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CAPTTULO 1
INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo, fazer um estudo so-
bre Regressao Polinomial, destacando o uso de polinomios orto
gonais e a alocacao 6tima de pontos no intervalo de variacao
da variavel independente.

A justificativa para o uso de polinomios ortogonais
no ajuste de uma Regressao Polinomial € motivada pelas difi-
culdades de calculo que normalmente surgem na determinacao da

Lyiy, o

inversa da matriz X'X e consequentemente de é==(X'X)_
estimador de minimos quadrados dos coeficientes da equacdo de
regressao. Além disso, quando, uma equacao da forma polinomial
esta sendo ajustada aos dados, & usualmente conveniente in-
cluir termos adicionais de graus sucessivamente maiores na e-
quagao, até que um ajuste satisfatorio tenha sido obtido. Es
te processo de calculo pode ser simplificado se escolhemos as
varidveis da regressdo como sendo ndo as poténcias sucessivas
da variavel independente x mas, polindémios de graus crescen-
tes em x os quais sao nao correlacionados uns aos outros.Quan

do as variaveis independentes sao definidas desta maneira, a

==



analise € simplificada, pois:

Cada coeficiente de regressio sobre cada polindmio de
grau maior do que o anterior pode ser calculado independente-
mente dos outros.

A soma de quadrados da regressao atribuida a cada po
linomio € do mesmo modo independentemente calculada e, repre-
senta a quantidade em que a soma de quadrados da regressio au
menta, pela introducao de uma equagao de grau maior do que o
polinomio considerado anteriormente.

No capitulo 2, apresentamos um estudo sobre os poli-
nomios ortogonais, especialmente para os polinomios de
Chebyshev, como uma maneira de reduzir o problema de mal-con-
dicionamento.

O problema relacionado com a alocagao otima de pon-
tos € estudado no capitulo 3, onde procuramos obter os pontos
sobre o eixo x (valores da variavel independente) baseados nos
critérios: o que minimiza a variancia generalizada de é, 0
que minimiza a variancia da estimativa do coeficiente do ter
mo de maior grau, o que minimiza a varidncia do valor previs-
to pelo modelo tanto para os casos de interpolacao como, ex-
trapolacao.

No capitulo 4 & apresentado um estudo sobre a deter-
minacao do grau de uma funcao polinomial, especialmente de
duas técnicas sequenciais devidas a Hoel (1968) e, tambén es
tudamos a perda de precisao que incorremos quando ajustamos um

polinémio de grau maior do que o adequado.



Finalmente, algumas aplicacdes dos capitulos ante-

riores sao apresentadas no capitulo 5.



CAPTITULO 2
REGRESSAO POLINOMIAL
2.1. Introducao

Neste capitulo estudamos o problema do ajuste de uma
fungao de regressiao polinomial a um conjunto de dados.

Inicialmente, um comentirio & feito sobre o problema
de mal-condicionamento que € associado com o ajuste de um po-
lindmio. No caso, das variaveis X; estarem distribuidas apro-
ximadamente uniforme sobre o eixo X, resulta que a matriz pla
nejamento associada ao modelo de regressao € 2 conhecida matriz
de Hilbert, que dificulta sobremaneira a determinacao dos es
timadores de minimos quadrados dos coeficientes Bi,j;l,Z,”,k,
do modelo polinomial, isto devido ao mal-condicionamento da
referida matriz. Este problema podera ser tratado, isto e, fa
cilitado em termos de cdlculo se usarmos os polinomios de
Chebyshev, que sao facilmente obtidos, por meio de relacoes
de recorréncia.

Formulas para os estimadores de minimos quadrados

dos coeficientes de regressao, assim como, para as somas de

quadrados sdo obtidas tanto para os casos dos valores de x se
==



rem igualmente e desigualmente espacados para planejamentos ba

lanceados e nao balanceados.
2.2. 0 problema de mal-condicionamento

Ao ajustarmos um modelo polinomial da forma
- k -

Yy = BO+lei+...+kai+si (i=1,2,...,n) (2.2.1)
inumeras dificuldades praticas surgem quando k & 'grande', em
bora, teoricamente seja possivel ajustar um polindmio de grau
n-1.

Para valores de k maior do que 6, a matriz de plane-

jamento X associada ao modelo (2.2.1)

M1 Xq xi...x1
k
2
1 X5 X5 X,
X - . . . . . -
1 X xz...xk
i n n n

torna-se mal-condicionada; isto é, "pequenas' mudancas nos ele
mentos de X podem causar "grandes' mudancas em (X'X)_1 e con
sequentemente em é:=(X'X)-1X'Y. Dessa forma quaisquer erros
na formagao de X'X afetara a estabilidade e precisao da solu
cao B. lor exemplo, supondo que X, € distribuida aproximadamen
te uniforme sobre [0,1] e n & "grande', entdo o elemento da
i-esima linha e s-&sima coluna da matriz X'X tem o seguinte

valor aproximado (Forsythe, 1957):

# 1 1 n

n r 1 s
(X'X)rS =n§ X:x: < = q J x'x dx =
i=1



1
_ r+s _ n
-HJX dx—m (2.2.2)
0
Assim X'X € aproximadamente n vezes a matriz
1 _ - .
{(;:g:T)],para r,s=0,1,...,k a qual € o menor principal de

ordem k+1 da matriz de Hilbert

1 1
1 7 g °
i1 1
o = 2 3 7
111
3 4 5

Frequentemente tem sido observado .que sistemas de e-
quacoes lineares envolvendo menores principais de H sdao muito
dificeis de serem resolvidos. Para k=9, por exemplo, a inver
sa de HlO’ O menor principal 10x10 de H, tem elementos de mag

12, (Savage e Lucacs, 1954) . Assim, um pequeno er-

nitude 3.10
-10 . -
ro de 10 em um elemento de X'Y conduzira a um erro de apro
] 2 -1
ximadamente 300 em um elemento de B=(X"X) "X'Y, mostrando as
sim que a matriz H & muito mal-condicionada.
Como foi destacado anteriormente, uma mancira de re-
duzir o efeito de mal-condicionamento, & trabalhar com polino

mios de Chebyshev e ajustar um modelo da forma
1 .
E[Y] =27To ) +y Ty (x) + ...+ Y1 T (%) (2.2.3)
onde Tr(x) ¢ um polindmio de Chebyshev de 12 especie de grau

r. Esses polinomios podem ser gerados pela relacao de recorrén

cia



Tr+1(x):=2xTr(x)-‘Tr_l(x), para r=1,2,... (2.2.4)
comecando com To(x)==1 e Tl(x) =X.

Assim:

Tz(x)==2x2—l,

T, (x) = 4x>=3x,

T4(x) =8x4—8x2+1,

16x5—20x3+5x, etc.

T (x)
As expansoes de Chebyshev para mondmios sio:
1 =T0(x)
X ='T1(x)

1 .
X =§{T2(x)+T0(x)}

X =%{T3(x)+3T1(x)}

—%{T4 () +4T, (x) +3T (x) )

=
Il

% = %{Ts(x)+5T3(x)+10T1 (x)}, etc.

Para fins praticos, tendo como proposito a estabili-
dade numeéerica, os X5 sao '"mormalizados" de modo que sua varia

¢ao € restrita ao intervalo [-1,1]. O valor de x normalizado &

dado por:
2x -max{x;} -min{x. }
o = 1 1
{max{x.} -min{x.}}
1 1
Podemos, também escrever x'=cos 0, para algum 0 em

[0,7], e temos entdo que
Tr(x') =cos(r 0), para r=0,1,2....
Considerando os polindmios de Chebyshev, definidos pe

la relacao de recorréncia (2.2.4) as scguintes propriedades



sao destacadas, quando r # s

1 1

2.2

( 5 dx

| T G)T 00 (1-x
-1

1]
o

e
n
b T 0

onde os Zs sao os zeros de Tn(x), isto e, Zy =cos[(i—%)(%)].

Essas duas propriedades sugerem que para valores de
X razoavelmente espacados, a matriz X associada ao modelo
(2.2.3) (expresso na forma E(Y) =Xvy) tera colunas que sao
aproximadamente ortogonais, de modo que X'X tera elementos re
lativamente pequenos fora da diagonal, tais matrizes sao ge-
ralmente bem-condicionadas. Portanto, um procedimento recomen
dado, para ajustar polinémios & usar polinomios de Chebyshev
juntamente com um dos métodos de decomposicao ortogonal. Nes
te caso o algoritmo modificado de Gram-Schmidt (ver p. ex. Se
ber cap.11) pode ser escolhido.

Juntamente com o problema de mal-condicionamento, e-
xiste também a questio de interpretar a forma de um polinomio
quando polinomios de Chebyshev sao usados e k & "grande'"; aon
de interpretacgao fisica é importante pode ser apropriado reex
pressar o polinomio ajustado em termos de monomios (variaveis
originais). Entretanto para alguns programas com dupla preci-
sao o ganho pode ser pouco trabalhando com polindmios de
Chebyshcv e transformando posteriormente para mondémios, ao in

vés de trabalhar com monomios diretamente (v. p. ex. Beaton e



Tukey, 1974). Entretanto, se monémios sao usados os xi's de-
vem obviamente serem normalizados; Hayes (1970) ilustra algu-
mas das dificuldades que podem surgir com dados que nao sao
normalizados.

De uma maneira equivalente, os polinomios de Che-
byshev de 12 espécie poderiam ter sido definidos por:

Tr(x) =cos(r arc cos X), para r=0,1,2,..., xe[-l,l}.

Usando a identidade trigonométrica elementar
cos(r+1)6 + cos(r-1)6 =2 cos 0 cosr 6, e colocando O=arc cos x,a
relacao dada en (2.2.4) assim como as propriedades citadas pa

ra esses polinomios sio verificadas facilmente.,
2.3. Escolha do Grau de um Polinomio

Um guia para escolher O grau k de um polindomio & con
siderar a SQRr+1, a soma de quadrados residual para um polino
mio de grau r, Quando r aumenta (r+] parametros sio estimados).

Em geral, SQR decresce consistentemente no principio e, en

r+1] =
tao nivela-se para um valor razoavelmente constante em cujo
estagio € usualmente claro quando parar (ex. Hayes, 1970). Em
casos de¢ duvida podemos testar a significdncia do coeficiente
do ultimo mondmio acrescentado ao modelo; este & o chamado pro
cedimento de selecao "forward". Contudo, este procedimento de
teste deve ser usado Cautelosamente pois ele pode conduzir a

paradas prematuras. Por exemplo, no ajuste de um polinomio pa

ra uma funcgao quase simé€trica, os coeficientes das poténcias



=1 0=

impares serdo pequenos de modo que, podemos ter uma situacdo
em que termos de ordem Impar ndo sdo significantes e, termos
significantes de ordem par necessdrios para o ajuste do mode-
lo poderiam ser desprezados.

Temos também a possibilidade que a SQRr+1 pode man-
ter-se nivelado para varios valores de k antes de decrescer no
vamente. Por esse motivo & preférivel irmos varios passos além
do primeiro termo ndo significante.

Um outro procedimento de teste que podemos usar & o
chamado procedimento de eliminacdo "backward'". Neste caso 0
grau maximo que serd ajustado & determinado "a priori" e en-
tao termos (mondmios) de graus mais altos sao eliminados um
de cada vez. Este procedimento & mais eficiente do que a sele
cao "forward", e € sugerido que o melhor nivel de significan-
cia a ser usado em cada passo e a =0,10 (Kenedy e Bancroft,
1971) . Contudo, permanece ainda o problema de decidir o grau
maximo a ser ajustado. Infelizmente os procedimentos '"'forward"
e "backward" nao conduzem necessariamente ao mesmo modelo. Um
outro procedimento que comega com grau maximo foi dado por
Hoel (1968) e e descrito no capitulo (IV) deste trabalho.

A adequacao de um dado modelo pode ser examinada fa

zendo varios graficos residuais tais como Yi versus Y. e em

2

particular, e; versus Xx;, onde e; =Yi-Y . Suponhamos por e-

i
xemplo, que o polinémio ajustado & de grau k1 e o verdadeiro
modelo ¢ de grau k,. Se ki<k,, teremos um viés ('underfitting").

Se E(e) =0, entao E(Y) =XB e a estimativa de minimos quadrados



1=

= . S | - N . - R
B=(X'X) "X'Y é uma estimativa nao-viesada de B. Entretanto,

se o modelo € "underfitted" de modo que o modelo verdadeiro é
E(Y) = XB + Zy (2.3.1)
onde as colunas de Z sdo linearmente independentes das colu -

nas de X, entdo € € viesado e

E(B) = (X'X) 71X (xg+2y)
=B + (X'X)'1X'ZY
—B+Cry (2.3.2)
Assim B @ agora uma estimativa viesada de B com viés Cy, on-
de C=(x'x)"1x'z.
De (2.3.2) temos entao que
E(e;) = E(Y; - By -Byx; - ...~ B xlil) -
kz k1 1
R R R RS
onde os dr tenderao a ser 'pequenos'. Neste caso um grafico de

€; versus x; exibira um comportamento sistemdtico ao invés de
aleatorio e tera a caracteristica de um grafico polinomial (al
to grau). No caso k1>k2, teremos um vies ("overfitting"). Su-
pondo que o modelo & E(Y):=X181, onde X1 consiste das primei
ras k colunas de X: assim X:=(X1,X2), digamos. Entao:

1

E(B) = (X'X)~ X'X, 8,
—(0) (2.3.3)

-~

e B

1> consistindo dos primeiros k elementos de B, € uma esti-

mativa nao-viesada de 61. Tambem



=] 3

B
1
0)

E(Y) = E(XB) = X( X8, (2.3.4)

de modo que o modelo ajustado € uma estimativa nio viesada do
verdadeiro modelo. Entretanto, o uso da formula OZ(X'X)—I con
duz a variancias maiores para os elementos de él do que se o
modelo adequado (menor grau) fosse adaptado. De (2.3.4) impli

ca que E(ei) =0 e nao existira padrido ou tendéncia no grafico

residual.

2.4. Polinomios Ortogonais

2.4.1. Propriedades Estatisticas Gerais

Algumas das dificuldades de calculo relacionadas com
mal-condicionamento (secgao 2.2.) podem ser evitadas pelo uso

de polindmios ortogonais. Por exemplo, consideremos o modelo:
Yi vl () Fy o () + Ll Pt (X)) rey,

onde ¢ _(x;) € um polinémio de grau r em  x. (T=0., 15 0w s K)
€ 0os polinomios sao ortogonais sobre o conjunto dos X, isto ¢

n

) ¢r(xi)¢g(xi) = 0, para todo r,s,r#s (2.4.1)
i=1 :

Esta condicao & um caso especial da propriedade mais
geral de ortogonalidade, onde ¢r(x) e ¢S(x) sao chamados orto
gonais com relacgdo a funcao peso w(x) se

n

izl W(Xi)¢r(xi)¢s(xi) = 0, para todo r,s,r#s

Se alem desta condigao tivermos,



=] B

n -~ - o~
Y w(xi)¢2(xi) = 1 para todo r, os polindmios sao
r

i=1

chamados ortonormais.

Entdo na equacao Y = Xy+e, a matriz
00 (x) 01 (xq) -en 9y (x))]

bo(xp) @ 0x,) ... by (xy)

bo(x) b 0x) el by (x)

tem colunas mutuamente ortogonais, e

n
i£1¢8(xi) 0 e 0
no
¥y 0 'Zl(‘)l(xi)“. 0
n
0 0 .“’Z ¢§(Xi)
L 1=1

Assim, de §==(X'X)_1X'Y, temos que

n
= izl¢r(xi)Yi
Y. = » para r=0,1,...,k (2.4.2)

T n )
izl¢r(xi)

A estrutura ortogonal de X implica que a estimativa
de minimos quadrados de ¥y (r<k) € independente do grau k do
polindomio.

Sendo ¢O(xi) um polinomio de grau zero podemos colo-

car ¢0(x)51 e obtermos
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A soma de quadrados do residuo, & entao
SQR 1 = (Y-Xy) ' (Y-Xy) =Y'Y-y'X'Xy

n k ] =
DR RRCRIRG

i=1 r=0 {1

Il o~ %0

< Z(Yi-?)z_ 1[§¢§(xi)]?§ (2.4.3)
1

r 1

Se desejarmos testar a hipotese H:yk=0, entao a soma

de quadrados para o modelo H é:
n _ k-1 ) ] ~,
san - oo e

1=1 r=1! 1

L

SQRk+1*‘[§ ¢i(xi)J v

e a estatistica F apropriada, &

2 ~2
L SORy - SQR,, g P () vy

SQRk+1/(n-k+1) SQRk+1/(n—k+1)

Conforme mencionamos em (2.3), podémos usar selecao
"forward" ou eliminacdo "backward" como procedimentos para de
terminar o grau apropriado. Estabelecido o procedimento, pode
Mmos prontamente determinar o grau maximo a ser ajustado. 0
procedimento "backward" & mais eficiente e também evita a pos
sibilidade associada com o procedimento "forward" de paradas

prematuras.
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2.4.2, Obtencao de Polinomios Ortogonais

Polinomios ortogonais podem ser obtidos de varias ma
neiras. Seguindo Forsythe (1957), um pioneiro neste campo,

Hayes (1974) sugere usar a relacdo de recorréncia

bppp () = 2(x-a )6 () - b ¢ (x) (2.4.4)
comecando com oS polindmios
¢o(x) =1 e ¢, (x) = 2(x-a;)

e b sao

onde x € normalizado de modo que -1<x<+1, e os a1 "

escolhidos de modo a tornar as relacgdes ortogonais (2.4.1) va
lidas.

Provaremos a relacdo (2.4.4) por inducao.

Se colocarmos $_1(x) =0, entdo ¢1(x):=2(x—al) e o ca
so especial r =0 de (2.4.4). Suponhamos por uma hipdtese de

indugao, que escolhamos a , a_; b b,,..., b de

1> #2000 855 Dy by, r-1
modo que ¢O(X), ¢1(x),..., ¢r(x) sejam dois a dois ortogonais.
Vejamos entao como escolheremos ALy © br em (2.4.4) de modo

que

n
.21¢r+1(xi) ¢j(xi) = 0 para todo j=0,1,...,r(2.4.4.1)
1= i

Colocando-se X =Xx; na relacao (2.4.4); multiplicando

ambos os membros por $.(x.) e somando nara i =1,2,...,n,temos
Jo 1 )

n n n
izl¢r+1 (Xl)cb_] (xi):zizl (Xi—ar+l)¢r (Xl)d)J (Xi)"brizlq)r_l (Xl)q)_] (Xi):
n (2.4.4.2)

n n
=7 - lel¢r (Xl) (I)J (Xl) - Zar+11§1¢r (Xl) (I)J (Xl) -brlzl q)l"—l (Xl) (bJ (Xl)
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Para j<r-1, pela hipotese de indugdo os dois Gltimos termos
da equagao (2.4.4.2) sdo zeros. Entretanto, como x¢j(x) e um
polinémio em x de grau j+l<r, podemos expressa-lo como uma
combinagdo linear dos polindmios ¢0(x), a6 o ¢r_1(x). Entao a
n

soma izlxi¢r(xi)¢j(xi) sera 1igual a zero, pois ¢r e ortogonal
a cada um dos polinomios ¢0(x), ¢1(x),..., ¢r_l(x), pela hipé
tese de indugao. Provamos portanto, que ¢r+1(x) definido por
(2.4.4) € ortogonal a 9o (x), ¢1(x),..., ¢._1(xX), para quais-
quer a , , e br escolhidos.

Tomando j =71 em (2.4.4.2), resulta que, se

1

1

o~—ms

eS| =
—

X307 (x5)

a =

1 (2.4.5)

2
. ¢r(xi)
i
¢r+1(x) € ortogonal a ¢r(x). Entretanto, se colocarmos j=r-1

em (2.4.4.2), resulta que, se

n
2 Lo ()0, ()
br = (2.4.6)

n
2
i§1¢r_1(xi)

¢r+1(x) € ortogonal a ¢r—l(x)

Assim, se ¢ br sao escolhidos de acordo com

r+1’
(2.4.5) e (2.4.6), ¢r+1 € ortogonal a ¢0(x),¢1(x),...,¢r(x),o

que completa a indugao,
Tomando (2.4,4) para x =x., multiplicando membro a

membro por ¢r+l(xi)’ e somando para i=1,2,...,n resulta a iden

tidade
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o~
—

n
¢Iz.+1 (Xi) = zizlxiq’r(xi) ¢r+1(xi)

Poderemos entdao calcular br pela formula alternativa,

n
_Zl¢;(xi)
1:

br = = (2.4.7)
.21¢;-1(Xi)
1:

onde r=0,1,...,k-1; b0=0 e a1=;

(Forsythe usou a variacao -2a+2 e o fator unidade ao inves do
fator 2 dado na equacao (2.4.4)).

"Essas duas diferencas siao essenéialmente compensato
rias, pois existe um fator constante arbitrario associado a
cada polinomio ortogonal, conforme Hayes (1969)'". Um programa
de computador baseado no método de Forsythe & dado por Cooper
(1968, 1971).

Usando as expressdes (2.4.5) e (2.4.6) ou (2.4.7) na
na formula (2.4.4) poderemos gerar os polindmios ortogonais
¢r(xi), recursivamente.

A mesma tecnica podera ser usada para gerar polind -
mios ortogonais usando-se a relacao iglw(xi)¢r(xi)¢s(xi) =0,

para todo r #s.

2.4.3. Minimos Quadrados Ponderados

Algumas vezes € necessario fazer um ajuste de minimos
quadrados ponderados, particularmente se um grafico residual

do ajuste ndo-ponderado sugere que a suposigao basica,
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— 2
Var(ei) o

e Cov(ei,ej)==0 para i#j nao € verificada. Neste
caso podemos transformar Y (p. ex. tomar log Y) para obter um
bom ajuste polinomial, isto €, tentar homogeneizar a variabi-
lidade dos €;

Minimos quadrados ponderados consiste em minimizar

2 k2 .
w(xi)(Yi—BO-lei-Bzxi—...—kai) , onde w(xi)>0,1=1,2,

ne~—s

1

-+, N. Este problema pode ser resolvido uma vez mais pelo u-

i

so de polinomios $r(xi), digamos, os quais satisfazem a con-
n

dicao .le(xiyir(xi)$s(xi) = 0 para r #s
1:

Neste caso, o polinémio ajustado &:
B O = vty oy GOy 0, )+ Lol Yy 6y (X)),

onde n ~
_ zlw(xi)Yi(br(xi)
Y = Y T=0,1,...,k (2'4'8)

r n ~,
DIERIECH

[
Il

€ a matriz de variancia-covariancia de Y, sera uma matriz dia

n
gonal com elementos ¢g2{ ) w(xi)¢;(xi)}-1. Os polindémios po-
i=1

dem ser gerados por uma relacio analoga a (2.4.4), que €

Prep () = 20x-a )3 () = b § (%) (2.4.9)
comecando com $0(x) =1 e &1(x) = 2(x—51), onde
n - n _
) izlw(xi)xi¢§(xi) i izlw(xi)¢;(xi)
ar+1= n -, ¢ br= n ~,
iZlW(Xi)¢r (x;) 121W(Xi)¢r”1(xi)

O resto da teoria, com relacao ao uso de polinomios

de Chebyshev, & feito como para o caso nao-ponderado; as uni-
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cas mudancas sdo nos coeficientes 5r, br e Y-

2.4.4. Polinomios Ortogonais com Valores x igualmente Es

pacados

Se os valores de x sao igualmente espacados, podere-

mos transformia-los para

X; = i-i=1i - %(n+l), para i=1,2,...,n (2.4.10)

Entao, temos o seguinte sistema de polinomios ortogonais (ge-

ralmente atribuido a Chebyshev) :

op(x) =1

¢, (x) = Agx

6,(x) = A, (x? - 5(n%-1))

B30 = A5(x> - 55(3n%-7)x)

by (x) = A, (x* —f%(snz—ls)x-+3%U(n2-1)(n2-9)), etc.

onde os Ar sao escolhidos de modo que os valores ¢r(xi) sejam
todos inteiros.

Esses polinomios podem ser obtidos da resolucao de
sistemas de equacoes, quando igualamos os coeficientes de
(p=0,1,...,k) nos modelos,

Y. = BO+lei+82x§+...+ka§+ei

Yo o= Yoty 9y (o) ey 0, (G-0) 4. ovyy ¢ (i-1) + e,

2
para 1i=1,2,..., n.
Sendo que, na primeira equacao, pelo fato dos X; serem igual-

mente espacados, colocamos xi==a+ih, para a e h constantes e,

na segunda equacao ¢r(i—i) € um polinomio de grau r em i-i e,
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serd representado por

. T . 1 . : 2 .
¢rh'1)=¢r“'2%4=“0+%f1'2;'+“ﬂ1'2;0 Hovetod

n+l T
"7
para r=1,2,...,k.

Onde O sCosenes0 sao constantes, as quais sao determinadas de
modo que a matriz X'X seja diagonal e todos os elementos em
¢r sejam numeros inteiros. Esses polindmios estdo tabelados em
Pearson e Hartley (1970) para n=1a 52 er=1 a 6, (r<n-1) ;
uma parte desta tabela € dada na Tabela 2.4.1. abaixo. Para
ilustrar seu uso suponhamos que n =3. Entao,

x. = -1, 0 1

bo(x) =1, ¢;(x) =r;x=x, ¢,(x) =2 (xz-2)==3x2-2 e o polino-

0 r Py 1 » #2 2 3 : P
mio ajustado é:

f(x)==80 + élx + éz(sz—Z), onde

BO =Y3

X izl¢l(xi)yl . )

6, - v F DY+ (OY, + MY} =20r,-v) e
j=p 14
3

- i§1¢2(xi)yl 1 1

82 g q‘;(x | 6{(1)Y1+ (‘2)Y2+(1)Y3}—6{Y1—2Y2+Y3}

=



=91 -

Tabela 2.4.1 - Valores dos Polinémios Ortogonais,

¢r(x), para valores de x igualmente espacados da eq. (2.4.10)

n=73% n=4 n=5
R R S Y
-1 1 -3 1 -1 ~2 2 -1 1
0 ~2 -1 -1 3 =1 =} 2 -4
1 1 1 -1 -3 0 -2 0 6
3 1 1 1 -1 =2 -4
2 2 1 1
E $2(x.) 2 6 20 4 20 10 14 10 70
Lo i
1=1
10 5 35
Ar 1 3 2 1 3 1 1 € 15
A soma de quadrados do residuo dada pela equacao
(2.4.3), e:
3 -2 -, % - o
= ¥ oo N ' 2 _n2 2 =
SQRy = ) (Y;=Y)"-8] ) ¢3(x;)-83 | #2(x,)
1=1 1=] 1=1
3 — 5 -
= - - 2R2 . Ap2
izl(Yi Y)" - 268, - 68

2.4.5. Polinomios Ortogonais com os Valores X igualmente

espacados e nao balanceados

Neste caso, a condigao de ortogonalidade e

.Z]w(xj)¢r(xi)¢s(xi) =0 para todo r, s, r#s, onde
1:

¢r(xi) e ¢S(xi) sao polindémios de grau r e s respecticamente,
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ortogonais em relagao a funcao peso w(x).
Se w(xi)==ni, o nimero de observagdes em X, entao

o critério de minimos quadrados sera expresso como a condicdo

n ['_ ~
2 . é s -, o
que Z.W(Xi) |Yi 'Yi seja minimo, onde Y. e a media das ob-
1=1 - ~ 1
- - - .
servagoes para o nivel X;, € Yi e o valor previsto pelo mode-

lo nesse ponto. Entao Yj a estimativa de minimos quadrados de

Y5 na equagao de regressao;

Yi = Y00 (X)) F Yo (xg) + e o (x5) ey
e dada por n _
X iEIW(xi)Yi¢j(xi)
oo (2.4.11)
J n
L w(x;) 08 (x;)

e a SQj, a porgdo da soma de quadrados entre x representada pe

lo termo Yj¢j(x) € dada por

n e 2
5Q; =~ - (2.4.12)
iZIW(xi)¢j(xi)

com 1 grau de liberdade.

2.4.6. Polinomios Ortogonais com os Valores x desigual -

mente espagados e nao balanceados

-~

Nesse caso, Yj a estimativa de minimos quadrados de

na equacao de regressdo

Yi = YOCPO(X]'_) +Y1¢1(xi) + .. +yk<pk(xi) + o e dada
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por (2.4.11) sendo que a SQj, é
2

N
SQj = ll

wxg)Y 65 0x;)
1 (2.4.13)

W(Xi)¢§(xi)

o~ (3

i=1
com 1 grau de liberdade.
onde existem rw(xi) observacoes de Y para o ponto X5, sendo

Y;, a média das mesmas.

Dois métodos para a obtencao de polinémios ortogonais
para um conjunto de pontos com esSpacos € pesos arbitrarios, fo
ram apresentados por Emerson (1965).

0 método baseado na relacdo de recorréncia de Chris-

toffel-Darboux (Szegd, 1959), para quaisquer trés polindomios

ortogonals consecutivos,
.(x) = (A.x+B. . ~C.o. , 32,3, ... 2.4.1
0500 = (Apx+B3Y o5 ) (x) = Cids 5 (), ] (2.4.14)

“onde Aj’ Bj e Cj sao constantes para um dado j, dadas por:

2
1w(xi)xi¢;_1(xi) -

>
I

n n
2
j izlw(xi)xi¢j—1(xi)'[i§

n

2Y) -
) w(xi)xi¢j_1(xi)¢j_2(xj)] }

1=1

NI

(2.4.15)

or)
I

n
—Ajiglw(xi)xi¢§_1(xi)

n

C

parece ser preferido, tanto em relacdo ao tempo, como em pre-

cisao, comparado ao método de Gram-Schmidt.



CAPTITULO 3
ALOCAGAO OTIMA DE PONTOS
3.1.1. Introducgao

Ao planejarmos um experimento para ajustar uma curva
de regressao polinomial, nos encontramos com um problema de
alocacao de pontos. Se os pontos x, devem pertencer ao inter-
valo [—],1] por exemplo, entdo, a questao €, para que valores
de x deveremos observar os n valores de Y e que propor¢ao des
sas observacoes devem ser tomadas em cada ponto.

Obviamente, a resposta para esta questao depende do
nosso proposito no ajuste do polindmio: estimacio ( com rela
¢ao a todos os coeficientes do polinomio, ou apenas um subcon
junto de coeficientes), interpolacdo (por exemplo, calibracao
de curvas), ou extrapolacao (previsao).

Para o estudo dos objetivos destacados, uma varieda-
de de critérios de otimidade foram sugeridos, dentre os quais

os mais citados na literatura sao: D-otimidade, G-otimidade e

C-otimidade.

-24 -
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3.1.2. Notacgoes

Para o estudo dos problemas relativos a alocagao Oti
ma de pontos, nao havera perda de generalidades se tomarmos a
"regiao de interesse' como sendo o intervalo de -1 a +1, des-
de que os criterios que consideraremos sdo invariantes sob
transformagoes lineares sobre a variavel independente.

Inicialmente vamos supor que

i} 2 k .
Yi—80+81xi+82xi+...+kai+ei, para i=1,2,...n (3.1.1)

€ um polinémio de grau k, conhecido, e os Bi' sao desconheci

s
dos. Denotando por Y, B e € os vetores colunas,
Y'=(Y1,Y2,-..,Yn), B =(80a61a--~,8k), E“:(El,gz,...,en) e X a

matriz nx(k+1) dada por,

2 k
(1 x1 X1 x1
2 k
1 X, X5 XZ
X =
1 X x2 “ae xk
n n n |

entao o modelo (3.1.1) pode ser escrito na forma matricial
Y=XB + e. onde o vetor € tem, por hipotese, média 0 e matriz de
covariancia ¢%S (S € uma matriz de constantes conhecidas), e
0S X;14 tomam pelo menos k+1 valores distintos.

Nestas condigoes, a estimativa de minimos quadrados

de B, ¢ dada por é=:(X'S—1X)—1X'S_1Y =(é0,é1,--',§k)' a qual

tem média £ e matriz de covariancia (X'S_lX)_l.
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Desde que o modelo de regressao classico supde que
Yl’YZ""’Yn sao variaveis aleatorias ndao correlacionadas com
variancia comum c?, a matriz S € a matriz identidade.

Um primeiro passo em direcao ao encontro dos planeja
mentos otimos que veremos neste capitulo foi feito por De La
Garza (1954). Ele mostrou que correspondendo a qualquer aloca
¢ao de n valores x, existe uma outra alocagdo, de apenas k+1
pontos X4 (i=0,1,...,k) com a mesma matriz X'S_IX e pertencen
tes ao intervalo de variacao dos valores de x originais. Deno
tandi por n. o numero de observacgoes a ser tomadas em X;, on-

de § n; =n, teremos que as matrizes X e S serao dadas por
1=0

) 1 -

1 Xg xg e xg (ﬁ% 0 ... 0

1 Xy x% S x? 0 4#—... 0

X = . & . . ; S = . Al .
L1 X xﬁ . xi_ _ 0 0o ... g;-

Umn planejamento discreto (ou cxato) é definido como
uma medida de probabilidade & sobre [-1,1], concentrando pe-
S0S pgp» Pp»---» Py NOS pontos distintos Xgs Xps--.,X Tespec-
tivamente, tais que np; =n., 1=0,1,...,k sao inteiros c

k

N p;=l, onde n € o numero (finito) de observacées niao corre-
1i=0
lacionadas Y., i=1,2,...,n, as quais tem variancia comum o?2.
Nota-se que observagoes diferentes tomadas no mesmo ponto X
sao nao-correlacionadas. Portanto, a medida (ou planejamento)

discreto £ especifica os diferentes pontos onde as observacoes

serao tomadas, e numero das mesmas em cada ponto.
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Analogamente, correspondendo a uma medida de probabi
lidade discreta £, temos o planejamento que considera n¢ (x) me
didas independentes para o valor x, para cada x em [—1,1].Por
razoes de conveniéncia matematica, frequentemente descrevemos
um planejamento por uma medida &, sem a resticdo que ng&(x) 5
ja inteiro. Por exemplo, se por algum critério de otimidade,o
melhor planejamento para regressao linear é: E(—1)=€(1)=-%,t§
remos ng(l) nao inteiro,a menos que n seja par. Para situacgoes
como esta € recomendado que uma aproximacao para o planejamen
to estabelecido seja usado (no exemplo acima com n impar, to-
mariamos (n-1)/2 medidas para x=-1 e (n+l1)/2 para x=1). Para a
maioria dos critérios de otimidade tais aproximacoes produzi-

rao planejamentos '"aproximadamente melhores" se n & "grande'.
3.2. Critéerios de Otimidade

3.2.1. Planejamentos D-otimo e G-0timo

Um dos critérios de otimidade mais estudado & o cri-
tério de D-otimidade. Diremos que um planejamento g* e D-oti-
mo para o modelo (3.1.1) se este minimiza o determinante da
matriz de covaridncia de B (o qual & também chamado a varian-
cia generalizada de 8): isto e, se g* maximiza |X'S_1X|.

Um planejamento &' & chamado G-6timo (ou minimax) pa
ra o modelo (3.1.1) se &' minimiza

ko~
max Var| ) Brxl
-1<x<1 r=0
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A equivaléncia dos critérios D-0timo e G-6timo (quan
do é e expresso como uma medida sobre [-1,1]) foi provada por
Kiefer e Wolfowitz (1960) (o chamado teorema da equivaléncia),
encontrando que um planejamento € D-otimo se, e somente se,ele
€ G-otimo.

Para um planejamento D-0timo, Hoel e Guest (1958)
mostraram que np observacoes (i=0,1,...,k) devem ser feitas
para x;, onde pi:=K%T (isto €, alocacdao igual) e os Xy sao 0s
k+1 zeros de (l—xz).Pi(x), Pk(x) sendo o polinomio de Legen-
dre de grau k.

A Tabela 3.2.1. abaixo nos fornece os valores dos X5
(para k=1,2,...,5) onde deveremos fazer as observacdes para a
obtengao do planejamento D-Gtimo ou do planejamento minimax
(G-otimo) .

Tabela 3.2.1. - Zeros de (l—xz)Pk(x), para o0s casos
k=1,2,3,4 e 5.

k Valores de X4
1 +]
2 ], 0
3021, +/1

5

3
4 1, + 7 0

= ==
/1 4 /1 4

5 1, 2 3(1*'\/7) s X j(l'/7)

Observamos que os polindmios de Legendre sao ortogo-
nais sobre o intervalo [—],1] com respeito a funcao peso cons

tante w(x)=1, e que a formula de Rodrigues para esses polino-
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mios €
k .
1 d 2 k
P, (x) = —— (x"=1)",
k Xer o axK

onde a expansao de Pk(x) em poténcias de x e:

Pk(x) - éZk)!Zxk = (2k-2) . xk"2-+ . (Zk—?)l 'Xk—4+...
27 (k) 27 (k-1) . (k-2): 27 (k-2) L (k-3):
Em particular, temos que
PO(X)=1; Pl(x) =X Pz(x) =—?23x2—%; l’s(x)=%x3—%x;
P4(x)=—‘%§x4-% x2+%; Ps(x)=%—3—x5—%0x3+18§x
e estes resultados acima foram usados para a elaboracao da

Tabela 3.2.1.

3.2.2. Planejamentos para fazer inferéncias sobre By

Se estivermos interessados especificamente apenas em
Bk’ o coeficiente do termo de maior grau da funcao de regres-
sao polinomial, entdo, um critério de planejamento mais razoa
vel reduz-se a encontrar o planejamento que minimiza Var[ék].

Neste caso a solugao otima € (Kiefer ¢ Wolfowitz, 1959)

Pi =2k 170,k
! - -
. —*lz, ]'—1,2, ,k 1
nos pontos X5 =—cos(%§), i=0,1,...,k, os quais sao chamados

pontos de Chebyshev.
A principal desvantagem deste critério ¢ que ele &
apropriado apenas para um problema muito limitado: estimar By

ou testar hipoteses sobre By -
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3.2.3, Planejamentos Otimos para Previsao
Previsao Otima

O problema basico que consideraremos agora &, como de
terminar onde os X5 devem ser escolhidos no intervalo [—1,1]

de modo a minimizar a variancia do valor previsto de Y, isto

ko
€, minimizar Var| J Brxr em algum ponto x, tal que |x|>1. Es
r=0 ~ - =
ta variancia é dada por, Var{Y(x)] =g?x'(X'S 1X) lx, onde
x'=(1, x, xz,..., xk).

—

Se o numero total de observacées a ser tomado, n, &
fixado, as proporcées p; a serem tomadas nos k+1 pontos distin
tos X4 do intervalo [—1,1], podem nao produzir valores intei-
ros para o numero de observacdes a ser tomado nos varios pon
tos, assim, se um planejamento Gtimo requer que n;=np, obser-
vacoes sejam feitas em X; e ny nao € inteiro, deveremos esco-

lher o inteiro préximo a n.

; pbara o numero real de observacoes

€, portanto, os resultados que obteremos serao considerados co
mo aproximados apenas.

Quando somente k+1 pontos de observacdes sio escolhi
dos para estimar um polindmio de grau k, o estimador de mini-
mos quadrados §(x) passa através dos k+1 pontos médiosﬁg,?i),

i=0,1,...,k; portanto, sua equacao pode ser escrita na forma

~

k _
Y(x) = 2 Li(x)Yi, (3.2.1)

onde Li(x) € o polindmio de Lagrange dado por,
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(x—xo)...(x-xi_l)(x—xi+1)...(x—xk)

L. = (3.2.2)
1(X) (Xi-xo)...(xi—xi_l)(xi—xi+1)...(xi—xk)
e portanto, segue de (3.2.1) que
2
k - » k LI(x)
> 2 o i
Var [Y(x) | = LY(x)Var([Y.]| ==— ) (3.2.3)
Feo)= § ticovar(f,) =% [ A

O problema entao reduz-se na escolha dos k+1 valores
de x;, i=0,1,...,k e os correspondentes valores p; que minimi
zam (3.2.3). Os dois resultados que scguem devidos a Hoel e

Levine (1964) nos dao esses valores.

Se os Py i=0,1,...,k variam continuamente em (0,1)
k
sob a restricdo que ) p; =1, entao para um fixado x-fxi,
i=0 -
i=0,1,...,k, a escolha
L; (x) |
P; % , para i=0,1,...,k (3.2.4)
2 ILi(X)I
i=0

minimizara Var[?(x)].

A prova deste resultado e feita, usando técnicas u-
suais de calculo e, verificando por meio das derivadas segun-
das que o ponto critico produz um minimo relativo que & tam-
bem minimo absoluto.

Embora estamos assumindo que x & um ponto dado fora
do intervalo [-1,1], e portanto seria desnecessario inserir a
restricao x # X;, isto € feito para assinalar o fato que es-
ses p's produzem um minimo se x € interno ou externo a [-1,1],

de tal modo que x ndo seja escolhido como um ponto de observa

cao.
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Se os p's dados pela formula (3.2.4) sao usados, os
k+1 pontos de observacao que minimizarao Var[Y(x)] para x>1

sao os pontos de Chebyshev

X; = -cos %g, para i=0,1,...,k (3.2.5)

Para ilustrar a vantagem de usar o espagamento e pon
deracao otimos dados pelas formulas (3.2.4) e (3.2.5), consi-
deremos o problema de prever o valor de um polinémio do 3°
grau no ponto x =2 se 52 observacoes sao tomadas no intervalo
[-1,1] e se o=1.

Sob a tradicional aproximacao de usar espacos e pe-
sos iguais, escolheriamos

Xg = 1, Xy = 75 X Z> X 1

n 13, n

1 13, n, = 13, n 13

0

Os valores correspondentes para a solucao de Chebyshev

dados pelas formulas (3.2.4) e (3.2.5) serdo:
Xp = -1, 5 B X2 T 7 £g = 1
ng = S, n, = 12, n, = 20, ng = 15

Os valores correspondentes da Var[Y(Z)] sao aproxima
damente, 20 e 13. Assim, para este exemplo o método tradicio-
nal produz um valor de variancia que € cerca de 50% maior do

que a solugao otima apresentada pelo método de Hoel e levine

(1964) .



3.2.4, Planejamentos C-otimos

Para obter os planejamentos C-o0timos, vamos supor
que para cada xe [-1,1] um experimento possa ser realizado, o

resultado do qual € uma variavel aleatoria Y(x) com
2 k
E(Y(x)] = BBy X+FB,X L L By X Var [Y(x)]=0? (3.2.6)

Com o objetivo de estimar os coeficientes de regres-
sao B i=0,1,...,k, pelo método dos minimos quadrados, utili
zaremos um planejamento £. Para isso, faremos n observacoes
ndo-correlacionadas nos pontos x;, 1=0,1,....,k com xi&:[-l,l]
tais que np; =n; observacoes serao feitas em X5 onde pi>0 e

) p.=1.
i=0 *

Para um dado planejamento &, definiremos a matriz
M(&) de ordem (k+1)x(k+1) por

k
M. (&) = ¥ pxi"® para r=0,1,....,k (3.2.7)

R i |
1=0 s=0,1,...,k
M(£) € chamada matriz planejamento.

A matriz de variancia-covariancia das estimativas de

- - - 2 - -~
minimos quadrados dos Bi e dada por %T M 1(&). A variancia do

estimador de minimos quadrados, de uma funcao linear arbitra-

k
ria dos coeficientes de regressao, (c,B) = ) c;B; €& proporcio
i=0 ] -
nal a
' ~1L = g -1 1
c'M " (E)c=tr M " (&)cc (3.2.8)
onde c' representa o vetor linha (co,cl,...,ck) e C ¢ sua

transposta e, tr representa o traco da matriz.
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Um planejamento &" que minimiza (3.2.8) € chamado um
planejamento C-otimo, para estimar a forma linear (c,B).

Para obter o planejamento E* que minimiza (3.2.8)
usaremos a caracterizacao de Kiefer e Wolfowitz (1959, 1965)
de tais planejamentos, procedendo do seguinte modo:

Seja & um planejamento para k+1 pontos distintos X

i=0,1,...,k com pesos correspondentes p;- Consideremos a ma-

- 2
triz de ordem (k+1)x(k+2), cuja (i+1)? coluna e (1, Xis Xy
k . P -
e, xi), i=0,1,...,k e a ultima coluna ¢ (co,cl,...,ck). Sem
perda de generalidades supomos que XXy <o <Xy, onde cada X5

€ um ponto da regiao experimental [-1,1].

Retirando a (i+1)% coluna desta matriz, obtemos uma
matriz quadrada de ordem (k+1), cujo determinante sera denota
do por Di(c). Se os (k+1) determinantes Di(c); i=0,1,...,k téem
o mesmo sinal, isto €&, todos positivos ou todos negativos, ou

se esses determinantes alternam em sinal, entao o planejamen-

D, (0) |
to £ nos (k+1) pontos X i=0,1,...,k com pesos p;~ Tr—l————,
€ o6timo. _2 D, () |

1=0

Ao verificarmos a permanéncia ou alternancia dos si

nais dos determinantes Di(c); 1=0,1,...,k, um determinante i-

gual a zero podera ser considerado positivo ou negativo arbi-

trariamente. Para um dado C'=(C0,C1,...,Ck) para o qual os de

terminantes ou mantém o mesmo sinal ou alternam em sinal, os
5 im .

pontos X, sao dados por X; =-CO0s 4=, para i=0,1,...,k.

Temos portanto, que um experimento realizado para os

(k+1) pontos X € C-otimo se o vetor c'=(c05c1,...,ck) e tal
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que os determinantes Di(c), ou tém o mesmo sinal ou alternam
em sinal. Esta € uma condigao apenas suficiente para C-otimi-
dade.

Como uma aplicacao do planejamento C-0timo vamos es-
tudar os planejamentos Otimos para estimar a inclinacdo de
uma regressao polinomial. A inclinacao da regressao polinomial
E[X(x)]==BO+le+BzxZ+...+kak, em um ponto fixado xe [-1,1] €

k-1

Bl+282x+...+k6kx (3.2.9)

Tomando c'=(0,1,2x,...,kxk_1), (3.2.9) pode ser representada

como (c,B) e assim a variancia da estimativa de minimos qua-
drados de (3.2.9) usando um planejamento & pode ser calculada
utilizando (3.2.8). Estamos portanto interessado em obter 0
planejamento £" que minimiza tr M—l(g)cc' para esta escolha es
pecial de c'.

Segue-se um estudo detalhado para a inclinagao da re
gressao polinomial de 2°¢ e 3° graus.

Para regressao quadratica tomamos k=2 em (3.2.9) de
modo que, c¢'=(0,1,2x) e para a regressao cubica, k=3, e c¢'=(0,

1,2x,3x2).

Regressao Quadratica

, im, . ;
O planejamento para os pontos X;= -cos =3 1=0,1,2,1s
to e, x5=-1, x;=0e x,=1 sera ¢-otimo para estimar a incli-
L, &

nagao (c¢,B), onde c'=(0,1,2x) se os determinantes
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1 1 0
DO(C) =10 1 1 = 2x-1
0 1 2X
1 1 0
Dl(c) = |-1 1 1 = 4x
1 1 2X
1 1 0
e Dz(c) = (-1 0 1 = 2x+1
1 0 2X
ou mantém o mesmo sinal ou alternam em sinal. Se szl ou

2x<-1 esses trés determinantes sao de mesmo sinal. Se |2x|<1,
entao para xe (0, %), DO(C)<0, Dl(c)>0 e Dz(c)>0 e para
xe (- %, 0), DO(C)<0, Dl(c)<0 e Dz(c)>0 e para x=0, DO(C)<O,
Dl(c)=0 e Dz(c)>0, de modo que qualquer que seja o sinal que

atribuirmos a Dl(c) nao existe alternancia de sinais. Assim o

planejamento £ concentrando-se sobre os pontos

x0=-1, x1=0 e, x2=1, com pesos
D, () |
Py T 7 ; para i=0,1,2
2 !Di(c)l
1=0

¢ otimo para estimar a inclinacao em um ponto x, onde |2x|>1.

Os pesos reais sao

1

.—_l-_l_.' ) :_1.- 9 __._+L
Pop =737 gx: P =% Py =77 38x
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Regressao Cubica

2).

Calculando os determinantes Dj(c), Dy (c), D, (c) e,

Tomando k=3, temos que c¢' = (0, 1, 2x, 3x

im

D3(c) nos pontos X; =-Ccos —, i=0,1,2,3, isto e, x0=-1, X, =
__ 1 . | -
== 5 xz- > e x3-—1, temos
1 1 1 0
1 1
- = = 1 1
Do(c) = | 2 2 - L [36x%-24x-3)
0 16
L1y
4 4
1 1 2
—8- g 1 3x
1 1 1 0
S
¢ 1 2
D, (c) = = —[9x —3x—3]
1 1 2
1 = 1 2X
4
. 1 2
-1 3 1 3x
1 1 1 0
1
-1 - 1 1 )
D,(c) = 2 = %[9x2+3x—3]
1
1 T 1 2X
1 2
-1 -3 1 3x
1 1 1 0
1 1
o= 3 1
D _ 1 2 s ;
z(c) =1 4 1 1 x| 3—6[36x +24x-3]|
4 4
1 1 2
1 —§ § SX
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i p ‘ i /7
Esses determinantes mantém o mesmo sinal se a) xe[—1,~2—7T]
/7 /7 . : 5
ou b) xe[Z-—%?, —2-+77] ou c¢) xe[Z-fTT, 1]. Assim nesses tres
. . im
casos o planejamento sera otimo para os pontos X; = -C0S =,
i=0,1,2,3, isto &, X = -1, x1=-—%, x2=;% e X3=1 com pesos
()| |
Py = =3 ; 1=0,1,2,3.
) D (c) |
i=o *

Como um caso particular do planejamento C-otimo, te

mos que quando c¢'=(1, 0, ..., 0) este planejamento torna-se

o planejamento Otimo para fazer inferéncias sobre Bk’ isto e,

_ 1 -
pi——z'E, 1—0,1(
21 - -
= T(‘, 1 J_,Z,. .,kl
nos pontos Xy :—cos(%g), 1=0,1,....,k

o qual foi dado em (3.2.2).

As solugoes acima para o problema de planejamento tem
uma sé€ria desvantagem. N6s supomos que k & conhecido ¢ Y & ob
servado em apenas k+1 valores diferentes de x, de modo que o
ajuste de minimos quadrados (ponderado) usa que a média dos
Y para cada x; € exata, com nenhum residuo para examinar as su
posicoes basicas. Desde que na pratica, k nao € geralmente co
nhecido, uma solucao Gtima vpode ndo ser satisfatoria quando
esta nao toma precaucdo para examinar a adequacao do ajuste .
Para contornar essec problema Box e Draper (1959; 1963) defini
ram otimidade em termos de minimizar o erro médio quadratico

integrado da previsdo: a atencao foi dada ao termo viés qua-
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dratico porque este termo pareceu ser o fator de maior contri
buicao. Karson e outros (1969) e Cote e outros (1973) tomaram
um ponto de vista analogo e consideraram planejamentos que,na
primeira instancia, minimizavam o viés quadrdtico integrado .
Stigler (1971), entretanto, criticou o critério de viés e su
geriu modificacoes dos planejamentos usuais D-0timos e minimax.
Sua modificagao é denominada um planejamento C-restrito quan
do € imposta a condicdo que, se o termo adicional Bk+1xk+1 e
ajustado,
A 2
Var[8k+1} < EHE,

onde C & pré-escolhido. A escolha de C reflete um compromisso
entre duas metas conflitantes: inferéncias precisas sobre Bk+r
e inferéncias precisas sobre o polindmio de grau k. Por ou-
tro lado, C deveria ser escolhido suficientemente pequeno de
modo que afastamentos praticamente significantes do modelo pu
dessem ser detectados com uma precisio especificada (por ex.,
o teste H:Bk+1=() com um poder especificado); por outro lado,
valores grandes de C produzirao planejamentos mais eficientes
para o ajuste polinomial de grau k. Infelizmente, encontrar a

solugao otima C-restrita ndo & facil, e apenas a solucgao para

k=1 e dada por Stigler.



CAPITULO 4
DETERMINACAO DO GRAU DE UMA FUNGAO POLINOMIAL

4.1.1. Introducao

Em analise de regressao, frequentemente Supomos que
a funcao de regressao € um polindmio de grau conhecido. Fre -
quentemente, ocorre entretanto, que estamos incertos sobre que
grau polinomial sera adequado para nossos propositos. Experien
cias tém mostrado que apenas polinomios com graus menores ou
iguais a cinco tem valor pratico. O problema entdo reduz-se a
decidir que grau polinomial, nao excedendo cinco, deve ser es-
colhido para a funcao de regressao.

Varias técnicas tem sido sugeridas para determinar o
grau apropriado. Uma das ultimas € devida a Anderson (1962) ,on
de ele trata o problema como um problema de decisio multipla
¢, encontra que a solugdo otima reduz-se a uma sequéncia de tes
tes para o grau, comegando com o maior grau possivel. Uma des-
vantagem desses varios procedimentos & que eles garantem prote
¢ao apenas para o erro de tipo I. Assim, no teste de Anderson,
somos protegidos contra a afirmagao que o grau € menor do que

k, quando este é na verdade, pelo menos k. _40-
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Se o tamanho da amostra que estamos empregando & pe-
queno, a probabilidade que um polinomio de grau baixo seja com
pativel com os dados sera grande, mesmo que a funcao de regres
sao seja de grau maior, assim existira uma tendéncia para tes
tes baseados sobre uma amostra de tamanho fixado (pequeno) ,pa
ra aceitar modelos polinomiais de grau menor do que o adequa-
do.

Para amostras bastante grandes, existira uma tendén-
cia para testes baseados sobre uma amostra de tamanho fixado
(grande), para decidir qual sera o grau maximo, mesmo que um
grau polinomial menor produzisse um ajuste satisfatdrio de um
ponto de vista pratico. Esta tendéncia para testes com tamanho
de amostras fixado, ser influenciado pelo tamanho da amostra
ao tomarmos uma decisao, podera ser eliminada se empregarmos
um teste do tipo sequencial.

Nosso objetivo neste capitulo é mostrar como duas
técnicas sequenciais poderao ser usadas para produzir uma so
lugao pratica satisfatoria, para o problema de determinagao do
grau de uma funcao polinomial, como também, verificar a perda
de precisao que estaremos sujeitos, quando alocamos as obser-

vagoes para um grau polinomial maior do que o grau suposto ver

dadeiro.
4.1.2. Notacoes

Para os dois métodos que apresentarcmos, para decidir

mos sobre o grau apropriado de uma funcao de regressdao polino
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mial, vamos supor que as variaveis Y(xi), i=1,2,...,n sao
distribuidas de acordo com o modelo classico de regressio, com

fungao de regressao

E[Y(X)] Yl (X) + v b (x) + o+ oy (X)),
onde ¢i(x) denota um polinomio de grau i.

Por conveniéncia, escolhemos os ¢'s formando um sis-
tema ortonormal com respeito aos pontos sobre o eixo x, onde
as observacoes serao tomadas. Vamos supor também que o grau
maximo permitido € k e, que tomaremos as observacdes em pon-
tos do intervalo [-1,1].

Em geral, os dados usados para determinar o grau da
regressao polinomial, s@o usados para estimar o polindmio e,
este fato deve ser levado em conta, na escolha dos pontos de
observacao;, se réplicas para uns poucos pontos de observacgoes

-

no intervalo, sao mais viaveis de se obter, do que o mesmo nu
mero total de observagoes em pontos distintos do intervalo,en
tao devemos escolher os pontos onde réplicas ocorrem, por al
gum criterio de otimidade. Por exemplo, se o polinomio esti-
mado € para ser usado para propositos de interpolacgao, uma es
colha otima é dada pelo conjunto de pontos de Legendre e, se
€ para ser usado para extrapolacao, os pontos de Chebyshev pos
suem propriedades otimas. Em ambos os casos, k+1 pontos  sao
usados, sob a suposigdo que o grau miximo a ser considerado &
k. Embora os pontos 6timos, sdao otimos para grau k apenas, e-

les ainda possuem vantagens sobre pontos igualmente espacados,

quando o grau € menor do que k. Apesar da solucdo 6tima para
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extrapolacao produzir réplicas desiguais nos k+1 pontos, 0
uso de réplicas iguais nao reduzira a eficiéncia da extrapola
gao apreciavelmente.

Para o estudo dos pontos destacados acima, suporemos
que as observacgoes serdao tomadas nos pontos XpsXqseeesXp, ON

de x0=—1 e xk=l €, 0s x's restantes serao determinados de acor

do com nosso objetivo no ajuste da funcao de regressao estima

da,

Y= vpbp(X) + y0(x) + o+ Y0, (X)

Em virtude da ortogonalidade dos $'s com relacgao aos
pontos Xgy Xq5een, Xy, Os ;'s serao independentes e normalmen

te distribuidos, e, se m réplicas forem feitas, teremos:

& ;] m k -
. = = Y. . ;
Y5 = azl iZO fa ¢J(x1)
~ 02
Var[yj] = (4.1.1)

~ 2k
Var[Y(x)J = %; Y $2(x)
=0

4.2. Teste Sequencial F

Suponhamos que estamos bastante Seguros que o grau
da fungao de regressio polinomial & k, ou possivelmente k-1,
mas certamente nao maior do que k. Entio nosso problema ¢ tes
tar a hipotese l-lo:yk =0. Com o propésito de encontrar uma hi-

potese alternativa apropriada, consideremos as seguintes rela
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goes:
Se o fosse conhecido, das formulas (4.1.1) implicaria
que, com uma probabilidade de aproximadamente 0,95, o erro de

estimar Y(x) por meio de Y(x) nao excedera

1
(0] 2 2 2 2
2 L 0500 + 4300 + v 0200
m
Se supormos que Yy =0, esse erro maximo torna-se
1
Y
2 2 2
2 9 [%(x) FOT(x) ¢+ 9 (0
ym'

Denotando a diferenca desses dois erros por d(x), en
tao se d(x) € maior do que a diferenca dos valores ordenados
da verdadeira funcao de regressdo e, a funcao com Yy =0 no
ponto x, existe pouca evidéncia pPara mantermos o termo com coe

ficiente Y- Assim, parece apropriado considerar, se
1 1

5 i%{]¢8(x)+--'+¢§(X)]z_[¢6(X)+"J¢§—100]%}>

que € equivalente a

|
N | (4.2.1)

1 1
2 2
Yol 2 ¢2(X)+-.-+¢2(XJ] A+ 42 (%) }
_Olg< U 0 K [ 0 k-1 ] (4.2.2)
’/ﬁl(bk(x)l

Se soubermos aproximadamente, quantas réplicas deve-
remos tomar, o lado direito de (4.2.2) pode ser avaliado para
qualquer ponto x no intervalo [-1,1]. O valor para x=1 seria
suficiente para interpolagao, desde que o erro neste ponto,
provavelmente esta proximo de seu valor miximo. Para extrapo-

lacao sera necessdrio usar o valor de x, onde extrapolacao e
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observada. Se o valor para x=1, ou o valor no ponto de extra-
polacao, sobre o lado direito de (4.2.2) for denotado nor § ,
entao temos, a menos que |Yk!>66, nao existira vantagem apre
ciavel em usar um polindémio de grau k sobre um de grau k-1.Po

deremos entao, formular o problema como um teste de

i} : Yk
Hy:vp =0 contra Hl"?? >§

No caso de nao termos certeza sobre o grau k ou k-1
a hipotese mais adequada é H01Y§=...=yk=0, onde s<k. De modo
analogo, a relacgido (4.2.1) tera k-1 substituido por s-1, isto

—-

€,

1 1
3 9 2 2 3 2 2 * |
75{[¢(,(x)+...+¢k(x)] - 100+ 02 100 s oy 0]
1
Temos que: § Y0 =cos 6 h:y§ ) ¢§ 7, onde 0 € o angu
lo entre os vetores Y e ¢. Assim, a desigualdade anéloga a

(4.2.2) sera:

o

k 1 1,2
Z Y§ 4{{¢5(X)+---+¢§(x)}“- [¢8(x)+...+¢;_1(x)]2} (4.2.3)
<

m[¢;(x)+...+¢ﬁ(x) cos? 0

0 valor mais comumente usado para cos 6 ¢ 1, embora
seja improvavel que os vetores Y € ¢ sejam paralelos para qual
quer valor de x, que torne a diferenca dos erros grande. Se o
valor em x=1, ou o valor no ponto de extrapolacao, sobre o ]3

do direito de (4.2.3) com cos 6 =1 & denotado por A temos que

0 bl
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nao existira vantagem apreciavel em usar um polinbémio de grau
k
4 2 2
s ou maior sobre um de grau s-1, a menos que, ) Y:>O AO' Con-
J=s
sequentemente poderemos formular o problema como um teste de

IR

Yg= ... =Y =0 contra H l:———->AO (4.2.4)

O teste sequencial F que apresentaremos a seguir, €
capaz de tratar esses dois problemas com valores fixados dos
tamanhos dos erros de tipo I e tipo II escolhidos "a priori'.
Se ¢ e AO sao muito pequenos, o teste sequencial pode reque-
rer um valor grande de E(n) antes que uma decisao seja tomada.
E aconselhavel considerar valores maiores de & e Ao do que a-
queles dados pelas relagoes acima e, verificar se tais valores
sao aceitaveis.

O teste sequencial F (Hoel, 1954) foi designado para

testar a hipotese linear geral na forma candnica. Este teste

supoe que as variaveis basicas Yio Yoo «ns, Y, tem medias
Hys Mos eevs Wy @ variancias comuns o’ e possui a funcgio de
densidade
, Y . fp =) s 2]
EOY .Y, Y )=(V20) " exp - 7 (Y. -1,) +§ Yol (4.2.5)
202li5y  E i=kel M
e testa )
Eu'
Hy:iu, = =u_=0 contra H 'iil-—->A p<k
0.,1 o s s p 1- 02 07 }_

Nosso problema de regressdo, podera ser reduzido pa-
ra a forma canonica por meio da transformacao Z =¢'Y onde ¢ ¢
a matriz (¢j(xi)). Desde que os ¢'s formam um sistema ortonor

mal com respeito aos x's, ¢' & uma matriz ortogonal, e portan
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to os Z's sao independentes e normalmente distribuidos com va

ridncias o? e médias dadas por:
v=E[Z] =0'E[Y] =00y =y

A distribuicgao dos Z's € portanto, dada por:

£(Zg,--n02y)=(VIW O)—(k+1)exp{—2—1;_l§ (z.l—yi)z} (4.2.6)
0”i=0

Uma comparacao de (4.2.5) e (4.2.6) nos mostra que
(4.2.4) & um caso especial de um teste da hipotese linear ge-
ral na forma canonica.

O teste sequencial descrito por Hoel (1954) por (4.2.5)
quando adaptado para o problema que estamos tratando e suas
notacoes, torna-se o teste sequencial da razao de probabilida

de, baseado sobre

nko
Pip A | k-s+1 &2
= e F(5[nk+n-s-2], , ) (4.2.7)
Pon 2 2 ZAO
onde
k -2
n) Z:
2 _ 2 i=s 1 A 3
8 —11A0 = K , ST - (4.2.8)
E 2 Zia_n E Zl
a=1 1=0 1=0

sendo F, a funcao hipergeométrica confluente, que & dada por:

) x2 a(a+1l) (a+2) 5

) = a a(a+l) x° X
Pl by x) =1 X+ BrpeTy 27 * B(br1) b2y 37 -

Uma vez que os tamanhos dos erros de tipo I e tipo II



-4 8-

foram escolhidos '"a priori', existe protecao contra decidir
que o grau € s ou maior, quando ele €& menor, e também existe
protecao contra decidir que o grau € menor do que s quando

k
ele ¢ de fato maior, no sentido que J y?>¢? Ay -
1=5

4.3, Teste com duas Amostras

Se nao ficamos satisfeitos com a maneira de escolher
§ ou AO no teste anterior e, preferissemos ter uma desigualda-
de do tipo |yi|>n satisfeita, antes de considerar \f diferen-
te de zero, entao um teste que nos da esse tipo de protecgao,
pode ser construido usando o procedimento de duas amostras de
Stein (1945), quando este € aplicado para o problema da hipo-
tese linear geral. Quando aplicarmos este teste para o proble
ma dado por (4.2.4) e (4.2.6), devemos proceder do seguinte mo
do: -

Escolhemos uma constante c¢>0 e um tamanho amostral

no. Tomamos uma amostra deste tamanho e calculamos

n i n £
2 1 JO kz?.__L ]i ( 202..)2k
(ng-1) (k+1) [j=1 i=0 ') Mo i=0 j=1 " J

2
Seja n =max {[—SL—

+1, n +{} . BEscolhemos numéros a

g ’ L. rc
.. a,  satisfazendo y a.=1, ap=...o=a ) at = =
B j=1 0 j=17 s
Entao, k 1 5
() Taz
pro- _i=s j=1 (4.3.1)

c no—])(k+])
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possuira uma distribuicao F ndao-central, dada por

P{F'<2} =¢p q(l,m), onde

2

o r(E2
() (2,m) = -1
P GRIC IRNC
v /F (p-3)/2 zlptql
J[ J [F'-tz} [1+F'+2t/ﬁ+m] dt dF'
O
k Yi
onde p=k-s+1, q=(n0-1)(k+1), e m=izs S(Rg=T) (K+17 °

Se estivermos testando Yo e =Yy =0 e o tamanho do
erro de tipo I, o, foi escolhido, & necessario determinar o)

valor de & que satisfaz

1 b
P{Fk_5+l’(no_l)(k+l)> Ly =« (4.3.2)

onde I € a variavel F central. O tamanho do erro de tipo 1T
deste teste € dado por
. k -
| Lovi ]
Pk-s+1, (ny-1) (ke 1) | o, ——1Z3 | (4.3.3)
c(no—l)(k+1) ]

Se pudermos pPrescrever um limite superior, digamos n?, para o
k
g P -
valor de Z ¥ alem do qual, trataremos esses coeficientes co
i=s
mo nao sendo todos iguais a zero, entao poderemos calcular o
tamanho do erro de tipo II com base na hipotese alternativa
k
. 252 : = -
”1' _X wi>n . Assim, e possivel escolher 2, n, € c antes da
i=s

amostragem, a fim de determinar os tamanhos dos dois tipos de
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erros para quaisquer niveis desejados. Alguns cuidados devenm
ser tomados nestas escolhas, pois E(n) podera tornar-se gran-

de se os tamanhos desses erros forem escolhidos muito pequenos.
4.4. Uma Modificacgao na Decisao Miltipla

Os dois procedimentos tipo sequencial que apresenta-
mos produzem duplo erro de protecdo contra uma decisio incor-
reta, contudo eles estao restritos para testar a hipotese YK@
ou a hipotese (P 0, onde s<k. Eles nao permitem testar
Mos graus menores crescentemente, se um grau maior € rejeita-
do. Isto ndo & um problema sério do ponto de vista pratico,
pois se o grau maximo permitido & escolhido como sendo k =5,
usualmente estariamos satisfeitos com grau 4, ou certamente |,
com grau 3, e portanto a técnica precedente com s>3 seria sa
tisfatoria.

E possivel, contudo, modificar os dois testes ante -
riores de modo a torna-los um teste de decisao maltipla e, ao
mesmo tempo permitir-nos calcular os tamanhos dos dois tipos
de erros que podem surgir neste teste. Suponhamos que estamos
testando HO:YS = ... =y, =0. Se Hy, ¢ aceita, o problema esta

terminado. Se Hy ¢ rejeitada, permanece ainda o problema de

determinar o grau apropriado. A regiao critica do teste de
iy dado por (4.3.2) é o exterior da esfera C(no—l)(k+l)F' =
n
nas variaveis ug = ) a. Z.., i=s,...,k, onde F' & dado por
j=1 J 1]

(4.3.1). A rejeicgio de Hy, portanto ocorrera quando os valores
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amostrais dos u's produzirem um ponto fora da esfera

u§+ ...+uﬁ==r2= Lc (ng-1) (k+1) . Quando H, € rejeitada devemos

primeiro verificar se uﬁ <r?; se for, a seguir verificamos se

2

2 2
Yk-1 "YU < T

» € continuamos desta maneira até que a desigual
dade ndao seja satisfeita. Se u%+l~+... tup <r? denota a Glti-
ma desigualdade a ser satisfeita, concluimos entao, que o grau
€ m.

Podemos calcular os tamanhos dos dois tipos de erros
que podem surgir no procedimento anterior, em vista da nature
za da distribuicdo dos u's. Dado s?, eles possuem distribui -
¢ao normal independente com E(ui) =Y; € com uma variancia co

mum o®c/s?. Resulta entio que, sua distribuicao incondicional

€ dada por

v
(\)C)Zr(y_"‘kés*'l) " a (\)"'k;S_"’l)
. 2 “
flug, ..oy )= (vc+l (us-v;)5)
vy k-s+1 i=s
Fiz)m =——

onde v=(n0—1)(k+l). Assim, se D denotar grau e, Dm denota de-

cidir se o grau é m, resultara

P{Dm]D<m}==P{u;+1+...+uﬁ <r?, ué+...+uﬁ ¥ 2|
[ [
Yy = e = Y =0} = }...Jf(us,...,uk)dus...duk
R
m

onde Rm representa a regiao especificada pelas desigualdades e
na qual Ypoor oo Yy foram dados valores zero. Em vista da geo-

metria da regiao R.» esta integral ¢ independente dos Y's
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desconhecidos, cujos valores podem portanto serem escolhidos
como sendo zeros. Uma vez que esta integral, entao depende so
mente de constantes conhecidas, a probabilidade de decidir so
bre grau m quando o grau é menor do que m pode ser avaliada

por métodos de integracao numérica. A seguir, consideremos

k
= 2 2 2 2 2 ~2 2 2
P{Dm|D>m}—P{um+1+...+uk<r US> |j2;+1y.>n }

Como antes, a geometria de Rm mostra que a integral necessaria
para avaliar esta probabilidade € independente dos valores de

Ygoee oYy 1o de modo que podemos atribuir-lhes valores zero.

s
Por simetria, akintegral tem o mesmo valor para todos os pon
tos da esfera 2 Y?=n?; assim esta probabilidade sera maxi-
j=m+1 J

mizada, quando um dos y's nesta soma tiver o valor n e os res
tantes forem colocados iguais a zero. Esta integral & entao
maximizada, permitindo Y, tornar-se infinito, que € numerica-
mente equivalente a colocar Ym=0 e integrar sobre a variacao
inteira dos valores de u., Sem a restricao imposta sobre u
por Rm. Assim, a probabilidade maxima, de decidir sobre grau
m, quando o grau € maior do que m, pode também ser avaliada
por métodos numéricos.

E improvavel que este procedimento modificado tenha
quaisquer propriedades o6timas Uteis, contudo este & o teste
natural a se aplicar se insistimos sobre um teste que possua
protecao contra os dois tipos de erros e, se nao ficamos sa-

tisfeitos com os testes simples de Hy. dados pelo teste Se-

quencial F ou pelo teste com duas amostras.
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No capitulo seguinte, um exemplo & apresentado para
ilustrar os métodos dados acima, para um polindémio do quarto
grau.

Uma vez que esses procedimentos para testar o grau
de uma curva de regressao polinomial ndo sdo faceis de serem
aplicados, além de produzirem erros de protecao contra uma de
Cisdo incorreta,o que acontece ¢ que, quando escolhemos os pon
tos de observagdo no intervalo [-1,1] com o propdsito de esti
mar curvas de regressao polinomial, frequentemente estamos in
certos sobre o grau k do polindomio na variavel independente x.
Veremos agora a influéncia desta incerteza sobre o problema de
alocar observacgdes, a fim de minimizar o maximo da varidncia
do valor previsto pelo modelo, para um dado x pertencente ao
intervalo. Por exemplo, se k=1 a alocagao minimax consiste em
tomar metade das observacgées possiveis em cada um dos extre-
mos do intervalo (conforme Tab. 5.2.1.), mas esta alocacao
nao nos proporciona oportunidade de detectarmos evidéncia que
k=2, por exemplo.

A seguir, estudaremos a perda de precisao que incor-
remos por usar alocagao minimax para um grau polinomial maior
do que o grau verdadeiro, com atencao particular para os ca-
sos onde o grau verdadeiro k & igual a 1 ou 2. Discutiremos
tambeéem, que se ocorresse um possivel grau alternativo k1 um
ou dois graus maiores do que o presumido grau ko, nos alocaria
mos as observacgdes como se k=k1, desde que se de fato k=k0 a

perda de precisdao que incorremos por usar alocacgoes para klse
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ra relativamente pequena.

Seja novamente o modelo usual de regressao na forma
Y = By+B. X+...+8 xKre
0 "1 ’ k

onde os B's sao estimados pelo método dos minimos quadrados de
uma amostra de n observagoes. Selecionados n valores x para as
observagoes, temos que a variancia de Y em um ponto X = X e

dada por
Var(Y) = x' Cxo?

k . . .
onde x' = (1 X xé -«+ X3) e C denota a inversa da matriz in
formacao ou equivalentemente, a matriz de covariancia das es-
timativas dos B's. Definiremos

n Var(?)
VP A varvt)

L
02

como sendo uma padronizacao conveniente, com respeito a neg?
da variancia do valor previsto pelo modelo, o subindice k re

presentara sempre o verdadeiro grau da regressao polinomial.

4.5. Perda de Precisao por Alocar as Observacoes para um grau
maior

. _— o : 7 n _
A alocacao que minimaximiza Vi, consiste de k=1 ob

servacoes em cada um dos k+1 pontos de observacoes (esses pon

tos sao dados na Tab. 3.2.1. para os casos k=1,2,3,4 e 5). Pa

ra evitar aproximagées na alocacdo de pontos vamos supor que
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KQT € inteiro.

Examinaremos agora a possibilidade, de usar uma alo-
cacao minimax correspondente a um grau maior do que o grau su
posto verdadeiro. Vamos denotar por ko, o inteliro positivo que
corresponde ao verdadeiro valor de k, o grau do polinomio; e
seja k; denotando um inteiro maior do que kg, que € um possi-
vel valor alternativo para k. Se alocacao minimax para k = kO
e feita, nao teremos condig¢ées de examinar a possibilidade de
que k=kl, enquanto que, se alocacao minimax para k=k1 ¢ usada
estaremos arriscando uma perda de precisao se de fato k=k0.DE
finiremos uma medida desta perda de precisdo por E(kl’ko)’ co
mo sendo a razao entre: o valor maximo de Vko sobre [-1,1]
usando alocacgao minimax para kO e o correspondente maximo de
Vi usando alocacao minimax para k

0 -

4.5.1. 0 caso k.=1

0
Neste caso, a variancia em um ponto X0 ¢ igual a
_ n v2 - . C o E
Vl‘_l e AO - Para uma alocacao simétrica arbitraria em
| §
ti=1
torno de x =0; X; representa a alocacao da observacao i em

[-1,1]. Sob alocacdo minimax para k=1 temos conforme a Tabe-
la 3.2.1. que os valores de X5 sao 1 e -1 e portanto, V1=1+X8.
Estamos interessados em examinar a perda de precisao ( quando
k =k0 =1) incorrida por alocarmos para varios valores alterna

tivos de k =k1. Sob alocacao minimax para kl =2, o0s valores



-56—

de X5 sao *1 e 0 e assim, V1==14-(%)X2, resultando que

_ 4

2
E(Z,l) :...J.ii._z ©

!
>
oo ol o

Sob alocagdo minimax para k1:=3 0s valores de X5 sao *1

e

T e entao, Vi =1 +(—§ZJ X2, resultando que

T
] 12 2 6
B(3,1) = 2= 2 - ¢
]-+§ .1 =

€ para k] em geral pode ser mostrado (do mesmo modo que o es-

bocado na seccao 4.5.2. abaixo) que

2k1

4.5.2. 0 caso k. =2

Neste caso a variancia em um ponto X,, para uma alo-

cacao simétrica em torno de x =0, ¢
2x22x“+[n2x“-3(2x2)2]x5+[n2x2]x6
V. = —
2 ZXZZX“-%(ZXZ)3

Sob alocagdo minimax para k0==2 verificamos que

= (H_OY < 4
VZ-(6 9X0+9X0)/2

Sob alocacao minimax para kl =3 encontramos

que V2'=(39—70X6+75X6)/12 resul tando que

B(3:2) = o

Do mesmo modo encontramos que

E(4;2) = 12

P

16
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e para kl em geral, mostraremos que

E(ky32) = gp—=7

Desde que, alocagao minimax para kl sempre distribui as n ob-
servacgoes igualmente sobre os kl +1 valores x, consideraremos
entao as somas na expressao para V2 estendidas sobre precisa-
mente esses k1+1 valores (assim, colocamos n=k1+1). Usando a
expressao para V, desta forma em conjuncao com a definicao an

terior de E(kl,Z) resulta

3[(ky+1)Ex?nx"-(2x?)?)

E(k,;2) =

L (ky+1) [Zx?5x"=3(8x?) 2+ (ky +1) (5x"+2x?) ]
A equivaléncia desta expressao com a anterior & demonstrada do
seguinte modo:

Dois dos pontos de observacao minimax sao sempre *1;
Guest (1958) indicou que os k1~1 pontos restantes sao dados
pelas raizes da primeira derivada do polinomio de Legendre de
grau k; isto €, pelas raizes da equacio (para simplicidade u-
samos k ao invés de k).

dk+1(x2-1)k .
PR T

d x
Multiplicando ambos os membros da expressao acima por (k—l)ﬁ
e denotando por C; o coeficiente do termo de grau i, entao,
Ck_1=1 e Cr-2 =Cr_.4=0. Um resultado da teoria das funcoes si

metricas, sobre as raizes de uma equacao, estabelece que a so
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k+1

ma das quartas poténcias das raizes de 5:?;ﬁﬁxijk=0 e igual
a ZCﬁ_3—4Ck_5, e portanto, na expressao de E(kl;Z) podemos es
crever

IX' =24+ 20) 4 - 4C .

5, (k=1)?(k-2)? _ (k=1) (k-2) (k-3) (k-4)
P (Th-17? 2(2k=1) (2Kk=-3)

_ k(k+1) (3k?-5k+1)
(2k-1)°(2k-3)

E analogamente verdadeiro que £x? =k(k+1)/(2k-1), e usando es
ses resultados E(kl,Z) pode ser simplificado para o resultado

3k1

desejado, ou seja, E(kl,Z) = gFIffz

4.5.3. Comentarios

Modelos de regressao polinomial sao tipicamente usa-
dos como aproximagoes simples para modelos desconhecidos e pa
ra manter este espirito de simplicidade geralmente nao nos
preocupamos com valores alternativos de k excedendo ko. 0 va-
lor alternativo k0+1 frequentcemente ¢ de interesse; assim co-
mo tambcm o € o valor k0+2, particularmente quando o sinal da
primeira derivada de Y com respeito a x &é bem estabelecido em
ambos os extremos do eixo x. Valores alternativos maiores sio
de interesse apends em circunstancias nao usuais.

Ao escolhermos uma alocacdo com um ou ambos os valo-

res alternativos k0+1 e k0+2 em mente, interesses tais como



custos de escolhas incorretas e informagoes '"a priori" intui-
tiva para os varios valores de k, obviamente relacionam-se com
a decisao. Os resultados da secgao (4.5.2.) indicam entretan-
to, que dada qualquer chance apreciavel que k =k0+1 (k,=k0+2)
deveremos alocar as observacoes em conformidade, desde que: a

perda na precisao se k =k, sera pequena, e o custo esperado

0

desta perda provavelmente sera pequeno comparado com o custo

esperado de examinar os valores alternativos ko

to para kO =1 como para k0==2 foli mostrado que para a aloca-

+1(k0+2). Tan

cao kp+2 a eficiéncia minima E(k0+2,k0) € igual a 0,75 (equi-
valentemente, quando de fato k =k0 o aumento na variancia mi-
nimax do valor previsto pelo modelo sobre [—1,1] ¢ apenas 33%
ou 15% em termos de desvio padrao). Este € um pequeno preco a
ser pago pela oportunidade de testar e talvez melhorar a ade-
quacao do modelo de regressao.

Em particular, quando ko =1 ou 2, temos uma medida
da perda na precisao, qualquer que seja o valor alternativo
kl' isto €, E(kl,1)>0,666 e E(kl,Z >0,6. Equivalentemente, se
alocacao minimax para kl € usada quando de fato k=1 (2) o au-
mento na variancia minimax do valor previsto pelo modelo so
bre [-1,1] & quando muito 50% (67%), ou 22% (29%) em termos
de desvios padroes.

Com valores particulares de ko e k1 em mente & possi
vel considerar alocacoes alternativas para as duas alocagoes.

Por exemplo, se kO =1, k1 =2 ¢ n=060, podemos considerar as

alocagoes da Tabela 4.1. e procedermos uma escolha Gtima basea
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da sobre consideracdes de custos de erros e informacoes "a

priori" para k0 e kl'

Tabela 4.71. AlocacGes Alternativas para as duas Alo-

cacoes Minimax: k0=1, k1=2, n=60
Nimero de observacées em Variancia maxima do valor previsto sobre
[-1,1], quando:
x=-1, 0, +1 k=1 k=2
30 0 30 2 %
28 4 28 2,07 15
260 8 20 2,15 7,5
24 12 24 2,25 5
22 16 22 2,36 3,75
20 20 20 255 3

Na Tabela 4.1., notamos que quando k=2, a variancia
do valor previsto aumenta acentuadamente quando nos afastamos
da alocacao minimax "20 - 20 - 20": um aumento que sera toleré
vel apenas se ndo dispomos de informacao "a priori" para k=2,

€ 0o custo de examinar k=2 & relativamente pequeno.



CAPTITULO 5
EXEMPLOS NUMERICOS
5.1. Introducao

Neste capitulo nés apresentamos exemplos numéricos
para ilustrar a aplicacdo de polindmios ortogonais com pontos
de observagdo igualmente e desigualmente espacados e, também
a aplicagao dos varios critérios de alocacdo 6tima. Esses exem

plos sao encontrados nos livros:

Williams, E.J. - "Regression Analysis'" - 1959,

Mendenhall, W. e Scheaffer, R.L. - "Mathematical Sta
tistics with Applications' - 1973, e no artigo de

Hoel, P.G. - "On Testing for the Degree of a Polyno-
mial'" - 1968,

Exemplo 5.1.
Neste exemplo um estudo da relacao entre a resistén-

i o ! : r
Cla a ruptura (gr/cm?) e¢ a massa especifica (57) para certa es
n -

pecie de papel € apresentado. O estudo foi realizado através
de modelos polinomiais usando-se os dados da Tabela 5.1., on-
de sao encontrados os valores médios da resisténcia a ruptura,

-61-
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baseados em 3 observagoes para cada uma das nove diferentes

A . gr
massas especificas do papel, variando de 10 a 90 ©—. Embora a
e

resisténcia a ruptura aumenta com a massa especifica, os da-
dos indicam que a mesma ndo aumenta de forma linear e assim
um ajuste com uma curva polinomial de grau maior do que 1 & o
ajuste mostrado. Os polindémios ortogonais para n=9 (Fisher e

Yates, 1957) foram usados e estao na Tabela 5.1.
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O ajuste da regressao € testado contra a  variancia
estimada das médias dos 3 valores em cada ponto x. O valor des
ta variancia foi 3804 com 16 graus de liberdade. Os calculos
sao dados nas colunas da direita da Tabela 5.1. Vemos que 0
ajuste para uma curva quadratica ¢é altamente significante,mas

-

€ nao significante para uma cubica, de modo que uma curva ci
bica estabelece um ajuste satisfatorio para os dados.

A fim de usar a fungao de regressao, pode ser deseja
vel converté-la para um polinémio em x explicitamente. Fisher
e Yates (1957), na introdugao de suas tabelas mostram como is
to pode ser feito. Entretanto, para muitos propositos, € igual
mente conveniente trabalhar com polinomios ortogonais. Assim,

neste exemplo, a equacao de regressao cubica em termos dos s

¢ dada por
Y = 4035,7 + 924,3¢, - 1,50, + 8,70,

Uma vez que os valores dos ¢i sao dados, os valores estimados
correspondentes aos pontos experimentais sao facilmente encon
trados, por exemplo, para x=40, o valor estimado &:
4035,7 + 1 x924,3 - 17 x (-1,5) - 9%x8,7 = 3059 ¢ seu desvio pa
drao ¢ 34,06.
As estimativas da curva cubica para os outros pontos sdo da-
das na Tabela 5.1.

Dessa forma podemos adotar o modelo nolinomial de grau
3 como um modelo aceitavel para explicar a relacao entre a re

sistencia a ruptura e a massa especifica para esta espécie de



papel.
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Exemplo 5.2.

Neste exemplo € mostrado, para um caso particular,co

mo um modelo polinomial & ajustado para valores de x desigual

mente espacgados, a saber: x0=1, x1=2, x2=5, x3=8.

¢ (x) =
¢y (x)
¢, (x)

il

il

¢ - (x)

devemos

para x.

Inicialmente, consideramos os polinomios
1
as+a,x

0 4 X
b +b,x+b,x?

0 71 2

-2 3
Cn¥C. X+C X +E X
0 1 2 3

A fim de determinar os valores desses coeficientes ,
resolver os sistemas

Z(’p()(xi)([)l()(i) = 0
{Z¢O(xi)¢2(xi) =

X¢l(xi)¢2(xi) =0

Z<j)0(xi)(b3(xi) = 0

2oy (x)d5(x;) = 0

X¢2(xi)¢3(xi) =0

=1, 2, 5, 8.

Obtemos como um possivel resultado os polinomios

(p](x) = X—L“
¢,(x) = (2x?-18x+25)/3
¢ (x) = (55x-755x2+2846x-2524)/42

C.,08 Vdlores ¢ somas de quadrados nos pontos 1, 2, 5 ¢ 8 sao:
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S.Q.
Para ¢1(x): -3 -2 1 4 30
Para ¢2(x): 3 -1 =5 3 44
Para ¢3(x): -9 14 -7 2 330

Para os correspondentes valores de Y: Yl’ Y, YS’ Y8
as somas de quadrado atribuida a cada aumento do grau no mode

lo polinomial sao apresentadas na Tabela 5.2.

Tabela 5.2.
Modelo Polinomial S.Q.

: ) 2
Linear (—3Y1—2\2+Y5+4Y8) /30
Quadratico (3Y] = Y,-5Y.+3Yg) /44

P 2
Cubico (—9Y1+14Y2-7Y5+2Y8) /330

Um programa de computador para obter polindmios orto
normais para valores de x desigualmente espacados e nio balan

ccados foi dado por Emerson (1965).

Exemplo 5.3.

Neste exemplo & apresentado um caso particular de a-
locacao otima de pontos pelo critério que consiste em minimi-
zar a variancia da estimativa do coeficiente do termo de maior
grau do modelo polinomial.

Suponhamos que o problema ¢ ajustar uma reta a um
conjunto de n pontos dados, onde n é um inteiro par, ¢ que se

lecionaremos os n valores de x no intervalo -as<x<a,a real posi
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tivo, de modo que esta alocacao minimize Var(Bl).
Considerando o modelo Y =BO+le, temos pelo critério

5.2.2 que deveremos atribuir os pesos:

s 7. = 1 _ 1
Pp =P 72K 7 2
aos pontos
Om
= -cos(—) = -cos 0 = -1 e
XO (1 ’
1
X, = -cos(=) = -cosm = 1
1 1
Portanto, deveremos selecionar
n o —‘~ —
ng =3 observagoes em x =-1 e,
n 5
n, =5 observagoes em x =1
- ; n ~
Usando a transformacao linear x' =ax, teremos 5 observacoes em
' = 110 ' = -
X0 a e 5 emx;=a.

Exemplo 5.4.

Neste exemplo € apresentado para o modelo linear
Y =B,*B;X, uma aplicacao do critério D-otimo, isto &, supondo
que selecionaremos n valores de x no intervalo [-1,1], deseja
mos alocar os mesmos de modo a minimizar o determinante da ma
triz de covariancia de B = (gO’ él)',

Pelo criterio 3.2.1, temos que o planejamento D-oti-

mo para o modelo Y =By*B;x, € o que maximiza [X'S—IX], onde
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Em vista dos resultados apresentados no Capitulo 3,a

- ” 1
solucao do mesmo ¢ dada pelos pesos Po = P1 =k11 =% Nos pontos
Xp © X4 respectivamente. Os pontos Xg € X4 sao 0S zeros de

(1-x2). Pi(x) = (1-x?)x"' = (1-x2?), isto ¢, xg=-1 e xy = 1.

Assim deveremos fazer:

n, observagoes em Xg=-1e

Ill =

N =R N
I
p—

observacgoes em Xq

Vemos, portanto, que para o modelo do primeiro grau
Y ¥BO+le, o planejamento para fazer inferéncias sobre B4 (mi
nimizar Var(él)) e o planejamento D-o0timo (maximizar |XTf1XD
coincidem.

Concretamente, suponhamos que desejamos estudar 0
efeito de "simulantis digitalis'" (digitalina) sobre a pressao
sanguinea de ratos, sendo a variacdo das doses de x=2 a x=5 u
nidades. A resposta ¢ esperada ser linear e seis ratos sao uti
lizados para o experimento, cada rato podendo receber apenas
uma dose. Se o critério para alocar as doses de "digitalis' a
serem usadas no experimento, ¢ o numero de ratos a screm desig
nados em cada dose ¢ o de maximizar a quantidade de informacao

no experimento (maximizar |X'S”1X

) isto implica que o plane-
jamento D-0timo para o modelo Y =BO+le', onde -1<x'<1 ¢ dado
por:
_ N S |
Po" Py "1 T 7

nos ponlos X = =] e Xq =1

o =

nO =0.==3 ratos em XO = -] e
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1 —3 1 — ' =
n1 —6.7 3 ratos em X 1

1
; . = : 2x-7 = y
E se a transformacgao linear x' =- z— C usada, pois 2<x<5, te-

remos, n0-=3 ratos em x0==2 e nl =3 ratos em Xl =5,

Exemplo 5.5 .

Neste exemplo os critérios de minimizar Var(ék) e
D-6timo sdo aplicados para modelos polinomiais do 2° grau.

Suponhamos que desejamos ajustar uma curva do 2° grau
a um conjunto de n pontos dados, onde n é um inteiro par, e
que selecionaremos os n valores de x no intervalo -a<x<a, a
real positivo.

Considerando o modelo Y =BO+BJX+BZX2, temos pelo cri

tério 3.2.2, isto &, minimizar Var(B,) quc:

- I . | 1 1
Pop=P2772x = 7 ¢ P1Tx 77
nos pontos
X =—cos(%§ = ~cos 0 = -]
- Lmy _ o
Xy COS(TT cos 5 0
X =—cos(gﬂ = -cosm =-(~-1) =1
2 =N s

Portanto deveremos selecionar

n
n = = )O]t o = = S S —
0 =N, =7 pontos em Xq 1 e X, 1 e
n, =5 bontos =0
157 1 0s em xq =
Usando a transformacao linear x' =ax, teremos
L ponto- em X, =-a e x! =
I P K 0 < 2 a ¢

i

% pontos em xi 0



Devemos observar, no entanto, que a menos que n seja
um multiplo de 4, ndao teremos valores inteiros para ng e n,
obtendo entao um resultado aproximado para o planejamento oti

mo .

No caso de selecionarmos os valores de x e as propor

coes de observagdes nesses pontos, para -1<x<l, de modo a ob-
1

ter um planejamento D-o0timo, isto &, maximizar |X'S "X|, onde
- 2° 1
[1 X, xol ["_0 0 0 |
s N = A
X 1 Xq ST S 0 0 0
) ' 1
1 X, X5 0 0 HE
teremos que 0s pesos sao:
Po =Py "Py %317 T 5T T 3
nos pontos Xgs Xy € X, que sao o0s zefos de (1-x2)Pé(x) =
x2y (32 _ 1y 0o : 4 _ -0 . =
(1-x )(7x 7) = (1-x%)(3x), isto e, XO—-l, xl~0 e xz—l.

2 n =
Portanto deveremos tomar Ny = ny =1, =3 observacoes em
cada um dos pontos Xgs Xp ¢ X5, ou scja, deveremos ter n como
sendo multiplo de 3 para que tenhamos valores inteciros de ng s

n, en
1

9+
Observacao: Os critérios para este caso conduzem  a

planejamentos distintos.

Exemplo 5.6.

Para ilustrar os métodos apresentados no Capitulo 4,
suponhaios que um polinémio do quarto grau tenha sido escolhi

do e que o mesmo passa pelos cinco pontos (-1,2), (- %,0),



=7 ]=

(0,9), (5.0) e (1,2).
Os polinomios ¢j(x), Jj=0,1,...,4, que sao ortonor -

. = : : 1
mais com relacao a esses pontos igualmente espacados (-1, - 75

0, %, 1) sao dados por:

x.o,00 = /3 - dy,

/7
5

b () =/F . 0 (x) =V

40 17 /280" 31 9
¢3(X) =Yg (x?*- 7@'XL ¢4(X) = /—g-’(xq‘ 78 x? 75)

Os coeficientes da regressdo polinomial sio encontra
dos resolvendo as cinco equacgdes obtidas impondo que o poling
mio passe atraveés dos cinco pontos dados. Essas queagoes dao
a solucao

9 1 14, , 31 9
E[Y(x)] 0 * 20x*- 5) * (x*- 55 X2+ =g)

resultando que

.9 o ) 14 ) /0
Yo T 10 - v 70, Yo © Tz Y3 20 vy s 10
A transformacdo Z = ¢'Y necessaria para reduzir o pro

blema para a forma candnica & obtida encontrando os  valores

de ¢j(x) para os pontos -1, - %, 0, %, 1. Temos entao que
//% (1 1 1 1 1)
2" 1 1

//§ (-1 ~ = 0 = 1)

— 8 1 1 1 1 1
! A INS B  E 2)

40" .3 3 .3 3
2 MNCE:: 0 0 10 20
/fﬁﬁﬁj( 3 3 9 3 5

{ 9 ‘140 35 70 - 35 140
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Assim, as variaveis candnicas Z = @'Y sdo dadas por
Zo=/§ (Yo * Yy r Yo+ Yz +¥y)
Zq 2/? (=Yg - izﬂ AT Yy)
2y = /7? (Y, - 2y, - Y, - gy Y,) (5.5.1)
Zy = TT/TO_ (-Yq + 2v, =25+ Y,)
24 = f;%Q ( Yo - 4Yl + 6Y2--4Y3 4 Y4)

. 1 ~ :
O valor de ¢ foi tomado como sendo A Entao um conjun

to de valores normais aleatdrios foi tomado de uma tabela de

0 e o=1. Esses numeros foram divididos

1l

tais numeros para u

1 ~ . - -
por 2 para tornar o==7, ¢ entao cada conjunto de cinco numeros

1
2 2 k]
produzir um conjunto de valores aleatorios de YO, Yl’ YZ, Y

foi adicionado as ordenadas de regressao 2, 0 0, 2 para

3 E)
Y4. Esses produziram um conjunto de valores das variaveis ca-
nonicas ZO’ Zl’ ZZ, 23, 24 dadas por (5.5.1). A amostragem con
tinuou ate que vinte de tais conjuntos de valores tivessem si
do obtidos; entretanto, teoricamente a amostragem ocorreria com
um conjunto de cada vez para o teste sequencial. Os resultados

desta amostragem produziram os seguintes valores de Z.
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A0=0,02. O contraste entre o valor real 2,8 e o valor do limi
te inferior conservativo 0,02 para a quantidade (y%-*yi)/oz
sugere que ), deve ser escolhido consideravelmente maior do
que 0,02; por outro lado, uma amostra sequencial muito grande
sera requerida para atingir uma decisdo. Portanto para facili
dade de ilustracdao o valor de XO foi tomado como sendo 0,10.
Entao e_)‘O/2 = 1,05. Desde que k=4 e s=3, entao a formula

(4.2.7) reduz-se para

p 2
L2 e (1,09 F(3(n-1), 1, 5
pOn 0
onde 4
n o) ozt
2 ~=
2 = 0,05n SR .
0 ) ) Zi -n ) 72
a=1 1=0 ¢ =0

A Tabela 5.3. com os seguintes valores foi obtida.

Tabela 5.3.
n | 6 7 8 9 10 11
F 4,4 7,0 6,2 10,9 14,8 27,0
p]
=135 2 4,9 4,1 0,9 8,9 15,0
pOn

Desde que os tamanhos dos dois tipos de erros foram
~olh il : P - Pin
escolhidos como sendo 0,10, os limites sequenciais para —
Pon
1

sao g € 9. 0 valor do limite superior foi ultrapassado em n=11



-73-

2,23 0,28 2,03 -0,59 0,03
1,61 -0, 29 2,09 0,20 0,83
3,34 0,14 0,98 0,42 0,70
1,86 0,09 2,39 0,08 0,84
1,84 -1.,495 2,01 -0, 34 -0,02
2,84 0,52 2,51 0,33 1,87
1,74 1,16 2,14 0,21 0,67
1,96 0,49 1,42 -0,07 1,12
1,67 -0,04 2,20 0,42 1,13
2,80 0,21 1,56 0,34 1,13
2,41 0,31 1,70 1,01 0,87
1,92 -0, 20 0,89 -0,03 1,15
1,89 0,23 1,28 -0,35 0,48
2,52 0,68 1,39 -0,56 0,76
1,70 0,56 2,80 0,70 1,65
1,89 0,28 1,07 -0,43 0,53
2,18 0,32 1,66 -0,40 1,34
Inicialmente, consideremos o teste scquencial para

L= . - - .. . 2 2 2 T
testar a hipotese HO.Y3 Yy 0 contra Hl.(y3-+y4)/o 20 le
mos que (Y%-fyi)/02==2,8. Se x =1 ¢ cos 0 =1 sao usados na for

mula (4.2.3) para determinar AO’ encontramos que A,=0,122/m

0

Supondo que seis réplicas sao suficientes, isto acarretara



., 1

portanto, a amostragem esta terminada e H1 foil aceita neste
estagio.

Consideremos agora a solugdo para este problema por
meio do procedimento com duas amostras. O valor de ny foi es
colhido como sendo 6 e ¢ como 0,01. Uma vez que o==% e conhe-
cido "a priori'" & possivel escolher c de modo que n muito pro
vavelmente seria menor do que 20. Isto foi o que motivou a es
colha de ¢ =0,01. Usando esses mesmos valores de Z, calculos
baseados sobre os seis primeiros conjuntos de valores amos-

trais resultaram

g2 = T?)l(ﬁ_) {60,1 - 55,8} =0,172

Assim,
0 172 . ;
n = max {J 0 01 ; 7} 18,

SLJa agora a, = ]Q.. =ag=a ¢ escolhamos Ay = oee T aAqg7
= b. Entao z a,=1e ) a? =S scrdo verificadas se a e b

21 J s2 ] - 2

J=1 S
sarisfazem a equagdo 6a+12b=1 e 6a’ +12b% = Lo0L — 0 058, A

solucao dessas equagoes & a =0,041 e b =0,063. Como resultado
a formula (4.3.1) torna-se

4 6 18 ,
) (0,041 Y Z..+0,063 1oz
pro- i=3 j=1 _*YJ j=7 1)

(0,01) (5)(5)

Da formula (4.3.2) ¢ da tabela da variiavel F central
sera encontrado que P{FZ 25>2,55} =0,10, portanto, 2,55 ¢ 0

valor critico desejado de F! para fazer o teste quando o tama
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nho do erro de tipo I & 0,10. Calculos baseados na formula de
F' acima produzem o valor F' =3,4. Sendo F'>2,55 a hipotese
H0183 =B4 =0 e rejeitada.

Consideremos agora o teste modificado para determinar
o grau apropriado quando Hy ¢ rejeitada. Temos

8

uy = uy = ) a.Z..=0,918; portanto ui =0,84. Também

j=1 J 1)
r? = Lc(ny-1) (k+1) =0,64. A primeira pergunta que fariamos ¢
se uﬁ< r?. Desde que uz =0,84 >0,64, a resposta € nao, € por

tanto paramos aqui e concluimos que o grau adequado € 4.
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