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CAPITULO l

l NTRO DUÇao

Este trabalho tem por objetivo, fazer um estudo so-

bre Regressão Polinomial, destacando o uso de polinõmios orto
gonais e a alocação ótima de pontos no intervalo de variação
da variável independente

A justificativa para o uso de polinõmios ortogonais

no ajuste de uma Regressão Pol i-nomial é motivada pelas difi-

culdades de calculo que normalmente surgem na determinação da

inversa da matriz X'X e consequentemente de 13 = (X'X)'"X'Y, o

estimados de mínimos quadrados dos coeficientes da equação de

regressão. Além disso, quando, uma equação da forma polinomial
esta sendo ajustada aos dados, é usualmente convenielate in-

cluir termos adicionais de graus sucessivamente maiores na e-
quação, até que um ajuste satisfatório tenha si.do obtido. Es

te processo de cálculo pode ser simplificado se escolhemos as

variável.s da regressão COITiO sendo não as potências sucessivas

da variável independente x mas, polinÕmios de graus crescen-

tes em x os quais são não correlacionados uns aos outros.Quan
do as variáveis independentes são definidas desta maneira, a

l
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Cada coefi.ci.ente de regressão sobre cada polinõmio de

grau maior do que o anterior pode ser calculado independente-
mente dos outros

A soma de quadrados da regressão atribuída a cada po

l i.nõmío é do mesmo modo independentemente calculada e, repre-
senta a quantidade em que a soma de quadrados da regressão au

menta, pela i.ntrodução de uma equação de grau maior do que o
polinÕmio considerado anteriormente

No capítulo 2, apresentamos um estudo sobre os poli-
nomios Ortogonais, especialmente para os polinõmios de

Chebyshev, como uma maneira de reduzir o problema de mal-con-
dicionamento

O problema relacionado com a alocação Õtima de pon-

tos é estudado no capítulo 3, onde procuramos obter os pontos
sobre o eixo x (valores da vara.ável independente) baseados nos

critérios: o que minimiza a variância generalizada de B, o

que minimiza a variância da está.nativa do coefi.ciente do ter

mo de maior grau, o que minimiza a variância do valor previs-
to pelo modelo tanto para os casos de interpolação como
trapolação

No capítulo 4 ê apresentado uii] estudo sobre a deter-

mi.nação do grau de uma função polinomial, especialmente de

duas técnicas sequenciais devidas a Hoel (1968) e, também es

tudamos d pei'da de precisão que incorremos quando ajustamos ilm

pol i.nõmio de grau máiot' do que o adequado

anãli.se e

ex
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Finalmente, algumas aplicações dos capi'tulos ante
rJ-odes sao apresentadas no capítulo 5



CAPTTUL0 2

RE GRESSÃO POL l NOMI AL

2.1 . 1 ntrodução

Neste capítulo estudamos o problema do ajuste de uma
função de regressão polinomial a um conjunto de dados

Inici.aumente, um comentário é feito sobre o problema

de mal-condicionamento que é associado com o ajuste de um po-

linâmio. No caso, das variáveis xi estarem distribuídas apro-

ximadamente uniforme sobre o eixo x, resulta que a matriz pla
nejamento associada ao modelo de regressão é a conhecida matriz

de Hilbert, que dificulta sobremaneira a determinação dos es

timadores de mínimos quadrados dos coeficientes B: , i=1,2,..,k,
do modelo polinomial, isto devido ao mal-conde.cionamento da

referi.da matriz. Este problema poderá ser tratado, isto é, fa
cilitadu em termos de calculo se usarmos os polinõmios de
Chebyshev, que são facilmente obtidos, por meio de relações
de recorrência

Fórmulas para os esticadores de mi'ni,mos quadrados
dos coe] icientes de regressão, assim como, para as somas de

quadrados sâo Obtidas tanto para os casos dos valores de x se
4
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rem igualmente e desigualmente espaçados para planejamentos ba
lanceados e não balanceados

2 . 2 0 problema de mal-condicionamento

Ao ajustarmos um modelo polinomial da forma

Yi : B0+Blxi+...+í3kxi+E:i (i;1,2,...,n)(2.2.1)
inúmeras difilculdades praticas surgem quando k é ''grande'', em
bota, teoricamente seja possível ajustar um polinõmio d
n-l

e grau

Jll t A= \.r l \.l v q t,l t;

jantento X associada ao modelo(2.2.1)

" ": *í ...*t

Para valor

] x x2 xk- ''n "n''''n

torna-se mal-condicionada; i.sto é, ''pequenas'' mudanças nos ele
mantos de X podem causar ''grandes'' mudanças em (X'X)'l e con

sequentemente em B= (X'X)'lX-Y. Dessa forma quaisquer erros

na formação de X'X afetará a estabilidade e prece.são da solu

ção B. ]'or exemplo, supondo que xi ó distribuída aproximada:iílen

te uniforme sobre [0,1] e n é ''grande'', então o elemento da

i-ésima linha e s-ésima coluna da matriz X'X tem o seguinte
valor aproximado (Forsythe, 1957)

(X'X)rs : njn. xrxs ii = n JI xrxsdxi : l ' ' '' á



6

l
n

0

xr+sdx n
r+s+l ( 2 . 2 . 2)

Assim X'X é aproximadamente n vezes a matriz

ordem k+l da ínatri.z de Hilbert

. l l
-L 'a' 'T'

l l l

l l l
3 4 5

, 1 . 'l
Li;::i-ÍJI,para r,s :0,1,...,k a qual é o menor principal de

Frequentemente tem sido observado .que sistemas de e-

quações lineares envolvendo menores principais de H são muito

difíceis de serem resolvidos. Para k=9, por exemplo, a i.nver

sa de H10, o menor pri.ncipal 10x10 de H, tem elementos de ma.g

nitude 3.10"', (Savage e Lucacs, 1954). Assim, um pequeno er-

ro de 10'10 em um elemento de X'Y conduzirá a um erro de apto
ximadamente 300 em um elemento dc ]] = (x'X)'lX'Y, ..iostranclo as

sim que a matriz ll é muito mal-condicionada

Como foi destacado anteriornleiite, unia maneira de re-

duzir o efeito de mal-condicionamento, é trabalhar com polinó
mãos de Chebyshev e ajustar um modelo da forma

nlvl : 2YOT0(x) + YITI(x) + .. . + YkTk(x) (2.2.3)

onde Tr(x) é um polinâmio de Chebyshev de la espécie de grau
r. Esses polinõmios podem ser gerados pela relação de recorro l
cia
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Tr+l(x) : 2xTr(x) - Tr.l(x), para

começando com TO(x) : l e TI(x) -x
Assim

T2(x) : 2xz-l

T3(x) ; 4x')p3x,

T4 (x) ; 8x4.8x2+l ,

T5(x) ; 16x5-20x3+5x, etc
As expansões de Chebyshev para monõmios são

1 : TO(x)

x ; TI(x)

x2 {T2(x)'T0(x)}

x3 = 1ÍT3 (x) +3TI (-x) }

x4 : -ãtT4 (x) +4T2 (x) '''3T0 (x) }

x5 =:Í6{TS(x)+5T3(x)'lOTa(x)} , etc

Para fins práticos, tendo colho propósito a estabili-

dade numérica, os xi são ''normalizados'' de modo que sua varia
çao e restrita ao intervalo [-1,1]. O valor de x normalizados
dado por

r=l

T

2 , ( 2 . 2 . 4 )

2x - mãxtxi } - mi.nlxi }

{mãxlxi } - minÍxiJ}
Podemos, também escrever x'ecos 0, para algum 0 em

e temos então que

Tr(x') ; cos (r 0) , para r;0 ,1,2

Considerando os polinõmios de Chebyshev, definidos pe
la relação de recorrênci-a C2.2.4) as seguintes propriedades

to
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são destacadas, quando r # s

l Tr(x)Ts(x) (l-x2)Zdx
l

0

T Czr l

onde os zj. sâ-o os zeros de Tn(x), isto é, zi :coslCi-{)(ii)l
Essas duas propri.edades sugerem que para valores de

x razoavelmente espaçados, a matriz X associada ao modelo

(2.2.3) (expresso na forma E(Y) :X Y) teta colunas que são
aproximadamente OI'togonais, de modo que X'X terá elementos re

lativamente pequenos fora da diagonal, tais matrizes são ge-
ralmente bem-condicionadas. Portanto, uín procedimento recolhem

dado, para ajustar polinõmios é usar polinõlnios de Chebyshev

juntamente com um dos métodos de decomposição ortogonal. Nes

te caso o algorÍtmo modificado de Grau-Schmidt (ver p. ex. Se
ber cap.ll) pode ser escolhido

Juntantente com o problema de mal-condicionamento, e-

xiste também a questão de interpretar a forma de um polinómio

quando ])olinómios de Chebyshev são usados e k é ''grande''; aon

de interpretação física Ó importante pode ser apropriado reex

pressas o polinõmio ajustado ein termos de monõmios (variáveis

originais) . Entretanto para alguns programas com dupla preci-
são o ganho pode ser pouco trabalhando com polinõmios de

Chebysllcv e transformando posteriormente para monÕmios, ao i.n
vés de trabalhar' com monõmios diretamente (v. p. ex. Beaton e

E
ll )Ts (zi) : 0
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lukey, 1974). Entretanto, se monõmilos são usados os x:'s de-

vem Obviamente serem normalizados; Hayes (1970) ilustra algu-
mas das dificuldades que podem surgilr com dados que não são
normalizados

De uma maneira equi.valente, os polilnõmios de

byshev de la espécie poderiam ter sido definidos por

Tr(x) ;cos(rarccosx), para r:0,1,2,..., XÉ:r-l,l]
Usando a identidade tri.gonométrica elementar

cos(r+1)0+cos(r-1)0=2cos 0cosr0, e colocaÂd0 0=arccosx.a

relação dada em (2.2.4) assim como as propriedades citadas pa
ra esses polinõmios são verá.facadas facilmente

Che-

2.3. Escolha do Grau de un] Polinõmío

Um guia para escolher o grau k de um polinõmio é con

sideral a SQRr+l' a soma de quadrados residual para um polinõ

mi.o de grau r, quando r aumenta (r+l parâmetros são estimados)
Em geral, SQRr+l decresce consistentemente no pri.ncípio e, en

tao nivela-se para um valor razoavelmente constante em cujo
estágio é usualmente claro quando parar (ex. Hayes, 1970). Em

casos dc' dúvida podemos testar a significância do coeficiente

do Último monõmio acrescentado ao modelo; este é o chamado pro
cedi,mento de seleção ''forward''. Contudo, este procedimento de

teste deve ser usado cautelosamente pois ele pôde conduzir a

paradas prematuras. Por exemplo, no ajuste de um polinómio pa
ra uma função quase Simétrica, os coeficientes das potências
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z'mpares serão pequenos de modo que, podemos ter uma situação

em que termos de ordem ímpar não sâo significantes e, termos

significantes de ordem par necessários para o ajuste do mode-
lo poderá.am ser desprezados

Temos também a possibilidade que a SQRr+l pode man-
ter-se nivelado para vários valores de k antes de decrescer no

lamente. Por esse mota.vo é preferível irmos vários passos além
do primeiro termo não significante.

Um outro procedimento de teste que podemos usar é o
chamado procedimento de eliminação ''backward''. Neste caso o

grau máximo que seta ajustado é determinado ''a priori'' e en-
tão termos (monÕmios) de graus mais altos são eliminados um

de cada vez. Este procedimento é mais eficiente do que a sele
ção ''forward'', e é sugerido que o melhor nível de significân-

cia a ser usado em cada passo é a =0,10 (Kenedy e Bancroft,

1971). Contudo, permanece ainda o problema de decidir o grau
mãxiíno a ser ajustado. Infelizmente os procedimentos ''forward''
e ''backward'' não conduzem necessariamente ao mesmo modelo. Um

outro procedimento que começa com grau niáxi,nto foi dado por
Hoel (1968) e é descrito no capítulo (IV) deste trabalho

A adequação de um dado modelo pode ser examinada fa

zendo vários gráficos residuais tai.s como Yj versus Yj e, em

particular, ei versus xi, onde ej. ;Yi-Yi' Suponhamos por e-
xemplo, que o polinõmio ajustado é de grau kl e o verdadeiro

modelo õ de grau k2' Se kl< k2, teremos urn viés (''underfitting'')
Se E(E:) : 0, então E(Y) :Xí! e a estimativa tjü mínimos quadrados
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B= (X'X)'lX'Y é uma estimativa nâo-viesada de B. Entretanto,
se o modelo é ''underfitted'' de modo que o modelo verdadeiro é

E (Y) : Xii + Zv (12.3.1)

onde as colunas de Z são linearmente independentes das cola
nas de X, então c õ viesado e

E(B) X) ''X' (XB+Z'Y)

; B ''' (X' X) '"X' Z'r

- B ' C 'Y (2. 3 . 2)

Assim Í3 é agora uma estimativa viesada de B com viés Cy, on-
de C = (X'X)'lX'Z

De (2.3.2) temos então que
- . - J\.

E(ei) ; E(Yi - BO - Blxi '... ' 13k.xi )

;«!0 B" ' ' ,}0 (6.''' ÓP xl.

onde os 6T tenderão a ser ''pequenos''. Neste caso um gráfico de
ej. versus xi exigi.rã um comportamento sistemático ao invés de

aleatório e terá a característica de um gráfico polinomial (al

to grau). No caso kl>k2' teremos um viés (''overfitting''). Su-

pondo que o modelo é E(Y) ; XIBI' onde xl consiste das prime.i

ras k colunas de X; assim X= (XI'X2), digamos. Então

E ([3) : (X' X) ' l X' X. 6.

: (x'x)'lx'x(b)
B]

e

( 2 . 3 . 3)

e 131' consistindo dos primeiros k elementos de í3, é uma está
motiva niio-víesada de B.. Também
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E(y): E(XB) : X( 0a) : XIB. (2.3.4)

de modo que o modelo ajustado é uma estimativa não viesada do

verdadeiro modelo. Entretanto, o uso da fórmula a2(X'X)'l con

duz a variâncias maiores para os elementos de B. do que se o

modelo adequado (menor grau) fosse adaptado. De (2.3.4) i-mpla

ca que E(ei) : 0 e não existira padrão ou tendência no gráfico
regi.dual

B l
E(XB) : X( CÍ) : XI BI

2 .4 Pol i nÕmi os Ortogonal s

2 . 4 . 1 Propriedades Estatísticas Ger'ais

Algumas das dificuldades de cálculo relacionadas com

mal-condicionamento (secção 2.2.) podem ser evitadas pelo uso
de polinõmios ortogonais. Por exemplo, consideremos o modelo

Yi ; y0®0(xi) + yl'bl(xi) +. .. + 'Yk'Pk(xi) + ci'

onde +r(xi) é um polinâmio de grau r em xj (r:0,1,..,k)
e os polinómios são Ortogonais sobre o conjunto dos x, isto Õ

i=1 r( i)Os(xi) : 0, para todo r,s,r/s

Esta condição é um caso especial da propriedade mais

geral de Ortogonalidade, onde 4)r(X) e Os(x) são chamados orto
gonais com relação a função peso l~'(x) se

i:àl w(xi)@r(xi)4's(xi) ; 0, para todo r,s,r#s

Se além desta condição tivermos,

n

n

( 2 . 4 . 1 )
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n

i:l w(xi)'$r(xi) ; l para todo r, os polinõmios
chamados ortonormais

Então na equação

4'0 (lxl )

(bO (x2 )

sao

Xy+c , a matriz

'b l (xl )

'b ]. (x2 )

+k(xl)

4'k ( x2 )

'b0 (xn) 'bl Cxn)

tuamente ortogonais, e
Í

n

i:l'b0 (xi)
0

l

'bk(xn)

0 0

0

1 1

21 . 4' l. (* : )x'x

0 0

i;l'bk(xi)

Asse-m, de y=(X'X)'lX'Y, temos que
n

i>ll'br (xi)Yi
iÍ r : 0 , 1 , . . . ,k

>l . 4'; (xj )i:]

A estrutura Ortogonal de X implica que a estimativa

de mínimos quadrados de Yr (r$k) é independente do grau k do
polinõmio

( 2 . 4 . 2)

do 4)0(xi) um polinõmio de grau zero podemos colo-
obtermoscar d). (x)
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i;l ]-
n

i:l

A soma de quadrados do resíduo,

SQRk+l : (Y-X'v) '(Y-Xv) :Y'Y-v'X

Se desejarmos testar a hipótese
quadrados para o modelo H é

n

SQnk : :>1: (Yi-:f) :

n k

:!:*{ - ,:. } ';'*:,l ç;

: }w:-?): - ,>1: : '} ; (xi )

]1

YO

e então

XY

( 2 4 . 3)

somaH:Yk:O então a
de

>l @-Í (xj)
2Y rl

SQRk+i )

+ E 4'Í '* li

e a estatística F apropriada, é

SQRk - SQR-......- ; } 'bÉ(xi) 'YÉ

SQRk+l/(n-k+l) SQRk+l/(n-k+l)

Conforme mencionamos em (2.3), podemos usar seleção

forwar(I'' ou eliminação ''backward'' como procedimentos para de

terminar o grau apropriado. Estabelecido o procedimento, pode
mos prontamente determinar o grau máximo a ser ajustado. O

procedimento ''backward'' é mais eficiente e também evita a pos
sibilidade associada com o procedimento ''forward'' de paradas
prematul as

1 1
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2 . 4 . 2 Obtenção de Pol ínõmios Ortogonais

Polinõmios ortogonais podem ser obtidos de varias ma

negras. Seguindo Forsythe (1957), um pioneiro neste campo

Hayes (1974) sugere usar a relação de recorrência

'Prol(x) : 2(x-ar..l)'br(x) - br4'r.l(x)
começando com os poli.nÕmios

'b0 (x) : l e @l(x) : 2(x-al)

onde x é normalizado de modo que -l<xS+l, e os ar+l e br são
escolhidos de modo a tornar as relações ortogonais (2.4.1) vá
lados

!

(2 .4 . 4)

rovaremos a relação (2.4.4) por indução

Se colocarmos $.1(x) : 0, então $1(x) : 2(x-al) é o cg.
se especial r=0 de (2.4.4). Suponhamos por uma hipótese de

indução, que escolhamos al, a2,''', ar; bl' b2,..., br.l de
modo que +0(x), 'FI(.x),..., $r(x) sejam dois a dois ortogonal-s.

Vejamos então como escolheremos ar+l e br em (2.4.4) de modo
que

P

n

i=1 r+l(xi) 4'j(xi) : 0 para todo j=0,1,...,r(2.4.4.1)

Colocando-se x=xi na relação (2.4.4); multiplicando
ambos os membros por 4'j(xj) e somando para i:1,2,...,n,temos

i:l r+l(xi)4'j (xi) ;2i>lt(xi'ar+l)'br(xi)'bj (xi)-bri>ll'br'l(xi) 'Pj (xi):

=2 >llxi'Pr(xi)'bj (xi)-2ar+lj.nl+r(xi)'#j(xi)-brinl$r-l(xi)'Pj (Xi) (2.4 .4 . 2)
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Para j<r 1, pela hipótese de indução os dois íntimos termos

da equação (2.4.4.2) são zeros. Entretanto, como x4)j(x) é um

polinõmio em x de grau j+l<r, podemos expressa-lo como uma

inaçâo li.near dos polin6mios $O(.x), ..., @r-l(x). Então a

soma >llxi'br(xi)'Pj(xi) seta igual a zero, poj.s +r é ortogonal
a cada um dos polinõmi.os 4)0(x) , +l(x),..., +r-lCx), pela hipg

tese de i.ndução. Provámos portanto, que 4)r+l(x) defi.nado por

(2.4.4) é ortogonal a $O(x), 'bl(lx),..., $r-l(x), para quais-
quer ar+l e br escolhidos

Tomando j =r em (2.4.4.2), resulta que, se

: }l. xi'b; (xi)
ar+l ; ''-ií . 4 . 5)

>l. +:Ê (xi)

'br+l(x) é ortogonal a $r(x) . Entretanto, se colocarmos
em (2.4.4.2), resulta que, s e

2 >1 xi@r(xi)'Fr-l(xi)
(2 . 4 . 6 )

?l . 'b;. l (xi )

n

n

l

r-,l

b r

'br+l(x) õ ortogonal a @r.l(x)
Assim, se (br+l' br são escolhidos de acordo

(2.4.5) e (2.4.6), @r+l é ortogonal a 00(x),'>1(x),
que completa a indução

Tomando (2.4.4) para x:xi, multiplicando membro a
membro ])or @r+l(xi), e somando para i:1,2, ...,n resulta a éden

tidade

com

$. (x) ,o
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n n
>l. 4'r+l(xi) ; 2. E.xi +, (xi) +,...l (xl )i; l ' ' ' ' i: l

Poderemos então calcular br pela fórmula alternativa )

>l. $Ê (xj)
; -- l ' -L

i11: '>:í. l (xi )

onde r=0,1,...,k-l; b0:0 e al:x
(IForsythe usou a variação -2a+2 e o fatos unidade ao invés do
fatos 2 dado na equação (2.4.4))

''Essas duas diferenças são essencialmente compensató

rias, pois existe um fatos constante arbitrário associado a

cada polinâmio ortogonal, conforme Hayes (1969y'. Um programa
de computador baseado no método de Forsythe é dado por Cooper
(1 96 8 , 1 9 7 1)

Usando as expressões (2.4.5) e(2.4.6) ou (2.4.7) na
na fórmula (2.4.4) poderemos gerar os polinÕínios ortogonais
4', (xj ) , recursivamente

A mesma técnica poderá ser usada para gerar polinõ

mãos ortogonais usando-se a relação ;>1.w(xi)$r(xi)@s(xi) : 0,
para to(lo r # s . ' '

n

n

n

br r /.4 '/}

2 . 4 . 3 Mínimos Quadrados Ponder.idos

Algumas vezes é necessário fazer um ajuste de míninns

quadrados ponderados, particularmente se um gráfico residual

do ajuste nâo-ponderado sugere que a suposição básica,
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Var(ci) ' oz e Cov(ei'cj) ; 0 para i/j não é verificada. Neste
caso podemos transformar Y (p. ex. tomar log Y) para obter um

bom ajuste polinomial, isto é, tentar homogeneizar a variabi-
li.dado dos c:

NIÍnimos quadrados ponderados consiste em mi.nimizar

i=1(xj.)(Yi-B0-Blxi'B2xi'''''Bkxk)2, onde w(lxi)>0,i:1,2

, n. Este pr.oblema pode ser resolvido uma vez mais pelo u-

polinõmios Õr(xi), di.gamos, os quais satisfazem a con-

dição i>ltw(xiy4)r(xi.)4's(xi) : 0 para r # s
Neste caso, o polin8mio ajustado é

Êk(x) ; Y0''''YI'PI(x)''Y2$2(x)' . . . ''Yk'bk(x) ,

; 21 . w (xi) Yi4'r (xi )

êl. w (xi)õ:í (x i)

e a matriz de variância-covariânci.a de y. será uma matriz dia

gonal com elementos a2{.>1. w(xi)4'r(xi)}'l. Os polin6Oios po-

dem ser gerados por uma relação análoga a (2.4.4), que õ

Õr+l(x) : 2(x-ãr-.l)Õr(x) - br4'r.l(x)

começando com +0(x) : l e +l(x) : 2(x-âl), onde

}.w(xi)xii:i(xi) . j >1,w(xi)Õ:i(xi)',*::
i2.w(xi)@;(xi) >1 w(xi)ã:Í.t(xi)
O resto da teoria, com relação ao uso de polinõmios

de Chebyshev, é feito como para o caso leão-ponderado; as úni-

l

)

n

)n

]

onde

Yr o , l ,k C 2 . 4 . 8)

( 2 . 4 .9)
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cas mudanças são nos coeficientes â.,, br e Yr

2.4.4. PolinÕmjos Ortogonais com Valores x igualmente Eâ
p içados

Se os valores de x são igualmente espaçados, podere-

mos transforma-los para

xi ; i-i:i-}(n+l), para i:1,2,...,n(2.4.10)

Então, temos o seguinte sistema de polinõmios ortogonais (ge-

ralmente atribuído a Chebyshev)

4'0 (x) ; l

4)l (x) : Àlx

4'2(x) ; À2(x2 -:Í2(n2-l))

4'3(x) ; À3(x3 --7Õ-(3n2-7)x)

4)4(x) ; À4(x4 -.]lT(3n2.13)x+-5ÍO(n2.l)Cn2-9)) , etc

onde os Xr sâo escolhidos de modo que os valores @r(xi) sejam
todos inteiros

Esses polinõmios podem ser obtidos da resolução

sistemas de equações, quando igualados os coefi,cientes
iP (p=0,1,...,k) nos modelos,

Yi : B0'E31xi'''B2xÍ'. . .'Bkxi't:i

Yi ; vo+vl@lCi-i)+V2+2(i-i)+...+'Vk@k(I''i) + c:i

pa ra i = 1 , 2 , . ..,n

Sendo que, na primeira equação, pelo fato dos xi serem igual-
mente espaçados, colocamos xj = a+ih, para a e h constantes e,

na segunda equação @r(i-i) ê um polinÕmio de grau r em i-i e,

de

de
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seta representado por

+r(i -i) : $,(i -!!?-): aO ' al(i -J!;) ' "2(i - J!?) 2 .... .. .r(i-g?)r

ra

BI

3

3

'rT'' '' 'rT'' 2 ' '0 ' '1\'
para r : 1, 2, . ..,k

Onde cll,a2'''''ctr são constantes, as quais são determinadas de
modo que a matriz X'X seja diagonal e todos os elementos em

$ sejam números inteiros. Esses polinÕmi.os estão tabelados em

Pearson e Hartley (1970) para nela 52 e rala 6, (r<n-l)
uma parte desta tabela é dada na Tabela 2.4.1. abaixo. Pa

ilustrar seu uso suponhamos que n = 3. Então,

x.í = -1, 0, 1

4'0(x) :l, 4)l(x) ;Àlx-x, 4)2(x) :À2(x'--3) : 3x'-2, e o polinõ-
mio ajustado é

f(x) : BO + í31 x + í32(3x'-2) , onde

110 : Y:

. :>1.+t(xi)Yi

. '>Í (xi )1:1

iEI 'b 2 ( xi) Y i

>l . 't' ; (x j )i = 1 ' z ~ l

2
2= 3x e 0

2

l
(Y ) eK 3B

lB 62 l

- {)

{{ (-1)YI 'F (0)Y2 + (1)Y3}

{{ CI)YI + (-2)Y2 + (1)Y3} 2Y2 + Y3}
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Tabela 2.4.1 - Valores dos Polinõmi.os Ortogonais,
'br(X) , para valores de x igualmente espaçados da eq. (2.4.10)

n=4

0

- 2

l

10

5
6

6

4

l

70

3 5
1 2

20 4 20

10
2 l

3

A solda de quadrados do resíduo dada pela
e

3 .l.3 .3
SQR3 ;.>1, (Yi-Y)'-BÍ.>1.4'il(xi)-13;.>1.$ã(xi)

ili (Yi-Y) ' - ZBÍ - ÕÍSâ

equação
( 2 .4 . 3)

2.4.5 . Polinõmios Ortogonais com os Valor,es x igualntente
e sp içados e não ba] ance idos

Neste caso, a condição de ortogonalidade õ

i1lw(xi)+r(xi)'bs(xi) : 0

'br(xi) e 4)s(xj.) são poli.nõmios de grau r e s respecticaniente

n

9

para todo r, s , r # s , onde
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is em relação a função peso w(x)

Se w(xi) ;ni' o número de observações em xi' então
o critério de mi'nimos quadrados será expresso colho a conde.ção

que >llw(xi) IYi-Yil2 seja mini.mo, onde Yi é a média das ob-
servaçoes para o nível xj , e Y.i ê o valor previsto pelo mode-

lo nesse ponto. Então y. a estimati.va de ml'nimos quadrados de

y.i na equação de regressão

Yi : y0$0 (xi) + v14'l (xi)

ortogona

+ +

o nível x

Então y a
j

YkVk L-x j.J ' t'i

é dada Dor n

i1lw (xi)Yi$j (xi)
n

>l w(xi)4'=1 (xi)i:l

e a SQj' a porção da soma de quadrados entre x representadapg

lo termo yj'bj (x) é dada por

( 2 .4 . 1 1)

:.; : :
'b; (xi)

( 2 . 4 . ] 2)

com l gl-au de liberdade

2.4.6. PolinÕmlos Ortogonais com os Valores x desigual
mente espaçados e não balanceados

Nesse caso, yi a está,motiva de mínimos quadrados de
yj na eqiiação de regressão

Yi : y0@0 (x:i.) + yl+l (xi) + + Yk'Fk(xi) + cj é dada



por (2.4.11) sendo que a SQ.i, é
r n )2

1: >1:" (xi) Yi$j (xi) l

>l. w (xi) 4' { (xi)1:1

com l grau de liberdade

onde existem rw(xi) observações de Y para o ponto xi
Y.i, a média das mesmas

Dois métodos para a obtenção de polin6mios ortogonais

para um conjunto de pontos com espaços e pesos arbitrários,fo
ram apresentados por Emerson (1965)

O método baseado na relação de recorrência de Chris-

toffel-Darboux (Szegd, 1959) , para quaisquer três polinâmi.os
ortogonal.s consecutivos,

'bj(x) : (Ajx+Bj)'Fj-l(x) -Cj'>j-2Cx),j=2,3,...(2.4.14)

Aj' Bj e Cj são constantes para um dado j, dadas por

nSQj ( 2 . 4 . 1 3)

sendo

«. : {:F,"'*,,*í'..:'*,,-l:!.«'*:'*, ;.,.*:,l:

ili"(xi)xi4'j-i(xi)d'j-2(xi)I'.l j (2.4.i5)

B
J

n

i21iw (xi) xi4'.Í . l Cx i )

Cj : Aji>ltw(xi)xi4'j-l (xi)4'j-2(xi)

parece ser preferido, tanto ent relação ao tempo, como em pre
cisão, comparado ao método de Clraín-Schinidt



CAPTTUL0 3

ALOCAÇaO ÓTI MA DE PO NTOS

3 .1 .1 . 1 n t ro d u ção

Ao planejarmos um experimento para ajustar uma curva

de regressão polinolnial, nos encontramos com um problema de

alocação de pontos. Se os pontos x, devem pertencer ao inter-
va[o [-],1] por exemp]o, então, a questão é, para que va]ores

de x deveremos observar os n va]ores (]e Y e que proporção deg.
sas observações devem ser tomadas em cada ponto

Obviamente, a resposta para esta questão depende do

nosso propósito no ajuste do polinõmio: estimação ( com Tela

ção a todos os coeficientes do poli.nómio, ou apenas um subcon

junto de coeficientes) , interpolação opor exem])lo, calibração
de curvas) , ou extrapolação (previsão)

Para o estudo dos objetivos destacados, uma varieda-

de de critérios cle otimidade foram sugeridos, dentre os quais

os mais citados na literatura são: l)-otimidade, G-otimidade e
C-otimidade

24
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3 .1 . 2 . No t a çbõe s

Para o estudo dos problemas relativos a alocação ót.}
ma de pontos, não haverá perda de generalidades se tomarmos a
''região de interesse'' como sendo o interva]o de -] a +], des-

de que os critérios que consideraremos são invariantes sob

transformações lineares sobre a variável independente
Inicialmente vamos supor que

Yi:í30+Blxi+É32x2+...+Bkxi+ci' para i:1,2,...n (3.1.1)

é um polinâmio de grau k, conhecido, e os Í3i's são desconhece
dos. Denotando por Y, í3 e c os valores colunas,

Y'=(YI'Y2'-..,Yn), B':(B0'131'...,Bk), c:':(el'E:2
matriz nx(k+l) dada por,

,cn) e X a

xl
2

xl
2

x2
k

x2l x2

l *: ... *:
então o modelo (3.1.1) pode ser escrito na forma matricial

Y=Xí3 + E:. onde o vetar atem, por hipótese, média 0 e matriz de

covari.anciã azS (S é uma matriz de constantes conhecidas) , e

os xi's tomam pelo menos k+l valores distintos

Nestas condições, a estimati.va de mínimos quadrados

de B, é dada por Í3;(X'S'lX)'lX'S-IY=(í30'131'...,Bk)' a qual
tem média 13 e matriz de covariãncia (X'S'lX)-l
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Desde que o modelo de regressão clássico supõe que

YI'Y2'...,Yn são variáveis aleatórias não correlacionadas com
variância comum az, a matei.z S é a matriz identidade

Um primeiro passo em direção ao encontro dos planeja
mantos Ótiítlos que veremos neste capítulo foi feito por De La

Garza (1954) . Ele mostrou que correspondendo a qualquer doca

ção de n valores x, existe uma outra alocação, de apenas k+l

pontos xi (i:0,1,...,,k) com a mesma matriz X'S'lX e pertencem
tes ao intervalo de variação dos valores de x originais. Dente

ndo por ni o número de observações a ser tomadas em xi, on'
de >1 ni:n, teremos que as matrizes X e S serão dadas por

l

k2

xO xO

2 k
xl xl

xO

xl

l
nO

0

0

l
\

0

X S
l 0

** *í ... *t ] [ ' o ... -1-
111,

Um planejaITlentO discreto (ou excito) é definido como

uma medida de probabilidade ÉI sobre [-l,l], concentrando pe-

sos p0' PI''' ', pk nos pontos (distintos x0' xl' ''',xk respec-
tivamente, tais que npj:nj, i=0,1,...,k são inteiros e

:>lnPi:l, onde n é o número (finito) de observações não corre-
lacionadas YJ' i=1,2,...,n, as quais tem variância comum o2
Nota-se que observações diferentes tomadas no mesmo ponto x

sao nao-correlacionadas. Portanto, a medida (ou planejamento)

discreto C especifica os diferentes pontos onde as observações
serão tomadas. e número das nlesmaç em cada nnntn

l 0
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Analogamente, correspondendo a uma medida de probabi

lidado discreta €1, temos o planejamento que considera nÉI(x)me

dadas i.ndependentes para o valor x, para cada x ein [-1,1] .Por
razões de conveniência matemáti.ca, frequentemente descrevemos

um planejamento por uma tnedida e, sem a restição que nÉI(x) sg

ja inteiro. Por exemplo, se por algum critério de otimidade,o

melhor planejamento para regressão linear é: E(-1):ei(1):; ,tg
remos nEI(1) não inteiro,a menos que n seja par. Para situações

como esta õ recomendado que uma aproximação para o planejamen

to estabelecido seja usado (no exemplo acima com n ímpar, to-
marl'amos (n-1)/2 medidas para x:-l e (n+1)/2 para x=1). Para a

mai.orla dos critérios de otimi.dade tai.s aproximações produzi-

rão planejaJnentos ''aproximadamente melhores'' se n é ''grande''

3 . 2 Cri téri os de 0 ti mi da de

3 . 2 . 1 Planejamentos D-õtimo e G-õtimo

Um dos critérios de otan\idade mais estudado é o cri-

tério de D-otimidade. Diremos que um planejamento €1 é D-Óti-
mo para o modelo (3.1.1) se este minimiza o determinante da

matriz de covariância de 13 (o qual é também chamado a variân-

cia generalizada de 13); isto é, se €1 maximiza lx's'lx
Um planejamento ÊI' é chamado G-Ótimo (ou minimax) pa

ra o modelo (3.1.1) se €1' minimiza

máx Var
l<x<l
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A equivalência dos cri.téri.os D-õtimo c G-Õtimo (qua.B

do E é expresso como uma medida sobre ]-l,l]) foi provada por
Kiefer e IVolfowitz (1960) (o chamado teorema da equivalência),
encontrando que um planejamento é D-Ótimo se, e somente se,ele
é G-Óti.mo

Para um planejamento D-Ótimo, Hoel e Guest (1958)

mostraram que npi observações (i:0,1,...,k) devem ser feitas

para xi' onde pi ;kiT (isto é, alocação igual) e os xi são os
k+l zeros de (l-x').Pk(x), Pk(x) sendo o polinõmio de Legen-
dre de grau k

A Tabela 3.2.1. abaixo nos fornece os valores dos x

(para k;1,2,...,5) onde deveremos fazer as observações para a

obtenção do planejalnento D-Õtimo ou do planejamento mit-timax

( G-Ó t i. mo )

Ta be l a 3 . 2 .1
K:-L, z, 3, 4 e 5

l

Zeros de (l-xz)Pk(x), para os casos

Valores de xl

Observamos que os polinómios de Legendre sâo ortogo-

nais sobre o i.ntervalo [-l,l] com respeito a função peso bons
tanta w(x):l, e que a fórmula de Rodrigues para esses polinÕ-
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raios e

pk(x) : ;'Üt'T :l!; (x2.l)k,

onde a expansão de Pk(x) em potências de x é

Pk(x) : 2k) xk.2-(k.l)!(k-2): k'2+2«(k.2):(k-3): k'4+

Em particular, temos que

PO(x) :l; PI(x) :x; P2(x) :;x2. 1 ; P3(x) :$x3

P4(x)::;x4-J? ,.2.{ ; P5(x) -!Çx5-:Ç.,.3
e estes resultados acima foram usados para a elaboração
Tabela 3.2.1

35 4 30 2
: -T x

da

3 . 2 . 2 Planejamentos para fazer inferências sobre 6t.,

Se estivermos interessados especificamente apenas em

Bk' o coeficiente do termo de mtlior grau da função de regyres-
são poli.nomial, então, tlin critério de planejamento mais razoá

vel reduz-se a encontrar o ])lanejamcilto que minimiza VarjBkl
Neste caso a solução Ótiina é (Kiefer e l\rolfowitz, 1959)

i :0, k

i :1 , 2, . . . , k- l

nos pontos xi:-cos(iv), i:0,1,...,k, os quais são chamados

pontos de Chebyshev

A pri.ncipal desvantagem deste critério é que ele é

apropriado apenas para um problema muito limitado: estimar í31..

ou testar hipóteses sobre 13.,

Pi
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3 . 2 . 3 Planejamentos ótimos para Previ.são

P re vi são õti ma

O problema básico que consideraremos agora é, como de

terminar onde os xi devem ser escolhidos no intervalo [-1,1]
de modo a miniini4.ar a variância do valor previsto de Y, istok l

x' = (1 , x, x', ..., xK)

Se o número total de observações a ser tomado, n, é

fixado, as proporções pi a serem tomadas nos k+l pontos distiB
tos xi do intervalo [-1,1], podem não produzir valores i.ntei-

ros para o número de observações a ser tomado nos vários pon

tos, assim, se um planejamento ótimo requer que nl=npj obser-
vações sejam feitas em xj e n{ não õ inteiro, deveremos esco-

lher o inteiro próximo a ni para o número real de observações
e, portanto, os resultados que obteremos serão considerados co
mo aproximados apenas

Quando somente k+l pontos de observações são escolhi
dos para estimar um polinÕmio de grau k, o estimados de míni-

mos quadrados Y(x) passa através dos k+l pontos médios(xj,Y;)
i=0,1,...,k; portanto, sua equação pode ser escrita na forma

YCx) = >1 L: (x)Y:; = n ] '" ' ]

ê , minimi zar Var

ta variância é dá
,!.'."'
da por,

em algum ponto x, tal que lxl>1. E.!
VaríY(x)l:a'x'CX's-lX)'lx, onde

k
( 3 . 2 . 1 )

onde Lj.(x) é o polinõínio de Lagrange dado por
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: (x-x0). ' ' C"-xi-l)(x-xi..l) . . .(x:xlS)
'i\"J '

e portanto, segue de (3.2.1) que

:}.-Í'*,«,« FJ :': ::.
O problema eiítão reduz-se na escolha dos k+l valores

de xi, i:0,1, ...,k e os correspondentes valores pi que minam.l

zam (3.2.3). Os dois resultados que seguem deva.dos a Hoel e
Levine (1964) nos dão esses valores

Se os pi, i:0,1,...,k variam continuamente em (0,1)
sob a restrição que .>1.pi : 1, então para um fixado x#xi'
i=0,1, ...,k, a escolha

(3 . 2 . 2)

Var it(x)l ( 3 . 2 . 3)

>l IL: (x) li-o

minimizarã var IY(x) l
A prova deste resultado é feita, usando técnicas u-

suais de cálculo e, verificando por meio das derivadas segun-

das que o ponto críti.co produz um mínimo relativo que é tam-
bém mínimo absoluto

Embora estamos assumindo que x é um ponto dado fora

do intervalos-l,l], e portanto seria desnecessário inserir a

restrição x 71 xi, isto é feito para assinalar o fato que es-

ses p's produzem um mínimo se x é interno ou externo a [-1,1],
de tal modo que x não seja escolhido corno um ponto de observa

Pj para i=0 ,1 k (3 . 2 .4 )



32

Se os p's dados pela fórmula (3.2.4) são usados, os

k+l pontos de observação que minimização VarjY(x)l para x >l
são os pontos de Chebyshev

xi;'cos 'k', para i:0,1,...,k(3.2.5)

Para i,lustral a vantageíll de usar o espaçamento e po.E
deraçâo õtimos dados pelas fórmulas (3.2.4) e (3.2.5), consi-

deremos o problema de prever o valor de um polinõmio do 3ç

grau no ponto x : 2 se 52 observações sâo tomadas no intervalo

[-1 , 1] e se a:l
Sob a tradi.cional aproximação de usar espaços e pe-

sos iguais, escolheríamos

x0; -l, xl : - '}, x2 :3' x3

nO ; 13, nl : 13, n2 ; 1 3, n3 : 13

Os valor-es correspondentes para a solução de Chel

dados pelas fórmulas (3.2.4) e (3.2.5) serão
., . l ., . l ..

"o '' "1 ' ' '7' "2 ' '7' "3

nO : 5, nl ; 12, n2 : 20, n3 ;: 15

Os valores correspondentes da VarjYC2)l são aproxima
lamente, 20 e 13. Assim, para este exemplo o método tradici.o-

nal produz um valor de variância que é cerca de 50% maior do

que a solução Ótinla apresentada pelo método de lIDeI e Levine
(1964)

yshev
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3 . 2 .4 PI a ne j ame ntos C-õti mos

Para obter os planejamentos C-ótimos, vamos supor

que para cada xc [-1,1] um experimento possa ser realizado, o

resultado do qual é uma variável aleatória Y(x) com

E [Y (x) ]
9

13 0 + lg lx + Í32x ' + [Y (x) ] =a: (3. 2 .6)

Com o objeti.vo de estimar os coeficientes de regres-

são B.i, i=0,1,...,k, pelo método dos mínimos quadrados, util-.l
zaremos um planejamento e. Para isso, faremos n observações

nâo-correlacionadas nos pontos xl , i=0,1,...,k com xl c [-1,1]

tais que npj. ;ni observações serão feitas em xi, onde pi>0 e
>l p; :i
0l

Para um dado planejamento €1, definiremos a matriz
M(ÊI) de ordem (k+l) x Ck+l) por

para r:0,1,
s = 0 , 1 ,

M(€1) é chamada matriz planejamento
A matriz de variância-covariância das estimativas de

mínimos quadrados dos B.i é dada por -=- M'l(ÉI) . A variância do
está-mad(.r de mínimos quadrados, de uma função linear arbitrá-

ria dos coeficientes de regressão, (c,Í3) - .>1.ci13i é proporcigi-o ' '
nal a

k

Mrs ( ÉI) ,k
,k

( 3 . 2 . 7)

c 'M'l (êl)c M'l (ÊI)cc'

onde c' representa o vetou linha (cO,cl''.',ckl
transposta e, tr representa o traço da matriz

( 3 . 2 . 8 )

sua
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Um planejamen'LO ( que minimiza (3.2.8) é chamado um

planejamento C-Ótimo, para estimar a forma linear (c,l!)

Para obter o planejamento e* que minimiza (3.2.8)
usaremos a caracterização de Kiefer e Wolfowitz (1959, 1965)

de tais planejamentos, procedendo do seguinte modo

Seja €1 uln planejamento para k+l pontos distintos xl '
i=0,1,...,k com pesos correspondentes pj' Consideremos a ma-

triz de ordem (k+l)x(k+2), cuja (i.+l)a coluna é (l, xj , xÍ,
, x;); i:0,1,...,k e a última coluna é (cO,cl,...,ck). Sem

perda de generalidades supomos que x0<xl<...<xk, onde cada xi
e um ponto da região experimental [-l,l]

Retirando a (i+l)a coluna desta matriz, obtemos uma

matriz cluadrada de ordem (k+l), cujo determinante será delaota

do por Di(c). Se os (k+l) determinantes Di(c); i:0,1,...,k têm

o ]nesmo si.nal, isto Ó, todos positivos ou todos negativos, ou

se esses determinantes alternam em sinal. então o planejamen-
ID; (c)

to €1 nos (k+l) pontos xl , i=0,1,...,k com pesos p;; -F--
é õtimo. .>1.1Di(c) l

Ao verificarmos a permanência ou alternância dos si

naus dos determi.nantes Dj(c) ; i:0,1,...,k, um determinante i-
gual a zero poderá ser considerado positivo ou negativo art)i-

trariamente. Para um dado c'=(c0'cl''..,ck) para o qual os dg
termillantes ou mantém o mesmo sinal ou alternam em sinal, os

pontos xi são dados por xi : 'cos i, !)ara i=0,1,...,k
Temos portanto, que uín experimento realizado para os

(k+l) pontos xj é C-õtimo se o vetor c'=(c0'cl''..,ck) é tal

]
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que os determinantes D:i(c), ou têm o mesmo sinal ou alternam\
em sinal. Esta é uma coJ)dição apenas suficiente para C-otimi-
dade

Como uma aplicação do planejamento C-Ótimo vamos es-

tudar os planejamentos ótimos para estimar a inclinação de

uma regressão polinomial. A inclinação da regressão polinomial

E[Y(x)] : í30+Blx+fl2x2+...+Bkxk, em um ponto fixado xc]-l,l] é

131 + 2132x + . . . + kBkxK'i (3. 2 .9)

Tomando c'=(0,1,2x,...,kxK'i),(3.2.9) pode ser representada

como (c,í3) e assina a variância da estimativa de mínimos qua-
drados de (3.2.9) usando uln planejamento ÉI pode ser calculada

utilizando (3.2.8). Estamos portanto interessado em obter o

planejalnento EI' que minimiza tr M'i(ÉI)cc' para esta escolhaes
pedal de c

Segue-se um estudo detalhado para a inclinação da re

pressão polinon\ial de 2ç e 3ç? graus

Para regressão quadrático toríiamos k=2 em (3.2.9) de

modo que, c'=(0,1,2x) e para a regressão cúbica, k=3, e c'=CO
1, 2x,3x')

}

Re gre s são Quadrãti ca

O planejamento para os pontos xí= -cosa:;.; i=0,1,2,iâ
to é, x0:-l, xl:0e x2:l seta C-ótimo para estimar a incli-
nação (( ,B) , onde c'=(0,1,2x) se os determinantes
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l

0

0

l

l

l

l

l

l

l

l

l

0

1 1 = 2x- l

2x
DO Cc)

o l
1 1 = 4x

2x
DI(c)

l l o

D2(c) ; l-t 0 1
1 0 2x

e

ou mantém o mesmo sinal ou alternam eln sinal. Se 2x>1 ou

2x<-1 esses três determinantes são de mesmo sinal. Se j2xl<1,

então para XE:(0, -2), DO(c)<0, DI(c)>0 e D2(c)>0 e para

xe(- 7, 0), DO(c)<0, DI(c)<0 e D2(c)>0 e para x:0, DO(c)<0,
DI(c):0 e D2(c)>0, de modo que qualquer que seja o sinal que
atribui-rmos a DI (c) não existe alternância de sinais. Assim o
planejamento €1 concentrando-se sobre os pontos

e, x.;l, com pesosX :- 1 X0 l
1) Cc) ll

P l
>l l D: (c)

0l

piora i :0 ,1 , 2

é ótimo para estimar a inclinação em ull] ponto x, onde l2xl?l
Os pesos reais são

1 1
po ;4 ' BT

]

pl : 7;
] ]

pz : ã'''íí
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Re gre s são CÜbi ca

Tomando k= 3 , temos que (0, 1, 2x, 3x')

Calculando os determinantes Dn(c) DI (c) , D2(c) e

xlD3(c) nos pontos xi :-cos 'T, i:0,1,2,3, i.sto é, x0:-l

7, x2: 7 e x3 ; 1, temos

l
l
2

l
4

l
8

l
l
2

l
4

l
8

l

l

l

l

o l
l

2x

3x2

00(c) .à. [3 6 x2 - 24 x- 3 ]

l
l
2

l
4

l
8

l

l

l

l

0

l

2x

3x2

01(c) l [9x2- 3x-31

l

l
l
2

]

4

l
8

l

l

l

l

o l
l

2x

3x2

D2(c) { [9 x 2 -- 3x - 3 ]

l
l
2

l
4

l
8

l
l
2

l
4

l
8

0

l

2x

3x2

03(c) :à- [sõ x 2 + 24 x - 3 .]
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Esses determinantes mantém o mesmo si.nal se a) xcL-1,-2-JigZ]

casos o planejamento seta ótimo para os pontos xi: -cos 'T,

j.=0,1,2,3, isto é, x0:-l, xl--l, x2=1 e x3=1 com pesos

D; (c)
i=U , 1 . 2 . 3

i ID; (c)i:o
CoIRo um caso particular do planejamento C-õtimo, te

mos que quando c' = (1, 0, ..., 0) este planejamento torna-se

o planejamento õtimo para fazer inferências sobre Í3k, isto é,

Pi ; '2} , i:O ,k

t , i:1,2
nos pontos xi : -cos(:11:) , i=0,]., . ..,k
o qual foi. dado eín (3 . 2 .2)

As soluções acima para o pl'oblema de planejamento tem

uma séria desvantagem. NÓs su!)omos que k é conhecido e Y é ob

servado em apenas k+l valores diferentes de x, de modo que o
ajuste de mínintos quadrados (ponderado) usa quc a }nédia dos

Y para cada xi é exata, com nenhum resíduo para exame.nar as su

posições básicas. Desde que na prática, k não é geralmente co

nhecido, uma solução ótima oode não ser satisfatória quando

esta não tolda precaução para examinar a adequação do ajuste

Para contornar esse problema Box e Draper C19S0; 1963) clefini

ram otimidade em termos de minimizar o erro médio quadrático

integrado da previsão; a atenção foi dada ao termo viés qua-

)
3

)

i''i

k-l
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drãtico porque este termo pareceu ser o fatos de maior .contei

buição. Karson e outros (1969) e Cote e outros (1973) tlómaram

um ponto de vista análogo e consideraram planejamentos que,na

primeira instância, minimizavam o viés quadrático integrado
Stigler (1971), entretanto, criticou o critério de viés e su

geriu moda.ficações dos planejamentos usuais D-Ótimos e minimax

Sua modificação é denominada um planejamento C-restrito quan

do é imposta a condição que, se o termo adicional Íil......xk+l é
ajustado,

v;«[êk...:] 5 g-f
onde C é pré-escolhi.do. A escolha de C reflete um compromisso

entre duas metas conflitantes: inferências precisas sobre í3k+l'
e inferências precisas sobre o polinõmio de grau k. Por ou-

tro lado, C deveria ser escolhi.do suficientemente pequeno de

modo que afastamentos praticamente significalltes do modelo pu

dessem ser detectados com uma precisão especificada (por ex

o teste H:Bk+l: 0 com um poder especificado); por ot-itro lado
valores grandes de C produza.rão planejamentos mais eficientes

para o ajuste polinomial de grau k. Infelizmente, encontrar a

solução ótima C-restrita não é fácil, e apenas a solução para
k = 1 é dada por Stigler



CAPTTUL0 4

DETERMINAÇÃO DO GRAU DE UF4A FUNÇÃO POLINOMIAL

4 .1 .1 . 1 n t ro d u ção

Em analise de regressão, freqt-ientemente supomos que
a função de regressão é um poli.nõmi.o de grau conhecido. Fre -

quentemente, ocorre entretanto, que estamos incertos sobre que

grau polinomial será adequado para nossos propósitos. Experiên
clãs têm mostrado que apenas pol i.nõiltios com graus menores ou

iguais a cinco têm valor prático. O problema então reduz-se a

decidir que grau polinomial, não excedendo cinco, deve ser es-

colhido para a função de regressão

Varias técnicas tem sido sugeridas para determinar o

grau apropriado. Uma das últimas é devida a Anderson (1962),on

de ele trata o problema colmo um problema de decisão múltipla
e, encontra que a solução ótima reduz-se a uma sequência de tes

tes para o grau, começando com o maior grau possível. Uma des-

vantagem desses vários procedimentos é que eles garantem prote

çao apenas para o erro de tipo 1. Assim, no teste de Anderson,

somos protegidos contra a afirmação que o grau é menor do que
k, quando este é na verdade, pelo menos k 40
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Se o tamanho da amostra que estamos empregando é pe-

queno, a probabilidade que um polinÕmio de grau baixo seja COAR

patível com os dados seta grande, mesmo que a função de Febres

são seja de grau mai.or, assim exi.sti.rã uma tendênci.a para tes
tes baseados sobre uma amostra de tamanho fixado (pequeno),pa
ra aceitar modelos polinomiais de grau menor do que o adec
rln

ua

ra.ra. a.]liust,ras Distante grandes, existira finta tendên-

cia para testes baseados sobre uma amostra de tamanho fixado

(grande), para decidir qual será o grau máximo, mesmo que um
grau polinomial )menor produzisse um ajuste sati,sfatÕrio de um

ponto de vista prático. Esta tendência para testes com tamanho

de amostras fixado, ser influenciado pelo tamanho da amostra

ao tomarmos uma decisão, poderá ser eliminada se empregarmos

um teste do tipo sequencial

Nosso objetivo neste capítulo é mostrar corno duas

técnicas sequenciais poderão ser usadas para produzir uma se

lução pratica satisfatória, para o problema de determi,naçãodo

grau de uma função polinomial, como também, veria-car a perda
de precisão que estaremos sujeitos, quando alocamos as obser-

vações para um grau poli.nomial paiol' do que o grau suposto ver
dadeiro

4 .1 . 2 . N o t a çbões

Para os dois métodos que apresentará:nos, para decidir

anos sol)re o grau apropriado de uma função de regressão polino
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miai, vamos supor que as variáveis Y(xj), i:1,2,...,n são
distribuídas de acordo com o modelo clássico de regressão,com
função de regressão

EIY(x)l :'yo'bo(x) -'- 'YI'>1(x) ''' ... + Yk$k(x)

onde @j.(x) denota um polinõmio de grau i
Por convem.ência, escolhemos os (1)'s formando um sis-

tema ortonormal com respeito aos pontos sobre o eixo x, onde

as observações serão tomadas. Vamos supor também que o grau
máximo permi.tido é k e, que tomaremos as observações em pon-

tos do intervalo [-1,1]

Em geral, os dados usados para determinar o grau da

regressão polinontial, são usados para estimar o polinõmio e

este fato deve ser levado em conta, na escolha dos pontos de
observação; se réplicas para uns poucos pontos de observações
no i-ntervalo, são mais viáveis de se obter, do que o mesmo nÚ

mero total de observações em pontos distintos do intervalo,en

tão devemos escolher os pontos onde réplicas ocorrem, por al

gum critério de otimidade. Por exemplo, se o polinõmio esti-

mado é para ser usado para propósitos de interpelação, uma es
colha õtlma é dada pelo conjunto de pontos de Legendre e, se

e para ser usado para extrapolação, os pontos de Chebyshev pos

quem propriedades õtimas. Em ambos os casos, k+l pontos são
usados, sob a suposição que o grau máximo a ser considerado é

k. Embora os pontos Ótimos, são Ótimos para grau k apenas, e-

les aiiicla possuem vantagens sobre pontos igualmente espaçados,

quando o grau é ]nenor do que k. Apesar da solução ótima para
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extrapolação produzir réplicas desiguais nos k+l pontos, o

uso de réplicas iguais não reduzirá a eficiência da extrapola
ção apreciavelmente

Para o estudo dos pontos destacados acima, suporemos

que as observações serão tomadas nos pontos xO,xl,...,xk' OP.

de x0:-l e xk:l e, os x's restantes serão determinados deacor

do com nosso objetivo no ajuste da função de regressão estima
da,

?(x) : 'YOq'0(x) ''' Yl@l(x) + ... -'- Yk'bk(x)

Em virtude da ortogonalidade dos @'s com relação aos
pontos xO, xl,..., xk, os y's serão independentes e normalmen

te distribuídos, e, se m réplicas forem feitas, teremos

m k

" a:l i>lo Yia 'bj (xi)vj

";-ÍÇ,l
a2
m ( 4 . 1 . 1 )

VarjÇ(x)
k

j:oJ )

4 . 2 Te s te Se q ue nc{ al F

Suponhamos que estamos bastante seguros que o grau

da função de regressão pol i-nomial é k, ou possivelmente k-l,
mas certamente não maior do que k. Então nosso problema é tes

tar a hil)ótese 110:yk : 0. Com o propósito de encontrar uma hi-

potese alternati.va apropriada, consideremos as seguintes Tela
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çoes

Se a fosse conhecido, das fórmulas (4.1.1) implicaria

que, com uma probabilidade de aproxi.madamente 0,95, o erro de

estimar Y(x) por meio de Y(x) não excederá

2 'ib I'pÓ(x) ' 4'Í(x) '''

l

+8 (x)
2

''' +É(x)

Se supormos que y., = 0, esse erro máximo torna-se
. l -r

' @í(x) ''" . .. '- @li.:(x)I'
l

a
2

]

Denotando a diferença desses dois erros por d(x), en

tão se d(x) é maior do que a diferença dos valores ordenados

da verdades.ra função de regressão e, a função com yl,. =0 no
ponto x, existe pouca evidência para mantermos o termocoín coe

ficiente yk' Assim, parece apropriado considerar, se
'H' -n

que õ equivalente a

» 'Yk'PkCx)
2 .g.

./R +Ó (x)-''. . .' $É (x)
7

+Ó (x)-''. . .''bÉ.l(x)

'@Ó (x)

(4 . 2 . 1 )

vk
a ( 4 . 2 . 2)

Se soubermos aproximadamente, quantas réplicas deve-

remos tomar, o lado direito de (4.2.2) pode ser avaliado para
qualquer ponto x no intervalos-l,ll. O valor para x:l seria

suficiente para interpelação, desde que o erro neste ponto

provavelmente está próximo de seu valor máximo. Para extrapo-

lação será necessário usar o valor de x, onde extrapolação e
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observada. Se o valor para x:l, ou o valor no ponto de extra-

polação, sobre o lado di-Feito de (4.2.2) for denotado por .5 ,

então temos, a menos que lykÍ>a(S, nâo existira vantagem aprÊ
ciãvel em usar um polinõmio de grau k sobre um de grau k-l.Po
detemos então, formular o problema como um teste de

H0:Yk contra Hl: -a >(5

No caso de não tem\os certeza sobre o grau k ou k-l

a hipótese mais adequada é 110: ys:''.;yk;0, onde s<k. De modo

análogo, a relação (4.2.1) terá k-l substituído por s-l, isto

2 ::.-ll4'8(*,'.. .-'-@í:1*)l - l4'ó(*)'.

e , l

l

a

'Ys4's (x) + . . . +Yk4)k (x)

Temos que: >1 yj'bj:cos o 1>1 Vj >1 .PIÍ l Z, onde 0 é o ângy

lo entre os vetores y e (b. Assim, a desi.gualdade análoga a
(4 . 2.2) s erá

* *)-'' '4'Ê.:o'Jl:lz H n

"' lq'i h) ' . . . ''-4'É (ÜI''s : 0
O valor mai.s colnumente usado para cos 0 é 1, embora

seja improvável que os vetores y e @ sejam paralelos para qual

quer valor de x, que torne a diferença dos erros grande. Se o

valor em x=1, ou o valor no ponto de extrapolação, sobre o la

do direito de (4.2.3)com cos0= 1é denotado por Àn' temos que
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não existira vantagem apreciável em usar um polinõmio de grau

s ou maior sobre um de grau s-l, a menos que,.>1 y >a2À0' Con-
sequentemente poderemos formular o problema como um teste de

k

] S

H
0l 2aHo :ys Yk contra (4 . 2 . 4)

O teste sequenci.al F que apresentarentos a seguir, é
capaz de tratar esses dois problemas com valores fixados dos

tamanhos dos erros de tipo l e tipo ll escolhidos ''a priori''

Se ó e ÀO são muito pequenos, o teste sequencial pode reque-
rer um valor grande de E(n) antes que uma deck-são seja tomada.

É aconselhável considerar valores maiores de (5 e ÀO do que a-
queles dados pelas relações acima e, verificar se tais valores
são acejtãveis

O teste sequencial F (Hoel, 1954) foi designado para
testar a hipótese linear geral na forma canónica. Este teste

supõe que as variáveis básicas YI, Y2,..., YZ tem médias
H], p2' '''' p2, e variâncias con\uns oz e possui a função de
densidade

f(YI ,Y?, , Y l) : ( /=i' a ) ,}. '*,-«,, :::l.:*Íl+ .- . : . ',
e testa

contra Hl:- ,..2 > À0' PSk

Nosso problema de regressão, poderá ser reduzido pa-
ra a forma canónica por mei.o da transformação Z =@'Y onde 'b é

a matriz(+j(xi)) . Desde que os 4)'s forman} um sistema ortonor
mal com respeito aos x's, @' é uil\a inatri.z ortogonal, e portan

HO :Hl:
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to os Z's são independentes e normalmente distribuídos com va

riâncias o2 e médias dadas por:

o'E ]Y] ; õ'O'v

A distri.buição dos Z's é portanto, dada por

r(zo,. '',zk):('/7ã:' a)'(k'l)expt l :}.'::-«:, l (4 . 2 . 6)

Uma comparação de (4.2.S) e (4.2.6) nos mostra que

(4.2.4) é um caso especial de un] teste da hipótese linear ge-
ral na forma canónica

O teste sequencial descrito por Hoel (1954) por (4.2.5)
quando adaptado para o problema que estamos tratando e suas

notaçoes, torna-se o teste sequencial da razão de probabi.lida
de, baseado sobre

nÀ.

2 F(-7Enk+n-s-21, ]S:;.1l, -:l-:f

Pln
POn

( 4 . 2 . 7)

onde

S
2 2X z Znla li:o i:o

( 4 . 2 . 8 )

sendo F, a função hipergeométrica confluente, que é dada por

'u,',*)::' Ê * ' Ê-g;B- # '- ÊIÍi:tJfi;# € .
Uma vez que os tamanhos dos erros de tipo l e tipo ll
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foram escolhidos ''a priori'', existe proteção contra decidir

que o grau é s ou mai.or, quando ele é menor, e também exi.ste

proteção contra decidir que o grau é menor do que s quando

ele é de fato maior, no sentido que j>1 y{ >oz ÀO

k

4 . 3 Te ste com duas Amost ras

Se não ficamos satisfeitos com a maneira de escolher

6 ou ÀO no teste anterior e, preferÍssemos ter uma desigualda-
de do tipo lyl j>n satisfeita, antes de considerar y: diferen-
te de zero, então um teste que nos dã esse tipo de proteção,

pode ser construído usando o procedimento de duas amostras de

Stein(]945), quando este é aplicado para o problema da hipó-
tese linear geral. Quando apl i.calmos este teste para o proble

ma dado por (4.2.4) e (4.2.6) , devemos proceder do seguinteino

Escolhentos uma constante c>0 e um tamanho amostral

]l0 Tomamos uma aillostra deste tamanho e calculamos

do

(n0-l) Ck'-i) U :l

s.j, « :«á*-Ü#l'i, -..-Ü. . ':'.
, an satis fazendo j>ll aj : I' al

Então, (:ks .inlajZij)2
c (nn-l) (k+l )

ü :}..,'l:,, ?
hemos numeros al

"«.,.!.'i: $

F' (4 . 3 . 1
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possuíra uma distril)ui.ção F não-central, dada por

P{F'<Z} ; +p,q(I',m) , onde

'bp,q(l,m) : 7il:;-l.($ r (l!-:.L

(P- 3) / 2

[: *, ' * :'-* «]
o ../P

k

onde p:k-s+l, q=(n0-l)(k+l), e m:.>ll:s

Se estivermos testando ys: .. ' :yk ; 0 e o tamanho
erro de tipo 1, cl, foi escolhido, é necessário determinar

\râloT de Z que satisfaz

F'-t 2
-(p'q)

2
,:lt H'F t

do

0

P{Fk-s + 1 , ( n0- 1) ( k' l)
(4 . 3 . 2)

onde F ê a variável F central. O tamanho do erro de tipo ll
deste teste é dado por

k

,!; *{ l
c (n0-l) (k+l) J'bk- s'l,(n0-l) (k'i) l l, (4 . 3 . 3)

Se pudermos prescrever um limite superior, digamos H2 , para o

valor de l vlÍ além do qual, trataremos esses coeficientes co
mo não sendo todos iguais a zero, então poderemos calcular o

tamanho do erro de tipo ll com base na hipótese alternativa

Hl: J.>lsVt ' Assim, é possível escolher 1,, nO e c antes da
atnostragem, a fim de determinar os tamanhos dos dois tipos de
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erros para quaisquer níveis desejados. Alguns cuidados devem

ser tomados nestas escolhas, pois E(n) poderá tornar-se gran-

de se os tamanhos desses erros forem escolhidos mui.to pequenos

4 .4 Uma Modificação na Decisão Miiltípla

Os dois procedi.bentos tipo sequenci.al que apresenta-
mos produzem duplo erro de proteção contra uma decisão incor-

reta, contudo eles estão restri.tos para tesa.ar a hipótese yl,.=0

ou a hipótese ys:..-;yk: 0, onde s<k. Eles não permitem testa!
mos graus menores crescentemente, se um grau maior õ rejeita-

do. Isto não é um problema sério do ponto de vista prático,
pois se o grau máximo permitido é escolhido colho sendo k =5

usualmente estari'alhos bati.sfeitos com grau 4, ou certamente ,
com grau 3, e portanto a técnica precedente com s>3 seria sa
tisfatÓria

E possível, contudo, lliodificar os dois testes ante

dores de modo a torna-los um teste de decisão múlti.pla e, ao

mesmo tempo permitir-nos calcular os taijianhos dos dois tipos

de erros que podem surgir neste teste. Suponhamos que estamos

testando 110:ys: ''':Yk;0. Se HO e aceita, o i)roblen\a está
termo.nado. Se HO é rejei.fada, permanece ainda o problema de

determi.nar o grau apropriado. A região crítica do teste de

[]0 dado por (4.3.2) e o exterior da esfera c(n0-l)(k+l)F' : t

nas variáveis ui : i>ll aj Zij' i :s,...,k, onde F' é dado por
(4.3.1). A rejeição'de HO, portanto ocorrerá quando os valores
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amostrais dos u's produzirem um ponto fora da esfera

u:+ ... +uÍ = r'= tc (n0-l)(k+l) . Quando HO é rejeitada devemos

primeiro verá.ficar se ul: < r2; se for, a seguir verificamos se

uz.l +uk < rz, e continuamos desta maneira até que a desigual
dade não seja satisfeita. Se u2.... + ... +uÍ < Fz denota a últi-

ma desi.gualdade a ser satisfez.ta, concluímos então, que o grau
e m

Cn0 - l) (k-'-l )
2 2s e t] '; Tk

Podemos calcular os tamanhos dos dois tipos de erros
que podem surgir no procedimento anterior, em vista da nature

za da distri.buição dos u's. Dado s2, eles possuem distribui -

çao normal indepen(tente com E(uj) - y{ e com uma variância co
mum a2c/s2. Resulta então que, sua distri.buição incondicional

( »') 2 r p!!JsÍa!-L) k . - -çl1lçc!:D

,uk): r.(;) l-ilJ- c -,>ls("i'Yi)2)

V

onde v=(n0-l)(k+l) . Assim, se D denotar grau e, D. denota de
cidir se o grau é m, resultara

P{D.ID««} p {".i...I''' *-É « «:, «.I'

onde R.. representa a região especifi.cada pelas; desigualdades e

na qual y.:,..., Yk foram dados valores zero. Em vista da geo-
metria da região Rm' esta integral ã independente dos Y's

Ym
R

m

vk : O} ,uk) dus duk
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desconhecidos, cujos valores podem portanto serem escolhidos

como sendo zeros. Uma vez que esta integral, então depende se
mente de constantes conhecidas, a probabilidade de decidir se

bre grau m quando o grau é menor do que m pode ser avaliada

por métodos de integração numéri.ca. A seguir, consideremos

P{DmID>ml=plu]2n+l+..'+uz<r2,uli+. ..+uj>rzl >1 y:l>o2}
j=m+l J

Como antes, a geometria de Rm mostra que a integral necessária
para avaliar esta probabilidade é independente dos valores de

Ys'''',Ym-l' de modo que podemos atribui-r-lhes valores zero

Por simetria, a integral tem o mesmo valor para todos os poB
tos da esfera >1 yÍ =H2. assim esta probabilidade será ntaxi-

j =m+] '
gizada, quando um dos y's nesta soma tiver o valor n e os res

tantas forem colocados iguais a zero. Esta integral é então

maximizada, permitindo Yn. tornar-se infinito, que é numerica-

mente equivalente a colocar Y,n:0 e integrar sobre a variação

inteira dos valores de um' sem a restrição imposta sobre u:,.
por R:n' Assim, a probabilidade máxima, de decidir sobre grau
n], quando o grau é maior do que m, pode também ser avaliada
por métodos numéricos

E improvável que este procedimento modificado tenha
quaisquer propriedades ótimas úteis, contudo este é o teste

natural a se aplicar se insistimos sobre um teste que possua
proteção contra os dois tipos de erros e, se não ficamos sa-

tisfeitos com os testes simples de HO, dados pelo teste se-
quenci.al F ou pelo teste com duas amostras

k
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No capítulo seguinte, um exemplo é apresentado para
ilustrar os métodos dados aci.ma, para um polinâmio do quarto
grau.

Uma vez que esses procedimentos para testar o grau
de uma curva de regressão polinomial não são fáceis de serem

aplicados, além de produzirem erros de proteção contra uma de

cisão i.ncorreta,o que acontece õ que, quando escolhemos os pon

tos de observação no intervalo [-l,l] com o propósito de está
mar curvas de regressão polinomial, frequentemente estamos in

certos sobre o grau k do poli.nõmio na variável independente x

Veremos agora a influência desta incerteza sobre o problema de
alocar observações, a fim de minimizar o máximo da variância

do valor previsto pelo modelo, para um dado x pertencente ao
intervalo. Por exemplo, se k=1 a alocação rninimax consi.ste ein
tomar metade das observações possíveis em cada um dos extre-

mos do intervalo (conforme Tab. 3.2.1.), mas esta alocação
nao nos proporciona oportunidade de detectarmos evidência que
k=2, por exemplo

A seguir, estudaremos a perda de precisão que incor-
remos por usar alocação minimal para llm grau polinomial maior

do que u grau verdadeiro, com atenção particular para os ca-
sos onde o grau verdadeiro k é igua] a ] ou 2. Discutiremos

também, que se ocorresse um possível grau alternativo k. uin

ou dois graus maiores do que o presumido grau kn, nÓs alocaría

mos as observações como se k=kl, desde que se de fato k=kn a

perda de prece-são que incorremos por usar alocações para klsg
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rã relativamente pequena

Seja novamente o modelo usual de regressão na forma

Y ; Éi0+ Blx+

onde os B's são estimados pelo método dos tnínimos quadrados de

uma amostra de n observações. Selecionados n valores x pardas

observações, temos que a variância de Y em um ponto x:xO é
dada por

Var(Y) = x' C x a:

index'=(1 xO x2 ... x5) e Cdenota a inversadamatriz in
formação ou equivalentes\ente, a matriz de covariância das es-
timativas dos í!'s. Definiremos

~,* : l-JB-f.c):}a'

como sendo uma padronização conveniente, com respeito a n e a:

da variância do valor previsto pelo modelo, o subÍndice k re

presentará sempre o verdadeiro grau da regressão polinomial

4.5 . Perda de Precisão por Alocar as Observaçoes pat'a um grau
ma + o r

A alocação que minimaximiza Vk, consi.ste de k:í ob-
servaçoes em cada unl dos k+l pontos de observações desses pon

tos são dados na Tab. 3.2.1. para os casos k=1-,2,3,4 e 5) . Pa

ra evitar aproximações na alocação de pontos vamos supor que
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n=v e inteiro

Examinaremos agora a
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4 .5 . 1
0 c a se kO :l

tç caso, a variância em un] ponto XO é igual

X8 . Para Urna alocaÇão simétrica arbitrária

a

enivl

torno de x =0; xi representa a alocução da observação i eill

[-l,l]. Sob alocação minimax para k0:l temos conforme a Tabe-

la 3.2.1. que os valores de xi são le -l e portanto, Vl;l+X0
Estatuas interessados em exatninar a perda de pi'ecisão ( quando

k =k0 ; ]) incorrida por alocarmos para vários valores alterna

tivos de k=kl' Sob alocação lninimax para kl;2, os valores
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de e
assim, VI : l+ (-2)X:, resultando que

1 + 1 2 2 4

Í:l= ' ; ' ;

Sol) alocação minimax para kl : 3 os valores de
então, VI =1 + (-:;?.-) XÃ, i'esultando que

são tl e 0

E( 2 , 1)

são tl e

. : l '' (-Jr) xã
V

E (3, 1) 6
X

e para kl em geral pode ser mostrado (do mesmo modo que o es
boçado na secção 4.5.2. abaixo) que

2k.
E(kl,l) : -------]

' 3k. - l

4 . 5 . 2 0 c a s o k .0 2

Neste caso a variância em uin ponto XO, para uma alo
cação Simétrica ejn torno de x = 0, ã

V2 ;' x;':z*- -:}(;;;il'
Sob alo('ação minimax para kO : 2 \rerifiCaHOS que

V2:(6-9XÓ+9XÓ)/2 . Sob alocação minimax para kl
que V2 :(39-70XÓ+75XÓ)/12 resultando que

E (3 ; 2)

encontramos

l)o mesmo iiiodo encoiltranlos (luc

E(4 ; 2) :
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e para kl em geral, mostraremos que

E(kl ; 2)

Desde que, alocação minimax para kl sempre distribui. as n ob-
servações igualmente sobre os kl + l valores x, consideraremos

então as somas na expressão para V2 estendidas sobre precisa-

mente esses kl+l valor'es (assim, colocamos n=kl+l). Usando a

expressão para V2 desta forma em conjunção com a definição a.B
terão r (le E(kl ,2) resulta

E(k.;2) :[(kl+l)Ex:Ex"-(Ex:)']
'(kl'l) [Ex'Ex'-3(Ex:):+(kt+l)(Ex"+Ex:)]

A equivíilência desta expressão com a anterior é demonstrada do
seguinte modo

Dois dos pontos de observação minimax são sempre tl;

Guest (1958) indicou que os kl-l pontos restantes são dados

pelas raízes da primeira dera.veda do polinõmi.o de Legendre de
grau k; isto é, pelas raízes da equação (para simplicidade u-
samos k ao invés de k.)

.k +]. .

Sl:-:-. ( x : - 1) k
d x''''

blultipl i.cando ambos os membros da expressão acima por ---Í-7F.FV

e denotando por Ci o coeficiente do termo de grau i, então,

Ck-l;l e Ck.2;Ck.4:0. Um resultado da teoria das funçõessi
métricas, sobre as Felizes de uma equação, estabelece que a se
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.k +.l

ma das quartas potências das raízes de -gFI(x:-l)k=o é igual

a 2CÍI.3-4Ck.5' e portanto, na expressão de E(kl;2) podemos e?.
crever

X

2
Exq = 2 + 2C 4C3 k- 5

(k-i):(k.4}!. (k-i)Ç} 2lÇk-s)rk-4)
2(2k-l): 2(2k-1) (2k-3

k Ct+i) (3k : -5k+i)
( 2k - 1 )'( 2k- 3 )

É analogamente verdadeiro que >lx2 =k(k+1)/(2k-l), e usando es

ses resultados E(kl,2) pode ser simplificado para o resultado3k.
desejado, ou seja, E(kl,2) : -5t- . 4

4 .5 . 3 . Come ntãri os

Modelos de regressão polinomial são tipicamente usa-

dos como aproximações simples para modelos desconhecidos e pa
ra malater este espírito de simplicidade geralmente não nos

preocupamos cona valores alternativos de k excedendo kn. O va-

lor alternativo k0+l frequentemente Ó de interesse; assim co-

mo também o é o valor k0+2, particularmente quando o sinal da

primeira derivada de Y com respeito a x é bem estabeleci.do em

ambos os extremos do eixo x. Valores alternativos maiores são

de interesse apenas ein circunstâncias não usuais

Áo escólheriílos uma alocução com um ou ambos os valo-

res alto'rnatiVõ9 k0+l e k0+2 enl mente, interesses tais como
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custos de escolhas incorretas e informações ''a priori'' intui-
tiva para os vários valores de k, obviamente relacionam-se com

a decisão. Os resultados da secção (4.5.2.) indicalil entretan-

to, que dada qualquer chance apreciável que k =k0+l (k:k0+2)
deveremos alocar as observações em conformidade, desde que: a

perda na precisão se k =kn será pequena, e o custo esperado
desta perda provavelmente será pequeno comparado com o custo

esperado de examinar os valores alternativos k0+l(k0+2). TaD
to para kO : l como para kO ; 2 foi mostrado que para a aloca-

ção k0+2 a eficiência mínima E(k0+2,kO) é igual a 0,75(equi-
valentemente, quando de fato k =kn o aumento na variância mi-

nimax do valor previsto pelo modelo sobre ]-l,l] é apenas 33%

ou 15% cm termos de desvio padrão) . Este é um pequeno preço a
ser pago pela oportunidade de testar e talvez melhorar a ade-

quação do modelo de regressão

Em particular, quando kO : l ou 2, temos urna medida
da perda na precisão, qualquer que seja o valor alternativo

kl, isto é, E(kl,1)>0,666 e E(kl,2)->0,6. Equivalentemente, se

alocução minimax para kl é usada quando de fato k=1 (2) o au-
mento na variância nlinimax do valor previsto pelo modelo se

bre [-1,1] õ quando muito 50% (67%). ou 22% C29%) em termos
de desvios padrões

Com valores particulares de kO e kl em }nente é pois.!
vel considerar alocuções alternativas para as duas alocuções

Por exeiitplo, se k0;l, kl;2 c n:60, podemos considerar as
alocações da Tabela 4.1. e procedermos uma escolha Ótima basea



60

da sobre considerações de custos de erros e i.nformações

pri.ori'' para kO e kl

i'a

Tabela 4.1 . Alocações Alternativas para as duas Alo
cações Minimax: k0:l, kl:2, n-60

Níhero de observações ein Vara.anciã máxima do valor previsto sobre
[-1,1], quando:

K ;: J.v=.l 0 , +1

30

28

26

24

2 2

20

30

28

26

24

22

20

0

4

8

1 2

16

20

2

2 , 0 7

2 , 1 5

2 , 2 5

2, 36

2 , S

1 5

7 , 5

5

3 , 7 5

3

Na Tabela 4.1., notamos que quando k=2, a variância
do valor previsto aumenta acentuadamente quando nos afastamos

da alocução íninimax ''20 - 20 - 20''; um aumento que será tolera

vel apenas se não dispomos de informação ''a priori'' para k=2,
e o custo de examinar k=2 é relativamente pequeno



CAPTTUL0 5

E XEMPLOS NUMÉRICOS

5 .1 . 1 nt ro d u çã o

Neste capi'tulo nós apresentamos exemplos numéri.cos

para ilustrar a aplicação de polinõmios ortogonais com pontos
de observação igualmente e desigualmente espaçados e, também

a aplicação dos vários critérios de alocução Õtima. Esses exein

pios são encontrados nos livros

Williams, E.J. - ''Regression Analysis'' - 1959,

Mendenhall, IV. e Scheaffer, R.L. - ''lK4athematical Sta

tistics with Applications'' - 1973, e no artigo de

lloel, P.G. - ''On Testing for the Degree of
miai'' - 196 8

Polynoa

E xe mpl o 5 .1

Neste exemplo um estudo da relação entre a resistên-

cia ã ruptura (gr/cm:) e a massa especifica (l$.;) para certaes
pêcie de papel é apresentado. O estudo foi realizado através

de modelos polinoíniais usando-se os dados da Tabela 5.1., on-

de são encontrados os valores médios da resi.stência ã ruptura,
- 61 -
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baseados em 3 observações para cada unia das nove diferentes
massas específicas do papel, variando de 10 a 90 &!. Embora a

resistência ã ruptura aumenta com a massa específica, os da-
dos indicam que a mesma não aumenta de forma linear e assim

um ajuste com uma curva polinomial de grau maior do que l é o

ajuste mostrado. Os polinõmios ortogonais para n;9 (Fisher e
Yates, 1957) foram usados e estão na Tabela 5.1
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O ajuste da regressão é testado contra a variância

estimada das médias dos 3 valores eln cada ponto x. O valor des

ta variância foi 3804 com 16 graus de liberdade. Os cálculos

são dados nas colunas da direita da Tabela 5.1. Vemos que o

ajuste para uma curva quadrãtica é altamente significante,mas

é não significante para uma cúbica, de modo que uma curva cÚ

bica estabelece um ajuste satisfatório para os dados

A fi-)n de usar a função de regressão, pode ser deseja
vel converta-la para um polinÕmio em x explicitamente. Fisher

e Yates (1957), na introdução de suas tabelas mostrailt como is

to pode ser feito. Entretanto, para muitos propósitos, é igua!
mente conveniente trabalhar com polinâmios ortogonais. Assim,

neste exemplo, a equação de regressão cúbica em termos dos @],

é dada por

Y ; 4035,7 + 924,3+] - i,S(bZ + 8,7(b3

Uma vez que os valores dos @{ são dados, os valores estimados
correspondentes aos pontos experimentais são facilmente encon
trados, por exemplo, para x:40, o valor está.Irado Õ

4035,7 + lx924,3 - 17 x(-1,5) - 9 x 8,7 = 3059 e seu desvio pa
deão ó 54 ,6

As estimativas da curva cúbica para os outros pontos são da-
das na Tabela 5.1

Dessa forma podemos adotar o modelo polinomial de grau
3 como tIH modelo aceitável para explicar a relação entre a re

sistência ã ruptura e a massa específica para esta espécie de
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papel

E xe mp l o 5 . 2

Neste exemplo é mostrado, para um

modelo polinomial õ ajustado para val

espaçados, a saber: x0:l, xl;2, x2;5,
Inicialmente, considerandos os poli

caso particular,co

ares dc x desigual
x,=8

]10m10s

mo uni

mente

4'0 ( x)

'bl ( x)
'b 2( x)

'l,, ( x)

a 0'''itl x

bo+blx+b2xz

c0+clx+c2x2+c3x3

A fim dc determinar

resolver os sistemas

X'b0 ( x i) 4'l ( x i) ; 0

Ed'0(xi)4'2(xi) : 0

X'bt (xi) 'l'2(xj ) : 0

E®0 (xj ) (b3(xi) : 0

E(bl (xi) (b3 (xi) : 0

E$ 2 (x i)4)3 (xi) : 0

1 , 2 , 5 , 8

Obtemos como uin posa

{'l (x) : x - 4

4)2(x) : ( 2x:-18x+25)
0 KCx) = ( 55x3- 755x2+

os valores desses coeficientes
devemo S

para

i.ve] i es u it a d o os pol:inomios

/3

2846x- 2524) /4 2

C
)s Valores e somas de (]uadi'idos tios pontos ] 2, 5 c 8 sâo
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Para (bl(x): -3 -2 1 4 30

Para 0?(x): 3 -1 -5 3 44

Para $3(x) : -9 14 -7 2 330

Para os correspondentes valores de Y: YI' Y2, Y5' Y8
as soldas de quadrado atei.buida a cada aumento do grau no mede

lo polinomial são apresentadas na Tabela 5.2

Ta b el a 5 . 2

i\modelo Polinomial s.Q
)

( -3Yl- 2Y 2+Y5+4Y8) '/30

( 3YI - Y2-5Y5'3Y8) '/44
q

(-9Yl+14Y 2- 7Y5+ 2Y8) '/330

Linear
nl l n H --- a' t ; .-.l
\<U & U Z LA Ç JI \# v

Cúbico

Um programa dc computador pal'íi obter pol:inõínios orto

normais para valores de x desigualmente es])içados e nâo balas
meados foi dado por Emerson (1965)

E xe mp l o 5 . 3

Neste exemplo é apresentado um caso particular' de a-

locução ótima de pontos pelo critério que consiste em minimi-

zar a variância da estimativa do coeficiente do termo de maior

grau do modelo polinomial

Suponhamos que o problema õ ajustar lma Teta a um

conjunto de n pontos dados, onde n é um inteiro par, e que se

lecionafemos os n valores de x no intervalo -a5x.5a, a real posi
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tivo, de modo que esta alocação minimize Var(6].)

Considerando o }nodelo Y = B0+131x, temos pelo critério
3.2.2 que deveremos atribui-r os pesos

Po : PI : 2F ; 7
l l

aos pontos

xo ; -''s(q!) : -''s o

xl

Portanto, deveremos selecionar

nO ; n observações em
l] . .

nl ; -ã observações em

Usando il transformação linear x'

*ó : -. . ? '-" *i ;

coslv
) :cos ( l

e ,

ax, teremos T observações eln

E xe mp l o 5 .4

Neste exemplo é apresentado para o modelo linear

Y = íl0+í31x, ullla aplicação do critério D-Ótimo, isto é, supondo

que selecionaremos n valores de x iio interva]oF-],]l, clesejl
mos íilocar os mesmos de irado a min.imizítr o deterin.inante da ma

triz dc covariância de 13 = (Í3O' 131)

Pelo critério 3.2.1, temos (lue o planejaniento D-Ót

mo para o modelo Y =B0+Églx, é o que maximiza IX'S'lXI, onde

l
l

nl
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Em vista dos resultados

solução do mesmo é dada pelos pes

xO.e xl respectivamente. Os ponto

(l-x:) . p:i(x) ;(l-x:)x' :(l-x:) ,

As s im deveremos fa z e

nO ; n observações em xO

nl : n observações em xl

Vemos, portanto, que par

130+131x, o planejainelito para fa

nimizar Var(Bt)) e o planejarnento
coincidem.

Concretamente, suponhamo

efeito cle ''siinulantis digitalis''
sanguínea de ratos, sendo a varia

nidades. A resposta é esperada se
lizados para o experimento, cada

uma dose. Se o critério para aloc

serem usadas no experimento, c o
nados em cada dose é o de rnaximiz

no experimento(maximizar lx's'lx
jal)tento D-Ótimo para o modelo Y =
por

r

apresentados no
l

os PO ; PI : k:i:T ;

s xO e xl sao os

isto é, x0;-l e

Capítulo 3,a

-2 nos pontos
zeros de

xl

a o modelo do pr

zer inferências

D-Ótimo (maximi

imeiro grau

sobre BI (m.L

za« IX'S'iXI)

s que desejamos

(digitalina) sob

ção das doses de
r li.cear e seis

rato podendo rec
ar as doses de ''

número dc ratos

ar a quantidade

) isto implica

110+í31x ' , onde -l

estudar o

re a pressão
x=2 a x=5 u

ratos são uti

eber apenas

digital i s'' a

a se relê clesig

de informação

que o plane-
< x'< 1 é dado

PO : PI : IÍ;T
isto é

l
2

nos pontos xÓ = -1 e xi

nÓ = 6.-{ = 3 ratos em xO e
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ni : 6.2 ; 3 ratos em xi = l

E se a transformação linear x' = !31;:-Z é usada

remos, nO : 3 ratos ein xO ; 2 e nl : 3 ratos em

pois 2< XS5, te

xl

E xe np l o 5 .5

Neste exemplo os critérios d

são aplicados para modelos po
Suponhamos que desejamos aju

a um coitjunto de n pontos dados, onde

que selecionaremos os n valores cle x

real positivo

Considerando o tilodelo Y = 130+

tédio 3.2.2, isto õ, minimizar Var(132

-. :-: :4 ; } . ., :+
tos

xo : -''s(!y) ; -cos o

xl : -''s(;) : -''s t : o

x2 : 'cos(-T) : -cos T : -(-i)

Portanto deveremos selecionar

nO : n2 : n pontos em xO
n

nl :-2 polltos ein xl : 0

Usando a transforítiação linear x'
n
4 ponto'. cm xo = -a e x1l

Ç pontos em xi

D otimo

nos pon

ax

e ininliiii

linomiai

star uma

n e um

no enter

zar Var(Bk) e

s do 2ç grau

curva do 2ç grau

inteiro par, e

velo -a <x< a, a

BI

) quc

]
2

temos pelo cri

x2

teremos
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Devemos observar, no entanto, que a menos que n seja

um múltiplo de 4, não teremos valores inteiros para nO e n2
obtendo então um resultado aproximado para o planejameilto óti
nio

No caso de selecionarmos os valores de x e as propor
ções de observações nesses pontos, para -l<x<1, de modo a ob-

ter um planejamento D-Ótimo, isto é, maximizar IX'S'lXI, onde

[" *. *8'! rJ '' ']
x? e S:lo' J 01 1 ' ' 1' n.
xl:l l0 0 .J

n2

Í

"0

xl

x2

que os pesos sao

po : pl : p2 : 1ii
l
+

l
3

nos pontos xO, xl e x2 que são os zeros de (l-x:)P;(x)

(l-x:)({x: -{)': (l-x:)(3x), j-sto é, x0=-l

Portanto deveremos tomar lt0 : nl : n2 : n observaçoes em

cada um dos pontos x0' xl e x2' ou seja, deveremos ter il como

sendo múltiplo de 3 para (lue tenhamos valores inteiros de nn

Observação: Os critérios para este caso conduzem a
pl anej acentos di s ti ntos

E xe mp l o 5 .6

Para ilustrar os métodos al)rcsentados no Capítulo 4
suponhaPitos que lim polinómio do cluarto grau tenha sido escolhi

do e que o Incsmo pílssi} pelos cinco pontos (-1,2)



(+,0) e (] , 2)

Os polinómios ®.i(x), j=0,1,...,4, que são ortonoi'
mais com relação a esses pontos igualmente espaçados (-l, - ],

0, }, 1) são dados por

+.(© ;/r, .>:(x) :/S x, $:Cx) ;/'} (x:- {)

+,(x) (x'- -;g' x), 4'4 (x) (*"- -â *: * .4,
Os coeficientes da regressão polinoluial são encontra

dos resolvendo as cinco equações obtidas impondo que o polinõ

mio passe através dos cinco pontos dados. Essas qtteações dão
a solução

[Y(x)] : ]% -- 2(x:- -{)

resultando que

"« : ., «: ; q, ". : ., *. :g
A transformação Z = a,'Y necessária para reduzi.r o pro

blema para a roTUla canónicii õ obtida encontrando os valores

$j(x) para os pontos -1, - {, 0, -!, 1. Temos então que

,''#' (-á 4 . -4 -4)
/'4i'.:h -é 4 -é ,h,

l

2

l
4

)

1 o

3
35

()

]

7

0

9
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Assim, as variáveis canonicas q)'Y são dadas por

zo

zl

Z 2

Z3

{
4
4

( YO + YI +

(-*. - .}*.

( '*. - .!'',

Y2 ''' Y3 + \'4)

* ;''. -'' '''P
Y2 -;Y3 ' Y4) ( 5 . 5 . 1 )

(-Y0 + 2YI 2Y3 + Y4)

Z4 : --7T' ( YO - 4YI + 6Y2 - 4Y3 + Y4)

to de valores nora\ais aleatórios foi tomado de uma tabela de
tais números para p : 0 e a = 1. Esses números foram divididos

foi. adicionado às ordenadas de regressão 2, 0, -{, 0: 2 para

produza.r um conjunto de valores aleatórios de Yn, YI , Y2, YI,
Y4' Esses produziram um conjunto de valores das variáveis ca-

nónicas ZO, ZI, z2, Z3, Z4 dildas por CS.5.1) . A amostragemcon

tinuou até que vinte de tais conjuntos de valores tivessem si

do obtidos; entretanto, teoricamente a anlostragent Ocorreriacom
uln conjiinto de c;lda vez para o teste secluencial. Os resultados
desta antostragem produziram os seguintes valores de Z
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À0:0,02. O contraste entre o valor real 2,8 e o valor do limo

te i.nferior conservati.vo 0,02 para a quantidade (y3 + y4)/a'
sugere que ÀO deve ser escolhido consideravelmente maior do
que 0,02; por outro lado, uma amostra sequencial muito grande
seta requerida para atingir uma decisão. Portanto para facili

dado de ilustl'ação o valor de Xn foi tomado como sendo 0,10
Então e'À0/2 ; 1,05. Desde que k=4 e s=3, então a fórmula
(4 . 2 . 7) reduz-se para

:u : o,OD" p(;("-i), i, ;C)
onde

n
3l

Z2 nla lCE=1 i=0 i:o
.2\- - 0,05«

A Tabela 5.3 com os seguia\tcs valores foi obtida

Ta be l a 5 . 3

8 9 10 1 1

F 4 4 7 6 2 910 1 4 8 2 7 0

Pln 3 2 96 8 9 5 0
POn

Desde que os tamanhos dos dois tipos de erros foraiTt

escolhi los como sendo o,lo, os l i.rnites sequencial.s para ill!-n
i'0n

valor do limite Superior foi ultrapassado em n=1]
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r7

z'0
, 34

, 8 3

, 9 7

, 2 3

, 6 1

, 34

, 86

, 84

84

, 7 4

96

, 6 7

, 8 0

41

, 9 2

, 89

, ..) z

, 7 0

89

, 1 8

zl
,40

, 28

, 4 8

, 28

, 29

, 1 4

09

,4 5

5 2

16

, 4 9

, 0 4

, 2]

31

20

, 2 3

, 6 8

56

28

, 3 2

Z 2
1 5

,0 4

, 0 3

,0 9

98

, 39

,0 1

51

14

, 4 2

, 2 0

, 5 6

70

89

28

, 39

80

, 0 7

,6 6

Z3
,6 2

, l o

, 2 3

, 59

, 20

4 2

08

, 34

33

, 2 1

, 0 7

, 4 2

, 34

, o l

, 0 3

, 3 5

, 5 6

, 7 0

, 4 3

4()

Z4
, 0 6

,16

, 70

,0 3

, 83

, 70

, 84

, 0 2

,8 7

, 6 7

, 1 2

,1 3

1 3

8 7

, l s

48

, 7 6

6S

, ) J

, 34

2

l

l

2

l

3

l

l

2

l

l

2

2

D

0

0

0

0

()

0

l

0

l

2

2

2

l

0

2

2

2

2

l

2

]

0

l

l

2

l

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

()

0

0

0

l

l

0

0

0

0

0

l

()

l

l

l

0

]

0

0

l

0

l

0

0

0

[)

0

0

0

0

0

0

l
lz.

l

l

2

Inicialltlente, consideremos o teste sequencial para

a hipótese H0:y3: y4:0 contra lll:(y3+y4)/a'>À0' Te-
(yã +y.Í)/a2 : 2,8. Se x = 1 e cos 0 =1 são usados na fÕr

2.3) para determinar À0' encontramos que À0:0,122/ín
que seis réplicas são suficientes, isto acarretará

testar

mos que

mula (4

Supondo
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portanto, a amostragem está terminada e H. foi aceita neste
es tãgio

Consideremos agora a solução para este problema por
meio do procedimento com duas amostras. O valor

colhido como sendo 6 e c como 0,01. Uma vez que

lido ''a priori.'' é possível escolher c de modo que n muito pro
vavelmente seria menor do que 20. Isto foi o que motivou a es

colha de c =0,01. Usando esses mesmos valores de Z, cálculos
baseados sobre os seis primeiros conjuntos de valores anlos-
trais resultaram

Sz

de nO foi es
l é conhe-a - B

nÃn {'o,« 5 5 , 8 } : 0 , 1 7 2

As s i. m ,

« : «;* {1%:l\#l. '; ,} ; '*,

ja agora al18''' : 6:a e escolhamos a7: ''' ;a18;

Então j>llaj :l e j>llajÍ : c serão verificadas se a e b

satisfazem a equação 6a+12b=le õa2+i2bz=íl!-oi :o,058. A
solução dessas equações õ a = 0,041 e b =0,063. Conto resultado
a fórmula (4 . 3 .1) torna-se

>l ( o , 0 4:i y z . . + o , oõ Sj>17
(0 , 01) ( 5) ( 5)

Da fórmula (4.3.2) e cla tat)e]íi da variável F central

será enr'ontTãclo que P{F2.25>2,55}=0,10, portanto, 2,55 é O

valor c] íti.co desejado de F' para fazer o teste quando o lama

2) e

2 5
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nho do erro de tipo l é 0,10. cálculos baseados n8 fórmula de

F' acirra produzem o valor F' : 3,4. Sendo F'>2,55 a hipótese

HO :B3 : í34 : 0 é rejeitada
Consideremos agora o teste modificado para determinar

o grau apropriado quando HO é rejeitada. Temos

uk : u4 ; .j>ll ajZij: 0,918; portanto uâ = 0,84. Também

T2 :Zc(n0-l)(k+1) :0,64. A primeira pergunta que faríamos é

se uÊ<r2. Desde que uã:0,84>0,64, a resposta é não, e po.!
tanto paramos aqui e coltcluimos aue o grau adeciuado ê 4
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