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CAPÍTULO O

INTRODUÇÃO E SUMÁRIO

Um problema central em teori.a da Confiabilidade é de-

terminar o relacionamento entre a confiabi.lidade de um siste-

ma complexo'e a cona.abil i.dade de suas componentes. No entan-
to, a maioria dos trabalhos desenvolvidos até então tratam do

estudo dos sistemas binários de componentes binãri.as. Especi-

ficamente tratam do estudo do sistema cujo estado, inda.cado pe-
la vara.ãvel dicotõmica +, que é um se o sistema funcionar e

zero, se o si.stema não funcionar, é completamente determi.nado

pelos estados das componentes, estes indicados pelas variáveis

dicotÕmi.cas x. que é um, se a componente i funcionar e zero

se a componente i não funci.onar, i. =1,...,n, onde n é o nú-
mero de componentes do sistema, denominado ordem do si.stema.

Dessa maneira indica-se o estado do sistema na folha funciollal

+ ;$(1) que é denominada função de estrutura do sistema

1; natural esperar que na troca de uma componente fa-

lhada por uma em funcionamento melhore a performance do sis-

tema, bem como é natura]. desprezar componentes que nã(i são funda-

mefltais para o sistema. Estes dois fatos podem ser tratados ma-

l



trutura + de ordem n:

1) A função de estrutura (b(x) é monótona crescente em ca
da uma das variáveis.

2) Toda componente ié relevante, isto é, existe

1:(xl'..,Xn)et0,11n com +(li'!) >4'(0i'3)

admitindotematicamente ç=p nlli n t oc
UVÕU XVVa restriçoesse as para uma es

A função de estrutura que satisfaz 1) e 2) acima de-
nomina-se estrutura coerente.

É fácil mostrar que s 0 estruturae co erente ,e uma

então

a) 4'(3vy) à $(!) v+ (y)
b) 4'(3Ay) É +(!) A@(y)

com a igualdade valendo em a) (b)) se e somente se o sistema
for paralelo (série)

Na teoria binãri.a os particulares sistemas,em série
e em paralelo, são de grande importância uma vez que todo sis-

tema coerente 4) pode ser representado como um sistema compos-

to série-paralelo (paralelo-séri.e) desde que seja permi.tida a

multipl i.cação de componentes. Para esclarecer de que maneira
essa representação pode ser obtida, consi.dele o argumento a-
baixo.

Se C = {1,2,... ,n} di.zelnos que um subconjunto P de C

é um caminho para a estrutura + de ordem n se 4)(IP,0) = 1 onde

(IP,0) denota o vetou com coordenada l na i-ésima posição se
ieP e Coordenada 0 para essa posição se i.gP. Se, além disso

'\



para todo subconjunto P' de P, tivermos +(IP',0) = 0 dizemos que

P é um caminho minimal. Além disso, dados PI ,... ,P., subcon-
juntos de C, dizemos que esses conjuntos formam um si.stema de

Sperner se para todo i,j , í #j, P;#P;. Se além di.sso Ü P:=C

dizemos que esses conjuntos formam um recobrimento de Sperner
É possz+vel mostrar que dados p subconjuntos de C, existe uma

estrutura coerente + cujo conjunto dos caminhos miniinais é for-
mado por esses subconjuntos, se e somente se eles consta.tuem

um recobrimento de Sperner. Dessa forma para toda estrutura coe-
rente cb, podemos escrever

ll

+(x) = máx min
tsjsp icp

onde os Pi' i.:l,... ,p, são os caminhos minimais de +.

De maneira análoga, obtém-se uma representação uti-

li.zando subconjuntos K.i de C, l $j Ék, que satisfazem

4,(9 j,l) : 0 e @(1lK,!)

para todo subconjunto K de C com KcK.i' Os conjuntos K] são de-
nomi.nados cortes mini.mais e formam um recobrimento de Sperner,

Se + for uma estrutura coerente podemos representa-la por

J

4,(x) = min max x
' lsj Ék ieK.i l

onde os K.i' i. $ j Ék, são os cortes minimais de (b.

O termo confiabil i.dado é usado em engenharia como me

di.da de performance de sistemas e suas componentes. As medi

o os caminhos

oga, obtém-se

e C, l É j É k,
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das mais usuais de cona.abilidade são dadas em geral por ca-

racterísticas de operação do si.stema e/ou componentes tai.s co-

mo adistri.bui.ção do tempo de vida, o tempo de vida médio, a

distri.bui.ção do nx'vel de performance e a performance média. No

caso binário, Barlow e Proscham (1975) utilizam estas duas úl-

timas caracterz'sti.cas de operações mencionadas. Especificamen-

te a confiabilidade de um sistema $ ou de uma de suas compo-

nentes Xi é dada pela probabilidade de que esteja no estado l
Evidentemente supõe-se que os estados do sistema e de suas com-

ponentes são variáveis aleatóri.as com valores em {0,1}

Introduz-se dessa maneira a função de cona.abi.lida-

do de um sistema binário coerente 4) com componentes indepen-

dentes, que é definida por h(p):EE4)(X)t, onde p : (pl'...,Pn) ,
X :(XI'... ,Xn) e pi :P[Xi:]], i;],... ,n

A função de confiabilidade do sistema + com compo-

nentes independentes h(p) :EE$(!)] tem, entre outras, as se-
guintes propriedades

1) é linear em cada p
2) é monótona crescente e é estritamente crescente no re-

tângulo aberto (0,1)n
Além disso, podemos caracterizar através dessa fun-

ção o si.stema em séri.e (paralelo) . Precisamente, é possz'vel mos-

trar que, se h é afunção de confiabi.lidade de um sistema cce.-

rente, com componentes independentes, então

a) h(pKp') 2 h(p)uh(p')
b) h(pnP') g h(p)nh(p')

i '



5

para todo p e p' , e que a igualdade vale em a) (b)) se e so-
mente se o sistema for paralelo (série)

Em vista das dia.culdades freqüentemente encontradas

no calculo da confiabilidade de sistemas complexos procurou-se

obter li.mates superiores e infere.odes para essa medida utili-
zando a representação por cortes e caminhos.

Barlow G Proscham (1975) consideraram também o es-

tado da componente i como um processo estocãstico decrescen-

te no tempo e estudaram a relação entre os tempos de vida das

componentes e o tempo de vida do si.stema. Neste sentido ana-

lisaram classes de distribuições de vida de importânci.a dire-

ta na analise da confiabili.jade de sistemas. Uma dessas clas-

ses é a das di.stribui.çÕes IFRA (Increasing Failure Rate Ave-

rage) que é obtida tomando distribuições de vi.da de sistemas

coerentes com componentes exponencial.s independentes e seus

limites em di.atribuição. Uma outra classe de distri.bui.çÕes de
vida analisada, e que é grandemente uti.lizada em por'teca de

manutenção, é a classe das distribui.çÕes NBU (Newr Better than

Used). Maiores detalhes sobre estas e outras classes não pa-
ramétricas de distribuição de vida podem ser encontradas em

Barlow ê Proscham (1975)

Recentemente surge algumas propostas de extensão des-

sa teori.a binãri.a, para tratar da situação mais realista de que

tanto o estado do si.stema quanto de suas componentes passam por
vários estãgi.os de deteriora.zação. Em um pri.mei.ro trabalho BaT-

IaM G WU (1978) propuseram um modelo para essa situação gene-
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rali.zando o modelo binário a parti.r da decomposi.ção por cortes
e cama.nhos .

A primeira abordagem axiomática caracterizando mode-

los para esse problema foi proposta por EI Neweihi, Proschan ê
Sethuruman (1978) que introduzi.ram a noção de relevância nes-

se caso mais geral. Uma abordagem mais completa foi proposta

por Griffith (1980) que considera classes maiores de funções
de estrutura. Nestes trabalhos mui.tos resultados obtidos no

caso bi.nãrio tem uma extensão natural, entre outros a mesma

caractere.zação estrutural para sistemas em série e em para-
lelo.

Não obstante, em toda essa teoria, uma hipótese bã-
sxca era que o sistema e suas componentes ti.nham o mesmo es-

paço de estad.os. No Capítulo l de nosso trabalho consideramos

vãri.as extensões de conceitos e propri.edades descritas por es-
ses autores. Fundamentalmente nossa abordagem trata de siste-

mas em que o espaço de estados do sistema e de suas componen-

tes são di.sti.ntos. Neste capl'fulo, em uma pri.medra parte, va-
mos considerar o relacionamento estrutural entre o sistema e

suas componentes. Numa segunda parte estenderemos e estudare-

mos algumas medi.das de confiabi.l i.dado, procurando obter gene-
ralizações de resultados para estruturas binárias. Discutire-

mos também o conceito de importânci.a e finalizamos o capítulo

com o desenvolvimento de limites inferiores e supera.odes para

a cona.abi.lidade de sistemas nesse contexto mais geral,esten-

dendo os resultados obtidos por Bário\.r G Proscham (1975)
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No Capítulo 2 consi.devamos alguns aspectos dinâmi-

cos da teoria da confiabi.li.dade. Desenvolvemos, baseados em um

trabalho de Block G Savits (1979), teoria e propriedades dos
processos IFRA mu].tida.menti.onais e obtemos resultados mai,s for-

tes que os desenvolvi.dos por Barlow G Proscham (1975) para sis-
temas binãri.os de componentes i.ndependentes. Estudamos o re-

laci.onamento deste processo com o conceito de distri.buição IRRA

nlultivariada devido aos mesmos autores e com o conceito de distribuição
IFRA njultivariada devido a Esary ê l©rs.hall (1975) . Finalmente construí-

mos um processo ll;RA a partir de umlli distri.buição ll;RA multivariada.

Paralelamente, introduzi.mos um novo concei.to, o de

processo NBU multidimensi.onal e obtemos as mesmas propri.eda-
des desenvolvi.das para o processo IFRA multa.dimensional

©



CAPITULO l

O MODELO MATEMÁTICO

1.1 - SISTEMAS MONÓTONOS

Consideremos um sistema formado por n componentes

sujeitas a vários estágios de deteriorização e denotemos por

xi o estado da componente i (i:1,2,...,n). O espaço de esta-

dos da componente i seta denotado por Sj :{0,1,...,ml} e in-
terpretamos x.i=0 e xj =m.i como os estados de ''total avaria''

e ''perfez.ção'' da componente i (i=1,...,n) respecti.vamente.Ob-

viamente l gx.i smj denotará os diferentes estados de funcio-
namento precário da componente i(i=1,...,n). Cada ''vetou de
estados''

Cx].,
n

'xn)G:!:Si

determi.nata de maneira única o estado do sistema que por esse

motivo seta denotado em forma funci.onal por 4)(]1). O espaço de

estados do si.stema será denotado por S ;{0,... ,m}, e a função

n

iH ISi ---..- S

8
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ua Ltunçao aeJ estrutura do sistema

A decomposição que segue é de grande importância na
derivação de provas indutivas e propriedades probabi.lísticas
de estruturas em geral .

PROPOSIÇÃO 1 - Para qualquer estrutura @, vale a seguinte de-
compos içao

defina.da denomi.naacima e

m.l

Q j1l [i(:lj] jj' ')

para qualquer i, Igisn, fixado, onde

:!: ,: ll ll ll l l
A prova é Óbvi.a e a omi.tirámos.

Note que repetidas aplicações da Proposi.ção 2 nos dá

ml ml m7

Q y3:] [4.g4.]'}«yP,Ü :.}l . yJI Eá.gl3r::zv23 yP:,bP:,D

: >ll n l(z) l$(y),
y'i:] [xl ;yj ]J

onde a soma é estendi.da a todo vetar yG n S
Na mai.orla dos sistemas de interesse é natural es-

perar'se que a melhora do nível de performance de uma ou mais

componentes acarrete a melhora do nível de performance do sis-
tema cóMÕ Um todo. Matematicamente este fato é traduzido mo

l]l
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notonicidade crescente da função de estrutura

DEFINIÇÃO 2 - Um sistema será dito monótono se sua estrutura
for uma função monótona crescente.

Usaremos a notação @: EM para i-ndicar que + é uma

estrutura monótona, isto é, uma função JnonÓtona crescente de-

finida em ll Sj. com valores em S. Além di.sso nos referiremos

a um sistema (P, possivelmente monótono, sempre que qui.sermos
especi.fi.car sua estrutura

Daremos a seguir alguns exemplos
turas monótonas

EXEMPLO 3 - a) 4) (x)

n

l

de estou

min x

max x
IKiS. l

c) @(x) = max min
IKjsp icp j

um recobre.]nento de Sperner

b) + (1)

onde

de C

© +b) : ['\':>1.*:i], ''" "]. : ... :".:«

onde ['] é a função ''maior inteiro g

e) @(x)
mn : l e m : n

OBSERVAÇÕES - Nos exemplos acima, a) e b) estão ligadas a ex-
tensão da noção de sistemas em série e paralelo, como veremos

a segui.r, do caso binário para o caso multiestados. O exemplo

c) representa uma classe especial de estruturas, inicialmente
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consi.derada por Barlow (1978). O exemplo d) foi introduzido

por Griffith (1980) para modelar sistemas com reserva e o e-

xemplo e) represent.a uma contrapartida mai.s si.mples para a pro-
posta de Griffith que se torna possível devido a flexibi.lida-
do do modelo geral com que trabalhamos.

Outra noção importante que pode ser estendida para
a teoria que ora desenvolvemos é a de estrutura dual. No caso

binário esta noção é bastante Utilizada em análi.se de árvores

de eventos e simpl i.fica sobremaneira alguns argumentos teóri-

cos fundamentais. Nossa generalização, fundamenta-se na teori.a

bi.nári.a e preserva certas propriedades essenci.ais da noção pri.-
meti.va

DEFINIÇÃO 4 - Se + for uma estrutura mon(5tona, então

D ,
+'(3) ; m - +(y-ZI) ,

onde y = (ml,m2,''',mn) é denominada estrutura dual de @

Note ainda que a função

'b": n s; --- s
i:l '

defi.nada acima é uma estrutura monótona e que

[4,D]D(!) : m.@D(y-l) ; m. (m-Ó(:)) = +(x)

PROPOSIÇÃO 5 - As segui.ntes expressões são equivalentes
a) @: E.M.

. . ..lv'b (!) , v!,!G n s;b) + (xvz) z @ (x '
]l



n

c) +(3A!) s@(!)A4,(!), V:,:C:n.S.

}VA - A expressão a) i.mplica a expressão b)

3v: 2 3 -» @(1lv!) 2 @ (3)

:v: 2 : -+ @ (]lv?l) ? $ (:)

12

+ (xvz) z + (x) «@ (z)

ficar que a expressão b) implica a

[(m :) v (nXAZ z) ]m

te que

Para verá
no

expres

'> (!A!) : @(y-[ (y-!)v (y-!) ])

$D((y-:)v(y-!)) É

[ .bD (y-!) v@D (y-!) ]

[ (m- $ (!) ) v (m-@ (:) ) ]

$ (1) AO (!)
A expressão c) implica a

X $ Z --:> XAZ

expressão

@ (x) $ (1A:) É @(!)AO (!) $ $ (z) n
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A desigualdade b) da Proposição 5 estende o resul-

tado que no caso binário traduz o princípi.o i.ntuitívo de que
redundânci.a ao nível das componentes é melhor do que redundân-

cia ao nível do sistema, princípio este, bastante conhecido em

engenharia

TEOREMA 6 - Seja (b uma estrutura monótona. Então

a) + (xvz) + (x) vO (z) , Vx, z sse

'>(!) : max @((xi)i,g)

b) +(:A:) : 4,(1) A$(!) , v:,:É; sse

# (3) : min @((xi)i,y)

PROVA - Como x = maxn{((xi)i,0)}, temos

l gi$n is zsn$(:) : $( max {((xi)i,g)} : max +((xi)i,g)

e a condição é necessári.a

A condição é sua.ci.ente, pois, para cada i, lsiKn,
temos

' '+ ( (xj. ) i , 11)
'P ( (xi"zi) i , g)

se x.l

se z l'> ( ( z i) i ' 0 )

As s i.m ,

@(xvz) : max 4,((xivzi)i,g) $ .<i..{4'((xi)i,9)v4'((zi)i'9)} : 'b(1)v'P(:)
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Da Proposição 5, b) segue finalmente que

'b (]lv3) : + (!) @" (Z)

A demonstração de b) é i.nteiramente análoga e portanto omi.ti.-

Duas estruturas de importância fundamental na teo-

ri.a binária são a estrutura em série e a estrutura em parale-
lo, jã que é possz'vel representar qualquer outro tipo de es-

trutura através de uma combinação das duas primeiras Crepre-
sentaçao por caminhos ou cortes ml'nimos). Como no caso biná-

rio as estruturas em paralelo e série são caracterizadas pelo

Teorema 6, podemos estender essas noções para o caso geral
DEFINIÇÃO 7 - A estrutura nlonãttona

'b (!) : max @( (x; ) : , o))
l $iÉn I' I'-

(4'(1) : .m].n @((xi)i,y)) é denomi.nada estrutura em paralelo ge

neralizada (estrutura em sÕri.e generalizada)

O fato de que, na teori.a bi.nária, o dual de uma es

trutura em série (paralelo) é uma estrutura em paralelo (sé
ri.e) fica preservado com a defina.ção acima

PROPOSIÇÃO 8 - O dual de uma estrutura em paralelo generali

zada (série generalizada) é uma estrutura em série generali
zada (paralelo generalizada)

PROVA - Se (b(11) : max +((x:):,0) , então,
IÉign '

4,"(:) : m - +(y-x) ' "j. ,'. '} ( Cmi-xi) i ,9 )



15

. 'j." (m-'b((mi-xi)i'9)) .:j.n $D((xili'yJ

Analogamente, se $(1) : min 'b((xj)j'l!), então
l çiSn ' '

+"(x) ; m - @ (m-x)
. :j.".4' ( (mi-xi) i 'p)

.:j.x (m-$((mi-xi)i,y)) : max $D(txili'g). O

1.2 - REPRESENTAÇÃO DE SISTEMAS MONÓTONOS POR CONJUNTOS

CRÍTICOS SUPERIORES E INFERIORES

N(i) que segue consideraremos apenas estruturas mono

tonal satisfazendo o seguinte axioma

A: $(0) = 0 e +(m)

DEFINIÇÃO 1. Dizemos que um vetou xC ll S: é superior (i.nferior)
de nível k (k =0,1,...,m) para a estrutura + se e somente se,
4)(1) zk (+(1) $k). Se além disso, a impli.cação

n

ll

3 <::-:> @(!) <k(3 >! --' $(!) > k)

for valida, diremos que ! é um vetou superior crítico (infe
ri.or crz'taco) de nz'vel k.

Denotaremos por Uk,4) (Lk,4)) o conjunto de todos os
vetores superiores críticos (inferiores crl'tidos) de nz'vel k

para a estrutura +. Quando não houver possa.bilidade de confu-
são quanto a estrutura 4) a que nos referirmos,escreveremos a-

penas Uk (Lk)
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Usaremos ainda a seguinte notação

Uk(3) :{(i,xj.)lxi>0}, ZICUk e k:l,...,m

Lk(3) : {(i,xi)jxi<mi}, ]lC;Lk e k:0,...,m-l

Note que Uk,$, k:l,
não vazios em virtude do axioma A

e L k:O,lm
k,$ ,m-l são

PROPOSIÇÃO 2 - Seja 4) uma estrutura mon(5tona. Então

e somente se, m-xGLm-k,+D'

Prova - Para mostrar que a condição é necessári.a, observe que

se 3CUk,$, então +(3) zk e 4)(:)<k se É<3

As s iln ,

$n(y-!) + (y- (y-!) ) + (]1) É m-k e se : » y-x,

temos D-2 < 1 e +(y-:) < k, isto é

.D , ~
$' (;1) ; m - # (U-Z,) > m-k

o, y-3GLm-k,4)D'

A sufici6nci.a se prova de maneira análoga

PROPOSIÇÃO 3 - Seja 4) uma estrutura monótona. Então

Portant

)

D

+(!) zk ZI(4'(1) gk sm-l) sse lz:0 (: s10)

para algum nx0 em Uk (Lk)

PROVA - Para mostrar que a condição é necessária, observe que

sê, para todo : <1 tivermos $(!) < k, então 3ç;Ut e podemos to-



17

mar : ;!0' Caso contrário, se existe !, :l «l, com @(:) > k,to
mamas 3n como sendo

3o mini! l!<:i e +(Z) zk}

A sufici.ênci.a da condição é Óbvia já que se ?S zxn,
com 30CUk, tem-se @(!) z+(!0) zk

No que segue, trataremos da extensão de um resulta-

do fundamental deva.do a Block G Savi.ts (1979) , que é a decompo-

sição de um estrutura monótona em uma soma de estruturas bi.-

nãrias. Essas estruturas binári.as aparecem com uma represen-
tação semelhante às representações por caminhos e cortes mi-

ni.mo conforme Barlow G Proschan (1975). Isto nos permitirá ob-

ter li.mi.tes para a cona.abilidade do sistema, análogos aos e-
xi.utentes no caso binário

Inicialmente introduzi.remos algumas notações.Consi.
deraremos as funções monótonas crescentes

E m.
i:l

n

ln

a. j.=lSi ---''" {0,1}

defina.da por

a(x)
(aij (3) ISj Smi, l$ isn)

onde

:; ';=T::::.:::.;,:. .
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e

n .E. mi

i=].si '''-''' {o,].}i:l '

n

B

definida por

B (!) CBij (3) 0 Sj Kmi-l, l Ki Én)

onde

se x{ ÉJ1 '

Bij
caso contrario

Além disso, para cada estrutura monótona @, consi
devamos as funções

'>u: {l, ,«,*~r:!:':] - ..,:,
definida por

'buK,D ; max (. «i-:u*Ü) ij

e

$l : { O , l , m-lIxE { o , l }

defi.ni.da por

+L(k,y) : min max y
3CLk (i,j)CLk(!)'J'J
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LEMA 4 - Seja 4) uma estrutura monótona. Então,

@(:) zkz l(@(1) KkÉm-l) sse @U(k,c1(3)) ; i(+L(k,ii(1) : 0)

PROVA - A condição é necessária, pois se q)(3) 2 kz 1, concluí-

mos usando a Proposi.ção 3 que ! zx0' para algum xOGUk' Assim,

a(3) Za(lO) e 'bU(k,a(3)) z 'bU(k,a(lO)) :l, pois 'bU é crescente
e x.GU..

Para mostrar que a conde.ção é suficiente, notemos que
se

q'u (k , cl (3) )
3Cuk (i,j)Cuk(2) :j (!)

1 ,

exi.ste :eUk tal que

(i,j)cuk(É) ij (!)

Assim, aij (1) 1, para (i,j)CUk(!) e como

temos Uk(3) { (i , z i) l z i > 0},

!z : e @(!) 2 @(:) zk

A parte em parênteses tem demonstração análoga

Seja $ uma estrutura monótona. Então

m

a) '> (3) ; . >1.$U(k,a(3))k;l
m-l

b) $(3) : k>lO'pi. k,B(1))

)

D

TEOREMA
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) - Se $(!) :0, temos @(!) <k, k=1,2,...,m. Do Lema

4 segue que @U (k,a (3)) ; o, k ; 1,2,

m

k:l u(k,a(1))

Reco.procamente, se

m

k:l u(k,a(3))

tem-se: @U(k,a(1)) :0, k ;1,2,...,m,
+(!)

Se +(3) : k à l segue do Lema 4 que

4'u(l,a(!)) : ... : $u(k-l,a(!)) : +u(k.aC3))

4)U(k+l,aC!)) : ... : l - (I'U(m,ci(:))

e portanto,

m

k:l u(t,~(1))

Por outro lado, se
m

kil u(k,a(3))

e observarmos que

'bU(l,a(3)) 2 4'(2,a(3)) z. .. 2 @U(m,a(1))

segue do Lema 4 que d) fx) = k

PROVA{ a

portanto, ITI , e

do Lema 4e segue que

k 2 l

1 - l

k

k
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b) Para provarmos a parte b), usaremos o concei.to de dua

lidade. Da parte a) demonstrada aci.ma, segue que

4'(3): m -+D(U-3): m -.>1.4,R(k,c»(U-!t))K= l

m
>l (].- mãx . min

k=1' !GÜ;'.}D U,j)éUk,.bDQ)
clip (y -l) )

e pela Proposição 2, temos

m

>l min. mfíx

k;l yGLm.k (i,j)CUk,+D(U-y)
m

>l inin mix

k=1 yGLm-k (i,mi-j)GLm.k(y)
m-l

k:0 yCtt Ü,aCLkQ) 'l(')
m-l

k;0 i'(k,B(1))

(l-a l

B (3) ;i,m jl

(y-3) )

n

Podemos ai.nda estabelecer uma analogia entre os ca-
minhos e cortes minimal.s das estruturas monótonas bi,naftas e

os conjuntos Uk(1), 3ç;Uk e Lk(1), :eLk, definidos para UDla da-
da estrutura monótona +. Especificamente temos

OBSERVAÇÃO 6 - Caminhos e cortes mi.nimais de estruturas biná-

rias coerentes de ordem n formam como já salientamos,recobri-

mentos de Sperner do ''conjunto de componentes'' C=Í1,2, . . . ,n}

Em analogia com este fato, podemos tnostrar que pa.ra estrutu-
ras moliõtonas
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Uk(3)#Uk(3)(Lk(!)#Lk(:)) se :,ÉGUk(Lk), l#!,

m (k ; 0,1, . . . ,m-l)

Para demonstrar essa afirmação observe que se Uk(!)cuk(!),
então (i,xj.) :(i,zi)GUk(3) para qualquer i, l sisn, tal que

xi '0' Como l#:, existe j, lsj sn, x.i =0<z.i e portanto x<z.

Deste último fato segue que $(3) < k pois ZCUI.., o que é uma con-

tradição já que :eUk também. A demonstração da afirmação dual
em parênteses ê inteiramente análoga

Entretanto, não é necessariamente verdade que para
estruturas monótonas de uma forma geral tenhamos

) }l

{l,...,n} =Íi:lsisn e xi>0 para algum ICUk(Lk)}

para cada k, k =1,...,m (k :0,1,...,m-l) fixado. Uma condição
necessãri.a e suficiente para que isto ocorra é dada pelo teo-
rema abaixo

TEOREMA 7 - Para k =1,. .. ,m fi.xado, U{Uk(3):3CUk}
mente se para cada iGC exista.r

n
xÉ; H S.
' i=1 l

se e se

tal que @(mj.,!) zk » +(oi,!)

PROVA - A condição é necessária pois, por hipótese, para todo

ieC e k ZI, exi.ste xGUk' com xi > 0 e $((xj.)j.,!) zk. Assim,

'b((mi)i;:) z 4'((xi)j.;l) à k

e como((O)i'3) « ((xi)i'l), temos @((O)i'!) <k
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Para provar que a condição é sufici.ente, note i.ni
ci.almente que

Uk(x)::CUkl'C.

Por outro lado, para todo i.eC existe

:eiHISi 'P(mi;!) zk >$Coi;!)

Se (mj.,!) for um vetou superior crz+ti.co de nz+vel k, teríamos

conduz'do o resultado. Caso contrario, poderíamos ainda decres-

cer sucessivamente os valores de cada componente de (m.i,x),
sujeito a restrição de que os valores de @ não decresçam abai-
xo do nz+vel k. Como 4)(O) =0, este procedi.mento termina e ob-

temos um vetou !e H Si tal que Z < (mj.,l) e 3CUk' Evidentemen-
te zi >0 poi.s caso contrãri.o z É (Oi'l) e terá'amos (b(:1) <k. As-
sim a inclusão contraria também segue. []

O Teorema 7 tem ainda a segui.nte versão em termos de
res inferiores crz'ti.cos:

''Para cada k sm-l fixado, U{Lk(]1) ,3CLk}
te se para cada ieC existir xC H SI tal que

'b((mi)i,:) >k z4,((O)i,!y'

u{

n

veto

se e somen

]l

OBSERVAÇÃO 8 - Sabemos que os caminhos minimais de uma estru-

tura binãri.a em paralelo assim como os cortes mi.nimais de uma

estrutura bi.nãri.a em série são conjuntos uni.tãri.os. Esta ca-

racterísti.ca é preservada nas estruturas em paralelo generali.-
zada e nas estruturas em série generalizada, respectivamente )
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ou seja, valem as seguintes afi.reações:

''Se 4) é uma estrutura em paralelo generali.zada e x
é um vetou supera.or crítico de nx'vel k, então existe j = j(x)

tal que Uk(11) :{(j,x.i)}, k:l,... ,m. Analogamente, se q) é uma es-
trutura em série generali.zada e x é um vetou infere.or crz'ti.co

de nz+vel k, então existe j =j(1) tal que

Lk(!) : {(j,xj)},k:0,...,m-l''

Para verificar a pri.moira afirmação,basta observar,
que se

+(x)
::j.*.'b((xi) i'9) 2 k,

existe j , lsj sn, tal que $((xj)j'9) zk. Mas como ((xj)j'9)g:
e ! e superior critico, tem-se ((x.i)i '0) :!, e portanto

uk(:) : {(j ,xj)}
A verificação da segunda afi.rmação se faz de maneira idênti.ca.

Assim, para uma estrutura em paralelo generalizada
@ temos

((xj)j'9)eUk j ,"j (1)

e concluz+mos pelo Teorema 5 que

'bu (k , a (1) )

m

'P(!) ; k>ll ((xj)ja9)CUk'j ,'':j(!)

Da mesma maneira conduz'mos que se 4) é uma estrutu
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ra em séri.e generalizada, temos

m-l

'b(1) : k>10 ((xj)j'y)eLk j' j ')

Para concluirmos esta seção vale a pena salientar que

as estruturas binárias.$U(k,a(1)) e +L(k,B(]1)) não são neces-
sariamente coerentes como em Barlow-Proschan (1975) .Como exem-

plo disso tome n =ml =m? :m =2 e defina

+ (2 ,2) : 2

+ (2 ,1) : 2 + (1 ,2)

+ (2 ,0) : 2 $ (1 ,1) ; 1 + (0 , 2)

+ CI ,o) : o + (o ,l)

+ (o ,o) : o

Não 8 difz'cil verificar que

UI ; {(2,0),(0,1)}, UI((2,0)) :{(1,2)}

e UI((0,]-)) :{(2,1)}. Portanto,

4'U( ]. , a (3) ) maxta12 (x) ,a21 (!) } ,

que obviantente não é coerente, jã que representa um si.stema a

quatro componentes cujo estado é determinado pelos estados de

apenas duas delas. Entretanto, podemos representar @ através

de estruturas binárias coerentes , desde que se restri.njam os
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domínios das funções +U(k,CE(')) e @l(k,B(')). Para exemplifi.
car, observe que se colocamos

Ck : x UI..Uk(1)

a restrição (pU(k,a(')) a Ck é uma estrutura binária coerente e

'PQ) : *ll:+.K,"b)) : k>lJ.'$u C*''b )

1.3 -A NOÇÃO DE COERÊNCIA PARA AS ESTRUTURAS MONÓTONAS

Como vimos no capítulo anteri.or no contexto das es-

truturas monótonas binárias, Barlow ê Proscham (1975) definem

como relevante para um sistema bi.nãrio $ de ordem n, qualquer

componente i, i. =1,. ..,n, para a qual existe 11€{0,11n.tal que
'b(ii,l) > $ (oi'll)

Neste mesmo contexto uma estrutura ou sistema 4) é
denomi.nado coerente se todas as suas componentes forem rele-
vantes

A formulação axiomática de uma noção de relevância

no contexto das estruturas monótonas foi. fei.ta pela primeira
vez por EI Neweihi., Proschan e Sethuraman (1978) (referidos no

que segue por EPS) no caso parti.cular em que S. =S? = . .. =S.=
; S, e que estende a noção introduzida para sistemas bi.nári.os.

Essa noção de revelânci.a, para uma componente i fi.xada, é tra-
duzida pelo segui.nte axi.oma
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EPS: Para todo estado j, existe 3GSn tal que

eJ@ (j i , !) 4'(ti'3) # j para Ê # j

Uma classe particular de estruturas monótonas para as quais va

le o axioma aci.ma, é formada pelas estruturas monótonas auge
Tida por Barlow (1978), conforme exemplo 1.3 c)

Outros axiomas de relevância para componentes de es

truturas monótonas, foram i.ntroduzi.das por Griffith (1980) ai,n

da no caso parti.cular em que SI :S2:...:Sn:S.

Especificamente, para uma componente i fixada, os axio-
mas i.ntroduzi.dos por Griffe.th são os segui.ntes

GI - Para todo estado j, existe !É;Sn tal que

$((j-l)i,3) < $(jj ,!)

G2 - existe 3€Sn tal que +(Oi,!) < 4)(mi,!)

Ê importante notar que todas as noções axiomáti.cas

de relevância para componentes de sistemas tnonótonos introdu-

zidas acima, satisfazem a propriedade de que as componentes do

si.stema dual sati.sfazem o mesmo axioma de relevância. Além dis-

so, valem as segui.ntes implicações

EPS -:::» GI --> G2

Como no modelo por nÕs introduzido, os espaços de estados do

si.stema e de cada uma de suas componentes são di.sti.ntos a ex-

tên9ão do axioma de relevância introduzido por EPS (1978) per-
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de o sentido. Contudo, é possível estender no contexto do ]ns

se modelo as noções de relevância sugeridas por Griffe.th.

DEFINIÇÃO 1 - Seja + uma estrutura monótona. Dizemos que a com-

ponente i., i. = 1,...,n, é:
a) Gl-relevante se e

]+ w A w u v \+ \J \.f .? Lp a \,L XJ l

0 g j smi, existe 3É; IT S: tal que

+ ((j-i)i,3) < 0(ji,3) ;

b) G2-relevante se e somente se exist

s omen t e se

ll

lr
n

!G n Sj tal que
i:l '

'b (Oj.,3) < $((mi)i,!)

A estrutura monótona + será dita GI (G2)-coerente se todas as
suas componentes forem GI (G2)-relevantes.

Nos modelos tratados por EPS (1978) eGriffith (1980),

onde S=SI :...:Sn exi.ge-se ainda que $(j) =j, o que no mo-

delo binário decorria da própri.a noção de relevância. No nos-

so caso não faz sentido tal exi.gência já que os espaços de es-
tado S, SI'S2,.. .,Sn podem ser totalmente di.stintos. Não obs-

tante nosso modelo traduz, de maneira mais natural,certas si
tuações praticas de i.nteresse

No exemplo 1.3 d) a estrutura 4) é Gl-coerente nns ne-

nhuma componente é relevante segundo EPS. A contrapartida por
nos Sugerida, para essa estrutura (conforme exemplo 1.3 e))
mostra que a si.mplificação não alterou a coerência GI

Uma outra noção de relevânci.a para componentes de

4
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si.stemas monótonos pode ser formulada com base no resultado do
Teorema 7

DEFINIÇÃO 2 - Seja (b uma estrutura monótona. Dizemos que a com-

ponente i., i=1,...,n é J-relevante se e somente se para todo

k>0 exi.star xC n Si tal que 4,((mi)i,l) zk>(b(Oi,:). Diremos

que a estrutura 4) é J-coerente se todas as suas componentes fo-
rem J-relevantes

A relevância J, aqui sugerida, não impli.ca a rele-
vância GI e vi.ce-versa, embora essas duas noções de relevânci.a
impliquem a relevância G2. A relevância G2 não impli.ca J ou GI. Estes fa-

tos podem ser elucidados com o exemplo abaixo , no qual n=m. =m9 =m=2

EXEMPLO 3 - Considere as estruturas monótonas defi.ni.das por

(a) e (b)

$(2,2) : 2 +(2,2) : 2

+(2,1) : 2 @(1,2) : 1 @(2,1) : 2 $(1,2) : 2

+(2,0) : 1 #(1,1) : 1 4,(0, 2) : 1 @(2,0) : 0 +(1,1) : 1 +(0,2) l

'> (]-,o) : o #(o,l) '>(1,0) : o $(o,l) : l

+(o,o) : o @(o,o) ; o

Não é dj.fÍci.l ver que, no exemplo 3 a), 4) é J-coe-

rente mas não é Gl-coerente e que noexemplo 3 b), @ é Gl-coe-

rente mas não é J-coerente. Entretanto, tanto em 3 a) como em



30

3 b), @ é G2-coerente

PROPOSIÇÃO 4 - Se @ é uma estrutura monótona, então $

coerente, G2-coerente ou J-coerente, se e somente se @D

PROVA - Se + é Gl-coerente, para qualquer componente i.,

e qualquer estado j, l $j smi, existe 3€ 1l S; tal que

'b((mi-j)j.,Z) < 0((mi-j+l)i'!)
Colocando : = y-!, temos

+iJ((i)i,3) : h -$((mi-j)i,!) >ín - @((mj.-j+l)i,':) ; 4'D((j-l)i,3)

Para a G2-coerência a prova é análoga

Se @ é J-coerente, para qualquer componente i.,

sn, e para qualquer estado k >0, existe Z tal que

ll

ê Gl-

o for

IKiKn

l $j.$

4'((mi)j.,3) 2 k > $(Oi'2)

Dessa forma +D(Oi,y-:) sm-k <4)D((mi)i,y-!), isto é,
D

# (Oi,y) «t s@D(mi,y)

onde y =y-! e 2 =m-k+1 > 0 D

1.4 - CONFIABILIDADE E UTILIDADE

A partir desta seção vamos supor que os vetores de

estados das componentes de uma estrutura monótona + sâo veto-

res aleatórios l: (XI,...,Xn), onde Xi, i;l,...,n, assume va-
lores em S:
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Usaremos ainda a seguinte notação

P(Xi:l) ; Pij' j:0,...,mi; i:l,...,n;

p(xi<j) pik : pi(j)
0

j:o .m; ; i=l n
)

m.l

P(XiZj) : i;i(j) ,

m.l

P(Xizj+l) = k:j+iPj-k : i;i(i+i), j=0,. .. ,mi;

p(q.j (P :l) j=0, . . . ,m.i ; i=1, ,n;

i:l,p (Bij (3) :1) ,n

DEFINIÇÃO l '- Se 0 é uma estrutura monótona, definimos a con

fi.abilidade de @ como a esperança matemática da variável alea
teria +(X), j.sto é, como nr4,(x)J.

PROPOSIÇÃO 2 - Seja $ uma estrutura monótona. Se XeY são ve-
s t s t

tomes de estados tais que X g Y, então 4)(x) $ 4)(Y) e consequen-
temente E@ (X) g E+(y)

PROVA - (Veja o Apêndice A para a definição e propriedade da
desigualdade estocãstica É )

Seja Us : {ll+(!)Zs}, sÉ;R. Us é ujn conjunto supe-
ois se xGU e y>!, então @(y) z@(x) zs, e yGU.

Como por hi.pótese, X g Y, temos P(XGUs)KP(yÉ;Us), ou
seja, P[0(}),>s] sp[4,(Y)>s]. Assim, +(X) g $(!) e portanto

dor, P

]ll ,n

E'P(1) ; j>lipE'P(]1)zi] sjllipE'>(!)zj] : n+(11).
n

var].as propriedades i.mportantes são obtidas quando
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supomos a independência entre as componentes dos vetores alea-
tÓri.os de estados considerados. Neste senti.do falaremos de um

sistema monótono $ com componentes i.ndependentes sempre que es-
tivermos supondo válida esta hipótese

Se $ for um si.stema monótono com componentes ande
pendentes, sua confiabilidade pode ser encarada de duas manei
ras em virtude da Proposição l.l

i) com função dos pli, isto é,

Et'b (X) ] ; h.} (p) ,

onde p : (pij : l É i É n, 0 g j É mi), ou

ii) como função dos F.i(j), isto é,

E[ 'b (X) ] n.b(!), onde ( is i (j ) IKiçn, Ogj çmj )

Inicialmente vamos estabelecer algumas propriedades
d e ]).

PROPOSIÇÃO 3 - Se @ for uma estrutura monótona com componentes

independentes, então

h+(P) )pij h.p (lij ' P) ,
i= 1 , . . . ,n,

onde

h.} (l-ij ' p) Et@(j j ,x) ]
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PROVA

h.} (E) L!. .{l:l:@o:,p
EE+ (X) ]

m.

>l EEI (x) ]nE$ (j ; ,x) ]
j :o [xj =j ]

l m.l

j :opijh+ (lij 'P)
n

TEOREMA 4 - Se 4) for uma estrutura monótona com componentes in-

dependentes, então h4)(p) é monótona crescente em cada pij'
j=1,...,mi; i:l,...,n. Além disso, se o sistema é Gl-coerente
a monotonicidade é estrita no retângulo aberto

<pij<1: j:l,...,mi; i:l,...,n}

PROVA - Pelo lema anterior

mi

h4,(P) : j>lopijE['>(ji'!)]
m.

l

'' j:lPijnt'b(jj.,!) ]

m.l

''' j:iPijEE'}(ji,l)l
m.l

j1lpij { E [ 'b (j i ,!) ]

Pior [ '} (Oi , }) ]

[:
m.

1 -1

,!:':j EE4' (Oi ,!) ] '

EE@ (O.i,3) ] +

nE@ (o{ ,3) ]} ,

)
n

)

Assim,
ah.

aF-t: Er+((i)i,3) - +((o)i'!], j=1, . . . ,mi; i;l n
) )
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d íl .

e como 4) e nao decrescente .5:F-x-Z 0. Portanto, h$, é crescen-
te em cada pij ' j:l,...,mi; i:Í,... ,n. Se além di.sso o sistema

é Gl-coerente, existe Z com +(ji'3) >4'((j-l)i,É) Zq'(Oi'É), e
como por hipótese 0 <p.i.i<1, temos:

ah,

' ZJ

e h+ é estritamente. crescente em cada pij' no retângulo aber-
toÍO <Pj.j <1, j:l,... ,mi; i:l,...,n}.[]

Para sistemas monótonos binários, coerentes a Pro-

posição 1.4 e o Teorema 1.6 tem uma versão correspondente em

termos de função de confiabilidade h$(p) (conf. Barlow G Pros-
chan 1975, pg. 23). Especifi.camente vale o seguinte resultado

''se hÓ for a confiabilidade de um si.stema monótono
binãri.o , coerente, então

a) h4,(PÜ p') zh.} (P) H h.+ (2')
b) h (p n p') $ h (p) n h (P')

para todo p=(PI''..,Pn); P' :CPi,'..,P;.) com O$p; gl,
0 ÉPi ÉI, i:l,...,n. A igualdade vale em a) (em b)) pa-

ra quaisquer p e p' se e somente se o sistema for para-
lelo (séries'

Para sistemas monótonos não é necessariamente ver-

dade que se o sistema for paralelo generalizado (séri.e gene-
ralizado) vale

nE+ ((j); ,x)-o((o) : ,x) ] > o
-L # .L -

n.b (il H il ' ) n.b c11) u n.b (! ') ; (H.P (il n ! ') n.b(E) nn.}(E'))



Este fato é facilmente verá.ficado pelo seguinte exemplo

EXEMPLO 5 - Suponha que n =ml :m2 ;m : 2 e considere o sistema

monótono +(1) :max xj.' É fácil ver que +(:) :max ((xi)i,O) ,de

sorte que $ ê um sistema paralelo generalizado.

Sejam (XI'X2) e (XI'X2) vetores aleatórios i-ndepen-

dentes de componentes independentes e idênticamente di.stri.buí-
dos tais que

35

p(xl:o) : p(xl:l) : p(xi:z) : {, p(xi:o) : p(xi:l) : 4- ' p(xi:z) : 4'

Dessa forma, as vara.ãveis aleatórias X.vX. e X.2vX? são ande

pendentes e identicamente di.stribuz'das com distri.buição

P(x["xi):o) : ]4 , P(x]"xi:t) : # e P(xl"xi:z) : {

As di.stribui.ções conjuntas dessas variáveis aleatórias estão
contidas no quadro acima e

n4,(!) H n.>(11') : EE4'(})JU EE$(}') : ]#ü

[: -#] [: -g] : g « H
EE$(! v X') (! H# P ')

  (2.2) ( 2, 1) ( 1.2 ) CZ,o) ( 1 , 1 ) (0,2) C l,o)

   
HÓ

(XI , X2 )

ui ,x;)

(XtvX:i,X2vX;)                
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Se considerarmos os mesmos valores de variáveis (XI'X2),(XI'X2)

nas mesmas condições anteri.odes com @(3) ;mina((Xi)i'2) :minXj.
te remo s

n.p ( 11) ã; n.}(f') n.p(ÍI a?) : }l;

n4, (E) H n.} (11 ' ) El+(!) ] n E]+ (}') ]
5
9

6S
144

nr'b(}"!')t : n.>(11 n 11')

No entanto, vale a seguinte proposição:

PROPOSIÇÃO 6 - Se + for uma estrutura monótona com componentes

independentes, então:

11') 2 n.p (11) H n.p(il')

E') É u.}(il) nu4, (il')

para quaisquer P e P', 0 sFi(j) KI, oKF{.Cj) ÉI, Fi(j) zi5i(j+l)

Pj.(i) ZFj.(j+l) ; i=1,... ,n; j ;l,... ,mj.

Além di.sso se a igualdade valer em a) (b)), en

tão o si.stema é paralelo generalizado (série generali.zado)

PROVA - Para a parte a) observe que se X=(XI'...,Xn), X
,X;) são vetores aleatÕri.os i.ndependentes, de compo

nentes independentes com i;i(j) :P[Xizj[; i;i(i) :pEx:lZj], en
tao

b) H (P n+

P[(XivXi)Zj] ; ] -P[(XivX;.)<j]

Fi(j) H F;.(j)

( [-P[Xizj ]) ([-p]x:lzj ] )
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Asse.m, H.p(1li ?'):E]+(Xvl')] e temos

n.}(11uil') -n.p(il)Kn.}(il') : EE+(!'?!')] -EE+(!)]aE]+(!')] à

zEE+(3"!')] -EE+(!)"+(!')] ; Et+(1"3')

4' (3) v4, (3') ] 2 0.

Concluímos então que n4,(pa11') ZH+(P)Hn@(p')

Suponha agora vãli.da a igualdade em a)

nt$(!"1') - $(!)«@(X') ] : o

quaisquer que sejam as probabi.li.dades F:(j) e
Portanto, fi.xados dois vetores x e

demos tomar

Então

F (i), l Éi snl n
x' em JT S POli;l

;:';, : {= :: :::: ' ;:'', ; {: :: : ::i
1,2,...,n, e consequentemente

'b(:]v]') -+(]1)vO(1') : EE+(lvl') -Ó({)v+(1')]: o,

is to é,

+ (!"1') : @(1)«+(1')

Como x e x' podem ser escolhi.dos arbitrará.amente, segue da Pro.
posição 1.4 que 4) é paralelo generalizado.

A demonstração da parte b) é análoga

Não obstante as considerações acima podemos esten

1 1
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der o resultado formulado no caso binário, quando medimos a

confiabilidade de um sistema monótono (>, com componentes i.n-

dependentes, através de sua função de sobrevivênci.a.Denotare-

mos por F{,(P) a função de sobrevivência de @(X) quando ! tem
função de sobrevi.vencia F. Obvi.amente a notação funci.anal F.(ii)

faz sentido jã que PE+(X)2:j] é determi.nada unicamente por F,
para cada j , l Éj Ém.

TEOREMA 7 - Se 4) for uma estrutura monótona com componentes in

dependentes, então:

a) F4,(11aE') z F.}(11)KF.P(E')

b) F+(PaP') KF.}(P)RF.P(P') para quaisquer P e P'

Além disso, a igualdade vale em a) (em b)) se e se

mente se o sistema é paralelo generalizado (série generaliza
do)

Mostra de a)

A validade de a) segue imediatamente pois, para cada j fi
xado,

Pt + (!v! ' ) Zj ] pE+ (3) zj ] upE+ (3 ' ) zj ] PE$ (!v! ' ) zj ]

PE+ (}) v+ (!') zj ] z 0

quaisquer que sejam as funções de sobrevi.venci.a i; e i5' dos ve-

tores de estados independentes com componentes independentes
X e }' . Se a i.gualdade valer em a) , então

PE+(3vl')Zj] : P]+(})v+(}')Zj]

e concluímos que EE+(!vl') - +(1)v@(X')] :0 e como na demons
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tração da Proposição 6, $ é um sistema paralelo generalizado.
Se @ é paralelo generali.zado, então

+ (3"3' ) : o (}) "+ (3' )

e portanto os dois lados da i.gualdade tem mesma distribuição. []

Uma outra forma alternativa para se )nedir a cona.a-

bilidade de um sistema monótono 4) é através de uma função de
utilidade. Especifi.camente, associ.amos a cada estado jCS um

número real a.i 2 0 que representa a recompensa quando o siste-

ma esta no estado j, sujeito apenas à restrição de que 0 caos
É al g .. . $ ãm' A uti.lidade do sistema é definida como a recom-

pensa média

m -n

u.p : E]}.'j:r@(}):jJ]
s t

Não é difz'cil ver que se X g X' , então

u4,(3) ' u$(x )

Da mesma maneira que para a confiabilidade, podemos

ar U$ tanto como função dos pij quanto dos i;i(j) , i:l,
,m, j =1,...,mj' Neste ultimo caso escrevemos

m

u4,(!) : j>1:'jpE'}(!):j],

e se aj :j, j:l,...,m, U.P(11) : n.}(11)

5 - A NOÇÃO DE l MPORTÂNC IA

Para sistemas monótonos em geral, algumas componen
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tes são mais i.mportantes que outras para determinar se o sis-

tema funci.ona ou não. Intui.tivamente seria razoável medir a

importânci.a de uma componente, através da taxa de crescimento

da confiabilidade do si.stema ã medida que cresce a confiabi.-

cidade da componente

Para uma extrutura monótona binária coerente @ Bar-

low G Proschan (1975, p.27) , definem a importância da compo-

nente i, i = 1,...,n, como

l (i) -;t-".@
onde p= (pl'...,Pn), 0 $ Pi g 1. Nesta mesma linha, Griffith
(1980) i.ntroduz como medida de importância da componente i,i=

= 1,... ,n, de um sistema monótono $, o vedor

:';, : [em«..;' '''''Eb«.':,]
isto ê,

l (i) = gradU. (F: )Q '- l

U+(Pi) representa a utilidade do sistema 4) olhada como

função apenas de 1li; (}'i(1),''.,Pi(nj.)), com os demais Fj(')
consi.derados constantes

É interessante notar ainda as relações entre as de-

finições de importância acima e as noções de relevânci.a dis-
cuti.das na seção 3. Enquanto no caso binãri.o

(1) 1(i) = Pl$(0.i,!) <$(i:,4)l,
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no caso da definição introduzi.da por Griffith temos a seguin
te relação com a relevância GI

PROPOSIÇÃO l

independentes

Seja + uma estrutura monótona com componentes

Então, para cada i=1,... ,n fixado,

j=1(aj'aj-l)P['}(oi'}) zj] + jEl]j(i)Fi(j) ,
u.} (?)

onde

lj (i)
m

k=1(ak'ak-l) P[ '} ((j -]) i 'X) «ks'p (j i 'x) ]

PROVA - Observe que

m.l

PE$(!)Zj] (R'i'X)ZjJP[Xi=2] '})Zj]]].-Fi(]-)] +

m.-l

R,= IPE4'(]i,!) ZjJ[Fi(1)-Fi(t-])] + PE+( (mi) i,!)zj]Fi (mi)

l

: PE+(Oi'!)zj] + }lÍPE+(ti'!)zj] - PL+((1-].)i'!)zjlJFi(2)
mi

Então,
m m

U(11) : j>lt(aj'aj-l)P['b(3)zj] : .i>1 (aj-aj-l)P['P(Oi'!)zj] +

m.]n i

j=1 Ê (aj-aj-l)P['b( (!-])i'l)«js@(zi'!)]i5i(2) :

j=1 aj'aj-].)P['}(Oi,!)zj] + >1 it(i)i\(t) .
n

Note neste caso,

!(i) : (ll(i) , . . . ,lm. (i) )l
( 2)
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mas lj(i) não coincide com PE4)((j-l)i'X) <+(ji'X)t mesmo no ca
se em que a.í :j. A i.gualdade (1) sugere como medi.da de impor
tãncia da componente i o vetou

GI GI GI
l(i) : (l. (i) ,. . . ,l. (i))

onde lj(i):Pt4'((j-l)i'X) < 'b(ji'l)3

Observe que para a;:j, j:l,...,m, l:(i) z l:(i) mas

a Proposi.ção l não é vãli.da se substitui.amos l.i(i) por l-i(i)

Esta abordagem para definir uma medida de importãn-
ci.a para sistemas monótonos foi. util i.zada por Barlow G Wu (1978)

em conexão com a noção de relevância EPS descai.ta na seção 3

para o caso particular em que Sl:S2:... :S =S.
Nesta mesma linha podemos sugerir medidas de impor

tânci.a ainda em conexão com as noções de relevância G2 e re-

levância J. Especificamente definiríamos

l
GI

+ GI

)

(3)

G2

PE$ (Oi ,!) < +((mi)i'!)]

PE$(Oi'!) « k É +((mi)i'}) ]

e neste Último caso olharíamos como medi.da de importância da
componente i o vetou

(4) !J(i) : (ili(i) , :l: o) )

As relações entre essas diversas medi.das de impor
tância, são as seguintes:



43

G2 GI
l(i) 2 lj (i) 1,... ,mi

G2 J
l(i) z lk(i) k ; l,...,m

e se a; : J
J '

l , . . . ,m , temos ai.nda

m J

lj(Z) ' k>lllk(i)

Nas definições C2), (3) e (4) a importância de uma

componente i de um si.stema monótono $ é dada por um vetou, o

que torna mais di.fÍci.l a comparação das três defina.ções entre

si. Uma forma alternativa para eliminar esse problemaseria de-
fi.nir em cada um dos casos a i.mportãncia da componente j como

a soma das coordenadas desses vetores. Terx'amos assim,

mj. GI m' GI J m J

: j:i j(i), l(i) : j>lllj(i) e l(i) : k>llzkC:)

E, podemos observar que

l (i)

G2 GI
l(i) $ 1(i) g l(i)

J
l (i) E [ '} (Oi ,!) -+ ( (mi) i '!) ]

6-LIMITES SUPERIORES E INFERIORES PARA A CONFIABILIDADE

DE S l STEMAS MONÓTONOS

Nesta seção estenderemos alguns resultados de Barlolv

G Proschan (1975, cap.2,sec.3) sobre limo.tes para a confiabi.-
lidade de sistemas monótonos binários coerentes. Nos referi-

remos a segui.r a sistemas monótonos com componentes associ.a-
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das, o que significa supor que as componentes dos vetores alea-

tórios de estados ! ; (XI'... ,Xn) , são variáveis aleatórias as-
sociadas (vej a Apêndice A)

Seja + um sistema monótono e sejam

=l,...,m os vetores críticos de nível k e considere os even-

tos Ali= [xz:l:}, r=1,...,nk' k;],...,m. Pela Proposição 2.3,

+(X) zkzl se e somente se XzZ para algum Zr para algum r,
r ; l,...,nt' Assim,

kZ Z Z kl 2 nk

n.

{+(1)zj} : U UA5 e Pr+(X)zj] : P
k;j r;l r

onde

m

k=j k e St . É it $NP (Ail nAj. 2 n

onde Ai,... ,Ail são os eventos Ali ordenados segundo algum cri.
têrio.

Temos então

N

PE@(!)zj] É SI : >1.P(A;)T=.L

P[4)(3)zj] z SI - S2

e conseguimos desta maneira obter limites superiores
dores para confiabilidade

e infe

EE$ (X) ]

inclusãoa

m

>l PE+ (X) zj ]
j :l

incz'pio ddo sistema através d



45

LEMA 1 - Se X=(XI'...,Xn) é associ.ado e, P(X-ieSj) :l, i=l

,n, então aij(3), j:l,... ,mi' i:l,'.. ,n(í3ij(3), j:ü,
i:l,... ,n) são variáveis aleatórias associadas

PROVA - Como

à jse
l

xi « j

se lgy, teremos xi $yi e conseqüentemente aij(]1) Éaij(X),is-
to é, aij(') é uma função crescente. ' '

Portanto segue de A6 que as vara-ãveis aleatÕri.as CE;;(X)
sao associadas.

A demonstra
çao em termos dos Bij(X) é análoga. []

No que segue usaremos a decomposição do Teorema 2.5
com as seguintes notações

'P(!) : kE:'h(k,a(})) : :lZii: (i,j)mk(y)"ii(!) : y&lk (i,j)mk(y)nj(!)
m-l

'P(}) : k>lo'bl(k,B(3)) : :lljin (i,j)CLk(y) ij(!) : yJ,k (i,j)CLk(y) ij(!)

m

TEOREMA 2 - Se 4) é uma estrutura monótona com componentes as-
sociadas, então

m-l .

k:o )d:LkPt(i,j)ei.k(Z) ij(}):iJ EE+(!)] g k:l E kpr(i,j)cuk(Z)nj (3):lJ

PROVA
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Et+Q)t : EC}. ik (j''j)CLkho ij(!)]
m-l

k:OPLXGL* CI,j)GLk(}.) j(})
m-l

k:0 yCLkPE(i,j)CLk(y) ij(X):i3

A Últilua desigualdade é valida devido à associação dos

(i,j)cl,k(y) ij (X)

que são funções crescentes das variáveis aleatórias íi.i.i(]1)
conforme a propriedade A6 e o Teorema A8.

Da mesma forma

r lll -l

'''»'l': : 'l*!: *.!.* u,j''"*u,«:j';'J
]n

k:lPEyak(i,j)C;uk(y) :j(X):lt g
m

k:l YCukpE(i,j)C;uk(y) :j(1):il
n

COROLÁRIO 3 - Se (b for uma estrutura mono-tona com componentes

independentes, então

k:0 )eh: (i,j)CLk(y) i j't) snE]'(!)] :klll. H k (:i,j)Cuk(y) :(j)

PROVA - O resultado segue imediatamente do teorema anteri.or

poi.s, para yCUk' fixado,
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Pt(i,j)GUk(y)a:j(!):]] : Pt(i,j)eUk(y)(aij(1);1)]

(i,j)GUk(X)PEclij(4):]] : (i,j)CUk(X) : j)
A penúltima igualdade segue da hipótese de i-ndepen

dênci-a observando-se que em Uk(y) ; { (i,yt)jy.i>0}figura no maxi
mo um par com primeira coordenada j

Analogamente, para yCLk, fixado,

P[,. ..!. , Bj-i(4)=1] =P]]-- H (]-B::(X)):J-]
LJ-,'JJuikty) '' (i,j)CLk(2.) "J '

pt n (l-B. . (x))
(i,j)CLk(X) :J ''''

1 - P[ R ( [-B- . (X) ):])]
(i,j)cik(y) :l '''' '

l -pt,. .~2, , . ((l- ql (X)):i)t
(i,j)CLk(X) * ~ 'l'J ''

(i,j)cik(y)pt Bij (1) :o]

(i,j)CLk(Y)PL Bj.j (X):lJ

{i,j)CLk(Z) i(j'''i)
D

As cotas inferiores e superiores

m-l
l n

k:O yCLk (i,j)CLk(y) :(j'''l)
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P (P)

m

k:l yCuk
P ( j )l

(i , j ) CUk (X)

respectivamente, obtidas no Corolário 3 para a confiabilidade

nE4)(x)J de um si.stema monótono com componentes independentes

satisfaz ainda a seguinte proposição;

PROPOSIÇÃO 4 - a) Se P e P' são funções de sobrevivência tais

que Fj.(j) s Pi(j) para i. = 1,. ..,n e j = 1,... ,mi, então

Ê (E) $ 1 C11')

u (!) É u (11')

b) Se 0<i5i(j+l)<i;i(i)<1, j=1,...,mi'l, i:l,...,n e
pelo menos dois conjuntos críticos superiores (infere,odes) de

mesmo nível k se sobrepõem, então 2(P) < HÓ)(11) < U(E)

PROVA - a) Como, para qual.squer i. e j , j=1,...,]n; -l, i:l

iSi(j+l) si5:i(j+l), temos para cada : de Lk' fixado,

) ]]

(i,j)CLk(3) i j-''l)) 2

e consequentemente

n (l-F: (j'i))
Ci ,j)CLt(!) '

(i,j)CLk(3)pi(j'l) s(i,j)CLX(3) :(j'''i)

Portanto,

11CLk (i,j)CLk(:) i j''"i) g Rk (i,j
F

)CLk(1) :
(j '''i ) ,

e
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m-l

k:0 ICLk (i,j)ci,k(!) : j'''i)

m-l

k:O n H F.l (j -'-i) ,
(i ,j )CLk(:) '

xGLk

isto é, 1 (!) g Z(11')

Analogamente, para quaisquer i,j, j=1,...,mj, i:l,

,n temos Fi(j) $ Fj.(j). Assim, para cada ! fixado,

(i,j)cuX(:) '' j) : j)iiuk(]1) : j)
e conseqiientemente

H ,. ..n Pj(j)s E n F:l(j)
:lcuk (i,j)cuk(!) ' 3euk (i,j)cuk(3) '

Logo,

ni

k:l 3cuk

ni

(i,j)cuk(:) :(j) :klll !GUk
H

(i,j)cux(:) :(j)'

isto é, u (P) É p (P ')

b) Suponha que os conjuntos que se sobrepõe sejam Uk(Z)
e Uk(:), isto é, Uk(y)nUk(:) #4), y,!CUk

Note que;

E[((i,j)n(:)aij CI))u((i,j)CUk(y) "j (!))]

.{E[(i,j)GUk(3)a:j(!)]m[ (i,j)CUk(y) :j (!)]}



(i,j)Cuk(3) :j(}))((i,j)m k(y) :j(?S))

E[ (i,j)n k(!)c'-Lj (!) JEE(i,j)CUk(y) :j (!) ]}

(i,j)eUk(É)uUkny)-Uk(Z)nUk(y):Lj(X)(i ,j)GUk(É)nUk(2,) :j(}) ]

Et j)eUk(!)-nk(g).Uk(2.)a:j (!) ]xE[ (i,j)GUk(Z)-]Tk(:)nUk(y) :j(!) ]

x j)CUk(31)nUk(21) (EEaij (})])'} $ -1Et(i,j)eUk(Z)-nk(Z)nUk(y) :j (X)] "

* (i,i)CUk(y) -Rk(Z)nUk(y)a:j(}) ]t(i,i)GUk(É)nUk(y)(E]aij (3)]-E]clij(!)]'

(i,j)eUk(É)-Uk(!)nUk(y)Pi(j) (i,j)eUk(y)-Uk(ZI)nUk(y) :(j) "

* [ n isj (j)(i-Fj (j))]} < o
(i.,j)CUk(!) nUkCy) ' '

devendo-se a desigualdade a propriedade A6

Assim,

EEC

Ct) (i'j)cuk(11) :J ~:';'''~(i,j)cuk(X)':j'=''' '

< E[,. .~n.. , .cll.i(3)]HE[.. .n . cljj(X)]

Por outro lado,
m

E[Ó(X)] = y Er ]] TT a..f

]

X

e ao Teorema A8

n

l

x)]
]-Jk:

(x) )aH ]-J
i,j)Cuk(3)

n a
]-J

(i , j ) cuk(É )
H

j)Cuk(y)
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k:l (i,j)CUk(!)':j (})U(i,j)CUk(X)":ij (X)uÉ;Uk H!,y} (i,j)CUk(y) ij (3) ] g

k:l [(i,j)GUk(!)a:j (})H (i,j)eUk(y)a:j (1)]uGUk U!,y} (i,j)CUk(y) :j(3)] «
m

k:l (i,j)CUk(É)c':tj (!) ]UEt (i,j )GUk(y)a:j (3) ]uGUkHl!,y} (i,j)CUk(y) :j (X)

k:l ycuk (i,j)cuk(y)nj(1)J - k>1: ycuk (i,j)cuk(U) : j) : u(P),

com Última desigualdade seguindo de (1)

Portanto H+(P) < u(P) , e provámos de maneira análoga
que n.}(il) < 1(11)

A extensão das cotas minimax discutidas em Barlow G
Proschan (1975,pg.37) também é possível para o nosso model

Especi.fi.camente , temos

OREMA 5 - Se # for uma estrutura monótona, então

k:l yGq.:Er (i,j)cuk(p)'ij (3) ] ' nE+(3) ] g k>10 .Uk E(i,j) u (Y) ij (3)]

K)VA - Para cada yCUV,

:GUk (i,j)eUk(:)c'ij(X) 2 (i,j)CUk(U) ij(X)

E[ uuk(i,j) nk(!)aij(1)] 2:Et(i,j)GUk(y) :j(X)
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e portanto

consequentemente,
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(2) E[ n. ,..H , CE:ij(})]2H E[ n a;:(x)]
!euk LJ-,JJtÍUkL-z) '' yGUk (j.,j)CUk(U) 'u '

Analogamente, para cada yCLI..,

!CLk (i,j)CLX(É)fSij (3) É (i,j)Ci,k(Y)
(})iJ

e então

nt nk(i,j)Ci.X(!)Bij(3)tsEE(i,j)ci.k(Y) ij(3)t

consequentemente,

E[ nk (i'j)CLk(É)BI'j(})J svGI,kE (i-,j)CLk(Y) ij(3)t

De (2) e (3) segue fi.nalmente que
m

kiI yGUkE (I,j)GUk(y)'j'j(X)] $ kf:E !eUk CI,j)eUk(:) Ij (1)]
m-l m-l

EE4'(3)3 : k>10EEzCLk (i,j)CLk(É) :j(3)]sk>lO n [(i,j)Gh.(v) ij(!)]

COROLÁRIO 6 - Se @ for uma estrutura ntonÓtona com comi)on

associados, então

U .. . m-l

k:l yCUk (i,j)CUk(y)Pi(j) ÉE]#(})]gk>10 R (i,j)Cik(y) j'(j'''i)

entes

0



CAPTTUL0 2

ASPECTOS DINÂMICOS DA TEORIA DA CONFIABILIDADE

PROCESSOS IFRA E NBU

Neste capítulo discuti.remos alguns aspectos dinâmi-
cos da teoria da confiabil i.dade. Especifi.camente estaremos i.n-

teressados na evolução temporal do estado de si.stemas compl
xos.

#

e

prJ-meJ-ras noçoes de processos estocásticos IFRA

e NBU foram introduzidas por Ross (1979) e por El-Neweihi et

al (1978), que utilizarajn as versões de seus resultados para obter

deimnstrações tais s:iiTples dos teorenns de fechamento IRRA e NBU, dadas

por ]hrlow G Pt'oschan (1975).Nesta seçâo estudareiins a extensão da noção

de processo IRRA lura o caso multidiimnsional proposta por Bloco G Savits

(1979) e estendereitos na mesnll linha, e também para..o caso mllti.diimnsio-

nal, a noção de processo NlIJ introduzida por EL-Neweihi et al (1978)

Seja {X(t),tz0} um processo estocástico com traje-
tori.as não negati.vas, não crescentes e contínuas à direi.ta, e
para cada real a > 0 seja

As

Ta : infÍtz0 l X(t)sa}

53
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ilviçAU 1 - Dizemos que o processo estocãstj.co {X(t) ,t Z0}

ê IFRA (NBU) se e somente se Ta tiver distribui.ção IFRA (NBU)
para qualquer real a > 0

As seguintes caracterizações alternativas para pro
cessos IRRA e NBU foram obtidas por Block G Savits e El-N
hi et al , respectivamente

PROPOSIÇÃO 2 - Um processo estocãstico não-negativo,não cres-

cente e contx+nuo ã direi.ta {X(t) ,tZ0} é um processo IFRA se e

somente se para toda constante cl, 0 <cl ÉI, e para toda função
BoTeI mensurável, não decrescente e não negati.va h tivermos

EEh(X(t))]: lh(x)dr(x) $ {Jha(ax)dr(x)}l/a: EI/aEh(X(at))]

PROPOSIÇÃO 3 - Um processo estocástico não-negativo, não cres-
cente e contínuo ã direita {X(t),tz0} é um processo NBU se e
somente se para todo s à 0 e t ? 0

DEF

awe ].

XCs+t) %t X' (s)AX' (t)

onde X'(s) e X'(t) são duas variáveis aleatóri.as independen-

tes com as mesmas di.Stribuições de X(s) e X(t) respectivamen-
te

As caracterizações conta.das nas Proposições 2 e3fa-

Cilitam sobremanei.ra a i.n\restigação das propriedades desses
processos. Omita.mos as demonstrações, já que estão contidas nas

extensões para o caso multa.variado que di.scuti.mos a seguir

SejaÍX(t) : (XI(t),...,Xn(t)),tZ0} um processo es-
tocãstico multa.dímensional, não negativo, nào crescente e con.
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tz+nuo à direi.ta e, para cada domz+ni.o superior, isto é.
cada conjunto superior aberto UcIRn, seja

para

TU ; infÍtzojx(t)gu}

Então

DEFINIÇÃO 4 - Dizemos que o processo {X(t) ,tZ0} é IFRA(NBU) mul-

tidi.mensional se e somente se TU tem distri.buição IFRA (NBU)
para qualquer domz'nio superior U.

É Óbvio que todo processo IFRA multidi.menti.onal é um

processo NBU multidimensional. Resultados análogos as carac-

terizações contidas nas Proposições 2 e 3 valem ainda para os
processos multidi.mensi.onais como veremos a segui.r.Para esten
dermos a Proposição 2 usaremos o seguinte lema

LEMA 6 - Seja Q um conjunto e Á uma classe de Subconjuntos de

ç2 fechada por i.nterseções fi.ni.tas. Seja ff um espaço de funções
real.s defi.nadas em S2 tal que:

i) IAeH para todo ACA

j.i.) Se fef{, então clfeH para cl zO fixado

ij.i) Se fÉ;H e geH então f+geH

iv) Se fn é uma seqüência crescente de funções não nega-
ti.vas em H tais que suP fn : f e finito então fef{

Sob essas hipóteses H contém todas as funções monó-

tonas crescentes não negativas, a(Á)-mensuráveis. []

O lema aci.ma é uma conseqüência do Teorema de Dynkin,
que corresponde ao ''argumento da classe monótona''. Para demons-
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trai esse lema basta imitar a demonstração do Teorema 2.3 do

Cap['tu]o zero de B].umenthal G Getoar, 1968, pg. 6

TEOREMA 7 - Se {X(t),tz0} é um processo estocástico, não ne-

gativo, não crescente e contx'nuo à direita, então x(t) é um

processo IFRA multa.di.ínensional se e somente se para toda cons-

tante cl, 0<asl e para toda função h mensurável, não nega-
tiva e não decrescente, tivermos

EEh(!(t))] : Jh(3)aF(!) $ {Jha(CE!)dr(!)}l/a = EI/aEhct(!(at))].

PROVA - A condição é obviamente suficiente pois basta tomar

h =lU onde U é um domínio superior. Assim, teremos

P[Tu>t] ; PE3(t)cut UEh(4(t))J É J/']ha (ã(clt)) ]

PI/aEX(at) GU] : pl/ct]TU>cEt]

Para mostrar que a condição é necessária usamos o le-

ma 6 com Õ =IRn, A é a classe dos domínios superiores de Rn e

H o conjunto das funções reais definidas eln Rn que satisfazem

a condição do teorema. É fácil mostral que as condições i),ii),
(iii.) e iv) do Lema 6 se verá.ficam. EJn particular iii) é con-

sequência da desigualdade de Mi.nkowisk e iv) segue do teorema
da convergência monótona. Como a(Á), neste caso, coincide com

a a-ãlgebra de BoTeI, H contém todas as funções não negativas,

não decrescentes e BoTeI-mensuráveis, o que prova o teorema
Observe ainda que para toda função h BoTeI mensurá-

vel, não decrescente, não negativa, existe uma sequência Oln)nzl
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de funções sitnples da forma

"..:, : :ii l::
onde

«*,. : {; «':, » }},
k = 1,... ,n2n

são conjuntos superiores mensuráveis, com hn(:) th(1)
Para verificarmos se um processo {X(t);tzo} ê IFRA

multidimensi.oral basta entretanto verificarmos a validade da

condição do Teorema 7 para funções não negativas, monótonas
crescentes e contínuas

Espec ificamente temos

TEOREMA 8 - Se {X(t),tZ0} for um processo estocãstico não ne-

gativo não crescente e contínuo ã direita, então X(t) é um proces-
so IRRA )multidimensional se e somente se para toda constante

a, 0 <cl KI e para toda função h contl'nua, nâo negati.va e não
decrescente tivermos

EEh(X(t)
lh(3)drQ) : {lÍ h'(«pdrQ)}i/'

EI/acha(X(at))]
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PROVA - A conde.çâo necessária é Óbvi.a em vi.rtude do Teorenn 7

Para -mostrar ql.le a condilção é suficiente, observe que podemos a

proximar a função IU(1) onde U ê superior fechado pela se

qüência de funções (d)k)kzl

l-kd(t,u)

se d (t , U) 2 ]./k

'bk (! )
se d(t,U) < 1/k

que são contínuas eln .ç, poi.s para qualquer E > 0, se d(ç,U) <+

tentamos ó =mi.nÍe/k, t- d(!,U)}, e para todo : com

d(11,!) < 6, d(!,u) sd(3,]1) +d(!,u) < ó' d(]],u) É.}- a(]l,u) +d(11,u) : {,

conseqiientemente $k(!)

l ok (iç) -'>k (1)

d(x,U) e

i-Kd(!i,U)-i'''kd(:,U)l

Ú(.Ç,U)-d(:l,u) IK kd(!,11) É kÊ: c,

se d(.ç,U) :r, tomamos 'S s{, e para todo 1l com d(:,!) < 6

l 'Pk (t) - 4' k (: ) l$x(õ) $ 1i-kd(!,U)l 1{ - kd Q;,U l

kjd(!i,U) - d(3,u) is kd(!,IÇ) É kÊ: É:

Se d(.ç,U) >F tomamos .5 sd(.ç,U) -k>0, e para todo x com
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d(!i,]Ç) < 6, d(!,U) zd(!,U) - d(]1,!) zd(.Ç,U) - 6zd(11,U)-d(!,U) ++: }

e

'bk (t) - q' k(X) 0 < c

Dessa maneira, para cada k, vale a desigualdade

I'bkQ)dFB) 'Íl@*(« drQ)}

Além di.sso (@k)k é decrescente em k e

se IÊÉ;U; ®k(11) : l : IU(!), ykCN

se !ÉU e U é fechado, ]kOGN com d(!,U) z l e para

kzk0' 'bk(IÇ);0:iU(.ç). Asse.m +k I'iU e como "

J'pi(:)dr(3) : lt Id(l,u)<1} d(l,u))w(1) $1i ld(Z,u)<i} ')

todo

Pt{31ld(!,U)<1-lt $ 1

concluímos, pelo teorema de convergência dominada que

EEIU(3(at)) ] : .l l (]1)dP(!) : ljjln/@k(!)(U(3) $ 1jln'jl@jl(c'Õ)w(!)l /a

; {JI la (ax)w(1)}l/a/aE]u(!(at))].

Agora, se U é um conjunto superior aberto conside-

ramos para cada kG.N o conjunto Uk ; {tld(!,U)zl}. Aqui Ü repre-

senta o conjunto complementar de U. Uk é um conjunto superior

fechado pois é a i.mugem inversa do conjunto fechado [.},+m) pe-
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la aplicação uniformemente contínua

d: Rn ; ]R

t ! : d(t,u)

e se t > ! com liCuk' t : :+! com r > 0 e

d(t ,Ü) = d(s+r ,Ü) inf d(s+r,u)
ueU ' ' '

inf d(s,u-r) 2
ueU ' ' '

2 in{ d(!,y) : d(s,i}) à -+
ueU '' ' ' K

é evidente que UkcU para todo k e IU.. t IU e conclui'mos pelo
teorema da convergênci.a monotõnica que

P[Tu»t] : pEX(t)cu] = liu(1)dP(:) = ]-imjluk(1)drc:) g

' ik {J 'k ')drQ)} : {lÍi«(«DdFQ)}l/'

PI/a[ X(at) eU] PI/[TU>at] D

O teorema seguinte estende a Proposi.ção 3.

TEOREMA 9 - Um processo estocãstico não negativo, não crescen-
te e contínuo à direita {X(t) ,tZ0} é NBU multidi.mensi.onal se e
somente se para s à 0 e t 2 0

}(s+t) \' }' (s)''l' (t)

onde }'(s) e X'(t) são vetores aleatóri.os independentes com as

mesmas di.Stribuições de li(s) e X(t), respecti.lamente

PROVA - A conde.ção necessãri.a e suficiente segue de que
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P[X(s+t)eU] p['iiJ>s+t] g p]TU>sJp]]iJ>t] P[X(s) É;U]P[X (t) É;U]

P[X' fs) eU]Ptj4 ' (t) eu] P[X' (s) eU e I' (t)CU]

: P[X' (s) AX' (t) GU]

A seguir, apresentaremos algumas propriedades de pro-

cessos IRRA e NBU lnulti.dimensionz'is. Para seqüências de pro-
cessos estocãsti.cos, indicaremos por -----l-+ o modo de convergên-

c].a caracterizado pela convergênci,a fraca das leis de dimen
são l da seqüênci.a

PROPOSIÇÃO 10 - A classe dos processos estocãsticos IFRA (NBU)

multidimensionais é fechada por convergência --=.L+

PROVA - Se {Xk(t);tzo}, kCN, são processos IFRA multid:imensa.o-

nais convergindo no sentido de t)l para {X(t) ;tz0} ,então para qual-
quer função contz'nua não negati.va, não decrescente e limitada
h, temos

D

nEh(x.Ct))t = lim EEh(!k(t)] É li.m EI/a[
k '" k

1/" [ha (} (CEt) ) ] ,

de sorte que {X(t) ,tz0} é IFRA multidimensional

Se {Xk(t),tzo}, keN, são processos NBU multidi.men-

sionai.s convergindo no senti.do de .---y.l+ para {X(t) ;tz0} então
s t

!k(t's) É }É(t)A;i' (s) ,

h'( !k(at))]

t,s z 0

onde }l:(t) e Xk(s) são vetores aleatórios independentes e com
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as mesmas di.stribuições de Xk(t) e Xk(s) , respecti.vamente
Na demonstração do teorema 8 vimos que dado um con

junto superior fechado V, existe uma sequência de funções mo

notonas crescentes e contz+nuas {+m;mzl} tal que

4'm 't iv e I'Pi(!)dr(!) <l

Pelo Teorema da Convergência dominada conclux'mos que

EE[y(X(t+s))] : Ih EE+.(X(t+s))] = 1:im lim El+ (X ít--d)l <
' ]n "' ' '' m k ''m'='k'' '''' '

$ 1im l#n EE+m(!k(t)'"3k(s) ) ]

: llnn EE$m(!'(t) !'(s)] : EEly(!'(t)AI'(s))],

onde !'(t) e X' (s) são vetores aleatõri.os i.ndependentes com as
mesmas distri-buições de X(t) e X(s) . Vi.mos ai.nda na demon'tra-

ção do Teorema 8, que dado um conjunto superior aberto U, os

conjuntos superiores fechados Vk:ttld(t, ü)Zl} são tais que

IVk 'f IU' Portanto, segue do teorema da convergência monot6ni.-
ca e da desi.gualdade aci.ma que,

PE!(t+s)eU] : EEIU(!(t+s)] ; lim Er]VI..(!(t's))] g

É lk Vk(}'(t) AX'.Çs))]

: Ellu(3:'(t)AI'(s))] ; p]l'(t)A}'(s)eU],

isto ê, X(t+s) É }'(t)AX'(s) com X'(t) e !'(s) independentes
s t
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e com as mesmas distribuições de 3(t) e X(s). O resultad
tao segue do Teorema 7

PROPOSIÇÃO ll - Se +: Rn --....» ]R é uma função não negativa mo

notona crescente e contz'nuca à di.Feita e {!(t);tZ0} é um pro
cesso IFRA (NBU) multidimensional então {0CX(t)) ;tZ0} é ml
cesso IFRA (NBU)

PROVA - Obviamente o processo {+(X(t)) ;tz0} é não negativo,não

crescente e contz'nuo ã direita. Portanto se considerarmos pa-
ra cada real positivo a, a variável aleatória

0 en

pro

D

Ta : ]-nfltz0 l + (!(t)) $a}

teremos, para {X(t) ;tz0} IFRA multidimensional

P[Ta»t] ; PE@(}(t))>aJ: Elltxl4,(x)>a}(!(t))] É

E l/' [ ill l .} (!) >a} (}(at) ) ]

PE]'/a.}(X(at))>a] : P]'/aETa>at],

o que prova que Ta tem distribui.ção IRRA. Logo {+(X(t)Z0} é
IRRA. Se {X(t) ;t>0} e NBU multidimensional,

P[Ta>t+s] P[+ (!(t+s) ) »a] pE!(t+s)C;{31 4, (]1) >a]] $

$ PEI'(t)'-!'(s)eÍ1l@(1)>a]]

pE3'(t)Cfll$(!)>aJlpE}'(s)CÍ1l(!)>aJ]

PE!(t) eÍ: l+ (!) »a} ]PE}(s) e{3 l+ (ZI) >a]]
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PE+ (X ( t) ) >a ]P[ 4) (X (s) ) »a ]

P [Ta > t ]P [Ta >s ]

e Ta tem distribuição NBU. []

PROPOSIÇÃO 12 - Se {X(t);tz0} e {Y(t) ;tz0} sao processos IFRA

(NBU) multidimensi.onais tai.s que para cada tz 0, X(t) e Y(t)

são i.ndependentes, então {Z(t) ;tz0} definido por

Z(t) :(}(t),]l(t)) :(XI(t),...,Xn(t),YI(t),... ,Ym(t)),

e um processo IFRA (NBU) multidi.mensional

PROVA - Se denotamos por Ft(?S) e Gt(1) as distribuições de !(t)
e Y(t) respecti.vamente, para toda função h não negativa, nâo
decrescente e BoTeI litensurãvel, teremos, no caso IFRA

EEh(x(t);Y(t))] (:,Z)drt(:)dcttZ) É

IÍÍIÍha(a?s,Z)drt(!)}i/'

{jÍlhcl(a3,ay)dFt(1)dG.

EI/ acha LX (at) , Y(at) ) ]

Consequentemente {Z(t) ;tz0} é IFRA multidimensional

No caso NBU, dado um conjunto supera.or U de Rn+mde

note por UI e U2 as projeções de U nas n primei.ras e nt últi
mas coordenadas, respectivamente. Assim,
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P[ (X(t+s) ,!(t+s))GU] (3(t+s), )l].t+s)GU].xU2]

P[X(t+s)GU'lJP[Y(t+s)eU2] É

g Prj'(t)A}' (s)Gml] x

x Pr!' (t)Al!' ts)GU2]

Pt (X '(t) AI '(s) ,Y' (t) AI' (s))eU].xU2]

: P[ LlittJ,Ytt))A(I' (s),)I'(s))m]

e (}'(tJ,Y'(t)) e(X'(s),y'(SJ) são independentes e com as mes-

mas distribuições de l.X(t),Y(t)) e (X(s),Y(s)),respectivamen-
te. A desigualdade acima prova o resultado desejado em virtu-
de do Teorema 7

PROPOSIÇÃO 13 - Se @l'... ,Üm forem funções mensurável.s,não ne-

gativas e não decrescentes e {X(t);tZ0} é um processo IFl<A (NBU)

multidimensional então {@(x(t)) ;tZ0} definido por

#'(!(tJ) ; (Qi(!(t),... ,Qm(}(t)))

e um processo IFRA (NBU) multidimensiona].

PROVA - Como para toda função h mensurável não negativa e nâo
decrescente, h.Q é também mensurável não negativa e não decres-
cente, temos:

Erh(Q(!(t))J] = lrh(ü(3))dF(3) É {/hci(@(cl:)dF(1)l/a

l/a [ ha (Q (X (at .] ) ) ]

D

) t 2 0
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e o resultado segue, no caso IFRA, do Teorema 5.

No caso NBU, para todo domínio superior U, tem-se

P[Q(X(s+t)JGU] PEI(s+t)C@'l (U)] g

g P[X' (t)A}(s)GQ'l(U)]

PtX' (t)G@'J'(U)]PE3'(s)GÜ'l (U) ]

PL@ (3 ' (t) i euJpr@ (x' (s) )Gu]

Pr@(}' (t) ) AÜ (:' (s) )GU]

se X'(t) e X(s) são independentes e com mesmas distribuições

de X(t) e X(s), respecti.vamente. Assim, o resultado segue do
Teorema 7

Algumas conseqüênci.as imediatas da Proposição ll são:

i) Se {}(t)=(XI(t),...,Xnl.t));tZ0} for um processo IRRA

(NBU) multidimensional então, {Xj(t);t>0}, 1si.Kn, sâo
processos IRRA (NBU);

ii) Se {X(t)=(xl(t),...,Xn(t)J;tz0} for um processo IFRA

(NBU) ]nultidi.mensional e CI.,... ,Cm' Subconjuntos não

vaza.o s de C = {1,.. .,n}, então

l ;l (t)

D

X (tj ,l
l

, E
i€c

e

w(t) min X (t)liGC
l

lnin X: (t) l ,
iGC



6 7

sao processos IFRA (NBU) multidimensionais

2.2- CONSTRtJÇAO DE PROCESSOS IFRA MULTIDIMENSIONAIS

Nesta seçâo anal i.zarelnos o relaci.onamento dos pro-

cessos IFRA multidi.mensionai.s com a noção de distribuição IFRA
multivari.ada (MIFRA). Para isso introduziremos as noções de

MIFRA(1), sugerida por Block G Savits (1980), MIFRA(2) suge-
ri.da por Esary G Marshal1 (1975), que estendem a noção univa
ri.ada de distribt.ti.ções IFRA.

A.noção de distribui.ção MIFRA(1) origi.nou-se de uma

caractere.zação para tais di.stri.bui,çÕes IFRA no caso unida
do obtida por Block ê Savits t1976)

DEFINIÇÃO 1 - Seja T= tTI'...,Tn) um vedor aleatório não ne-

gativo com distribuição conjunta F(') . Dizemos que T = 1.T.
,Tn) tem uma distribui.ção MIFRA(1) se e somente se

ria

]

UEhc!)t ; lh(:)dP(1) : llh'u/~)dr(:)}l/'
l/aEh' (T/a) ]

para toda consta.nte cl, 0 < a É 1, e toda função h inensurávelnão
decrescente e nao negativa

Da mesma iítanei.ra que na seção anterior basta veri-

ficar a desigualdade da Defi.nação l para funções contínuas,ao
invés das mensuráveis.

Listamos a seguir algumas propriedades das dist ri
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buições blIFRAI.l) cujas demonstrações são inteiramente semelhan-

tes aquelas feitas leira os processos IRRA multidilnensionai.s

PROPRIEDADE 1 - Se T = (TI' . . . ,Tn) possui distribuição I''CIFRA(1)

são funções mensurável.s, nâo decrescentes, tais que

,x l S xl''..,xn), l : l.xl''..,xn)eRn, 0 <.cl É l

então (qPI(T),...,Pm(T) tem distribuição MIFRA(1)

PROPRIEDADE 2 - A classe das di.stri.buições MIFRA(1) é fechada
por convergência fraca

PROPRIEDADE 3 - Se T= (TI'...,Tn) e S: (SI'...,Sm) tem distri-

buição blIFltA(1) e são i.ndependentes, então (T,S) ; (TI'...,Tn'
SI' .. . ,Sm) tem distribuição blIFRA(1)

Como conseqüência imedi.ata desses resultados,tem-se:

COROLÁRIO 4 - a) Se T : (TI'. ..,Tn) tiver di.stri.buição MIFRA(1)

então, quaisquer de suas marginal.s tem distribuição l\CIFRA(1);

b) Se != ('1'l''..,Tn) tiver di.stribuiçâo MIFRA(1) e CI'
,C são subconjuntos não vazios de C=ÍI,...,n}, então

1:.i:,:, ,j:.':l ' 'R *:,
têm distribuição l\4]-FRA(1)

c) Se !: (TI' ''.,Tn) tiver distribuição bÍIFRA(1) e l.,

, sao teTíípos de vida de sistenns monótonos binários coerentes de or-

dem n, então (T}(!),...,'rm(T)) tem distribuição MIFliA(1)

E i.mportante notar que o resultado do Corolári.o 4c)

min T.)
iGC ]-'

m
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nos dà uma versão mais forte do Teorema do fecho IFRA desen

volvi.do eln Barlow ê Proschan (197S)

Outro conceito de distri.buiçáo IFRA multa.variada foi
sugerido por Esary G Marshal1 (1975)

DEFINIÇÃO 5 - Um vetou aleatório T = (TI'. .. ,Tn) tem distri,bui.
ção MIFRA(2) se e somente se qualquer estrutura monótona bi.

nafta coerente de ordem n cujas componentes tenham tempos de

vida TI'.. .,Tn' tenha tempo de vi.da T(T) com di.atribui(fão ll;ltA.

Observe que pelo Corolário 4c), se T ;(TI'...,Tn)
tem distribuição MIFRAt.l) , então, T tem distribuição blIFRA(2)

Não é difícil verificar que dado uma vara.ãvel alea-
tõri.a não negativa T o processo estocástico

{x(t)
l (t,+m) (T) ;t ? 0}

e tal que

0 se a z l

T se 0 É a < l

Ta inf{ tz 0 l X ( t) Éa }

e concluímos que {X(t);tzO} é um processo IFltA se e somente se

a pari.ável aleatÓri.a T tem distri.buiçâo IFRA

No caso multivariado, temos o segui.nte result

TEOREMA 6 - Seja T= (TI'...,Tn) um val-or aleatório não nega-

tivo e para cada t > 0 seja X(t) = (xl(t),...,Xn(t), onde X.i(t):
(t,+m)(Ti), i;l,...,n. Então {X(t);tZ0} uln processo IRRA

uiultidi.Dtensional se e. somente se T tem distribuição b41FRA(2)

ado(
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PROVA : Note que se (> for uma estrutura monótona binária coe
rente com tempo de vida T(T), então

P[ T (T) » t ] E[ 'b ( XI (t) , ,X (t))] g
' n ' ' ' '

. EI/aE$'(XI(clt) , . . . ,Xn(at)) ]

PI/" [T (T) >at ] ,

isto é, T(T) tem distribuição IFRA, e temos provado que a con
diçao é necessária

Para mostrar que a condição é. sufici.ente observe que

para qualquer domínio superior U em Rn a estrutura ínonÓtolla bi.-
nar:ia coerente

'#u(:) : lu(:) xG10,1Jn,

tem tempo de vida TUtT) com distribuição IFRA, por hipo'tese
Mas como

rU infÍtz 0 l $ (X(t) ) =0} inf{ t 2 0 l X( t) gU }

o resultado segue em vista da Definição 2.4. []

EXEb4PL0 7 - Considere o vetar aleatório (S,T) cuja distribui--
ção conjunta tem densa.dade

: :. ;« ' «;; ;« .«{

: :. .«; «{;' {«' «{

f(s,t)
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1 ;. t ' 4.

]f-+t s. 3 « t : l
lo se t ; l

FT(t)

e

Como neste caso P(SÉT) =1, o processo
fmi.do por

é ;. { «' ':
r«) :1l--

FT(t)

{X(t) ; tz0} de

}(t) ; (l(t,+«) (S), l(t,..wJ(T),

é IFRA. Pelo Teorema 6 (S,T) tem distribuição MIFRA(2) mas é

interessante notar que (S,T) não tem distribuição b'CIFRA(1) ,jã
que SA.à não tem distri.buição IFRA. Este exemplo mostra que a

condição MIFRA(2) no Teorema 6 não pode ser substi.tuida por
MIFRA(1) sem que se perca a necessidade

A noção de MIFRA(2) pode ser utilizada ainda para
obter uma caracterização alternativa de processos IFRA multi-
di.mensionais. Para isso vamos i.ntroduzir o conceito de domí-
nio superior fundamental

t 2 0,

DEFINIÇÃO 8 - A um conjunto superior aberto de Rn da forma

{Z' y>1} com l(l;IRn, fixado, denomi.namos domz'nio quadrante supe-

rior. Ã uma união finita de domínios quadrantes' superiores de-
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A variável aleatória S tem densidade, função de se
breve.vencia dadas respectivamente por

]. se s g 0

l#-ç; :. â« ; ';ÊS(sJ

Portanto, sua taxa de falha

l 3se U < s É
8

fs(s)

FS(s) 3 0 . 3 1
15-30É se g < s $ }

e crescente, e consequentemente S tem distribuição IFRA. Ava

riãvel aleatóri.a T tem também distribuição IFRA, pois sua ta

xa de falha ê também crescente. Sua densidade e função de se

breve.venci.a e a taxa de falha são dadas respecti.vamente por

l
4- se

fT(t)
l Ç 7
.# ;' Í « ' : :
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nomínareslnos domínio superior fLmdamental. Note que dado um domínio supe-

rior qua[quer U em ]<'",podemos considerar para cada ]eN dom]inio quadrante
supera.odes da formin:

Uk(sl'''.,sk-l) :Í1l!>(ãkst'...,2'ksk.t'ak(st,...,sk-t))}

ak(sl' . . . ,sk-l): i.nfjtl (2'ksl '... ,2'ksk.I't)eU}

e portanto as uniões

U . ,...k Uk(sl ' . . . ,sk-l),
'''k-l:"'

que são domz'dos superiores fundamentais

Não é difícil provar que U = U U..
k=1 k

J\ J

TEOREMA 9 - Seja {X(t):(XI(t) ,...,Xn(t));tz0} um processo não

negativo, não crescente e contínuo ã direita.Então {X(t);tz0}
e um processo IFRA multidimensional se e somente se toda sub-

coleção finita ordenada de {Tii, lsisn, jCtR}, onde

infltz0 l Xj (t) $j }

tiver distribui.ção l\'CIFRA(2)

PROVA - Observe que para qualquer dontl'nio superior U podemos

conseguir domz'dos superiores fundamentais Uk, k€1N tais que

k:luk

Como a classe das distribuições IFRA é fechada por convergên-

ci.a fraca e TU., ----''" TU fracamente, concluímos que {X(t) ;tz0}
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e um processo IFRA multidi.mensi.onal se e somente se T.r tem dis-

tribuição IFRA, para todo domíni.o superior fundamental. Nuas,

neste caso

s:l s
T T T T

onde para cada s,

{ Km" 1 1» j, ; }

para algum js : (jls'

Assim,

,jns )G]Rn fixado

TU: infÍtz0lX(t)eU} : infÍtz0lX(t)É tJ U.}
n --l a

infÍtz0lX(t)eut'''. ,x(t)euP} : lssxpTUs'

infltz0lXj.(t)sjis}, temos aindae se T
XJ is

TU
S inf{ tz0 l X(t) elUk (s) }

:i.nfttZ0lX].Ct)Sjls ou,.. . ,ou Xn(t)Sjns}

min T
lçisn ZJis

e portanto

T.. = max mi.n T
U l«ssp lçisn ]ji.s

Como esta Última igualdade representa o tempo de vida de uma



75

estrutura monótona bi.nária coerente, o teorema segue

deuçao

D

No que segue apresentaremos uma consta

cessos IFRA a partir das distri.buiçÕes MIFRA(1)

TEOREMA 10 - Seja 4)(t,xl'...,Xn),t ZO, xlZ0,...,XnZO, uma fun-

ção BoTeI mensurável, não negativa, não decrescente em ]l = (xl ,

,Xn) para cada t fixado, não crescente em t para cada !
fixado, contínua à direita e satisfazendo a desigualdade

pro

x \

,-i1l g $(at,xl' . . . ,xn)

para toda constante c!, 0 É ct < l

S' .{ : (TI ,Tn) tiver di.stri.buição MIFRA(1) ,então

{X(t) ; $ (t ,T. , , Tn) ; tz0}

e um processo IFRA

PROVA - Como para toda função h, não negati.va, não decrescen-
te e mensurável h.@ é mensurável, temos:

EEh(X(t))] : EEh(+(t;TI' . . . ,Tn))] sE]'/aEh'(4; ]t;), . .. ,ijb)] É

g EI/acha(.b(at;TI ' .. . ,Tn)]: EI/acha(X(®t))]

EXEMPLO ll - tina função que satisfaz as hipótese do teorema dada por

n se 0 $ t ' x(1)

n-k se x(k) $t 'x(k+l)
0 se t 2 x, ~

tn )

D

4'(t;xl'. ..,Xn) k;l, ,]l- l
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x(1) SX(2) É ''' çx(n) é uma nova reordenação de xl'...,x
Assim, se (S,T) for um vetou aleatório bidimensional com dis
tribuição MIFRA(1)

O processo {X(t);tz0} defi.nado por

IZ se 0 É t < min(S,T)

x(t): li se min(S,T) $t «mãx(S,T)
10 se t 2 máx(S,T)

e um processo IRRA.

No exemplo abaixo mostramos que a construção fei.ta
nao caractere.za distribuições MIFRA(1)

EXEMPLO 12 - Considere o vetou aleatóri.o bidimensi.onal (S,T)

do Exemplo 2.7. Vi.mos que S e T tem distribuição IRRA e que
PI.SÉT) : 1. Assim com a mesma função @ do exemplo anterior,te-
remos

2 se 0 $ t < S

l se S < t $ '1

0 se T $ t

x(t)

e

ÍO se a 2 2

T. = IS se l É a < 2

IT se a < l

Concluímos então que {X(t);tZ0} é um processo IFRA

(S,T) seja blIFRA(1) como vimos no Exemplo 2.7sem que



7 7

OBSERVAÇOES F l NA l S

Uma questão de interesse, em vista dos aspectos de-

sellvolvidos na secção anterior, diz resoeito ã constnlção de Processos

NBU miltidiinensiolmis e sua relação comi as classes de distri.bttições NJ31.Í

multivariadas. Neste contexto a bibliografia ainda é escassa ou n'csnn i-

nexistente. Ghosh G Ebrahimi C1980) e El-Neweihi et al (1980) introduzi-

ram alguims classes de di.stribuiçÕes NBU multivariada que em nosso traba-

].ho futuro passaremos a exa:ninar ã luz da definição de proces-
so NBU multid.imensional que introduzidos neste trabalho.

Uma outra linha de processos associados a noções de

envelheci.mento comuns em teoria da confiabilidade é apresen-

tada por Arjas (1979) que trabalha com processos adaptados. A
extensão das idéias de Arjas para definir processos IFRA e NBU

continuam também i.nexploradas.

©



APÊNDICE A

DEFINIÇÃO AI - Seja AcRn. Dizemos que A é um conjunto superior

sempre que y>zGA implicar yCA.

DEFINIÇÃO A2 - Se X e Y são vetores aleatórios de dimensão n,
di.zemos que X õ estocasticamente menor que Y, e escrevemos

X $ Y se P(XGA) $ P(YÉ;A) para qualquer conjunto superior AcIRn

TEOREMA A3 - Seja T = (TI' . . . ,Tn) um vetou aleatório. As seguin-
tes expressões são equivalentes:

a) cov(f(T),g(T)) 2 0 para qu

Gentes, f e g;
b) cov(r (T) , o(T) ) >

Gentes, I' e O;

c) P[TeAlnA2] z P[TeAl[PLTGA2] para quaisquer conjuntos su-
periores A. e A? em ]R''

DEFINIÇÃO A4 - Dizemos que as pari.ãveís aleatórias T.,...,T

são associadas se o vedor aleatório T= (TI'...,Tn) satisfizer
a) ou b) ou c) do Teorema A3

funçõesaisquer reais cães

0 funções b:ináríaspara quaisquer crer

n

Al-dumas propriedades importantes da noção de asco
ciação introduzida acima são as seguintes:

A5 - Qualquer subconjunto de um conjuitto de variável,s alem

78
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terias associadas são pari.áveis aleatórias associa
das.

Funções mensuráveis crescentes de variáveis aleatõ

ri.as associadas são vara.ãveis aleatórias associadas.

A reunião de dois conjuntos independentes de varia

vens aleatõri.as associadas foram um conjunto de va
Fiáveis aleatórias associadas.

A6

A7

TEOREMA A8 - Se XI '. .. ,X sâo vat'iãveis aleatórias binári-as as
sociadas, então

n -l n

-t !. *:::] ' :!. -«::::1:

n
PI H X.:l

n

:::P [ x :- :: ]

1.maiores detalhes soblre o concei.to de associação po
de ser encontrado em Barlow ê Proschan (1975) e nas referen
c ia s ali contidas.



APÊNDICE B (NOTAÇÕES)

x e y são dois números reais, denota

XAy = min(x,y), xvy = máx(x,y)

xny : x.y, xHy : ]-(]-x) (]--y)

Se l=(xl'''.,Xn) e Z ;(yl'...,yn) são dois veto-
s d e ]R'',

:AZ : (xlAyl'...,XnAyn), 3.vy :(xlvyl'...,Xnvyn) e

:ny ;(xlHyl'...,XnHyn), fiiy =(xlllyl'...,Xnllyn)

B2 - Se X e Y são duas variáveis aleatórias defi.nadas e
mesmo espaço de probabilidade denotamos

XAY ; min(X,Y), XvY = máx(X,Y)

Se X=(XI'''.,Xn) e Y ;(YI'...,Yn) são dois vetore
atorios defina.dos em um mesmo espaço de probabilidade

XAY =(XI'''YI' ''',XnAYn) e XvY ; (XlvYI'...,XnvYn)

B3 - Se : =(xl' ...,Xn) é um vetou deIRn escrevemos

(ji,:) : (xl''' ',xi-l'j,xi..I'''',xn)

B4 - Se :=(xl''''.Xn) e Z: (yl'...,yn), são vetores de

BI Se mos

e

m

S

ale

então

80
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1 , . . . , n

1, ... ,n, e existe j , l $ j $ n, tal

tal que xj # yj

x $ y se xj. É yi para

y < y se xj. $ yj. para

x # y se existe

x . $ l
l

X l
l

< yque xj j

j, l É j É n

AB
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