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CA PT TULO l

TESTES Égg !.!.fIQIESES ALTERFIATIVAS ORDENADAS

.e8Jl4 BLOCOS COMPLETOS CASUALIZADOS

1.1. .1il.!VI.çgt Experimental e Hjpõteses

Suponha que desejamos verificar se três tipos diferentes
de fornos produzem tijolos com :r'csistências iguais, a pari:ir de
amostras de argila bem homogéneas, mas ({ue vieram de quatro locali

Jades diferentes. Uma forma possa'vel de resolver o ])I'ot)lenta seria

fabricar quatro tijolos em cada forno, cada um com uma qualidade de

argila, e medir a resistência X de cada tijolo. Os resultados pode
riam ser representados pelo ntodelo

xij bi+uj +eij i ; 1 , 2 , 3, 4 ; j :1 ,2,3 C l )

ond(

bi é umü Componente da resistência devida ã qualidade da ar

fila, um parâmetro que pode ser fixo ou aleatório, e que

nao nog interessa diretainente, sendo chama(to ãs vezes ''pa
rãmetfo de distúrbio'' (nuisence parameter);

}lj e a cdüpõilCÜté da resistência devida ao tipo cle fo

eij são éÍtõs iíidêpendeütes associados ãs mensurações,cona fun
êãó de digttiiiiíiçãõ contínua e comum F, covil densidade

r])o



Estamos supondo, em nosso modelo, que irão exi.ste intera

çao entre qualidade de argila e tipo de forno.

Nosso problema consiste então elli testar a hipótese nula

F10 : HI :lJ2 ;lJ3

contra a alternativa ( 2 )

para algum par (í,j)

A solução chamada clássica, bastante conhecida, exposta

em, por exemplo, Cochran e Snedecor (1967), fixa a restrição

'.N(0,a ') , V(i ,j )

e usa a estat''lstica F. A solução não parametrica não iW)õc tlualqt.ler
condição ã função distribuição de ejj, além de continuidade, e a
mais conhecida é a de Friedman (1937)

llnagine agora o leitor uma situação expert.mental senelllan

te ã primeira descai.ta, em que o primeiro forno é aquecido ã lenlla
o segundo a carvão e o terceiro a óleo diesel-, e somos informados

que, se os efeitos dos fornos forem diferentes, isto é, se Hn C2)
não for verdadeira, sÓ podemos esperar

HI : plx< H 2\< p3 ,

onde ou lil<U2, üu il2<U3' ou ambas. Este é um exemplo de uma si.tua-

çao prãti.ca muito c10Mti if em que o pesquisador tem informação de or

dcln em que os efê:itós estão, se eles diferirem. Isto ocorre, por

exunplo,quando os tirãtaüCltt(iS são concentrações diferentes de uma

droga; têÜbós dé éxí)õsi(jãõ, Miiior ou menor severidade de uma doen-



ça , etc

No presente trabalho i.rettlos apresentar e estudar as pro

priedades de algumas soluções para este tipo de problema. Em ter
mos gerais, estudaremos procediljlentos para testar

H0:Ul:U2 :''':Pk
( 3)

HI : Pl<P 2.< ' . .ÇPk

onde pelo menos uma desigualdade é estrita, quando a variável de

observação pode ser representada por um inoclelo do tiPO (1) , isto é
quando temos uíH planejamento por blocos completos casualizados

Ê claro que a 111 em (3) não perde generalidade, pois sem

pre podemos escrevo-la assim, através de unia recolocação de índi-

ces. Esta HI pode ser chamada ''completamente ordenada'', e todos os

testes estudados neste nosso trabalho supor'ão a situação (3).Alias,
llollandcr (1967) mostra que alguns destes testes são consistentes
para hipoteses )nitis gcl ais, (lo til)o

nO : FI (x) :F2 (x) (x) V xÉ;IR
contra

(4 )

HI :FI(x) >.F2(x) bz...>pFk(x)

sendo pelo ]nenos uma desigualdade estrita para algum valor de x. A
HI eln (4) pode ser expressa por ''as variáveis estão estocasticamen

te ordenadas'' isto é, não é necessário assumir, comia nosso modelo

(1) assume, que todos os eij tenham a mesma dlstl [l)uiçlio ]'. ]im outras
palaviiis, testi] 111(4), apenas supomos quc as funções de distri.bui-
ção assõciãd8$ ãs observações clo j-ésimo tratamento são iguais a

Fj ' pudeüdó Vãr-iaT entre trittamentos



Às vezes o pesquisador pode tel- uma informação l)arcial

ã respeito da ordem dos uj ' se elas diferirem. Pode ter, por exem
Plo,

Ha:H lx< [U2,P 3 , ''''P k-lJ$1lk

isto é, ''o efeito do primei.ro tratamento é menor do que todos os

outros, e/ou o do k-ésimo é irai.or''; ou ainda mais gerais, do tipo

(5 )

Ha:PI esta entre os primeiros r efeitos (r<k) (6)

Testes com boas propriedades para as ''parcialmente orcle

nadas'' Ha(5) e(6), (e que portanto podem ser aplicados em(3)),

serão apenas descri.tos na acção segliinte que apresenta rapiditmen
te os fostes dcscrlvolvi(los ])iil-{.i tcstai (3). No CaPÍtti]o ] r os tcs
tcs escolhidos pítlii este csl ti(lo sci'?io iil)I'cscntilclos niíiis (lctíilliicla
meilt c

1 . 2 Desc ri ção dos Tes tes

ttã uma grande quantidade de testes para (3), e podemos

dj.vidi'-].os em duas categorias, segundo o contexto teórico em que
foram origi.nalmente desenvolvidos

Categoria 1 - testes desenvolvi.dos sob a Teoria Clássica ou
Norlnall

Categoria ll - testes
t v' j /- ..

desenvolvidos sob I'eoria Não] paraliieL (

Cada categoria pode por sua vez ser subdividida eín três

sub-categori.as, segundo a forma de se derivar a estatística do tes

te. Note esta classificação é quanto a origem do teste;qua

se tódõg êles podem ser, e têm sido, estendidos à situações dife-
rentêg dãg óriginai.s. As seis sub-categorias estão descritas ra-



q

pidamente abaixo

ot"i a 1 - Te o r { a l-iot'm a l

l-A) 8.gq.tliÇB.ÇÂ.g gç Testes Existentes

E posslível uma simples adaptação do teste de igualdade

de k proporções ou de k médias, descrita por Chttssa)n Clç)óO) e
C1962).Suponha que desejamos testar igualdade de k médias contra a

(mais específica que (3)) 11a:Hl<H2<'''<pk' e ocorre de

<'''<xk' Seja F a estatl'stica do teste e a(F):p(F>F0), onde FO

o valor da estatística calculada com base nas observações il, i2
lk' Então o nível descritivo do teste será

a (F)

Logo devemos rejeitar 110 a unl nível a escolhido a prio-

e

rx se clã.a

Isto se segue da consideração de que, sob 110' as k= poj.
sável-s permutações de coltutas de observações são igualmente prova
fieis (se os ni forem todos iguais, o que é assutnido no nosso lnode

lo do t:ipo (1))

BradJey/ LX'-"i "--aliLii usta tccilica para o contexto llão-

se k> 3,

a(F) , ]'ai''''c-

e, portanto, podemos testar igualdade contra lla:Pl<P2'''<llk para
k;4,5,6... a um nível a.<0,05 apenas com base cín x] ,x?,...,xt.,, sem
a informação dada pela estatl'sti.ca F. /\ maior utilidade da técni-

ca, e, pois, pal'a as Ha do tipo (6) e (5). A adaptação para estes
casõé tanlbêiil esta descrita por Bracllcy

+'

(

1)1tctricopat notC
(l t-i e



(1

Os testes desta sub-categoria foram clcscllvolvi(los por
Chacko (]963) e generalizados em vãi'ios sentidos ])oi' Sltoiíick (11)67)

/\ estatística tlo teste ã baseadít eniestimadores usados em

regressão i.sotõnica. Para uma exposição detalhada, veja por exem
Plo , Barlow et al. (1972)

Seja a situação

êl posslível que ii>ii+l' isto é, duas médias estão na ordem ''erra
da''. Reuna a i-ésima e a (i+l)-ésima amostra, e obtenha

l

( 3) Ao ordenarinos k rnédi as( ânus tra i sasf (

(sol) o modelo do til)o (1))

O valor desta média é comparado com ii-]. e ii+2' Então

a) Se ili,i+ll>xj+2' os três valores x.i,xi+L c xi+2 são sul)g.

tituídos por ir , a inÉ;dia Lias trás amostl'iis reunidas

b) Se ili,i+lj<xi-l' os três valores ii-i'ii
tituídos por x.. . , a média das três amostras combinadas

l i - 1 , i + l l

c) Se ii+ 2<i]i,i+l] i

d) do contrario, os valores são deixados inalterados

As novas quantidades são comparadas com as adjacentes c

assim por diante. O processo termina qua11do uni conjunto não de-

crescente de médias õ obtido. Então para cada io est.amador da mé

di.a populacional u{ é o vitlor da média final na amostra combinad

para a dual ü hÉ;dia i: colltril)uiu.

O velar da estatÍsticct do t

a

sao s ubg.e x

então é feito o procedimento a ou b

teste e obtido, após estio com



ralnêtríco, a extensão é simples: basta usar o proccdiincilto de

Friedman, e substituir, na exposição aciiua, as médias amostrais

lj. pelas médias de postos }

Embora este procedimento seja bastante versátil, poden-

do ser também usado para postos alinhados (aligned ranl<s, veja

T,cllmanll(1964)),epara hipóteses do tiPO (5), (mas não do tipo (6)),
Lehmann e D'Abrira (1975) ])ãg.236,coilsiderílm ainda muito defi-

cientes os estudos sob a distribuição de estatística para emprego
pratico. Veja uma solução, ainda que parcial, em Parsons (1979)

binação de amostras, pelo usual Parar processo( contexto0 i)ao pa

l

l -C ) C ont ra s tes

Incluem-se nesta categoria os testes l)apeados em estima

dores de contrastes. Veja, por exemplo, llogg ([1)65). As cstatísti
cas deste tipo de testes são da forma

e }10 em (3) é rejeitada se T»c e c é tal que P(T>c):cl. Os c; são

escolhidos de fornta a otimizar a sensibilidade do teste. São du-

os cj õt:lhos ])ara o caso enl qt-te não são conhecidos os espaça-

melltos entre os efeitos pj' em Abelsoil e Tukey (1963)

No contexto clássico (7) toma a forma

uj ( 7)

e sua extensão para o colltexto não ])a].ajni;trica É;

1' '

sendo ÃI ê rl definidos colmo anteriormente (T' Ó equivalente ã es
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tatística de Pago , dada em (8)

ÊaJgs[!.& U - ]SP]J4 !@-pgrgpÉ!!.]w

ll-A) Testes Baseados gp ComDaracÕes !g.D.tr o dos Blocos

i) Pítge (1963) propôs piirii tcstiir (3), (lue sc orclciliissc

dentro dc cada bloco as observações, de ] a k. Sendo R. a sonrl Lias

postos do j-ésirtlo tratamento, a cstilt ístic-íi (le Pi.tRC é

L : E jK
l = 1 -/

e f10 é rejeitada para !grandes valore

Uma estatística equivalente a (8) é obtida da seguinte

n)aneira: seja pi o coeficiclltc dc correlação (le Spearmail entre os

postos das observações do i-ésimo bloco c os postos previstos por
Ha' A estatística equivalente a (8) é

k

de LS

C 8)

( 9)

) Jonckheere (1954a) propõe estatística seínelhant.c a (9)

baseada no Coef:icientc de corrclilção T tlc Kcnclall. Subi estitti'sti
ca e

n

i =1 ]'
( l o)

Tj. e o análogo a pi em (9)

jl{) P[]']C C I]O]]IIIIL]CI' (1972) 1)]'OI)OC(IL]C SC O]'LIC]]C IIS OI)SCI'Va

çõcs dentro do bloco, e se substituir a i-Ósima ol)scrvação pela
parança da i-ésima estatística de ordem de uma amostra casual de

tamanho k de uma Normal padrão, nji. Sua estatística é

w ; E jn?
k

( 1 1 )



9

e 110 é rejei.tenda para grandes valores de IV

jv) Tttkey (J957) T)ropõe unia estatística c(luivalentc, se-
gundo I'ii':ic c llollandcr (L1)75) , ii

0
i ;l "

onde

(1 2)

.: : ii i= ::::*::i::;:i:t
e 110 É; rejeitada piora lirandes valor'es de K

ll-B) Testes Baseada.! .glll Coltlpar'açÕes Entre Blocos

1) Hollander (J!)b7) pl'opas ({ue sc comparassem

dois os tratamentos (h,j), com h<j, e (lue se ol)tivcssein,
.IS=11J:Él::-lJ- estatísticas de postos com sinal de Wilcoxoi\

:!:«:i'«ái'
posto de lxj.h-xij entre os n blocos, e

11 se Xih<Xij
to em caso con

Sua estatística é

tr;iriar

doi.s a

IS s 1111,

hj h<j

onde

"Á}'

h«j hj '

e rejeitamos [10 para a]tos valores de Y

ji) Doksuln (1967) soma os va]ores mj: cm (]3) tle outra iia
obtém:

( 1 4)

nei

Y'
h:j ("h.'".

(1 5)



] 0

e rejeita 1{0 se obscT\rcãr valores altos de Y'

ri - c) !g.!!gl !gj.Sq4.gX g!! !.QxJiaZ 8.11n.b.a.qu.(P.].iSILe4 !..aP.b.! )

Hodges e Lehntan (11)62) obscl'\rdt'31Tt que os testes que

apenas utili.zaln informação de dentro do bloco são pouco eficien-

tes porque não utilizam as comparações entre blocos. Eles sugeri-
ram o uso de postos para a amostra toda combinada, isto é, a reu

dão das N=nk observações, após alinhamento, ou seja, após se sub
trair das observações uma estimativa do efeito do bloco

Sen (]!) !)) iiprescnta tinta c] Isso (lc testes em (luc, lidos

IS N observações terent sido al inhudi.is, sito slil)st:ituÍdas l)or cons-

tiilltcs (luc l cJ'lctcin ii ot'clciit dc obscl x/itÇÕcs, tINa' cl:1 ,2,.. . ,N. Sua

cstiitj.Sticii (i l)itscittlít ll:ls k tliÕ(lias

sNj
l 8 B NNclln a

j ; 1 , 2 , . . . k (1 6)

ÍI se a cl-ési.ma observação após alinhamento pertence ao

onde zllj): l j-ési.mo tratamento
10 em caso contrario

Sen estuda as propriedades dos testes (lefillidos por duas
maneiras distintas clc se escolher as constantes E.,

Ncx

1) 0s ENcl são os postos das observações alinhad
por N+l)

2) Cada ENcx ó a esperança da a-ésima estatÍsti.ca de ordem de

N observações i.nclependentes da Normal padrão

Além dos testes descritos acima, indo-rlnamos ao lei.tor blue

[[cttlttàtiBPel'Rel'(]975) dã uma gcneraliziição para o caso em que hã
maia dõ Umã óbsetvação por cadela. Para o caso do modelo com uln

(divididosas (



] 1

fatos sem blocos de observações, isto é, para o modelo

xij : uj+cij
2 ,

, 2
i:] , 2 , . . . nj
j : 1 , 2 , . . . k ,

o lei-tor encontrará soluções no contexto da Teori.a Normal nos jã
citados llogg e Chacko, e, ilo contexto il:ío-parainãtrico, em Jonck-
]leere(]954b) eConover(]967)

1 . 3 Obj et{ v os do E s tudo

Como se vi.u na seção anterior, é grande o número de t(.a-

tes para as hipóteses (3). Para o estatístico aplicado fica porém

a questão: que teste escolher em vista cle uma situação determina-

da? Existem alguns estudos comparativos dos testes propostos, co-
mo por exemplo, Pide (1974), mas, além de incompletos em vários

sentidos, estes estudos se ],imitam a pesquisar qualidades assintÕ

tecas dos testes. Segundo Brad]ey (].908), pag. 58, a eficiência

assintõtica de Pitman (veja, a definição na seção l do capítulo

11), é uma medida razoável de efi.ciência, mas não devemos esque-

cer que esta medida é calculada quando o número de observações ten
de ao infinito e quando a hipótese alternativa é vi.rtualmente

igual à hipótese nula, duas condições totalmente arte.faciais do pon
to de vista experimental. É necessário portanto t.im estudo do com-

portamento dos testes quanto ao poder a partir de peqt-renas aírlos-

tras. Tília csttttlos, niíls limitados aos l estes cxl)oitos na scçao an
tenor em IB e IC, encontl'am-sc em 13al'low et al. (1972)

Poroutro lado, estes estudos mostrarei que opo-

der dos tentes pode pari.ar segundo a configuração dos espaçamen-

tdb êhtt'e óg ui' Embora nem sentpre o experimentador tenha unll ideia

dêbgéÉ egpaçamentõs, e possível que em certas situações ele possa



] 2

sugerir que, se os trataJnentos diferirem, eles diferem por quanti

dades iguais ou diferentes. Essa informação pode ser relevante na
escolha do teste

Ainda Barlow et al. obscl'vaili (lue os testes em lIB

e llC são apenas assintoticamente independentes da distribuição

eij '. e que faltam estudos em pequenas amostras sobre a adequa
ção da aproximação da estatl'ética à distribui.ção asse.ntõtica. Is-

to também, pode influenci.ar na determinação do teste apropriado,
ja que ou não existem ou são incompletas as tabelas da distribui-
ção exata destes testes.

Em r

tidos

/ l,oiiio alguns testes sc colHI){ii aiii enl rcJttçfio :i eficiência as
sintética de Pitman.

2 ) A adequação

estatísticas são dependentes da distribuição dos e

3) Como os testes se comparam em relação ao poder,no caso de

pequenas amostras, se os eij têm distribuição Normal, Exponencial
ou Uniforme, de acordo corri três tipos de configuração dos espaça

mentes dos efeitos: i.gualmente espaçados, com espaços parcial

te desiguais e totalmente desiguais

Pela extensão que tomariam as comparações acima para to
dos os testes, este estudo seta limo.tado a um teste da Teoria Nor

mal e três testes, um de cada Sub-categoria de Teoria Não-Paramó-

trica, devido a menor quantidade de estudos (e a um maior interes

se pessoal) nesta área. Da Teoria Normal escolhemos o teste T da

sub-cateÉot'ia IC, por seu bom desempenllo quando H. é completamen-

te óídenada, ê com pesos cj igualmente espaçados, para termos o

l

da dosaproxJ-mação lssintotica testes cujas(

nien
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teste ótimo (Barlow, pãg. 190) na configuração dos u.i também igual
mente espaçados. Da sub-categori.a lIA escolhemos o teste L de Page
por suas boas quali.dades assintõticas (é mais eficiente que o de

Jonckheere e o de Tukey) , e apenas li.geiramente menos eficiente que
o de Ho].landes em si.tuações algo específicas e por ser o corre].ato

nao paramêtrico do teste T escolhi.do. Da sub-categoria lIB escolhe
mos o teste Y de Hollander por ser equivalente assintÕticamente ao

de Doksum, ]nas de tratamento mais simples. Da sub-categoria llC es

colhemos a versão do teste S de Sen em que as constantes ENa' pe-
las qual.s são Substitui'das as observações ali,nhadas, são os postos
dessas observações (di.vida.dos por N+l) , isto é, a versão l da sub-

categoria lllC, que tem piores qualidades assintõticas do que aves
são 2, idas que ó mais factlível do ponto de vista pratico, uma vez

que sao mui.to deficientes as tabelas necessárias para se ompi'egar
a versão 2. (Veja ']'eichroew (]1)65))

O primeiro estudo, sobre a eficiência assintÓtica dos

testes, de cunho teórico, seta desenvolvido no Capl'tulo ll

Os estudos sobre poder sob di.gerentes distribuições e

espaçamentos dos efeitos, assim como da adequação da aproximação
serão feitos com base em simulação, e serão apresentados no Capítu

lo 111. No Capítulo IV pretendemos sintetizar os resultados gerais
dos estudos.



CAPITULO

DESCRICAO Êg} TESTES Ê ÇPMPARAÇÃO COM BASE

]4 }FIC l ÊNC IA ASS l NTÓTI CA

O objetivo deste capítulo é apresentar detalhadamente e
comparar os testes T da Teoria Normal, L de Pane, Y de Hollander
e S se Sen, em termos da Eficiência Relata.va AssintÓtica de Pit
meTI

Na primeira seção é definida esta medida de efici.anciã

e mencionamos uin teorema que facili.ta seu calculo. Os testes se-

rão apresentados nas quatro seções segui.ntes, cada unia divã.dada em

ires sub-seções:

1 - Proced menu;o, onde se vê como realizar o teste

2 - Comentãz'Íos, onde algumas propri.edades são discutidas, e

3 - Propr7ledades .4os Int(éticas, onde são vel'ificadas as conde

çoes ])ara o emprego do teorcmíi tlit l)I'incita scção e avaliada íi ef{
c';cala do teste

Na sexta seção é desenvolvido o estudo comparativo c1(5s

testes com relação ãs suas eficiências assintóticas.

t:Tlclencla Relatiyq AssintÕtica de Pitman

O concei.to de eficiênci.a é bem conheci.do cm estimação,

ütídé eficiência de um estimador TI 'em relação ã T2, ambos não vie
éãdÕS; é definida como Var(T2)/Var(TI). O significado pratico des
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ta definição é que, ao menos para aillostras grandes, sabemos quan-

tas Observações terão de ser acrescentadas, a uin dado conjunto ini
cial de observações, para que uma estimativa feita com o estima-
dos menos efi.ciente seja tão acerada quanto a feita com o estima-

dos mais eficiente. Este aspecto õ usualmente tomado coillo ba

se para se defi.nir a eficiência de um teste em relação a outros.

Quando se diz que a eficiênci.a de um teste TI em relação a T2 É; e,

isto significa que TI baseado em nl observações é eqzzÍz;agente à

T2 baseado em n2:enl observações. As diversas formas de se concei

tuar a eqzzÍuaZâne :a acima dão ori.gemi às diferentes definições de

eficiência relativa encontradas na literatura. Para uma compara-

ção de varias definições de eficiência, e numerosas referências,

o leitor devera consultar Govindarajulu (1976)

O l+ndice mais comum de eficiência é a Eficiência Relata

va Asse.ntÕtica de Pitman, para o qual equivalência significa que,

para os dois testes, o valor limite das funções de poder é igual,
sob uma mesma classe de hi.póteses alternativas convenientemente

escolhida. Assim, uniforme.zando-se para os dois testes outras con

dições relevantes, a Eficiênci.a de Pitman é o li.mate da razão en-

tre os tamanhos de amostra que tornam dois testes equivalentes,no
sentido aci.ma. Mais formalmente,

.P.g!.l.n.!.çge .ê.:.l!.:l - Sejam {Sn:} e {Tn:} duas sequências de testes

baseados respectivamente em ni e ni observações, de tamanho a, pa

ra H0:0:00, contra tina classe de alternativas HI :0=0j tal que

;xm 0i;00' Sejam BS(0i) e BV .(0i) os valores do poderde
I'>" ' '1-1

Tni no ponto Oi' Sejam {nj.} e {ni} sequências de inteiros positi-

l

]
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vos tais que

"'lim BS.:(oi) - lim BT.:(oi)«l ( 1 )

Então a Eficiência Relativa AssintÓtica (ERA) de S ein

relação a T é

ERA(S,T) lim
. 1)

].-">oo

l

l

i
) ( 2 )

se o limo.te é o mesmo para todas as sequênci.as {n;}
pendente da sequência {0.i}

Nesta defina.ção, o propósito de se aproximar o valor do

parâmetro especificado en] HI, 0i, do valor em f10, 00,é evitar que
o poder dos doi.s testes se aproxime de 1, já que a tilaioria dos

testes de interesse pratico são consistentes, e, para grandes amos

trás, o poder de uln teste consistente para uma alternati.va fixada

é virtualmente 1. As comparações com base na ERA são portanto de
natureza local, porque elas Correspondem a avaliam' o desenlpenl

relativo dos testes quando 0j -- On

A classe de alternativas mais comuiítente adorada, isto é,

a maneira pela qual 0i->00, e chamada ''alternativas de translação
de Pitman'', dadas por

10

ande

Hlj :0:0i:0n:00+c/nl/2, nGlIN ( 3)

onde c ó uma constante. Adotarelilos aqui esta sequência de alterna
t ivEts

Menci.onamos a segui.r um teorema de Pitman, generalizado
por Noether (1955), que permite a avaliação da ERA mai.s facilm en
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te do que se recorrêsselnos à definição 2.1.1. O leitor encontrará

provas deste teorema na maioria dos livros de Estatística não-pa

ramêtrica de nível médio, por exemplo, em Frases (1957), pg. 273

Teorema 2 1.2 - Sejam Tln e T2n duas estatísticas, baseadas em n ob

servaçoes, para testar H0:0;00 contra Hln:0:0n' onde On é dado eln

(3). Sejam as esperanças e pari;in(-inç dp T n.adadas por

Eo ('r ) VO(T ) l 2e lin 111

Suponha que estão satisfeitas as condições

A) ia Eo(Tin)lo:oo>o' i:1,2

B) li-m = c>0 i=1,2.

["vo oU 1.«)] '}

& :' '':b.b
c) lij.mm .Jb. EO( «)l.:..

]

H'l lim
11 --> m

l i :1 , 2

D) a distri.bui.ção de Tin' correspondendo ao valor do parâme-

tro 0H;00+c/ni/ó, com c>z0, é assintoticamente normal cona

média EO(Tin) e variância VO(']'in), i;],2

Então a Efici.ência Relativa AssintÓti.tca de T. em Tela
ção Êi T2 é dada por
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"'.u:.)
"'.u«.'

ERA(TI,T2) lim
]'l -} oo

C 4)

D efi nação 2. 1 . 3 Com a notação do Teorema 2.1.2, chamareJnos

«{« : R :.'':.' .:..l:'«..'':.,
a eJ''ÍcãcÍa do teste defi.nado por Tin para H0:0:00

Observamos então que, sati.sfeitas as condições do Teore

ma 2.1.2 e segundo a definição 2.1.3, a eficiência de uln teste T.
em relação a T2 é dada por

( 5)

ERA(TI,T2) lim [Rln/R2n]2. ( 6)

2. 2. Um Teste da Teoria Normal

Comecetnos defi.nindo nosso modelo e hipóteses

, i:1,2,...,n, j:l,...,k, nk variáveis aleató-

rias i.ndependentes, com Xij tendo função distribuição contínua
P(Xij<x) : Fj(x-bi) onde bi é o efeito do i.-ésimo bloco. Nesta e
nas prõxi.mas três seções descreveremos testes para a hi-pótese nu-
la

H0:Fj(x):F(x) (desconhecida) j=1,2,...,k,

que são sensíveis à hipótese alternati,va

( 7 )

HI : FI (x) >.F2 (x) > >-Fk (x) (8 )
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onde para pelo menos um j, j:1,2,...,k-l, vale a desigualdade es

(x)>Fj+l(x) para algum valor de x

Para as sub-seções denominadas ''Propriedades Assint
cas'' serão consideradas as alternativas de Pitman (ver (3))

oti

HI.:F:j : r("-bi-(j-t)©, j;il ( 9)

onde o=o.=c/nl/2

Apenas para se construir o teste. desta seção, suporemos
que as nk observações sejam dadas por

1) 0 +eij ' 0> 0 (l o)

onde os ej.j são i.i..d. com di.stribuição N(0,a2)

PT'o c edjmento

Para se testar HO(7) contra HI(8) use a

a) #statZstÍc'z g
(1 1)

óxx (2j -k-l)xij
iJ '

nk (k- ],) C k+ l )

onde (1 2 )

(1 3)
- 2

aê

2
S

1 2s '

nk(k-l) (k+ l )
e

ix (xij -i;i- (j - i) ê) 2

n (k-l) - l
(1 4 )
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b l ( 1 5)

b) R.gra de c oão para um nível de signo-ficânci.a cx

rejeitar HO se T>zt(a,n(k-l)-l);

não rejeitar HO se T<t(ct,n(k-l)-l),

onde t(a,n(k-l)-l) é o (l-a)ésimo quantil da distribuição de Stu
dent com n(k-l)-l graus de liberdade

C) .4pz'o mação pa2'a amosí;l''a8 g2'andes calcular T como em (11),

rejeitar 110 se T>,za

não rejeitar HO se T<zcx

onde zcl é o (l-a)-ésimo quanta.l da N(0,1). A adequação desta apr.g

ximação para alguns valores pequenos de n, e/ou para ausência de

normali.dade dos ej i será vista no Capítulo lll

2 . 2 . 2 - Comentãri os

a) Mostraremos que T é a estatística da razão de verossimi
Ihança para testar (7), dado o modelo (lO)

A função de verossimilhança é

L(xl l, xlk'x21'.'x2k ,Xnl'..Xnk;bl ,a2)

C-7:i--) nkexp { -
l

'bi- (j - 1)0 ) z}

Sob HO, o espaço dos parâmetros é u=1-'.<bj<m,i=1,2, n ,0 =0 ,az> 0}
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Sob HI, o espaço é Í2;t-m<bj<m,i.=1,2,...n,0>0,a2>0}. Tomando-se lo

garitinos de L, derivando-se em relação ã bj, i=1,2,...n, 0 e a2,e
resolvendo-se os dois sistemas de equações, teremos os estimado-
res de máxima verossimilhança (e também de mz'nimos quadrados, da-

da a normalidade dos eij), sob H0:

Õu::0; bi
U âZ : l :E(xij-Í;i.)2' u

e sob HI

6EE(2.-k-l)xij .

õ. ; =';il=;'Íã=iÍ; 'i. gç)õ. ;

' 1) õQ) 2

Substitui.ndo-se os valores em L pelas suas estimativas,

teremos os máximos sob HO e HI, e a razão de verossimilhança é

*: : =3 : ',L)"*--'- +''àk'' 9,]':
ou

. nk/2
a.

ÀI : ( iz) . Se fizermos

.2

;$, rejeitaremos HOa
para

- 6

a,n

pequenos valores de À2 : :-2' J-sto
a U

constante.

onde c. é umla certa



?: o':. -í;:., :

?lilxij-i;in'(j-l)ên+bi+(j-i)õn-bil2

: -(j-l)Õçz) + o (zj-t-i)]z

j.E(xij-Í;i.'(j-l)ÕQ)2-EE IÇ(2j-k-i)2

soma dos produtos cruzados é nula

Temos então:

nte se

nk(k+l) (k-l)ê2 . l

12õã ''

Da expressão de êçZ podemos obter sua varia

: :" ( lij.!
v(êQ) : nk ](-1)(k+l) nk(k-l)(k+l)

odor não viesado desta Variância é

some

e s t i. m

11 +
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, definido em (14), é a variação dentro dos grupos divida.

da pelo número total de observações, nk, menos n+l restri.ções

Como s'c pode ser escrito

2
S

n (k-l) -l

podentos escrever

'á :
c3nk(k-l)(k+l)

lz';l
(1 7)

onde c. n(k-l) -l

Escrevendo-se a desigualdade (16) com emprego de (17)

T2 : ;.7 > (c2-l)c3 : c4
aÕ

e, finalmente, lembramos que impuseinos 0<0<m e normalidade de X...
rejei.temos Hn se

J

t (oc , n (k - l) - l )

b) A distribuição da estatística T é mais facilmente verifi-

cada como sendo a de Student pelo argumento que se segue: convide

re as (;) diferenças Rj'Xi com i«j e sua soma

T' (Í:-Rj) : E (2j-X-i)R;

Tanto sob HO quanto sob lla T' é normalmente distribuída,com média

J
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E(T') : x(Zj-k-i)uj
Eb.

Uj : ''iÍ + (j-1)0 é a média do i-ési.mo tratamento. Note que
sob HO, E(T'):0. A variância é dada por

v(V') : z(2j-K-i)z EÍ,
J

e se az é desconhecida, a estatísti.ca apropriada é

nl/2E ( 2j -k-l) R

b: ( zj -k-i) 2] 1/2s
J

J
(18)

onde s é a está.mau.va de a a parti.r da variação dentro dos grupos

T ê então o quociente de uma Normal padrão por raiz de qui-quadra
do i.ndependente dividida pelo número de graus de liberdade. É fá-

cil mostrar que(18) é a mesma estatística dada em(11)

No que se segue, mostraremos em a,b,c e d, que T satis-

faz respecti.valente às condições A,B,C e D do Teorema 2.1.2, sol
a sequênci.a de alternativas (9)

a) Do Teorema de Slutsky (veja Randles e Wolfe (1979) Pg.72)

e da bem conhecida convergência (forte) de s a a, segue que a dis

tribui.ção de T em (18) converge para a distribuição li.mate de

nl/2E (2j -k-l)X

[E (2i -k-l)2] 1/2a

Propr'ied ad es Asse n tõ teca s

)

J

J

T''
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Do comcntãri.o b da sub-seção anterior, sabemos que, V.
T'''.N(u,l) , onde u:E(2j-k-l)p;

O Lema abaixo, que é corolãri.o de um Teorema provado em
Chung (].974), Pg.' 95, seta utiliziido

J

i,l sega-iil

Lema 2. 2.1 Se'lXn} converge em distribuição para X, e se

:l:-' ' ulÍ) ' M<m

então,

ãj.=i E(X.) : E(X)«", e

lim E(Xn2) ; E(X2)<m
I'l->m

Fazendo, no lema aci.ma, X =Tn:T (18), notando que Tn tem

distribui.ção de Student com V=n(k-l)-l graus de liberdade e parâ-
metro de não centralidade u, temos

EnlÍ) E [F 1 , v(u2)]
v(l+u')

v-2 '

onde FI,v(u2) representa uma variável com distribuição F com l e
v graus de li.beldade e parâmetro de não centralidade H2

Como

v-2
suP (---y--) (l+P2)x< 1+H2

v-2
M<m

para v>3, os Jnomentos de pri.Beira e segunda ordem de T(18) convem

gem aos de T'' e justificam-se as aproximações abaixo
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« i/ zi: ( Zj -k- i) Eo (Xj )

E (2j -k-l) 2] 1/2a
J

EO (T) -E0 (T'')

Notando que EO(Xi) : ] + (j-1)0, tomando a derivada em

relação a e e após algumas simplificações, veremos que

Eb

(T) = (nk(k+l) (k-l))]/2
12a'

um valor sempre positi.vo para k>1, e portanto A esta satisfeita

b) De (18), e do lema 2.2.1 segue-se

lim VO (T) : l
n->oa '

( 2 0)

Temos então, de (19) e (20)

l:'real.'l Jl0:0n : (nk(k+])(k-]))1/2. 1 : c>0.

[nV0 0 (T)] ]/2 12a2 (n) 1/ 2

c) É trivial, jã que (T) inclepende cle 0 c por (20)

d) Do comentãri.o b da sub-seção anterior

T'-E0 (T) teta d:ist

e

podemos ver que

ribuiçao asse.ntÓtica N(0,1) sob Hn

ainda que esta estatística, mesmo sob não normalidade dos e;;,tem

distribuição asse.ntÓtica N(0,1) , resultado que se segue do Teore
ma do Limite Central fVír) n-.,.]

Notamos

ê) #/'Ícãc?Ía. A eficácia de T é dada por (veja (19), (20), e
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defina.ção 2.1.3)

"{. ; d«+Etgu ( 2 1 )

2. 3. 0 Teste d e

Para se testar HO(7) contra HI(8), Pane (1963) sugere o
teste apresentado nesta seção.

2. 3.1 - Proc edjm ento

a) Maná:puZação preZ7lmÍna2''= para cada um dos n blocos, temos

k observações. Estas k observações são ordenadas de l a k, dentro

de cada bloco. Seja RiÍ o posto da observação X;; e R; = E R;:,

b ) Estatz'st CQ
k

j::j«j (2 2 )

c) Regra de decÍsão= para um nível de significância a,

rejeitar nO se L>e(ci ,k,n)

nao rej estar 110 se L <Z(c!,k,n)

onde PO(L>.e(a,k,n)):a. Valores exatos de .e(ct,k,n) são dados por
Pare (1963), para k:3, n=2(1)20; k=4(1)8, n=2(1)12. Para valores

maiores de k e/ou n, usar a aproximação abaixo

d) .4p2'0nÍmaç,ão Z''zl'a a",ostz''zs g,'andes; usar como estatística

L*

[V0(1.)] 1/2
(23)
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onde EO(L) e VO(L) são dados em (27) e (28), respectivamente, e

rejeitar HO se L*>zcl

não rejei.tar HO se L*<zcl

Esta aproxi-mação ê comentada na sub-seção 2.3.3 e é ve
rificada sua adeqt.cação no Capítulo lll

2.3.2 - C omentã rios

a) O teste de Pago é um caso particular de uma classe chama-

da por Pi.rie (1974) de testes baseados em postos dentro dos blo-

cos (withi.n-blocks rank tests), que rejeita HO(7) para valores

grandes de W= E mi' onde coj é uma estatística cle posto li.near sim

pies (si.mple linear rank statistics - para uma definição,veja,por

exemplo, Hãjek (1968))computada a partir das observações do i-ési
mo bloco, isto é:

n

k

j;i ja(Kij),
( 24)

Rij Õ definido em 2.3.1, letra a; a(.) é uma função monótona

das observações e {c.i, j:1,2,. .. ,k} são as chamadas constantes de
''regressão'', escolhidas para refletir as hipóteses alternativas.

Se não tivermos nenhuma i.déi.a sobre as magnitudes dos efeitos dos

tratamentos, ou se, por outro lado, pudermos supor que estas mag-
na.tudes estão equi-espaçadas, é natural escolher, ein (24),

cj ; j , j :i ,2 , k ,

a(R ij tJ
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e t er emo s
n k

iEI j:ijRij:L, co"o (22)

b) Uma i.mportante propriedade da estatística L será dada no
Teorema 2.3.3, a ser provado como base no Teorema 2.3.1 e Corolá-

rio 2.3.2, cujas provas o leitor encontrará em Randles e IVolfe
(1979) , pgs . 37-39.

.!eor'ema .!.:..3.1 - Seja ZI,Z2'... ,ZN uma amostra casual de uma dis-

tribuição contínua, e seja R*=(RI,R2,...,RN)' o vetar de postos

tal quere éopostode Zi entre ZI,Z2'...,ZN' SeR;Ír:r é uma

permutação dos intei.ros 1,2,.. . ,N}, então R* é uniformemente d
tribuÍdo sobre R

IS

.gela.!.g..nlp 2.3.2 - Sejam ZI,Z2,...,ZN e R* tais como no Teorema

2.3.1. Se T(R*) õ uma estatística baseada em ZI'Z2,...,ZN apenas
através de R*, então a distribuição de T(R*) é i-ndependente da dis

tribuição das variáveis Zi, se a di-stribuição das Zj pertencer ã
classe das distribuições conjuntas de N variáveis aleatórias con-
tínuas univariadas i.i.d

.].g9.LÊ11B. .g..:.3.3 - A distribuição de L, defina.da em (22), é indepen-

dente da distribui.ção das variáveis de observação Xji, quando
F10(7) é verdadeira

Prova: Para cada i, i=1,2,...,n, seja Rji o posto de X;;, entre

Xil'Xi2'... 'Xik' Quando HO é verdades.ra, as variável.s X.l,Xi2,
Xik são uma amostra casual de tuna distribuição contínua F(x-b;)
Então, se Rj.:(Rj.I'Ri2'...'Riky , vemos pelo Teorema 2.3.1 que R!
ê uni.firmemente distribuída sobre R=fr:r é uma permutação dos i.n-
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tei.ros 1,2,...,k , quando HO e verdadeira. Como este argumento pg
de repetir-se para cada i, i=1,2,...,n, segue pelo Corolário 2.3.2,
e pelo fato de qt.te as observações em diferentes blocos são inde-

pendentes, que qualquer estatística T(Ri.,R;,...,R;) que é função

das kn obsel'vações Xij apenas através de RI.,Râ,...,R: é indepen-
dente da distribuição das observações, quando esta é contÍnuae Hn
é verdadeira. Como

k

::jKj

n
E K'R+

i=1 l
onde K=(1 ,2, ,ky

fica provado o Teorema 2.3.3

c) O signifi.Gado pratico do Teorema 2.3.3 é que a estatlísti-

ca L é ''livre de distribuição'' (distri.bution-free), isto é, tem

distribuição nula conhecida para qualquer distribuição da variá-

vel de observação, desde que esta seja contínua. Esta di.stribuição
õ facilmente obtida (ver flollander e IVolfe (1973), pg. 149) e, pa

ra pequenas.amostras, permite a aplicação deste teste, com nível

de signifi.cância exato, eln uma situação na qual violações das su-
posi.ções da Teoria Normal (veja (lO»mais se fazem sentir

Para amostras grandes, a obtenção da distribuição nula,
apesar de teoricamente simples, é de computação trabalhosa, e a

normali.dade assintÓtica de L, a ser justificada na próxima sub-se

ção, maíg õs resultados do comentário d, seguinte, permitem sua
aproximação por L'(23)

d) Pata o cálculo da esperança e variância de L, sob Hn, no-
temos que, em vista do Teorema 2.3.1 , vale, para o i.-ésimo bloco,
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i : 1 , 2 , , ]'l

PO(Rij:rij) : t' rij:1,2''..,k. ( 2 5)

( 2 6)

Logo,

Eo (Rij ) ErijP(Rij:rij) :
k+l''2''

nomj) : Eo(iKij) : "'z--, ',

e lembrando que

'.ü) : 'b-qu/. C 2 7 )

Usando-se (25), (26) e novamente o Teorema 2.3.3, pode-dever

que sob HO, VO(Rij): ---T7-- e Cov0(Rij'Rih): - k+l, i:1,2,...,n.
Substituindo-se estes resultados em

VO(L) Vo(ZjKj) :
=V0 (j Rj ) 'j EhCv 0 (j Rj ' hRh) ,

chega-se, depois de algumas computacões simples, a

voQ) : !!CX?-HZ' 144 (k-l)
(2 8 )

e) A estatÍsti.ca L é relacionada com o coeficiente de corre-

lação de Spearman: seja pi o coeficiente de correlação entre os

postos do i-ési.mo bloco e a ordem prevista por HI

Seja p=Epl' Pode ser mostrado quel
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' : Hb - 3n(k+l)
k-l '

(29)

e que, portanto, testes para HO(7) baseados em L e p são equiva
lentes.

2. 3 . 3 P ropriedades Asse n tõtic as

Em a,b,c e d abaixo mostraremos que L satisfaz, respec-

ti.vamente, as condições A,B,C e D do Teorema 2.1.2, sob a sequên-
cia de alternativas (9)

a) Uma representação possível de Rii é dada por

:.c(Xij-Xia)cl= l
afJ

k
(3 0)

onde

''-, : {: :: =:=.
Com esta representação, podemos escrever

E(Rij) : l '.*xjP(xij'xi..) : l ' jlj JFadrj

e lembrando que L=lijliRj.j'

U(L) : Xj [«(i .. jj JFadFj)] ( 3 1)

Considerando a sequência de alternati.vas (9) , temos, no

i-esimo bloco, Fj(x) : F(x-bj'(j-l)o) e Fa(x) : F(x-bi-(a-l)o), e
vemos que
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JFc*(x)dFj(x) : JF(z-(c'-j)O)dF(z)

Substituindo-se esta última expressão em (3]), podemos

escrever a esperança de L como função de 0

no(L) : nEj]l * E .lr (x-(a-j)o)dF (x)]j cl/j ;

e tornando-se a derivada de EO(L) em relação a 0, supondo

conde.ções de regularidade sobre F (veja Cramer (1970), pg
tas condições serão sempre supostas aqui.) , teremos

certas

78 . Es

(L) : n=j[ Xj(j-') Jf(x-(a-j)o)dF (x)],

onde f é a densidade correspondente a F .Esta derivada vale,no pop
to 0 =00 ;0

;bEocl) lo;oo : "kEj (j

( 3 2)

Íf(x)dF(x) , ou

lâ-E(L) l o:o .: ----Í7--- .lí2 Cx)dx, ( 33)

e vef'i.fica-se facilmente que a condição A do Teorema 2.1.2 esta
satisfeita, isto é:

(L)l o :oo > O

b) De (28) e (33), e com a notação Jí2 para jf2(x)dx, vê-se
abaixo que L satisfaz B

no (L)j o :o
0
2Q)]["v.

0

lim
n-> oo k(k-l)1/2 Jrz : c>0 se k>l
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c) Denotemos a densidade f em (32) por f(n). Nas situações prg:-
ti.cas, em geral, a sequência de funções densidade f(n) são limita

das e contínuas para todo nG]N. Pelo Teorema cla convergência limi
toda (Honig (1977). pg.59), como f(n)-f, segue que (32) converge

para(33), e a primeira parte de C esta satisfeita

Para provar a segunda parte, mostraremos abas.xo que

Ve (L) n+.V00(L), ou, conforme se vê no calculo de (26) e (28) que

EOn(Rij) nã;+m E00(Rij)
k+l

2 '

'1

i;:;+m Eoo(Rij ')
(k*1) (2k*l)-' (3 5)

EOn RijRih) nli:=m E00(RijRih) -
3k2+5k+2
'''''T2 ' (36)

Em (9) vemos que IJ.m Pf;)(x-bj.-(j-l)o) = F(x-bi), j:l,

2,...,k, ou seja, em cada bloco, i.jm rjn):r. Em Royden (1968), pg.-rl -'> a) J

232, demonstra-se um teorema que, com a notação acima, podemos es
crever

i!= J'á"'''(«, Jl: ij; 1/ 2 ( 37)

Adotando-se a representação (30) para
do a esperança e aplicando (37),

temos toman

jim EO (Rij E lim P(X..>X. )
ct/j ' iJ ]a' a/j lim IÍFan)dFjn)

l
(k-l) :+

2
k+l

2

e (34) está provada
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Para provarmos (35), escrevemos, com a representação
( 3 0) ,

R2j ; l ''' Z..jijc(Xij'Xj.«) -'' .Ejc2(xij-xi..)

a:,C c(Xij-Xia) c(Xij-XiZ)
ci,,e/j

(38)

Então

lim EO (RÍj) : 1 ' 2..}j li" p(Xij»Xi~) '' !j li P(Xij;'Xia) '

a/ lim P(Xj.j>Xicl e Xij>Xi.e)
a,.e/j

Apli.cando-se uma Óbvi.a generalização de (37), isto é

considerando, no limite, Xij' Xia e Xi,e três observações (indepeB
dentes) da mesma F(x-bi), vemos que li.m P(X.i-i>Xj,, e X::>X:P):1/3
e, após algumas computações, obtemos (35)

A mesma técnica pode ser usada para provar (36), o que
nao faremos aqui

)

)

d) Em (29) é fácil ver que p é soma das variáveis i.i..d. p

com variância finita, tanto sob HO quanto sob Hln' Segue-se pelo
T.L.C. a normalidade assintÓtica de p. Como L é função linear de
P, vemos que D esta satisfeita

l

e) De(28) e(33) e da definição 2.1.3. conclui-se que a efi
cicia de L é

RÍn ; nk2(k-l) [Jí2JZ. (3 9)
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2. 4. 0 Tes te de Hall ande r

llollander (1967) descreve o teste abaixo para HO(7)

Procedimento

a) Menir« Zaç,ão p:'.Z{«.{na:'

Calcular, para os k(k-1)/2 pares de tratamentos (u,v)

com u<v, as n diferenças em valor absoluto: YÚv:lXiu-Xivl , i:1,2,

,n. Seja Rl\v o posto de Y:lv entre os n valores
n

Calcular Tuv : iEIRiv@lv' onde Qàv:l se
x. <x.lu lv

Obter

2l YYuv uv

se X. >X.lu lv

ul;.'"" ( 4 0)

b) #stat st ca

Y' Y -E 0 (Y)
(41)

[V0 (Y) ].] 1/2

onde

EO (Y )
k(k-l)n(n+l)

8 ' (4 2)

e

'G0(Y)l : n(n+1)(2n+])k(k-]){3+2(k-2)Pn)

onde, para cada n, p.. é uma constante dada na tabela 2.4.1

c) Reg?a de decisão; Para um nível de significância a

rejeitar HO se Y' >zcl

não rejeitar HO se Y'<zcl
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Esta regra é aproximada (ver comentário b, sub-seção 2

Comentários

a) Na classificação de Pide (1974), o teste desta seção per-
tence ã classe dos ''testes de postos entre os blocos'' (among-blo-

cks rank testa), que rejeitam HO para grandes valores de A: }l Tuvu<v

onde Tuv é uma estatística de posto linear simples para amostras
pareadas, isto é

i: a*u.S.t))nul.})): (4 4)

com xill):xiv-xiu' Rut) o posto de lxá:t)jentre {lxut)l , t=1,2,...,n},
a*(.) uma função (de postos) inonõtona e r)(x) se x>0 e D(x);0 se

x<0. Se fizera\os, em (44), a"(j)=j , teremos o teste descrito em 2

Puré e Sen (1968) estudam a classe de testes (lue usam

(44) com a*(Rá:)) =1 En,i' sendo En,i o valor esperado da i.-ésima
estatística de ordem de uma amostra de tamanho n de uma distribui-

ção que satisfaz certas propriedades, dadas por Chernoff e Savage

(1958). Puré e Scn mosto-am qt.te o teste de llollandcr pertcllce a es-
ta classe

4 l

b) A estatística Y(40) não é, como L(22) , ''livre de di.stribui

ção'' (veja letra c da sub-seção 2.3.2). Ela é a soma E T...,, onde

Tuv é a estatística de postos com sinal de Wilcoxon para amostras

pareadas Cada Tuv tem a propriedade de ser ''livre de distribuição'',

mas ó Cõcfíciente de correlação sob H0' pn(F), entre Tuv e Tuw
(u#V. u?Éw, v#w) depende da distribuição F das observações (exceto

u<v
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para n:l), e portanto Var0(Y) também.

Hollander (1966) mostra que

PB(r) ; [(24À(F)-6)n2+(48H(F)-72À(F)+7)n+

+ (48À(F)-48u(F)+]] [(n+].)(2n+l)]'l, (4 5)

(4 6)

e

P * (F) lim pB(r)
n-+oo '

12À (F) -3 ,

onde

U(F) : P(Xl<X2 e Xl<X5+X6-X7) e

À(F) : P(Xl<X2+X3-X4 e Xl<X5+X6-X7),

,X7 são i.i..d. Com distribuição F

Lehmann (1964) sugere o estimados X(F) para À(F), sendo

X(F) a proporção de Sêxtuplas (a,B,y;u,v,w) para as quais as desi-
gualdades

e XI,X2

CXau<XBu+Xav-XBv e Xau<XYu+Xaw-xYW)

sao satisfeitas simultaneamente. Se usarmos este estimados, que é
consistente, em (46), teremos o estimados de p*(F)

Õ ; 12X(F) -3, (48)

e um está.mador consi.stente da variância de Y é

VO(Y) 2 n (n+1)(2n+]) k(k-] l T 3+2(k-2)Õ}
144 (4 9)

(5 0)

Em vista disto, o teste definido por

[-Vo (Y) 2] l
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onde EO(y) é dada cln (42), VO(Y)2 em (49), é assintóticamente ''li-
vre de distri.buição''

Na prática, porém, estimar À(F) de acordo com a sugestão

de Lehmann, vista acima, requer um trabalho proibi.ti.vo, como se vê,
por exemplo, em Hollander e IVolfe (1973), Pg. 176. Como Lehmann

(1964) mostrou que + -< À(F) .< 7 , e Hollander (1967) que u(F).<0,3089,

um procedimento alternativo é substituir, em (45), os valores À(F)

e U(F) pelos seus li.mates superiores, obtendo Pn:max p8(F). Isto
nos leva ao teste proposto em 2.4.1, definido por Y'(41), que é
diferente de Y''(50) por usarmos o limite superior da Var(Y), a sa-

ber, VO(y)l (43), em lugar de sua estimativa consistente, Vn(Y),

(49) ; logo, o teste defina.do por Y' é conservador.Comparemos VO(y)
e VO(Y)2, para termos uma ideia de em que medida o teste baseado

em Y' é conservador. Das considerações acima, vemos que Í; (48) é
uma estimativa i.idiitissÍvcl, sc

12min À(F)-3 .< P \< Pn' ou

0 < P q< Pn ( 5 1 )

C havemos de quocJ-ente

( 5 2)

e Cn,k,F pode ser encarada como uma medida de quanto Y' Õ conserva

dor em relação à Y'', isto Ó, de quiillto clave ser multipli.cada a es-

tatística Y' , baseada em n observações, em um modelo de k tratamen

tos, com ej.j'''F, para anular seu carãter conservador em relação ã
estatística Y'', baseada no estimados consistente. É claro que, na
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condução de um teste, não sabemos quanto vale
Fiável aleatór ia

Da defina.ção de Y'' e Y' e de(52), temos

que e uma va

E=3 :' : ,
logo, em vista de (51),

( 53)

1 .< Cn,k,F Ç [l ' 2(k-2)p.]1/2 ( 54)

Vemos em (54) que, se k;2, Y' e Y'' são equivalentes. Pa-

ra um valor fi.xo kO maior do que 2, vemos pela Tabela 2.4.1 que o

limite superior de Cn,k,F aumenta lentamente até seu maior valor

[l + l(k0-2)]1/2. Da expressão (54) conclui-se portanto que Y' po-
de ser mais conservador, dependendo de F, na medida em que aumen-
tam os valores de n e k

TABELA 2.4.1

Va l "a x P 8(r)

7

4 58

25

463

40

492

467 . 47 0

5 0

493 . S 0048 7

Hollander (1966) mostra que, pelo menos para F uniforme,

os ].i.mi.tes superiores Pn são muito próximos de pn(F), logo, como

n l 2 3 4 5 6

 
333 . 38 9 . 41 6 . 433 . 44 4 . 4 5

1 1 1 2 1 3 14 1 5 2 0

47 2 . 47 4 . 47 6 .478 . 47 9 . 484
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ii (48) é consistente, Õ=Pn e, por (53), Cn,k,F:l, isto é, neste ca
se, o teste Y' é mui.to pouco conservador em relação a Y''

No capítulo 111 veremos, do ponto de vista prático, como

se manifesta o carãter conservador de Y'

c) Para o calculo de esperança e variância de Y (40), notemos

que, sob Hn,

p('pl!.:i) P ( q':lv: 0 ) 1/ 2 ,

loç,o

po U:l.'P :l. :"à.) P o( K:l.'P :. : O ) 1/2 ,

i:l

ou

,n, u<v:2,3,...,k. Então

EO(T..) - ; i;l
:

EO(Tuv) n(n+l) (5 5)

e lembrando que Y= E T
u<v uv

EO (Y) k ( k- 1) n (n+ l )
8 ( 56)

Notemos também que [m:l.Ü:.) 2] 7(rJv)2 e daí obtemos

Vo(Tuv) :n (n+1) ( 2n+ l )
24 ( 5 7)

A expressão de variância de Y é
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VO(Y)
uEv VO(Tuv) ''' 2u«v.::w Cov0(Tuv'Tuw) '''

+ 2 E Coto(Tuv'Tuw) + 2 }1. CovoCTu..,Tvw),u<v'(w ' u<v<w

onde os termos com os quatro Índices diferentes não aparecem por

que são nulos. Usando pn(F) (45) e o fato de que Cov0(Tuv'Tuw)

ov0(Tuv'Tuw), e Cov0(Tuv'Tuw) ; Cov0(Tuw'Tvw) , temos

Vn(Y) = --(2n+l)k(k-1){3+2(k-2)pn(F)}
" 144 ( 58)

d) Daremos agora uma representação de T:.., em (40) que facili-

tará o estudo das propriedades assintótic.as de Y. Façamos Z; =

i=1,2,...,n. Observe que sob HO e HI, as variáveis Zi
são i.i..d. Seja +(.) a função definida por +(u);l se u<0 e +(u)=0
em caso contrario. Se Z(i) é a i-8sima estatx'stica de ordemdaínaior

observação para a menor, e i<j ,

.P(Z(i)+Z(j)):i se e somente se z(j).0 . lz(i)l<lZ(j)l, e

.P(Z(j)...Z(j)):t se e somente se Z(j).0

Então .g.4)(z(i)+z(j)) é o posto com sinal de Z(j),isto é,

em Tuv de (40) , Tuv : iEIRuvQuv' é o valor R:vQuv' Logo

l
n

'ruv : .z..b(z(i)+z(j)): E .b(zj+z;)
]-çJ i<j ' J

n

i ; :+ (2 z i) ''' . xj'b(z i' zj )
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n

i:.'b(zi) -'' .Xj'b(zi'zj)

e, da defina.ção de Zi , podemos escrever

T'uv
i:l'b(Xiu-Xiv) ''" iXj 'b(Xiu'Xj.v'Xju-Xjv)

n
(5 9)

Por esta representação fica fácil ver que T...,, e portan-
to Y, são somas de ampla classe de estatísticas, chamadas de ''esta

tÍsticas U'', definidas no apêndice, cujas propriedades, notada-

mente normalidade assintÕtica, foram estabelecidas por Hoeffdi.ng
(1 948)

Pro p lied a d es Ass intõ teca s

Mostraremos que Y sati.sfaz as condições A,B,C e D do Teo
rema 2 . 1. 2

a) De (59) vemos que a esperança de T..v fica

E(Tuv) nP(Xlu<Xlv) + n(n'l) P(Xlu+X2u<Xlv+X2v) , (60)

e portanto a esperança de Y pode ser escrita

EO(Y) ; E {nP6(Xlu<Xlv) ' n(n'l) PO(Xlu+X2u<Xlv+X2v)}' (61)

Pela definição da eficácia, em (5), é imediato observar

que a eficãci.a de um teste baseado na estatística T é igual a efi-

cãci.a de um teste baseado em kT, k/0. Para simplificarmos alguns

cálculos que se seguem, iremos trabalhar com a estatística (:)'ly,
cuja espei'onça fica
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E0[(n)'lY)] : uEv{(n)'lnP0(Xlu<Xlv) -' pO(xlu-'-x2u«Xlv'-X2v)}. (62)

Com a notação Hu:Fu*Fu' onde '': significa convolução, po-
rever um dos termos ã direita em (62)

Po(xlu+x2u<xlv+x2v): .l]i-uv(r)]dnu(y). (õ3)

(A razão de tratarmos mais detalhadamente (63) ficara cla

Lembrando que, de acordo com (9), Fv(x):Fu(x-(v-u)0), ng

a convolução Hv(y) ; J'Fv(y-t)dFv(t) pode ser escrita

Hv(y): JFu(y-t-(v-u)0)fu(t-(v-u)dt

e fazendo a variável z=t-(v-u)0, esta última integral fica

nv(y) : JFu(y-z-2(v-u)o)fu(z)dz : Hu(y-2(v-u)o) (64)

Colocando (63) de forma conveniente, podemos ver que,por

d emo s esc

adiante)ra an

tamos que

(64 ) ,

PO(Xlu+X2 <xl +X2U V

derivandoe Pse

v) : J [l-Hv(y-2(v-u)o)]dHu(y-2(v-u)o)

J P -Hv(y- 2( v -u) o )] dnv (y)

0 em relação a o, temos

pll: J-n.}(y-2(v-u)o)dHv(y) ,(Õ5)

e corno H.;(y-2(v-u)0) : JFV(y-2(v-u)0-t)dFV(t), a derivada (6S) no
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ponto 0:00;0 vale

pó(o): J'2(v-u)[Jr(y-t)í(t)dt]du(r)

Notando que a integral entre colchetes é a densa.dado, di

gamos h, da convolução das variáveis i..i.d. XI e X2, e portanto com
função distribuição H, chegamos a

p(l ( o) 2 (b-u)Jh2 (y) dy . (66)

A derivada da expressão (62) em relação a 0, em vista de

(66) e se Colocarmos M(0):P(Xlu<Xlv), ficara, no ponto 0:00=0

IÚ Z[(;) 'Y] o:.o : ..::v{(2)." a M'(0) ''' 2(v-u)jh2}

zlh2 E (v-u)
u<v

c. ... .[g!!.]{(k:.!)Jh2 (6 7)

onde Cn ê uma constante positiva tal que lim

pre post.ti.va, esta satisfeita a conde.ção
n -» a)

A.
Como (67) Õ sem

b ) De (58) e (67) ,

lim
n--> oo

[Zk(k-i)]i/2(k+i) r. 2
jh' = c> 0,

[3+2(k-2)p"(F)] 1/2 J'' ''"'

estando então Satisfeita a condição B
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c) Veria.ca-se que a expressão de ãT EO(Y)l0=0., por (61), ep

volvera PÓ em (65) e M'(0):P0(Xlu<xlv). Aplicando-se o Teorema da
Convergência Limitada, da mesma maneira que em 2.3.3 e, seguem pri
me].ra parte de C

A segunda parte de C requer, para ser verificada, uma de

monstração simples, porém tedi.osa, e daremos aqui apenas uma rápi-

da indicação. Na expressão de VO(Y), usada para chegarmos a (58)

vemos que é envolvida, por exemplo, Cov(Tuv'Tuw). Pela forma de
Tuv em (59) , temos

Cov(Tuv'Tuw) : EL;x@ (Xiu-Xiv)E'b (Xku-Xkw)'Ed'(Xiu-Xiv)

h<m(Xhu-Xhw+Xmu-Xmw)+k4'(Xku-Xkw)

iXj Xiu-Xiv'Xju-Xjv) '''

i<i(Xiu-Xiv+Xj u-Xjv)h<m'b (Xhu-Xhv''Xmu-Xmw)]

-E[Tuv)E(Tuw]

Consi.derando apenas o primeiro termo entre c-olchctes,te
mos

E LX + (Xiu-xiv) E $ ( Xku -Xkw)] P(Xiu<Xiv e Xku<Xk..)

que envolve integrais do mesmo tipo que temos tratado acima. Nova-

mente pel-o Teorema da Convergência Limitada, chegaremos ao resulta

do, aplicando o mesmo raciocínio para todos os termos de Cov(T...,,
Tu.,) , B, novamente, a todos os termos de V(Y).
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d) A expressão de Tuv em (59) pode ser escrita em termos de
estatísticas ''U'', apresentadas no apêndice, como

Tuv : nula(;)U2

onde Ul:$(Zi) e U2:(n)'li<.iO(Zi+Zj). Multiplicando-se ambos os ter

nl/2(n)'l, e subtraindo a esperança, teremos

plilrn'..-E(T...)t : "s/z]J}.-n(ut)] '-:i/2Eu:-E(u2)] .
(68)

Notemos que em (68), 1im n3/2/(n)=0 e que [Ul-E(UI)] cogD-+a) '' .x l --

verge em probabili.dade para zero. Segue-se do teorema de Slutsky
que

ZêÍP'..-EU..)] e -:/2b:..wp

têm a mesma distribuição, que, de acordo com o Teorema deHoeffding

(1948), dado no apêndice, é normal, tanto sob Hn como sob HI.A dis

tribui.ção de T:(T12,T13,'.-'Tk-l.k) é portanto multa.normal, daz' a
normalidade de Y= E T,..,, satisfazendo D.

u<v ''

e) A eficácia de Y vem de (58) e (67), e é dada por

R2 . 18nlcln
''Yn ' c nk(k-1){3+2(k-2)pn(F)}

(69)

onde cln e c2n são constantes tais que lim Cln:0 e lim C2n:l,pn(F)
R-.»oo

e uma constante definida em (45) tal que, por (46), lim pn(F)=p*(F),
Tl-->m
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e h é a densa.dado de XI e X2 i.i.d com distribuição F

2. 5. 0 Tes te de S e n

Sen (1968) descreve uma classe de testes para HO(7), ba-
seada em observações ''alinhadas'' para uma si.tuação e uma sequência

de alternativas mais gerais do que as adotadas até aqui. Para dar

uni.forma.dade a nosso trabalho, escolhemos o representante desta
classe que será mostrado a seguir, e o estudaremos sob as mesmas

condições dos outros testes.

2. 5.1 - Proc ediment o

a ) Menir«cação pr.Z{«.{-r

Sejam (Xil'Xi2,...'Xik) as k observações dentro do i-ési
mo bloco. Em cada bloco, vamos ''alinhar'' as observações, isto é, ex

trair de cada observação uma estimativa do efeito de bloco. Aqui

iremos estimar o efeito do i-ésimo bloco pela média aritmética das

observações, Xi ; l ;li.Xij' Após o alinhamento, os N:nk valores são1 = 1 '

reuni.dos e são substituídos por postos de l a N segundo sua ordem

Sejam Rj.j o posto atribuído ã (i-j)-ésima observação

k

n

Rj : iXiKij e SNj : Rj/n(N'' l)Nj ''j (7 0)

b) Estatz'stÍ',a

(12n)1/2:(j - .7(k+l))SNj
[a:ÚÍ''ÍÜV'

(7 1)

onde
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a2 : {l/n(k-l)}il{(Rij-Êi)/N+ll2,
(7 2 )

e

l ERR F ijl
n

c ) Regra de dec oão Para um nível de significância cl,

rejeitar HO se S>-za;

não rejeitar HO se S<za

A adequação desta regra para pequenas amostras será ver.i
facada no Capítulo lll

2.5. 2 - Come ntãrios

a) Iremos indicar a classe de testes apresentada por Sen (1968),

da qual é exemplo o teste exposto acima

A técnica de ''alinhar'' observações é sugerida por Hodges

e Lehman (1962), que comentaram que os testes de postos dentro dos

b[ocos não uti].izam a informação conta-da em comparações entre os
blocos, e são, portanto, comparativamente menos eficientes. Eles
consideraram os testes de IVilcoxon e Kruskal-Wallis baseados em ob

servações alinhadas; Mehra e Sarangi (1967) estudaram a eficiência
assintÕtica de um teste pertencente à classe de Sen, porem para o
caso de hipóteses alternativas não-ordenadas.

Seja o modelo Xij:T+bi+pj+E:ij' Define-se observações e
erros alinhados por

Yj.j : ZElcj.eXi.e, eij

k k

,eE lcj.e' i.e ' cj,e õjz't/x,

para i:1,2, ,n; j ,Z:1 ,2 , ,k, onde 6.i.e é o delta de Kronecker
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Por definição,(eil,ei2,''''eik) são n vetores i.i..d. com f.d. con

tínua G(xl,x2,''',xk) simétrica em seus k argumentos. Assim, se Hn

(7) é verdadeira, Yij:eij' j:1,2,...,k, são pari.ãvei.s aleatórias
simétricas (i.nterchangeable) para cada i:1,2,...,n. Se Hn não é

verdadeira, Yij:uj+eij' j:1,2,...,k, são simétricas apenas após de.!

locamento em parâmetro de posição. Portanto, testar Hn equivale a
testar simetria entre as k variáveis de cada bloco. A classe de tes

tes descrita por Sen é valida portanto para modelos mais gerais do
que os vistos até aqui, que assumiam independência para as k varia
veia de cada bloco.

Para as N:nk observações, define-se uma sequênci.a E.. =

(ENI,EN2''.' 'ENN) de funções de postos, onde ENa:JN(a), l«a.<N, e a
função JN é definida de acordo com as convenções de Chernoff e Sa-
vage (1 958)

Defi.ne-se ainda

z.(j )
Na se a -ésima observação entre os N va].odes de Y

é do j -ésimo tratamento, e
XJ

em caso contrario

Sen descreve as propriedades da classe de estatística

,SNk) ondeSN:(SNI

SNj : (l/n) E:EN.ZNJ) j : 1 , 2 , . . . , k (7 3)

b) Para a estati'ética S, em (70), que estudaremos aqui, ano-
tou-se

EN. : JN[(Nq-)(N)'] : JN[Ç:'r] : m:n, ( 7 4)
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ou seja, ENa é a esperança da Cl-ésima estatística de ordem de unia

amostra de N variáveis com (distribuição uniforme no intervalo (0,1)
Com esta escolha ,

JN(u) : u, 0<u<1 ,

0 em caso contrario .

e ENcl pode ser escrita com a notação ENR:: ; ]Íi.}. Observe-se que
SNj em (73) fica como (70). ]J

Outra possa.bilidade para a escolha de ENct' estudada por
Sen (1968) é ENa:Anca' sendo AN cla esperança da a-ésima estatística
de ordem de N Norntais-padrão independentes.

Com a escolha (74), e de acordo com o comentário a ante

Flor, a atribuição aleatória de postos aos tratamentos dentro de

cada bloco (dado o conjunto de postos atribuídos ao bloco) é justa
fi.cível, sob HO, se o vedor de observações alinhadas tem uma dis
tribuição conjunta simétrica. Asse.m l

( 7 5)

PO(Rll:rll ,Rlk:rlk;R21:r21 ' R2k

;r2k;'..;Rnl:rnl (7 6)

Com o conhecimento da distribuição
(76) , Calculamos

nula (condicional)

ÊO(sNj) -ã'Í.Nn) EoUj
n(N+l) . l

2 'ã ( 7 7)

tOnNj) : ;Z-iJE'i57 Vo(Rj)
k-l

(78)
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onde az é dado em (72), e os si+mbolos E e V significam esperança e

pari.anciã condicionais. Mehra e Sarangi (1967) mostra que S.. =

(SNI''..'SNk) converge, sob H0' a uma distribui.ção multinormal

c) Daremos agora um teorema a ser utilizado na sub-seção 2.5.3
sob a forma em que esta enunciado por Sen (1968), a forma mai-s ge-

ral. Na sub-seção seguinte seus resultados são particulari.zados pg
ra a estatística S escolhida, e para nosso modelo, mais restrito do
que o de Sen

Teor'ema .ê..=.5.1 - Para a sequência de alternativas {KN:llj:UjN

N'1/2oj' j=1,2,...,k}, o vetou(nl/2(SNj-ÊN), j:1,2,...,k) tem as-

sintóti.cadente uma distribuição conjtultll nornliiJ , cola: média (k'1/20;B(];),

j:1,2,... ,k) e matriz de covariância(l/k)(sj.Ck-l)A2(l-pJ), j,,e:l,
2,. .. ,k , onde

a) ÊN Ct/N)jjENa'

b) F é a f.d. comum das observações ali.nha
cação, isto é )

Fj (x) : F(x-N'1/20j), j=1,2.

ai.nda as f.d. conjuntas

Fj,e(x,y) = F*(x-N'1/2Oj'y-N'1/2o,C), j#,e=1,2,

(As funções F e F* são contínuas)

defi.nidassao

,k (7 9)

,k (8 0)

c) B(F) ; J (d/dx)J[F(x)]dF(x)
((b

d) A2 : ('J2(u)du-t('J(u)dul2

(8 1)

(8 2)
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e) pJ : A'2

/ (x)

a)
[ F (x)] J [F (y)] dF * (x , y)J {l J(u)du

0
(8 3)

Outro resultado que seta usado na sub-seção seguinte, c.y
Ja prova encontra-se em Sen (1968) é o seguinte

Lema 2. 5. 2
{l/n(k-l)}EE{ENR. .-ENR. }2

i j ].J ]..
P

Então a2 -.-.-> A2(l-PJ) sob {KN}, onde {KN}, A2 e pJ são

definidos no teorema 2.5.1 e ENRj..;(l/k)jENRxj
Prop r{ ed ad es Asse n tõ ti ca s

As propri.edades assintÓticas de S decorrem do Teorema

2.5.1 e do Lema 2.5.2. Como adotamos ENa ; a , e,consequentemente,
J(u):u, 0<u<1(veja (74) e(7S)), vemos que B(F) em(81) seta dado
por

B(F) (x)dF (x) f2; (84)

Aó em (82) por

«: : J:.-:'«--(«--- : :;;
(8 5)

e PJ em (83) por

PJ ' O, (8 6)

jã que, sob nosso modelo, as observações são independentes.

Por outro lado, o valor de 6; do Teorema 2.5.1 é
sob a sequênci.a de alternativas (9) , por

(nk) 1/2 (j -1) 0

dado

( 8 7)oj

MõstrareJnos a seguir que S satisfaz às condições A,B,C e
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D do Teor ema 2 . 1 . 2

a) Do Teorema 2.5.1

E(SNj): (nk)'1/20jB(F)+ÊN' j:1,2,...,k

e da definição de S em (71) ,

(12n)1/2j (j - 2(k+l))E(SNj)E.6) : (8 8)

Substi.ruindo, em (88) , os termos pelos seus correspondem
tes em (84) e (87) e lembrando o argumento utilizado em 2.2.3, le-

tra a, isto é, de que o Comportamento de S (88) é equivalente as-

se.ntÓti.cadente ao de uma estatística eln que substituímos a2 em (88)
por A'(l-PJ):1/12 por (85) e (86) , em vista do Lema 2.5.2, temos

i2(n)1/2Jf2X(j - {(k+l))(j-i)o
E (S)

e daí

'á:a E. (S) (n) i/21 í2 [k (k+i) (k-i)] i/ 2 (8 9)

positiva VO e a condição A esta satisfeita

b) a EO(S) não depende de
ta

(s):l ,e 0 logo B esta satisfez

c) Pelos ]nesmos motivos apontados em b, C esta satisfez.ta

d) Segue-se do Teorema 2.5.1 e do comentário b da sub-seção

2.5.2 a normalidade asse.ntõtica de S, sob Hln e sob HO, respectiva
mente.
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e) A eficácia de S vem de (89) e do fato de que V(S);l, e, pg
la definição 2.1.3, é igual a

Rgn : n]lr2] 2(k(k+l) (k-l)) (9 0)

paraçoes com base na ERA

Como vi.mos em (6), a eficiência de Pitman de um teste T.

em relação ã T2 é o limite (em n) da razão das respecti.vas eficã-
cias. Em (21),(39),(69) e (90) obtivemos as eficãcias de T,L,Y e
S, a saber

2 6 Com

nk (k+l ) (k-l )

12a2

RÍn : nk2(k-l) [JÍZ] 2,

18n [cln ' k k'i)(k-l) Jh2] 2

RÇn : c nk(k 1){3+2(k-2)pn(F)} 'e

«g. « [J r2] 2 [k (k..]) (k-i)]

Na tabela 2.6.1 estão as respectivas eficiências assintõ

tecas de Pitman. A (i-j)-ésima entrada é a ERA do teste da j-ésima
coluna em relação ao da i-ésima linha. Notar que

ERA(Tj'Ti) [nRA (Ti, Tj )] ' l

Como se vê na Tabela 2.6.1, a ERA depende do nÚíneTO de

tratamentos, k, e da di.stri.buição das observações, atravésdas cona

tantes a2, [JÍ2] , [JhZ] e p+(F). Daremos os valores das ERAS, nas
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três tabelas segui.ntes, para as distribui.ções Normal,Exponencial e
Uni.forme, para vários valores cle k

TABELA 2.6.1

ERAS de T,L ,Y e S

T k iza2rlrz] 2k+l Z!!Ü}.- l j [Íh:] 2
3+2 (k-2)p * (F)

:z.:rJ'2] :

k{ 3+2 (k- z)p ' (r) } [J'f 2]

TAB ELA 2. 6. 2

ERAS de T,L,Y e S sob dístrjbuiçâo Nor.mal
par'a var'ios valores de k

KjEKA(L.T
2 637

1 0 1 0, 8 68
0, 955

KIEKA(V.v

ERA (S , T) ! O . 955

}.lgB4:Jly,L)
1. 5 00

Ê l } :j3Í
1 0 1 1 , 1 2 9

1,036

.b..E RA ( S , L )
2 1 1 , 5 0 0
3 1 1 . 3 33
5 1 1 . 2 0 0

l o 1 1 , 1 0 0
« l l,ooo

X.lIgA (S , Y )
2 1 1 . o o o
3 l o, 991
s l o , 98 2

1 0 1 0, 97 4
« 1 0,965
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TABELA 2 . 6 . 3

ERAS de T,L,Y e S sob distrjbujçâo Exponencial
para vários valores de k

TAB EL A 2.6 .4

ERAS de T,L,Y e S sob dista'ibuição Uniforme
para var'jos valores de k

Y S

2
3

0, 6 67
0 ,7 5 0
0,8 33
0, 909
l , oo o

.JtlPRA(V,a')
2 l o , 8 8 9
3 l o . 8 93
s l o ..a 97

1 0 1 0 , 9 01
« 1 0, 906

T
111tA (ST) :: l

k IEKA (Y , L)
2 1 1 . 3 3 3
3 1 1 , 1 91
5 1 1 , 0 7 7

1 0 1 0 , 9 9 1
0, 907

2 f 1 . s oo
3 1 1 . 3 3 3
5 1 ] . 2 00

l o 1 1 .1 00
« l l ,ooo

L

&JERA (S ,Y )

2 f 1 , 1 2 5
3 1 1 .] 2 0
s 1 1 , 1 1 5

l o 1 1 , 1 1 0
1 , 1 04

Y

      S

T

LIBRA (L , T )
2 l 2 , ooo
3 l 2 , 2 s o
5 l 2 , 5 00

1 0 1 2 , 7 2 7
" l 3,000

KjEltA(Y,V)
2 1 1 . 5 0 0
3 1 1 . S 2 1
S 1 1 . 54 2

1 0 1 1 . 5 6 2
« 1 1,586

ERA(S , T) 3 , 000

L  
k LERA(Y . L)
2 1 0. 7 5 0
3 1 0.676
5 1 0.617

l o l 0,6 1 s
« 1 0,S30

k l URA (S , i.)
2 1 1 . S 0 0
3 1 1 . 33 3
S 1 1 . 2 00

l o 1 1 .1 0 0
« l l .oo o

Y    
E]Çm (S ,Y )
2 1 2 , o o o
3 1 1 , 97 3
5 1 1 . 94 6

1 0 1 1 . 92]
1,891
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Conforme pode-se ver nas tabelas 2.6.2, 2.6.3 e 2.6.4,de

acordo com a ERA e para as três distribuições a que a pesquisa se
limitou, não existe um teste que seja uniformemente mais eficiente
para todos os valores de k, número de tratamentos. O teste com me-

lhor desempenho geral parece ser o teste S, se consi.derarmos a Ta-

bela 2.6.5 abaixo, onde para k:5, colocarmos os valores das ERA,
para as três distri.buições.

TABELA 2. 6 . 5

ET'as de T,Y,L e S com k=5 para as distribuições

Nm"mal (N), Exponencial (E) e Unifor'me (U)

Talvez uma maneira de Visualizarinos mais facilmente a Ta

bela 2.6.5 seja através da Tabela 2.6.6, em que separamos as dis-

tribui.ções e onde cada entrada é igual a 1, se o teste da coluna é

mais eficiente clo que o da linha; 0,5 se são igualmente eficientes
c o 0 ca se contrário.

  T     S

    N O, 7 95
E 2 , 5 0 0
U 0,8 33

N O, 97 2
E 1 , 54 2
U 0,8 97

N O, 955
E 3,000
u l , oo o

L
N 1 , 2 58
E 0,4 00
U 1,2 00   N 1,221

E 0,617
[J 1 , 0 7 7

N 1,200
E 1 ,200
U 1,200

Y
N 1, 029
E O, 648
U 1,115

N 0,8 1 9
E 1, 62 1
U 0, 9 2 8   N 0,892

E 1, 94 6
U 1,115

S
N 1 ,047

u 0,8 33 f u 0,8 97  
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TABELA 2. 6.6

Comparação de T,L,Y e S, em cada distribuição

Normal E xpo ne ncial

Tanto da comparação do par T,S na Tabela 2.6.5, como da

comparação conjunta de todos os testes, a partir dos totais da Ta-

bela 2.6.6, conclu+ilnos que T é ítiais eficiente sob Normalidade; S é

mais eficiente sob a Exponencial e ílmbos são igualmente eficientes

sob a Uniforntc. Sob Normalidade, ERA(S,T):0,955 e sob a Exponen-

      Y ]
T   0   0

L l   l T
Y l 0    
S l 0 l  

total 3 0 2 l

  T L Ç S

T   l l l

L 0   0 l

Y 0 l    
S 0 0 0  

I'otal 0 ; l 3

Unifo rme

]
F   0 0 o . 5

L l   l ;
Y l 0   l

S 0 , 5 0 0  
I'otan 2 . 5   2 , 5
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nencial, ERA(s,T):3,000. Deve-se notar também que para distribui-

ções com variância a2 muito grande em relação a[/f212 ou]lh212,
como o caso das distribuições Normais ''contaminadas'', onde apare-
cem um número maior de ''outJ-i,ers'' do que o esperado sob Norntalida-

de, ou mais drasticamente, quando a2=«, como na distribuição de

Cauchy, podemos ver pela Tabela 2.6.1 que a estatística T perde muí

ta efi.ciênci.a em relação a L,Y e S, podendo ser 0. Isto pode ser

devido ao fato de que as estat'xsticas não-paramétricas que utili-
zam postos são mui.to pouco afetadas por outliers, o que não ocorre
com T

Com base na ERA, os testes L e S se comparam desfavora-

velmente a T e S, com vantagem de L para a distribuição Exponen-
cial, vantagem de Y para a Normal, c quiise igualdade para íl [Jnifor
lllc .



CA PTTULO lll

ÇQMPARAÇÕES EM PEQUENAS AMOSTRAS

ATRAVÉS DE SIMULACRO

Neste capítulo serão feitas comparações entre os testes

T,L,Y e S, descritos no capítulo anterior, com base em pequenas
amostras, obtidas por slmttJíiçâo

Na primeira seção é avaliada a aproximação à distribui-

ção Normal das quatro estatísticas, sob a hipótese nula de igualda
de de efei.tos de tratamentos, quando a distribuição da variável de
observação é Normal, Exponencial ou Uniforme

Na segunda seçào veremos como os testes se comparam em

relação ao poder, sob duas distintas hipóteses alternativas: efei-

tos equi-espaçados e efei.tos desigualmente espaçados

93 imacão ã djstr'ibuição Normal

Como vimos no capítulo anterior, as estatísticas T,L,Y e
S tõm distri.buição assintÕtica Normal sol) lln' Para o cstiitístico

aplicado, interessa, porém, ter uma ideia da velocidade da conver-

gencia, jã quc são muito frequentes cxpcriínentos com pequenas amos

trás, e, neste caso, a aproximação Normal poderia ser inadequada,o
que levaria a serem indicados, ou o teste L, por ser ''livre de dis

tribuição'', como vimos na senão 2.3.2, ou o teste T, da teoria Nor
IRAI, se houvesse evidência de normalidade da variável de observa-

3 l Apr

61
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ção. Barlow et. al. (1972), por exemplo, coIRo vimos no Capítulo l,
]lao recomendam o uso de Y, em vista da ausência de estudos sobre

sua di.atribuição em pequenas amostras; e podemos dizer que,pelo me
nos na revisão bibl i.ogrãfica que fizemos, também não existeiit estes
estudos a respeito de S.

Para apresentar nossas comparações por simulação, feita

no Centro de Computação EletrÕni.ca da USP, devemos recordar que as
observações são representadas pelo modelo

Xij : bi+uj+elj

i=1,2,...,n, j:1,2,...,k, onde as nk variáveis X.i.i são independen-

tes, bj. é o efei.to do i.-ésimo bloco, pj é o efeito do j-ésimo tra-
tamento e e;.i sao os erros

Como neste primeiro estudo nos interessa a distri.buição

nula das estatísticas, fixamos u.i=0, j;1,2,...,k. As constantes bj
não influenciam os valores das estatÍsti.cas, e foram fi.xados arbi-

trariamente em bi:i, i:1,2,...,n. Os erros eii foram gerados como

amostras Casuais de três distribuições: Normal, com média 0 e va-
riânci.a 1, Exponencial com média e variância l e Uniforme caiu mé-

dia ./12/2 e vara.anciã l. (As variâncias foram uniformizadas por lERa

razão que aparecera na seção seguinte.)

Sob cada uma das distribuições dos erros, foram geradas

1.000 amostras para cada uma das nove combinações possíveis de k,
número de tratamentos, e n, número de blocos, com k=3,5 e 10 e n=

5,10 e 15. (As sub-rotinas uti-lizadas sâo dadas em Apêndice)

Os valores de L e Y foram padronizados da maneira r
mendada em 2.3.] e 2.4.1, a saber:

eco

(1 )
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L-E0(L) Y-E0(Y)

[voQ)] i/2' [t'.,iÇ]lÍ

As estatz'sticas T e S, como as definimos em 2.2.la e 2.5.lb, jã são
padronizadas.

Em cada grupo de 1.000 amostras, foram ordenados os Talo

res padronizados de T,L,Y e S, e construí'da a função de distribui-
ção empa-rica

Q(x) Pr(X< x) !!gB!.!gg...g.g..gbgervações X tais que X6x
l . oo o

( 2 )

O que nos propusemos, então, a verificar, é a proxinlida
dedeQ(x) em(2) emrelação ào(x), onde@(.) é a função distri
bui.ção da Normal (0,1). A medi.da de proximidade utilizada para es
te fim foi a estatística K, de Kolmogorov,

K ; supl Q (x) - Q(x) l

Como esta estatx'stica mede aderência em todo o campo de
vara.ação de x, julgamos oportuno dar ao lei.tor, além do valor de K,

alguns quanta.s superiores de Q(.), para ser ter uma ideia da proxi
midade de Q(x) e O(x) nas caudas, jã que, no contexto de testes de

hi.póteses, esses quantas superiores são usados como critério de re
J eiçao

X
(3)

Os resultados, para a di.stribuição Normal, encontram-se

na Tabela 3.1.1. Na primei.ra coluna colocamos os quantas da Normal,

para facilitar a comparação.
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Como podemos ver pela Tabela 3.1.1, a convergência das

distribuições T,L,Y e S ã Normal é bastante rápida, sob a distri-

buição Normal dos erros eii' quando o critério de aproximação é a
estatística K. Apenas as estatísticas L e Y apresentaram resulta-

dos altamente significantes, assim mesmo para k:3 e n=5 e 10. 0 pior
ajustamento é sem dúvida o da estatística L, devido provavelmente
ao seu carater mais di.screto do que Y e S, isto é, embora as três

sejam di.scretas, L assume um conjunto de valores bem menor do que
Y p q

As estati'éticas T e S não apresentam resultados de K al
tamente significantes.

Os resultados parecem indicar uma convergência mais rtpi
da em k do que em n

Os resultados da Tabela 3.1.2, na pagina seguinte, são

semelhantes aos da Tabela 3.1.1., lhas a Convcrgêiicia ã Normal não
e tão rápida, alias coiro seria de se esperar

As estatl'sticas S e T continuam com bom ajustamento, mas

note o leitor, na coluna onde k=3, que os valores de K para S são

consistentemente menores do que os de T,. o que se dá provavelmente
pelo fato de que T é calculada com base nos valores das observa-

ções, e S é calculada'com base nos postos das observações; deste

modo, o carãter fortemente assimétrico da Exponencial praticamente
não influencia S.
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Nossos comentários em relação a Tabela 3.1.3, da pãgi.na
anterior, são semelhantes aqueles para as duas tabelas anteriores.

O fato de S apresentar um valor signo.ficante de k para a combina-

ção k=3 e n=10, devera ser imputado a uma flutuação amostral, jã
que, para esta combinação, todas as estatísticas tem valores de K
anormalment e a l tos

A estatística Y, conforme havíamos comentado no Capítulo

anterior, sub-seção 2.4.2, apresenta quantas superiores constante-
mente menores do que os quantia da Normal, especialmente para k=3,

indicando seu carãter conservador, mas esta qualidade quase desapg
Tece para k:5, e não é notada para k:10

Concluindo a seçao, e, em v=ista dos resultados obtidos

para as três di.stribui.ções, justifica-se basearmos os estudos so-

bre poder, da próxima seção, na regra de decisão aproximada, dada

pela distribuição Normal. No caso da estatística L, para k:3 .e n=5,

usaremos os valores críticos dados por Pane (1963), embora estes

valores não correspondam a níveis exatos, dada a distribuição dis-
creta de L. Os valores de Pane implicam eJn regras de decisão con-
servadoras

paracoes Quanto g.p PQdel'' em Pequenas Amostras

Nesta seção será descai.to o estudo sobre o comportamento

do poder dos testes, sob a distribuição Normal, Exponenci.al e Uni

forme, e sob duas diferentes configurações dos efeitos dos trata
mentos quanto ao espacamento

3 2 Com

3.2.1 - Poder no Caso de Espaçamentos

Lembramos novamente nosso modelo (1) em que as observa
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ções são dadas por

b: +u:+e:

Na seção anterior fi.zemos U.i=0, j=1,2,...,k, para estu-
darmos a distribuição nula de T,L,Y e S. Aqui iremos verificar o

comportamento destas estatísticas sob a hipótese alternati.va, isto

e, quando bl.<u2-<'''<uk' e, nesta sub-seção, quando Uj-U.i-l:c, uma
constante positi.va, j=2,3,...,k

Por impossibilidade de realizarmos o estudo com todas as

combinações possíveis de k e n, usadas na seção anterior, devido ao
alto custo de computação, fizemos o estudo apenas sobre a combina-

ção g onde k=3 e n=5; combinação b, com k;10 e n=5, e combinação c

com k=10 e n=15. (Ainda uma outra combinação, com k:5 e n;10, pode

ra ser encontrada na sub-seção seguinte.) Esses valores de (k,n) fo

ram escolhidos de modo a termos informação sobre uma grande ampla.-

tude de variação de k e n (que cobre a grande maioria das aplica-
çoes praticas que temos vi.sto) e de modo a, quando passamos da com

binação g ã b, observarmos as mudanças no poder quando k aumenta e

n e constante, e quando passamos de b a ç, observarmos o que ocor-
re quando fixamos k e aumentamos n

Foram estimados os valores do poder dos testes em três

pontos, escolhidos de forma a refletir um distanciamento progress.i

vo da H0' Estes pontos serão denotados por yh:(pl'p2,''''pk), h:l,
2,3, e são para k=3,

lli : ( o, oo ; o , 1 0 ; 0, 2 0)

llz : ( o , o o; o , 30 ; o ,6 0)

P 3 ; ( o, oo; o , 5 0 ; 1 ,oo)

(4)
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e para k=10 são

yi

e ( 5)

Temos algumas observações a fazer a respei-to da escolha

yh' Primeiro, eles são os mesmos para as três distribuições dos
eij' Normal, Exponencial e Uniforme, porque elas têm o mesmo des-

vio padrão, 1, como vimos na seção 3.1, de modo que ficam justa.fa-
cadas comparações entre diferentes distribui.ções

Em segundo lugar, notemos que a Última componente dos ve

teres yh é a mesma em (4) e (5), isto é, P3:P10 em yl'y2 e y3' Es-
colhemos desta maneira para compensar o aumento de poder, quí:uldo se

aumenta k, com um menor espaçamento entre os efeitos, Este procedi

mento, assim como o valor absoluto das constantes, são, a rigor,

arbitrários, mas foram sugeridos por estudos semelhantes, como por
exemplo Barlow et. al. (1972) e Mi.gon (1974)

Para cada di.stribuição dos el.i, e para cada uma das três
combinações k e n, g:,b e E dadas acima, e para cada um dos vetores

!Jh em (4) e (5), foram geradas 500 amostras, calculadas as estatís

tecas T,L,Y e S, e anotadas as proporções de rejeição de HO, ou sg
ja, foram feitas está.nativas do poder nos pontos yh, h:1,2,3. Foi

adotado, em todas as situações, o nível de significância 0,05, is-

to e, a regra de deck.são que rejeita HO para valores da estatísti-

ca maiores que 1,645. Usamos então, a aproximação Normal paraa dis

tri.buíçãa das estatísticas, excito para k:3 e n=5 e estatÍsti.ca L,

que, coma vÍHOS na seção anterior, tem distribuição muito diferen-

te da Normal. Assim, usamos o valor crítico dado por Page (1963),

C o , o o; 0 , 0 2 ; 0 , 04 ; 0 , 0 7 ; 0 , 1 8 ; 0 , 2 0)

( o , o o; 0 , 0 7 ; 0 , 1 3; 0 , 2 0 ; 0 , 5 3; 0, 6 0)

( o , o o; o , l l ; 0 , 2 2 ; 0 , 3 3; 0, 8 9; l , oo)
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isto é, i'ejcitíimos 110 para L (padronizada) mai.or que 1,897
Os resultados encontram-se na Tabela 3.2.1. Para a Tabela ficar

mais completa, incluímos o poder também em Hn (a partir das saídas
do computador usadas na seção 3.1), i.sto é, estimamos Q podertaínbõm

no ponto y0:(0,00; 0,00; ...; 0,00)

Devemos primei.ramente observar quanto aos valores da Ta-

bela 3.2.1,na pagina seguinte,que as regras de decisão aplicadas

aos testes T e L, na situação 3, são incide(luadas: o teste T rejei-

ta HO em uma proporção muito alta quando HO Ó verdadeira, e o tes-
te L em uma proporção mui.to baixa. Como para a estatística T foi

usada a regra de decisão aproximada, rejeitar HO se T;'-z,. , isto se-
ria de se esperar, uma vez que a estatística T, sob a Normal, por

exemplo, tem distri.buição nula de Student, com cauda mais ''pesada''
que a Normal. Por outro lado, a estatística L, como dissemos ante-

riormente, é discreta, e como nao se consegue o nível exato de0,05,
os valores críticos indicados por Pane (1963) induzem a testes con
servadore s .

Estas distorções quanto ao tamanho dos testes levam a

Curvas de poder que contrariam a expectativa do ponto de vista teÕ

ri.co:sob a Exponencial, por exemplo, na situação g, seria de se es

penar que os valores da curva de poder de L fossem superiores aos

de T, jã que ERA(L,T):2,250. Se utilizarmos, no entanto, como vago
res críticos os quantia das distribuições nulas de T e L estimados

no estudo da seção anterior (veja Tabela 3.1.2), a saber, 1,878 e

1,581, respectivamente, teremos, no caso da Exponencial, ao invés

dos valores que constam na Tabela 3.2.1, situação g, as segui.ntes
está.matinas de poder ''corri,gidas''
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TA B ELA 3. 2.1

Poder (X 1000) estimado para diferentes combinações de (k,n)

com espaçamentos iguais entre os efeitos

Normal E xponencia l Uniforme

yo

74

45

62

s o

yo

1 02

54

7 8

1 00

yo

72

4 1

55

44

yo

5 1 0

4 8 0

S 3 2

5 54

yo

66

31

44

47

Eo

136

60

8 2

74

T

. gl L

n l Y

S

27 0

188

22 2

24 6

476

292

38 2

38 6

ys

92

90

1 00

11 2

266

1 50

3o0

32 2

25 0

15 0

1 92

2 08

4 44

27 0

368

368

1 1

-.-' o

'i l Y
S

50

39

46

43

yo

5 0

45

49

S 2

1 1 4

1 24

114

12 4

l! ].

394

338

352

374

71 0

64 2

674

684

y3

55

39

41

43

l!o

se

50

44

45

132

18 6

1 46

164

y].

396

588

5 1 2

544

yz

7 0ó 1 1 4 2

8 8 8 1 1 4 0

8 2 8 1 1 s7
8 5 8 1 1 5 4

134

1 26

1 22

1 26

4 02

3S8

368

37 0

yz

736

65 0

686

686

y . 1 1 y o

« l T
. :: l L
- 0

'i l Y
S

14 8

144

168

158

78 6 } 984

7 30 l 9 74

77 0 l 98 0

7 6 0 l 98 2

206

358

288

28 2

7 32 l 98 4

940 li o oo

878 liooo
91 0 ll ooo

s 6 1 1 9 2 l 7 4 0los4
5 8 1 1 7 0 l 6 9ó l9óó
5 6 1 1 8 6 l 7i 8 l97s
5 0 1 1 7 2 l ó9 0 1974

Observação Os vetores yl'y2,y3 para k:3 são dados em
(4), e para k:10 são dados em (5). Os ve-

tem todas as componentes i.guai.s
a zero.
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O procedimento que nos levou ãs estimativas de poder ''cor
regi.das'' acima, ou seja, basear a regra de decisão emqualtis da dj.s

tribui.ção nula obtida por si.mulação, é sugeri.do por tope (1968) e

Birnbaum (1974), que mostram suas Ótimas propriedades. Vê-se pelos
valores acima que adotando-se regras de decisão mais adequadas,vol
tamos a ficar em paz com a teoria,neste caso. No capítulo IV, feri.
fi.cabemos o ajustamento dos valores teóricos obtidos pelas ERAS com

os valores da curva de poder obtidos por simulação

Verifiquemos agora o que ocorre quando passamos da situa

çao Z, onde k=3, ã situação b, onde k=10, sendo em ambas n=5. Tal-

vez uma manei.ra mais fãci.l de se perceber o desempenho dos testes

seja observar a Figura 3.2.2, feita a parti-r da Tabela 3.2.1, onde

estão colocados os testes em ordem quanto ao poder. O critério de

composi.ção da Figura 3.2.2 é o seguinte: a) quando há inversão, pg

ra dois testes de valores das estimati.vas do poder em yl, y2 ou !3,
ou b) quando as estimati.vas nos pontos y2 ou y3 não se diferencia-
rem por mais de 0,02 (na Tabela 3.2.1, 20 equivale a 0,02),os dois

testes são considerados como tendo poder igual, e são ligados pelo

si.nal ''=''; caso contrario, o teste de maior poder é escrito ã es-

querda do outro, e ligados pelo sinal ''>''. Os testes T e L não apa

recém na combinação g porque, colho vimos, para esta combinação os

valores (estimados) do poder estão muito comprometa-dos pelo tama-
nho real dos testes.

  yo y]. yZ  
T 50 76 2 54 498

L 50 116 4 90 636
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FIG URA 3. 2.2

Posição dos testes quanto ao poder com n fixo

Combinação a

(k: 3)
Combinação b

(k:10)
Normal

S>Y T>S>Y>L

Exponencial
S>Y

S:Y

L>S>Y>T

Uni.forme
T>S=Y>L

Os resultados indicam que devemos preferir o teste T pa-

ra grandes valores de k (e pequenos de n) se a distribuição é Nor-
mal ou Uniforme, e L se a distribuição é Exponenci.al. Parece-nos,

tentando uma generalização, que T se maná.festa superior, quanto ao

poder, para distribuições aproximadamente simétricas, e L é supe-
rior para distribuições marcadamente asse.métri.cas. O bom desempe-
nho de L, que melhora em termos relativos quando k aumenta, mesmo

para di.stri.buições simétri.cas, ajusta-se aos resultados de Pide

(1974), que mostra que os testes ''whi.thi.n blocks'' tem efi.ciênci.a as

sintética (em k) superior aos testes ''among blocks'', como Y

Os dois testes T e L, porém, são contra-i.ndicados para
pequenos valores de k e n, pelas considerações iniciais que fi.ze-
mos quanto ã inadequação de suas regras de decisão. Sob normalida-

de, no entanto, devera ser utilizado T, mas com regra de deck.são

baseada na distribuição de Student. Sob não normalidade, recomen-

da-se S, apenas ligeiramente superior a Y quanto ao poder, mas que
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parece controlar melhor o erro de primeira espécie e é menos tuba

Ihoso do ponto de vista de calculo. Se lembrarmos as considerações

sobre a ERA que fizemos ao final do Capítulo anterior, S é especi-a.l
mente indicado, em substituição a T, se a di-atribuição tiver um

grande número de ''outliers''

Como nas combinações g e b passamos de k:3 a k=10, dois

valores extremos de k do ponto de vista pratico, o leitor poderá vg
ri.ficar a consistênci.a destas considerações consultando a Tabela

3.2.2, na situação g, ''efeitos equi-espaçados'',onde temos um valor

intermediário de k, ou seja k=5 (embora, na Tabela 3.2.2, temos
n=10)

Quando passamos da situação b à situação g, isto é, qual
do n passa de 5 a 15, mantendo-se fixo k:10,os resultados podem ser

resumidos na Figura 3.2.3, com as mesmas convenções da Fi.aura

FIGURA 3. 2.3

3 2 2

Posição dos testes quanto ao poder com k fixo

Um exame da Tabela 3.2.1 e da Figura 3.2.3 nos indica

Situação b   Situação S
(n:5)     (n:lS)  

    Normal    
T>S=Y>L     T=S=Y>L  

    Exponenci.a]    
L>S>Y>T     L>S=Y>T  

    Uniforme    
T>SÉY>L     T>Y>S=L  
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que, quando n aumenta, os testes conservam sua posição relativa,

quanto ao poder, mas cada vez se diferenciam menos. Este comporta-

mento seria de se esperar, jã que todos os testes são consi.stentes,

sob condições frequentemente satisfeitas nas aplicações praticas
(llollander (1967))

As observações que fizemos com respeito à Figura 3.2.2 se

simpli.ficam para a figura 3.2.3: para grandes valores de n,devemos

usar T para distri.buições si.métricas e L para assimétri.cas. Para es

tes valores altos de k e n a distribuição das quatro estatísticas

ê muito próxima da normal, e a regra de decisão aproximada é muito

boa, como se vê pelas está.mativas de poder no ponto yO

Efeitos Desigualmçpte Espaçados

Para este estudo foram fixados k=5 e n=10. As curvas de

poder foram estimadas em três situações: na situação Z, voltamos a
ter efeitos aqui-espaçados, para obtermos um padrão de comparação,
e o poder foi estimado nos pontos

3 2 2

yo

y].
(6)

Na si.tuação b as diferenças entre os efeitos são ''parcial

mente desigual.s''. Nesta si.tuação os pontos yh, h:1,2,3, foram

yl : (0 ,0 0; 0 , 00 ; 0 ,1 0; 0 , 20 ; 0 ,2 0)

yz : (o, oo ; o ,o o ; o , 30; o ,ó o; o ,60)

113 : (o,oo; o,oo; 0,50; i,oo; i,oo)
( 7)

( o , o o ; o , o o ; o , o o; o , o o ; o , oo)
( o , o o ; 0 , 0 5 ; o , l o ; 0 ,1 5 ; 0 , 2 0)

(o , oo ; 0 , 1 5 ; 0 , 30; 0 , 4 5 ; 0 ,6 0)

( o , oo ; 0 , 2 5 ; 0 , 5 0; 0 , 7 5 ; l , o o)
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e na situação .g, as diferenças entre os efei.tos são ''extremamente

desiguais''. Nesta situação,

yi ; (o,o o; o, oo; o, oo; o, oo; o ,5 0)

1lz :(o,oo; o,oo; o,oo; o,oo; 1,50)

y3 : (o, oo; o, oo; o ,oo; o, oo ; 2 ,5 0)

( 8)

As escolhas dos vetores (6), (7) e (8) é arbitrária, mas

note o leitor que a soma dos efeitos Õ constante para os vetores p}..

correspondentes, h=1,2,3.

Os resultados podem sér vistos na Tabela 3.2.4 na pãgi.na
seguinte. O que primeiro se nota nesta tabela é que todos os tes-

tes, em todos os pontos e para as três distribuições, aumentam seu
poder quando se passa de a a b e de b a c

Vejamos o que ocorre com a posição relativa dos testes.

Hollander (1967) calcula a ERA(S,T) e ERA(Y,T) sob a mesma sequên-
cia de alternativas que adotamos em (9) do Capítulo 11, com os efei

tos dos tratamentos equi-espaçados, e afirma que essas ERAS não se

alteram se os efei.to.s, na sequência de alternativas, forem quais-

quer. Baseados nesta afirmação, poderÍantos esperar que não houves-

sem alterações nas post.ções relativas dos testes. A Figura 3.2.5,

baseada na Tabela 3.2.4, com as convenções da Figura 3.2.2, ilt
tra o ocorrido

S

Os resultados não confirmam, do ponto de vista prático,o
que seria de se esperar da afirmação de Hollander comentada acima

Uã mui.tas inversões nas posições relativas dos testes, e em um

grande número de situações as posições são iguais ou indefi.nadas.

Duas tendências no entanto parecem consi.stentes: Y perde posição
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TABELA 3. 2. 4

Poder (X 1000) estimado para diferentes configurações

de espaçamentos pat''a k=5 e n=10

Normal E xpo ne nc{ a ] Uniforme

yo

51

33

4 0.

5 3

yo

yl y2

4 36

358

4 34

4 1 2

81 2

696

78 0

768

y o l u: l y 2 y o l u: i u:
--' a'

0

o c>
p Q.

T

L

Y

S

1 2 0

1 00

12 0

116

4 3

37

4 8

4 4

y o

132

14 8

1 36

14 2

48 6

61 0

554

564

yZ

788

904

888

896

6 7

4 0

54

yo

130

1 06

116

1 26

4 24

348

374

392

806

6 7 0

74 2

7 56

u .
=..)

yz l y 3
o. b

--x .+J 'r'' 'r-

.ol c: u .J'--' a) s... :]
0 1 un Q..r-ira l tU= tn
c.»l (.» o
rUI C uâ 'D

.+J l L .FJ a)
r- l a) .p .+-)ual q.- o c

T

L

Y

S

sl
33

4 0

53

l!o

200

144

192

1 96

yi

574

44 2

5 20

54 0

y2

906

8 2 8

884

8 98

y3

43

37

48

44

yo

1 56

172

1 68

166

5 94

7 06

6 78

71 2

y2

910

950

950

962

6 7

4 0

54

5 5

yo

166

1 40

160

168

5 98

474

54 2

55 0

yz

91 0

786

874

8 72

'-.+' Q) .}-) =)
>< a)

0 1 Un a) .p
paul fU = v)

sl s s-
.pl s....p o

=18'ae
.- (+- a}

T

L

Y

S

51

33

40

53

2 7 6 l 908

2 24 l 78 2

2 5 2 l 7 7 8.

2 5 2 l 8 64

998

988

906

988

4 3 l si4 l 8a 8 l 994

s7 l s48 l s54 l 9óó

4 8 l 290 l 7 7 8 l as4

' 4 l 3 2- l 88« l '8 '

6 7 l 2 5 0 l 9 08 l99ó
4 0 l 2 04 l 7 54 l 95z

54 1 96 l 748 l sóz
s 5 1 1 9 2 l 8 2 21984

gb.âg.rx.g.çg.9: Os vetores yO,yl,y2 e y3 para as situa-
çoes Z,b,S são dados, respectivamente, em
(6), (7) e (8)
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FIGURA 3.2. 5

Posição dos testes quanto ao poder com k=5 e n=10

com g. efeitos equi-espaçados, b efeitos com diferenças "par'cialmente desiguais''

e .g diferenças "extremamente desiguais''

relata.va sob as três di.atribuições, e T melhora sua posição, con-
forme aumenta a assimetria entre os efeitos e o distanciamento de

H0' Cabe di.scutir esse comportamento de T, jã que T passai superar

L,Y e S sob a Exponencial na situação .g, no ponto y.l,um resultado to
talmente inesperado, tanto do ponto de vi.sta teórico (ERA (L,T) =

2,500; ERA(Y,T):1,542, ERA(S,T)-3,00)),como pelos resultados de si

mulação vistos até aqui. Parece-nos que o resultado se expli.ca se
lembrarmos novamente que T se baseia nas observações, e L,Ye S nos

postos de observações. Esta característi.ca, que impl i.ca em desvan-

tagem de T quando hã grande número de ''outliers'', mascarando os

efeitos dos tratamentos, torna-se vantagem quando um dos efeitos se

distancia mui.to dos outros, jã que L,Y e S sao pouco sensíveis a

efeitos marcadamente assimétri.cos, quando os outros efei.tos perma-

necem aproximadamente i.guais,porque se baseiam em postos.

Em resumo, podemos dizer que, pelo menos nas configura-

  Normal  
g b C          

T>Y>S>L r>S>Y>L L>S>L=Y

  Exponencia]  
L>S=Y>T S=L>Y>T T=S=L>Y

  Uniforme  
T>S=Y>L T =S =Y > L T>S=L>Y
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ções (arbitrárias) e.acolhi.das aqui, os testes melhoram substancial

mente quanto ao poder, lhas suas posições relativas ficam indefi.na-

das, com tendência de Y piorar sua posição. Os resultados indicam,
ai.nda, que T .pode compensar suas deficiências em di.stribuiçÕes as-

silnêtricas com um ganho elevado de poder no caso de diferenças de
efeitos ''extremament.e desigual.s''
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CONCLUSÕES

Neste estudo está.vemos envolvidos essencialmente com a

questão: quando se esta diante de um teste com hipótese alternati-

va (completamente) ordenada, em um planejamento com blocos comple-

tos casualizados, qual solução escolher, entre as disponíveis na li,
teratura, em face de uma dada si.tuação experimental

Uma seleção ini.cial eliminou os testes ainda pouco

desenvolvi.dos, ou não factíveis do ponto de vista pratico,e i.ndicou

que quatro testes reuniam boas propriedades, os testes T,L,Y e S,

que julgamos ser bem representativos do conjunto de soluçoes que

encontramos. Estes testes foram descai.tos no Capítulo ll

Os quatro testes são definidos por estatísti.cas assintõ-

ticalitente normais, porém não havia ideia da qualidade da aproxi.ma-
ção em termos concretos, i.sto é, com amostras de tamanho finito, e,

em geral, pequenas. Fi.demos um estudo ã respeito no Capítulo lll,
por simulação, e concluímos que, com base na estatística de Kolmo-

gorov, a aproximação é boa, principalmente para a estatística S.

Para valores pequenos do número de tratamentos e blocos, para os

quais o numero total de observações é menor do que 30, a estatísti

L não se ajusta bem ã Normal, e a regra de decisão baseada nos va-

lores ct'z+ti.cos dados por seu autor revelou-se muito conservadora

Verificou-se ainda que a estatística T deve ser utilizada com cau-
8 1
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tela, jã que ela não controla bem o erro de primeira espécie,no ca

se de poucas observações. Neste caso, recomenda-se seu uso, com a

regra de decisão exata, apenas quando hã certeza de que a distri-
bui-ção das observações é Normal

Os quatro testes foram comparados quanto ao poder, do pon
to de vista teórico, no Capítulo 11, através da Efici.ência Relati-

va Asse.ntóti.ca (ERA) de Pitman. Do ponto de vista de aplicações prá

tecas, fizemos um estudo no Capítulo 111, por simulação de peque-

nas amostras. Para compararmos as conclusões dos Capítulos ll e lll,

vamos reproduzir a Tabela 2.6.6, do Capítulo 11, juntamente com

uma análoga, feita a partir da Figura 3.2.5 do Capítulo lll (com

base na si.tuação e.). Veja a Tabela 4.1, na pagina seguinte. Nesta
figura, a (i-j)-ésima entrada é l se o teste da j-ési.ma coluna é

superior ao teste da i-ésima linha, zero em caso contrario e 0,5 se

hã empate. (No estudo por simulação, as entradas dependem do crité
rio adotado)

Como vemos pelos total.s no rodapé de cada sub-tabela da

Tabela 4.1, os testes têm igual comportamento sob a distribuição
Normal, tanto do ponto de vista teórico quanto pratico. No caso da

distribuição Exponencial, hã uma inversão importante: o teste L

têm um poder consistentemente maior em amostras simuladas do que o

teste S, mas seria de se esperar o contrario do ponto de vista teó

r].co, uma vez que ERA(S,L):1,2. Não nos ocorre nenhuma explicação
para este fato.

Ai.nda sob a distribuição Exponencial, esperarÍamos um me

Ihor desempenho de S em relação a Y, mas hã ''empate'' em amostras
si.muladas.
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TABELA 4.1

Comparação entre os resultados .teóricos e práticos

(k:5, n=10; efeitos igualmente espaçados)

Nor'ma l

ERA S IMULAÇAO

E xp o nen c {al

Unl forme

  T L Í S

T   0 Í Q

L l   l l

Y l 0   0

S l 0 l  
I'otal 3 0 2 l

  T L Ç' Í
T   0 0 0

L l   l l

Y l 0   0

S l 0 l  
I'otal 3 0 2 l

  T Í Y S

T     l l

L 0   Í l

Y 0 l   l

S 0 0 0  
]'otal 0 2 l 3

  T L Y S

T   l l l

L 0   0 0

Y 0 l   0 , 5

S 0 l 0 , 5  
I'otal 0 3 1 ,5 1 , 5

  T Í Y S

T   Ó 0 o , s
L l   l l

Y l Í   l

S 0 ,5 0 0  
'otan. Ó , ) Í l 2 , 5

  T L Y S

T   Í 0 0

L l   l l

Y l 0   0 , 5

S l 0 0 , 5 
I'otal 3 0 1 ,5 1 , 5
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Para a di.stribuição Uniforme, esperávamos ''empate'' de S

e T, mas na prática T se mostra mais poderoso que S. Novamente hã
um ''empate'' não esperado de S e Y

De maneira geral, sentimos que essas quatro estati'éticas

se comportam, na pratica, mais igualmente do que se espera se ob-
servarmos os valores das ERAS. Isto é, embora o comportaJnento em

pequenas amostras seja razoavelmente bem previsto pelas ERAS,as di

ferenças reais de poder parecem ser, em muitos casos, insignificag.
tes. E as diferenças ai.nda di.minuem conforme aumenta o tamanho da

amostra. Nessa perspectiva, o teste L melhora mui.to sua posição,jã
que, dos testes estudados, era dos mais fracos quanto ã ERA, em

distri.buições si.métri.cas. Deve-se ainda lembrar que L é o único en-

tre os quatro que opera a níveis exatos (embora as tabelas disponÍ
fieis sejam precaríssi.mas) , e é o mais fácil cle ser aplicado

Uma limitação de nosso trabalho foi obtermos amostras ape
nas das distri.bui.ções Normal, Exponenci.al e Uniforme. Se ti.vísse-

mos acesso a mais tempo de computação, terz'amos observado os tes-

tes sob a distribuição de Cauchy, e avaliado o efeito das caudas
''pesadas''

No estudo feito por simulação, as curvas de poder foram

avali.adas em duas situações: efeitos equi.-espaçados e efeitos desi
gualmente espaçados. Constatou-se que o poder dos testes aumenta

conforme a configuração dos efeitos e se afasta do equi-espaçamen-
to. Em configurações de efeitos assimétricos, os valores das ERAS

parecem expli.car muito mal o desempenho relativo dos testes quanto
ao poder. Em configurações muito asse.métricas, o teste T me]])ora
seu desempenho relativo .
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Em resumo, respondendo à questão que nos propusemos, re-

comendamos o teste S, com regra de decisão aproximada Normal, para
amostras pequenas. (Nossa sugestão é considerar amostras pequenas

aquelas que tenham até trinta observações, no total. Urn ]lúmero

maior de si.mulações precisará.a ser feito, para recomendações mais

precisas). Se hã certeza de que as observações têm distribuição Nor

mal, deve-se usar o teste T, com regra de decisão exata, baseada
na di.atribui.ção de Student

Para amostras grandes devemos usar o teste T, com regra

de deck.são aproxi.mada, se pudermos supor que a distribuição das ob
servaçoes õ simêtri.ca. Se, ao contrario, há evidência de assine

troa, devemos usar L, com regra aproximada

Nos casos em que hã suspeita de numerosos ''outliers'', T

deve ser evitado, devido a considerações teóricas. Como não fi.ze-

mos simulação deste tipo de distribuição, recomendamos L, para fi-
carmos do lado seguro

Um estudo interessante, não abordado aqui, mas realizado
em algumas si.tuaçÕes por Barlow et al. (1972), feri.a estudar o com

parlamento dos testes quanto ao poder, mas no caso em que alem Hn

nem HI são verdades.ras, ou seja, os efei.tos não são iguais, nem e.!
tão ordenados segundo a ordem prevista pela hipótese alternati.va



AP EN DICA

ESTATÍSTICAS U

A estatz'sti.ca Y vista na seção 2.4 é relacionada com uma

ampla classe de estatísticas conhecida como ''estatísticas U''. Date

mos abaixo algumas defi.nações e a representação de Y que nos permi

tira identifi.car sua relação com as ''estatísticas U''; em seguida
apresentaremos o i.mportante teorema de Hoeffding (1948) usado na
sub-seção 2.4.3 para derivar facilmente suas propriedades assintõ-
ticas.

PS1l.n.J.S.!.g 4..=.! - Um parâmetro y de uma fami'li.a F de di.stribuições é

esZ;ÍmãoeZ em grau ]' se r é o menor tamanho de amostra para o qual

existe uma função h*(xl,... ,Xr) tal que

EF [h*(XI'...,Xr)] ; Y

para toda di.stribuição FÉ;F, onde X. ,
simples de F e h'';(.) é uma estatística

casualamo s tr al

A função h*(.) da Defina.ção A.l é chamada ke2'neZ do para
metro y. Note-se que sempre se pode cri.ar um kernel que seja simé-

trico em seus argumentos, fazendo

h(xl,...,xr) ; n- .EAh*(xal'...'x..) , (1)

onde AeÍQIQ e uma permutação dos inteiros l,...,r}. Representare-
-8 6-
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mos por h(.) um kernel simétrico. Observe-se em (1), e pela defina

ção 2.4.2; que h(.) é um esticador não viesado de Y, para cada
F€F

E natural que, se ti.vermos n>r observações de F, queira-
mos uti.lizar todas elas para construir um estimados não viesado de
Y. DaÍ a definição abaixo.

.l!.eli.ni.çg.a B..:.ê - Uma est;atz'sZ;2:aa U para o parâmetro y estimável em

grau r formada a partir de um kernel simétrico h(.) tomando-se

U(XI'... ,Xn):(r)''Bebé(XB'l'

onde B:ÍBIB é uma das (n) combi.nações de r inteiros tomados de l a
n}

(2)

E imedi.ato ver que, uma estatística U é ujn estimados não

viesado de Y e é simétrica em seus n argumentos

Consideremos agora os parâmetros populacional.s

'YI : P(Zl<0)
e

'Y2 : P(Zl+Z2<0)

onde ZI e Z2 são observações independentes de uma determinada di.s
tribui.ção F. Façamos

hl(z].) ; 'b(z].)

h2 (zl+z2) : 'b(zl+z2)

onde Ó é, tal Como na sub-seção 2.4.2, letra d, a função indicador

de ]R'. cegue-se que hl(.) é um kernel simétrico de YI'de grau l,
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e h2(.) é um kernel simétrico de y2' As estatísticas U correspon
dentes são, de acordo com (2)

ul ;'(:1) BÉâ '>(z )

U: ; (;) {3GEB:'b ZBI'':ZB )

2
( 3)

onde Bl:Í1,2,
toiros de l a n}

,n} e B2éÍBIB é uma das (n) continuações de 2 in-

Fazendo, como em (59) do Capítulo ll,Zi:Xiu-Xiv' podemos

ver, através de (3) , que T.,., pode ser escrito como uma soma dc duas
estatísticas U, como na sub-seção 2.4.3, letra d

O Teorema dado a seguir é estabelecido por Hoeffding
Ci 948)

!ÊglÊng. 4.=.â - Seja VI,. .. ,Vn uma amostra casual simples de uma dis
tribuição. Seja y um parâmetro estimável em grau r com um kerJlel si

métrico h(v['...,vr). Se EEh2(V].,...,Vr)]<« e se UV:U(V],...,Vn) é
a correspondente estatística U definida em (59), então

v« ( Uv -'Y )

tem distribuição limite normal com média 0 e variânci.a rZ(l, desde
que

ÇI : EEh(VI,V2, ,Vr) h (VI,Vr+l, .. ',V2r-l)] -Y>0



SIMULACRO

As amostras foram geradas no Centro de Computação Eletrõ

nuca (CCE) da USP, pe'lo aparelho Burroughs 6.600.

Para geração de observações da distribuição Uniforme,foi
utilizada a sub-rotina RANDOM, ã disposição dos interessados no
CCE

grama IMSL. Essa sub-rotiita, para simular uma observação x cle uma

Exponenci.al com média m, gera um número u da Uniforme no intervalo

(0,1) e toma x:-m(in(u)). Fizemos, para nosso estudo, m:l

Para a Normal, usamos a sub-rotina GGNML, também do lb'lSL

Esta sub-rotina também gera primeiramente observações da Uniforme

no intervalo (0,1), e depois as transforma em observações da Nor-

mal (0,1) através da sub-rotina MDNRIS.

sub doPara Exponencial GGEXN,rotinaUSOLI a proa ser )

O leitor encontrara mais detalhes em

]IMSL LIBRARY - Reference Manual

Edition 7, 1979

IMSL, Inc. llouston, Taxas 77036

U.S.A
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