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CAPITULO l

llqTRODUÇÃO

Qualquer' pr'oblema estatísti.co envolve um deter'minado

nSmer'o de Variáveis dleatÓri.as que podem\ ser' dependentes ou in

dependentes. A ].iteratura estatística trata ger'almente de var'iã

veia aleatc5rias i.ndependentes devido a maior .fao.lidade de tra

talento matemático nesse caso, o que nos per'mate obter' um maior
ntimer'o de r'esultados.

Esse tr'abalho r'etine e i'elaciona as vãr'ias for'mas de
dependência positiva entre vara.ãveis alento'ri.as

1~1atul.'almente a prirneir'a ide'ia que nos vem em mente

quando pensamos em variável-s alento'rias dependentes ê a ideia
de cavar'iânci.a.

A covas'iância é a forma irai.s si.mples e mais conhecida
de medir'lhos o gl'au de dependênci.a entre duas var'dáveis alento'ri

as. ]qo entanto, ern função dessa ntesma simpli.cidade ela é uma

dada bastante restrita. Em primei.ro ]ugal' e].a sÓ se aplica ao

se de duas Variáveis aleatorias. Além disso, o valor zero da
vai'i.anciã pode estar' ao mesmo tempo associado a var'dáveis al

tÓT'ias independentes e ao caso extremo de dependência, quando
ma var'lavei a].eito ria ; uma função da outr'a



Mesmo sabendo que num gr'ande nãrner'o de situações as va

ri.ãveis dleãtc5pids são dependentes, segui'amente foi a par'tir' de
Lehmann (1966) que a dependência entre variáveis alento'rias rege
bem uma maior' atenção

Algumas formas de dependência for'am intr'oduzidas por'
Lehmann, asar'y, PT'oschan, trlalkup e Har'ri-s, entre outros

Conforme teremos a opor'tuna-dade de ver'ifica.i' no Capz+tu-

lo 11, todas as for'mas de dependência positiva entre duas varia

vais a].eatõr'ias X e Y impli.cam em Cov(X,Y) > 0. Dessa maneira a

Cov(X,Y) ser'á a for'ma mais fr'aca de dependência positiva bi.val'ía
da que ana].usaremos

A desigualdade de l-loeffding (vez' Lehmann (1966)) sugere
a pr'i.medra gemer'alização que e a dependência quadr'ante positiva
(definição 2.1.1)

A ideia de dependênci.a quadr'ante positi.va é efeti.vamen-

te uma genes'alizaçâo da condição Cov(X,Y) > 0. Como teremos opor'
tunidade de mosto'ar no teorema 2.1.3, se duas Var'iâveis alento'-

rias X e Y for'em positivamente quadr'ante dependentes então

Cov(f(X),g(Y)) seta não negativa par'a quaisquer funções f, g não
deck'eseentes

Essa nova medida de dependência resolve o problema da

car'deter'ização da independência. De fato, se Cov(f(X),dy)) for

zer'o par'a quaisquer funções g,f não deck'escentes, segue-se que

X e Y são independentes e recipr'ocamente. O uni.co inconveniente



que ainda r'esta está no fato dessa medida se' poder ser aplicada

no caso bi.var'lado. Ver'eínos no Capa'tule ll como essa di.ficulda

de pode ser super'ada atl'aves da ideia de associação ente'e var'i.ã

vens a].eatõrias

Depois de Lehmann (1966) , sur'gir'am inÚmer'os ar'figos de

di-versos autores soba'e difer'entes aspectos da dependênci.a pos.L

uva. Nesses tr'abalhos, praticamente nada se falava sobre depe2

dênci.a negativa,quando muito mencionava-se apenas que par'a a nS.
cativa el'a suficiente i.nverter os si.naus das desigualdades ou

trocar a or'dem da monotonicidade das funções. Somente nos ull.ti

mos anos é que se constatou que nem todas as for'mas de dependên

ci.a positiva têm uma for'ma análoga par'a a negati.va. Verificou-

se também que nem todas as relações válidas no caso positivo
são vá]ídas pal'a as formas anã].ocas na negativa. Esses aspectos

fi-zelam com que se intensifícasseín os estudos soba'e dependência

negativa, que no momento e' a que r'ecebe maior atenção dos pes-

quisador'es.

Esse ti'abalho eneont3-'a-se dividido da seguinte forma

Capítul-o 1 - i.ntrodução;

Capítulo ll - for'mas de dependência positiva bivar'fada,

pr'incipais pr'opr'iedades e r'elações entre

elas;

Capítulo 111- extensão dos resultados do Capítulo ll

par'a o caso multivar'lado;
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Capítulo IV - algumas apl-ilações da dependência posit.l

va e comentãri.os soba'e os pr'incipais r'e

saltados r'ecentemente obti.dos soba'e de-

pendência negativa



CAPITULO ll

DEPENDÊNCIA POSITIVA BIVARIADA

J n.{4 0duçã o

De um ponto de vista intuitivo a ideia de dependên

cia positiva entre duas var'i.áveis aleatórias X e Y signifi
ca que valor'es gi'andes de X tendem estar associados com vala

r'es gr'andes de Y, e valores pequenos de X com valores peque
nos de Y

2.1 - Foa.ma.ó dç dependênc,Ca pa.ó.é,tava

O objeti.vo desta seção é definir vários ti.pos de de
pendênci.a positi.va entre duas Var'lavei.s aleatórias de tal ma-

neio'a que a ideia de dependência se tol'ne pr'ogr'essivamente
mais forte

í2ependênc,éa Qual,ean.te P0.8,é.tava

Neste caso, nós compor'amos a pr'obabilidade de qual-

quer' quadr'ante em que X<x e Y<y sob a di.atribui.ção F de

(X,Y) com a cor'respondente pr'obabilidade no caso de independên



2.1.1 - Z)e6,énZção-- Dizemos que o par' de var'dáveis aleatórias

(X,Y) ou sua função dista'ibui.ção F é positivamente quadx'an-

te dependente, PQD, se

P(X .S x, Y 5. y)3P(X 5. x)P(Y 5. y) ( 2 .1.1 )

par'a todo (x,y)

A dependênci.a ê estrita se a desigualdade ocos'r'e pa
r'a pelo menos um par' (x,y)

Exemplo Sejam duas vara.áveis aleatórias

iL=;=:gL-, tal que X e Y tem dista'i.buição N(0,1). Se

p > 0 então X e Y são PQO

Mosto'ar'elmos que a desigualdade (2.1.1) se veria.ca
par'a X e Y

P(X < x,Y < y) x, V < y -PU

1 - p2

,x
ç: f.!.

m l $);'"'''
Fixando y, seja

G(x) = P(X < x, Y < y)- P(X < x)P(Y < y). Isto é,V/

''*' :l. 'ãP;$ - ''«'):''''-
X



E fácil ver', calculando a der'ivada de G(x), que se

p > 0 então G é crescente par'a x < y(]. -V] ) e deck'es

Gente par'a x > y(l - \l+ - P').
P

Por' outr'o lado, como G(+m)= G(-")= 0, segue-se que
G(x).1 0 par'a qualquer x

Como y é qualquer, segue-se então que X e Y são
positivas\ente quadr'ante dependentes

Exemplo - Sejam as var'i.áveis aleatórias X e Y as

sumindo r'espectivamente os valor'es xl < x2) yl < y2 com di.s-
tr'i.buição de pr'obabilidade dada pela tabela abaixo.

Y
y2l Fao.Imente verificamos que

a desigualdade de (2.1.1) é ver

dadei-ra par'a qualquer combina-

ção de xl)x2 com yl)y2

2.1.2 - Pa.opa.õ,Chão--A desigualdade (2.1.1) é equivalente a ca
da um dos seguintes itens

(a) À desi.gualdade obtida, substituindo X < x ou

Y < y por' X < x ou Y < y, respectivairlen-te



(b) À cada uma das segui.ntes desigualdades, onde os

sinais de igualdade dente'o das pr'obabilidades
sao opczonazs

(i) P(X5.x, Y.!y)5.P(X5.x)P(Y.!y)

(ii) P(X>x,Y<y)<P(X>x)P(Y<y)

(iii) P(X > x, Y > y)> P(X > x)P(Y > y)

Z)emon.õ.{.taçãa

(a) Consi.detemos as seqtlências cr'escentes de conjun

tos An:(X<x - i) e Bn: (Y<y - li). É alar'o que

par'a todo n, P(X < x, Y < y)> P(An/"'\ Bn)

Suponhamos que a desigualdade (2.1.1) é ver

.r'a. Então P(An/"\ Bn)> P(An)P(Bn)

Ê fácil ver' que lim An: (X < x) e lim Bn=(Y<y)

Como An e Bn são seqtlências cr'escentes, te-

dadei

P(X < x) = lim P(An) e P(Y < y) : lim P(Bn)

Segue-se então quem

P(X <x, Y <y)> lim P(An)lim P(Bn): P(X <x)P(Y <y



De maneio'a análoga pr'ovarnos (a) no sentido oposto,

substi.tuindo x e y por' x + je y + #, r'esll)ectivamente.
(b) A equiva].anciã de(2.1.1) com(b.i) é obtida de(a) e do

fatoque(X<x, y>y)=(X<x) -(X5x,Y<y)' - - . / ./'

A equi.valência de (2.1) com (b.ii.) segue de ina.nei-

pa análoga, e com (b.iii) segue do fato que a uni.ão dos con

juntos envolvi.dos no lado esquer'do das quatro desigualdades

(eoln alguns sinais de igualdade Omitidos) é o espaço todo

Em todo nosso trabalho convencionar'amos chamar de

funções cl'eseentes às funções não decrescentes, e de funções
deck'escentes às funções não crescentes. Quando quizermos nos

pefer'i.r às funções cl'escentes , propr'lamente di.-t:as, far'amos no
tar' este fato

A seguir' apresentaremos dois teoremas que dão as

condições sob as quais var.iãveis aleatóri.as PQn ger'am novas
var'lavei.s aleatóri.as PQD

2.1.3 - Te04e.teia .- Dizer' que as vapiávei.s aleatóri.as X e Y

são PQU é equivalente a cada uma das seguintes afia'mações

(a) f(X) e g(Y) são PQD par'a qual.squer' funções f
e g c}.'escentes

(b) cov(f(X), g(Y))?.0 par'a quaisquer' funções f e g

crescentes, dado que Ef(X)g(y), Ef(X) e Eg(Y)
ex ]. st em .
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12 llianó,txaçãa

e Y são PQD

Mosto'ar'erros que se X e Y são PQD ::#a+b ->X

Como f é cr'escente temos

(f(x) > y}

que:

{xcU} onde U {x > a} ou {x a}. Segue-se então

P(f(X) > x, g(y) > y) P(X > a, Y > b)
(>) (>)

X e Y são PQD temosPor' outr'o lado, como

P(f(X) > x, g(Y) > y) > P(X > a)P(Y > b)
(>) (>)

P(f(X) > x)P(g(y)>y)

Logo f(X) e g(Y) são PQD

Supondo agoi'a que f(X)

de de Hoeffdi.ng segue que:

e g(Y) são PQD, da desigual.da

Cov(f(X) , g(Y) ) =Ef(X)g(Y) Ef(X)Eg(Y)

P(f(X)>x, g(Y)>y)-P(f(X)>x)P(g(Y)>y) dxdy

A seguir' mosto'cremos que se Cov(f(X) , g(y))
qual.squer funções cl'escentes f e g, então X e Y

0, pai'a

são PQD
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DeJdm

f(x)
se X > x

se X < x
e g(Y)

Então Ef(X )g(Y) - Ef(X )Eg(Y) ;

:P(X > x, Y > y)- P(X > x)P(y > y) > o

Segue-se que P(X > x, Y > y)>P(X >x)p(y>y)
são PQD.e por'tanto X e Y

2.1.4 - Tecia.ema - Seja (X,Y) PQD e independente de (U,V). Se

fl(ulx) e gl(v)y) são crescentes em Cada var'lavei então f.(U,X) e
gl(V)Y) são PQD.

22elnon.s.txação - Usam'emos a par'te (b) do teor'ema 2.1.3 e pl'ova

r'eras que par'a qual.squer' funções f e g crescentes teremos

Ef(fl(U,X)) g(gl(V,Y»> Ef(fl(U)X)) Eg(gl(V,Y))

Mas

Fubini
Ef(fl(U,X)) g(gl(V ,Y)) :

EU,V f( f]. ( U ,X )) g ( gl( V ,Y))]
(b)

EU,V

EU,V

f(fl(U,X))EX,Y'g(gl(V,Y))]

í(ri(u,x»] Eu,v]ux,v g(s].(v,v»]



1 2

Ef( f[( U ,X )) Eg ( g]. ( V ,Y) )

Portanto fl(U)X) e gl(V)Y) são PQD

0b.süxvação - O teorema 2.]..4 continua válido se fl(u,x) e

gl(v)y) são cr'escentes em u e v, mas deck'escentes em x ey

Par'a ter'mos uma ideia por'que isto odor'r'e, suponha que X e Y
são PQD e f, g deck'escentes. Então

P(f(X) > x, g(Y) > y) P(X<a, Y < b) >
(<) (<) '

P(X<a) P((Y) < b) : P(f(X) > x) P(g(Y) > y)
(<)(<)

Outx'as combinações seguem da pr'oposição 2.1.2

Exempl-o - A seguir apresentar'emos alguns pares de va

Fiáveis aleatórias post.vivamente quadrante dependentes , cuja
dependência segue da definição 2.1.1, do teor.'ema 2.1.3 0u

l2 4

(a) X,Y : f(X) par'a qualquer' var'lavei aleatóri.a X

e qualquer' função cr'escente f

(b) X = U + aZ, Y = V + bZ par'a quaisquer' var'i.áveis

aleatt5rias i.ndependentes U, V e Z, se a e b
tem mesmo sinal

(c) X, Y = X + V par'a quaisquer' variáveis aleatórias

X e V independentes



= 1 Y = 1) > P (Y = 1)P fY =

bznar'zas se e somente se
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(d) X. Y binárias se e somente se

P(X = 1,Y = 1) > P (X = 1)P (Y = 1)

(e) X = f(U,Z), Y : g(V,Z) onde U, V e Z são varia

veia aleatórias independentes e f, g são fun-

ções crescentes em z, mas arbi.tr'âl'ias.

Obóexvação - A demonstr'ação do exemplo que segue a defi.ni.ção

2.1.1 é direta através do exemplo anterior', uma vez que par'a

X = U e Y = V NI - pz + pU com U e V independentes e p>0,
f e g são funções crescentes em u.

AóóocZação

É habitual dizer' que duas var'iãveis aleatórias Xe

Y são associ.idas se Cov(X,Y) é não negativa. Ente'etanto, uma

condição mais for'te requer' Cov(f(X), g(Y)) > 0 par'a qualquer

par' de funções f e g crescentes.

A seguir' definir'emos associação entre X e Y por'
meio de um cr'i.tédio ainda mais for'te que os dois anteriores

2.1.5 - 2)e6Zn,éção - As var'lavei.s aleatorias X e Y são associa

das, A(X,Y), se Cov(f(X,Y), g(X,Y))> 0 par'a qualquer par' de

funções f e g ci'escentes em cada ar'aumento, tal que

Ef(X,Y)g(X,Y), Ef(X,Y) e Eg(X,Y) existem.
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Obóexvação - As var'iãveis aleatórias Continuam associadas se

substituir'mos as funções f e g crescentes por' funções dÊ
cr'escentes

O estudo completo da associação entre var.dáveis a

leatórias sel'á feito no pi'Óximo capx'tulo, que ti'ata do caso
multivaríado.

A associação é difícil de ser ver'ificada dir'etamen

te atr'avos da defi.nação. Como veremos mais tar.de, ã mais fã-

ci.l constatarmos a existência de associação através das suas
r'elações com outras for'mas de dependência positiva

Por' enquanto ver'erros somente dois teoremas, o pl'a-

mei.r'o que r'está'inge os tipos de funções cr'escentes que devem

ser' testadas na definição, e o segundo que dá um critér'io sim

pies para a associação quando as var'i.áveis aleatórias são bi
nai''ias

2.1.6 - Tea4ema - Se Cov (y(X,V), .S(X,Y))à 0 para quaisquer

funções bi.nári.as X , á crescentes então X e Y são associ.idos

A demonstr'ação ser'á feita no pr'oximo Capítulo pal.'a
2>n

T€04.c17ía - Se X e Y são vara.ávei.s aleatórias biná

rias então a associação entre X e Y é equivalente a

Cov(X,Y) > 0
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Pernonó.{a.anão - Se X e Y são associ.idas então Cov(X,Y).!0,

por' definição de associ.ação

Suponha açor'a que Cov(X,Y) Z 0. Sejam todas as fun
ções bi.naftas crescentes possz'vei.s d (X,Y)

(J; x)
(d'=O)(d'= XY)< <(J= X + Y - XV)<(d:l.)

' (J; Y) '

A covas'tangia ente'e quaisquer' funções d , K binár'ias

tal que J <'Ké automaticamente não negativa. O par' J= X e í= Y
tem covas'iânci.a não negativa, por' hipótese.

Obóexvação - Apesar' do teorema 2.1.6 simplificar' a associa

ção entre duas var'lavei.s aleatórias ele não é de fácil aplica

ção. PT'ova disto é que mesmo asar'y, Proschan e Walkup (1967)

dá um exemplo de duas vai'dáveis aleatórias X e Y cuja associa

ção seria ver'ificada atr'avos deste temi'ema, mas que como mos
ti'ar'emos a seguir' não esta cor'Feto

O exemplo em questão é de var'dáveis aleatÓri.as X e

Y que assumem os valor'es a. < a,2 < aq com dista'ibuição de
pr'obabilidade dada pela tabela amai.xo

a al 2 3

l 0 la l
8 U

0 l 0a
2

4

l l0a
3

84
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Consider'e as funções bi.nári.as crescentes

Í: {

10, no Complementar'

1, x .! al
J :.

0, no complementar

a2 a. e qualquer' v

Segue-se então que

p(d'(x,v) : ]., 'K(x,v) : ].) ; à, P(.J(X,Y) : ].): ;

e P(K(X ,Y)

P(cÍ(X,Y) = 1, 'K(X,Y) = 1) <

<p(d'(X ,Y) : ])P(X(X ,y) = ].

o são associados

9

na

Uma modificação simples no exemplo acima pr'aduz um

par' de Var'dáveis aleat(árias associadas. Obser'velhos inicialmen

te que se X = Y então (X,Y) é associado. Logo, se aumentar-

mos P(X = y), isi:o é, aumentarmos a pr'obabi.lidado que se dis

tr'ibuj. sobre a diagonal pr'incipal dever'emos obter' um par de

var'i.ãveis aleatórias associadas. De fato, pode-se mostrar que

o exemplo a seguir', cuja distri.bui.ção de probabi].idade é dada

pela pr'óxima tabela, satisfaz nossos objetivos
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aa.
2 3l

l l
0a Tl 8

l
0 0a

2 »

l l
0a Í3 4

A verá.fixação dir'eta,

no entanto, envolve 36 par'es

de funções binár'ias ci'escen

tes e é razoavelmente tuba

Idosa

22epeFzdêncZa C,te.õcen.te ã l).é,te,é,Ca

Uma das conseqtlências deste tipo de dependência positi

va e que a pr'obabilidade de que Y esteja à dil'ei.ta de um dca.do va

loi' yo aumenta eom a i.nfor)nação de que X está à dir'efta de
um deter'minado valor x0

2.1.8 - 12e6,én,éção - A variável aleatÓri.a Y é crescente à direi

ta em X, CD(Y/X), se par'a qualquer' y

P(Y > y/X > x) g crescente em X

0bóe4uação - A condição paz:'a que odor'r'a CD(Y/X) é equi.valente

a segui.nte desigual-dado:

P(Y > y/x < X < xt ) < P(Y > y/X > xt)

para quaisquer' y e x < xt

Notamos que, ao contrário dos dois tipos antes'fores de
dependência positiva, a dependência crescente ã di.Feita não é
simétrica
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Exemplo - Suponhamos que X assume os valores

xl < x2 < x3 < x4) cada qual com pr'obabilidade 1. Suponhamos

também que Y assume os valores y]. < y2 com pr'obabi.lidado

P(Y = y2/X : xj.) = pi9 i = 1,2

4

Segue-se então que Y é CD em X se

(a) PI : 0)4; P2 : 0)6; P3 : 0)5 e P4 = 0,7
ou

(b) PI : 035; P2 : 0s5; P3 : 0)4 e Pq = 0,6

Z)epeitdênc.éa 22eca.eócen,te ã E,õqua.tda

2.1.9 - DeálnZção - A variável aleatori.a Y é decrescente à es

quer'da ern X, DE(Y/X), se para qualquer y

P(Y < y/X < x) é decrescente em X

Neste caso, uma das consequências da odor'r'ência des

te tipo de dependência é que a P(Y < y) diminui quando é da-

da a i.nformação de que X é menor ou igual a um dado valor' x0

0b.óexvação - Podemos também escr'ever' a condição em que Y é DE
em X como

P(Y > y/X < x) < P(y > y/x < X < xt)

par'a quaisquer' y e x < x'

A mesJna obter'vação em relação a simetri.a dada em CD
vale par'a DE.
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= 0.6: P = rl R c:, p =

a esquer'da ein X se

= 0)6; P3 :: 0,5 e P4 =

o mesmo enunci.acto do exeExemplo - Consider'e o mesmo enunciado do exemplo an

tel'ior'. Então Y é deck'escente ã esquerda ein X se

(a) PI : 0)4; P2 : 0)6; P3 :: 0,5 e P4 = 0,7

(b) PI : 0s5; P2 : 0,6; P3 : 0)5 e P4 = 0,5

Obter've que a parte (a) do exemplo de dependênci.a

ei'escente à dir'efta e de dependência deck'escente ã esquer'da

coincidem, i.sto á, odor'r'e CD(Y/X) e DE(Y/X). Ente'etanto,

dão podemos afia'mar' o mesmo em r'ilação a par'te (b) destes

exemplos. Isto nos leva a concluir' que se Y é CD em X não

podemos afirmar que Y é DE eln X. Esta conclusão vale também

par'a a r'eczproca

Z)elucndêncZa ES.toca,õ,fica Ca.e,6 ce)t,{e

Nos casos em que P(X < x)>0 pal.'a qualquer x, po-
demos r'eescr'ever a definição de dependência quadrante positi.

va ente'e as variáveis aleátorias X e Y, dada pela desi.gual-
dade (2.1.1), como

P(Y .S y/X 5. x).! P(y 5. y) (2.1.2)

e desta for'ma expr'assar'mos claramente que o fato de sabermos

que X é pequeno, aumenta a pr'obabilidade de Y ser' pequeno.
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Podemos ter a.inda que

P(Y .S y/x .! x) .! P(y á y/x 5. }Ct) ( 2 .1 . 3 )

pa.r'a quaisquer y e x < x?

Ou a condição ai.nda mai.s for'te

P(Y < y/X = x) é decrescente eln x
pai'a qualquer' y

( 2 .1 . 4 )

Se Ve:ificai'mos (2.1.4) então di.remos que Y é estolas

tícamente Crescente em X, que denotar'amos poí' ]=C(y/X)

0b.6e,tvctção - Y estocasticamente cr.escente eln X aqui.vale a de

finição dada por' Lehmann (1966) par'a dependência regressiva po-
st.ti.va de Y em X

As defi-feições (2.1.2) a (2.1.q) são conectados pelas

impli.cações(2.1.4):9(2.1.3) -+(2.1.2). 1; ti'i-vi.al que(2.1.3)

impli.ca en\ (2.1.2) , enquanto que a outra i.mplicação coi'l'esponde
a proposição 2.2.6 da pr'Óxi.ma seção

Exemplo - Seja Y = a + [3X + U, onde U e X são varia

vei.s a].estórias independentes. Se B> 0 então Y é estocasti.eamen
te cr'escente em X

Em par'ti.pular, segue deste exemplo que se p > 0, as

componentes de uma Normal Bivari.ada são estocast:icamente crescen
tes
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Exeil\plo - Sejam as var'i.ávei.s aleat8Jai.as U e V in

dependentes. Enl:ão X = U + V e Y = U são post.tivarnente

te dependentes, e portanto, Satisfazem a desigualdade (2.1.2), o
que não implica que necessar'lamente bati.sfazem (2.1.3) e (2.1.q)

Suponhamos que ambas as var'i.ávei.s aleatópilas assumem

os valor'es 0,2 e 3 com piobabi-lidades p, q e r', r'especti.vamen-

te. tal que p + q + r' = l

quadr'an

Umavezque P(Y< 2/x< 3)<P(Y< 2/X< q) a desi
gualdade (2.1.3) não odor'r'e, apesar' de X e Y satisfazerem

(2.1.2). No entanto, P(X < x/y = y) = P(V < x - y) deck'esse a me
dada que y cresce, Bati.sfazendo a desi-gua]dade (2.]..q)

Segue-se então que X é estocasticalnente crescente

em Y independente da dista'i-buição de probabil-idade de U e V,

enquanto que Y não é estocasticajnente crescente em X pai'a
distribui.ção de probabilidade dada acima

2.1.].0 - Pxapa.óZçãa - Sejam as var'i.áveis a-leat(5r'i.as binárias X e
Y

Y ê estoeasti.comente Crescente em X se c somente
se

P(X : O,Y o)P(x = 1, 1)>P(x = o. l)P(X : 1, Y : 0)
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Z)emonóZa.anão - Suponhamos que EC(Y/X), isto e', P(Y > y/X : x)
e cr'escente em x par'a qualquer y. Segue-se que

P(Y > 0/X = 1) > p(y > o/x = o). Isto â,

e(X ; l,Y : l)
P(X = 1,Y = 1) + P(X

.EgX..:..g.X..t ; }
O,Y = 1) + P(X = CI,Y=0)P(x

que é equiva].ente a

P(X = 1,Y = 1)P(X = O,Y = O) > P(X = O,Y = 1)P(X = 1, Y = 0)

A seguir serão definidos mais dois tipos de dependên-

cia positiva, que não se ajustam di.r'etamente a hi.er'ar'qui.a que

estamos seguindo. Estas noções for'am i.ntpoduzidas Harr'i.s (1970)

e uti.lizadas par'a definir dista'ibuição de taxa de falha crescer
te

22ependêncZa Conlun,tcz C.'te,ócen.{e ã Z).é,ta,é,(a

2.1.1]. - Z)e6ZnZção - Dizemos que as vara.âveis aleatórias X e Y

apr'esentam dependência conjunta crescente à di.Feita, DCCD, se
par'a cada x e y fi.dados,

P(X>x, Y>y/X > Xt, Y>y') ã crescente em

( 2 . 1 . 5 )
x' , y'
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0b,õexvação - Da definição 2.1.11 segue-se que

P(X > x, Y > y/X > xt, Y > y') = )
P(X > x' , Y > y')

que pode também ser' escr'ito como

F ê a função de dista'ibuição
F(x' ,y')

conjunta de X e Y

Analisando detalhadamente

F(máx(x,x'), máx(y,yl»/F(x',y'), segue-se que(2.]..5) é equi.-
valente a cada uma das segui.ates afirmações

(a) :--12---z.Z----l :: 1, se x' > x, y'

(b) !-11-3-zy.1-2-- é cr'escente em x!, se x' < x, y'> y

(C) !--É3-1-2:)(.2-- é cr'escente em yt , se xt 3.x, yt< y

(d) !:-ÇZ-;!)1.2'-- e crescente em xt , y' , se x'< x, y'<

F(Xt .Vt )

F(x',y
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Exemplo - Sejam duas var'i.ãveis aleatorJ,as X e Y,

assumindo os valor'es a]. < a2 < a3 com dista.'ibuição de pr'oba
bilidade dada pela seguinte tabela

al

a2

a3

al a2
o o ,].

o ,l o ,l

o ,l o ,l

a3

0,1

Atr'avos da definição
2.1.11 obtemos que X e Y

são crescentes ã direita em

conjunto
0,1

0 , 3

22epe.ndênc.éa Conlulz,ta l)ec4e.óceníz ã Eóque da

2.1.12 - 1)e61n.éção - Dizemos que as var'i.áveis a.LeatÓrias X e Y

apr'esentam dependência conjunta deck'escente ã esquer'da, l)CDE,
se para cada x e y fixados,

P(X < X, Y < y/X < Xt, Y < y') é deck'escente em

0bóe4vação - Da defi.ni.ção 2.1.12 segue-se que

P(X .S x, Y 5. y/X 5 xt , y < y' ) =
F(x' ,y')

e deer'escente em xt e y' , que é equivalente a cada uma das

segui.ates anil.'mações

(a) !-lx' !X\2
F(x' ,y')

1 , Xt y'<se <Xs y



2 5

(b) E-Ç-]a.]L!.à-- é deck'escente em xt , se xt: x, y' < y

(c) !-113lzy..L-- é deck'escente em y' , se
F(x' ,y') ' '

x, y'

(d) .EÇ3--Zy.2--- é decrescente em xt , y' se xt> x,

Exemplo - Sejam as var'dáveis aleatórias X e Y, assumi.n

do os VaJ-or'es al < a2 < a3) com a dista'ibuição de pr'obabilidade
dada pela seguinte tabela

Facilmente verá.fi.-

ea-se através da defina

ção 2.1.12 que X e

Y são variáveis aleató

rias deck'escentes ã es

quem.'da

Bdê'ptc.{a pc'ólíZua

l }t,Cxo d uçã o

Como vel'ificamos que duas var'lavei.s aleatórias são

si.tivamente quadrante dependentes? Di.retamente a par'ti.r da



26

finição, no caso de Var'iãveis aleatórias contínuas, exigiria a
ver'ificação de todas as desi.gualdades do tipo

f(x,y)dydx 2 l fl(x)dx l f2(y)dy
k ''j J v. JN

par'a quaisquer' x e y, tal que fl(x) e f2(y) são respect.l
lamente as densidades mar'finais de X e Y. A não ser em ca

sos especiais, como na Nor'mal uivar'i.ada com coeficiente de cor

relação post.tive (veja o exemplo que segue a defi.feição 2.1.1),

a tarefa é pr'eticamente impossível. DaÍ a necessi.dade de pro

curar'mos uma Condição que impli.que na dependênci.a quadr'ante po
si.uva e que possa ser' facilmente verificada. Esta é a razão

da OT'icem do estudo de funções totalmente positivas de ordem
2, denomi.nadas TP.

Nesta seção alem de estudar'mos funções TPo, mosto'a-
r'enlos as relações de TP2 com as for'mas de dependencia positi
lamente apr'esentadas na seção anterior

Furtçãeó ToíaZmerz.{e Po.õ.é.tava.ó de 0.ftdein 2

2.2.1- Z)eá,Cn,éção - Sejam as vara..;leis a].eatóri-.s X e Y com

densa.dado de p!.'obabili.dade conjunta (ou, no caso discreto, fun

ção de pr'obabilidade conjunta) f(x,y). Di.zemos que f(x,y)(ou
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(X,Y» ê totalmente positiva de or'dem 2, TP9 se

f(x,y) f(x,y')
> 0

f(x' ,y'
( 2 . 2 . 1 )

f(x',y)

par'a quaisquer' x < x', 'y <. 1-

Obse.ovação - Dizer' que f(x,y) é TP9 equivale a afirmar' que X
e Y são positivamente dependentes segundo a r'anão de vel'os

similhança monótona definida por' Lehmann (1966). Se g(x) é

a densidade mar'ginal de X, a condição de Lehmann exige que

f(x' ,y)
g(x')

f(xzy)
g(x)

seja er'escente em y par'a todo x < xt

Segue-se então que

f(x' ,y) . .!.Ç3.!.z.)l.!.!
f(x,y)

isto é, f(x,y) f(xt,y')>f(x',y) f(x,y') pal'a todo X < x',

y < y'. Pol'tanto f(x,y) é Tpo

2.2.2 - Pxopa.õZção - A função de densidade conjunta de var'iã

vens aleatórias independentes é TPo

A demonstração e imediata
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As duas pr'oposições a seguir' fornecem métodos para

obtenção de novas funções TP2 a par'tir' de funções TPo já
existentes

2.2.3 - P.topo.5Zçãa - Se f(x,y) é TP2 e +, J são funções
cr'escentes (ou deck'escentes) em x,y, respectivamente, então
f(+(x), d'(y » é TP.

A demonstração é i.medi.ata

2.2.4 - P,topo.ó,CÇãa

é rp.
Se f e g são funções TP2 então fg

A demonstr'ação é imediata

Exemplo -A dj,stribui.ção das var'i.áveis aleatórias X

e Y api'esentada abaixo, é TPo

o l
1 1
6 'F

o .Z6

2

l
6

l
6

Exemplo am U e V variáveis aleatórias ande

pendentes com função densa.dada g e h, respectivamente. Se.-

jam X = U e Y ;: V + U com função densidade conjunta f(x,y)

Se - log h é convexa ) f é TPo
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Z) cnr o n6 .{xaçãa Quer'erros pr'oval' que

f(x' ,y') f(x,y)>f(x' ,y) f(x,y'), pai'a todo

Substituindo f(x,y) por' g(x) h(y-x), obtemos

h(y' - x')h(y - x)> h(y - x')h(y' - x),
que é equivalente a

logo.(y' - x') + logo(y - x.) > logo(y - x') + logh(y:
SejaJn y' -x' = t(y - x') +(l - t)(y' -x) e

(]. - t)(y - x') + t(y' - x),

X:t y'

x)

tal que Xt -- X

x + y'

isto é,
' 9

yxt

Da hipótese que - logo é convexa, segue-se que

x') !(]- - t)].ogh(y - x') + t].ogh(y' - x),(2)

x) >tlogt[(y - x') +(] - t)].ogh(y' - x).(3)

].ogh(y'

logh(y ([ - t)].ogh(y'

Saldando (2) e (3), obtemos

logh(y' - x') + logh(y x) logh(y - x') + logh(y' x)

Segue-se então que

h(y' x')h(y - x) > h(y - x')h(y' - x), par'a todo
que ê aqui.valente a desigualdade (1). Portanto

Xí 9

f(x,y)
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06óe,ovação - O !'esultado obtido no exemplo anterior Continua vá

lido se ti.vermos Y = V + KU, K > 0. PI'ova-se de maneira análo-
ga, tomando-se t = Kxt - Kx

Kx' - l<x + y' - y

Exemplo - A função densidade da Nor'mal Bivar'i.ada com

nte de cor'relação p > 0 e TP,)

Este resu].Lado é uma conseqtlência imediata da observa
anterior

í?e.eaçõeó en.t.te a,s Nc,çõeó de l)epal'tdênc,Cct Poó.é{,é,'a

Baseados nas noções de dependência post.ti.va apresenta
das na seção anteri.or, vamos agora r'elaci.ona-las

2.2.5 - Pa.ol90ó,Chão - Se as vara.áveis aleatorías X e Y são

TP2 então Y é estocasticamente crescente em X e X é esta

casticamente crescente eln Y

Z)email.ó,txação - }4ostr'ar'emos que Y é estocasticamente crescente

em X. A demonstr'ação e análoga par'a X estocasticamente cres-
cente em Y

Suponhamos que X e Y são vara.áveis aleatórias con

tíntlas com função de densa.dade conjunta f(x,y)
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Se f(x,y) é TP2 então f(xlsyl) f(x2)y2)

> f(xl,y2) f(x2)y])) par'a todo x]. < x2) yl < y2

Se 0 < yl < y < y2< ') temos

Í'''*:,*''* l"''*:,*,.*:l"''*:,*''* J'''*,,
Somando a ambos os lados da desigualdade aÓíma

r'
l f(x2st)dt9 obtemos queG

/'«*:,*«* ,r"''*,,*'« ' /'«*:,*«* {"«*:
' /y

f(x].)t)dt .Z f(x2,t)dt

Denotando por' fl a densidade mar'g

/' /"

fl(xl) .7 f(x2,t)dt > f](x2) ,l f(x].,t)
y

t)dt

iRaI de X, segue
que

dt

f(x].st)dt
y

f(x2,t)dt
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que ê equi.valente a

P(Y > y/X x2) > P(Y > y/X xl)P par'a todo xl < x2

Segue-se então que P(Y > y/X = x) é cr'escente ern x pai'a
qualquer' y e, por'tanto, Y é estocasti.carriente cl'escente em X

2.2.6 - P,topcf.5,éÇão - Se Y é estolas'ricamente crescente em X

então X e Y são associados

Pemonó{.Ração - Seja F.(y) = p(y < y/X = x)

que e deck'eseente em x, por' hipótese

P(Y > y/X

Seja h(x,u) infty u 5. I'x(y)}

leão é difícil mostrar q\.te h(x,u) cresce com u

mo Fx(y) é decrescente eln x segue-se que F'..l(x) é uma

função Crescent:e de x
que F' (x) eX

Seja uma variáve] a].ea-t:ÕT'ia t.J com di.stribu' lio Uni
for'me e independente de X. J=ntão

P(x
xo' }l(X,U) > y) P(h(x,U) > y/x x)dl'(X = x) (1 )

l)a independência entre U e X segue-se:

P(h(x,U) > y/X:; x): P(h(x,U) > y) : p(u > i'.(y))
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Uma vez que U tem dj.str'ibuição Unifor'me obtemos

P(U > Fx(y)) = l Fx(y) P(Y > y/X = x)

Substitui.ndo este resultado em (1) , obtemos

P(Y > y/X

xo
/ x)dP(X < x) P(X > xop Y > y)

Logo P(X > xo) h(x)u) .B y) = P(X > xo' Y > y), e
por'tanto,

(X,Y)'J(X,h(x,U)) j onde o sinal .., i.ndica que os dois
tem a mesma dista'j.buiÇão.

Além di.sto, h(X,U) é uma função crescente de var'iá

vei.s aleatórias independentes, e por'tanto, assoei.adas, confor

me pz'oval'amos no pr'oxi.mo capítulo. Segue-se então que X e Y
sao associadas

vetar'es

2.2.7 - Pa.apor.éção - Sejam X e Y Variáveis aleatórias as

sociadas. Então X e Y são positivamente quadr'ante depen-
dentes

Z)emonó,t4ação - Sejam as funções ZI e Z2 tal que

X > x

e
X < x
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Logo, ZI e Z2 são funções binár'ias e cr'escentes
em X e Y, r'espectivamente. Confor'me pr'oval'emos no teor'ema

3.}.4, Za e Z2 são associadas.

Segue-se então que

0 < Cov(ZI)Z2) Cov(l - ZI) 1 - Z2)

E(l - Z)(l - Zo) E(l - Z. )E(l - Z.)

P(X < x, Y < y) P(X < x)P(Y < y)

Logo X e Y são PQD

2 . 2 . 8 PxopoóZÇão Se X e Y são PQD então Cov(X,Y) > 0

Z)emonó,{a.anão - No teor'ema 2.1.3.a da seção anterior' substitua

f(X) e g(Y) por' X e Y, respectivamente. Segue-se então que
Cov(X,Y) > 0.

0b.óea.vagão - Das pr'oposições 2.2.5, 2.2.6, 2.2.7 e 2.2.8,
segue-se que

TP2(X9Y) -» c:C(Y/X)-+ A(X,Y):+ PQD(X)V)-} Cov(X,Y) .: 0

2.2.9 - P,topoóZção - Se Y é estocasti.comente crescente em X
então Y é crescente à direita em X
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Oetnon.ó.txação - Y é estocasti.comente cr'escente eJn X, por'tanto,
par'a quaisquer' X.l < xo temos

fl(x2) ./ f(xi,t)dt < fl(xl) 'l f(x;,t)dt

Se o .S xl .S xi x2 < x2 < " então

JI':«*/I'Z"«-« 'JI'' f(x,t)dtdx
y'J

.m

Somando .l fl(x)dx JI l f(x,t)dtdx a ambos os lados
x2 'x2 'y

da desigualdade aciJna, se,gue-se que

/00
l

fl(x)dx l J f(x,t)dtdx
'x, 'k:'Ç

f(x,t)dtdx

Donde

J f(x,t)dtclx
2 y

f(x,t)dtdx
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que e equivalente a

P(Y > y/X > xl) <P(y > y/x > x2))Vxl) x2

Segue-se então que P(Y > y/X > x) é crescente eni x par'a qual
quer' y, e por'tanto, Y é crescente à di.rei.ta em X

2.2.10 - P40/)oó,éção - Se Y é crescente ã di.rei.ta em X então
X e Y são associ.idos.

Dei.xamos de apr'esentar a demonstração dessa pr'oPosi
ção dada a sua extensão e sua natureza excessivamente técnica.

Essa demonstração pode ser' encontrada em asar'y e PI'oschan
(1972)

0b.óexvação - Se X e Y são variáveis aleatórias bÍnár'i.as en
tão

TP2(X,Y)'e+EC(Y/X)0A(X,Y).e;+pQD(X,Y).HCov(X,y) > o

Z)emon.6,Cxação - Pai'a pr'oval'mos estas equi.valênci.as é suficiente

mosto'armas que se Cov(X,Y)> 0 então TP2(X)Y), ou então que

P(X = O,Y = 0) P(X = O,Y = ].)D:
P(X = 1,Y = 0)

> 0

P(X : l.Y : l)
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Somando aose]ementos da ].a. linha, os da 2a. linha,
obtemos

P(Y : 0) P(Y : l)

P(X = 1,Y = O) P(X : l,Y : l)

Adia.orando-se aos elementos da la. Coluna, os da
2a. coluna, temos:

l P(Y : l)

P(X = 1) P(X = 1,Y = 1)

que ê não negati.va quando Cov(X,Y) > 0

lqote que, exceto no caso em que aõ variáveis aleató

rias são binárias, o fato de uma função não ser TPa não nos

per'mate conclui.r nada soba'e as outras for'mas de dependência po
si.ti.va

2.2.11 - P,topa.s,éção - Sejam X e Y var'i.áveis aleatórias TP.
Então X e Y apz'esentam dependência Conjunta crescente à di
Feita.
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Z)amanó,t4açãa - Seja P(x' ,y') = P(X > x,Y > y/X > xt,y > y')

Se x' < x e y' < y então P(xt,y') é cr'escente
em x', y' par'a todo x,y

Se x' > x e y' < y então P(x',y') é cr'escente
em y' pai'a todo x,y

Par'a pr'oval'mos que P(x',y') ã cl'escente em xí

consider'emos, par'a x' < x'' e y' < y,

P(X > x', Y > y) P(X > x'', y > y)

P(X > x', Y > y') P(X > x'') y > y')

emos ai.nda r'epr'esentar D por'

P(x' < X 5. x'', Y > y) P(X > x'', y > y)

P(xt<X<x,y'<Y<y) P(X>x",yt< y<y

que é não negativo, pois X e Y são TPa

Aplicamos um ar'aumento semelhante par'a pr'oval'mos que
P(x',y') é cr'escente em yt, se xt < x e y' > y

Finalmente, se xt > x e y' > y então P(x',y')= 1,
que e cr'escente em x',y', para quaisquer x e y

9

Pod

)
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2.2.12 - P,topoóZção - Se X e Y apr'esentam dependência con
junta crescente ã dir'efta então Y é crescente à direita em

X e X é crescente à direita em Y

n'ÓZ4açao - Sejam x-+-m e y'-+ -m . Então

P(X > x, Y >y/X > Xt, Y > y') = P(Y >.y/X > xt) é crescente

em xi pai'a qualquer y, por' hi.pótese.

Segue-se então que Y é cr'escente à dir'efta em X.

Par'a mostrarmos que X é crescente ã dir'eira em Y
suponhamos que y -+ - m e xt-+

Segue-se então que

P(X > x, Y > y/X > x', y > y') : P(X > x/y > y') é

cr'escente em y' pai'a qualquer x, por' hipótese. Decorre dest
fato que X é Crescente em Y

Z)ema

9

e

0b.6e4vaçãa - Das pr'oposições 2.2.11 e 2.2.12 segue-se que

TP2(X9Y) é+DCCD(X,Y) é:+CD(Y/X) e CD(X/Y).

Podemos pr'oval' de manei.r'a análoga às pr'oposições
2.2.].1 e 2.2.12 que

TP2(X,Y) e:+ DCDE(X,Y) <:+ DE(Y/X) e DE(X/Y)
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Apr'esentar'emos a segui-r' um diagr'ama das r'elaçÕes en

tr'e as for'mas de dependência positiva bivariada apr'esentadas

neste capítulo.

TP2 (X sY)

DCCD( X ,DEC(Y/X)

V

Ç
CD(Y/X)

EC(X/Y)

DE(Y/X) CD(X/Y) DE(X/Y)

A(X,Y)

PQD(X,V)

A não ser' no caso especial de Variáveis aleatórias biná

r'zas, nao ocorrem outr'as implicações. Mosto'cremos a seguir' a].duns
exemplos
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Exemplo - Sejam X e Y var'dáveis aleatórias com

dista'ibuição de pr'obabilidade dada pela segui.nte tabela

Ver'ificamos que se

qs < pr' então DE(Y/X),
mas CD(Y/X) somente se
s = 0

l 2 3

Exemplo - Sejam X e Y var'dáveis aleatóri.as com

di.atribui.ção de pr'obabilidade dada na tabela abas.xo, tal que

xl < x2 < x3 e yl < y2 < y3

(a) Se P13 : P31 : l en'

tão X e Y são asso-

ciados, mas não odor'r'e

dependência crescente
à di.Feita e deck'escen-

te à esquer'da.

(b)

(c)

P13 : 'L e P31 = 0 então Y é crescente à dir'eira em

X, mas Y não é decrescente a esquer'da em X

Se P13 : 0 e P31 ; l então Y é deck'escente à esquer'
da em X. mas Y não ã Crescente ã d-í r.pit.] .. Y



42

Exemplo - Consider'e o exemplo dado sobre var'i.áveis a

leatórias que apr'esentam dependênci.a Conjunta crescente à di

r'Cita (definição 2.1.11). Naquele exemplo temos que

P(Y < al/X : al) <P(Y < al/X ; a2) par'a al < a2) segue-se eB

tão que Y não é estocastieamente Crescente em X

Exemplo - Sejam X e

distribui.ção de pr'obabilidade dad
< a <a al 2 3

Y
X a a al 2 3
a 0 0l q

Y var'iãveis aleatórias eom

a pela tabe[a abaixo, ta]. que

Obter've que Y é DE

em X, mas Y não é EC em

X e também que X e Y

nao apr'esentam DCDE.

Exemplo - Seja X uma var'lavei aleatÕT'i.a com dista'i
buição de Cauchy, cuja função densa.dade é

f( x , e) l onde

T (]- + (X-0') 2)

m < 0' < m

Então X é estocasti.comente Crescente em e, mas não
tem razão de verossimilhança monótona
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Exemplo - Sejam as v.:ir'iáveís aleatórias X e Y com

dista'ibuição de pr'obabili.dade dada na tabe].a abaixo

Frei.Imente vez'ifica-se que

Cov(X,Y) 3.0, mas (X,Y) não é PQD,
pois

p(x .SO ,v 5. o): # .Sj} :p(x5. o)p(v5. o)
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3.1

CAPITULO lll

DEPENDÊNCIA POSITIVA FIULTIVARIADA

Foa.maó de Z)ependêrtc,éa Po.s,éZ,éva

A seguir' apr'isentar'emos as for'mas de dependêhcía po

sita.va ente'e mais de duas var'i.ãveis aleatórias, equivalentes as

da pr'imeira seção do capítulo anteri.or

lqostr'amos na p!'oposição 2.1.2 que se as var'dáveis

aleatórias X e Y são positivamente quadrante dependentes en

tão as desigualdades

P(X > x, Y > y)> P(X > x)P(Y > y) e

P(X < x, Y < y)> P(X < x)P(Y < y), x, y

são equivalentes . Ente'etanto, esta equivalênci.a ger'almente não
ocorr'er' quando temos mais de duas var'iâveis aleatórias. Daz' a ne

cessidade de defina.-las como formas de dependência di.stintas, de

comi.nadas dependênc,éa p0.6.é.{Zva óupe,t,éaa ê dependencla po,õZZZvct

,énÁ ea..Caa..
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3.1.1 - Z)eÓZn.éção - Di.zemos que a dependência positiva ente'e

as var'dáveis aleatórias XI)..2X:: e super'ior'} se quaisquer

que sejam x., xo,.., x. tiver'mos

P(X].> x].,. . )X

n
lí P(X. > x.)

i:]. ] ]'

Em símbolos dizemos que as var'dáveis aleatórias

X. ,...X.. são DPS.]. ) ' ' ' ''r\

3.1.2 Z)e61.)tX.ção - Di.zelos que a dependência positiva entre

as variáveis aleatÓr.i.as XI)..}Xn é inferior', se quaisquer'

que sejam xl} x2)..)Xn tivermos

n

P(XI < xl)..}Xn < Xn)> .lr.P(Xi 5. xi)i=l

Em símbolos di.zemos que as var'dáveis aleatori.as

XI)..)Xn sao DPI

Os pl.'Óximos dois exernpJ-os mosto'am que os contei.tos

de DPS e DPI não são equivalentes

Exemplo - Suponha que o vedor aleatório X = (XI ,Xo,X2)
assume os valor'es(1,1,1),(0,1,0) e(0,0,1), cada qual com
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pr'obabilidade l
3

Segue-se então que

P(Xl>0,X2>0,X3>0): >) :.lí.P(Xi>0),l

mas

P(XI .1 0,X2 5. 0,X3 .S 0): 0<:%: lí.P(Xi 5. 0)
3

Portanto X é DPS, ]nas não e DPI

Exemplo - Seja X um vetar' aleatório com distribui

ção Nor'mal Multa.variada tal que E(X) = 0

Pode-se pr'oval' que IXI e DPI, mas não e DPS, exce'

to no caso que impomos alguma r'está'i.ção adicional na estrutu

r'a da covas'ladeia, tal como Cov(X.i,X.ã) : a.i aa

A demonstração pode sei.' encontrada eJn sidãk (1967)

Aó.óac,éaçãa

3.1.3 - Z)eá.{n.leão As var'dáveis aleatórias XI) X2)..}Xn são
associadas se Cov(f(X), g(X)).1 0 par'a qual-squer funções

crescentes f e g, tai.s que Ef(X), Eg(X) e Ef(X)g(X)
existem.

A par'ti.r da definição 3.1.3 é praticamente impossí
vel ver'ificar' se as var'i.áveis aleatórias são associ-idas, pois
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isto exige a ver'i.fi.cação de que a Cov(f(X), g(X)) é não nega
tava par'a quaisquer funções cr'escentes f e g. Eln vista dis

to, mosto'ar'emos através do teor'ema 3.1.q que a associ.ação
de var'iãveis aleatórias pode ser estabelecida consider'ando se

Frente funções f e g, binárias e cr'escentes

3.1.4 - Teor'ema - Se Cov(X(X), J (X)) > 0 pai'a qual.squer fun

ções X e á, binâr'ias cr'escentes, então X e associado

Z)emana.t.tacão - Sejam f e g funções crescentes. Consider'e
a segui.nte i.densidade

f(X) > x

f(X) < x

Então

cov(f(x), g(x)); ,l ./ Cov(Tf(x), Tg(y»dx(iy
- o9 -m

A demonstração desta identidade pode ser' encontrada eín Lehmann

(1966 )

Como Tf(x) e Tg(y) são funções binár'ias cr'es

tes em :, segue pela hipótese que Cov(Tf(x), Tg(y))> o

Segue-se então da definição 3.1.3 que
são associ.idas

cen

,x n
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Pa.apx,éedadüó da A,õóoc,[açãa

PI : Qualquer subconjunto de var'iãveis aleatÓT'ias associ.idas é
associado

DenionóZ,taçãa - Pa segue imediatamente da definição de as

sociação pela escolha de funções f e g cr'escentes que

dependem somente das var'lavei.s do subconjunto em questão

P9: Se dois conjuntos de var'iãveis aleatÓT'ias associadas são
independentes então sua união é um conjunto de var'dáveis

a].eito'rias associadas.

1; íman .{a.açãa - Sejarrl X (XI)X2' ,X ) e Y' n - (YI 9Y2 9 ,Yn)

foi'medos poi' var'lavei.s aleatórias associadas, X e Y ande

pendentes. Sejam f e g funções cl'escentes

Repr'isentar\do f(X,Y) e g(X,Y) pol' f e g, r'especti

te, temos que Cov(f,g) = EX,Yfg - EX,Yf EX,Yg9 onde EX,Y

repr'ementa a esper'ança com relação ã di.atribuição conjunta de

vamei)

X Ye

Da independência entre X e Y segue-se que

Cov(f,g) EXEYfg EX(EYf EYg) +

+ EX(EYf EYg) EXEYf EXEYg
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Portanto

Cov(f,g) = ExCovy(f)g) + CovX(Eyf) Eyg)

Temos que Cova(f(x,Y), g(x,Y))> 0 par'a cada x

fixado, por'tanto EXCovY(f)g) > 0.

Além disto, EYf(XsY) e EYg(X)Y) são funções

cl:'escentes em x, logo Cov(EYf) EYg) > 0. Segue-se então

que Cov(f,g) > 0, e por'tanto, o conjunto foz:'made pela união
de X e Y é associado

P3: O Conjunto for'medo por' uma unida var'lavei aleatori.a é as
soa.ado

22emon.6,{.tacão - Pal'a qualquer par' de funções y , .ç biná-

rias crescentes de uma úni.ca variável aleatória temos,

par'a qualquer' x, que K (x)5. d'(x) ou b'(x)! á(x). Se, por
exemplo,r.SJ então Cov(K(X),á(X))= E(Ká) - E(&)E(á)=E(y)-

- E(K)E(J') = E(X)(l - E(J)) > 0. Pa segue-se então do teor'e
ma 3 . ]. . q

P4: Funções cr'escentes de var'lavei.s aleatórias assoei.idas são
associ.idas

Z)enion.õZ.'taçãa - Sejam XI, . .}Xn var'dáveis aleatórias asco
dadas e {fi}) i= 1,...m, funções cr'escentes. Vamos mos

tr'ar' que as var'dáveis aleatÓri.as Y.= fj.(X), i: l,...,m,
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são associadas. Par'a i.sso consider'emos um par' f,g de fun
çoes c!.'escentes e obter'vemos que nessas condições as fun

çoes compostas f(f].)...) fm) e g(fl) ..)fm) são também
cr'escentes. Temos que

Cova(f(Y),g(Y)) = CovX]f(f(X)),g(f(X))]> 0, que mo!

tr'a que as var'dáveis a].estórias Y.l ,. ., Ym são associ.idas

Se XIK),... XnK) são associadas par'a cada K e X(K)

convem'ge em dista'ibuição par'a X então XI,..?X são osso
nl;ar'l= Q

P5

A demonstr'ação de P5 pode ser' encontrada em asar'y,
Proschan, e Walkup (1967)

3.1.5 - 1.eltza - Variáveis aleatórias independentes são associ.a
das

Z)emonóZaaçãa - Segue imediatamente de Po e Pa

3.1.6 - Lema - Sejam XI) X2)..)Xn vetou'es a].eatÓri.os indepe2

dentes tal que Xj. e associado, i= 1,2,.., n. Seja X = Xl+...+
+ Xn' Então X é um vetou' a].eatóri.o associado

Demos.6í4ação - A pr'opr'iedade P2 pode ser genes.'a].izada (pol' in
dução) par'a um n'? fmi.to qualquer de conjuntos de vaz.'dáveis alem

tõr'ias. O lema acima segue-se fao.Imente dessa genes'alização e
da pr'opl'iedade P..
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Exemplo - Seja X = (XI'...)XK) um vedor aleat(5ri.o com

com distribuição mu]tinomi.a]. com par'âmetros n e pl}. .. )PK
Então (X].) -X2) é um vedor aleatório associ.ado.

Z)emapt,s,ta.anão - Seja Yj. : (Yil'...}YÍK), i: l)...,n, vetores a
leatorios independentes, cada qual com di.stribuição multinomial

com par'ametl'os l e i)l>... )Ê)K' Fácil-mente podemos ver'ificar' que

(Y].l) '-Y12))...)(Ynl) -Yn2) são associados. Do lema 3.1.5, se-

gue-se então que (X]., -X2) :.xl(ZÍ].) -Zi2) é associado.

A associação entre variáveis a].estórias binárias tem

apl i-Cações i-nteressantes em eonfiabi].idade que mostraremos no
pr'õximo capjltulo

Vamos apr'esentar agora dois teoremas de i.mpo].'tangia

fundamental par'a estas aplicações

3.1.7 - Teorema . Se XI) X2)...)Xn sâo variáveis aleatorias

bi.naftas associadas então 1 - XI' 1 - X2,...) 1 - Xn são va
r'i.ãveis aleatori.as binár'ias associadas .

Z)e»ion.õ.t,tacão - Seja uma função binária crescente. Então

b'u(3) = 1 - Y(1 - :) é uma função binária crescente, on

X].) ].- X2 3
de

Seja Y = ]. - X. Então

Covv(X(Y) , d(Y) DCov.,('XX .jn(x)) 3.o,
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par'a qual.squer' funções X , .Íbinárias cr'escentes.

Do teor'ema 3.1.4, segue que 1 - XI) 1 - X2)...)l - X
são associadas

3.1.8 - Tc04.cmd - Se

binári.as associadas então
, X. são var'dáveis aleatórias

e
P(XI ; l,X2 :l-,. . . ,Xn: l)>jvlP(Xi : l)

n
( 3 .1 .1)

P(XI : 0)X2 : 0,..., Xn = 0)>.lr.P(X.i = 0)(3.1.2)

Demos.ÓZa.anão - Consider'emos as duas funções cr'escentes de X:

X'(3) : XI e J(X) : X9XR '.. X' A - z J n

Como hi.pótese, XI).. }Xn são associadas, segue-se que

E(XIX2'.. Xn) > E(XI)E(X2'..Xn). Repetindo-se este argumento ob
temos

n

l

E(XI,X2'..Xn) > E(XI)E(X2)...E(Xn)

Como XÍ é uma var'lavei aleatória b
i = 1,2,..,n, segue-se que

E(Xi) : P(Xj. : 1) e E(XIX2'..Xn) : P(XI : l,..8Xn : l)

Substituindo este resultado em (1) , obtemos a desigualdade (3.1.1)

].nal'J-a,

(1 )
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Usando o teor'ema 3.1.7 e a desi.gualdade (3.1.1) ob
temos a desigualdade ( 3 . 1 . 2 )

Podemos obter' outras apli.cações da associação (2a

seção do capítulo IV) atr'avos do teor'ema a seguir

3.1.9 - Tccr4êDlü - Sejam XI) X2J'.) Xn vaz'dáveis aleat(árias

associadas e Yi = fj.(X), fi crescente, i= 1,2,..., K. En-
tão

K

P(YI < yl,...9 YK < yK)>.v.P(Yi5.yi)(3.1.3)i=l
e

K

P(YI > YI,..., YK > yK)>.x.P(Yi > yi)(3.1.4)i=]. ' '

par'a qual.squer' y].,..} yK

Z)amonóZa.anão - PeJ-a proPT'iedade Pq' Yl9
das

YK são associ.a

Seja

,:',, : {= :: ::::
Então Ti(y) é crescente em Yi, e por Pq' TI(yl),
T2(y2))...9 TK(yK) sao associadas

Do teor'ema 3.1.8 segue-se então as desigualdades
('R l Q) n /a l l.\
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Z)ependêncZa ScqZlenc,Ca.ernen,te C,teó cen.{e àl Z),é,te,é.ta

Esta forma de dependência positiva cor.responde a de
pendência crescente a direita, no caso bivariado.

3.1.].0 - 1)e6ln.éçãcr - As pari.áveis aleatorias X. ,

seqUenci.almente crescentes à dil.'efta, SCD, se
, X. são

P(xl > XIS , Xi-l > xi-l)

for' CT'escente em x. , ,xj.-]. par'a todo i 2 , 3 ,

Uma aplicação da dependênci.a seqHencialmente cres-

cente ã di.rei.ta e em pr'oblemas que envolvem a relação entre

uma Var'iãyel aleatóri.a XZ' num momento não Observável, e um

Conjunto de Var'iâveis aleatórias ittestes" XI,. . . )Xi.l Obser'
vavels

Suponha, por' exemplo, que um item é aceito se cada

uma de suas vai.'i.áveis ''testes" excede espeeificadainente os li

mates i.nfer'fores x]). . . )xi.] . Se aumentarmos as exigências
das var.lavei.s ''testes'', isto é, aumentarmos os x's, isso au-

menta necessar'lamente a pr'obabi.l:i.date de um va]or a].to para
Xj.? A resposta é afi.rmativa óe estas variáveis aleatórias fo
].'em Seqtlencialmente crescentes à direita
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DependêlncZa Seqüenc,éaZrnenZa Z)ec eócen.te ã Eóque da

e ludlieil-r'a anal-oga ao que foz feito enter'ior'mente,

intl'oduzi.r'emos a seguir' a fol'ma de dependência que cor'r'espon

de, no Caso uivar'lado, a dependênci.a decrescente ã esquer'da.

Convém r'essaltar que esses dois tipos de dependên-
cia não são equivalentes nem no caso bivariad

D

0

3.1.11 - 1)eá.élt,éção - As var'dáveis aleatórias X

seqtlencialmente deck'escentes a esquerda, SDE, se

P(X.i < x;/X. < x. ,... X

]. )

ll

, X são

for' deer'escente em x. , pai'a todo 2 ,3 ,. . . , n

DelJendêlnc,éa Eó.toca.5,t,éca C4e.sc }líe cru Seqélênc.éa

3.1.12 - Z)e6Zn,éçãa - As vara.ãveis aleatóri.as XI'
estocasti.comente crescentes em seqtlência se

P(Xi > xi/XI : xl)..., Xi-l : xi-l)

for' cr'escente em xl}..}xi-l par'a i: 2,..., n

, X são' n

Denotamos esta for'ma de dependência por ECS
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22ependênc.éa cola/un.{a C,ta.sceníe, ã Z).éxe,éía

3.1.13 - t)eá.énZçãa - As variáveis aleatÕri.as Xl3..) Xn apr'Ê
sentam dependência conjunta cr'escente ã direita se, par'a

quaisquer' xl)...) xn'

P(XI > xl)..) Xn > xn/XI > xl)...) X > xÀ)

é c:'escente em xi,. . . , x.

0b.se.tvaçãa - Se um conjunto de var'iãveis aleatorias apresen

ta esse tipo de dependênci.a dizemos que ele é um conjunto

DCCD. Intuito.vamente vejamos o que isto significa através do

exemplo a seguir'

Sejam as var'dáveis aleatóri.as XI,..., X. que re-

presentam o tempo de vi.da de n objetos a partir' de ori.Bens

di-fel'entes. Então a i.nformação de que eles ainda estão fun-

cionando nos instantes xi). . . ) xÀ, aumenta a pr'obabilidade
par'a o conjunto

P/lapa.,éedadeó

PI Qualquer' subconjunto de um conjunto DCCD é também DCCD
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t)amor.õ,ta.ação - Seja XI)...) X um conjunto DCCD. Então
pe[-a defina.çã0 3.1.].3 segue que

P(X[ > x].,...,Xn > Xn/X] > x',... , Xn > Xn) é cl:'escente

em xi,...) xÀ par'a qual.squel' xl)...) x

\

Se Substituirmos x.i e x:, par'a i= 1,..., n,

por' quaisquer' constantes, a condição anterior' não se are

r'a. Consider'emos que xi-»-me xl'»--. Obtemos então que

P(X2 > x2'.'') X > xn/X2>x2).'', X > xt) acrescente

em x;l,...) xÃ para qual-squel'

De maneio'a análoga pr'ovamos PI par'a qualquer sub

conjunto de XI)...)X

P2: A união de doi.s conjuntos independentes DCCD é um conjun
to DCCD

A demonstr'ação e imediata

P3: Um conjunto formado por' uma unida var'lavei aleato].'ia é
DCCD

Delnon,õ,CXação - Seja X uma variável aleatória tal que

P(x') ; P(X > x/X > xt)= F(máx(x,x'))
F(x')

Se x < x' então P(xt) = ].
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Se x > xt então P(xt)

do x > xt

11.ÉZ..L é cr'escente em
F(XT )

x' pal.'a to

Segue-se então que, par'a qualquer x, P(X > x/X > Xt) é

er'escente em x' , e pela definição 3.1.13, X apr'ementa de

pendência conjunta crescente ã dir'efta

../

P4: Mínimos de conjuntos de var'dáveis aleatórias DCCD são DCCD

Z)íman,õ,t.tacão - Suponha que as variáveis aleatórias

YI)...)Ym apr'esentam DCCD

Sejam Xi ; mi.n Y.
jeJ; ]' 1

JiCll,...,m} e

par'a l 1 , ,n , j = 1,... ,m,

onde

"j : ":1;:::.":, "5 :
max
ic:l. tal que lj {i/j 'úi}

Então

P(XI > xl)...,X > ,x

P(YI > yl'..., Yn > ym/YI > yl,...,Ym > ym) e e

cr'escente em xi,...)x&, pois YI)...)Ym e DCCD e yi,

e cr'escente em x;.,..., xÃ. Portanto XI)...)Xn' os mi-nimos

dos conjuntos JI). . . )Jn) r'espectivanlente, são DCCD

,y::

3.1.14 - Lema - Um conjunto de var'dáveis aleatórias independen
tes é DCCD.
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l)etnon6,t4ação - Segue imediatamente das pr'opr'iedades Po e PQ
da dependência conjunta crescente à direita

Exemplo - Sejam YI) Y2) Y3 var'haveis aleatÓI.'ias

independentes, X] : min(Y].,Y3) e X2 : mi-n(Y2'Y3). Então
XI e X9 apr'esentam DCCD

Este r'esu]tado é uma conseqt]encia i.mediata do ].ema

3.]-.1y e da propr'iedade Pt.

3.1.15 - Tecia.ert?a - Seja XI ,...,X um conjunto DCCD. Convide

re doi.s subconjuntos quaisquer de XI)...) X ' Então um de:
tes subconjuntos é crescente ã dir'efta em relação ao outr'o

Denion.ó,{.tacão - Sejam K e M subconjuntos de {1,2,...n},

não necessar'lamente disjuntos

Como por' hipotese) P(XK >x'/X > x) é cr'escente em x-P- Nl\ N - -

par'a qualquer xl, temos que

P(XK > ?SK, XM » 3n' xM » ?SM)

P(XM > xM, XM > xiã)

e crescente em x., pal.'a quazsquel.'
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Agir'a fazendo xM -.>-®) segue-se que P(XK > xK/XM > ?sM) é cr'e!

gente em xM para qualquer' xl, e por'tanto, XK é cr'escente ã

dir'efta em XI.l

ExeJnplo - Seja o conjunto de var'dáveis aleatórias

XI) . . . }Xn com dista'i.buição exponencial multivariada deter'mi
nada por' Marshall e Olkin (1967) tal que

, )
expl-illlÀixi 'i<Àijmáx(xi,xj )

i<j<k ijk (xi,xj'xk) -À l nmáx(xl} ,*.)l ,

onde xi > 0) Àj. > 0 e pelo menos um Ài e maior' que zero,

i=1,..,n

Então o conjunto de variáveis aleatóri.as Xl9.. }Xn
é DCCD

Dapendênc.éa Con./ttn.ta l)ecxecen,te ã E,6quexda

3.1.16 - 1?eá.én,éção - As variáveis aleat(árias XI)..)Xn apr'ese2.
tam dependênci.a conjunta decrescente à esquer'da se, pal'a qual.s

quer' xl '..)Xn)
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P(X]. < x].).. }Xn < xn/XI < xl'.. .,Xn < Xn)

é deck'escente

Usamos a notação DCDE quando um conjunto de vai'iá

vens aleatóri.as apresenta essa for'ma de dependênci.a

amei.pa análoga a DCCD podemos provar' que

) máximos de conjuntos de var'dáveis aleatórias DCDE

são DCDE

De m

a

b) se consi.devamos dois subconjuntos qual.squer' de um

conjunto DCDE então um dos Subconjuntos é deck'es-
cente ã esquer'da em r'elação ao outro

c) as propr'iedades Pl} P2 e P3 i'elativas a DCCD

conta.nuam válidas quando substi.tuimos DCCD por
DCDE

Exemplo - Sejam YI) Y2) Y3 var'lavei.s aleatórias in

dependentes, XI : máx(YI'Y3) e X2 : máx(Y2'Y3). Então XI e X2
apr'esentam DCDE.

Uma das maneio'a.s de pi'oval' este r.esultado consiste

em observar' que o conjunto formado por' -yl , -Yo,-Ya é DCCD. Se

gue que -XI : min(-YI)Y3) e -X2 ; min(-Y2)-Y3) também é DCCD

e, por'tanto, X]. e X2 apr'esentam DCDE.
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3 . 2 gS:Ée:iZ.g+..gg.{çç gó Fa,'Li}7a6 de Z)epandê)tc,éa Po,õZ.{.{ua

InZxoduçãa

A ver'ificação de que um conjunto com mais de duas

varzavei.s a].eatõr'ias satisfaz alguma for'ma de dependênei.a post

ti.va é ai.nda mais impr'aticáve]. do que no caso bivar'i.ado. Surge
então, com mais r'anão ainda, a necessi.dade de estabelecer' uma

eondi.ção mais for'te, que imp].i.que nas for'mas de dependência po

sitiva, e seja de fáci.]. veria.cação. l-ía pr'ocur'a desta condição

sur'gi.r'am vãr'i.as pr'opostas) tais como: funções TPo em par'es e

TP2 multivari.idas Kai'lin (1968) , dependência m:: - positi.va

Alem e Walleniu$ (1976) e dependência totalmente positi.va por'
eli.mi.nação Ahmed, Langber'g, Leon e PT'oschan (1978)

BJ-ock e Tina (1979) provaram que, a não sel' em ca

sos pato1l5gicos, os conceitos ci.todos acima são equi.valentes.

Por' este motivo, consider'ar'emos somente o caso de funções TPo
em par'es) que é uma generalização do caso uivar'lado.

Nesta seção desenvolveremos amplamente a anãli.se

destas funções e mostraremos a sua relação com as for'mas de de

pendênci.a api'esentadas na senão anterior

'i-..
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FultçÕaó 7'P? ctli Paxeó

3.2.1 - 1)eá.én,Chão - Seja X = (XI,...)Xn) um vetar aleatç5rio com- .L il

função densidade f(x), discreta ou contínua. Di-3.'amos que

f(x)(ou X) é TP2 em par'es se:

(a) Existem subconjuntos mensur'áveis da r'eta,

Ç21)...)S2n' tais que f(x) > 0 somente para

x c lí S2

\

n

lll

(b) f(x) ê TP2 em cada par' de ar'guinentos, par'a VÊ

lotes fi.xos dos ar'aumentos restantes

Exemplo - O vetou' alento rio (XI' X2, X3) é TP2 ern

pai'es se (XI)X2)X3) tem densidade f(x])x29x3) > 0 eln Q].XS22XQ3

e f(xl)x2,x3) é TP2 em (xl)x2))(xl,x3))(x2lx3) em

QIXÇ22 >S21XÇ23 )ç22XQ3 ' ].'espectivamente

0b,õe,ovação - Como veremos, atraves do pr'6ximo exemplo, a condição

(a) da definição 3.2.1 é que i].'á ga].'antil' que as mar'finais de

f(x) serão também TP2 em pal.'es
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Exemplo - Sejam XI , X9, XQ var'dáveis aleatórias. com
função densidade

1/2 se 0 < xl < 1) 0 < x9 < 1) 1 < xl <2
f(xl) x2 } x3)

1/2 se 1 < xl < 2, 1 < x2 < 2) o < x3 < l

Facilmente verífi-camas que f(xls x2) x3) é TP2 em

(xl, x2))(xl, x3))(x2) x3). Ente:'etanto f(xl) x2, x3) é positiva
ern [(0,1)X(0,1)X(1,2)] U t(1,2)X(1,2)X(0,1)), que não é da for'ma

f21X Q2X Q3' Segue-se então que f(xls x2) x3) não ã TP2 em pg
res.

\

A densidade marginal de (XI) X3) é dada pol.'

.} se 0 < xl < 1} 1 < x3 <2
f13(x].x3) : -l

L# ;. : « *: « ', ' ' *: «:

Segue-se que

'*:'+ , {''::';, ;': . « + {'':;'; , },

Portanto
(XI' X3) não é TP2

3.2.2 - Teo.tettia - Sejam Ç21) ç22) Í23 conjuntos de Bor'el da r'eta
Sejam f(x, y, z) e g(x,z) funções à valores reais defi.ni.das

i.'espectivamente em QIX ç22X S23 e em S21X ç22' Suponha ainda que

g é TP2 e f e TP2 em pai'es. Nessas condições, seda uma
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nedi.da a-finita, a função

h(x, y) f(x, y, z)g(x, z)dU(z)
Q.

0b.sea.vagão - Este teorema é um dos r''Lsuttados bási.cos soba'e fun

ções totalmer\te positi.vas e a sua demonstração pode ser' encontx'a
da em Kar'lin (1968), pagina 123

3.2.3 - CoxoZã4Zo - Se o vetar aleatório X = (XI)...)Xn) é TP2

em par'es então qualquer' densidade marginal de X é TP? em pa-

12etnan.s.{4ação - É fácil ver que é sua.ci.ente mostrarmos que a den

sídade mai.'final de (XI)... )Xn.l) é TP2 em par'es

Consider'erros então

fn.l(xl' L'.'*:,n
, )dxn

Como Qn e um conjunto não degenerado e por' hipótese

fn(XI)...)Xn) é post-uva, segue-se que fn.](x],-..9Xn.].) é post
uva em S2. X...Xç2 .

n
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Sejam i,j, iS i. 3.n - ],]- < j < n - 1, i#.j. Va

mos mosto'ar' que fn.l(xls...)Xn-l) é TP2 no par' (xj., xj) quan-
do as demais var'dáveis são menti.das fixas. Par'a isso usaremos o
teor'ema enter'ior consi.del.'ando

, n) : fn(xl'x2,''''xi.,...,xj''.., )

g(xl,Xn) : l e dH(xn)

De açor'do com o l:eor'ema, segue-se que

fn-l(xl)

é TP2 e, portanto, fn.l(xl' TP2 em par'es

0b,õea.vagão: As pr'oposições 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4 continuam vá

lidas pai'a funções TP2em par'es.

Exemplo - Seja X = (X. ,... ,X.) vetou' alento'ri.o com

dista'Íbui.ção lqorma] Mu].tivariada com medi.a U e matriz de cova

ri.anota E, positiva e definida

Nessas condições se R = E'l, X é TP9 em par'es se

e somente se r'i.l < 0 par'a todo i#j

açao - Como X «. N( P,E), sua densidade é dada por'
-n/2 -1/2 n

f(:) ; (2T) IZI exp I'i/2zx r'ij(xj.- Pi)(xj

X.Í < m, i = 1,...,n, R=E

Z)etno n.õ.{,t

l



67

Par'a qualquer' por' (x.i ,x,l ) , podemos escrevem'

f(x) c. (x(j.)) c.(x(j)) e'r'ij Zxj
.L N Z. -

onde el > 0 não depende de xj.) c2> 0 não depende de x.I' Por-

tanto par'a pr'oval'mos que r(?S) é TP9 em x.i, x.i basta pr'oval'mos
-r..x.x

é TP2 em xi) x:i'Vi# j. É fácil ver' que d.sto
teor're se e somente se rii S. 0 par'a todo i#j

Exemplo - (Valor'es absolutos de var'dáveis aleatóri.as
mu].ti.hor'mai.s)

Seja X = (XI'.. . ,Xn) um vetou aleatório com dista'i

buição N(U,E). A densidade conjunta de (IXll )...)\Xnl ) é TP2
em par'es se e somente se existir uma matriz diagonal D com

elementos iguais a + 1, tal que na matriz - Dll'ID qualquer
elemento fora da diagonal seja não negativo.

Suponha) por' exemplo) que X N(0,}1) e EI : T'+ cta.',

(a].)...,an) E:Rn e é uma matei.z diagonal. Então

,IXnl ) é TP2 em pares

A demonstr'ação deus
em Kai'lin e Rinott ( 1979 )

t

resultado pode encontr'adae ser

( txJ ,
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3.2.4 - Z)aá.énZção - Dizemos que f(u), -m <u <m, é uma função fre

quencia de Polya de or'dem 2 (FP2) se exi.stirem doi.s subconjuntos

mensur'àvei.s na r'eta, QI e ç22' tais que par'a todo par' (x,y)cQ.xç2.2,
f(x-y) foi'

As proposições a seguir fornecem métodos que nos per'

matem gerar' densidades TP9 em par'es

3.2.5 - PopoóZção - Sejam X =(XI'...9XR) e Y :(YI'...,Yn)

dois vetores aleatÓri.os independentes que sati.sfazem as condições
abaixo

(a) as componentes do vetou' X são independentes e pa

r'a cada i. = 1,....n, a densidade fv da componen
te X. é PF

l

2l

(b) a densidade conjunta do vetou' Y, fv é TPo em
par'es

IJessas condições a densidade do vetar

em par'es
TP2

Z)emonó.{4ação - Das hi.póteses feitas, segue-se que a densidade con

junta do vetou' Z será dada por':

i:l Xi(zi - yi)
)d (3 .2 .1)y n y
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PF2 segue'se que, par'a todo i.,

(zi) yi). Por'tanto, o integrando em

(3.2.1) é TP2 em pares e o r'esultado segue do corolário
3 . 2 . 3 .

f (z TPy e emX 2l ll

Um ar,aumento análogo ao utilizado na pr'oposi-ção a

ei.ma nos per'mi.te obter' doi.s outros resultados, que ser'ão em se

cuida uti.lizados par'a mostrar que di-ver'sas distribuições multa

variadas i.apor'tartes são TP2 ern par'es

3.2.6 - P,toJ90ó,éçãa - Seja X = (X].)...,Xn) um vedor aleatóri.o

que satisfaz a condição (a) da pr'oposição 3.2.5 e seja X

uma var'lavei aleatória independente de X. lqessas condições se

defina-r'nãos par'a i= 1,..- )n, ZX = Xj + Xo) o vedor

(ZI,...)Zn) ser'ã TP2 em par'es

0

3.2.7 - PxaJJa.ó,éçãa - Seja X = (XI)...,Xn) um vetou aleatório
com componentes independentes e paz.'a i= 1,.. . ,n, vamos i.ndicar

por' fX; a densidade da componente XZ' Seja Xn uma var'lavei

aleatória post.uva, i.ndependente de X. lJessas conde-ções te-
mos

(d) Se para i. = 1,... ,n,v >0, - m < u < ", fX.(u/v)

(XIXo '. ..,XnXo)

l

for ern

será TI'
2 '''' I'aí'c:'

u e v , o vetou.'
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(b) Se para i= 1,...,n, v > 0, - m <u<m, fv ;UV) for

TP2 em u e v, ovetorZ :(XI/Xo'...,x/Xo)

sei.'á TP2 em par'es

l

Exemplo(D:Lstr'ibuição G.am.a I'cultivar'fada)

(XI)...,X ) vedor' aleatório de componentes independentes,Seja

tal que I'(aj , B{ ) com

- t3ixe

Bi > 0 e pai'a i 1 ,

Então fX.(x)
1.

PF.
2

Se Xo'- I'(uo)13o) e independente de X então o vetou

(XI + Xo}...)X + X)) tem dista'ibuição Gama Multivariada. Da

pr'oposj.çã0 3.2.6, segue-se então que Z é TP9 em pares

Exemplo (D.istribuição F 14

(XI'...,X ) vetou' aleatório de

X.i «' I'(cl.i,Í3.i) :om ct.i > 0

- Í3; H/v

ada)

tponentes independentes

par'a i = 1 ,. . . ,n.

ulti.vara.

Se]

tal

a

Então fX.(U/v)
=L é TPo em p e v positi.vos
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Consi.dele por exemplo, o caso par'titular em que

X'vi(Qui-quadrado com vj. gr'aus de liberdade). Seja uma

variável aleatória Xo ,- X2., e i.ndependente de X. Segue-se

então da proposição 3.2.7 que

(XI/vl)(Xo/vo)'l,. . .,(Xn/Vn)(Xo/vo

A dista'ibuição de Z e denominada F Mult

()

l) TPe ein pares

ivar

2

fada

Exemplo (Valor' absoluto de variáveis a].estórias

com dista'ibui.ção de Cauchy Multivariada) - Sejam o vetou aleca-

tÕT'io X : (XI,-..,Xn)-N(0, 1) e a variável aleat:ária S-Xv

X e S independentes

Seja Z :(ZI,...,Zn):(XI(S/ v)'l,...,Xn(S/ v)'l),

cuja distribuição e denominada Caucl)y f'lula:ivar'fada. Ent:ão

( ZI )...) Zn ) e TP2 em par'es. Este resultado é obtido Pelo

mesmo ar'aumento usado no exemplo anterior, poi.s

TP2 em u e v positivo

3.2.8 - PxoJ3a.s.éção - Sejam XI)...,Xn var'i-áveis aleatórias in

dependentes e i.denticamente di.stribuÍdas. Seja f a função

densa.dade de Xj.) i= 1,...,n. l;ntão a densa.d.ide conjunta das

estatísticas de or'dem X(1),..')X(n) é TI'2 eln r)ares
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Z)amar .{a.anão

por' nlg(xl'

A densa.dade conjunta de X,.~

'xn)ivlf(xi), onde

,X(n) é dada

l par'a xlS
,Xn)

.0 no complementam.'

Uma ver'ificação dir'eta mostra que g é TPo em pg

i'es. A densidade conjunta de X é TP2 em pal'es, pois

XI)...)Xn são independentes. O resultado segue agora da obter'

vação em relação à pr'oposição 2.2.B que vem logo após o cor'o
lári0 3.2.3

0b e vaçãa - Seja Di : X(i)- x(i-l), ] ; l,'..,n, e X(o); 0

!dessas conde.ções, se f(x +y) é TP? então

f(dl'...)dn) : n! f(dl)f(dl + d2)...f(dl+...+drl) é TP2 empa
res

Re,eaçõe,õ ert.{4e a,s 604tlza de deliendê tela poóZ,(lva

Vamos açor'a estabelecer as r'elações existentes en-

tre as foz.'mas de dependênci.a introduzidas na l3 seção dest:a ca
PÍtulo
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3.2.9 - Pxop0.6.éção - Seja X ; (XI'..9Xn) vetou' alento rio cuja

função densidade fn(x) é TP2 em pares. Então X é estocasti-
camente cr'escente ern seqtlênci.a

Pemaltó,Ca.anão - Seja fi(xl'...,x:) a densidade marginal de

Xl}...)Xi par'a i; l,...,n. Então pelo cor'olári.0 3.2.3, f.i é

TP2 em par'es par'a i. :: 2,...,n.

Como f2(xl)x2) é TP2 segue'se que P(X2>x2/Xl:xl)

e cr'escente em xl para qualquer x2 (vei' a proposição 2.2.5)

De maneira análoga, par'a x2 fixado, f(xl) x2) x3) é

TP2 em (xl' X3)) e por'tanto, P(X3 > x3/Xl: xl' X2 : x2) é cr'es-

em xl paz'a qual(quer' x3

[) /-\ .b,.-t r"' a' .n .. +-

a, pai'a xl fixado , temos que

x2) é crescente ein x2 pa)-''a qualquer x3

Segue-se então que

x2) é ci'escente em xl e x2 pai'a qual-

rl

P(x /x> x
3 l3

P(X3 /x> x XX
3 l 1 ) 2

/x> x XX3 l 2P(X3

quer' xl

Repetições deste argumento pi'ovam que X{ é estocasti

comente cr'escente em X]'...)Xi.]. par'a i= 2,...,n



74

3.2.10 - Pxopaó,Chão - Seja X ; (XI,...,X ) vetou' aleat(brio eito

casticamente crescente em seqUênci.a. Então X é associado

Par'a demonstrar' esta pr'oposição necessitam.'emos do le
ma que api'esentamos a seguir'

Letra - Seja Y estocasti.comente crescente em X. Então existe

uma função cr'escente h(u,x) e uma var'lavei aleatória U indepe2.
dente de X tal que (Y, X)«,(h(U,X), X), onde o sinal..J indica

que os dois vetou.'es tem a mesma dista'ibui.ção.

Z)emon6,t,tacão - Seja Fx a função de distribuição de YX:x) isto

é, Fx(y) : P(y .S y/x : x)

Defi.na

h(u ,x) { i.nf y/u < 1'x(y) }

Logo h(u,x) é cr'escente ein u poi' definição

Corno Y é estocasti.comente ci'escente em X então

h(u, ?S(1)) < h(u,x(2)) para x(1) < x(2)

Por'tanto h(u, x) e cr'escente ent x

Fx(y) é contínua à direita em y, ].ogo

h(u, :) !y e+ u .S Fx(y)
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Suponha agir'a que U tem distri.buição Uniforme em
[0,1] . Então

P(h(U,?S) <y) : P(U < Fx(y)) : Fx(y),

isto é, h(U,x) «J yX X

Como por hipótese U é i.ndependente de X, telhas

xw h(U ,?S )

As s i.m

YX x'' h(U,3)«, h(U,:)x X r"""J h(u,x) X X

Segue-se então que

(Y, X) «., (h(U ,X) , X)

Z)emonó.ta.anão da p,taro.õ,éçãa 3.2.10 - POr hipótese, Xo é estocas-
ti.comente crescente em XI' Segue-se então que X. e X. são as
sociados(vel' proposição 2.2.6)

então que X Xe
2

Suponha que XI,...)XK são associados e que XK + l

é estocasticarnente crescente e)n XI). .. ,XK' Então, pel-o lema ante
Flor.

(x]., )xK) xK + ].)')(xl' )xK, h(u )xl ,
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onde h é uma função crescente e U uma vara.ável aleatória

Uni.forme eln [0,1] e independente de XI)...,XK

Como U, XI,..)XK são associados e h é cr'escen

-se que

xl ). . . ,x

te , segue
b

associadosh(U,XI)...)XK) são

Por'tanto XI)...)XK) XK + l tombem ser'ão associa

do, já que sua dista'ibuição conjunta é a mesma de um vedor as
sociado

A conclusão segue-se agoi'a por i-ndução

3.2.11 - Pa.ap0,6.Cçãci - Seja Xls...)X variáveis a].estórias as

sociadas. Então, par'a quaisquer' xl '... ,Xn) temos que

P(X. > x.,...,X > x)> lí P(X. > x.)
.L i ' ' n n --{ l i I'

P(X. < x.,...,X < x)> lí P(X. < x.)
.l -- J.' ' n -- n --.i:l 1 - z

e
ri

Z)emana,ta.anão - Seja

-:'*:, ; {: :: :]



77

Então T.i(x.i) é ci'escente em XI, i= 1,...,n, e a!

sim, pela propr'iedade Pq da associação, TI(xl),..., Tn(Xn) são

associ.idas. O r'esultado segue-se açor'a da pi'oposição 3.1.8

0b.sexvação - As proposições 3.2.9. 3.2.10 e 3.2.11 nos permi

tem estabelecer a seguinte sequência de impli.cações

TPo em par'es + ECS » A -:à DPS e DPI

3.2.12 - Pa.apa.s,éçãa - Seja X = (XI)...)X ) vetou' aleatc5rio

cuja função densa.dade fn(x) e TP2 eín par'es. Então X api'eseD.
ta dependênci.a conjunta crescente à dii'ei.ta

/\ demonst].'anão (lesta i.r-oi'os;iç3o i.')''e scr' (.n':ont«n-l.a

a] ]enius ( ] q76 )P,laíneln e

3.2.13 - P/taro.óZçãci Sej.i X : (''.,...,)<..) .]''1 '/etol. ,\l.?.aE8)-,io

que apr'esertta clependencia cona\Jnt' c.'e':Gente 3 -líl'oi [.=

e' seqtlenciallnente crescente :i dircil,l

Dellion , anão - Por' hip(3tese temos q\ie,

P( XI > xl ' . . ,) > Xrl/

f).:tra l

e' urna xrunção cr'escente dc x] ,

(4uaisqucr' v.flores d(' xl' ' ,;,
z-.)'i:ios x!-+ -'«i)l.'.l j: {,itl,J
tel.'erros auL

e f''í

/:'l » :'' , >
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é uma função crescente de x;,... )xj.I' Esse r'esultado vale par'a
i = 2,...,n o que e' equivalente d d=ízer'idos que X e' seqtlenc:al
mente crescente à di r'ei ta

3.2.1Q - Pa.olioó,éção - Sejam Xn ,..., - v.iri.ive
qUencialnten-te crescentes ã direita. Então

P(X. > X.,...,X. > X) > IT P(X: > X.)
.L .L' 'i] ]] 'n=1 ] ]

par'a quaisquer' valor'es de xl). . . )x

1'1

ale.]to rias se

Pe soft.s.t,tacão - Obser've inicialmente que

P(Xn > xn) : P(Xn > Xn/XI > ' "',...,)'n-l > ' ")

Como por hip(5tese xl) ,x são SCD temos

P(Xn > xn/XI '>xl'...,Xn-l > Xn-l) > P(X:. > x: )

Segue-se então que

P(Xn > Xn)Xn-l > Xn-l' ,XI > xl)-l I'(Xn > x:.)P(XI » xl '
. \ "

'''n-l ' 'n-l

Repetindo-se sucessivamente o mesmo ar'aumento, concluía.tos
a demonstração.

Observação - As pr'oposições 3.2.12, 3.2.1'2 e 3.2.1q nos perra

tela estabelecer a seguinte seqt18lic.íü (Jct irnpliclções

TPo clip pares -b DCCD :+ SCD -+ [)PS
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Podemos provar' por indução que DCCD ir.ipl:ica dir'eEarnente

em DPS, usando a pr'opr'iedade PI , que vens logo anos a definição

3.1.13, e o teorema 3.1.15. Com dernonstr'ações totalmente ana'lo

gas, pode-se rnosti.'ar que

TP2 em pares + DCDE -5 SDL -à DPI

Além disto podemos mosto'ar também que OCDE implica dir'e

temente em DPI

Apresentar'entoa a seguir um dia8r.iín.i das I'el-anões entre

as formas de dependência positiv.l a!)r'esentadas neste capitulo

DCCD

iMlostl'drenos atreve s de exemplos blue não ocorre nenltui!\a

outi'a implicação entre DCCD, ECS, /'\ e SCD. coilvén relent:rar'

que no caso b:vcaz'i.ado odor'riam as sei;vintes :r:lpltcações

DCCD :+ A, SCD -o A e ECS -+ SCD
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Exemplo (DCCD #IA) - Seja (XI'X2)X3) vetou' aleatório assu
mi.ndo os valor'es(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2) e(2,2,2) cada qual com

pr'obabi.cidade 0,25. Então

P(XI > 1/XI > 0} X2 > 0, X3 > 0) : 0,5

P(XI > 1/XI > 0) X2 > 0, X3 > 1) : 0,5

P(XI > 1/XI > 0) X2 > 1) X3 > 1) : 1)0
e

P(XI > 1) X2>1-/Xl> 0) X2 > 0) X3 > 0)

P(XI > 1) X2> 1/Xl> 0) X2 > 0, X3 > 1)

0 ,2 5

0 , 5

Da simetria ent).'e XI , X? e X,i segue-se que elas for'mam

to DCCD.

Cálculos si.mples mosto.'am que

P(XI > xl) X2 > x2, X3

conJun

P(X. > xl

par'a quaisquer valores de xl} x29 x3) e que

P(XI < 1, X2 .S 1, X3 .S l)<.IT. P(Xi 5. l)

Segue-se por'tanto da pz.'oposição 3.2.11 que XI, X2) X3
nao sao associadas

3

]
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Exemplo (SCD :# A) - Sejam XI) X2) X3 var'haveis alento rias
binár'ias com a seguinte dista'íbuição de pi'obabilid.ade

P(XI : 0) X2

P(XI : 1, X2

P(XI : 1) X2 : 1) X3 : 0) : 0ll

P(XI : 0) X2 : 0) X3 : 1) : 0)2

P(XI : 1) X2 : 1) X3 : 1) = 0)5

Facilmente verif:ica-se que XI) X2) X3 são SCD

Sejam IU].) IU2 funções indicadoras dos conjuntos UI)U2
tais que

UI : {(0,0,1),(0,1,0),(].,0,1),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)} e

U2 : {(0)1,0),(1,0>0))(1)0,]-),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)}

Então 1.. , 1., seno funções binárias crescentes e

Cov(IU.(XI,X2,X3)) IU.(XI)X2)X3))
-L Z

P((XI)X2)X3) eul /] u2) - P((xl,x2'x3) c ul)P(xl'x2)x3) cu2)

0 ,6 0 - 0 ,72 < 0 .

Segue-se por'tanto do teorema 3.1.q que XI) X2, X3 não
são associadas.
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Exemplo (SCD # ECS) - Suponha que a di.atribui-ção de XQ

dado (XI)X2) ; (xl)x2) é i'Joi'mal com média xl + x2 e variânci-a

1. Suponha ai.nda que a di.stri.buição de probabili.jade de (XI ,X?)
é dada por':

P(Xl:-l)X2:-1) :0,05 P(Xl:0,X2:1):0,20

P(Xl:-l)X2:0) :0)25 P(Xl:l)X2:0):0)10

P(Xl:0)X2:-1) :0)10 P(Xl:l)X2:1)=0)30

Facilmente veria.car-se que XI , Xo, XQ são SCD. No en-

tanto, como P(X2 > -1/X] : -1) : 0,83 > 0,67 : p(X2 > -1/X]. : 0))
XI) X2} X3 não são ECS

Exemplo (ECS :# SCD) - Suponha que d distri.bui.ção de X,i

dado (XI) X2):(xl' x2) e lqor'mal com média xl + x2 e var'iância l

Seja a distribuição de probabilidades de (XI) X2) dada por:

P(X[:-l)X2:-1):0,3 P(X].:l,X2:-1):0,1

P(Xl:-l)X2:2):0)1 P(Xl;l,X2;0):0)1

P(Xl:0,X2;-1):0)2 P(Xl:l,X2:2):0,1

P(XI : 0) X2 ; 2) : 0,1

Segue-se então que Xl9 X2' X3 são ECS, mas não são
SCD, pois

P(X3 >2/XI >-1) X2 >-1) : 0,439 >0,q09 = P(X3>2/Xl>0l{2 'l
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0b.8e,ovação - Sejam X:(XI'...,X) e Y:(YI'.-.,') vetores aleatg

rios i.ndependentes entre si. e cujas densidades são TP9 em par'es

Então Z = X + Y é associado, mas dão e necessar'lamente TP9 em
pal.'es

Z é associado pelo lema 3.1.6

Par'a mosto'ermos que a convolução de funções TP9 pares

não ê necessaz.'lamente TP9 em pares, vamos considei'ar' o seguinte

exemplo: selara duas dista'ibuiçÕes l~Jormais Trivariadas com vetores

de médias nulos e matrizes de covariâncias

1 1/2 1 /2

1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

l o o

n 1 2e

Então as invel.'sas das mata'iões cle covcai'iâncias /\ e B,

r'espectivamente, são dadas po}.'

1/2 -i/21 1 l o o
-1

3/2 -1/2 l e B : 1 0 5 -2

1 / 2 3 / 2 1 1 o - 2:1

Observe que os elementos foi'a das dicagonais de A'l e B-l

não são positivos. Segue-se então do exemplo que vela al)8s o cor'o-

vário 3.2.3 que essas densidades são TPo ern pat'es
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A inver'sa da inata'iz de covariância de A + B e' dada pol.'

2 3/ K3
l

7 /q 3

-7 /R3

U 7 /U 3

-l+ /l+ 3

(A + B)

]./i+ 3

Uma vez que a matriz (A + B)'l possui elementos positivos

for'a da diagonal, a densidade col.').'espondente l convolução das fun-

ções considel'idas não é TPo em pai'es



CAPA'l'ULO IV

APT TTLr5rc'YV-,-'

Comi,éab,C,ê,idade de uri? ,sZ,õ,tema

Vamos considerar o caso de sistemas e equi-pimentos, tais

como ci.rcuz'tos elêtricos, redes de potênci.a, sistemas de comu-

nzcaçao) etc. , que consistem de vãr'i.as componentes interligadas

de tal for'ma que o funci.onamento dessas componentes deter.'minam o

funcionamento do si.stenn.l que compõe. nestas situações, desejamos

deter'minar a confí.abi.cidade de uí.\ e(iui.pai=teiito ou sisa:ei.la, isto e',

deter'minar' a pr'obabilidade de UJi\ equipaínent:o ou sí.stema cumpri.i'
ininterruptamente uma tarefa de dur'ação fixada

Seja n o nÚJnero de componentes do sistema e vamos i.ndi.

car' a conde.ção de funci.onarnento e não funcionamento tanto do sis

terna quanto de suas componentes, pelos estados l e 0, respect=i.va-

lente. Assim, o estado do sistema em função dos estados de cada

uma de suas Componentes é representado .por' uma função

1) : { o , ]. }': -) { o , l } )

que denoíni.Ramos função de está.'usura do sistema. Suponha então

que este sistema é posto eln fumei.onamento no instante t = r), e

seja a vara.ãvel aleat6ri.a T., i : l,...,n, o tentpo de vida da
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i-ésima componente a paz'ti).' daquele instante. 0 estado de f\lncio

lamento da i-êsi.ma componente, ao longo do tempo, e então repl.'e

sentado pelo pi'ocesso estocãstico {Xj (t)/t > n} , onde

«:'*, ;l: :: ::::,

e para cada t>0, $(XI(t),...,Xn(t», r'apresenta o estado de fun
czonamento do si.stema no instante t

Segue-se então que a confiabi]idade do sistema e' (cada
pela

P [$ ( xl(t) , ,X (t» : 'L]

Sob a suposição de que as componentes s;io estatistica-

mente i,ndependentes, podemos pepr'esentcar a cona:idbilirlãde do

sistema como uma função (]a cona..abi]idade (]e su.IS componentes

Ente'etanto, num grande n\imer'o cle situações, est.a suposição deve

ser' r'efol.'mudada pal'a componentes associadas, e neste Caso a con-

fiabi].i.dade do si.stema não ser'a' I'ep)'esentada cor'lo uma função da
confiabilid.nde de suas componentes . '..'d:nos coilsi'.]er'ar' como ('xer

pios desta situ.]ção

(a) coTTtponentes sujeitas ao :mesmo conjunto de forças;

(b) estruturas nas quais as componentes dividem a c.lr

ga de modo que quando urna 'telas .deixa de furlci.oncar.
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cada uma das r'estantes recebe urn acl'ésci.mo de carga

lqote que ern cada caso as comi)onentes tendem agi.l.' de ma

nei.ra semelhante. Asse.m no pi'i.Reino caso uma for'ça maior afeta-

rã todas as componentes desfavoravelmente, enq\janto que no caso

(b) o furei-onamento ou não de uma cor-oponente contribui , respecti.-

vamente, par'a o funcionamento ou não das componentes restantes

A deter'minação da confiabilidade de um si.stenãi pode ser

de dif5.ci.l obtenção tendo em vi.sta d deter'minação da dista'i.bui.ção

de pi'obabili.dade conjunta de suas componentes. Entretanto, se o

si.stema ê for'nlado por componente associadas, podemos obter' lim.i

tes par'a essa cona-abi.lidade. Suponhamos, pol.' exemplo, que um si.s

tema em série e' formado pelas componentes alento rias XI ,. . ,X
associ.idas. Neste caso, o si.stema f\incionca somente se todas as

componentes funci.onam, e por'tanto, Ó(XI'..)Xn) : min(XI'...,X )
Segue-se então do teor'ema 3.]..8 que a confiab:ilidade do si.stema

que é igual a P(min(XI'..}Xn) : 1) seta' li-mirada inferior.'mente

oor' 'n P(X. : l )

n

n

]ll

Vamos consider'ar tambe m o caso de um sistema em paralelo

com componentes alento'ri.as XI'...)Xn associadas. frestas condi-
ções, o sistema func:í.ona enquanto houver'em componentes em fundo

namento, ou seja, q)(Xt,...,Xn): ina x(XI,...,Xn). Portanto a con-
fiabi.li.dade desse si-stema e' dada por

P(mãx(XI'...,Xn) : 1): 1 - P(inox(XI'...,Xn): r))

1 - P(XI :: n ,. . ' ,I'n : 0)
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Do teorema 3.1.8, segue-se então que

P(máx(XI, ].) < l
n
lí P(X.

i=1 ]-
0 )

Assim se deter'minaxmos a confiabili.dado de uln sistema em

par'alelo, considerando que as componentes são i.ndependentes quan-

do na reaIS-dade elas são associadas, no s estaremos super'estiman-

do a eonfi.abi.].idade desse sistema. }Jps mesmas condições e papa
um sísterna em sér'ie, a confiabilidade desse sistema estafa sendo
subesti.mania

As quatro aplicações a seguia.' são conseqtlências do teore
ma 3.1.9

Sonid6 pa,tcZaZ.s

Sejam XI'.. .,X:. variáveis aleatórias independentes, e

Yi : juiz Xj pal-'a i. = 1,. .., n. Então

P(YI < yl)...,Yn < y.) .!V P(Y: $ y{)

l

) > IT,Y <
n n i:l

par'a quaisquer yl) )yn

Esta desigualdade segue imediatamente do teorema 3.1.9,

].embl'ando que variáveis a]eatorias in(dependentes são associadas,
e aue cada Y. e' uma fl-nn;-- --*- ..,. v

A --]. v u'''H ü U+lb Ç..L\-P \-- L C C) \. Ç;i l L \: t:J11 /LI )
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E,6,ta,t.Z,6 ,t,éca,s de 0,tderl?

Sejam Y]. < ... < 'r estatz+sti.cas de o).'clero dõt amostra a

].eat8ria XI'...)X ' Então

'''"::.s ':::, ik yik)
)< yP(Y> T ll

B

r

]

''*::' '': { . '>

]'k
HB l l l

j : ].k ] ]

k

pal-'a qual-quem.' escolha de tl < xk -- n e yj yi
K

O r'esu].Lado sel3ue do fato que calca v; c' urna fur-ção cl'es

Gente das var'iãveis aleatÓri.as indepei\:lentes :{. , . . . ,X

ExPOJlancla,e f l u,ÍI. ,fx'. u aA ,é .l {-.' (

As distribuições exponencial s desem}.erihdm

ti'al em testes de vida, em confiam,ilidade e eín otit:r

Vamos considerar a dista-'i-bui.;âo [xFoncilciril "'u]tivcapi ida

de f4arshall--Olkin, onde

\Jm ?apcl cen"'

,yn) P(YI > yl Y > ',' )

n

exp [- .E] Àiy: :.;x ( l,,{ ,b'j )

À
]. ,, .-.i;'(''t '.)]



A di.str'i.bui.ção Exponencia] i]u]t:i.vara ada de i']az.'sha].]-D].ki.n

possui pr'opl.'iedades impor'tantos , tai.s colho: possibilidade de ser'

r'epr'esentada em termos de ext)onenci.ai.s independelltes , in.ar8)ínai.s de

dimensão k, k ; l,... ,n-l, também'l exponenciais. Segue-se da pr'amei

ra pl'opr'iedade que exi-atem varia vens alento'ri-.as exponenc:íai.s inde-

pendentes XI)...)Xm tal que Yj. : min(Xj ; je/Ai), onde AJCÍ1,2...,rn}
Temos então que cada Y.i é urna função crescente das var'ia vei.s a].eató

ri.as Xls. . . )Xn independentes, e pol'tanto, associadcas. Do teor'ein.a

3.1.9 segue-se então que

F(yl,
n

'yn) .! xlílFi.(yi)

n

'yn) !i]r].(]-

ortde Fi é a função de distribui.ção mar'Sinal de Y{ para ,n

Ana'.e,é.s e. de l/a,t,ééiltc,Ca

Vamos consider'ap o caso da analise de var'iânci.a em que du

hipóteses são testadas, usando var'iâncias resiclua:i.s =i.guai.s. FJeste

se, cada experimento é ti'atado como unia unidade sem consíder'ar o

nner'o de hipóteses testadas poz' exper'i.]nento. Assim, se to(]as as hi

teses nulas são verdadeil.'as, um er'i'o é cometi.do se pelo menos un-a

das aipo'teses é rejeitada
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deste caso, podemos ei-tar como exemplo na análise de va

r.i.anciã o teste par'a vel.'i.ficar o efeito das linhas e colunas. Ge

r'a]mente a for'mu].ação como uma hi.p6tese linear' ger'al i.aplica na

determi.nação de t].'ês formas quadr'a'ricas ql) q2 e q3) distribuí-

das independentemente e segundo urna Xz com nl) n2 e n3 graus de
liberdade, respectivamente. As estatísticas das razões de veros-

si.milhança par'a testar' as duas aipo'teses são dadas por

F[:(q]/n].)(q3/n3)X e F2:(q2/n2)(q3/n3)'i

Se a região crítica par'a a i'eleição de cada aipo'tese nu

la e' de tamanho a então a pr'obabilidade de não cometer' er'ro de

pr'amei.ra espe cie (ou er'r'o tipo 1) e' dada por P(FI < Flcl' F2 < F2cl))

onde Flae F2a são os a pepcentis das dista'ibuiçÕes FI e F2) res-
pectivamente.

Vamos a8ol.'a testam.' o efe:ito da dependência entre os tes

tes de si.gni.ficarei.l

ql) q2 e q

[as são associ.duas. A].e m di.

ql) q2 e q3

ndependentes, eZue-se (!ue e

e I'. são flirlçõp cr'eseente

l)o teorern.l 3. 1 . 9 segue-se então que

P(FI 5. Flc,c' F2 .! I'2cl).: P(FI l FI ci )P(I'2 5. I'2a)

Kiinba11 ( 1951 ) px'ova que

P(FI < 1'lcl' F2 < F2cz)>P(I'l < Fla)F(I'2 < ['2a)
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Por'tanto a probabi.li.dado de não cometer erro de pi.'Sineira

especi.e num expei'iínento de testes dependentes e' mai.or' do que no

caso de testes independentes

IFL,{c4vü,Ccp,6 de CortÓZanç-a SZutu,C,tâlzeo,s

SejaJn UI)U2 pai'âmetros desconhece.dos e (E.l)pl),(p2,lj2)
os aleatórios com coefi.cientes de confiança, r'especti.va-

e cz2' Seja Ei o evento que cor'responde ao interna

lo (lli,Tj) conter o pa].'âmetr.o p.i, par'a i= 1,2

Dizemos que o evento E{ ocorr'e se o intervalo alento -

r'i.o (.Ei)uj.) contém o par'âmetro Uj , par'a i = 1,2

Nestas conde.ções) se EI e E2 são post-tivaínente qua-
drante dependentes então a pr'obabi-li-dado de E. e E,) ocos'r'erern

si.mu].taneamente, P(EI /''\ E2)) é maior' ou i.qual d P(EI)P(E2) :alar

ínterva].]



COMENTÁRIOS FllqAIS

l~íão tratamos neste trabalho da dependênci.a negativa, lhas

pr'atendemos dar' uma idéi.a do que tem si,do feito com relação a es

te e os pr'i.nci.pai-s pl'oblemas que sur'8em quando a cornpar

positi-va

3rno s a

l-ulll})ai'cada a aepenaencl-a posa-tava, ]a r'azocavelmente desen

volvi-da, pouco foi. fei.to com r'ilação d dependência neEcat:-va. Uma

expl-i.cação pal.'a isto poder'i-a ser' o fato de que a dependênci.a f,osi.

uva é fi'eqUentemente obti.da ern muitas d:í.sti'ibu:íçães i.mpor'tartes,

uti.ligadas na desci'i.ção de varias si.tuaçÕes f:Bicas.. Ente'e essas

distribuições queremos I'essa].tai. a Exponenci-al i4ultivari.ada de

14arsha[[-O]kin ( ].967 )

Apesar da importância da dependência post.uva em estatl's

tida e probabili.dado, ela não esgota as si.tuações na estatl'st:.ca

te(trica e pr'ãti-ca. Por' exemplo) se um vetou aleat:o'].'io api'esenl=a

dista'ibuição ]~]orma]. í'íu].ti.vai'fada caIR todos os coefi.cientes de cor

r'elação negativos , não pode-se espel.'ar' dependência pos:ti.v.a entre

suas componentes

Algumas for'mas de dependência neg.]ti.va, ana'lof;as ã pos

uva foram venci.onacias eln Lehrnann (1966), BT'indley e Thompson

(1972), Dykstl:'a, [lewett e T]aompson (1973), ente'e outros. f'ías fo

somente nos últimos anos que a dependência ne8ati.va multa.vara.ada

r'ecebeu uma mai.or atenção tal como atl'ave s dos tr.ibalhos realiza
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dos ent ].980 por' Ebr'ahimi. e Ghosh; Karlin e Rinott; Block, Savi.ts e
Shaked.

Todas as for'mas de dependência positiva têm na dependên-

cia negativa fonnas análogas que podem ser obtidas mudando-se a or

dem da monotonicidade das funções ou invertendo os sinal.s das desi

gua].dados. Excessão é feita a associação que ai.nda não fo.i defina,-

da na dependência negati.va

As r'ilações vaJ-idas entre as foxinas de dependência positi.

va uivar'i.ada continuam válidas para as for'mas análogas na negati.-

va. Além di.sso, pode-se di.zer' que se o vetar alento'ri.o (X,Y) sati.s

faz alguma conde.ção de dependência positiva então (X, -Y) satisfaz

a conde.ção de dependência negativ.l ana'Ioga. Ente.'etanto, esta pela

ção não pode ser' fei-ta par'a vetores de ínaiot'es dimensões assim co

mo também algumas impli.cações vala.das ent:re as for'fitas de de!)endên-

cia positi.va multa.variada não valem par'a as fonnas análogas na ne
cativa

Queremos z.'essaltar que ocos'rem vários inconvenientes com

as funções ana'lobas ãs TP2 em par'es, denomi-nadas r'eser'-/as regula
r'es de oi'dem 2 em par'es (RR? eln pal'es)

A pPi.mei.r'a situação difei'ente vem do fato que se uma fun-

ção delasi.dade conjunta f é RR2 em par'es} as r:tai'gi.naif não são
necessariamente RR2 em pai'es) o que faz cora que o teorema 3.2.2

seja falso quando TP2 e' substi.tua+do por' RR?. Uma alternati.va pog



9 5

sz'vel, então ê supor' que não somente f, mas também todas as suas

mal.'8i.naif são RR2 em par'es. Ente'etanto, mesmo sob esta suposi.ção
não foi possível most.par que as fot'mias de dependênc:i.a negativa

mais fr'ficas (dependência negativa superio).' e dependência negativa

:i.nfer'i-or) estão conseqtlenternente bati.ski.tas .Ebl'ahimi e Ghosh

(1980) tentar'am pr'oval' este i'esultado, ente'etanto, sua pz.'ova é ba

suada numa i.mp].ilação que Bloco, Savi-ts e Shaked (1980) provaram

não ser' ver'dadeil'a. Sul.'ge então a necessi.dado de un\a nova defina.-

ção que l.'eso]va tambe-m este pr'ob]ema. ]qeste mesmo ar'ti.go, B].ock,

Savi.ts e Shaled encontraram a solução e que e dada através da se-

guinte definição: o vedor a].eat6ri.o X : (XI)...)Xn) e' RR2 em pa
r'es se a função densidade de X g tal que quando qual.squei' n - 2

var'iãveis são integl'a'veia soba.'e os n - 2 subconjuntos mensurá-

veis da r'eta, a função r'esu].tanto é"RR9 no restante das varia vei.s

Ocorr'e um outr'o inconveni.ente: a conde.cão dada na defina

ção acima é pz'eticamente imposs3+vel de ser' ver'ificada. Um caso
particu].ar' que é verá.ficado por' virias dista'i.buiçÕes impor'tartes
é dada no teorema abaixo

Teoxenta - Sejant Yo) YI'...,Yn var'dáveis alento'ri.as in
dependentes, cada qua]. com função densidade (ou probabilidade)

PF2' Fixe y e seja (XI'...)X ) um vetou alento'ri.o com função
densidade conjunta i.gua] a função densa.date condici.ona]. de

(YI)...)Yn) dado que Yo + YI +... + Yn: y, isto é,

(xl Kv:, ,Yn)/Yo + YI + ''' Y. : g
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Então (X] ,... ,Xn) é RR2 em par'es e conseqtlentenlent:e sa
ti.afaz as demais for'Iras de dependêllci.a negar:va

A demonstração deste resultado pode ser' encontr'ada ein

Block, Savits e Shaked (1980)

/xlgulnas das dista'ibuições que satisfazem o teor'ema ante

pior são as segu=intes: i4ultínorn=ial, Diriclllet, llipel-'germe'trica

llultívai'fada, lloi'mal I'cultivar'fada con\ cor'relações iguais e não p9
sitivas
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