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CAPITULO I

INTRODUCAO

Qualquer problema estatistico envolve um determinado
numero de varidveis dleatérias que podem ser dependentes ou in
dependentes. A literatura estatistica trata geralmente de varia
veis aleatdrias independentes devido a maior .facilidade de tra

tamento matematico nesse caso, o que nos permite obter um maior

numero de resultados.

Esse trabalho relne e relaciona as varias formas de

dependéncia positiva entre varidveis aleatdrias,

Naturalmente a primeira idéia que nos vem em mente
quando pensamos em varidveis aleatdrias dependentes & a idéia

de covariancia.

A covaridncia é a forma mais simples e mais conhecida
de medirmos o grau de dependéncia entre duas varidveis aleatdri-
as. No entanto, em fungdo dessa mesma simpliéidade ela é uma me
dida bastante restrita. Em primeiro lugar ela sd se aplica ao ca
so de duas variaveis aleatdrias. Além disso, o valor zero da co
varidncia pode estar ao mesmo tempo associado a variaveis alea-

térias independentes e ao caso extremo de dependéncia, quando u

ma varidvel aleatéria é uma fungdo da outra.



Mesmo sabendo que num grande numero de situagCes as va
ridveis aleatdrias sdo dependentes, seguramente foi a partir de
Lehmann (1966) que a dependéncia entre variaveis aleatdrias rece

bem uma maior atencdo.

Algumas formas de dependencia foram introduzidas por

Lehmann, Esary, Proschan, Walkup e Harris, entre outros.

Conforme teremos a oportunidade de verificar no Capitu-
lo IL, todas as formas de dependéncia positiva entre duas varid
veis aleatdrias X e Y implicam em Cov(X,Y) > 0. Dessa maneira a
Cov(X,Y) sera a forma mais fraca de dependéncia positiva bivaria

da que analisaremos,

A desigualdade de Hoeffding (ver Lehmann (1966)) sugere
a primeira generalizagdo que & a dependéncia quadrante positiva

(definigdo 2.1.1).

A idéia de dependéncia quadrante positiva é efetivamen-
te uma generalizagdo da condicdo Cov(X,Y) > 0. Como teremos.opog
tunidade de mostrar no teorema 2.1.3, se duas varidveis aleatd-
rias X e Y forem positivamente quadrante dependentes entdo

Cov(f(X),g(Y)) serd ndo negativa para quaisquer funcdes f, g ndo

decrescentes,

Essa nova medida de dependéncia resolve o problema da
caracterizagdo da independéncia. De fato, se Cov(f(X),gY)) for
7e€ro para quaisquer fungdes g,f ndo decrescentes, segue-se que

X e Y sao independentes e reciprocamente. 0 finico inconveniente



que ainda resta estd no fato dessa medida sé poder ser aplicada
no caso bivariado. Veremos no Capitulo II como essa dificulda
de pode ser superada através da ideia de associagdo entre varia

veis aleatorias.

Depois de Lehmann (1966), surgiram inUmeros artigos de
diversos autores sobre diferentes aspectos da dependéncia posi
tiva. Nesses trabalhos, praticamente nada se falava sobre depen
déncia negativa,quando muito mencionava-se apenas que para a ne
gativa era suficiente inverter os sinais das desigualdades ou
trocar a ordem da monotonicidade das fungdes. Somente nos ulti
mos anos € que se constatou que nem todas as formas de dependén
cia positiva tém uma forma andloga para a negativa. Verificou-
se também que nem todas as relacgoes validas no caso positivo
sdo validas para as formas andlogas na negativa. Esses aspectos
fizeram com que se intensificassem os estudos sobre dependéncia
negativa, que no momento € a que recebe maior atengdo dos pes-

quisadores.

Esse trabalho encontra-se dividido da seguinte forma:

Capitulo I - introducdo;

Capitulo II - formas de dependéncia positiva bivariada,
principais propriedades e relagles entre

elas;

Capitulo III- extensdo dos resultados do Capitulo II

para o caso multivariado;



Capitulo IV - algumas aplicagbes da dependéncia positi
va e comentdrios sobre os principais re
sultados recentemente obtidos sobre de-

pendéncia negativa.



CAPITULO IT

DEPENDENCIA POSITIVA BIVARIADA

Intrnoducgdo

De um ponto de vista intuitivo a idéia de dependén
cia positiva entre duas varidveis aleatdrias X e Y signifi
ca que valores grandes de X +tendem estar associados com valo
res grandes de Y, e valores pequenos de X com valores peque

nos de Y.

2.1 - Formas de dependincia positiva

O objetivo desta segdo é definir vdrios tipos de de
pendéncia positiva entre duas varidveis aleatdrias de tal ma-
neira que a idéia de dependéncia se torne progressivamente

mails forte.

Vependencia Quadrante Positiva

Neste caso, ndés comparamos a probabilidade de qual-
quer quadrante em que X<x e Y <y sob a distribuicdo F de
(X,Y) com a correspondente probabilidade no caso de independeén

cia.



2.1.1 - Definigdo~ Dizemos que o par de variiveis aleatérias
(X,Y) ou sua fungdo distribuigdo F & positivamente quadran-

te dependente, PQD, se

P(X < x, Y < y)>P(X < x)P(Y < y) (2.1.1)

para todo (x,y).

A dependéncia e estrita se a desigualdade ocorre pa

ra pelo menos um par (x,y).

Exemplo - Sejam duas varidveis aleatérias U = X e

V = —X—:—Bﬁ—, tal que X e Y tem distribuigdo N(0,1). Se

Ql - p?

p >0 entdo X e Y sdo PQD.

Mostraremos que a desigualdade (2.1.1) se verifica

para X e Y,

P(X < x,Y < y)= P(U < x, V< y —pU J
l_..

y - pu)g(u)du
1_

Fixando y, seja

G(x) P(X < x, ¥ < y)- P(X < x)P(Y < y). Isto &,

3
Fl-d - 8% F(y))g(u)du

G(x)



E facil ver, calculando a derivada de G(x), que se

p >0 entdo G ¢& crescente para x < y(1 - dl - p2) e decres

P
cente para x > y(l - dl = 02).
. p

Por outro lado, como G(+®)= G(-»)= 0, segue-Se que

G(x) > 0 para qualquer x.

Como y & qualquer, segue-se entdo que X e Y sdo

positivamente quadrante dependentes.

Exemplo - Sejam as variaveis aleatérias X e Y as
sumindo respectivamente os valores Xy < X5, ¥y <y, com dis-

tribuigdo de probabilidade dada pela tabela abaixo.

Y
X yq Yo Facilmente verificamos que
a desigualdade de (2.1.1) & ver
Xy 1 0 -
n dadeira para qualquer combina-
cdo de X1 5Xy COM  Y,,¥,.
X, 1 2
n n

2.1.2 - Proposigao— A desigualdade (2.1.1) & equivalente a ca

da um dos segulntes itens:

(a) A desigualdade obtida, substituindo X < x ou

Y <y por X < x ou Y <y, respectivamente.



(b) A cada uma das seguintes desigualdades, onde oS

sinais de igualdade dentro das probabilidades

sdao opcionais:

(1) P(X < x, Y

| v

y)< P(X < x)P(Y > y)

(ii) P(X > x, Y

| A

y)< P(X > x)P(Y < y)

(iii) P(X > x, Y

| v

y)> P(X > x)P(Y > vy)

Demonstracgao
(a) Consideremos as seqlliencias crescentes de conjun
tos A _=(X<x - l) e B = (Y<y - i) E claro que
n — n n — n’’°
para todo n, P(X < x, Y < y)> P(An/“\Bn).
Suponhamos que a desigualdade (2.1.1) é ver
dadeira. Entao P(An/\ B 0> P(An)P(Bn).
E facil ver que 1lim A= (X < x) e lim B =(Y<y)
Como A e B sdo seqliéncias crescentes, te-
mos :
P(X < x) = 1im P(A ) e P(Y <y) = lim P(B).

Segue~se entao que:

P(X<x, Y <y)> lim P(A )lim P(B_)= P(X <x)P(Y <y



De maneira analoga provamos (a) no sentido oposto,

1

substituindo x e y por x + o € V¥ t =, respectivamente,

L
n
(b) A equivaléncia de (2.1.1) com (b.i) & obtida de (a) e do

fato que (X < x, Y > y)=(X < x) - (X < x, ¥ <y),

A equivalencia de (2.1) com (b.ii) segue de manei-
ra analoga, e com (b.iii) segue do fato que a unido dos con
juntos envolvidos no lado esquerdo das quatro desigualdades

(com alguns sinais de igualdade omitidos) & o espago todo,

Em todo nosso trabalho convencionaremos chamar de
fungGes crescentes ds funcdes ndo decrescentes, e de fungdes
decrescentes as fungdes ndo crescentes. Quando quizermos nos
referir as func¢des crescentes, propriamente ditas, faremos no

tar este fato.

A seguir apresentaremos dois teoremas que dao as
condigdes sob as quais varidveis aleatdrias PQD geram novas

variaveis aleatérias PQD.

2.1.3 -~ Teorema - Dizer que as varidveis aleatdrias X e Y

sao PQD €& equivalente a cada uma das seguintes afirmacgdes:

(a) £(X) e g(Y) sdo PQD para quaisquer fungdes f

€ g crescentes,

(b) cov (F(X), g(¥))> 0 para quaisquer fungdes f e g
crescentes, dado que Ef(X)g(Y), Ef(X) e Eg(Y)

existem,



Vemonstragdo - Mostraremos que se X e Y sdao PQD=a=b=X

e Y sao PQD.

Como f & crescente temos:

{f(x) >y}= {xeU} onde U ={x > a} ou {x > a}. Segue-se entdo

que:

PCE(X) >x, g(Y) > y) = P(X > a, Y > b)
(>) (>)

Por outro lado, como X e Y sdo PQD temos:

PCE(X) > x, g(¥Y) >y) >P(X >a)P(Y>Db)= P(f(X) >x)P(g(Y)>y)
- (>) )

Logo f(X) e g(Y) sdo PQD.

Supondo agora que f(X) e g(Y) sdo PQD, da desigualda

de de Hoeffding segue que:

Cov(f(X), g(Y))=Ef(X)g(Y) - Ef(X)Eg(Y) =

:j[if” P(£(X)>x, g(Y)>y)-P(£(X)>x)P(g(Y)>y) dxdy > 0

-00 n00

A segulr mostraremos que se Cov(f(X » 8(Y)) >0, para

quaisquer fungdes crescentes f e g, entao X e Y sdo PQD.



1 se X > x 1 se Y >y
F(X) = e g(y) =
0 se Y y

| A

Entado Ef(X)g(Y)

Ef(X)Eg(Y)=
=P(X > x, ¥ > y)- P(X > x)P(Y > y) >0

Segue-se que P(X > x, Y > y)>P(X >x)P(Y > y)

e portanto X e Y sdo PQD.

2.1.4 - Teorema - Seja (X,Y) PQD e independente de (U,V), Se
fl(u,x) e gl(v,y) sdo crescentes em cada varidvel entdo fl(U,X) e

gl(V,Y) sdao PQD,

Demonstracdo - Usaremos a parte (b) do teorema 2.1.3 e prova-

remos que para quaisquer fungdes f e g crescentes teremos:

Ef(fl(U,X))g(gl(V,Y)liEf(fl(U,X))Eg(gl(V,Y))

Mas

Fubini
Ef(fl(U,X))g(gl(V,Y)) =

b)
- EU,V[Ex,y f<f1(U,X))g(gl(v,Y))] >

| v

EU’V[EX,Y f(fl(U,X))EX,Y-g(gl(V’Y)ﬂ -

g EU,V[EX,Y £O£, (U,X)) EU,V[EX - g(gl(v,Y)ﬂz



= Ef(fl(U,X))Eg(gl(V,Y))

Portanto f,(U,X) e g, (V,¥) sdo PQD.

Observagdo - O teorema 2.1.4 continua vdlido se £olu,x) e
gl(v,y) sdo crescentes em u e vV, mas decrescentes em X e V.
Para termos uma idéia porque isto ocorre, suponha que X e Y

sd@ao PQD e f, g decrescentes. Entdo

P(E£(X) >x, g(¥) >y)

P(X<a, Y < b) >
(<) (<> -

P(X<a) P ((Y) < b)
(<) (<)

P(£(X) > x) P (g(Y) > y).

Outras combinagoes seguem da proposicdo 2.1.2.

Exemplo - A seguir apresentaremos alguns pares de va
ridveis aleatlrias positivamente quadrante dependentes, cuja
dependéncia segue da definigdo 2.1.1, do teorema 2.1.3 ou

2.1.4,

(a) X,Y = £(X) para qualquer variavel aleatoria X

e qualquer funcao crescente f.

(b) X = U + aZ, Y = V + bZ para quaisquer variaveis
aleatérias independentes U, V e Z, se a e b

tem mesmo sinal.

(e¢) X, Y = X + V para quaisquer varidveis aleatorias

X e V independentes.



(d) X, Y binarias se e somente se
P(X = 1,¥ = 1) >P (X = 1)P (Y = 1)

(e) X = £(U,Z2), Y = g(V,Z) onde U, V e Z sdo varia
veis aleatorias independentes e f, g sdo fun-

gOes crescentes em z, mas arbitrdrias,

Observagao - A demonstragdo do exemplo que segue a definigdo

2.1.1 é direta através do exemplo anterior, uma vez que para

X

U e Y =V dl - p2 + pU com U e V independentes e p >0,

f e g sdao fungdes crescentes em u,.

Assocdlagdo

E habitual dizer que duas varidveis aleatérias X e
Y sdo associadas se Cov(X,Y) é ndao negativa. Entretanto, uma
condigao mais forte requer Cov(f(X), g(Y)) > 0 para qualquer

par de fungdes f e g crescentes.

A seguir definiremos associagdo entre X e Y por

meio de um critério ainda mais forte que os dois anteriores.

2.1.5 - Vefdindigdo - As varidveis aleatérias X e Y sio associa
das, A(X,Y), se Cov(f(X,Y), g(X,Y))> 0 para qualquer par de
fungdes f e g crescentes em cada argumento, tal que

Ef(X,Y)g(X,¥), Bf(X,Y) e Eg(X,Y) existem.



Observagao - As varidveis aleatorias continuam associadas se
substituirmos as fungdes f e g crescentes por fungSes de

crescentes.

O estudo completo da associacdo entre varidveis a-
leatorias serd feito no préximo capitulo, que trata do caso

multivariado.

A associagdo € dificil de ser verificada diretamen
te através da definicdo. Como veremos mais tarde, & mais fa-
cil constatarmos a existencia de associacdo através das suas

relagdes com outras formas de dependéncia positiva.

Por enquanto veremos somente dois teoremas, o pri-
meiro que restringe os tipos de fungdes crescentes que devem
ser testadas na definigdo, e o segundo que dd um critério sim
ples para a associagdo quando as variaveis aleatérias sao bi

narias.

2.1.6 - Teorema - Se Cov (¥(X,Y), §(X,Y))> 0 para quaisquer

fungbes binarias ¥ , 4§ crescentes entdo X e Y sdo associados.

A demonstragdo sera feita no préximo capitulo para

2.1.7 - Teorema - Se X e Y sao variaveis aleatérias bina
rias entdo a associacdo entre X e Y & equivalente a

Cov(X,Y) > 0.



Demonsira¢do - Se X e Y sdo associadas entdo Cov(X,Y)>0,

por definicdo de associagao.

Suponha agora que Cov(X,Y) > 0. Sejam todas as fun

¢Oes bindrias crescentes possiveis d (X,Y):

(d= X)
(d=0) (d= XY) < <(d= X + Y - XY)<(d=1)
T (= Y) T
A covaridncia entre quaisquer fungdes d , ¥ bindrias

tal que §<¥ & automaticamente ndo negativa. O pard= X e ¥= Y

tem covariancia ndo negativa, por hipotese.

Observacdo - Apesar do teorema 2.1.6 simplificar a associa-
cdo entre duas varidveis aleatdrias ele ndo & de facil aplica-
gdo. Prova disto é que mesmo Esary, Proschan e Walkup (1967)

da um exemplo de duas variaveis aleaférias X e Y cuja associa-
gdo seria verificada através deste teorema, mas que como mos-

traremos a segulir nao esta correto.

0 exemplo em questdo é de varidveis aleatdérias X e

Y que assumem os valores a, <a, <a, com distribuicdo de

probabilidade dada pela tabela abaixo.

Y
X a; a, a,
ay % 0 %
a, 0 % 0
a, % 0 %




Considere as fung¢des bindrias crescentes:

1L, x>a, e y > a 1, x > a, e qualquer y
0, no complementar 0, no complementar

Segue-se entdo que:

PEOGLY) = 1, ¥OLY) = 1) = &, PO,Y) = 1= 3

oo

e POFOGY) = 1) = 3.

Logo, como P(4(X,Y) = 1, ¥ (X,Y) = 1) <

<P((X,Y) = LIPE(X,Y) = 1,

X e Y nao sdao associados.

Uma modificagdo simples no exemplo acima produz um
par de varidveis aleatdrias associadas. Observemos inicialmen
te que se X = Y entdo (X,Y) é associado. Logo, se aumentar-
mos P(X = Y), isto €, aumentarmos a probabilidade que se dis
tribui sobre a diagonal principal deveremos obter um par de
varidveis aleatérias associadas. De fato, pode-se mostrar que
© exemplo a seguir, cuja distribuicdo de probabilidade é dada

pela proxima tabela, satisfaz nossos objetivos.



Y

X a, a, ag
A verificagdo direta,

a 2‘. 0 l
L b 8 no entanto, envolve 36 pares
1 de fungles bindrias crescen
tes e é razoavelmente traba

a i 0 1‘.

3 8 4 lhosa.,

Dependéncia Crescente a Dirnedita

Uma das conseqliéencias deste tipo de dependéncia positi
va € que a probabilidade de que Y esteja d direita de um dado va
lor y_  aumenta com a informagdo de que X estd @ direita de

um determinado valor Xy

2.1.8 = Vegindi¢cao - A variavel aleatoria Y & crescente a direi

ta em X, CD(Y/X), se para qualquer y

P(Y > y/X > x) & crescente em x.

Observacio - A condigdo para que ocorra CD(Y/X) é equivalente

a seguinte desigualdade:

P(Y > y/x < X < x")<P(Y > y/X > x')
para quaisquer y e x < x',

Notamos que, ao contrario dos dois tipos anteriores de

dependencia positiva, a dependéncia crescente & direita nio &

simétrica.



Exemplo - Suponhamos que X assume os valores

X) < Xy < Xy < Xy cada qual com probabilidade 1. Suponhamos
M
também que Y assume os valores Yy < ¥, com probabilidade

P(Y = y,/X = x;) = P

Segue-se entao que Y & CD em X se

(a) Py = 0,45 Py = 0,65 Py = 0,5 e P, = 0,7
ou
(b) Pl = 0,53 P2 = 0453 P3 = 0,4 e Pq = 0,6
Vependencia Decrescente d Esquenda
2.1.9 - Vefindigao - A varidvel aleatéria Y é decrescente i es

qQuerda em X, DE(Y/X), se para qualquer y
P(Y < y/X < x) & decrescente em x.
Neste caso, uma das consequéncias da ocorréncia des

te tipo de dependéncia & que a P(Y < y) diminui quando & da-

da a informacdo de que X & menor ou igual a um dado valor X

Observagdo - Podemos também escrever a condigdo em que Y & DE

em X como
P(Y > y/X < x) <P(Y > y/x < X < x")
para quaisquer y e x < x',

A mesma observacdo em relacdo 3 simetria dada em CD

vale para DE.



Exemplo - Considere o mesmo enunciado do exemplo an

terior. Entdo Y é decrescente & esquerda em X se

(a) Pl = 0,43 P2 = 0,63 P3 = 0,5 e PL} = 0,7
(b) Pl = 0,53 P2 = 0,6 P3 = 0,5 e Pq = 0,5

Observe que a parte (a) do exemploc de dependéncia
crescente a direita e de dependéncia decrescente 3 esquerda
coincidem, isto &, ocorre CD(Y/X) e DE(Y/X). Entretanto,
nao podemos afirmar o mesmo em relacdo a parte (b) destes
exemplos. Isto nos leva a concluir que se Y & CD em X ndo
podemos afirmar que Y é DE em X. Esta conclusio vale também

para a reciproca.

Dependencda EStocasitica Chescente

Nos casos em que P(X < x)>0 para qualquer x, po-
demos reescrever a definigdo de dependéncia quadrante positi
va entre as variaveis aledtorias X e Y, dada pela desigual-

dade (2.1.1), como
P(Y < y/X < x)>P(Y < y) (2.1.2)

e desta forma expressarmos claramente qQue o fato de sabermos

que X € pequeno, aumenta a probabilidade de Y ser pequeno,



Podemos ter ainda que

P(Y < y/X < x) > P(Y < y/X < x') (2.1.3)

para quaisquer y e x < x',

Ou a condigdo ainda mais forte:

P(Y < y/X = x) & decrescente em x (2.1.4)

para qualquer vy,

Se ve.ificarmos (2.1.4) entdo diremos que Y & estocas

ticamente crescente em X, que denotaremos por EC(Y/X).

Observacdo - Y estocasticamente crescente em X equivale a de
finigdo dada por Lehmann (19§6) para dependéncia regressiva po-

sitiva de Y em X.

As definigdes (2.1.2) a (2.1.4) sdo conectadas pelas
implicagdes (2.1.4) = (2.1.3) = (2.1.2). F trivial que (2.1.3)
implica em (2.1.2), enquanto que a outra implicagdo corresponde

a proposicao 2.2.6 da préxima secdo.

Exemplo - Seja Y = o + BX + U, onde U e X sdo vapid-
vels aleatdrias independentes. Se 8> 0 entdo Y € estocasticamen-

te crescente em X,

Em particular, segue deste exemplo que se p > 0, as
componentes de uma Normal Bivariada sdo estocasticamente crescen

tes.



Exemplo - Sejam as varidveis aleatdrias U e V in
dependentes. Entdo X = U + V e Y = U sdo positivamente quadran
te dependentes, e portanto, satisfazem a desigualdade (2.1.2), o

que ndo implica que necessariamente satisfazem (2.1.3) e (2.1.u4).

Suponhamos que ambas as variaveis aleatérias assumen
os valores 0,2 e 3 com probabilidades P, 9 € r, respectivamen-

te. tal que p + g + r = 1,

Uma vez que P(Y < 2/X < 3) < P(Y 2 2/X < 4) a desi
gualdade (2.1.3) ndo ocorre, apesar de X e Y satisfazeren
(2.1.2). No entanto, P(X < x/Y = y) = P(V < x - y) decresce a me

dida que y cresce, satisfazendo a desigualdade (2.1.4)

Segue-se entao que X & estocasticamente crescente
em Y independente da distribuicdo de probabilidade de U e V,

enquanto que Y ndo € estocasticamente crescente em X para =

distribuigdo de probabilidade dada acima.

2.1.10 - Proposi¢cdo - Sejam as variiveis aleatdrias binarias X e
Y.

Y & estocasticamente crescente em X se e scmente
se

PIX = 0,Y = 0)P(X = 1, Y = 1)>P(X

]
o
~
=
1
=
-
e}
~
>
’l
o
=
"
o
N



Demonstragao - Suponhamos que EC(Y/X), isto &, P(Y > y/X = x)

é crescente em x para qualquer y. Segue-se que:

P(Y > 0/X = 1) > P(Y > 0/X = 0). Isto &,

P(X = 1,Y = 1) P(X = 0,Y = 1)
P(X = 1,Y = 1) + P(X = 1,Y = 0) P(X = 0,Y = 1) + P(X = 0,Y-0)
que &€ equivalente a

PIX= 1,Y = 1IP(X = 0,Y = 0) > P(X = 0,Y = 1)P(X =1, Y = 0),

A seguir serdo definidos mais dois tipos de dependén-
cia positiva, que ndo se ajustam diretamente a hierarquia que
estamos seguindo. Estas nog¢des foram introduzidas Harris (1970)
e utilizadas para definir distribuicdo de taxa de falha crescen

te.
Dependencia Conjunta Cuaescente & Dinreita

2.1.11 - Definicdo - Dizemos que as variaveis aleatérias X e Y
apresentam dependéncia conjunta crescente 3 direita, DCCD, se

para cada x e y fixados,

PIX > x, Y > y/X > xt, Y > y') & crescente em

xt, wr, (2.1.5)



Ubservagdo - Da definigdo 2.1.11 segue-se que

2 1 P T
P(X > x, ¥Y>y/X>x'",Y>y") = P(X > max(x,x'), ¥ >mix(y,y"))
P(X > x', Y > y")

que pode também ser escrito como

F(max(x,x'), max(y,y')), onde F & a fungdo de distribuicdo
F(x',y")

conjunta de %X e Y.

Analisando detalhadamente

T(max(x,x'), max(y,y'WF(x',y'), segue-se que (2.1.5) é equi-

valente a cada uma das seguintes afirmacdes:

j =) f 1
X,y

F(x,y")

(b) = € crescente em x', se x'<x, y'>y
FlxY ,v*) | =
T 1

(c) §£5~1Zl— e crescente em y', se x'">x, yi<y
F(x',y") -

F(x,y)
F(x',y")

(2

(d)

crescente em x', y', se x'< x, y'< vy



Exemplo - Sejam duas varidveis aleatdérias X e ¥y
assumindo os valores a; < a, ca, com distribuicdo de proba

bilidade dada pela seguinte tabela:

Y
N Através da definigdo
X a a a
1 2 3
a, 0 0,1 0,1 2.1.11 obtemos que X e Y
sao crescentes a direita em
a, 0,1 0,1 0,1
conjunto,.
a, 0,1 0,1 0,3
Dependencia Confunta Decrescente d Esquerda
2.1.12 - Defindigcao - Dizemos que as varidveis aleatdrias X e Y

apresentam dependéencia conjunta decrescente & esquerda, DCDE,

se para cada x e y fixados,

PX < x, Y <y/X < x'", Y <y"'") é& decrescente em

x', y'. (2.1.7).

Observagdao - Da definigdo 2.1.12 segue-se que

P(X <%, Y<y/X<x',Y<yr)=EminG,x"), minCy,y'))
B F(x',y")

e decrescente em x' e y', que & equivalente a cada uma das

seguintes afirmacodes:

i i
(a) B .¥') _ 1, se x' < x, y' <y

Fix?t ,yt)



e T
(b) Elx,y1) ¢ decrescente em x', se x'> X, y' <y
F(x',y") i
L]
(c) FAX5) € decrescente em y', se x'< X, y' >y
F(x',y") - -
(d) EﬁﬁleT_ & decrescente em x', y' se x'> x, y'>y
F(x',y")
Exemplo ~ Sejam as varidveis aleatérias X e Y, assumin

do os valores a1 < @, < a,, com a distribuigdo de probabilidade

dada pela seguinte tabela:

\\f Facilmente verifi-
X al a2 a3 .

ca-se atraves da defini
a, 0,3 0 0,1

gao 2.1.12 que X e
a, 0 0,2 0,1 Y sdo variaveis aleatd

rias decrescentes a es
a, 0,1 0,1 0,1 -

querda.

2.2 - Relagies entre as gonmas de dependéncia positiva

Introdugao

Como verificamos que duas varidveis aleatdrias sio po

sitivamente quadrante dependentes? Diretamente a partir da de



- 26 -

finigdo, no caso de variiveis aleatdérias continuas, exigiria a

verificagdo de todas as desigualdades do tipo

J, /[ f(x,y)dydx Z‘j fl(x)dx /{ fz(y)dy
X

X Ty y

para quaisquer x e y, tal que fl(x) e fz(y) sao respecti
vamente as densidades marginais de X e Y. A nio ser em ca
SOs especiais, como na Normal Bivariada com coeficiente de cor
relagao positivo (veja o exemplo que segue a definigdo 2.1.1),
a tarefa é praticamente impossivel. Dai a necessidade de pro
curarmos uma condigdo que implique na dependéencia quadrante po
sitiva e que possa ser facilmente verificada. Esta & a razio

da origem do estudo de funcdes totalmente positivas de ordenm

2, denominadas TPQ.

Nesta segao além de estudarmos fungoes TPZ’ mostra-
remos &s relacgoes de TP2 com as formas de dependéncia positi

vamente apresentadas na segdo anterior.
Fungdes Toztalmente Positivas de Ondem 7
2.2.1~ Vefindgdo - Sejam as varidveis aleatéri~s X e Y com

densidade de probabilidade conjunta (ou, no caso discreto, fun

gdo de probabilidade conjunta) f(x,y). Dizemos que f(x,y) (ou



(X,Y)) & totalmente positiva de ordem 2, TP,, se
£(x,y) Flx,y")
> 0 (2.2.1)
f(x"',y) F(x",y")
para quaisquer x < x', y < y',
Observagdo - Dizer que f(x,y) é TP, equivale a afirmar que X

e Y sdo positivamente dependentes segundo a razio de veros
similhanga monétona definida por Lehmann (1966). Se g(x) &

a densidade marginal de X, a condic¢do de Lehmann exige que

f(x*,y) fix,y)
g(x") g(x)

seja crescente em y para todo x < x'.
Segue-se entdo que:

EGLy) L Ly
fix,y) T f(x,y")

isto &, f(x,y) fx',y") > £(x',y) fix,y') para todo x < x',

y < y'. Portanto f(x,y) & TP, .
2.2.2 - Phoposdig¢do - A fungdo de densidade conjunta de varid-
veis aleatorias independentes & TP, .

A demonstracdo € imediata.



As duas proposigdes a seguir fornecem métodos para
obtengdo de novas fungdes TP, a partir de fungBes TP, ja
existentes,

2.2.3 = Proposicdo - Se f(x,y) & TP, e ¢, § sdo fungdes
crescentes (ou decrescentes) em X,Y, respectivamente, entdo

FCo(x), S(yn e TPQ.

A demonstracdo € imediata.

2.2.4 - Proposdicdo - Se f e g sao funcgoes TP2 entdo fg
e TP2.

A demonstragdo & imediata.

Exemplo = A distribuicdo das variadveis aleatdrias X

e Y apresentada abaixo, & TP, .

2

Y
x\\ 0 1 2
: 5 g 5
N

Exemplo —Sejam U e V varidveis aleatdrias inde
pendentes com funcdo densidade g e h, respectivamente. Se-

jam X = U e Y =V + U con fungdo densidade conjunta Flxyy).

f & TP

Se - log h é convexa ) ¢



Demonstrag¢do - Queremos provar que

f(x',y") f(x,y)if(x',y) f(x,y'"), para todo x < x',y < y'.
Substituindo f(x,y) por g(x) h(y-x), obtemos:

h(y' = x")h(y - x)>h(y - x")h(y' - x),

que € equivalente a

logh(y' - x') + logh(y - x) > logh(y - x') + logh(y' - x).
Sejam y' -~ x' = t(y - x") + (1 - t)(y' - x) e

y = x = (1 - t)(y - x") + t(y' - x),

. . P
tal que t = X X ) isto e, 0 < t <1,
X' - X + yl -y
Da hipbtese que - logh & convexa, segue-se que:
logh(y" - x'") > (1l - t)logh(y - x') + tlogh(y' - x), (2)

logh(y - x) > tlogh(y - x') + (1 - t)logh(y' - x). (3)

Somando (2) e (3), obtemos:
logh(y' - x') + logh(y - x) > logh(y - x') + logh(y' - x),
Segue~-se entdo que

h(y' - x"Dh(y - x) > h(y -~ x")h(y' - x), para todo x < x'

2
y £ ¥', que é equivalente a desigualdade (1). Portanto f(x,y)

e TPZ’



Observagdo - 0 resultado obtido no exemplo anterior continua va
lido se tivermos Y = V + KU, K > 0. Prova-se de maneira andlo-
ga, tomando-se t = Kx' - Kx

Kx' = Kx + y' -y

Exemplo

A fungdo densidade da Normal Bivariada com
coeficiente de correlagdo p > 0 & TP, .
Este resultado € uma conseqiiéncia imediata da observa

gdo anterior,

Relagoes entre as Nogoes de Dependéncia Positioa

Baseados nas nogGes de dependéncia pesitiva apresenta

das na segdo anterior, vamos agora relaciona-las.

2.2.5 - Proposdigdo - Se as varidveis aleatdrias X e Y sdo
TP2 entdo Y €& estocasticamente crescente em X e X & esto

casticamente crescente em Y,

Vemonsinacdo - Mostraremos que Y & estocasticamente crescente

em X. A demonstracdo e andaloga para X estocasticamente cres-

cente em Y,

Suponhamos que X e Y sio varidveis aleatdrias con

tinuas com funcio de densidade conjunta f(x,y).



Se f(x,y) & TP, entdo £0xy5y9) £(x,,y,) >

> f(xl,y2) f(x2’y1)’ para todo x., <

que

donde

1 Xo3s Y9 < ¥Yyp-

Se 0 < Y1 <y < y2< ©, temos:

y o o y
j £(xy,t)dt J f(xz,t)dtzj £(x),t)dt jf(xz,t)dt
) y

Yy o]

Somando a ambos os lados da desigualdade acima

}f(xl,t)dt f f(xz,t)dt, obtemos que

y y
y (o] [e2] {ee]
j f(xl,t)dt jf(xz,t)dt + j f(xl,t)dt ] f(xz,t)dt 2
o y y y
(oo y [o0]
‘j f(xl,t)dt J[ f(xz,t)dt + .} f(xl,t)dt
y o y

Denotando por fl a densidade marginal de X, segue-se

o

fl(xl) // f(xz,t)dt > fl(xz)‘} f(xl,t)dt
y y

// f(xz,t)dt ’f f(xl,t)dt
Yy y

>
fl(XZ) fl(xl)

2



que é equivalente a

P(Y > y/X = X,) 2 P(Y > y/X = X1), para todo x, < x

1 2"

Segue-se entdo que P(Y > y/X = x) & crescente em x para

qualquer y e, portanto, Y & estocasticamente crescente em X,

2.2.6 - Proposigdo - Se Y & estocasticamente crescente em X

entdo X e Y sdo associados.

Demonstragao - Seja Fx(y) = P(Y < y/X = x) = 1 - P(Y > y/X = x)
que & decrescente em x, por hipStese.

Seja F;l(u) = h(x,u) = inf{y : u < T _(y)}

S

Nao é dificil mostrar que h(x,u) cresce com u e co

mo F (y) e decrescente em x segue-se que F;l(x) ¢ uma

fungdo crescente de x.

Seja uma variavel aleatoria U com distribu® 30 Uni-

forme e independente de X. Lntdo

P(X > Xy h(X,U) >y)=// P(h(x,U) > y/X = x)dP(X = x)(1)

X
o}

Da independéncia entre U e X segue-se:

P(h(x,U) > y/X = x) = P(h(x,U) > y) = P(U » Ty(y))



Uma vez que U tem distribuigdo Uniforme obtemos:

P(U > F (yN=1=-F (y) = P(Y > y/X = x)

Substituindo este resultado em (1), obtemos:

// P(Y > y/X = x)dP(X < x) = P(X > Xgo Y > y).

X
O

Logo P(X > Xgs h(x,u) > y) = P(X > Xq o T > y); &

portanto,

(X,Y)(X,h(X,U)) , onde o sinal s indica que os dois
vetores tem a mesma distribuicao.

Além disto, h(X,U) & uma funcdo crescente de varid
velis aleatodrias independentes, e portanto, associadas, confor
me provaremos no préximo capitulo. Segue-se entdo que X e Y

sao associadas,

2.2.7 - Proposdicdo - Sejam X e Y varidveis aleatdrias as
sociadas. Entdo X e Y sdo positivamente quadrante depen-

dentes.

Vemonstrnagdo - Sejam as fungoes Z, e Z, tal que

1 se X > x lse Y o>y



1 e 2%, sdo fungdes bindrias e crescentes

em X e Y, respectivamente. Conforme provaremos no teorema

Logo, Z

1 e 22 sao associadas.

Segue-se entdo que

0 < Cov(Zl,Z = Cov(l - Z 1l - 22) =

2) 1

E(L - Z)(1 - ZZ) - E(1 - Zl)E(l . ZQ) =

P(X < x, Y <y) - P(X < x)P(Y < y)

Logo X e Y sao PQD.

2.2.8 - Proposdigao - Se X e Y sdo PQD entdo Cov(X,Y) > 0.

Demonstragio - No teorema 2.1.3.a da segdao anterior substitua

f(X) e g(¥) por X e Y, respectivamente. Segue-se entdo que

Cov(X,Y) > 0.

Observagdo - Das proposigdes 2.2.5, 2.2.6, 2.2.7 e 2.2.8,

segue-se que

TP, (X,Y) = eC(Y/X)= A(X,Y)=» PQD(X,Y)= Cov(X,Y) > 0.

2.2.9 - Proposdigao - Se Y & estocasticamente crescente em X

entdo Y e crescente a direita em X.



Demonstrhagdao - Y e estocasticamente crescente em X, portanto,

para quaisquer X-J'. < xé temos:

Lo} {eo)

fl(x§>j £(x!,t)dt < fl(xi)j £(x},t)dt
y

<

1]
Se Oixlixlixzix

ffl(x)dx/ j fx,t)dtdx ij fl(x)dx jf(x,t)dtdx
X, X,y v

1 *1 *g
- ® o
Somandoj fl(X)de J f(x,t)dtdx a ambos os 1lados
*2 *2 Y
da desigualdade acima, segue-se que

/fl(x)dx] ff(x,t)dtdx ij fl(x)dxj /f(x,t)dtdx
X, X,y Xy X,

y

Donde

j / fix,t)dtdx j f(x,t)dtdx
X

y X

1
/ fl(x)dx / fl(x)dx
X1

8%\8



que € equivalente a

P(Y > y/X > X)) <P(Y > y/X > x2),Efxl, X

Segue-se entdo que P(Y > y/X > x) €& crescente em x para qual-

uer e portanto, Y & crescente a direita em X,
q 5 5

2.2.10 - Proposigdo - Se Y & crescente 3 direita em X entdo

X e Y sdo associados.

Deixamos de apresentar a demonstracdo dessa proposi
¢do dada a sua extensdo e sua natureza excessivamente técnica.

Essa demonstracgdo pode ser encontrada em Esary e Proschan

(1972).
Observagdo - Se X e Y s3o variaveis aleatdrias binirias en-
tao

TP, (X, Y)Y @EC(Y/X) & A(X,Y) < PQD(X,Y) s Cov (X ,Y) > 0,
Demonstracdo - Para provarmos estas equivaléncias & suficiente

mostrarmos que se Cov(X,Y) > 0 entdo TPQ(X,Y), ou entdo que

P(X = 0,Y = 0) P(X = 0,Y = 1)
>0

0) P(X = 1,Y = 1)

o
m

P(X = 1,Y



Somando aos elementos da la. linha, os da 2a. linha,

obtemos:

P(Y

0) P(Y

1)

o
m

P(X = 1,Y = 0) _ P(X = 1,Y = 1)

Adicionando-se aos elementos da la. coluna, os da

2a, coluna, temos:

1 P(Y = 1)

o
1l

P(X = 1) P(X

n
-]
-
=<
i
(]
~r

que & ndo negativa quando Cov(X,Y) > 0.

Note que, exceto no casc em que as variaveis aleatd

rias sdo binarias, o fato de uma funcdo ndo ser TP2 nao nos

permite concluir nada sobre as outras formas de dependéncia po

sitiva.

2.2.11 - Proposigdo - Sejam X e Y variaveis aleatdrias TP,.

Entdao X e Y apresentam depend@ncia conjunta crescente a di

reita.



Demonstragao - Seja P(x',y')

P(X > x,Y > y/X > x'",Y > y'),.

Se x' <x e y' <y entdo P(x',y') & crescente

em x', y' para todo x,y.

Se x' >x e y' <y entdo P(x',y') é crescente

em y' para todo x,y.

Para provarmos que P(x',y') & crescente em x',

consideremos, para x' < x" e y' <y,
P(X > x", Y > y) P(X > x", Y > vy)
D=
P(X > x'", Y >y'") P(X > x", ¥ > y'")
Podemos ainda representar D por
P(x' < X < x", Y >y) P(X > x", Y > y)

(o)
"

P(x' < X < x, y' <Y < vy) P(X > x", y'< Y <y)

que é ndo negativo, pois X e Y sdo TP, .

Aplicamos um argumento semelhante para provarmos que

P(x',y") & crescente em y', se x' < x e y! >y,

Finalmente, se x' >x e y' >y entdao P(x',y')= 1,

que e crescente em x',y', para quaisquer x e vy.



2.2.12 - Proposdigao - Se X e Y apresentam dependéncia con
junta crescente & direita entdo Y & crescente 3 direita em

X e X e crescente 3 direita em Y.

Demonstragdo - Sejam x +-o e y'+ -, Entdo

P(X > x, Y>y/X > x', Y > y') = P(Y >y/X > x') & crescente

em x' para qualquer y, por hipétese.
Segue-se entdo que Y & crescente a direita em X.

Para mostrarmos que X & crescente 4 direita em Y,

suponhamos que y +-® g X'+ - w,
Segue-se entdo que

P(X>x,Y>y/X>x',Y>y')=P(X>x/Y>y')é
crescente em y' para qualquer X, por hipotese. Decorre deste

fato que X & crescente em Y.

Observacdao - Das proposigdes 2.2.11 e 2.2.12 segue-se que

TPQ(X,YW & DCCD(X,Y) &CD (Y/X) e CD(X/Y).

Podemos provar de maneira andloga as proposicgdes

2.2.11 e 2.2.12 que

TPQ(X,Y) & DCDE(X,Y) < DE(Y/X) e DE(X/Y)



Apresentaremos a seguir um diagrama das relagdes en
tre as formas de dependéncia positiva bivariada apresentadas

neste capitulo.

TP2(X,Y)
EC(Y/X) | DCCI;(X,Y) EC(X/Y)
/\/\
DEFY/X) l}CD(Y/X) CD(X/Y) DE(X/Y)
ACX,Y)
PQD\(X,Y)
Cov(X,Y)>0

A ndo ser no caso especial de varidveis aleatérias bing

rias, nao ocorrem outras implicagdes. Mostraremos a seguir alguns

exemplos,
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Exemplo - Sejam X

e

Y variaveis aleatdrias com

distribuigdo de probabilidade dada pela seguinte tabela:

Y

3
1 P o o
2 o q o
3 S o) r
Exemplo - Sejam X

distribuicdo de probabilidade

Verificamos que se

gs < pr entao DE(Y/X),

mas CD(Y/X) somente se

s 0.

e Y variaveis aleatdrias com

dada na tabela abaixo, tal que

xl < x2 < x3 e yl < y2 < y3
Y
X y y y - .1 -
1 2 3 (a) Se Pl3 = P31 = 7 en
X 1 0 P
1 [ 13 tao X e Y sdo asso-
X, 0 1 0 ciados, mas ndo ocorre
4 .
dependencia crescente
X3 Ps1 0 % d direita e decrescen-
te 3 esquerda.
(b) P13 = % e P31 = 0 entdo Y & crescente a direita em

X, mas Y ndo e decrescent

(c) Se P

13

= 0 P

31

e

=l

da em X, mas Y nao cre

e a esquerda em X,

entdo Y & decrescente a esquer

scente a direita em X.



Exemplo - Considere o exemplo dado sobre varidveis a
leatorias que apresentam dependéncia conjunta crescente 3 di

reita (definigdo 2.1.11). Naquele exemplo temos que

P(Y < al/X = al)< P(Y < al/x = a2) para a, < a,, segue-se en

tdo que Y ndo € estocasticamente crescente em X.

Exemplo - Sejam X e Y variaveis aleatérias com

distribuigdo de probabilidade dada pela tabela abaixo, tal que

2 3
Y
X\ 21 %2 43 Observe que Y é DE
a4 % 0 4 em X, mas Y ndo & EC em
X e também que X e Y
a, 0 p 0
[ ndao apresentam DCDE,
a 1 0 1
3 T 5
Exemplo - Seja X wuma varidvel aleatdria com distri

buigdo de Cauchy, cuja funcdo densidade &

f(x,0) = 1 , onde - ® < B< o,

m(l + (x—@)%

Entdo X & estocasticamente Crescente em & , mas nao

tem razio de verossimilhanca mondtona.
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Exemplo - Sejam as varidveis aleatdrias X e Y com

distribuigdo de probabilidade dada na tabela abaixo.

X

Y

0 1
L 1
6 M
1

= 0
L L
6 Iy

Facilmente verifica-se que

-

Cov(X,Y) >0, mas (X,Y) ndo & PQD,
pois

1.5
P(X<0,Y<0)= = < =P(X< 0)P(Y<0)



CAPITULO III

DEPENDENCIA POSITIVA MULTIVARIADA

3.1 - Foamas de Dependencia Positiva

A seguir apresentaremos as formas de dependéncia po
sitiva entre mais de duas varidveis aleatérias, equivalentes as

da primeira segdo do capitulo anterior,

Mostramos na proposigcao 2.l.2 que se as varidveis
aleatérias X e Y sdo positivamente quadrante dependentes en

tao as desigualdades

P(X > x, Y > y)>P(X > x)P(Y >y) e

P(X < x, ¥ <y)> P(X < x)P(Y < y), X,V

sdo equivalentes. Entretanto, esta equivaléncia geralmente ndo
ocorrer quando temos mais de duas varidveis aleatdrias. Dai a ne
cessidade de defini-las como formas de dependéncia distintas, de
nominadas dependéncia positiva superior e dependéncia positiva

Anferdion,



3.1.1 - Defindicdo - Dizemos que a dependencia positiva entre
as variaveis aleatorias XqoeeoXy é superior, se quaisquer
%

que sejam Xys Xpsewy X tivermos:

P(Xl> X X > %x)> 1 P(Xi > xi)

RN >
Em simbolos dizemos que as variavels aleatorias

X X sao DPS,

3.1.2 = Defini¢do - Dizemos que a dependéncia positiva entre
as variaveis aleatorias Xl""xn é inferior, se quaisquer

que sejam Xqs XpoeoyX tivermos:

n
PXy € Xps.0, X < xn)> 1_r P(X, < xi)

Em simbolos dizemos que as variaveis aleatérias

Xl,..,Xn sao DPI,

Os proximos dois exemplos mostram que ©0S conceitos

de DPS e DPI ndo sdo equivalentes.

Exemplo - Suponha que o vetor aleatdrio X = (Xy,X,,%,)

assume os valores (1,1,1), (0,1,0) e (0,0,1), cada qual con



probabilidade 1. Segue-se entdo que

3
P(X.,> 0, X,> 0, X, > 0)= AP S ﬁ P(X. > 0)
1 ? 2 3 3 3 7 i=1 1 2
mas
2 3
= — 25 - . <

P(X, =< 0,X, < O,X3 < 0)= 0< 55 jT:rlP(Xl < 0)
Portanto X & DPS, mas ndo & DPI.

Exemplo - Seja X um vetor aleatorio com distribui

~

gdo Normal Multivariada tal que E(X) = 0.

Pode~se provar que |X| & DPI, mas ndo & DPS, exce-
to no caso que impomos alguma restricdo adicional na estrutu

ra da covariancia, tal como Cov(Xi,Xj) = ay a.

A demonstragdo pode ser encontrada em Sidak (1967).

Associacao

3.1.3 - Defind¢do - As varidveis aleatOrias Xqs Koyeo X
associadas se Cov(f(X), g(X))> 0 para quaisquer fungdes
crescentes f e g, tais que Ef(X), Eg(X) e Ef(X)g(X)

exlistem.

A partir da definigdo 3.1.3 & praticamente impossi

vel verificar se as variaveis aleatdrias sdo associadas, pois



isto exige a verificagao de que a Cov(£(X), g(X)) é ndo nega
tiva para quaisquer fungdes crescentes f e g. Em vista dis
to, mostraremos através do teorema 3.l1.4 que a associacdo

de varidveis aleatdrias pode ser estabelecida considerando so

mente fungdes f e g, bindrias e crescentes.

3.1.4 - Teorema - Se Cov(¥(X), §(X)) > 0 para quaisquer fun

gbes ¥ e  , bindrias crescentes, entdo X & associado,

Demonstragdao ~ Sejam f e g fungdes crescentes. Considere

a seguinte identidade:

L, se £(X)>x%
Tf(x)z

Entao
(o 0] (o]

Cov(f(§), g(g))://

-0 =00

Cov(T:(x), Tg(y)ﬁXdY

\\

A demonstragao desta identidade pode ser encontrada em Lehmann

(19866) .

Como Tg(x) e Tg(y) sdo fungées binarias crescen-

tes em X, segue pela hipGOtese que Cov(Ts(x), Tg(y))i 0.

Segue-se entdo da definigdo 3.1.3 que Xl, X2,..,X

sdao associadas.



Propriedades da Associacgdo

P.: Qualquer subconjunto de varidveis aleatdrias associadas é

associado.

Demons tragao - P segue imediatamente da definigdo de as

1

sociagdo pela escolha de fungoes f e g crescentes que

dependem somente das varidveis do subconjunto em questdo.

P2: Se dois conjuntos de varidveis aleatdrias associadas sao
independentes entdo sua unido & um conjunto de variaveis

aleatorias associadas.

Demonstragdo - Sejam X = (Xl,Xz,...,Xn) e Y = (Yl’Y2’°"’Yn)

formados por variaveis aleatérias associadas, X e Y inde-

pendentes. Sejam f e g fungdes crescentes,

Representando f£(X,Y) e g(X,Y) por f e g, respecti-

onde E

vamente, temos que Cov(f = E
> q ,8) 3 x,Y8> XY

fE
’~

representa a esperanga com relagdo a distribuigdo conjunta de

X e Y,

Da independéncia entre X e Y segue-se que

Cov(f,g) = LXL fg - E~(Eyf EYg) +

+ LX(L f EYg) = EXE £ EXEYg.



Portanto

X

~ ~

Cov(f,g) = E Con(f,g) + Con(EYf, EYg).

~

Temos que Con(f(§,¥), g(x,Y))> 0 para cada x

fixado, portanto EXCOVY(f,g) > 0.

Além disto, E £ (X,Y) e E,g(X,Y) sdo fungdes

crescentes em x, logo Cov(EYf, EYg) > 0. Segue-se entdo
que Cov(f,g) > 0, e portanto, o conjunto formado pela unido

de X e Y & associado.

~ ~

P,: 0 conjunto formado por uma Unica varidvel aleatdria & as

sociado,.

Vemonstragdo - Para qualquer par de funcgdes ¥ , § bind-
rias crescentes de uma Unica varidvel aleatéria temos,

para qualquer x, que ¥ (x)< d(x) ou ¥(x)> f(x). Se, por

exemplo, ¥ <4 entdo Cov(¥(X),J(X))= E®XJ) - E(¥)E(I)=E(Y)-

- EQF)E(W) = E(¥)(1 - E(J))i 0. P3 segue-se entdo do teore

ma 3.1.4u,

P, : FungGes crescentes de varidveis aleatdrias associadas

associadas,
Demonsinagio - Sejam Xio oosXy varidveis aleatérias asso
ciadas e {f.}, i = 1,...m, fungdes crescentes. Vamos mos

L

trar que as varidveis aleatorias Y= £.(X), 1= 1,...,m,



sdo associadas. Para isso consideremos um par f,g de fun
gOes crescentes e observemos que nessas condigbes as fun-
¢Ges compostas (£ 5.0, £)e g(fl,...,fm) sdo tambem

crescentes. Temos que:

Covy (£(Y),g(¥)) = Cov, [£(£(X)),g(£(X))]> 0, que mos

~ ~

tra que as varigveis aleatdrias Yy,.., Y ~sdo associadas.

¥ (KD

~

Pe: Se x{¥0,..., x{©O
n

5 sdo associadas para cada K e

converge em distribuicdo para X entdo X100 aX sdo asso

ciadas.
A demonstragdo de P5 pode ser encontrada em Esary,
Proschan, e Walkup (1967).

3.1.5 - Lema - Varidveis aleatdrias independentes sdo associa

das.,

Demonstragdo - Segue imediatamente de P e P

2 3°

3.1.6 -~ Lema - Sejam Xy5 X55..,X  vetores aleatérios indepen

dentes tal que X. e associado, i = 1,2,..

X, , N. Seja )’S:X +a9 st

o 1L
+ X Entdao X & um vetor aleatdrio associado.

~

Demonstrnagdao - A propriedade P2 pode ser generalizada (por in

dugdo) para um n? finito qualquer de conjuntos de varidveis alea

toérias. O lema acima segue-se facilmente dessa generalizacdao e

da propriedade PH'



Exemplo - Seja X = (Xl,...,XK) um vetor aleatorio com
com distribuicdo multinomial com parametros n e Pyse e oDy
Entdo (Xl, -X,) € um vetor aleatério associado.

Demonstracao - Seija Yi = (Yil""’YiK)’ i=1,...,n, vetores a-

leatdrios independentes, cada qual com distribuig¢dao multinomial
com parametros 1 e P>+« sPy- Facilmente podemos verificar que
(Yll’ —le),...,(Ynl, ~Yn2) sao associados. Do lema 3.1.5, se-

n
gue-se entao que (Xl, “Xp) =W

(Ziq5 ~Zs5) e associado.
i=1

A associagao entre variaveis aleatdrias bindrias tem
aplicagoes interessantes em confiabilidade que mostraremos no

proximo capitulo.

Vamos apresentar agora dois teoremas de importancia

fundamental para estas aplicacgdes.

3.1.7 - Teonema - Se X1s X55...,X sd3o varidveis aleatdrias

binarias associadas entdo 1 - Xl’

riaveis aleatorias binarias associadas.

L= Xpsuney 1~ X, sao va-

Demonstragdo - Seja  uma fungdo binidria crescente. Ent3o

n

XD(§) 1 - ¥(1 - x) € uma fungdo bindria crescente, on

de 1 - x = (1 - X1, 1=Xpseney 1 - Xn)

Cov, (¥ (Y), (YD) = Cov, (x7(x), 6200) > 0,



para quaisquer fungdes ¥ , d bindrias crescentes.
Do teorema 3.1.4, segue que 1 - Xl’ 1 = Xz,...,l = X
sdo associadas.

3.1.8 - Teonema - Se Xl, X

bindrias associadas entio

goeees X sdo variaveis aleatdrias

n
P(Xl = l,X2 = l,o--)Xn = 1)2_.1.[ P(Xi = l) (3.1-1)
1=1
e
n
- - = > =
P(Xl = O,X2 S O . Xn = U)__? P(Xi 0) (3.1.2)
1=1
Demonstragao - Consideremos as duas funcdes crescentes de X:
X({) =X, e JX) = XoXg wns X -

Como hipétese, Xy»..,X 8do associadas, segue-se que
E(XIXZ"' Xn) > E(Xl)E(XZ"’Xn)‘ Repetindo-se este argumento ob

temos:

E(Xl’x2‘°'xn) > E(Xl)E(Xz)...E(Xn). (1)

Como X, € uma varidvel aleatdria binadria,

i =1,2,..,n, segue-se que

E(Xi) = P(Xi = 1) e E(Xlxz...Xn) = P(X, = 1,,.,X = 1)

1

Substituindo este resultado em (1), obtemos a desigualdade (3.1.1).



Usando o teorema 3.1.7 e a desigualdade (3.1.1) ob

temos a desigualdade (3.1.2).

Podemos obter outras aplicagées da associagdo (2a.

segdo do capitulo IV) através do teorema a seguir.

3.1.9 - Teonema - Sejam X1 Xogees X, varidveis aleatorias
associadas e Yi = fi(X), fi crescente, i = 1,2,..., K. En-
tdo
K
PCY) < yp,0eey Yy < yK)iiT:rlP(Yi <yi) (3.1.3)
e
K
PCY, > Yy,..., Y > y)>m POY; > yo) (3.1.4)
1=1
para quaisquer Yqsees Y+
Pemonstragdo - Pela propriedade P“, Yl,..., YK sdo associa-
das.
Seja
1 se Yi >y
Ti(y) =

0 se Yi <y
Entao T,(y) & crescente em Yi, e por Pu, Tl(yl)’
T2(y2),..., TK(yK) sao associadas.

Do teorema 3.1.8 segue-se entdo as desigualdades

(3.1.3) e (3.1.4).



Dependencia Seqliencialmente Crescente a Dinedta

Esta forma de dependéncia positiva corresponde a de

pendencia crescente 3 direita, no caso bivariado.

3.1.10 - Defdindi¢do - As varidveis aleatSrias Xyseear X sdo

seqllencialmente crescentes a direita, SCD, se

P(Xi > xi/xl > Kyseons X > x

1i-1 i-1

for crescente em Xy5+.+.5X; 4 Para todo i = 2,3,,..,n.

Uma aplicagdo da dependéncia seqliencialmente cres-
cente & direita & em problemas qQue envolvem a relagdo entre
uma variavel aleatdria X;, num momento ndo observivel, e um

conjunto de varidveis aleatdrias "testes" X X

IERREE obser

1
vaveis,

Suponha, por exemplo, que um item é aceito se cada
uma de suas variaveis "testes" excede especificadamente os 1i
mites inferiores Xy1s++.5X; 7. Se aumentarmos as exigéncias
das varigveis "testes", isto &, aumentarmos os x's, isso au-
menta necessariamente a probabilidade de um valor alto para
X.? A resposta é afirmativa de estas variaveis aleatérias fo

1

rem seqllencialmente crescentes i direita.



Dependencia Seqllencialmente Decrescente @ Esquenda

De maneira andloga ao que foi feito anteriormente,
introduziremos a seguir a forma de dependencia que correspon

de, no caso bivariado, a dependéncia decrescente & esquerda.

Convém ressaltar que esses dois tipos de dependen-

cia ndao sdo equivalentes nem no caso bivariado.

3.1.11 - Deginigdo - As varidveis aleatdrias Xis +we, X sdo
seqllencialmente decrescentes a esquerda, SDE, se

POX; < x; /Xy < Xyseey X3 9 < X5 1)
for decrescente em Xqyseeen X: 4, para todo 1 = 2,3,..., n.

Vependencdia Estocdstica Chescente em Seqlléncia

3.1.12 - Vefindigdo - As variaveis aleatdrias X{5e0., X sdo
n

estocasticamente crescentes em seqliencia se

P(Xi > Xi/Xl = X seee, X

"
x

i-1

for crescente em X15..5X; 4 Para 1= 2

Denotamos esta forma de dependéncia por ECS.



Dependéncia Conjunta Crescente d Dirediia
3.1.13 - Degindi¢do - As variaveis aleatdrias X{ass, X apre
sentam dependencia conjunta crescente i direita se, para

qQualsquer Xj,..., X,

P > . > Xi > %Xl5000 X > X!

(Xl Xy X x /Xy > %y, > X )

& crescente em Xseees X[

Observagdo - Se um conjunto de varidveis aleatérias apresen

ta esse tipo de dependéncia dizemos que ele € um conjunto
DCCD. Intuitivamente vejamos o que isto significa através do

exemplo a seguir,

Sejam as variaveis aleatorias Xy5+..5 X_que re-
presentam o tempo de vida de n objetos a partir de origens
diferentes. Entdo a informagdo de que eles ainda estdo fun-
cionando nos instantes xi,..., x%, aumenta a probabilidade

para o conjunto,

Propriedades

P, Qualquer subconjunto de um conjunto DCCD & também DCCD,



Demons trhagdo - Seja Xiseees Xn um conjunto DCCD. Entdo

pela definigao 3.1;13 segue que

\
P(X, > x,,...,X > x /X, > x',..., X > x') & crescente
( 1 1°? >n n 1 1? * n n)
] |} Y
em  XJ,..., x| para quaisquer XQseees X -
Se substituirmos x. e x!, para 1 = 1,..., n,
i i

por quaisquer constantes, a condigdo anterior ndo se alte

ra. Consideremos que xi-+—we XqF = . Obtemos entdao que

P(X, > x ey X > x /X, >x,..., X_ > x') € crescente
2 > 'n n 2 n n

2°° 27

em x),i..3 xé para quaisquer x X

2,0--, n‘
De maneira analoga provamos Pl para qualquer sub-

conjunto de Xl""’ ne

A unido de dois conjuntos independentes DCCD & um conjun-

to DCCD,

A demonstracao € imediata.

Um conjunto formado por uma unica varidvel aleatéria e

DCCD,

Demonstragao - Seja X uma varidvel aleatdria tal que
= = 1

P(x') = P(X > x/X > x') = F(max(x,x'))

T(x")

Se x < x' entdo P(x') = 1



(x)
F(x")

Se x >x' entdo P(x?') =

é crescente em x' para to

do x > x',

Segue-se entdo que, para qualquer x, P(X > x/X > x') &
e
crescente em x', e pela definigdo 3.1.13, X apresenta de

pendencia conjunta crescente a direita.

P,: Minimos de conjuntos de variaveis aleatdrias DCCD sdo DCCD.

Demonstragao - Suponha que as variaveis aleatérias
Yl,...,Ym apresentam DCCD,
Sejam Xi =min Y. para i = 1,...,n, j = 1,...,m,
jSJi
onde JiC{l,...,m} e

y. = max X., y! = max x. tal que I. = {i/jed.)
J . 1 j . ] 1
1el. iel.
J J
Entao
P(X1 > Xl""’Xn > xn/Xl > xi,...,Xn > xﬂ) =
- ¥ 7 ! s
= POY) >y, Yo > Y/ > ¥]seeasY, > y) e e
crescente em xi,...,xé, pois YyseeanY é DCCD e Yisee oY
é crescente em X1s-++5 x!. Portanto X 5e..5X , 08 minimos
dos conjuntos Jl""’Jn’ respectivamente, sdo DCCD.
3.1.14 - Lema - Um conjunto de variaveis aleatorias independen

tes & DCCD.



Demonsitragao - Segue imediatamente das propriedades P2 e P3

da dependencia conjunta crescente a direita.

- s o
Exemplo - Sejam Yl’ YQ, Y3 variavels aleatorias
independentes, Xl = mln(Yl,Yg) e X2 = mln(YQ,Y3). Entao
Xl = X2 apresentam DCCD.

Este resultado € uma conseqliéncia imediata do lema

3.1.14 e da propriedade Pu.

3.1.15 - Tecnema - Seja X,,...,X_ um conjunto DCCD. Conside
1 > n =
re dois subconjuntos quaisquer de Xl,..., X - Entdo um des

tes subconjuntos € crescente a direita em relacdo ao outro.

Demonstragdo - Sejam K e M subconjuntos de {1,2,...n}

3

ndo necessariamente disjuntos.
Como por hipdtese, P(Xy >xk/X > X) e crescente em X

para qualquer §k, temos que

1 —
PRy > Xk Xy > %o Xy > %)

P(XM > X Xe= > x=)

& crzscente em Xy Para quaisquer x! e X -



Agora fazendo X —-®, segue-se que P(XK > xf(/XM > xM) € cres

cente em Xy para qualquer x}!, e portanto,

X, € crescente a
K> LK 4

direita em X

°M*
Exemplo - Seja o conjunto de variaveis aleatorias
Xl’ <e.5X  com distribuigdao exponencial multivariada determi-

nada por Marshall e Olkin (1967) tal que

F = - Z A.X. = ZA..ma . ’

F(xl,...,xn) exp[ B ;X e max(xl,xj)

- L A maAx(X: ,Xe X )eeo.. -X MAX(Xq ye. X )|,
i<j<k l]k 1 J k Lessh i, ]’1]

> 0 e pelo menos um A, € maior que zero,

i i
izl ey
Entdo o conjunto de varidveis aleatérias SERREL Y
e DCCD.
Dependéncia Conjunta Dechecente d Esquenda
3.1.16 - Degindigao - As variaveis aleatdrias X, 5. .,X  apresen

tam dependéncia conjunta decrescente 3 esquerda se, para quais

quer Xy ,.. X



P(Xl < X

é decrescente em x! L

Usamos a notagdo DCDE quando um conjunto de varia

veis aleatdérias apresenta essa forma de dependéncia.
P

De maneira andloga a DCCD podemos provar que:

a) maximos de conjuntos de variiveis aleatdrias DCDE

sao DCDE.

b) se consideramos dois subconjuntos quaisquer de um
conjunto DCDE entdo um dos subconjuntos & decres-

cente d& esquerda em relacdo ac outro.

c) as propriedades Pl’ P2 e P3 relativas a DCCD

continuam validas quando substituimos DCCD por

DCDE,
Exemplo - Sejam Y Yo, Y, varidveis aleatérias in
dependentes, Xy = méx(Yl,YB) e X, = méx(Yz,Y3). Entdo X, e X,

apresentam DCDE,

Una das maneiras de provar este resultado consiste

em observar que o conjunto formado por —Yl, —Yz,—Y3
gue que --Xl = mln(—Yl,Ya) e -X2 = mln(-YQ,—Yg) tambem e DCCD

o dpresentam DCDE,

€ DCCD. Se

e, portanto, Xl e X



3.2 - Relagoes entrne as Fonmas de Dependineia Posiitiva

Introducgdo

A verificagdo de que um conjunto com mais de duas
- - ~ ~
variavels aleatorias satisfaz alguma forma de dependencia posi
tiva & ainda mais impraticdvel do que no caso bivariado. Surge
entdo, com mais razdo ainda, a necessidade de estabelecer uma
condigdo mais forte, que implique nas formas de dependéncia po
sitiva, e seja de fdcil verificacdo. Na procura desta condigdo

surgiram varias propostas, tais como: fungoes TP2 em pares e
TP2 multivariadas Karlin (1968) , dependéncia m -~ positiva
Alam e Wallenius (1976) e dependéncia totalmente positiva por

eliminagdo Ahmed, Langberg, Leon e Proschan (1978) .

Block e Ting (1979) provaram que, a ndo ser em ca
sos patoldgicos, os conceitos citados acima sdo equivalentes,
Por este motivo, consideraremos somente o caso de fungoes TP2
em pares, que € uma generalizacdo do caso bivariado.

Nesta segdo desenvolveremos amplamente a analise

destas fungdes e mostraremos a sua relagdo com as formas de de

pendencia apresentadas na secdo anterior.



Fungoes TPZ em Panres

3.2,1 - Degindigao - Seja X =

(Xl,...,X ) um vetor aleatdrio com
n
fungdo densidade f(x), discreta ou continua. Diremos que

f(x)(ou X) & TP, em pares se:

\

\

(a) Existem subconjuntos mensurdveis da reta,

Ql""’Qn’ tais que f(x) > 0 somente para

(b) £(x) é TP2 em cada par de argumentos, para va

lores fixos dos argumentos restantes.,

Exemplo - 0 vetor aleatdrio (X1, X, X3) é TP, em

pares se (Xl’XQ’X3> tem densidade f(xl’XQ’XB) > 0 em QlXQ

2%

-

e f(xl,x2,x3) e TP2 em (xl,xz),(xl,x3),(x2,x3) em

leﬂz,QlXQ3,92XQ3, respectivamente.

Observagao - Como veremos, através do proximo exemplo, a condigao

(a) da definigdo 3.2.1 & que ird garantip que as marginais de

f(x) serao também TP, em pares.



Exemplo - Sejam X X X varidveis aleatorias com
fungao densidade
1/2 se 0<x,<1,0<x,<1,1<x,<2

f(xl, X x3) =
1/2 se 1 < x

1 2 3
\
Facilmente verificamos que f(xl, X0 x3) e TP, em
(%15 X505 (X 5 xg),(x,, X4). Entretanto f(x;, x,, X5) & positiva

em ((0,1)X(0,1)X(1,2) U ((1,2)X(1,2)X(0,1)), que ndo é da forma

QlX sz 93. Segue-se entao que f(xl, X x3) nao e TP, em pa

res.
A densidade marginal de Xy, X3) € dada por
1 se 0 < x, <1, 1< x_, < 2
2 1 ? 3
£13(xyx3) =
% se 1 < X, < 2, 0 < X4 < 1

Segue-se que

Portanto (Xl, X3) nao e TPZ’

3.2.2 - Teorema - Sejam Ql’ 92, 93 conjuntos de Borel da reta.

Sejam f(x, y, z) e g(x,z) fungdes a valores reais definidas

respectivamente em QlX Q2X 93 e em QlX 9?. Suponha ainda que

g é TP, e f é TP, em pares. Nessas condigles, se pé uma



medida o-finita, a funcdo

h(x, y) i/(f(x, ¥y, z)g(x, z)du(z)
Q
3

TP

('R

J
Observagdao - Este teorema é um dos resultados basicos sobre fun

goes totalmente positivas e a sua demonstragdo pode ser encontra

da em Karlin (1968), pagina 123.

-

3.2.3 - Conolanio - Se o vetor aleatério X = (Xl,...,Xn) e TP,
em pares entdo qualquer densidade marginal de X & TP2 em pa-
res.

Demonstrnagdo - E facil ver que & suficiente mostrarmos que a den
sidade marginal de Xy 50X 1) é TP, em pares.

Consideremos entao:

Como @ € um conjunto ndo degenerado e por hipdtese

fn(xl,...,xn) e positiva, segue-se que fn—l(xl"‘ ) é posi

.. X
>n-1

tiva em § X...XQn

1 =1 "



Sejam i,j, 1 < i £n-1,1<j<n-~-1,1i4+73, Va

-

mos mostrar que f ’xn—l) e TP, no par (xi, xj) quan-

n-1(Xyse--

do as demais variadveis s3o mantidas fixas. Para isso usaremos o

teorema anterior considerando:

f(xi,xj,xn) = fn(xl,xz,...,x-

g(xl,xn) =1 e du(xn) = dx

De acordo com o teorema, segue-se que

)

s X

n-1

h(xi,xj) = fn_l(xl,...

-

e TPy e, portanto, f _(x CeX_ .)€ TP, em pares.
Observagao: As proposigdes 2.2.2, 2.2.3 e 2.2.4 continuam va

lidas para funcgdes TPzem pares,

Exemplo - Seja X = (X ...,X ) vetor aleatério com
1’ n

~

distribuigdo Normal Multivariada com média U e matriz de cova-

riancia I, positiva e definida.

Nessas condigoes se R = § ~, X & TP, em pares se

e somente se rijf}) para todo i+#7j.
Demonstragdo - Como X v N(uW,Z), sua densidade é dada por

-n/?2 -1/2 n

FCx) = (2m)  I%| exp [-1/2 3 STICHERTRICI uj)],

L X, < @, 1 =1,...,n, R=Z



Para qualquer por (xi,xj), podemos escrever

- . =% e XX
f(}f) o Cl()f(l)) Cz(?f(:])) e 1] 1 ]

onde ey > 0 nao depende de X5 czi_O ndo depende de xj. Por-

tanto para provarmos que f(x) & TP2 em X, xj basta provarmos

. i e Xw
ue e I Y IJ g
q

TP, em x. xj,\fi # j. E facil ver que isto

2 i’
ocorre se e somente se rij < 0 para todo 1 # j.

Exemplo - (Valores absolutos de varidveis aleatdrias
multinormais).

Seja X = (Xl,...,Xn) um vetor aleatério com distri-
buigdao N(up,Z). A densidade conjunta de CIXqb ey 1X0) é TP,
em pares se e somente se existir uma matriz diagonal D com
elementos iguais a + 1, tal que na matriz - ps " 1p qualquer

elemento fora da diagonal seja ndo negativo.

Suponha, por exemplo, que X N(0,Z) e =T+ aa',

onde a' = (al,...,an)e R" e € uma matriz diagonal. Entdo

(IXf ey XL é TP, em pares.

A demonstragdo desse resultado pode ser encontrada

em Karlin e Rinott (1979).



3.2.4 - Defindi¢ao - Dizemos que f(u), -» <u <w, & uma funcdo fre
quencia de Polya de ordem 2 (FP,) se existirem dois subconjuntos
mensurdveis na reta, 2 e, tais que para todo par (x,y)teXQQ,

f(x-y) for TP2 em X e y.

As proposigles a seguir fornecem métodos que nos per

mitem gerar densidades TP2 em pares,

3.2.5 - Proposi¢dao - Sejam X = (X

X 1""’Xn) e Y = (Y

1,..L,Yn)

dois vetores aleatdrios independentes que satisfazem as condiges

abaixo:
(a) as componentes do vetor X sdo independentes e pa
ra cada 1 = 1l,...n, a densidade fX da componen
: n
= e
te Xi e l12.
(b) a densidade conjunta do vetor Y, £y é TP, em
pares,
Nessas condigGes a densidade do vetor 7 = X + Y & TP,
em pares,
Demonstragao - Das hipbdteses feitas, segue-se que a densidade con

junta do vetor 7 serd dada por:

‘n
fZ(zl""’Zn) = //if fX,(Zi - yi) fY(yl""’yn)dy (3.2.1



= Bilk =

Como £y é PF2 segue-se que, para todo i,
i
in(Zi - yi) e 1P2 em (zi, yi). Portanto, o integrando em
(3.2.1) & TP, em pares e o resultado segue do coroldrio
3:2.:3

Un argumento analogo ao utilizado na proposicao a
cima nos permite obter dois outros resultados, que serdo em se

guida utilizados para mostrar que diversas distribuigdes multi

variadas importantes sio TP2 em pares,

3.2.6 - Proposdi¢do - Seja X = (Xl,...,Xn) um vetor aleatério

que satisfaz a condicdo (a) da proposigao 3.2.5 e seja Xo

uma variavel aleatéria independente de X. Nessas condigles se

definirmos para i = 1,....,n, Zi £ X, + X,» © vetor
Z = (Zl,...,Zn) sera TP2 em pares,
3.2.7 -~ Proposi¢do - Seja X = (Xy5...,X ) um vetor aleatdrio
~ n
com componentes independentes e para i = l,...,n, vamos indicar
por f, a densidade da componente X;. Seja X, uma variavel
5

aleatoria positiva, independente de X. Nessas condigdes te-
mos :

(a) Se para i = 1,...,n,v>0, - ® < y < © fX (u/v)

i
for TP2 em u e v, o vetor Y = (Xlxo""’xnxo

sera TP, em pares.



(b) Se para i = 1,...,n, v > 0, - ® <u<ew, fX ‘uv) for
i
TP2 em

u e v, o vetor 7 = (Xl/Xo,...,Xn/XO)

sera TP, em pares.

Exemplo (Distribuicdao Gama Multivariada)

Seja X = (X{5...,X ) vetor aleatorio de componentes independentes,
~ n
tal que Xi ~ F(ai, Bi) com a. > 1, Bi >0 epara i = 1,...,n,
- ai"l —BiX .
Entao f,, (x) = c.x e x >0 e Pr,,
X. 1 ? 2
i
Se Xorv F(uO,BO) é independente de X entdo o vetor
Z = (Xl + Xo""’Xn + X,) tem distribuigdo Gama Multivariada. Da
proposigcdo 3.2.6, segue-se entdo que 4 @& TP2 em pares.
Exemplo (Distribuigdo ' Multivariada) -
Seja X =

(Xl""’xn) vetor aleatdério de componentes independentes

tal que Xi ~ P(ai,Bi) com o, > 0, Bi >0 e para i1 = 1,...

~ ai—l —Bi p/v
Entao fX.(u/V) = ci(u/V) e
i

é TP2 em g e v

positivos.,



Considere por exemplo, o caso particular em que

Xiﬁaxzvi (Qui-quadrado com v, graus de liberdade). Seja uma

. = - . 2 :
variavel aleatoria XO ~ X7y, e 1ndependente de X. Segue-se
5 e

entao da proposigdo 3.2.7 que

1 1 -

,...,(Xn/vn)(XO/vO) e TP em pares,

Z = (Xl/vl)(xo/vo) 9

A distribuigdo de 7 & denominada [ Multivariada.
Exemplo (Valor absoluto de variidveis aleatorias

com distribuigdo de Cauchy Multivariada) - Sejam o vetor alea-

tério X = (Xla""xn)N N(O, I) e a varidvel aleatéria S/uxs,

X e S independentes.

: . : : v o -1 v W -1
Seja 7 = (Zl,...,én):(Al(u/ v) ,...,An(u/ v) 7)),

cuja distribuicdo & denominada Cauchy Multivariada. Lntdo

CZy e, ¢, ) & TP, em pares. Lste resultado é obtido pelo

2., 2
. . i ¥ Vv -
mesSmo argumento wusado no exemplo anterior, pois e / e

TP2 em u e Vv positivo.

3.2.8 - Proposicdo - Sejam X X varidveis aleatdrias in

120ty
dependentes e identicamente distribuidas. Seja a4 funcdo
densidade de Xi’ 1 =1,...,n. Lntdo a densidade conjunta das
estatisticas de ordem

X(l),...,A(“) e IP2 em pares,



Demondtragao - A densidade conjunta de X(l)""’x(n) é dada
n
por n!g(xl,...,xn).? f(xi), onde
1=1
1l para Xli ) X
g(xy, X ) =
0 no complementar
Uma verificagdo direta mostra que g & TP, em pa

res. A densidade conjunta de X é TP, em pares, pois
Xl" .,Xn sdo independentes. 0 resultado segue agora da obser
vagdo em relagdo a proposigdo 2.2.u4 que vem logo apos o coro
lario 3.2.3.
Obsenvagao - Seja Dy = A(i)_ X(i~1)’ i 5 I, My e K yF 0.
Nessas condigdes, se f(x +y) & TP, entdo
= ! 5 = Ui o

f(dl,...,dn) T d f(dl)f(d1 + d2)...f(dl+. +dr) e 1P2 em pa
res.

Relagoes entre as formas de dependincia positiva

Vamos agora estabelecer as relacoes existentes en-
tre as formas de dependéncia introduzidas na 12

pitulo.

secao desta ca



3.2.9 - Proposigao - Seja X = (X

..,X ) vetor aleatdério cuja
~ 1°"°"n

fungdo densidade £ (x) é TP, em pares. Lntdo X & estocasti-

camente crescente em seqlléncia.

Vemonstragao - Seja fi(x ,X.) a densidade marginal de

EREREE ]
Xys+..5X; para i = 1,...,n. Entdo pelo corolirio 3.2.3, £, @&
TP2 em pares para 1 = 2,,..,n.

Como fz(xl,xz) e TP2 segue-se que P(X2> X2/Xl:xl)

é crescente em X, Ppara qualquer X, (ver a proposicdo 2.2.5).

De maneira andaloga, para X, fixado, f(x], X x3) e
TP2 em (xl, x3), e portanto, I(X3 > xB/Al: X15 X, = xQ) e cres-
cente em X, para qualquer Xqe
Por simetria, para x4 fixado, temos que
(> (., = X = e crescente e :
P(Y3 x3/>\l X X2 X2> e crescente em X, para qualquer X
Segue-se entdo que
> = = = S y C c C -
P(X3 x3/Xl Xq s X2 x2) € Ccrescente em Xy e X, para qual
quer  x..
Repetigoes deste argumento provam que X, é estocasti
camente crescente em Xl”"’Xi—l para 1 = 2,...,n.



3.2.10 - Proposigdo - Seja X = (Xl,...,Xn) vetor aleatério esto

casticamente crescente em seqlléncia. Lntdo X & associado,

Para demonstrar esta proposigdo necessitaremos do le

ma que apresentamos a seguilr,

Lema - Seja Y estocasticamente crescente em X. Intdo existe

una fungdo crescente h(u,x) e uma varidvel aleatéria U indepen
dente de X tal que (Y, X)n(h(U,X), X), onde o sinal ~ indica

que os dois vetores tem a mesma distribuicdo.

Demonstrnagao - Seja F a fungdo de distribuicdo de YX-x’ isto

€, F,(y) = P(Y < y/X = x)

~

Defina:

h(u,x) ={inf y/u < Fx(y))

Logo h(u,x) €& crescente em u por definicio.

Como Y & estocasticamente crescente em X entio

(1) (2) (1) (2)

) para x < X

h(u, X ) < h(u,x

Portanto h(u, x) & crescente em x.

F (y) & continua & direita em vy, logo

h(u, 5).i3’¢* u < Fx(y)



Suponha agora que U tem distribuicdo Uniforme em

[0,1]. Entdo

P(h(U,§):iy) = P(U < Fx(y)) = Fx(y),

isto €, h(U,f):u Yy o oy

Como por hipétese U é independente de X, temos:

h(U,x)y _  ~ h(U,x)

~ P

Assim

= Xr\J }X(U,)"()X

= x°

YX _— h(U,)f)N h(U’)E)X

Segue-se entdo que

(Y, XD (h(U,X), X)

Demonsiragdao da proposicdo 3.2.10 - Por hipotese, X, € estocas-

ticamente crescente em Xl' Segue-se entdo que Xl e X sdao as

sociados (ver proposigao 2.2.6).

Suponha que Xl""’XK Sao assoclados e que XK v 1
é estocasticamente crescente em Xl""’XK‘ Entao, pelo lema ante
rior,

(XgaeeesXps Xy o PN X hUU X X))

N\



onde h €& uma fungdo crescente e U wuma variavel aleatdria

Uniforme em [0,1] e independente de SERRRELST

Como U, X ,..,X, sdo associados e h & crescen

K

te, segue-se que

xl""’XK’ h(U’Xl""’XK) sao associados.

Portanto Xl""’XK’ XK + 1 tambem serao associa

do, ja que sua distribuicdo conjunta e a mesma de um vetor as-

sociado.
A conclusdo segue-se agora por inducdo.
3.2.11 - Proposdgdo - Seja XineeosXy variaveis aleatéorias as
sociadas. Entdo, para quaisquer X 5w 5%, temos que
n
P > > > (X, > .
(Xl X1 >'n An)—.n I(Kl Xl)
1=1
e
n
< ? < > . < .
P(Xl S Xqsees K< X )2 P(Xl < xy)

1=1



Entdo T.(x.) é crescente em X., i = 1,...,n, e as
itti i

sim, pela propriedade Pu da associlagao, Tl(xl)""’ Tn(xn) sdao

associadas. O resultado segue-se agora da proposicdo 3.1.8.

Observagao - As proposigdes 3.2.9. 3.2.10 e 3.2.11 nos permi

tem estabelecer a seguinte seqllencia de implicacgdes:

TP2 em pares = ECS =5 A = DPS e DPI,

3.2.12 - Phroposi¢ac - Seja X = (X ,...,Xn) vetor aleatorio

1

cuja fungao densidade fn(X) e TP2 em pares. Entao X apresen

ta dependéncia conjunta crescente a direita.

LIy IR -~ - oy oy Vs
SNEMA DA

A demonstragao desta proposican (0da Sser end

en Alam e Wallenius (1976).

3.2.13 = Proposi¢ao - Seja X = (Y],...,XV) nm vetor aleatorio
~ - I I
que apresenta dependencia conjunt: cvrencente o Adireita. Trtion

- -

e seqllencialmente crescente a direita

Demonstragao - Por hipotese teros que, para 1 = 1, ...,1

P(%, > X S S O SN A A

1 1° [ o no1 1? 7 )
e uma fungﬁo crescente de ti,...)x;. raesa higedese  wilea  para
('\"ii‘“f“UC’"‘ valores T S s 1 o | T ) D : e
“Anvh_‘j & (SR QST 91 ) i /-_!-,o-.)..I 5 ..!)...)“A . ] ' ‘ LR >
OO S o < D) . - . I 1, 0 Lo
W0 S Koo wp =0 iyl ] = ),A‘ 5 e 0 s yh0 Ty — - ) I [ F i
J

teremos quo:



€ uma fungdo crescente de xi,...,x}_l. Lsse resultado vale para
i=2,...,n o que & equivalente a dizermos que ¥ & seqliencial
mente crescente 3 direita.
3.2.14 - Proposd¢edo - Sejam X, ,...,x% variaveis alcatorias se-
l, 511
qlencialmente crescentes a direita. Lntdo
n
P(Xl > Xl""’Xn > Xn).i.ﬂ P(Xj > xj)
1=1
para quaisquer valores de XqseeesX
Demonsirnagdo - Observe inicialmente que
> X = P(X_ > x /X, > = o ., .. X% > = ),
P(Xn n) ( n n 1 > >'n-1
Como por hipotese Kok sdo 5CD temos:
P(X_ > x /X, "> X,,...,% > X ) > P(X_ > x ).
( n n 1 1’ >’n-1 n-1 n “n
Segue-se entao que
P(X_ > X : e, Xy > X ) > PUX > x IP(X, >x, ...,k > % b
( n *n>fn-1 “n-1° 1 1)—— n n) 1 1° >"n-1 n-1

Repetindo-se sucessivamente o mesmo argumento, conclufmos

a demonstracgdo.

Observagdao - As proposigdes 3.2.12, 3.2.17° e 3.2.101 nos permi-

tem estabelecer a seguinte seqllencia de dmplicacgdes:

TP2 em pares = DCCD = 3CD = DPS



Podemos provar por indu¢do que DCCD implica diretamente

em DPS, usando a propriedade | que vem logo apdés a definicao

Bl
l’
3.1.13, e o teorema 3.1.15. Com demonstragdes totalmente anélg

gas, pode-se mostrar que

TP2 em pares = DCDE = SDL = DPI

Além disto podemos mostrar também que DCDL implica dire

tamente em DPI,

Apresentaremos a seguir um diagrama das relagdes entre

as formas de dependéncia positiva apresentadas neste cap

DCCD =————-% SCD === DPS
= /
y/’/J
TP j 3 /
5 en pares
/ff‘
/!
/
N ECS == A —————3 DPT

Mostraremos através de exemplos que ndo ocorre nenhunma
outra implicagdo entre DCCD, LCS, A e SCD. Convén relemlrar
que no caso biIvariado ocorriam as seguintes Implicacdes

DCCD = A, SCD = A e LCS = 5CD.



Exemplo (DCCD # A) - Seja (Xl,XQ,X3) vetor aleatdério assu
mindo os valores (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2) e (2,2,2) cada qual com

probabilidade 0,25. Entdo

P(X, > 1/X; > 0, X, > 0, X, > 0) = 0,5

1 1 2 3
P(Xl > 1/Xl > 0, X2 > 0, X3 >1) = 0,5
P(X) > 1/X; > 0, X, > 1, Xy > 1) = 1,0
e
P(Xp > 1, X,> 1/X > 0, X, > 0, X, > 0) = 0,25

P(X; > 1, X,> 1/%;> 0, X, > 0, X, > 1) = 0,5

Da simetria entre Xl’ X? e Xg segue-se que elas formam

um conjunto DCCD.

Calculos simples mostram que

3
P(Xl > Xy Xy > X, X3 > X3)15T3 P(X, > Xi)
para quaisquer valores de X15 Xo5 Xg, € que
3
P(Xl < 1, X2 < 1, X3 < 1)< T P(Xi < 1).

Segue-se portanto da proposigdo 3.2.11 que X X X

ndo sdo associadas.
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Exemplo (SCD # A) - Sejam X, X,, X, varidveis aleatérias

bindrias com a seguinte distribuigdo de probabilidade.

P(X; = 0, X, =1, X, = 0) = 0,1
P(X; = 1, X, = 0, X, = 0) = 0,1
P(X; = 1, X, = 1, Xy = 0) = 0,1
P(Xl =0, X, =0, X5 = 1) = 0,2
P(X; = 1, X, = 1, Xy = 1) = 0,5
Facilmente verifica-se que X1 XQ, Xq sao SCD.
Sejam I I fungoes indicadoras dos conjuntos U, ,U
Ul’ U2 1272
tais que
u, = {€0,0,1),(0,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)} e
u, = {(0,1,0),(1,0,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)}
Entao IU > 1y sdo fungbes bindrias crescentes e
! 2 :
Cov(IUl(Xl,X2,X3), IUZ(Xl’XZ’X3)) =
- _ 7 N r -
= P((Xl,Xz,X3)€LH~F\U2) P((Xl,kz,a3)€lH}P(Xl,xg,X3)eLb) =
= 0,60 - 0,72 < 0.
Segue-se portanto do teorema 3.1.4 que Xl, X?, X3 nao

sdo associadas.



Exemplo (8CD # ECS) - Suponha que a distribuicdo de X3

dado (Xl’x2) = (xl’XZ) e MNormal com media X, + X, e variancia

1. Suponha ainda que a distribui¢do de probabilidade de (Xl,X2)

é dada por:

P(Xl = =1, Xy = -1) = 0,05 P(Xl = O,XQ: 1) = 0,20

P(Xl = =1, X, = 0) = 0,25 P(Xl = l,X2= 0) = 0,10

P(Xl = 0, X2 = -1) = 0,10 P(X1 = l,X2 =1) = 0,30

Facilmente verificar-se que Xy X5 X,3 sao SCD. No en-
tanto, como P(X2 > —1/Xl = -1) = 0,83 > 0,67 = P(X? > —1/Xl = 0),
Xl’ X2, X, nao sao ECS.

Exemplo (ECS # SCD) - Suponha que a distribuigdo de X3
dado (Xl, X2)=(x1, x2) e Normal com media Xy * X, e varlancia 1.

Seja a distribuigdo de probabilidades de (Xl, X,) dada por:

P(X; = -1, X, = -1) = 0,3 P(X; =1, X, = -1) = 0,1
P(Xl = =1, Xy = 2) = 0,1 P(Xl = 1, X2 = 0) = 0,1
P(X; = 0, X, = -1) = 0,2 P(X; = 1, X, = 2) = 0,1
P(X; = 0, X, = 2) = 0,1
Segue-se entdo que Xl’ Xy X3 sao ECS, mas ndo sdo

SCD, pois
P(Xg>2/%X) >=1, X, >=-1) = 0,439 >0,409 = P(X,>2/X,>0,%,>-1



Observagao - Sejam X =(X , X ) e Y=(Y Vn) vetores aleatd

1o Xy Y=(Y, ...,
rios independentes entre si e cujas densidades sao TP2 em pares.
Entdo 2 = X + Y & associado, mas ndo & necessariamente TP, em
pares.

7 € associado pelo lema 3.1.6.

Para mostrarmos que a convolugao de fungoes TP, pares
ndo € necessariamente TP2 em pares, vamos considerar o seguinte
exemplo: sejam duas distribuig¢des Normais Trivariadas com vetores

de medias nulos e matrizes de covariincias

1 1/2 1/2 1 0 0
A =11/2 1 1/2 e B =10 i 2
172 1/2 1 0 2 f

Entao as inversas das matrizes de covaridncias A e B,

respectivamente, sao dadas por

3/2 -1/2 -1/2 1 0 0
-1 -1
A =|-1/2 3/2 ~-1/2 e B =|0 5 -2
~142 =1/2 3/2 0 -2 1
Observe que os elementos fora das diagonais de At e R_l

nao sao positivos. Segue-se entdo do exemplo que vem apbs o Coro-

lario 3.2.3 que essas densidades sdo TP, en pares.



A inversa da matriz de covariancia de A + B & dada por

23/43 -7/43 /43
(A + B)~l = |-7/43 W7/43 -19/43
1/43 -4 /43 15/u3

s ;1 s . o
Umna vez que a matriz (A + B) possui elementos positivos
fora da diagonal, a densidade correspondente a convolugao das fun-

goes consideradas ndao & TP2 em pares.



CAPTTULO 1V

APLICACOLS

Confiabilidade de um s4istema

Vamos considerar o caso de sistemas e equipamentos, tais
como circuitos elétricos, redes de poténcia, sistemas de comu-
nicagdo, ete., que consistem de varias componentes interligadas
de tal forma que o funcionamento dessas componentes determinam o
funcionamento do sistema que compde. ilestas situagoes, desejamos
determinar a confiabilidade de um equipamento ou sistema, isto &,

determinar a probabilidade de um equipamento ou sistema cumprir

ininterruptamente uma tarefa de duracgdo fixada.

Seja n o namero de componentes do sistema e vamos ind:
car a condigdo de funcionamento e ndo funcionamento tanto do sis
tema quanto de suas componentes, pelos estados 1 e 0, respectiva-

mente. Assim, o estado do sistema em fungdo dos estados de cada

uma de suas componentes é representado por uma fungao

¢:{0,1}n—a{0,1},

que denominamos fungdo de estrutura do sistema. Suponha entao

N
Iy e

que este sistema € posto em funcionamento no instante t

seja a varidvel aleatéria T., i = 1,...,n, o tempo de vida

Y

=



-

i-esima componente a partir daquele instante. 0 estado de funcio

namento da i-esima componente, ao longo do tempo, é entdo repre

sentado pelo processo estocastico {Xi(t)/t.iﬂ}, onde

e para cada t >0, 0(X,(t),...,X (1)), representa o estado de fun
= 1 n b ==

cionamento do sistema no instante t.

Segue-se entdao que a confiabilidade do sistema & dada

pela
P[[b(Xl(t),...,Xn('t)) = 1]

Sob a suposigao de que as componentes sdo estatistica-
mente independentes, podemos representar a confiabilidade do
sistema como uma fungdo da confiabilidade de suas conponentes.
Entretanto, num grande nimero de situagdes, esta suposigdo deve
ser reformulada para componentes associadas, e neste caso a con-
fiabilidade do sistema nio sera representada como uma fungao da

confiabilidade de suas componentes. Vamos coneiderar como eReri—

plos desta situacdo:
:

(a) componentes sujeitas ao mesmo conjunto de forgas;

(b) estruturas nas quais as componentes dividem a car

ga de modo que quando uma delas decixa de funcionar



cada uma das restantes recebe um acréscimo de carga.

Note que em cada caso as componentes tenden agir de ma
neira semelhante. Assim no primeiro caso uma forga maior afeta-
rd todas as componentes desfavoravelmente, enquanto que  no  cdaso
(b) o funcionamento ou ndo de uma componente contribui, respecti-

vamente, para o funcionamento ou ndo das componentes restantes.

A determinagdo da confiabilidade de um sistema node ser
de dificil obtengdo tendo em vista a determinagdo da distribuicdo
de probabilidade conjunta de suas componentes. bEntretanto, se o
sistema é formado por componente associadas, podemos obter 1imi
tes para essa confiabilidade. Suponhamos, por exemplo, que um sis

tema em série € formado pelas componentes aleatdrias XpoeesX,
associadas. Neste caso, o sistema funciona somente se todas as
componentes funcionam, e portanto, ¢(Xl,..,Xn) = min(Xl,...,Xn).
Segue-se entdo do teorema 3.1.8 que a confiabilidade do sistema
que € igual a P(min(Xl,..,Xn) = 1) sera limitada inferiormente

PiX. = 1}.

por ) 5

W a3

i
Vamos considerar também o caso de um sistema em paralelo
com componentes aleatdrias Xl""’Xn associadas. lMNestas condi-

des, o sistema funciona enquanto houverem componentes em funcio-

W)

namento, ou seja, ¢(Xl""’xn) = me(Xl,...,Xn). Portanto a con-

fiabilidade desse sistema & dada por

P(max(xl,...,xn> 1) = 1 - PGadx(X X ) = 0)

100



Do teorema 3.1.8, segue-se entdo que

n
P(max (X X )= 1)<1l - = P(Xj = 0)

157 - i=1

Assim se determinarmos a confiabilidade de um sistema em
paralelo, considerando que as componentes sdo independentes quan-
do na realidade elas sdo associadas, nés estaremos superestiman-
do a confiabilidade desse sistema. las mesmas condigoes e para
um sistema em série, a confiabilidade desse sistema estara sendo

subestimada.

As quatro aplicagdes a seguir sio conseqllencias do teore

ma 3.1.9.
Somas parcdais
Sejam Koswo s X variaveis aleatorias independentes, e
i
Y, o= _Z Xj para i = 1,..., n. Entao
J=1

para quaisquer VAERRERES A%
n

Esta desigualdade segue imediatamente do teorena 3.1.9,
lembrando que varidveis aleatdrias independentes sao associadas,

€ que cada Y. e uma fungdo crescente en SRR ey
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Estatisticas de Ondem

Sejam

1 ewn & 5 de ordem da amostra
— — 'n
leatoria X.,...,X . Entao
1’ >n
k
X 7
P(fi SOV s Yi <Yy ) >om P(*i. ;_Ji.) e
1 1 k 'k 1=1 3 ]
s
P(Y. > yl 5 %6 %3 Yl > yl ) > p(Y1 > yi )
1 1 k IS j=1 3 ]
para qualquer escolha de 1 £~il< camm & iy <n e Ys aenns Jy o
- P “k
0 resultado segue do fato que cada V. ¢ uma [ungao cre
cente das variaveis aleatdrias independentes Ty
Exponencial Multivanicda
As distribuig¢des exponenciais desemperham um papel cen-

tral em testes de vida, em confial ili

a, dade e enmn oulras Jreas.

Y
Vamos considerar a distribuicac Exponencial Multivariad
de Marshall-0lkin, onde

VAT = POY, >y 5000, ¥ > v )
(Jl’ ’Jn) . 1 Y1 > n ‘n
I
=1 - exp f— L Ay, - R N naxlyg, 5%
j=1 ! fet  *d
- s - A],? gy maxly, Vel r!)] :

a

a
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A distribuigdo Lxponencial ifultivariada de Marshall-0lkin
possul propriedades importantes, tais como: possibilidade de senr
representada em termos de exponenciais independentes, marginais de
dimensao k, k = 1,...,n-1, também exponenciais. Segue-se da primei
ra propriedade que existem varidveis aleatdrias exponenciais inde-
pendentes Xl""’xm tal que Y. = min(xj; jeAi), onde AiC{l,Q...,m}
Temos entao que cada Yi € uma fungdo crescente das variiveis aleatd
rias Xl,...,Xm independentes, e portanto, associadas. Do teorenma

3.1.9 segue-se entdo que

n
F(yl,...,yn)vi_n Fi(yi)
1=1
e
. n
F(yl,...,yn) > WAL = Fi(yi))
1=1
onde Fi € a fungdo de distribuigdo marginal de Y. para i = 1,...,n.

Anafise de Vardiancda

Vamos considerar o caso da andlise de varidncia em que duas

"

hipoteses sdo testadas, usando varidncias residuais iguais. Heste ca

ol

=

ST

so, cada experimento € tratado como uma unidade sem considerar o nu
mero de hipoteses testadas por experimento. Assim, se todas as hipd

teses nulas sdo verdadeiras, um errc é cometido se pelo menos uma

das hipéteses é rejeitada.



Neste caso, podemos citar como exemplo na andlise de va
ridncia o teste para verificar o efeito das linhas e colunas, Ge
ralmente a formulagdo como uma hipdtese linear geral implica na
determinagdo de trés formas quadrdticas Q5 9, © 4y, distribui-
das independentemente e segundo uma x2 com n,, n2 e n, graus de
liberdade, respectivamente. As estatisticas das razdes de veros-

similhanga para testar as duas hipOteses sdo dadas por

N =1 L -1
F,= (ql/nl)(q3/n3) e F,= (q2/n2)(q3/n3)

Se a regido critica para a rejeigdo de cada hipdtese nu

la €& de tamanho a entdo a probabilidade de ndo cometer erro de

primeira especle (ou erro tipo I) e dada por P(F1 i-Fla’ FQ.iFQQ)’
onde Flue an sao os o percentils das distribuigoes Fl e FQ, res-
pectivamente.

Vamos agora testar o efeito da dependéncia entre os tes-
tes de significancia.

Como ¢ ¢ e q, sdo independentes . serue-se que e-
]‘) ? % bl &

las sdo associadas. Além disto, T e T, sdo funcées crescentes

> 7
; -1
de Ay> 9y © Ay .

Do teorema 3.1.9 segue-se cntdo que

P(FiF F<1“)_>_P(F

1 16> T2 2 toq S By P, 2,0

20

Kimball (1951) prova que

P(I‘l < Fla’ FQ:iFZ£>P(r1 < [ u)F(F2 < F



Portanto a probabilidade de ndo cometer erro de primeira
espécie num experimento de testes dependentes € maior do que no

1

caso de testes independentes.

Intervalos de Conglanga SAmultancos

Sejam HysHo parametros desconhecidos e (Hl,ﬁl),(BQ,ﬁz)

intervalos aleatdrios com coeficientes de confiancga, respectiva-

-

mente, o, e O Seja Li o evento que corresponde ao interva
lo (E.,ﬁj) conter o parametro My, para i = 1,2.

Dizemos que o evento Ei ocorre se o intervalo aleato-
rio (Ei,ﬁi) contém o pardmetro M., para i=1,2,

Nestas condigdes, se El e E, sdo positivamente qua-
drante dependentes entdo a probabilidade de bl e EQ ocorreren

simultaneamente, P(LlfW Lz),e maior ou igual a P(Ll)P(EQ) =aqd,.



COMENTARIOS FINAIS

Ndo tratamos neste trabalho da dependeéncia negativa, mas
pretendemos dar uma id€ia do que tem sido feito com relacdo a es
te e 0s principais problemas que surgem quandoc a conparamnos com a

positiva.

Comparada a depend@ncia positiva, ja razoavelmente desen
volvida, pouco foi feito com relacdo a dependéncia negativa. Uma

explicagdo para isto poderia ser o fato de que a dependéncia pos

T
1

1eae

tiva € freqllentemente obtida em muitas distribuiqdes importantes,

-
4

utilizadas na descrigdo de vdrias situagles fisicas. Lntre cssas
distribuig¢des queremos ressaltar a ELxponencial Hultivariada de

Marshall-01kin (1967).

tica e probabilidade, ela ndo esgota as situacdes na estatistica
tedrica e pratica. Por exemplo, se um vetor aleatdrio apresenta
distribuigao Normal Multivariada com todos os coeficientes de cor

relagdo negativos, ndo pode-se esperar dependéncia positiva entre

suas componentes,

Algumas formas de dependéncia negativa, andlogas i posi
tiva foram mencionadas em Lehmann (1966), Brindley e Thompson
(1972), Dykstra, Hewett e Thompson (1973), entre outros. Mas foi
somente nos ultimos anos que a dependéncia negativa multivariada

recebeu uma maior atengdo tal como através dos trabalhos real:za-



dos em 1980 por Ebrahimi e Ghoshj; Karlin e Rinott; Rlock, Savits e

Shaked.

Todas as formas de dependéncia positiva tém na dependén-
cia negativa formas andlogas que podem ser obtidas mudando-se a or
dem da monotonicidade das fungdes ou invertendo os sinais das desi
gualdades. Excessdo & feita a associacdo que ainda ndo foi defini-

da na dependéncia negativa.

As relagdes validas entre as formas de dependéncia positi
va bivariada continuam vdlidas para as formas analogas na negati-
va. Além disso, pode-se dizer que se o vetor aleatdrio (X,Y) satis
faz alguma condigdo de dependéncia positiva entio (X, -Y) satisfaz
a condigdo de dependéncia negativa analoga. Lntretanto, esta rela
gdo naoc pode ser feita para vetores de maiores dimensCes assim co
mo também algumas implicagdes validas entre as formas de dependén-
cia positiva multivariada n3o valem para as formas andlogas na ne

gativa.

Queremos ressaltar que ocorrem varios inconvenientes com
as fungoes andlogas as TP? em pares, denominadas reservas regula
res de ordem 2 em pares (RR2 em pares),

A primeira situagio diferente vem do fato que se uma fun-
gdo densidade conjunta f & RR2 em pares, as marginais ndo sdo

necessariamente RR2 em pares, O que faz com que o teorema 3.2.2

seja falso quando TP, € substituido por RR,. Uma alternativa pos



sivel, entdo é supor que nao somente f, mas também todas as suas
marginais sdo RR2 em pares. Entretanto, mesmo sob esta suposigao
ndo fol possivel mostrar que as formas de dependéncia negativa
mais fracas (dependéncia negativa superior e dependéncia negativa
inferior) estdo conseqllentemente satisfeitas.Ebrahimi e Ghosh
(1980) tentaram provar este resultado, entretanto, sua prova é ba
seada numa implicagdo que Block, Savits e Shaked (1980) provaram
ndo ser verdadeira. Surge entdo a necessidade de uma nova defini-

cdo que resolva também este problema. Neste mesmo artigo, Block,

Savits e Shaked encontraram a solugdo e que é dada através da se-

guinte definigdo: o vetor aleatdrio X = (Xl,...,Xn) é RR, em pa
res se a fungdo densidade de X é tal que quando quaisquer n - 2
varidveis sdo integriveis sobre os n - 2 subconjuntos mensurd-

veis da reta, a fungdo resultante € RR, no restante das varidveis,

2
Ocorre um outro inconveniente: a condigdo dada na defini

gdo acima € praticamente impossivel de ser verificada. Um caso

particular que é verificado por vidrias distribuigdes importantes

é dada no teorema abaixo.

Teorema - Sejam Yoo Yyaeeon¥ varidveis aleatérias in-

dependentes, cada qual com fungao densidade (ou probabilidade)

PF,. Fixe y e seja (X X, ) um vetor aleatério com fungdo

REREE
densidade conjunta igual a fungdo densidade condicional de

(Y Y ) dado que Y_ + Y. 4+ ... + Y =y, isto e
n o n

120000 1

(Xl""’xn)NKYl"'"Yn)/YO Y, b L v Y =)
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Entao (Xl,...,Xn) é RR? em pares e conseqllentemente sa

tisfaz as demais formas de dependencia negativa.
A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada om

Block, Savits e Shaked (1980).

Algumas das distribuigoes que satisfazem o ‘teorema ante
rior sdo as seguintes: Multinomial, Dirichlet, Hipergeométrica
Multivariada, Normal Multivariada com correlagoes iguais e nao po

sitivas.
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DEPENDZNCIA POSITIVA

ENTRE VARTAVEIS ALEATORIAS

ERRATA
No lugar de deve ser
F( y - pu F(y,)) (P(M)_ F(y)>
1f= 5" | 1 - p?
(&= 0) (&= XY) (8E 0)<(&= XY)
i=1,2. o i=1,2,3,4,
PG P(...) Phowu )=~ o vt

PC(...)+P(...) P(Lw)#PC...) P(...)+P(...) P(...)+P(.
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logh(y-x) . logh(y'-x")
/f(xl,t)dt /f(xl,t)dt /mf(x'z,t)dt
y y y
-1 -1
Fx (x) Fx (y)
rh(x,u) | ‘ h(X,U)
E(1-2) . E(1-7,)
€C(Y/X) - EC(Y/X)
yv ’ Cx!
TP, (X,Y) & DCCD(X,¥) | TP, (X,Y) =DCCD(X,Y)
&> CD(Y/X) e CD(X/Y) => CD(Y/X) e CD(X/Y)
TP,(X,Y) < DCDE(X,¥) TP, (X,Y) =>DCDE(X,Y)
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No lugar de
XY
Cov(LYf, EYg)

~

lema 3.1.5

g(xl, xg)
X: N(0,I)

- -
e e uma matriz

FP2

desta

~4Ey3

deve ser
Nx,y

Con(EYf, Ey8)

~ ~ ~

n
(Xoy =X )= I (Y., =Y..)
1 2 " 3=l 11’ 12
Seja & uma
E(X Xye X))
'P(Yl < yl,...,YK < yK)
y! = max x!
J iel.
J
P()‘S >~§M’ Xﬁ > 251/1)

-X.= min(-Y , =Y.)

g(xi, xn)
K C0,5)

e ' & uma matriz

PF2

A2y lseenslz D
deste
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