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CAPITULO l

INTRODUÇÃO

Os modelos de séries temporais introduzidos por Box G

Jenkins (1970) , conhecidos como modelo ARIMA (auto-regressivos

integrados médias móveis) , mostraram ser suficientemente ge-

rais para aproximar diversas séries que aparecem na pratica.

No entanto, estes modelos são lineares e podem ser esco-

lhidos utilizando-se critérios apropriados para tais modelos

(como os critérios AIC, FPE, etc). É natural indagar se exis-

te uma classe mais geral de modelos que fornecem melhores re-

sultados que os já existentes. A ideia é considerar os nloclelos

da forma
X(t): h(x(t-l), x(t-2),..., E:(t), E:(t-l),...) (1.1)

onde E:(t) é um ruído branco, para alguma função h(.)

Os primeiros enfoques sobre este assunto foram feitospor
Volterra (1930) e Wiener (1958) . Esta representação funcional
de séries temporais tem ])roporcionado grande está.nulo ao de-
senvolvimento de modelos não lineares, mas infelizmente a re-

presentação de IViener é também bastante geral e a estimação es

tatl'ética dos parâmetros deste modelo é extremamente complexa.

Eln vi.sta disso diversos a.utores (Ozaki â Oda, ]1)78;Jones, 1978;



Haggan e Ozaki, 1980; Tong EI Lim, 1980; Granger e Andersen,
1978; Subia Rao, 1981), recentemente estudaram alguns tipos

mais especÍfi-cos de modelos não lineares

Uma classe particular de modelos não lineares, a qual foi

atnplamente discutido na literatura de Teoria de Controle é o

modelo bili.near. A vantagem deste tipo de modelos é que ele
contém um número finito de parâmetros e também pode aproximar,

com precisão razoável, uma expansão dc Volterra. A validade

desta aproximação para dados de séries estocãsticos colitiilua
sendo estudada

O presente trabalho foi realizado visando os seguia)tes ob-

j e tivos

a) expor sisteinatican\ente a teoria relativa aos modelos bi-

li.neares de séries de tempo, ein sua forma de espaço de e!
tados

b) discutir as propriedades estatísticas, tais como estacio-
nariedade e invertibilidade dos modelos bilineares BI,(p,

0,p,l) (ver definição 3.3.1) e generalizar estes resulta-

dos para os modelos bilineares diagonais e triangulares in
fervores;

c) mostrar a uti.lidade de momentos de ordem super

da, na caracterização dos modelos bilineares

Os modelos bilineares são abordados nos Capítulos 4 e 5,

onde estudamos as condições de suficiência para estaca.onarie-

dadê as$intÓtica dos mode]os bi].ineares e as expressoes Para

)

10T a segun



a val'iância e covariância são obtidas. As condições de inver-

tibilidade são também tratadas

No Capítulo 2 abordamos, inicialmente, alguns conceitos
fundamentais sobre modelos lineares de séries temporais

No Capl'tule 3, apresentamos a classe geral de modelos não
lineares, chamados modelos de estados dependentes, os quais iB.

cluem os modelos bilineares, autoregressivos ''threshold'' e au

toregressi.vos exponenciais como casos especiais e que pennitem

uma maior flexibilidade na caracterização da estrutura não li
neaT

Finalmente, no Capítulo 6, consideramos a identificação

de si.stemas polinomiais no domínio de frequências. O problema

de estimação de parâmetros de modelos bilineares também é con

siderada e uma aplicação é apresentada



CAPTTUL0 2

MODELOS LINEARES

INTRODUÇÃO

Neste capítulo apresentamos brevemente a teoria padrão de

modelos lineares de séries temporais, que serão utilizadas no

desenvolvimento dos modelos não lineares nos capítulos seguin-

tes. Conceituam-se processos estocásticos e séries tclnporais e

mostram-se casos particulares dos litodelos lineares estaciona--
rios

2.2 - DEFINIÇÕES

Definição 2.2.1 - Seja T um conjunto arbitrário. Um processo es-
tocãstico é uma família X'= {X(t,u), t € T, u G Q}, tal que,

para cada t € T, X(tlu) é uma variável aleatória definidanum

espaço de probabi.cidades(Q,A,P). Se T= Z ={0,tl,:t2,...}, tem-

se um processo de tempo discreto, se T= lm= (-m,+m) , tem-se wt
processo de tempo contínuo

Psfl!!!!sãa.!:.!.:2. - Seja X:tX(t,u) , t É; T, É; } tnl processo estocãã

ti.co defina.do num espaço de probabilidades (ç2,A,P)

Para cada u fixo, X(t,u) é uma série teiílporal, isto é, uma

particular realização de um processo estocãstico
4



De aqui por

X : {X(t) , t G T}

Defínjção ?:1:3- Um processo estocãstico X :ÍX(t), tÉ;T} diz-se
estritamente estacionário (ou fortemente estacionário) se a

distribuição conjunta de (X(tl), X(t2),..., X(tk)) é idêntica
ã distribuição conjunta de(X(tl+h),..., X(tk+h)), para quais

quer tl'..., tk' h de T. c;l.,9--

Segue-se, então, que os momentos\'ardem maior, tal como

E [XÀ(t) .XU (t-P) .XO(t-q)]

diante denotarenlos ostocast:icoprocessol r

são funções somente de p e q e nFo de t

Definição 2.2.4- Um processo estocástico X= {X(t), tGT} diz-se
estacionário de 2a ordem (ou fracamente estacionário) se

i) E[X(t)]:u(t) instante, V tÉ;T;

ii.) E [X:(t)]< m, também constante, V tGT;

iii) Cov [X(t), X(s)] = C(t,s) é função apenas

A partir de agora, denominarcmos a este tipo de processos siD
pleslnente de processos estacionários

PSfI!+jÇ®.&?:S - RUrDÓ BRANCO OE SEGUNDA ORDEM (RBSO)

Ullla série {n(t); t=0,:!:1,t2,...}, tal que

de t S

[n(t)] E Í..n'(t)] [n(t)n(s)] ; 0, V t/s

é chamada Tul#do branco. Assim, não existe relacionamento li

near cnttc rl+ e os valores prévios da série
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P911iDJÇão 2.2.6 - KUT00 BRANCO ESTRITO

Ula sequência {c:(t), t=0,:tl,t2,...} de variáveis alea-

tórias independentes e identi.comente distribuídas (não neces-

sariatnente, mas, usualmente com distribuição normal de média
zero e variância constante a2) é chamada rul'do branco estrito.

Claramente um ruído branco estrito é RBSO mas não neces-
sariamente o contrario

A partir de agora, denonlinaremos a este tipo de processo simples

mente de ruído branco e usaremos a notação E:(t)

2 . 3 - PROCESSO L l NEAR GERAL

A fonna mais simples de uma série temporal é aquela gera
da pelo processo ruído branco estrito

Porém, uma série temporal geral, {X(t)}, teilt sua estrutu

ra mais complicada. A função média de {X(t)}, particularmente

Ut;E [X(t)] , experimenta mudanças com o tempo, na presença
de tendências e cotnponentes sazonal,s. Essencialmente, a varia

ção em torno da função média descrita pela série {X'(t) :X(t)-ut}
será auto-correlacionada, isto é, em geral, haverá correlação

entre os valores de X'(t) nos diferentes pontos do tempo.
Quando estudamos uma série temporal geral, tentamos cons

truz.r um modelo que descreva a característica da função média

e a dependência ou correlação em diferentes pontos do tempo

Supondo por simplicidade, que foram removidas todas as tendên

c].as e componentes sazonais, podemos supor que a função média



de {X(t)} é igual a zero, V t € T . O próximo passo é, explicar

as propriedades de auto-correlação da série a fim de poder en-

contrar algum tipo de relacionamento entre os valores passados,

presente e futuros que reduz a série a ruído branco. À.ssim. um

modelo para {X(t), t:0,:t1,+2,...}, de um modo geral, é desci.{
to pela equação da forma

h( , X(t-2) ,X(t-l) ,X(t) ,X(t+l) ,X(t+2) , .) c(t) (2.3.1)

onde E(t) é um processo ruído branco estrito com média zero e

h( .) é um função dada

A classe de modelos lineares gerais corresponde ao caso
em que h(.) é uma função linear de, ...,X(t-l),(X(t),X(t+l),

em tal situação (2.3.1) pode ser representada como

x( t-j )j!
c (t) ( 2 . 3 . 2)

a.i é uma sequência de constantes. Na pratica, geral-mente,

supomos que X(t) depende somente de seus valores passados, is

to é, a.i = 0, V j<0, desta maneira (2.3.2) pode ser representa
da na forma unilateral

X a;X(t-j) : c (t)
j :o J

Introduzindo o operador de translação para o passado, denota-

do por B e definido por BX(t):X(t-l),..., BJX(t)), etc
(2.3.3) pode ser, agora, expressa na forma

( 2 . 3 . 3)



a (B) X (t) : E: Ct) C 2 . 3 . 4 )

onde

a(Z) = > a:Zu
l =t l -/

A equação (2.3.4) pode ser resolvida para expressar X(t) como

uma função linear de valores passados e presentes de c(t) , ig.
to é, o processo linear (2.3.4) é i.nvertÍvel se a(B) conver-
gir para IBI.KI. Desta forma invertendo (2.3.4) , formalmente po
demos escreve r

(2 . 3 . 5)

X(t) : a'] (B) :(t) ( 2 . 3 .6)

se a'l(Z) é expresso como uma série convergente para IZl<1 (i!
to é, se a(Z) não possui zeros dentro do círculo unitário) po
demos escrever que

a'l(Z) = bO + blZ + b2zz + >l b:zJ
j ;o J

Agora escrevemos X(t) explicitamente como

( 2 . 3 . 7)

X(t) : j>lobj'(t'j)
( 2 . 3 . 8)

ou

XCt) (B) c(t) ( 2 . 3 . 9)

onde

b (Z) b: ZJ
j =o J

(teremos certamente, b(Z) = a'l(Z) , ou b(Z)a(Z)

( 2 . 3 . 1 0)

1 )



equação LZ.s.ÕJ proporciona uma formulação alternativa

para o modelo linear geral, na qual, X(t) é expressa como uma

combinação linear (em geral infinita) dos valores passados e
presente do processo ruído branco.

Algumas veze s é vantajoso interpretar (2.3.9) como a sé-
rie temporal gerada através de um filtro linear (ou sistema li

near) , cuja entrada é a série ruído branco. Com esta interpõe
tação, a função b(Z) é chamada função de transferência do mo-
delo

Observe-se que o modelo linear (2.3.8) (ou (2.3.3)) é com

pletatnente determinado pela forma de b(Z)

2.q - CASOS PARTICULARES DOS MODELOS LINEARES

Modelo Autorearessivo 1lÊ 21dem p.: AR(p)

Ê o caso especi.al do ntodelo linear geral (2.3.3) , onde a(Z)
ê um polin6mio de grau finito, isto é

A

+(z) : 1 + @lz + ''. + .}pZP

Então (2.3.3) se reduz ã forma de AR(p)

( 2 . 4 . 1)

x(t) +$1x(t-l) + ... ++pX(t-P) ; n(t)

Olade n(t) é o ruz'do branco de 2a ordem com média zero

Este processo será estacionário se as ral'zes de $(Z)

1+ +1Z + ''. + 4)PZP : 0, está.verem fora do círculo unitário lzl=l
O T)rocesso é SCMDrp .invprt:ÍI,.l

( 2 . 4 . 2)



Hegsl2 gs HÉg!.ez Uêx!.b gÊ glslln .a: MA(q)

É o caso especial de (2.3.8) em

de grau fmi.to, isto é

o (z) : l ' o l z -'' ''. ' o zq.

Então (2.3.8) se reduz ã forma de MA(q)

X(t): n(t) +0.LTI(t-1) +... +0cln(t-q) (2.4.4)

A condição de inverta.bilidade para um processo MA(q) é que as
'P ' -raizes da equação

o (z) : 1 + 01 z ''' '' . .- o zq : o

estejam fora do círculo unitário. O processo é sempre estado
nar].o.

Modelo E!.sto Autorearessivo Bód as lqõveis de ordem .Jlp.!S) : ARMA(p,q)

Se b(Z) é uma função racional da forma

b (z) polinõlnioque e uin

( 2 . 4 . 3)

l + o z +lb (z) -- ( 2 . 4 . 5)
1 + $1z + ''. + $pZP

diz-se que (2.3.8) é um modelo ARMA(p,q) da forma

X(t)++lX(t-l)+.. .+$PX(t-p) ; n(t)+01rl(t-1)+. ..+0qn(t-q). (2.4.6)

modelo pode ser escri.to na fornta de operador como

+(B) X(t) = O (B) n(t) (2 .4 . 7)

+
Este
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O processo É; estacionário se as ral'zes de 'l)(Z) : 0 caireín

todas fora do círculo unitário e será invertÍvel se todas as

raízes de 0(Z) =0 caírem fora do círculo unitário

O modelo mais geral AROMA(p,d,q) , o qual é estudado em de
talhes em Box G Jenkins (1970) , corresponde ao caso onde o opg

dador 'b(B) em (2.4.7) contém um falar da forma (l-B)"
Para maiores detalhes sobre os modelos citados, ver Box

G Jenkins (1970), Nelson (1973) e Anderson (1977)

2.5 - FORMA VETORIAL DO MODELO ARMA

A equação (2.4.6) pode ser reescrita como uma equação ve
tonal de diferenças de primeira ordem e esta forma vetorial é

conhecida como a forma de espaço de estados (ou markoviala). As

sim, podemos reescrever (2.4.6) na forma

X(t) : ® x(t-l) + On(t)

x(t) = n 'x(t)
( 2 . 5 . 1)

onde IE(t) ; Cxl(t),x2(t),..., Xn(t)) ' é denominado vetou de es
tados, q) é a matriz do sistema, O a matriz de entrada e H' a

matei.z de observação.

Em geral, existem diversas formas de 3.(t), !, g. e y' que

transformam a equação (2.4.6) na equação (2.5.1). Damesma for-

ma quando fixamos n, que é a dimensão do espaço vetorial de

3.(t), podemos obter uma representação equi.valente para espaço

de estados, tomando uma transformação similar :E*(t);!X(t), op
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de .[ é uma matriz não singu]ar arbitrária de orden\ nxn; então

(2.5.1) pode ser expressada na forma

x* (t) : Õ"x" (t-l) ''' Q': n(t)

x(t) " (t)
C 2 . 5 . z)

onde @*=TQT-l, O+:TO , H* =H' T'l . No entanto, um ponto in
portanto é que (2.4.6) pode ser reescrita na forma (2.5.1) uti-

lizando o vetou de estados de diferentes dimensões, isto é, o

relacionamento entre (2.4.6) e (2.5.1) não proporciona um úni

co valor de n, salvo se forem impostas certas condições sobre

@, O e y., as quais possam garantir que 3:(t) não contém compo-

nentes redundantes

Geralmente, afirma-se que a equação (2.5.1) proporciona
uma realização minimal (ou não redutível) de (2.4.6) quando ela

está baseada num vedor de estados, x(t) , com a mínima dimensão

possível e a di.mansão de l(t) pode, então ser chamada dimensão

do modelo (2.4.6). Se no momento pensamos em {rl(t)} como uma
entrada fisi.camente determinÍstica, então o vedor estado no tem

po t, 31(t), pode ser i.nterpretado fisicamente como a tnínima

informação contida na entrada passada, o qual junto com a en-
trada futura determina univocamente a saída futura; neste sen

tido, ele generaliza a noção de um conjunto de condições ini-

ciais necessárias para deterluinar a solução de uma equação de
diferenças
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Akaike (1974a, ]974b) dã uma caracterização geométrica bas

tente elegante desta noção no caso de entrada e saída estocás

tecas. Ele, inicialmente introduz o espaço preditor no tempo

t, R(t+/t-) , definido como um espaço gerado pelo preditor li-

near mx'nimo quadrático de X(t), X(t+l),..., dado n(t), n(t-i)

A característica mais importante deste espaço é que, qual:
do o relacionamento entre X(t) e n(t) é descrito por uma equg:

ção de diferenças de ordem fmi.ta, R(t+/t-) tem dimensão fmi

ta, digamos n. Uma realização minimal pode agora ser construí

da escolhendo o vetou x(t) como um elemento da base de R(t+/t-)

Hã um número de formas canónicas para a realização mini
mal do modelo linear (2.4.6) , as mais conhecidas são

i)
o o o
l o o
o l o

o -$
o -'P..i
0 -@n.2

o o o l -(>l

: (On.l ' 0] 2 ' o l ' l)

onde nemaxÍp,q}, e @i;0, i>p, 0j :0, j>q. (De fato, xn(t)
X(t), e Xn.l(t) , xn.2(t) ,..., são definidas exclusivamente em
termos de x.(t))
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i i) ( 1 , 0 1 '

11 ' : ( 1 , o

On-l)

0)

'b ].
$2

l o o
o l o

$n-l 0 0 0
$. o o o'n

onde n=maxÍp,q+l}, e +i:0, i>p, 01 :0, j>q

Exemplo 2.5.1 - Consideremos, agora, o modelo ARDIA(2,1)

X(t) - 0 .5X(t-1) + 0 .3X(t-2) n(t) - 0.8n(t-l) ( 2 . 5 . 3)

Então,
como

(2.5.3) pode ser escrito na forma de espaço de estados

.,:, [:::::]

+

]. o.sJ lxz(t-i)

-0.8
n(t)

l
X(t)

x(t)

(2.5.4)

A equação (2.5.4) é completamente equivalente a (2.5.3) ; enquan

to que (2.5.3) envolve dependência de duas etapas (assim, X(t)
leão é inat'koviano) , (2.5.4) envolve somente de])endência de uma

etapa, assim l(t) é um processo vetorial de b'larkov



CAPTTtJL0 3

MODELOS NAO LINEARES EM SERIES DE TEMPO

3.1 - INTRODUÇÃO

Neste capz'tulo faremos um breve resumo de alguns modelos

não lineares de séries de tempo. Consideremos uma classe geral

de modelos não lineares denominados modelos de estados depen-

dentes, os quais incluem os modelos bilineares, autoregressi-

vos''threshold'' c autoregress:idos exponenciais colho casos espe-
ciais

3.2 -MODELOS DE ESTADOS DEPENDENTES

No capítulo anterior vimos que o modelo geral para a se-

rie de tempo {X(t) , tÉ;T} satisfaz a equação (2.3.1) . Com a fl

validade de motivar nossa discussão de modelos não lineares,
será considerado o caso onde a entrada e a saída são observá-

veis, isto é, consideraremos a séri.e {e(t)} como uma entrada
física, mas conservaremos a interpretação estocãstica de {c(t)}

e {X(t)}. Para um sistema não antecipado (onde a sai+da presen

te não depende da entrada futura) , o relacionamento mais ge-
ral que põdeínos considerar entre entrada e sai'da é da forma

X(t) : h(c:(t) , t:(t-l) , . . .) C 3 . 2 . 1)
] 5 -
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onde h(.) é alguma função hein comportada, porém arbitrária. Se

ja tO um ponto fixo arbitrário de T. Supondo que h(.) é analJ:.
teca, o lado direito de (3.2.1) pode ser expandido em série de

Taylor em torno de h(c:(tO), e(t0-l), ..) na forma

X(t) : h(E:(to) ,c: (to-l) ,
ah

.aE(t-P)j t:t0

a:h l. (.(t-u)-E:(to-H))(c
.ac(t-u) aE:(t-v)J t:to

rnr+.. ..\ Pr+ ..l) -.

0

Por sua vez, esta série pode ser reescrita na forma de uma ex

pensão de Voltear:l, do tipo utilizado por Wiener(1958); par-
t i.cularmen te temos

X(t) ; U + >j09U''(t-U) + u>10 v>10 gUV ':(t-P) E(t-v) +

p wlo Guvw E:(t-u) E:(t-v) c(t-w) +

U=0 v=0

Alternativamente, assumindo-se que (3.2.1) é invertível, isto

é, E:(t) pode ser expresso como uma função de X(t) , X(t-l),
então podemos escrever

':(t) (x(t) , x(t-l) , ( 3 . 2 . 3)

e seguindo o mesmo procedimento anterior, obtemos uma expan-
são dual da séri.e de Volterra (3.2.2),

c (t) : u'''' >1 gÚ x(t-u)+ >lo X(t-H) X( t-v) ''' f 3 . 2 . 4)
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(Assumimos, certamente, que os termos ind.ividuais e a sér:ie co

mo um todo convergem em média quadrãtica)

A expressão (3.2.2) pode ser considerada coIRo um esquema

não linear de médias móveis e, correspondentelnente, (3.2.4) cg

mo um esquema não linear autoregressivo. No entanto, do ponto

de vista de estimação estati'stica, estes modelos são extrema-

mente complexos e, em sua forma natural, o problema de estima

ção é quase intratável, pois ambos são de dimensão infinita,

isto é, contém infinitos parâmetros. A pergunta que surge agg

ra é de como podemos reduzir o relacionamento não linear en-

tre {X(t)} e {c(t)} para um forma finito-dimensional, sacrifi

cando a generalidade o menos possível. Uma aproximação razoa-
velmente óbvia é truncar cada um dos somatórios do lado direi

to de (3.2.2) ein algum limite finito, digamos q, assim

q q q

X(t) : U+ >109U (t'P) + >10 v>109PV c(t-U) c(t-v) -'-

De forma semelhante podemos truncar cada um dos somatÓrios de

(3.2.4) num limite superior finito p; porém utilizando a ana-
logia com o modelo linear ARNTA podemos pensar que obteremos wna

representação mais económica se combinarinos ambas as formas

obtendo-se

( 3 . 2 . 5)

P P P

Ue gÚ X(t-U) ''' >10 >109HV X(t-P) X(t-V) ''-

q « «

UE09U t-u) + >10 )l09UV '(t-p) e(t-v) +

( 3 . 2 . 6)
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com a qual estamos próximos ao tipo de relacionamento finito-

dimensional que estamos procurando. A equação (3.2.6) podeser

escrita em sua forma funcional geral como

hl(x(t) ,x(t-J-) , ,x(t-P) ) h2(e(t) ,c: (t-l) , ,c(t-q)), ( 3 . 2 . 7)

o que revela que o relacionamento de entrada-sal'da é expresso

somente em termos de valores finitos de entradas e saídas pag.
fadas. De forma generalizada temos

X(t) : h3(X(t-l),X(t-2),...X(t-p) ;c(t) ,E:(t-l-) ,...,e(t-q))(3.2.8)

ou ainda

x(t) h-(x(t-l) ,X(t-2) ,
q)''\ r' \ ZP ,X(t-P) ,c: (t-l) , , C:(t-q) ) + C(t) , (3.2.9)

desde que do

E(t)

supondo que a função h3(.) em (3.2.9) é analítica, pode-
mos expandir o lado di.Feito de (3.2.9) numa série de Taylor em

torno de um ponto tO fixo arbitrário de T. Assim., utilizando
somente uma expansão de primeira ordem, obtemos

X(t): h3(X(t0-l) ,...,X(t0-P) ,c(t0-l),...,e(t0-cl)) +

P

..>1 fu(:(t-l)) (x(t-u) - x(to-u)) '''u:l
q

U:l' >1 gU(l(t-l)) (c(t-u) - e(t0-p)) ' E:(t) ,

( 3 . 2 . 1 0)
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onde :(t) denota o vetou estado !(t):(X(t),...,X(t-p+l),C:(t) ,

,c:(t-q+l))' e fU' gU dependem das derivadas parciais de pr.L
medra ordem de h3(.). Podemos, então, reescrever (3.2.10) na
forma

x(t)+j>ll'bj(!(t-l))x(t-j) : u(:(t-l))+j>llq'j (l(t-l))c(t-j)"(t) (3.2.11)

Este modelo é denominado moda,Ca de

dem ip, ql

Observamos que este modelo possui uma interpretação sim-
ples e interessante como um modelo ARl\'M localmente linear, no

qual a evolução do processo no tempo (t-l) é governado por um

conjunto de coeficientes AR {®.i}, um conjunto de coeficientes

MA {Qu}, e uma média local U, todos eles dependentes do esta-
do do processo no tempo (t-l)

Um desenvolvimento mais detalhado do assunto pode ser en
contudo em Priestley (1980)

3 .3 - MODELOS BI L I NEARES

a,õ,dado,ó dependem,teó de

Foram i.ntroduzidos e uti.lizados inicialmente na Teoria de

Controle: hlolher (1973) , Brockett (1976) . Suas aplicações ã mo

delagem de séries de tempo foram discutidas por Granger G An-

dersen (1978), Priestley (1978), Subba Rao (1978, 1980, 1981)

DenotaFemos as séries sol) estudo por {X(t) , t=0,tl,t2,...}

.llg!.!=.1.São 3 3.1 - Linasérie de tempo X(t) que satisfaz a equação
de diferenças
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P q P Q9

onde c(t) é o processo ruído branco estrito e c0:l, é denomi-
nada modelo bilinear. O modelo (3.3.1) será denotado por BL(p

q,p,Q)

Observamos que(3.3.1) é um caso especia] de(3.2.1]), e!

pecificamente, aquele onde u(x(t-1)) : 0,{@;(x(t-l)} são cons-

tantes e Wj(X(t-l)): cj ' eEtbejX(t-e) , j=i,...,q
Se todos os coeficientes bek em (3.3.1) são iguais a ze-

ro, então obviamente (3.3.1) reduz-se ao esquema familiar (l.{
near) ARMA

Uma propriedade importante destes modelos, dentro do cop:

texto de ajuste de modelos a séries de tempo, é que apesar de

envolver somente um número finito de parâmetros, eles podem,

sobre um intervalo finito de tempo, aproximar com um grau ar-

bitrário de precisão qualquer relacionamento não linear geral

entre {X(t)} e {e(t)} (Brockett (1976), Sussman (1976))

Achamos conveniente citar algumas sub-classes do modelo
bilinear geral

i) Se q= 0, diz-se que o modelo é homogéneo na série de sal'

da X(t) , enquanto que se p : 0, diremos que temos homoge-

neidade na séri.e de entrada e(t)

ii) Se p = q = 0, tal que

X(ti : >1 X b.l... X(t-e) c:(t-k) +E:(t)
cel k=1 '

Ç .bekXCt-e)c:(t-k), (3.3.1)x(t) +
].ajx(t-j) : >10cic(t'i) +e>ll k

)

P
(3 . 3 . 2)
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di.z-se que o modelo é completamente bilinear

Estes modelos serão discutidos com alguns detalhes nos cg

pl-tules seguintes, onde apresentaremos condições de estaciona
piedade e invertibilidade

3 .h MODELO AUTOREGRESSIVO ''THRESHOLD''

Este modelo foi introduzido por Tong(1978) e Tong ã Lim

(1980) no estudo da teoria de vibrações não lineares. Aqui,
apresentamos o modelo na sua forma escalar

Seja {r0'rl'...,re} um subconjunto linearmente ordenado

de números reais, de tal forma que, r0<rl<...<re' onde rO e re
são considerados como sendo -m e +", respectivamente. Assim,

este conjunto define uma partição da Teta R, isto é

R : RI U R2 U

onde Ri : (ri.I'ri] , i:l,
o conjunto cilíndrico no
sobre o intervalo R

P9f.!.!!!çên..3.:.4.1 - Um modelo autoregressivo ''Threshold'' de ordem

p é definido por

pr

]

,e. Seja RIP): RxRx...xRxR.ixRx...xR

oduto cartesiano de p linhas Tetas

X(t) + .>1.alj)X(t-i): c(j)(t),

sempre que ]i(t-l) :(X(t-l),...,X(t-p))' CR(P) e com a condi-

ção de que X(t-d) É;R-i, j=1,2,...,e
Observamos que (3.4.1) é um caso especial de (3.2.11) on

( 3 . 4 . 1)
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q'j:o (vj), u(:(t-l)):o e @j(:(t-i)) ;a:j:) se !(t-i) CHIP)
A ideia básica da classe de modelos autorcgressivos ''tllres-

hold'' ê a linearização por pedaços de modelos não lineares se

bre o espaço de estados pela introdução dos ''threshold'' {r0'

rl'...,rel; assim estes modelos serão localmente lineares
Uma propriedade interessante destes modelos é que, sob

condições adequadas, eles podem dar maior elasticidade ao com
portamento do chamado cZc,Ca ,C,ént,é.{e - característica bastante

conhecida no estudo das equações diferenciais não lineares (ver

Tonel'(1978)) . ConseqUemente, eles formam uma classe interessan

te de modelos não lineares os quais são utilizados, ein parti-
cular, para descrição de dados cíclicos

Outro modelo não linear com caractere'sticas muito selne-

ljlante ao anterior, foi introduzido por Ozaki(1981) . Este mo

dolo chamado modelo autoregressivo ''threshold'' não linear de

ordem p, é definido como

fl(X(t-l))x(t-l)+...+fp(x(t-l))x(t-p)-'c:(t), se lx(t-i) l<u'

4'lX(t-l)+...+@PX(t-p)+ e(t), se lx(t-i) l?T

onde fi(x) :'}(i) + xli)x+ ... +Tr:)xri e fi(T) : +i' i;l
Para maiores detalhes ver Ozaki(1981)

3.5 - MOOELOS AUfORÉGKEssivos EXPONENCIAIS

P

Foram desenvolvidas por Haggan G Ozaki(1980, 1981) como
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tipos de modelos de séries de tempo que exibem\ certas caracte

rísti.cas bem conheci.das da teoria cle vibrações aleatórias não

li.neares, tal como dependência de aITlplitUde - frequência, fe-

nómeno de salto e comportamento de ciclo li.mate. O modelo au-

toregressi.vo exponencial de ordem p é definido colho

X(t) + (4']+'n].e'YX:(t-l)) X(t-l) + ..- +

+ ($P + vpe'YX'(t-l)) X(t-p) : c(t)

( 3 . 5 . 1)

onde $1'''', +P' I''''' vP' y são constantes
Observe-se também, que (3.5.1) ó um caso cspec:ia] de

(3.2.11) , aquele onde @::0 (V:), u(!(t-1))=0 e $;(?1(t-i))
e''YXz(t-l-) , j:i, .. . ,p

Este modelo pode ser considerado como extensão do modelo

autoregressivo linear no qual o j-ésimo coeficiente aj, é uma

função exponencial de X'(t-l)

Finalmente, seguindo a analogia com o modelo linear ARMA

temos o seguinte modelo exponencial

X(t) ; (Ol+líle'YX:(t-l)) X(t-l)+ . ..+(@p''lípe'YX:(t-J-)) X(t-p) -
(3.5.2)

(61+'tle'YX: (t-l)) e(t-l)-. ..-(Oq+Tqe'YX'(t-l)) c(t-q)+e(t)

.A estimativa dos parâmetros, procedimento de identifica-

ção e algumas apli.cações são discutidas eln Ozaki 61 Haggan (1980)

e ü2dki (].980)



CAPTTUL0 4

MODELOS BILINEARES

4.1 - INTKOOUÇAO

Com o objetivo de estudar sistematicamente a teoria ge-

ral de modelos bilineares de séries de teiitpo, inicialmente cop.

siderarelnos a forma vetorial destes modelos. As condições de
estacionariedade e as expressões para a covariância do modelo

BL(p,0,p,l) são estudadas ]la secção (4.4) e a condição de in-

vertibilidade é considerado na secção (4.5)

4.2 - DEFINIÇÕES E RESULTADOS PRELIMINARES

.911.12.!.São l+.2. 1 - Uma matriz g.(c,k) de ordem kxk dada por

c 1 0
0 c l

J(c ,k)
o o o
o o o

0 0
0 0

( 4 . 2 . 1)
c .l

0 c

é chamada matriz de Jordan

Definição 4,2.2 matriz J de ordeITI MXH particionada na forma

24
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O J?
0
0

].k

(4 . 2 . 2)

0 0

onde cada 2.i (i:l,...,k) é uma matriz de Jordan; denomi.na-se
forma canónica de Jordan

Teorema 4.2.1 -Seja A uma matriz de ordem H\XH com valores caras

terÍsticos ÀJ' cada um de multa.plicidade pl (i;l,...,k). En-
tão, A é simi.lar a uma matriz de Jordan, isto é,

de P é uma matriz não singular e cada 4.i em (4.2

triz plxpj da roTIna

2) é uma ma

À . l ol
o À . l

g.i

o o o
o o o

0 0
0 0

x . l
o Àl

Teorema 4.:.2.:; - Seja A uma matriz de ordem HXH. lim An = O se e

somente se IXl<1 para todo va].or característico À de A

Teorema z.2.3 - A série y :àn converge se e somente se liin
n=0 n->"

No caso ein que a série converge temos

E 4"n=0 (! -:B) 'i (4 . 2 . 3)
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Corolário 4:?:l - >1 .Bn: (IE-.8)'l se e somente se IXj<1 para ton=0
do valor característico À da matriz A

Teorema 4.2.4 - Seja a equação vetorial de diferenças !(t) :8:11(t-l),

sob a condição inicial l!(a) :Ç, onde 4: é uma matriz não singy:
lar de ordem MXM e C um vetou m-dimensional; seja Y(t)=P E(t)

um novo conjunto de vetores com ! não si.ngular. Então 11(t) é

solução de !(t) ;.8 !(t-l) com !(a) :Ç se e somente se Ê.(t) ;

!'] !(t) é solução de E(t) : !'i8:!.E(t-i) ; l.e(t-i) , onde E.(a);
P'lC e J é a forma canónica de Jordan

Definição 4:2:3 - Seja A uma matriz de ordem NXH. Definimos o xütla

e,õpec,{,ta,e de A como

p(A,) = mBX { IÀ; (:â) l } (4.2.4)

onde À;(A) é o i-ésimo valor característico de A

Psflplçãg.+:?:! ' Seja A.. (j=1,...,m) a j-ésilna coluna da matriz

A=Eaij] mxM' Então podemos definir o vetou coluna de A deno-
tado por vec (A) como

l

A.l
A.2

vec(A) (4 . 2 . 5)

A

.9s!!.n.!.çãg..A.=.Z.:.â - Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordena HXH

C) prodüEd de kroüecker A®B, o qual é de ordem m2xm2 é defini-
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do como a matriz

[aij !] (4.2.6)

O produto de Kronecker satisfaz as seguintes propriedades

i)(8:o!.)(ÇOP) : (8:Ç)o(B.P)(4.z.7)

ii) (A 8 B)'' A'l ® B-l (4 . 2 . 8)

iii) (A * B) ® C

D ® (A + B)

A ® C + B ®'C

D ® A + D ® B
(4 . 2 .9)

iv) :â® (!.® Ç) : (:$® !) ® g ( 4 . 2 . 1 0)

Agora damos dois resultados que relacionam vec(A) e o pro
duto de Kronecker (ver Neudecker (1969))

ma Z+.2.5Teore

i) vec(A B C) = (C' ®A) vec(B) (4 . 2 . 1 1)

ü) vec(4: g) : (!®8) vec(9 (!.' ®l) vec(8) (B ' ®A) \-ec(1) (4 .2.12)

4.3 - FORMA VETORIAL DO FIODELO BIUNEAR BL(p,q,P,Q)

Consideremos o modelo bi.linear geral BL(p,q,P,Q) dado em
(3 .2 . 1) , i sto é ,

q P
x(t) + ,>1 al x(t-j) : >1 c: c:(t-i) + >1 X b.., X(t-e) c(t-k) (4.3.i)

j=0 ' e=l

onde c0:l e É:(t) é o processo rul.do branco estrito com média

z.ero e variância az. Seja m = max {p,P}. Definamos as matrizes

a x(t-j) :HJ:



bba
H ©m

0 0 0

B=

al 'a2
1 0 mJ

0

, (j :

0

l cl ''' cq
o o . . . o

o o o

e y:':(1,0,...,0)l.:m' I'(t) :(X(t),XCt-i) ,...,X(t-m'l)), Ê.'(t):

(c(t), e(t-l),..., c:(t-q)).(De fato, ai;0, se i>p e bij:0,se
i> P)

Com estas notações podemos escrever o modelo (4.3.1)
forma vetorial

0

3:(t) : A l(t-l) + Ç g.(t) + jE'ilj 3-(t'l) c:(t-j)

x(t) : y.'l(t) (4 .3 .2)

São Z.3.1 - O modelo(4.3.2) é denominado forma vetorial do

modelo bili.near BL(p,q,P,Q)

.E!!111p.!o 4 3.1 - Consideremos, agora, o modelo BL(p,0,p,q) dado

P P q
X(t) + .}l.a.i X(t-j) = >1 >1 b.l,.. X(t-e) c(t-k) + E:(t) (4.3.3)

na

Defina

por

J e=l l
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Logo as matrizes anteriores são definidas como

a
P

0

1 0
(4 . 3 .4)

'blj b2j0 0
B
J (j . . .q)

0 0

e ç' ; (1,0,0
x(t-P+l))

Então a forma vetorial do modelo bili.near BL(p,0,p,q), de
notada por VBL(p,q), é

y' :(i,o, ... ,o)l..., 3:' (t) : (x(t) ,

q

X(t) ; AZ(t-l) + >1 :E; 3:(t-l) c(t-j) + C c(t)
j:t''J

(4 . 3 . 5)
X(t) : H' x(t)

.EIS111E.!o z1.3.2 - Consi.detemos uma série temporal representada pe
lo modelo BL(p,0,p,l) ,

X(t) + E a: X(t-j)

Definindo a matriz A, os vetores Ç, H e l(t) como ein (4.3.4)
e a matriz B Dor

P

X(t-j)) c(t-l) + E:(t) C4 . 3 . 6)
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bll b 21 '.. b.
o o . . . o

o o o pxP

al do modelo bilinear BL(p,0,p,l) , denot
VBL(p), é dada por

3:(t) : A Z:(t-l) ''' :E :E(t-l) c(t-l) + g c(t)
(4 . 3 . 8)

x(t) ; y.' 3:(t)

4.4 - EXPRESSÕES PARA AS COVARIÁNCIAS E ESTACIONARIEDADE DO MODELO BILl-

NEAR: BL (P,O,P, l )

Nesta secção consideraremos as condições para estaciona-

ri.idade assintõtica da séri.e de tempo X(t) que satisfaz a equa
Ção (4 .3.8)

Para o modelo (4 .3 . 8) temos

E [X(t)] = B' E[ X(t)] (4 .4 .+)

ov [X(t) ,X(t+s)] ; E{ [X(t)-E(X(t))] [X(t+s)-E(X(t+s))] '}

= EtEy:' 3:(t)-y.' n(3:(t))] [y' l(t+s)-H'E(l(t+s))] '} (4.4.2)

: E' EfEI(t)-n(](t))] [X(t+s)-E(3:(t+s))] ' } y.

a discussão seç,tiintc, çl...mnc n.-n -r+..) a'

l

forma vetoria ada por

C

N um processo rul

(4 . 3 . 7)
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do branco estai.to com distribuição N(0,a') . Assim, obteremos

expressões para a média e covariância do processo x(t)
Sejam

g(t) : E [l(t)] , y](t) ; Erl(t) 4'(t)]

s(t) E [3:(t) 3:' (t) c(t)] w(t) E [3:(t) 3:' (t) c:(t)]

Aplicando esperança em ambos lados de (4.3.8) e observandoque
E [ZI(t) c(t)] = a' Ç, obtemos

y.(t) : 4: y.(t-l) + a: ! ç ( 4 . 4 . 3)

Então pelo Corolário (2.1) de Miller (1968; pag.18) te

mos que a solução da equação de diferenças (4.4.3) é

y.(t) : :B' y.(0) '" a'( >1 8:J) } ç

Se !:.g e p.(0) :g, então l(t) :g, V t)0 e, conse(luentenlente,

neste caso nenhuma condição sobre a matriz A é necessária pa-
ra a estacionariedade de primeira ordem. Caso contrario, se-

gundo o teorema (4:2:3), uma condição suficiente para que

lzm [: A' .E(0) +a'(:>1.:8J) :E Ê] seja finito é que p(4:)<1. Sob

esta condição o valor da média y., segundo o teorema (4.2.3), é
então dado Dõr

]t

0J
(4 . 4 . 4)

a2(l - A)'l B C (4 . 4 . 5)

Assim, o processo (4.3.8) é estacionãri.o de primeira ordem se
P (A) < l
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Por outro lado, do processo (4.3.8), temos

E [l(t) c(t+l)] g, E [3:(t) e(t) c(t+l)]

Também de (4 . 3 . 8) obtemos

y(t) : :B y(t-t) .8' +4: ê.(t-i) :E' ''-! l.(t-i) A' '''
(4 .4 .6)

+ B IV(t-l) B' +o2 C C'

onde

g(t):a' g y.'(t-l) .8'+a'çç' g'+a';ây.(t-l) Ç'+a':EÇg' (4.4.7)

WI(t) ; a: 8. y(t-l) 8:'+a:.B ê(t-t) 4'-'- a' 8. g(t-l) E' -'-
C4 . 4 . 8)

+ o2 B w(t-1) !'+ 3a' C C' = a2 [V(t) + 2a2 g g']

Para obter a expressão de S(t) e W(t), utilizamos o fato

que o processoÍE:(t)} é Gaussiano com ELc(t)] =0, EEc:(t)]=
a:, E [c4(t)] = 3a4. Os cálculos anteriores são todavia vali-
dos se c(t) não é Gaussiano, mas.neste caso devemos supor que
E:(t) admite momentos de quarta ordem finitos

De (4.4.6) e (4 .4.8) temos

y.(t) : :â y.(t-i) 3'+ a' :E .!(t-l) .E'+ a: g.(t-i) .E' +
(4 .4 .9)

+ B S(t-l) A'+ 2a4 B C C' 13'+ o2 C C'

Agora, supondo que o processo {l(t)} Õ estacionário de pri

moira ordem, temos .y(t) :y. e g(t) :g., V t É;T, onde

Bg ê Ut A' + a4 C Ct B' +a2 A IE C' + a4 B C C' C4 . 4 . 1 0)
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Então a expressão (4.4.9) pode ser escrita como

v(t) 8: y.(t-i) A' + az :E yl(t-i) g' + Ai (4 . 4 . 1 1)

onde

AI A S B' + B S A' + 2a4 B C C' B' + oz C C'

Utilizando a notação de (4.2.5) , podemos escrever (4.4.11)
como

vecÍy.(t)} = [:A® 8: + a: :E®!] . vecÍyl(t-l)} + vecÍA].} (4-4.12)

Esta é uma equação de diferenças de primei.ra ordem em

vecÍy.(t)} e a solução, segundo o Teorema (3.2) de Miller (1968;

pag . 25) , é

vecÍy.(t)}= j>]EAOA+ a: !.®E] J vecÍA].} (4.4.13)

Então, para que a solução de vecÍy(t)} seja convergente é

suficiente (segundo o Teorema 4.2.3) que

p (A®A + a' g®!.) < l (4 . 4 . 1 4)

Esta é uma condição suficiente para que o processo x(t)
gerado por (4.3.8) seja assintoti.camente estacionário de se
funda ordem.

Em Tcsumo temos o seguinte teorema

!Sorema h.&.l - Se p(-4)<1 e p(AO8: + a: l .E)<i, então existe um

processo estacionário X(t) satisfazendo (4.3.8) e u
te determinado Dor

nivocamen
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x(t)
m l

c(t) + H.' >1 [ ; {:!+:E c(t-k)}] Ç c:(t-j)
j:i k:l

(4 . 4 . 1 5)

Demonstração - Segundo o Teorema (1.1) de Miller (1968), temos

que a equação de diferenças

X(t) [8: '- c:(t-l) g] l(t-l) ''' Ç. c(t)

tem uma Única solução da forma

l(t) : >1 [;r {:â+Bc(t-k)}] Çc(t-j)+Çc:(t) C4.4.ió)
j:i k:l

multiplicando ambos os lados de (4.4.16) por H' obtemos (4.4.15)

!39111)lo ZJ+.l - Consideremos o modelo BL(1,0,1,1) dado por

x(t) a X(t-l) + t) c(t-l) X(t-l) + e(t) (4 .4 . 1 7)

o processo e estacionário se jaj<1 e a2 +azb2<1, logo do Teo

rema (4.4.1) existe ulli processo estacionãri.o X(t) satisfazen

do (4.4.17) e univocamente determinado por

cn l

X(t): É:(t) + .>jE;Ía+b c(t-k)] c(t-j)
j:l k:l

onde a série do segundo membro converge em média quadrática. A

prova desta convergência é fao.Imente obtida utilizando o Cri
tédio de Cauchy

Calcularemos agora, as expressões para a variância e co-

variância da modelo (4.3.8) supondo que a condição (4.4.14) é
vãli.da

(4 .4 . 1 8)
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Ct) 3:'(t)] ; então de (4.4.11) temos

V A' + o2 B V !' + AI' (4.4.19)

a qual pode ser resolvida explica.taínente desde que a equação

(4.4.19) seja linear em V. Por outro lado, de (4.3.8) temos

E [;l(t+l) X' (t)] = 8: E [3:(t) I' (t)] + !. E [3:(t) !' (t) c(t)]
(4 . 4 . 2 0)A V + B S

nE3Seja

s>le para

E [:E(t+s) X' (t)] E [Z:(t+i) 3:' (t)] +

s 2
* a:( >1 AJ .E g y.'

j:o

Seja C(s)= EÍEI(t+s) - y.] [3.(t) - .E] ' .f. l.ogo paras:0

temos Ç.(0):U[Z(t) Z.'(t)] -y. y.' :!-.E y.' ou y.:ç(0) +E: y.'

substituindo esta expressão em (4.4.19) , temos

Ç(0) ; 8:g(0) 8' + a' !.g(0) !' '- A2

(4 .4 . 2 ] )

(4 .4 . 2 2)

onde

A2: a g.ÜP.' B' + A .Ey.' A' + Aê.I' + BêA' +

+ 2a4 :E C Ç' B' + o2 g C' - y. y.'

indo da mesma manei.ra obtemos

C(1) : A C(O) ,- A,
' ' )

g(s) : AÇ(s-l): :8s'l- Ç(1),(s=2,3,4,...)

Prossegu

(4 .4 . 2 3)

(4 .4 . 2 4)
onde
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A3 ; A l y- + ! .! - E.E'

Resumindo, temos o seguinte teorema

Teorema z}.4.2 - Suponha que existe um processo estacionário X(t)

satisfazendo (4.3.8). Então a média m;E [X(t)] e a covariâp:

ci.a y(s) :cov [X(t), X(t+s)] do processo X(t) são dadas por

m : a' y:' (1.- 8:)'i :E ç :
azbll

1 * S' a

Y.(O) = H' C(O) H

Y(1) - H' C(1) H,

Y(s) : y' Ç(s) y, (s;2,3,4, . . .)

f5çplplo 4.4.2 - Consideremos o modelo (4.4.17)

X(t) X(t-l) + b X(t-l) E:(t-l) ' e(t)

A medi.a deste processo, segundo(4.4.25), é

E [X(t)] l-a

De (4.4.10) temos que .$ =Ê1llli , logo

A. s oz +2b2oq +bza4Fbza2'az-1 + 4a
(l-ay I'a

az+2b2a4+bza4 { --b:g-- + 3a-l }
(l-a) : l-a

(4 4 25))

i:l l

(4 .4 . 26)

(4 .4 . 2 7)

C4 .4 . 2 s)

(4 .4 . 2 9)

c(o)
] -a 2 =b2 n 2 l-az-bzaz
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c(1) ; ç( * :l!:
Portanto, substituindo estas expressões eln (4.4.26), (4.4.27)

e (4 .4 . 28) temos

Y(0) L-- ['az+2bza4+b2aq { --!2zaz
l-a2-azbz ' (l-a) 2

y(1) = a y(0) + !!:g-1 - a

(4 . 4 . 3 0)

(4 .4 . 3 1)

y(s) = a y(s-].) as-l .y(1) , (s=2,3 .) (4 .4 .3 2)

9E:g.!)!2São l .It.l - Se as matrizes A, :E e E são da forma (4.3.7)
obtemos de (4.4.24) a equação recursiva

y(s) + al y(s-l) + Y(s-P) = 0, V s)2 (4 .4 . 3 3)

Estas equações são iguais ãs equações de Yule-lValker pa-
ra um modelo ARMA(p,l) (ver Box G Jenkins, 1970) . A conclusão

mai.s importante que se pode obter da análise anterior é que o
modelo bili.near BL(p,0,p,l) tem a mesma estrutura de covariân

cia que os modelos ARMA(p,l) e assim não podemos distinguir um

modelo linear de séries de tempo de um modelo bilinear

E39111p.!o z.4.3 - Consideremos o modelo ARMA(1,1) da forma

x(t) + X(t-l) + e(t) + 0 c(t-l), l@l<i lo l«i (4 .4 . 34)

onde c(t) é o rui+dó branco estrito com média zero e variância

a:' . Invertendo a parte autoregressiva do modelo (4.4.34) obte
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mos

onde

x(t) >l a(j) c(t-j)
j :o

a(0) =1, a(1) =++0, a(e) =@''"($'- 0) , e:2,3,

E[X(t)] :0, E[Xz(t)] :ac + ae '1+0) = .Y(0)

@(++0)'a:
'r(].) [X(t) X(t+])] ; ($+o)ai] +

c l - .P2

Y(s) = + 'Y(s-l) , s=2,3 )

Em outras palavras, os modelos ARMA(1,1) e BL(1,0,1,1) satis-
fazem as mesmas equações de Tule-lValker

4.5- 1NVERTIBIUOAOE DO MOOELO: BL(P,O,P,l)

Para que um modelo de séries de tempo seja usado com a fi

nulidade de previsão é necessário que seja invertÍvel. A in-

verta.bilidade de modelos lineares de séries de tempo foram dis

cupidos por Box G Jenkins (1970) . Recentemente Granger e Andersen

(1978c) deram Uma defina.ção de invertibilidade, a qual pode ser
ap[i.cada tanto a mode].os ]ineares como a não lineares

!s!!.e.!sãe..!!=.ãJ. - Seja X(t) uma série de parântetros discretos ge
roda por uma equação de diferenças da forma

x(t) (x(t-j) , j ,p; € (t-j) , j:l , ,q) + c(t) (4 . 5 . 1)

onde h(.) é UMa função dada Supomos qt-te q valores iniciais pa
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ra a sequência c(t) são também dadas, isto é, e(j) =il' j=-q+
1,...,0; seja ê(t) um estímador de E:(t) dado por

ê (t) : x(t) - h(X(t-j) ,j:i, ,p; ê(t-j) ,j:l, . . . ,q) C4 . 5 . z)

onde ê(j) = Ê(j) para j çO

O modelo (4.5.1) é ,éPtve.4,{.Zve.C se

lim E { [ê(t) - c:(t)] : }t-.>m
0 , (4 . 5 .3)

quando o modelo e os parâmetros são completamente conhecidos
Usando-se esta definição, obtemos uma c"adição suficien-

te de i.nvertibilidade do modelo BL(p) . Seja ;l(t) um estimados

de E:(t) que satisfaz a equação de diferenças (4.3.8) , isto é,

x(t) H' A x(t-].) +H' B x(t-l) ê(t-l) +n' c ê(t) (4 . 5 .4)

Subtraindo o valor estimado (4.5.4) do valor original

(4 . 3 . 8) obtemos

n' c G(t) H ' B x(t-l) G(t-l-) (4 .5 .5)

onde G(t)

mogeneas

E: ( t) ê (t) Assim, temos a equação de diferenças hg

Z(t) (t) Z(t-1) (4 .5 .6)

n' B x(t-])] '
GzCt), a(t) = 1 =---.:--:.-- 1 . A solução de (4.5.6)

H' C
onde Z(t)

e

z ( t)
t

Ç'
T a(j)

j ;i
(4 . 5 . 7)

C0
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onde Çn é uma constante que podemos toitiar igual a um. Então,
utilizando o fato de que a média geométrica de un] conjunto de

variáveis positivas é menor que a média aritmética, temos

:':, « R.!:;..,]*. (4 . 5 . 8)

Supondo que o processo l(t) seja ergódico, temos que

. t

+ .}.aO)
j :i

Então, aproximadamente, de (4.5.8) obtemos

[a ( s) ]

E [Gz (t)] ç [E(a(s))] t (4 . 5 .9)

'H' 13 x(s)] :
oltde a(s) =1 1 . Aplicando limite a ambos lados de

H' C

(4 . 5 .9) temos

lim E{Gz(t)} ç lJ-= [EÍa(s) }] t (4 . 5 .1 0)

O termo dó lado direito da desigualdade tende a zero qual.

clo t->m se EÍa(s)}<1, o qual implica que

y.' g EÍI(s) :!' (s)} E' H < (H' c) ' ( 4 . 5 . 1 1)

Assim, (4.5.11) ã uma condição suficiente para invertibilida

de do modelo V;BI Cp) .

.Elsi!!p.!.z..l!.:.ãJ - Seja o modelo BL(1,0,1,1)
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X(t) X(t-l)+b X(t-l) c:(t-l) +E:(t)

De (4.4.19) obtemos

AI : a2 + 2bzah + li!;---

E [l(s) I' (s)] : Y] : i l A

--.-.---.!=-- [oz+2b2oh + 4abzo4
l-a 2-oz b2 L -L ' a

Então, segundo (4.5.11) , o modelo é invertÍvel se

2b'a'(l+a) + 2b'a'(l-a) + (a'-l)(l-a)<0(4.5.12)

o, a solução da equação de diferenças em E(t) é

l

cas

b (t) ; X(t) - a X(t-l) +

..{-b X(t-j)}] [X(t-j) - a X(t-j-t)]
j (4 . 5 . 1 3)



CAPTTUL0 5

ALGUNS MODELOS BILINEARES PARTICULARES

5.1 - INTRODUÇÃO

Neste capz+tulo consideramos a analise estatl+stica de al-

guns tipos de modelos bilineares. Nas secções (5.2) e (5.3)

introduzimos as condições de estacionariedade e expressões pg.
ra a covariância do modelo bilinear diagonal e tri.angular in-

ferior. Finalmente, na secção (5.4) consideramos as conde.ções

de estacionariedade para uln particular modelo bi.l i.near trian-
gular superior

5.2 - ESTACIONARIEDADE E EXPRESSOES PARA COVARIÃNCIAS

DO MOOELO BIUNEAR DIAGONAL: BLD(P,P)

DEFINIÇÃO 5.2.1 - Di.zemos que uma série X(t) é um p,'Laca,60 bl

.eZlzeax dCago#ta,e se X(t) bati.afaz a equação de diferenças

X(t)+ E a;X(t-j) b;X(t-j)c(t-j) +c(t)(5.2.1)
j ;i J '' j ;i J

onde c(t) é o prcJcesso rux+do branco estrito com distribuição
N(0 ,a')

D

O modelo (5.2,1) é denotado por BLD(p,p). Definindo as
42
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matei z e s

a2 ''' 'ap
o . . . o

lj
e

0

0

(5.2.2)

o . .. 1 0 J L o o

(j=1,2.....p) e 31(t), E e g são definidos como no Capítulo 4,
podemos escrever o modelo (5.2.1) na forma vetori-al

]l(t) ; Â31(t-i) + .SI.:E.iZI(t-j)e(t-j) ' .gc(t) ,
J

(5 . 2 . 3)

x(t) : H'X(t)

S ej am

E.(t) : E[3:(t)J, ly(t) : E[.Z(t).I'(t)]
g(t): E[Z(t)I'(t)c(t)], w(t) : E[31(t).I'(t)e'(t)]

Aplicando esperança a ambos os lados de (5.2.3) e obser-

vando que E[3:(t)c(t)] :a:.g, temos

E(t) ;8p:(t-l) + a:Ell.g+l2.g'' ( 5 . 2 . 4)

Portanto, a solução da equação de diferenças (5.2.4) é

p,(t) ; At.Ü(o) + a' l.>liAjl (ll.g+. ( 5 . 2 . 5)

Assim,segundo ó 'Fõofema (4.2.3), uma condição suficiente para

a estaca.onariedadê assintÓti.ca de primeira ordem do modelo

G5:Z;i) ê pÉ.À) 'el. Sob esta condição a média do processo Z.(t)
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é dada por

a : (.!-â:) ' l (P,l.g' (5 . 2 .6)

Logo a medi.a do processo X(t) seta

S-Pi''.:.',
:'.!:'j

m = E[X(t)] a 'B ' (.!-A) ' l (&l.g'

A seguir obteremos as condições de estacionariedade de

segunda ordem do modelo (5.2.3) , mas por simplicidade, prime.l
ro consideraremos o modelo BLD(p,3) e na parte final daremos

a respectiva generalização.

Seja o processo l(t) dado por

3:(t) : ÂI(t-l) + jlllljZ(t-j)c(t-j)'.Çe(t)
x(t) : U'Z(t)

3

( 5 . 2 . 8)

Uti.lizando o fato que

EEI(t)e(t+])] : .g, E[31(t)e(t)c:(t+]] 0 ,

ob temos

.y(t) : Ây(t-l)Â' +ê.ly(t-l).Ei ''lZ!(t-z)Ei4' '-Ágil!(t-z)-n;

+ .EzW(t-2)B2 +&sw(t-3)}i(;8')z +&3y(t-3).Ei;8' +

+ ;&zl,iW(tü3)Bâ +;êg2.E(t-3)Zã + l3w(t-3)' IEs+&l.!(t-l).8' +

'F :êê;(t-i)ê.i+ Ezâ;(t-2) (;8') z +Â'.g(t-2):E; +
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+ E,:;â(t-s) (8' ys + Â3.g(t-3)là + A]. ( 5 . 2 . 9)

onde

â(t) : a'.ÇE.' (t-i);ê' ' a:;ây.(t-l).g' + a'.Çg'll ' a'jlÊJÇ'

' a'.ÇÇ'ê,à ' a"l2gg' ' a'gç'jjS ' a'l3.ÇÇ' (5.2.io)

.g(t) : a't.yCt)+2a:.gg'](5.2.11)

Ai : a'EZ2gç'j2A' +Ag2.Çg'Ê.à ' IZ-gg Z34' 'AISgg lêz '

''' E.sgg'.Ez(A') 2 ' A2jz.Çg'ls '&3Çq'.Eá(;8')2 ''' A2lsCC':Eà '''

''" &3.Çg'Ê,j.4.' ' A1l.gg'l:E ''" tà.ÇC'Xà.8' ''' Âlscg'&à ''' l2-gÇ li '''

+ llgg'l2 +.ES-gç'll +ZI.çç'l3 +l3.çç pZ + B2gg'Bà] + a'.ÇÇ'

Substituindo (5.2.11) em (5.2.9) temos

].(t) : Â!(t-])Â' + a:.Ei.y(t-].):EI '' a:E21(t-2)&i;â' + a:ÂEI.!(t-2)!;

+ a'jE2jy(t-2)IEà + az&3ly(t-3)li(A') z + a'Azli.y(t-3)Bà +

+ a'.Esly(t-3)&áA' + a';8j2V(t-3)&à + a'ãSjy(t-3)&à +

+ liâ(t-l)A' +Âg(t-l).Ei +lzâ(t-2) (A')z +Azâ(t-2)!; '''

+ E,sg(t-s) (A')3 + A3â(t-3):Eà + A2(5.2.].z)

2a"j2CC2a "lz.Çg + 2a'ÂE,]..Çgz''li.ÇÊ +Â2
++
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'' za'jSÇg'!i(A') 2 + 2a';a2.EI.ÇÇ'l3 ' 2a"l3.Çg'E.ãA' '

+ 2a4;892.Çg l3 + 2a'j3gg'j3 + AI

Agora, supondo que o processo Z(t) é estacionário de pri.medra

ordem, temos .E(t) :E., .ã(t) :l., VteT, onde

.'.çU.';8' 'a';âlG' ' ''Sg'ti ' ''EigÇ' ' ''.ÇS'Xâ '

+ abB2CC' + a+CC'Bà + a4jESÇÇ' (5.2.13)

Assim, a expressão (5.2.12) pode ser escrita como

!(t): ;8E(t-l.)A' + a':Ety.(t-l-)&i + a'Ágil(t-2)Eà + a:jEZ.y(t-Z).êà +

+ a'l21(t-Z)EJA' + a:ÂzEi.y(t-3)là + a:;812.y(t-3).BÊ +

+ a'l3-y(t-S)là + a'Z3V(t-3):EI(A') : +a'l:3y(t-3)!:i8:'+A3 (5.2.i4)

onde

A3 : l].gÂ' +.Â'.gli +&z.g(Â')z +.êzêl. ...Bsâ(A')3 +

+ A'SB! + A.
- .l /

Utilizando a notação de (4.2.5) , temos

vec{.y(t) } ; [;88A+a:E.]8P.].]vec{.y(t-]) }+a'Ej28(Âg].'l2) '

+ AB18B2]vecÍV(t-2) }+a'E:E3®(A2Bt+AB2+B3) +

+ CAz'B,+AB.)®B,]vecÍV(t-3)} +vecÍA,} (5.2
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Se em (5 . 2 . 1S) denotamos

li : Â8Â +a:Z18&l' .L2 : a'E&28(AEl+&2)+ABIQl2] ,

I', = azEB,®(AzB.+AB.+B,) + CA'}.+:$B,)01311,

)} : .=].vect!(t-].)} +l.2vec{.y(t-2)} +

+ r ,vecÍV(t-3) } + vectA:}b

Definindo a matriz

vectjy(t

( 5 . 2 . 1 6)

n' : (i,o,o), D' : (i,o,o),

.ê'(t) ' (veclX(t)},vecly.(t-l)},vec{.y(t-2)}),

forma Vetori.al da equação de diferenças (5.2.16) é

.i(t) : l..:(t-l) +2veclA3} (5.2.17)

vec{.y(t) }

Assim, para que a solução de (5.2.17) sej

fi.ciente, segunda o Teorema (4.2.3), que

P (r) < l

então, a

convergentea e su
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Portanto, uma condição sua-ciente de estaca.onariedade de se-

gunda ordem do modelo (5.2.8) é p(.[) <l

Em geral, para que o processo Z(t) satisfazendo (5.2.3)
seja estacionãri.o de segunda ordem, é suficiente que o módulo
do maior valor característico da matriz de blocos !, dada por

XZ
0

l

V
P
0

0
(5 . 2 . 1 9)

o . . . l o

onde

-wl : 8,®A ' a:j18jl

]j : azlj8[:$j'l'g, +;êj-2B2+

+ a'E;8j-llE]. +;8j'2B2 '

''' Âgj-l '&j ] '''
''' Alj -l jo&j '

(j=2,3,...,p) , seja menor que um.

EXEMPLO 5 .2 .1 - Seja o proce sso

X(t) = aX(t-l)e(t-l) +bX(t-2)c(t-2) +E:(t) (5.2.20)

onde c(t) é um processo ruído branco com distribuição N(0,a').
Então, é fácil ver que

ol

o l
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0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

l

azb:
a'ab

azab

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Assim, o polinÕmio caracterl+stico de .! é dado por

P(À) ; l.y-À.LI = À'(À'-a'a:X-b'a') ; 0 (5.2.21)

Então, pode-se demonstrar que X(t) é estacionãri.o se as raízes
de P(À) =0 em módulo são estritamente menores que 1, isto é,

(J2b2 + (Jzdz < l
(5 . 2 . 2 2)

a2b2 - oz&z < l

Podemos generalizar este resultado para o processo

X(t) = }1 b;X(t-j)c(t-j) + c(t)
'i=1 J

Ê fãcit veT que

(5 . 2 . 2 3)

0

0

Í

d

Õ

0'

0

0

0

0

0

0

B
J

l oJ.*. pxP
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j :1 , 2 , . . . ,p.

Logo, o polinõmi.o caracterl'suco de .! dada em (5.2.19) é
dado por

p(x) : Xp(p''l) ÍÀP.a: }l b;xP'jl : 0 (5.Z.24)\ j :i ' '

Então, o processo X(t) que satisfaz (5.2.23) é estacio-
nário se as raízes da equação

b2ÀPÀP.az
Jj ;i

(5 . 2 . 2 5)

são em módulo estritamente menores que uln.

Agora determinarelBos as expressões para a covari-anciã e
variância do processo Z(t) que satisfaz a equação de diferen-

ças (5.2.8), supondo que a condição (5.2.18) é valida

Seja .y=E[Z(t)3:'(t)]; então de (5.2.14) temos

AVA' +a'E.IVBI +azABIVB2 + azB2VB2 + a'B2VB].A' +

' a';6'j:.ygk'a'Ag21âS ' a ZS!!S '" a IS-yEi (A )'

+ a2B.VB ,!.A' + A. .

+

r q 7 . 7 h i

a qual pode sêf resolvid
é linear em V.

Considerando o modelo (5.2.8) obtemos as seguintes expõe:

0 exp lia.talnente pois a equação (5.2.26)

nÉ3:(t+])I'(t)] : ;8y+a'g2yEt +a':E3bEà+a: 3yliA A4' (5.2.27)
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nEZ(t+Z)::'(t)] : AEEZ(t+])Z' (t)] +a'glÇE.' +A5 (5.2.28)

EEZ(t+S).:' (t) ] ; 8nE3(t+Z)I' (t) ] + a'jlCp ' + a'.E2Çy.' +lsê' (5 .2.29)

APEEI(t+])3:' (t) ] + a' (gl.+!Z).çU.' + a'êlt11y.' + A6 '

E[3(t+4)3' (t)] : .CEEI(t+S)=' (t)] +a'jl.ÇE.' +a'B2Ç]J '

' a']3Çy.' .4'sE[31(t-'])]l'(t) ] '

' a' (11'12''"13).gU,' ' a';ê(li-'&Z).gy.' '

+ a:Azlt.gE.' +:$A6

Em geral para s 2 3 temos

E[31(t+s)]l' (t)] : .Âs'l-E]ZI(t+])3:'(t)] +

(De fato, li : 0 se i>3) , onde

A4 : 2a+j2CC'ât + 2a'â3.Çg l2 + 2a'l3.ÇÇ llÂ' +&lã +1.2êA ''

+ &sê,(4' ) 2 + a"â2.gÇ'l2 '' a"j2.Çg'&à + a'.E3gÇ'&l '

* ."lsG'Bâ * ''lsU'làA' ' .'l3K'làA' ,

A5 : Ezê. +Ê3g.Â +ES.WEi + a'j3.Çg'ê,2 + a Es.gç'là

A6 : &sg + AAs

Seja .g(s) =E][3:(t+s)-.EJ[3;(t)-U] ']; então, uti]-izando

r ]«'+ a2
s-l-j
:!:'::

(5 . 2 . 30)

(5 . 2 . 3 1)
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) , ( 5 . 2 . 2 podemos30)9) (5 2 mos(5 2 28(5 2 7)2 e

+

(5 . 2 . 2 6) ,

trai que

g(o) : ÂÇ(o)A' '' a'jlg(o)li '' a:lz.Ç(o)li.â' '' a';81lg(0)ê.;

+ azB2C(0)B2 +a:B3-C(0)BI(A')2 +a:A2BIC(0)B3 +

+ a'&3g(o)Zl:Â' '" a':892.Ç(0)&3 + A7 (5.Z.3Z)

.g(1) : Bg(0) + a'jZg(o)!âi '" a'jSÇ(o)&à ' a'.E3g(0)EIA' ' A8 (5.2 .33)

.g(z) : ;âÇ(1) ''' A9 (5 .2. 34)

.ç(3) : AÇ(z) ' Alo (5 .z.3s)

C (4) (3) (5 . 2 . 36)

.Ç(s) : ;8Ç(s-l): :&s'3.Ç(3),(s:4,5,6,...) (5.2.37)

onde

A

7 : ÂW'Â' ' .'ê,iw'li ' a'jZW'Bj8' ' ''êgxu'.Eá ''

+ oÊê.2EE. l2 ' a'â3]U.'ê].(.8') 2 + a';82:EtliE'E.3 "

+ üi]33U]!'&2A + a'Âê2]:H IS + A3

A8 ; :Bw' ''' .:.Esx:11'&i.8' ''' ':!3w !2 t

+ a'ê,2.UE.'.Pi ' A4

A..) : ;&BE.' + a:EI.Çp.' ' AK ' yU



S3

A10 :8EP.' + a':Et.ÇE.' + a:l2.ÇE.' ''- &3g P P '

Supondo-se que Â, 1l' B2 e B3 sejam da forma (5.2.2) , de
(5 . 2 . 37 ) ,obtemos

y(s)+aly(s-l)+...+a.y(s-p) : 0, s>3 (5.2.38)

onde y(s) =cov]X(t+s) ,X(t)]. Estas equações são equivalentes
às equações de Yule-Walker para um modelo ARMA(p,3) . Assim,

mostramos que o modelo bilinear diagonal BLI)(p,3), sob a ana-
lise de covariâncias, se identifica com um modelo ARMA(p,3)

Em geral, o modelo bili.near diagonal BLD(p,p) tem a mes-

ma estrutura de covariância que um modelo ARMA(p,p) e assim,a
anali.se de covariâncias não pode di.sti.ngui.r um modelo de sé-

ries de tempo linear ARMA de um modelo bili.near diagonal

Observamos também, que para o modelo bilinear diagonal

D

X(t) : >1 b; X(t-j)e (t-j ) + c (t)

onde {e(t)} é um processo ruz'do branco estrito com distribui-
ção N(0 ,a2) , temos que

(5 . 2 . 3 9)

VCs) :covEX(t+s),XCt)] Vs>P (5.2.40)

Isto signo:fica que, sob a analise de covariâncias, o mo-

delo (5.2.29) sê ideüti.fica com um modelo de médias móveis de
ordem p

EXEMPLO exemplo mai.s simples é o modelo 131.D(0,1)
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X(t) (t-].)c:(t-l) +c(t)(5.2.41)

onde e(t) é um processo ruz+do branco estrito com distribuição

NCO,az). Neste caso A=0, l] =b, .Ç:l eE=1. Suponha que o
modelo (5.2.41) seja estacionário, isto é, b:a: <1. Então, de
(5 . 2 . 7) temos

m = E[X(t)] = ba2 (5.2.42)

Resolvendo (5.2.32), (5.2.33) e (5.2.34) obtemos

'Y (0)
:r:gZ;Z (b " a ' 'b ' a : ''" l ) (5 . 2 .4 3)

Y(1) = C(1) = bzaç

Y(s) = C(s) = 0, Vsz2

( 5 . 2 . 4 4)

(5 . 2 .4 5)

do que segue

.o) : }ER : bfgf(l-b2a')
l+bza2+b'+al

P(s) : 0, Vs>1 (5.2.47)

Vemos, pois, como havx'amos comentado anteriormente,que o
modelo (5.2.41) pode ser identificado, por analise de covari-

ânci.as, com um modelo MA(1) . Para distingui.r entre este mode-

lo e o modelo bilínear verdadeiro podemos considerar momentos

de mai.or ordem. Uma maneira é utilizar momentos de terceira or-
dem. tal como

E[ (X(t)-m)(X(t-])-m) CX(t-2)-m)] : {0X para MA(]-) 2 . 48)
jm', para bi.linear (4.6.41)

(5 . 2 . 4 6)
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onde m=E[X(t)] é dada por (5.2.42). No entanto, na pratica,é

mais simples aplicar analise de covariânci.as (ou COVA) ã sé-

rie Y(t) =X'(t) , a qual se i.menti.fica com MA(1), se X(t) é na

realidade MA(1). Se X(t) é o modelo bilinear, então Y(t) se

identifica com o modelo ARMA(1,1) , o que é mostrado como se-
gue

Seja

Xz(t) = bzXz(t-].)e'(t-l) +c'(t) + 2bX(t-l)c(t-l)c(t)(5.2.49

Vemos, então, que

E[X2 (t) ]
2 h 2 n q + ,-í 2

l -b 2 (J 2
(5 . 2 . 5 0)

Por outro lado, se b4a4 <1/3, obtemos

E[X4 (t) e ' (t) ]
105ao + 165bzaio

(l-b:a') (1-3b'a')
( 5 . 2 . 5 1)

E[X4(t)cz(t)] = -g-9b''axo+48b6aiz+15a6+39bzao
(l-b :a') (1- 3b "a')

Então, utilizando(5.2.50),(5.2.51) e (5.2.52), podemos mos-

trar aue

(5 . 2 . 5 2)

\.(2) (0) : VarEX2(t)]

(S .2.53)
(l-b'a:) : (1- 3a'b') ' '
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Y(2) (1) ; covEX2(t) ,X2(t+])]

6aób2( 2+3bza 2 +5aqbq+b 6 a 6 -8a ob

(l-b 'a :) ' (1- 3a"b")
( 5 . 2 . 5 4 )

Segue-se que

P (2) (1) :
1+4azbz+40aKb+ + 18bõaõ-54aobo

Também. para s > 1, temos

E[X2(t)X2(t+s)] = b2 x E[X2(t)X2(t+s-]-)e*(t+s-])] +

+ azE[X2(t)] ; b'a:E[X2(t)X2(t+s-2)x

x cz (t+s-2) ] + 3b:a+E[XZ(t) ] +

+ azE[Xz(t)] (5. 2.56)

E[X2(t)X2(t+s-])]EX2(t)X2(t+s-2)c:(t+s-2)] +

+ azE[XZ(t)] (5.2.57)

Usando (5.2.56) e (5.2.57), temos que

.Y(2)(s) B COV[X2(t),X2(t+s)](t)X2(t+s)]

CE[X2(t)])2 : b2azcovEX2(t) ,X2(t+s-].)],

pa,ra s > 1, o qlae inplíca que as funções de auto-correlação são
dados por

(S . 2 . 5 5)

p(2) (s) : bza'p(2) (s-l) , s > l ( 5 . 2 . 5 8)
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Isto mostra que, sob analise de covariâncias, o modelo

(S.2.49) se identifica com um modelo linear ARI'IA(1,1)
A fim de ilustrar estes fatos, apresentaremos os resul-

tados de algumas simulações feitos utilizando-se o programa de

computação i.nclux'do no Apêndice. As Tabelas (5.2.1) , (5.2.2) e

as Figuras (5.2.1) e (5.2.2) mostram os dados e os gráficos de

uma série de 100 observações geradas de acordo com os modelos

X(t) = 0 ,6X(t-l)E:(t-l)+ e(t)(5.2.59)

Y(t) = 0,6 + 0,159c (t- 1) + E (t)

onde c(t) - N(0,1)

Na Tabela (5.2.3) tcnlos os valores estimados rl,. para X(t) ,Xz(t) ,Y(t) e Y'(t)

TABELA 5 .2 . 3 - Valores de r.K

Vemos quis sob a analise de covariãnci.as o modelo (5.2.29)

pode ser identifi.Gado com um modelo MA(1) e Xz(t) com um mo-
delo ARMA (1 , 1)

OBSERVACAO Os valores teÓri.cos p
] 0, j>1 são testados usan

k x(t) Y(t) X' (t) Y' (t)

 

0,349
0,144

-0,061
-0,182
-0,165

-0,134
-0,077
0,045

-0,166
-0,158

0,136
--0,099
-0,144
--o,Oll
--0,089

0,127
0,095

--0s161
-0,167

0,008

0,499
0,212
0,085

--0,038
--0,103
--0,057
-0,002
-0,052
-0,077
--0,109

0,102
--0,062
-0,05]
0,157

-0,045

0,058
0,030
0,019

-o,ooo
0,161
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do-se uma expressão aproximada para a variância de rk' (k:l,
,lO) , isto é,

a:('0 : lP'''2*$ rÍ:], j»i, N:100

Maiores detalhes podem ser encontrados em Box ã Jenki.ns (1970)

5.3- ESTACIONARIEDADE DO MODELO BILINEAR TRIANGULAR INFERIOR

DEFINIÇÃO 5.3.1 - Uma série de tempo X(t) é um l040ca.óa b,é.Une(ü.

,C/üangcúaA Zn6e/úo quando satisfaz a equação de diferenças

9 b:;x(t-i)c(t-j) +c(t), (5.3.i)
i : l j :]. ]'J

làl

onde c(t) é um processo ruído branco estrito com distribui.ção

N(0,a'). O modelo (5.3.1) se reduz à forma vetorial (5.2.3) de-

finindo A, 31(t) , H e C como anteriormente e as matrizes l.i cg
mo:

x(t) + a x(t-i) =li:l

(p-j+l) (j-t)

bj+l,j
0

b . O
PJ
0 0

B
J (5 . 3 . 2)

0 o o o
pxP

Escrevendo (5.3.1) em notação vetori.al temos
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D
3:(t) : ;831(t-i) ' }l :Q;l(t-j)e(t-j) +.Çc(t)

j
(5 . 3 . 3)

x(t) : g'3:(t)

Seguindo o procedi.mento delineado na secção (5.2) para o

modelo BLD(p,p) , podemos mostrar que uma condição suficiente

para a estacionariedade de primeira ordem é p(A) <1. Sob esta
condição a média de X(t) é dada por

2a iii:l+B C]-P-
1 + a

J
!

Et X(t) ] a :E ' (] -.4) ' l EEI.g. (5 . 3 .4)

Para que o processo ]l(t) satisfazendo (5.3.3) seja estaciona
rio de segunda ordem é suficiente que o maior valor caracte

dístico da matriz particionada X, dada por (5.2.19) , seja me

nor que um.

EXEMPLO 5.3.1 Consideremos o processo

X(t) = +X(t-l)c(t-1) +0X(t-2)c(t-l) +E(t) (5.3.5)

Neste caso, as matrizes A, B. e y' são

az+0 a2@0 azOz

o o o
o o o
o o o

.l , ! : w* ':l:w:

Logo, o polinE3mio característico de V é dado por
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P(À) : l.!-À.LI = À'(À'-a''bzÀ-a'0') : 0 (S.3.6)

Então, prosseguindo como no Exemplo (5.2.1), o processo
X(t) que satisfaz (5.3.5) é estacionário se

az(1)2 + azOz < l

(5 . 3 . 7)

a202 - a2$z < l

Também, de (S . 3 . 4) temos

Erx(t)t = a'$ (5 . 3 . 8)

Observa-se que as expressões para a variância e covariaB
clãs do modelo (5.3.3) são as mesmas que para o modelo bili-

near diagonal BLD(p,p). Portanto, sob a analise de covariân-
cias, o modelo (5.3.3) se identifica com um modelo ARMA(p,p)

Em particu[ar, para o modem.o bi]inear triangu]ar inferior

x(t) = y Eb:;X(t-i)c(t-j)+e(t), (5.3.9)
l = 1 1 = 1 -'

temos que

y(s) = cov]X(t+s),X(t)] = 0, se s>p(5.3.10)

Logo, sob ü anãtise de covariâncias, o modelo (5.3.9) se

identifica cole tijíl modelo de ntédias móveis de ordem q KP.

EXEMPLO 5.3.2 ' $'eja õ processo

X(t) à aX(t- 2) c (t-l) + e (t) (5 . 3 .1 1)
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onde E:(t) é um processo ruído branco estrito com distribuição

N(0,a'). É claro que

: =1,.:: E =l
0 0 a2a2

o o o
o o o
o o o

A8A + azB.xB.-A -X

Segue-se, então, que o polinõmio característico de !. é

dado por

P(À) : IX.-À.LI ; X:(À:-a:a') ; 0,

o qual implica que o processo (5.3.11) é estacionário se

oza: < l CS . 3 . 1 z)

Em toda a nossa discussão posterior suporemos que (5.3.12)

seja valida. Então, resolvendo (5.2.32), (5.2.33) e (5.2.37)
temos

0z
'Y(0) :

1- Qzaz
(5 . 3 . 1 3)

y(s) :: 0, se s >0 (5.3.14)

Asse.m, gob analise de covariâncias, o processo (5.3.11) se

identifica com um processo ruz'do brant:o

éoMÓ haVjlãlhõs comentado anteri.oriente, podemos utilizar
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momentos de inalar ordem para distinguir o processo (5.3.11) do
processo ruído branco. Mas, esta analise é bastante complica-

da. Felizmente, existe um procedia\ento mais simples que con-
siste em considerar a analise de covariãncias para a série X'(t)

Consideremos,agora, o quadrado do processo (5.3.11)

X2 (t) cl'X' (t-2) c' (t-l) + c: (t) +

+ 2ctX (t- 2) e (t-l) c: (t) ( 5 . 3 . 1 5)

De (5.3.4) e (5 .3.13) , temos

Et X(t) ]

E[Xz(t)] ; ----g.3--
l-azar

(5 . 3 .1 6)

(5 . 3 . 1 7)

Supondo que 3a4c14 <1 e do fato que (5.3.12) é válido,ob
temos

E[X4(t)] = !g"(l+ct:a:)
( l-ct :a') (1- 3a 'ct' )

(5 . 3 .1 8)

E[X2(t)X2(t+])] = 2a:aõ+gT-a:a'
(l - ct : a : y

Então, Usando(5.3.17),(5.3.18) e (5.3.19), mostramos

(5 . 3 . 1 9)

.r(2)(0) - varEX2(t)] : 2a' (5.3.20)
(l -cl ' a :) ' ( 1 - 3ct " a")
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..r(2)(1) ; cov X2(t),X2(t+l.) = 2a'aõ (5.3.21)
( l -cl : a :) :

logo,

P(2) (1) ct : a ' ( 1 - 3cl ' a') (5 . 3 . 2 2 )

Para s > 1 temos

E[X2(t)X2(t+s)] = a:azE[X2(t)X2(t+s-2] +a:E[X2(t)]

De modo que a função de auto-covariância fica

.y(2)(s) : covEX2(t),X2(t+s)] = E[X2(t)X2(t+s)] - (E[X2(t)]):

ct20: cov [X2 (t) ,X2 (t+S -2 ) ] ( 5 . 3 . 2 3)

Portanto,

p(2)(s) : aza'p(2)(s:2), para s>1 (5.3.24)

Assim, se X(t) é gerado por(5.3.11) e se Y(t):X'(t),en-

tão sob analise de covariâncias, Y(t) se identifica com un mo-

.!elo linear ARMA(2 , 1)

Este resultado é completamente suficiente para distinguir
X(t) do processo ruído branco. No entanto, o fato que X(t) se

identifica com um processo ruz'do branco e Xz(t) com um modelo

ARMA(2,1) , não significa que X(t) seja gerado pelo modelo bi-

linear (5.3.11), pois outras séries podem ter propriedades seine-
Ihantes. Para ilustrar este resultado, novamente usamos simu-

].ações. A Tabela (5.3.1) e a Figura (5.3) apresentam dados e

8g étãfie6g dó Utnd sêi'ie de 100 observações geradas de acordo
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com o modelo

X (t) ,6X (t-2) E Ct c: ( t ) C 5 . 3 . 2 5 )

onde c(t) - N(0,1)

Na Tabela (5.3.2) apresentamos as auto-correlações está

madas rk para X(t) e X'(t)

TABELA 5 . 3. 2 Valores de r.k

Assim, sob analise de covariâncias X(t) pode ser identi

ficado com um processo ruído branco, mas X'(t) certamente não

5.4 -MODELO BILINEAR TRIANGULAR SUPERIOR

DEFINIÇÃO 5.4.1 - Uma série de tempo X(t) se diz um p40ca.õo bl

,e,1.neax .t/cZan0(Inda aura/iZo,t se satisfaz a equação de diferenças

x (t) ''' aiX (t- i) :i:l P,

D

l k=lbtkX(t-l)c(t-k) + E Ct)
kzt

( 5 . 4 . 1 )

onde e(tl) é tl f pt'ocessó ruído branco estrito [ililíi re presen

k X (t) X: (t)

l

0,022
0,070

--0,048
--0,162
-0,042

-0,089
-0,129
-0,084
0,053
0,081

0,139
0,339

-0,049
0,099
0,123
o,Oll
0,125

-0,052
0,130

-o,101



74

tação vetorial de(5.4.1) pode ser escrita como

x (t) (t-l) ) c (t-j ) ''' Çc (t) , ( 5 . 4 . 2)

x(t)

onde

a2

0

ap
0

bzj
0

b
PJ
0

B.
J

1 0 pxP

,2 ,. . . ,p, e :l' (t) : (X(t) ,

(1 ,0, . . . ,0) . (Aqui ,

Porém, é difÍci.l de obter uma representação vetorial a-

dequada para conseguir condições de estacionariedade do pro-

cesso (5.4.].) seguindo o procedimento anterior. Aqui, o Único

modelo a ser analisado em algum detalhe é

0 0 [ 1

pxP

,0 ) e,x (t-P+]) , !!' : (] ,o

se i >j )

X(t) : BX (t-l)c(t-2) + E(t) ( 5 . 4 . 3)

Então, tomando a esperança de {iinbos os ]ados,temos

E[X (t) 1] Í3E[X (t-]) c (t- 2) ]

13:E]c(t- 2) c(t -3) c(t-4) X(t- 3)]

(5 . 4 . 4)
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A seguir procuraremos uma condição suficiente para esta-
cionariedade do processo (5.4.3). Para isto, consideremos

') n

X'(t) = í3'X'(t-l)e'(t-2) + c:(t) +2Í3X(t-l)c(t-2)É:(t) (5.4.5)

logo,

E[Xz(t)]EXz(t-])c::(t-2)]+a' ;:

e2(t-2)c:'(t-3)X2(t-2)]+B:a"+a: (5.4.6)

Por outro lado é fãci.l ver

Z (t) :a' Z(t-1) + 3a' ( 5 . 4 . 7 )

onde

Z(t) E::(t-2)c'(t-3)Xz(t-2)]

Então, uma condição sufici.ente para que a solução da e
quação de diferenças (5.4.7) seja convergente é

l!'a' < 1 (5 .4 . 8)

Desta maneira, o processo(5.4.3) é estacionário se Íl2a2<l

Assumi.ndo estaca.onariedade, (5.4.7) pode ser resolvido como

E[C:(t-2)t::(t-3)X2(t-2)] = ----3a'
l-B2aP

Finalmente, de (S.4.9) e (5.4.6), obtemos

( 5 . 4 . 9 )

VarEX (t) ]
a

E[X" (t) ] a : + 2 í3 " a '

1 - í3 2 a 2
( 5 . 4 . 1 0)
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Agora, calculamos a função de auto-covariância do proces-

so (S.4.3). 1\multiplicando-se ambos os lados cle (5.4.3) pot

X(t+l) e tomando-se a esperança, telítos

y(1) : cov]X(t),X(t+])] : E[X(t)X(t+])]

Bebe (t-])X' (t) ]

B :E [ e ( t- ]) c: : ( t- 2) X ' ( t- ]) ]

e para s > l

'Y(s) : cov]X(t),X(t+s)] : 0 (5.4.11)

Assim, sob análise de covariância o modelo (5.4.3) se i-

dentifica com um processo ruído branco. Uma maneira de di.stin

guia o modelo (5.4.3) do processo ruído branco é considerar a
nãlise de covariâncias da série Y(t) =X2(t)

Para isto, consideremos novamente o processo (5.4.5)

Xz(t) : B2Xz(t-l)c'(t-2) + e'(t) + 2f3X(t-l)E:(t-2)c(t)

Assulhindo estacionariedade do processo (5.4.3), para s>3

E[X2(t)X2(t+s)] : B:E[X2(t)X2Ct+s-])c::Ct+s-2)]+a:E[X2(t)]

13qE[X2(t)X2(t+s-2)c:: (t+s-2)E::(t+s-3)] +

+ B'a'E[X'Ct)]+a'E[X'(t)] :EExz(t)XZCt+s-3) x
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x c2(t+s-4)c2(t+s-3)]+3Bça6E[Xz(t)] +

+ B'a'E[X2Ct)] +a'E[X2(t)] (5.4.12)
e

E[X2(t)X2(t+s-])] = B'E[X2(t)x2(t+s-3)E:'(t+s-4)e'(t+s-3) ]

+ Bza"E[X2(t)]+a:E[X2(t)] (5.4.]-3)

De(5.4.10), (5.4.12)e(5.4.13), segue-se então que

y(2) (s) : covEx2(t) ,x2(t+s)] : E[X2(t)X2(t+s)]- (E[X2(t)])2

a'B'E[X2(t)X2(t+s-].)] - 11i:a o+4Bloai'+B2a

a'B:cov]X' (t) ,X'(t's-]) ] ( 5 . 4 . 1 4)

]OaO
)

P (2) (s) a2B2p (2) (s- l) se s>3 ( 5 . 4 . ] 5 )

As primei.ras correlações são mais complicadas de calcu

lar e não seguent este padrão .

Portanto, sob analise de covariâncias, o modelo (5.4.5)

se identifica com um modelo ARMA(1,3). Para ilustrar este re-

sultado, 100 termos são gerados seguindo o modelo

X (t) : 0 , 6X(t-l) e (t-2) + E (t) ( 5 . 4.16)

onde c(t) ''N(0,1) . A Tabela(5.4.1) e a Figura (5.4) ilustran}

os dados e os gráficos do modelo (5.4.16)

Na Tabela (5.4.2) temos os valores estiiíiados das auto-
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correlações rk para X(t) e Xz(t)

TABELA 5.h.2: Valores de rk

Vemos, pois, sob analise de covariãncias o modelo (5.4.16)

pode ser identificado com um processo ruído britilto, l)orcm X'(t)

pode ser certamente identificado com um modelo AR(1)

t X (t) x: (t)

l

-0,181
--0,129

0,017
-0,019
0,036
0,027

-0,138
-0,060
0,116
0,021

0,220
0,198
0,040

-0,033
-0,043

0,015
-0,037
0,015
0,074

-0,014



CAPTTUL0 6

TÓPICOS ADICIONAIS

6.1 - INTRODUÇÃO

Conclui.ndo o presente trabalho apresentamos certos tópi-

cos que acreditamos serem importantes para o desenvolvimento de

futuras pesquisas nesta área. Nas seções (6.3) , (6.4) e (6.5)
mostramos a identificação de sistemas polinomiais no domínio

de freqtlências e na seção (6.6) consideramos a estimação dos

parâmetros do modelo bilinear BL(p,0,p,q)

6.2 - DEFINIÇÕES E RESULTADOS PRELIMINARES

Definição 6.2.1 - Sejam X e Z) espaços de Banach sobre ocampo dos

números complexos. Uma função F(xl'...,xn) definida para todo
xl,...,x.G X e com valores em Z) denomina-se uma áoxtna ,õ,énlê-

,t,t,éca n-Z,éneaa, se

i) F é linear em cada variável separadamente;

ii) F é uma função simétrica nas variáveis

Defjgjçãg fi;!g.:g: - Uma função Y : P(x) de X em 1) definida para to-

do xeX, é chamada uma função poZlnom,Ca,e (ou paZZnõrnlo) em x

de g,tau m, sê para todo a,h € X e todo co)nplexo ct temos

P(a+clh): >1 P.i(a,h) aJ(6.2.1)
J :u ' - 8 2-

ni
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(a,h) õ independente de a, para j=1,2,...,m. O grau ê

exatalnente m se P..(a,h) # 0(0 :polinÕmio nulo)
P(x) é um po.eZnõnt.éo homogéneo de grau n se

P(a x) = cl'' P(x) , V a G e (6 . 2 . 2)

Reescrevendo (6.2.1) como uma interpolação polinomial de
Newton temos

P(a + cth) =

p:o )j't' (il) P(a ' uh),

P @ (;)
(6 . 2 . 3)

onde AhP(a) : P(a+h) - P(a)
Observamos que um polin6mio de grau m pode ser escrito co

nlo

p(x) ; >1 p: (x)
j :o J

onde P.i(x) é um polinõmio homgêneo de grau j, (j=0,1,...,m)

.91112.!sãe..É=.Z.J. - Á áoxma po.eaa. de um polinõinio homogéneo P(x) de

grau m é definido por

(6 . 2 .4)

P(XI ,Xm) 1- A'"
m: xl P (a) (6 . 2 . 5)

j$orema 6.2.1 ' Se F(í. ,...,x.) é uma forma simétrica n-linear.

então F(x,...fX) é um polinõmio homogéneo de grau n

'íeorel112..É.=.Z.=:g. - Se P(x) é um polinÕmio homogéneo de grau n, en-
tão sua forma poial' é umd forma simétrica n-linear. Em termos



da forma polar temos

P(x) P (x, ,x) (6 . 2 .6)

P(Àa + pb) P(a,...,a,b
0'J

,b) ÀJ pn'J

onde os coeficientes de XJ e Un'J são polinõmios homogéneos em

a de grau j e em b de grau n-j

Para maiores detalhes ver Hille (1948)

Agora definimos alguns parâmetros importantes de séries
estocãsticas

.P!!.1.21São 6.2.& - Sejam YI'Y2' . . . ,Yk' k variáveis aleatórias com

EEIYKl] <m, j=1,...,k. O cu)nu.Can,{e eon/un.{a de YI'...,Yk de
ordem k denotado por cum(Y. ,...Y..), é definido como o coefi-

ciente de (i.)"tl'. ... .tk na expansão em série de Taylor de

log (E [expÍI >1 t.i Y: }] )

A i.mportância fundamental do cumulante conjunto esta no

fato que eles medem a dependênci.a estatística de YI , .. . ,Yx...

Algumas propriedades de cum(YI' ...,Yk) são

i) cum(aIYI,..., akYk):al' ....ak cum(YI'-..,Yk) para al'
, ak eanstantes;

ii) cum(YI'..',Yk) é simétrico em seus argumentos;
iii) se qualquer grupo de Y's são independentes dos restantes

Y's, então cum(YI,'..Yk) : o;

k
(6 . 2 . 7)
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iv) se as variáveis aleatórias(YI'...,Yk) e (ZI'...,Zk) são

independentes, então cuin(Yl+ZI' . . . ,Yk+Zk) : cum(YI'...,Yk)+

cum(ZI ' . . . , Zk) ;

v) cum(Y.i) :E[Y.i] , j=1, ...,k;

vi) cum(Y.i'Yi) :Var [Yi] , j=i,

vii) cum(YJ'Yi) :Cov [Yj'Yi] para

Observamos que uma variável aleatória com distri.buição nor

mal padrão tem como função característica expÍ'l-7-}. Então, da
definição (6.2.4) temos que qualquer cumulante de ordem maior

que dois é zero; o mesmo resultado é válido para um vetou alea
tÓrio com distribuição normal multivariada

.9eÍ.!=!.çãg..Ê.=.!J. - Seja X(t) , -m<t<m, um processo vetorial esta-

cionário de dimensão r com componentes X.(t), a=1,...,r, e
EIXa(t) IK<n; definimos

)k

Cal )
,uk)

(6 . 2 . 8)

cum {'Xal (t+UI) , . . . ,Xak.l (t'Uk-l) , Xak(t) }

para al' .. .,ak: l,.. . ,r. Como a séri.e é estacionária este cu
mulante não depende de t

Vamos supor que )C(t) , -m<t<m, é uma série estritamente
tacionãria tal que

J..'Jlc. .. ,uk-l.)jdul'..., duk.l (6 . 2 . 9)
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onde a.i=1, ...,r, -m<u.i<m, k=2,3,..., j:2,3,
Vemos que (6.2.9) é uma condição de independência assin-

tÕtica, no sentido que valores do processo bastante separados
no tempo sejam pouco dependentes. Sob a condição (6.2.9) defl
nimos o e.6pec,t4.a cama.Can.{e de o,idem k como

fa
(À[ ' . .. , Àk-].) : (6 .2.10)

k-l

(ul' ' ' ' ,uk-l) expÍ-ij>llujÀjldul' ' ' duk-l

)l

para, '"<Àj<"' Em geral, fal'...,ak(ÀI'''',Àk) é uma quantid!.
de complexa e mede a dependência estatl'stica dos componentes

de frequência Xj em ,l j(t), j:l,...,k, no caso em que Àk:'(Àl+
Ak - l 'J

Sob certas condições a relação (6.2.10) pode ser inverta:
da na forma

+

><'

r
'al' ,u k) :

k-l

,Àk-].)expÍijEIÀjuj} dÀI'

(6 . 2 . 1 1)

dxk-l

Inicialmente cumulantes conjuntos de séries de tempo es-
tacionárias e a transformada de Fourier destes cumulantes fo-

ram sugeridos põr Kolmogorov (ver Shiryaev, 1960) . Espectros
cumulantes também foram considerados por Si.nai(1963) e Bril-
li.nger (1965) , enquanto que cumulantes de terceira ordem fo-
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ram considerados por Kasselman, IK4unk G Macdonald (1963) e Akaj:
ke (1966)

6.3 - S l STEMAS POLI NOM IA l S

PeÍ!!!!ção 6.3.1 - Do ponto de vi.sta matemático, ,õ,C,6,{etna é um me-

canismo que transforma uma série de entrada X(t) , -m<t<m, em

uma séri.e de saída Y(t), -m<t<m. Este fato é indicado por

Y(t) : L [X](t) (6 . 3 . 1)

ou, simplesmente Y = L [X]

Seja D= {X(t) , -"<t<m: Y(t) : L ].X] (t)} o domínio do sis
tema

Suponhamos que se X(t) G D, então também X(t+p) GD, como

uma função de t para cada p, -m<u<m. Vamos supor também que se

XI(t), X2(t) eD, então alXI(t)+a2X2(t) eD para todo al'a2€C'

.PÊf..!.Dirão 6 3.2. - Di.zemos que um si.stema é ZHvcz,tZüníc no Zetylpo se

a série de entrada é atrasada (ou avançada) de p unidades, ip
placa que a séri.e de saída também é atrasada (ou avançada) de
U unidades, ou seja, se TPX(t) ), então

L [TUX] (t) Y(t+u) , -m<u, t<m (6 . 3 . 2)

São invariantes no tempo os seguintes sistemas

Y(t) : .f s (t-u) x(u) du, (6 . 3 . 3)

v(t) : J .f É(t-ul't-u2) X(ul) X(u2) dul du2' (6 . 3 .4)
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Y(t) = mãx X(v) , CÓ.3.S)
V(t

com condições de regularidade sobre o domz'nio de s(u) e s(ul'

u2), isto é, s(u) e s(ul'u2) são absolutamente integráveis
Um sistema l.é ,ê.éneax se, para XI(t), X2(t) É;D e al' cl2

constantes complexas , temos

L [%.Xl+a2X2] : q. L [Xl] +a2 L [X2]

o\YI + a2Y2

(6 . 3 .6)

Um exemplo de um sistema li.near invariante no tempo é o
sistema (6 . 3 . 3)

Definição 6.313 - Um sistema não linear L é um sistema pa,e,C}'totliZa,e

h0)7iogêlteo ,énva,tZan,{e no ,tempo de g,tcztt m, se LEcllXI + ct2X2] é

uma função polinomial homogénea de grau m em al e a2' para al'
a2 GC. O sistema definido por (6.3.4) é um exemplo de um sis-
tema polinomial homogéneo de grau 2.

Em geral, um sistema polinomial invariante no tempo é aqui

le em que l.[XI +clX2] é uma função poli-nomia] de grau m em a,
para a complexo. Notamos (ver 6.2.4) que um sistema polinomial
de grau m pode ser escrita como

lEx] : jE.Lj [x] , H.3.D

tj [X] é um sistema polínomial homogéneo de grau j, j=0,
1,...,m
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Uma propriedade importante de sistemas polinomiais de grau

m, é que a eles podemos associar um sistema polar L (XI'...,Xm)
definido por

L(XI'...,3,.) : L[XI'...'Xm] ->1 tEXj:'''''Xj..:] '
(6 . 3 . 8)

*>]tEX: . ...-X:] -... .-(-1)mLE0]
J ]. Jm-Í'

onde as somas se estendem sobre todos os jl' . ..,jm.p seleci.o-
nados de l,...,m. Do Teorema (6.2.2) a forma polar associada

ao sistema polinomial homogéneo L é

L [X] = L<X,..., X> (6 . 3 .9)

Lema63.1 -Se L<XI'..., X > éum sistemapolardeumsiste-
ma polinomial homogéneo illvariante no tempo de grau m e XI(t):eiÀit, j=1,

, m, então existe uma função S(ÀI'..., Xm) tal que

L <XI'...,Xm> (t) :S(ÀI'. ..,Xm) e:(ÀI''..+Àm)t

demonstração - Chamámos l. <ezÀlt,.. . , eJÀmt> - 4)

mos, então,

(6 . 3 . 1 0)

'bÀI' ... ,À (t) . Tg

L <õÍXI(t+t) ,..., elÀm(t+v)> : .bÀ

e usando o Teorema (6.2.2), obtemos

1 '

eJ(Àl+...}ÀIÜ)t '.}À]' . ..,À (t) : $À].,

para toda ÀÍ,:i;fÀh' t e T. Para t=0 ficamos com
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'>ÀI'...,À(T): e:(XI''..'Àm)t .>ÀI'...,Àm(0)

Como t é uin valor do tempo, podemos escrever

L < elÀlt , . . . ,eJÀmt > ei(ÀI' . +Xm) tS(ÀI '

onde S(XI'''',Àm):'bXI'...,X (0)

S(XI'...,Àm) é chamada função de í an áe êncéa do siste-
ma

Notamos que se X(t) = eiÀt é considerado como a entrada p@

ra um si.stema polinomial homogéneo de grau m, então a série de
saída é

L [X] (t) . ,À) eimÀt (6 . 3 . 1 1)

Por outro lado, se a entrada para o sistema homogéneo é

N

Xj (t) : k:>1 lakjl u

então vemos que

,m (6 .3 .12)

L « XI' , Xm > (t) (6 . 3 .1 3)

i(Àkl+ . . ' +Xkm) t
N N

*ê: ''' J: '*:
Se um sistema não hómogêneo é dado por (6.3.7) e X(t)

ezÀt é tomado €6mõ a entrada, então a série de saída associa-
da é

'*\.., '

Ü

j:o sj(x''.',x)
(6 . 3 . 1 4)
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onde S.i(À,...,À) é a função de transferência de l..i [X]
Observamos que um sistema linear invariante no tempo le-

va cosenói.des elÀt em cosenõides da mesma frequência, mas pog.

sivelmente com amplitudes e fases diferentes. No entanto, se

o cosenóide eJÀt é considerada como a entrada de um sistema pg

linomial invari.ante no tempo, então a saz'da contém componen-

tes de freqtíência adicionais. Em outras palavras, existe uma

transformação da energia concentrada em À para outras freqUêp.

clãs. Usualmente a energia é transferida aos harmónicos kÀ,
k 1 , 2 )

Exemplo 6.3.1 Consideremos o sistema quadrático (6.3.4)

Y(t) JJ' s(t-u]., t-u2) X(u].) X(u2) dul. du2

usando o Lema (6.3.1) , é fácil ver que a função de transferên

cia deste sistema para X.i(t):eiÀit, j:1,2, é

S(ÀI'À2) J'J s(ul'u2) êz(ÀIUl+À2U2) dul du2 (6 . 3 .1 5)

Por outro lado, se a entrada é X(t) temos

\'(t) e12Àt JJ s(pl'u2) e'zÀ(Ul+U2) dul dU2 (6 . 3 . 1 6)

Exemplo 6.3.2 Consideremos, agora, o modelo (3.2.2) isto é

x(t)
ób co

U l09P c(t-U) + >10
c(t-H) e(t-v) .-
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u=o vio wiogpvw c(t-u) E:(t-v) E(t-w) +

Usando o Lema (6.3.1) , é fácil mostrar que a seqtlência in

finita de funções de transferência do modelo é dada por

I'l (À) : >1 gU'expÍ-iÀu}u '

r2 (xl 'x2) : >l
U

r3(À].,À2'À3): U >1 >1 gPvw ' expt'iÀlu - iÀ2v' iÀ3w}

expÍ-iÀlu - iÀ2v} (6 . 3 . 1 7)

Considerando-se, agora, modelos bilineares, a fim de gg.

neralizar para o domínio de frequências a teoria existente pg
ra modelos lineares, é necessário construir alguma função de
frequência que caractere.ze uni.vocamente a estrutura do modelo
bilinear

Notamos anteriormente que leão é possível descrever a re-

lação de entrada/saída do sistema não linear geral (3.2.2) por
uma função simples de frequência, pois em seu lugar temos uma

sequência infinita de funções FI(À), F2(ÀI'À2) , I'3(ÀI'À2'À3) ,
Contudo, modelos bilineares contém somente um número fi

nato de parânett'os; assim, é possível construir uma função sim
pies de freq(iêhGÍa que caracterize o modelo bilinear em estu-
do
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x(t) a X(t-l) ' c X(t-l) c:( t-l) + E:( t) (6 . 3 . 1 8)

Usando o Teorema (4.4.1) temos

X(t) : >lb aj e(t-j) + }b c av'l e(t-l) e(t-v) +
j:o

+ }l b c av'l e(t-n) c(t-v) +
v=n

Fazendo c(t) :ezÀt, a função de transferência linear I'l(À)

é dada por
I' rÀl:b Vaj áiÀj:bexntiÀ} (6.3.20)
'l~ '' ' j=0 expti À} - a ' '' ''''

Simi.larmente, fazendo c(t) : expÍiXlt} + expÍiÀ2t} obtemos

a função de transferência quadrãtica I'2(XI'À2), dada por
m oo

I'2(ÀI'À2) : b c { [v:l av'l e'(iÀl+iÀ2v)+. . .+v:nav'l e'(inXl+iÀ2v)+

+ [ E aU'l e-i(ÀIU+À2) +...+ >1 aU'l e-i(Àlu+nÀ2) +.
H=1 H=n

lv:

}

expt'i.Àl-iÀ2}

:(]-a expt'iÀl-iÀ?)(].-a expÍ-iX2})

expÍ-iÀl-iÀ2.f

(l-a e:xpl-iÀl-iX2}) (l-a expt-iÀl})

... [:"çlix+L , ==üW
2 [;êxpÍíxl'+iÀ2} -a] L exptiÀl} -a expÍiÀ2} -a

: ;'à;k;Úlix:} -,] ['lüP ' .-2QP

+

+

(6 . 3 . 2 1)
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Em particular, ao longo da diagonal, ÀI X2 : À temos

i2LA'''tJ [.expÍ2iÀ} -a] [expÍiÀ} -a] L'''''': J

De forma geral, podemos mostrar que

rk(À,À,...,À) : (6'3'23)" [exp(ikÀ) -a] [expti(k-l) X]-a] . . . [exp(iÀ) -a]

A função I'l(À) é idêntica ã função de transferência con-
vencional do sistema linear obtido fazendo c=0 em (6.3.18), mas

ela não caracteriza o sistema bili.cear. Cloro a função de trens

ferência quadrãtica I'2(ÀI'À2) , contém os três parâmetros a,b,
c, então o sistema é, em princípio, determinado dado o conhe-

cimento desta função. Na realidade, tudo o que necessitamos pg

ra determinar o sistema é conhecer a. função I'2(ÀI'À2) ao lon-

go da diagonal Àl:À2' Se I'2(À,À) é conhecida e os parâmetros
a,b e c assim determinados, decorre que a generalização de fur

ções de transferência estará determinada. Assim, para o mode-

lo escalar (6.3.18) , podemos considerar simplesmente I'2(À,À)
como a função de transferência do sistema.

6.4 - }DENTIFICAÇÀO DE SISTEMAS POLINOMIAIS HOMOGÉNEOS

A identificação de um sistema polinomial homogéneo inva-

riante no tempo, de grau m, consiste em determinar sua funçãc

de transferência S(Àlf.'.,Àm). Do Lema (6.3.1) vemos que se
considerarmos as séries determinl'éticas, X:(t) = elÀit,j:l,....

I'2(À,À) : Lexptz].À} -aJ LexptzÀJ 'al

De forma geral, podemos mostrar que

(6 . 3 . 2 2)

rk(À,À,...,À) : (6'3'23)" [e*p(ikÀ) -a] [expti(k-l) X]-a] . . . [exp(iX) -a]

A função I'l(À) é idêntica ã função de transferência con-
vencional do sistema linear obtido fazendo c=0 em (6.3.18), mas

ela não caracteriza o sistema bi.linear. Como a função de trans

ferência quadrãtica I'2(ÀI'À2) , contém os três parâmetros a,b,
c, então o sistema é, em princípio, determinado dado o conhe-

cimento desta função. Na realidade, tudo o que necessitamos pa

ra determinar o sistema é conhecer a função I'2(ÀI'À2) ao lon-

go da diagonal Àl:À2' Se I'2(À,À) é conhecida e os parâmetros
a,b e c assim determinados, decorre que a generali.zação de fun
ções de transferência estará determinada. Assim, para o mode-

lo escalar (6.3.18), podemos considerar simplesmente I'2(À,À)
como a função de transferência do sistema

6.4 - IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS POLINOMIAIS HOMOGÉNEOS

A identificação de um sistema polinomial homogéneo inva-

riante no tempo, de grau m, consi.ste em determinar sua função

de transferência S(ÀI,...,Xm). Do Lema (6.3.1) vemos que se

considerarmos as séries determinísticas, X.i(t) : el)'it,j:l,
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m, como entrada , então a saída é

Y(t): S(ÀI'...,Àm)e:(ÀI'' '..'Àm)t (6 .4 . 1)

e portanto S(ÀI'...,Àm) é determinada por

S(ÀI'...,Àm) : Y(t) e'i(ÀI'...+Àm)t. (6 . 4 . 2)

Esta maneira de agir requer a entrada de todas as somas

possíveis da série base, num total de 2m

Um procedimento alternativo consi.ste em considerar as sé

rifas de entrada X(t) :.,}l.ak eiÀkt. Neste caso, se Àkl+'''+Àkm#
À.el+...+À,em para qualquer .el'...,Z diferente de kl'...,km'eg.

tão podemos identificar S(Àkl'..',Àkm) com o coeficiente de

expÍI(Xkl+..'+Àkm)} na saída, isto é, S(Xkl'..''Àkm) akl

akn' Infelizme.nte a escolha óbvia de À.i não satisfaz a desi-
gualdade exigida e, neste caso, podemos estimar uma combinação

linear de S(XI'...,Àm) com o mesmo Xlb...+Àn' se este procedi
mento é empregado .

A identi.fi.cação de sistemas homogéneos com ocorrências de

cosenÓides é considerada por George (1959)

Consideramos, agora, um sistema pol i.nomial homogéneo de

grau m da forma

Y(t) J ,J' s(t-HI' ...,t-Um) X(UI) X(Um) dul dp..+ E:(t) (6 . 4 . 3)

onde e(t) é una série de erro i.ndependente de X(t) e

.r . . ..f l s (u l , ,Um) l dul (6 . 4 .4)
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A fi.m de que o sistema (6.4.3) seja identificável exigimosque

s(UI'...,Pm) seja simétrica em seus argumentos
Se X(t) tem a representação de Cramér

x(t) .r elXt dZX(À) (6 .4 . 5)

onde ZX(À) é um processo com incrementos ortogonais, então
(6 .4 . 3) pode ser escrita como

Y(t): J...J expÍI(Àl+...+Àm)t} S(ÀI'...,Àm)

dZX(XI) ... dZX(Àm) + c(t)
(6 .4 .6)

onde S(ÀI'... ,Xm) é a função de transferência do sistema
Suponhamos, agora, que X(t) é uma séri.e Gaussiana cola mé-

dia zero e densidade espectral fXX(À) . Segundo Shiryaev(1960),
o espectro cumulante de ordem m+l de X(t) ,...,X(t) com Y(t) é

f)U. . .XY(XI, ,Xln) : m: S(-ÀI' ,-Xm) fXX(ÀI) fXX(Àm) (6 .4 .7)

Se fx..r(À) # 0, então a função de transferência pode ser dg
terminada pela relação

fX . . . XY (-ÀI ' . . . , -Xm)
S(À] . . . . ,Xm) :

m: fXX(À].) . . . tXX(ÀmJ

O fato i.mportante que se utiliza para obter (6.4.7) éque

a série Gaussíãüã tem todos os cumulantes de ordem maior que
2 i.denticamentê nulos

(6 . 4 . 8)
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6.5 - IDENTIFICAÇÃO DE UM SISTEMA POLINOMIAL GERAL

Suponhamos que Y(t) e X(t) sejam relacionados por meio de
um sistema polinomial geral da forma

Y(t) : .}loJ'''J sj(t-u].,..',t-pj) X(ul)...X(uj) dul''.dpj 'c(t) (6.5.1)

onde c(t) é uma série de erro independente de X(t) . Vamos su

por também que sj(ul'...,Hj) sejam si.métricas em seus argumeD.
tos e absolutamente integrãveis, j=1,...,m

Se X(t) tem a representação de Cramér (6.4.5), então (6.5.1)

pode ser escrita como

m

in

Y(t) : jEoJ' expli(ÀI'...'Àm)t} Sj(XI'''.,Xj)

dZx(À].) ''' dZx(Xj) + E:(t)

(6 . 5 . 2)

onde

Sj(Xi'''.,Xj) : J....f expl'i(Àlul+.''+Àjuj)}

sj(ul'...,uj) dul '.. duj

( 6 . 5 . 3)

Assim veios que o sistema vi.ncula simultaneamente vários

componentes de frequências presentes em uma maneira aditivo e

multiplicativa

Brillenger (1970) mostra que o espectro cuiitulante fX. . .XY(ÀI'.. . . ,Xk)

de (6.5.2)j 9upóndo que X(t) é Gaussiana, seta zero para k>m

e dado por C6.4.7), pai'a k=m. Aqui. apresentamos a forma de es

tirar as funções dó ttâüsfêrência Sj(XI'...,X.Í) , j(m, usando
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o procedimento empregado na seção (6.4) . Suponhailios que intrg

duzimos m+l séri.e de entrada akX(t) , k;J-, ...,m+l, ak#a.C' k,Z=

1,...,m+l. Se a série de sai+da é Yk(t) , então temos a relação

m

Yk(t) : j>jOaJ J'''J sj(t-ul'.

dul

x(ui) ... x(uj)
(6 . 5 .4)

duj + ek(t)

Sejam CJk constantes tais que

m

*!.',* ,{ 1, se j=J
0, se j#J

( 6 . 5 .5)

Podemos, agora, obter o sistema pol-inomial homogéneo de

ordem J multiplicando ambos os lados de (6.5.4) por CJk' isto é
m m m

k=0CJk Yk(t) : kll0 j>locJk aJ J'''J sj(UI'...,Uj) x(ul)... X(Uj) dPI''.duj

ck(t) (6 .5 .6)

SJ(t-UI'...,t-UJ) X(UI) ... X(UJ) dul'..dpj+k>lo Jk ck(t)

m

assim determinamos SJ(XI'.. .,ÀJ) seguindo o mesmo procedimen-
to usado na loção (6.4)

Outro procedimento alternativo consiste em usar a série

de entrada X(t) e e Z(t) , onde Z(t) é uma série Gaussiana esta

cionãria cõM média fera, espectro de potências fZZ(À) e e é pg
quino. Então, gegtindo Shiryaev (1960) (6.5.6) fornece
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eJ fz...Zy(ÀI'...,ÀJ): J: eJ SJ(-ÀI'...,-ÀJ) fzz(ÀI) ... fzz(ÀJ)

a qual implica que

S (À-,... À-) = a(c:) (6.5.8)
'J'''l''''''J' Jlf(ÀI)...fXX(ÀJ) ''' '' '

Portanto, as funções de transferência de (6.5.1) podem

ser determinadas aproximadamente, tomando séries de entrada

Gaussiana ''pequenas'' e calculando cumulantes de ordem 2,
m+l

O problema de identificação de sistemas quadrados é; con-
siderado por Tick (1961) . Aproximações a sistemas polinomiais
foram considerados por Siegel, Imamura $ Meecham (1965) ; Mee-

cham G Siegel (1964) e Meecham G Jong (1968)

Brillinger G Rosemblat (1967), consideram o estimados de

fal,...,aV(XI'''',Àk-l) da forma'''k-lJ

r:S:l. ..,::.*o:, ' '.,*k-P: ik:rà5-m } .
sl :-"

E w(T) (Àl-2'Ksl'r'] , . . . ,Àk'2vskT'l) x 'P(2nslT'l ,.
K

(6 . 5 .9)

z,tstv'b i(

onde Xk Cxi + .. + xk-l)
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1, se Àl+...+Àk ; n
0, caso contrario'r (À]. , . . . , Àk)

l:T)...,ak(ÀI'''',Àk): l jkldaj) (Àj) é o periodograma
de ordem k e W(ul'...,Uk) é uma função peso sobre o plano
E U;=0, que é uniforme em cada argumento e satisfaz

i = 1' ]'

J...J w(ui'...,uk) (s(.>1.u.i) dul.j

k

dPk : l,

onde .S(p) é a função delta de Dirac

6.6- ESTIMAÇÃO DOS PARÂMETROS DO MODELO BILINEAR DE SÉRIES DE TEMPO

Seja o modelo bilinear escalar

X(t) + alX(t-l) + ... + apX(t-p) + aO

P q

e=1 k=lbek. X(t-e) c:(t-k) + t:(t)
(6 . 6 . 1)

onde E(t) é um processo ruído branco estrito com distribuição
N(0,a:)

Vamos supor que o modelo (6.6.1) seja invertível e que a
realizaçãotX(1),...,X(n)} do processo {X(t)} seja conhecida

de modo que a distribuição de {c(ín),c(m+l),...,c(n)} determi

na a distribuição de {X(m),...,X(n)}, onde m= maxlp,ql+l. A

função densidade conjunta de {c:(m),e(xii+l) ,...,c(n)} Ó dadapor

(t) (6 . 6 . 2)
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Como o Jacobiano da transformação clc {E:(m),.-.,c(n)} a

{X(m) ,...,X(n)} vale um, íl função de verossimijhança de {X(m),

,X(n)} é a mesma densidade conjunta de {c(m) ,...,c:(n)}. l g

ximizar a função de verossimilhai)ça é equivalente a minimizar

a função Q(0) dada por

> c' (t) ,
t=m

com respeito ao parâmetro 9.=(a0'al'''',ap;bll''-',bpq) ' ' Por

conveniência, denotamos 01:a0' 02:al'''',0R bpq' onde R: ]+
p+pq. Então as derivadas parciais de Q(0) são dadas por

11

Q(o) (6 . 6 . 3)

-----=- = 2 >1 E:(t) acrt) (i=1,2,
t=m 1)0 .

2 : .êÊ.(.Q. . êE.(g- -- 2 >1 :N 2:gÍIQ-
t;m aOj aOi tnn aojaoi

, l{ )

(6 . 6 . 4)

a'Q(@

onde as derivadas parciais de c(t) satisfazem as equaçoes re"
cursivas

2Ê.11D- .. >1 0;H .2911k
aai j=i J' ' aaj.

1, se i = 0

X(t-i), se i=1,2,...,p
( 6 . 6 . 5)

j B:(t) 8cft'i) : . X(t-k) c(t-m])
j=1 ' a bkm. '

(k;l , . . ,p; ml:l

CÕ . 6 . ó)

q)

xr * ,}:','''ã2c(t
l)a. 8al

(i,i': 0,1,2,...,P)
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Üt * ,!.''''' HU * "t-« ':
(i:0,1,...,p; k:l,...,p; ml:l, ...,q)

(6 . 6 . 7)

<Xi- * ,!:'''" ':'u * «'-*'' --
a c(t-m. )

X(t-k) -ab:l,...,p; ml'ml;l,...,q)

aE: ( t-m:i )

Aqui,

É3 . ( t)J ' '

P

e=lbej X(t-e)

Suponhamos que e (t) =0 (t=] , 2 ,m-l) e tainbéi:i

-?S11i!} =o, -!flS(IQ-;o (j.,j=i,Z, ...,R; t

]- l 'j

Destas Suposições e da equação (6.6.5), segue-se (lue to-

das as derivadas de segunda ordem com respeito a a;(i=0,1, 2
) valem zero. Para uni conjunto de valores iniciais de a.

e bij podemos calcular as derivadas de printeira e segullda or

dein usando as equações recursit'as(6.6.5),(6.6.é)) e (6.6.7)
Seja

]

.m-l)

G(0) aQ(g.) aQ (o)
ao a ol 2

aQ (q)

ao., J

a:Q(o)
e seja n(o)=L;-;tl;::.] RxR ma matriz de derivadas parciais de

segunda ordem. Expandindo G(0) em uma série de Taylor cm tor-
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no de ê, obtemos

G(õ) ;: o : G(o) + n(o) (ê-o)

Portanto, segue-se que

Fl-l(O) G(O)

e assim teremos a equação iterativo de Newton-Rilphson

o(k+i) : o(k) . H-i(o(k)) c(.g(t)) (6 . 6 . 8)

onde 0(k) é o conjunto de esticadores ol)tidos na k-ésima eta-

pa de iteraçlio. O está.dador obtido pela equação (6.6.8) usual

ntente converge em distrib\lição

Seja L a função de verossilnilhança de (X(m)

tão teremos, aproximadameitte

) X ( n) ) ; el-l

+ . ::P : - ü . ::: ''.'.',
se --l- }-:.1.99--L converge estocasticamente a l(9.) , onde i(9.) é

a matriz de informação de Fisher, dada por

ÍQ) : [qje)] .,.., qjQ) ; - nP.[a: i'g LM-
] J

a:Q(o)
-- , converge estocasticamente para

a o a o '

2az l (.g) . Assim, podemos mos

quandoentão l l)':+óoL

0)trai aproximadamentemque
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te distri.buição normal inultivariada caju iitód1:l 0 c iiiati iz (lc cg

variâncias 1''(0)

SELEÇÃO DA ORDEM DO MODELO

A seleção da ordem do modelo bilinear õ feita com base
no critério de informação de Akaike (1977) , o dual é dada por

AIC = rN-M) loe 82 + 2fnúmero de parâmetros independentes)e

onde

âz = jqlFÍ tlM--l t)

e N-M é o número de observações usiiclíts para citlcular a função

de verossimilhança. Para comparar os valores AIC ó necessário

que a função de verossi.milhança seja calculada sobre a }nesma

quantidade de dados, para modelos de qualquer ordem.
Para maiores detalhes ver Gaba íi Subba Rao (1981)

PREV l SÃO

Seja {X(t)} uma série temporal cair parâmetro discreto. Su

ponhamos que a previsão de todos os valores futuros X(t0+ll)

dada a real.ização semi-infinita {X(s) , set0}, é cla(la por Xt.(h)
Então o erro quadrático médio (e.q.m.) da previ.são E[X(tn+h)-
Ít (h)] ' é mínimo se e somente se

0

[X(to+h)/X(s) , s(to] CÕ .ó . l o)

Para calcular (6.6.10) , quando X(t) satisfaz dado modelo

é necessãrid que os parâmetros do modelo sejam conhecidos. Usual
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mente, os parâmetros são desconhecidos e substitui'dos por seus

estimadores mínimos quadrático

O previsor obtido desta forma õ denotado por X* (h) (h:

1,2,...) e os erros por êt0(h);X(t0+h) -Xt0(h)' A média dos
e.q.m's para o perl'odo (t0+h, t0+h+l, ..,t0+h+bl) é dado por

-k .!:êi.*. ü)

O leitor interessado no algoritnto de estimação de parânig.

tios dos modelos bilineares BL(p,0,p,q) e BL(p,0,ín,k) pode

consultar Gaba G Subba Rao (1981) . A seguir apreselltalnos um

exemplo que foi. proposto pelos autores acima mencionados

!3çpplg+:6.] - Consideremos as primeiras 246 observações dos nÚ

meros de manchas solares de Wolfer para os anos 1700 - 1955.As

10 observações seguintes serão usadas para propósitos de pre-
v].sao

( )

M

(6 . 6 . 1 1)

MODELO AR

O melhor modelo autoregressivo ajustado às observações
x(t): x(t) - X, é

x(t) 1,224X(t-1) + 0,488X(t-2) + 0,].24X(t-3) 0 , 166X(t--4)

+ 0,150X(t-5) 0,039X(t-6) +0,036X(t-7)+0,069X(t-8)(6.6.12)

0 , 11lX(t-9) : c: (t)

A média da sónla de quadrados residuais é 185,82 e o vêl
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lor AIC = 1253 ,053

MODELO BILINEAR

O melhor modelo bilinear ajustado é da forma

X(t)-1,209X(t-1) + 0,502X(t-2) 0 , 173X( t-9)

5,891 0,0098X(t-2)e(t-1) + 0,0103X(t-8) E:(t-l) 0,0084X(t- 8) e(t-3) +

+ 0,0016X(t-3)c(t-2) + 0,0014X(t-4)E:(t-7) + c(t) (6 .6 . 1 3)

A média da soma de quadrados residuais é 141,18 e o va-
lor de AIC é 1186,2

Os valores de X.(1) para os modelos(6.6.12) e(6.6.13)
são dados na Tabela (6.1)

()

TABELA 6

t 247 248 249 2S0 251 252 253 254255 256

Valor verdadeiro
x(t) 92,6 151,6 136,3 134,7 83,9 61),4 31,5

!r(1)
Segundo(6.6.12) IS9,6 120,0 157,7 104,1 105,5 45,2 40,4

ir(1)
Segundo (6.6.13) l77,9 130,0 149,8 119,8 86,2 51,4 38,9

13,9 4,4 38,0

l0,4 4,9 22,9

18,8 3,3 25,7

A média da soma de quadrados residuais de previsão para

os 10 valores do modelo bilinear é 165,126 e para o inodclo li
near é 484,394. Isto significa que o modelo bilinear fot'tece
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melhores previsões que o modelo linear
O leitor interessado num teste para linearidade de tuna sé

rie temporal estacionária pode encontrar Sul)ba lido G Gal)T (11)80)
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