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CAPTTULO 1

INTRODUGAO

O0s modelos de séries temporais introduzidos por Box §
Jenkins (1970), conhecidos como modelo ARIMA (auto-regressivos
integrados médias moveis), mostraram ser suficientemente ge-
rais para aproximar diversas series que aparecem na pratica.

No entanto, estes modelos sao lineares e podem ser esco-
lhidos utilizando-se criterios apropriados para tais modelos
(como os éritérios AIC, FPE, etc). E natural indagar se exis-
te uma classe mais geral de modelos que fornecem melhores re-
sultados que os ja existentes. A idéia ¢ considerar os modelos

da forma
X(t) = h(x(t-1), x(t-2),..., e(t), e(t-1),...) (1.1)

onde €(t) € um ruido branco, para alguma funcao h(.).

Os primeiros enfoques sobre este assunto foram feitos por
Volterra (1930) e Wiener (1958). Esta representacao funcional
de séries temporais tem proporcionado grande estimulo ao de-
senvolvimento de modelos nao lineares, mas infelizmente a re-
presentacao de Wiener € também bastante geral e a estimacao es
tatistica dos parametros deste modelo é extremamente complexa.

Em vista disso diversos autores (Ozaki § Oda, 1978 Jones, 1978:



Haggan e Ozaki, 1980; Tong & Lim, 1980; Granger e Andersen,
1978:; Subba Rao, 1981), recentemente estudaram alguns tipos
mais especificos de modelos nao lineares.

Uma classe particular de modelos nao lineares, a qual foi
amplamente discutido na literatura de Teoria de Controle € o
modelo bilinear. A vantagem deste tipo de modeloﬂ e que ele
contém um nﬁmero finito de parametros e também pode aproximar,
com precisdo razoavel, uma expansdo de Volterra. A validade
desta aproximacdo para dados de séries estocasticos continua
sendo estudada.

O presente trabalho foi realizado visando os seguintes ob-
jetivos:

a) expor sistematicamente a teoria relativa aos modelos bi-
lineares de séries de tempo, em sua forma de espago de es
tados;

b) discutir as propriedades estatisticas, tais como estacio-
nariedade e invertibilidade dos modelos bilineares BL(p,
0,p,1) (ver definicao 3.3.1) e generalizar estes resulta-
dos para os modelos bilineares diagonais e triangulares in
feriores;

c) mostrar a utilidade de momentos de ordem superior a segun

da, na caracterizacao dos modelos bilineares.

Os modelos bilineares sao abordados nos Capitulos 4 e 5,
onde estudamos as condigoes de suficiencia para estacionarie-

dade assintotica dos modelos bilineares e as expressoes para



a variancia e covariancia sao obtidas. As condigoes de inver-
tibilidade sdo também tratadas.

No Capitulo 2 abordamos, inicialmente, alguns conceitos
fundamentais sobre modelos lineares de séries temporais.

No Capitulo 3, apresentamos a classe geral de mode los nao
lineares, chamados modelos de estados dependentes, os quais in
cluem os modelos bilineares, autoregressivos ''threshold" e au
toregressivos exponenciais como casos especiais e que permitem
uma maior flexibilidade na caracterizacao da estrutura nao 1i
near.

Finalmente, no Capitulo 6, consideramos a identificacgao
de sistemas polinomiais no dominio de freqliencias. O problema
de estimacao de parametros de modelos bilineares também € con

siderada e uma aplicacao é apresentada.



CAPTTULO 2

MODELOS LINEARES

2.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo apresentamos brevemente a teoria padrao de
modelos lineares de séries temporais, que serao utilizadas no
desenvolvimento dos modelos ndo lineares nos capitulos seguin-
tes. Conceituam-se processos estocasticos e séries temporais e
mostram-se casos particulares dos modelos lineares estaciona-

Ti0Ss.
2.2 - DEFINIGOES

Definicao 2.2.1 - Seja T um conjunto arbitrario. Um processo es-

tocastico € uma familia = {X(t,w), t € T, w € @}, tal que,

para cada t € T, X(t,w) ¢& uma variavel aleatoria definida num

H
o]
[t}

espaco de probabilidades (Q,A,P). Se T {0,¥1,+2,...}, tem-

=
I

se um processo de tempo discreto, se T (=0, +) , tem-se um

processo de tempo continuo.

Definicdo 2.2.2 - Seja X={X(t,w), t€T, w€Q} um processo estocas

tico definido num espaco de probabilidades (f,A,P).
Para cada o fixo, X(t,w) € uma série temporal, isto ¢, uma

particular realizacao de wum processo estocastico.



De aqui por diante denotaremos um processo estocastico por

X={X(t), t€T}.

Definicao 2.2.3 - Um processo estocastico X = {X(t), t€T} diz-se

estritamente estacionario (ou fortemente estacionario)

a

distribuicdo conjunta de (X(tl), X(tz),..., X(tk)) ¢ identica

'a distribuicao conjunta de (X(t1+h),..., X(tk+h)), para quais

quer t,..., tk’ h de T. Ire

(V4

= /7 5
Segue-se, entdo, que os momentos Yordem maior, tal como

ExMe) . xMe-p) . xP(t-q) ]

sao funcoes somente de p e q ¢ nao de t.

Definicao 2.2.4- Um processo estocastico X = {X(t), t€T} diz-sec

. - . a v - G
estacionario de 2. ordem (ou fracamente estacionario) sc:

i) E [X(t) J=u(t) = constante, ¥ t€T;
ii) E [X?(t) J< =, também constante, ¥ t€T;
iii) Cov [X(t), X(s) ] =C(t,s) € funcao apenas de t-s.
A partir de agora, denominaremos a este tipo de processos

plesmente de processos estacionarios.

Definicao 2.2.5 - RUIDO BRANCO DE SEGUNDA ORDEM (RBSO)

Uma série {n(t); t=0,+1,+2,...}, tal que

E[(®)7] =0, E[n*(0)7] =02, E[n(tn(s) ] =0, V tfs

2
n
- - . ~ . -

¢ chamada ruldo branco. Assim, ndo existe relacionamento

near entre Ny € 05 valores prévios da serie.

sim

1i-



Definicao 2.2.6 - RUTDO BRANCO ESTRITO

Una sequencia {e(t), t=0,+1,+2,...} de variaveis alea-
torias independentes e identicamente distribuidas (ndo neces-
sariamente, mas, usualmente com distribuicdo normal de média
zero e variancia constante o2) é chamada ruido branco estrito.

Claramente um ruido branco estrito é RBSO mas nao neces-
sariamente o contrario.

A partir de agora, denominaremos a este tipo de processo simples

mente de ruido branco e usaremos a notacao e(t).
2.3 - PROCESSO LINEAR GERAL

A forma mais simples de uma série temporal & aquela gera
da pelo processo ruido branco estrito.

Porém, uma serie temporal geral, {X(t)}, tem sua estrutu
ra mais complicada. A funcdo média de {X(t)}, particularmente
ut==E [X(t)] , experimenta mudangas com o tempo, na presenca
de tendencias e componentes sazonais. Essencialmente, a varia
¢ao em torno da funcdo média descrita pela serie {X'(t) =XCU~ut}
sera auto-correlacionada, isto &, em geral, havera correlacao
entre os valores de X'(t) nos diferentes pontos do tempo.

Quando estudamos uma série temporal geral, tentamos cons
truir um modelo que descreva a caracteristica da funcao media
e a dependencia ou correlacdo em diferentes pontos do tempo.
Supondo por simplicidade, que foram removidas todas as tenden

cias e componentes sazonais, podemos supor que a funcao média



de {X(t)} & igual a zero, ¥ t€ T . O proximo passo ¢, explicar
as propriedades de auto-correlacao da série a fim de poder en-
contrar algum tipo de relacionamento entre os valores passados,
. presente e futuros que reduz a serie a ruido branco. Assim. um
modelo para {X(t), t=0,%1,+2,...}, de um modo geral, € descri

to pela equacgcao da forma
h(..., X(t-2),X(t-1) ,X(t),X(t+1) ,X(t+2),...) = e(t) (2.3.1)

onde E(t) € um processo ruido branco estrito com média zero e
h(.) € um funcao dada.

A classe de modelos lineares gerais corresponde ao caso
em que h(.) &€ uma funcdao linear de, cee, X(t-1), (X(t) ,X(t+1),

...; em tal situacao (2.3.1) pode ser representada como

o]

L aX(t-j) = e(t) (2+35%)

j=-e

onde a; ¢ uma sequéncia de constantes. Na pratica, geralmente,
supomos que X(t) depende somente de seus valores passados, is

to €, a.__j =0, ¥ j<0, desta maneira (2.3.2) pode ser representa

da na forma unilateral

2 an(t—j) = ¢(t) (2.3.3)

j=0

Introduzindo o operador de translacdo para o passado, denota-
do por B e definido por BX(t) = X(t-1),..., BIX(t) =X(t-j), etc.,

(2.3.3) pode ser, agora, expressa na forma



a(B)X(t) = =(t) (2.3.4)

onde:

a(z) = J

a.7) . (2.3.5)
T

0

A equacao (2.3.4) pode ser resolvida para expressar X(t) como
uma fungao linear de valores passados e presentes de e(t), is
to €, o processo linear (2.3.4) é invertivel se a(B) conver-

gir para |B|<l. Desta forma invertendo (2.3.4), formalmente po

demos escrever
X(t) = a *(B)e(t) (2.3.6)

| ‘ ! - .
se a “(Z) € expresso como uma série convergente para |Z[<1 (is

to €, se a(Z) ndo possui zeros dentro do circulo unitario) po

demos escrever que
-1 - 2 = v J
a "~ (2) b0+b12+b22 + ... = jZobjz . (2.3.7)

Agora escrevemos X(t) explicitamente como

X(t) = ¥ b.e(t-j) (2.3.8)
j=0
ou
X(t) = b(B) e(t) (2.3.9)
onde
b(z) = ijj (2.3.10)

j=0

(teremos certamente, b(Z)==a_1(Z), ou b(Z)a(z) =1).



A equagao (2.3.8) proporciona uma formulacao alternativa
pafa 0 modelo linear geral, na qual, X(t) & expressa como uma
combinagao linear (em geral infinita) dos valores passados e
presente do processo ruido branco.

Algumas vezés € vantajoso interpretar (2.3.9) como a sé-
rie temporal gerada através de um filtro linear (ou sistema 1i
near), cuja entrada € a série ruido branco. Com esta interpre’
tagao, a fungdo b(Z) & chamada funcao de transferéncia do mo-
delo.

Observe-se que o modelo linear (2.3.8) (ou (2.3.3)) e com

pletamente determinado pela forma de b(Z).
2.4 - CASOS PARTICULARES DOS MODELOS L INEARES

Modelo Autoregressivo de ordem p: AR(p)

E o caso especial do modelo linear geral (2.3.3), onde a(Z)

e um polindmio de grau finito, isto &
6(Z) = 1+¢1z+...+¢pzp (2.4.1)
Entdo (2.3.3) se reduz a forma de AR(p) :
X(8) + ¢1X(t-1) + ...+ ¢ X(t-p) = n(t) (2.4.2)

onde n(t) & o ruido branco de 22 ordem com média zcro.
Este processo sera estacionirio se as raizes de ¢(z2) =
L+6¢,2+ ... +¢pr==0, estiverem fora do circulo unitario |Z|=1.

O processo € sempre invertivel.



= Qi =

Modelo de Medias Moveis de ordem q: MA(q)

E o caso especial de (2.3.8) em que b(Z) & um polindmio

de grau finito, isto &

0(2) = 1+elz+...+eqzq. (2.4.3)

Entao (2.3.8) se reduz a forma de MA(q):
X(t) = n(t)+—91n(t—1) +...~+eqn(t—q) (2:.4.4)

A condicao de invertibilidade para um processo MA(q) é que as

- e
raizes da equacao

0(2) = 1+elz+...+eqzq = 0

estejam fora do circulo unitdrio. O processo & sempre estacio

nario.

Modelo Misto Autoregressivo Médias Moveis de ordem (p,q): ARMA(p,q)

Se b(Z) € uma fungao racional da forma

1-+6124-...+e 74
b(z) = 4 (2.4.5)
1+ ¢ 2+ ...+q>pzp

diz-se que (2.3.8) & um modelo ARMA(p,q) da forma
X(t)+¢1X(t—1)+...+¢pX(t—p) = n(t)+61n(t-l)+...+6qn(t—q). (2.4.6)
Este modelo pode ser escrito na forma de operador como:

¢(B)X(t) = 8(B)n(t) (2.4.7)
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0 processo €& estacionario se as raizes de ¢(Z) =0 cairem
todas fora do circulo unitario e sera invertivel se todas as
raizes de 06(Z) =0 cairem fora do circulo unitario.

0 modelo mais geral ARIMA(p,d,q), o qual é estudado em de
talhes em Box § Jenkins (1970), corresponde ao caso onde o ope
rador ¢(B) em (2.4.7) contém um fator da forma (1—B)d.

Para maiores detalhes sobre os modelos citados, ver Box

& Jenkins (1970), Nelson (1973) e Anderson (1977).
2.5 - FORMA VETORIAL DO MODELO ARMA

A equacgao (2.4.6) pode ser reescrita como uma equagao ve
torial de diferengas de primeira ordem e esta forma vetorial e
conhecida como a forma de espago de estados (ou markoviana). As

sim, podemos reescrever (2.4.6) na forma

x(t) =0 x(t-1) +6n(t)

(2.5.1)

X(t) = H'x(t)

onde §(t)==(xl(t),x2(t),..., xn(t))' ¢ denominado vetor de es
tados, ¢ € a matriz do sistema, O a matriz de entrada e H' a
matriz de observacao.

Em geral, existem diversas formas de x(t), ¢, © e H' que
transformam a equacgao (2.4.6) na equacao (2.5.1). Da mesma for-
ma quando fixamos n, que e a dimensao do espaco vetorial de

x(t), podemos obter uma representacao equivalente para espaco

de estados, tomando uma transformacao similar x*(t)=T x(t), on



|
=
(§S]
I

de T € uma matriz nao singular arbitraria de ordem nxn: entao
(2.5.1) pode ser expressada na forma

x*(t) = o*x*(t-1) + 0*n(t)
- - (2.5.2)

X(t) = H*x*(t)

No entanto, um ponto im
portante € que (2.4.6) pode ser reescrita na forma (2.5.1) uti-
lizando o vetor de estados de diferentes dimensoes, isto €, o
relacionamento entre (2.4.6) e (2.5.1) nao proporciona um uni
co valor de n, salvo se forem impostas certas condigoes sobre
2, © e H, as quais possam garantir que x(t) nao contem compo-
nentes redundantes.

Geralmente, afirma-se que a equacao (2.5.1) proporciona
uma realizacao minimal (ou nao redutivel) de (2.4.6) quando ela
esta baseada num vetor de estados, x(t), com a minima dimensao
possivel e a dimensao de x(t) pode, entao ser chamada dimensao
do modelo (2.4.6). Se no momento pensamos em {n(t)} como uma
entrada fisicamente deterministica, ent@o o vetor estado no tem
po t, x(t), pode ser interpretado fisicamente como a minima
informagao contida na entrada passada, o qual junto com a en-
trada futura determina univocamente a saida futura; neste sen
tido, ele generaliza a nogao de um conjunto de condigdes ini-
ciais necessarias para determinar a solucao de uma equacao de

diferencas.
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Akaike (1974a, 1974b) da uma caracterizacao geomctrica bas
tante elegante desta nogao no caso de entrada ¢ saida estocas
ticas. Ele, inicialmente introduz o espaco preditor no tempo
t, R(t+/t-), definido como um espago gerado pelo preditor 1li-
near minimo quadratico de X(t), X(t+1),..., dado n(t), n(t-1),
... .A caracteristica mais importante deste espaco € que, quan
do o relacionamento entre X(t) e n(t) € descrito por uma equa
cao de diferencas de ordem finita, R(t+/t-) tem dimensao fini
ta, digamos n. Uma realizacao minimal pode agora ser construi
da escolhendo o vetor x(t) como um elemento da base de R(t+/t-).

Ha um nimero de formas canonicas para a realizacao mini

mal do modelo linear (2.4.6), as mais conhecidas sao:

i)
. _
0 -0,
0~y

0 1 0 -

o = ’
0 0 0 14y |

© = (8,1:0h 90000 03 1)

H' = (0,0, , 1)

onde n =max{p,q}, e ¢, =0, i>p, ej =0, j>q. (De fato, xn(t) =

X(t), e Xn_l(t), Xn_z(t),..., sao definidas exclusivamente em

termos de xn(t)).



ii) 9 = (1,817 ) erl"l)’
!_l’ = (l, O’ 5 O)
-0, 0 0
-0, 0 0
E}_ =
“bno1 d 1

onde n =max{p,q+l}, e ¢;=0, i>p, Bj =0, j>q.

Exemplo 2.5.1- Consideremos, agora, o modelo ARMA(2,1)

X(t) -0.5X(t-1) +0.3X(t-2) = n(t) -0.8n(t-1) (2.5.53)

Entao, (2.5.3) pode ser escrito na forma de espaco de estados

como :
xl(t) 0 -0.3 xl(t—l) -0.8
x(t) = = + n(t)
- xz(t) 1 0.5 xz(t—l) 1
(2.5.4)
X, (0
X(t) = (0,1)
x, ()

A equacao (2.5.4) e completamente equivalente a (2.5.3): enquan
to que (2.5.3) envolve dependéncia de duas etapas (assim, X(t)
nao ¢ markoviano), (2.5.4) envolve somente dependencia de uma

etapa, assim x(t) € um processo vetorial de Markov.



CAPTTULO 3

MODELOS NAO LINEARES EM SERIES DE TEMPO

3.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo faremos um breve resumo de alguns modelos
ndo lineares de séries de tempo. Consideremos uma classe geral
de modelos nao lineares denominados modelos de estados depen-
dentes, os quais incluem os modelos bilineares, autoregressi-
vos ""threshold" ¢ autoregressivos exponenciais como casos espe-

ciais.
3.2 -MODELOS DE ESTADOS DEPENDENTES

No capitulo anterior vimos que o modelo geral para a seé-
rie de tempo {X(t), t€T} satisfaz a equacgado (2.3.1). Com a fi
nalidade de motivar nossa discussao de modelos nao lineares,
sera considerado o caso onde a entrada e a saida sdo observa-
veis, isto €, consideraremos a série {e(t)} como uma entrada
fisica, mas conservaremos a interpretacdo estocastica de {e(t)}
e {X(t)}. Para um sistema nao antecipado (onde a saida presen
te nao depende da entrada futura), o relacionamento mais ge-

ral que podemos considerar entre entrada e saida e da forma

X(t) = h(e(t), =(t-1),...) (3.2.1)
=15~



= l() -
onde h(.) & alguma fungdo bem comportada, porém arbitraria. Se
ja t, um ponto fixo arbitrario de T. Supondo que h(.) é anali
tica, o lado direito de (3.2.1) pode ser expandido em serie de
Taylor em torno de h(e(to), e(to-l),...) na forma

* | o :
X(t) = h(e(t,),e(ty=1),...)+ —_—— (e(t-p)-e(t 1)) +
e(ty),e(ty-1) UZO [ﬁe(t—u):}t=t0 0

A [ 22 ] (e (t-w) € (tgm1) (£ (V) -2 (£g)) + ...
p=0 v=0 | de(t-p)oe(t-v) t=t0

Por sua vez, esta serie pode ser reescrita na forma de uma ex

pansao de Volterra, do tipo utilizado por Wiener (1958): par-

ticularmente temos

[e0) [ee]

X(t) =u+ Z gl.E(t—p) + Z Z 8 \'4 e(t-u) e(t-v) +
p=0 " p=0 v=0 "

© ® o (3.2.2)

' uzo VZO wzo G (W) e(t-v) e(t-w) + .

Alternativamente, assumindo-se que (3.2.1) é invertivel, isto

e, e(t) pode ser expresso como uma fungao de X(t), X(t-1),...,

entao podemos escrever

e(t) = h'(X(t), X(t-1), ...) (3.2.3)
e seguindo o mesmo procedimento anterior, obtemos uma expan-
sao dual da serie de Volterra (3.2.2),
e(t) = u'+ Xgalx(t—u)+ y g', X(t-WX(t-V+... . (3.2.4)
u=0 u=0 v=0 H
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(Assumimos, certamente, que os termos individuais e a serie co
mo um todo convergem em media quadratica).

A expressao (3.2.2) pode ser considerada como um esquema
nao linear de médias moveis e, correspondentemente, (3.2.4) co
mo um esquema nao linear autoregressivo. No entanto, do ponto
de vista de estimacao estatistica, estes modelos sdo extrema-
mente complexos e, em sua forma natural, o problema de estima
cdo € quase intratavel, pois ambos sdo de dimensdo infinita,
isto €, contém infinitos parametros. A pergunta que surge ago
ra € de como podemos reduzir o relacionamento ndao linear en-
tre {X(t)} e {e(t)} para um forma finito-dimensional, sacrifi
cando a generalidade o menos possivel. Uma aproximagao razoa-
velmente oObvia € truncar cada um dos somatorios do lado direi

to de (3.2.2) em algum limite finito, digamos ¢, assim

q q q
X(€) = u+ ] g oe(t+ ) )
u=0 =0 v=

(S e(t-) e(t-v) +... . (3.2.5)

De forma semelhanté podemos truncar cada um dos somatorios de
(3.2.4) num limite superior finito p; porém utilizando a ana-
logia com o modelo linear ARMA podemos pensar que obteremos uma
representacao mais economica se combinarmos ambas as formas,

obtendo-se

p p P
L el Xt e § o) gl X(te) X(t-v) bl =
u=0 p=0 v=0 "

q o (3.2.6)
= e e(tw+ ] Jg

=0 =0 v=0

- e(t-p) e(t-v) +...,
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com a qual estamos proximos ao tipo de relacionamento finito-
dimensional que estamos procurando. A equacao (3.2.6) pode ser

escrita em sua forma funcional geral como
hy (X(0),X(t-1), ..., X(t-p)) = h,(e(1),e(t-1),...,e(t-q)), (3.2.7)

0 que revela que o relacionamento de entrada-saida & expresso
somente em termos de valores finitos de entradas e saidas pas

sadas. De forma generalizada temos
X(t) = hS(X(t—l),X(t—Z),...X(t—p);e(t),e(t—l),...,e(t—q)) (3:2:8)

ou ainda
X(t) = hS(X(t—l),X(t—Z),...,X(t—p),e(t—l),...;e(t-q))'+€(t), (3.2.9)

desde que do lado direito de (3.2.8) & sempre possivel dectacar
e(t).

Supondo que a funcao hg(.) em (3.2.9) e analitica, pode-
mos expandir o lado direito de (3.2.9) numa série de Taylor em
torno de um ponto ty fixo arbitrario de T. Assim, utilizando

somente uma expansao de primeira ordem, obtemos

]

X(t) h3(X(t0—1),...,X(to-p),e(to—l),...,e(to—q)) +

-~

£, (e(t=1)) (X(t-40) - X (=) + (3.2.10)

D
!

n=1

+

q ;
Zlgu(§(t~l))(€(t-u) -e(tyw) +e(t),
u:
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onde x(t) denota o vetor estado x(t)=(X(t),...,X(t-p+1),e(t),
c..,e(t-q+l))"'e fu, 2, dependem das derivadas parciais de pri
meira ordem de hS(')' Podemos, entao, reescrever (3.2.10) na
forma

q

P
X0+ ] 45 &(-DIX(E) = uC(e-1)+ |

P, (x(t-1))e(t-j)+e(t) (3.2.11)
j= j=1 )~

1

Este modelo € denominado modelo de estados dependentes de on-
dem (p,q) .

Observamos que este modelo possui uma interpretacdo sim-
ples e interessante como um modelo ARMA localmente linear, no
qual a evolugao do processo no tempo (t-1) & governado por um
conjunto de coeficientes AR'Mj}, um conjunto de coeficientes
MA {wu}, e uma média local u, todos eles dependentes do esta-
do do processo no tempo (t-1).

Um desenvolvimento mais detalhado do assunto pode ser en

contrado em Priestley (1980).
3.3 - MODELOS BILINEARES

Foram introduzidos e utilizados inicialmente na Teoria de
Controle: Molher (1973), Brockett (1976). Suas aplicagoes a mo
delagem de séries de tempo foram discutidas por Granger § An-
dersen (1978), Priestley (1978), Subba Rao (1978, 1980, 1981).

Denotaremos as series sob estudo por {X(t), t=0,+1,+2,...}

Definicao 3.3.1~ Umaserie de tempo X(t) que satisfaz a equacgao

de diferencas
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q P (
X(t) + E a.X(t-j) = 2 c.e(t-1) + 2 f bekX(t—e)E(t—k), (3.3.1)
j=1 7 i=0 ! e=1 k=1

onde e€(t) € o processo ruido branco estrito e c0=1, ¢ denomi-
nada modelo bilinear. O modelo (3.3.1) sera denotado por BL(p,
q,P,Q) .

Observamos que (3.3.1) & um caso especial de (3.2.11), es
pecificamente, aquele onde u(x(t-1)) =0, {¢j(§(t—1)}sﬁo cons-

P
tantes e ¥.(x(t-1)) =c.+ ) b_.X(t-e), j=1,...,q.
j § 7 gy o

Se todos os coeficientes bek em (3.3.1) sao iguais a ze-
ro, entao obviamente (3.3.1) reduz-se ao esquema familiar (1i
near) ARMA.

Uma propriedade importante destes modelos, dentro do con
texto de ajuste de modelos a séries de tempo, ¢ que apesar de
envolver somente um numero finito de parametros, eles podem,
sobre um intervalo finito de tempo, aproximar com um grau ar-
bitrario de precisdao qualquer relacionamento ndo linear geral
entre {X(t)} e {e(t)} (Brockett (1976), Sussman (1976)).

Achamos conveniente citar algumas sub-classes do modelo

bilinear geral.

i) Se q =0, diz-se que o modelo € homogéneo na série de sal
da X(t), enquanto que se p =0, diremos que temos homoge-
neidade na série de entrada e(t).

ii) Se p=q=0, tal que
p

X(t; = ) % bek X(t-e) e(t-k) +e(t) (3.3.2)
e=1 k=1
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diz-se que o modelo & completamente bilinear.
Estes modelos serao discutidos com alguns detalhes nos ca
pitulos seguintes, onde apresentaremos condigoes de estaciona

riedade e invertibilidade.
3.4 - MODELO AUTOREGRESSIVO "‘THRESHOLD"

Este modelo foi introduzido por Tong(1978) e Tong & Lim
(1980) no estudo da teoria de vibracoes nao lineares. Aqui,
apresentamos o modelo na sua forma escalar.

Seja {ro,rl,...,re} um subconjunto linearmente ordenado
de numeros reais, de tal forma que, r0<r1<...<re, onde ryer,

sao considerados como sendo -= e +o, respectivamente. Assim,

este conjunto define uma partigao da reta R, isto e,

R = Ry UR,U...UR
e

2

- i : (p) _
onde Ry (ri_l,rij , i=1,...,e. Seja Rj = RXRX...XRﬂ%XRX.HXR
o conjunto cilindrico no produto cartesiano de p linhas retas

sobre o intervalo Rj'

Definicao 3.4.1 - Um modelo autoregressivo "Threshold'" de ordem

p € definido por

P .
x(r) + ¥ allx(e-i) = U)oy, (3.4.1)
is1

sempre que §(t—1)= (X(t-l),...,X(t—p))'(3R§p) e com a condi-
cao de que X(t—d)EERj, j=1,2,...,e.

Observamos que (3.4.1) & um caso especial de (3.2.11) on
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de ijO (Vj), u(§(t—1))= 0 e q%j(§(t—l)) = a§iJ se §(t—]) € Rgp).

A idéia basica da classe de modelos autoregressivos 'thres-
hold" e a linearizacao por pedacos de modelos nao lineares so
bre o espago de estados pela introdugcao dos '"threshold" {ro,

rl,...,re}; assim estes modelos serao localmente lineares.

Uma propriedade interessante destes modelos &€ que, sob
condigoes adequadas, eles podem dar maior elasticidade ao com
portamento do chamado ciclo Limite - caracteristica bastante
conhecida no estudo das equacgoes diferenciais nao lineares (ver
Tong¢fi978)). Conseqllemente, eles formam uma classe interessan
te de modelos nao lineares os quais sao utilizados, em parti-
cular, para descricao de dados ciclicos.

Outro modelo nao linear com caracteristicas muito seme-
lhante ao anterior, foi introduzido por Ozaki (1981). Este mo

delo chamado modelo autoregressivo '"threshold'" nao linear de

ordem p, é definido como

¢1X(t-1)+...+¢pX(t—p)+ e(t), se [X(t-1)|=zT

X(t)

i

(3.4.2)
fl(X(t—l))X(t—1)+...+fp(X(t—]))X(t~p)+E(t), se |X(t-1)|<T

i i i) T4 ’ :
onde fi(x) =¢( )-+ﬂ{1)x-*...-+ﬂ£1)x e fi(F)==¢i, =1, e el
Para maiores detalhes ver Ozaki (1981).

3.5 - MODELOS AUTOREGRESSIVOS EXPONENC!AIS

Foram desenvolvidas por Haggan § Ozaki (1980, 1981) como
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tipos de modelos de séries de tempo que exibem certas caracte
- . « ~ . ~ _ ! - <
risticas bem conhecidas da teoria de vibracoes aleatorias nao
lineares, tal como dependencia de amplitude - freqllencia, fe-
nomeno de salto e comportamento de ciclo limite. O modelo au-

toregressivo exponencial de ordem p € definido como:

X(t) + (¢1-+wle'YX2(t‘1)) X(t-1) + ... +

(3:5.1)
o’ 2 —
+ (o +m e Xy yiep) = 6o
P P
onde ¢1,..., ¢p’ Tyseees ﬂp, Y sao constantes.
Observe-se também, que (3.5.1) é um caso especial de

(3.2.11), aquele onde wj=0 (Vj), u(x(t-1))=0 e ¢j(§(t—1))=¢j+

— 2 —
m.e YO (e 1), J=l,ee., P

Este modelo pode ser considerado como extensao do modelo
autoregressivo linear no qual o j-ésimo coeficiente as, ¢ uma
funcido exponenéial de X%(t-1).

Finalmente, seguindo a analogia com o modelo linear ARMA,

temos o seguinte modelo exponencial

X(t) = (e ™ D) xeeye gy m D) (e -
(3.5.2)
. (01+T16‘sz(t“1)) e(t-l)-...—(eq+qu“YX2(t‘1)) e(t-q) +e (1) -

A estimativa dos parametros, procedimento de identifica-

cao e algumas aplicacdes sao discutidas em Ozaki & Haggan (1980)

¢ 0zdaki (1980) .



CAPTTULO 4

MODELOS BILINEARES

4.1 - INTRODUGAO

Com o objetivo de estudar sistematicamente a teoria ge-
ral de modelos bilineares de séries de tempo, inicialmente con
sideraremos a forma vetorial destes modelos. As condicoes de
estacionariedade e as expressoOes para a covariancia do modelo
BL(p,0,p,1) sao estudadas na seccao (4.4) e a condicao de in-

vertibilidade & considerado na seccdo (4.5).
4.2 - DEFINICOES E RESULTADOS PREL IMINARES

Definicao 4.2.1 -~ Uma matriz J(c,k) de ordem kxk dada por

-

J(c,k) = |1 1 . 8 (4.2.1)

0 c

¢ chamada matriz de Jordan.

Definicao 4.2.2 = A matriz J de ordem mxm particionada na forma

-24 -~
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J; 0 0
8 Ty eec O

J= 1. . : (4.2.2)
LQ o _{1(_4

onde cada Ji (i=1,...,k) € uma matriz de Jordan; denomina-se

forma canonica de Jordan.

Teorema 4.2.1 -Seja A uma matriz de ordem mxm com valores carac

teristicos A;, cada um de multiplicidade p; (i=1,...,k). En-

- .. . . & -1
tao, A e similar a uma matriz de Jordan, isto e, J=P AP, on

de P & uma matriz ndo singular e cada J; em (4.2.2) & uma ma-

triz P %Py da forma

.1 0 0
1
0 A 0
1
45 T
|
1
A
S— 1__

_ . . . n
Teorema 4.2.2 - Seja A uma matriz de ordem mxm. lim A" =0 se e
- n-»e -

somente se |A|<1 para todo valor caracteristico A de A.

[ee]

- = iyt =
Teorema 4.2.3 - A serie z A" converge se e somente se lim A"=0,
) n=0 n-roco -

No caso em que a série converge temos

(4.2.3)
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A= (1-m) 7t

o~ 8

Corolario 4.2.1 - se ¢ somente se |A]<1 para to-

n=0
do valor caracteristico A da matriz A.

Teorema 4.2.4 - Seja a equacao vetorial de diferencas Y(t) =A Y(t-1),

sob a condig¢do inicial Y(a) =C, onde A € uma matriz ndo singu
lar de ordem mxm e C um vetor m-dimensional; seja Y(t)=P E(t)
um novo conjunto de vetores com P ndo singular. Entdo Y(t) e

solugao de Y(t) =A Y(t-1) com Y(a) =C se e somente se [(t)
1

g'lg(t) € solugdo de E(t) =P

_P__lg_ e J & a forma candnica de Jordan.

APE(t-1) = JE(t-1), onde E(a)=

Definicao 4.2.3 - Seja A uma matriz de ordem mxm. Definimos o raio

espectnal de A como
p(A) = max {|r,(A)]) (4.2.4)
i

onde ki(A) € o i-ésimo valor caracteristico de A.

Definicao 4.2.4 - Seja A.j (j=1,...,m) a j-esima coluna da matriz
é=[aijj N— Entao podemos definir o vetor coluna de A deno-

tado por vec(A) como

vec (A) (4.2.5)

‘m

Definicao 4.2.5 - Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem mxm.

O produte de Kroiniecker A®B, o qual & de ordem m?xm? & defini-



do como a matriz
A®B ~-[a; B] (4.2.6)

O produto de Kronecker satisfaz as seguintes propriedades

i) (A®B)(C8D) = (AC)8 (BD) (4.2.7)

ii) (AeB)” !l = A"lep? (4.2.8)
iii) (A+B)®C = A®C + BO®C

- - - T T T (4.2.9)
D®(A+B) = D®A + DOB

iv) A® (B®C) = (A@B)®C (4.2.10)

Agora damos dois resultados que relacionam vec(A) e o pro

duto de Kronecker (ver Neudecker (1969)).

Teorema 4.2.5 -

i) vec(A B C) = (C'"®A) vec(B) (4.2.11)
ii) vec(A B) = (I®A) vec(B) = (B'®I) vec(A) = (B'®A) vec(l) (4.2.12)

4.3 - FORMA VETORIAL DO MODELO BILINEAR BL (p,q,P,Q)

Consideremos o modelo bilinear geral BL(p,q,P,Q) dado em

(3.2.1), isto e,

p q p
X(t) + ¥ a X(t-j) = Y c.oe(t-j) + ) gbkxue)avm (4.3.1)
1 =0 e=1 k=1 ©

j‘.ﬁ J=O

onde co=l e e(t) € o processo ruido branco estrito com média

zero e variancia o%. Seja m=max {p,P}. Definamos as matrizes
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-a, -a, = b1j sz 5 bmj
1 0 0 0 0 .. 0
A = . . . . Ej = . . . , (3=1,2,...,QQ

0 0 10 0 0 0 J
= - 1=
= _
1 Cl cq
0 0 0
o ,
0 0 0

e H' = (1,0,...,0) ,» X' (t) = (X(t),X(t-1),...,X(t-m+1)), €' (t)=
(e(t), e(t-1),..., e(t-q)). (De fato, ai=0, se i>p e bij=0,se
i>P) .

Com estas notagoes podemos escrever o modelo (4.3.1) na

forma vetorial

Q
x(t) = Ax(t-1) + Ce(t) + | B, x(t-1) e (t-j)

j=1
X(t)

1l
E:
| %
~
(—f
p—

(4.3.2)

Definicao 4.3.1 - 0 modelo (4.3.2) & denominado forma vetorial do

modelo bilinear BL(p,q,P,Q).

Exemplo 4.3.1 - Consideremos, agora, o modelo BL(p,0,p,q) dado

por

.

q
) bek X(t-e) e(t-k) + e(t) (4.3.3)
] =

) p
a X(t-j) = )
=1 k=1

p
X(t) + ¥
=1 e=
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Logo as matrizes anteriores sao definidas como

B B p
1 0 0
A = : ;
0 0 1 0 |
(4.3.4)
b,. b,. ee. b_.T]
1j 2] PJ
0 0 ees 0
Ej = . . . , (J=1,2,...q)
| 0 0 0 |
e £'=(1,0,0,...,0)1xp, H* = (1,0,...,0)1Xp, x'(t) = (X(t), ...,

Entao a forma vetorial do modelo bilinear BL(p,0,p,q), de

notada por VBL(p,q), &

q
X(t) = A x(t-1) + ] By x(t-1) e(t-j) + C e(t)
J=1 (4.3.5)
X(t) = H' x(t)
Exemplo 4.3.2 ~ Consideremos uma série temporal representada pe

lo modelo BL(p,0,p,1),

p p
X(t) + § a; X(t-j) = ( Zb.l X(t-3)) e(t-1) + e(t) (4.3.6)
j=1 J j=1 J

Definindo a matriz A, os vetores C, He x(t) como em (4.3.4)

e a matriz B por



b11 b21 - bpl
0 0 0
B = . . . , (4.3.7)
0 0 0
= — pPXp

a forma vetorial do modelo bilinear BL(p,0,p,1), denotada por

VBL(p) , € dada por

x(t) = A x(t-1) + B x(t-1) e(t-1) + C e(t)
(4.3.8)

X(t)

1]

H' x(t)

4.4 - EXPRESSOES PARA AS COVARIANCIAS E ESTACIONARIEDADE DO MODELO BILI-

NEAR: BL(p,0,p,1)

Nesta seccgao consideraremos as condigoes para estaciona-

riedade assintotica da série de tempo X(t) que satisfaz a equa
cao (4.3.8).

Para o modelo (4.3.8) temos

E[X(t)] =H'" E[x(t)] (4.4.1)

Cov [X(1) ,X(t+s) ] = B{ [X(£)-EX())] [X(t+s)-E(X(t+s))] '}
= BE{[_H' x(t)-H" Ex(t))7] [ H x(t+s)-H'E(x(t+s)) | '} (4.4.2)

= H' B{Cx(0)-E(x(t)] [x(t+s)-E(x(t+s))] '} H

Na discussao seguinte supomos que e(t) & um processo rui



= 3] -

do branco estrito com distribuicao N(0,0%). Assim, obteremos
expressoes para a meédia e covariancia do processo xi L) .
Sejam

B(t) = B[ x(t)] , V(t) = E[ x(t) x' ()]

S() =ECx(Mx' (1) e(0)], WD) = E[x(0) x' (1) ()]

Aplicando esperanca em ambos lados de (4.3.8) e observando que

E [x(t) e(t)] = 0% C, obtemos
u(t) = A u(t-1) + 0% B C (4.4.3)

Entao pelo Corolario (2.1) de Miller (1968; pag.l8) te-

-

mos que a solucao da equagao de diferencas (4.4.3) &

u(t) = A" u(o) + Oz(till_\j) B C (4.4.4)
j=0

Se B=0 e u(0) =0, entao u(t) =0, ¥ t20 e, consequentemente,
neste caso nenhuma condigdo sobre a matriz A é necessiaria pa-
ra a estacionariedade de primeira ordem. Caso contririo, se-
gundo o teorema (4.2.3), uma condicdo suficiente para que
%ig [ At E(O)'*ochgzéj) B C ] seja finito é que p(A)<1. Sob
esta condicao o Vai;r da media u, segundo o teorema (4.2.3), &

entao dado por

p=o2(1-A"13s ¢ (4.4.5)

Assim, o processo (4.3.8) & estacionario de primeira ordem se

p(A)<1.
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Por outro lado, do processo (4.3.8), temos
E[(x(t)e(t+l) ] =0, E[ x(t) e(t) e(t+1) ] =0
Também de (4.3.8) obtemos

V(t) = A V(t-1) A" +A S(t-1) B'+B S(t-1) A' +
(4.4.6)
+ B W(t-1) B' +02C C'

onde

S() =02 C p'(t-1) A'+0"C C' B'+o?A u(t-1) C'+a"BCC' (4.4.7)

W(t) = o® AV(t-1) A'+0®B S(t-1) A'+ 0® A S(t-1) B' +

(4.4.8)
+ 0% BW(t-1) B'+ 30" C C' = 0% [V(1) + 20° C C']]

Para obter a expressao de S(t) e W(t), utilizamos o fato
.que o processo {e(t)} € Gaussiano com E [e(t) | =0, E[e*(t)]=
o?, E[e"*(t)] =30". Os calculos anteriores sdo todavia vali-
dos se e€(t) nao € Gaussiano, mas neste caso devemos supor que

e(t) admite momentos de quarta ordem finitos.

De (4.4.6) e (4.4.8) temos
V(t) = AV(t-1) A'v 02 B V(t-1) B'+ A S(t-1) B' +

(4.4.9)

+BS(t-1) A'+ 26" BCC' B'+ 02 C C'
Agora, supondo que o processo {x(t)} ¢ estacionario de pri

meira ordem, temos u(t) =u e S(t) =S, ¥ t€T, onde

§=6"Cu A +o"

|0

C'B +o® AuC' +0*BCC  (4.4.10)
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Entao a expressdo (4.4.9) pode ser escrita como

V(t) = AV(t-1) A" + o® B V(t-1) B' + A, (4.4.11)

onde

by =A

|n

B' +BSA' +20"BCC' B +0% CC

Utilizando a notagdo de (4.2.5), podemos escrever (4.4.11)

como
veclV(t)} = [(A® A + o BB ]. vec{V(t-1)} + vec{A} (4.4.12)

Esta € uma equacao de diferengas de primeira ordem en

vec{V(t)} e a solugio, segundo o Teorema (3.2) de Miller (1968;

-

pag. 25), e

vectV()} = § [CA@A+ o> BOBT] I vecla,)  (4.4.13)

o~ 8

j=0

Entao, para que a solucdao de vec{V(t)} seja convergente &

suficiente (segundo o Teorema 4.2.3) que
p(A®A + 0% B®B) < 1. (4.4.14)

Esta €& uma condicdo suficiente para que o processo x(t)

gerado por (4.3.8) seja assintoticamente estacionario de se-

gunda ordem.

Em resumo temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.1- Se p(A)<1 e p(A®A + o> B®B)<1, entdo existe um

processo estacionario X(t) satisfazendo (4.3.8) e univocamen-

te determinado por
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®
X(t) =e(t) +H' ] [ mw{A+B e(t-k)} ] Ce(t-j)  (4.4.15)
j=1 k=1

Demonstracao - Segundo o Teorema (1.1) de Miller (1968), temos

que a equacgao de diferencas
x(t) = [[A +e(t-1) B] x(t-1) + C e(t)

tem uma Unica solucdao da forma

o j
x(t) = Y [ m{A+B e(t-k)}] C e(t-j) +C e(t) (4.4.16)
j=1 k=1

multiplicando ambos os lados de (4.4.16) por H' obtemos (4.4.15)

Exemplo 4.4.1 - Consideremos o modelo BL(1,0,1,1) dado por

X(t) = a X(t-1) + b e(t-1) X(t-1) + e(t) (4.4.17)

0 processo & estaciondrio se |a|<l e a?+ o%b%<1l, logo do Teo-
rema (4.4.1) existe um processo estacionario X(t) satisfazen-

do (4.4.17) e univocamente determinado por

@ j
X(t) =e(t) + ) [:'n {a+b e(t-k) | e(t-j) (4.4.18)
j=1 k=1

onde a série do segundo membro converge em média quadratica. A
prova desta convergencia ¢ facilmente obtida utilizando o Cri
téerio de Cauchy.

Calcularemos agora, as expressOes para a variancia e co-

variancia do modelo (4.3.8) supondo que a condicdo (4.4.14) &

valida:
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Seja V = E[ x(t) x'(t) ] ; entdo de (4.4.11) temos

V=AVA +0g2BVB' +A (4.4.19)

1 b

a qual pode ser resolvida explicitamente desde que a equacao

(4.4.19) seja linear em V. Por outro lado, de (4.3.8) temos

E[x(t+1) x' (0] =AE[x(®) x'()] +BE[ x(t)x'(t) ()]

“AV+BS (4.4.20)
e para s>1
ECx(t+s) x' ()] = AT Ex(e+D) x' (0] +
(4.4.21)
s-2 .
+o2(J AN BO W
j=0

Seja C(s) =E{ [ x(t+s) - p ] [ x(t) - u] ' }. Logo paras=0
temos C(0) =E [ x(t) x" ()] -p u' =V-pu' ou V=C(0) +yu pn' ;

substituindo esta expressao em (4.4.19), temos

C(0) = AC(0) A" + o® B C(0) B' + A, (4.4.22)
onde
By=0®Buw B +Auyu A +ASB +BSA +
+20"BCC' B ' +0*CC' -y
Prosseguindo da mesma maneira obtemos
C(1) = A C(0) + Aq (4.4.23)
C(s) = AC(s-1) = ASL (1), (s=2,3,4,...) (4.4.24)

onde



Ag = App' +BS-pp’

Resumindo, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.4.2 - Suponha que existe um processo estacionario X(t)

satisfazendo (4.3.8). Entdo a média m=E [ X(t) | e a covarian

cia y(s) =cov [ X(t), X(t+s) | do processo X(t) sao dadas por

m = o2 5'(1-5)‘1§9=L2%1—, (4.4.25)
v(0) = H' C(0) H (4.4.26)
y(1) = H' C(1) H, (4.4.27)
y(s) = H' C(s) H, (5=2,3,4,...) (4.4.28)

Exemplo 4.4.2 - Consideremos o modelo (4.4.17)

X(t) = a X(t-1) + b X(t-1) e(t-1) + e(t)
A média deste processo, segundo (4.4.25), é

E[x(t)] = 220 (4.4.29)

2
1-

o8]

2bo*

De (4.4.10) temos que S T-g4 >

logo

A, = 02-+2b20“-+b20“P-b202+a2_1 ¥ 43:}
2 L (1"3) 2 1-a
]_ 1 = 2.2 ]
c(0) = __;"dj;V_VAz 5 02+2b2g4+b20" { b%e” 3&-1}-J
1-a%=b*¢? l1-a®-b%0? L (1-a)®2  1-a
_ b?g"
A3 =

1-a
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b2g"
1-a

C(1) = a C(0) +

Portanto, substituindo estas expressoes em (4.4.206), (4.4.27)

e (4.4.28) temos

1 2 2, 4,2 4 b0? 3a-1y
¥(0) = ————[0*+2b%c"*+b%c" { + Y], (4.4.30)
1=a%-g2h*? (1-a)2 1-a
2 4
y(1) = a y(0) + 229" (4.4.31)
1-a
Y(s) = a y(s-1) = a1 y(), (s=2,3,...) (4.4.32)

Observacao 4.4.1 - Se as matrizes A, B e H sdo da forma (4.3.7),

obtemos de (4.4.24) a equacao recursiva
Y(s)-+a1 y(s-1) + ... +a.p y(s-p) = 0, ¥ s22 (4.4.33)

Estas equacgdes sao iguais as equacoes de Yule-Walker pa-
ra um modelo ARMA(p,1) (ver Box § Jenkins, 1970). A conclusdo
mais importante que se pode obter da analise anterior & que o
modelo bilinear BL(p,0,p,1) tem a mesma estrutura de covarian
cia que os modelos ARMA(p,l) e assim ndo podemos distinguir um

modelo linear de séries de tempo de um modelo bilinear.

Exemplo 4.4.3 - Consideremos o modelo ARMA(1,1) da forma

X(t) = ¢ X(t-1) +e(t) +0 e(t-1), |¢|<1, |o]<1 (4.4.34)

onde €(t) € o ruido branco estrito com média zero e variincia

0?2

Invertende a parte autoregressiva do modelo (4.4.34) obte



mos

X(t) = ) a(j) e(t-j)
j=0
onde
a(0) =1, a(l) =¢+06, a(e) =¢e'1(¢+e), e=2.3,...

E[X(0)] =0, E[X2(t)] =0? + o? Le)zz - ¢ (0)

¢($+6) *02
Y(1) = E[X(t) X(t+1) ] = ($+6)0? + e
- ¢

Y(s) = ¢ v(s-1), s=2,3,...

Em outras palavras, os modelos ARMA(1,1) e BL(1,0,1,1) satis-

fazem as mesmas equagoes de Yule-Walker.
L.5 - INVERTIBILIDADE DO MODELO: BL(p,0,p,1)

Para que um modelo de séries de tempo seja usado coma fi
nalidade de previsdo € necessario que seja invertivel. A in-
vertibilidade de modelos lineares de séries de tempo foram dis
cutidos por Box § Jenkins (1970); Recentemente Granger e Andersen
(1978c) deram uma definicdo de invertibilidade, a qual pode ser

aplicada tanto a modelos lineares como a nao lineares.

Definigao 4.5.1 - Seja X(t) uma série de parametros discretos ge

rada por uma equacao de diferencas da forma

X(t) h(X(t=j), j=1,...,p; €(t-j), j=1,...,q) +(t) (4.5.1)

onde h(.) & uma funcao dada. Supomos que q valores iniciais pa



™
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ra a seqliéncia e(t) sao também dadas, isto e, e(j)==Ej, j=-q+

1,...,0; seja €(t) um estimador de €(t) dado por
E(t) = X(t) -h(X(t-j),j=1,...,p; €(t-j).j=1,....q) (4.5 .2)

onde €(j) =¢e(j) para j<0.

0 modelo (4.5.1) & Lnventivel se
%im E{[E(t) -~e(t) ]J*} =0, (4.5.3)
00

quando o modelo e os parametros sdo completamente conhecidos.
Usando-se esta definicao, obtemos uma crndigao suficien-
te de invertibilidade do modelo BL(p). Seja e(t) um estimador

de e(t) que satisfaz a equacao de diferencas (4.3.8), isto ¢,

X(t) =H'" A x(t-1) +H' B x(t-1) €(t-1) +H' C (1) (4.5.4)

Subtraindo o valor estimado (4.5.4) do valor original

(4.3.8) obtemos

H' C G(t) = - H'" B x(t-1) G(t-1) (4.5.5)
onde G(t) =e(t) -e€(t). Assim, temos a equagao de diferengas ho
mogeneas

Z(t) = a(t) z(t-1) (4.5.6)
. H' B x(t-1) | ?
onde Z(t) =G?(t), a(t) = . A solucao de (4.5.6)
H" C
e
t
Z(t) = g ™ a(j) (4.5.7)
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onde 90 € uma constante que podemos tomar igual a um. Entao,
utilizando o fato de que a meédia geométrica de um conjunto de

variaveis positivas & menor que a media aritmética, temos
1 t t
) < [ Tal)| (4.5.8)
J:l =

Supondo que o processo x(t) seja ergodico, temos que

t

Entao, aproximadamente, de (4.5.8) obtemos

E[G2(t)] < [E(a(s)]*" (4.5.9)

H' B x(s)7] *
onde a(s) =| —— . Aplicando limite a ambos lados de
H' C

(4.5.9) temos

Lim E{G* ()} < lim [E{a(s)}] o (4.5.10)

O termo do lado direito da desigualdade tende a zero quan

do t»w se Ef{a(s)}<l, o qual implica que
H' B E{x(s) x"'(s)} B' H < (H' C)? (4.5.11)

Assim, (4.5.11) é uma condigdo suficiente para invertibilida-

de do modelo VBL(p).

Exemplo 4.5.1 - Se¢ja o modelo BL(1,0,1,1)
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X(t) = a X(t-1) +b X(t-1) e(t-1) +e(t)
De (4.4.19) obtemos

4ab?c"

= g% % Zb%e" + S

By

1
E i = ¥ = Ay =
Lx(8) 27 ] = 1-a2-g%b% 1

2 .4
S — [:02+2b26“-+£%379— ]
l1-a2-0%2b? 4

Entao, segundo (4.5.11), o modelo ¢é invertivel se
2b*c"*(1+a) + 2b2%02(1l-a) + (a%-1)(1l-a) <0 (4.5.12)

Neste caso, a solugao da equacao de diferencgas em e(t) &

e(t) = X(t) - a X(t-1) +
. ] (4.5.13)
+ {-b X(t-7)} X(t-j) - a X(t-j-1
jzl[kzl (t-3) ] [X(t-3) - a X(t-j-1)7]



CAPTITULO 5
ALGUNS MODELOS BILINEARES PARTICULARES
5.1~ INTRODUGAO

Neste capitulo consideramos a analise estatistica de al-
guns tipos de modelos bilineares. Nas secgoes (5.2) e (5.3)
introduzimos as condigoes de estacionariedade e expressoes pa
ra a covariancia do modelo bilinear diagonal e triangular in-
ferior. Finalmente, na seccao (5.4) consideramos as condigoes
de estacionariedade para um particular modelo bilinear trian-

gular superior.

5.2 ~ ESTACIONARIEDADE E EXPRESSOES PARA COVARIANCIAS

DO MODELO BILINEAR DIAGONAL: BLD(p,p)

DEFINIGAO 5.2.1 -~ Dizemos que uma série X(t) & um processo bi-

Linearn diagonal se X(t) satisfaz a equacao de diferencas

D
X() + § axee-j) = |

b.X(t-j)e(t-j) +e(t) (5.2.1)
j=1 j=1

1

onde e€(t) € o processo ruido branco estrito com distribuicao

N(0,02%).

0 modelo (5.2.1) € denotado por BLD(p,p). Definindo as
-42-



matrizes:
pe = = i 0 0]
a, a, aPT bJ
1 0 0 0 0 0
A = ) B. = 5 (5.2.2)
= =]
L 0 0 ees 1 0 | L 0 0 ... 0]

(j=1,2,+..,p) € x(t), H e C sao definidos como no Capitulo 4,

podemos escrever o modelo (5.2.1) na forma vetorial

x(t) = Ax(t-1) + E B.x(t-j)e(t-j) +Ce(t),
) B = (5.2.3)
X(t) = H'x(t).
Sejam
u(t) =

ECx(t)1, V(t) = BLx(t)x'(t)]

S(t) Elx(t)x'(t)e(t)d, W(t) = Elx(t)x'(t)e?(t)]

Aplicando esperanca a ambos os lados de (5.2.3) e obser-

vando que E[x(t)e(t)] =0%C, temos

p(t) = Au(t-1) +o?[B,C+B Ct+...+B (] (5.2.4)

2
Portanto, a solugao da equacgio de diferengas (5.2.4) €

t-1 .
) = At +02 J O 5.2.5
ut) = 4% vot [} Pf@cn oo (5029

Assim,segundo 6 Teorema (4.2.3), uma condicao suficiente para
a estacionariedadé assintotica de primeira ordem do modelo

-

(5:2:3) & p(A) <1. Sob esta condigdo a média do processo x(t)



¢ dada por

b= 0% (1-A) "F(B,C*. . +B C) (5.2.6)

Logo a média do processo X(t) sera

o? E b.
J

m = BELX(t)] = o2H' (I-A) 1 (B Cr...+B C) = I
1+

(5.2.7)
a.
i=1J
A seguir obteremos as condigoes de estacionariedade de
segunda ordem do modelo (5.2.3), mas por simplicidade, primei
ro consideraremos o modelo BLD(p,3) e na parte final daremos
a respectiva generalizagao.

Seja o processo x(t) dado por

3
Ax(t-1) + ] Byx(t-j)e(t-j)+Ce(t) (5.2.8)
j=1

x(t)

X(t)

H

H'x(t).
Utilizando o fato que

E[x(t)e(t+1)1 = 0, Blx(t)e(t)e(t+l] = 0,

obtemos

V(t) = AV(t=1)A' +B W(t-1)B; +B,W(t-2)BjA" + AB,W(t-2)B)
& 1 1 2 AT
+ B W(t=2)B) + B W(t-3)B{(A')" + B W(t-3)B)A" +

+ A%B W(t-3)B) + ABW(t-3)Bj + BN (£-3) By#B,S(t-1A' +

* AS(t-1)B} + B,S(t-2) (A") % +A’S(t-2)B; +
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+ BLS(t-3) (A')” +A°S(t-3)By + 4, (5.2.9)
onde
é(t) = OZ_C_E'(t"l)ﬁ' +02£\_11_(t_1)_(_:_' +O.l+§—9|§l| +O‘i§1§£|

+ g*CC'B! +0"B

' 4 ! L 1 -
=b Po B,CC" +0"'CC'By +0"BCC (5.2.10)

W(t) = o?[V(t)+202CC'] (5.2.11)

Ay = o*[B,CC'BjA' +AB,CC'B) +B,CC'BsA" +AB

LY 5CL" 5y * 8otk " Bad zCC'By *

2

'B,(A") % + AZB3CC By +BLCG BS(A')° + A’BLCC By +

CC'BY+B

3 CC'By +

2 1

+ B4CC'BJA' + AB CC'BY + BICC'BIA' + AB

3

+ B.CC'B,) +B,CC"'B: +B

1 IRt 2 1
B,CC'B) +BsCC'By +B,CC'Bg +B5CC'By +B,CC'By] +07CC

gl L

Substituindo (5.2.11) em (5.2.9) temos

I

V(t) = AV(t-1)A' +02B V(t-1)B{ +0*B,V(t-2)BjA" +0’AB V(t-2)B;

+ 02B,V(t-2)B) +0?B,V(t-3)BI(A") % +o?A”

B V(t-3)By *+

+ 0B V(t-3)BjA" +0?AB,V(t-3)B} + 0*BgV(t-3)BY *

+ B S(t-1)A' +AS(t-1)B] +B,5(t-2) (A1) % + A%S(t-2)B} +

+ BoS(t-3) (A')® +A’S(t-3)B} +4, (5.2.12)

onde

A, = 20"B,CC'Bj +20“B,CC'BJA"' +20"AB;CC'Bj) +20"B

1 i A, CL R, CC'B, +

2
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+ 20*B,CC'B} (A')? +20"A®B CC'BY + 20"BCC'BjA" +

+ 20"AB,CC'Bg + 20"B5CC'By + Ay

Agora, supondo que o processo x(t) € estacionario de primeira

ordem, temos p(t) =u, S(t) =S, Vt€T, onde

§ = O'ZC 'A' +O'2A]JC' '*‘O'“_C_Q'B' +O“_]§'

1 Lroipt
Cu ! L CC' +0*CC'By

=2
+ 0"B,CC' +0"CC'B; +0"BCC' (5.2.13)

Assim, a expressao (5.2.12) pode ser escrita como

V(t) = AV(t-1)A' +0?*B,V(t-1)B; +0®AB V(t-2)B) +0?B,V(t-2)B;) *

2

-+

2 - 1A 2 - 1 2 - !
o E‘.zy.(t 2)§1A + oA Ely(t 3)§3 Y ﬁ\.}ézy(t 3)Bg +

+

0”BoV(t-3)Bg + 0BV (t-3)B}(A')?+0?BV(t-3)BjA"+A,  (5.2.14)

3

onde

2SB1 +B,S(A")> +

- 1 1 2
Ag = BySA' +A'SBI +B,S(A')” +A“SB)

=1— 1

+ ASSBY + 4,

Utilizando a notacao de (4.2.5), temos

vec{V(t)} [ABA+c 2B @gljvec{y(t—l)}+02[§2®(5§1+§2) +

1

<+

+

2 2
AB,@B,lvec{V(t-2)}+0*(B8(A“B,+AB,+B;)

-+

(Azgl+é§2)@B3]vec{!(t-3)} +vec{A3} (5.2.15)



Se em (5.2.15) denotamos

I, = ABA+0?Bi8B ), T, = 0%[B,0(AB+B,)+AB 6B,],
[y = o [BgO(A’By+AB,+By) + (A’B;+AB,)0By],
obtemos
vec{V(t)} = Ijvec{V(t-1)} +T vec{V(t-2)} +
+ Davec{V(t-3)} +vec{A,} (5.2.16)

Definindo a matriz

I, I, Iy
r=|1r o 0
o I 0

H' = (1,0,0), D' = (1,0,0),

— —

2'(t) = (vec{V(t)},vec{V(t-1)},veci{¥(t-2)1),

entao, a forma vetorial da equacao de diferencas (5.2.16) €

2(t) = rz(t-1) +Dvec{a,} (5.2.17)

vec{V(t)} = H"'Z'(t)

Assim, para que a solugao de (5.2.17) seja convergente €& su-

ficiente, segundo o Teorema (4.2.3), que

p(I) <1
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Portanto, uma condicao suficiente de estacionariedade de se-
gunda ordem do modelo (5.2.8) € p(T) <1.

Em geral, para que o processo x(t) satisfazendo (5.2.3)
seja estaciondario de segunda ordem, & suficiente que o mddulo

do maior valor caracteristico da matriz de blocos ¥, dada por

Yy, % .- Xpw
I 0 0
ye|8 1 2 (5.2.19)
Lo o I 0]
onde
- 2
¥, = ABA +0%B 8B,
= g2 j-1 j-2
lyj o§j®[é By vA §2+"'+&j—1+§j] "
2 ad—d Jj~2
AT PRV SRS WESNEY  RRT) I

(j=2,3,...,p), seja menor que um.

EXEMPLO 5.2.1 - Seja o processo

X(t) = aX(t-1)e(t-1) +bX(t-2)e(t-2) +e(t) (5.2.20)

onde e€(t) & um processo ruido branco com distribuicao N(0,0?).

Entao, € facil ver que

. [o 0 a0 D0
A = B, = B =
= |1 o| 1 0o of % 0 0



5%2a? 0 0 0 o?b> 0 0 0

0 0 0 0 o¢%ab 0 0 O

0 0 0 0 g2ab 0 0 O

v - [!1 Ez] |1 0 0 0 0 0 0 0
IR T S 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 o0 0 0 0 0

o 0o 0 1 0 0 o0 0

Assim, o polinomio caracteristico de ¥ & dado por:

P(A) = |¥-AI| = A® (A%-a%02A-b%c?) = 0 (5.2.21)

Entdo, pode-se demonstrar que X(t) é estaciondrio se as raizes

de P(A) =0 em mdédulo sao estritamente menores que 1, isto €,

0?b? +0g%a? <1

(5.2.22)
02]32_0,232 <1
Podemos generalizar este resultado para O processo
X(t) = E ij(t—j)e(t-j) +e(t) (5.2.23)
j=1
E facil ver que
0 0 . 0] b, 0 0]
J
1 0 . 0 0 0 0
A= | . , B. = . !
2 : ‘ B; .
0 0 .1 0 0 0 0

_pxp _ o o o _‘pxp



j=1,2,004,P>

Logo, o polindmio caracteristico de ¥ dada em (5.2.19) €

dado por

P(A) = xp(Pz"l)[xP—oz_E

bﬁxp'j) = 0 (5.2.24)
j=1

Entao, o processo X(t) que satisfaz (5.2.23) € estacio-

nario se as raizes da equagao

AP g2 § p2AP7J = ¢ (5.2.25)
=1’

sao em modulo estritamente menores que um.
Agora determinaremos as expressoes para a covariancia e
variancia do processo x(t) que satisfaz a equagao de diferen-

cas (5.2.8), supondo que a condigao (5.2.18) e valida.

Seja V=E[x(t)x'(t)]; entao de (5.2.14) temos

- 1 2 1 2 ' 2 ! 2 TAY
V = AVA' +0?B VB! +0?AB VBS + 02B,VB) + 0”B,VBIA' +
272 i 2 1 2 1 2 1 2
+ 0%AB VB +0?AB, VB + 0°B VB + 0 B VB (AT) " +
+ 2B VBIA' + A, (5.2.26)

a qual pode ser resolvido explicitamente pois a equacao (5.2.2€)

¢ linear em V.

Considerando o modelo (5.2.8) obtemos as seguintes expres

o l = 2 ' 2 ' 2 TAY
BIx(t+1)X' (1)1 = AV +0®B, VB + " BVB) + 0*B,VBIA' +4,,  (5.2.27)
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Elx(t+2)x"'(t)] = AELx(t+1)x'(t)] +02§1§£' +dg (5.2.28)

[}

BLx(t+3)x' ()] = AB[X(t+2)x'(t)]+0°B Cu" +0”B,Cu' +B,S' (5.2.29)

APBLx(t+1)x" (£)) + 0% (B, #B,)Cu’ + 0%AB, Cu' + Ag,

Efx(t+4)x'(t)] = AB[x(t+3)x'(t)] +o?B Cu' +0’ByCu’ *

+ 0?BCu' = ASECx(t+1)x'(£)] +

+

o? (1_3.1+.1.3.2+§.3)Q{' * Ozﬂ(§1+§2)§£' *

+ o?AB Cu' + Al (5.2.30)

Em geral para s 23 temos

s-1

Elx(t+s)x'(t)] = A ECx(t+1)x"(t) ] +

(5.2.31)

5~2 -1~
' 02[ ) AJ[ ) —1)](:”’ +£\S—3A6’
J =0 i=1

(De fato, B. =0 se i>3), onde

A, = 20“B,CC'B! + 20"B

1 ] L 1 1
A B,CC'By B,CC'Bj +20"B,CC'BJA' +B S +B,SA" +

g 2k T2 2

L L ] !
+ §3§(g') +0"B,CC'B) +0"B,CC'B} +0"B;CC'B] +

+ B,CC' B! +c"*B,CC'B!A" +0"B

Bg + 0 B;CC'BoA BsCC'BLA",

hg = B,S + B4BA" +B3WBi +6"B,CC'B) +0"B;CC'BS,

Seja G(s) =E{[x(t+s)-pllx(t)-pl'}; entao, utilizando
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(5.2.26), (5.2.27), (5.2.28), (5.2.29) e (5.2.30) podemos mos

trar que
C(0) = AC(O)A' + 7B C(0)B] + 0B C(0)B{A" + o AB, C(0)B; *
+ 0%B,C(0)BY + 0By C(0)B{ (A')% +o®A"B, C(0)BY +
+ 0?BC(0)BYA" +0?AB,C(0)Bg + 4, (5.2.32)
C(1) = AC(0) +0°B,C(0)B] *o"BsC(0)B) + T"BsC(OOBIA' *8g (5 5 33)
C(2) = AC(1) +hyg (5.2.34)
C(3) = AC(2) +Ay, (5.2.35)
C(4) =AC(3) (5.2.36)
C(s) = AC(s-1) = AS79C(3), (s=4,5,6,...)  (5.2.37)
onde

Ay = App'A' +0®B up'Bi +0”Bopu'BiA" + 0 ABquu "By
+ 2B uu'BY + 0%Buu B (A') 2 + 0%A%B. up'BL +
Bouu'By +o"Bzuu'By (A A'Bypuu'Bg

Bg = Auu' +0%Bgup'BiA' +o%B

tofBouu'By ot A, -
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= 1 2 1 2 1 _ ]
Big = Aun' +0"B Cu' +0"B,Cu’ +B45 - pp

Supondo-se que A, El’ EZ e ES sejam da forma (5.2.2), de

(5.2.37) ,obtemos
Y(s) +aly(s-1) L PP +apy(s—p) =0, s>3 (5.2.38)

onde y(s) =cov[X(t+s),X(t)1. Estas equacboes sao equivalentes
is equacoes de Yule-Walker para um modelo ARMA(p,3). Assim,
mostramos que o modelo bilinear diagonal BLD(p,3), sob a ana-
lise de covariancias, se identifica com um modelo ARMA(p,3).
Em geral, o modelo bilinear diagonal BLD(p,p) tem a mes-
ma estrutura de covariancia que um modelo ARMA(p,p) e assim,a
analise de covariancias nao pode distinguir um modelo de sé-
ries de tempo linear ARMA de um modelo bilinear diagonal.

Observamos também, que para o modelo bilinear diagonal

X(t) = b.X(t-j)e(t-j) +e(t) (5.2.39)
j=1

onde {e(t)} & um processo ruido branco estrito com distribui-
cao N(0,02), temos que
y(s) = coviX(t+s),X(t)] = 0, Vs>p (5.2.40)

Isto significa que, sob a analise de covariancias, o mo-
delo (5.2.29) se identifica com um modelo de medias moveis de

ordem p.

EXEMPLO 5.2.2 - O exemplo mais simples & o modelo BLD(0,1)



- B4 =
X(t) = bX(t-1)e(t-1) +e(t) (5.2.41)

onde €(t) € um processo ruido branco estrito com distribuicao
N(0,0*). Neste caso A=0, B, =b, C=1 e H=1. Suponha que o
modelo (5.2.41) seja estacionario, isto &, b%¢? <1. Entao, de

(5.2.7) temos

m = E[X(t)] = bo?2 (5.2.42)

Resolvendo (5.2.32), (5.2.33) e (5.2.34) obtemos

2
y(0) = C(0) = Tj%3;7(b"o“+b202+1) (5.2.43)
y(1) = C(1) = b?*c* (5.2.44)
Yy(s) = C(s) = 0, V¥s=2 (5.2.45)
do que segue

_ 1) _ b?0?(1-b%¢?
p(1) = %{3% = 1+b2£2+b40% (5.2.46)
p(s) = 0, V¥s>1 (5.2.47)

Vemos, pois, como haviamos comentado anteriormente,que o
modelo (5.2.41) pode ser identificado, por analise de covari-
ancias, com um modelo MA(1). Para distinguir entre este mode-
lo e o modelo bilinear verdadeiro podemos considerar momentos

de maior ordem. Uma maneira é utilizar momentos de terceira or-

dem, tal como

0, para MA(1)
EL(X(t)-m) (X(t-1)-m) (X(t=2)-m) ] = 3 (5.2.48)
m~, para bilinear (4.6.41)
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onde m =E[X(t)] € dada por (5.2.42). No entanto, na pratica,é
mais simples aplicar analise de covariancias (ou COVA) a seé-
rie Y(t) =X2(t), a qual se identifica com MA(1l), se X(t) € na
realidade MA(1). Se X(t) € o modelo bilinear, entao Y(t) se
identifica com o modelo ARMA(1,1), o que € mostrado como se-
gue.

Seja
X2(t) = b2X®(t-1)e2(t-1) +e2(t) + 2bX(t-1)e(t-1)e(t) (5.2.49)

Vemos, entao, que

_ 2b%g"+g?

ECX2(t) ] (5.2.50)
1-b?¢?2
Por outro lado, se b%c* <1/3, obtemos

8 2 .10
Erx? (t)et(t)1 = 1050 +165b70 (5.2.51)

(1-b%0?) (1-3b"c™)

L 10 6 .12 6 2 __8
Brx4 (t)e?(t)7 = 80b'0°+48b°012+150°+39b2%0 (5.2.52)

(1-b2%02) (1-3b"*c™)

Entao, utilizando (5.2.50), (5.2.51) e (5.2.52), podemos mos-

trar que

n

v (0) = vartx?(t)7 =

_ 20" (1+40%b2%+400"b"+180°b°-54¢
(1-b%02)2(1-3c"b")

%) (5.2.5%
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Y(Z)(l) cov[XZ(t),XZ(t+1)]

_ 60bb2(2+3b2(52+50"b”+b606"808b8) (5.2.54)
(1-b%202)2(1-3c"b")

Segue-se que

0(2) (1) - 30°b2(2+3b”c*+5b" 6" +b 0 -80°b°?) (5.2.55)
1+40%b%+400*b" + 18b°0°-540°b°

Também, para s >1, temos

2

CBIXZ(t)X%(t+s)] = b2 x BOXZ(£)X%(t+s-1)e? (t+s-1)7 +

G2ELX%(t)] = b o2ErX% (t) X% (t+s-2)x

+

€2 (t+s-2)] + 3b26 ECX2 ()] +

X

G?ELX2 (1) ] (5.2.56)

+

ECX?(£)X%(t+s-1)1 = b2BIX?(t) X2 (t+s-2)e? (t+s-2)] +

+ 2E[X%(1)] (5.2.57)

Usando (5.2.56) e (5.2.57), temos que

i

Y(z)(s) cov[Xz(t),Xz(t+s)] = E[Xz(t)Xz(t+s)] -

(EEX%(t)1) 2 = blo2covix?(t), X% (t+s-1)7,

para s >1, o que implica que as funcoes de auto-correlacao sao

dados por

0P (s) = p2020 (P (s-1), s>1 (5.2.58)
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Isto mostra que, sob analise de covariancias, o modelo
(5.2.49) se identifica com um modelo linear ARMA(1,1).

A fim de ilustrar estes fatos, apresentaremos os resul-
tados de algumas simulacoes feitos utilizando-se o programa de
computacgao incluido no Apendice. As Tabelas (5.2.1), (5.2.2) e
as Figuras (5.2.1) e (5.2.2) mostram os dados e os graficos de

uma série de 100 observagdes geradas de acordo com os modelos

X(t) =0,6X(t-1)e(t-1) +e(t) (5.2.59)

Y(t) = 0,6 +0,159(t-1) +e(t)

onde (t) ~N(0,1).

Na Tabela (5.2.3) temos os valores estimados T} para X(t) ,Xz(t) Y (1) eYZ(t).

TABELA 5.2.3 - Valores de r

k
k X(t) Y(t) X2 (t) Y2 (t)
1 0,349 0,136 0,499 0,102
2 0,144 | —0,099 0,212 | -0,062
3 | -0,061 | -0,144 0,085 { -0,051
4 | -0,182 | -0,011 | -0,038 0,157
5 | -0,165 | -0,089 | -0,103 | -0,045
6 | 0,134 0,127 | -0,057 0,058
7 | -0,077 0,095 | -0,002 0,030
8 0,045 | -0,161 | -0,052 0,019
9 | -0,166 | -0,167 { ~0,077 | -0,000
10 | -0,158 0,008 | -0,109 0,161

Vemos que, sob a analise de covariancias o modelo (5.2.29)
pode ser identificado com um modelo MA(1l) e Xz(t) com um mo-

delo ARMA(1,1).

OBSERVAGCAO - Os valores tedricos pj =0, j>1 sao testados usan-
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I

do-se uma expressao aproximada para a variancia de Ty k=1,

-,10), iStO e,
k N ] ] k ’ ’

Maiores detalhes podem ser encontrados em Box § Jenkins (1970).

5.3 - ESTACIONARIEDADE DO MODELO BILINEAR TRIANGULAR INFERIOR

DEFINIGCAO 5.3.1 - Uma série de tempo X(t) € um processo bilinear

tiangular inferion quando satisfaz a equagao de diferencas

X(t) + § a.X(t-1) - § b X(t-i)e(t-j) re(t), (5.3.1)
i=1 * i=1 j=1

onde e(t) € um processo ruido branco estrito com distribuigao

N(0,02). O modelo (5.3.1) se reduz a forma vetorial (5.2.3) de-

finindo A, x(t), H e C como anteriormente e as matrizes Ej co

mo.
(p=j+1) (i-1)
b . . b. . g ¥ . 0 ]
ji i*l,] pr 0 0
0 0 e 0 0 0 ... O
B. = . 3.
=] ' (5.3.2)
0 0 e 0 0 0 ... O
“pxp

Escrevendo (5.3.1) em notacgao vetorial temos
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x(t) Az(t-l)-+_E gjz(t—j)e(t—j)-+ge(t)
o (5.3.3)

X(t) = H'x(t)
Seguindo o procedimento delineado na seccao (5.2) para o
modelo BLD(p,p), podemos mostrar que uma condicao suficiente

para a estacionariedade de primeira ordem & p(A) <1. Sob esta

condigao a média de X(t) € dada por

E[X(t)] = 02_11'(_1-_A)_1[§1_Q+...+§p_c_] = et T (5.3.4)

Para que o processo Xx(t) satisfazendo (5.3.3) seja estaciona-
rio de segunda ordem € suficiente que o maior valor caracte-
ristico da matriz particionada ¥, dada por (5.2.19), seja me-

nor que um.

EXEMPLO 5.3.1 - Consideremos o processo

X(t) = ¢X(t-1)e(t-1) +0X(t-2)e(t-1) +e(t) (5.3.5)

Neste caso, as matrizes A, El e Y sao
(0242 o290  o%¢0 0202
0 0 ¢ §) 0 0 0 0
A= By = | |, ¥ - ABA+o®B e, -
1 0 0 0 - 0 0 0 0
1 0 0 0

Logo, o polinomio caracteristico de ¥ & dado por
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P(A) = |¥-AL| = A%2(A*-0%¢*A-0%0%) = 0 (5.3.6)

Entao, prosseguindo como no Exemplo (5.2.1), o processo

X(t) que satisfaz (5.3.5) & estacionario se

0242 +0%02 <1

(5.3.7)
0202 -g%¢? <1
Também, de (5.3.4) temos
E(X(t)] = o2%¢ (5.3.8)

Observa-se que as expressoes para a variancia e covariﬁg
cias do modelo (5.3.3) sao as mesmas que para o modelo bili-
near diagonal BLD(p,p). Portanto, sob a analise de covarian-
cias, o modelo (5.3.3) se identifica com um modelo ARMA(p,p).

Em particular, para o modelo bilinear triangular inferior

X(t) = E E by X(t-i)e(t-3) +e(t), (5.3.9)
i=1 j=1 *J
izj
temos que
vy(8) = coviX(t+s),X(t)]l = 0, se s>p (5.3.10)

Logo, sob a analise de covariancias, o modelo (5.3.9) se

identifica com uiit modelo de médias moveis de ordem q <p.

EXBEMPLO 5.3.2 -~ Seja 6 processo

X(t) = aX(t=2)e(t-1) +e(t) (5.3.11)
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onde €(t) € um processo ruido branco estrito com distribuicao

N(0,02). E claro que

0 0 0 o2a?]
0o 0 0 0
¥ = ABA +0?B xB, =
- o o 0 0 0
1 0 0 0 |

Segue-se, entao, que o polinomio caracteristico de ¥ e

dado por
P(A) = |¥-AL| = A*(A%-0%a?®) = 0,
o qual implica que o processo (5.3.11) € estacionario se

g2a?% < 1. (5.%.12)

Em toda a nossa discussao posterior suporemos que (5.3.12)

seja valida. Bntao, resolvendo (5.2.32), (5.2.33) e (5.2.37)

temos
0,2
T R — (5.3.13)
l_u202
vy(s) = 0, se s >0 (5.3.14)

Assim, sob analise de covariancias, o processo (5.3.11) se
identifica com um processo ruido branco.

Cefiilo Haviamos comentado anteriormente, podemos wutilizar
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momentos de maior ordem para distinguir o processo (5.3.11) do
processo ruido branco. Mas, esta analise & bastante complica-
da. Felizmente, existe um procedimento mais simples que con-
siste em considerar a analise de covariéncias;wraexsérﬂaxzﬁj.

Consideremos,agora, o quadrado do processo (5.3.11)
X2(t) = a?X2(t-2)e?(t-1) +e2(t) +

+ 20X(t=-2)e(t-1)e(t) (5.3.15)

De (5.3.4) e (5.3.13), temos

E[X(t)] = 0 (5.3.16)
2
ELX%(t)] = —3— (5.3.17)
1-a20?

Supondo que 3c"a"* <1 e do fato que (5.3.12) é valido,ob-

temos
L 2 -2
Brxt(t)y = — 39 (1*a7a”) (5.3.18)
(1-0%202) (1-30"*a")
2 6, 4_ 2 6
BIXZ(t)X?(t+1)] = 2@ 0 %0 ~a ¢ (5.3.19)
(1_(120.2)2
Entao, usando (5.3.17), (5.3.18) e (5.3.19), mostramos
que

Y(23(0) = varfX?(t)1 = 2o’ (5.3.20)
(1-a202)%(1-3a"c")
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v (1) = cov x%(t) ,x2(t+1) = —29°9°  (5.3.21)
(1_a20,2)2

logo,

p(z)(l) = 0?02(1-3a"c"). (5.3.22)

Para s >1 temos

ECX% (6)X2 (t+8) 7 = 02a?EIX2(t)X% (t+s-2] + 02EIX2(t) ] .

De modo que a funcao de auto-covariancia fica
y(B(s) = covix?(t) X% (t+s) 1 = ECxZ(0)x%(t+s)1- (BOX(t)1)? -

= azozcov[Xz(t),Xz(t+s—2)] (5.3.23)

Portanto,

D(Z)(S) = azozp(z)(SQZ), para s>1 (5.3.24)

Assim, se X(t) &€ gerado por (5.3.11) e se Y(t)=X2ﬁJ,en'
tao sob analise de covariancias, Y(t) se identifica com um mo-
delo linear ARMA(2,1).

Este resultado &€ completamente suficiente para distinguir
X(t) do processo ruido branco. No entanto, o fato que X(t) se
identifica com um processo ruido branco e Xz(t) com um modelo
ARMA(2,1), ndo significa que X(t) seja gerado pelo modelo bi-
linear (5.3.11), pois outras séries podem ter propriedades scme-
lhantes. Para ilustrar este resultado, novamente usamos simu-
lagoes.- A Tabela (5.3.1) e a Figura (5.3) apresentam dados e

A

65 grafices de uma série de 100 observacoes geradas de acordo
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com o modelo

X(t) = 0,6X(t-2)e(t-1) +e(t) (5.3.25)

onde e(t) ~N(0,1).
Na Tabela (5.3.2) apresentamos as auto-correlagoes esti-

madas T, para X(t) e Xz(t).

TABELA 5.3.2 -Valores de r

k
k X (t) X2 (t)
1 0,022 0,139
2 0,070 0,339
3 -0,048 ~0,049
4 -0,162 0,099
5 -0,042 0,123
6 -0,089 0,011
7 -0,129 0,125
8 -0,084 -0,052
9 0,053 0,130
10 0,081 -0,101

Assim, sob analise de covariancias X(t) pode ser identi-

; - 2 .
ficado com um processo ruido branco, mas X" (t) certamente nao.

5.4 - MODELO BILINEAR TRIANGULAR SUPERIOR

DEFINICAO 5.4.1 - Uma série de tempo X(t) se diz um processo bi

Linean triangulat superion se satisfaz a equagao de diferengas

D]
X(t)-b_E 31X(t-i) = E % bRkX(t—Q)e(t~k) +e(t), (5.4.1)
i=1 Q:i k=1
>4

onde e(t) € um processo ruido branco estrito. Uma represen-



tacao vetorial de (5.4.1) pode ser escrita como
x(t) = Ax(t-1)+ § Box(t-1)e(t-j) + Ce(t),
j=1
X(t) = H'x(t),
onde
- ) - ~
a, a, a, b1J bZJ
1 0 0 0 0
A = , B. =
- —J
L0 0 ... 1 0], L0 0
j=1,2,...,p, e x'"(t) = (X(t),...,X(t-p*1), U" =(1,0,.
c'=(1,0,...,0). (Aqui, bij =0 se i>j).

dequada para conseguir condicoes de estacionariedade

= d -

Porém, ¢ dificil de obter uma representacao

(5.4.2)

pJ
0
0] Jpxp
.,0) e

vetorial a-

do pro-

cesso (5.4.1) seguindo o procedimento anterior. Aqui, o unico

modelo a ser analisado em algum detalhe &

Entao

2

X(t) = BX(t-1)e(t-2) +e(t).

ECX(t)]

BELX(t-1)e(t-2)1 =

I}

tomando a esperanga de ambos os lados,temos

B?Ele (t-2)e(t=-3)e(t-4)X(t-3)]

(5.4.3)

(5.4.4)
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A seguir procuraremos uma condicao suficiente para esta-

cionariedade do processo (5.4.3). Para isto, consideremos
Xz(t) = B2X2(t-1)e?(t-2) + e2(t) +2BX(t-1)e(t-2)e(t) (5.4.5)
logo,

E[X?(t)1 = B2E[X’(t-1)e?(t-2)]+ o2 =

BYE[e?(t-2)e2 (t-3)X2(t-2)1+B%c" + o2  (5.4.6)

Por outro lado €& facil ver

Z(t) =B%202Z(t-1) + 30° (5.4.7)

onde

Z(t) = BLe? (t-2)e? (t-3)X%(t-2)]
Entao, uma condigdo suficiente para que a solucao da e-
quagao de diferengas (5.4.7) seja convergente ¢&
B2g2 <1 (5.4.8)

Desta maneira, o processo (5.4.3) é estacionario se B%c?<1.

Assumindo estacionariedade, (5.4.7) pode ser resolvido como

6
E[ez(t—Z)ez(t—S)XZ(t—Z)] = IQE%—; (5.4.9)
= o

Finalmente, de (5.4.9) e (5.4.6), obtemos

_ 02+28h06

VarfX(t)1 = E[X2(t)]
: 1-B2g?2

(5.4.10)
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Agora, calculamos a fungao de auto-covariancia do proces-
so (5.4.3). Multiplicando-se ambos o0s lados de (5.4.3) por

X(t+1l) e tomando-se a esperanca, temos

vy (1) cov[X(t),X(t+1)] = E[X(t)X(t+1)] =

BE[e (t-1)X(t) ] =

B2E[e (t-1)e2(t-2)X2(t-1)7] =

e para s > 1

Y(s) = cov[X(t),X(t+s)] = 0 (5.4.11)

Assim, sob analise de covariancia o modelo (5.4.3) se i-
dentifica com um processo ruido branco. Uma maneira de distin

guir o modelo (5.4.3) do processo ruido branco € considerar a

nalise de covariancias da série Y(t) =X2(t).

Para isto, consideremos novamente o processo (5.4.5)

Xz(t) = Bzxz(t—l)ez(t—2)+ e2(t) + 2BX(t-1)e(t-2)e(t)

Assumindo estacionariedade do processo (5.4.3), para s>3

temos

ECXZ ()X 2 (t4s) ]

BZEIX 2 ()X% (t+s-1)e? (t+s-2)7 + o2BX2 ()] =

1

BYBLX? (t)X%(t+s-2)e? (t+s-2)e2(t+s-3)] +

+

2 4 rZ X 29 2 - _ 5 2 ,2 ,2 - 2z
B0 'E[X"(t) 1+ o”LIX"(t)] = B 0?EIX"(t)X"(t+s-3) X
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X e? (t+s-4)e? (t+s-3)1+38%SEIXE (1) +

+ B20YELXZ (£) 1+ 02E[X (1) ] (5.4.12)
e
EOX2 ()X (t+s-1)1 = BUBIXZ (£)X% (t+s-3)e? (t+s-4)e? (t+5-3)]
+ B20"BLXZ (1)1 + 02EDX (1) ] (5.4.13)
De (5.4.10), (5.4.12)e (5.4.13), segue-se entao que
2
v @ (s) = covix? () X2 (t+s)1 = EDXC (X2 (t+s) 1- BEXP () D2 =
6..10 10 14 2.6
= o22E0X? (X% (trs-1) 1 - 2B 1B 0 B0
(1_820.2)2
= 62B2coviX?(t) X2 (t+s-1)] (5.4.14)
logo,
0(2)(5) = 02829(2)(5—1), se s>3 (5.4.15)
As primeiras correlagoes sao mais complicadas de calcu-

lar e nao seguem este padrao.

Portanto, sob analise de covariancias, o modelo (5.4.5)
se identifica com um modelo ARMA(1,3). Para ilustrar este re-

sultado, 100 termos sao gerados seguindo o modelo

X(t) = 0,6X(t-1)e(t-2) +e(t) (5.410)

onde e(t) ~N(0,1). A Tabela (5.4.1) e a Figura (5.4) ilustram

os dados e os graficos do modelo (5.4.16).

Na Tabela (5.4.2) temos os valores estimados das auto-
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correlacgoes T, para X(t) e Xz(t).

TABELA 5.4.2: Valores de r

k
t X(t) X2 (t)
1 -0,181 0,220
2 -0,129 0,198
3 0,017 0,040
4 -0,019 -0,033
5 0,036 -0,043
6 0,027 0,015
7 -0,138 -0,037
8 -0,060 0,015
9 0,116 0,074
10 0,021 -0,014

Vemos, pois, sob analise de covariancias o modeclo (5.4.16)

R
pode ser identificado com um processo ruido brunco, porem X~ (t)

pode ser certamente identificado com um modelo AR(1).



CAPTTULO 6

TOPICOS ADICIONAIS

6.1 = INTRODUGAO

Concluindo o presente trabalho apresentamos certos topi-
cos que acreditamos serem importantes para o desenvolvimento de
futuras pesquisas nesta area. Nas secgoes (6.3), (6.4) e (6.5)
mostramos a identificagcao de sistemas polinomiais no dominio
de freqliéencias e na segao (6.6) consideramos a estimacao dos

parametros do modelo bilinear BL(p,0,p,q).
6.2 - DEFINICOES E RESULTADOS PREL IMINARES

Definicdo 6.2.1 - Sejam X e D espagos de Banach sobre o campo dos

numeros complexos. Uma funcao F(xl,...,xn) definida para todo
xl,...nﬁle X e com valores em D denomina-se uma f§oxma AAme-

trhica n-Rinean se:

-

i) F € linear em cada variavel separadamente;

ii) F € uma funcdo simétrica nas variaveis.

Definicao 6.2.2 - Uma funcao Y =P (x) de X em D definida para to-

do x € X, € chamada uma fun¢ao polinomial (ou polinomio) em X

de grau m, se para todo a,h € X e todo complexo o temos

m
P(atah) = ) P.(a,h) o’ (6.2.1)
j=D J _87-
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onde Pj(a,h) é independente de a, para j=1,2,...,m. O grau €
exatamente m se Pm(a,h) #06 (0 =polinomio nulo).

P(x) € um polinomio homogéneo de grau n se

P(a x) = o P(x), ¥ a€C (6.2.2)

Reescrevendo (6.2.1) como uma interpolacao polinomial de
Newton temos

P(a+ah) =
j

o~ s

j o
i P@ G, |
(6.2.3)

) P(a) = P it 0y pea e,
= H
p=0
onde AhP(a)==P(a+h)-P(a).
Observamos que um polinomio de grau m pode ser escriﬁacg

mo

m
P(x) = Z

P.(x) (6.2.4)
j J

0
onde Pj(x) € um polindmio homgéneo de grau j, (j=0,1,...,m).

Definicao 6.2.3 -~ A forma polLar de um polinomio homogéneo P(x) de

grau m € definido por

P(xl,...,xm) = E Axl . Xm P(a) (6.2.5)

Teorema 6.2.1 = Se F(xl,...,xn) € uma forma simétrica n-linear,

entdao F(X,...;x) € um polindomio homogéneo de grau n.

Teorema 6.2.2 -~ Se P(x) & um polindmio homogéneo de grau n, en-

tao sua forma poldar € uma forma simétrica n-linear. Em termos



da forma polar temos

P(x) = P(x,...,Xx) (6.2.6)

n n j n-j
P(Aa+ub) = ) (j) P(a,...,a,b,...,b) A’ u
j=0

onde os coeficientes de \J e un—J sao polinomios homogéneos em
a de grau j e em b de grau n-j.
Para maiores detalhes ver Hille (1948).

Agora definimos alguns parametros importantes de séries

estocasticas.

Definicao 6.2.4 - Sejam Y YZ,...,Yk, k variaveis aleatorias com

1 k)
E EIY?|] <o, j=1,...,k. O cumulante conjunto de Y

1,...,Yk de

ordem k denotado por cum(Yl,...Yk), ¢ definido como o coefi-

ciente de (i)ktl.......tk na expansao em série de Taylor de

k
log(E [exp{i J t. Y.} ]) (6.2.7)
j=1 J ]

A importancia fundamental do cumulante conjunto esta no

fato que eles medem a dependencia estatistica de Y Y

10" K"

Algumas propriedades de cum(Yl,...,Yk) sao:

i) cum(alYl,..., akYk)==a1. ceeedy cum(Yl,...,Yk) para a,,
..., @ constantes;
ii) cum(Yl,;f‘,Yk) € simétrico em seus argumentos;

iii) se qualquer grupo de Y's sio independentes dos restantes

Y's, entao Cum(Yl,‘..Y =0:

1)
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iv) se as variaveis aleatorias (Yl,...,Yk) e (Zl""’zk) sao

independentes, entao cum(Y1+Z ..,Yk+Zk)==cum(Y1,u-,Yk)+

1°°
cum(Zl,...,Zk);

V) cum(Yj) = B [Xj:], j=1, ...,k;

vi) cum(Yj,Yj)==Var [ij , j=1,...,k;

vii) cum(Yj,Yi) = Cov [Yj,Yi] para j,i=1,...,k.

Observamos que uma variavel aleatéria com distribuigdo nor
mal padrao tem como funcdo caracteristica exp{-%;}. Entdo, da
definicdo (6.2.4) temos que qualquer cumulante de ordem maior
que dois € zero; o mesmo resultado & valido para um vetor alea

torio com distribuigao normal multivariada.

Definicao 6.2.5 - Seja X(t), -w<t<w, um processo vetorial esta-

cionario de dimensao r com componentes Xa(t), a=1,...,r, @
ElXa(t)|k<m; definimos
Ca a (“1""’Uk) -

17Tk (6.2.8)

=cum {X, (t+uy),.... X, (t+y_,), X, ()}
ay 1 a k-1 ay

para a;,...,ap= 1,...,r. Como a série & estacionaria este cu-

mulante nao depende de t.

Vamos supor que X(t), =-e<t<w, & uma série estritamente es

tacionaria tal que

f“‘flcal,...,ak(“l’""“k-l)ld“r“" dy _; <= (6.2.9)
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onde aj=1,...,r, —w<uj<w, k=2,3,..., j=2,3,...
Vemos que (6.2.9) € uma condigao de independéncia assin-
totica, no sentido que valores do processo bastante separados

no tempo sejam pouco dependentes. Sob a condigao (6.2.9) defi

nimos o espectrno cumulante de orndem k como

LT S R S5 Dl
(6.2 .10)
k-1
1 .
| — L ) ’...’ - 'Aﬂ}d ..‘d .
L o Gy O ) LD M
para, —w<Aj<w. Em geral, f ak(xl,...,xk) ¢ uma quantida
RRERE

de complexa e mede a dependéncia estatistica dos componentes

de freqliencia Aj em ij(t), j=1,...,k, no caso em que AkL{K1+

l
.+

=g
Sob certas condigoes a relacao (6.2.10) pode ser inverti

da na forma

Cal,...,ak(ul""’“k) -
. (6.2.11)
= [...f fal,.‘.,ak(xl,...,Ak_l)exp{ijzlxjuj} dyeeediy

Inicialmente cumulantes conjuntos de séries de tempo es-
tacionarias e a transformada de Fourier destes cumulantes fo-
ram sugeridés por Kolmogorov (ver Shiryaev, 1960). Espectros
cumulantes taiibém foram considerados por Sinai (1963) e Bril-

linger (1965), enquanto que cumulantes de terceira ordem fo-



ram considerados por Kasselman, Munk § Macdonald (1963) e Akai

ke (1966) .
6.3 - SISTEMAS POLINOMIAIS

Definicao 6.3.1 - Do ponto de vista matematico, s{sfema € um me-

canismo que transforma uma série de entrada X(t), -w<t<e, em
uma série de saida Y(t), -w<t<wo, Este fato & indicado por
Y(t) = L [ X](t) (6.3.1)

ou, simplesmente Y =1 [ X ] .

Seja D= {X(t), -w<t<eo: Y(t) =L | X] (t)} o dominio do sis
tema.

Suponhamos que se X(t) € D, entao tambem X(t+u) €D, como
uma fungao de t para cada p, -o<p<e, Vamos supor também que se

Xl(t), Xz(t) €D, entao alxl(t)+a2X2(t)EED para todo ap,0, €C.

2

Definicao 6.3.2. - Dizemos que um sistema € Anvarlante no ZLempo se

a serie de entrada & atrasada (ou avangada) de u unidades, im
plica que a série de saida também & atrasada (ou avangada) de

p unidades, ou seja, se T”X(t)==X(t+u), entao
LETHXT] (t) = Y(t+p), -eo<y, t<o (6.3.2)
Sdao invariantes no tempo os seguintes sistemas:
Y(t) = [ s(t-u) X() dy, (6.3.3)

Y(8) = [ f s(t-up,touy) X(up) X(uy) duy cuy, (6.3.4)
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Y(t) = max X(v), (6.3.5)
vst

com condigoes de regularidade sobre o dominio de s(u) e s(ul,
“2)’ isto €, s(n) e s(ul,uz) sdao absolutamente integraveis.

Um sistema L €& Linearn se, para X, (1), X,(t) €D e o, o
constantes complexas, temos

LLoyXy +aX,] = oy L[X[] +a, L[X,] (6.3.6)

Yy * aYy

Um exemplo de um sistema linear invariante no tempo € o

sistema (6.3.3).

Definicao 6.3.3 - Um sistema ndao linear [ € um sistema pol.inomial

-

homogeneo Ainvariante no tempo de grau m, se l_[alX1+-a2X2J e

uma funcao polinomial homogénea de grau m em o, e o,, para o

1 2° 1’
a, €C. O sistema definido por (6.3.4) e um exemplo de um sis-
tema polinomial homogéneo de grau 2.

Em geral, um sistema polinomial invariante no tempo € aque
le em que I.EX14-aX2] € uma funcdo polinomial de grau m em a,

para o complexo. Notamos (ver 6.2.4) que um sistema polinomial

de grau m pode ser escrita como

m
LEx] = ¥y L. [xX], (6.3.7)
j=o0

onde Lj [ X7] € um sistema polinomial homogéneo de grau j, j=0,

1;65s,M;
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Uma propriedade importante de sistemas polinomiais de grau

m, € que a eles podemos associar um sistema polar L(Xl"'”xm)

definido por

L(XpseeenX) = LEXp+ooo#X 7] -] LEXj1+m+ij-1] +
(6.3.8)
DD S C B D" L [0]
1

m-2
onde ‘as somas se estendem sobre todos os jl,...,jm_p selecio-

nados de 1,...,m. Do Teorema (6.2.2) a forma polar associada
!

ao sistema polinomial homogéneo L é

L[X] = L<X,..., X> (6.3.9)
Lema 6.3.1 - Se L < Xl""’ Xm> ¢ um sistema polar de um siste-
ma polinomial homogeneo invariante no tempo de grau m e Xj(t)=elxjt, j=1,

..., m, entao existe uma funcao S(Al,..., Am) tal que

1(Aq+.. A )t
L<XpenX > ()=S0, ..o h ) oM m) (6.3.10)
Demonstracao = Chamemos L <e1x1t,..., elxmt>=:¢x y (B). Te
12°°"7""m
mos, entao,
L <elx1(t+T),..., elAm(t+T)> = ¢ (t+1)
Al,”.,k
m
e usando o Teorena (6.2.2), obtemos
i >t ,“'- & a""X"
BTy =g, (),
17" ’ m 1,"': m

para todée xi,:;;;xm, t e 1. Para t=0 ficamos com
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¢A \ (1) = ei(x1+...+xm)T

Bays ey (0)
177" m

m

Como T € um valor do tempo, podemos escrever

L<<eix1t,...,elxnﬁ:> = el(xl+°'.+xm)ts(x1""’xm)

onde S(Ay,...,A.) =0 (0).
1 m xl,...,xm

S(A ca ) € chamada {uncdo de transferencia do siste-

10
ma.
it

Notamos que se X(t) =e e considerado como a entrada pa

ra um sistema polinomial homogeéneo de grau m, entao a serie de
saida €

imAt
e

LIXJ(t) = S(A,.nns)) (6.3.11)

Por outro lado, se a entrada para o sistema homogeneo e

L i, t
X.(t) = ] a, e Kyt o=1,...,m (6.3.12)
J k.=1
entao vemos que
L<X,,...,X > (t) =
4 1 (6.3.13)
N i (Agp+e - )

N
= 7 ... § a S(Ay »e-esAp ) €
k1=1 ko=l K1 ve S K

Se um sisteina nao homogéneo € dado por (6.3.7) e X(t) =
et & tomado eeoiio a eritrada, entdo a serie de saida associa-

da e

n ijat
Y(t) = Y S.(A,...,A) e’ (6.3.14)
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onde Sj(k,...,k) ¢ a funcao de transferéncia de Lj [x7] .
Observamos que um sistema linear invariante no tempo le-

At

= . i . o
va cosenoides e em cosenoides da mesma freqllencia, mas pos

sivelmente com amplitudes e fases diferentes. No entanto, se

- i
o cosenoide e t

€ considerada como a entrada de um sistema po
linomial invariante no tempo, entdo a saida contém componen-
tes de freqliéncia adicionais. Em outras palavras, existe uma

transformagcao da energia concentrada em A para outras freqtlen

cias. Usualmente a energia € transferida aos harmonicos kA,

k2l,2, 000

Exemplo 6.3.1 - Consideremos o sistema quadratico (6.3.4)

Y(t) = [[ s(t-uy, t-uy) X(up) X(u,) duy du,

usando o Lema (6.3.1), € facil ver que a fungdo de transferén

cia deste sistema para Xj(t) =e1kjt, j=1,2, e
=1(Aqup+A
SO A) = [f stupuy) & OR2) 4 g (6.3.15)
Por outro lado, se a entrada e X(t)==eixt, temos
Y1) = &P [ supy eI ay an,  (6.3.16)

Exemplo 6.3.2 - Consideremos, agora, o modelo (3.2.2), isto &

X(t) = u=0g“ e(t-p) + UZO vzog“v e(t-p) e(t-v) +



+ g e(t-1) e(t-v) e(t-w) + ...
uZO VZO wZO Hvw

Usando o Lema (6.3.1), & facil mostrar que a seqiiéncia in

finita de fungdes de transferéncia do modelo e dada por

r,() = E gu.exp{-iku}

To(Ays2y) = g \2{ g,y - expl-id u-ixr)vl (6.3.17)
L(As2,,45) = g % % - .exp{—iklu-ikzv-iksw}

Considerando-se, agora, modelos bilineares, a fim de ge
neralizar para o dominio de freqiiéncias a teoria existente pa
ra modelos lineares, € necessario construir alguma funciao de
freqlléncia que caracterize univocamente a estrutura do modelo
bilinear.

Notamos anteriormente que ndo & possivel descrever a re-
lagao de entrada/saida do sistema ndo linear geral (3.2.2) por
uma funcdo simples de frequiéncia, pois em seu lugar temos uma

) 2

-+« . Contudo, modelos bilineares contém somente um nimero fi

seqllencia infinita de funcdes Fl(A), FZ(Al,Az), FS(Al,AZ,Xs
nito de parametios, assim, € possivel construir uma fungao sim
ples de freqliéncia que caracterize o modelo bilinear em estu-
do.

Exemplific¢dande, consideremos o modelo bilinear
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X(t) = a X(t-1) + ¢ X(t-1) e(t-1) +e(t). (6.3.18)

Usando o Teorema (4.4.1) temos

X(t) = )b aj e(t-j) + Ybc av_l e(t-1) e(t-v) + ...

j:O v=]1
o (6.3.19)
+ Ybcaletn) e(t-v) + ...
v=n
it

Fazendo €(t) =e , a funcdo de transferéncia lhwarIE(M

¢ dada por

8

r () =b Jal &M ob exp{ir) (6.3.20)
j=0 exp{irl}l - a

Similarmente, fazendo s(t)==exp{iklt}-+exp{ikzt} obtemos

a funcdo de transferencia quadratica F7(X1,A2), dada por
V=] v=n

O I A L G ) e T & L :]}
p=1 p=n

+

b [j exp{-iA;-id,}
a (1-a exp{-ixl—ikgj(l—a exp{—ixz})

exp{~iA;-ix,} :}
(1-a exp{-ikl—ilz})(l—a exp{—ikl})

b [:exp{ixl} exp{ixz} :

2 [ﬁxp{ikl+ixz}-31 exp{ir;} -a  explir,} -a

C

P YT r )+ T,0 6.5.21
2 E@Xp{l)‘f”‘Z} _a] [1 1 2( 2)] ( )
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Em particular, ao longo da diagonal, A, =X, =A temos

I, = Eh s ) (6.3.22)
[(exp{2iA} -a | [exp{ir} -a]

De forma geral, podemos mostrar que

k-1 .
I, e = c’ ~ b exp{ir} (6.3.23)

[exp(ik\)-a | [exp{li(k-DA}-a ] ... [exp(ir)-a ]

A funcao r,) ¢ identica a funcao de transferéncia con-
vencional do sistema linear obtido fazendo c=0 em (6.3.18), mas
ela nao caracteriza o sistema bilinear. Como a fungao de trans
ferencia quadratica Fz(Al,Az), contém os trés parametros a,b,
c, entdao o sistema €, em principio, determinado dado o conhe-
cimento desta fungao. Na realidade, tudo o que necessitamos pa
ra determinar o sistema € conhecer a funcao FZ(Al,Az) ao lon-
A

go da diagonal A 9 Se FZ(A,A) ¢ conhecida e os parametros

1
a,b e c assim determinados, decorre que a generalizacgao de fun
goes de transferéncia estara determinada. Assim, para o mode-

lo escalar (6.3.18), podemos considerar simplesmente FZ(A,A)

como a funcao de transferéncia do sistema.
6.4 - IDENTIFICAQKO DE SISTEMAS POLINOMIAIS HOMOGENEOS

A identificacdo de um sistema polinomial homogéneo inva-
riante no tempo, de grau m, consiste em determinar sua funcgao

de transferencia S(hl,e..,xm). Do Lema (6.3.1) vemos que se

Ast

considerarmos as sériés deterministicas, Xj(t)==el J7,5=1,...,



=~ GE&
m, como entrada, entdao a saida e

Y(t) = S(Xl,...,}\m)ei(xl+"'+)\m)t (6.4.1)
e portanto S(Al,...,km) ¢ determinada por

S(ApseeanA ) = Y(1) e 1Ar*. . Mgt (6.4.2)

1’

Esta maneira de agir requer a entrada de todas as somas
possiveis da série base, num total de 2™.

Um procedimento alternativo consiste em considerar as sé
ries de entrada X(t) =k§13k eilkt. Neste caso, se Ak1+..ﬁﬂkm#
k£1+...+Agm para qualquer El,...,tm diferente de kl""’k , en
tao podemos identificar S(xkl,...,kkm) com o coeficiente de
exp{i(kk1+...+kkm)} na saida, isto ¢, S(kkl,...,ka) akq
ag,- Infelizmente a escolha obvia de Aj nao satisfaz a desi-
gualdade exigida e, neste caso, podemos estimar uma combinagao
linear de S(Al,...,km) COm O mesmo A1+...+Am, se este procedi
mento € empregado.

A identificacao de sistemas homogéneos com ocorréencias de

cosenoides & considerada por George (1959).

Consideramos, agora, um sistema polinomial homogeneo de

grau m da forma

Y(t) = [...f S(t=pyseenstp) X(up) .o X(u) duje.. du +e(t) (6.4.3)

onde e(t) & uma série de erro independente de X(t) e

[ooif I'sCuyseneiny) | duge-n du < (6.4.4)
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A fim de que o sistema (6.4.3) seja identificavel exigimos que
s(ul,...,um) seja simétrica em seus argumentos.

Se X(t) tem a representacdo de Cramér
x(r) = [ Mt azy () (6.4.5)

onde ZX(A) € um processo com incrementos ortogonais, entao
(6.4.3) pode ser escrita como
Y(t) = [...f expliQAg*e.ar )t} S(hys.eeeud))

" (6.4.6)

. de(Al) ...dZX(Am) + e(t)

onde S(Al,..{,km) € a funcdo de transferencia do sistema.
Suponhamos, agora, que X(t) € uma série Gaussiana com me-
dia zero e densidade espectral fxx(x). Segundo Shiryaev (1960),

o espectro cumulante de ordem m+1l de X(t),...,X(t) com Y(t) e

fy L xyOpoee oA =mb S e ) £y ) e £ ) (6.4.7)

Se fxx(x) #0, entdo a funcdo de transferencia pode ser de

terminada pela relacgdo

f (X5 eeesr=A_)
& (3 _ X...XY 1 m
S(AI’...,Am) -

m. fXX(Al)... fxx(km)

(6.4.8)

0 fato importante que se utiliza para obter (6.4.7) €que
a série Gaussiana tem todos os cumulantes de ordem maior que

2 identicamente nulos.
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6.5 - IDENTIFICACAO DE UM SISTEMA POLINOMIAL GERAL

Suponhamos que Y(t) e X(t) sejam relacionados por meio de

um sistema polinomial geral da forma

m
Y(t)==jzof...f sj(t-ul,...,t—uj) X(ul)...X(uj) dul...duj-re(t) (6.5.1)

onde e(t) € uma série de erro independente de X(t). Vamos su
por também que sj(ul,...,uj) sejam simétricas em seus argumen
tos e absolutamente integraveis, j=1,...,m.

Se X(t) tem a representacdo de Cramer (6.4.5), entao (6.5.1)

pode ser escrita como

m
Y(t) = jzof...f expli(Ay+...+A )t} sj(xl,...,xj)
(6.5.2)
dZy (A ... dZX(Aj) + e(t)

onde
sj(xl,...,xj) = ... exp{-i(xlul+...+xjuj)} .
(6.5.3)
. Sj(ul,...,uj) dul ...duj.

Assim vemos que o sistema vincula simultaneamente varios
componentes de frequéncias presentes em uma maneira aditiva e
muitiplicativa.

Brillenger (1970) mostra que o espectro cumulante fX...XY(Ar""Ak)
de (6.5.2), supondo que X(t) € Gaussiana, sera zero para k>m
e dado por (6.4.7), para k=m. Aqui apresentamos a forma de es

timar as funcdes de transferéncia Sj(Al,...,Aj), j<m, usando
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o procedimento empregado na segao (6.4). Suponhamos que intro
duzimos m+1 série de entrada akX(t), k=1,...,m+1, ak#az, k,L=

1,...,m+1l. Se a serie de saida ¢ Yk(t), entdao temos a relacao

m .
Y, (t) = _zoal{ Jourl sy Ctmnysennstoi) XCup)eee X()

)= (6.5.4)
. dul... duj + Ek(t)
Sejam CJk constantes tais que
m . . . -
) Cpp a) = 83 = {1, sed=d (6.5.5)
k=0 0, se j#J

Podemos, agora, obter o sistema polinomial homogeneo de

ordem J multiplicando ambos os lados de (6.5.4) por CJk,iSU)é
= ‘ j
kz Cpe (O = I TCp ay [.-.f sj(ul,...,uj) XCup) e e X(ug) ditg - dig
+ ) oy & (D) (6.5.6)
m
= f...f SJ(t-ul,...,t—uJ) X(ul)... X(uJ) dul...duj-szoch ek(t)

assim determinamos SJ(Al,...,AJ) seguindo o mesmo procedimen-
to usado na segao (6.4).

Outro procedimento alternativo consiste em usar a série
de entrada X(t) =e Z(t), onde Z(t) & uma série Gaussiana esta
ciondria com média zero, espectro de potéencias fzz(k) e € € pe

queno. Entdo, segundo Shiryaev (1960) (6.5.6) fornece
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J J

€ fZ...ZY(Al""’KJ)z J. € SJ(—Al,...,—kJ) fZZ(Al)... fZZ(AJ)
(6.5.7)
a qual implica que
£ (-Xy5eee,=2))
_ X XYY 170 g
SJ(Al,...,AJ) = = + 0(g) (6.5.8)

. fXX(Kl)... fXX(AJ)

Portanto, as funcdes de transferencia de (6.5.1) podem
ser determinadas aproximadamente, tomando séries de entrada
Gaussiana ''pequenas' e calculando cumulantes de ordem 2,...,
m+1.

O problema de identificacdo de sistemas quadrados € con-
siderado por Tick (1961). Aproximagoes a sistemas polinomiais
foram considerados por Siegel, Imamura § Meecham (1965); Mee-
cham § Siegel (1964) e Meecham § Jong (1968).

Brillinger § Rosemblat (1967), consideram o estimador de

f . | ) da forma
100008y 1 k-1

(T) 1 v
r Aqseeeidy 1) =1 —— § .
al 9 5080 ,a]( 1 k 1 Tk 1(2“_) k—l Sl=—w

E W(T)(Al—Zﬂs

S, ==00

-1 -1 -1
T ,...,Ak—ZnskT )><W(2ﬂslT semay [0+5 49)

1

w1y (D)
ZﬂSkT ) Ia

TRRRERL

~1 =1
(2ﬂslT ,...,ZﬂskT )

onde )\k = ‘()\1 ¥ oot Ak"l) .
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1, se Al+...+Ak==0

1 = - .
ijo‘l""’)\k) {(), caso contrario

k
1 (1) - 1 (T)
T (A JAL) = T d

Ay, eendy k T(Zﬂ)k'l j=1 3;

de ordem k e W(ul,...,uk) ¢ uma funcao peso sobre o plano

Kk
!

100 (Aj) ¢ o periodograma

ui=0, que é uniforme em cada argumento e satisfaz

s

i=1

k
I"'J’ W(lll,--uuk) 6(.]21“:]) dul e e dl-lk:l,
onde § (1) € a funcao delta de Dirac.

6.6 - ESTIMAGAO DOS PARAMETROS DO MODELO BILINEAR DE SERIES DE TEMPO

Seja o modelo bilinear escalar

X(t)ﬂ-alx(t—l) % ez F apX(t—p)-+aO =

p

q
. kilbek X(t-e) e(t-k) +e(t) (6.6.1)
olq &y ek,

onde e€(t) € um processo ruido branco estrito com distribuicao
N(0,02).

Vamos supor que o modelo (6.6.1) seja invertivel e que a
realizacao {X(1),...,X(n)} do processo {X(t)} seja conhecida
de modo que a distribuicao de {e(m),e(m+1l),...,e(n)} determi
na a distribuicao de {X(m),...,X(n)}, onde m= max{p,q} + 1. A

fungao densidade conjunta de {e(m),e(m+1),...,e(n)} e dada por

1 L, 0
ot o l-— ) e?(t) (6.6.2)

2 -
(2‘,”,0,2) 2 26 t=m
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Como o Jacobiano da transformagdo de {e(m),...,e(n)}) a
{X(m),...,X(n)} vale um, a funcao de verossimilhanca de {X(m),
...,X(n)} & a mesma densidade conjunta de {e(m),...,e(n)}. Ma

ximizar a funcao de verossimilhanca 6 equivalente a minimizar

a funcao Q(06) dada por

n
Q(e) = ) e*(t), (6.6.3)

t=m
3 a = - ' i
com respeito ao parametro 6 (ao,al,...,ap,bll,...,bpq) . Por
conveniencia, denotamos 01==ao, 62=al,...,eR=bpq, onde R= 1+

p+pq. Entdo as derivadas parciais de Q(0) sao dadas por

3Q(0) n
= L2V ey L8 (a1,
aei t=m aei
(6.6.4)
2
2°Q(e) _ 2% de(t)  de(b) , , ‘)} c(p et
960.90. t=m 90. 00. t=m 00.00.
joi j i !

onde as derivadas parciais de e(t) satisfazem as equagoes re-

cursivas
q . -
se(t) Y B () .§§£E:il = { 1, se 1=0 (6.6.5)
da; =1 J 9, X(t-i), se i=1,2,...,p
q .

a;(tl4. y Bj(t) ﬁEl£;l1A=-X(t—k) e(t—m])
3 j=1 - b,

kmy kmy (6.6.6)

(k=1,...,p; my=1, . q)

2 q 2 (gt

Felt) ¢ 3 B (1) 9%e(t-J) ~ o, (i,i'= 0,1,2,....p)

Baiaai. j=1 aai aai.



2 | 2 . e (t-m,)
el b e 28D Loy T Ly (6679
'aaiabkm1 j=1 aaiabkml Aai
(i_Oala 7pa k:l, 1p, ml=l 3 ’(])
2 q (e oe (t-m))
9 E(t) + Z BJ (t) d b(t ]) ¥ \((t"k') — 1 =
ob ob, , , j=1 ob ob, , ., ob
kml k]%_ lmﬁ ! my lmﬁ
Be(t—ml)
= - X(t-k) (k,k'=1,...,p; m],mi=1,...,q)
abkvml ‘
1
Aqui ,
%
B.(t) = b . X(t-e).
J e=1 ©¢J

Suponhamos que e(t)=0 (t=1,2,...,m-1) e tambénm

%e(t) _,, d%e(t) _
90. 90.90.
i 1]
Destas suposigoes e da equacio (6.6.5), segue-se que to-
das as derivadas de segunda ordem com respeito a aj(j=O,L, 25
..) valem zero. Para um conjunto de valores iniciais de a
e bij podemos calcular as derivadas de primeira e segunda or
dem usando as equacoes recursivas (6.6.5), (6.6.06) e (6.6.7).
Seja _ _
aQ(0e) aQ(0) BQ(Q)l '

G(g)=:L~w«m*, —— .

T
- |
361 802 BOR

392Q(6)
8696
j

segunda ordem. Fxpandlndo G(B) em uma série de Taylor em tor-

€ seja H(@)= [j

7 uma matriz de derivadas parciais de
RxR
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no de 8, obtemos
G(B) =0=G(0) +H(B) (0-0)

Portanto, segue-se que

(@p)]

-0 = - 17 (0) 6o

e assim teremos a equagao iterativa de Newton-Raphson

glkrl) o o (K) =l (K)y gk, (G5 8)

onde Q(k) ¢ o conjunto de estimadores obtidos na k-ésima eta-
pa de iteracao. O estimador obtido pela equacio (6.06.8) usual
mente converge em distribuicgao.

Seja L a funcao de verossimilhancga de (X(m),...,X(n)); en

tao teremos, aproximadamente,

2
1 2%ogrL . _ 1 (6.6.9)
I 9690 202 9600
2
se -— 87log L converge estocasticamente a I(0), onde 1(0) ¢
9090 B a

a matriz de informagao de Fisher, dada por

o log L(0)-
19 =[4;@©7 ., 4;® = -1, | —— |
= [13 h]RXR )= oL geigej .
: 1 9%Qo)
entao quando ns», — —————  converge estocasticamente para
0000

206%1(8) . Assim; podemos mcstrar que (8 -06) tem aproximadamen-
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te distribuicao normal multivariada com média 0 ¢ matriz de co

variancias I_l(g).
SELEQAO DA ORDEM DO MODELO

A selecao da ordem do modelo bilinear e feita com Dbase

no critério de informacgido de Akaike (1977), o qual & dada por

AIC = (N-M) log 5; + 2(numero de parametros independentes)

onde

2 _ 1 ?
e N-M toymer

G e’ (t)

e N-M é o numero de observagoes usadas para calcular a funcgao
de verossimilhanca. Para comparar os valores AIC € nccessario
que a funcao de verossimilhanga seja calculada sobre a mesma

quantidade de dados, para modelos de qualquer ordem.

Para maiores detalhes ver Gabr § Subba Rao (1981).
PREVISAQ

Seja {X(t)} uma série temporal com parametro discreto. Su
ponhamos que a previsao de todos os valores futuros X(r0+h),
dada a realizacao semi-infinita {X(s), ssto}, ¢ dada mn‘it(h).
0

Entao o erro quadratico médio (e.q.m.) da previsdao E[:X(toﬂﬂ—

if (h) ]J* € minimo se e somente se
0
Xto(h) = E [X(ty+h)/X(s), sst,] (6.6.10)

Para calcular (6.6.10), quando X(t) satisfaz dado modelo

€ necessario que os parametros do modelo sejam conhecidos. Usual
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mente, os parametros sao desconhecidos e substituidos por scus
estimadores minimos quadratico.
O previsor obtido desta forma e denotado por Xt (h) (h=
0

1,2,...) € 0S erros por €

(h) = X(t,+h) - X, (h). A média dos

e.q.m's para o periodo (ty*th, ty+th+l, ... t, +h+M) ¢ dado por
-, 1 M \
Oé(h) = TT'-Z eé +j(h) (6.6.11)
j=1 "0

O leitor interessado no algoritmo de estimacdo de parame
tros dos modelos bilineares BL(p,0,p,q) e BL(p,0,m,k) pode
consultar Gabr § Subba Rao (1981). A seguir apresentamos um

exemplo que foi proposto pelos autores acima mencionados.

Exemplo 6.6.1 - Consideremos as primeiras 246 observagoes dos nu

meros de manchas solares de Wolfer para os anos 1700 - 1955.As
10 observagoes seguintes serdo usadas para propositos de pre-
visao.

MODELO AR

O melhor modelo autoregressivo ajustado as observacoes

-

X(t)= X(t) -X, é
X(t) - 1,224X(t-1) +0,488X(t~2) +0,124X(t-3) - 0,166X(t-4)
+ 0,150X(t=5) = 0,039X(t~6) +0,036X(t-7) +0,069X(t-8) (6.6.12)
- 0,111X(t=9) = e(t)

A media da soma de quadrados residuais € 185,82 ¢ o va-
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lor AIC=1253,053.

MODELO BILINEAR

O melhor modelo bilinear ajustado € da forma
X(t)-1,209X(t-1) +0,502X(t-2) - 0,173X(t-9) =
= 5,891 - 0,0098X(t-2)e(t-1) +0,0103X(t-8)e(t-1) - 0,0084X(t-8)e(t-3) +
+ 0,0016X(t-3)e(t-2) +0,0014X(t-D)e(t-7) +e(t) (6.6.13)

A média da soma de quadrados residuais ¢ 141,18 e o va-

-

lor de AIC e 1186,2.

Os valores de it (1) para os modelos (6.6.12) e (6.6.13)
0

sao dados na Tabela (6.1).

TABELA 6.1

% 247 248 249 250 251 252 253 254 255 250

Valor verdadeiro
X(t) 92,6 151,6 136,3 134,7 83,9 69,4 31,5 13,9 4,4 38,0
X.(1)
Segundo (6.6.12) 59,6 120,0 157,7 104,1 105,5 45,2 40,4 10,4 4,9 22,9
X.(1)
Segundo (6.6.13) |77,9 130,0 149,8 119,8 86,2 51,4 38,9 18,8 3,3 25,7

A média da soma de quadrados residuais de previsdo para
os 10 valores do modelo bilinear & 165,126 ¢ para o modelo 1i

near € 484,394. Isto significa que o modelo bilinecar fornece
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melhores previsoes que o modelo linear
O leitor interessado num teste para linearidade de uma se

rie temporal estacionaria pode encontrar Subba Rao & Gabr (1980).
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