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PREFÁCIO

Este trabalho tra.ta do problema de medir a associ.a-
ção, ou a correlação, entre duas vara.ãveis.

O termo correlação jã está consagrado pelo uso e se
rã empregado como sinónimo de . associação, da mesmo modo que na l i.teratu

ra consultada sobre o assunto, nos casos em que os níveis das variáveis

consideradas são representados por nÜineros e .esses números são direta-

mente envolvidos 'fio -Calculo da associação .

Quando se mede associação, o objetivo não é veria

car se existe relação formal entre as variáveis,o que se quer
é saber como elas variam conjuntamente. Não existe distin-

ção entre as variável.s, tal como variável dependente e in-

dependente. Não ,é demais alertarmos a.qui. que, si.gni.ficância

da correlação não implica necessari.amentê uma relação causal.

Pode ser. que, após. constatar a existênci.ã de associação en-
tre duas l;àriãveis., um pesquisador, apoiado em outras consi

derações, inerente ao seu campo' de atuação, chegue a rela-
ções causais entre as mesmas; mas na mai.orla das vezes são
conclusões que fogem do domínio da estatÍsti.ca

De modo geral, o problema se apresenta da seguinte

maneira: existe uma população de objetos, ou indivíduos, e
cada um deles é classe.ficado segundo dois ou mais critérios
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PREFÃCIO 

Este trabalho trata do problema de medir a associa 

çao, ou a correlação, entre du as var iáve is. 

O termo correlaçã.o já está consagrado pelo uso e s~ 
;rã empregado como -sinônimo de associação, do mesmo modo que na literat~ 
ra consultada sobre -o assunto, nos casos em que os níveis das variáveis 
consideradas são representados por -números e .esses números são direta . .., -.. 

-. mente envolvidos ·no -~álculo da associação. 

Quando se mede associação , o objetivo nao é verifi 
car se existe relação formal entre as variáveis, o que se quer 
é saber como elas ~ariarn conjuntamente ~ Não existe distin 
ção entre as variáveis, tal corno variável dependente e in
dependente. Não .é demais alertarmos aqui que, significância 
da correlação não implica necessariamente uma relação causal. 

, Pode ser. que, após constatar a existência de associação en
tre duas ;'ariáv~is, um pesquis ador, apoiado em outras consi 
derações, inerente · ao seu campo· de atuação, chegue- a rela

ções causais entre as mesmas; mas na maioria das vezes sao 
conclusões qu~ fogem do domínio da estatística. 

De modo geral, o problema se apresenta da seguinte 1 

maneira: existe uma população de objetos, ou indivíduos, e 
cada um deles é classificado segundo dois ou mais critérios 
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(variáveis), mensuráveis ou não (o importante é que um ín-

divz'duo possa ser classifi.cado, san aint)igüidades, como per-
tencendo a um dos níveis do critério considerado), e quere-
mos saber se, dados dois critérios, certos nível.s de um ten

dem a ocorrer junto com certos níveis do outro mai.s freqüen
temente do que poderia ser atribuído simplesmente ao acaso

Na mai.orla das vezes um pes(luisador estará interes

sapo, não somente em detetar, mas também em quanta.ficar es-
sa associação, mesmo porque ela poderá servi.t como um crité

rio de diferenciação entre populações; de objetos ou i.ndiví-
duos.

Às medidas de associação daremos a denominação de
índi.ces ou coeficientes.

De acordo com as diferentes escalas de medição te-
mos diferentes maneiras de medir associação. No presente tra

balho consideramos as variáveis envolvidas, medidas pelo me

nos em escala ordinal com poucas exceções.; numa a exi.gênci.a
ê mais fraca pois uma das variável.s pod.erã ser nominale em ou-
tras duas"à restrição é mai.s forte, as duas vara.ãvei.s deve-
rão ser medidas em escala pelo fenos intervalar

No capz+tulo l depois de destacarmos alguns casosda

l i.teratura cientÍfi.ca, onde exista.u. a preocupação de estu-

dar associ.ação, tomaremos contato com a terminologia utili-
zada no restante do trabalho e relacionaremos as princi.pais
propriedades requeridas de uma medida .de associação. Além

J
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(variiveis), mensuriveis ou nao (o importante é que um in
divíduo possa ser clà.ssificaclo, sem ambigüidades, como per 
tencendo a um dos níveis do crit6rio considerado), e quere 
mos saber se, dados dois crit€rios, certos níveis de um ten 
dem a ocorrer junto com certos níveis do outro mais freqüe~ 
temente do que poderia ser atribuído simplesmente ao acaso. 

Na maioria das vezes um pesquisador estari intere~ 
sa o, não somente em detetar, mas tamb€m em quintiftcar es
sa associação, mesmo porque ela poderá servit como um critf 
rio de diferenciaçio entre populaç6es de objetos ou indiví
duos. 

Às medidas de ass ociação daremos a denominação de 
Índices ou coeficientes. 

De acordo com as diferentes escalas de medição te
mos diferentes maneiras de medir associação. No presente tr~ 
balho consideramos as variávei s envolvidas, medidas pelo m~ 
nos em escala ordinal com poucas exceç6es,; numa a exigência 
é mais fraca pois urna das variáveis poderá ser nominal e em ou
tras duas·). restrição é mais forte, as duas variáveis deve 
rao ser medidas em escala pelo menos intervalar. 

No capítulo 1 depois de destacarmos alguns casosda 
literatura científica, · onde existiu a preocupaçao de estu
dar associação, tomaremos contato com a terminologia utili
zada no restante do trabalho e relacionaremos as principais 
propriedades requeridas de uma medida .de associação. Além 
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disso mostraremos que é posei'vel nl i-r assoczaçao entre duas

variáveis Utilizando uma terceira vara.áve.l como controle (me

dadas de asscnci.ação parcial) . Com o i.ntul'to de dar uma pri.
meiga visão. geral, das medidas a serem estudas nos próxi-
mos capítulos faremos um breve resuma das mesmas fornecendo
também informações históricas.

No. capi'tulo 2 serão estudadas os pri.ncipais coefi-

cientes de associação total destacando-se as suas i.nterpre-
taçoes, os está.dadores amostrais, as distribuições amostrais

exatas ou aproximadas Csempre (tue pos;sável) dêsses está.nado

res e, quando for o caso, algumas Considerações sobre o ta-

manho das amostras sua.ci.ente para o uso das aproximações.
No capítulo 3, estudaremos as principais coeficien

tes de associação parcial nos mesmos moldes do capítulo an-
terior.

ed

No capítulo 4, serão apresentadas de maneira muito

breve outras medidas de associ.ação que são encontradas na li
teratura . ' '

\
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disso mostraremos que é possível medir associação entre duas 
variáveis utilizando uma terceira variável como controle (m! 
didas de associação parcial). Com o j_ntuito de dar uma pri
meira visão, geral, das medidas a serem estudas nos próxi
mos capitulas faremos um breve resumo das mesmas fornecendo 
também informaçõ~s históricas. 

No. capítulo 2 serão estudados os principais coefi
cientes de associação total destacando-se as suas interpre
tações, os estimadores amostrais, as distrib~ições amostrais 
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terior. 

No capítulo 4, serão apresentadas de maneira muito 
breve outras medidas de associação que são encontradas na li 
teratura, . 
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CAPITULO l

INTRODUÇÃO

Frequentemente, em aplicações estatísticas aos vá-

rios ramos das ciências, defrontamo-.nos com a necessidade

de medir o grau de a.õoe,cação entre duas variáveis. Um zoólo

go poderá estar interessado em veria.car se o número de a-

néis corporal.s.de um lagarto esta associ.ado,por exemplo,com

a ampla.tudo de temperatura ]nédia anual (Vanzolini, 1968) .Um

antropólogo poderá desejar )nedir a as;sociação entre peso,á-
rea da superfície e estatura, de inda.víduos do sexo masculi

no de uma determinada população, com temperaturas médias das

regi-oes em que nasceram (Newmann e Mu.nro, 1955) . Um meteoro

logista, por seu turno, estafa i.ntere-usado em associar suas

previ.sões com as ocorrências de um determi.nado fenómeno at-

mosférico '<Finley, 1884) . Em todos esses casos os pesquisa-
dores estarão utilizando coe,á,éc,íei,üa otz .Zndllca de m,60cZação.

Em termos gerais podemos di.zer que duas vara.ãvei.s

X e Y são poá,{l;C,évamal,te m,õocZad se existe uma tendência para
que valores altos de X ocorram juntos com valores altos de

Y e valores baixos de X ocorram juntos com valores baixosde

Y. De modo' análogo diremos que X e Y são nega;CZlvatllepüe m.60c,{la-

l
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CAPITULO 1 

INTRODUÇÃO 

Freqü~ntemente, em aplicações estatísticas aos vá
rios ramos das ciências, defrontarno-·nos com a necessidade 
de medir o grau de a.6-6oCÁA,ç.ão · entre duas variáveis. Um zoólo 
go poderá estar ·interessado em verificar se o número de a~ 
nêis corporais . de um lagarto está associado,por exemplo,com 
a amplitude de temperatura média anual (Vanzolini, 1968) .Um 
antropólogo poderá desejar me di r a associação entre peso.á
rea da superfície e estatura, de indivíduos do sexo masculi 
no de uma determinada população, com temperaturas médias das 
regiões em que nasceram (Newmann e Munro, 1955). Um meteor~ 
logista, por seu turno, estará inter essado em associar suas 
previsões com as ocorrências de um determinado fenômeno at
mosférico ·'{Finley; 18 84) . Em todos e s s es casos o·s pesquisa
dores estarão utilizando c.oe.6,lue,n;t,v.:, ou. Zncüc.u de, Mhoua.ç.ão. 

Em termos gerais podemos di zer que duas . .. . variaveis 
X e Y são po-6,i;t,i,vame_n.te_ MhouadM se existe uma tendência para 
que valores altos de X ocorram juntos com valores altos de 
Y e valores baixos de X ocorram juntas com valores baixos de 
Y. De modo • análogo diremos que X e Y são ne.gaUvame_n.te. Mhoua.-

-l-
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2

dm se exi.ste uma tendência para que valores altos de X ocos

ram juntos com valores baixos de Y e que valores baixos de

X ocorram juntos com valores altos de: Y. Diremos si.mplesmen

te que X e Y são associadas quando ocorer um dos dois casos.

Os Índi.ces quanta.tativos de associação (correlação)

C(X,Y) são, de modo geral, padronizados e deles são requer.i
das cert.as propri.edades de simetria e: i.nvariância

(i) -l $C(X,Y) g l ou 0 g C(X,Y) s] , onde no primei.ro con

junto de limites, os valores l e -l são atingidosem

casos de associação extrema clu pe.4páe,{l,ta, respectiva-

mente, poó,Zl;tllva e nega,tllva. O segundo conjunto de limi-

tes aplica-se àqueles Índices que não dista.nguem as
sociação positiva da negati.va.

(j.j.) C(X,Y) :C(Y,X) e C(X,Y):-C(-X,y)=-C(X,-y)=C(-X,-y)

(i.i.i) Se X e Y são transformadas emhovas variáveis X'Éf(X)
e Y' =g(Y) então C(X' ,Y') :C(X,Y) para determinadas

funções f e g. Em particular teremos: ,énva/Léânc,Ü .el,i-

nca.4 se f(X) : aX+bXX e gCY) = aY+bYY com bX e bY pos.L
tj.'tos ; Znva/t,éânc,Ca mano.tõlúcap. qu.e é requerida se o Ín-

dice deve ser adequado'a dad.os ordinais, quando f
e g são funções monotânicas crescentes

Um outro aspecto a ser considerado, que aparece tam
bém em aplicações estatz'sticas, é o da necessidade de medir

mos a m.óoc,cação, entre as variáveis X e Y, cola,{ao.Cada por uma

tercei.ra vara.aval Z. Essa medida é comumente denomi.nada móo'. 

- 2 -

dM se existe uma tend~ncia para que valores altos de X ocor 

ram júntos com valores baixos de Y e que valores baixos de 

X ocorram juntos com valores altos de Y. Diremos simplesmeQ 

te que X e Y sio associadas quando oco re r um dos dois caso~ 

Os Índices quantitativos de associação (correlação) 

C(X,Y) são, de modo geral, padronizados e deles sao requeri 

das certas propriedades de simetria e invariância: 

(i) -l~C(X,Y) ~l ou O ~C(X,Y) ~1 , onde no primeiro con 

junto de limites, os valores l e -1 são atingidos em 

casos de associação extrema ou peAówa., respectiva

mente, po-6..i.üva. e ne.ga,t,i,va.. O segundo conjunto de limi

tes aplica-se àqueles Índices que não distinguem as 

sociação positiva da negativa. 

(ii) C(X,Y) =C(Y,X) e C(X,Y)=-C(-X,Y)=-C(X,-Y)=C(-X,-Y) 

(iii) Se X e Y são transformadas em novas variáveis X' =f (X) 

e Y' = g(Y) então C(X' ,Y') = C(X,Y) para determinadas 

funções f e g. Em particular teremos: invaJu.â.nc.,la. U

n.e.aJt se f(X) = ªx+hxX e g(Y) = ay+byY com ~X e by posi 

ti.Vos; invcvúânua. monotônic.a.,• que é requerida se o Ín

dice deve ser adequado ~ dados ordinais, quando f 

e g são funções monot6nicas crescentes. 

Um outro aspecto a ser considerado, que aparece tam 

bém em aplicações estatísticas, é o da necessidade de medir , 

mos a M.óoCÁ,a.ç.ã.o, entre as variáveis X e Y, c.onbwla.da. por uma 

terceira variável Z. Essa medida é comumente denominada M.óo 
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3

e,cação }2a4cZae (correlação parcial) e será.denotada por C(x,Ylz)
onde C indica associação e l indicad.a controlada por. A tí-

tulo de exemplo podemos considerarocasocm que alguns pacien

tes são tratados de uma certa doença e outros não, e quere-
mos medi.r a associ.ação entre recuperação e tratamento con-

trolada por uma. terceira variável, d:igamos sexo dos pacien-
tes. Um outro exemplo, agora real, é aquele em que Movi.mann

(1956) estudou correlações parciais entre di.ferentes escu-

dos do plastrão de tartarugas, de uma determinada espécie,
quando o.:compra.mento tot:al do plastrão era mantido co
tanto

ns

Este trabalho tem por objet:lvo apresentar as medi-

das mai.s comuns de associação total e parcial, bem como, o
seu emprego

Nos cai)ítulos seguintes esttldaremos as principais
medi.das de associação total mas farentos agora, a ti'tulo de
apresentação, um breve resumo das mef;mas

Coca.éc,éeltZe de e04,aeeaçãa de PeaMon (p) i.ntr
son (189õj' e defina.do como

oduzj.do Pearpor

p(X,y) = cov(X.Y)
/fita /ail='Y '

é conhecido também como ''coeficiente de correlação momento-

produto'' e exi.ge que-as variáveis sejam medidas em escala,
pelo menos, intervalar

/

) 
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cJ.a.ç.ã.o paJLcJ.a1. ( c orx:e lação pa r:c ial) e se rá ,denotada po r C (X, Y I Z) 
onde C indica associação e I indicada controlada por . A tí 
tulo de exemplo podemos considerar o caso em que µlguns pacie.!!_ 
tes sao tratados de uma -certa doenç a e outros nao, e quere
mos medir a associação entre recuper a ç ã o e tratamento con 
trolada por uma ~erceira variivel, digamos sexo dos pacien
tes. Um outro exemplo, agora real, é aquele em que Mosimann 
(1956) estudou correlações parciais entre diferentes escu 
dos do plastrão de tartarugas, de urna deter'rninada espécie, 
quando o \comprimento 

tante. 

total do plas t rão era mantido cons-

Este trabalho tem por objetivo apresentar as medi 
das mais comuns de associação total e parcial, bem corno, o 
seu emprego. 

Nos capítulos seguintes estudaremos as principais 
medidas de associação total mas faremos agora, . a título de 
apresentação, um breve resumo das mesmas ·: 

Coe.ó~ue.n:te. de. c.oMe.1.aç.ã.o de. Pe_aMon (p) introduzido por Pear 
son (1896f e definido corno 

p(X,Y) = cov(X,Y) 
✓var X ✓v'Êt r Y 

é conhecido também como "coeficiente de correlação momento 
produto" e exige que as variáveis sejam medidas em escala, 
pel~ menos, intervalar. 

j 



c;oe.áx.u.en't.;ce de caA./te,Cação de po.óÍoó de Spea m (p.) , i.ntroduz.i

do por Spearman (1904) . E UHcâ medida de associ.ação que exi-
ge que as vara.ãveis X e Y sejam medi(]as pelo menos em esca-

la ordinal. Se R(Xj.) e R(Yi) são os ])ossos do indivíduo i,

i=1,2,...,n, de acordo com as vara.ãveis X e Y, respectiva-
mente, a definição de p. seta

ii j >1.EK(Xj.)-K(X) ]]it(Yi.) -R(Y) ]
ps(x:n

" i>1:EKUP -ÍtjlÍ]' " {' i)l:ERNj.)-ã'?D-],}Ü2

n

onde

m : { :!:"'*:, ' m : { :gl«.*:,
Coeále,éeyüade móoc,cação o,tcüptae (ta' y e vb) , que , da mesma

forma que ps' exigem as variáveis X e Y medidas pelo menos

em escala ordi.nal. Se CXI,X2) e (YI,\'2) são duas observações
sobre (X,Y) nÕs diremos que elas são: cancoxdalüa se X. > X. e

YI >Y2 ou XI <X2 e YI <Y2, déóco,tdapüu se XI >X2 e YI <Y2 ou
XI <X2 e )'l >Y2, empa;Caju se XI :X2 e/ou YI :Y2' Consideran-

PC' pD e pT como as probabilidadeçde que um par de observações,es

colhido aleatori.agente , seja, respectivmiente, concorda;nte , di.scordante

e einpatadQ, as definições dos coefi.cientes ta' y e tb são dadas por

a) Ta(X,Y) :PC-pl) que ê conheci.do como Zn(ZZlee de móoc,ca-

ção a,td.C#zaZI P',Cüu-ü" da Renda,CZI ou ainda .Zn(üce de móoc,tição o,tdZnaZ

Zncon(ZZlc,üna,C. Esse coeficiente foi ,segundo Kendal1 (1955) ,coB

J'
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Coe.fyi..c.,le.n.:te. de. c.oMtla.ç.ão de. po,j:t0.6 de. Sp e..aJr.ma.n (ps), introdu z i 

do por Spearman (1904) . B uma me d ida de associação que ex i

ge que as variáveis X e Y sejam me <lid a s pelo menos em esca 

la ordinal. Se R(Xi) e R(Y i) são o s p os tos do indivíduo i, 

i = 1,2, ••• ,n, de acordo com as variá veis X e Y, r e spectiva

mente, a definição de Ps será: 

onde 

n 
! l [R(X.)-R(X)J[R(Y.) - R(Y)J n . 

1 1 1 1= 

n --1 R(X) = l R(X.) e R(Y) n . 1 1 1 = 

1 n -· - l R(Y.) . 
11 • 1 1 1= 

Coe.6iue.nt.eh de. a.Moua.ç.ão Oltdina.1. C T ª , y e T b) , que, da mesma 

forma que Ps, exigem as variáveis X e Y medidas pe lo menos 

em escala ordinal. Se (X1 , x2) e (Y 1 , Y 2) s ão duas obse r vações 

sobre (X, Y) nós diremos que elas s ã o : c.onc..oll..da.n.:te..6 se x1 > x2 e 

Y l > Y z ou X l < X z e Y l < Y 2 , dú.i c.011.da.n:tv., s e X l > X 2 e Y l < Y 2 ou 

X1 < Xz e 1)_ > Y z, e.nipa.:ta.dM se X1 = x2 e/ou Y l = Y z. ·consideran

do Pc, Pn-· e pT como as probabilidade9 de que lml par de obser vações,e~ 
colhido aleatoriamente, seja, r espectivamente , concordànte, discordante 

e empatado, as definições dos coeficientes Ta ' y e Tb são dadas por : 

a) Ta (X, Y) = Pc - Po que ê conhecido como 1.ncUc.e. de. M.6oua.
ç.ão 011.cüna,t ":tau-a" de. Ke.ndai.1. ou ainda 1.ndlc.e. de. a.Mowç.ão Oll.dina.1. 
inc.oncüuona.1.. Esse coeficiente foi ,segundo Kendall (1955) ,co.!! 



siderado por Grei.ner (1909) e Esschel' (1924) como um método

para estimar corre]ações em uma popu].ação«normal mas foi re

descoberto por Kendal1 (1938) que considerou-o puramente co

mo um coefici.ente.de postos; Kruskal (1958) acredita que o
precursor desse coeficiente foi Fechner em 1897

b) Y(X,Y) : PC pT #l denominado Znctéca de m,õoc,cação

"galzia" de Goo(üatl a KaulófzaZ mas conhecida também como Znctéce con-

dZlcZona l de m.60e,cação o,tdZlna,C. . Foi propôs;to por Goodman' e Krus-
kal (1954) .

c) vbCX,Y). PC'PD ,.pX#lepY#l, ondepX(pY)é
a probabilidade de que duas observações aleatóri.as tenham o

mesmo valor de X(Y) . É o coca.écZeiüe de m,õacZação ".Cm-6" de Ren-

da,CZ mui.to conhecido pelo molde de ''cc,eficiente de correla-

ção de postos de Kendall'' ou ainda ''coeficiente de correla-

ção sinal-diferença''. Foi introduzido por Kendal1 (1945)

É interessante notar que se pT : 0 teremos 'ra:Tb:Y

Coca.éc,éelüe de óo(Ração -S-gene,taCtlzado (8) . Recentemente , A-

greste(].9»8) apresentou algumas medidas para descrever o

grau de diferença entre dois grupos e. entre vãri.os grupos se
bre uma vara.ãvel resposta Categórica ordinal. Dentre essas

medidas destacaremos 6-generalizado por ser adequado para me
dir associação entre uma variável nominal X e outra variá-

vel ordinal Y. Sejam YI e YJ observações sobre a.variável res
posta- para membros dos grupos l e J seleci.onados,ao acaso e

J'

. , 
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siderado por Greiner (1909) e Es sch er (1924) como um método 
para estimar correlações em uma popul açio •normal mas foi re 

descoberto por Kendall (1938) que cons i derou-o puramente co 
mo um coeficiente de postos; Kruskal (1958) acredita que o 
precursor desse coeficiente foi Fechner em 1897. 

Pc-Po b) y (X, Y) = ---- p
1, ;t 1 denominado 1.ncüc.e. de. M.6oúaç.ão Pc+pD ' 

"gama" de. Goodma.n e. K1t.uJ.ilwl. mas conhecido também como 1.ncüc.e. c.on-
cüúonai. de. M.6oúaç.ão 01t..cünai.. Foi proposto por Goodman ' e Krus

kal (1954). 

Pc - Pn .. c) Tb (X, Y) = ----,.,,..-- - , ·Px ;t 1 e Py .t 1 ~ onde Px (Py) e 
✓1-px ✓1-py 

a probabilidade de que duas observações aleatórias tenham o 
mesmo valor de X (Y) . B o c.oe.ó,i..cJ.e,v1;te, de, M.6oúaç.ã.o "ta.u-b" de. Ke.n
da11.. mui to conhecido pelo nome de "coeficiente de correla
çao de postos de Kendall" ou ainda "coeficiente de correla 
çao sinal-diferença". Foi introduzido por Kendall (1945). 

E interessante notar que ·se Pr ~O teremos -ra=-rb=y. 

Coe.ó,l_úe.nte. de. M.60C'.,laç.ã.o ô-ge,neJLaLi.zado ( 8) . Recentemente, A
gresti (19"78) apresentou algumas medidas para descrever o 
grau de diferença entre dois gr~pos e entre vários grupos SQ 

bre uma variável resposta categórica ordinal. Dentre essas 
t medidas destacaremos ô- generaliz ado por ser adequado param~ 

dir associaçio entre uma vari~vel nominal X e outra 

vel ordinal Y. Sejam Y I e Y J observações sobre a .variável re~ 
posta para membros dos grupos I e J selecionados,ao acaso e 

i 

.. 
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independentemente,de acordo com a di:;tribuição margi.nal da
vara.ãvel nominal. O coeficiente 8 é definido como o valor es

pelado de l.P(Yl>YJ) -P(Yl<YJ) l com relação a (l,J) , isto é,

E,~ IPEYi>YJ l (],J)] - P]:Yr<Y.TI(],J) ](l,J) l ' '

r tdéca do ,t€1po .te(tição pxc,pa,tc,Confie ah .taco (RPR)

Neste i.teia não apresentaremos nenhum novo Índi.ce de

associação total; apenas mostraremos que alguns dos índices

estudados podem ser .i.nterpretados seÊiundo este conceito

Os Índices do Itipo RPR são medidas que não encaram

a correlação como algo que descreve zl população. Nestes ca-
sos ela é vista, um tanto operaci.ona].mente, como medindo o

valor de se conhec.er al'gum.a coisa sot)re uma das variáveis
quando necessitamos saber algo sobre a outra

Vamos supor que desejamos predi.zer a componente Y
de uma observação aleatória do piar (IX,Y) e que sofreremos

uma perda L(YI'Y2), não negativa, se nossa predição for YI

quando o v\erdadeiro valor da pari.ãvel é Y2' bons.i.detemos duas
si.tuações di.ferentes: (1) não temos i.nformação alguma an-

tes de predizer Y, (2) conhecemos o valor de X antes da prÊ.
dição. Se RI e R2 são as esperanças da perda, ou ,tücoó, nas
duas situações, definimos

RPR(X,Y)

/

. , 
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independentemente,de acordo com a distribuição marginal da 

variável nominal. O coeficiente ó é definido como o valor es 

T ncüc.u do ,ti.,po 1c.e.duç.ã.o p1topo1tuona,l e.m w e.o ( RPR) . 

Neste item não apresentaremos nenhum novo Índice de 

associação total; apenas mostraremos que alguns dos · Índices 

estudados podem ser . interpre tados segundo este conceito. 

Os Índices do tipo RPR são medidas que não encaram 

a correlação como algo que descreve a população. Nestes ca 

sos ela é vista, um tanto operacionalmente, como medindo o 
,-

valor de se conhecer aliuma coisa sobre uma das . - . var1ave1s 

quando necessitamos saber algo sobre a outra. 

Vamos supor que desejamos predizer a componente Y 

de uma observação aleat6ria do par (X,Y) e que sofreremos 

uma perda L(Y1 ,Y 2), não negativa, se nossa predi~ão for Y1 
quando o· verdadeiro valor da variável é Y2 . Consideremos duas . ..... 

situaç6es diferentes: (1) não temos informação alguma an-

tes de predizer Y, (2) conhecemos o valor de X antes da pr~ 

<lição. Se R1 e R2 são as esperanças da perda, ou wc.o~, nas 

duas situaç6es, definimos 

RPR(X, Y) 

I 
\ 
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que é o índice adequado pa.ra medir o valor de conhecer X an

tes de predizer Y e é denominado ''índice de redução propor-
cional em risco'' da situação 2 quantia comparada com a situa
çao l

l,ç liam e.xlge que À e Y sejam nem mesmo or

dinais e da maneira como foi definida não é simétrico.É po.â
sz'vel redefine-lo de modo a sati.sfazar essa propri.edade con

forme veremos mai.s tarde. Dessa manei.ra geral quem primei.-

ro formalizou esse. conceito.de associ.ação foi Goodman e Krus
kal (1954)

A seguir apresentaremos tamt-em, demoro resumido, os

mais conheci.dos coefi.cientes de corre:lação e associ.ação pal
ci.al que serão tratados nos capítulos; segui.ntes

Dependendo da forma de cola;Cxo.Cax paga va/üãueZ Z dife-
rentes medidas de associ.ação parcial são defi.nadas

CoaáZc,éerüe dz« 'ca/ae,hçãcJ p(mc,{la,e "motnerüo-W.adu,to" de Paa/t.óon

p(X,YIZ) . Neste .caso 'o concei.to de cc-ntrole consi.durado é "a

/m,Cálido pata Z''. Vamos .supor que f e g são funções adequa-
das para predizer X e Y à pratir de Z, respectivamente,de mo

do que os ,tu,Zduoó X' =X-f(Z) e Y' =Y-g(Z) são concentrados

em torno de zero. É então definido.o coeficiente de correia

ção parcial como C(X,VIZ)::C(X',Y'), isto é, a correlaçãoto
tal entre os resíduos. Em parti.cular se o critério de con-

centração é variânci.a, então f e g são as funções de Febre.g

Este irai

J
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que é o índice adequado para medir o valor de conhecer X an 

tes de predizer Y e é denominado ''Índice de redução propor

cional em risco" da situação 2 quando comparada com a situa 

ção 1. 

Este índice nao exige que X e Y sejam nem mesmo or 

dinais e da maneira como foi definido não é simétrico.S Pº! 

sível redefini-lo de modo a satisfazer essa propriedade con 

forme veremos mais tarde. Dessa maneira geral quem primei

ro formalizou esse conceito . de associação foi Goodman e Krus 

kal (1954). · 

A seguir apresentaremos também, de modo resumido, os 

, mais conhecidos coeficientes de correlação e associação PªE 

cial que serão tratados nos capítulos seguintes. 

Dependendo da forma de c.on.bw.taJL pela voJÚâ.ve.l Z dife 

rentes medidas de associação parcial são definidas. 

Coe.6.lue.nte. d-e.. -,· .'c.o!cJte.laç.ão paAua,E_ · 11mame.nto-p1c.oduto II de. Pe.CVL.6on 

p(X,YIZ). Neste -caso ·o conceito de controle cons~derado é "a 

j U6 .tando pela Z 11 
• Vamos ,supor que f e g são funções adequa-·, 

das para predizer X e· Y à pratir de Z, respectivamente,de m~ 

do que os Jr.e,,61du0.6 X'= X-f(Z) e Y' = Y- g(Z) são concentrados 

em torno de zero. S então definido,o coeficiente de correla 

çao parcial como . C(X,YIZ) == C(X' ,Y'), isto é, a correl açãot~ 

tal entre os resíduos. Em particular . se o critério de con

centração é variância, então f e g são as funções de regre! 

i 
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são, isto é. as mÉ;di.as conde.cionais de X e Y dada Z, neste

caso se o coeficiente de c.arreia.ção momento-produto é usado,

nÓs obtemos o coefici.ente de eo,Q,ae,eaçãíl paA.c,naZI mamerüo-lModtlZa

p(X,YIZ) . Se além disso, as funções d.e regressão são linea-
res em Z e as variânci.as condicionais não det)cedem de Z, então o mesmo

resultado pode também ser obtido diretunente ã partir da. familiar fónnu

la.de correlação parcial

p(X,yjZ) = p(X,Y'j-orX,Z)orY,Z'l
'l .. .l )ã.-pz (YI Z

que muitas vezes é utilizada como .defi.nação de correlação pal
cial

Coe6,écZerüe de óocZação pa/tc,éa,e da ])auü [ 5(X,Y IZ) ] . Propos-
to por Davas (1967) é baseado. no i.mpc.rtaBte conceito de con

trole "mapüendo Z coM,tctpüc" e no coefici.ente de associação or-

dinal y de Goodman e Kruskal. Davas c:onsiderou o caso emque

X, Y e Z são variáveis categóricas de. Jnodo que a população
pode ser representada por uma tabela de contingência de c-

entradas. Vamos supor que pi é a probabilidade de que uma o.b

seriação casual possua o i-ésimcP valor de Z e que pC: (pD.,
pT:) seja a probabilidade de que um par casual de observa-
ções seja empatado em Z, em seu i-ésimo valor, e também con

cordante (discordante, empatado) com relação a X e Y de mo-

do que pC:+pD:+PT; :pj.' Nessas condições Dava.s definiu o seu
z'ndice de correlação para.al como

J'

'. 
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sao, isto é, as médias c ond icionai s de X e Y ·dada Z, neste 

caso se o coeficiente de correlação momento-produto é usado, 

nós obtemos o coeficiente de c.oMeXaçã.o pa!Luai. mome.n,to-pJc.odu.;to 

p(X,YIZ). Se além disso, as funçõ e :· de regressão são linea

res em Z e as variâncias condicionais não dependem de Z, então o mesmo 

resultado pode também ser obtido diret·0 ncnte à partir da familiar f ónnu 

la .de correlação parcial 

p(X,YIZ) = 
p(X,Y) - p( X,~) p(Y ,Z) 

✓1 - p 2 (X, Z) /l - p 2 ( Y , Z) 

que mui tas vezes ê utilizada co·mo definição de correlação par 

cial. 

Coe.M,cie.n;te. de. M6ouaç.ã.o pa11.úa.t de. Vav,Í/2 [ ô (X ,-Y I Z) J. Propos

to por Davis (1967) ê baseado _ no importa~te conceito de con 

trole '1man.,te.ndo Z c.on◊tante." e no co eficiente de associação or 

dinal y de Goodman e Kruskal. Davis c onsi derou o caso em que 

X, Y e Z são variáveis categóricas de modo que a população 

pode ser representada por uma tabela de contingência de 3-

entradas. ·~amos supor que pi é a probabilidade de que uma O_Q_ 

servação casual possua o i -ê simo- valor de Z e que Pc. (p0 ., 
1 1 Pr.) seja a probabilidade de que _ um par casual de observa -

i 

çoes seja empatado em Z, em seu i-êsimo valor, e também con 

cardante (discordante, empatado) com relação a X e Y de mo 

do que ·pc. +p0 . +pT. =pi. Nessas - condições Davis definiu o seu 
1 1 1 

Índice de correlação parcial como 

l 
1 .. 
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4pC. ' ipD

}pC. ''' }lpD.
.L a- .L .L

Coca,écZe üe de co,meZlaçãa )oa/tc,éaZ de Kenlc{ Z [$(x,Y l Z) ] . Foi prg

posto por Kendall (lç)42) e na sua definição exi.ge-se que X,
Y e Z sejam medidas pelo menos em .escala ordinal. Vamos su-

por, para simplificar, que, para o momento, empates são im-

possível.s. Classe.ficareilios os pares de observações casuais,

por exemplo (XI'YI'ZI) e (.X2,Y2,Z2), quanto ao fato de mos-
trarem X e Y concordétnt:es ou discordantes com Z e arranjare
mos as probabili.dades; desses eventos elll uma tabela 2x2

Tn

v(x,vlz)

em seguida definiremos o ''coefici.ente de correlação parcial
de Kendall.= por

POPZ'PXPY

P0'rijXj tPY"PZJ LP0'''PY)(PX+PZ

Caca,éeZelüe de m,õac,cação paAC,é.le bMeac(o ml pa,aealtlerl,ü [0(X,Y l Z) ]

Foi introduzi.do por .Quade (1971) . Este coeficiente exigeque
X e Y sejam pelo menos ordinais porém Z é uma pari.aTeI sem

+ (X,YI Z)

J
{
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?Pc. - ÍPn. 
y(X,YjZ) = 

1 1 1 1 

?Pc. + ?Pn. 
1 1 1 1 

Coe.6icle.n;te. de. c.oJUuda.ç.ão pCULUal de. Ke.nd.aLf. [ <f> (X, Y j Z) J • Foi pr52_ 

posto por Kendall (1942) e na sua definição exige-se que X, 

Y e Z sejam medidas pelo menos em escala ordinal. Vamos su

poi, para simplificar, que, para o momento, empates são 1m

possiveis. Classificaremos os pares de observações casuais, 

por exemplo (X1 ,Y1 ,z 1) e (X 2 ,Y 2 ,z 2), quanto ao fato de mos

trarem X e Y con~ordantc s ou discordantes c om Z e arranjar~ 

mos as probabilidades dess e s evento s em uma tabela 2x2 : 

' 
X e z 

' CONCORDANTES DISCORDANTES 

y CONCORDANTES Po Px e 
z DISCORDANTES Py 

1 Pz 

em seguida definiremos o "coeficiente de correlaç-ão parcial 

de Kendal 1~' por 

<t> (X,Y j Z) = 

Coe.áJ..ue.nxe. de. a,Mocla.ç.ão paJl.úai ba1.i e.a.elo e.m pa!Le.ame.nxo [ 8 (X, Y j Z) J. 

Foi introduzido por _Quade (1971)°. Este coeficiente exige que 

X e Y sejam pelo menos ordinais por~m Z ~ uma variivel sem 
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qualquer restri.ção quanto ã escala de medição podendo ser ng
minal e/ou mu]ti.variada. ]3aseia-se eln associação em termos

de concordância e discordânci.a de pares .de observações e no

conceito de controle "ltlalüe.nda Z eort,ó,Cmt,te" ou, mais precisamen
te, em.termos da noção de paceamelt o.

De modo.geral é estabelecida uma regra pela qual
possa ser decidi.do se duas; ol)servaçõ-3s são pa,aeadm sem ambi
guidades

i"nsi iu Q t vento em que um par ca

sual de observações é pa Cada e de C (D) o evento, em que o
par ecoa)cordalte Cdiscordante) cojn relação a X e Y. Assumi.re-

mos que P{PAREAMENTO} > 0. Assim defiJailnos o ,ZndlZce de aó,õoc,{la.

ção )9a4eacíaí'

O(X,VIZ): P{CIPAREAMENT0} - J'ÍDIPAREAMENT0}

Chamaremos de PAltEA

/

Coca,écZerüa de ca,t,te,eaçãa paxc,ZaZ cama exZemão do conde,é;(:o da ,ta

dctção }aaopo,ec,éonae cita .4,üeo. Do mesmo modo que para correlação to

tal i.remos mostrar que alguns dos z'ndices de associação pal
cial poder ser interpretados segundo este conceito

De modo geral, seta feita uma afirmação sobre Y,s.g
jeira a perdas especificadas em caso de erro, em cada umadas

situações: (1) temos informação de Z, mas não de X, antesda

predi.ção; (2) temos i.nformação sobre ;; e X antes da predição.

Desse modo a redução proporci.onal em perda esperada (risco)
para a situação 2 quando comparada com a situação l pode ser
tomada como uma medida de correlação parcial.

.j' ; - n -

- 10 -

qualquer restrição quanto à escala de _medição · podendo ser no 

minal e/ou multivariada. Baseia - se em associação em termos 

de concordincia e discordinc ia de pares .de observações e no 

conceito de controle "111a.n;te.ndo Z c.on,!>;t.ante." ou, mais precisameg 

te, em .termos da noção de paJLe.ame.n;to . 

De modo geral ~ estab e lecida uma regra . pela qual 

possa ser decidido se duas observaçõ es são paJte..adM sem ambi 

guidades. 

Chamaremos de PAREAMENTO o evento em que um parca 

sual de observações é paJte.ado e de C (D) o evento. em que o 

par é concordru1t e (discordant e) com r e lação a X e Y. Assumire

mos que P{PAREAMENTO} >O. Assim definimos o 1.n.<i,i,c.e.. de. M.óoCÁ.a.

ç.ã.o pa1c.e.a.da." 

e(X,YIZ) = P{CIPAREAMENTO} - P{DIPAREAMENTO} 

Coe..ó,lue..nte..ó de. c.oMe.la.ç.ã.o paJtúal e.amo e..x..te.n.óão do c.onc.wo de. lle. 

duç.ã.o pllopollc.Á,ona..t e..m wc.o. Do mesmo inodo que para correlação tQ 

tal iremos mostrar que alguns dos Í ndices de ass;ciação par 

cial podem ser interpretados segundo este conceito. 

De modo geral, seri feita uma afirmação sobre Y,s~ 

j ei ta a perdas especificadas em caso de erro, em cada uma das 

situações: (1) temos informação de Z, mas nao de X, antes da 

predição; (2) temos ' informação sobre Z e X antes da predição. 

Desse modo a redução proporcional em perda esperada (risco) 

para a situação 2 quando comparada com a situação 1 pode ser 

tomada como uma medida de correlação parcial. 

i 
li 

1 
'• 



CApTTUL0 2

MEDIDAS DE ASSOCIAÇÃO TOTAL

No capítulo l vimos as defi.feições e denomi.nações

mais comuns das medidas mais utilizadas de associação total.

Houve oportunidade, tanlbóm, de dar algumas informações de i.n

temesse puramente hi.stÓrico. No presente capítulo estudare-

mos essas medidas fazendo consideraçiies à respeito das pos-
s].veJ-s interpretações que elas possam ter, apresentando os es

timadores amostrais correspondentes e, sempre que possível,
a di.stribuição assintÕti.ca. dos mesmos;

2. 1
COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO MOMENTO-PRODUTO OE PEARSON (P)

Defina.mos no capz'tolo 1, como sendo

\ P(X,Y) cov(X,

Como consequência direta da desigualdade de Cauchy
Schwarz conclui-seque 0 g pz É l e, portanto, que

-l g o g l

Vamos supor que as variáveis; aleatórias X e Y têm

di.stribuição norma.l bi-vara.ada. Nessas condições p(X,Y) e o
11

J

CAP!TULO 2 

MEDIDAS DE ASSOCIAÇÃO TOTAL 

No ca~Ítulo 1 vimos as defini ções e denominações 

mais comuns das medida s ma is utilizadas de associaçio total. 

Houve oportunidade, também, de dar a:Lg um a s informações dei_!! 

teresse puramente hist6rico. No presente capítulo estudare

mos . essas medidas · fazendo ' conslderaçó e s ã respeito das pos-
,.,,. . . -s1ve1s 1nterpretaçoes que elas po ss am t e r, apresentando os e~ 

timadores amostrais correspondentes e, sempre que possível, 

a distribuição assint6tica dos mesmos. 

2.1 - COEFICIENTE DE CORRELAÇAO MOMENTO-PRODUTO DE PEARSON (p) 

Definimos no capítulo 1, como sendo 

p(X,Y) = cov(X,Y) 
✓var X ✓\r_a_r_Y_ 

' ,. 
Como consequência. direta da desigualdade de Cauchy-

Schwarz conclui-se que O ~ p 2 ~ 1 e, portanto, que 

Vamos supor que as variiveis aleat6rias X e Y t~m 

distribuição normal bi-variada . Nessas condições p(X,Y) e o 

-11 -

j 
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modelo de regressão linear de uma val'lavei sobre a outra,re
laca.unam-se de modo anui.to interessant:e

Sejam UX e UY as médias popa.tlaci.onai.s e a;l e a.} as
variâncias populacionais de X e Y. Vamos denotar a covariân

ci.a de X e Y por aXY' Assina podemos dlescrever

F-' \. '' ) 4' J '"r ,«(Jv(Jv
aXY

Para um dado valor x de X ex:iate uma subpopulação

de valores de Y correspondendo a X=x:. Sua di.stribuição, a
di.stri.buição condicional de Y dado X =x, é normal uni-varia
da com média

UY.X : HY ''' ''õ7- -l-X)

denominada al)e,/taPtça con(ÜcZon.zZ da Y dada X= x (ou então regres
são de Y sobre X) . A variância dessa distri.buição, denomi.-

nada va/t,éâne,tla condéc,éonaZ de Y dado X= x é

a' : ..}(l-P')

e portanto;'' podemos escrever

o que permite i.nterpretarmos o quadrado de p(X,Y) como sen-

do a proporção da variânci.a de Y que é explicada pela regrej.
são de Y sobre X

J'

- 12 -

modelo de regressao linear de uma variive l sobre a outra,r~ 

lacioriam-se de modo mu ito interes sante. 

Sejam µX e µy as m~di as populacionais e o~ e 0{ as 

variâncias populaciona is de X e Y. Vamos denotar a covariân 

eia de X e Y por ºxy · Assim podemo s descrever 

p(X,Y) -

Para um dado valo r x de X existe uma subp opulação 

de valores de Y corr esponde ndo a X = x. Sua distribuição, a 

distribuição condicional de Y dado X = x, ê normal uni - varia 

da com média 

denominada e./.lpeJc.an.ç.a c.on.cüuon.ai. de. Y dado X=x (ou então regres

são de Y sobre X). A variância dessa di s tribuição, denomi

nada vatúâ.nua c.on.cüuon.al. de. y dado X:= X é 

-, 
e portanto podemos escrever 

02 = 
02 - 02 y 

o que permite interpretarmos o quadrado de p(X,Y) como sen

do a proporção da variânci a de Y que ê explicada pela regre~ 

são de Y sobre X. 

J 
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Se defina.Finos e =Y-UX.Y (isto é, Ê mede o desvi.o
de Y ã partir de sua. média eln X =x) a distribui.ção conde.cio

nal de e dado X=x é normal com média 0 e variânci.a az. Po-
demos então escrever

r*'*'.: «* R *'#* ' ' '.'':*'.
onde

Bo : PV'õlPx íil 1ll?i 3 e N(0,a:)

Notemos que este é justaJllente o modelo de regres-
são linear simples de Y sobre X

Então podemos dizer que pz(X,Y) é a proporçãodava
riância de Y ''explicada'' pela regresf;ão linear de Y sobre X.

Quando p : 0 nós conclux+mos que oz =a.i, o que si.gnifi.ca que
nada da variância de Y é explicada pela regressão de Y sobre

X. Quando p:tl, então az =0, o que implica que toda a va-

riância de Y é explicada pela regres:;ão de Y sobre X.isto é,
a relação''entre X e Y é perfeitamente linear

Consideremos agora o esticador amostral (r) de p

Se (x[,y].),(x2,y2), ...,(xn'yn) é uma amostra casual,

de tamanho n, da população o -'coefi.ciente de correlação a
mostral momento-produto'', .r(X,Y) , pode ser definido com0

- l 3 -

Se definirmos e = Y - pX• Y ( is to é, -~ mede o desvio 
de Y à partir de sua. média em X = x ) a distribuição condici~ 
nal de e dado X = x é normal com médi a O e variância o 2

• Po 

demos então escrever 

Y = lly. X+ e 

oride 

Notemos que e ste é justamen te o modelo d e regres 

sao linear simples de Y sobre X. 

Então podemos di z er que p 2 (X, Y) é a proporção da v~ 
riância de Y "explicada" pela regres s ão linear de Y sobre X. 
Quando p = O nós concluímos que cr 2 = ªy, o que significa que 
nada da variância de Y é e x plicada pe l a r egressão de Y sobre 
X. Quando p = ±1, então o 2 =O, o que i mplica que toda a va 
riância _de Y é explicada pela regr e ssão de Y sobre X,isto ~ 
a r e 1 ação ·'-entre X e Y é per f e i t am ente 1 i n e ar . 

Consideremos agora o e s timador amostral (r) de p. 

Se (x1 ,y1 ), (x 2 ,y 2), ... , (xn,_Yn) é uma amostra casual, 
de tamanho n, da população o "coeficiente de correlação a 
mostral momento-produto'', r(X,Y), pode ser definido como 

1 
\ 
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:E:*:*: - l:!:*:l l:i:*:lÁ
'l:i:*í - l:!:*:lH [:!:,í - 1:?:*:1 7d

e do mesmo modo que para p temos

r(X,Y)

l g r g l

A variância de r para grandes antostras é umaexpre.ã
sao que envolve todos os momentos de segunda e quarta ordem

da população amostrada.. No caso nor11ial, i.sto é, (X,Y) tem

distri.buição normal bi-variada, a ex])ressão simplifica-se pa
ra

var r = (1-pz) '/n

embora seja de pouco valor prático, pois a distri.buição de
r tende muito lentamente para a normiLI e seria necessã
t i.li.zar n à 500

0 problema foi resolvido pol' Fisher (1921) que prg
pos a regi.çi.nte transformação para r

que, para amostras normais, é muito mai.

buição normal com média aproximada

« : 4 :'': l+r

r10 U

da di.stri.S proxima

". : '(«) - .} :-':.IT:ãl

.1'
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r(X,Y) = 

e do mesmo modo que para p temos 

A variância de r para gr andes amostras ê uma expre~ 

são que envolve todos os momento s de segunda e quarta ordem 

da população amostrada . . No cas o no rmal, isto (X,Y) tem 

distribuição normal bi - var iada, a expressão s impl if ica-se p~ 

•- ra 

embora seja de pouco valor pritico, pois a distribuição de 

r tende muito lentamente para a normal e seria necessirio u 

tilizar n ~SOO. 

O problema foi resolvido por Fisher (1921) que pr~ 

posa seg~inte transformação parar: 

que, para amostras normais, i muito n1ais pr6xima da dis tri

buição normal com média aproximada 
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e variância aproximada

rr2 = ]rnn.'v '''

independente de p.

Vamos supor que clueremos te:;tar H0: p :p0 onde pO
e uma constante # &l

Fazemos a transformação de ]: para v que, sob a hi-
+ . . +

potese nula, ê aproxilnadainente normal com média

«. : { :':.
P()

e varianc i.a a * = .-.z--v n-3
v-U

Computamos z =---ã'-'l que, sob HO é aproximadamente

N(0,1.) quando n é grande. O nz+vel cri.taco observado (P-va-

lue) depende da hipótese alternativêt e HO é rejeitada se
P < a

Um intervalo de.confiança ICl0(1:"a)9ü para u., é (v. ,

v2) onde.vl :v-:avZl-(ct/2) e v2 :v+c;vZl-(a/2)
lidando a transformação inversa

obtemos os limites de confiança para p

O intervalo de confiança pod.e também ser usado pa

ra testar H0: p : pO con.tra Hl: p #p0 si.mplesmente rejei.tan

- 15 -

e variância aproximada 

independente de p. 

cr 2 = var r 
V 

Vamos supor que queremos testar H0 : p = Po onde Po 
ê uma consta11te ~ j:l" 

Fazemos a transforrnaçio der para v que, sob a hi
p6tese nula, é aproximadamente normal com média 

µ V = l_ 1 O g [ 1 + p (~] 
2 .e 1 -p o 

e variância cr 2 = -
1-v n-3' 

v-µ 
V Computamos z = ---

ºv 
que, sob H0 

.A 

e aproximadamente 

N(O,l) quando n é grande. O nível critico observado (P-va-
lue) depende da hipótese a lternativa e 1-10 é rejeitada se 
p < Ct. 

J Um intervalo de confiança 100(l ~a)% para µv e (v1 , 

, vz) onde . v1 = v - ovz 1_ (a/Z) e v 2 = v + c:vz 1_ (a/Z). 

&sanda a transformação inversa 

T = 
ezv_l 

2v e +l, 

obtemos os limites de confiança para p. . 1 

O intervalo de confiança pode também ser usado pa

ra testar H0 : p = Po contra H1 : p 7- Po simplesmente rejeitan-

l 
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ao uO ao nJ-ve] a se o interva]o ej:c].ui pO
Existem tabelas para as transformações de v para r

e de r para v. Do mesmo modo exi.stem cartas (''charts'') que
permitem obter os intervalos de cona.ança graficamente (Pear
son e Hartley, 1966)

Quando os testes de signo.fi.cância ou li.mates de con

fiança são críticos e uma melhor aproximação é desejada, Ho

telling (1953) recomenda uma outra transformação (v*) que é
obtida por

8 sua variância az* :iil . Sokal e Roh.If (1969) fazem reco-

mendações acerca das aproximações no que diz respei.to ao ta

manho (n) da amostra: para n 2 50 a aproximação de Fisher é

adequada (sendo tolerável para n à 25). A aproximação sugar.i
da por Hotteling é razoavelmente sastifatória para n à lO

A variância dé r para grandes amostras é encontra
da em Kendall e Stuart (1977)

Kendall e Stuart (1973) recomendam que, em trabalhos

prãti.cos, sÕ devemos usar p, como medida de associação. em

casos de variação nornla]. ou quase normal. Nesse caso pode-
mos verificar facilmente que p =-=1-À e teremos p : 0 sé e se

mente se BI :0. Podemos testar H0: p :: 0 usando, então, o te:

te ''t'' comumente Utilizado para testar H0: BI :0. Esse tes-

3v+rJV'V

Y

/

\
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do . H
0

' . ao nível a se o intervalo exc J ui Po. 

Existem tabelas para as t r ansformações de v parar 

e de r para v. Do mesmo modo existem cartas ( "chart s ") que 

permitem obter os intervalos de confiança graficamente (Pea_E. 

son e Hartley, 1966). 

Quando os testes de significância ou limites de CO_!!, 

fiança são críticos e uma melhor aproximação é desejada, H~ 

telling (1953) recomenda uma outra transformação (v*) que é 

obtida por 

v * = V 
3v+r 

4n 

a sua variância a 2 =-1- Sokal e Rohlf (1969) fazem v* n-1 · reco -

mendações acerca das aproximações no que diz respeito ao ta 

manho (n) da amostra: para n ;e: 50 a aproximação de Fisher -e 

adequada (sendo tolerável para n ;e: 25). A aproximação sugeri 

da por Hotteling é razoavelmente sastifatôria para n ;e: 10. 

A variância der pa ra grandes amostras é encontra

da em Kendall e Stuart (1977). ·, 
Kendall e Stuart ( 1 973) recomendam que, em trabalhos ,. 

priticos, s6 devemos us a r p, como medi da de associação, em 

casos de variação normal ou quase normal. Nesse caso pode -
61ªx mos verificar facilmente que p = -- e teremos p = O se e so 
ªy 

mente se s1 =O. Podemos te s tar H0 : p == O usando, então, o tes 

te "t" comumente ·utilizado para tegtar H0 : s1 =O. Esse tes -
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te pode ser posto na forma

to
r./ii:7

onde tO tem di.stribuição ''t'' de Student com n-2 graus de l.i
beldade

2.2-COEFICIENTE' DE CORRELAÇÃO DE POSTOS OE: SPEARbIAN (P.)

NÓs vimos que o. ''coeficiente de correlação momen-

to-produto'' de Pearson é adequado pai'a variáveis métricas X

e Y, no entanto existetn situações em que desejamos medir as

sociação entre variáveis que não pode:m ser medidas de manei

ra objetiva, i.sto é, não podem ser el:pressas por números de

unidades de um tipo objetivo. Tomemos; o exemplo de Yule e

Kendal1 (1940) onde se /deseja medir associação entre ''habi-

lidade'' matemática e musical em uma classe de estudantes. U
ma maneira muito comum de medir habi.].idade seria atribuirno

tas aos- estudantes mas uma objeção i.importante é que diferen
tes examinadores poderiam atribuir diferentes notas a um mes

mo aluno. Uma correlação entre notas obtidas em matemática e

musica dependeria, de certo modo, do examinador e não refle

tida acuradamente a relação entre as duas qualidades.

Uma maneira de contornar a situação seria arranjar
os estudantes ''em ordem'' de habili.dad.e sem tentar medi.-la nu

mericmnente. Embora houvesse, ainda, divergência de opina.ão

'\

/
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te pode ser posto na f orma 

t = o 
r/n-::Z 
/1-r 2-

onde t 0 tem distribuição "t" de Student com n - 2 graus de li 

berdade. 

2 .2 - COEFICIENTE . DE CORRELAÇAO DE POST OS Dr SPEARM/l,N (p ) 
s 

Nós vimos crue o "co eficiente de correlação momen

to-produto" de Pe arson é ade quado para variáveis métricas X 

e Y, no entanto existem situaç ões em que desejamos medir as 

sociação entre variiveis que não podem ser medidas de manei 

ra objetiva, isto é, não podem ser expressas por números de 

unidades de um tipo objetivo. Tomemos o exemplo de Yule e 

Kendall (1940) onde se ldesej a medir ass ociação entre "habi

lidade" matemática e musical em uma classe de estudantes. U 

ma maneira muito comum de medi r habilidade seria atribuir no 

tas aos . estudantes mas urna objeç ão importante é que difere~ 

tes examinadores poderiam atribuir diferentes notas a um mes ·, 
mo aluno. Uma correlação entre notas obtidas em matemática e 

música dependeria, de certo modo, do examinador e não refle 

ti~ia acuradamente a relação entre as duas qualidades. 

Uma maneira de · contornar a situação seria arranjar 

os estudantes "em ordem" de habilidade sem tentar medi-la nu 

mericamente. Embora houves se, ai nda, diver g~ncia de opinião 

l 

I 
/ 
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entre os examinadores cla não será.a tão freqüente como no ca
se anterior. Atribuiri'amos então a cada estudante um número

que indicasse a sua posição, entre os demais, para a habili.
jade em questão. Os a.].unos estariam asse.m "o,tdanado.s" e o nÚ

mero correspondente a cada aluno seria o seu ''poó,í:o''

No capz+tulo l -nÓs definimos o ''coefici.ente de corre

lação de postos de Spearman'' (pq) colho

X : .[R(Xi)-R(X)]E]{(Yi)-R(Y)]

li i ltEKUP -it©-],}'#Í= :>1:ERWP-i'(15 ]'lu:

n

Ps

onde Xi e Yi representam af; medidas, .em escala pelo menoso.:
di.nal, do indivíduo i. (i=1,2,...,n) com relação às variáveis

X e Y; R(Xj.) e R(Yi) representam os postos do indivíduo i p.g
ra X e Y, respectivamente; R(X) e R(Y) são as médias

: j.!:aui) ' l :>1:RWP

Notemos que ps é calculado pela mesma expressão que

P, isto ê, é o coeficiente de correlação de Pearson calcula

do para os postos R(XI) e R(YI) . DaÍ o seu nome de ''coefi-
ciente de correlação de po:;tof;''

Uma forma conveniente para o calculo de p. é obti-
da quando fazemos a su])osição de que nãa ax,üZan ei?Tpa-

,Cu entre os X.i 's e/ou Y.i ' s

/
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entre os examinadore s ela não seria tão freqüente c omo no ca 

so anterior. Atribuiríamos então a cada estudante um número 

que indicasse a sua posiç ã o, entre os demais, para a habili 

dade em questão. Os a.lunos estariam assim "01tde.nado.ó 11 e o nú

mero correspondente a cada aluno seria o se u "po.ót o". 

No capítulo 1 ·nós defini mo s o "coe ficiente de cor re 

lação de postos de Spearman " ( p
5

) corno 

' onde Xi e Y i representam as medidas, e m escala pelo menosº!. 

dinal, do indivíduo i (i =l,2, ... ,n) com relação às variáveis 

X e Y; R(X . ) e R(Y.) representam os postos do ·indivíduo i p_a 1 l 

ra X e Y, respectivamente; , R(X) e R(Y) são as médias 

n 

n
l I R(.X . ) 

. 1 l l. = 

1 n 
e - I R(Y.}. 

n · l l 1= 

NQtemos qu~ ps é calculado pela mesma expressão que 

P, isto~. é o coeficiente de correlação de Pearson calcula 

do para os postos R(Xi) e R(Y i ) . Daí o seu nome de ''coefi 

ciente de correlação de postos". 

Urna forma convenient e p ara o cálculo de ps é obti

da quando fazemos a s uposi ção de que Y1.ã.o e.w.te.m e.mpa-

tu entre os X- 'se/ou Y 'e l i ., ' 

/ 
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Nesse caso

:i!:"nP
e analogamente R(Y) : n+l

i :Í:: : "Ç' : Ç
Temos também que

n

i:iE'Wi' iKU)3
2

2

n+lÍ l
l >l [i'-i(n+]) +-CaJ:!J--Ji:l

n(n+1) (2n+l

!Kn ' -l )
l

analogamente

n

i :IR(Yi) - R(Y)]'

Portanto temos para ps
n

[R(Xi) - z:étER(Yi)
n+l ]

1=:
Ps

n(n :: - 1) /12
'\ou ai.nda

6 [R(X: )li:l
: 1

- R(Yi) ] :
n(n'-l)

n

':!:'Í
)

n3-n
Ps =;:;'' ' ' Ps

.di. : [R(Xi) - R(Yi)], que por ser uma forma adequadapg

ra o calculo de ps' tem si.do mui.tas \reZeS utilizada como de

/

Nesse caso: 

R(X) 
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n 
= l I i = 

n i=l 
n(n+l) = n+l 

2 -z 

e analogamente R(Y) = n;l. Temos também que 

n --l [R(X.) - R(X.)] 2 

. 1 1 1= 
Y [ i 2 - i ( n + 1 ) + ( n +l ) 2 J = 

i == l 

n(n+l) (2n+l) n(n+l) 2 n(n+l) 2 
== 6 - - 2 + 4 -

e analogamente 

n 
l [R(Y.) -R(Y)J 2 = . 1 1 1= 

Portanto temos para p
5 

n n+l 1 J;1 cRc xi) - ~rJ cRCY i) - TJ 

n ( n :i - 1 ) / 1 2 

' ou ainda 

n n n 
6 l [R(X.) - R(Y.) ] 2 6 l d~ 6 l d~ . 1 1 1 . 1 l . 1 l = 1- 1= 

= 1 - 1= 
1 - 1= PS PS = 

n(n2 -1) n 3-n n 3-n 

onde d.= [R(X.) -R(Y.)J, que l - l l 
por ser uma forma adequada p~ 

ra o cilculo de ps, tem sido muitas vezes utilizada como de 

j 
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fmi.çao deste coeficiente.

No caso de doi.s otl mais ind:ivÍduos receberem o mes

mo ''posto'' na mesma Varia\rCI atribuiímos a cada indivíduo a

média dos postos que lhes serei.am atr.ibuÍdos caso não houver
se empate.

piupuiçau ae ç"-p':'c':=' senão pequena, o etezto se

bre o valor do coeficiente seITa desp:rezível mas, se forgraD:
de, um fatos de correção devera ser considerado no calculo
d rl m D c Tn rn

nB q b n .TJVnY\

Foi visto, ã pouco, que l ]]R(Xi)-R(x)]z:!111.7. qual
do não há empates na variável. X. l-Intendo empates o efeito se

rã uma redução no valor de >1 [R(X;)-R(X)]z. Torna-se, en-

tão, necessãri.o corrigir a soma de quadrados e o fatordecor
reçao.e

A

n

n

ll

'X T2

onde t é o número de observações empatadas em um posto. Pa-

ra empates em vários postos consi.derareinos >ITX' onde o somató

rio leva êln conta os vários., valores de TX para todos os grg
pos de observações empatadas e '>1.tR(Xi) -R(X)]' seta agora,
com a devida coar.eção , igual a

n'-n r.
1 2 z'X

e,analogamente, para >1 [R(YI) -R(Y).]' teremos

t3 t

l

n

ll

/
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finiçio deste coeficiente. 

No caso de · dois ou mais indivíduos receberem o mes 

mo "posto" na mesma variável atrib u:Í:mo s a cada indivíduo a 

mfdia dos postos que l hes seri~1 atribuídos caso não houves 

se empate. 

A proporçao de empates sendo pequena, o efeito so

bre o valor do coeficiente será desp:rezível mas, se f or grag 

de, um fator de correção de verá · ser considerado no cálcul o 

do mesmo. 
n __ 3 

Foi visto, ã pouco, q~ e .l. i- t (X i)-R(X)J2 =
1112n quan 

:L =-: .l 
do nao há empates na vari â v .el X. Haven do empates o efe ito s~ 

n --, rã uma reduçio no valor de l [R( X-)-R (X)J 2
• Torna-se , . 1 l 1= 

en-

tão, necessário corrigir a soma de quadrados e o fat or de cor 
~ ... reçao e 

T = t3-t 
X 12 

onde t f o nGmero de observaçõe s empatadas em um posto. Pa

ra empates em vários pos_tos consideraremos ITx, onde o somató 

rio leva~ conta os vários , valores de TX para todos os gr~ 
n 

po s de observações empata das e -I [ R (X. ) - R (X) J 2 será agora, . 1 l i= 
com a devida corr~çio, igual a 

n 
e,analogamente, para I [R(Y.) -R(Y)] 2 teremos . 1 l 1= 
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';;' -;'..
Se exi.star uma grande quantidade de empates deve-

mos usar a fórmula de definição de ps:' mas existe outra que
fao.lata os cálculos quand.o usamos es;sas correções. Essa fór
mula e

B . n n

--Ü) .#%nnHBen nW«'BH-«r+r p++ãrUV+

n

i :ER(Xi) - il'i©'J:
n

i :rRCYi) -iiB'l'

e

Vamos considerar agora o problema da estimação de

ps por meio de uma amostra casual, de tacanho n, da popula-
ção. Denominemos rs o esticador de p

0 esticador óbvio em caso de não haver (ou haver
poucos) empates seta

S
b%

r. = ]. ---.1:J:-
i' n3-n

ou então, para grande quantidade de empates

J'
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Se existir uma grande quant i dade de empates deve

mos usar a f6rmula de definição de p~, mas existe outra que _, 
fac ili ta os cálculos qu ando usamos essas correções. Essa fÓI_ 

mula é 

n n 
-·R(X)J 2 + l [R(Y.) -R(Y)J 2 

- l d~ . 1 l . 1 l i= i= 

onde 

n ---

e 

l [R(X.) - R(X) ] 2 = . 1 l i= 

Vamos considerar agora o problema da estimação de 

p por meio de urna amostra casual, de taianho n, da popula-s ,. 

-çao. Den9minemos r
5 

o estimador de Ps• 
·, 

O estimador Óbvio em caso de não haver (ou haver 

poucos) empates será 

n 
6 l d: 
i=l l 

n 3-n 

ou então, para grande quantidade de empates: 
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i:lER(Xi) - R(X) ]: ''' .>liEK(Yi) -ii'iTÍ]' - >1 d;

: Ü:: ' «'*:' -m: T :!: .iiCiiii:i
Ps

onde os elementos que aparecem nas duas formas têm o mesmo

signo.ficado que possui.aln ítrlt:eriormente só que agora referem

se aos indivíduos da amostra. Eln outras palavras R(Xj) é o
posto em relação a xj., valor amostral observado da pari.ãvel a

].eatÓria Xi;analogamente parzt R(Yi)

Sob a hipótese nula de indelpendência pode-se che-

gar ã distribuição amostral exata de rç para cada valor de

n, porém torna-se muito difx'cil,' do ])cinto de vi.sta pratico,
obter essas distribui.ções para valoTt3s muito grandes de n.
O procedi.mento é o seguinl:e

Extraindo uma amostra casuall de postos, de X e de

Y, da população em estudo teremos, para uma dada ordenação
de Y, igual probabi.lidade para qualquer ordenação de X, sob

H0' O me.smo acontecera se inverterlno:s os papéis de X e Y.Pa

ra n indivt+duos serão n: ordenações ])ossívei.s, em relação à

vara.ãvel X, que poderão ocorrer com qualquer ordenação erre

lação a Y. Como essas n! ordenações são equiprováveis tere-

mos o valor iÜ para a probabilidade de ocorrência de deter-

mi.nada ordenação dos valores de X em conjunto .com dada arde

nação dos valores de Y. A cada ordenação de Y associa-se um

valor de rs' A probabi.lidado de ocorl-ênci.a, sob a hi.pótese

/
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n ___ n __ n 
l [R(X.) - R(X) ] 2 + l [R(Y-) - R(Y) ] 2 

- l d~ .
1 

l . . 
1 

l .
1 1 1= 1 = 1= 

onde os elementos que apar e cem nas duas formas tem o mesmo 

significado que possuiam an teriormente s6 que agora refere~ 

se aos indivíduos da amostra. Em outras palavras R(X.) 
l 

-e o 

posto em relação a x-, va1or amostral observado da variável a 1 

leat6ria Xi ;analogamente para R(Y i) • 

Sob a hip6tese nula d~ ind e pendência pode- se che

gar i -distribuição amostral exata der para cada valor de s 
~ n, por;m torna - se muito difícil, do ponto de vista prático, 

obter essas distribuições para valore s muito grandes de n. 

O procedimento; o seguinte: 

Extraindo uma amostra casual de postos, de X e de 

Y, da população em estudo teremos, para uma dada ordenação 

de Y, igual probabilidade para qualquer ordenação de X, sob 

H0 . O mesmo acontecerá se invertermos os pap;is de X e Y.Pa ..... 
ra n indivíduos serão n! ordenações possíveis, em relação i 
variável X, que poderão ocorrer com qualquer ordenação em r~ 

lação a Y. Como essas n! ordenações são equiprováveis tere

mos o valor-;- para a probabilidade de ocorrência de deter-n. 
minada ordenação dos valores de X em con junto com dada arde · 

naçao dos valores de Y. A cada ordenaç~ o de Y associa-se um 

valor de r
5

• A probabilidade de oco rrênc ia, sob a hip6tese . 
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nu[a, de qua]quer va]or pa.rticu].ar dc rs é, portanto, pro-

porcional .ao número de per3nutações que dão origem aquele v.g

lor. Ao calcularmos rs para. n : 2 teremos apenas doi.s valo-
res possível.s, +l e -l, ca.da uln com probabilidade 1/2 de o-

corrência.sob H0' Para n = 3 os valores possz'vei.s são -l, -{
1/2 e l com probabilidades, rcspecti\rajnente, 1/6, 1/3, 1/3

e 1/6 sob Hn

Siege1 (1975) apresenta uil\a tabela que dã os valo-

res crÍti.cos de rs com probabi.lida(tes; associadas p = 0,05 e

p;0,01, sob H0: ps ;0, para n.de 4 zl 30.(para testes uni.
laterais)

bv'.a, p''ia gi a.Jipes amostras; Ln 2 iuJ o teste,de sig

nificância de um valor de rs' obtido sob hipótese de indo
pendência, é realizado por mei.o de

l

A

/

'/

onde t tem distribuição t de Student com n-2 graus de liber
dade. \

2.3 - COEFICIENTES DE ASSOCIAÇÃO 0R01NAL ('t., y e Tt..)

Na apresentação sümãri.a destes coefi.Cientes, que f.i
zemos no capx'tulo anterior, definimos os pares de observa-
ções aleatórias (sobre duas variável.s X e Y med'idas em esca

la pelo menos ordinal) como sendo banco,'tdapúa, düco,tdalüa ou

j
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-nula, de qualquer valor par ticular de r
5 

e, portanto, pro -

porcional .ao número de permutações que dão origem àquele va 

lor. Ao calcularmos r 
5 

para n = 2 teremos apenas do is valo

res possíveis, +1 e -1, cada um com probabilidade 1/2 de o -

1 corrência . sob H0 . Para n = 3 os valores possíveis são -1, - 2, 

1/2 e 1 com probabilidades, respectivamente, 1/6, 1/3, 1/3, 

e 1/6 sob H0 . 

Siegel (1975) apre senta uma tabela que dá os va lo

res críticos de r s com probabilidades as sociadas p = O, OS e 

p = 0,01, sob H0 : ps == O, para n de 4 a 30. (para testes uni

laterais). 

Agora, para grandes amo stras (n ~ 10) o teste, de si_g_ 

nificância de um valor de r s, obtido sob hipótese de inde-

pe.ndência, 
... 

realizado meio de e por 

VB' t = r s 
r s 

'-

onde t tem distribuição t de Student com n-2 graus de liber 

2.3- COEFICIENTES DE ASSOCIAÇAO ORDINAL (Ta' y e Tb) 

Na apresentação súmária des tes coeficientes, que fl:_ 

zemos no capítulo anterior, definimos os pa res de observa 

ç5es aleatórias (sobre duas variáveis X e Y me~idas em esca 

la pelo menos ordinal) como sendo c.onc.01r..dan;teA, CÜ-óc.01r..dan.te6 ou 

1 

\ 

/ 
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mira;üadoó de acordo com as vãri.as possibil i.dados de combinar

as ordenações, de X e Y nos mesmos. Se X e Y são vara.ãveis

métri.cas podemos colocar essas definições em outros termos
serão cinco,tdaiüa (düco,'trai'üw) se estiverem numa linha de in

clinaéão positi.va (negativa) e pa [0,6 se estiverem numa li

nha horizontal, ou verti.cal, ou se forem coi.nci.dentes. Ain-

da de um outro modo podelBos dizer qua são conta/dapt,tu,d,é,óco,t-

dapüa ou empa;Cadoz se o produto (Xl-X2) (Yl-Y2) for, respecti.-
vamente, positivo, negar:ivo ou nul'o

As probabili.dados; de que uln pal' aleatório seja con
cordante, discordante, empatado, empatado em X, empatado cm

Y foram respectivamente den.atadas po:r.pC,- pD' pT,. pX e pY'
donde concluímos que

PC + PD + pT : l e pT : PX + PY ' PXY

pXY denota a probabi.lidade do par : aleatório ser empa-
tado em X e em Y

Vamos estudar mai.s detalhadamente os coeficientes

ra' y e vb apresentando as possível.s i.nterpretações, a Tela
ção existente entre seus valores, os e:;timadoresamosttaisecon-

siderações sobre testes de si.gnificância dos mesmos baseados

nas di.atribui.ções assintÕt:i.cas.

O dóeá,éc,éeüe de m,õac,Cação o dí.rta l v, de KePzdaC,e, foi. de
fmi.do como

'\

Ta(X,Y) : Pc - ])D
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empa,tad0.6 de acordo com as vã.rias possibilidades de combinar 

as ordenações, de X e Y no s mesmos. Se X e Y são variáveis 

m~tricas podemos colocar E~ssas definiç6es em outros termos: 

serao c.onc.01tdan;te,!i (eü/2c.01Lda.n:te.1.i ) se es tiverem numa linha de in 

clinação positiva (negativa ) e e.mpa;tclclo.6 se estiverem numa li 

nha horizontal, ou vertical, ou · se f orem coincidentes. Ain

da de um outro modo podemos dizer que são c.onc.011.da.n;te.1.i ,cU6c.oJÍ

da.n:te..6 ou e.mpa;ta.do.6 se o produto (X1- x2) (Y 1-Y 2) for, respecti

vamente, positivo, ne gativo ou nuio. 

As probabilidades de que um par a leatório seja con 

cardante, discordante, empatado, empatado em X, empatado em 

Y foram respec ti vamen t9 denotadas por Pc, Pn, Pr, Px e Py, 

donde concluímos qu e 

e 

onde Pxy denota a probabilidade do par aleatório ser empa

tado em X e em Y. 

Vamos estudar mais de tal hadamente os coeficientes 
~ 

. 

Ta' y e Tb apresentando as poss i veis interpretações, a rel~ 
.. 

çao existente entre seus valor es, os e stimadores amostrais e con-

siderações sobre testes de significância dos mesmos baseados 

nas distribuições assintóticas. 

O · c.oe.óic.Le.n;te.. de. M.6oc.,w,ç.ão oiu:Li..n.a.1.. T de. Ke.nda,U, foi de 1 

a 
finido como 
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e pode ser interpretado diretamente como sendo a di.ferença
entre a probabilidade de um par al-eatÓri.o ser concordante e

a probabi.lidado do mesa\o ser di.scordante. Teremos associa-

ção perfeita positit'a, Tn = 1, se pares aleatÓri.os forem con

cordantes com probabilidade uln, isto é, pC :l, e associação
perfeita negativa Tn = -1, se os pares forem di.scordantes com

probabilidade um,disto é, Pn;l. Esses feri.am os casos em
que a população esta sobre alguma curva crescente (IQ caso)
ou decrescente (2Q caso) lnolLotonicamente

Ê interessa.nte nota:tn\os que se pV #O, 1, não ati.n-
girã os liini.tes l e -l e reinos

lra 1. $ 1 ',PT

0 coca,CcZeit e de oc,tição c,/u éltaZ y da Goocónan e. A:amkaZI

cuja defi.nação foi dada por

Pc ' P])

PC + PD
Y(X Y)) PT # l

pode ser interpretado como a. diferença entre as probabilida

des condicionais, pC/(pC+pD) e pD/(pC+pD), de que duas ob-
servações aleatórias sejam concordantes e discordantes dado

que não são empatadas. Essa é a razã.o pela qual é também co

nhecido como ''coeficiente de.associação ordinal condici.anal''

Notemos que -l Éy g l e que 'y atingira os limites l

ou -l sempre que pD:0 ou pC:0 i.ndelpendentemente da exis-
tênc i.a de empates

J
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e pode ser interpretado dire tamente como sendo a diferença 

entre a probabilidade de um par aleat6rio ser concordante e 

a probabilidade do mesmo ser discordante. Teremos associa

ção perfeita positiva, -r = 1 , se pares ale a t6rios forem con a 

cardantes com probabilidade um, isto é, Pc = 1, e associação 

perfeita negativa -r = -1 , se os pares forem discordantes com 
3. 

probabilidade um, . isto é, pD = 1. Esses seriam os casos em 

que a população esti sobre alguma curva crescente (1 9 caso) 

ou decrescente ( 29 caso) monotonicamente. 

:E interessante nota:rmos que se pT ~O, Ta -nao atin-
. ~ 

gira os limites 1 e -1 e temo s 

O c.oe.6,i,ue.iu:e. de. MJ.,oCÁ.a.ç.ão otLdú1ai. y de. ,Goodmari e KltMk.ai. 

cuja definição foi dada por 

y(X,Y) = 
Pc - Pn 
Pc + Pn , 

pode ser interpretado como a diferença entre as probabilid! 
-, 

des condicionais, Pc/Cpc+pD) e pD/(pc+pD), de que duas ob-

servações aleatórias sejam conc~ rdantes e discordantes dado 

que nao são empatadas . Essa ~ a raz ão pela qual~ tarnb~rn CQ 

nhecido corno "coeficiente de .ass oci ação ordinal c·ondicional". 

Notemos que -1 :5 y:.,; 1 e qu e y atingirá os limites 1 

ou -1 sempre que Pn = O ou Pc = O independentemente da exis

tência de empates. 

l 
i 
\ 
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O coeálc,éei,üa de (ü,6c,cÁüção o,-tdZi'!a,C vh de Renda,U . que é d2
do por

vb(X,Y)
Pc '' PI)

'l':G n':%
l pX # l e pY # l

além de não ter interpretação fãci.IL é bem mais difíci.l de

manusear e calcular do que r, e y

É fácil mostrar que 0KITalÉI tbl lvlKl; para isso
basta lembrar que os numeradores, na:i definições desses coe
ficientes, são todos iguais e Jnostrax- que os denominadores

apresentam a relação

o É IPc+Pnl $ 1 -/(l-Px)(-t:$ÇTI É l

o que ê um fato pois é óbvio que

0 g PX É PT É l É PY É PT g l;

isso acarreta

0 $ 1-PT g l-PX É l

'\

e 0 g l-pT É l-PY É l

logo

(l-pT)z g (l-PX) (l-Py) g l li-pT l-pX) (l-pY) l É l

e como

0 g PC + PD : l --pT temos 0 g lpC+pDI g l ./'(Í:i;i;)'(ã'::iVTI g l

e então

/
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... O c.oe.frlue.nte. de. cl.,6-6 oc.,[cLç.ão ottd,<.,nal -rb de. Ke.n.da.U. . que e da 

do por 

Px ;z! 1 e Py ;z! 1 

além ~e nao ter interpretação f 5ci l ê bem mais dif i cil de 

manusear e calcular do que Ta e y. 

B fácil mostrar que Os\T \s \1'1 \sJy\sl; para isso a ) 
basta lembrar que os nurne-radore s ., nas definições desses coe 

ficientes, são todos iguais e mostra r que os denominadores 

apresentam a relação 

·o que é um fato pois ê Óbvio que 

e O s Py s pT s 1; 

isso acarreta 

e 

logo 

e corno 

e então 

i 

/ 
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. ..gela. : -. .. .
IPC+PDI l ?''(Í:5l;.i'i.i-iLr) l ' -*'C *'Di

0 g IVa l g ITb l g l VI É l

Essa relação nos leva ã cona:lusão de que

0 $ 1Tb l g l

e portanto terem.os

tb " ] quando pC

tb : 'l (quando pD

Vamos. supor,agora.,que(XI',YI) ,(X2,Y2), ... ,(Xn'Yn)
e uma amostra casual da va.Fiável aleatória bi.dimensional

(X,Y). Dessas n observações é possz+vel formar N :JL11112 pa'
res de observações.

Sejam, então, para esses N pares de observações:Np

ND, NT, NX e NY, respectiva.mente, o número dos que são con
cordantes, discordantes, empatados, empatados em X, empata
dos em Y. \

Então NC + ND + NT : N

Os esticadores óbvios de Va' y e Tb serão denomi.n.g

dos por ta' G e tb e defin.idos corno

N.-N.
ta(X,Y) : ------jr--

2(NC-ND)
n(n-l

/
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o s 
lrc-Po 1 

$ 
IPc-Pnl 

$ IPc-PDI s l i pC+pD i 1 ✓ (l·· Px) (1 - py ) 1 

o $ 1 Ta 1 5 1 Tb 1 :,; 1 Y !' :,; 1 

Essa relação nos leva à conclu s ão de que 

e portanto -1 :,; Tb :,; 1 e teremo s 

Tb := J quando Pc - 1 

é uma amostra casual da variivel aleat6ria bidimensional 

(X,Y) . Dessas n observações é possível f ormar N = n(n
2
-l) pa

res de observações. 

Sejam, então, par a esses N pare s de observações:NC 

ND, NT, NX e Ny, respectiva.mente, o núme r o dos que são con

cordantes, discordantes, empatados, empatados em X, empata

dos em Y. ·, 

Então NC + ND + NT = N. 

Os estimadores 6bvio s de Ta • y e Tb serao denomina 

dos por ta, G e tb e definido s corn o 

J 

2(NC - ND) 
n(n-1) 
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G(X,Y) NT # N

NC - ND

onde as estimativas de

"....,#,},#,b
Da mesma forma que pcara os c:oefici,entes populacio

nai.s pode-se mostrar (lue

}tb(X,Y) NX # N e NY # N

,PD' PT
e

p): e pY são, respectiva

0 É ltal g ltb l g IG l g l

Vamos ver uln exemplo si.mples; de calculo dos três

coeficientes (Quade , 1966)

Consideremos as alturas e pe:sos; de uma amostra de 4
homens como inda.cedo na tabela

HOMEM lt? 29 39 49

ALTURA (po1) 69 72 71 69
PESO (lb) l 180 196 167 148

O primeiro homem é conta,edai,t,;Cz com o segundo que é
mai.or e mais pesado', é díl,ócaa.dcu't,Ce com o terceiro que é mai.or

mas de menor peso, e é wípz ado com o quarto que tem a mesma

altura. Os três pares de homens que restam, (2ç,3ç), (2ç,4ç)
e (3ç,4ç) são todo:; conho,'tdant;&,6

Temos então

'\

NC : 4

ND ; l

/
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G(X,Y) = 

N - N C D 

onde as estimativas de Pc • Pn, Pr, Px e Py 
Nc ND NT Nx Ny 

mente, N' N' N' N e N. 

-sao, respectiva -

Da mesma form a que para os coeficient es populacio

nais pode-se mostrar qu e 

Vamos ver um exemplo simpl es de c~lculo dos tr~s 

:. coeficientes (Quade , 1966 ) . 

Cons ideremos as altur as e peso s de uma amostra de 4 

homens como indic a do na tabela 

HOMEM 

ALTURA (pol) 

PESO (lb) 

1 1? 29 39 

69 72 71 

180 196 167 

49 

69 

148 

O primeiro homem é c.o nc.01Ldan;te. com o segundo 
... 

que e 
·, ... 

maior e mais pesado·, e cLwc.oJr..dan;te. com o terceiro que ê maior 

mas de menor peso, e e e.mpa;tado com o quarto que tem a mesma 

altura. Os três pares de homens que restam, (29 ,39), ( 29,49) 

e (39,4 9) são todos c.onc.oh..dr.m;te-6. 

Temos então 

I 
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NT

N

NX

NY

ND + NT :: 6

daz

34b : aiz : + : .,.
NC " ND 4 -. 1 3

Ki-ríÇ : --t-;-Í-- : -e- ; o,ó
''C ''D 4 - 1 3

' /N:% .'N:NÇ' /('Õ:lT .'B:©' ./m

Em seguida veremos os desvi.os-padrão assintóticos

para ta e G. Esses resultados encontram-se, por exemplo, em
Quade (1971) onde são obtidos como-czLsos especiais do ''coe-

ficente. de associação pancada''. A abordagem de Quade baseia

se em estatísti.cas-U e a de Goodman c: Kruskal (1963 e 1972)
no ''método delta''

Cola base nesses resultados temos que

t a

0 ,54 77

t -Ta a
'r q

'a 'a

têm distribuições assintóticas normal.s com )nédia zero e va
riância 1, onde

'\ e Z
Y

2v'ã.};'(Ci-Di) : -EE(Ci-Di) ]

n (n- l) ,/ã
Sa

- 2 9 ·-

N = 1 T 

N = Nc + ND + NT ·· 6 

NX = 1 

Ny = O 

dai 

t 
NC - ND 4 - 1 = = a N 6 

3 O, 5 = 6 = 

N - N 
4 -· 1 G = C D = 

NC + ND 4 + 1 
3 0,6 = s = 

N - ND 
tb = e = 

./N-N ✓N-Ny X 

4 - 1 3 0,5477. = = 
~iT /f6-lfT /3õ 

Em seguida ver emos os de svios-padrão assint6ticos 

para ta e G. Esses resultado s encontram-se, por exemplo, em 

Quade ( 19 71) onde são ob t idos c omo .c a sos especiais do ''coe

fi cente_ de associação pare a da ''. A abordagem de Quade basci! 

se em estatísticas-D e a de Gooclm an e Kruskal (1963 e 1972) 

no "método delta". 

Com base nesses re s ul tados t emos que 

= 
t -T a a 

s 
a 

e z y 

t~m distribuições assint6t icas norrnaJ.s com m6dia zero eva

riância 1, onde 

s = 
a 

2 ✓n L (e. - D . )'2 - u:: (e. -D . ) F 
l l · l l 

n(n-1)/n 

l 
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e

s. :
' (E C-i + ED.i) 2

Ci (Di) é o número de observ:tções concordantes (di.scordan-

tes) com a observação (Xi,Yj), i:1,2,.. .,n

Vamos supor (lue 2;* seja o valor crítico da N(0,1)

tal que PtlZlsZ+} = 1 - cl. ]llntão uln intervalo de cona.ança cen

trai para 'ra' com coefi.ciente de confiança aproximado (l-a)
e

Agora suponhamos que desejamos testar a hipótesede

que o Incide populacional la é igual a um valor especi.fica-
do T;. Um teste bi.-laterall de tamanho aproximado a. rejeita

a hipótese H0: la:va se lta-Tal ZZ'::;a' O nível de signifi-
cância (observado) ''a post.eriori'' do valor t. obtido na a-
mostra para um teste bi-la.teral é dado por

\

l z

O que foi exemplificado pa.rct ta vale para G e pro-
cedimentos unilaterais podem ser obti.dos da manei.ra óbvia

Quade (1971) afirma que esses real.l.l.tél(los aproximados deve-

rão ser, provavelmente, suficientemente apurados para amado
ria das situações praticas se o tamanho amostral n é ao me

/
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e 

e. (D.) ~ o nGmero de obs e r vaç6e s concordantes (discordan-1 l 

tes) com a observação (X. ,Y . ) , i== l,2, ... ,n. 
l l 

Vamos supor que Z* seja o valor crítico da N(O,l) 

tal que P{ 1 Z 1 $Z *} ::: 1 - a. En tão um in t ervalo de confiança cen 

tral para 
... 
e 

'[ , 
a 

com co eficiente de confi ança aproximado (1-a.) 

t ± z·:,s 
a a 

Agora suponhamos que dese j amos te s tar a hip6tesede 

que o incide populacional T ~ igua l a um valor especifica
ª 

do -r~. Um teste bi-lateral de t amanho ap r oximado a r e jeita 

a hipótese H0 : Ta== -r; se lta -T ;J ~ z ~, sa . O nível de signifi

cância (observado) "a posterior i " do va lor ta obtido na a

mostra para um teste b i- late r a l ~ dado por: 

O que foi exemplifica do para ta vale para G e pro

cedimentos unilaterais podem s er obtidos da maneira 6bvia. , 

Quade (1971) afirma que esses r es 1.J-U ,tos aproximado s deve- ' 

rao ser, provavelmente, suficientemente acurados par a a ma iQ_ 

ria das situaç5es priticas se o tamanho amostr a l n ~ ao me 

i 
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, no caso de t. e ao menos 50, no caso de G.

A hipótese de as:sociação orai.nal nula é a mesm

entemente da 3'ndi.ce pelo qual êl expressa, isto é

Ha: 'ra :0, Hd: y : 0 e í-lb: Tb : 0

são equivalentes e valem se e somente se pC :pD Cassumindo

que a probabi-lidade de um ent])ate não é 1) . Desse modo para

testar a hipótese de associação ordi:nal nula nÓs podemos cal
Guiar simplesmente

20nos
C

a in

depend

t
a

S a
E: (Ci-Di) /ã

i-Di) ' - [ E ('C'':]J''

e rezei.tã-la se este valor' exceder Z* , o valor crítico aoní

vel a, da di.atribuição nortna]. padrão

Desse modo, nõs testa.trios a }aipótese de associação

ordinal nula e a rejeição da mesma i.lnpljca certamente que X

e Y não são independentes. No entanto aceitar essa hipótese

não implica em aceitar que X e Y sejam independentes pois sa
bemol que associação nula não impl'ica necessariamente inde-
pendência

Podemos testar a hi.pótese de independência poi.s,do

mesmo modo que para rs' se não houver empates é possível ob

ter, sob tal hipótese nula, a distribuição exata de t, (e cg

mo jã tivemos oportuna.dade de mostrar, de G e tb também,pois
os três são idênticos qua.ndo não hã empates). Na realidade

essa di.stribuição excita, para ca(la n.. ã mais facilmente ob-

\

J
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nos 20, no caso de t e ao menos 50, no caso de G. a 

A hip6tese de associação ordinal nula~ a mesma in 

dependentemente do índice pelo qual~ expressa, i sto~ 

H : T =O H : y = O e Hb: Tb = O a a ' d 

sao equivalentes e valem se e somente se Pc = pD (assumindo 

que a probabilidade de um empate não~ 1). Desse modo para 

testar a hipótese de associação ordinal nula nós podemos cal. 

cular simplesmente 

t 
a = 

>: (C.-D.) ln 
· l l 

s 
a 2/nY[C.-D.J 2 - u : (C.-D.)F 

l l l l 

e rejeitá-la se e ste valo r ex ceder z~·, o valor crítico ao ní 

vela, da distribuição normal padrão. 

Desse modo, nós tes tamos a h ipótese de . -associaçao 

ordinal nula e a rejeição d a mesma implica certamente que X 

e Y não são independentes . No entanto aceitar essa hipótese 
-nao implica em aceitar que X e Y sejam independentes pois sa . -

hemos q~e associação nul a não imp1ica necessariamente inde·, 
pendência. 

Podemos testar a hipótese de independência pois,do 

mesmo modo que para rs, se não houver empates~ possível o~ 

ter, sob tal hipótese nul a , a distribuição exata de t ( e co a -
mo ji tivemos oportunidade de mostrar , de G e tb tarnb~m,pois 

os três são idênticos quando nã o hi empates). Na realidade 

essa distribuição exata, para cada n, ~ mais facilmente ob -

J 
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tida do que para rs pois existem fórmulas derecorrência. Va
lotes críticos para testar independênc.iía., obti.dosdessas dis

tribuições amostrais exatas, são aprcs;ent:ados em Quade (1966)
para n de 4 a 12

Para grandes a)mostras ele recomenda (Quade,op.cit)

em geral que os procedimentos que vimos anteriormente sejam

seguidos e a hipótese de associação-ardinal nula seja testa

da em vez da hipótese de independênci.a. No entanto apresen-

ta a vara.anciã de ta sob hipótese de independênci.a de X eY

Dirá:lr- [2(n-2) (1-pXX) (]-PW) + 9 (1-PX) (]-PY) ]

pX e. pY jã foram defina.dos e pXXI (pYY) é a probabi-lida
de de que três observações aleatórias tenham o mesmo valor
de X (Y)

As l xiiaepenaentes e a amostra represen
fada em uma tabela de 2-entradas um esticador 8z não vicia-

do de o2 pode ser obtido ao Substituirmos as vári.as probabi.
lidades poJ.as estimativas

>IAÍ - n ' N.
px : 'X(i-;iT : --i=''

>lBli - n ..

õ* : -;H::'n- : 'a'N.r

>IAli - Sala:l + 2n
n(n-lira:2'T

suma.ndo X e

.ll
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tida do que para r s pois existem fórmulas de recorr ência. Va 

lores críticos para testar indep endência , ob ti dos dessas di~ 

tribuições amostrais exatas, s ão apresen t ados em Quade (1966) 

para n de 4 a 12. 

Para grande s amostras ele recomenda (Qu ade ,op.cit) 

em geral que os procedimentos que vimos anteriormente sejam 

seguidos e a hipótese de associação-ordinal nula seja testa 

da em vez da hipótes e de independência . No entanto apresen

ta a variância de ta sob hipótese de independência de X e Y . 

2 
= -9n- (~n--1-)-

onde Px e. Py já foram definidos e Pxx (Pyy) é a probabilid~ 

de de que três observações aleatória s tenham o mesmo valor 

de X (Y) • 

Assumindo X e Y independent es e a amostra represen 

tada em uma tabela de 2-entradas um estimador â2 não vicia 

do de a 2 pode ser obtido ao substitui r mos as várías probabi 

lidades pelas estimativas 

IA~ -n NX - l 
Px = n( n-1 ) = N-

IB ~ -- n 
Ny - J Py = 11(n-l) = 
N-

I 3 I 2 A- - 3 A + 2n - l l 
Pxx = n(n - 1) (n-2)-
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>IB: - S>IBi + 2n
h(ãa)'(iF2PYY

onde os A's e os B's são os totais para linhas e colunas na

tabela de contingência que representa a amostra

Trataremos então (t:./â) colho N(0,1) para testar iD:

d.ependência contra a altel.nativa pC # pD

Atingiremos claramente um l:imite supera.or para o2

se fizermos pX' pY' pXX e pYY iguais a zero e então

.õ : --éggg- IZn+5

que será o valor exato de â2 se não ha empates na amostra

Então se tratarmos (ta/aU) como N(0,1) teremos um teste con
servativo que produza.rã um nível de signo.fi.cância ''a poste-

riori.'' (pU) maior do que o vc.rdadeiro nível p. Por outro la

do, como pXXspX e pYY spY' é facilmente verá.ficado que um
li.mate inferior para oz é

2( 2n+5) (1-pX) ijl-pY)a.' = -- ---.......J
' 9n(n-l)

e um estimados não viciado para aT2. seta

8? 2(2n+5)(N-N.,)(N-NY) : (2n+5)(N-NX)(N-NY)
9n(n-l) N 2 gN 3

se a hipótese é verdadeira. Então se tratarmos (t./a,) como

uma N(0+1), teremos um teste anta.-corlservati.vo que produza

'\

/
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~ 

Pyy 
\'B 3

• - 3\'B~ + 2n 
= - l nZn-1) (~- 2) 

onde os A's e os B's sao os totais para linhas e colunas na 

tabela de conting~ncia que representa a amostra. 

Trataremos então (ta/a ) como N(O,l) para testar in 

d_ependência contra a alternativa Pc 7- Pn. 
Atingiremos claramente um limite superior para o 2 

se fizermos Px• Py, Pxx e Pyy iguais a zero e então 

02 = 2(2n+S) 
U 9n (n-·l) 

2n+S 
9N 

que será o valor exato de â- 2 se não há empates na amostra. 

Então se tratarmos (ta/ou) como N(0, 1) teremos um teste con 

servativo que produzirá um nível de significância "a poste

riori" (pu) maior do que o verdadeiro nível p. Por outro la 

do, como Pxx $ Px e Pyy $ Py, é facilmente verificado que um 
limite inferior para o 2 é 

02 = 
L 

2(2n+S) (~-px) (1-py) 

9n(n-l) 

e um estimador não viciado para 

2(2n+S)(N-Nx) (N-Ny) 

9n(n-l)N 2 

0 2 será L 

= 
(2n+S)(N-Nx) (N-Ny) 

9N 3 

se a hip6tese é verdadeira. Então se tratarmos (t a / â-1 ) corno 

uma N(0,1), teremos um teste anti-conservativo que produzi-



rã um nível de significância ''a posters.ori'' Pi. menor do que

o verdadeiro P. Isto é, PI, sP sPU'. e em particular se para
qualquer OI pré-especificado tivermos PU < cl segue-se que P < a
também, ou se PL >a segue-se que P >tl; portanto emum ou ou-
tro caso não haverá necess;idztde de e:fetuar os cálculos mais

complicados que produzia'izun um P mai:s excito

Quando os testes de i.ndepen':lência vistos são apli-
cados no caso em que X e b' são norma..Lniente distri.bul'dos eles

têm efici.ên.cia relativa a:;sintética {:le 91qo em relação ao tes
te mais poderoso que no cílso é.caquele baseado no coefi.cien-

te de correlação de Pearson. Esl=a ef:iciência relativa assim

tÕtica vale igualmente pal'a o teste baseado em rç de Spear-
man (Quade , 1966)

2.4 - coEFiciENTE DE AS;SOCIAÇÀo ó-ct:NEnAUZAoo(8)

Lembremos,antes cle tudo, que o uso desta medida

exige .que Y seja uma variável cat:egóri.ca ordinal; X

poderá s.er uma variável nominal que: freqüentemente, em trg

balhos práticos, representara um conjunto de grupos, tais co
mo, localidades, ti.pos reJ-igiosos, raças, etc

Consideremos então r grupos para X e c níveis para
a variável resposta ordinEtl Y

Para a população objeto de estudo usaremos a segu:in.

e notação

pij e a probabi.lidado de uin momb:ro selecionado ao acaso

t

/
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1 

rã um nívei de signific~mcia "a posteriori" P1 menor do que 

o verdadeiro P. Is t o é , PL s P ~ Pu,. e em part icular se para 

qualquer a pré-esp eci fica do tivermo s PU <a, · segue -se que P < a 

também, ou se P1 > a, segue - se que P > c1. ; por t anto em um ou ou 

tro caso não have rá neces~;i dade de efet uar os cá lculo s mais 

complicados que produ z i r i a m um P mais exato . 

Quando os t estes de ind ependênc i a visto s são apli

cados no caso em que X e Y são norma lmente dist r ibu í do s eles 

têm eficiência r e l a tiva a 5s int ôtica de 91% em r e l ação a o te~ 

te mais poderoso que no ca s o é.a quele baseado no coefi ci en

te de correlação de Pearson . Es ta ef i ci ência relativa assin 

t6tica vale igualmente para o teste base ado em r
5 

de Spear 

man (Quade, 1966). 

2.4-COEFICIENTE DE ASSOCIAÇÃO ó-GEN ERALIZADO (8) 

Lembremos,antes de tudo, que o uso desta medida 

exige . que Y seja urn a variEve l ca t eg6rica or~ina l; X 

poderá ~er urna vari áve l nominal que, f reqüentemente, em tra ·, 
balhos práticos, repr e sentari um conjunto de grupos, tais co 

mo, localidades, tipo s r eligio s os, raças, etc ... 

Consideremo s entã o r grupos para X e c n í veis pa ra 

a variável respost a ordinal Y. 

Para a popul ação obj eto de estudo us aremos a seguiQ_ 

te notação: 
... 

p .. e a proba~ilidade de um membro s elecionado ao ac a so lJ 

l 
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ser class

p: : .E. pi{ ;1 = 1 '/

pij : pij/pj. é a probabilidade condicional de um membro

selecionado a.o acaso ser classificado no nÍ

vel de resposta j dado que pertence ao i-é-

s ].mo grupo ;

em todos os casos acima lç i«r e Ig j çc

Sejam [ e J variáveis a].eati]]rias representando os
Índi.ces de dois grupos distill.tos seleci.onados de acordo com

a distri.bui.ção marginal {pj} dd variÉivel nominal e sejam taE

bém YI, YJ observações sobre Y para iltembros desses grupos s.g
lecionados ao acaso e indepen.(tentemente

Feitas essas suposições (5 fai defina.do como

ificaclo denívelno respostagrupo l] J
C

,J) PEYl>YJI (i,J)] - Pt:Yl<YJI(i,J)

e escrevendo de outra forma te:nos

'\ (i,J) l iJ
onde

xij PiPj/a>lbPaPb

e

õij P(Yi>Vj) p(vj<vi) *!.i;:*6'j. - k«' :*''' «

/
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ser classificado no gr upo i e nível de resposta j; 
e 

p. = Ip .. ; 
l j=l lJ 

p .. = p .. /p. é a probabilidade condicional de um membro 
lJ lJ l 

selecionado ao acaso . ser classificado no ní 

vel de resposta j dado que pertence ao i-é

simo grupo; 

em todos os casos acima 1 .,; i .,; r e 1 :,; j ~ c . 

Sejam I e J variivei s ale at6rias representando os 

Índices de dois grupos distin t os se lecionados de acordo com 

a distribuição marg inal {p i} da varúivel nominal e sejam tél!!! 

bém Y I, Y J observações sobr e 'f para membros desses grupos s~ 

lecionados ao acaso e indep e nd entemente. 

Feitas essas suposiçõ es 8 foi definido como 

6 = E IP [Y I > Y J 1 (I, J) J - P [ Y I <Y J 1 (I, J) J 1 
( I 'J) 

e escrevendo de outra forma temo s 

onde 

e 

= p ( Y · > Y · ) - p ( Y · < Y · ) = l ç; 'k P · n - l P · k P · n 
l J J l k>t l J N k<.R. l JN 

i n 
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Convém notarmos que 6ii é justas:lente o Índice (5 definidopor
Agreste, no mesmo trabalho, paro med:i.r o grau de diferença

entre dois grupos ie j sobre a resposta categóri.ca ordinal;
dai a denomi.nação (5-generzLI i.ando para (S

Da Últi.ma express;ão para (5 ])odemos interpreta-lo co
mo uma média ponderada dos valores absolutos de 6 entre os

possíveis pares de grupos. Quanto ao:; pesos X.i: atribuz'dos

a esses pares é possível i.nterpretá-los como a probabilida-

de de dois grupos selecionados ao acaso (sem reposi.ção, de

acordo com {pi}) produzirem o par;. (i,j)

Quando r :: 2 temos l$ = 1õl

Não é di.fácil con.aluir que (l É 6 É l e que

e óij : 0, Vi,j, j. <j

lõij l :i, vi',j, 1. < j

Vamos mostrar agora que 8 pede ser interpretado co
mo uma diferença entre duas probabil i.dados

Dizemos que o grupo ié maü azia do que o grupo j

se óij > 0 'e defina.mos um par de resF)ostas (yi,y.i) provenien-

tes dos grupos ie j como possuindo "o,tdew ,6meZhaPüe" à daqui
les grupos se o membro do grupo mais algo tem o maior posto,

isto é, se yi 'yj tem o mesmo sinal que óij; em outras pal.g
vias, o par tem ''ordem semelhante'' se o lnelnbro do par com
maior posto médio (quan(!o postos são computador usando so-

mente aqueles grupos) tem posto real mais alto. Analogamen

sontent.ese e e S

se e somente se

J
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Convém notarmos que ó .. é jus tamente o i n<lice ó definido por ]_ J 
Agresti, no mesmo trabalho, p ar& medir o grau de diferenç a 

entre dois grupos i e j sobre a respos t a categ6rica ordinal; 

dai a denominaçio ó-generaliz ado para~-

Da Última expressão pDra 8 podemos interpretá-loco 

mo uma média ponderada dos valore s a bs olutos de ó entre os 

possíveis pares de grupos. Quan t o aos pesos À .. atribuídos lJ 
a esses pares é po ssível interpretá- l os como a prob abi lida-

de de dois grupos selecionado s ao acas o (se~ reposiçio, de 

ac ordo com {p.}) produzirem o par . ( i ,j). 1 . .. 

Quando r == 2 ternos 6 = 1 ó 1 • 

Nio é difícil conc lu i r que O :e:; 6 :e:; 1 e que 

8 = o se e somente s e ó . . 
l J 

= o , Vi,j, i < j 

6 = 1 se e somente se 1 o . . 1 = 1, Vi", j, i < j . lJ 

Vamos mostrar agora que 6 pode ser interpretado co 

mo urna diferença entre duas probabilidades: 

Dizemos que o grupo i é mcú..6 o.Lto do que o grupo j 

se ó .. > O ·'e definimo s um par de respostas (y. , y.) provenien-lJ 1 J 
tes dos grupos i e j como possuindo 11 01i.cl<? .. m 1.,eme,lha.nte.. 11 à claqu~ 

les grupos se o memb r o do grupo mais alto tem o maior post~ 

isto é, se y. -y. tem o me s mo sinnl que ·o .. ; em outra s pal_a 1 J · lJ 
vras, o par tem "ordem semelhante" se o membro do par com 

maior posto médio (quando pos t os s ão comput ados usando so

mente aqueles grupos) tem posto real mais a lto. Analogamen -
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te definimos uln par possuindo "a4deirr dão-,6alneZlhapt,te" ã dos gru-

pos se o membro do grupo mai!; a]. to tem o posto i.nferior. Se
jam g e 2 os eventos em que um par e:acolhido ao acaso tenha

''ordem semelhante'' e ''ordem não-semeILhante'' respecti.valente,

e seja U o evento em que os membros (]o par são classifica-

dos em grupos diferentes Casto é, eles são não-empatados na

variável de classifi.cação dos grupos) . Vantos defina.r agora

G; : {j õi.j>O} Gi : l:j: ój.j«O}

,à;:i *!«'í* ' ;.i;; *}.'j*
"f:' ,.;l; *}.'j**,3.; *!.'j*

Notemos que Rlii) CRj.d)) é a probabilidade de um par de mem

bros, um do grupo i. apresenta.ndo resposta 2 e o outro dICa

tõrio ter ''ordem semelhante'' (''ordem não-semelhante'') .Segue
se que

PH) :. >1.pit'liil), pu) : :ll.piz'j3P, pw) : 2:!j'j' j '

P(SIU) - P(DIU) : :llt,PiÊ(Ris)-Rid))/2a<bPat :

{i jCCi [<<tPj.l,Pjk'k>1,PitPjk] +i jCCi k>ZPitPjk'k<1,PitpjkJ} / 2a<bPaPb:

{i<i lk<tPj.l.Pjk' k>zpizpjkl}/ a<bPaPb : i<jPiPj õij 1 / a<bPaPb : 8 )

(s)R it

/
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te definimos um par possu i ndo 11
011.d eJn nã.0-1.i emel.ha.n,te." à dos gru

pos se o membro do grupo mais alto t em o posto inferior. S~ 

jam Se D os eventos em que um par esco lhido ao acaso tenha 

"ordem semelhante" e "ordem n ão-seme lhante" respectivamente, 

e seja U o evento em que os membros do par são classifica

dos em grupos diferentes (isto f , eles são não-empatados na 

vaiiivel de classificação do s grupos). Vamos definir agora 

G: = {j: ôij >O}, Gi = ( j: ôij<O} 

Ri~) = l+ LP _+ l LP·k jEG- k<1 jk j6G: k>1 J 
1 1 

. \ 

Rl~ ~) = l l p. + I l p. k 
/lv jSG:" k>1 Jk jSG: k<1 J 

l 1 

Notemos que Ri~) (Rff)) é a pTobabil i dade de um par de mem

bros, um do grupo i apresentando resposta 1 e o outro alea 

tório ter "ordem seme lhante " ("ordem não - semelhante") . Segue

se que 

p (S) = , (s) _ (d) 
l P·nR·n , P(D) - l P- 0 R- 0 , P(U) = • 0 1 x, l !v • 0 l x, 1 x, h, Jv 1, Jv 

( 1 
_ 1 _ , (s) (d) , = PS U) P(D U) - l P.-nCR-n -R -n )/2 l P ºb 

• n .Lx, lJv lx, , <b a l,Jv d 

J 

2 I p_. P. e 
. . . 1 J l<J 
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isto é, P(SIU) -P(DIU) :õ ou, cln palztvras, 8 é a di.ferença

entre a probabili-dado condicional de selecionar uin par de
membros com ''ordem seTnelhanLe'' e a probabilidade condicional

de selecionar um par com ''ordem não-s;emelhante'', dado que os
membros estão em grupos diferentes.

Vamos supor que exista uma i.ndexaçao dos grupos tal

que õij à 0 sempre que i>j ; direiTtos então que os grupos são
"cam,ü,tePüatte.n,te a,tdepza({0,6". Em adição , s.uponhamos que a variá-
vel cujos níveis são os r grua)os é ta.]nbém ordinal e tem os

níveis ordenados naturalmente .de acordo: com uin& indexação

que produz uma ordenação consistente. i-lã então uma relação

monotõnica entre a víiriãvel resposta e os grupos. Nesse con

texto, um par tendo ''ordem seme].hallte'' é simplesmente ímpar
''concordante'' e 8 torna-se uma medida de associação ordinal

para uma tabela r xc que recebe o nome de ''d de Somers'', is

to é, d é a di.ferença entre as probabi.lidades de um par a-

leatório de membros !;er ''concordante'' e ''discordante'' dado

que os membros são classificados em grupos diferentes.
Em seguida examinemos o que existe de teoria amos-

tral para o coeficiente 8. Para isso vamos supor que temos

amostras., de tamanho nj., para cada uJn dos r grupos e sejam,

, nij; lsisr e lsj sc,as freqüênci.as para cada uma

das celas . Temos então , que

}"i, pij : --ÍL' pi : --É--, pij

'\

/
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isto é, P(S!U) -P(D!U) = ó ou, em pal avras, õ é a diferença 

entre a probabilidade condicional de selecionar um par de 

membros com "ordem semelhante" e a pTobabilidade condicional 

de selecionar um par com "o r dem não-semelhante ", dado que os 

membros estão em grupos diferentes. 

Vamos supor que exis ta uma indexação dos grupos tal 

que ó .. 2 O sempre que i > j ; d j remos então que os grupos são lJ 
"c.oYl/2,{,6 ;te:nte.me.n,te. oh..denaclo-6 11

• Em a d i çi:í o, suponhamos que a variá-

vel cujos niveis sao os r grupo s é também ordinal e tem o s 

niveis ordenados naturalmente de acordo com urna indexação 

que produz uma ordena ção consistente. Hi ent~o uma relação 

' monot5nica entre a variivel re sposta e os grupos. Nesse co~ 
.,. texto, um par tendo "ordem se melhante" e simplesmente um par 

"concordante" e 8 torna-se um a medida de associação ordinal 

para uma tabela r x c que re ce be o nome de "d de Somers", is 

to é, d é a diferença entre as pr obab i lidades de um par a

leatório de membros ~; er "concordante " e "discordqnte" dado 

que os membros são clas sifi cados em grupos diferentes. 

Em seguida exami nemo s o que existe de teoria amos

tral para o coeficiente 8. Para is s o vamos supor que t emos 

amostras~ de tamanho n., para cada um dos r grupos e sejam, l 

então, n .. j l ~ i ~ r e 1 ~ j :-::; c, as fr eqü ência s para cada uma lJ 
das celas. Temos então, que 

n = I n .. = 
i' j lJ 

}:n . , P .. = 
. 1 1J 
1 

I 

n .. 
1J 
n 

p . = 
l 

n. 
1 

n 
-p .. = 
lJ 

n .. 
lJ 
n 
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onde Pj.j' Pi e Pij são análogos alnostrai-s de pij' pi e Õij

Sejam também, Xij e dj.j os análogos amostrais de
e 6j.j' Nessas condições definido:; d, o estimados amos-

tral de (5 , do seguinte modo

i>lj iij ld.ij l
onde

X
].J Pj.Pj / a<bPaPb ninj / a<bnanb

e

*!.':*', *!.$:*$'.:J&
Podemos então obt.er ã em função das

ilj lk>znj.knjp, 'k<ÍI zknjl.

<b a b

Utilizando o mesmo ''mé;todo delta'' usado'por Good-
man e Kruskal na obtenção da variância assintótica do coefi.

ciente y, Agreste. co:nclui. que .4i(a-8)/8;i tem assintoti.camen
te, distribuição N(0,1) onde

a- {i,lJI'Eii(l-Pi)-CR(s)-Rj.d))]z}/ (a<bPaPb)'

sendo RliÊ) e Rid) os análogos aluostrcais de Rlii) e Rid) def.l
nados anteriormente, onde os Pi.i 's foram substi.tul'dos pelos

( iil: ?) -il:g)j.z
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~ onde p . . , P : e P .. são an5.1ogos amo s tra is de PiJ., Pi e Pi J' • 1J 1 lJ 
Sej am tamb ém, ;\ .. e d .. os Bná logos amo strais de l J l J 

À •• e cS •.• Ness a s condi ções defi n imo:; éi , o estima dor amos -. 1J . 1J 
tral de 6, do se gui nte .mo do 

onde 

e 

d= \À .. Jd . . J 
• L. . 1 J '1 J 
l <J 

d = l p. kp . - l p. kp . /l 
i j k > Q, 1 J Q, k < íl 1· J )<, 

n. n. 
1 J 

Podemos e ntão obte r 2i. em função das n. e n .. 's 
1 1J 

ci = 

l I l n . 1 n .- n - l, n _. kn • n 1 i < j k >Q, l ( JÀ, k<J~ .L J ;,., 

ln nb .,.. b a a ~ 

Utilizando o me smo "método de l t a" u sado'por Good 

man e Krus.kal na obtenção da variânc ia a ssintótica do coef i 

ciente y, Agresti conclui que /n(d-6)/âd tem assintoticamen 

te,distribuiçio N(O,l) onde 

ad- = { l P. [d(l - P.) - (R~s) _R!:<l))J 2
} / ( l p p ) 2 

i,!l 1!l 1 1 1 1 Q, a<b a b 

sendo if:) e ~ff) os ani lo go s amos tra is de Rf~) e Rf~) def i 

nidos anteriormente, onde o s p .. 's fo ram substitu í dos pelos 1 ) 

J' 
" ,, 
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CG; e Gi são os análogos amostrais para Gj. e Gi)

Apenas para. exemplificar consideremos os dados da

tabela abaixo baseados em uin estudo efetuado eln 1976 duran-

te uma ''brimary'' presidencial no Estado de Wisconsin, E.U.A
(Hedlund, 1978)

Cada pessoa, em uma amostra casual de 1083 eleito

res da área metropolitana de Milwauk.3e, foi classificada,en

tre outros aspectos, quanl:o ã afi.liail;ão partidária (Republi
cano, Democrata, Independente) e ideologia polz+tica (Conter

vedor, moderado, li.beral) .. Um dos obljetivos do estudo arame

di.r associação entre afinação partidária e ideologia polz'-

AFILIÂÇÂO IDEOLOGIA POLÍT'lCA TMIANHO DA
PARTIDÁRIA CONSERVADOR MODERADO LIBERAL AMOSTRA

Democrata(D) 0,251 0,391 0,358 399

Independente(1) 0,300 0,447 0,253 470
Re.publi.cano(R) 0,593 0,366 0,070 214

Foram obt=i.dos os valores: dD,l : 0,110; dD,R:0,435edl,R:0,347

uti.lizando dij :k>ltpikpil - k>lzpikpjl jã que temos os i;ij 's
Nessa amostra existe uma ordenação consistente R < 1 < D para
os grupos da vara.aval nome.nal afinação partidári.a

Calculando a : .>ljpipj lóij l/,!jpipj ''m Pi :-É foi
obtido d = 0,248. ' " '

Para o calculo de 8ã vamos i.dente.fi.car D, l e Rcoln

#

p . . 's. lJ 
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-+ -- + (G. e G. sao os an5logo s amos t rais para G. e e: ). 1 1 1 1 

Apenas para exemplificar consideremos os dados da 

tabela abaixo base ados em um estudo e fetuado em 1976 duran

te urna "primary" presidencial no Esta do de Wiscons in , E. U .A. 

(Hedlund, 1978). 

Cada pesso a , em uma amostra casual de 1083 eleito 

res da irea metr opolitana de Milwaukee , foi classificada ,e~ 

tre outros aspectos, quanto i afilia ç~o parti diria (Republ! 

cano, Democrata , Independente) e i deolog ia politica (Conser 

vador, moder ado, liberal) .. Um dos objet ivos do estudo era me 

dir associação entre afiliação partidár ia e ideologia polí

tica. 

-
AFILIAÇAO IDEOLOGIA POLÍTICA TAMANHO DA 

PARTIDÁRIA CONSERVADOR MODERADO LIBERAL AMOSTRA 

Democrata (D) o, 251 O ,391 0 , 358 399 
Independente (I) 0,300 0,447 0,253 470 
Re.publicano (R) 0,593 0 , 366 0 , 070 21Lf 

Foram ob't\dos os valores : dD,I = 0,110; - ~,R=0,435ed1,R=0,347 

utilizando d .. = l P. 1 P . .Q, - l P.kP.Q já que temos os P .. ' s. 1J k> .Q, 1 e 1 k< .Q, 1 J , 1J 
Nessa amostra existe uma ordenação consi stente R < I < D para 

os grupos da variável nominal afiliação par tidária. 
n . 

Calculando d= I P.P. ld- -1/ I P.P. com P. =~ _ i<j l J lJ i<j 1 J l n 
d=0,248. obtido 

foi 

Para o cálculo de cr 2i vamo s :i.dentificar D, I e R com 
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os valores 1, 2 e 3 respectivamente

G+l {j : j>i}, G; {j : j<i}

e os valores de Rfi) e Rj.d) são dados na tabela abaixo onde

os valores de R!:J encontram-se entre parênteses

AFILIAÇAO
PARTID;IRIA

IDEOLOGIA POLÍTICA
CONSERVADOR }ÍODERADO LIBERAL

DEMOCRATA (1)

INDEPENDEN'm (2)

MPUBHCANO (3)

0 (0,384) 0,2zl7 (0,124) 0,507 (0)

0,276(0,080) 0,249(0,106) 0,183(0,236)
0,580 (0) 0,242 (0,222) 0 (0,560)

Por exemplo
SR

22 0 ,13 2 + 0,11 7 0,249 e R2(d) 0 ,09 2 + 0 ,014 = 0,1 06

a<bPaPb
0 , 31 8 5

temos então, usando a fõrn\u].a jã vist.a para 8;i,

aâ : Íi-;l:;;i-; {o,092t(0,248) (0,802)-(o-o,s84)]' '''
+

'. 0 , 014[ (0 , 248) (0 , 5 66) (0 - 0 , 560) ] ' } 0 , 790

logo aã como a distribuição asse.ntÓti.ca de

.6(ã-8)/âã é N(O,i)

um i.ntervalo de confiança aproximado com coeficiente de con

fiança de 9S% para ó é ã t 1,9õ8]/,/ã ou

0,248 t 1,96(0,889)/,/i'Ü'83 ou 0,248 t 0,053

J:
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os valores 1, 2 e 3 respectivamente 

~cs) ~ca) -e os valores de Ri! e Rii sao dados na tabela abaixo onde 

os valores de Rf~) encontram-se entre par~nteses. 

AFILIAÇAO IDEOLOGIA POLÍTICA 
PARTIDXRIA CONSERVADOR MODERADO LIBERAL 

DEMOCRATA ( 1) o (0, 384) 0, 2Lf 7 (O, 12Lf) 0,507 (O) 
INDEPENDENTE ( 2) 0 ,276 (0,080) 0, 2l:.9 (0,106) 0,183 (0,236) 
REPUBLICANO (3) 0,580 (O) 0 , 2L12 (0 ,222) o (0,560) 

Por exemplo: 

R~~J = 0,132+0 , 117 = 0 ,249 e R~t) =o ,092+0,014=0,106 

l PaPb = 0,31 8 5 
a<b 

temos então, usando a fórmul a ji vista para aa, 

ªà= l ' {0,092[(0 ,2 48) (0,802)- ( 0 - 0,384)] 2 + ••• + 
(O, 3185) 2 

+ 0,014[(0,248)(0,5 66 ) - (0-0,560)] 2 } = 0,790 
-, 

logo ªã. =O, 889, e como a distribuição assintótica de 

um intervalo de confianç a a proximado com coeficiente de con 

fiança de 95 % para & é d± 1, 96aã_/ ln ou 

O , 2 4 8 ± 1 , 9 6 ( O , 8 8 9 ) / ✓l O 8 :f ou O , 2 4 8 ± O , O 5 3 

,· 
J 
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2.5 rNoiCES DO Tipo REDUÇÃO PROPORCIONAL E['i Risco (Rpa)

A forma básica desses Índices foi. dada no capítulo

RPR(X,Y)

onde RI e R2 são as perdas esperadas, ou ri.ecos, em duas s.i
tuações diferentes para a predição de Y de um par aleatório

(X,Y) retirado da população. Co)no R2 é obvi.agente menor do
que RI (porque na situação 2 contaremos com a i.nformação se
bre X antes da predição ao pasmo que.na situação l isso não

acontece) concluímos que 0 KRPRSI. O valor l será alcança-
do quando o conhecimento de X reduz o risco a zero, isto é

R2 :0. Teremos RPR(X,Y) ; 0 quando, conhecer X, não tem va-

lor nenhum para a predição de Y, isto é, quando R? = R. .O sen
tido da associação é ignorado para es;tes x'ndices e conforme

iã foi dito X e Y não necessi.tam nejn mesmo ser ordi.naus.
DO modo como foi definido, RPR não é sióétri.co mas

existe a possibilidade de defina-lo para que satisfaça essa

propriedade; basta supor que, com igi.ial probabilidade,sere-
mos convidados a predizer Y ou X e que na situação 2 sere-
mos informados do valor da outra vara.aTeI antes de fazer a

predição da que está sendo solicitada. Redefine.ndo R. , R9 e,
consequentemente, RPR(X,Y) da. maneira obvi.amente adequadate

remos um índice satisfazendo a requerida propriedade de si-

/
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2.5- ÍNDICES DO TIPO REDUÇÃO PROPORCIONAL EM RISCO (RPR) 

.A f6rma bisica desses Índice s foi dada no capítulo 

1 e é 

RPR(X,Y) 

onde R1 e R2 são as perdas esperadas, ou riscos, em duas si 

tuaç6es diferente s para a prediçio de Y de um par ale a t6rio 

(X,Y) retirado da populaç~o. Como R2 f obviamente menor do 

que R1 (porque na situação 2 contaremos com a informação so 

bre X antes da predição ao passo que na situação 1 isso não 

acontece) concluímos que O ::; RPR ~ 1. O valor 1 seri alcança-

d~ quando o conhecimento de X reduz o risco a zero, isto 

R2 =O. Teremos RPR(X, Y) = O quando, conhecer X, não tem 

-e 

va-

lor nenhum para a predição de Y, isto é, quando R2 = R1 .O se~ 

tido da associação~ ignorado para estes Índices e conforme 

ji foi dito X e Y não necessitam nem mesmo ser ordinais. 

D modo como foi definido, RPR não é si~étrico mas 

existe a p_ossibilidade de defini-lo para que satisfaça essa 

propriedade; basta supor que, com igual probabilidade,sere

mos c~nvidados a predizer Y ou X e que na situação 2 sere

mos informados do valor da outra variável antes de fazer a 

predição da que esti sendo s olicitada. Redefinindo R1 , R2 ~ 

conseqüentemente, RPR(X, Y) da maneira obviamente adequada t~ 

remos um indice satisfa zendo a requerida propriedade de si-

l 
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metria. Uma generali.zação que podcri.a ser fei.ta será.a exi-

gi.r predições mais geral.s a l-espei.to das va:tilívei.s.

Existe a possibi].i.diide de ijlterpretar os índices de
associ.ação ja definidos segundo o c031ceito de RPR. Veremos

a título de exemplo, as interpretações para p e para 'tn
Suponhamos que devemos pred:izer Y com perda igual

ao ''erro quadrático''. Na s;ittiação l o risco será ml.ni.mo se

utilizarmos como prediçã.o a }ncdi.a .lc Y c seta i.qual ã vara.

anciã a2(Y); na situação 2 o ri.s:o .üíni.mo é alcançado PS.
lo uso da medi.a condicional de Y .l:tJ:! X, sendo portanto i-

gual ã variância condicional de Y tla(lca. X, isto é, a'(Ylx)
Te remos então

.af. {lY l x)
a" ('y)

e acontece que isso é justamente o (quadrado de p(X,Y') de

Pearson desde que a méldia condiciona:L seja uma função lhe
ar de X

RPR(X,Y)

y.anius supor agora que duas observaçoes (X.,YI) e

(X2,Y2) serão tomadas ao acaso e que devemos predizer s;e

YI <Y2 ou YI >Y2' Se a predição for cora'eta a perda é zero

se i.ncorreta a perda e 1, a não ser (luc YI :Y2 (en\bota não
seja permitida essa previsão) e nessa caso a perda é +. Sem

a informação previa sobre a ordenação de XI e X? ltosso ris-

co é RI : 7 independentemente da estratégia empregada na prÊ.

/
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metria. Uma. gene r al i za ç ã o q ue pode r i a se r fe ita se ri a ex i 

gir ·prediçõe s mais ge r a i s ;:i respe i to das va·•L ive i s . 

Existe a po ssj b i Li.da dc de i nterpr e t a r os Índices de 

associação ji definido s se g undo o conceito de RPR. 

a título de exemplo , a s interprc taç6es para p e para 

Suponhamos que de v emos p redi zer Y com perda 

Veremos 

'[ . 
a 

igual 

ao "erro quadrá t i co" . Na si t uaç.ão l o ri s c o s e rá mín imo s e 

utiliza r mos como pred i ç ã.o a rn êc.lia . ]._, Y e se rá igu a l à vari 

ância cr 2 (Y); 

lo uso da média cond iciona l de Y ,.hd,' X, sendo p ortanto i

gual à variância cond i ciona l d e Y ,L1c1 a. X, isto e , cr 2 (YIX). 

Teremos então 

RPR(X, Y) -· 1 - 0·
2 ( Y J X) 

0
2 (Y) 

e acontece que isso é jus t a mente o quadrado de p (X, Y) de 

Pearson desde que a m~dia condiciona l s e ja uma f un ç ão line

ar de X. 

Xamos supor agora qu e dua s ob s ervaç õe s 

(X2 , Y 2) serão tomadas ao a.c a so e qu e de vemos predizer ::-;e 

Y 1 < Y 2 ou Y 1 > Y 2 • Se a predição f or c oTr e t a a p e r da é ze r o, 

se incorreta a perda é 1, a n ã o ser qlle Y 1 = Y 2 ( embo r a 

seja permitida ess a p r evi são) e ness e ca s o a pe r da ~½ · 

-n a o 

Sem 

a informação prévia sobre a o r de nação d e x1 e x2 nos s o r is -
- 1 -co e R1 = 2 independentemente da estrategia empr e gad a na pr~ 

l 
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dição (podemos, por exemplo, lançar uma moeda) . Se formos in

formados da ordenação de XI e X2 antes de fazer a predição
poderemos adotar o seguint.e procedilüento para obter riscomí

nimo: se XI :X2 lançar uma moeda, de outro modo predi.zer a

ordem de YI e Y2 de maneira a. t03'nar o par [ CXI'VI) , (X2,Y2)]

''concordante'' (discordante) se T::CX,)Í) é positivo (negati.-
vo). o risco seta

R2 : m:in(pC'pl)) + J. pT

e RPR(X,Y) seta

PRP(X,Y) !nin(pC'pD) + l PT
l
2

min(pC'pD) : I'r a

2min(pC'pD) 'PT

(PC'''PD)

Interpretações semelhantes para ly e l tbl poderão
ser encontradas, respectivamente, em Costner (1965) elVilson
(1969)

'\

}'
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<lição (podemos, por exempl o, lançar uma moeda) . Se formos in 

formados da ordenação de x1 e x2 antes de fa zer a prediç~o 

poderemos adot ar o seg u inte proced imento para obter risco mi 
nimo: se x

1
. = x

2 
lançar urna moedo, ele outro modo predizer a 

ordem de Y
1 

e Y
2 

de maneira a tornar opar [ (X
1

,Y.
1
),(X

2 ,Y
2)J 

"concordante" (discordante) s e Ta (X, Y) ê positivo (negati 

vo). O risco s erá 

e RPR(X,Y) sera 

P RP ( X , Y) = 1 -
min(pC,pD) +½ PT 

l 
-:z 

l 
+ .,, PT 

L, 

= 

Interpretações semelhantes para IYI e !Tbl poderão 

ser encontradas, resp ectivamente, em Costner (1965) e Wilson 

(1969). 

l 



CAPTTUL0 3

MEDIDAS DE ASSOCIAÇÃO PARCIAL

Conforllle jã tivemos oportuna.dado de mencionar as di

gerentes ntedidas de associação parcial podem ser obti.das ã

parti.r das diferentes medi.das de assclci.anão total variando

a manei.ra de controlar pela terceira variável. Neste capot.g
lo estudaremos apenas os coeficientes; mais comumente encon-

trados na literatura. Segui.Feitos, no estudo das principais

medidas de associação para.al, o mesmo esquema utilizado no

capítulo l para as medidas de associa.ção total

3.1 - COEFICIENTE DE CORRI:LAÇÃ0 PARCIAL MOMENTO-PRODUTO DE PEARSON

P(X,YIZ)

O coeficiente de correlação parcial momento-produ-

to de Pea;\on foi definido na capítulo l e dissemos que aco
nhecida fórmula de correlação pa.rciali

p(X,YIZ) (x,v) -p(x,z)prv,z'i
/i':6r'(XT'ZT v'l-p ' (Y , Z)

podia ser utilizada como de:fi.ni.ção do }ncsmo. Agindo dessemo

do, o coefici.ente po(h;ã ser calculado por essa fórmula mes-

4S

J'

CAPiTULO 3 

MEDIDAS DE ASSOCIAÇÃO PARCIAL 

Conforme j â tivemos oportunida de de mencionar as di 

ferentes medidas de associação pa rc ia l podem ser obtidas 
... 
a 

partir das diferente s medidas de as so ciação total variando 

a maneira de controlar pela terceira variivel. Neste capit~ 

lo estudaremos apenas os coeficieµtes mais comumente encon-

-. trados na literatura. Seguiremos, no estudo das principais 

medidas de associaç~o parcial, o mesmo -esquema utilizado no 

capitulo 1 para as medidas de associação total. 

-3. 1 - COEFICIENTE DE CORRELAÇAO PARCIAL MOMENTO-PRODUTO DE PEARSON 

p(X,YIZ) 

O coeficiente de correlação parcial momento-produ

to de Pea~'son f oi definido na capítulo 1 e dissemos que a co 

nhecida fórmula de correlação parcial 

p(X,YIZ) = 
p ( X , Y) - p (X, Z) p (Y, Z) 

✓l- p 2 (X, Z) /l-p 2 (Y,Z) 

podia ser utilizada como definição elo mesmo. Agindo dessem~ 

do, o coeficiente pocká ser calculado por essa fórmula mes

-45-
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mo que a distribui.ção conjunta dc X, Y e Z não seja normal

multivariada (e essa é uma. suposi.ção necessãri.a para/parti.p;

do-se da defi.nação anteriorJ ctlegar a essa fórmula). No en-
tanto, já foi di.to no capiltulo 2 que o uso do coefi.cientede
correlação total de Pearson sÕ deve s;er usado como medida

de associ.ação no caso das variável.s êtpresentarem di.stri.bui.-

ção conjunta norll\al bivariada. O mesa\o acontece com o coefi.

ciente de correlação parcial poi-s somente nesses casos épo.ã

sável utilizar os resultados as.sintót:ices jã obtidos para
correlação total. De acordo com Fishcr (1924) a distribui-
ção do coeficiente de correlação para.al baseado em n obter

vaçoes e a ]nesma do coefici.ente de correlação total baseado
em (n-l) observações

O coeficiente de correm.ação parcial amostral defi-

nido para está.mar p(X,YIZ) é

r(X,Y) - r(XI , Z) r(Y, Z)rfX.YIZI = --
'T:'í:2:'(X":Zy v'l - r 2 (Y , 2

'i'amos então, para o caso dc di.stribuição normal mul

tivariada para (X,Y,Z),usando os resu.atados acima, que
Para tentarmos a hipótese FJ,.: p(X,YIZ) = o utilie ri0 : p za

mos

r ( X , Y l Z ) ,/iF'3

/
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mo que a distribuiçiio con junta de X, Y e Z nao seja normal 

multivariada ( e essa~ uma suposiçio necessiria para, parti~ 

do-se da definição ante rior1 chegar a essa fórmula). No en

tanto , j á f o i dito no c a p í: tu 1 o 2 que o uso d o coe f i c i ente de 

correla~ão total de Pearson s6 de ve ser usado como medida 

de associação no cas o das var i5veis apresentarem distribui

ção conjunta normal bivariada . O mesmo acontece com o coefi_ 

ciente de corre l ação parci al po i ., s omente ness es cas os e po~ 

sível utilizar os resultad os assintóticos ji obt i dos para 

correlação total. De acordo com Fisher (19 24) a distribui

ção do coeficiente de correlação parcial basea do em n obser 
~ 

· vaçoes e a me sma do coe f icie nt e de correlação total baseado 

em (n-1) obse rvações. 

O coeficiente de co rrelação parcial amostral defi

nido para estimar p(X,YjZ) é 

r ex·, Y I z) = 
r(X ,Y) - r (X,Z )r(Y,Z) 

✓l- r-2 (X, Z:f /l-r 2 (Y,Z ) 

Tomos então, para o c as o el e d .i.. stribuição normal rnul 

ti variada para (X, Y, Z), usando os ·re s uJ tados acima, que: 

Para testarmos a hipótese H
0

: p (X,YjZ) =O utiliza

mos 

f ,, 

t = r ( X , Y I Z) ,fn:3 
/l-r 2 (X, Y j Z) 

/ 
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onde t tem, sob 1{0, distri.bui.çjTo ''t'' de Student com (n- 3)
graus de liberdade

A transformação cle riso\er v=tsta para o coefici.ente

de correlação total (r) pode tambE;ln ser utili.zada para tes-

tar H0: p(X,YIZ) :p0(X,YIZ). Então temos

« : { :... -+:HHH-g--
que, sob HO, tem distri.buição normal- aproximada com média

«. : { :.:.-;::3
e variância

.{ : --:d:
Usamos então a estatÍsticiJ

v-P

que é aprc:ximadamente N(0,1) , quando n é grande,. para tes-
tar a hipótese em questão.

Coiro um exempl-o do cãculo Lias coefi.ci.entes de cor-

relação pare.ial (e total) momento-produto vamos utilizar os

dados da tabela 3.1 (Adaptado de Steel and Torne, 1960),on

de temos as porcentagens de nitrogénio (XI) e cloro (X2) e
o logaritmo do tempo de queima (X3) , em segundos, de 30 a-

VZ

av

•• ti ·1 .• 

onde t tem, sob H0 , distribu :i.(Jí o " t " de Student com (n - 3) 

graus de liberdade. 

A transformação de Fi sh.cr vista para o coeficiente 
de correlação total (r) pod e tamb~m ser utilizada para tes 

Entiio temos 

l +r (X,YI Z) 
J. ·· r (X , Y I Z) 

que, sob H0 , tem distribui ç~o normal aproximada com · m~dia 

, e variância 

ª 2 = 
V 

l 
n-4 

Usamos então a estatística 

z = 
v -µ 

V 

-que e aproximadamente N(O,l), qu ando n e grande,_ para tes-·, 
tara hipótese em ques tão. 

Como um exemplo do c5c uJo Jos coeficiente s de co r
relação parcial (e tot a l) momento-produto vamos utilizar os 
dados da tabela 3.1 (Adapta do de Steel a nd Torrie, 1960) ,on 
de temos as porcentagens de nit rogênio (X1) e clo ro (X 2) e 
o logaritmo do tempo de que ima (X3), em segundo§, de 30 a-
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TABELA 3.1 - 1'orcentagem de Nítrog;li\i-o (XI) e Cloro (X2) , e logaritmo de
tempo de queima das folhas (X3)P em segundos, em amostras
cle tabaco (Adaptado de Steel and Torne, 1960)

AMOSTRA N9 xl
3,05
4 , 22.
3, 34.
3,77
3,52
3,54
3 , 7/i.
3 , 78

}:2
1,45
1,35
0,26
0,23
1,10
0,76
1,59
0,39

X3
0,34
0,11
0,38
0,68
0,18
0,00
0,08
0,11

l
2
3
4

5

6

7

8

9

10
11
12

2.,92
.3 . ]:0
.2 , El6
2,78

0,39
0,64
0,82
0,64

1,53
0,77
]-, 1 7
1,01
0,89
1,40
1,05
1,15

13
14
15
16

2,67
3,12
3,03

0,85
0,90
0,92
0,97
0,18
0,62
0,51
0,45

17
18
19
20

21
22
23
24

25
26
27
28

29
30

2,45
4,12
4,61
3,94
4,12
2,93
2,66
:3 , 17

1,49
0,51
0,18
0,34
0,36
0,89
0,91
0,92

L, 79
0,25
0,31
o,20

2 ,79
2,61
3,74
3,13
3,49
2,94

0,24
0,20
2,27
1,48
0,25
2,22

1,35
1,33
0,23
0,26

'\

0,73
0,23

9t3,36

3,28
332,3352

24,23 20,58

0,69
20,8074

0,81
30,1907

- 4 8 -
_I 

I 

TABELA 3.1 - Porcentagem el e N í t r ogên ·.n (Xl ) e Cloro (X2), e logaritmo de 

tempo de queima das fo.Lhas (X3) ' em segundos, em amostras 

ele tabaco· (Adaptado de Steel and Torríe, 1960). 

AMOSTRA N9 Xl x2 x3 
1 3,05 l ,Lf5 0,34 
2 L1 , 22. 1,35 0,11 
3 3' J~. 0, 26 0,38 
4 3 , 77 0, 23 0,68 

5 3,52 1 , 10 0,18 
6 3 , SL, 0,76 0 , 00 
7 3 , 7 i, 1,59 0,08 
8 3,78 0 ,39 o, 11 

9 Z ;, 92 0 ,39 1,53 
10 J ~} ü 0 ,64 o, 77 
11 2 , :JG 0 ,82 l , 17 
12 .2, 78 0, 6l1 1,01 

13 2 , Z2 0,85 O ,8·9 
14 , 2,67 0,90 1,40 
15 3 , 12 0,92 1,05 
16 .3,03 0,97 1,15 

17 2,45 0,18 1,49 
18 4, 12 0,62 0,51 
19 /_., 61 0 , 51 0,18 
20 3 , 94 0, Lf5 0,34 

21 I+, 12 1,79 0,36 
22 2,93 0 ,25 0,89 
23 2,66 O,Jl 0,91 
24 3,17 0,20 0,92 

25 2, 79 0, 24 1,35 
26 2,61 0,20 1,33 

' 27 3, 74 2 ,27 0,23 
28 3, 13 l, lf8 0,26 

29 3,49 0,25 0 , 73 
30 2,94 2 , 22 0,23 

).X. 
'" 1. 

9B , 36 24,23 20,58 
-X. 3, 28 0, 81 0,69 1. 

})~ 
l 

332,3352 30,1907 20,8074 
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mostras de tabaco. Queremos calcular r(XI'X2) r(XI'X3),
r(X2,X3), r(X]'X3lX2) e r(X2,X3lX].) Para isso além dos va-
lores de EXj., Xi e >lXi que constam da tabela foram calcula

dos }lXIXz : 81,5834; >lXIX3 :61,6S02; >lXzX3 : iZ,410s;>1(x:-\.)':
9,8455; }l(xZ-ÍZ) : : lo,óz09; >1(xS-X3)':Ó,Õ89S; >1(xi-x].)(x2-R2):

2,].4].s; >lCX.i-Ri) (xs-Xsy: -5,8248; >1(xz-R2) (x3-X3) ; -4,2115
tao

r(XI'X2) :0,2094 r(XI'X3) :-0,7177 r(X2'X3) ; -0,4998

r(XI'X3lX2) :,-0,7238 r(X2,X3lXt) : -0,5133

Se quizessémos testar .a hipéltese H0:p(X2,X3lXI)
ca.Lcu.Largamos

e en

r(X2 , X3 l XI) Ari:3

onde t é ''t'' de Student com (n-3) gra.us de liberdade

Esse calculo foi feito e o resultado obti.do,t=-3,1],

mostra que a correlação parcial entre: porcentagem de cloro

e o logaritmo de tempo de queina, em segundos, controladopg.
la porcentàgem de nitrogénio é significantemente diferente
de zero ao nível de l9ü. (Nos testes bilaterais o sinal.Z&t é
ignorado)

t

3.z- COEFICIENTE DE ASSOCIAÇÃO PARciAL DE DAVas V(x,Vlz)

Na sua definição consi.devamos X, Y e Z variável.sca

tegóricas, pelo menos ordinais, de modo que a população po.ã

/
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mostras de tabaco. Queremos c a1 cul ar r (X1 , x2) r (X1 • x3) , 

r(X 2 ,x3), r(X
1 ,x3 1X 2) e r(X2 ,x3 jx1) . Para isso al~m dos va 

lores de Ix., X. e IX~ que constam da tabela foram calcula-. l 1 1 

dos Ix
1
x

2 =81,5834; l:X1 x3 = 61,6502 ; }:x2x3 =12,4103;1(X1-x1) 2= 

= 9,8455; z:cx 2-i2) 2 = 10,6209; I(x3-x3) 2 ==6,6895; IC~-~)CX2-x2)= 

= 2,1413; z:cx
1 -x

1
)(x3 -x3) ' ==-5,8248; Icx2 -x2)(x3-x3) = -4 ,2115 

e então 

r(X
1

,X
2) == 0 ,2094 r ( X

1
,x

3) = - 0 ,7177 r(X 2 ,X 3) = -0,4998 

r(X
1

,x3 ix2) = - 0,7 238 r(X2 ,x3 ix1 ) = - 0 ,51 33. 

se .- quizessemos· testar ·a hipéi tese H0 :p(X2 ,x3 jx1) = O 
•• j 

calcularíamos 
,, 

·j · , i '• •' ' 

. t = 

onde t é "t" de _Student com (n-3) gra.us de liberdade. 

Esse cilculo foi feito e o resultado obtido,t=-3,lL 

mostra que a correlação parcial entre porcentagem de cloro 

e o logaritmo de tempo de queima, em segundos, controladope . . 

la porce~t"agem de nitrogênio é significantemente· diferente 

de zero ao nível de 1 % • (Nos testes bilaterais o sinal b. t ê 

ignorado). 

3.2-COEFICIENTE DE ASSOCIAÇAO PARCIAL DE DAVIS y(X,YiZ) 

Na sua definição consideramos X, Y e Z variiveisca 

teg6ricas, pelo menos ordinais, de modo que a população po~ 

I 

/ 
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sa s 
cr repre se nt ada em uma tabela de 3-entradas . Definimos: 

a probabilidade de uma observação casual possuir 
o 

P1· como 

i-é simo 
valo r de Z; Pc_(Pn.,Pr.l como a probabilidade de um 

p a 1 1 1 r ca sua l de obs ervações ser empatado em Z, em seu i-ésimo 

concordante (discordante, empatado) com 
relação 

Valor, e 

a X e Y. Dessas de finições concluímos : Pc.•Pn.•Pr. • P1· 1 1 1 

O coeficiente de associação parcial de Davis foi de 

finiclo , cnt~o , no capi tulo 1 como sendo : 

L L probabilidade total de que um par alea -

rna_s\' i· Pc. .[\. Pn .) e- a 
seja empatado em z e concordante (discordant ~ com re! 

torio 1 l 1 

peito a X e Y; pod emos interpretar y(X,Y[Z) como a diferen-

entre a probabilidade Je um par aleatório, empatado em Z 
ç 

mas nio em X e/ou Y, ser concordante com resp e ito a X e y e 

a prob abilidade de ser discordante -~ ~ coef1·c1·cnte de Davis em fun-

J : p s , v J scrcvcr o 

ção dos 
d Good.man 

e Kru ska l calcul ados 

c[i ·icnt s "gama" e em 

cm cada nív 1 i d 
z. Para isso podemos escrever "gama" 

adQ. um d nlv j s 

U s ~ m do 

Pc - Pn. 
i 1 

y-==~ 
1 Ci Di 

de Davis ficará 
co ficiente 



i=1 (PC j. +ll'l)i) 'Yi
11

ili 0Ci 'pD ?

'r (X ,Y l Z )

e uma nova interpretação pode ser da(ila para v(x,YIZ) : é am.ê

dia ponderada das associações condici.orai.s na qual o peso dg.
do ã i-ésima associção é porporciona]. ã probabilidade de um

par aleatório de observações ser cn)pataco em Z em seu i-é-

simo valor iras não etnpatado em X ou Y

O está.mador amostral de y(X,YIZ) , bem como, consi-
derações sobre sua d:istribuição asse.ntótica amostral serão

consideradas mais adiante em conjurLçâlo com o ''coefi.cientede

associação parcial .baseado em pareamento''

3.3 COEFICIENTE DE CORRI:LAÇAO PARCIAL DE KENDALL 'b(X,VIZ)

Suponhamos X, Y e Z medidas pelo menos em escala
ordinal e que empates são impossível.s

Vamos definir então p0' pX' pY e pZ do seguinte mg
do : '-\

pO é a probabilidade de um par casual de observações ser
não-(Z.íóco,tdaiüe, o que signifi.ca serem concordantes em

relação a X e Z e a Y e Z,o qu.e implica serem concor
dantes em relação a X e Y;

pX é a probabi.lidade de um par casual de observações ser

X-(ZZlóeo,tdapüe, si.gnificando que são discordantes eln re

/

. ) 
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n 

y(X,YI Z) = 
.I CPc.+Pn )Yi 
1=1 1 l 

e uma nova interpretação pode ser dada para y (X, Y I Z) : é a mê 

dia ponderada das ass ociações cond i cionais na qual o peso da 

do i i-ésima associção ê porporc ional i probabilidade de um 

par aleat6rio de observações ser emp a tado em Z em seu i-ê 

simo valor mas não empatado em X ou Y. 

O estimador amostral de y(X,YjZ), bem como, consi

derações sobre sua distribuição assint6tica amostral serao 

considerada s mais adiant e em conjunç ifo c om o "coeficiente de 

associação parcial _baseado em pareamento". 

3. 3 - COEFICIENTE DE CORRELAÇÃO PARCIAL DE KENDALL cp (X, Y j Z) 

Suponhamos X, Y e Z medidas pelo menos em escala 

ordinal e que empates são impossíveis. 
. 

Vamos d~finir então p 0 , Px, Py e Pz do s eguinte mo 

do: ·, 

-Po e a probabilida de de um par casu a l de obse r vações ser 

não-fuc.011,dante,, o que significa serem concordantes em 

relação a X e Z e a Y e Z,o que implica ser em concor 

dantes em -relação a X e Y; 

Px ê a probab ilidade de um par ca s ual de observa ções ser 

X-dú.,e,011,dante,, significando que são discordantes em re 

l 
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lação a X e Z e concordantes eln relação a Y e Z oque

implica serem di.scordantes em relação a X e Y;

pY é a probabilidade de um par casual de observações ser
Y-dZóco.Qdan,tel sign:i.fi.cando que são concordantes em re

lação a X e Z e di:;cortantes eln ]'ilação a Y e Z oque

impli.ca serem di.scordantes colei relação a X e Y;

pZ é a probabilidade do par ser Z-cíl,í,óco.tdctrüa signo.fi.car-

do serem di.scordantes com relação a X e Z e a Y e Z,

implicando, então, serem concordantes em relação a X

urna conclusão imediata é que

PC : pO + pZ e pD :: PX + PY

pC e pD tem o mesmo significado dado nas defi.ni.ções an
temi.ares

Kendall, ao defi.nir o seu coeficiente $(x,YIZ),que
como vimos é dado por

POPZ ' ])XPY

po'''pP Tb';;i;;J'G$'iBÇTÍi;;l;$P' '

utj.lizou o segui.nte argumento: se os pares de observações

!'não discordantes'' e ''Z-di.scordantes'' predominam sobre os

''X-discordantes'' e ''Y-discordan'Les': a correlação parcial é

post.uva e em caso contrario, é legal:iva; se eles apresenta
rem mesma proporção a correia.ção parcial é nula

$'FX,YIZ) :

J'
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lação a X e Z e concordantes em relação a Y e Z o que 

implica serem discordantes em re lação a X e Y; 

Py é a probabilidade de um par c a sual de observações ser 
Y-fuc.otc.da.n.,te,, significando qm:: s ão concordantes em r~ 

lação a X e Z e di~;cordante s em J'e lação a Y e Z o que 

implica serem discordante s com r elação a X e Y; 

Pz é a probabilida de do par se r z ... cü.J.ic.01tdan:te. sign i fican

do serem discordantes com r elaç ã o a X e Z e a Y e Z, 

implicando, então, serem concordantes em relação a X 

e Y. 

Uma conclusão imediata é que 

e p :: p +p D X Y 

onde Pc e p0 tem o mesmo significado dado nas definições an 
teriores. 

Kendall, ao definir o seu coeficiente t(X,YjZ) ,que · 
como vimos é dado por 

utilizou o seguinte argumento: se os pares .de observaçõe s 
!'não-discordantes" e "Z-di.scordan te s" predominam sobre os 
"X-discordantes" e "Y-discordantes" a correlação parcial e 
positiva e em caso contririo , é negativa; se eles apresent! 
rem mesma proporção a correl ação parcial é nula. 

l 
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Devemos notar que se Ó(X,Yi4: (i$jentão pOpZ-pXpY

e portanto pO/pX : pY/pZ o blue signifi.ca que entre pares coB
cordantes e discordantes com relaçã.o a X e Z existe mesma

proporção quer sejam eles concordantes ou discordantes emre

lação a .Y e. Z .

Se @(X,YI Z) = 1 nós temos

(POPZ-PXPY)' (PO''"PX)(PY'''PZ) (PO+PY) (PX'''PZ)

e dai

4pOpXpYpZ ''' pâ (pXpV'''pXpZ''"pYpZ) ''' p; (popa'''pOpZ'pypz) ''"

+ P'}(POPX''.POPZ+PXPZ) + P: (POPY+POPX+PXPY)

p0'pX'pY e pZ não podem ser nega.tidos .a expressão à e.g
querda anular-se-ã somente se dois deles forem iguais a ze-

ro. Para auxi.bar o racicx+nio vamos representar essas prob.g
bi].i.dados eln uma tabela 2 x 2 coiro no ca.pítulo l

Se uma coluna ou .uma linha da tabela for constituída de ze

ros temos o caso em que X ou Y estão em perfeita concordân

é

Y CONCO:RDAN:lES Po Px
Z DISCO:RDANTES

PY Pz

- S 3 -

Devemos notar que se qi(X,Y IZ) =· ot então PoPz-PxPy = O 

e por·tanto p0/px = Py l Pz o que signif i ca que entre pa re s co~ 

cordantes e discordantes com relaç~o a X e Z existe mesma 

proporçao quer sej arn e l es concordantes ou discordantes em re 

lação 'a Y e Z. 

Se <P(X,YIZ) = l nós temos 

e dai: 

- -Como Po,Px,Py e Pz nao podem ser negativos .a expressao a ~s 

querda anular - se -i somente se doi s de l es f or em iguais a ze

ro. Para auxiliai o racicínio vamos repre sentar essas proba 

bilidades em uma tabela 2 x 2 como no capí tulo 1. 

·, X e z 

·CONCORDANTES DISCORDANTES 

y CONCORDANTES Po Px e 
z DISCORDANTES Py Pz 

Se uma coluna ou .urna linha da tabela for constituída de ze

ros temos _o caso em que X ou Y estão em perfeita concordân-



54
/

cia ou discordância com Z, mzls neste caso +(X,YIZ) não esta

definido. Temos então qu.e considerar soTltcnte as. di.agonais

constituídas de zeros. Se pO : 0 e pZ :0, X e Ydiscordamcom
pletamente en suas concordlâncias com Z e então $(X,VIZ) = -1,

se pX : 0 e pY : 0, x e Y concordam completamente e $(x,YIZ)=
l

O símbolo $ para representar o coeficiente de Ken-

dall, foi usado por Quade (1971) dev:ldo ao fato desse coefi

ciente ser formalmente o mesmo ''coef:Lciente +'' definido pa-
ra medir dependencia em ta.bel.a$ de contingência 2 x 2. Em seu

livro, Kendal1 (1955) utilizou o sz'ml)olo TQR.p para medir a
correlação entre Q e R Controlada pol' P

Nesse mesmo tuba.Iho Kendall- chega ã conclusão que

é possível calcular o seu coeficiente de correlação parcial
utilizando a fórmula de correlação pztrcial de Pearson onde

os coefi.cientes de correlação total dle Pearson são substi-

tuídos pelos coeficientes T de associação ordinal total

Para correlação entre X e Y controlada por Z teria
\

mos

T (X,Y) - 'r o:, Z) t(Y, Z)

Embora tenhamos feito a suposição inicial de queem

pates eram impossíveis a fórmula acima é váli.da nos casosde

empates desde que a tnedida vb de associação ordinal total de

+(x )

/
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eia ou discordincia com z. mas neste caso <P(X,YjZ) não esti 

definido, Temos então que cons idera r somente as - diago nais 

constituídas de zero s. Se p0 = O e Pz = O, X e Y discordam com 

pletamente em suas concordincias com Z e então <P (X, Y I Z) = - 1, 

se Px = O e Py =O, X e Y concordam completamente e <P (X, Y I Z) = 

=l. 

O símbolo~ para rep re senta r o coeficiente de Ken

dall, foi usado por Qua de (19 71) devido ao fato desse coefi 

ciente ser formalmente o me smo "coefic .i.e nte <P" definido pa

ra medir dependência em ta.belaq de contingência 2 x 2. Em seu 

livro, Kendall (1955) utilizou o símbolo TQR•P para medir a 

~ correlação entre Q e R controlada por P. 

Nesse mesmo trabalho Kendall chegai conclusão que 

~ possível calcular o seu coe f i c iente de correlação parcial 

utilizando a f6rmula de correlação parcial de Pearson onde 

os coeficientes de ·correlação total de Pearson são substi

tuídos pelos coeficientes T de associação ardina! total . 

. Para correl a ção entre X e Y controlada por Z teria 

mos: 

<P(X,YjZ) = 
T (X, Y) T(X,Z)T(Y,Z) 

/[ 1 - T 2 (X, Z) ] [( 1- T 2 (Y, Z) ] 

Embora tenhamos fei t o a s upos iç~o inicial de que e_!!! 

pates eram impossíveis a fórmul a acima é vil ida nos casos de 

empates desde que a medida -rb de associação ordinal total de 

J 
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Kendall seja utilizada (Hawl(es, 1971.1 . No entanto Soiners

(1966) prefere descarta-se (].os pares empatados e calcular

0(X,YIZ) unicamente à partir dos não-empatados.

Ainda não é conhecida a disl:ribuição amostral do

coefici.ente de associaçãc' parcial 0(X,YIZ) de Kendall, não

havendo, portanto,: posei-bilidade de f;irem testadas hipóte-
ses sobre valores obsei'vad.os do mesmo em amostras casuais de

3.4 - COEFiCiEiqTE DE ASSociAÇÃO PARCIAL BASEADO Em PAREAUENTO o(x,ylz)

Para este coeficiente X#Y devem ser pelo menos or
dinais porém Z pode ser nominal

Estabelecida uma regra de modo que um par casual de

observações sobre (X,Y,Z) possa ser classificado como ''pa-
teado'' sem ambiguidades, defina.Idos P/tREAMENTO como sendo o

evento em que o par casual é ''pateado''. Assumindo que
P{PAREA.l\mNTO} > O

definimos o coeficiente de associação parcial pareada como

+(X,YIZ) : P{CIPAREAMENT0} - Ê'ÍDIPAREAMENT0}

onde C (D) é o evento em que um par a.leatÕrio de observações

(XI'YI'ZI),e (X2,Y2,Z2) é concordant:e (discordante) com re

lação a X e Y

A interpretação de 0(X,YIZ) é obtida di.retamenteda

definição como sendo a diferença entre as probabi.l i.dades con

\

/
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Kendall seja utilizada (Hawkes, 1971). No entanto 

( 1966 )' prefere descarta-s e dos pares empatados e 

cp(X,YIZ) unicamente à part ir dos não--empatados. 

Somers 

..:alcula r 

Ainda nã o é conh ecida a distribuição amostral do 

coeficiente de associação parcia l ~(X,YIZ) de Kendal l, nao 
' havendo, portanto, pos sibi lidade de serem testadas hip6te -

ses sobre valores obs ervados do mesmo em amostras casuais de 

uma população. 

3,4- COEFICIENTE DE AS~OCIA ÇÃO PARCIAL BASEADO EM PAREAMENTO 8(X,YiZ) 

Para este coeficiente Xp., Y devem ser pelo menos or 

, dinais porém Z pode ser nominal . 

Estabelecida uma regra de modo que um par casual de 

observações sobre (X,Y,Z) poss a ser class ificado como ''pa

reado" sem ambiguidades, defin i mos PAREAMENTO como sendo o 

evento em que o pa-r ·casual é "p areado " . Assumindo que 

P { P AREAMENTO} > O 

· definimo~ o coeficiente de associação parcial pareada como ..... 

</>(X,YIZ) = P{CIPAREAMENTO} - Í'{DIPAREAMENTO} 

onde C (D) é o evento em que um par a leat6rio de observações 

(X1 ,Y1 ,z1) , e (X 2 ,Y 2 ,z 2), é concordante (discordante) com re 

lação a X e Y. 

A interpretação de 0(X , YIZ) é obtida diretamente da 

definição como sendo a diferença entre as probabilidades cog 
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dicionais de concordância e discordância de um par aleató-
rio de observações dado que o mesmo É; pateado

Concluz+mos que -l g 0(X,YIZ) g l e que

0(X,YIZ) : l se todos os pares parecidos são concordantes,i.s
to é, P{C IPAP:EAMnNT0} = 1

se todos os pares parecidos são discordantes,i.s
to'é, P{DIPAREANIENT0} = 1

0(X,YIZ) : 0 se os pares pareados têm igual probabilidadede

serem concordantes ou discordantes, isto é

P{C IPAKEAhiENT'O} : .P{D l PJIREAMENT0}

Suponhamos, agora, que o coeficiente 0 deva ser es

tomado de uma amostra casual de n obs;ervações (x.i, Yj, Z.i) ,
1 = 1 '/ n

Entre os N;:n(n-1)/2 pares de observações possí-

vel.s seja NM o número dos que.são pal'eados e dentre estes

consideremos NCM (NDM) como o número de concordantes (dis
cordas.tes) com relação a X e Y

O esticador natural de 0 õ

NCM - bÍDNI

'"M

que é a diferença entre as proporções dos pares pareados,na

amostra, que são concordantes e di.scardantes. (Se acontecer

que uma amostra não contenha pares pa.reêtdos poderemos defi.

ni.r T arbitrariamente como sendo água.l a zero)

)

) ) )

o (X , Y l Z)

r(x,Ylz)
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dicionais de concordincia e discordincia de um par aleat6-

rio de observações dado que o mesmo~ pareado. 

Concluímos que -1 :,; 0 (X, Y I Z) :,; 1 e que 

8(X,YjZ) = 1 se todos os pares pareados sao concordantes,i! 

to é, P{C JPAREAMENTO} = 1 

8(X,YJZ) = -1 se todos os pares pareados sao discordantes,i! 

to e, P{DJPAREAMENTO} = 1 

8 (X, Y J Z) = O se os pares pareados t êm igual probabilidade de 

serem concordantes ou d i s cordantes, isto~. 

P{CJPAREAMENTO} = .P{DJPAREAMENTO} 

Supbnhamos, agora, que o coeficiente 0 deva seres 

. timado de uma amostra casual de n observaç6es (X., Y., Z.), 
1 1 1 

i=l, 2, ... ,n. 

Entre os N ::: n(n-1) /2 pares de observações 

veis seja NM o número dos que são pareados e dentre estes 

consideremos NCM (NDM) como o número de concordantes (dis 

cordantes) com relação a X e Y. 

· O estimador natural de e~ ·, 

T(X ,YjZ) -

que~ a diferença entre a s proporçõe s dos pares pareados,na 

amostra, que são concordantes e discordant~s. (Se acontecer . 

que uma amostra não contenha pares par eados poderemos defi

nir T arbitrariamente como sendo igual a zero). 

l 
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Temos que -l g T(X,YJZ) É l e que

T(X,YIZ) = 1 se todos os pares parca-:los .:observados forem
concordantes;

T(X,YIZ) = -1 se esses pares forem to.:los discordantes, e

T(X,YIZ) : 0 se a proporçlio dos pare.s pareados concordantes

for igua[ ã dof; parecidos .discordantes.

Consi.detemos agora a (]is tri.buição amostral de T ((}tade , 1971)

Pa.ra cada i;1,2,...,n seja ]X4.i o número de .observa

çÕes (Xj'YJ'Zj):, j*i, que são parecidas com (Xi,Yi,Zi) e se-
ja.Wi .o numero .destas que são concor.:lentes com (Xi,Yj.,Zi) lng

nos o.numero dias que sao discardanEe

Desse modo >IMi = 2NM (porque cada par pateado apare.

ce duas vezes) e :Wj. : 2(NCM-NDM). Portanto

Xw

'EM.i

!.r(x , Y l z)

Esse método de calculo leva a uma fórmula convem

ente para o erro padrão as;sintético de T
-\

2

Comi) '

A distribui.ção de T é assintoticamente normal, i.s-

to é, para n grande a qual.cidade -il;:t é aproxi.madamente N(0,1)

AssiJn, pelo menos para girandes am.ostras é possível fazer in-

ferências baseadas no ''coeficiente dc associação mareada''

J
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Temos que - l s T(X,YIZ) s l e que 

T(X,YIZ) = 1 se todos os pares pareados : observados 

concordantes; 

forem 

T(X,YIZ) =-1 se esses pares forem todos discordantes, e 

T(X,YIZ) = O se a proporçao dos par es pareados concordantes 

for igual i dos par eados d iscordantes. 

Consideremos agoTa adis tr:i.buição amostral de T (Quacle, 1971) . 

Par a cada i= l, 2, • .. , n se j a Mi o n~mero de observa-

ç6es (Xj ,Yj , Zj) ., j ~i , que s~o par eadas com (Xi,Yi,Zi) e se

ja . W. o número destas 9\lC sZío conco rclantes com (.Xi,Yi, Zi)m~ l . , . . , 

nos o -nGmero das que sio discor dant es . 
1 

Desse modo IMi = 2NM (porqu e cada par pareado apar~ 

ce duas vezes) ·e Iwi = ~ (NCM - NDM). Po:rtanto 

T( X, YIZ) = 
''w. l 1 

Esse m6todo de c ~lculo leva a uma f6rmula conveni

ente para o erro padrão as sint6tico de T 

s = 
T 

2 

(EM.) 2 

l 

A distribuição de T é assintoti c amente normal, is -

t - d . d. d T- e - . d N (O 1) o e, para n gran e a quan. t1 a e -S- e aproxima amente , 
' T 

Assim, pelo menos para grandes amostras é possível fazer in-

ferências baseadas no "coeficien te de associação pareada". 

I 
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Se Z,.. é o valor crítico para a variável Z - N(0,1)

de modo que PÍiZl>Za} nQ nós teremos, por exemplo, um ante!
vala de confiança (bi-lateral) com coeficiente de confian-

ça 100(1-a)9o dado por

T-STZcl g 0 É T+STllct

e a hipótese H0: 0 ; 00 podre ser rejeitada em favor da hipó-

tese alternativa Hl: 0 #00 se e soJnel:ite se o valor . 00 cai
fora desse intervalo de confiança

Testes e intervalos de cona:i-ança uni
dem ser construídos tambÕn\, da manei:ra Óbvia

Como caso especial, a hipótese H0: 0 : 0 pode serre.

jeitada se e somente se lsCI zZa' Contudo para essa hi.põte-
se nula poderá ser preferível um tese:e envolvendo somente os

W's: rejei.tar nn se e some:nte se

lateral.s PO

<TllY .:-- ZZ onde ÍÍ = :.-
2./E (W-i -Wy cl n

1) ''coeficiente de associação parcial parecida'' pode

ser interpretado como uma versão general i.zada de correlação

parcial no sentido de correlação condicional média. Vamos su

por, para simplificar, que: Z é uma vílriãvel aleatória pura-

mente discreta. Seja E(z) , para cada valor de Z = z, o even-

to em que duas observações aleatórias; (XI'YI'ZI) e (X2,Y2,Z2)

zl : z2 : z, isto é, são empatadas com respeito a Z em z

J
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Se Za; o valo r crítico pa r a a variável Z ~ N(O,l) 

de modo que P{JZJ ~z } =a n6s te remos , por exemplo , um inter a 

valo de confiança (bi-l ateral ) com coeficiente de confian-

ça 1OO(1-a)% dado por 

T-s
1

z ~ 8 ~ T+S
1

Z a a 

e a hipótese HO: e = 00 pode ser reje i tada em favor da hipó 

tese alternat iva H1 : 0 ~ eO se e soment e se o val or eO cai 

fora desse intervalo de confiança. 

Testes e intervalos de conf iança uni-laterai s po

dem ser construídos tarnb~rn, da maneira 6biia. 

jeitada 

se nula 

Corno caso especial, a hipótese HO: e = e pode serre 

se e somente se j-/ l ~ Z . Contudo para es _sa hipóte -... ,T a 

poderá ser preferJ'.vel um teste envolvendo somente os 

W's: rejeitar HO se e somente se 

lnW ~ Z onde \~ = --===========~ a 
2 ✓E(Wi-W) 2 

EW . 
1 

n 

à "coeficiente de associação parcial pareada" pode 

ser interpretado corno urna versao generalizada de correlação 

parcial no sentido de correlação condicional rn;dia. Vamo s su 

por, para simplificar, que Zé urna variivel aleatória pura

rnen te discreta. Seja E ( z) , para cada valor de Z = z, o even

to em que duas observaçõe s aleatórias (X1 ,Y 1 , z1) e (X2,Y2,z2) 

tem z1 = z2 = z, isto é, são empatadas com re speito a Z em z. 

J 

/ , 
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as concli.çoes teremos

v(X,YIZ) : P{CIE(z)} -P{DJECz)}

Vamos, agora, construir uma associação conde.cional

média ponderando as associações condicional.s em z proporcig
nalmente à probabilidade d.e ol)servir um par empatado em z

Isto Õ,

Ness

>lP {lE( z) } T (X ,Y l Z: z)
ZT (X,Y l Z)

P{E ( 2:) }
Z

ma s co mo

P{CIE(z)} : '-P-tC:eE(z)} e P{DJE(lz)}
P{E (z) }

P{D e E(z) }

P{E (z) }

podemos esc rever

P{E(z)T(X,YIZ;:z) = P{C eE(z)} -P{DeE(z)}

Vamos denomi.na.r de EMPATE o evento em que um parde
observações casual é empatado em Z, i.sto é, EMPATE é a união
de todos os eventos ]:(z), então

>lP{E ( z) }
Z

F' {EbqPATE }

e

>lP{E(z)}v(X,YIZ=z) = P{C eEblPA'r'E} - P{D eEMPATE}

e portanto

/

Z
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Nessas condições teremos 

T(X,YjZ) = P{C IE(z) } -P{DIE(z)} 

Vamos, agora, construir uma associação condicional 

média ponderando as associaç6e s cond i cionais em z proporei~ 

nalmente i probabilidade de ob servar um par empatado em z. 

Isto é, 

IP{E(z) }T(X,YIZ=z) 
T(X,YI Z) z 

= ---·-- -
I P{E(z) )-
z 

mas como 

P{CIE(z)} = ' P{CeE(z)} 
P{E(z)} 

e P{D jE( z) } = P{DeE(z)} 
P{E(z)} 

podemos escrever 

P{E(z)T(X,YjZ =-=z). = P{CeE (z)}-P{DeE(z)} 

Vamos denominar de EMPATE o evento em que um par de 

observaçõ~s casual é empatado em Z, isto é, EMPATE é a uni ão ..... 

de todos os eventos E(z), ent ão: 

e 

IP{E( z)} - P{EMPATE} 
z 

IP{E(z) }T(X,Y I Z=z) = P{C e EMPATE} - P{D e EMPATE} 
z 

e portanto 

l 
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'r(X,YIZ):: P{(=lEF4PATE} - P{DIEMPATE}

mas então, se defi.nirmos, T)i31'a 0(.X,VIZ) , PARLAMENTO =EMPATE
teremo s

Q LÀ, Y i ZJ : 't' CX,Y l Z)

isto é, o ''Índice de associaçlão pare:ial parecida'' é uma ver-

dadeira associação parcial, no sentido de associação parcial

média, se duas observa.ções são defin:i.das como PAREADAS qual
do seus valores de Z são i.guetos.

Se a função de p:robabililad{3 da variável discreta

Z á h(z) de modo que P{E(z)} =h2(z) o coeficiente de asso-
ciação parcial pode ser escrito como

h: (z) T (X ,Y l Z=z)
>lh ' ( ;:)

Se, no entanto, Z é uma var:i-aTeI contínua, com fun

ção de densidade h(z) , podemos escrever a expressão análoga

T(X,Y l Z)

h' ( z) 't (X ,Y l Z) d z

lhz (z/ dz

onde t(X,YIZ=z) é a associ.ação dentro da distribuição conde
cional de X e Y dada Z = z. Ma.s agora uma amostra casual não

teta pares empatados nos qual.s basear' uma estimati.va amos-

tral de 't. Em vez de exigi.r que todos; os pares usados no Ín

'\
'r (X , Y l Z)

?
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. T(X, Y I Z) = P{C !EMPATE } - . {D !EMPATE } 

mas então, se definirmos, p or a 0 (X, Y I Z), PAREAMENTO = EMPATE 

teremos 

B(X,Y IZ) = T(X,Y IZ) 

isto é, o "Índice de ass oci aç;ão par c ial pareada" é uma ver 

dadeira associação parcial, no s entido de associação parcial 

média, se duas observaçõe s s ão definidas como PAREADAS quaE:_ 

do seus valores de Z são iguais. 

Se a função de probabil id ade da vari~vel discret~ 

Z é h(z) de modo que P{E ( z )} = h 2 (z) o coeficiente de asso

ciação p~rcial pode ser escrito c omo 

T(X,YjZ) = lh 2 ( z)T(X,YjZ=z ) 
Ih 2 (z) 

Se, no entanto , Zé uma variivel contínua, com fun 

ção de densidade h( z), podemos escreve r a expressao aniloga 

T(X,YIZ) = 
Jh 2 ( z)T(X .,Y IZ)dz 

fh 2 ( z) d z 

onde T(X,YIZ=z) é a associação dentro a~ distribu ição condi 

cional de X e Y dada Z = z. Mas agor a ullla amostra casual não ' 

terá pares empatados nos quais basear uma estimat iva amos 

tral de T. Em vez de exigir que todos os pares us ados no Ín 

i 
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di.ce amostral de associação l-)ara.al :sejam exatamente empat.g

dos, nÕs relaxamos a exigílinci.ü ]lzlrl ])eriniti.r que pares se-

jam considerados pareados embora só ])raticamente empatados.

Chamaremos de TOLERÂNCIA a discrepãnc:ia máxima permitida en

tre duas observações para que sejam\ consideradas parecidas,
por exemplo se PARLAMENTO = EblPATE então a tolerânci.a é zero.

O Índice alnostra]. T de associação parecida estima es

tritamente 0(X,YIZ) mas em qualquer :si.tuação real, se a to-

lerância for pequena, 0 será essenciíillnente equivalente a

r(X,YIZ) . Contudo os dois z'ndices populacionais não serãoor

dinãriamente mui.to idênticos em valor. Um exemplo particu-

lar,é o caso em que X e Y são condicionalmente independen-
tes dada Z = z para todo z. Isto é suficiente, embora não se-

ja necessário, para implicar que cada associação condicio-

nal v(X,YIZ:z):0 'e«.portanto que a. associ.ação parcial

T(X,YIZ) : 0 também, mas isso não i.aplica que o(X,Ylz) = 0

Agora vejamos como os coeficientes de agsoci.ação tg
tal Va de Kendall, y de Goodman e Kruskal e o coeficientede

associação parcial de Davas são casos; particulares de o(X,Ylz).
De fato, 0(X,YIZ) é na realidade uma famíliadecoe

fi.cientes que se diferenciam pelas suas definições de PAREA

MENTO, sendo que a úni.ca restrição é P{PAREAMENTO} > 0

Vamos supor que duas observítções são ,6a17ip4e pa ead .
Nesse caso P{PAREA]MENTO} = 1 e

'\

/'
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dice amostral de associaç~o par cia l se j am exatamente e mpat~ 

dos, n6 s relaxamo s a exigg nciu par a pmrmitir que paro s se 
jam considerados pareados embora s6 praticamente empatados. 

Chamaremos de TOLERÂNCIA a disc rep ância máxima permitida e~ 

tre duas observaç6es para que sejam co nsideradas pareadas, 

por exemplo se PAREAMENTO = EMPATE en '.~ão a tolerância é zero. 

O Índice amostral T de a s s o ciaç ão pareada est ima e~ 

tritamente B(X,Y!Z) mas em qual que r si t uação re a l, se a to

lerância for pequena; 8 será ess encialmente equivalente a 

T (X, Y I Z) . Contudo os do i s Índices populacionais não serão or_' 

·dináriamente muito id~nticos em valo r . Um exemplo particu-

, lar .é o caso em que X e Y são condic i6na lmente independen

tes dada ·z == z para todo z . Isto é suficiente, embora não se 

ja necessário, para implicar que cad a as sociação condicio

nal T (X, Y I Z=z) = O ,e .. porta nto que a . ass oe iação parcial 

t(X,Y!Z) = O também, mas isso não imp l ica que B(X,Y!Z) = O. 

Agora vejamos como os coeficientes de a?sociação to 

tal Ta de Kendall , y de Goodman e Krus ka l e o coeficiente de ..... 
associação parcial de Davis são caso s particulares de 8 (X,Y !Z). 

De fato, 8 (X, Y I Z) é na rea l i dade uma família de coe 

ficientes que se diferenciam pelas s_uas definiç6es de PAREA 

MENTO, sendo que a Única restrição ê P{PAREAMENTO} >O. 

Vamos supor que duas observaç6es são 1.>emp11.e. paAe.adM. · 

Nesse caso _ P{PAREAJv1ENTO} = 1 e 

,! 

J 
I 
\ 

., 
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o (x,v l z) P{C} - P{D} ta(X,Y)

neste cas
Como Mi:n-l, i.=1,2,3,...,n, podemos mostrar que

Além disso se :Ci (Di) é o ntílnero de observações co3

cordantes (discordantes) com a observação (X.i,Y.i,Z.i) o erro
padrão assintÓtico de t.. seta

C

S. : -----X-- - /[lÍ7C
" ll(Ü-l) l

onde W. =C. -D., para i=1,2,3,..,nl l -. .

Agora vamos supor que duas observações são pareadas
se e somente se são não-empa,Cada.ó an X ou Y. Nesse caso PAREA-

MENTO é a uni.ão dos eventos C, e D e portanto

o(X,YIZ) : plÇl-::lílD- :: 'r(X,y)
P{C} + P{D}

Aqui Wi :Ci -Dj. e Mi :Ci+Dj., i=1,2,3,.:.,n e por

tanto T d G\ e o erro padrão assintótic:o de G é dado por

;' : -8çhp- """-';
Finalmente vamos supor que duas observações são pl

geadas se e somente se .6ãa e}71pa;fzd all Z mM não elli X ouY

Com essa definição

/
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0(X,YIZ) = P{C } - P{D} ·- T (X,Y) 
a 

Como Mi =n-1 , i =1, 2 ,3, ... ,n ., podemos mo strar que 

neste caso, T = t a. 

Alem d i ss o se ·c. (D.) é o niimero de observações co_!! 1 ]_ 

cardantes (dis c ordantes) com a ob servação (X. ,Y. ,Z.) o erro 
l l l 

padrão assintótico de t se ra: a 

2 
✓n1 2 ·- o;w.) 2 /n 

l l n ( n ·· l) 

onde w. =C. -D., para. i. =l, 2 , 3 , ... ,n. l l l . 

Agora vamo s s upor que duas ob se r vações são pareadas 
1 

se e somente se sao nã.o-e.mpcu:ada/2 em X ou. Y. Nesse caso PAREA-

MENTO é a união dos ev entos C, e D e portanto 

8(X,YIZ) = p{C} - p{D} ... y (X,Y) 
P{C} + P{D} 

Aqui W . = e . - D . e M . = e . + D . , i = 1 , 2 , 3 , . : . , n e por -l l l l . l J. 

tanto T = G e o erro padrão assint ótico de G é dado por 
' 

4 

( 
. 2 ~C.+~D-) 

l l 

Finalmente vamos supor que duas observações sao p~ 

readas se e somente se .6ão empatadM em Z mM não em X ou. Y 

Com essa de fi nição: 
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o (x ,v l z) P{C e EMPATE} - P{D e EMPATEI
PI.C e EI«ÍPATE} + P{D e iiiMj5X:í'E 'r (x ,v l z )

que é o ''coeficiente de associ.ação parcial de Dava.s''

Se Ci(Dj.) é agora redefi.nado como o número de ob-
servações concordantes (discordante:s) com a observação

(Xj.,Yj.,Zi) com relação a X e Y e tambént empatadas comelaem

Z, então Wi:Ci -Di e Mj.:Ci+Di da mesma forma que para o
coeficiente de associação total y(X,Y) , e o erro padrão as-

se.ntÓtico do coeficiente de Davas tem a mesma fórmula de S..

Para i.lusa:rar o método. de computação de T:vamos con
sideral un\ exemplo (Quade, 1971) baseado na Tabela 3.2

Seja X o resultado de exame, uma vara.avel ordinal

registrada como A,: B, C, D ou F; e seja Y a variável mêtri.-

ca altura, registrada em polegadas. A. variável controle Z é
bivariada e a primeira coDiponente é a vara.aTeI nome.nal sexo

(ZI) e a segunda componente é quociente de inteligênci.a Qi,

O x'ndice amostral de associação pareada (T) entre

resultado de exame e altura, controlado por sexo e QI, i.sto

e, entre X e Y dadas ZI e Z2, é obtido usando os valores MI
e IVi, definidos juntíLn\elite com o Índice T, que aparecem na

última coluna da tíLbela. Neste calculo duas crianças são con

sideradas como parecidas se elas são do mesmo sexo e di.ferem

em QI por não mais do que 10 unidades A pri.moira criança,

(Z2)

'\

J
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0(X,YjZ) = 
p { e e EMPATE} - p { D e EMPATE} . 
P{C e EMPATE} +P{D el:ÍMPATE} = y(X,YiZ) 

que é o "coefi ciente de associação parcial de Davis". 

Se Ci (Di) é agora redefinido como o nGmero de ob 

servaçoes -concorda ntes ' (discordantes) : com a observação 

(Xi,Yi,Zi) com rel açiio a X e Y e também empatadas com ela e m 

Z, então w. = e. - D. e M. = e.+ D. da mesma forma que para o 1 l . l 1 1 1 

coeficiente de associação total y( X,Y ) , e o erro padrão as-

sint6tico do coeficiente de Davis tem a mesma f6rmula de SG. 

Para ilustrar o método. de computação de T ,vamos CO_!!: 

siderar um exemplo (Quade , 1971) baseado na Tabela 3.2. 

Seja X o resultado de exame, urna variavel ordinal 

registrada como A, · ~ . C, D ou F; e seja Y a variivel métri 

ca altura, registrada em polegadas. A variivel controle Zé 

bivariada e a primeira componente é a var i i vel nominal sexo 

\z1) e a segunda component e é quociente de inteligência QI, 

C z z) . . 

. O Índice amost r al de assoc1açao pareada (T) entre ..... 
resultado de exame e altura, controlado por sexo e QI, isto 

é, entre X e Y dadas z1 e z2 , é obt ido usando os valo res Mi 

e Wi, definidos juntamen t e c om o Índice T, que aparecem na 

filtima coluna da tabela . Ne s te cilculo duas crianças sãoco_!!: 

sideradas como pareadas se e l as são do mesmo sexo e diferem 

em QI por não mais do que 10 unidades. A primeira criançai 

).' 
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TABELA 3 . 2 Sekd, Qt altura e resultado do exame final pa
ra uma classe de crianças de quarta (da
dos fictícios) (Adaptado de Quade 1971, Tabela
6.1, Pg. 31)

RESULTADO DE
EXAla

ALTAR.
(po] )

SEXO Qi PAREADOS EM
SEXO e Qi

i

l
2
3

4
5

6

X

F
D
D
A
C

C
B

Y

50
58

56
55

58
57
53
54
57

zl
M

M

Z2
85
92
93
96

100

M W

2

l
5

l
2

l
l
l
2
2

2
5

6

5

6

M
M

M

M
M
M
F
F
F
F
F
F
F

F

F
F
F'

102
103
109
115
118

6

5

5
4

5

4
4

3

l
l
3
3
5
5
4

4

3

3
2
2

D
B
C
B

C
D
F
C
A

10

11
12
13
14
15

16
17
18
19
20

21
22
23
24
25

ZF9

52
60
51
50

52
57
53
53
54

55
51
52
55
54

120
123
128

83
86

4
0

0

l
l
2
l
2

0
2

0

l
2

2
2

98
99

105
106
111

114
121
131

C
C

\

C
A
B 140

por exemplo é pareada com exatamente ([uas outras isto é,a
segunda e a tercei.ra (por convem-ciência do calculo manual os

dados foram arranjados segundo as variável.s controle) por
tanto M; 2 e elit é concordante com ambas em particular

j
#
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TABELA 3.2 - Sexd, QI , altura e resulta do do exame final pa

ra uma classe de crianças de quarta-s~rie (da

dos fictícios) (Adaptado d e Quade 1971, Tabela 

6.1, pg. 31). 

RESULTADO DE ALTURA 
SEXO QI PAREADOS EM 

EXAME (po J.) SEXO e QI 

l. X ' y Zl z') M w 
L. 

1 ' F 50 M 85 2 2 
2 D 58 H 92 5 -1 
3 D 54 M 93 6 5 
4 ' A 56 11 96 5 -1 
5 e 55 M 100 6 2 

6 e 58 H 102 6 -1 
7 B 57 M 103 5 1 
8 e 53 11 109 5 1 
9 F 5Lf M 115 4 -2 

10 B 57 ff 118 5 2 

11 A L1 9 M 120 4 -4 
12 D 52 M 123 4 o 

' 13 B 60 M 128 3 o 
14 e 51 F 83 1 -1 
15 B 50 F 86 1 -1 
16 e 52 F 98 3 - 2 
17 D 57 F 99 3 -1 
18 F 53 F 105 5 2 
19 e 53 F 106 5 o 
20 A 54 F 111 4 2 . 
21 e 5.5 F l1L1 4 o 
22 e 51 F 121 3 1 
23 

·, 
e 52 F 131 3 2 

24 A 55 F 135 2 2 
25 B 54 F 140 2 2 

--i.- ... . 

por exemplo, é pareada com exatament e dua s outras, isto ~.a 

segunda e a terceira (po r conveniê nc ia do cálculo manual os 

dados foram arranjados segundo as variáveis controle), por

tanto Mi= 2, e ela é concordante com ambas - em particular 
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ela e a menor das três e t:amtle)u recebeu o grau mais bai.xo --

portanto IVi ' 2. Os valores dc! Mi e] }Vi pal'a as outras 24 cri
onças podem ser confere.dos de: modo senle].cante. Podemos en-

tão computar >IMi :96 o que indica! qtlc existem 48 pares pa-

reados de crianças õ>lWi : 10, i.ndicando que hã 5 pares conco.i
dantes a mais do que discorda.ates; portanto o x'ndice

T : EWi/EMi : I0/96 :: O,I04

Tendo calcullado >IMil = 422, >lUj.wi : 50 e: >lw; = 90 nós encontra-
mos S = 0,191. Portanto o Índice é ]nenor do que seu erro pa-
drão e certas\ente não significantejnente diferente de zero no

sentido estatístico. Se essa amostra pudesse ser consi.dera-

da como grande, nÕs poderíamos tomar T/S = 0,54S como N(0,1)

e testar H0: e) : 0, e terl'amos. também o i.ntervalo de confian
ça com coeficiente de confiança 95%, por exempl-o, T t 1,96 S

ou (-0,270, 0,469) para o Índi.ce popul.aci.onal 0. No entanto

ê conveniente ressaltar que temos soJnente 25 observações e
48 pares pareados que não são independentes üns dos outros

IÃamos agora ver um outro exe:mp].o que usa os dados

de Hajda, citados por Davas (1967), que foram obtidos de u-
ma inspeçãoamostral de mulheres de Ba.ltimore. X é uma dico-

tomia assumindo os valores ''alta'' e ''bai.xa'' se a entrevista

da tinha i.dado, respectivamente, acima ou abaixo de 45 anos;
Y é uma outra dicotomia, assumindo os valores -'alta'' e '-bai

xa'' se ela ti.nha ou não lido um livro recentemente, Z di.stin

j
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ela€ a menor das tr~s e tamb~m re ce beu o grau mais baixo -

portanto Wi ra 2. Os valore g dei Mi e W:l para as outras 24 cri 

anças podem ser conferidos de mo do seme lhante. Podemos en

tão computar IMi = 96 o que indica r.tu c existem 48 pares pa

reados de crianças é IW. = 10, indica ndo que há S pares concor l 

dantes a mais do que discordantes ; portanto o índice 

Tendo calculado 'M ~ == 422, 'M.W. = 50 e "W~ = 90 nós encontra-l 1 l11 L.1 

mos. S =O, 191. Portanto o Índice é menor do que seu erro pa-

drão e certamente não significantement e diferente de zero no 

sentido estatístico. Se essa amostra pudesse ser considera

da como grande, nós poderíamos tomar T/S;:;; O ,545 corno N(O ,1) 

e testar H0 : e =O, e teríamos t amb ém o intervalo de confian 

ça com coeficiente de confiança 95% , por exemplo, T ± 1, 96 S 

ou (-0,270, 0,469) para o Índice populacional e. No entanto 

é conveniente ressaltar que temos s omente 25 observações e 

48 pares pareados que não são independentes Uns dos outros. 

_\l.amos agora ver um outro exemplo que usa os dados 

de Hajda, citados por Davis (1967), que foram obtidos deu 

ma inspe~ãoamostral de mulheres de Baltimore. X é uma dico

tomia assumindo os val ores "alta" e "baixa" se a entrevista 

da tinha idade, r6spectivamente, acima ou abaixo de 45 anos; 

Y ê uma outra dicotomia, assumindo os valores "alta" e "bai 

xa" se ela tinha ou não lido um livro recentemente, Z distin 

i 
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RABI:lA 3 . 3

LEITURA
IDADE DE EDUCA(;ÁO

LIVRO

Y Z

ALTA

BAIXA
UNIVEllSITÃRIA

ALTA
BAIXA

BAIXA

VKXQÜl:K(=iA
W

MI M2
X

LEGIAL

ALTA
AI.'l'A

BAIXA

ALTA
BAIXA

BAIXA

MENOS QUE
COLEGIAL

gue ires categorias de recalização crluc&ci.Oral '-uni.versitã-

ria'', ''co.{egial'' e ''menos do que col{3gial''. Duas definições

de pareamento serão consideradas: a ])ribeira produzindo um
coefici.ente de correlação parcial direto, declara duas ob-

servações, pa,eeacla,ó se são e:mpatadas em Z; enquanto que a se-
gunda, produzindo o coeficiente de associação parcial de Da

vis, declara-aspaead somente se elas são empatadas em Z
mas nao em X ou Y. A Tabe].a 3.3 ll\ostx'a os cálculos com al-

gum detalhe. Lã estão listados os 12 possível.s valores de

J

       

0 302 46 348 46

163 185 -163 348 163

36 312 -36 348 36

0 244 104 348 L04

0 627 327 954 327

290 664 -290 954 290

179 775 -179 954 179

0 795 159 954 159
       

0 412 133 545 133

24 521 -24 545 24

315 210 -335 545 335

0 491 54 545 54

  ALTA  
ALTA    
  BAIXA  
    co
  ALTA  
BAIXA    
  BAIXA  

LEITURA 
IDADE DE 

X 

ALTA 

LIVRO 

y 

ALTA 

BAIXA 

EDUCAÇÃ.O 

z 

------- UNIVERSITj\RIA 
ALTA 

BAIXA 
BAIXA 

- (Í 6 -

TJ\13:flLA 3 . 3 

FREQUE NCIA 

F 

]6 

163 

c D T w 

,, 6 O 302 46 348 46 

O .163 185 -163 348 163 

O 36 312 -36 348 36 

J.04 O 244 104 , 348 104 
--------------- -- --------1--------------
ALTA 

BAIXA 

ALTA 

BAIXA 

ALTA 

BAIXA 

ALTA 

BAIXA 

ALTA 

BAIXA 

ALTA 

BAIXA 

COLEGI AL 

MENOS QUE 
COLEGI AL 

159 

179 

290 

327 

54 

335 

24 

133 

327 O 627 327 954 327 

O 290 664 -290 954 290 

O 179 775 -179 954 179 

159 O 795 159 954 159 

J.33 O 412 133 545 133 

O 24 521 -24 545 24 

O 315 210 -335 545 335 

O 491 54 545 54 _____________ __.__ ____ _____ ._ _______________ , 
gue três categorias de realizaç ão educacional "universitá

ria", "co.l_,egial" e "menos do que colegial". Duas definições 

de pareamento serao consideradas: a primeira produzindo um 

coeficiente de correlação p arcial direto, declara duas ob

servaçoes, pall.e.ada;., s e sao empatada s em Z; enquanto que a se

gurida, produzindo o coe fic iente de as s oc 1açao parcial de Da 

vis, declara-as pcvLe.ada;., somente se elas sao empatadas em Z 

mas nao em X ou Y. A TabeJ.a 3.3 mo str a os cilculos com al

gum detalhe. Lã estão listados os 1 2 possíveis val ores de 

l 
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(X,Y,Z) e a freqüência F com que cada um ocorre na amostra

Então são mostradas quantéts ol)servaçi5es são empatítdas em Z
e concordantes (discordam:es, elnpataiJas) com respeito a X e

Y com cada uma das observztções n.un} di:i.d.o valor, denominadas

C (D,T) . NÕs temos que W = C -D, pa:'a. a privei.ra defi.nação de

parlamento, MI : C + D + T, e para a setgunda, M2 ; C + D.
Em. um ou outro czLso

EF}V
' EFM

e

e--
( EFM) '

-- 1/}1 FMZ (EFW) 2

No segundo caso, isto é, M2 ::C +D, a fórmula equi.-
valente para S em termos dle C's e D':; é, na forma de dados
grupados

(EFC+EFD)'

Para o exemplo, }IFW=-3718 e EFIVz =5572914. Para a

primeira definição de parlamento

>IFM = 1330092, >IFM2 = 1073601726 e >IFbnV = -1531320

produzindo para o coeficiente de as:;ociação para.al amos-

tral T = r0,0028 com s = 0,0112. Para a segunda definição,>IFM=
259554, >IFMz = >IFIVz (esta i.gualdade pode valer sempre que X

e Y são dicot6micas, mas não em gera:l) e>IFMIV= -1070650, prg

4
EFC 2EF( EFD>IFCD+

'\

/
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(X,Y,Z) e a freqil~ncia F com que cada um ocorre na amostra. 

Então são ·mostradas quantas ob serv ac 6es são empatadas em Z 

e concordantes (discordantes , emp Tta da s ) com respeito a X e 

Y com cada uma das observações num dado valor, denominadas 

C (D,T). Nós temos que W = C -D, pa ~:;:1. a primeira definição de 

· par e ame n to , M
1 = C + D + T , e par a a s e gunda , M 2 = C + D . 

e 

s = 

Em um ou outro c a so 

T = 

2 

(EFM) 2 

EFW 
EFM 

No segundo caso, isto é , M2 := C + D, a fórmula equi

valente para Sem termos de C's e D' s ~. na forma de dados 

grupados 

s = 
4 

(EFC+IFD) 2 

·, 
Para o exemplo, IFW = :-3718 e EFW 2 = 5572914. Para a 

. 
primeira definição de pareamento 

}:FM = 1330092, }:FM 2 = 1073601726 e }:FM1\T = -1531320 

produzindo para o coeficiente de associação parcial amos

tral T = -:-0,0028 com S =O, 0112. Para a segunda definição, }: FM= 

= 259554, }:FM 2 = }:FW 2 (est a igua ldade pode valer s empre qu e X 

e .. Y são dicotômicas, mas não em gera :L) e }:FMW = -1O7O65 O, pr~ 

/ 
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duzindo o coeficient.e de associ.ação parcial de Davas

= -0,0143 com S H 0,01;8].. E interessante notar que se calou

lãssemos IT/SI para testam- a hipõtes'3,.1-10' 0 :0, teríamos .g
proximadamente o mesmo vallor e conse(l\lentamente um mesmo nÍ

vel de significânci.a

Para o mesmo exemplo foraíll calculados

t.(X,Y)
Y (X,Y)

tb(X,Y) : -0,1206 tb(X,Z) : -0,2442

tbCY,Z): 0,4139 e tb(:{,ylz) =.-o,0221

pelo método sugerido por Flawkes para @(X,YIZ), ilÉtó é, usam;

do a mesma fórmula do coeficiente de correlação..parcial mo-

mento-produto, consi.deranélo os empates, utilizando ''tau-b''

de Kendall para as correlações total.:;. Agora calculando pe-

lo método de Somers, istol é, descartando-nos. dos empates o.b
temos

0596

-0 , 24 12

-0 .1206

0 .4139 e

X e

CONCORDANTES DISCORDANTES

68987 180932

15600 27456

CONCORDANTES

DISCORDAlyTES

+ (X,Y t Z) ; -0 ,0674

1'/
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<luzindo o coeficiente de ass ociação pnrc ial • de Davis T = 

= - 0,0143 com S ~ 0 ,058 1. g interessante notar que se cale~ 

lâssemos IT/S I para testar a hipótese, H0 : 8 = O, teríamo s ~ 
... proximadamente o mesmo va l or e consequen temente um mesmo n1 

vel de significânc ia . 

Para o me smo exemplo for am c a lculados: 

ta(X,Y) = - 0 , 05 96 

y (X , Y) = -0,2412 

tb(X ,Y) = - 0,1206 t
0

(X, Z) = -0;2442 

tb (Y ,Z) = 0,4139 e tb(X ,YjZ) = - 0 ,0221 

pel o m~todo sugerido por Hawke s para ~(X,Y IZ), .±it o ~. usan 

do a mesma -fórmula do coeficiente - de correlaçio .parcial mo- . 

mente -produto , considerando os empates, utilizando "tau-b" 

de Kendall para as correlações totais. Agora calculando pe

l o m;todo de Somers, isto~. de scartando-nos dos empates ob 

temo s: 

X e z -

CONCORDANTE S DISCORDANTES 

y CONCORDANTES 6898 7 180932 
e -
z DISCORDANTES 15600 27456 
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3.5 - EXTENSÃO DO CONCl:ITO DE RE:DUÇAO PROL'OR(;TONAL EM RISCO À

ASSOCIAÇÃO PARC IAL

0 eo e6,éc,éatZe de co,a,'teZaçãa pa.'t.c.!a.l! Hall?e+tZa-lwadu,Co de Pea,t-

óan pode ser obti.do da mesma forlTla quc o coeficiellte de cor

relação total especifi.canso a perda como o erro quadráti.co
em predizer Y

O coeáZeleüe da ca,faeZaxç;ü pa't(úa,e da l)av,ü pode ser ob-

ti.do diretamente d.a i.nterpretação, eJn termos de RPR, do coe

fiçente y(X,Y) de Goodlnan e Kruskal .se a afirmação ã despe.i
to de Y que devemos fazer é a predição da ordenação de Y em

duas observações aleatÓrizts empatadas eln Z, onde na situa-
ção 1: seremos i.nforlnados apenas do valor comum de Z ena si

tuação 2: seremos, além disso, informados da ordenação de X.
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3.5 - EXTENSAO DO CONCEITO DE REDU ÇAO PROPORCIONAL EM RISCO A 

ASSOCIAÇAO PARCIAL 

O c.oe.ó-lue.n;te. de. c.oJULel.açZw pu.1ic.Jc:.t. momen.:to-p!Lod.uto de. Pe.aJL~ 

~on pode ser obtido da mesma fo rma que o coeficiente de cor 

relação total especificando a pe :c da c omo o · erro quadrático 

em predizer Y. 

o c.oe.ó,éue.nte. de. C.OIT.Ae.,f..(L(Õ..o / CUL.C..Úle. de. Vav,ú., pode ser ob

tido diretamente da interpretação, em termos de RP R, do coe 

fic,ente y(X,Y) de Goodrnan e Kruska l se a afirmação à respei_ 

to· de Y que devemos fa ze r~ a predição da ordenação de Y em 

duas observaçõe s aleat6rias empatadas em Z, onde na situa

ção 1: seremos informados apenas do valor comum de Z e na si 

tuação 2: seremos, al~m d i sso, info rmados da ordenaçã o de X 

- l:I -

/ 



CAPTTUL0 4

oLjl'RAS r4Et)IDAS DE ASSE(;IAÇAO

Neste capitulo isento:; discos'rer de maneira muito

breve sobre outras medidas de cassoci.étção encontradas na l i.-

teratura mas que foram om:itid.as cl.os capítulos anteriores,en

tre outras razões, pelo fa.to de t.erenl sido propostas paraiW.

dir associação em situações ]xui.to ospeci.ais; isso é o que .g
contece com aquelas definidas ;l. partir de tabelas 2 x 2, em-

bora a omissão, para algum.aslseja apenas aparente pois elas
sao casos especiais das qu.e cstudalnof;. Uma outra causa das

omissões é a dia.culdade ma:tor para i.nterpretar e calcular

que algumas medidas apresent:aln quando comparadas com aque-
las jã estudadas pot nÕs

4.1 - MEDIDAS 13ASEAOAS NA ESTATÍSTICA ''QUi-QUADKAOO'- (x:)

Para definir estas medi.das n.ecessitamos fazer alg.g
mas supo s zçoes

Vamos supor que X e Y sejílin vara-ãveis categóricas

nominais e cuja distribuição conju3\l-:! pode ser representada
em uma tabela de duas entradas coiro !;egue:
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CAPlTULO 4 

OU TRAS MEDIDAS DE ASSOCIAÇÃO 

Neste cap ítulo iremo ::; discorrer de maneira mui to 

breve s~bre outras me didas de ass ociaçio encontradas na li

teratura mas que for am omit idaJ dos capítulos anteriores,e~ 

tre outras razões, pol o f -J.to de terem sido propostas param~ 

dir associação em situaçõe s mu ito especiais; isso é o que~ 

' con tece com aquelas de f ini das Êi. par t i r de tabelas 2 x 2, em

bora a omissão, para algumas,seja apenas aparente pois elas 

são casos especiais da s que est~damos. Uma outra causa das 

omissões é a dificuldade ma :i o para interpretar e calcular 

que algumas medidas apr e sentam quando comparadas com aque

las já estudadas po~ nó s. 

4.1-MEDIDA> BASEADAS NA ESTATísr1cA 11Qu1 -o_uADRA00 11 (x2
) 

Para definir estas medidas nec es sitamos fazer alg~ 

mas suposições: 

Vamos supor que X e Y se :inin v:1T iáveis c a tegóricas 

nominais e cuja distribuição conjunta pode ser representada 

em uma tabela de duas entradas como segue: 

-70-
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1 nll n12

2 n21 n22

q TOTAIS

'lq 'l

n2q n2

p npl nP2

TOTAIS n.l :n.2

n n
Pq P

n n
q

nij é o número d.e pares de observações de (X,Y) que são
classifi.dadas na cala:çse i da variável X e na classe j da v&
Fiável Y, i::1,2,...,P; j=1,2,.. .,q

As medidas ciue estudatlios nos capítulos 1, " 2 e 3

dependiam da ordem das li.nl)as e colunas mas aSque..l

remos ver agora são i.nvariantes a qualquer permutação de l.X
nhas e colunas

Se uma popuILação finita ten\ n.. membros e é apre-

sentada em uma tabela p x q como a que: foi apresentada defi.-
nimos a estatÍsti.ca ''qui-quadrado'' cc-mo

'\

*: : y ? ;?j:/:j/n..y
i::l j:l n: .n. .i/n

= ]1 terá)nos
]l . .

e se fi.zermos

Xz y ?
i:i' j:i íi. í+j

?

; 

y 
X 

1 

2 

p 

TOTAIS 

1 

nll 

n21 

- 71 -· 

2 

nl2 

n22 

n 
• 2 

q 

nlq 

n2q 

n 
pq 

n •q 

TOTAIS 

nl• 

Uz, 

n p• 

n 

onde n .. é o numero de par es de observaç6es de (X,Y) lJ 
-que sao 

classificadas na cl a s se ida v ar i 5vel X e na classe j dava 

riável Y, i:::J.,2, ... , p ; j=l, 2, . . ·. , q. 

As medidas que estuda mo s no s capítulos 1, ·· 2 e 3 

dependiam da ordem d as lin has e colunas mas as que . 1 

remos ver agora são inva ri a n tes a qualquer permutação de li_ 

nhas e colunas. 

Se uma população fin ita t em n • • membros e é apre

sentada em uma tabela p x q c omo a que foi apresentada defi

nimos a estatística "qui-qua dr ado" como 

(n . . -n. n . /n ) 2 
1.·1 l • 'J • • 

n. n ./n 
l" • J • • 

n . . 
e se fizermos f . . = -'-~- t er emo s 

lJ ll,, 

x2 = n .. . . . 

,, 
p 

f r 
i=l j :.: 1 

(f .. -f. f .) 2 

lJ l" ºJ 
f. f . . 

1 • ~ J 
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ou

-l : «..L{. :?-'' u.:i j:l

e uma medida adequada para. associação.
Numa tentativa de rc:lnecliar íl s foi definidaituação

que é conhecida con\o "cora/u'.}l.gêiic r iliiicüa. quadã;coca", mas ela de-

pende do tamanho da tabela.. Vejamos como isso acontece: su-

ponhamos que p ; q (i.sto é, temos uma tabela quadrada) e que

além disso existe uma perfeit:a assou:cação entre X e. Y, isto

e, ni. :n.i:nii para todo i. Calculando X2 pelas fórmulas
acima chegamos ao resultado Xz :n. .(p-l) e portanto que 4lz =

: (p-l) e este e o valor máximo para $z em uma tabela qua-

drada. Vamos supor agora que p #q. Nesse caso teremos umaas

sociação perfez.ta quando t,orlas as entradas estiverem concen

toadas na'.diagonal maior. O número de celas nessa diagonal

é min(p,q) e desse modo teremos..X' :n..min[(p-]) ,(q-])]epo.[
tanto +' = mini Cp-]) , (q-]) ]

Foram feitas a].Rumas tentati.vas para normalizar +2
de modo que sua variação fosse no i.nterva]o convenciona] [0,1].

Tschuprow sugeriu como fatos' normalizante de $z a
média geométrica entre (p-l) e (q-l)

J'

ou 
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2 ~ Notemos que x @X J.5J:..e com n 

é uma medida adequada para associaç~o . 

-e por essa razao nao 

Numa tentativa de rcm cd. ia-r a s ituação foi definida 

que ê conheci da como II c.ovd,ü1.r.j Í! 11c. irL média. qu .. ac/JLéi;üc.a. 11
, mas e 1 a de -

pende do tamanho da tab e la. Ve j amos como isso acontece: su

ponhamos que p = q . (isto é, t emo s uma tabe la quadr ada) e que 

além disso existe uma perfe ita associação entre X e_ Y, isto 

é, n. = n . = n . . para todo i . Calculando x2 pelas fórmulas 1· ·1 11 

acima chegamos ao resultado x 2 = n .. (p-1 ) e portanto que qi 2 = 

= (p-1) e este é o valor m5xirno para ~2 em uma tabela qua

drada. Vamos supor agora que p -.z: q. Ne ::; se caso teremo s uma a~ 

sociação perfeiia quando todas as entradas estiv~rem c oncen 

tradas na•,diagonal maior. O número de ce las nessa diagonal 

é rnin(p,q) e desse modo teremos -x 2 = n .. min[(p-1),(q-l)Jepo_!:. 

tanto qi 2 = min[ (p-1), (q- 1) J . 

Foram feitas algumas tentativa s para normali zar qi 2 

de modo que sua variação f osse no intervalo convencional [O ,l]. 

Tschuprow sugeriu corno fat or normalizant e de qi 2 a 

média geométrica entre (p-1) e (q-1) : 

i 
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, . {íüÜ:;inJ"'
Maung (1941) sugeriu o nlãxiltio de @z, isto é

min[ (p-] , (q-]) .]

como fatos normalizante,de modo que

)

/

min[ (p-]) (o.-]) ]J

X2 .. )

Uma outra medi.da base'â'd8 elTt (1):, conheci.da como "cae

á,éc,éerüe de cora;C ngêneía" foi atribuz+da êt Pearson (1904) por Yu-
le e Kendal 1:.(1940)

ól"
Assumindo distribuição normcal bivariada para (X,Y),

com ''coeficiente de correlação rnoment:o-produto'' igual a p,

representada numa tabela. de conta.ngêrLcia é possível mostrar

que Pz -----+ Pz eln probabilidade à medida que o número de

categori.as na tabela au3nenta. Se X e Y são independentes não

existe associação, consequentclnente s;e P=0 ]-lõs temos

X2 =0. o que implica (ver na defina-çãa de Xz) cada

(nij'ni.n.j/n..) ; 0 .' nij : ni.n
e X e Y são independentes. Temos claramente, 0 g P g l mas co

/
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T { X 2 / n • • l 1/2 

- [ ( p - 1) ( q - 1) ].1/2 J 

Maung (1941) sugeriu o máximo de cp 2 , isto é, 

min[ (p-1, (q -1)] 

corno fator normali zante,de modo que 

,., l 
{ 

X 2 / n ') J./2 

e = rnin.[ (p -·l) (q-1 ) Jj. 

Urna outr a medida b asc a.d.a em cji 2
, conhecida corno "c.oe. 

M,ue.n;te. de. c.ontingê.nc.ia" foi atribuída a Pearson (1904) porYu

le e Kendall : (1940): 

p - [_L l l/2 - [_r l 1/2 
l+cp2 n. ~+x2 

Assumindo distribuição normal bivariada para (X,Y), 

com "coeficiente de c orrel aç ão momento-produto" igual a p, 

represent~da numa tabel a. de contingência ê possível mostrar 

que P 2 ~ p 2 . em probab i lidade imedida que o niimero de 

categorias na tabela a umenta . Se X e Y sao independentes não 

existe associação, consequent emente se P = O 
.... 

nos temos 

x2 =O _ o que implica (ver na def inição de x2 ) cada 

(n .. -n. n . /n ) = O . · . n. . = n. n . /n 1 J l • • J • • l J l • • J • •. 

e X e Y sao independentes. Terno s c l aramente, O ~ P ~ 1 mas co 

I 
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/

/

mo P depende de (b2, ele dc modo gerall não atinge o li.mi.te l
pois dependerá, coill 0z, do tuilldHl\o d:l tabela

Dos dois coeficientcls enter:lotes, C e T, somente C

poderá, sempre, atingir o limite +l. T sÓ atingi.rá no caso
da tabela ser quadradca

4 .2 MEDI DAS BASEADAS EM PR[DIÇJ\0 t)T]FIA

Vamos conta-nuas s;upondo que X e Y sejam variável.s

categóricas noll\inai.s e que a distribuição conjunta das mes-

mas pode ser representada em ulua tabc3la p x q como a do item
anterior

Suponhamos que nosso objeti'.,o é predi-zer a que claã
se de variável Y pertence uma obter\raç.ão. Se a classe de X,

para a observação, é desconhece.da, o melhor que podemos fa-

zer é escolher a classe de Y cona Inalar total marginal, isto
ê, o valor de m satisfazendo

f.In : maxlf.I'''',f.q}

(estamos supondo a tabela construída ela termos das fj:). A

nossa probabilidade de erro é, neste caso, P. :l - f
Agora, vamos supor que a classe de X, para a obser

vação, é conhecida como sendo Z. Então é claro que na nossa
predição de Y devemos considerar apenas a linha a da tabela

e nossa melhor predi.ção é a classe de Y que corresponde àcÊ

'\

m

!

F
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mo P depende de </) 2
, ele de mo do ge r a l não atinge o limite 1 

pois dependerá, com ~ 2 , do t ~1manho d;:1 t abela. 

Dos dois coeficiente s a nteriores, C e T, somente C 

poderi, sempre , atingir o limi te +l. T s6 atingiri no caso 

da tabela ser quadrada. 

4.2 - MEDIDAS BASEADAS EM PREDIÇ/\0 ÚTI MA 

Vamos continua r supondo que X e Y sejam variiveis 

categ6ricas nominais e que a di s t ribuiçio conjunta das me ~

rna_s pode ser representada em urn a t a be l a p x q corno_ a do item 

anterior. 

Suponhamo s que nos s o ob j et ivo é predizer a que ela~ 

se de variivel Y pertence uma ob serv,u; ?.i o. Se a classe de X, 

para a observação, ê desconhecida , o me lhor que podemos fa

zer é escolher a classe de Y c om ma ior t otal marg ina l, isto 

é, o valor de m satisfazendo 

f · = max { f 1 , ... , f } • m • a q 
·, 

(eitarnos supondo a tabela construida em termos das f .. ) . A lJ 
nossa probabilidade de erro ê, neste cas o, P1 = 1 - f . · m 

Agora, vamos supor que a classe de X, para a obser 

vaçao, é conhecida como sendo a. Entüo é claro qu e na nossa 

predição de Y devemos considerar apenas a linha a da tabela 

e nossa melhor predição é a classe de Y que corre sponde à c~ 

J' r 
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la de maior frcqüência na li.filia. g:, i:;to é, o valor do m, sa
tisfazendo

par
l um

IS v

le e

LO

fama : inaxÍfal'..''faq}

Notemos que ma va.ria. de linha para linha, pois do
contrario a informação sobre a classe de X feri.a desnecessã

ria. Considerando que existem p li.nha.s cada uma ocorrendo

com frequência fj. o nosso erro, nesl:e caso, seta

P D

P2 : ] zlllfilni'. onde }lfimi

e a soma das freqüênci.as máximas para cada linha da tabela

Como uma medida do ])odor prediz:i.vo de X para Y foi.
sugerida por Goodman e Kruska.1 (1954) a medida

Pl-P2 iiJfj-. -f'«
PI 1--f

]'n

A 'y

que pode. ser interpretada como rede.tç:lío proporci.onal em erro
devida ao conheci.mento da classe de X

Teríamos uma definição anãlclga pa

\

predição dera a

X

;: '«.j ' '«
l-f

nl '

X X

la de maior freqü ê ncia na linlHt g._, 

tis fazendo 

i sto 
... 
e, o valor de ma sa 

Notemos que ma vari a de linha para linha, pois do 

contririo a informaçio sobr e a clas se d~ X seria desnecessi 

ria. Considerando que exis t em p linhas cada uma ocorrendo 
... com ireqil~ncia f. 

1• 
o no s so erro, nes te ca so , sera 

T) R 
P 2 = 1 - I f . . , onde 2, f . . l J_in . · . l 1m. 1= l 1= l 

~ a soma das f r eqü~nc ia s re~ximas par a c ada linha da t abel a . 

Como uma medi da do poder pre ditivo de X para Y foi 

sugerida por Goodrnan e Kruska l (1954 ) a medida 

p 

2. f . - f . · ., J.m . • m 
l ::e J . J_ 

= - - ··-·- - - -

1-· f . rn · 

que pode. ser interpre tada como reduç:ào proporciona l em erro 
·, 

devida ao conhecimento da class e de X. 

teríamos uma definiçio ·aniloga para a prediç i o de 

X 

r f . -f . 1 m.J m • J =: J 

1 - f m· 
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Se as predições de Xi partir de Y ou de Y ~ par

tir de X forem igualmente importantes poderfi ser obtida urna 

medida sirnétr.ica considerando a predição de X metade das ve 

zes e a predição de Y a outra metade. A probabilidade de er 

ro quando uma c l asse preditora ~ desconh eci da seri então 

_,. 
e quando a . classe preditora e conhecida a probabilidade de 

_,. 
erro sera 

Então definimos 

À = 

ou em t ermo s dos n . . 
l] 

À = 

= 

Y f. + r f . -f -f • 1 1m . . 1 m . J • rn rn • 
1= l J = J 

2 - f - f · rn m • 

1 n . + r n . -n -n • 
1 

1m. . 1 m . J • rn m • 1= l J= J 

Então À é redução proporcional em erro devida ao uso dasclas 

ses preditoras quando as direções de predição são igualmen

t i mp ortant s . 
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X é indeterminada se toda a população esta numa ú

nuca cela, de outro modo Ci g À $1. À. = 1 se e soa se a pápula

ção inteira esta em celas i.soladas, isto é, que são as üni
cas celas não nulas da sua. li.nha e sua coluna

4.3 - CORRELAÇÃO CANÓNICA

Uma abordagem di.ferente parzt medir associação en-
tre variáveis nominais é a.tribuir, a cada classe das variá-

vel-s, escores e então calcular o ceei:ici.ente de correlação

momento-produto de Pearsoll com'esses escores. Surge a ques-

tão: como escolher os encores? Uma resposta razoável seria

escolher os escoras blue tornem maxi.mzl a correlação entre X

e Y. Esse então é o problema da correlação canónica (Ander-
berg, 1973)

4.4 - MEDiOAS ENTRE VARIÁVEIS BINÁRIAS

Suponhamos que as variáveis X e Y sejam expressas

como dicotomias, isto é, presente-aus;ente, si.m-não,alto-bai.

xo, etc. Para esses casos podemos simplificar a tabela uti-
lizada nos itens anteriores

\ Y .
X '\: l O I'OTAIS

l a b a+b
0 c d c+d

TOTAIS a pc b+d ]]

'\
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... 
indeterminada toda· população está 

... 
À e s e a numa u-

nica cela, de outro modo O s Ã ~l. À = 1 ... 
popula-se e so se a 

inteira está celas iso ladas , isto - Úni-çao em e , que sao as 

cas celas não nulas da sua linha e s ua coluna. 

4. 3 - CORRELAÇÃO CANÕN I CA 

Uma aborda gem dife r ente par a medir associação en

tre variáveis nominais é atribu i r , a c a da classe das variá

veis, escores e ent~o ca l cul ar o coef iciente ele correlação 

momento-produto de Pear s o~ _c om· ess es es cores. Surge a ques

tão: corno escolher os escor es ? Uma .resposta razoável seria 

escolher os escores que tornem máxima a ccirrelação entre X 

e Y. Esse então é o p r oblema da correláção canô·nica (Ander

berg, 1973). 

4.4-MEDIDAS ENTRE VARIAVEIS BINt-iRI AS 

Suponhamos que a s v ariiveis X e Y sejam expressas 

, como dicptomias, isto é, pre sente-ausente, sii-não,alto-ba! 
·, 

xo, etc. Para esses casos podemos s i mplificar a tabela uti-

lizada nos itens anteriore s 

x'\ 
.. 

1 o TO TAIS 

1 a h a+b 

o e d c+d 
TOTAI S éJ-I-- C b+d n 

J 
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Ê comumente convencionado empregar l e 0 para deng

minar as classes de X e de Y. Essas dtenominações são muitas
vezes empregadas como escoras

A primeira medi.da que vamos definir é o caca,écZepüe$

de associ.ação

Utilizando o sistema de escapes 1,0, como vimos a-

cima, e calculando o ''coefici.ente de correlação momento-prg

duto'' de Pearson para a população reli)rebentada na tabela 2x2
te remo s

a+b a+c

n

i!:':iy:
a+b

n

:!:yÍ
a+c

onde xi'yj. são os escoras atei.buídos ao indivíduo i da popa

cação de acordo com as classes de X e: Y que ele pertence.TÊ
mos então para p

ad-bc

{ (a+b) (c+d) (a+c) (b+d) } Ü

e essa é a definição do coeficiente @

a- (a+b)(a+c)/n

'n] [ ã:i:E=:(ãit n

ad - bc

i;byTc+a.J t.a+c) (b+d)

Calculando a estatÍsti.ca X2 para essa mesma tabela
e lembrando que p = q : 2 chegaremos ao i.nteressante resultado

/

- 78 -

Jj comumente convencionado empr egar 1 e O para den2_ 

minar as classes de X e de Y. Essas de nominaç5es são muitas 

vezes empregadas como escores. 
_,. 

A primeira medida que vamos definir e o c.oe..ó,iue..nx.e.. <P 

de associação. 

Utilizando o sistema de es core s 1,0, como vimos a

cima, e calculando o "coeficiente de correlação momento -pro 

duto" de Pearson para a popul ação representada na tabela 2x2 

teremos 

n n 
l x. = a+b 

. 1 l 1= 
I y. = a+c . 1 ]. 1= 

n 
l x.y. = a . l l l 1= 

n 
l x~ = a+b 

. 1 l 1= 

n 
l y~ = a+c 

. 1 l 1= 

onde xi,yi sao os escores atribuídos ao individuo ida popu 

lação de acordo com as classes de X e Y que ele pertence.T~ 

mos então para p 

ad-bc p=-:=,~~=~=~~~~~~~=======~--- =-------------/[a+b-(a+b)2/nJ [a+c-(a+c)2Tri] { (a+b) (c+d) (a+c) (b+d)} ~ 

à- (a+b) (a+c) /n 

e essa é a definição do coeficiente~-

ad - bc 
q> = 

l[a+ITTc+d) (a+c) (b+d) 

Cal culando a estatis t ica x2 para essa mesma tabela 

e lembrando que p = q = 2 che garemos ao interessante resultado 

{ 
J. 
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Pz q)z = xz/ll = T2 = c2

Como p é uma medi.da invariante por transformações

lineares, os dois escoras 0 e l são arbi.trãrios porque po-

dem ser transformados eln qual.quer outro par de encores. Is-

so nos leva a concluir que qualquer par de escoras é ótimo

e o problema da cor-relação canõni.co I'c:duz-se talnbêin ã equa-
ção de +

Tule (1912) propôs duas ne(l.idas de associ.ação empa
belas 2 x 2

(a d) :-/2 . (bc) :/:

(ad) '/z + (bc) :É

Y

e

Q

ad-bc

ad+bc

Ambas estão relacionadas pol
+

( l ''-Y : )

Tanto Y como Q indepe.ndem dos totais marginais da tabela

Goodman e Kruskal (1954) mostraram que a medida Q
proposta por Yule é a versão 2 x 2 da sua medida de associa
ção ordinal y

Edwards (1963) mostrou que uma medida de associa-

ção em: uma tabela 2 x 2 deverá.a ser uma função do quociente

'\ v '

Como p é uma medida i nvaTiante · poT trans formações 

lineares, os dois escoTes O e 1 são arbitrários porque po

dem ser transformados em qu alquer outro par de escores. Is

so nos leva a concluir que qualquer par de escores f 6timo 

e o problema da co ~re lação 

çao de <P • 

- . c a.non J.c D yc duz- se tamb ~m i equa-

- - ~ Yul e (191 2) propos dua s incdj_das de assoc1. açao em ta 

belas 2 x 2 

e 

y = 
( a d) i.h - ( b e ) 1/ : 

( a d) 1/ 2 + ( b e ) 1/ : 

ad-bc 
Q = 

ad+bc 

Ambas estã o relacionadas por 

2Y 
Q = 

. Tanto Y como Q indepe ndem dos totais ma rg inais da tabela. 

Goodman e Kruskal (1 954) mo s t raram que a medida Q 

proposta por Yule ê a vers ã o 2 x 2 da sua medida de associa

çao ordinal y. 

Edwards (1963) mostrou que uma medida de associa

çao em, uma tabela 2 x 2 deveria ser uma função do quocient e-

i 
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cruzado R = bc/ad e concluiu que

desde 'que ad d 0.

Além dessas Jnedidas encontramos uma grande quanta.-

jade de coeficientes de associação, principalmente em tuba

lhos de taxonolnia nuinéi i.ca., zoogeografia e ecologia, que são
definidos ã partir da contagem, e representação em tabelas

2 x 2, do número total de coincidênciéts e não-coincidências,

em relação às classes de XI e Y, dos :Indivíduos da população.

4.5 - ASsoCiAçÃo QUAonANT

Esta é talvez a medida mais si.mples de associação
entre duas variáveis alem.terias e TCILacicJn&-se diretamente

ã soma das probabil i.dados de um ponta, representando um par

de valores das variáveis, estar cm (it,ladrantes opostos pela
origem de ujn sistetna coordenado carte:siano natural

(mamando o:':par de variável.s de (X,Y) e sendo (x0'y0)
um valor fixado de (X,Y) temos cjue as. medi.das quadrantes de
associação são baseadas em

P{(X>x0 e Y>y0) ou (X<x0 e Y<y0)}

ou de modo mais conveniente

Ê'{ (X-xo) (Y-yo) >0 }
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cruzado R = bc/ad e conclu i u que 

y "" 
1 ..:R i/2 

- - --
1 + R i/2 

e 

desde ·que ad~o. 

Q = 
1-R 

l+R 

Al~m dessas medidas enc ontramos uma grande quanti

dade de coeficientes de associaçio , principalmente em trab~ 

lhos de taxonomi a numér ica, zoo geograf ià e ecologia, que são 

definidos à partir da con t agem , e Tepresentação em tabelas 

2 x 2, do nfimero total de coincid~ncias e não-coincid~ncias, 

em relação às clas ses ele X e Y, dos i ndiv íduos da população. 

4. 5 - ASSOCIAÇÃO QUAD RANTE 

Esta é talvez a me d ida ma:i.s s j_ rnpl es de as s oe iação 

entre duas variiveis aleat6rias e relaciona-se diretamente 

à soma das probabilidades de um ponto, : epre sentando um par 

de valores das variiveis, esta r cm qua tlrantes opostos pela 

origem de um sis tema coordena do car t e s :i ano natural. 

Ch~mando O:':par de variáveis de (X,Y) e sendo (x0,y0) 

um valor fixado de (X, Y) temo s que a s medidas quadrantes de 

associação são baseadas em 

ou de modo mais conveniente 
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e é a probabilidade de que os desvios de X e Y em relação a

xO e yO tenham os mesmos :;inzlis, isto õ, que (X,Y) estejano

l9 e 39 quadrantes collsiderando como origem o ponto (xO,yO)

Se fizermos (xO,yO) : (Med X, Med Y) onde onde Med

indica a macüai,ia defina.Idos

a. = P{ (X-MedX) (Y-MedY) >0}

que é a probabilidade de (lue os desv:i.os de X e Y ã parti.rde
suas medi.anãs tenllam o elles;talo :;inill. Obv:í.agente 0 ga.. s l e

=l se e somente se (X-Alc'dX) e ('r-MedY) são positi.voto
negativos ao mesllio tempo com probabi.lidade um.

se e somente se (X-MedX) e ('r-}4edY) têm sinais di-

ferentes com probêLbi].idade l

Se X e Y são independentes as : L (mas a recíproca
não é necessariamente verdadeira)

Podemos considera.r al-talogamente

U

as

an = P{ (X-Mede) (Y-MedY) <0 }d

ou a probabi.lidado de que CX,Y) esteja no 2

tes considerando a origem em (NledX,MedY)

Claramente as + ad. : l

É definida então a medid

as ' ad

'\

daa associação

quadran

que é a diferença entre as probabil i.dlade de que desvios de

#
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e é a probabilidade de que os desvi os de X e Y em relação a 

x
0 

e y 0 tenham os mesmos sinais, isto ê, que (X,Y) esteja no 

19 e 39 quadrantes considerando como origem o ponto (x 0 ,y0). 

Se fizermos (x 0 ,y 0) = (Med X, Med Y) onde onde Med 

indica a me.cUa.n.a de fi n i mos 

ºs = P{(X-MedX) (Y-MedY)>0} 

que é a probabilidade de qu e os desvios de X e Y à partir de 

suas medianas tenham o mesmo :, i nal. · Obv:í. amen te O s o s 1 e s 

o = 1 se e soment e s e (X-Mc<.1X.) e (Y - MedY) são positivos ou 
- s 

negativos ao mesmo tempo com probabilidade um. 

os = O se e somente s e (X-Me dX) e (Y-MedY) têm sinais di-

ferentes com probabil idade 1.. 

Se X y - independentes 1 (mas e sao Cí - 2 s 
..,. 

a reciproca 

- necessariamente verdadeira). nao e 

Podemos consi dera r analo gamente 

ºd= P{(X-MedX) (Y-MedY) <0} 

-, 
ou a probabilidade de qu e ( X, Y) esteja no 29 e 49 quadran-

tes considerando a ori gem em (MedX,MedY). 

Claramente ºs +ºa. = 1. 

a definida então a med ida de associação 

-que e a diferença entre as probabilidad e de que desvios de 

' ' 
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X e Y em relação ãs suas medi.itllas tenham sinal.s i-quais e di
ferentes.

Teremos

se e se)t\ente :;e

se e soiíien.'t:e s;e l / ?

e -l g O g l

2 -

X e Y em relação às suas medi.mas tenham sinais iguais e di 

ferentes. · 

Teremos 

Q = 1 se e somente se a s = 1 

Q = -1 se e s om ente s e o == 1 d 

Q == o se e somente ~;e (j == o d = 1/2 s 

- ):l -
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