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P R E F Á C l O

Este trabalho tem por objeti.vo, fazer comparaçoes entre al-

guns mode]os ].i.neares, sob o aspecto da estrutura de covari
ânci.a, envolvendo dois tipos de variáveis: variáveis obser-

vadas que são denomi.nadas de variáveis respostas ou. indica-
dores observados; e as variâvei.s não observadas que são cha

nadas de. falares,. variáveis ].agentes ou- y'ari.ãveis de i.nte-
resse. Estas variáveis latentes são ricamente encontradas

nas Ciênci.as do Comportamento. Apresentaitios ós modem-os mate
Ratio.os, determi.nabos os esticadores pel.p processo de Máxi-

ma Verossimllhança e testados hipóteses.

Obedece ã seguinte sequência

OI) no primeiro.capítulo, apresentamos a parte matemática
utilizada;

02) no segundo capx'tulo, estudamos alguns modelos lineares
multivariados;

03) no terceiro capz't

multa.variado;

04) no quarto capz'tulo. fazemos o estudo do modelo geral de
Y8reskog, como caso geral feias anteriores;

OS) e no quinto capx'tufo. apr.esentamos três exemplos

latentemodelo lhe.arulo expomos 0)
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CAPITULO''l

büTRIZES E'DERIVADAS DE }UTRIZES E ALGUNS
PROPRIEDADES DE CO}VERGÊllCIA

1.1 - ALGUNS DEFINIÇÕES SOBRE }UTRIZES

1.1.1 - Uma matriz (mxn) ê un conjunto de m.n números

ordenadoss. dispostos em m li.nuas e n colunas. A : jaijj'
1.1.2. transposta da matriz A é a matriz 4.' de oi

1.1.3 - O produto da matriz $(nxn) pela. matriz !(nxp)
é a matriz (mxp) dada por

!i !i 1l lz

!2 ll 22 12
o . e

1 . t q

!Ú 1l 2m !2

dem nxm, tal que A' = a..

d

g

e 0

0 e

e n. colunas

t

l

0

0

e

a' b
=m =p.

A.B

onde os e:l . j=1,2,... m são vctorcs linhas de $ c os l3k '

k=1.2..:p são os vctorês colunas de ! e !; !k : .!.ajr br](' T= 1 'r

(produto escalar do j-êsimo vetou linha de 4 pelo k-és.ino v.g
tor coluna de B).

1.1.4 - O traço de uma matriz !!jnxn)
mentes da diagonal principal

dos elc

+



1.1.S - Uma matriz Z (mxm) ê dita ortogonal se

z.'z'= z z' = 1. .n n H + Hall

1.1.6 - Uma matriz quadrada ! (nxm) é dita simétrica

se !' = !, ou seja, Zij : Zji V i e j

1.1.7 - Temos que, se 4, ! e Ç são .matrizes de ordens
apropriadas,

i) ( 4 ' !)' ': 4' . .!'

ii) ( 4.!.Ç)' : Ç' .!'ê'
1.1.8 - A inversa da matriz IA Cnxn) é a matriz B (nxn)

que satisfaz a conde.ção A.B : B.A = lm e escrevemos

1.1.9 B e C de ordens apropriadas, segue-se

que ($ ! Ç)''

1.1.10 - Uma matriz A(pkp) ê post.uva definida ( p.d )
se X' A X > 0 V X (pxl) / 0

1.1.11 terminante de $. seta indicado. por l$1 ou
det A

1.1.12 - Se ê é (p.d), escrevemos 8 > 9; então l.BI > 0

e todos os determinantes princi.pais de ordem i.nferior são pg.
Éiti'Üosl.

l.i.13' - Se Â > 0. então

f



1.2 - PRODUTO DI'ROTO E. ESTRELA

1.2.1 - O' plg4uto direto (de Kroneckor) de uma matriz

A(mxn) pela matriz !(pxq) é unê matriz (n.p x n.q) represcn'
tapa por

e

0

8

am2

al. !

'2'.'!

e.

'.l !

e

a Bmn .-

Propriedades: Se {(pxp) e B(hxn). então

a) ($®!)(Ç®2) :4ç !2.ç(pxp) e.P(nxn)

b) (A ® B)'l : A-l ® 'B-l

c) l.$ ® 1l b 141n.l1lp

d) (4 ® !)' : .$' ó !'

e) tr(4 ® !) : tr 4 ' tr !

.1.2.2 dutó estrela

Sejam .ê e ! duas matrizes. (pxq) e (pmxqn), rcspcctiv.g

mente. A matei.z B é particionada en p.q blocos !ij (mxn)'

Então o produto estrela (le $ por 11 é $ ' ! - ij xj Bij '

Observação: se $ e ! têm a mesria diReI\são. então
A- + B BB tr e

+



1.3 - ALGA.IAS lmTRIZES l1lPO!\TANTES

1 .3. 1 - }.matriz E: :
HJ.t

ê a matriz (mxn) que contém o nãnero l na

,pósiçao da i-êsi.ma li11ha con a j-ésima coluna e zeros nas dg

mais pos zçoes .

1.3.2 - A matriz E(n.n)
A. natriz !(n.n) e a matriz Cm2xn2) definida por

111 112

E(n,n) ' l E2: E22

!:.

!ml !m2

li3.3 - A matriz !(m,n).

A matriz !(m.n) e uma rtatriz (nn x mn) definida por

.r, t

=21

-:.

'!(n.n)
l

e ee !i2n=22
e0

00

e 0

l
9 :mn

e

Lema (1.1): Sejam 4(nxp). D(pxq) e Ç(qxn) três matrizes. rl
tão

+



' â ! É !'' : É' * {lç . !.l !i«,«,l$ . !.1}
Fera (1.2): Sejam A(nxp), B(pxq) e C(qXJI) três matrizes. En
tão

1.4' - DERl\LIÇÃO DE FUNÇÕES 'DE VETORES

nua em relaç.ão ãs coo;penadas do vedor X' = (xl'x2.'''' xP);
af (;) a 'f (X)

suponha que as derivadas --------.=- , exi.star numa cer
3x. 8x.8X.

l l ]

ta região P- C. IRP .l Então:

l : !r(i)
1 . ax

' 1

( A.B.C ) : B' * !(m.n) A ® l- -n

aíCX) af(x) af(x) l
! : ' ' ' ' . l

axl ;"2 'xp J

!gg=!112..(1.1): 'sejam !' = lxl.,x2'''' xPI' !' e jaJ.,a2''''rapé

e í(x) : X'a . X'a : y a., x., ; então -!.!-=-
ax

Jeolema (1 . 2) : Se f (X)

af (x:)
simétrica, então

ax

11(pxl) e 4 a rlatriz (pxp)



1.4.2 - Jíatriz llessiana

Â matriz de derivadas de segunda ordem de uma

função de p variáveis f(X) é chamada matriz llessiana

a2f(x) l a2f(x) l
y:'!'a! :l';i;:--l' i.j:1,2,S

1.4.3 - Consideremos, agora, derivadas nções esc3.
lares de matrizes; de.fmi.nos

af (x)
=. = 1-------=-- 1, onde f ê una função escalar da

a x

matriz X (mxn)

Teorema (1.3): Seja Y = jrj.jl uma matriz (nxn) c í(]1) : IYI

então ----'--=-- : .Yij' onde Yj.j é o cofator do elemento yij
'.aJ

3trY

a Y 'n

. f \

Te--' íi.sl: S' ]l : ly:jJ ê -' m't,i' (-"). -tã'

- a il.e?gle- - !':. ! «ã. ;:«,«:,*.

21n.: Aplicação do teorema (1.3).

Teorema (! , 4) : Seja yijj uma matei.z (nxn), então

af (!)



1.5 -; DERIVADA DE UT-tA }.'MATRIZ E}.{ RELAÇÃO A OUTRA }tATRIZ

1.5.1 d Íxijl una matriz mxn. Chamamos a ma-

ciais, de ordem mxn

l.S.2 - Seja 11(pxq) una matriz onde seus elementos yij
es:tão em função da matriz X(nxn). Então definimos a deriva-

. a'! ' . a
da de Y -em relação a X por.-----:.- = Y O .-'=-- (pn x qn), ou se----- '-' ax - ax '' '''
l a.

a matriz dos operadores deriva.das par-trilz --!. - =
. ax

aY.'
=

ax

Teorema (1l.q): (Regra da cadeia para produto estrela). .Se-

ja f uma função escalar de una matriz ]l(pxq) cujos elementos
são funções de uma matriz !(nxn). Então:

af aí aY
ax a,Y ax

+

'"Bati:'í'n'tlõmonstração é conseqiiência direta da Terra da ca
inãria e da' definição dc produto estrela.

+

ayll ayl'2
0 Q e  

ax ax       ax
           

B e       e

B B       e

e B       0

aypl ayP2       aypq
ax ax       ax           



Teorema (1.7): Sejam U e W matrizes (mxn) tais que seus êle

mehtos uij e wks êão funções da matriz 31 (pxq). Então

'l y ' i! l ; « , ..,
a. x a X a x

+d

Dem. : Ver de ]Vaã1, ].97S

=Sgl1=2=.{1=.gl: Sejam y(pxq) ,.e. V{Cqxp) , duas matrizes cujos

elemento's uij e xfks são funções da matriz.}(mxn). Então

alu.wl

a-x + 1- ' i«I't 1- . i:} =
Dem. : Ver Vetter , 1970

Teorema (1.9): (Derivada de matriz inversa) Seja Y(pxp) ura
natriz não singular que é função de X(mxn). Então

3Y'''t r . \ aY r . - \

Dem.: Aplicando o teorema (1.8) em Y'l Y : !. e usando a
propriedade b de 1.2.1. ot)temos o resulltado desejado.

aX L' '"'J aX
Y'l 8 1- -n

-1=+'

];:J. - DERIVADAS DE FUNÇÕES DE }UTRIZES

Seja YI(pxp). .!(pxp) e F - log(IVI) + tr(!''!) (1.1)

A) Supomos que A.(pxq) e a matriz diagonal !(pxp) sejam mata.i
zes dc parâmetros

tr(y''lT)

+



Teorema (l.lO).: Sev = A A' + 9 com v diagonal e T,
de valores constantes, então

1) --!--!- : 2v'l' (v - z) v'l A
a A ' : ' ' ' . '

:, -tl- : ':,.l x-:q - !, Y-:la v L ' ' ' ' J

matriz

Denq: Ver. Lal*rley e l.íaxwel11. 1971

B) Com a. mesma expressão (1.1) supomos que V(pxp). T(pxp) ,

Cqxr) sejam matrizes paramétricas e ê(rxn) uma matriz escg:

lar.. onde
A + V (1 .2)

(1.3)T : X B A

(1.4)

!$g!.çpq (1.11): As d.eri.vidas da fUnçãQ (1.1) relativamente

aos parâmetros B e V são dadas por

l)'-!-!-:-Z v-l.(x
a B n ' '

a-F
a v

A) A' Ci .s)

Y'l(Y - !) YI'l (1.6)

Dem.: A demonstração deste teorema Õ feita com auxílio dos
teoremas (1.6). (1.8) e dos lemas (1.1) e (1.2)

C) Sejam. agora. 4 (nx8), 1l (hxp) matrizes numéri cas ;

+
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matrizes diagonais y(qxq)
desconhecidos.

!(gxh), !(pxq). 8(qxr),
e (11D (pxp) matrizes de

Supomos que
r

-L

i.Íe - i;--l nl

©(rxr)e as

parâmetros

(1.7)

XPA
J

8)

, ® .Sej.a F uma função das matrizes ê
X ..tendo.a forma (1.1). Então

©AP

Teorema (1.12) A' V-l P

Dem Aplicação dos teoremas (1.6), (1.8) e do lema (1.1)

Teorema (1.13) 2Q B( A Q J\' + V ),

«-:l Y - ! l v-::

Dem.: A demonstração deste teorema é feita usando-se os teo

renas(]..S),(1.6), (1.7).(1.8) e os ]emas (1.].) e.(1.2)

teorema (1.14) .2-.! : 2 B' Q B A O '.
'a A '

' ' v':l
-1v '

Dem.: A demonstração deste teorema é feita usando-se os

Temas(l.S). (1.6)..(1.7),(1.8) e o lglBg..lJL.l).
Teorema '(l.IS): --2--Ê-'' B A P' 9 ! A -- di.ag(4'1'9 ! 1),

lV

tco-

ondeB' Q B A

+
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teoremasIJcl11.; .r\ uei:lonstraçao e ]e]ta ut]..Llzando-se os

(]..S),(1.6), (1.7)-.(1.8) e o lema(1.1)
a F

B 'r , onde
a Y - - '

V-lÍ V . T IV-:
n n 1 » » in

Den.: A demonstração ê.feita através dos- teoremas

Ci.ó),.!j1.7), (1.8) e o lema(1.1)

a'.F - .

V-lÍ V . T )V-:
- . t - - J

Dem.:. Está teorema é demonstrado usando-se

([.S).(1.6).(1.7),(1.'8) e o].ema (1.1)

Teorema CJ..lõ)
e

(l . s)

Teorema (1 . 1 7 )

os teoremas

1. 7 - DA DISTRIBUIÇÃO NONUL

1.7.1 ibuição normal univariada

Seja Y uma variável aleatória que tem di.sttibuição nolt

nal com .média p e variância a2. Então a função densidade de

(y-y) 2

2a2

'*',, - -7i:-= :.
l

.alí a

onde (y-y) ' H (y-P)

+



1.7.2 tribuição normal multivariada

Seja ! um.vetar aleatório de dimensão p que tem dista.à
buição normal multivâriada, com vetar nédia ! e matriz de cg.

variância E = (aks), k . s::1,2....p, positiva definida que

denotamos.por Aíl! . il . A função densidade de Z ê. dada por

- {'lQ-0 '11'lQ-PI
ef(z.)

l

(2R)p/zl }l ll/z

1.7.3 s propriedades da distribui.ção normal
multivariada +

a) Se o vetar aleatório ! tem distribuição bornal multivari.2
da. então a distribuição marginal de qualquer conjunto de

nentes de z tem distribuição .normal muiltivariaaajver
Anderson, 19S8, pag. 24.)

b) Qualquer combinação linear de variáveis aleatórias normal

mente dista'ibu3.(tas ten distril)unção normal jvcr Anderson

19s8+ pag. 371

c) Se toda combinação linear das componentes do vetou ! tem
distribuição normal. então Z ê normalmente distribu'ldo

lvcr Andcrson. 19s8. pag. 371

1.7.4 - Distribuição de uma matriz aleat6ri.a X

Seja l uma matriz aleatória (Nxp), onde as linl\as (le !
ão independentes c iclenticanentcs (distribuídas. com distri-S

+



bui.ção normal multivariada r/pí! ' 1l' A matriz X pode ser e3
pressa por !':l11.l2'''!pl' de Xk, k:1,2,...p são vetores
coluna.

Seja

13

um vetou CPN..x l)

Os vetóres linhas de : têm di-stribuição norl11al multivariada,
então por (a), cada elemento de 3 tem distribuição normal
univariada. Assim- todos as coordenadas do vedor Y têm dis=

tribuição normal univafiada. f.ías por (b), .g:an'antirlos que

qualquer combinaç:o linear das componentes de Y tem di.stri

bui.ção normal univariada. Logo, por (c), cm'nc].uÍmos que !
ten distribuição normal multivariada.

É fácil voei.ficar que a matriz de covariâncias entre os vet.g

='es colunas Xk e Xs é dada por.}lXI,.X. : aks IHI', onde akg éo
elemento de }l localizado na k-ésima linl\a com .a s-ésima cole

na. Isto signif.ica dizer que a matriz de coiwariâncias de ]l
€ ..dada por

!* ' } ' !N '

Di.zeros que ! tcm distribui.ção IfNxpllX' 2 ® 3$il onde !k e

I'i 6 iNI é a matriz medi.a e a matriz dc cotar.i.anciãs de X -.
respectivamente.

+
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1.8 ALGUNS TIPOS DE CONVERGÊNCIA

Seja (X.), ú : 1,2 ... uma sequência de variáveis alem.

terias e seja X uma variável aleatória. As variáveis aleatÍ

rias da sequência (Xn) e X são defina.das no espaço de proba-
bilidades ( ç2, A, P )

1.8.1 - Dizemos que a sequência (Xn) converr'e Quase

semore (q.s) para a variável aleatória X quando n.-'---......-> -

(ou com probabilidade um), se Xn(Q) n ...> . X(u) V u eQ
eiceto. possivelmente., para um subconjunto AJ de ç2 tal que
pÍN']:o.tstoé,Vc>0 e V ueAlc].N(e,u)>utal

L

IX.(o) - í(u)l < c V n ! N(e.u)

Este t

te''.

de convergência é também chamado ''convergência fol

1.8.2 - A.sequência (Xn) converge em. nrobabtlzdacte p

ra a variável alleatÕria X, e escrevemos Xn n + H X , se

v . , o. pl lx. -'xl ., . l ------..*o

a

1.8.3 - Seja F. a função distribuição de Xn para"c3.
da n = 1. 2 ..... e seja F à função distribuição de varia.

vel aleatória X.

Diz-se que & sequênci.a (Xn) converge em g.i:!1lb!!.ts=a para X

+



quando n -'-'» e. 'e escrevemos X.----=----» X. se F.(x)-
'' n >-

VxeBparaoqual-aFécontÍnua. lstoé, se Vc > 0 e

V x € 1R onde F é contínua 3 l{(c.x) tal que

15

IPn(x) - F(x) 1 « c V h 3. N(c,x)

Este ti.po de convergênci.a ê também conhecido como''conversar
ciã fraca''.

1.8.4 ênci.a de variãvei.i.a:leatórias converge

em né4i.a quadrática para a pari.ãvel aleatória X(m.q), e es-

.crevemos Xn -::!;;s.- x. se EllXn-Xl21. n...--> O . Isto
. '

V c > o. 3 N(e) tal queEjlxn-xl21 < c, V n3.N(c)

1.8.S. --:-» Xn n=..- ..X

m. X, seX
n n ;=

1.8.6 x -g.=t--, x
''n n---->- ' - 9'' x. ..=..; x



CAPITULO 2
ALGUNS. MODELOS LINEARES MULTIVARIADOS

2.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo apresentaremos o- estudo resumido dos SS.

guintes modelos lineares multivariados: análise falar.ial. a-

nálise de componentes princi.pais, analise de trajetórias e g.
nãlise de curvas de crescimento. Os dois primeiros modelos

e oi dois últimos(sob certas condições.) tornam-se casos par'
ticularés do modelo geral que apresentaremos no 4e capítulo.
2.2 -; ANÁLISE FATORIAL.

21,2.1 =. A técnica de Análise Fatorial é amplamente ut.i

lizada em Psicologia, .Ciências Sociais, Economia, etc. O píg.
negro da Análise Fatorial foi Spearman (1904) utilizando um

único fatos. Em seguida, Thurstone (1931. 1947) utilizou

multiplos fatores comuns. Estes fatores são variáveis desce
nheciêlas, onde as variáveis observadas são expressas como

funções dêles.

A primeira abordagem estatl'ética do problema de estima

ção de parâmetros foi feita por. Lal,rley (19.q0-41).. Esta técni.ca

foi aprimorada por Yõreskog e Lawley..(1968).
2.2.2 - O modelo fatorial

O modelo de Análise Fatoti.al é. dado por
XnAY+Z+p ' ' - '' (2.1)

onde X(pxl) é um vetar estobástico de variáveis respostas. !
6 um vetar de médias. $ - (Àj..i) i'1..2'''p. jn1.2,...,q é uma
matriz paramõtrica de posto completo q<p e cujos parâmetros

Xij são chamados cargas fatoriais. !(qx.l) õ um vetar cstocã.!

' lu '
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ti.có de fatorFS comuns ou variáveis latentes. con EI Y l= 0.

vl ! 1 = ! positiva defi.ni.da (p.d) c Z(pxl) i um vetou ' de

2.''',p, p.d e cova Y , Z l =.0 .
Aqui, VI X l i.ndi.ca a matriz de. covariâncias da vetou X.

uênci.a do. modelo temos que EI. x 1 = ! e vl x l
; 2. .. onde a matriz de covariância 21Cpxp) é dada por

}l ' ê ! I' ' ! ' (z.z)
Os elementos da diagonal de E - 'r = A $ A' são; dcnontidas co-

!!!!ng.LÂ4ZgS.Z, enquanto os elementos de v. são chantados Ê:llÊ'
çificidadês (ou variâncias específicas).

O objetivo essencial do modelo é expressar as variáveis res-
postas como combinações dos fatores comuns (variável.s laten-

tes) mais os fatores espe.cínicos. Os fatores explicam a es-

trutura de covariância das respostas uma vez que vl z l=

B VI X/Y 1 : Y. As h.ip6teses tomadas para (2+1) forant coar.g
Lamente colocadas, pois, se EI Y 1 = e . então; EI x 1 = p +

A c e claramente p e e são identificados juntas.. Para este
caso bastará.a fazermos Y' = Y e u+ = p +"A c transfor-

mando o caso geral em (2.1) sem nenhuma perda de generalida-
de.

}luitos autoresadotam o modelo onde EI'rl = o e

EÍ 3 1 - 9 . ou seja. escrevendo I' n ! - ' . e«outros::além
disso obrigam os falares comuns -scrcn\ não correlacionados com

erros aleatórios con E

fAmA r'ón

ê : o. v
: 1 : diZE ( vj. ) i:i .
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variâncias unitárias.

Através dc r.estrições impostas a A e $. pode-se identi

ficar o modelo. Duas soluçõe.s podem ser apresentadas: Anâ-

liÉe Fatorial Irrestrita ("explorator;,'') e Analise Fatorial
Restrita (''confirnatorl''') .

''.. 2.2.3. ise Fatorial Irrestrita

A'.- Para este.ramo da Analise Fatorial, l q(q+l) res
triçoes sao .impostas, com a imposição de que os fatores co

nuns sejam não correlaci.onados e con variância unitária

Queremos dizer que (2.2) torna-se

(2.3)

B - Rotacão de Fatores

Em.alguns,casos ê necessário uma melhor interpretação

dos fatores. Para isto, o. sistema ;lé referênci.as deve ser

mudado. ou seja, uma transformação linear dos fatotcs deve

sel' feita. sem modificar a dimensão clo espaço destes favores
Comuns .

Seja y umâ matriz ortogonal qualquer de ordem q; então
substituindo 4 por A : â y em (2.3) verifica-se que

} A+ A+' +. !. Significa dizer. qué houve.uma rotação ríg.l
da dos fatorcs: Y''= 1-1 Y .

Técnicas dc rotação foram criadas. dentre as quais po-
'demos citar: método gráfico de rotação dos fatorcs. método

+



pari.max. método qtiartimax e outros ILaxflcy e }laxwell, cap 6,
1971 1 . Ver l:lacheli 1976

C - EST lF'UCÃO

Um problema que aparece naturalmente, é aquêle de de-

terminar os estimadores das cargas Àij e das variâncias espS
cíficas-Y;.

Muitos métodos para solucionar este problema têm surgi.
do, como o clássico método de Estimação de }táxima Xrerossimi-

Ihança, Solução do Favor Principal. f.-método Centroide, fíétodo

de Redução de Posto, iÍétodo do Grupo Centroide, }-método. de.O.=
togonalização, Método Jacob.i, etc..

O método dé }íáxima Verossímilhança tem recebido ater

ção par parte de Yê;teskog (1967, 1968), Law].ey (1971). Roda.i

gues (197S) e outros. A solução do Favor Pr.incinal pode ser
encontrada em Afia e Azen (1972). Para uma descrição dos
demais . ver }Torst , 196S .

Quem primeiro deu solução para o cálculo de estimado-
res pe.to método de i'máximo Verossimilhança foi La\.rley, 1940 ;
um desenvolvimento como.leto é encontrado no livro de Lawley

e blaxwc11 . 1963 .

Neste item iremos apresentar um resumo do trabalho de

.y6reskog, 1967

A equação fundament.al é dada po
Y B A X + Z

19

r

(2.4)

&



ZIJ

'' & '" &''' \r''/'

Aqui, admitiremos que ! tenha distribuição normal multivari3.

da com matriz dispersão f .

Sejam1lrYr...,!N N observações de Y. Então, a média
trai é

amos-

N

k::'k
(2 .S)

\

e a mata.i.z di.spersão amostral é

que tem uma distribuição de tVishart (ver Anderson, 1958)

Omitindo uma função das observações, o lo8aritimo de função

de verossimílhança.é dada por

log L = - {(N-l) lhos(lil) + tr(s &t'l)l.i(2.7)
mas Zt = ê $' + Y o que signo.fica dizer.que (2.7) está em

função de A e !

Nosso objeti.vo é determinar os estimadorcs de máxima veross.i

mi.Ihança das verdades.ràs A e ! , que denotarcmos por ê e !
respectivamente.

Para a obtenção de A e ! basta maximizarmos (2.7) ou minimi-
zarmos a função

O primeiro passo ê determinar um mz'nimo condicional de

à l.!:'!*-:,i!*-t,' : à

Fq ê . 1l - :..(ili) . .,a 11-b - :..ali)-' a.n

N

k:l'k!'; ' B ! !'
, (2 .6)

B
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Fa para uma dada 'r e o segundo passo, o mini.mo 81ol)al.
Demonstra-sç que (ver Lavley e }Íaxvel1, 1971)

-$1-- ' 2 E-l ( E - ! ) E'l l (2.9)
Então, para

+1

ll

E-li: } - ! ) !'l Â : g , P.ID

.i"ê.una solução de (2.10), para dada ! . . A equação (2.9) do

Li.vro de Latf]ey e b]axlx'e]1 197]., aá a expressão de }l'l em fuE

ção de À e 'r .

Partindo de -(2.10) e usando os desenvolvimentos (te }l e
E-l. através de operações matriciais,.obteremos a expressão

l l l l

I' !!:l!:i:(! :e)(!..!'!'la) o.ll)
É conveniente que A' !'lA seja uma matriz di?tgonal. Assim,
de (2.11) vemos que os vetores colunas de 11 zd. e os elemen-

tos da diagonal aeijiq +lA' 'r IAI são vetores e valores pro'
paios da matriz 'r ' S 'r ' respectivamente.

A matriz Y ' S v ' tem p linl\as e p colunas, ou seja, esta

matriz tem p vetores proprios e seus valores proprios associ

idos. ,

Como v ' A tem.q colunas. então. q valores e vetores proprz-
'üs'de v 2-S :v 2 sao necessarzos.

Sejam ol Z Q2 Z ''' =--ÉíP as razzcs características de

e 8l' ;ã ''' !q os q vetores característicos

+



correspondentes a.s q maiores ra'lzes caracteres.ricas. O si.m-

bolo 'u é usado aci;ma para indicar que se esta condicionando
a dada

22

di.ag(ai) i:1,2....q e a a matriz cujos veta.

res colunas são Ê1' !2'''' !q', os quais podem ser escolhidos
ortonornais.

Então,

e.pelo que foi dito,

f
Seja

ã'
:q '

(2.12)

!q)' .

1:1ult.aplicando ã esquerda de (2.13) por V' tema,s
l . l

l : !' $ ( él) - .i.q )' ., (2.14)
que é o estlimador de máxima vérossiuilhança ca»adicionado dc

l
(2.13)

ã (

Em seguida. através de técnicas dc detelrminantcs ê mos

tudo que rnl â , ! l t'':a a forma

que ê o .mínimo .condicional de F..

Uti[iiando a função '(x - ].og x) justifica-sc quc o coB
junto das ultimas (p-q) raízes caractcl'ísticas. com ordem íi
xada anteriormente. 8 aquêle quc dã o menor valor dc fa(V) ..

Fq fq( ! ) : - log

P''
R O

i=q+lz

P

i!..S.-o'o o.ID
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entre todos os outros conjuntos constituídos de (p-q) raízes

características, retiradas do conjunto das raízes caractere.:
Ligas de v 2 S Y 2 .

O .próximo passo é o de minimi.zar fq('r). E importante obser-
var (lue

A derivada .de F. com respei.to a v tem a forma

Em (A , Y) . (2.17) torna-se

a fq(!) : diagl!'l(â A.' + ! - s)!'il. (2.18)

ioga. o valor que anula (2.18) é v : diaSls -. a. A'l (2.19)
Os.está.dadores de máxima verossinilhança de a. e 'r são dados

em (2.14) e (2.19) .

A obtenção.dos estimaclores seta feito pelo método de Fletcher

e Powel]. (1963), aplicado ã função fq(v).
TESTE DE lllpÓTESE

a a
';'i- íq(!) : --;-Í- q

A , V

.':>'. A , V = dias E-l (}l - s) E'l= '= -' =

23
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CZ . 17 )

Seja Q o conjunto de todas as matei.zes simétricas. positivas

definidas com p linhas e p colunas. e denotemos u o subcon-

junto de Q. onde seus elementos satisfazem, CZ.3) para um da-

do valor qa de q; onde q é o nÕmcro (te fatores comuns.

)
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Consideremos as hipóteses

\-: !'«

HI : l € (Q : u)

como teste de boa adaptação do modelo. O próximo passo

apresentação da estatística teste que é dada através do pnB.
círio da. razão de verossimilhança.
Seja

l

X

(2.20)

ond:e L .é a função de verossinilhança jver Anderson
càp. 3j.

Sob a.hipótese nula llo' temos

max log L = NI log(1111) + tr( s }l'l)u .. & . . \

A razão de vero.ssimilhana ê dada por
l8'

a qual não possui uma distril)unção Grata. Entreta:\to a esta
tÍstica

mak l.oa L = - J. }l
Q

tog(111) + P CZ . 2i)

19 58 ,

(2. 22)

(2. 23)

uq ' - 2 1o8 x n :\Nulos(IEI) - log(lsl) + tr(s Z'l)l.(2.24)
para uma attostra sti.Sicientencntc arar(lc. ten dis.tribtiição X,]'

dado q\tc lln seja ver.darei.ra. O l:.rali cle lil)arda(te o 8 Q nún.g

ro de parâmetros em n menos o nÍir\cro dc'parâmetros sobre ll..
isto Õ.

0
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ü'o - @'© 1. p.2D

A hipótese nula llo com exatamente q fatares 6 rejeita-
da. ao nível a se

(2. 26)
d

e não r.ajeitada no. caso contrario. Ver Y8res:lng. 1967.

2:2.4 - ANÁLISE 'FATORIAL RESTRITA

A analise fatorial irrestrita, as s.eguintes cona.i

ções são inpostas :

b) a natriz Á.' 'P'x A. é diagonal e

Boas nenhuma restriç-ão sôbre os fatóres s5o feitas.
N-a anãli.se fatorial restrita. os fatores. podem ser in-

dependentes ou não. As restrições que surgem são sabre ê ,
$ e y no modelo (2.2).

As soluções restritas e irrcstritas podem ser Únicas
ou não.. Uma solução é única se toda transformação li.near
dos fatorcs que mantém os parâmetros fixos não altcraclos .

também\ mant8in os parâmetros livres não alterados. A unicidg
de de solução tem sid.o abordada l)or vários autores. Ver

Y8resko8 1969.

B'- A FUNÇÃO F E A TÉCNICA DE }lINlbllZAÇÃO

Admitamos quc o votar variável X . tenha uma distri.bui

.. «-: AI . j:i''}.
' ' 'Jjj

a.' V-l A
ii :

«

e l ementasl

1 .2 'l q

+



ção notma] mu]tivariada. Como en (2.]..3), tomamos una amos-

tra de tamanho N .(N > p) e denotarenos por ! a matriz dispel
são amostral, que tem a mesma fórmula de (2.6).

Então, omitindo a função das observações. temos l)ara lg.
marítimo da função de verossinilhança L

iog L : - + NI log(lZjl)

e en..seguida. Consideremos a função

PI Â,!;11 1. B log(IEI) + tr(! !'1)

Ao invés de maximizarmos (2.27), ninimizaremos (2.28). Evi-

dentemente a minimização seta feita em.relação aos parâme-
tros ].ivrcs.

As expressões anal.éticas das derivadas -- , -- e
aF aA ' ao

podem ser encontradas em Yõr.esl=og (1969) (fer cap: l ).

Os'parâmetros livres de 4 , ! e ! são arranjados em um vctor

o da seguinte forma: 2' = lol'o2''.'9k' ok+l' gk+21 , onde
8; . i=1.2...k.ê o vedor conte.ndo os parâmetros li.vtes da i.-nJ.

-ésima coluna de A.. .Ok+l' contém os parâmetros livres (te 4' ,
e finalmente ok+2 contêm os dc v. Desta forma, a função F
pode ser pensada' daqui por diante como função de o . F( O ).

Supomos que .os números de parâmetros fixos de A. . ! e 11 se-

jam nX ' n+ e nv' respectivamente. Então o niímcro de parâ-
metros fixos é m B 'nÀ + no + nY' logo o niimero de parâmc'
tios li.vrcs é da(lo por h - ';(2p+q)(q+l)-m. Diante deste ar-

26
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-1
+ tr( S (2.27)

log Clsl)-p (2.28) .
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guménto, o vetar .g e o gradientÍe de F( o ) possuem h coorde-
nadas.

Uma vez que as derivadas de primeira Ordem. foram ex-

pressas analiticamente, então a.técnica. de mi.xüãmiização de

Fletcher e Powell pode ser aplicada, jver YõTeskog, .1969 .

Law[ey e ]t]axwe], 19711. Para este método exi.ste um progra-
na pára conputado.r fei.to por YÕreskog e Grüvaeus , .1967., na

linguagem FORTRAN IV. Uma vez que o m"animo da ftlnéão F te-

nha sido encontrado. então os valores de & , !. e ! que nini-
nizaram a F, são chamados esticadores de mãxi=m: verossimi-

Ihanaça e são representados por A , Q e !. Ass,im o E. }l. V

de E . é dado por

}l : A ! ! ''' ! (2.29)

27
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C - TESTE DE ADAPTAÇÃO

Da mesma. maneira como foi tratado em (2-J1.3), definir.g
mos Q como o conjunto das matrizes simétricas. positivas de-

finidas e u como subconjunto de Q. cujos elemclttos satisfa -

zem (2.2.).. O t.este empregado para testar llo 6 o da razão de
vcrossimilhança.

A estat'estica para o tcst.e Õ

2 1o8 x B NÍ log(]E]) + tr(s !'l) - ]oÉ(11]) - p l.(2.30)

+
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tal . queonde og À sóbHo segue aproximadamente um Xt} '

o : p ' '; (p ' q)(p ' q + 1) ' m

2.3'- ANÁLISE DE 'COblPONElqTES PRll.ICIPAIS

O estudo da Analise de Componentes Principais começou

com K. Pearson (1901). Dado um conjunto de vetores observa-

ção, Pearson'interessou-se em determinar a Teta que minimiza

a soma de quadrados .de distâncias perpendicu].ares daqueles

pontos ; Teta. Outros estatísticos como flotelling, Anderson

e Lawley também, se interessaram pelo estudo da Analise de

Componentes Principais sendo que os dois íiltiüos apresenta-

ram resultados recentes das propriedades amostrais clãs cortpg.

nentes principais, que estão apresentados no capítulo 7 de

florriÊon. 1967 .

Supomos que temos p variáveis XI.,X2...XP e qttc estamos
interessados em,.verá:fi.car as relações existentes entre elas.
Por exemplo: um antropolouno pode tomar diversas medidas de

comprimento e largura dc um conjunto escoljlido dc indivíduos,

como comprimento da orelha. largura cla orelha. com!)rimcnto

facial. largura facial e assim por diante. O antropólogo p.g
de estar interessado em analisar copio estes inda.vÍduos dife-

rem relativamente a estas características. Então, através

de combinações de medidas ê.lc pode explicar essas diferenças.

As componentes principais formam um novo conjtmto .de combi.n2

+



ções li.teares de medidas. Seja. !' : -l\.'x2'''',xPJ ' p Vetou
aleatório que posstie distribuição multivariada (não necessa-

ri.amante normal). çom vetar medi.a !' = Íut'P2'''''uPI e matei.z

(pxp) de covariância E :(aij), i,j: 1,2,...;p'
0 método das 'componentes principais é aquêle que determina p

combinações lineares.

YI r .i.lalj Xj ' Y2 : .iEta2j Xj'.'',VP; j1lapj Xj ' (2.30)

29
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)

'l'': .i&l'lj Í'j ' '2 .iEI'2j "j''
tais que

CovIYi'Yjl : 0 para i.,j = 1.2...,p, i#i

«I'':l 3. Y'l*21 : ''' z «I''.l, ..« ll.2:ll2 : :; !: : :

2.....rP onde 2; : mail' ai2 '''''aipo' A 'técnica para a deter
minação das componentes .é puramente matemática.

Seja l um vetou aleatório tal que I' = lxi'x2'''',xP J ' Ei.

: p e VI X l B E (pxp) de posto p, e que os elementos de
}l sejam finitos. As p ral'zes caracterl'sticas de }l

I'1 > 1'2 > ''' > t'P ''

Supomos. que o vetou aleatório l tenha distribuição ntlltivari
ada, e que desta população uma amostra de N vetores aleató-
rios são extraídos. Com estes-dados a matriz :, de covariâ2.

cia amostral fica determi.nada. Admitindo quc }l seja desco-

nhecida. ehtãó a matei.z ! o subst.'i:u4.rã"neste desenvolvimen-
to: Item btorrison. lhST/e Afia 6i Azenf 19741.

1 ,

sao

+
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Seja al. ' Eii'ai2'''''aJp l o vetou tal que

Yx :.i1l'lj xj ' :l ]l (2.sl)

onda 1111112.= !r al n l e x': lxl'x2''' xPI
Nosso objetivo ê determinar um vetar solução entre to-

dos. os 1l tal que Syl . (variância anostral de yl) seja máxi-
ma, sob.:a restrição 1 1111 1 ' : 1. Para .este fim. usamos mul-
tiplicador de Lagrangé. Definimos. a equação

rl(11) : 11; ! !1 ' 'YI(l - 'll!:l iZ)l

onda SIÍ : 1l S 1l ê a variância amostral de yl' Então

f ':''::, : :t:
».1.

Para obtermos uma solução não nula, devemos fazer

aetjs : 0 que tem p raízes xl'x2'''''Xp: os quais
são

raízes características de :. o valor zl: maxÍxi, i=1,2...pl
é o que maximiza SIÍ ' O vetou próprio associ.ado a ZI é re-
presentado por 1l'

Em seguida. propomos o 2ç estágio do processo, ou seja.

determinar um vetou solução !2 pára que a combinação

v2 '- j1l'2jxj ' !; ! .
tenha variânci.a I'sxina entre todos os a.)' ü.iGOFdin&dos as

restrições. lja.21 12u l. 1112.' 0 e ;'J"'3. S22' Então. dcfinin

f r 2 . 3 2 i

(2.33)

(2.34)

8
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do a função

í2(!z) -!b!:z' 'rzll ' lls2ll21 '.p!' .2'(2.s5)

daí'temos ---- í2(12) : 2ls - r2 -PllZ + p1l : ! (2.36)

Para.obtenção da solução não nula, façamos detjs - v2iPl: o
Da'mesma maneira como foi explicado anterior.mente, concluÍ-

raÍz.cai'acterÍstica de S e que, seu vetar próprio associado

!2 e a solução procurada. Desta maneira. o processo continua
atê a p-êsima componente principal.

Definição

A k componente principal ê Yk : .}l.akiXi : !k X

onde al.. é o vetar çaracterístico de S correspondente a k-ési

na na'ior raiz caracterilstica Zke a qual e a variância amos-
tral de Y.,.

A mesma técnica é empregada quando E é conhecida

Em termos de matrizes, as componentes principais da pg
pulação podem ser expressas (ta forma Y = r x , (2.37)

onde {l ê o i imo vctor cara-cterÍstico de >1 correspondente

8 i-ésima maior raiz característica de }l . Assim, o modelo

de componentes princ-ipais ê ! ' =' Y . (2.38)
onde ! é uma matriz ortogonal.

mos que ..Z2 : max

quando !'= Vi.V2....Yp . x'=

xi; .i:1. 2' ' 'P zl :l e a segunda maior

XÍ.X2'''Xp e I't= 1l.,1l:'''!;

P

S

+



A matriz de vara.anciãs e cotar-iâncias ê dada por

32

r' o r , (2.39)

onde ! : aias'l 'ti.l+ i: 1,2 ''s p, tal.que ti e a i-ésima

da.. ser apresentada da seguinte maneira

! : e:' l , CZ.40)

.onde A = õz r . Asse.h, verifica o modelo de compone.B

tes principais, é também um modelo fatoria.l, com p fatores
comuns.

l

2.4 - ANÁLISE DE TRAJEtÓRIAS

En 1918 Se\rali IVright desenvolveu o trabalho, ''On na-

tura of size factors'', no qual introduziu a técnica de anal.i

se de trajetÕrias. Na análise de trajetÓrias (caminhos) te-

mos dois tipos de vara.ãveis; dependentes (observadas) e va-
riáveis independentes (''ultimato''). As variáveis indcpendel!
tes são subdi.vididas em duas partes, variáveis in(tependén-

tes observadas é variãvbis i.ndependcntes latentes (não. obsel

vadas). Uma maneira de representar tais variáveis ê em for-
ma de di.agrada. Por exemplo
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X
U

'k.Õ (íig. l)

onde XI'. X2'.X3 e X4 são variáveis observadas. enquanto as
variáveis X., e X,, são variáveis independentes latentes (não
observadas). Qua]queT variãve]. apontada pór uma seta ê .ex-

pressa como função da variável .da qual a seta partiu. Na í.à

guia 1. observados qué XI e.X2 são dependentes entre si. que
X3 fica completamente determinada por XI' X2 e. Xu' e que X4
é conpletamente determinada por XI' X2' x3 e Xv'

O objetivo da analise de trajet6ria é especificar equ2.

ções lineares que são equivalentes a um diagrama. As seSui2
tes equações lineares

X3 ' b31XI +.'b32X2 'i .b3uXu.' . (2.41)

X4 : b41XI + b42X2 + b43X3.+ b4vXv (2.42')

são equações lineares que representam o diagrama da(fi8

Os coeficientes b;.i são chamados

e 8s equq '

Suponha quc as vara.ãveis alcat6rias Xk' k-1.2.3.4

jam p.dr'"iradas. ou s.ja. iEI Xk l ' O e 'Xk ' l

)rias

se

+
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Tomemos ril como o coeficiente de cartel.aç5o entre Xi
e X:. Admi.temos que estas variáveis aleatórias sejam veto-
res.de v'a].ares observados com dimensão n.. Suponhamos também

blue as variáveis aleatórias Xu c Xv. sejam padronizadas e que
cada uma delas represente um vetou de dimensão n de valores

não observados. As variáveis aleatórias Xu e Xv são também

chamadas . }-multiplicando am

bos os membros de (2.41) por XI' temos

1l. !3 ' b31'!; ]1 ' bs2'1]. !2 ' b's« ]l; !u '

que.dividida pof n', teremos

r13 b31 + b32 r12

+.

(2.43)

(2.44)

Usando o mesmo processo de (2.43), encontramos

='23 b31 r12 + b32 ' (2.4S)

r3u b3u + (2.46)

(2.47)l :.b31 r13 + b32 r23 + b3u r3u

As equações (2.4;4) e (2.4S) determinam os valores dc b31 e

b32' jã als (2.46) e (2.47) determinam o valor de b3u'
Associado a cada diagrama. temos um conjunto.dc equações dc

regressão linear. Assim. cada equação pode aparecer na for-
ma m

XÓ ' al + j.}lBoi Xi + e ou na forma
(2.48)

+
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C2.40)Z0 P...Z.., ondeou u'

n : 0,1,2,
l a.iA

Pou u e finalmente

CZ.se)

(2. SI)

P .n:01

Os coeficientes P.; dc (2.48) são chamados de sasíli:gi:snÊsg

g.g..l!=g.jetorla. A variável dependente Zo e de:Dominada variá-
vel efeito, enquanto as variãv;eis inde$bndelates. são chamadas
variáveis causa. Os coeficientes. P.; medem o e:feito direto

de uma variável sôbre outra. Um estimados paJFa o Poi é dado-

por Poi : õ. Boi z:1,2,... m, onde S: e S2' são as v.ariâ=

clãs amostrais de XI. e Xq . i=1,2...n. respec:tivanente. O

teorema fundamental da analise dé trajetória diz que o coef.i

ao
i = '1,2,... n. (2. S2)

on(te n (2. S3)

numero observada. Referente a (tetcrninado dita8rana.
i f jpara

rj.j
jl

owdie q percorre t.28

das as variáveis associadas as possíveis trajctõrias entre

xi o xj' Ver Achcarj197úll.

para

+
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Vejamos agora. alguns modelos

Ex enl) ].o 2 . ].

(fig. 2)

As equaçõ.es .estruturais são dadas por

nl : rll €1 + v12 E2 + 0 E3

n2 ; a21 nl + 'r22 €2 + Q €3

ti3 a32 n2 + Y33 €3 '

as quais podem ficar sob a forma

nl : 'Vll ,.€1 + 'r12 € 2 + e €3

n2 : a21 yll €1 +(a21 y12.+ a22) €2 + 0 E3

n3 : a32 a21 yll €1 + a32(a21 'v12 + a22) E2 +. v33 €3

O exemplo que segue, é um modelo.fictício apresentado po

Yi;reskog (1970a)

C2.s4)

(2.S5)
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Exemplo..?:.2

+':
m
+':

-2-Q.

M

B2 ;;C-- e
2

(fig. 3)

Aqui

[

n

61

62

63

cl
c2
c3

xl
X2

X3
YI
Y2

Y3

al
a2
a3
y
0

0

0 1
0 0
0 0

BI 0
B2 0
B3 O

0 0 n

0

0

0

0

l

00l
0 1
0 0
0 0
0 0

0

l
0

0

(2 . S6)
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Exemplo 2.3

0

Cais. 4)

E : !'X+ z; ' e Y:Ê € + E (2.S7)

sabendo-se.que !' = lal'aZ'a3l' ! : lxl'xZ,xSI. Y' :ÍYI,Y2'
VSI e !' : IPI'pZ'uSI' Osmodelos(2:2) e(2:3) estão a-
presntados em Yõreskog,. 1972

9e

2.s - AtMLiSE DE CURVAS DE CRl:SClFIENTO

2ó$.], 1ntroduç:ío

Suponhamos que se tem\a r grupos de indivíduos, onde o

k-ésino grupo tenlla Nk indivíduos e que o número total dc i=

divÍduos seja N B E .Nk' Suponhamos ai.nda. quc no k-ésimo
grupo. k=1.2...r. em cada unidade experimental, a .mesma ca-

r

+
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racterística'é medi.da em p diferentes ocasiões durante cel
to intervalo de' tempo. Desejamos determinar para cada gru-

po. a curva que melhor se adapte ãs ol)scrvações, comparar as

curvam, testar hipótese sobre 'os parâmetros envolvidos ,
achar intervalos de confiança para estes parâmetros e (!cter-
minar os seus esticadores. O plo(!elo allro-)ri.a(!o )ara esta(to.

de:'da(!os deste til)o 8 chamado ''anal.i.se (!e chuvas (!c cresci-

mento '' .

2.S.2 - O modelo de curva (te crescimento

Seja X a matriz (}Jxn) das observ
(Nxr) conjtecida, B uma matriz (qb(P) co

(rxq). dos pãrânetroÉ desconJtecidos e E

ros cujos xetores lilllia são indepenclciltes e identicancnte

distribuídos (i.i.d), con.distribuição p-variada, matriz de

covariância }l e vetar média a matriz nula 0 . O r\odeio ge-
ral de curva de. crescimento é dado por

X. = A E .B + E

fJxp Nxr rxq qxp I'Jxp

onde A é a matriz dc planejanento e B é a matei.z cujo clenc=
to localizado na k-ésima linha con a e-ésima coluna é tk-l

2.S.3 - Está.mação

Sttponos sem perda de Ílcncralidade que !(qxp) . $(Nxr)
sejam ambas de po.sto completo. Admitamos que os vetores li-

CZ . ss)

+

anões , A tina rtatriz
     
     

nit'ácida, € a matriz
     

a matriz (}!XD ) de er-



nha de 1l Nxp..l sejam .i.i.d cbm distribuição p- variada

NPI - ! I' O modelo (2.S8) pode também ser apresentado na
forma

40

x'.: !' SI' . $' ' E
pxN pxq qxr rxN pxN

Khatri (1966) desenvolveu um trabalho onde mostra que o est.à

madQr de máxima-verossinilhança de e' ê dado por

:' - ( ! !'1 !' ) ! !'1 X' A ( A' A )'l
qxr qxp pxP pxq qxp.pxp pxN Nlr riN }Íir
onde

e : i'l !N-.$ ( ê' ê)'X$' 1 ! jverblorrison,197õ,
pxP pxN'NxN Nxr rxN Nxr rxN Nxp

Cap. S].

(2.S9)l

r2.60)

2.5.4 Testes de llipõteses Lineares Referentes a ÇI

Como na analise de variância, as hipóteses lineares sg.

bre .! podem ser dadas.por

11.: !1 e' C' = 0 contra

H.: F E' C' / O .
l n ' b n n

onde F é uma matriz conhecida (cxq) de posto c S q, enquanto

C! é uma matriz conhecida (rxg) de posto g .! r. A estatísti-

ca teste ê expressa em função das matrizes.

(2.61)

y ' ! !' Ç' ( Ç B S.' )'i(!S'ç')' p.óz)
cxc cxq qxr rxg gxr rxr rx8 g x c

+
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! - ! ( 1 2'1 !' )'x !'
cxc cxq q;cp pxP- pxq qxc
onde

R :(A' A)'l'(A'A)'l A' X D'lX' A(A'A)'l

rxr rxNNxr rxr txN.Nxp pxppxNNxr rxr

Ê ( B O'l B' )'l E'

rxq qxq qxr

odemos usar o critério da mai.or rai.

râmetros s = min(c ,g)

deZ

l
com pa9 l

lC

rara testar u.. po

.li E'x, e =
1 + Àmax

jc-gl - l N-r-p+q-
m : '"'"'"''; aplicando a tabela

de deck ou a de Pillaí jver llorrison,. 19761

2.5.5 - Alguns Exemplos

A - Potthoff e Roy, 1964 apresentaram um modelo de
analise de Curvas de.Crescimento (2.S8.), que é uma generali-

zação do usual modelo de ANO\rA, sendo que ! tem vetores li-
nha independentes, idênticamente distribuí'dos, com distribu.i

ção normal p-variada, média 9 e matriz de covariância }l.. Neâ
te trabalho. apresentaram também quatro exemplos aplicados a

este modelo, mas citaremos aqu.i. somente dois exemplos. O pr.l

heiro exemplo envolve sòmente um grupo de animais, enquanto

o segundo exemplo envolve m grupos de animais.

al) Seja um grupo. com N animais. on.de todos os animais estão

+



suj.oitos a mesma'medida, e que a medida de cada animal seja

ções são dependentes e possuem distribuição normal p-variada

com'média O e matriz de covariância desconhecida >1;... A cur-
va de crescimento associada obedece ao modelo (2.S8), onde

A(..Nxl). ã( lxp ) e P( pxl ). são dada por

assim o valor esperado da variável medida do k-ésimo ani.mal

\ " J i=0 '

a2) Sejam n grupos.de animais. O k-ésino grupo possui Nk .a-
nimais e os m grupos possuem um total de }{ = 1 I'lk animais.

Cada grupo esta sujeito a diferentes tratamentos. e os ani-
mais tie cada uprupo são medidos em p pontos de ten\po, num de-

terminado intervalo de tempo. O vetar' das p medidas dc cada

animal de cada grupo, tem uma distribuição .normal prvariada

com média O e matriz de covariância >1 . Estes vctorcs são
- . -n

independentes e idênti.comente distribuídos. O modelo de cu=
vas de crescimento associ.ado ao estudo destes m 8rtipos de

animais, tcm a mesma expressão (2.S8). sendo quc as matrizes

A( Nxm ). ç(mxp) e !(pxq) são dadas por

4' l.t,...tP'l 9

xk : T!: ;: .:

l,.l , . . . l eo'E.l ' '' eP-l e p'=
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çoo eol

Elo €11

eoP-l

0 © ©

lp-
ee

ee

8

9

E.mo Eml

l
t
t2

tP'l tP-l tP-l

A curva dé drcscimento associada ao ](-ésimo grupo c dada por

'l **,' l - :11 .« .t



Grizzle e'Allen,. 1969 , apresentaram um exemplo sobre cu=
vas de crescimento. Esse trabalho envolve r grupos de indi-

víduos (ou animais), onde o k-ési.mo grupo tem Nk indivz'duos

(ou animais), e que N = .}1.Nk é'o nãnero totall de indivídt.tos
Cou animais). Em cada grupo a mesma característica .é medida
en...cada indivíduo .(ou animal) em p tempos. O vedor das ob-

servações X:: i=1.2'''N.i, do i-ésimo indivíduo (ou animal)=&J J

do j-ésimo grupo. tem o valor esperado !j que ê dada por

Ej ' EI !ijl-: !' !j.. o.ó©
pxl 'Pxl ' pxq'qxl

0 modelo de curva de crescimento é aquele dado pela expres'

são (2.S9). onde a matriz $ (de planejamento) é constituída
de uns e zeros.

O objetivo focali.zado por Griz31.e e Allen nesse trabalho
foi. estudar os estimadores dos parâmetros e testar hipóte-

ses no modelo de curva de crescimento (2.59)
Xt' = B' E' A' + E'

pxN pxq qxr rxN pxN

Eles exemplificaram esse modelo, comparando quatro tratamcn

tos. envolvendo estudos cardíacos em quatro g,rupos (te cães.
As matrizes P' e .B' adaptadas nesse exemplo são

44

+.



4S

l
l
l
l
l
l
l

3

2

l
0

l
2

3

Ç

0

3

4

3

0

5

l
l
l
0

'1

l
l

l l .. . l . o o. . . . o' o o ...ol
o o . . .. o ' l ' l . . . l oo...oo
o o ... o o o ... o l l ... l o
o o .'. . o o o . .. o o o ... 01

ll

0

0 0

l

Os nove uns na primeira linha correspondem ao prirtei.ro gru

po. os dez uns da segunda linha ao scg\indo grupo ctc..

Exemplo 2.S - Na Universidade da Carolina do Norte (E.tr.A) ,

foi feita una pesquisa en dois grupos de crianças. onde os

pesquisadores colheram dados eri ll meninas e 16 meninos, com

idades de 8, 10. 12 e 14 anos. Estes dados sã.o as distânci-
as medidas entre o cento'o de pitui.teria e a fissura pt8rio

n maxilar. em mm.

O problema é verificar o dbmbortamênto das vara.ãveis ao
longo clcstas idades e comparar as curvas associadas a cada

grupo. (Exemplo apresentado por Pottl\off e Roy. 19C)4. Ver
Blorrison.1976 e Singer. 1977).

&
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O modelo de. curva de crescimento é aquele dado por

C2. 58) . ou seja,

x= A € B + E , onde
27x4 27x2 2x2 2x4 27x4

l
l
e

8

e

l
0

0

e

0

0

0

0

0

e

e

B

0

l
l
e

e
e

l

:'; ';.l :*g :::
11

E10

E20

Ell

E21

Significa dizer que a curva de crescimento associada ao s-é-
simo grupo, .s = 1. 2' é dada por

EI xs.ej 1 : Eso ' Esl t

Um outro modelo que pode ser usado é

Ü' +

através des.ta transformação, temos uma nova matriz B que ê

formada por coeficientes de polin8mios ortogonais. Aqui.

xs.ej
+ + . -

: eso ' esl(t-t)E

(2.6S)

(2.66)

+
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Com estas novas informações, e usando a expressão (2.60), o.b
temos

lç - a)

1 3

1 1
e !'B+

l l

-1

E'
22.66S9 24,9373

0,825S
e

0.4762

b). as médias previstas (2.66) segtlndo quadro abaixo

2e - a) Tentando a hipótese

«.t I'.'l : ! Ê'' ç' : .l ;: ; :l

contra

«:: l.;: ;:l * l...l. . ,.

Ç'' - !2 '

veria.canos. quc Hn ê não rejeitada ao nível a
jver }rorrison.1976 e Sin8cr.19771.

razoável

IDADE
tlÉDIAS PREVISTAS l llÉDIAS

}.{ENI }JAS l {EF{ l FIOS iiEyinAS } IElJI i-JOS

 
21, 24
22,19
23.14
24.09

22,46
24 ,11
2 5 .76
27,41  

22 ,88
23,81
2S , 72
27,47
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b) Testando a hipótese

0

HI

Ó : [ '' ' : ';: - ;2: '
contra

Ell - €21 / 0 . onde

-l ); verificamos que llo é rejeita
(ver }loTrison, 1976 e sj.nger. 10771

f

e C l

, 0 2Sa
e ' . -i+' eda ao nível
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CAPITULO 3

}lODELO LINEAR LATEbITE }WLTIVARIADO

3.1 - INTRODUÇÃO

Rodei.gues. .197S, pr(4ns un generalização do modelo de
analise fatorial, onde os fatores satisfazem um modelo line-

ar mült.ivariádo. O modelo .que. resulta desta combinação, re-
cebeu o nome .de ''modelo linear latente multa.variado.I', o qual

também pode ser chamado de modelo linear-fatorial composto.

O modelo apresenta dois casos, não restrito e restrito.

3.2 - APRESENTAÇÃO DO l:MODELO LINEAR

Seja o- modelo linear

(3 .1)

onde Y é uma matriz estocãstica (qxn) de n observações e q

variáveis, ! matriz (qxr) de parâmetros regressão dcsconhec.i

das, 4 é uma matriz (rxn) de planejamento, dc posto . linha
completo r<n e ! umã matriz estocãstica de erros com EI.cl: 9

e Vara S 1 : 8 ln' onde + é uma matei.z p.d de variâncias c
covariâncias desconhecidas. Quando estimações e testes fo-

rem fei.tos, tomaremos ! '' AJqxnj9 , O inl. Supomos que !

não seja obscrvát'cl+ Por outro lado, uma matei.z de dados

!(pxn) é observada. com p>q e que esteja liga(ta a ! através
de um modelo de análise fatorial

+



A Y + Z (3.2)

onde A. ê a matriz (pxq) das cargas desconh.ácidas. de posto
colina completo ..q<p. Z. ê uma matriz (pxn) de erros, tal que

EI z. 1 = 0 e Xrarl .z. 1 = Y 6 ln' onde v = dias('ri),1:1,2,..., p
é uma matriz diagonal cujos elementos são dcsconj\ecidos, e

cova ]l , ; J : 9. Quand: estinações e testes. forem t'equeri -

dos tomaremos ! 'ü i'rpxnl - ' 1l !n l '
Eh (3.2). Y é uma matriz que representa as variáveis

latentes ou .fatores, enquanto a matriz i representa as. vara.ã

vens respostas.
Estamos interessados em está.mar os parâmetros : e o .do

úodelb linear (3.1) e testar hipóteses con respeito a ! a.trg.
vés da matriz de dados X'. Por outro lado, as estimações dos

parâmetros A e v do modelo fatorial também são requeridas.

r

3.3 - }.MODELO LINEAR LATENTE bíULTIVARIADO

A combinação do modelo (13.1) com o (3.2), resulta o ng

dolo em forma geral dado por

X '.B .A + U ' (3.3)
pxn pxr. rxn pxn

onde U é uma matriz estocástica con nf IJ 'l . O . e
. - . L - J -r ' \ l ' J '

"''l y J ' Y ' !«. '

8
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(3.4)

f

pxr pxq qxr
V = A. 0 A'+ y
= n n = ''

pxP pxq qxq qxp pxP

Sob as suposições que E e ! são normais multivariadas,

çl ~ «..l 9 . Y . !« l.
A equação (3.3y representa um mode]o ].i.near multivarig.

dop cujas variáveis independentes são não observáveis. Por
este meti.vo ê chamado ''modgjg linear latente !!!!jltivariado''. '.

Os parâmetros : , 4 , o e v são chamados parâmetros estrutu-
rais,- enquanto, B e V são denomiandos de.forma reduzida

e

(3.S)

3.4. - RESTRIÇÕES NOé PAli®IETROS ESTRtJTURAIS

Seja Ç uma matriz não si.n8ular de ordem q, e sejam
:'=L: , A' =A L'l e +' =LO L'.. (3.6)
= n = H H + ' = . = = =

Sem modificar a estrutura do modelo (3.3), as matrizes : , A. e

! podem ser substituídas por : . .A'i e ++. Esta indeterming.
ção do .modelo corresponde ã transformação linear dos favores

Y+ = L Y. Uma vez que L tcm qz elementos, então no mínimo

q2 restrições são impostas a : , A e 6. No caso não restri-

to. { q(q-l) restrições serão impostas. fazendo 1l : !q' si&
ni.fica dizer quc a expressão (3.S) toma a forma

V n.A A'+ VB
pxP .pxq qxp pxP

(3.7)

+
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pois, se ! f !q' atràvês da transforrtação Y' : 1, Y, onde L =
: .p2 verá.fi.ca-se que (3.7) pcrnanecé a mesma. Para q>1,

qualquer que'.seja a matriz ortogonal llCqxq) (que tcn'tq(q-l)
elementos livres), as transformações em ! e ! dadas por

:'..: y'! e 4:' = 1-1 a. são válidas, pois, as expressões(3.3),
c3.4) ê (3.7a, permanecem as mesmas. Como na analise fato-

ria]., PQdemob desejar que A.'V'iA seja diagonal c a.tle setas e-

lementos estejam em ordem decrescente de valor, com o objet.i
vo: de determinar uma matriz NI(qxq) ortogonal, cujos vetores

colunas são vetórei proprios ortogonais de A'V'lA, envolven-

do assim, um problema de redução can8níca do modelo fatorial
Usando o processo Calupor.ítimo) de Grau-Scllmídt, podemos de-

terninar a matriz ortogonal y(qxq), quando igualados a zero

os primeiros (j-l) elementos da IÍ-ésina coluna de 11, j = l

No caso restrito temos restrições sobre o fazendo diagl o l:
' - ''l - l

1., sobre.4 um número mínimo d(i q(q-l) restrições são impos-
tas tomando (q-l) elementos nulos em cada coluna. Em termos

gerais. 1. ! e ! deverão seguir os seguintes casos
lç) parâmetros conhecidos, fixados
2e) restrições feitas através de igualdades de parâmetros no

modelo ;

3e) parâmetros não restritos. livres.

pode feita ncrda de gcneralidacleEsta imposi.çao senserC ( 9l

3

2. pq

+



O modelo fatorial (3.2) não contém parâmetro de locação . ! ,
entretanto, para algumas aplicações, este parâmetro é requi-
sitado. ..Para colocação deste parâmetro, modificações nâ ma-

triz de planejanento devem aparecer jver Rodrigues, 197s) .
Alguns modelos podem ser vistos como casos particulares do

modelo apresentado. Em particular, temos o modelo de corpo'

Rentes de vara.anciã, dado por

xij : a + Bj + sj. + zij ' (3.8)

onde x;l é a medida designada ao i-ésimo tratamento pelo j-g
sino nx'vel do favor B, B. é o j-ésimo efeito fixo do fatos

B. j=i,2'''p, com .}l.B.i : 0, si é o efeito aleatório devido
1 =1 'r n

ao i. imo tratamento, a é a media geral. ó2 éa
. - : .variância

do efeito si e ae é a variância de zij
O modelo (3.8) pode ser apresentad.o.na forma

xij : pj + lyj. + zj.j

"j : . ' .B:l, 1 : 's' vj. : -;l" ' "''Í'.ijl
Expressando (3.9) em forma matricial, temos

X ' ! ' xlpy - ' (3.10)

«« 'l*.l: .. «,,l* 1- :. '1 ; 1: e.. ««l ; l: ,';,
'-F..l:g,.IÉI.-.«-lll: :!'i.'!;'"';.
onde !j;:ll.l+..fll3. Assim (3.10),.,á apresentado tomo caso paÉ
titular de (3.2) com um úri!,.üo fatos. onde 5 : À' e ! ' V'!P'

S3

P

+

9

(3 .9)

2a e

+



3.S EST.IlaÇÃO DE }.{7U'li'U VEROSS llíILiUNÇA

A taras i.nteressados no .modelo linear latente

(3.3). Evi.dentemente, regras de derivações são importantes

e largamente empregadas neste capa'tulo. O estimados dc mãx.i

ma verossinilhança (E.}4.V) de : . não restrito, é oi)tido ana

líticamente para ! , ! e v fixados. Os outros esticadores

dos parâmetrõs restantes são es.tudados. e um processo itera-
tivo (de Fletcher e .Powell) para a determinação dos mesmos é

utilizado. .O modelo linear latente (3.3) foi expresso na

forma X = B A + U, quando A ê de posto li.riha completo r<n,

u'uArpxnl - ' -® !nj' !:A- : e Y=â!! + v, onde.A.é
de posto coluna completo q<p, 1l é p'd, si.métrica e ! diagg.
nal, p.d.

Agora apresentamos a função de verossimilhança, que ê

dada por

log L = 2a - ; n lo8(lvl) - itrlv-t(x-BA)(=-!A)'l
('3.1 1)

Para facilitar mais o trabalho, uma função

! - -à-l( ! - ! $ ) ( ! - ! '+ )'1. o.ID
é dada para .que a função F seja definida da seguinte forma

F n lo8(IYI) + trjV'i TI (3.13)
Como V é dada por. (3.S) e apor(3.4),então !
F F ( ! . 8, . ! . y ).

+



Com o mesmo objetivo de analise fatorial. aqui determinare-

]üos .os valores de.! ,.A , o e v que minimizam F.. Estes vala
res passarão ter a notação

B - Estimação de 11

Trataremos do caso onde : é não restrito. Deterninarenos

que minimiza F para A , ! e v fixados.

Teorema -3.1 -- Seja F definida por (3.13). Se : é irrestri-

ta. o valor de : que minimiza r, condicionado aos valores í.i

xados de 4 , ! e !, é dado por

(A.' '!-l l)'l l:' Y'l 1 4 Q ê')'l (3.14)

Demonstração

Pelo teor'ema (1.12), temos que

!! : - 2 AtV-l(X - B A) A'; então, fazendo

Ae V'i X A' = A' V'i B A A' . ou seja.

p..=l
A=

aF temos

A AX A A' V

-1' X A CA Y'i l:): (ê â'), (3.15)

onde

Em (3.3) afirmamos que .8 tem posto linha completo e que A.

tem posto co]una comi;].eto. ' i.o8o. ê $ e !' Y'l A são znvel

sáveis e o valor dé g que 8 solução de (3.1S) é dado por

g - (l:' Y'l l:)'i l:' Y'l l â! (â

+



S6

Estimação de A , ! e !

Apesar das expressões analíticas de :{ , .;! e .l-; existi-
ren. não existem so]uções ana].éticas onde estas derivadas se

q,pulam. Em (B) encontramos a expressão analítica para : que

minimiza F, para A , ! e ! fixados. Substituindo : em F, e.:
ta toma a seguinte forma

)

F(A.;!.!) : mln F(i,A..!,!) : rC:,!,!,!), (3.16)

ou.seja. F = log(IYI) + tr(V'l !).

onde T é T calculado em : = Ê . ..

llunidas das expressões analíticas, F. .;;-- e .;;-- . o proce.:
se de Fletcher e Pollrel1 (1963), é aplicado.

Seja y um vetou linha com ICp+q)2 + pql componentes .que são
constituídas pelos elementos de A, os elementos da parte tr.i

angular superior (inclusive os da diagonal) de ® e os eleme=

tos.da diagonal de !. O vetou Z teh a seguinte forma

(3.17)

(llÍ:'',X.I''':'xPq' ll'$1Z''',$h'''',oqqX1''2'''''vp} (s.18)

Os parâmetros jivres dc 1 , ! e Y formam un vetou

0 ' '( 01'0 2'''' (3.19)

AssimF deve ger encarada como uma função de Q. isto é, F B

n f( g ). As derivadas dc f( 9 ). sãÓ

+



a.F

ay

onde aij : l se o'i:yj e aij : 0 emcaso contrario.
Para iniciar.o processo. a matriz E pode ser a identidade ou

F é calculado na região onde vi > c.. 1=1,2....,pe c > 0.

. Este processo de minimização deG'l. onde G = E. a2f
ao ao

t: . ? Í(9) : E
a oi j

- S7

(3. 20)gi

3.'6 CdNSiSTÊ'NCiA E DISTRIBUIÇÃO ASSINTÓTICA

As propriedades de convergência en probabilidade em dista-i-
buição são largamente empregadas nos estudos dos esticadores

para grandes amostras. Um conceito tanbêm bastante utiliza-

do ê o de informação de Fisher !( o ).
Considere um modelo l.inear multivariado

!n : g $n ' yn ' (3.21)

onde A. ê de posto linha completo r<n e os vetores colunas

de y. são independentes e idênticamente distribu'Idas (i.i.d)
com média. O e matriz de covariância'V.

Definicão: Os esticadores de mínimos quadrados (te B e V são

definidos por

!il - 1. 4; (â. $;)'1 ' (3.22)

11. ' { !.l !« - ê.;e. $1. ):: 4. l !;
Vn poderão ser estimadorcs dc máxima. verossimill\anca

e

+
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o{.n. s' !. ~ r/pxnl - ' - ® !.
Vamos estabelecer :a seguinte lli.põtese,

Hipótese 3.! - Seja (A.) uma sequênci.a de matrizes (rxn) com

valores fixos conhecidos. Defi.ninos Qn : ;i An An' Admitamos

que

Tqün ''

(3.23)

tal que,:Q existe' e seja finita.

A.consistência de Ên e Vn pode ser esclarecida pelo se-
gui.nte Lema.

Lema 3.1: Seja (!n) uma sequência de mat'rizcs que satisfazem
ao modelo linear (3:21), onde 4. (n : r+l,r+2''') é a rlatriz

de planejamento. Se a sequênci.a (An) satisfaz a ]ii.pótese
3.1, então quando

a) g. ' : Ê

- F'

b) Y. : y

Demonstraç$g

a) De (3.21) temos que Xn

'«*;.. 'l-!. 1- - : $. -»' '1 !.
--'' EI !. ;l' '' Í Ell.le:($.$;)-:
Sabemos

$. ' -.. .«-. '1,.1: e.

($. $;)-:1
(i.â,; ) - :

X-n

)n n

qttc
B (ê.e;)':-l 'à Y l o .-i (3. 24 )

+
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Pelahip6tesc 3.1 1in9n:Q''+" Rln l Bnj:g(3.2S)

Como !n é urt csti.r.labor não viciado (te Ê e como Vara !n l sa'
ti.afaz (3.2S), ':::b É converse en riédi.a quadrãtica :)ara E ,

logo pór 1.8S. segue-sc que Ên converge en prol)a!)ili(tarte pa-
ra.B

An(lcrson 1958ver ( U !

b} !. : { 11.}; - 'i.q..Õ:;) 'i.l '
!. : i. (!..-'Ê $P (!. - g e.r :---
Yn : !n ' ('i. - !) g.(g. - !.)'

A matriz !n podo ser representada na forma

EI yt .uk 1 : V , V k = 1,2...n

Como Yk : 1l(uk' k:i,2,'''h são i.i.d e EI 1l: 1 : V : (aij)
com a.i.i < .e, então pelo Teorema de }:hinchine

l :' . ' P

! l XllIYk ' P V' quando n -+'n

(ver Rao 1973, pag llzl.
Por outro lado. Ên --''"------» B 8 Çln ""'"--'-''» Q quando n --'> n.e

(ên - !) Qn(!n - !)' expressa uma função quadrática (le in
que é um! função contínua dc Bii' então

(Bn-B)Qn(Bh-'B).' P O. quando 'R-»n (3.28)

(Ver Rao 1973. (xi.ii) pa8 124).

)

(3. 26)

(3. 27)

+
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Assim, da.expressão de Yn de -(3.26) e.dos resultados (3.27)
e (3.28), concluímos que

.quandoV n9

uando n } H'

-n

Lema 3.2. Seja (!n) uma sequência de matrizes satisfazendo
oirodelo (3.21),onde A. é a matriz de planejamento e

y '';. pxnj- 'YO l.l, (n:,:'' 1. '+2..-): S"pomos que

(4n) satisfaça a Hi.pótese 3.1; então,

d «-l 'Ê - Ê l -=g-- ~.,.,Ig . Y . g-:l , -

b) independentemente de E ,

(Dik Uje+oieujk) 1 , quando n----->",

onde (Dik Uje + uie pjk) é a covariâncía assintótica do(i,j)
-ésimo e (k,e)-ési.mo elemento de ,/x'' IYn ' XI
Demonstração

a) podemos afirmar. que, se yn '" Àrnxnl 9 . V ® ih

então 'ã. b U....l B , v ® (A. :8.:)'' 1 1 ver Anderson 196S, Tg

arena 8.2.2. pag. 183 l..

.'x'"lvn

pxnl
l

)CAn J
f ,
L

/F' ( En - g ) ~

} !'l Y . e;: I'
----> 't'zn( ! ) -0pxr

+
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Pela hi.pótese'3.1,. lim gm lim tPzn( ! )
R-»ao

-} !'l Y . e':
f

/F'( ,J- ~,*,le, Y ' '':l
b) Temos que

/i'(Yn ' v) : ''r='Íln ' tl ' '''n C'in - !)Qn(Ên ' !)' (3.29)

";«.; «i. !. : ê. *!:e* !i: «« 'l !* ! l : l.. covariância

dada por

EI(uiauja ' bij)(Ukaliea ' uke)j :.Uikoje + »ie jk l ver
Andefson 1958, pag 39 )..
Pe].o Teorema de Lindberg - Levy (T.L.C),

i';''(!. - Y) '--Ê-''- file. (l"it "j' ' 'i. "jk))j (3.30)

Seja !n : ni(!n - !) onde Vara !n 1 : '7i::l V 8 Qnl l ,tal que

Vnrf S' 'l : O -:-». S ---!----» Q, quando n --'"' " . Fiaslim Var.l S.
R''>n

nz( !n - g )gn(!n - !)' : jnq('ên ' B)l gnjn (!n ' Ê)'l

! Q Sn expressa uma forma quadrático de !n que.épuma.fun-
ção cont'xnua de !n' Logo. /iÍ'(!n ' !) Qna'n ' E) ''=--'- Q'

quando n "--'» e --'» /i''(En - Ê).)n(En - E)--!!'' 9,quan(to (3.31)
n ---> n. Pelas conclusões (3.30) C (3.31). podemos afirmar

q«e -''i'l !. - Y l -4--. Nl9, (Os.k"j' ' "i. 'jP )l
O lema 3.2 mostrou que os estimadorcs gn e Vn são assintõti-

camente normais . f

"ik"je

quando

+
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Consistência de o. em um modelo li.near estrutural

Supomos que !n seja uma matriz que satisfaz o modelo (3.21),
sendo que ! e Y são agora funções deritãveis e contínuas de

um vetou parâmetro g. Em (3.13) defi.nimos a função

F n log(IYI) + tr(Y'l !n)

e .por (3.. 26) vimos que

(3.32)

!. : !. ' (!:. !) lln( !n ) ' (3.33)

Substituindo (3.32) em (3.33) obtemos

F - log(IYI) ' trÍY-llY. . (!. - Ê)e.(?.-Ê)'l} (s.34)\ \ +. ' ' / z

Através da .mini.mização de (3.32) obtemos um estiniador de q ,

ên'.gn será estlmador de M.v. de o se Un'"Npxn lo, V ®

Teorema 3.2. Seja X. satisfazendo (3.21) com matriz de pla-

nejamento An (n:r'l. r+2.''') e sejam g e Y funções cont'znu-

as e derivávei.s de um parâmetro estrutural 9 , e seja On o
valor que minimiza (3.'32). Sc a sequência (An) satisfaz a

hipótese 3.1 e se g ê identificado. então

; o . qual\do n'--> o (3.3S)

Demonstração: lver Rodri8ucs 197s. pag's õ6-õ8ll
O Lin\itc (ta btatriz Informal:ío de Fishcr (to flodelo

Linear Estrtitttral.

+
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Sejam 1l. X2'''' .!n vetores aleatórios independentes tais
que !a tem densidade fa(X;o), a : 1,2,....,ndependendode g

Defina.cãó: A matriz informação de Fisher associada a a-êsima
o n '+ 'qq

observação ê dada por

!.(9) : E .1l;..--.- J4;..---- 1 . o.;a
» = l

Sob certas condições impostas nas densidades fa(x;o) e no. e.:
paço dos parâmetros, a matriz informação de Fisher pode ser
esc!'ita na forma

!.@ ' 'l -!:llir--
e.

[3.3b )

Definição: A matriz informação de Fi.sher li.mire associada a

sequência (Xk) de vetores aleatórios independentes é dada
por

! (9) : 1: 'i *E:!tQ) .'

n
(3.37)

em relação

Lema 3.3. Seja F uma função definida como em (3.13). Supo-

nhamos que os parâmetros Ê e Y da forma reduzida temiam der.i
vidas parciais de primeira e segunda ordem relativamente a 9

-P' spq - =e que sejam contínuas. Então.
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á l«-F':aH.) Y-:Ú l o .sn
8F
ao.

l

e
"''l ; $.a.-!

: «1 { .. .; -4 :-: #- l .
-1+ 2trlV e

ao l%\ { '.';.-: '«' ':'t ql:«,l{ '«';«-*.' ':'t;hl
} $,a.-".' ':T :; I': ;,l : «l --: =; x:: :,I'
Y": i«*-: ;: :-: =,1 ' «1 :':~;- i.,' :?lrl

DenónstTacão: a demonstração 6 feita usando os resultados de

mata'iões do privei.ro cal)ítulo jver Rodei.gueÉ i975,pag's 71-731

Lema .3.4. Seja X. satisfazendo (3.21) com matriz de pla

sequência (A.) satisfaz a [lipõtese 3.1 e
(n=r+l,r+2r'..). Os parâmetros da fo=

ma reduzida B e V têm derivadals de primeira e .segunda ordem

contínuas em relação ao parâmetro está.utural 9 . Então

1.(o)'----=----» 1 (e) quando n -''"' n .

isto ê. !n(o) ê um cstimador consistente de 1(9).
DemonstlaçãQ: Pelo 'teorema(3.2) . O. ---='--'-''-> 9. quan(to n --'+ n.

'' aB av '\' '

o pelo fato de --ã-oi ' ''a oi e V'l serem .funções
contínuas

nela

o . v ® l-n

+
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de g . temos gue

a B . p a 8
-s-'â-( 9n) --'=---"'" --5-e-- (1 1

a v . p a v

i' oXC On) --''='----'"' --S--i-( O ), quando n "''- n,

o.) ---!---,.. V-l ( O ), quando n --,- n.-n' -

Cano os elementos de !( on) são funções contínuas de 3-6= ,

V-l em On' então podemos afirmar que

) quando0 n n f.9

f

1( gn) 1( o ), quando n --,' n

Normalidade Assint6tica de o . no }lod.elo L:inear-JI

Estrutural

Estamos de posse de um estimados On de }í..V de o que foi de-
terminado através da equação

alog L('ià.Yn'9n)
a .o

a r(i.,Y..g.)
a Q

s"p'"';' y. ~ i,,,..f'9 : Y e !.

bcpq.}l!.. seja F a:função definida por (3.32). Sejam B eY

os parâmetros na forma reduzida que têm dóri.varias dc primei-

ra e segun(ta or(tcm contínuas cm relação a o. Sc (An) satis-
faz a llipótcsc 3.1. ent:io

ou. pela equação

+
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'; --iÍazr ) .'quando n ---'" n

Denons traç 8o :

jver Rodei.gues 197s. pagãs 78-79.)

Corolário 31l. Com as condiçoes do Lema 3.5, se On e un ve'

tdr tal que On ---=''"» o quando n '-"'» H , então
l a2F(9n) P, -.e:.:.:,.,- ---:----,- l(o) . quando
2 . agag'

Teo.rena 3.3. Seja X. .saltisfazendo (3.21) com a matriz de p13.

nejanento An e Un ''' Afpxn( O , V O in),. (n:(r+l), (r+2):'' ) .

Sejam Ê e Y os parâmetros na forma reduzida que tên deriva-
das de primeira--e segunda ardem contínuas.. em relação-elo pare.
metro estrutural 9. Se (.$.) satisfaz a llipõtese 3.1, então

quando n"--'>n., /=' j9n' 9l' d illo, l-l(e)l. onde Ên
É o esticador de máxima verossinilhança de g e 1(9) é a ma-

tei.z informação de Fisher.

bemonstracão :

(ver Rodrigues 197s. pa8's 80-821

E ia de G.rançlgg Amostras E3.13. ó l-todclo ELES!!r l,atente

Podemos encarar este 'ztcm como um caso particular dos .ante-

.z:i;ows, ou seja. representar o .vetar g como o vetou contendo
todos os parâmetros'.livres dc : . ! . + e v e quc scu ostj.iU.
dor de l-t.V o. seja aquele dctermi.nado polo processo de
Fletchcr e Po\.reli (1963)

+
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gg:ê.];ãllilg.U- Sej a- in. satis:Éa2íendo o r-.odeio linear latente
dado por (3.3)..com matriz de planejamento ên e

'ü pxnl - ' - O !n l (n:r+].,r+2,.''). Admitamos que o mg.
delo tenha sido identificado con:forme $. 3.4. Seja o o vetou

contendo os parâmetros li.vres de : , A , o e v , e On o est.l
nadar de l.t.V de g. Se a sequênci.a (An) satisfaz a llipõtese
3.1.; então quando n ---"'> o ,

A .r . ' n aB

a)' ã. ---:----+ o . isto ê o. ê um está.dador

consistente de o .

matriz informação limite de Fishet.

l(g.) ê um esticador Consistente

O . l-lío)l. onde ICO) é a
'- l ' -b) .'F ê - o-n -

--g----. M

de l(o)

Demonstracão:

O vetou o ê cohstitu'zdo dos parâmetros livres

gey. ComoBeVsãofunçõesdej ,.8 ..! e.yecono tem

derivadas de primeira e segunda ordem contínuas --:> ! e V

são funções de o e têm derivadas de primeira e segunda ordem

contínuas em relação a 2 . então

a) Pelo Teorema 3.2. segue-se -que ên ---"'-'---'» Q. quando n --'> n

b) Pelo Teorema 3.3. segue-se que

"lê - el -a-- ~le . !-:.e,l. .uando n

+
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c) pelo Lema. 3.4.. segue-se que

!(!n). --:L--"- !(g) , quan'lo n ---"', n
3.7 .- OBTElíCÃO DA P.UTRIZ INTOmtACÃO LllíITE DE !:!g!!B

3.7.1 - No 1.modelo Linear Estrutural

A obtenção dos elementos da matriz informação de Fiel\cr para
"nodelo linear estrutural ê garantida pela se8.uin'ce propôs.L

ção: Seja !n satisfazendo (3.21) com matriz d;e planejanento

$n e Un '' Mpxn 1- ' - 8 !nl (n:t'+l,r+2''.), e suponha que.os
parâmetros da forma reduzida ! e Y, ambos em função do para-.
metro estrutural o, sejam contínuas en 'relação, a g e tenham

derivadas de primeira e segunda ordem contínuas en relação a

Q. Se a sequência de matrizes de planejamento (An) satisfaz
a Hipótese 3.]., então os elementos da matriz ãn:formação limo.

te de Fisher são dadas por

Demonstragãp: jver Rodrigues 197s. pa8. 741

l:-: =::-: ";l(oj.'oj): tr ,H:-",

f

ei

(3.39)

3;7:2 - No 1-modelo Li.neat Latente

Para obtermos os elementos da matei.z informação limite de

Fisher sob o modelo linear latente, utili.zalwos: a seguinte

proposição:. Seja 3n satisfazendo o modelo li.cear latente
(3.3) - (3.S) com matriz {te plancjaPlcnto $n e

Un '' Npinl - ' - ® !n l (n'r+l.r+2'''). Se a sequência de

&
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matrizes de planejamento (An) satisfaz a hipótese 3.1, en-
tão os elementos da matriz i.nfornação limite de Fishcr com

respeito a : , A. , ! e ! são

ty l(eij'eke) : (A-'Y'lA.)it (g)je

2) 1(eij'lke) : (V'lA.)ki (Q :')je '

Sj" l(xj.j'Àke) : (V'l)ik

: (IY'tl: Dk. ' .(Y't)il:

4) 1(iij'eke) : l(2-õXe)l(v'lA.)il:(A'v'lÃ !)ej +

.. (Y l{)i. (I'Y'll .)l:jj
s) l(lij'vk) : (Y'l)ik (Y'iÂ !)]:j

6) 1(+ij'õke) : T(2-6ij)(2-6ke) l(!'v't!)ik
' (I'Y'll)ie (t'Y'it)jkl

7) 1(õij'vk) : l(2'Õij)(Y'ia)]:i

8) 1(vi'vk) : ';(Y'i)ÍI.
Os elementos restantes são nulos, por exemplo:

l(ei.l.ete) : i(Cij'Vk)

(3.40)

(V'.IA ©)ie+

JC

C11 A.'YI''! g) ]e

l(A'V a. ) +
Je

l
a)kj e

3.8 - TESTES Dn iiip6TEsns

Os testes

seguintes:
a) teste (le adaptação do modelo:

quc (tcscnVolvercmos aqui são os

t



b) .teste.de hip6'tese sôbre os parâmetros a . ! e ! ;

c) teste de hipótese sôbre o parâmetro : .
O primeiro teste é o teste dc adaptação do modelo linear es-

trutural, onde B e Y são funções do parâmetro estrutural o .

O segundo teste é feito en relação a a. , ® e ! . ou seja. en
função do próprio parâmetro estrutural o. O terceiro teste

é feito envolvendo combinações lineares dos 'elege.fetos de : ,
da forma Ç ! B B O , sendo. (late o modelo aplicado ê o modelo

linear latente. Seja !n a matriz dada por

!. ' ! ê. ' y. CS.4i)

onde .$n ê de posto' linha completo r< n,

definida (p.d) e Un ''' Pfisxnl Ç! ' Y ® Inl

3.8 . 1 de Ad-antacão do FTodelo

Seja A = rodas as matrizes Y(pxp).. simétricas e pos.i
uvas defil\idasj', e seja

B = {todas as matrizes g(pxr)}: Definimos:

a) a : B x A - {(!.'!); € B. y e 4.}

b) " -{(!.v): B € B. yeA e ! éfunção de 9}
Testar a adaptação do modelo lide

testar a llip6tcse '

, Xr positiva

unç'' "' !J
estrutural é o mesmo que

+
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(3.42)Ho' (B.v) € Q , contra

n.: (!.'y) € Q - u

onde B e V são funções do parânçtro estrutural o. observe

que ! ten p'r parâmetros,. Y ten { p(p+l) e o tem n parâne'

tios. Então Z = p.r + T p(p+l) é o nãnero de parâmetros de
B é. v. Logo o número de restrições impostas por IT. ê (Z-n)
com m < 'Z. Desejamos .agora determinar a estatÍsti.ea teste.

Para a realização deste evento, os seguintes fatos são da-
dos:

A

{.. : !. 8i(!..!;)-: e

x,: ' : !.l! - $;(e. ê.;)': tt.l !.; ,
que são esticadores de máxima verossinilhança !\ão restritos

de ! e y. .onde !n '" Mpxrl- - Ç! !nj'
Seja !n um vedor (Zxl) constitui'(to de todos os elementos dis

tintos de 'ine Vn' Logo

max lo8 t(!.Y) - c - '} r( 'í.) : c - }njlos(lyl)'pl (3.43)

Seja 9 o vetou Cmxl) que é cstilnador de mini.ma vcrossimill\a2.

ça de o ' B e Vn são cstinaclores de máxima vcrossinilhança
de e e V sob a restrição (te 11.. Logo

+
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!. ' }';. Ê. ê.)(!. Ê. ê.}' .

nax lo8 L (B ,V)
U

CS.44)

- c - :'«li.n(l11
-1

T)' tr(\

C atÍstica

''u :--Ê-- . onde Lu é a a função de vero ss inilhanc a
'a

sob HO e LQ sob Q .: Seupue-se que

n T. . nnv Inn
Q

xn q - 2llog Lu - lo8 Ln

1. (B .lr)

(3.45)

nulos(lyl) ' tr(y'l !) - ios(IY::l)

Para obter a distribuição de - 2 1og Xn' quancTo n 8
usamos Q seguinte teorema

-1 T)+ tr(X/

grande,

Teorcrta 3.4. Seja X..satisfazendo (3.41) para '( n : r+l ,
r+2..'.), e sejarl R e V parâmetros na forma reduzi(ta, que

são funções contínuas én relação a o e com derivadas . parci-
ais de primeira e segunda ordem contínuas cm relação a. O

Se a sequência de matrizes de plancjancnto (An) satisfaz
Hipotcse 3.1. então quando n ---+ -

2
XP B (3.46)

+
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onde o = Z-m e -2 ].og Xn ê dada por (3.4S)

Demonstração: (vcr Rodrigues 197S, pag 97) .

Concluznos pelo Teorema 3.4 qué a região crítica (!o teste ao

nível a ê dada por

2 1og l.n (3.47)

ou seja; rejeitamos 11. nesta rufião.

3.8.2 - Teste de llinn'teses .cH Rclac:i.o a. A o e V

O vetar o' = (o,.o....o..) contêm todos os ;'arârtetros- ' I' z n

livres de A , Q e v. Então, testar hipóteses s.obra rcstri

çÕes .in.)testas a A , Q e '7 e o mesmo Cite testar hipi;teses irt

pondo restrições sobre o parar.tetra estrutural o.

Seja

llo: $(9)

i\: ''g(9)

CS.4s)

onde $ ê una função vcForial (te distensão s, isto Õ ,

g'(9) ' (81(9), 82(9)'''gs(9)). con g, € Q C Rm . Supondo
club as g.i.í=1,2..:.,s, são col\tÍnuas cri relação a o e cora dc-

rivaclas patciai.s de primeira órdcn col\tinhas cm relação 9 .
então as restrições g.i(9) : O V 1:1,2,....,s, impostas por
1{..\' são eqttivalcnteí as restriçacs de colocar as

Oj ' hj (al,a2'''''ad). 1:1,2,...,n e 'd B n . onde as ftmções

e



h.i, j:ln,2,....,n, s:o contínuas ern relação a ! e com derivadas
parciais de primeira ardem contínuas en relação a ! , onde

!' : (alfa2'''''ad): jver Rao 1965, pag's i49-1Sol. Este re-
sultado laode ser verificado, usando-se alguns teorerlas (te

Análise do IRn (vêr Spival{ !965, pag llil .

Seja gn o esticador de máxima verossinill\onça não restrito
de" O e o. o estirador de maxi.na verossimi.Ihança (!e 9 sol.) a

Tese.Tição de. Ha'
O teste da razão de vêrossimilliança é dado por

À:. B - 2jmax ].og L -.max loj

- r(e.)1, onde

Q B 4conjunto de todos Ós parântetros livres de A. , ! e. !, s-

entados na forma vetorial 9' : (ol'''om)} e

u :Ígen;.g(g) : O}.. A estatística teste(-2 1og Xn) tem
di.stribuição limite X2, quando n ---->' n . A verificação de:
te r.esultado ê. vista através dos nossos argumentos do .Teore-
ma 3.4, adaptados para este teste.

3.8.3 - Testes de llipótcscs Lil\cara! sobre : .

O parâmeti'o : ê o parâmetro do modelo linear geral da-

do em (3.1). . Ent?ío o teste de llipóteses sobre : é dado por.
H.: C : B B O . contra . (3.SO)

74

(3.49)

n= -n

H l

+



onde C (txq) 'e B, (rxs) são matrizes de valores constantes cg

nhecidas. e têm.posto linha completo (t 5. q) e posto coluna
completo Cs 5. r) . respectivamente.

75

A e da Razão de }lãxina Vel'ossinilhanca

Para o"desenvolvimento deste Item utilizaremos os seguintes
valores:

a) a função F definida en (3.13)

b) os esticadores de.máxima verossini.Ihança :n'An;n e 'rn de
, A .. o e Y , respectivartente.

Teorema..3.S. Se : esta subordinada a hi.pótése. H., então
valor' ! que.minimiza a função F condici.onado aos valores

dados de A , o e v ê dado por

(3. SI)

onde : ê o va]or que minimiza F condiciona]. aos valores

xos A . o e v. quando $ é não restrito

! ' (ê$ ' ) -iel 'i. . (M' ) 'lÇ' Ç(ê;Y'lt)'lÇ'l içÍ! Si - (Ã.'v'lA)'

Demonstração: .Desejamos minimizar a função F em relação a

com valores de A , o e v fixados. sul)ordenado a restrição
O. Este prol)lema, é tim ]lrol)lema de mil\ido co)\(tido

para a sua solução. ttsarenos a r\atroz nultilllica(tor
de Lngral\Se ICsxt). c mininizarcnos a função

+
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(3.S2)í(!.L) : r(:1) + trlL'
com respeito

Z A'
n -

C'J. B (3. S3)

e

a f
a ,L

Fazendo -.:2--!= =. O . obter\os

A) : . CA A')

.{

mas o estirador de máxima vcrossinilhança de : não

suje.ito a a , ! ç X fixo's, é dado por

g A eV-lA l!'YT:! ê'' - } s ' i g'l .ê {',-:,

(3'. S4)

A tV''tX A' - ;' ç'il !'. l.g.
c' (3.55)

restrito,

-1 -1
)a)CI'Y V X AA (3.S6)

Substituindo(3;56) em(3.5S), terias

= -1ln
)1) LB ('3. S7 )

De (3 .S4) obtemos

Em (3.S6y. multiplicando a direita de

por C obtemos

(3 . S8)

por B e a esquerda

n
2

daÍ obtemos o valor cle

-1 -1
C (A. v â. ) L B'(A (3. S9)

+
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(3.60)'{ lçlu'x-:a,'l: ç'l':s g 1l!' 'ê
Substituindo (3.61)) em (3.57), obtemos

Desejanos usar aqui o teste da razão (te máxima verossinilhan

çêt8 mas para obter. este teste, teremos que determinar o está

madbr :dó máxima verossinilhança não condicional .de !, sob a

.restrição lln. Para -isto, procederemos da seguinte maneira
mini.nizaremos a função ÍC: , A , o , -p) en rellilção !is matri-

zes.paramêtricas $ , © e 11, usando a tácni.ca de Fletcher
Povíel]., em seguida, substituindo estes valores obtidos em

obtemos : . Então, o.teste da razão de verossimilhança ê

«I'(i,ii,;,i) - ...:,i,i,!)l.
2 1og' in --"''"'---''> Xu ' quando n ---» n , . (3.62)

onde u

O teste.da razão de verossinilhança envolve diversos cálcu-

los de estimação de :. determinando : , : . : e :; por isso.

uma outra opção para testar a llipótese (3.50) foi encontrada,
8 estatística de I'/ald. O teste dc I'.raid não utiliza os csti.-

madorcs de .mãxiüa verossimilliança restri.tos, .significa (ti

zer. que õ um teste mais vantajoso
B - TESTE DE \-ül.D

Para o desenvolvi.mento desta parte. .necessitamos definir um

q'Y':P':c' IÇU'X':âi':Ç'.I': Ç g ! !'($$.)'11l!'c$$')
l

(3.61)

+



vetou formado pelos elementos de uma matriz.

Definição. Seja A uma matei.z (mxn); definimos o vet A como

sendo um vetou (n.nxl) contendo as colunas de e. , colocadas

uma sobre a outra da primeira a n-êsima, respectivamente.
Como consequência da definição de vet ].. pode ser mostrado

que. se $ ..! e Ç são matrizes tais que o produto A B C exiã
te. então

vet«A;.P'.Ç) : (Ç' ® $) vet !

jver Neudecl:er. 19.ó9, resuJ.tado(z.to)l .

Seja

(3.63)

€ = vet .: e (3.64)

e. = vet : . (3.65)

onde :(qxr) ê a matriz de parâmetros desconhecidos do modelo

li.cear geral (3.1) e :n ê o estirador de máxima verossimi-

Ihança não restrito de : . Então o teste de hipóteses. (3.SO)

pode ser. expresso na forma.

no: (!' ® ç) Ê : g

nl: (!' ® S) Ê # 9

Seja 9 o vetou de parâmetros estruturais. cujos primeiros
q.r elementos são os elementos de S e os restantes. são para.
metros livres de 1. !1 e !.. como em(3.18).
A matriz informação limite de Fisl\cr em função de. O ê dada

por

L .s . oo J

+
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(3.67)
!il(9)

!2i (9)

!iz(9)

!22(9)
l (o)

:il(9) :lz(9)

g22 (9)
!'l(9): CS.ó8)

:2i(9)
com

t

!ilQ) ' 1111(e)-!12(e) ! !m'!zi(9)l ,

jver Anderson 1976, pag 68)

A estat'estica teste de líald (1943) é dada pior

Vn' n!;(!oç')l(!'oç) :li(Ê)(!aÇ'jl (!'®Ç) !

onde g e gll(o) são esticadores de máxima verossinilhança

de g e Jll(9); respectivamente.
Para a determinação da distribuição limite, enunciarcnos o
segui.ntc teorema

(3.69)

(3.70)

!se!.çna..!.!.g - Suponha que X. bati.sfaça ao modelo linear la-

tente (3.3) - (3.S) com matriz de planejamento 4. e

Un " Wpxnj-- ' Y ® in l. (n:r+l.r+2....). c com parâmetros
estruturais : A + e v . tais que Esati.afaz
onde Ç-e B são matrizes de valores conhecidos. Suponha q.tte

o modelo seja identi.ficado c que g é'cja o vctor dc parâme-

+
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tios li.vres.' Se a. sequência (An) satisfaz a llip6tese 3.1 eB
tão

Wn' d XP ' quando n --'+ n. (3.71)

onde i; = t.s ê igual ao niinero de restrições impostas por

Ho'

Demonstraçaq: (ver. Rodri8ues 197s, paul 1081

A região crIEi.ca do teste ê

". ' *;,:-. ,
onde a é o n:vel de significância.

(3 .7 2)

C ência de Pitman

Suponhamos que as alternativas bati.sfaçam a

onde n é um vedor de valores fixos.

O teorema que se:ue dã a distri.l)unção limite da estatÍs:teca

de IVa].d I'rn' sob a condição alternativa (3.73)

l
n +® c) (3.73)

Teorema 3.7. Suponha que Xn satisfaça o modelo linear lato.2
te (3.3) - (3.S) com matriz de planejamcnto 4. .

U ''' AlpxnÍ .' Y O !nl e .parâmetros estruturais :n' A. + e v.
onde :n satisfaz (3.73) para (n=r+l.r+2.'''). Se a scquên-

ci.a de matrizes (te plancjancnto ($Ú) satisfaz a llipótcsc 3.1.

+
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então

In (Ó). quando

onde z} = tls ê o número dc graus de liberdade c õ
metro de não centralidade. com

!'l (!' ® ç) i'(9) (! ç') l !
: jver Koarigues.l.07sl

gbãSi::ii;sãe,: A região .crítica do teste é dada por (3

tão o poder do teste quando a alternativa 11. for
Hl: (B' ® C) E : ! ,:é dado por

!n:( ! ) ' 'l x3m
onde o parâmetro de não centralidade é

"'1l (!' o ç) 21 Q) (1 8 ç) l =

(3.74)

e o para

(3.75)

72), en

(3.76)

(3.77)
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CAPITULO - 4

O ['MODELO GE]ZAL DE ESTRUTU]ZA DE COVAR]ÂNCIAS

4.1 - INTRODUÇÃO

A analise de estrutura de coxariâncias 8 un método ge-

ral para analisar testes de medidas educaci,anais, psicolõgi.-

cas, etc. Esta anã.liso ê amplamente .apli.boda nas ciências

do. comportamento. Ten por fina]i.dado detectar e ava].iar fo11

tes latentes de variação e covariação nas medidas observa-
das. A têcni.ca da analise de estrutura de covariância ê a

de produzir variáveis latentes (não osso.rvadas), as quais

têm a função de juloaar o parentesco entre as variáveis obse=
varias. As variável.s latentes possuem todas . as i.nfornaçõcs

necebsãrias referentes ãs i.nterrrelações lineares dos índic.g
dores observados (variáveis.observiídas). O modelo que abor-

daremos aqui, ê aquêle apresentado por YoreslioS, li1)70-al .e
j19721 .

4.2 - O llODjiLO Gl:leAL

Seja 3 o vetou (pxl) de variáveis observadas quc tem
8 forma

X = u 'F' B A E + B c+c. (4 .1)

onde !(rxl)-, S(qxl) c 11(pxl) são vetorcs latentes não cor.

I'clacionados dc vara.anciãs. c covatiâncias õ . v2 e. (ili)2.

+
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respectivamente, e u. = EI ! 1. A matriz de variâncias c co-
va.riâncias do vetar X é dada por E e esta matriz tem a expaB
sao

f !$l $ ! ê' . !: l !' . (D:
onde as matrizes !(pxq) = (f3ik) e A(qxr) = (Àkn), são matri-
zes de parâmetros desconhecidos, como também, a matriz simé-

trica !.(rxv) ': ((lim) e as matrizes diagonais !Cqxq)=(6ke Vk)
e (E3)(pxp) : (6ij Oi),.onde 6ke:lsek:e e6ke:0 em

caso contrario.

(4 . 2)

4.3' - IDENTIFICAÇÃO DO FIODELO

No modelo geral (4.2) se fizermos a substituição de B,

A , +e.Y2porBT'l, TI'AT21, T2 ©T2 eTI Y2TI' respec'
ti.vamdnte, mantendo.qlll)' , verifica-sc que a matriz }l pérnane-

ce a mesma. As matrizes 1l(qxq) e !2(pxp) são matrizes não
singulares quaisquer, tai.s que 1l .Vó TI seja una matriz dia-
gonal. Pelo que foi exposto, observamos que existe uma grau!

de quantidade de indeterminação no modelo geral. Por isso,

para obter um conjunto único dc parâmetros e sêu conjunto de
esticadores associados, algumas restrições são impostas.

Os tipos de restrições que podem surgir sobre os parâmetros

do modelo (4.2) são: lç) param\etros fixados (par:inctros com

valores conltccidos) .' 2ç) parântctros restritos clcsconhccidos

+
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Cos l)arâmetros são desconhecidos. mas alguns dêles são i-

guais) e 3ç) parâmetros livres (.parâmetros ]l:ío conhecidos
e diferentes)

4.4 - ESTll-LIÇÃO

Seja X. uma matriz (l-rxp) de }{ observações sobre p va-

riáveis.. St.tronos que os vctores linhas de .X. sejam indcpe2

dantes. ..e. que tenham distribuição normal multivariada con ilt2

triz de'variâncias ê covariâncias >l

Amatriz 11 tem média dada por

onde 'ê (Nxg) : (aasl)' 1l (hxp) : (ptj.) são matrizes conheci-
das. tais que posto (A) : g = N e posto (!) : h = p, enquan-
to ! é uma matriz param8trica.de dinens:ío (gxh).

A matriz de variâncias e éovariâncias .i tcm a forma (4.2),ou

seja. }i : 1l A p A' + !2 l + (EI)2 .
Sejam U (gxg),'V (unxp) e !y (pxp). matrizes provenientes das

matrizes A e .X . que são representadas por

[ 'E C4.s)

y ' -#" ê' $

Y : -F $'É

y ' -l- .x':

(4.4)

C4 . s)

(4.6)

+
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Definamos a função T(:) por

TG) : -Fl:':: - $ : 1'

= t.l - P' :' v - v' : P + P

O lo8aritimo da função de verossinilhança ê dado por

c:«? - '} " :l''ali' - '} .!;

t
d

(4.7)

l N loglog.L ü -
2

P
Ú ,.U ali:l

u.j) , ' (4.8)
e azz são elementos da matriz média EI X l e da. in

versa da matriz de variâncias e covariâncias }l'i, respecti-'
vamentc.

Omi.ti.ndo o termo constante. a expressão de lo8 L pode tanb8n
ser escrita como

{ «l :.,çili' .' -q 1 3-:, l
Para determinar os esticadores dc máxima verossini.lllança de

B . A . $ , v.e (!D basta determinar os valores destas nta-
trizcs que naximi.zam (4.9) ou qt.te minimizam

onde ! : !(:) dado por (4.7) e E tem.a decomposição (4.2).
A função F -é encarada como uma funç:ío de ! , ! . ! , $ . v e

(g) . uma veí que ! B !(:) e i 'são;fünçõcs dc B . ! . ! . !
. ®

F - .l
'. 2 log(1>11) + tr( T }l'l)

log L (4.9)

(4 .10)

+
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s aCTiva(ias da função I'' sao dadas por

g' - é.B;(:l - â : !) 11'l!'

aF
aB

(4.11)

')

(A 0 A' + V ') (4.12)

(4.13)

f

1;{ - 2 !' 2 ! ! !

;l'n 2 A' .B'. Q B A n dia8Í A' B'

.21 = 2 dias .(B+ Q B)'r

(4 . 14)

(4. 1S)

(4.16)

onde !.:, l !-: (4.17)

Vamos considerar três casos especiais para a determina(ão

dos esticadores de : , ! , A , Q v e 0

A +. Caso Geral

Nosso primeiro objetivo é determinar o estimados .clc

E fixado. Fazendo gi} = 9 em (4.11). temos quc

i "'i'3 - $ : 1l !-: e' : 9 .

para

(4 .18)

daí temos a solução

u': Y !': !'l! !-: !.I': (4.19)



R7

onde : recebe a notação :r '

Como na analise fatorial, nosso segundo objetivo é determi-

nar os valores de ! , .A , 2 y e a) que mi.nímizan a função

.í(!' . ! . ! :, ! ; (8) ) : m:n rl ! . ! , ! , ! , ! (g) l:
: rl ê , ! , 1 , ! . ! , g) l. «.ZD
Para mini,nizpr f, colocamos os parâne:Eras livres de B , A

e v e €1) ., respectivamente, en forma de un vetou o'u .lol
02'''',Onj' o que significa dizer.. que f aoaora é vi.sta con:
função de ol' o2'''''Qm' Por outro lado, ês cxprcss3cs ana-
[Ítícas .dàs derivadas primeiras de f em relação a ]3 , A , o,

v e €1) , existem' e são iguais :is derivadas primeiras de F
em relação a B , A . ! ,. y e (8) . respectivamente, no va-

16r :E' jver Yi;reskog, (1970-a) e Ci.072)l . Assim, estamos m=

ni.dos das condições l)ara aplicar o método de Fletchcr e
Po\.reli. da mesma maneira como foi usado em analise fatorial.

Para o método de Fletcjter e Po\reli url programa dc cõnputador
é dado por Gruvacus e tõresko8 (1970)

B As matrizes envolvidas no modelo geral são da-

das por. â(Nxg), !(hxp). !(pxq). &(qxr), !(rxr). !(qxq) e

(D (pxp) .

Para este caso. as seguintes restrições são feitas junto ao

modclo8cral:r'qup.!'!p'- -P'- -(B):Ç!
Além destas conde.çõcs. tomamos : não restrita. Desta forma.

+

+
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©) . significa dizer, que inic.ialmente detcrninare-
mos o estirador de : condicionado a un dado $( E =

Para este modelo, as derivadas urinei.ras de F são

E'i ?. '' (4.2i). Z A'
N -

aF

o, e

Fazendo --!!- = 0 , obtemos o E.}!.V de : condicionado a dadaa: - '

l P'( P }l'l - P')'l: Por outro lado, o valor
de }l(. }1 : ! ) que anula (4.22) ê }l : T( : ). Signo.fica di-
zer. que E fica em função de : . Desta maneira, o processo
de Fletcher e Po'urell pode ser utilizado.

Usando o processo de F]etcher Pot:re]]., encontramos o E.}t.V de
+ +. .Bque é dado por

u-l v s-l ;. (P s-l

onde S = IV - V' U'l V ,

e o E.IT.V de }l ê dado por

>[ : '! ' g' y ]] . u.zs)

onde . ê : !'l Y - i ! . (4.2Õ)

r) scRu=(!o ncl},.o Jq (4.2S) 6 igual a !.( : ). pois. substitu-
indo(4.24),(4.26) e sua transposta cm(4.2S). temos que

2g -. diagl Q l
(4.22)

onde

(4.23)

(4.24)

+



E = ti -. v' u-l v + fv' u-l . p'

B IV - P' :' V - V' : P+ P' :' [J : P: T(:)

2+) Assumindo as hil)Õtescs de (IQ) acima, e fazendo P una ma

triz quadrada não singular, verificamos que (4.23) tona a

(4. 27)

d

ulu

forma

Uma:vez que : ê representada por (4.27), ehtã.o

n C4. 2s)

(4. 29)e

quadrados (tetermipodemosS mÍnImos +

4.S - TESTES DE.}llP6TESES

A te de hipi;tese sôbre

Um teste que pode aparecer para : é o seguinte

H :

contra H.

Através do processo do
nar as matei zes

Se = D' (! !'l P') D (revi.da ao erro) (4.31)

Sh -(C ! D)'(Ç 11 Ç')'l (Ç Ê 2)(sob a hipótese)\
(4.32)

.«.. Ê - v': . l! !': e'
Sejam XI 3. X2 3. ''' Z Àt os valores próprios da matriz

(4.30)

+



As estatísticas testes que podem ser usadas são: a da maior

raiz. da soma das ra'lzes e razão de verossimilhança. O. tes-

te da maior raiz ê devido a Roy (19S3); o da soma das raízes

ê devido a lâwley (1938); o teste da razão de verossi-milhança

ê uma extensão do X-teste de IJilks (1932) e pode ser usado

com a tabela de correção dada por Schatzoff (1966). Quando

N cresce, o ya].or IN-g-Cp-h) - ; (t-s+l)l vezes a razão de
verossi.Ài].hança, ten aproximadamente a distribuição xó com

st graus de libcrdadei

B (4.9) al)resentamos o lo8arÍtimo da função de verossi-

mi.lhanaça pela formula log L = - { Nulos(IEI) + tr(T i'i)l e

a função F por F : ]lloS(1>11) + tr(! }'])l, onde ! = ! (:)
esta definido em (4.7). Seja F. o mínimo da função F sob

qualquer hipótese }ln' referente ã estrutura parametrica do

modelo geral. e FI o mínimo da função F sob a alteTn&ti\rã
HI' A técnica da razão dc ulãxima verossimilhança 8 crtpre8a-

da aqui para testar a hipótese flo contra a alternativa lll'
A razão de verossimilhança õ dada por

onde Lo 8 a função de verossimilhança sob llo' e L]. sol) lll

Assim. -2ioaí-Rira-rll. (4.S4)
on'te. FI ! Fo

90

Ll
X 8

L0
(4.33)

+



A estar'zstica u = - 2 1og X. para }'l bastante grande tcn dis-

tribuição x2 con.o número de graus de líberdad:c. igual a cli

ferênçã dos. niimeros dc parâmetros estimados sõ,bre 111 c llo'

gs cálculos das soluções sob. 11o e }il são gcraanente requisi-
tadas.. Tomemos como exemplo o segundo exen?lo (!e B de(4.4),

supondo que sob lll' a matriz P ê quadrada não sin8lt].ar. En-
tão'sob lil, os E.}t..Vts de : e E são dador poT .(4.27) e (4.29)
A. estatística teste é dada por

u ' iJlr. - I'g(lêlil) - PI

com .d = gp + } pCp+3.) - n gra\is de lílerdade, on(!e m ê o
número de parâmetros independentes estirados sob TTo '

91

C4.ss)

4.6 - Casos PARTICULARES Da }'MODELO GERAL

lç Analise Fatorial

O modelo cle analise. fatorial apresentado em (2.1) ê da(!o por

Xn AY+ !, onde:IYl=O e SI Z 1=0 . Aqui,tomate -
mos. X(pxl), Y(rxl) e ;(pxl). A rtatriz dc vaTããncias e cova-
riâncias de X tem a expressão dada por (2.2). ou seja,

n Elz z'l B r(pxp) e A(qxr). Colocando v.2 no lugar dc ! . o
modelo (2..2) toma a89ra o se8uintc aspecto:

= g(rkr) , Var !Y Y'
} : A o A' + v. onde Var
= -. - - '

!
: E

(4 .36)

onde !2. n nlZ z1l. Assim; fazcn(to ! B !q e Q)
no Rode

+
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Significa dizer que. o modelo fatorial (4.36) ê un caso par-
ticular do modelo geral de estrutura de covariâncias
2e '» Análise de :Componentes Principais.

Vimos no cap''ztulo 2, que a analise de componentes principais

é um caso particular da analise fatorial.
Omodelõ de.analise de componentes principais, esta represen

lado en (2.39).pela formula X = r' Y , .onde X(qxl) c Y(qxl),

com EI Y l = O. .A matriz de variâncias e covariâncias de

! é expressa por ! : ! ! ! , onde !(qxq) e VarIYI : !(qxq)

Fazendo ! B .lq.' (8) B O . v = O e A B I''. verificamos que o

modelo (2.39) é uh caso particular de (4.2)

3e) Analise de I'rajet6ría

a) Começaremos com o exemplo (2.1) da secção (2.4) ,

representado pelas equações

nl. ' vll €1 + 'r12 €2 + 0 E3 '

n2 : a 2]. nl + y22 €2 + O E3 '

t13 a32 n2 + y33 €3 '

Estas expressões podem também ser escritas na forrta

nl-' YllÇI '+ v12 €2 + 0 €3 .

n2 ' a2Pyll€1 + (a21 'r12 + 'r22)E2 + 0 €3'

ti3 ' a32a21yllEl+a32(a?l'r12+y22)E2 + y33

que e

(4 .37)

(4 .38)

C3

+
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As fórmulas cn (4.37) formam as equações estruturais, enqua2

to as f6rnulas dê (4.38) são equações na forma reduzida.
Temos seis parâmetros nas equações estruturais, Nas equa-

ções de forma reduzida. temos nove parâmetros, sendo dois n=
los e os restantes em função dos seis parâme:Eras estrutu-

rais.

Definamos agora uma transfo.rnaçao biunlvoca que leva (a21 '

a32 ' 'rll '.'r12 ' y22 ' 'r33) em (p . b , 6 . e . + . K) que
ê dada por

d

H ' u01 9

u.-: a32'a 21 '

6- ' 'r]]. '

c : Y12

+.' 'y].2 + ('y22/a 21) ,

K : y33/a32'a21

Com a transformação paramêtrica (4.39), as expressões de

(4.38) tomam agora, o segui.nte aspecto

ril ' 6 EI' + c E2 + 0 E3

n2 ti6 EI + uOe 2 0 €3
n3 U6 EI + 0eE2 ÜK€3

supomos que nl' n2' tl3' €1' E2 e €3 não sejam dirctamente ob.
servidas; mas queyi :pj..+ tii+ ci e xi:ui+.ej.+ 6j. '
iu 1. 2. 3. sejam observa.das. Os parâmctzos pi e pj.' são

(4.39)

(4 .40)

+
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médias.de yi e xi, respectivamente, enquanto ci e ói são os
favores erros de med.idas, i. = 1, 2, 3.

Defi.Ramos as natrizes B e A por

1 0
0 p
0 0
0' 0

0 0
0 0
o 0
0 1

0 0

0 0
0 0
0 0

(4 .41)

.B :

o o o o

6

6

6

l

0

0

C

$

Õ

0

l

0

K

0

0

l

como consequência das definições 51e B e A. temos

6

o6

l

-0

0

C

0

l

0

0

0

UK

0

(4 .4 2)

B.Ã.
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Colocando os yi's con os xi's na forma vetorial, ter\os

-Y n

:l -«

(4.43)
+

+

X €

yl

y: l,
.y3

xl

x2

x3

ol
u2

u,J

ul
p 2

u3

nl

" 2 l .
ti3

EI

Ç2

€3

el

c3

61

Õ 2

63

É fácil veria.car que

n

(4 .44)

€

Substituindo(4.44) em(4.43) temos

= 1 1 n

C

C4 .4 s)
X U

!

r Y
A matriz dc variâncias c covariâncias acl ;
sao

tem a expan'

l:'!. . Gly «'4n
on(te ! (3x3) é a matriz clc variâncias c covnriâncias d.c € c

+
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(8)2 (6x6) é a matei.z de variâncias e covariâncias de l ' l.
A matriz (18)2 ê.diagonal. I' 'r J

Concluímos que a expressão (4.46) é o caso particular

(4.2). quando se faz ! : Ç!

b) Agora, trataremos do exemplo (2.2) apresentado no segundo

capítulo.

Denotaremos A pot

dê

al

a2

a3

g

0

0

0

0

0

BI

'B 2

B3

l

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

l

xl

X2

X3

YI

Y2

Y3

€

n

61

62

63

cl

e2

c3

e

Logo. a expressão (2.56) tamt)em pode scr escrita nít forma
A E - (4.47)

+
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A matei.z de variâncias e covariâncias de ! tem a expressão

>l = 4 9 A' (4.48)

Este modelo.foi .discutido por Costner..1969 , onde. a matriz

de variância's e covariâncias ! possui a forma
l p o o o 0 0 0
P 1 0 0 0 0 '0 0
o o oÍ o o o o ' o
o o 'o oÉ o o o o
. . . . .i'-'. . v
o . 0 . 0 0 0' oÍ 0 0
o o. o o o o .É o
o o o ' o -P o o .á

Com os dados anteriores, verificamos que (4.48) Õ um caso

particular de (4.2), quando se faz ! : !6' ! : 9(ó x 6) e

(B)z : 9(ó x ó).

c) O exemplo (2.3) é (discutido por ITauscr c' Goldt)crE

1971 . As expressões (2..S7) apresentam a forma e : !'! + o

e Y = B E + u' .

}lauser e Goldberg adimitem que ul' p2 e u3 sejam ntutuamentc

não correlacionadas e D : 0. Denotaremos por }lyy e }xx as

matrizes dc covariâncias de ! e !. respectivamente. enquanto

E.... é a matriz dc éovariâncias entre 3 e 11kxy ' . ' '

C4.40)

+
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r Y

o vetar l ' l com matriz de variãnci.asr x

Í !,, ;*,'
l!*, !-.

expressões (2.57) tiranos que

!w '!!'!- !!''gÊ''''.'.

!xy .ê ! Exx' tal que Exx seja não
temos que

Seja dada por

Das

DaÍ

C4.se)

restrita

:' !,:,. ! !' ''' ! !. Q'
(4.SI)

(g !'

Fazendo
3xl 3x3

0

9 13
3xl

lx3
t C4 .s2)

3x3
a

0
3x3

3x3
0.

0
3x3

! dias(l.o.olo) e (8) . on.de

PI
g ' l o

0

0

g
p 2.

0

0

O 1 . verificamos que >1 satisfaz
a

P3

8 condição (4.2)
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Pois,
+xx B' + a 2 :xx

!.1 (g !'ll,.Í)'

'Ê !' ;lxx B ' B B '
+

B ' 0

Ê !' !xx
3x3
0

0
313

0
3R3

3x3
2a

3x3
B a '

+ !.1 +

0
3k3

0
3x3

3x]. 3x3
0

0
3xl

0

0
l
0

0

0

0

0

0

0$,

[ :'
0

1l.!!'!'.!:l!'. ®:0

+
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Signo.fica dizer. qüe o modelo do exemplo (2.3). é um caso pa=
ti.c.ular do modela (14 . 2) .

4ç)

Seja N o nu'mero de observações de uma variável aleatóri.a e m
ó número de grupos independentes, onde cada grupo tem na ob-

servações (l >1 n..= N ). Cada observação ê medida en posi-a=l
ções di.gerentes .tl,.t2.'''tP' num certo .intervalo de tempo
Assim podemos considerar a curva de crescimento

EI xt 'l : 'eso + Eslt + '''' + 'eshth

s = 1,2...-m. isto ê, estamos de posse de um modelo do tipo
(2.S8) onde $ (N)m) é a matriz com as nl li.nhas (1,0,...0).n2

li.nhas (0,1,...0) ... e nn linhas (0,0,...1), a matriz

E (mxh+l) : ( esk) e P(h+lxp) : (t{).
O valor esperado da matriz das observações X é dado por

EI x 1 : 4: g ?

bservamos que (4.S3) tem a mesma forma de

l

0

(4.S3)

Fazendo

(4.3).
Suponhamos. agora. ;que as variáveis. Xt também satisfaçam ao
Processo de.IVI.ener

Xt - pt +.ZI + Z2 zt ' çt C4 .s4)



onde pt : EI''Xt 1. os zt (t:1,2....p) são variáveis com in-
crementos. independentes e ct é a variável êrmo dc medida. E.:

te modelo também pode ser apresentado na forma matricial

101

. X=p + LZ + c . (4.S5)

-.. i;: l*:.*:,...*,l, !': I':,,:,...,,;l, «': b:,-::'..,-.l ,
e' '' lcl'e2PV'rcpl e L uma matriz tr.iângular inferior.
A matriz de variânci.as e covariâncias de X tem a forma

a
L $ L' + qr' (4.S6)

onde 0 ê a matriz de variâncias e covariânciab de Z , vz .e a

matriz de variância e covariância de ç . A expressão (4.S6)

tem a mesma forma (4.2) fazendo, ! : l , (B) : o e A : L
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5 . 1 '- EXEFIPLO NUíÊRICO

5.1.1 - Introduc3o

Este exemplo ê apresentado por Rodri8ues, 1975.. Os d2
dos simulados são usados para. a obtenção dos esticadores e

para elaboração de testes

S:.1.2 Dados Iniciais

Consideremos as seguintes matrizes

] .
0.9
0.7
o,s
0.3
0.1

o 'o . . . o l l . . .l

1 1 ... 1 0 0 ... o0 0l

0 .0,8

': l f '.;
y 2 1 1 0.4

'r3 1 : 1 o.s
v4 1 1 o,ó
v . J 1. 0.7

0,18 0,30 0e42 0, S S 0 .66

0. 2
!2

0

0,2
0.4
0.6
0. 8

di.ag

A At B '
1, 08 1e40 1.72 2,04 2.36

1.11
0.63 0.93

Y - t0.4s 0.43 0.91
0.27 ' 0.33 0.39 1.05
0.09 0.23 0.37 0.SI l e3S

200onde
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â C- + V' T trãmetros

0

As restrições são apresentadas sòmente nos pa

Tais À12 de A e 'p , onde X12 : 0 e o : l2 '

S.1.3 Simulação

A - Os modelos utilizados a(lui. são os modelos (3.1) e (3.2).
ou sela,

A + e.

0 2x2 2k200 2x200

A Y + . Z

Sx200 5x2 2x200 Sx200

As expressões (S.l) e (S.2) podem também ser apresentadas
nas formas

'! : l11 12 ''' 1loo ]lloi 1102 ''' !200

CS.l)

(s.2)

CS.s)

=

=1=1

! : l31 !z

l«:.!:

!; . l,:: ,::l.
:;- l.:: .::l.

1loo 1loi :i02 ''' :200j '

1loo !xoi !ioz ''' !zoom

'!!xoo $1loi !!i02 '''alzool '

1loo :lol !].02 ''' !zoom ' onde

á . l::: :«l. ;; . l::: :::l .
x' ' lxij. x2i' x3i x4i xsil

e
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1,2,...,200, com ei ''' l/2l9 . +l
t i-ZZ siJ 'li '2ii

$.' '', Nsl 9 . ! e

B gerar dados da primeira população, faremos o seguia
't.,!

le) gerimos duas variáveis aleatórias //(0.1) (normal padrão)

para formar o vetou 11; ,

2e) em .seguida,. somados !; + :; = YI. ; i:].,2,.i..,loo, onde

é o primeiro vetou co.lula de ! dado em 5.1.2,

3,e) .e para obtermos o vetou Zi. gerados cinco variáveis alem.

terias fJ(0.1) (normal padrão), en seguida, multiplica-se ca-

da variável gerada por.'/Vk , k'lr2,...,5,

l4e) e efetuando o produto âYi' obtemos ii
i = ].,2í...r].00

As variáveis aleatórias normais são geradas em computador ,
através de subrotinas amplamente conheci.das, em particular ,.

para este problema foi utilizado a subrotina VARGEN, dispon2.
vel no C.C da Universidade da Carola.na do Norte.

C flatriz X

11i ' !i '

31 .2911 S8,S773 63e6883 S9.1S66 76f1187

x' (S.4)

llo.03s9 1j7.2624' 174.0489 213.ss07 233.827'1
e

+
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33S.0615
280.9319 390,6948
29s.2279 3õz,0408 s25,230s l(s.s)
304,'7186 410,8762 506,5956 762,.9457
318,372S 43.0,S187 S40,4315 683,0306 881,1164

x x' =

D Os está.dadores de mínimos quadra.dos são dados por

i B X A' ( A A')'' e

V ='ài' 1lli200 - ê'( $ $')': :BI !' então

por (S.4) e (5.S) obtemos

0,3129

1.1004

0.585ê 0,6369 0,S916 , 761 2

3383
i' (5.6)

1,3726 1, 7405 2,740S

1,0210
0.SS78
0.4198
0.2561
0.1863

0,8399
0.4292
0.41S5
0,4349

V = 0.9087
0,4862 1,3S96
0,4 249 0.6933 1.3821

(5.7)

S.1.4 Estimacão de ftãxima Vcrossimilhaltça

A Estimação dos Parâmetros Estruturais A , o e V

.Na parte de estimação. vimos que : é o unico estimactor que
possui expressão analítica c quc esta ê função de A . ! c !.
ou sela



.b v v

:'u (a.'.V-l A)'l.R V'l X A'(A A')'l.(S.8)

onde Y .: 4 ! A' t q' . En seguida. minimizados a função

F = log( IYI ) + tr( V'] T ), (S.9)

onde T = ---!-- (X - B A)(X - B A)' con B = : A , que é fuB
: 200 ' ' ' '

ção sòmente de 1 , 0 e 'r .
Para a mini.mização.de F, colocamos os parâmetros livres das

natrizeà. A , o e.v em forma de un vetou o' = (03.,o2'''''eh) ,
passando a função F a ser encarada como uma função de 9.
f(e) . -

Foram apresentados do.is processos. de niq.imizaç:ío de f(O) o

processo de Davidon., IV.C. 19S9 e o de Fletcher e Po\iell ,
1963' .

Para este caso, o = 12 e x12 : 0 . significa dizer que
n = N(A) + N(V) = 9+S = 14 (onde }{(') é o numero de parâme'

tios li.vres).
O cálculo destes estimadores é bastante trabalhoso e um pro-

grama. escrito eh Fortran IV-G. é usado para o. ajtistc do mo-
delo.. Este programa pode ser obtido no Centro dc Computação

da Carolina do Norte. Para mini.gizar F poclchos usar os mÕt.g

dos.

le) ''Steepest dcscent''.

2e) Fletchcr-Povell com matei.z inicial E =l

3e) F].etchcr-Po\.reli con matriz inicial

l

+
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parânetrÓs livres de :l . A. e ! , onde E : : J.(o) que é

a primeira matriz na diagona]. da matriz bloco !''(O)
em (3. 68) .

4ç) 'una combinação do (IQ) con o (3Q), sendo aue o lç ê

usada nas primeiras iterações e o 3ç para o resto da

qperaçao.

Estes processos são representados sinb«olicane

SDi: FP-l. FP-ll e SD/FP-ll, rcs:)ectivane:lte

Estes métodos dependem de una condição inicial., !i > e ,
iu 1,2....,Pf e que o processo iterativo !'ara .irtediatanente ,
quando se verifica que. todas as derivadas de F são illfcrio-

res ao € dado (c pequeno).

A tabela (S.l) mostra o desenvolvimento dos processos S D,
F P-l e S D/F P-ll com valor inicial c = 0,001. O símbolo

Gmax indica o valor da mai.or deriva(ta de F, correspondente
ao número de it.erações e ao valor dc F . No final da tabe-

la. e apresentado o tempo dc C.P.U. en segundos. gasto (duran-

te as iterações pelos métodos. S D, F P-l e S D/F P-ll. res-
pectivamente. nun sisterla IBF1/360-7S.

-1
, onde O contént osE . .l

- 2 1111(9) - !12(9) !;! !zlt9)

letras;nte noT (
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Tabela S.l

ll. S D

n
'max

F P-l S D / F P-ll

F Gmax

0

l
2

3.

4

5

5.717378 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0.

0

0

89S047
446847
681971
3526SI
S90315
298247
325221
206044
182090
IS.4 941
291028
037323
033712
000985

5 ,713378 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

89S047
446847
628014
S48307
481S06
6464a2
400649
27.2744

os4ó3s
167238
0S2400
007396
0004SS

S

Ç

4

4

4

4

4

4

4

4

717378
089637
691S79
440242
318S38
G6:019
05S4SS
044735
044586
044574

0

0

0

0

0

0

0

0

0

89S047
446847
681971
3S26SI
59031.S
212787
411462
027394
003847
000S89

5

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

089637
691579
440242
318S38
246603
210801
164438
128719
099288
066047
049712
0463S9

044S77

Ç

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

089637
486940
390288
25S196
211948
131S9S
092626
068S57
0S7798
04S418
044612
044574

6

8

10
12

IS
18

21

18 2.

Tempos 32.44 4 .89 1 .63

Observe quc neste caso o SD / FP-ll gastou monos itcraçõcs e

pouco tempo, segnificaiido dizei, que 8 o rtétodo.quc apresenta
mai.s vantagens.- Logo, deve ser o preferido, embora possa
exIstIr outro melhor

Os esticadores de máxima vcrossimi]hança (]e obti

dos são
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,5078

0.7S6Ó

0.79S6
0.6900
0.S32S
0,3265
0,231S

0

0.1986
0,4233
0,7017
0, 839 2

1;34S9

2,4067

0,3875
0.3237
0.4831
0.7088
0;6469

y n' diag

B Estimação dos Parâmetros da forma reduzida B e V

O modelo empregado aqui é o modelo linear latente Os está

dadores de máxima verossínilhança dos'parâmetros na forrla rg.
duzida B e V são

0.4040

1.070.8

0.$006 ' 0.S907 0,6967 0,7S2S

,33131.4006 1, 73S4. 2.12 82

le020S
0..S490

v ' l 0.4237
0.2S98

11,194 2

0.8392
0.4SIS
0e3646
0.3664

0.94S8
0.4709 1,307:
0.478S 0.664S 1.404 7.

Os estimadorcs de mÍr.;.íos.quadrados g e Y e os dc máxima ve-

rc=1:-t=:1.=:.anca B e Y dc B. e Ve respectivamente. cst:ío l)cm

próximos um do outro. pois. a maior c média diferença absol=
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ta entre B c B são 0.10SI e 0,0419, enquanto que, entre V e
V são 0.0S18 e 0.020S.
Os erros padrões de : , A e y' são dados por

e

0.1332
0.0733

0.07011 ros padrões das matrizes correspondentes,
0,1216

por exemplo

Estes valores são obtido-s através da rtatriz inforrtação
Fisher.

Os estar.dadores dos desvios padrões são dados por

0.1 20S
0. 0708

di.ag 1 0 . í) 59 n
0e0973
0.1198

s.e Y l:l0,06011 , onde os v.dores destas matrizes são er-

0.11SS = s.e '11 , 0,049S = s.e X32 e 0,0791 = s.e .'r4

de

0.128S
=

=

0.1493

1992

9

0.26S7

Estimação de : no }íodclo Li.cear (5.1)

A matriz param8triêa : 6 a matriz de parâmetros (tcsconl\eci

dos do modelo linear geral .dado em (S.l). O processo.dc si-

+

!         0,9370 0

j:f::::::::::::].  i  0, 0801
0 , 074 2

0. 082 5

0, 0539
0, 0495
0,0583

0         0, 0938 0 ,0759
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nulaç5o tornou a variável latente ! em variável conheci(ta .

Logo o estirador .de mz'ninos quadrados : de : e o erro padrão

de T são determinados,e dados por

Observe que o esticador :l está mais.próximo da mat.riz : dada
em S.1:2 do que o estimados : .. e que os e].eventos da matriz
s.e( :,) são inferiores aos da matriz É.e( : ).
Este resultado mostra que durante o processo de simulação ,

algumas informações são perdidas quando as variáveis são la-
tentes.

S.l.S - TESTES'DE lllpÓTESES

A tacão do }todelo

Indicamos por N(') = o nõmeró de parâmetros li.vres de uma mg

triz. Em seguida, apresentamos a tabela. 5.2 que dã o nÍimero

de parâmetros livres dos parâmetro.s estruturais c da forma
reduzida

Í0,3s44 i,ls3i
[Q.9s9s 2.9170

e s.e {

ei

0,0q900,0990
e

0,1002 0,100 2

Tabela 5.2

N(.)

+
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A estatística Gn. : '2 .1og Xn :. 9,51; que aã aproximadamente

um p-valor = 0f2l81. Logo, para os n"zveis a < 0,2181 aceit.g
mos a hi.p6tese de adaptação do modelo.

,B ste de lli.n6teses sobre oé Par!!Dçl111gg. Estruturais A. .g lt

Consideremos o seguinte teste

}lo: ! : #'15 ' contra

Hl: '! / 'P15

A estat3.ética G. ê dada por

O objetivo é determinar o estinaclor dé máxima. verossini.Ihan-

ça sob a restrição de fto' On'
Para calcular O foi usado o progtarla F P-ll, usando-se os

verdadeiros valores de A. dados eh S.1.2 e o valor verdadeiro

v = 0.S. Os valores de A. e 'r determinados são

0.7384 . 0
0.639S 0.2070
0.S742 0,3967
0.330S 0.74S5
0. 2280 . 0.8981

Como : é função de A e ! . então

(5.11)= log l.n : 200 - '.( Ê.)F

(s.lO)

e 0.50381 1S'

Í0.5489

lo.ó740

O processo convcr8iu em 5 itcrações determinando o

F n.4.IS7385 e o Gmax ' 0+000506 para c = 0.001 .

1.4 69 S

2 2232

e
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0 teste de adaptação do modelo linear latente para o caso cm

que.asmatrizes je ! são dadas emS.1.2 e != 0,S l5 ' dã

uma estatística G200 : 32,07, onde G200 tem di.stribuição xll'
coh 1 = 25 e valor p : 0.0007, r:mostrando assim, que o modelo

não se adapta aos dados.

Agora vamos testar a Hipótese (5.10) para o modelo lii\ear e2

trutural, usando a. teoria i.ndicada en (3.8.2). Una vez que

os estimadares de maxi.ma vetossi.nilhança : , A e !' de :. . A

e v. sob fl., então a estatística

"') e.

tem distribuição limite xã e o valor p : 0,0002. Como Zn
B 22.56, 11. rejeitada ao nível de si8ni.ficância ct = n,0002 .
Os nÍineros de parâmetros livres e o nãnero dc g.Z estão na
tabela 5.3.

Z = log Xn : n (5 .11)Ê '. F 8

d

F

Tabela 5.3

C tcs clc llip6tcscs sobre
C-l) Soja

Nr.)

PARra-lETRaS ESTR[JTIJTUI S  
  : & ! SOLTA

nao
restrito   4 9 S 18Z

    4 9 l 14m

g.Z B .e - m 4



(S.14)Ho: E2 ' EI : ç! ' contra

ni: ãz - 1l / g ,

-+. :;: l;. .«l . :; : l::: ;::l.
Testar (S.l4) é o mesmo que testar

Ho: B : C é O , contra

+{.: B : C / O ,
.l n n » =

-'' !:: !, . ç' ;. l-: :l.
Os ele--t.; a, m,t,i, : : 111 Ê21 p'd" ''' .iÓ.,-.; -
forma vetorial

(S.15)

:l : l « ;« ;« .«l.
Então a Hipótese (S.15) pode ser representada na forma

Ho: (C' ® B)Ê : 9 ., contra

ni: (ç' 8 !)Ê \ 9
onde E é dado por (S.16) c

Ce ® B =
+... +u

l

CS.ió)

(S.17)

l ol

Com a llipótese .na forma (5.17). podemos aplicar o Teste de
IVald.

A matriz estirador de máxima vcrossimilhança não restrito

1: ='Íll':l)'-;(iii=,i" iii;i; l:lll; ::l.tlàÊJ ' '.li:i
+
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A matriz de covariâncias E é dada por

onde o ê um vetar constituído pelos elementos dos E.M.V. não

restritos : , A e v de : , A e 'r , respectivamente.

A matriz E , é dada por

Q,016S
-0,0041 0,0223
0,0090 -0, 0054 0,0397

-0,0047 0,0186 -0, 0163 0,0706

Multiplicando ;i esquerda de }l por CÇ' ® !.) e i direita por

C ® B' . obtemos

!::(ê) - !:: (ê) !;li(ê) '!::(ê)
-1

l

E (5.19)

(Ç ® !) }l (Ç ® E')
0,0383

-0,0103

0103

0.0S58
(S .20)

Temos que

cc' ® n) [0,9381 1,6501 (S. 21)

onde

(€12 - €11) : 0,9381. e (ç22 - E21) : 1,6S01

Observe que (5.20) é a matriz de covariância dc (C' ® B) €

Blultip].içando ã esquerda da matrizlnversa de (S.20) rola

transposta (]e (S.21) e ã (direita por (S.21). ot)temos tim va-

lor da estatística dc \\raid. IV200 : 84.67.
Pelo teorema 3.6. sabemos quc I'Jn tcm como (distribuição l i.n\i-
te. um chi-qua(Irado central ( x;l ) con u 2 raras (lc lil)cr-

+
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verificamos que llo ê rejeitadadado. Com o valor

C-ll) O.vetou Ê ã dado por

lo,z 0,8 1, 2 2,81

200

Ç'
f

então

(S .22)

G' 'p Ê : 1: 2j

Consi.dele a alternativa 111 dada por

ri.: (c' ® s) € = 1l 21 (s.24)
x - - - l

Co.m a alternativa (S.24.), o Teorema 3.7 dã a distribuição l.l

mate. de I'ln que é un qui-quadrado n:ío central xt}(6), con o;2
e parâmetro de não centralidade 6 = 1n3,16.

Então o poder do teste sob 111 é dacto por

Para obter. 6. usado s (3.7;5) e (S.24). onde Z(e) 8 obtido a-

través de (3.68), ou seja E(e) = :1].(o)

Bill(S:) : plx:(los.lõ) ' 84,-ó7
: 0, 8430.

(S.23)

(S.2 S)

S.2 -

S.2.1 -Donald l. )killer c }tarjori.c V. l,utz (19r6), de-

senvolveram um. trabalho quc foi adaptado ao modelo de um ex-

perimento 2".
Este.trabalho é uma pesquisa na arca dc educação. sol)re

técnica dc ensino e aprcndiza8crt do aluno.

a

+



David E. IViley, IVilliam fl. Schmi.dt e IVilliam J. Bramble(1973)

modificaram o' experimento inicial removendo um fatos, o fa-

tos ''Subject hlatter''(S) porque foi considerado irrelevante.

Assim, o novo experimento tem. agora um modelo de um. exneri.-

Bento fatorial completo 2', cujos fatores são

1) Nx'vel de EscolaTidg4g :(IÇ). Os nt'vens deste fatos. o pri-

meiro grau (GI) e o sexto grau (G2), foram e.scolhidos 'lata
representarem os extremos dos graus elementares. Desta ma-

neira, foi possível maximizar as oportuíiidades para observar

quaisquer diferenças de julgamento dos professores, aue po'
dem ocorrer como resultado da variação de nz'vel de graduação.

2) Abordagem do ?lipfçgZgr ordagem centrada no pro'

fessor (TI). e a abordagem centrada no aluno (T2), foram dis-
tinguidas como níveis deste fatos na base do local de contra
le de atividade descrita, e a direção de atenção do aluno

descrita. No caso do enfoque centrado no professor, o local

e direção foram orientados para o professor; no caso do en-

foque centrado no aluno, o local e direção foram orientados

para o aluno.

3) fÍétodo de Ensino (b{). O primeiro nível deste favor é o

trai.no (!ttl). que foi usado estritamente para se refez.ir ã

atividade de ensino para memorização; o segundo (Nt2) foi. usg.

do ?tira se referir a um enfoque do profcs'c.I'. no qual tenta
desenvolver a compreensão do alt' Favas dc processo dirá.-

117
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lido para estimular a compreensão, sen recurso de rtenoriza -

ção ou rotina rz:ida de aprendizagem .

I'riley,Schinidt e Bramble (1973) propuseram o uso da analise
de 'estrutura dc"covariâncias para o problema.

O modelo apresentado ê dado por

F = 1' A o A' I' + e CS. 26)

20 .At + Yr' (S.27)

onde a matriz .B(pxk) 8 uma matriz com\ácida. !(pxp) 8 una n2

triz diagonal de favores escaleres desconhecidos, Ê(}=xJ{) ê .a

matriz de covariâncias das vara.áveis ].atentos, sine'trica, l)g.

sitiva definida; !ó(pxp') e .9'(pxp) matrizes diagonais que r.:
presentam as variâncias dos erros.

Estes modelos são casos particulares.do modelo geral de

YÕreskog. De fato. fazendo E = ! , â = A.e !& : 9.erl (S.26)
e ! = ! , .A = A e 9z : O en (S.27). verificamos que ant)os s.g

tisfazcm ao modelo geral (4.2). A tabela at)alho aprcscl\ta

as 12.comi)i.nações dos modelos(S.261) e(S.27).
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(kxj:) 6 umà matriz diagonal.

O teste dc adaptação do modelo foi a$1icado em cada modelo

da tabela anterior. c foi verifica(!o que os modelos dc S a 8

não sc adaptam aos dados. restando os quatro anteriores. l)eâ

tes quatros modelos restantes. o menos rcstri.to. o qual.to mg

dCIOe foi o que melhor sc a.daptoti aos dados.

+

  ::
02 : V2 a21 02 0U V2

(1)

E : 4. e;: 4' ' .: !

C2)

Z': $ !:.B' . .:

=.

$l

(3)

E : $ ! A' + a2 !

(4)

}1 : 8 ! $' .- o2

   
(5)

}l : -! $ 4:2 ê'! .. a2 !
ou

! : 1l 1: 4' . .: 1l!

(6)

E : ! ê 4: a:' ! .... ez

!.: 1l$ !: $' . !:11

   
(7)

z : ! $ ! $' i ' .: !
ou

! : d4 !'$' . .: 1l'

CS)
>l = r A $ A' r + o2

ou

! : :l : â' . ::l!
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(S. 28)

O modelo (4) é dado por

A $ A' + Oz'

ocde a matriz dada por

1 1
1 1

e' : ll :
1 -1

l
l
l
l

1 1
1 -1
1 1
1 1

l
l
l
l

l
l
l
l

l
l
l
l

A matriz de covariância amostral é

18.74
9.48

IS. SI
3.98

IS.94
7'. 1 S

11.69
2.49

18,.8 0
7,32

IS,27
4. S8

13.63
6,0S

12,3S

21,93
4,10

13,79
3,83

lO, 18

0.03

26,62
2 ,63

15,33
1,13

16.93

19 ,82
3, 6 S. . . 16 , 8 1

13 ,S5 S , 72
0 , 86 14, 33

16, S8
2, 99. . . 18 , 2

S. 2 . 2 - Estimação

Para a determinação dos esticadores de máxima verossinilltança

de + e oó, a função

E ) : l:llog(1111) - «' !-: : ,l (S .29)

é minimiza(ta O método de Flctclier e I'o\iel1 6 novaDtcntc a

pli.cada para este fim. através de urt programa dc conptttador

escrito na li.n8ua8em FORTIM.AI'J - IV para l.B.11 7093 e

+
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Desta maneira os esticadores de máxima verossinilltança o

ez e E são determinados. Estes estinad2
res sao

9.16
. l0.7s o, 70
e :' lo'.õ3 -o,os . 0.43

0,62 -0,S1 1, 13 5, 21

(5.30)

êó = diagl1,52; 4,9s; 8,2s; s,58; 1.9s; 2,34; s,76; 2,821

19;69
7.7S

13.88
3.46

16,39
S.97

12,11
1.69

23,14
7.96

18.40
3.93

14.36
4.14

14.58

19,S7
S.40

11.93
6,01
9,36
3,44

2S,91
0.54

14.40
1,40

16,32

19,36
4,94

1 2,94
0.47

15 . 67

4. 97
13, 36

1 S ,97
2 , 2 2 . . . 1 , 7 6

A matriz de correlação estimada das vara.ãveis latentes é da

da por

1.00
0.30
0.32

-0.09
;.'( . ] -.

l. oo
-0e08
-0e27

1.00
D.7S

(5.32)

le00

c a matriz dos erros padrões dos par:irtctros estimados dc

s.Elozl=dia8j0.83;1.41;1.88;1.60; 0.96;0.97;1.21;0.921(S.33)

-? ,0' 0

+
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S'.3 ml EXn.[PLO EFt ANAL,]SE FÀTÓRIAL

A função fk(v) cm (2.1S) é una função somente de !. Sabermos

que esta função ten derivadas de primeira ordem conta'nuas e
que possuo derivadas de segunda ordem. Para determinar os

estinadorcs V.i.i 1=1,2,...,p aplicamos o processo dc mini.niza
ção. de Flecther e Po\reli na função (2.1S). Para acon!)anelar

essa métolio iterati.vo, precisamos definir a fünçãc, .fl:(!) nu-

ma região Re = {vii' .1:1,2,...,p / 'rij. : cJ' onde c ê :)osi.ti
vo e arbitrariamente pequeno.

Se o nz'ni.no dc fk(V) estiver ert Rc, dizemos quc 6 tiílü solu-

ção z=ê2=j;2.. Se, por ot'tro lado, estiver ná prol\t(Rc), (liz.g
Elos que a se.Ittcão é imnro'aria. Aqui; torlarerlos o vetar

!(pxl). onde as suas coordenadas xi : 'Pij.' l:1'2,...,p' Para
iniciar o processo, tomamosj''' : !. (1lxp) e o vctor inicial

X(1). ovetor cujas coordenadas sãos(1) =( 1-k)( 1) ,
i.=1,2....,pr ol\clc SZZ é.o i-ésir-to elcnellto (ta di.aSonal da r\a-

(inversa da matriz (te covariâl\clãs anostral).

YÕres[ng (19671 i[ustra un cxcn\]l]o (]c so]ução ]1192=1g. que
apresentaremos aqui.

Os dados que utilizamos forant usados por Emmet. 19'19 . com

n u 211 observações e p = 9 var.iãvcis.
A natri.z de covariâl\clãs artostral é dada por

0

+
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(S.3S)
0,6)39

0 ,64S

0 , S04

0. S05

n,409

0,4 72

0,680

0,470

l

1 0,523

l

0,39S. 0,4 71

0.479 0.S06
1 0,3SS

l

0,364

0,418

0,270

0.691
l

0.426

0,462

0. 2 54

0.791

0.679

l

0, S 76

0', 5 4 7

0,452

0,443

0., 383

0 ,372

l

0,434

0, 283

0 , 219

0, 28S

0, 149

0..314

0.38S
l

Para o nÍ\rcl de significância a = 0,10. a solução própria p.g
ra k d 3 foi aceita. Dado a matriz S en (S.35) c a expres-
são

k:ÍD : a - ) (X
2p ::ii ).. 1=1,2, ... ,P'os valores

de xÍI) encontrados são

0,424;.0,414; 0,566; 0,250; 0,380; 0,267; 0,394; 0,595
0..290, respectivamente. (5.36)
Com os valores dos x} t;. i.=J.,2,...,p em (5.36) e o valor ini.

# l \

cial de E''' = 19. o mato(to dc Fletclier e Po\-reli Õ i.ciciado
com o objetivo de determinar os estimadorcs dos À:: e dos
vii'1:1,2.....9 e j=1.2.3.
A solução clc ma'xi.nta verossinilhança e a matriz cstilna(ta dc

foram obtidas depois da qttint.a intcração. O valor dado a

el

+
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que define a região Rc' ê c : 0,00S. Como critério de con-
vergência, admitimos que o processo termina quando o valor

absoluto de .todas as derivadas (te prirteira ordem, forem inf.g
Flores a 0,000S.
A tabela abaixo fornece os resultados dos está.madorcs de A e

V

(5.37)

lll3tTj.z E (eij) estimada (S.38)

8

; il. ' * i2   !:: Z

 

0,664
0,689
0,493
0 .837
0,705
0,819
0 .661
0 .'4 S8
0,766

0, 321
0, 247
0, 30 2

-0 ..29 2
-0 ,315
-0,377
0,396
0 ,.296
0 , 4 27

-0,074
0,193
0 , 2 2 2

0,03S
0,153

-0,195
0,078

-0,491
0,012

0,4S0
0 ,427

b

0,617
n, 21 2
0, 381
0,177
0,400
0,462
0, 231

o, oooo
o.oooo

-o,oooo
-o , oo OI

-o,nono
o , o0 01
o,oooo
o,nono

-o, oooo

  l 2 3 4 S 6 7 8 9

 
0 ,30

-o .oo
0.01

-o. oo
o. 01
o. 01

-o.oo
-0. 1 8
-0.02

0 . 3 1
-0 .02

o .o l
-0. 02
- 0.0 3
-o .01
0.04

-0. 0 2

0 , S 8
- o . 01

o , oo
0 , 04

- o . o l
- 0 , 2 8
-o. oo

o. l s
- 0, 0 2
- o, ll
- o ..o o

o . lo
o. oo

0. 26
-0. OQ

c) . o l
-0 .14
o .oo

0 . 26
o'. o o

-0 . 32
o .[)o

0.26
- 0.01
-o.0 3

3.31
o. ll 0 . 17
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A P Ê N D l C E

O MÉTODO DE }.íINlF-ílZAÇÃO DE FLETClIER E POIVELL

Seja ; o vetar aleatório- de dil«ensão p, 3 a matriz (Nxp) das

N observações do vetar.! e 9' : lol.,o2'''''er l € Q o vetar
pàt'âmetros, onde ç2 .é o espaço dos parâmetros. Para minimi-

zarmos uma função rl o , ;l. l eh relação) a Q , usaremos um

processo iterativo, no qual uma seqiiência de vetores de para.
metros 9(1) , Q(2) ,... de dimensão r pertencentes a ç2, são
construí'das, tàj.s.que

'l :';':' , l l « ;l :';' , {
Para o desenvolvimento do processo, temos que supor que as

derivadas parciais de primeira e segunda ordem sejam contí-

nuas, que exista pelo menos um ponto 9m ç2 on(te -11-- : 0 , e
8(1) seja á.rbitráriamente escolhido.

Teoricamente, o processo iterativo 6 desenvolvido até quc o

menor valor possível de F seja (determinado. Na nrlÍtic.a, al-

guns critérios podem ser apresentados, com o objctivQ de es-

tacionar o processo. Por exe.mplo: para dado c > 0, arbitra-
riamente pc(lucno. o processo para, quando sinlultâncamcnte tg.

das as l ----2E-- l c c , ' Í - 1,2,...,r.
aol''

l
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existe e é dado porO vedor. gradiente
Sde F em Q.= O

g(s) (A l.l)

onde O(S) é o vetou Q na s-ésimà interação. Definanos a se-

guinte direção:

d(s)
9

!(s) g(s) (A 1.2)

onde E(s) (fxr) é uma matriz simétrica e positiva definida

Uma vez que estamos de fosse da direção d(.s), então, tanto

podemos determinar o ponto O(s+l), como podemos detectetar o

mínimo de F ao longo desta direção, ou seja:minimiz.ar

f(a) F( O(S) + a d(S) x ) (7\ 1 . 3)

em relação a a > 0 .

Pela regra da cadeia,

h (a) : f' (a) d(s) . . .. , (A 1.4)

(á. 1 . s)
O (s) . ad(s)

Por (A l.S). observamos que em a = 0 ,

!.'- .u
h(9) ' f' (9) - g(s). . 8(s)

9

(s). !(s) 8(s)

(A 1.6)

(A 1.7)

+



J Z 7

Como E\sJ é posíti.Va definida, então h(0) < 0, exceto quan-

do g(S) : g . E se ocorrer que g(S) : Q , então o mínimo de
F é determinado a.uando O = O(S)

Se ;o estágio (s) g(S) # 0 , então para algum a(s) a f..nção

f(a) é. minimizada. Para a continuação do processo, nrecisg:
mos obter E(s+l). Para isto, se faz nele.ssário de:Emir

b (s+l) 0 (s) + a(s) d(s) (A 1.8)

os veto

y(s) : 0(s'+l) . 0(s) , ' (.A 1.9)

h (s) . g(s+l) - g(s) (A.1.].0)

Z(S) : E(S) . h(S) . (A i.li)

B(S) : ZI(s). . h,(s) (A 1.12)

1.(S) : Z(s). . h(s) (A 1.13

Usando as equações de (A 1.8) a (A 1.13), obtemos

(A 1 . 14)

Para cada modelo matemático. os valores iniciais 9(1) e E(1)
escolhidos. são aqueles que proporcionam o menor numero pos-

sível de interaçõcs. para determinar o mínimo de F

*';'*';'' -l:':.;,l!''';';''E(s+l) : E(s) +. :'.';,

ca].culare res

8
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