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PREFACTIO

Este trabalho tem por objetivo, fazer comparacoes entre al-

guns modelos lineares, sob o aspecto da estrutura de covari

éncia,.envolvendo dois tipos de variaveis: variaveis obser-

vadas que sao denominadas de variaveis reSpostas ou. indica-

"mdores observados, e as varlavels nio observadas que sao cha

\

madas de fatores, variavels latentes ou variaveis de inte-

resse. Estas varlavels 1atentes sao rlcamente encontradas

nas C1enc1as do Comportamento. Apresentamos 0s modelos mate

maticos, determinamos'os estimadores pelp processo.de Maxi-

ma Verossimilhanga e testamos hipoOteses.

Obedece a seguinte sequéncia:.

01) no primeiro capitulo, apresentamos a parte matematica

..02)

03)

0.

-04)

)

ﬁtilizada;

. -

no segundo capitulo, estudamos alguns modelos lineares

‘multivariados;

ho'térceiré cépituio, expohos o hodelb linear latente
multivariado; -

no quarto capituio, fazemos o estudo do modelo geral de
YSreskog, como caso geral das anteriores;

e no quinto capitulo, apresentamos tre€s exemplos.
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CAPITULO 1

MATRIZES E DERIVADAS DE MATRIZES L ALGUMAS
PROPRIEDADES DE CONVERGENCIA

1.1 - ALGUMAS DEFINIGOES SOBRE MATRIZES

1. 1 1 - Uma matriz (mxn) € um conjunto de m.n numeros

' (
ordenados,_dlspostos em m llnhas en colunas. A =l‘ij]°

'l.l.Z.- A transposta da matriz A e a matriz é' de or
dem nxm, tal que A" = [ajiJ' -

1.1.3 - 0 produto da matrlz A(nxn) pela matriz -§(nxp)

€ a matrlz (mxp) dada.por

(2B 2 by .2y by
] L] o 1] .
Bz B LD by 4
é.? = o e ’ 9 .
] ? ]
| m 1.;.1 ém EZ e ° ‘° z.}m P.pl

onde os.ag s J=1,2,c0e m sio vetores linhas de Ac os bk E

k=1,2...p s@o os vetorés colunas de B e aJ by = ZlaJr +k

(produto escalar do j- 8simo vetor linha de A pelo k- 051no ve

tor coluna de g).

~1.1.4 - 0 tragco de uma matriz §(nxn) ¢ a sona dos ele-

‘mentos da diagonal principal: tr[ X ] = Z X,
) - 1=1 11



1.1.5 - Uma matriz Z (mxm) e dita ortogonal se

Yoo _ ' _
E‘_E—EE-Im'

1.1.6 - Uma matriz quadrada Z (mxm) € dita simétrica

- v _ i o = | - p
.se ' = 1, ou seja, Zij Zji- ¥ iej

1.1.7 - Temos que, se é, § e g sdo matrizes de ordens

_apropriadas,

i) (A+ BT = A 4B e TR . ‘
(i1) (AB.Q)' = CLB'A] _

1.1.8 - A ihversa da matriz é (nxn) & a matriz § (nxn) .

"que satisfaz a condicdo A.B=BA=1 e escrevenos B = A

1.1.9 - Para A , B e C de ordens apropriadas, segue-se

1 5~1 ;-1

que (AB O =CT BT A

1.1.10 - Uma matriz_é(pkp) & positiva definida ( p.d )
se X'AX>0 ¥ X (px1) #0 |

oo 1.1.11
det é

0 determinante de A:serd indicado por [A] ou

01.1.12 - Se A& (p.d), escrevemos A > 0; entdo [A] > 0
e todos os determinantes principais de ordem inferior sdo po
sitivos.

'1.1.13 - Se A > 0, entdo A" > 0



" 1.2 - PRODUTG DIRETO E ESTRELA

1.2.1 - 0'produto direto (de Kroneckor) de uma matriz

é(mxn) pela matriz g(pxq) € una matrizA(m.p x_n.q) represen-

‘tada por
( a;q B a;, B. .o aln B
% a0 B 8B .. 35,0
é@§= .o- ° ° - -
| 2n1 Boay, Booe o 8, B )

Prppriedadgs: Se é{pxp) e B(nxn), entao
a) (A@B)(C @D =AC®BD, Copxp) e D(nxn)

-1 1

b)) AeBTl=ATelD
) lae Bl = |a™|B|P
'd)  @eB) =A"@B

e) tr(A@B) =tr A tr B

1.2.2 = 0 produtd estrela =, A -

Sejan A e B duas matrizes, (pxq) e (pmxqn), respectiva

mente. A matriz B e particionada en p.q blocos Eij(mxn).

Entio o produto estrela de A por Bé A« B =7] a.. B..
: - - - = ij 1) -1)
Observagiao: se A e'§ tdm a mesma dimensio, entio
R ER 'S A



" 1.3 - ALGUMAS MATRIZES IMPORTANTES

1.3.1 - Matrlz E ij

A matriz Eij € a matriz (mxn) que contém o nunero 1 na
/posicdao da i-csima linha com a j-€sima coluna e zeros nas de

mais posicdes.

1.3.2 = A matriz E( 1)

A\matrlz E(m n)'e a natriz (mZan) definida por
| h r ° c.'o )
Ein E12 v ¢ Ean|
E _ | Bax Eaz 0 - ¢ Eey
".'(mgn) ° o .o_ -
- | Em1 Enz * ° * Emn
1.3.3 - A matriz I(m n).

A matrlz I(m ‘) € uma matriz (mn x mn) definida por
i

¢ - 3

¢ L ]

f11 F12 7 .7 Zin
v | v

) E21 B2z * ° ° Epp
i y " 'a

{ Enl Ena - gan

Lema (1.1):. Sejam A(mxp), B(pxq) e gqun) trés matrizes. En

tao



(a1¢ =1+ {50 1) Bum[t 0 1)

Lema (1.2): Sejam é(mxp), §(pxq) e g(qxn) trés natrizes. En

tao

€ Q-g-gb) ='§' . {[g é Iﬁ} In, n)[A ® I]} ]

1.4 - DERIVAGRO DE FUNCOES DE VETORES -

‘“1 4 1 - Seja f(k) = f(xl, 2,...,x9) una fungﬁo conti-

nua en relagao as coordenadas do vetor X = (x1, greee X ),

. fE(X) 9 f(X)

~suponha que as derivadas — — existam numa cer
, L axy axiaxj A

ta regiao R (_ IRP .  Entdo:

st | [ e e "

) . ag\ ax1 8xz’ _ axp

. _ . - .
Teore@a (1.1): Sejam X = [XI?XZ"'f xp], a = [alﬁb,-nfép].

C, N 11¢)
e f(X) =Xa , X'a-= g ap Xy o3 entao = a .
ST T T k=1 X -
Teorema (1.2): ée f(%) = {' A X, X(px1) e A a matriz (pxp)
) . () - Ll
simetrica, entao - =2 AX., o ' T
: X - -

-



1.4.2 - Matriz Hessiana

A matriz de derivadas de segunda ordem de uma

- fungdo de p variaveis £(X) € chamada matriz Hessiana:

T30 22£(X) |
H = = = = -——;— > i’j = 1,2’3. 9o p
- aX 98X 9X.9X. o :

- - 14 J B

1.4.3 - Consideremos, agora, derivadas de funcdes esca

lares de matrizes; definimos

) | ()

= , onde £ & uma fungio escalar da

" matriz g(mxn)

Teorema (1.3): Seja Y = [yij} uma matriz (nxn) e £(Y) = |Y|
' af (Y)

- entdo Y.., onde Yij e o cofator do elemento Y3

ayij 1) J
Teorema (1.4): Seja Y = [yijJ uma matriz (nxn), entao
atrY - - -

2Y =n

Teorema (1.5): Se Y = [yij] € uma matriz (nxn), entio

“alog(lY]) -1 _ ,
= Y 7, Y nao singular.
Y - = " .

Dem.: Aplicagio do teorema (1.3).



N

1.5 - DERIVADA DE UMA MATRIZ EM RELACAO A OUTRA MATRIZ .

1.5.1 - Seja 5 [xij] una matriz mxn. Chamamnos a ma-

triz :x = I ] a matriz dos operadores derivadas par-

ciais, de ordem nxn .

1.5.2 - Sc;a Y(pxq) uma matriz onde seus clementos y.

estdo em fungao da matriz X(mxn). Entdo definimos a deriva-
. 3Y g .9
gg gg Y em relacao a X por. =Y ®-—;i— (pn x qn), ou se-
a—a-)-’—l-l—- -—a;Y.LZ—. ° e @ _ale—
_ C X a)_(' ' X
a!“ ° - ° °®
x| L ;
a . 9 Yy,
p1 p2 Ypq
| X X X

. Teorema (1.6): (Regra da cadeia para produto estrela). Se-

ja f uma funcio escalar de uma matriz Y(pxq) cujos clenentos.
~sao fungoes de uma matriz X(mxn). Entao:

wmemmm *, of of 2Y

iy -

= *

X ey Tax

Déﬁ?i A démonstragdo @ consequenc1a dlreta da regra da ca-

“ﬂeiﬁ”crdinnrla e da«deflnlgao de produto estrela.

-
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. Teorema (1.7): Sejam U e W matrizes (mxn) tais que seus. ele

mentos Uss e Wy sao funcoes da matriz X (pxq). Entao

feex]

3. X B}S 3 X

<
@

W

‘Dem.: Ver de Waal, 1975

'Teorema,(l.Bf' SeJam U(pxq) e W(qxp),.duas matrlzes cujos

elementos uii e Wk sao funcoes da matriz X(mxn). Entdo

S
a[g-lj] aU [ s p 7 AW
= — 1‘!®I]+[UQI‘I—'—
ax x0T

Dem.: Ver Vetter, 1970

Teorema (1.9): (Derivada de matriz inversa) Seja X(pxp) ura

. matriz n3o singular que & funcao de X(mxn). Entdo

N & 4y Y
2 rreg) L [rrey)
2X -y BT

-1

Dem. : Apllcando o teorema (1. 8) em Y © Y =1 e usando a.

proprledade b de 1.2.1, obtemos o resultado desejado.

1.6 - DERIVADAS DE rUNgons DE MATRIZES

SeJa V(po). _T(PXP) e F = log(lVl) + tr(V T) (1-1)

A) Supomos que A(pxq) e a matriz diagonal ¥ (pxp) stam matri
zes de parametros. '



- 0

" Teorema (1.10): 'Se'V %.Q Q"+ ¥ com ¥ diagonal e T, matriz

de valores constantes, entao:

1

1) —— = vlew - 1) vl
e A
3 . . diag[ view - 1) .v'l]
| v vy -DnY

_mDem;: Ver Lawley e.Maxwelli.IQ%I

ﬁ) Com a mesma expfessﬁp‘(l.l) supomos_qde V{pxp), T(pxp)’ .

£ (qxr) sejam matrizes parametricas e A(rxn) uma matriz esca

iaf,,onde' , 4
S Y=aea ey (12)
1 v .
r=3x-ga]lx-5a] am
B=4cE (1.4)

'~Teofema (1.111:' As derivadas da fungiq'(l.l) relativamente

aos parametros g8 e V sao dadas por

5 F 1.
1) =2 vlx-5a)nA (1.5)

3 E n - - - = .
-3 F 1. g e . -
2) =viy-mv!? - (1.6)

Dem.: A demonstracio destc teorecma ¢ feita com auxilio dos

teoremas (1.6), (1.8) e dos lemas (1.1) e (1.2)

c) Sejhm. agora, A (nxg), P (hxp)-EAtfizes numéricas;
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£ (gxh), §(pxd), Q(qu), ¢ (rxr)e as matrizes diagonais Y(qxq)
e ® (pxp) matrizes de. parametros desconhecidos. v

Supomos que

v-3{rener]ee @ a.7)
e T = i[ x-azp| [x-Kzp ] (1.8}
) L L e R G
SeJa F uma funcao das matrizes A , P ,EZ , B, A &, GD e

X, tendo a forma (1.1). Entao

4 F"?-‘E‘A'[ X
3z m- L= =

=]

[}

>

(§ 8]
3
—

v

g

. - Teorema'{l.lZ):

‘Deﬁ.: Aplicag§o d6s teoremas (1.6), (1.8) e do 1ema (1.1)

3 F
9B -

Teorema (1.13):

|
'S
(Ro~)
~
1=
1o
v
.
i

4

n
1<
!
(o)
1<
]
(]
<

‘Dem.: A demonstragao deste teorema € feita usando-se os teo-

: \'remas (1.58), (1.6), (1 7), (1. 8) e os lemas (1.1) e (1.2) .

feorema (1.14): ——E =2 B' @ B A O ,
; EY
-1
= y-1]y?

Dem.: A demonstragao deste teorema & feita usando-se os teo-

remas (1.%), (1.6), (1.7), (1.8) eo lema (1.1).
e mzara Al g are o e
9

onde

Teorema (1.15): =AB QBA-

-
I
Q..
P
0
el
~
>
w
:O
=2}
-
—

Q = v‘l[ V-T ] vl
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Dem.: A demonstracdo e feita wutilizando-se os teoremas

(1.5), (1.6), (1.7)y (1.8) e o lema (1.1)

i

. .Teo?ema (1.16): . 3 = 2 E' Q § ¥ , onde

]

1€

-1

[}

) - v‘l[ V- T']v
Dem.: A demonstragﬁo e feita atraves dos teoremas' (1.s) ,

T (1.6), (1.7), (1.8) e o lema (1.1)

\

Teorema (1.17): = 252() , onde »
= Lh® - | PR

o asvtyeo

—_

Dem.: Este teorema €& demonstrado usando-se = os teoremas

(1.5), (1.6), (1.7), (1.8) e o lema (1.1)

1.7 = DA DISTRIBUICAO NORMAL
1.7.1 - Distribuigio normal univariada
"Seja Y uma variivel aleatdria que tem distribuicao nor

- . ° = . 2 - - -
mal com media pu e variancia o”. Entdo a fungdo densidade de

Y 8
' - -1
_ gl C o[ o)
1 20 .
Eyy) T ——e | =

21 o - 2N ¢

onde  (y-u)" = (y-n)
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1.7.2 = Distribuicdo normal multivariada
Seja Z um.vetor aleatdorio de dimensdo p que tem distri

 buicdo normal multivariada, com vetor media u e matriz de co

variancia-z = (oks), k , s=1,2...p, positiva definida que

y denotamos_por'N[E . Z]. A funcdo densidade de Z e dada por

. f.%[(zfaifz-l(i'el]_
I o

@2 g bk

- f(z) =

\

,1.7.3 = Algumas propriedades da distribuigao normal
multivariada .
a) Se o vetor aleatdorio Z tem distribuicao normal multivaria
da, entdo a distribuicio marginal de qualquer conjunto de
compohéﬂféé.ﬁe Z tem distribuigﬁo,nbrmal multivariada[ver

Anderson, 1958, pag. 24)

b) Qualquer combinacao linear de variaveis aleatorias normal .
mente distribuidas tem distribuigfio normal {vcr Anderson

1958, pag. ;7]

c) Se toda combinagdo linear das componentes do vetor Z tem
distribuicdo normal, entao Z & normalmente distribuido
[vcr Anderson, 1958, pag. 37] | -

1.7.4 - Distribuicao de uma matriz aleatoria X
Seja X uma matriz alcatoria (Nxp), onde as linhas de X

sdo indepcndentes ¢ identicanentes distribuidas, com distri-
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buicao normal multivariada Hp[“ . Z]. A matriz X pode ser ex

- pressa por §'=[§1.§2°!'§p]. onde Xy k=1,2,--+p sao vetores

coluna.
Seja ¢
. 3
. X
- : - zz .
. N . X = ‘0 um vetor (PN x 1)
o | 3k )

Os vetofes linhas de X tén distribuigio norrmal mulfivariadajv
d eﬁtio por (a), caﬁa elemento de X tem distribuigﬁo normal
'univariada. Assim todos as coordenadas do vetor Y tem dis-
tribuicdao normal univariéda. Mas por (b),..garantimos  que
qualqﬁer combinagdo linear das componentes de Y tem diétfi
buicao normal ﬁnivariada. Logo, por (c), concluimos que Y
: temldistribuigio normal multivariada.

£ facil vefificér que a matri; de covariancias entre os vefg.
Tes colungs X, e X e dada pof.zxkxs = . Iy onde o € o

elemento de

localizado na k-€sima linha com a s-&sima colu
‘na. Isto significa dizer que a matriz de cowariancias de Y

‘€ dada por
Iy=1 @ Iy- |
Dizcmos que § tem distribuigao Hpr[EX’ Z R EN) Qndc My e

[I @ Iy| € a matriz média e a. matriz de covariincias de X ,
respectivamente., ' ’
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1.8 = ALGUNS TIPOS DE CONVERGENCIA

Seja (Xn),‘n =1,2 ... uma sequéncia de variaveis alea
‘tdrias e seja X uma varidvel aleatoria. As variaveis aleato
rias da sequéncia'(xn) e X sdo definidas no espago de proba-

bilidades ( , A, P ).

' 1.8.1 - Dizemos que a seduéncia (Xn)~ » convérge quase
semﬁfe (q;S) para a variavel aléatGria X quando n —> =
(ou com ?rdbgbilidadg um),.se Xn(m) —;f:;j:> i(m) ¥ w €
exceto, possivelmente, para um subconjunto N de Q tal que
p['&l} = 0. Isto é; ¥YVe>0 e V'_ w € NC 9 N(e,w) > v tal
que “ o

: IXn(m).- X(w)| <€ ¥ n > N(e,w).

Este tipo de convergéncia & também chamado "convergéncia for

te".

1.8.2 - A‘sequéncia (Xn) converge em.probabilidade pa-
ra a variavel aleatoria X, e escrevemos X, P Sx , se
. _ o i

¥ €> 0, P[ | X -—‘x|.$'e_] s 0.
n N —>
1.8.3 - Seja F  a fungdo distribuigao de X péra"cg
da n=1, 2 ,..., € seja F a fungao distribuicao de #arié
vel aleatoria X.

Diz-se que a sequéncia (Xn) converge em distribuicio para X
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. ) d ’ '
quando n —> «, ‘e escrevemos X — X, se F_(x)———T (x)
. nn—-»eo n n—>>ow \

¥ x € R para o qual-a F & continua. Isto e, se ¥ e > 0 e

¥ x ER onde F & continua 9§ N(e,x) tal que

IPn(x)‘w F(x)| < e ¥ 1n> N(e,x)

Este tipo de convergéncia & tambén conhecido como'convergén-

cia fraca". : .- -

~1.8.4 - A sequéncia de variaveis aleatorias  converge

em média quadratica para a variavel aleatdria X(m.q), e es-

3 ’ mo ’ ] 5 -
crevenos X -——iL—»-X, se E[IX -Xlz} — 0 , Isto e,

¥ € > 0, 3 N(.s).:ta'l que E[an-XIZJ <e, ¥ n> N(s).-

"1.8.8 -x —=1 x—>x —P ,x
. n n—-—,—m. - n n——>w .

Y o g q.s P

."”1.8.6 Xn = > X => Xn —Tl—-—9-
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. - CAPITULO 2 '

;ALGUNS,MODELOS LINEARES MULTIVARIADOS
2.1 - INTRODUCAO
’ Neste»capitulo apresentaremos o estudo resumido dos se

guintes modelos lineares multivariados: analise fatorial, a-
nalise de componentes principais, analise de trajetorias e a
nalise de curvas de crescimento. Os dois primeiros modelos

e os dois Ultimos (sob certas condicoes) tornam-se casos par-

‘ticulares do modelo geral que apfesentafemos no 4° capitulo.
2.2 = ANALISE FATORIAL, -

©2.2.1 = A técnica de Andlise Fatorial e amplamente uti
-1izada em Psicoiogié,.Ciéncias.Sociais, Economia, etc. O ﬁig
neiro da Anilise Fatorial foi.Spearman'(1904) utilizando " um
finico fator. Em seguida,'.Thurstone (1931, 1947) butilizou
'muitipios fatores comuns. Estes fatores sdo variaveis desco
nhecidas, onde ;5 variiaveis observadas sio expfessas como
- fungoes deles. |
A primeiré'abordagem estatistica do problema de estima .
- gao dé parametros foi feita por.Lawley (HMO-diL{ﬁsta técnica
foi aprimofada por Yoreskog e Lawley. (1968).

2.2.2 - 0 modelo fatorial
0 modelo de Anilise Fatorial & dado por :
X=AY+zZ+ry @)

onde X(px1) € um vetor estocidstico de variaveis respostas, u
€ um ;etor di médias, A = (kij) i=1,2%++p, jul,zp..,q-é Aum;
matriz paramétrica de posto completo q<p e cujos parametros

'Aij sao chamados cargas fatoriais, !(qxl) € um vetor estocﬁg



. tico de fatorps'coﬁuns_ou varidveis latentes, con E[ Y ]= 0,

V[ Y ] = ¢ positiva definida (p.d) e Z(pxl) & um vetor de

-

- - -

erros aleatorios con E[-Z ] = 0, V[ Z ] = diag ( v, ) i=1 ,

2400 ,p, pod & cov[ Y, Z ] =.0 .

Aqui, V[ X ] indica a matriz de. covariancias do vetor X.

Como consequéncia do modelo temos que E[‘X a =y e V[ X ]A =

=x2n, onde a matriz de covariancia J(pxp) & dada por

. I=nrenr sy T (2.2)

Os elementos da diagonal de ;- W.= A ¢ A' sao denomidas co-

munalidades, enquanto os elementos de Y. sao chamados espe-

cificidadés (ou variancias especificas).

. 0 objetivo essencial do modelo € expressar as variaveis res-
postas como combinagoes dos fatpreS'comuns (variaveis laten-

tes) mais os fatores especificos. ' Os fatores explicam a es-

trutura de covariancia das respostas uma vez que 'V[ Z J =

= V[ X/Y ] = E.‘ As hipoteses tomadas para (2.1) foranm corre

‘tamente cblocadas, pois, se E[ Y ] =€ entao E[ X ] = u+

A ¢ e claramente y e e sao identificados juntes. Para este

caso bastaria fazermos Y =Y - ¢ e u* = p+ A ¢ transfor-

mando o caso geral em (2.1) sem nenhuma perda de generalida-
-de.

Muitos autores adotam o moddlo onde E[ Y } = 0 e

E[ X ] = 0 , ou seja, escrevendo X* = X - u . e"outros:além

disso obrigam os fatorcs comuns serem niao correlacionados com
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variincias unitirias.
Atraves dc restricoes impostas a A e ¢, pode-sc identi
- ficar o modelo."Duas solucoes poden ser apresentadas: Anﬁ—

lise Fatorial Irrestrita ("explorator") e Analise Fatorial

Restrita ("confirmator').

“.. 2.2.3 ~ Analise Fatorial Irrestrita

R : ' - . : . 1
A - Para este ramo da Analise TFatorial, > q(q+l) res-
tricoes sao impostas, com a imposicdo de que os fatores co-
muns sejam ndo correlacionados e com variancia wunitaria .

Queremos dizer qué (2.2) torna-se

I o= aabe vy (2.3)

B - Rotacdo de Fatores

Em a1guns>casos € necessiario uma melhor interpretacio
dos fatores. Para isto, o siétéma de referéncias deve' ser
mudado, ou éeja, uma transformacao linear dos fatpfcs deve
ser feita sem modificar a dimensao do espaco destes fatores
comuns.'. | |

Seja‘g'umd matriz ortogonal qualquer de ordem q; en;io

fsubstituindo Q'por Q* = A Men (2.3) verifica-se que

* LA s e qgme - ! -~ o
T=A" A" + vy, Significa dizer, que houve uma rotacdo rigi

da dos fatores: X*'= M

<

Tccnicas de rotagio foram criadas, dentre as quais po-
demos citar: método grafico de rotacdo dos fatores, metodo
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varimax, método quartimax e outros [Lawlcy e Maxwell, cap 6,

’1971']. Ver Fachel, 1976.

C - ESTIMACAO

Um problema’que aparece naturalmente, € aquele de de-
terminar os estimédores dgs cargéé»kij é'dés variancias espe
¢ifi¢as~?i.

. Muitos métodos para solucionar este problema tém surgi
»do,'ﬁomo o classico metodo ée Estimacao de ﬁéximé Verossimi-
lhanga, éoiugéo do.Fatbr Principal, Método Centroide, Método
de Redugio_de Posto, Método do Grupo Centroide, Método de or
togénalizagio, Método Jacobi, etc.... |

0 método de Mixima Verossimilhanca tém recebido afen-
. gdo por parfg'de Yoreskog (1967, 1968), Lawley‘(197i), Rodri
gues (197“) e outros. A solucao do Fator Princinal pode ser

encontrada em Afifi e Azen (1972). Para uma descricao dos

. demais, ver Horst, 1965.

Quem.priméiro deu solucao para o.CEICUlo de estimado-
res pelo método de Max1mo Ver0551m11hanga foi Lawley, 1940 ;
um desenvolv1mento completo € encontrado no livro de Lawley
e Maxwell, 1963. o

Neste item iremos apresentar umAfesumo do trabalho de
y8reskog, 1967. “

A equacdo fﬁndamental € dada por

Y = AX o+ (2.4)
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com matriz [ hada.por (2:3) s

Aqui, admitiremés que Y tenha distribuicao normal multivaria
.da com matriz dispersao Z ‘

N observacoes de Y. Entdo, a média  amos-

Sejam ¥1,¥’ c oo ,!N

tral e

Y= -
= N

e a matriz dispersdo amostral &

s = _1 Y (Y Y)(Y ?)': 1 Yy | Nj% ?'J E (2.6)
= ' N-1 kél =k =7 =k - E:Il kél"k”k - = T )

que tem uma distribuicao de Wishart (ver Aﬁderson, 1958).
} Omitindo uma fungdo das observagoes, o logaritimo de funcio

de verossimilhanca € dada por

log L = - % (N-1) [log(IZI) + tr(S Z‘l)J;'" (2.7)
E = A é' +Yo0 q@e significa dizer que (2.7) esta em .

fungao de A e ¥ .

Nosso objetivo € determinar os estimadores de maxima verossi

milhanca das verdadeiras AeY , que denotaremos por A e ¥ ,
respectivamente.

‘Para a obtengao de A e g basta maximizarmos (2.7) ou minimi-

zarmos a fungao

Fq[ﬁ : !J = Tog(IJ1). + tr(s I™H - 1og(lsh-p { (2.8)

0 primeiro passo & determinar um minimo condicional de
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-’Fq pdra'ﬁma dada ¥ e o segundo passo, o minimo global.

Demonstra-se que'(Ver Lawiey e Maxwell, 1971)

| - Tq = 2 Z-l (1-8) Zil A . (2.9)
Entdo, para ‘ .
2-1( Z'= S ) Z'l A =0, ’ (2.10)

‘EVE«uma solucio de.(2.10), para dada'y . A equagdo (2.9) do
.Livro dé-Lawley e Maxwell 1971, da a éxpressio de Z—l en fun
gib deiéve | | L;
Partindo de7(2.10)Ae usanda os desenvblvimentos de Z e

Z-l. atraves de dperagSes matriciais..obteremos a exprecssao
;é J1o1 _1 )
[? Sy 2]? 2= (¥ 2 Q)(;q_+ A' gfl A) (2.11)

e

E conveniente que A’ W-lA seja uma matriz di?gonal. Assin,

de (2.11) vemos que os vetores colunas de ¥ ZQ e os elenen-

tos da diagonal del[lq +1§' g-lﬁ] sio vetores e valores pro-
' "2 T2

s . 2 5 :

prios da matriz ¥ ° S ¥ © respectivamente.
-1 -1 :

e 2 2 . ' ¢ .
A matriz. ¥ S v " tem p linhas e p colunas, ou se¢ja, esta
matriz tem p vetores proprios e scus valores proprios associ
~ ados.
q colunas, ent3o, q valores e vetores propri-
S ¥ 2 sio necessarios.

‘Sejam' 0, > 0, 2 oo i/ép as ralzes caracteristicas de
1 1 o ,

Y Sv¥ € g 2o °°° §q os q vetores caracteristicos
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correspondentes as q maiores ralzes caracteristicas. O sim-
bolo ~ €& usado acima para indicar que se esta condicionando

a dada Y. . 4
' S2ja C>==diag(5.) i=1,2,...q e § a matriz cujos veto

-res colunas sao ml’ ‘2,... w os quais podem ser escolhidos

"Q’,
ottonormais. '
| Bﬁtio, : " . . ' B
) | 8'a = 1, | (2.12
N ¥ . . - - --q o ( )
e pelo que foi dito, : - .
' -1 - 1D o
r i (@ 1)° L eay
_ 1
Multiplicando a esquerda de (2.13) por !2 temos
| 1 - 1 |
A=¥a(@® -1.)°, (2.4
- - = < =q : .

- » \ ) - - ., ., ® & 2 3
que e o estimador de maxima verossimilhanca comdicionado de
A .

Em seguida, atraves de técnicas de determinantes & mos

trado dué Fq[ A, Y ]'toma_a forma

e ]
L
—

=1

s ¥ ] =f (y) = - log{ 0.] + Z D, -(p q) (2.1%)
o - i=q+l i=q+1*

que & o minimo condicional de Fq.
Utiliiando a fungﬁo [x“- log x) Justlfnca -S¢C quc o con
junto das ultlnas (p-q) raizes caracterlstlcms. con ordcm fi

xada antcriormente, € aquéle que da o menor valor de fq(g)'.
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entre todos os outros conjuntos constituidos de (p-q) raizes

caracterfét}cas, {etiradas do conjunto das raizes caracteris

~ticas de ¥ 2 sy 2,

0 .proximo passo € o de minimizar fq(z). E importante obser-

var que

| —_— . (¥) o f [K | w] 2.16)

2y ca =" Ty al=’ -~ - ’ ( "

A deriﬁéda de Fq com respéito aV tem a forma

s \a'. . -
Y

Fq[ﬁ . g]'= diag[Z'i(Z'- S) ‘1} | (2.17)

[ |

Em‘(g s ¥), (2.17)'torna-se

-9 . o1 aom aye-l . |
S £ = disg[f A I vy - Dy ]. (2.18)
viogo, o valor que anula (2.18) & f = diag[§ - A Q'J {2.19)

Os estimadores de maxima verosSimilhanga de Aey sao dados
em (2.14) e (2.19).
A obtengao.dos estimadores sera feito pelo metodo de TFletcher

e Powell (1963), aplicado i funcdo £_(¥).

D - TESTE DE HIPOTESE

Seja @ o conjurto de todas as matrizes simétricas, positivas
definidas com p linhas e p colunas, e denotemos w o subcon-
junto de @, onde seus elementos satisfazem (2.3) para um da-

‘do valor qo de q, onde q € o numero de fatores comuns.
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Considérembs'as.hipateses
CH: JEw . . (2a20)
-‘.H1 - z € (2 = w) |
;oﬁo teste dc boa adaptacdo do modelo. O proximo passo & a

apresentacdo da estatistica teste que & dada através do prin

-* ° - . -
cipio da razao de verossimilhanca.

~ Seja : _ _
' log L, = max log L = - %-N[log(ls ) +‘p], ' (2.21)
: Q- . - : .
onde L € a funcdo de verossimilhanga [ver Anderson 1958,
cap. 3]. . .

Sob a. hipdtese nula ., temos

log L, = max log L = - %N[ 1og(|§|) + tr( §-Z-l) ] (2.22)'

W

A razao de verossimilhana & dada por.

i

 ar o= ._{:‘u_ (2.23)

a qual nio possui uma distribuicfo cxata. Entretanto a esta
tistica -
.Uq =-21log A = uN[log(lzl) - log(|s]) + tr(s Z-l)], (2.24)

2
para uma amostra suficientemente grande, tem distribuic¢iao Xy

dado que “o scja verdadeira. O grau de liberdade v ¢ o nﬁmg

ro de parametros em R menos o nimero de' parametros sobre ”o'
isto ¢, '



x -;-[ e-? - @) | (2.25)

A hipdtese nula Ho,com exatamente q fatores ¢ rejecita-

da ao nivel o se
¢

: U2 . 2.26
B U 2 X (2.26)

e nio rejeitada no. caso contrario. Ver Yoreskog, 1967.

2.2.4 - ANALISE FATORIAL RESTRITA

N

A - Na analise fatorial irrestrita, as seguintes condi

goes sao impostas:
a) ¢ = 1 o

1

b) a matriz A’ ¥~* A € diagonal e seus elementos

R I I R S N S R
_ ii jj
Mas nenhuma restricdo sobre os fatores sio feitas.

Na aﬁéliée fatorial restrita, os fatores podem ser in-
dependentes ou ndo. As restrigbes que surgem sio sobre A,
¢ e 'Y no modelo (2.2)..

As solugoes restritas e¢ irrestritas podem ser Unicas
~ou néo.. Umd solucdo € unica Se'toda transfofmagﬁo linear
dos fatores que mantém os parametros fixos nao altcrados ’
tambem mantém os parametros livres nﬁoralterqdos. A unicida
de de solucao tem sido abordada por viarios autores. Ver
Yoreskog 1969, .

B~ A FUNCKO F E A TECNICA DE MINIMIZAGKO

" Admitamos que o vetor variavel X . tenha uma distribui

L
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. ¢ao normal mpltivariada. Como en (2.1.3), tomamos uma anos-
tra de tamanho N (N > p) e denotaremos por S a matriz disper
~$50.amostra1 que'tem a mesma formula de (2.6).

Entao, omltlndo a funcao das observacoes temos para lo

garitimo da funcio de ver0551n11hanca L:

*

'iog L = i, %-M[.log(|2|).+ tr( S Z;l ) } ‘ _(2.27)

e em’.seguida, consideremos a fungdo

s %

- F[ Q,g;g'} = log(|L]) + tr (8 Zfl) - log(|S[)-p (2.28).

Ao invés de maximizarmos (2.27), nminimizaremos (2.28). Evi-
“dentemente a minimizacdo sera feita em relacao aos parane-

tros livres. .
. - ny X oF oF

, As expressoes analiticas das derivadas - . e

'3F , | ; 3N - 99

-podem ser encontradas em Yoreskog (1969) (ver cap. 1l).

oY .
Os parametros livres de A , & e ¥ sao arranjados em um vetor

’ ; At
[ 1°92°° "% -k+1’ -k+2} i

ei, i=1, 2---L e o vetor contendo os paranetros livres da i--

"6 da seguinte forma: g'

-eésima coluna de ﬁ"9k+l’ contem os parametros livres de ¢,
e finalmente Ok+2 contem os de Y. Desta forma, a funcgao F
pode ser pensada'daqui pof diante como fungdo de 0 , F( 0 ).
Supomos que os numeros dé parametros fixos de A, e !"se-

AT respectivamentc. Intdo o numero de para-
metros fixos e m =="nA *+n, +n,, logo o numero de paramec-

tros livres & dado por h = %(2p+q)(q+1);m. Diante deste ar-

jam n
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" gumento, o vetor o e o gradiente de F( © ) possuem h coorde-
nadaé. .

Uma vez que as defifada; de primeira ordem foram  ex-
pressas analiticamente, entié a-tecnica. de mimimizacao de
~ Fletcher e Powell pode ser aplicada, [ver Yoreskog, 1969 ,
ngwiey e Maxwel 1971]. Para este metodo existe ﬁm progra-
-mé_ﬁéra computadq; feito por Yoreskog e Gruvégu§,71967, na
iinguaggﬁ FORTRAN IV. Uma vez que o minimo da fuﬁgio F te-
.nha sido encontrado,-eﬁtio os valores de-ﬁ , ® e ¥ que mini-
miZaram a F, sao chamados estimadofes dg_méxﬁmm verossimi-

-

lhanaca e sao representados por A , ? e

1€)

. Assim o E. M. V

~de } , & dado por

¥ (2.29)

e~
n
.t
te )
(Rl
+

C - TESTE DE ADAPTACAO

Da mesma maneira como foi tratado em (2.1.3), definire
ﬁos Q como o conjunto das matrizes simetricas, positivas de-
finidas e w comd subconjunto de'n, cujos elememto§ satisfa -
zem (2.2). O tcste_empregado para testar “o € o da razao de
verossimilhanga.

A estatistica para o teste ©

- 2 log ) = N[ log(|f1) + tr(S 2'1) - iog(l§lD - D ]. (2.30)
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.

, tal que

onde - 2 log A sob}ﬂ)ségue aproximadamente um xz

v=p2A-%cp+q)cp+q'+1)+m

‘2.3'- ANALISE DE COMPONENTES PﬁINCIPAIS

0 estudo da Analise de Componentes Principais comégou
céﬁ K. Pearson (1901). Dado_um conjunto de vetores observa--
—giq, Pgarsdn?intereésou~se em determinar a réta que minimiza
'a soma de quadrados dé diéfﬁncias perpéndiculares daqueles
pbntbs a reta. Outros estatisticos como Hotelling, Anderison
e Lawley tambénm se interessaran pelo estudo da Anilise de
Coﬁponentes Priﬁciﬁéis sendo aue os dois Tiltimos apresenta%
ran resultaﬂos'recéntés‘das propriédades amostrais das éoﬁpg.
nentes principais, que estio apresentados no capitulo 7  de
MorriSon, 1967.. |

Supomos que tewos p variaveis xlsz...xp e quc cstamos
interessados em.verificar as relagGes existentes entre clas.
Por exemplo: un antropologo pode tomar diversas mcdidas de
comprimento e‘latgura de um coﬁjunto escolhido de individuos,
como comprimento da orelha, largura da orelha, compriﬁento
facial, largura facial e assim por diante. O antropologo po

de estar interessado em analisar como estes individuos dife-

rem relativamente a estas caracteristicas. Entdo, atraves
de combinagoes de medidas €lec pode explicar essas diferengas.

As componentes principais formam um novo conjunto de combina
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goes lineares de medidas. Seja X' =-bﬁ!x2,.“,xb], p - vetor
" aleatdrio que possue distribuicdo multivariada (nao necessa-

riamente pormal), com vetor média u' = ﬁﬁ!“Z“"'“p] e matriz

(pxp) de covariancia | = (gij), i,j =1,2,...,D.
0 método das componentes principais & aquéle que determina p

combinacoes lineares.

P . P , p
Y1= 'Z_lalj _Xj [} Yz =' E s x',°"vY = .Z a_. X ’ (2'30)

‘tais qué\.
Cov[Yi,Yj] =0 para i,j = 1,2.;,;p, i#j, .

() 2v[x) 2 o 2 v )L con lal1® -0 gy -2 s -,
2.;. = ’ 4 o i )
' ,n -onde a1 [ail’ aiZ”"’aip]‘ A tecnica para a.detez

minagéo das componentes.é puramente matematica.

Seja X um vetor aleatorlo tal que X = [ X ], E(

1 Kyienss P
u e-V[ X ] L (pxp) de posto p, e que os elementos de u e

1<
——

-} sejam finitos. As-p raizes caracteristicas de ) sao

ry > r, > cvw ¥ Pp,.

Supomos que o vetor algat6rio X tenha distribﬁigﬁo nultivari
ada, e QUe,desta populagao uma amostra de N vetores aleatd-
rios sio extraidos. Com estes dados a matriz S, de covarian
cia amostral fi;a determinada. Admitindo que ] seja desco-

nhecica, entdao a matriz S o substituiri ncste desenvolvimen-

éo’[ver Morrison, 1027 e Afifi § Azen, 1974].
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Seja ai = E"ll’alZ'“"alp] o vetor tal que

=J ag: X, =l X (2.31)

. : 2,_ ¢ - '
Onde llglll '-' 21 21 = 1 e 3 = [Xl,xzooo Xp]o

Nosso objetivo e determinar um vetor solucao entre to-
dos os gi tal que‘Ss,l (varidncia amostral de Y1) seja maxi-

ma, sob a restrigdo llglllz = 1. Para este fim, usamos mul-

tipiicadoi de Lagrange. Definamos a equagdo

. . . 2 1 -
£ = (o Sog * 1@ - Hlgyl1D), @32
onde S2 =a. S a, & a variancia amostral de y,. Entdo
Yy ~i=-1 1 °.
’ ]

" £1(ey) = 2[§ - Yllp]elé 0 (2.33)
21 ’

Para obtermos uma solucdao nao nula, devemos fazer
det[§ - Yllp] = 0 que tem p raizes &VAZ,.H,XP, 0s quais sao
raizes caracteristicas de S. 0 valor £1=‘max{xi, i=1,2°?'P}

. 0 vetor proprio associado a Zl'é Te-

- - 2
€ 0 que maximiza S
AT

presentado por a;.
Em seguida, propomos o 29 estdagio do processo, ou seja,

determinar um vetor solugao a, para que a combinagao

P
v : o
j=1 ,
tenha varidncia mixima entre todos os a,. wutordinados - as

restrigocs, ||22l|2‘ 1, gigz_-_o‘e 5;11 Siz. Entdo, definin
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~do a funcao

-+

£ (az) ='2[S -, £p]?-2 * way = 0 - (2.36)

dai temos
LD

Para obtencio da’solugio nao ﬁula, facamos det{s - YZIp]— 0.
demesma-maneira como foi explicado anterlonmente, conclui-
WAmos que £, =.max[{xi;_i=1,2---p} - {ZI}} & a segunda maior
raiZ-cafacterisfica'de S e que, seu vetor proprio associado
§2 § a .solugao procurada. Desta ﬁaﬁeira,ro processo continua
até a p-8sima componente principal. "

Definigio

' A k-esima componente pr1nc1pa1 e Y Z ak1 i éi 5
“onde ay e o vetor caracterlstlco de S correspondente a k-ési
ma maior raiz caracteristica Zk. a qual e a variancia amos-
*'tral de Yk. . |

A mesma tecnlca e empregada quando Z-E conhecida.

Em ternos de matrlzes, as componentes prinéipais da po
pulagaq podem ser expressas da forma Y =T X , " (2.37)
quando Y'= [YI'YZ"°‘Yp]’ X -[ {0 X ...Xp] er's [Ei,gz---fp]
onde T é’o_l-es1mo vetor caracteristico de Z correspondente

a i-eésima maior raiz caracteristica de | . Assim, o modelo

de componentes principaié 8 X = E' Y , ' (2.38)

onde T € uma matriz ortogonal.
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“A matriz de variincias e covaridncias & dada por:

y = 2' T, ~(2.39)
onde ¢ = diag[ Ti-]’ i=1,2 o« p, tal que fi &da i-ésima
maior raiz caracteristica de J. A expressao (2.39) pode ain

da ser apresentada da seguinte maneira

| o= a4, a0

\

oo

: L - o .
onde A = ¢ T . Assim, verifica-se que o modelo de componen

tes principais, & também um modelo fatorial, com p  fatores

comuns.

2.4 - ANALISE DE TRAJETORIAS

Em 1918 Sewall Wright desenvolveu o.trabalho, "On na-
ture of size factors", no qual introduziu a técnica de anali
se de trajetdrias. Na analise de trajetorias (caminhos) te-
mos dois tipos de variaveis; dependentes (observadas) e va-
riaveis independentes ('ultimate'"). As variaveis independen
tes sio subdivididas em duas partes, variaveis independen-
tes observadas é variaveis independentes latentes (nao obser
vadas). Uma maneira de representar tais variaveis & em for-

ma de diagrama:‘_Ppr exemplo

-
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" <::> (fig. 1)

-ondé Xl’ Xz,.xs eAX4 sao vafiifeis obsgrvada%, enquanto as
“vafiivé%s X, e X, sSp variiveis independentes latentes (nio'-'
observadas). 'Quaiquer variavel apontada por uma seta & ex-
pré#sa'como'fungao da variavel da qual a seta partiu. ‘Na fi'
“gura 1, observamOS‘éué Xl e X, sao dependeﬁtes entre si, que
Xs fica combletameﬁte determinada por Xl’ XZ eVXu, € que“'X4
.é‘completamente detgrmingda por X,, X, X5 e X . ‘

.0 objetivo da analise de trajetoria ¢ especificar equa
gGes.Iineares que sdao equivalentes a um diagrama. As seguig

. tes equacoes lineares

(2.41)_

X3 = by Xy +bgXp ¥ by
Xg = byyXy + byoXy * bysXg # by X, (2.42)

sdo equagoes lineares que representam o diagrama da(fig. 1).

Os coeficientes bij sao chamados coeficientes de trajetorias

e as equacoes lineares siio as equacocs estruturais.

Suponha que as variaveis aleatorias Xyr k=1,2,3,4. se-

. jam padronizadas, ou seja, ;E[ Xy ] =0 e o% =1 .

k
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Tomemos rij como o coeficiente de correlacao entre Xi
'e'Xj. Admitamos.que'estas variaveis aleatdrias sejam veto-
res de valaores observados com dimensao n. Suponhamos tambeém
,gue'as varidveis aleatdrias X e X sejam padronizadas e que

cada uma delas represente um vetor de dimensao n de  valores

ndo observados. As variaveis aleatdrias X, e X sdo tambem

chamadas vardiiveis aleatorias residuais. Multiplicando am-

bos os membros de (2.41) por §i. temo§

X $3 "X Kt b;24§i §z.f‘53; §i X (4=25)
' que.ﬁiviQida por ni, teremos . i
"13}= ]’3.1-+ b3z 12 (2;445
ﬁsandé b-mesmo pro;esso'de (2.43),‘encontramos
\_ Tys = byy Typ * Byy s “‘ (2.45)
r., = b3u . (2.46)
‘1 = by r13'+ b, r,. +b (2.47)

32 T 23 3u T 3u

As equagdoes (2.44) e (2.45) determinam os valéres de b31 e
A b32. ja as (2.46) é (2.47) determinam 6 valor de bSu'

Associado a'cada diagrama, temos um conjunto_de equagocs de
regressio linear. Assim, cada equagap pode aparecer na for-
ma ‘

+ ) Boi Xi + ¢ ou na forma ' _‘(2;48)



- i

- -
Z,-® ileoi'zi + P2, onde (2.49)
: .Xi - My Lo -
zi = . i = O,l,2,..-,m (2.50)
. " %1
e = Pou 4& e finalmgn;e (2.51)
' B . O.
- oi i s o _
Poi . . . 1 - 1’.2,03. m' ‘,» (2052)
- o‘o 3 ) <

Os c_oef‘icientes'Poi de (2.48) sao chamados de coeficientes

de trajetoria. A variavel dependente Z, é denominada varia-

“vel efeito, enquanto as variaveis independemntes sao chamadas
variaveis causa. Os coeficientes.Poi nmeden o efeito direto

de uma variavel sobre outra. Um estimador para o P . e dado
S. ' ' ' '

. -~ i - . « 2 3 i .~
por P_: = g . i=1,2,... m, onde S e S% sao as varian
"ol S oi 0 1 . -
. o ) - e . . ’ i .
cias ‘amostrais de Xo e Xi' i=1,2...m, respectivanente. 0

teorema fundamental da andlise de trajetoria diz que o coefi

cientec de correlagio de Pearson entre Xi e.!& e dado por
. . §

R . | :
rij = .-—n— kz Zik ij. onden ¢ o (2.53)

numero observada. Referente a determinado diagrana,

| 2 ﬁiq rjq' para i # j
rij = , , ondle q percorre to
1 para. i=3 o '

das as variiveis associadas as possiveis trajetorias  entre

Xi c Xj. Ver Achcar[1976].
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Vejanos, agora, alguns nodelos

Exemplo 2.1

> n,; . £

= n, e =>ng (fig. 2)

As equacoes estruturais sdo dadas por -

SRR AL (2.54)
62:2 ;21 “lif Y9 &5 +.O ES_ |
n3 T %32 "2 Y33 S5 o
as quais podem ficar sob a forma
g vy Bt v 6t g | B
nz =921 Y11 f1 t (g Ylé-* ay0) &5 * 0 &5
ng = @z 8y Yy Ep *agylagy Yoy *oay)) 52.+LY33 £5
0 exemplé que segue, S um modélo ficticio apresentado . por

Ysreskog t1970a)
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Xz'

Exemplo 2.2

3)

(fig.

(2.56)

—

- N M- N
W £ «w « < W & W

—
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-~ Exemplo 2.3

| ’_; ! 1 [<—mw
|
= R ¥ < "2
- ‘
(fig. 4)
£ = ;C}:').S +-v . e X = 9. £ + M . (2..57)-’

- . . . C
sabendo-se. que % [al’GZ’aSJ’ § [XI’XZ’XS]' Y [YI’YZ'

Y3] e E' = ["1?"2’”3]‘ Os modelos (2.2) e (2.3) estdo a-

presntados em'Yﬁreskog,v1972 .

2.5 = ANALISE DE CURVAS DE CRESCIMENTO
2,8.1 = Introducgao
Suﬁoﬂhamos que se tenha r grupos de individuos, onde o

k-e€simo grupo tenha Ny individuos e que o numero total de in

r . . :
dividuos seja N = J Ny. Suponhamos ainda, que no k-esimo
k=1 -

grupo, k=1,2...r, em cada unidade experimental, a mesma ca-
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racteristica ‘e medida em p diferentes.ocasiEes durante cer
to.intervalo de tempo. Desejamos determinar para cada gru-
po, a curva que melhor se adapte as observacoes, comparar as
curvas, testar hipStese sébre ‘'os° paranetros - envolvidos ,
achar intervaios de confianca para estes parametros e deter-
minar 65 seus estimadores. O modelo anronriado »ara estudo
-dé"dado§‘deste tino & chanado "analise de cruvas de croscie

- mento", -

S & B

2.5.2 - 0 nodelo de curva de crescinento
Seja X a matriz (Nxp) das observacdes, A una natriz

“(Nxr) conhecida, B uma matriz (qxp) conhecida, £ a mnatriz
(rxq)  dos parametros desconhecidos e E a matriz (Nxp) de er-
ros cujos vetores linha sao independentes e identicanente
diﬁtribuidos (i.i.d), coh_distribuigﬁo n-variada, matriz de
covariancia ] e vetor média a matriz.nula.g . 0 nodelo ge-
-ral de curvﬁ de crescimento € dado por

X = A & B+ E - 0 (2.588)
Nxp Nxr rxq qxp Nxp

onde A € a matriz de planejamento e B € a matriz cujo elemen

. - . . - . - k=1
to localizado na k-esima linha com a e-éeésima coluna e t, .

~2.5.3 - Estimagio -

- Supones sem perda'de gencralidade que‘ g(qxp) s Q(er)

sejam ambas de posto complcto. Admitamos que os vetores li-
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" nha de §[ pr,]_sejam i.i.d conm distribuicao p- variada
Np[ 9 Z ]. 0 modelo (2.58) pode tambem ser apresentado na
o S

X* = B' E' A" + E | (2.59)
piN' PXq q;r r;N ‘p;N |

Khatri (1966) desenyolveu un trabalho onde nmostra qué o esti

-madof de maxima-verossimilhanga de g'-é dado por

F* = (B DT1B ) B plx A (A Aa)?t - (2.60)
qxr  qXp DPXp pxq .q%p pXp pxN NXr TrXN NXr

onde | f
P. = }-(v[ IN - é ( ‘ﬁ' {‘: )"1 é' ] )S [{rer .Morrison,1976,

pxp pxN NxN  Nxr rxN Nxr rxN  Nxp

Cap. 5].
2.5.4 - Testes de Hipoteses Lineares Referentes a §

Como na anilise de variancia, as hipdteses lineares so

bre £ podem ser dadas_por

=]
(e ]
T
(qp !
]

0 contra (2.61)
H: FE' cC* #0,
onde F @ uma matriz conhecida (cxq) de posto c < q, cnquanto

c' e uma matriz conhec1da (rxg) de posto g < T. A cstatlstl-

ca testec € exprcssa em fungao das matrizes.

o= FE & C(C R C)
. €XC CXq qQXTr TXg gZXTr TXT TXg

¢y (2.62)
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o | -1

E = F (B D7 B )" E',
cxc' cxq qxp PXp DPxq - qXc
onde ' .
R o= (A" A)7h+ (A Ad™h At x pThxr oA (AT
TXT rxN Nxr - rxr ‘rxN'pr'pxp pxN Nxr rxr
S s gyt oE
TXq qxq qxr
~Para testar Ho’ podemos usar o critério da maior raiz de
1. 1 . e BT o
‘L_g , € = A - 5 com parametros- s = min(c,g),
1+ A as .
le-g| - 1 N-r-p+q-c-1 .
m = > e n = » , aplicando a tabela
de Heck ou a de Pillai'{ver Morrison,‘1976}.
2.5.5 - Alguns Exemplos
A - Potthoff e Roy, 1964 apresentaram um modelo de

analise de Curvas de.Crescimento (2.58), QUe € uma generali-
:zagio do usual modelo de ANOVA, sendo ﬁue X tem vetores 1i-
nha ihdependentes, idénticamente distribuidos, cdm distribui
¢ao normal p—variada.iﬁédia 0 e matriz de covafi&ncia J. Nes
te traﬁalho. apresentaram também quaf;o exemplos aplic;dos a
§5t¢ modelo, mas citaremos gqui somente dois exemplos. O pri
meifo excmpio-én§§1§e>sémente um grpp§ de dnimais, enquanto
; ségﬁndo»ekcmpibienVOIQG m érﬁpos de-animais.

31) Seja um grupo.cdm N ahimais. onde todos os animqis estao
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sujeitos a mésma'medida, e que a medida de cada animal seja- -
-observada em p eempos diferentes, tl,tz,-oo,gp. As p observa
¢oes s3ao dependentes e possuem distribuicdo normal p-variada
com média O e matriz de covariincia desconhecida Z: .. A cur-

va de crescimento associada obedece ao modelo (2.58), onde

é(_le), E( 1xp ) e P( pxl1 ), sao dada por

assin o.valof_esperadq da variavel medida do k-&simo animal

- ’ , i p-l 1 .

é 'B[ X, ] =] gt
‘ i=o ~

az) Sejam m grupos de animais. O k-8simo grupo possui Nk‘ae

; n
nimais e os m grupos possuem um total de N = | Nk aninais.
o - k=1

‘Cada gfupo esta sujeito a diferentes tratamentos, ¢ Os “ani-
mais de cada grﬁpo sio medidos em p pontos de tempé, num'def
- terminado intervalo de tempo. 0 vetor das p medidas de cada
animal de cada érupo, tem uma distribuicao -normal p-variada

- com média 0 e matriz de covariancia Z‘. Estes vétorcs . sao
independeﬁtes e idénticamente distribuidos. 0 modelo de cur
vas de crescimento associado ao estudo destes m grupos »de
animais, tem a mesma expressao (2.58), sendo que as matrizes

A( Nxm ), E(mxp) e P(pxq) sao dadas por
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A curva de crescimento associada ao k-&simo grupo € dada por
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B - Grizzle e'Allgn,f1969; épréSentaram um exemplo sobre cur
vas de crescimento. Esse'trabalho envolve T grupds_de indi-
" viduos (ou animais), onde o k-€simo grupo tem Nk individuos
(ou animais), e que N = Z N € o numero total de individuos
(ou animais). En cada grupo a mesna caractermstlca e nedida
em cada individuo (ou animal) em p tempos. O vetor das ob-
seffagﬁqs §ij i= 1 2---Nj, do i-eésimo 1nd1V1dwo (ou anlmal)

do j=-€simo grupo, tem o valor esperado 45 que ¢ dada nor.

. =G| X..| = B E: . “ "
5 [ %) 5. . [2284)
x1 pxl pXxq qxl :

.

0 modelo de curva de crescimento € aquele dado pela expres-
550 (2.59), onde a matriz A (de planejamento) e_ const1tu1da
de uns e ze}os. |
0 objefivo' focalizado por Grizzle e Allen nesse_Atrabalho
foi estudar os estimadores dos parametros e testar hipote-
ses nolmodelo de curva de crescimento (2.59)
xt'= B' g' A'+ E'

p;N ) p;q qQxr rxN p;N,
Eles exemplificaram esse modelo, comparando quatro tratamen-
tos, envolvendo estudos cardiacos em-quatro grupos de cies.

As matrizes B' e A' adaptadas nesse exemplo sao



M1 -3 T =7
1 -2 0 1
1 -1 =3 1
B'= | 1 0 -4 0
1 1 -3 -1
1 2 0 -1
- | 1 3 s 1 )

cet 1 0 0 eee @ 0 0 cee 0 1 1eee 1)
ooo_o‘..ll 1 ".0 1 O O .77.. O 0 0 o 0
0 «ee 0 1 1 cee 1 ;0 0 ees 0

o O O =

2 o QO =
°
°
°
(=)
o

0'.. o 0 0 e o © 0 O 0 ® o9 O l 1 l‘l. 1 )

" 0s nove uns -na prireira linha correspondem ao prineiro gru-

-po, os dez uns da segunda linha ao segundo grupo ctc...

Exermlo 2.5 - Na Universidade da Carolina do Norte (E.U.A) ,

foi feita hna p¢squi§a en dois grupos de criancas, onde  os
pesquisadores colheram dados em 11 neninas e 16 meninos, com
idades de 8, 10, 12 e 14 anos; Estes dados siao as distanci-
as medidas cntre o centro de pituitiriﬁ e a fissura btério -
- maxilar, em mm. o

- 0 problema & verificar o comportamcnto das variaveis ao
longo destas idadcs e comparar as curvas associadas a  cada
grupo. (Exemplo_apfesentado por Potthoff e Roy, 1964, Ver

Morrison,1976 e Singer. 1977].



- 36 =
0 modelo de curva de crescimento € aquele dado por

(2,58), ou seja,

X = A £ B + E , onde

. 27x4 27x2 2x2 2x4  27x4
. - r o o 0 0
1 0 t t t t
N 51 2 L3 o
1 0 | |
o'\ . 11 §>=
L O S S
" o |V E 10 2 12 14 ¢ ]
A=1o 1 {3 :
0 1 -
_ | £10 Fn
: ‘ 16 ¢ ¢ - -
0 1 f20 f21§

Significa dizer‘que'a curva de crescinento associada ao s-é-
simo grupo, s = 1, 2° & dada por

. = c
.E[ xst_] fso T Es1 t (2.65)
Um outro modelo que pode ser usado &

| .. |
B X5 ) = oo * 5aa (D) (2.66)

. . - . i *
através desta transformagido, temos uma nova matriz B que €

formada por coeficientes de polinomios ortogonais. Aqui,



verificamos que H_ € nio rejeitada ao nivel « Trazoavel
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€10 f11
51 s - 530 =

Cqm-esfas ﬁoyas'informagSes, e usando a expressao (2.60), ob

temos

19 - a) . [22,6659 24,9373)

[}
“

£
R 0,4762 0,825

b1~a$ médias previstas (2.66), segundo quadro abaixo

MEDIAS PREVISTAS ~ MEDIAS
IDADE. - -
"MENINAS| MENINOS NEQINAS_ MENINOS
"08 . 21,24 22,46 21,18 22,88
10 22,19 24,11 22,23 23,81
12 - 23,14 28,76 23,109 25,72
14 24,09 27,41 24,09 27,47

1

. 2° - a) Testando a hipotese

* = ' ' = * *
Hy: [0,0] =1 g™ ¢ {511 g21]

. . contra
° * - *
Hl' [Ell 521] # [0,0J, onde

E "[ 01 J e €h-=13

[ver Morrison, 1976 e Singcr,lO??].
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b) Testando a hipotese

. - T LI ' * *
Ho: 0 =L &% C =¢5;-%2 o
; contra
’ . % * Y
By Byy = 833 7 0 o omde
F‘= [ 0,1 ] e [ J, Verlflcanos que H e rejecita- i

~ da ao n1ve1 a =0, 025. (ver Morrison, 1976 e Slnger, 1977]
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. CAPITULO 3
MODELO LINEAR LATENTE MULTIVARIADO

3.1 - INTRODUGAO

qurigues’,i975;pmop6s uma gencralizacdo do modelo de
anilise fatorial, onde os fatores satisfazem um modelo line-
ar ﬁuitivgriédo. 0 modelo que resulté~desta C6mbinagéo, re-
cebeu o nome de "modelo linear latente multivariado', o qual
tambem p;de ﬁer chaméao'de.modelo linear-fatorial composto.

0 modelo apresenta dois casos, nao restrito e restrito.

3.2 = APRESENTACAO DO.MODELO LINEAR
Seja o-modelo linear

A+ e | (3.1)

[E )]

Y =
~onde Y & uma matriz estocastica (qxn) de n’ observacoes e q
varidveis, £ matriz (qxr) de parametros regressao desconheci
das, A € uma matriz (rxn) de planejamento, de  posto . linha
completd r<n e ¢ uma matriz estocastica de erros com E[e)= 0

e Var[ € J-= ¢ Q onde ¢ € uma matriz p.d de variancias e

In’
covariancias desconhecidas. Quando estimacoes e testes fo-

qxn[g , ¢ @ En]' Supomos que !

nio seja observavels Por outro lado, uma matriz - de dados

rem feitos, tomaremos e "V N

X(pxn) € observada, com p>q e que esteja ligada a Y atraves

de um modelo de andlise fatorial -
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X = 4Y + 2 (3.2)

onde A € a matriz (pxq) das cargas desconhecidas, de ﬁosto

coluna completo q<p. Z € uma matriz (pxn) de erros, tal que

#z]

€ uma natriz diagonal cujos elementos sao desconhecidos, e

0 e Var[_g } Y @ ln' onde ¥ = diag(wi),iﬁhz,.u, P

( } . - ‘ .
Cov[ Y , Z | = 0. Quando estimacoes e testes forem requeri -
-t : ° . ! . .-
‘dos tomarenos é v prn[ 0, v¥veI ] -

Em (3.2), Y € uma matriz que representa as variaveis

latentes ou -fatores, enquanto a natriz X representa as.varié
veis respostas.-

¢ do

o

Estamos interessados em estimar os parametros E
modeldo linear (3.1) e testar hipoteses com respeito a I atra
vés da matriz de dados X. Por outro lado, as estimagGes dos

pardametros A e ¥ do modelo fatorial também sdo requeridas.

3.3 - MODELO LINEAR LATENTE MULTIVARIADO
A combinagdo do modelo (3.1) com o (3.2), resulta o mo’

delo em forma geral dado por

X =8 AU (3.3)
PXN  pPXT TrXn  pXn :
onde U € uma matriz estocastica conm E[ u ] =0 . e
Var[ U ] =Ve ln’ -
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B = A E e (3.4)
PXr  pxq qxXr
V = A & A"+ ¥ - (3.5)

pPXp  pPXq qXq qXp  PXp

Sob as suposicOes que € e Z s3ao normais multivariadas,

_ Q )

SN

A equagao (3.3) representa um modelo linear multivaria
'do, cu3as varlavels 1ndependentes sio nio observaveis. Por

este motivo € chamado "modelo linear latente multlvarlado "

Os paranetros =, A, & eV sao chamados parametros estrutu-.

_rals, enquanto, B8 e V sao denomlandos de forma reduzida.

3.4 ; RESTRICOES NOS PARAMETROS ESTRUTURAIS

Seja L uma matriz nao singular de ordem q, e sejan

*aLz, A=Al e 2t =Ll 7 (3.6)

v

Sem modifiéar a estrutura do modelo (3.3), as matrizes £ , A e

¢ podem ser subst1tu1das por E* , \* e ¢, Esta indetermina

e

¢ao do modelo corresponde a transformagao linecar dos fatores'

*

Y

=L Y. ‘Uma vez que L tem q2 elenentos, entao no ninimno

2 A - . o : ~ .
q” restrigoes sao impostas a £, A e ¢. No caso nao restri-
1 ;i

to, 3 q(q-1) restrigdes serao impostas; fazendo ¢ = lq, sig
nifica dizer que a expressiao (3.5) toma a forma
AL S S (3.7)

PXp DPXq  qXp  DXp
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"

Eﬁtaiimpdsigﬁo pode ser feita sen nerda de generalidade: .
pdi;, se ¢ # Iq, atraves da transfornacio I* =LY, onde L =

% verifica-se que (3.7) pernanece a nesma. Para q>1,
,qualquer que seja a matriz ortovonal U(qxq) (aque tgm-%q(q-l)
elementos livres), as transformacoes em £ e A dadas | .por
*

e A =DM A s3ao validas, pbis, as expressoes(3.3),

=

(3 4) e (3. 7), pelnanecen as mesnas. ~Como na analise fato-
r1a1, 1odenos desejar que A ¥ lA sgja diagonal ¢ que seus e-
lementos estcjam em ordem decrescente de valor, com o objeti

vo'de'determinar uma matriz gthq) ortogonal, cujos vetores
colunas sido Vetdres‘préprios ortogonais de Q'Y-lﬁ; envolven-
do assim, um probléma dg_redugﬁo canonica do modelo fafo?ial.
Usando o processo (algoritimo) de Gram-Schmidt, podemos de-
terminar a matrii ortbgonal H(qxq), quando igualamos a ';ero
os primeiros (j-l)-elementos da'j-ésima coluna de A, j =1 , 
—2,..,,q;

No caso fcstfito temos restricoes sobre ¢ fazendo diag[ ¢ J='
.].:.q_' - _ _ ‘
tas tomando (q-1) elementos nulos em cada coluna. Im termos

sobre.A um nimero minimo de q(q-1) restrigdes sio impos-

gerais, A ¢ e ¥ deverido seguir 0s secguintes casos:
'19) paranetros conhecidos, fixados
2?) restricocs feitas atravcs de 1gualdades de parnnetros no -

modelo;

3?) pariametros nio restritos, livres.
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- 0 modelo fatorial (3.2) nao contém parametro de locagio..g .
entretaﬁté, para algumas aplicagdes, este parametro & requi-
sitado. Pafa colocagiao deste parametro, modificagoes na ma-
trlz de planejamento devem aparecer {ver Rodrigues, 1975} .
.Alguns modelos podem ser vistos como casos particulares do
" modelo apresentado. Em particular, temos o modelo de compo-

“nentes de varidncia, dado por

"\v ‘. _Xij =a +‘Bi T zij'l ) (3.8)
'dnde.xij 3 g medida designada ao i-€simo traf;mentq pelb j-éé
simé_ni&el do fatorPB Bj e o:j-ésimo ?feito fixo do'.fator'
»B,.j=1’2...p com 2183 =0, s; € o efeito aleatorio devido
ao i-ésimo tratame%to, @ € a media geral, ci & a variincia |
do efeito s; © 02 € a variancia de Z55° |

0 modelo (3 8) pode ser apresentado na forma

x.. ; .o+ A + Z.. 3.9
’flJ, M5 Yi * 2 (3.9)
o \ | S3 2

~ Expressando (3.9) em forma matricial, temos '
o X=mwral iyt (3.10)
com E[ v J = 0; Var{ y } =1, E[ /A } =0, Var[ J = ?-Ip' .

‘Covb?°§J =0, E[ X J =ue Var[ X J = Y= §°1p'1p * ?'Ip' .

e

onde'15=[1 1,.;51}; Assim (3 10) S’apresentndd ?omo caso par

ticular de (3.2) com um uni.o fator, ondec A = 22 e y = ¥ Ip.



3.5 - ESTIMAGAO DE MAXINMA VEROSSIMILHANGA

.A - Estamos iﬁteressados no modelo linear latente
(3.3). Evidentemente, regras de derivacoes sao importantes
-e largamente empregadas neste capitulo. O estimador de mixi
ma verossimilhangé (E.M.V) de"g , nao restrito, ¢ obtido ana
ligicamente para A , g»e ¥ fixados. Os outros estimad@res
~dos‘pa:§metrés restantes sio estudadoé,-e um:processo ifcra-
\tiﬁo.(de Fletcher e.Powell) para a deterhinagﬁo dos mesmos e
ﬁfiliz;do. 0 modélo linear latente (3.3) foi expreséo. na
_forﬁa X =8 A+ U, quando A € de posto linha compléto r<n,
g“’“pxn[g’yazn]’ §=§.
de posto coluna completo q<p,

11

L] -
e V=A0LA +1Y¥, onde A e

-

e p-d, simetrica e Y diago

e

nal, p.d.

. Agora apresentamos a fungao de verossimilhanga, que é

~dada por
‘log L = s % np log 2m - % n log(|V]) - %tf[y-l(z-gé)(g—gé)']_
- o | (3.11)
Para facilitar mais o trabalho, uma fungao
12 ox-sarcx-ga0), (3.12)
"€ dada para que a fungio'F seja definida da §eguintcﬁforma=
Foelog(lyD +ufvty) o (a3
Como V & dada por (3.%) e B8por(3.4),entdo T = T(E) e
FeF(E,4,2,1%). | -



SS

Conm o mesmo objetivo de analise fatorial, aqui decterminare-

mos os valores de.Z , A , ¢ e ¥ que minimizam F. Estes valo

¥

1ol

» A

pen

‘res passarao ter a notacao e

B - Estimacao de

1

Trataremos do caso onde £ € ndo restrito. Determinaremos 2
que minimiza F paravﬁ » ¢ e ¥ fixados.

" Teorema 3.1 - Seja F definida por (3.13). Se £ e irrestri-
ta; o valor de £ que mininiza [, condicionado aos valores fi
xados de A , 0 e ¥, e dado por

E-a T v xa an™ (3.14)
Demdnstragﬁo:

'Pelo teorema (1.12), temos que
%S . = A' ( 8 A) A'; entio, fazendo 35 = 0 temos
= n ~. - = - ac ~
] -1 ¢ -1 ' .
A v xat =2t v g aA L ou seja.
L] "1 - ? "1 —- .

A vixa - vt oz aan, (3.15)

onde B = A E .

Em (3.3) afirmamos que
‘tem posto coluna compl
'siveis e o valor dé

-
-
(=
-

1

tsp

-(Q.V

tem posto linha completo e que

V-l

A A

A

eto. Logo, AA' e A s3o inver

que ¢ solugdo de (3.1%) & dado por

=Y

v x At A

SRS A’



C - Estimagao de A , ¢'e ¥
; ; - L 1

Apesar das expressoes analiticas de %% s %% e %% existi-

rem, ndo ‘cxistem solucdes analiticas onde estas derivadas se
gnulam. Em (B) encontramos a expressdo analitica para I que
minimiza F, para A , ¢ e ¥ fixados. Substituindo é em I, es
ta toma a seguinte forma:

nF(:,0,0,%) = F(E,a,0,8), . (3.16)

ou. seja, F = log(lyf) + tr(Y-l Ty, ) 7 (3.17)

onde-f 3 I calculado em

(N3}
|
[RUN

Munidas das expressdes analiticas, F, %gl e 25

, O proces
so de Fletcher e Powell (1963), ¢ aplicado. ’

Seja y um vetor linha com [(p+q)2 + pq] compbhentes-que sao
‘constltu1das pelos elementos de A, os elementos da parte tri

angular superlor (inclusive os da dlagonal) de ¢ e os elemen

tos-da diagonal de ¥. O vetor y tem a seguinte forma

y = (*1r"?lpl“"“pq’°11’?12°“'Qhr"‘ﬂhqwl’WZ’”’wp)(3'18)

Os parametros livres de A , & e ¥ forman um vetor

s 2. _'?-,_..( 91’02’...’(9“).. (3.19)

i
f

Assim F deve ser encarada como uma funglo de 0, isto e,

=f(0). As derivadas de £( 0 ), sao
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g = ——(———— *© § dij s (3.20)

onde aij~= 1 se_ei<= yj e

~Para iniciar o processo, a matriz E pode ser a identidade ou

o5 = 0 em caso contrario.

' : 2
G 1, onde G = B[ £ ]. Este processo de minimizacao de

20 30’
F & calculado na regido onde v, > e, i=1,2,...,pe € > 0.

3.6 - CONSISTENCIA E DISTRIBUICAO ASSINTOTICA DE g e V_

- As proﬁfiédades de cbﬁvergéncia en probabilidade em distri-
buigdo sido largamente empregadas nos estudos dos estimadores
para grandes amostras. Um conceitg também bastante utiliza-
do & o de informagio de Fisher I( © ).

Considere um modelo linear nultivariado

Kn = E én * gn » o _ ' QS'ZI)
onde A, e de posto linha completo r<n e os vetores colunas
de u, sao independentes e idénticamente distribuidas (i.i.d)

com media O e matriz de covariancia V.

Definicio: Os estimadores de minimos quadrados de 8 e V sao

‘definidos por

= ] ' R | : .
-gh = zn én (én én) e : | (3.22)
o=, ‘ 1 - ] ] ;1 )

Yn n )..(.n[ In ‘én (én én ) én ] )..(.n

Fn e Vn poderio ser estimadores de maxima, verossimilhanga



[ 0o,Vverl. }.
pxXn - ~ -

Vamos estabelecer .a seguinte Hipotese,

MeV), se U~ N

Hipotese 3.1 - Scja (én) uma sequcncia de matrizes (rxn) com

Vaiores fixos conhecidos. Defininos Qn =1 én é . Admitaros

Qe _ ,
lin Q = Q | (3.23)
N>« '

tal que;~Q existe e seja finita.

A consisténcia de B, © Vn pode ser esclarecida pclo se-

guinte Lema.

‘Lema 3.1: Seja (gn) uma seaquéncia de matrizes que satisfazem
ao modelo linear (3.21), onde A, (n = r+l,r+2+++) © a matriz
de planejamento. Se a sequéncia (An) satisfaz a _hip6tese

3.1, entao quando n —> «

a) .B.n_—,: 8
L
b) T, —— ¥
Demonstracao:

a) De (3.21) temos que X = 8 * U onde I[g J= :

_.fn 7

. 5[ = j = [‘E[ x_Jar (A A" ] = pAAD (AN = 8.

Ay
-‘Entﬁo, E[ X ]'='E-A — E[ B, ] [x A (A, A ) J
E ~-N~N ~

=N

Sabcnos que

- 1 e
var[ T,) = v o oY) 0o

1 (3.24)



[vgf Anderson. 1958, nag 182].

Pela hipotesc 3.1 1im Q = Q — 1lin Var| B | = 0  (3.25)
¥ n = : ~n <

n->e N>

Como B ¢ un cstimador nao viciado de B e como Var[ g ] sa-

~1

tisfaz (3.2%), e B, converge en nédia cuadratica para g ,

logo por 1.85, segue-se que B, converge en probabilidade pa-

ra.g . i )
D) To = & (Xkn - B By
T,= 5 (X - BADX, -8 A —>
-7, =_In'- (B - 8) Qu(8, - 80" (5.26)
A”mat:%z T, pode sﬁr rgpresentada na'forma'- |
T % U, g; = % k=1gk BL’ onde u, uL sao matrizes i.i.d com

By =y, ¥ k=120

Como Xk = gkui, k=1,2,°°*n sao i.i.d e E[ gk ] =V = (0..)
com %5 < », entao pelo Teorema de Khinchine,
. P
= = Y, ——- V, quando n — = (3.27)
IS k ~ _ ,

(ver Rao 1973, pag 112].

: - 3d .
Por outro lado, B, —> 8, Qn —> Q quando n —- = e
D~ - ' - - . =y
(ED - E)‘Qn(én - B) expressa uma funcgao quadrntlFa de [

que ¢ uma fungido continua de B entdo

e

(En - E) gn(gh -‘E)' i i 9,'quando ‘n — = (3.28)

"~ (Ver Rao 1973, (xiii) pag 124].
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Assim, da expressao de ?ﬁ de (3.26) e dos resultados (3.27)

e (3.28), concluimbs que

B

Yh ———> V , quando n —>
Lema 3.2. Seja (Xh) uma sequéncia de matrizes satisfazendo
o modelo (3.21),onde Al & a matriz de planejamento e’
U, N;prn[g sV e ln)’ (n ='r + l,lr +\2 °ee2), Supomos que

(A,) satisfaca a Hipotese 3.1; entao,

- d .[% -1)
a/_ = _—'>N 10'\ra 1} ad === 03
'b) independentemente de E 5
/a |V, - V] 2. fo (v., v. +v. v.. ), quando n—>
oe-n -y - ik “je “ie jk7,’ - . ’
onde (vik vje s vjk)'e a covariancig as;intotica dq(l,j)
-ésimo e (k,e)-ésimo elemento de vn {?ﬁ - Y].
Demonstracao:

' £ [ ¢ .
a) podemos afirmar. que, se U " prnl o,Vvel,
3 (
L

. o~ " —1] ) ;
entao Enjw prr[ B ,Ve® (én gn) . ver Anderso§ 1965, Te

orema 8.2.2, pag. 183 ]ﬂ

[ A | =
Ba ™ prrl B . Ve (A A) ] —> (B,-8) v

| -1 _ )
Ner[:9° IR (én_én) » ] .? -zn“' R ( Bn B )
: _ ) | e B
T a— -zt veq |t
-1 \_P ZE{_@»,,]V
v NPXT[ 0.Y8%, ] — Zn(_E ) = e



-Gl =

' Pela-hipﬁtese-S.I, 1im gm =?Q == 1lim lQZn( t) =

., e n+e

1 -1 . . 4.
Af , 2 & ['Y a8 ]3;£%> /E_(;En - g )'£L+fupxr[9’ V@ 9'1].

b) Temos qué

e e C - - '

¥, - = fn‘[zn - Y] - /n (8, - 8)Q, (B, - &) (3.29)

AN . n .

ek S _ 1 ' ' - sa s
AV1mos que.'l‘n = E-kzlek-gi com E[ up Uy ] = Y:e covariancia
dada por '

[(ulauja - vij)(ukauea - vke)] =‘vikvje ¥ vie vjk - [ Lfo
Anderson 1958, pag 39 ). .
Pelo Teorema de L1ndberg - Levy (T.L. C),

‘. q _
S § :
3 = ¥ - = __1__ =1 |
Se;a S, =n (gn g) onde:Var[ S, ].— /H_[ VeqQ, ],tal que
' P

lim Var{ S ] =0 —> S —> 0, quando n = = . Mas
n+e = S ~n - -

1. ‘ 1 , 1 .
2, - v y - ' b — '
n(gnfB)Ql(gn-E).—[n(B-B)JQ[H(E‘Q)] B
&= -n g S expressa uma forma quadratica de S, Que ¢ uma fun-

P
gao continua de §n' Logo, Vn (B - B) Qn(t - B) 0,

quando n —> o =—> /H-(g - B)Qn(ﬁn - Q)—g+ 0,quando (3.31)

n — =, Pelas conclusoes (3.30) e (3.31), podemos afirmar
s d |

que /_—[ -V ] —— N[O, ((vikvje + vy L))]

0 lema 3.2 mostrou que as. estimadores 8 Vn sio assintoti-

camente normais o 7

.-
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B - Consisténcia de 0, en um modelo linear estrutural

Supomos que X seja uma matriz que satisfaz o modelo (3.21),
sendo que B e V sdo agora funcoes derivaveis e continuas de

um' vetor parametro 9. Em (3.13).definimos a funcao

F o= log(|V]) + tr(v™h T) (3.32) .
e por (3.26) vimos que ' | »

T, =V + (8, -8 Q8 -8) (3.33)

Substituindo (3.32) em (3.33) obtemos
| . | -1
F = log(|V]) + tr{V

[Yn + (8, - 8 gn(?n—g)']} (3.34)

Atraves da minimizacdo de (3.32) obtemos um estimador de B

. 'e‘n.ﬁn sera estimador de M.V. de 6 se U AN lo, Ver I
~n‘~ : = ~n =~ = ~n

pXn

Teorema 3.2. Seja gn satisfazendo'(stZI) com matriz dé pla-
" nejamento Qﬁ (n=r+l, r+2,<+<) e sejan B e-Y funcoes contihu-
as e dgriviveis dg um parﬁmctro estrutural © , e seja én o
valor que minimiza (3.32). Se a sequéncia (A, ) satisfaz a
hipdtese 3.1 e se 0 € identificddo, entao

P
8, — > 90, quando n'— « (3.35)

Demonstracio: [ver Rodrigues 197%, pag's 66-68);

C - 0 Limite da Matriz Informagig»ﬂg Fisher do HModelo

Linecar Estrutural,
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.xﬂSejam Ei, 52"".§n vetores aleatorios independentes tais

que X tem densidade fq(x;e), o = 1.2{---5ndependendode(3.
" Definicio: A matriz informacio de Fisher associada a a-8sima

observacio & dada por

(3.35)

N dlog fa 3log £
1,8 = E 36 20" :

- Sob certas condicoes impostas nas densidades fu(x;e) e no es

paco dos parametros, a matriz informacdo de Fisher pode ser
escrita na forma - |

’ 2 - - ' .-
32log £ } .

I, - E[ 3636 (3.36)

Deflnlgao A matriz informacao de Fisher limite associada a

sequenc1a (Xk) de vetores aleatorlos 1ndependentes e - dada
por - ‘ . o
o ;B - | |
I (e) = lim = ) Ik(e) . (3.37)
n>e k=1"" 7 -

em relagdo a @ .
- Lema 3.3. Seja F uma funclo definida como em (3.13). Supo-
nhamos que os parametros g e V da forma reduzida tenham deri -

vadas parciais de pr1me1ra e scpunda ordem relativamente a 0

° * * -
e que scjam continuas. Entao,
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98 VvV
3F _ . 128 -1 -12Y
e = - zn-[ A (X -8 AV -53-.]+tr[y V-T) V= }(3 38)
1 1 1
Ae.
1
22 F 1 9 3 E -1 d .B.
=2 tr| =A_A v : +
aeiaej ‘[ n =-n =n ael - aej .
gee [yl L] A (X -g A )"Vl sV 1 4 tx ) 1 2%8
+u_tr L 331° 7 A8 &)Y SEBJ'Ztr AnEnBA, v ae 26 ;
- g . VvV . WV Vv aV 5
(-1 N =1 %2 -1 °2 ) . -1 °2 -1 °=
= 2tr| SA X -BA) V" 55 VY '3'5.] tr) Vo35, Vo936l |t
. . ) \ 1 Ji
S : v v ’ - 32V
: -1 -1 %% -1 °% -1 -1 !
+2tr| VI TV ==V 35_] * tr[ VO -TD Y 55750
| = RO | J 1 J)

Demonstracio: a demonstracdao € feita usando os resultados de

matrizes do primeiro capitulo [Ver Rodrigues 197%,pag's 71-73]

Lema .3.4. Seja X satisfazendo (3.21) com matriz de planeja-

 mento A A sequéncia (én) satisfaz a Hipotese 3.1 e

-n pxn[ -
ma reduzida B e v tém derlvadas de primeira e segunda ordem

U_. ~ N 0,VeIl ], (n=r+1,r+2,...). Os parametros da for

contlnuas em relagao ao paranetro estrutural 0 . Entao

In(g) ? ’ z (_9_) quando n — = ,

isto e, I (é) e um estimador consistente de I(g).

-

-P
Demonstracdo: Pelo Teorema (3.2), e — B, quando n — =,
o B 3 v -
e pelo fato de 5 ; c V 1 serem fungoes contlnuas

] -
aei_. -



- de @ , temos que

38 3 B
5 .( o ) e e.( 0 ), quando n — =,
1 i
3\_{' P VvV )
/ 5 e_( gn) e 5,( 6 ), quando n — =,
: i
s o P -
v 1 ( gn) — > V 1 (.e), quando n — =..
.\' | - A ‘4 aB
* Como os e€lementos de I( gn) sao funcoes continuas de 35: :
v ‘1 . o - a3
ae eV ™ emo, entao podemos afirmar que

I( én)<——g—-> E( g‘), duando n — o.

o

D - Normalidade Assintotica de 5ﬁ no Modelo Linear

Bstrutural

Estamos de posse de um estimador e de M.V de © que foi de-

terminado atraveés da equacao

2 log L(E,.V .6 )

0 , ou pela equagdo

2.
3 F(Bn 'Vn en)
= 0 .
0 ?. : s =
Supomos U~ prn['g » V @ In ].

Lema 3.5.- ScJa F a funcao definida por (3. 32) Sejam B c'V

os paramctros na forma reduzida que tem derlvadas de prlmel-

Ta e sevunda ordcm continuas em relagio a 8. Se (An) satis-
faz a HipGtese 3.1, entdo
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1 a2r- P
Z Te000°"

> I(g) , quando n — «

Demonstracao:

[ver Rodrigues 1975, pag!s_78-79]

Corolirio 3.1. Com as condicdes do Lema 3.5, se @ & um ve-

. ! - P P
tor tal que 6, —> 8 quando n — = , entao
2 9000

—>- 1(9) , aquando n —4»::w . .

Teorema 3.3. Seja.gnisatisfazendo (3.21) com a matriz de pla

x;ejanentogn e U «._prn( o, Vs _-I.n),.(n=(r+‘1),.(r+2)4-- ) .
Sejam B e V os parimetros na forma reduzida que tem deriva-
das de primeira e segunda ordem_continuas. em relacio_ao para

" metro estrutural 0. Se (An) satisfaz a llipotese 3.1, entao

‘quando n — =, Vn [éﬁ - g]'——i——> N[Q; 1-1(9)], onde 8

- . - - . . . -
& o estimador de maxima verossimilhanca de © e I(e) e a ma-

‘triz informagdo-de Fisher.

Demonstracdo:

”(ver>Rodrigues 1975, pag's 80—82]

E - Teoria de Grandes Amostras para o Modelo Linear Latente

Podemos encarar este item como um caso particular dos -ante-
‘riorcs, ou seja, represcntar o .vetor 6 como o vetor contendo

todos os parametros livres de

» A, ¢ eY¥ e que seu estima

dor de M-V §n scja aquele determinado peclo processo de
‘Fletcher e Powell (1963) ' '
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Corolario 3.2. Seja- X satisfazendo o modelo linear latente

dado por (3.3),:com matriz de planejamento A e

Hn ~ prh[ Q . Y @ In ] (n=r+},r+2,---). Admitamos que o mo

delo tenha sido identificado conforme § 3.4. Seja © o vetor

0
contendo os parimetros livres de = , A , ¢ e ¥ , e 8 o esti

n

deor de M-V de 6. Se a sequéncia (A) satisfaz a Hipotese

73.i; entio quando n —> = , ]
P B -

Y ~~ - - . - -
a) &, —>¢ . isto 8 g,

e um estimador

consistente de © .

b) /n [én —g] S N[g', ;‘lcg)],'onde I(e) € a
matriz infofmagﬁo'limitc de Fisher.

\ ) - P - - ‘

c) _I(gn)<—————> I(e), I(Qn) e um estimador consistente

de I(0)

Demonstracdao:

~

0 vetor 6 & constituido dos parametros livres , A,

¢ e Y. Como B e V sdo funcbes de £, A , # e ¥ e como tém
derivadas de primeira e segunda ordemAcontinuas —=> g e V
sao fungoes de 0 e tem derivadas de primeira e-scgunda'ordcm
continuas em relagdo a 6 , entdo

a) Pelo Teorcma 3.2, segue=-se ‘que §n ———2~r 9, quando n — «

b) Pelo Teorema 3.3, segue-se que

/E-[§ - 9] __éf_; N[O‘,l-l(g)]. quando n —



= G =
c) pelo Lema 3.4, segue-se que
1(§,). —— 1(0), quando n —= = .

3.7 - OBTENGRO DA MATRIZ INTORMAGAO LIMITE DE FISHER

l

3.7.1 - No Modelo Linear Estrutural
A obteﬂgﬁo dos elementos da matriz informacao de Fisher para
o modelo linear estrutural & garantida pela seguinte proposi
-gSp: Seja Kn_satisfaiendo (3.21) com matriz de planejamento
A e gﬁ\& Mpxn [Q ,'Y ] In] (n=r+1,r+2e<.), eisuponha qué,bs
vpéfimetros da forma reduzida B8 e.Y, ambos em funcao do para-
'metrQ estrutural 9; sejam continuag ém %flagim aoe tenhan

-dérivadas dé primeira e segunda orden éontinuws en relacao a
g. Se a sequéncia de mafrizes de planejamehtm (A,) satisfaz

a Hipﬁtese 3.1, entao os elementos da matriz informacao limi’

te de Fisher sio dadas por

. e8' _jeB) 3V 5 9V
1(0.,0:.)= tr|Q —— V ~ — | + S tr|V =~ —= V = == (3.39)
R e B R PR TR 2 |- 983~ 26
Demonsfrdgﬁo: [vef Rodrigﬁgs 197, pag. 74]

3:.7.2 - No Modelo Linear Latente
Para obtermos os eiementds da matriz informagao limite de
Fisher sob o modelo lincar latente, utilizamos a seguinte
proposigﬁo:.‘Seja X satisfazendo o modelo linear latente
(3.3) - (3.5) com matriz de plancjamento A e

~n
u, ~ Npkn[ o,vel, J (n=r+l,r+2+++). Se a sequcncia de



- 69 -
matrizes de planejamento (A ) satisfaz a Hipotese 3.1, en-
tao os elementos da matriz informacio limite de Fisher com

respeito a £ , A , ¢ e Y sao

1) I(eg506e) = (VM) 5y (95, ©(3.40)
2) IlEg5hpe) = (VM) (@ )5,

N § SR -1 .
3?' I(Aij’kke) = )ik Q¢ je +.(V A 85,

T g D gy (@ ATV @)
4) 10..0 ) = Lz-s )|ty v ey L

ij’ ke 2 ke ~ =ik~ - =.="¢€j
4 (Y-lﬁ)ie (QGY-IQ'?)rj]

5) I'cx L) = v h v e) )
S) Iy Yy Y )i (V78 2Dy

Yy -1 ' ol w1
6) T(o350p0) = 328550 (2=6,) ('Y Iy vy, ¢

* (Q'Y-lé)ie (Q'Y-lﬁ)jkj
7) I(®..,¥.) = l(Zaa )(V—1A5 (ﬁ'lA) e
ij* k) T 200 ki L kg

..1)2

.
8) I(¥j.¥y) =3V ")y

Os elementos restantes sao nulos, por exemplo:

. I(Eiiile) = I(&ij"yk) = eece = 0

3.8 - TESTES DE HIPOTESES

0Os testes de hipotesc que desenvolvercmos aqui sio os

seguintes:
a) teste de adaptag¢ao do modclo;
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b) teste de ﬁithese sobre os pardmetros A , ¢ e ¥ ;
"¢) teste de hiﬂStese sobre o parametro I .
0 primeiro teste g o teste dc adaptacao do modelo linear es-
Atrufural, on@e gse Y sao fungGés do pafﬁmetro estrutural 9 .

‘0 segundo teste & feito em relagdo a A , ¢ e ¥ , ou secja, en

funcdo do proprio parametro estrutural 6. O terceiro teste

€ feito envolvendo combinagdes lineares dos elementos de E ,

- da forma 'g S g= Q','sendd‘que o modelo aplicado & o modelo
linear latente. Seja X a matriz dada por

X, = 8A +U - (3.41)

onde A é de posto linha completo r< n, B = A , V positiva

definida (p.d) e gn " prn[ 0 ,Vvae In]

- 3,8,1 - Teste de Adantacio do todelo

Seja A = {todas as matrizés Y(pxp), simétricas e posi
tivas definidas}, e seja
B = {todas as matrizesvg(pxr)};_ Definimos:
a) 9 =BxA = {(E'Y); B € B, VE A}
b) w = {(E,Y): g € B, Y'G Aes e fungao de g}

Testar a adaptacao do modelo linear estrutural € o mesmo que

testar a llipotese
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H: (8,Y) €w , contra " | (3.42)

H1: (E,Y) €EQ - w

onde B e V sao funcoes do parﬁﬁetro estrutural 6. ohserve

que B temn p-r parametros, V ten % p(p+l) e & tem n parame-

tros. Entao £ = p.r + % p(p+1) € o ninero de parﬁmcfros de
EZQ‘Y. Logo o niimero de restricdes inmpostas por H e tt-n)
.comm <'£, Desejamos agora deferminar a estétistica teste.
Para a fealizagio désté efénto, os seguintes fatos sao da-
dos: | |

A - Emn Q

a \Ne =1
Bn = %n én(énén) ©

1

1 ' S §
Vs ix - e, anTtal xn

que sao estimadores de maxima verossimilhanga ndao restritos

4 7
de B e E._onde .gn N'prr[g’l ] EnJ‘
Seja z£~um vetor (£x1) constituido de todos os elementos dis
tintos de 8L Ynf Logo

max log L(g,V) = C - % F( Yn) = C - %n[log(|?|)+pJ ' (3.43)

Q

B = Em w

Seja 6 o vetor (mxl) que e cstimador de maxima verossimilhan

e V, sdo estimadores de maxima verossimilhanga

™)

ga de 6 -

de B e V sob a restrigdo de Hy Logo
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& 1:y e -‘... -
In B 'ﬁ(zn ; Bn én) O.(.n Bn én} e
max log L'(8,¥) = C - 2 F(8) = (3.44)
w
- 1 o l10c(17 -1 7
= C = E-n log(lV|'+-tr(E T)
C - Estatistica
. L. _ . 4 :
An”= L” , onde Lm e a a funcao de verossimilhanca L(8,V)
; Q , :

.sob Ho e LQ sob @ . Segue-sec que

- 2 log Ap T T 2[log L, - log LQJ = B -~ (3.45)

--Z[max log L - max lodiL}f=
Lo Q :

- ~“n] -~ o )
n(10g (1T + wr@ D - 102017, 1) - p]-.

‘Para obter a distribuigﬁo de - 2 log An’ quando n € crande,

usanos o seguinte teorena:

‘Teorcna 3.4. Seja Xn-satisfazendo (3.41) para '(n =1+l ,
r+2,+%+), e sejan B e V paramctros na forna rcduzida, que
- - - ; - e .
sao funcoes continuas en relagdo a & ¢ com derivadas parci-

ais de primeira e segunda ordem continuas em relagao a. © .
Se a sequéencia de matrizes de plancjanento (An) satisfaz a
Hipotese 3.1, entio quando n —> =

T =-2 log A ‘f;;l—_* xg S (3.46)
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onde v - L-n e =2 log A e dada por (3.45).

Dempnstragﬁo: (vcr Rodrigues 1975, pag '97).

Coneluinos pelo Teorema 3.4 que a regifo critica do teste ao

nivel « & dada por

2

zlogdy > Xy 1.

9 : . ° (3.47)
~ou seja, rejeitamos H, nesta regido.

3.8.2 - Teste de Ilinoteses cri Relacao aANodev .

0 vetor o' = (el,ez---en) contén todos os paranetros
livres de A , ¢ e ¥. Entdo, testar hipdtescs sobre restri-
coes «dmmostas a A , & e ¥ € o nesno aue testar hipoteses im-
nondo restricoes sobre o paranetro estrutural o.

Seja

n,: g(e)

"

1O
~
(92}

Ll
-—
o}
—

s "g(@) # O

onde g € uma funcio vetorial de dimensio s, iéto c ,

g'(0) = (87(8), §,(8)-++g_(8)), cone €2 CR" .  Supondo
que as gifi=1,2“l.,s, sio continuas en relagdo a 8 e con de-
“rivadas parciais de priﬁeira orden continuas em relacdo © ,
entﬁo as restrigoes 8i(9)'= 0 ¥ i=1,2”".;s, inpostas pbr
Ho' sio equivalentes as rcﬁtrigEcs de colocar as |

ej = hj (al,az,...',ad), 1=1,2,...,n ¢ 'd = n-s, onde as fungoes
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hj’ j=1,2,...,n, sfdo continuas em relacao a o« e com derivadas
parciais de primeira orden continuas em relacdo a o , onde

g' - (alldz,-..,aa):‘ [ver Rao 1965, pag

a's 149-150]. Este re-

sultado pode‘ser.verificado; usando-se ﬁlguns teorenas de

Andlise do R" (ver Spivak 1965, pag 111) .

Seja éﬁ‘o estimador de mixima verossimilhanca nio  restrito
-

de'@ e én 0 estimadpr‘de naxima verossimilhanga de & sob a

-ré;trigﬁp.delﬂo._

0 teste da razdio de verossimilhanca € dado por

' h!
- Z[max log L - max log LJ (3.49)

-n[p(gn) - T(§,)]. onde

= 2 log An

Q = {conjunto de todos os parametros livres de A , ¢ e V¥, a-

presentados na forma vetorial 8' = (91---em)} e

W o= ,{g € q; g(e) = 0}. A estatistica teste (-2 log ) tem

. Sy 3 o g0 i . 2 s s -
distribuigao limite x, quando n — » , . A verificacao des
te resultado e vista atraves dos mesmos argumentos do Teore-

ma 3.4, adaptado$ para'este teste.

3.8.3 - Téstes de llipotcses Lincares sobre 2 .

0 parametro = € o paramectro do modclo linear geral da-

do em (3.1);: Entﬁo o tcste de Hipoteses sobre = ¢ dado por,

-

H: Cz'g=0, contra | (3.50)
Hy: Cz8 A0,



onde 9 (txq)‘p g,(rxs) sao matrizes de valores constantes co
nhecidas, e tém posto linha completo (t < q) e posto coluna

completo (s < r), respectitamente.

A - Teste da Razdo de Maxima Verossimilhanca

Para o desenvolvimento deste item utilizaremos os seguintes
valores:. i )

a) a fun§§o F definida em (3.13),

de

vy

1=>)
)
(¢}

1-6)

b) os estimadores de maxima verossimilhanca n’

WA, 2 e, respectivanente.

- - ) - - = P ' i s - . ) - -
Teorema 3.5. Se = esta subordinada a hipotese, Ho, entao o}
valor £ que.minimiza a funcao F condicionado aos valores fi-

xados de A , ¢ e ¥ & dado por

— o1 -1 SR =1 _ -1 -1 -
Eei- vt ofcay o] Tamnraan Ty et

(3.51)

o
=]
[a™
¢]
peny

e o valor que minimiza F condicional aos valores fi-
xos A , & e ¥, quando £ € ndo restrito.

LY

Demonstracio: Desejamos minimizar a funciio F em rclacao a

com valores de A , & e ¥ fixados, subordinado a restricdao

'C =g =0. Este problema, € um problema de minirno condicio-

nado, ¢ para a sua solucio, usaremos a matriz multiplicador

de Lagrange L(sxt), e mininizaremos a fungao



&

k f£f(s,L) = F(E) + tr[g' C = E], (3.52)
-com respeito a £ e L .
e = . v
R LAl FENE DY I U SRR
9
f-c:zp. (3.54)
3 L - ==
Fazendo 3 £ = 0 , obtenos
g T
. 9 .-1. :.-: ] - N "1 (] n ' T !
'yt E @A = YA - 2 DB, Togo ~
= 1171 -1 n = -1
e [ivh) [evxar-2eig] @ s

mas o estimador de maxima verossinilhangca de Z nio restrito,

um

sujeito a A , ¢ e ¥ fixos, & dado por

oyt aviixatcaan™? (3.56)

ey

=AY )

1=

Substituindo (3.56) em (3.5%5), tenos

E=E-Favn civaanT | (3.57)
De (3.54) obtemos C 28 =0 . (3.58)

"Em (3.56), multiplicando a direita de g por B e a esquecrda
por C obtemos ; ' »
cEp-jcavTnTi o DpraanTe, 0 (3,59)

dai obtemos o valor de
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f=2fcavinT o) i é'i‘l?.]'l- (3.60)

Substituindo (3.60) em (3.57), obtemos

[E90]

[TOR!

- avinecwytyTe]” ¢ F ofraan e aan

*tene

Descjamos usar aqui o teste da razdo de maxima verossimilhan

¢a, mas para obter este teste, teremos que determinar o esti

mador =deé maxima verossimilhanca ndo condicional de =, sob a
restricao Hom Para isto, procedereros da sesuinte maneira :

minimizaremos a funcao f(2 , A , & , ¥) en relacdao as matri-

zes paramétricas A , ¢ e ¥, usando a técnica de Fletcher -

Powell, em seguida, substituindo estes valores obtidos em

?

. obtemos é . Entdo, o teste da razao de verossimilhanca e
-2 log Ay = n[F(§,§,§,§) -_F(§,§,§,E)]. - (3.61)
d 2 :
- 2 log-kn — X, quando n — « | ) (3.62)

onde v = t.s.
0 teste da razdo de verossimilhanca envolve diversos calcu-

. . ; por isso,

tont
v
[N}
1)

los de estimacao de E, determinando e
~uma outra opcdo para testar a Hipatesg (3.50) foi encontrada,
- a estatistica de Wald. O teste de Wald nio utiliza os esti-
‘madores de maxima verossimilhanga restritos, significa  di-

zer, que ¢ um teste mais vantajoso.

B - TESTE DE WALD

Para o desenvolvimento desta parte,.necessitamos definir um
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vetor formado pelos elementos de uma matriz.
Definicdo. Seja A uma matriz (mxn); definimos o vet A como

sendo um vetor (m.nxl) contendo as colunas de A » Colocadas

. uma.sobre a qutré da primeira a n-ésima, respectivamente.
Como consequéncia da definicdo de vet A, pode ser mostfado
que, se A , B e C sdo matrizes tais que o produto A B C exis
te, ehtgo . |

'#e£E£;§°§) = (C'" @A) vet B - (3.63)

{ver Néudecker,lQéQ, resultado(Z.lO)].

» Seja
| 5 = vet,g e . (3.64)
E=vet £ - (3.65)

onde = (qxr) € a matriz de parametros desconhecidos do modelo
linear geral (3.1) e E & o estimador de maxima verossimi-

lhanga nao restrito de

. Entdo o teste de hipoteses (3.50)
pode ser expresso na forma,

H: (B'8C) ¢ = (3.66)

O

Hy: (B' @C) £ #Q
_Seja 6 o vetor de parametros estruturais, cujos priméiros
‘q.r elementos sio os elementos de £ e os restantes, sao parg‘
metros livres de A : ¢ eY , como em (3.18).

A matriz informagdo limite de Fisher em fungio de. e ¢ dada

por



.
e Ip40e) | Iiz(g) ' .

I(e) . : ~ (3.67)

I, 1,08

onde sua inversa z-l(g) & dada por .

R 3318 d32(8)
LT | 3 (3.68)
| J321(8) I3 (8) |
.com ' : _
- P -1 i
111©) = (L (@)-1,(0) 133@¢ 1, ©) . (3.69)

[ver Anderson 1976, pag 68].

- A estatistica teste de Wald (1943) e dada por

tvm )

. -~ : . _ - | .
W= nEn(3C') [(B'80) Iy (B)(BRCH)] T B'0) E L (3.70)

onde e e Jll(e) sdo estimadores de maxima verossimilhanca
de 6 e gll(e);'respectivamente.

Para a determinagao da distribuicao limite, enunciarcnos o

seguinte teorena:

Teorema 3.6 - Suponha que X, satisfaga ao modelo linear la-

tente (3.3) - (3.5) com mdtriz de planejamento'én e
Un ™ prn['Q » VeI J- (n=r+I,;+2,-f-), e com paranctros

B ¢
B=o,

estruturais = A ¢ e ¥ , tais que E satisfaz C
onde C.e¢ B sao matrizes de valores conhecidos. Suponha que

o modelo seja identificado e que @ seja o vetor de parame-
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~ tros livres. Se a sequéncia (én) satisfaz a Hipotese 3.1 en
tao |

s ? quando n —> o, : (3.71)

~onde v = tes € igual ao nimero de restricdes impostas por

Ho’

Demonstracao: [ver'Rodrigues 1975, pag 108]

- A regido critica do teste €

? . (3.72)
onde o & o nivel de significdncia.

C - Sequencia de Pitman

Suponhamos que as alternativas satisfacam a

(n), ' N = .
Hy (1}1 8C) = == o (3.73)

~onde n € um vetor de valores fixos.
0 teorema que segue da a distribuicio limite da estatistica

de Wald W _, sob a condicao alternativa (3.73)

" Teorema 3.7. Suponha que Xn satisfaca o modelo linear laten

te (3.3) - (3.55 com matriz de planejamento én .

U~ prn[ 0,Vvae zn] equrﬁmetros estruturais Z_, A, ¢ e ¥,
onde Eh satisfaz (3.73) para (n=r+l,r+2,++¢), Se a scquén-

cia de matrizes de plancjamento (A;) satisfaz a Hipotese 3.1,
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-entao s
, b |
Wh —_— x (6), quando n — = (3.74)
‘onde v = t°s & o nimero de graus de liberdade ¢ & & o pard
metro de nao centralidade, com

5 = 3'[’(§f @C) ] (9) (B&C) ] 2 (3.75)

| Deménstraéio: (ver Rddriguesl1§75JA

Observacio: A regido crltlca do teste & dada por (3. 72), en-

tao o poder do teste quando a alternativa Hl for

Hy: (B' 8 C) ¢

n , . dado por

- _ : 2 2 * .
gy (£ =2 i) > ol ] (5.76)
onde o parametro de nio centralidade o

. ) .
s = n-nv[ (B'8C)J () (B@C) ] n (3.77)
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CAPITULO - 4

O MODELO GERAL DE ESTRUTURA DE COVARIANCIAS

4.1 - INTRODUGAO
A analise de estrutura de covaridncias & um nétodo ge-
ral para analisar testes de medidas gducacionais, psicologi-
taé; etc. ésta anilise é.amplamehte.dplitada ‘'nas ciéncias
'do.compgrtaﬁenfo; Tem por finalidade detectar e avaliar fon
tes latenteé de variacao e covariacao nas medidas observa-
das. A tecnica da»anﬁlise de estrutura dé covariancia & a
de produzir variévgis latentes (nao dbservadas),’ as quais
tEm-a funcao de julgar o pafcntesco entre as variaveis obser
vadaé. As variaveis lafentes poésuem todas  as informacocs
necessarias refefentes as interrrelagoes lineares dos indica
dores observados (vqriﬁveis.oﬁsérvadas). 0 modelo que abor-
daremos aqui, & aquéle apresentado por YBreékog, [1970-a) e

[1072].

4.2 - O MODELO GERAL
Seja X o vetor (px1) de varidveis observadas que tem

"a forma

X=y+Bag+Boec, ()
onde S(rxl)u E(qxl) e E(pxlj sao vetores latentes niao cor-

“relacionados de varidncias c¢ covariincias = ¢ , y2 0 03)2'
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respectivamente, e u = E[ X ]. A matriz de varidincias e co-

variincias do vetor X & dada por } e esta matriz tenm a expan

-

sao
B P Y- B

ohde aé-matrizes_g(pxq)A= (Bik) e Q(qxr) = (Akm)’ sao natri-

zes de parametros desconhecidos, como tahbém, a matriz simé—
i ® "= ' ‘i  aoonais U =

trica o(rxr) c%;m) e as matrizes dlagonals ;(qxq) (5ke Yk) |

e (ED(pxp) = (8;: 05). onde &, = 1 se k=e e, =0 “enm -

1)
caso contrario. . L _

4.3 - IDENTIFICACAO DO MODELO

No modelo geral (4.2) se fizermos a substituicao de B,

A 2 -1 P . w2
A, ¢e¥ por BT, T)-AT,", T,¢T,eTy ¥ T, respec-

tivamente, mantendd(:)z, verifica-se que a matriz ) permane-
ce a mesma. As matrizes Il(qxq) e Iz(pxp) sao matrizes nao
.singulares quaisquer, tais que T; EZ Ii seja una nmatriz dia-
gbnal. Pelo que foi exposto, observamos qué cxiste-uma grag'
‘de qﬁantidade de indeterminacio no modelo geral. Plor isso,
para obter um conjunto tlnico de parimetrés e seu conjunto de
estimadores assoéiados, algumas restricoes sao impostas.

Os tipos de restrigdes que podem surgir sobre os parﬁmcﬁros
do modelo (4.2)—550; i95 pqrﬁﬁetros fixados (paramnctros com

valores conhecidos), 2°) parametros restritos desconhecidos
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" (os parametros sao desconhecidos, mas alguns déles sdo i-
guais) e 3°) parametros livres (parametros niao conhecidos

e diferentes)

4.4 - TSTIMAGCRO
Seja X uma matriz (Nxp) de N observagdoes sobre n va- -

riaveis. Suponos que os vetores linhas de X sejam indepen

dentes, e que tenhan distribuicao normal nultivariada com na

triz de varidncias e covariancias | . .

A matriz X tem média dada por -
E["Sr ] - A

onde A (Nxg) = {aas), P (hxp) = (pti) sao matrizes conheci-

1

P Cw (4.3)

das, tais que posto (A) = g < N e posto (P) = h < p, enquan-

to £ € uma matriz parametrica de dinensao (gxh).

iy

A matriz de variancias e COvariﬁncias_Z tem a forma (4.2),0u

'séja,z=§[1‘\.-2-é'+!2]+ ®2 .
Séjéﬁ U (gxg), V (gxp) e W (pxp), matrizes proveﬁicntcs ‘das
matrizes éle ‘X , que sao representadas por

.

|
s b -0 (4.4)
Vo= Ax (4.9
¥ = 5X |
‘l,"-‘BlI"-’_‘"S (4.6)



* Definamos a fungZo T(Z) por

. . : ]
1@ =[x -azr ) [x -aze)- (4.7)
, = W-P Y-V EDeP zUsE

0 logaritimo da funcao de verossimilhanca € dado por

-16gL'=-lN1oa‘(én') - 1N 10g(IT) - X %‘ Iz) IZ)(X -u ) ix
. ‘ ) 2 -o . . 2 . il 2 a=1 i=1 j=1 Gi ai

onde nyy © &ii sao elementos da matriz média E[1X-J ¢ da in
verSa da matriz de variancias e covariancias Z'l, respecti-
_vémentc. _ ‘ L -

Oﬁitindo o térmo constanfe, a expressao de log L pode tamben

ser escrita como

N[ log(IZI)'+ tr( T 2-1) ] | - - '(4.9)

o=

“log L = -
Para determinar os estimadores de maxima verossimilhanca de

B, A, d , Ve () basta determinar os valores destas ma-

trizes que maximizam (4.9) ou que minimizam
. 1 -’ .
Fe=2f togl) + er(T 17 | a0

onde T = T(Z) dado por (4.7) e Z tem a decomposicao (4.2).

A fungido F.€¢ encarada como uma funglo de

b
=
-

>

, & , Y e

¢ ® -

C) , uma vez que T = T(z) e Z "sao.fungocs de B , A, o, Y
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As derivadas da fungdo T sdo dadas por

oF 2 avg - -1p1

— = - 2ZA'"(X -AEP P A

- ST BRI ali)
. F o208 (Ao A" + v2) (4.12)
; 3B e -

F _ o, p

A eBae -5

L . diag (B' @ B)v¥ | - - (4.18)

Y S . K , _

¥ .20 @ | (4.16)

@ ¢ -
“onde a = {’1[ - T(2) J I | (4.17)

Vamos considerar trés casos especiais para a determinaciio

dos estimadores de E,B,A,02,Vve (:) .

A «. Caso Geral

Nosso primeiro objetivo & ‘determinar o estimador -de £ para
Z fixado. Tazendo Eg =0 en (4.11), temos que
Falx-aze) e -0, (4.18)
'dai temos a solucgio
E=yuty gt B'[E I B']-l o - (4.19)
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P

[ AL
1y

recebe a notagdo E; .

. Como na analise fatorial, nosso segundo objetivo & determi-

nar os valores de B , A , ¢ ¥ e (H) que minimizanm a fungdo

E@L A, et @) =minF[z, B, 0,0, @ |-

e

’; p[ 5. . B, é e, v, ® }. | (4.20)

Para minimizar £, colocamos os parametros livres de B, A ,

¢ , ¥ e\CD ’ resPectivamehte, en forma de un vetor 0's [01.
) .\ o » -

eZ“”"%nJ; o que significa dizer, que f agora € vi;ta cono

funcado de 015 055,60 . Por outro lado, as expressocs ana-
. 4 -

" 1iticas das derivadas primeiras de £ em relacio a B , A , o,

Y e C) , existem e sao iguais as derivadas primeiras de F

em relagdo a B , A , ¢ , ¥ e (:) , respectivamente, no va-

lor Egs [ver Yoreskog, (1970-a) e (1972)]. Assim, estamnos nu
nidos das condigaeé para aplicar o método de Fletcher e
' Powell; da mesma maneira como foi usado em analise fatorial.

Para o método de Fletcher e Powell um programa de conmputador’

€ dado por Gruvacus e YBréskogj(1970)

B - 1°) As matrizes envolvidas no modelo geral sao da-
das por, A(Nxg), P(hxp), B(pxa), A(qxr), ¢(rxr), ¥(axa) e

@ (pxp) .

Para cste caso, as seguintes restrigocs sdo feitas junto -ao

I»t=0c®=0 .

Alcn destas condigdes, tomamos = nido restrita. Desta forma,

modelo geral: r = q-; p, B = Ip. A
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F=F(s, ¢), significa dizer, que inicialmente determinare-
mos o estimador de  condicionado a un dado o( J = o ).

‘Para este modelo, as derivadas primeiras de T sdo

X iplx- e (21
3z Nn- =T === =
aF . '
—— = - < ) : °
i 'd11g{ 2 ] o (4.22)
onde Jl=s o g1 I-1) ]I
Fazendo gf = 0, obtemos o E.M.V de = condicionado a dada
]+ E =g’1 ? z-l P'(P Zfl -'E')-l. Por outro lado, o valor

_dé 1C Y =92 ) que anula (4.22) @ ] =T(:). Significa di-

zér, que ) fica em funcdo de £ . Desta maneira, o processo
de Fletcher e Powell pode ser utilizado.
Usando o processo de Fletcher Powell, encontramos o E.M.V de

z que & dado por

s-utystresTtey (4.23)
onde 8 =_f-"Y' iy, )
e o BM.Y do § & dado por

Ie=s+Qud. | (4.25)
~onde g=utlv-zr. (4.26)

-
-
-

-~

N segundo msiveo <g (4.25) @ igual a T( £ ), pois, substitu-

indo (4.24); (4.26) e sua transposta em (4.2%5), temos que



A

29) Assunindo as hipdtescs

[NEIN)

ul - pe E']U[U'l V- £ P] -
P+PEUEP=TE) .

de (1°) acima, e fazendo P uma ma

, :
triz quadrada nao singular, verificamos que (4.23) toma a

-ulypl,

1y

forma

AR

~ Uma. vez que

e

1~y O

4.5 - TESTES DE .HIPOTESES

. A - Teste de hipdotese sdbre

O

tn

Um teste que pode aparecer para

By

o
L

contra “H, :

1 ¢

D

o

7

1o

(@]

Atraves do processo dos mininos

nar as matrizes

=p' (p s~!
AERCERINCE Y.
onde g = g'l + § §-1 Q' .

Sejam A; > A, > e > Ay

(4.27)

€ representada por (4.27), entdo

(4.28)

(4.29)

= e o seguinte

(4.30)

quadrados, podemos determi -

-~

!

juy

: ~
o
pIn)

os valores proprios da matriz S, S

P') D (evida ao &rro)  (4.31)

D) (sob a hipotese),
(4.32)

1
~h=e
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As estatisticas testes que poden ser usadas 550: a da :maior
-raiz, da soma das raizes e razio de verossimilhanca. O tes-
te da maior raiz & devido a Roy (1953); o da soma das raizes
€ devido a ﬁ%ﬂe¥.0338);-o teste da razao de verossimilhanga
€ uma gxtensﬁo do A-teste de 1ilks (1932) e pode ser usado
com a tabela de correcao dada por Schatzoff (1966). Quando
N Eresce, o.yalor —'[N-g—(p-h) -v% (£4$+1)] vezes a razao de
vefossiﬁilhanga, tenm aproximadamente a distribuicao x2 com
st g?aus de liberdade:. |
B - Em1(4.9) apresentamos o.1§gafitimo da fungio de verossi-
milhanaca pela Formula log L = - % N[IOE(IZI) + tr(T Z—IJ] e
a funcdo F por F = %[lpg(IZI) + tr (T Z-l)}, onde T =T (2)
esta definido em (4.7).* Seja Fé o minimo da fungio F sob
qualﬁuer hip6tesé Ho’ referente a estrutura paramétrica do
modelo geral, e Fl o minimo da fungﬁo F sob a alternativa
Hye A técni;a da razio de maxima verossimilhanca © ermnrega-

da aqui para testar a hipotese H, contra a alternativa ”1’

A razio de verossimilhanca e dada por

a o= 1 (4.33)

onde Lo e a'fungao de verossimilhanga sob ”o’ e L1 sob ”1 .

Assin, - 2 log X = N[Fo - F1], ' (4.34)

onde, F1 < Fo .
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" A estatistica u = - 2 log A, pﬁra N bastante grande ten dis~
tribuigﬁo XZ con:o numero de gfaus de liberdade. igual a di-
ferenca dos. niimeros dc p@rﬁmetios estimados sobre My e M.

Ps calculos das solugoes sob Ho e Hy sao geralmente réquisi-
tadas.. Tomeros cono exenplo o segundo exenplo de B de(4.4),
supondo que sob Hl, a matriz D e quadrada nao singular. FEn-
tio sob My, os E.LV's de = e ] sdo dados por (4.27) e (4.29).

A estatistica teste € dada por

u = N[Fo log(lzll) -yﬁ] o (4{35)

. 1 . . . ) |
com d = gp + 5 p(p+1) - n graus de liberdade, onde m e o
* . N

numero de parametros independentes estinados sob ”o .

4.6 - CASOS PARTICULARES DO MODLELO GERAL

1° Analise Fatorial

0 modelo de analise fatorial apresentado em (2.1) @ dado por

X=AYH Z, onde E[ b4 ] =0 e .g{ Z J =0 . Aqui,tonare -

mos,X(pxl), Y(rxl) e Z(px1l). A matriz de variancias e cova-
riancias de X tem a expressio dada por (2.2), ou scja,

J=A& A" + ¥, onde Var[ Y ]‘=‘E[¥ X'J = #(rxr), Var[ Z

N3
—_—
n

= E[E E'] = ¥(pxp) e A (qxr). Colocando 22 no lugar de Y

<
o

modelo (2.2) toma agora o seguinte aspecto: |

Peaen eyt ' | (4.36)
[Z Z']. Assin, fazendo B = lq e‘() =0 no node

-
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lo.geral (4.2),. obtemos a exﬁressﬁo (4.36).
Significa diz€r que, o modelo fatorial (4.36) & um caso par-
ticular do modelo geral de estrutura dé covariancias.

2?'= Analise de ‘Comnonentes Princinais.

. Vimos no capitulo 2, que a analise de conponentes principais
e um éaso‘particular da analisc fatorial,

0 ‘modelo de_analise de‘componentes principais, estg represen
.tédg_ém (2.39)_péla fornula X = E' Y , onde §(qxi) c X(qxl),'

com'E[ Y ] = 0. . A matriz de variancias e covariancias de

X é expressa por ) = r' ¢r , onde E(qxq)“e,Var[YJ = é(qxq).
Fazendo B =‘}d; C) =0, Y¥=0eA=rT",verificanos que o

modelo (2.39) € unm caso particular de (4.2

'39) - Andlise de Trajetdria
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