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PREFACIO

Neste trabalho procuramos apresentar um estudo so-
bre a Metodologia de Superficie de Resposta, no sentido da
determinagao de condigoes otimas, tomando como base os tra-

balhos desenvolvidos por Box e seus associados.

No capitulo 1 apresentamos uma idéia geral sobre o
assunto em estudo, com uma nota historica e o objetivo prin

cipal do trabalho.

No capitulo 2 introduzimos o modelo matematico ade
quado, alguns resultados estatisticos e a necessidade da se
paragao do estudo da determinacao de condicoes otimas, em
duas etapas. :

Nos capitulos 3 e 4 discutimos com detalhes estas
duas etapas do processo.

No capitulo 5 apresentamos varios tipos de Planeja
mentos que podem ser usados na parte experimental e, no ca-
pitulo 6, apresentamos um resumo de como o problema pode ser
resolvido através do uso dos resultados obtidos nos capitu-
los 3, 4 e 5. Também mostramos, com um exemplo pratico, co-
mo o computador eletronico pode ser usado nos calculos en-

volvidos no processo.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - 0 PROBLEMA

Em muitas areas, como por exemplo, Biologia, Bota-
nica, Agronomia, Ecologia, Psicologia, Quimica e outras, o
Pesquisador frequentemente se depara com o problema de rela
Cionar a influeéncia de muitas variaveis (ou fatores) quanti

tativas que afetam uma ou mais respostas.

Na maioria das vezes o relacionamento desejado en-
tre resposta e os fatores € aquele que determina a combina
¢ao dos niveis dos fatores, que dao uma resposta maxima ou
minima; ou ainda, dependendo do objetivo do pesquisador, o
relacionamento entre varias respostas com os mesmos fatores e neste ca
so ele pode querer maximizar algumas respostas e minimizar outras.Nes
te caso,a situacao mais comum € quando ele esta interessado em estu-

dar duas respostas com o objetivo de maximizar uma e minimizar outra.

Recentemente revistas especializadas nas areas ci-
tadas acima, tem dado énfase ao uso de Metodologia de Super

ficie de Resposta para estudar este tipo de relacionamento.

1.2 - 0 QUE E METODOLOGIA DE SUPERFICIE DE RESPOSTA?

Metodologia de Superficie de Resposta & uma técni-
ca estatistica, composta por planejamento e analise de expe
rimentos, que procura relacionar respostas com os niveis de

-1-



fatores quantitativos que afetam as respostas. Por exemplo:
em Quimica a resposta pode ser producao, pureza ou custo de
acido sulflirico, e os fatores quantitativos que afetama res
posta podem ser pressao, temperatura de reacao e quantidade
de um determinado solvente utilizado na experiencia; em Psi
cologia a resposta pode ser o resultado de um teste e os fa
tores, tempo de estudo e grau de Q.l.; em Agronomia, o pesqui-
sador pode ter como resposta a producao de batata e como fa
tores as quantidades de nitrogenio e de fosforo que entram

na composig¢ao do adubo a ser utilizado na plantacao.

Este relacionamento, entre respostas e niveis de
fatores, procura entre outros, atingir um dos objetivos:

a) estabelecer uma descrigao de como uma resposta & afe
tada por um numero de fatores em alguma regiao de in
teresse;

b) estudar e explorar a relacao entre varias respostas
e extremos obrigatorios. Por exemplo, em terapia de
droga pode-se ter trés respostas: efeito terapéutico,
nausea e toxidade, e pretende-se localizar o ponto de
maximo efeitoterapéuticolcmnnﬁusea e toxidade man-
tidos dentro de limites aceitaveis;

c) localizar e explorar a vizinhanca de resposta maxima

ou minima.

Como osproblemas em c¢) frequentemente supoem aque-
les em a) e b) so consideraremos esta aplicagao em maiores
detalhes.

1.3 - NOTA HISTORICA

As primeiras ideéias de Metodologia de Superficie de

Resposta apareceramno século passado, através de trabalhos de



pesquisas praticas.

Estas primeiras idéias de Superficie de Resposta fo
ram ventiladas em estudos que envolviam Curvas de Crescimen
to, Analise de Prébites (Probit Analysis) e relacionamento
entre producao e fertilizantes em Agronomia, sendo que o ter
mo Superficie de Resposta apareceu pela primeira vez em es-

tudo do ultimo tipo acima.

Neste desenvolvimento primitivo, o planejamento de
experimentos para investigar, especificamente, curvas e su-
perficie de resposta, nao foi discutido mas, o desenvolvi-

mento de planejamentos fatoriais complexos, foi claramente

sugerido por um interesse em superficie de resposta e for-
neceu a base sobre a qual, as ultimas pesquisas em planeja-
mento de experimentos para superficie de resposta, estao as

sentadas.

Com base nestas idéias e nos artigos de Hotelling
(1941) e Friedman e Savage (1947), sobre o problema de ob-
tengao experimental de condigoes otimas, Box e Wilson em
1951 publicaram o artigo On the Experimental Attainment of
Optimum Conditions, o qual muitos consideram como 0 marco i

nicial de Metodologia de Superficie de Resposta.

Neste artigo eles discutiram planejamentos com o

proposito de determinar, usando o menor nimero possivel de

observacoes, o ponto de resposta otima.As performances de al
guns planejamentos experimentais foram comparadas e foi in-
troduzido pela primeira vez o conceito de Planejamentos Com
postos. Tambem discutiram o uso, em uma primeira fase, do
método de Maxima Inclinagao Ascendente (Steepest Ascent) na
procura de uma regiao Quase-estacionaria (Nean-stationary)

em torno do O0timo e, como uma segunda fase, o estudo da na-



tureza desta regiao pesquisada reduzindo a equacao ajustada

na sua forma canonica.

A suposigao dominante do artigo € que a resposta po
de ser aproximada, em uma regiao de interesse, por um poli-

‘nomio nos niveis de varios fatores ou variaveis envolvidos.

Box e Wilson estavam interessados primeiramente em
problemas de estimar condicoes otimas em investigagoes qui-
micas, contudo eles expressaram a esperanca que os metodos

seriam de grande valor em outros campos onde a experimenta

cdo € sequencial e o erro razoavelmente pequeno.

As mais proveitosas aplicacoes dos métodos descri-
tos neste artigo foram em campos da Quimica e Engenharia Qui
mica. Trabalhos em Ciéncias Bioquimicas e Farmaceuticas tém
usado e desenvolvido o método de Maxima Inclinacao Ascenden

te mas tem, de algum modo, ignorado o planejamento de expe-
rimento.

Em contraste, as idéias do método de Maxima Incli-
nagao Ascendente ndo tem sido usadas em trabalhos de pesqui
sas em Agricultura, talvez pela dificuldade de ter uma expe
rimentagao sequencial mas, alguns dos desenvolvimentos em
planejamento de experimentos tem suas raizes nas propostas
de Box e Wilson.

Este artigo e varios outros escritos por Box e seus
associados, depois de 1951, constituem a mais poderosa fon-
te de ideias na investigacdo de Superficie de Resposta. Den
tre os artigos, podemos citar:

a) Box (1957), que introduziu a ideia de Operagao Evolu
cionaria (EVOP);
b) Box e Hunter (1957), que introduziu o conceito de Tro

tacionalidade,o qual significa que a variancia dos coe



ficientes ajustados depende somente da distancia do pon-
to, para o qual a previsao ¢ feita,ao centro do pla-
nejamento e nao da direcao do centro;
c) Box e Lucas (1959), o primeiro artigo importante na
escola de Box paraafastar-se domodelo polinomial; e
d) Box e Draper (1959-1963), onde sao discutidas as va
rias razoes para se escolher diferentes planejamen-

tos na investigacao de uma Superficie de Resposta.

Tomando como base os artigos em d), Karson, Manson
e Hader (1969) sugerem uma modificacao para a escolha do pla
nejamento adequado e conseguem melhorar alguns resultados ob
tidos por Box e Draper.

Neste mesmo periodo, tres outras linhas de pesqui-
sa estatistica sobre Metodologia de Superficie de Resposta
podem ser distinguidas. Sao elas, Aproximacao Estocastica,
Analise e Comparagdo de Curvas de Crescimento. Estas areas
estao bem separadas dos trabalhos de Box e seus associados
e todas manisfestam, em diversos graus, a tendénciausual em
pesquisa estatistica de tornar-se cada vez mais tedricae di

vorciada da pratica.

Para finalizar, podemos notar que as duas maiores
influencias nos mais recentes trabalhos sobre Metodologia de
Superficie de Resposta tém sido a énfase sobre modelos nao
lineares e o crescente uso do computador eletronico, o qual
tem sido um fator importante na escolha dos métodos de ajus
tamento.

1.4 - OBJETIVO DO TRABALHO

Neste trabalho o objetivo principal sera o de des-

crever com exemplos praticos tirados da literatura o método



de obtencao de resposta maxima ou minima descrito pela pri-
meira vez por Box e Wilson (1951). Para isto, tomaremos co-
mo base artigos escritos por Box e seus associados, alguns
artigos que procuram melhorar estas idéias e também varios

livros didaticos sendo o mais importante o de Davies (1960).

Procuraremos fazer com que esta descricao seja a
mais didatica possivel supondo para isto alguns conhecimen-

tos de Planejamento de Experimento e Analise de Regressao.



CAPTTULO 2

MODELO MATEMATICO E CONCEITOS GERAIS

2.1 - A FUNGCAO DE RESPOSTA

De um modo geral, dizer que uma resposta n depende

dos niveis Cl’CZ""’CK de K fatores quantitativos € o mes-
mo que supor a existeéncia de alguma funcao ¢ de Cl’CZ""’gK
tal que

T] = ¢(C1’C2,"‘9CK) (2'1)

Esta fungao ¢ €& chamada de fungao de resposta.Entao para au-
€sima combinacao dos niveis dos K fatores, podemos escrever
que

ﬂu = (I)(Clu,?; .’CKU)’ U=1,2,...,N (2'2)

ot

onde N € o numero de combinagdes dos niveis dos fatores para

termos uma aproximacao de ¢.

Na pratica, por causa de um erro experimental ¢, o
qual supomos ser normalmente distribuido com mé€dia zero e va
riancia o®, para cada uma das N combina¢des nio observamos o
verdadeiro valor da resposta n e sim o valor de uma variavel
aleatoria Y, chamada de resposta observada. Entio podemos es
crever que

<
i

n+ e (2.3)

com



E(Y) = n e Var(Y) = o2, (2.4)

Var(Y) =¢? suposta nao dependendo do correspondente valor de
(ClaCZ)"'sCK)'

2.2 - A.SUPERFTCIE.EE RESPOSTA

E conveniente visualizar geometricamente a relacao
existente entre a resposta e os niveis dos fatores que afe-
tam esta resposta.

*
FIG. 2.1 - Uma Superficie de Resposta

A Superficie de Resposta € uma representagao grafi
ca desta relagao. Na figura 2.1 temos um exemplo de uma Su-
perficie de Resposta que representa a relacao entre a res-
posta producao n, medida em porcentagem e os niveis Cl ez,
dos fatores tempo, medido em horas e concentracao,medido em

porcentagem.

* - Extraida de Davies (1960).



Uma alternativa muito Gtil para arepresentacao geo
métrica € o chamado grafico por contornos. Este grafico € ob
tido extraindo-se linhas de mesma resposta de um grafico cu
jas coordenadas representam os niveis dos fatores. Estas 11
nhas sao os contornos de resposta. Na figura 2.2,construida
a partir da figura 2.1, temos um exemplo de um grafico por
contornos.

40

Ca

30¢

l

*
FIG. 2.2 - Contornos de resposta da figura 2.1

Para uma melhor compreensao da relacao existente en
tre as figuras 2.1 e 2.2, podemos imaginar, na,superficierg
presentada na figura 2.1, um plano passando perpendicular-
mente ao eixo n pelo ponto 50. A interseccao deste plano com
a superficie nos da a linha de contorno correspondente a 50%
na figura 2.2. Uma das vantagens deste tipo de representa-

cao € que a relagdo pode ser visualizada no caso de termos

* - Extraida de Davies (1960)



tres fatores. Como exemplo, a figura 2.3 mostra uma possivel

superficie por contornos no espago tri-dimensional dos fato

res.
/00
Could

(]
\ 8o

%
FIG. 2.3 - Superficie por contornos

2.3 -A REGIAO EXPERIMENTAL OU DE INTERESSE

Como veremos nos proximos capitulos,estaremos sem-
pre interessados em estudar a relacao (2.1), nao em toda a
regiao 0, chamada de Regiao de Operabilidade, do espaco K-
dimensional dos fatores e sim em uma determinada regiao R,
do espago dos fatores, correspondente "as combinacoes de
potencial interesse'" dos niveis dos K fatores. Esta regidoR

contida em 0 €& chamada de Regiao Experimental oude Interesse.

2.4 - REPRESENTAQAO POLINOMIAL DE SUPERFICIE DE RESPOSTA

Na ausencia de um conhecimento a priori da verdadei

* - Extraida de Davies (1960).



ra forma da fungao de resposta ¢, uma representacao local po
de ser obtida ajustando-se um polinomio emz,,%,, .., Ly, N0 qual
todos os termos até uma determinada ordem d estiao incluidos.
Esta suposicao € equivalente a suposicao de que a verdadei-
ra fungao de resposta ¢ pode localmente ser aproximada por sua sé

rie de Taylor ignorando-se termos de ordem maiores do que d.

As duas formas mais comuns sao:

o polinomio de primeira ordem

n=80+81c1+82c‘,2+...+8KcK (2.5)
e o polinomio de segunda ordem
- 2
N= Byt By b TR By et
, (2.6)
PPtk T Brotta T B KBk-15K
Os elementos dos conjuntos
UBods LByoeeeuByd e {8y e uByys BygsvvuByy g

sao chamados de coeficientes ou efeitos de ordens zero, um e
dois respectivamente. Como exemplo, no caso de termos dois

fatores (K=2) a relagao (2.5) fica reduzida a expressdo

que & a equacgao do plano, B, representando a inclinacao do

1
plano na diregao do primeiro fator e B, a inclinagao na di-

recao do segundo fator.

Em algumas situagoes, nenhuma das duasaproximacoes
descritas em (2.5) e (2.6) representam bem ¢, nestes c%zos

QU S ¢ev &(?M], ofuezC
or A% yzidue
0,0\! d?}

7 ("1‘)0\&3»

devemos usar polinomios de ordens maiores do que dois.
exemplo, o polinomio de terceira ordem, o qual & constitui-

do acrescentando-se os termos

3 3
Bi11%10 " B ie P12381%2537 2 Bren k-1 KEK-25K-15K



na expressao dada por (2.6).

Mead e Pike (1975) discutem outras formas de expres
sar a funcao de resposta ¢ so que com uma preocupacgao toda
voltada para experimentos bioldgicos.

No desenvolvimento deste trabalho sempre usaremos
a aproximagao polinomial para ¢.

2.5 - 0 PLANEJAMENTO

0 planejamento do experimento representa uma parte
crucial na investigacao de Superficie de Resposta. A esco-
lha do planejamento consiste, basicamente, na escolha das N,
N nao muito grande, combinagoes dos niveis dos K fatores que
fazem com que a aproximacao usada para ¢ seja adequada ouque
permitam detectarmos uma falta de ajustamento na aproxima-
¢ao utilizada.

No capitulo 5 faremos uma discussido detalhada, de
como obter o melhor tipo de planejamento para cada situacao.
Estas situagoes surgem quando utilizamos as aproximacoes
(2.5) e (2.6), cujos planejamentos correspondentes chamare-

mos de planejamentos de primeira e segunda ordens, respecti
vamente.

Na literatura sobre o assunto, quando a aproxima-
¢cao usada para ¢ e polinomial, podemos notar que planejamen
tos bastante comuns sdo os Planejamentos Fatoriais 2= e 3,

os Planejamentos Fracionarios

_1_1(
2P

1.K
— 3% (K>
> (K>p)

e os Planejamentos Compostos desenvolvidos por Box e Wilson
(1951).

Apesar da escolha do planejamento adequado ser uma



fase anterior aos métodos de obtencdo de condicées oGtimas,
neste trabalho faremos uma inversdo nesta ordem. A justifi-
cativa para este procedimento € que o conhecimento dos méto
dos tornam mais claros os problemas que teremos de enfren-

tar na escolha do planejamento.

Nos capitulos 3 e 4 aparecerao nos exemplos deter-
minados planejamentos que serao utilizados sem discussao ja

que os mesmos serao usados apenas para exemplificar os métodos.

Por conveniencia, daqui para frente, usaremos em

vez de ysbps+++>5yp @ representagao X{5Xy,...,X, para os ni

K
vels dos K fatores. Os valores dos xi's (i=1,...,K) sao de-

terminados a partir da relacgao

R ¢ (2.8)

onde ¢. corresponde ao nivel do i-ésimo fator, c; ao nivel
base do i-ésimo fator, ou seja,o valor do i-ésimo fator cor
respondente ao centro do planejamento, e Sj ¢ um escalar
convenientemente escolhido(*). Com esta tranéformagﬁo, pode-

mos escrever (2.5) e (2.6) nas formas
n = 80x0+81x1+-.-+8KXK (2.9)
= 2
N= BoXg *ByXp + e FBEXF B X] Lt
(2.10)
2
Bk T B2 X e By 1K1k

onde x, & uma variavel "dummy' iegual a 1.
0 g

(*) - Nas secgoes subsequentes iremos nos referir a Si como "unidade'.



2.6 - ESTIMAQAO DOS COEFICIENTES

Com o planejamento escolhido, ou seja, conhecendo
as N combinagoes dos niveis dos fatores,podemos observar as
respostas Yu (u=1,...,N) correspondentes a cada uma das Ncom
binagoes. Com estes dados, o nosso objetivo serd estimar os

coeficientes envolvidos na expressao que representara ¢.

Seja DNxK uma matriz, chamada de matriz de planeja
mento cujos elementos sao os niveis dos K fatores em cada u

ma das N combinacdes. Os elementos x da.u—ésima1§ 

2wy 5 X
lu’ >“Ku
nha de D sao as coordenadas do ponto no espaco K -dimensio-

nal dos fatores.

Seja Yle um vetor coluna cujos elementos sao as
respostas observadas nos N ensaios.

Suponha que a representacao polinomial contenha L
termos, ou seja

L
Y= Ya.x +e., (2.11)

j=1JJ J
onde os xj's sao chamados de variaveis independentes. Denotan

do por XNXL a matriz das variaveis independentes, construi-

da a partir de D, podemos escrever que
Y = XB +e (2.12)

sendo lel um vetor coluna, cujos elementos sao oscoeficien
tes desconhecidos. Para obtermos as estimativas destes coe-

ficientes usaremos o Método de Minimos Quadrados.

Com as suposicoes feitas sobre e e se X tem posto
igual a L, € bem conhecido que,por exemplo veja Searle (1971),
i) estimadores nao viesados e de variancia minima dos =

lementos do vetor B, sao dados pelo vetor coluna (Lx1)



-15 =

=1

B = (X'X) “X'Y; (2.13)

ii) a matriz VLxL de covariancia destes estimadores &

Vo= (X'X) o2 (2.14)

11ii) uma estimativa nao viesada de (N-L)o? & dada pela so

ma de quadrados residual

(Y-Y) ' (Y-Y)
Y'Y -B'X'XB.

(N-L)S?2

(2.15)

Em Davies (1960, cap. XI), temos uma forma mais sim
plificada de estimar os coeficientes pelo Método de Minimos
Quadrados, quando usamos planejamentos fatorial ou fatorial
fracionario. A razao desta %1mp11f1ca$ao ge ba??La na orto-

. =7 Lembrar que % o>to_completo
gonalidade do experimento. Cada estlmatlva bJ de B. podeser
calculada separadamente e € dada pela soma, dosiprodutqsdas
pbservagSes com os elementos da apropriada variévelhindepeg
dente X,, dividida pela soma de quadrados dos‘Qélores desta
Variévei independente. Também se o® & a variancia do erro ex
perimental, a variancia dos bj ¢ dada por o? dividido pela

soma dos quadrados dos valores da variavel independente,is-
to ¢

N
& uzlxquﬁ
B. = b. = N ; i=1l,...,L (2.16)
J J 2
u=1 J4
e
o.2
Var(bj) = N , j=1, , L (2.17)
¥ x2
u=1 J4

3

Se conhecermos uma estimativa S2 de o2, entao Var(bj) € es-



timada por

Var(bj) = — i SRR P (2.18)

2
ug-lXju

2.7 - A NATUREZA DE POSSTVEL VIES EA_ESTIMAEAO

Ao ajustarmos uma expressao como, por exemplo,(2.5)
para um conjunto de N pontos experimentais, as estimativas
bj's dos Bj's diferem dos verdadeiros valores pelas causas
seguintes:

i) erro experimental na determinacdo das respostas;

ii) vieés resultante quando ajustamos a funcao de respos-
ta por uma equagao inadequada. Por exemplo, tentar a
justar um polinomio de primeira ordem quando a verda

deira aproximagao € um polinémio de segunda ordem.

A natureza do vies para qualquer planejamento usa-
do pode ser determinada da seguinte maneira.Suponha que,den
tro de uma regiao do espago dos fatores, a funcao de respos
ta pode ser representada exatamente por uma expressao do ti
po (2.11) envolvendo L constantes mas, que o experimentador
assume ser possivel um ajuste adequado usando uma expressao
envolvendo somente M <L destas constantes e, realiza N> Men

saios para estima-las.Entdo, € errado assumir que

no= Xg (2.19)
Ny Myl

onde X € uma matriz (NxM) e B & um vetor coluna (Mx1), quan
do de fato

no= X8 X8 (2.20)
Nes Sxd

onde X e B sd@o os mesmos de (2.19), X4 € uma matriz (NxS) e



By ¢ um vetor coluna (Sx1) com M+S =1L.

Supondo que (2.19) seja verdadeira, os estimadores
de minimos quadrados obtidos sio

B = (X'X)7Ix'y (2.21)
My Hy Med Myl

que em geral sao viesados visto que

EB) = (X'X) 1x'n

(X' TX! (XBHX,B))

(X' Thxrxe (XX TIXOX 8,

= I —1 1
= B+ (L_X,)‘l,x,lel (2.22)
€ consequentemente A
B — B +AB,, (2.23)
M« 1

sendo que esta notagao @ usada para indicar que B & um esti
mador viesado de B. A matriz Ayixs ¢ chamada de matriz de
"Alias". A expressao (2.23) define M relacGes do tipo
3 )
b. - B, (2.24
J 7 BJ tzlaJtBt :
onde o ¢ ¢ o elemento da j-ésima linha e t-ésima coluna da

matriz A. Entao, se os S coeficientes sao necessarios para

descrever a funcao de resposta, eles podem viesar as estima

tivas dos M coeficientes que o experimentador supos seremsu

ficientes. A extensdo do vi€s depende da magnitude dos ele-
mentos o . da matriz A, os quais dependem do planejamento es
colhido. No capitulo 5 veremos que uma das condigbes impos-
tas por Box e Draper (1959) para a escolha do planejamento

adequado € justamente a minimizacdo do viés.



- 18 -

2.8 - METODOS PARA OBTENQAO DE CONDI§6ES OTIMAS

Como ja comentamos na secgao 1.2,c), estamos inte-
ressados em estudar métodos para localizar e explorar a vi-
zinhanca de resposta (ou respostas) maxima ou minima.As con
dicbes otimas a que nos referimos acima ¢ a combinagao (o;
combinacoes) dos niveis dos fatores que nos dara uma respos
ta maxima ou minima. -

Um possivel método pode ser o que chamamos de Méto
do de Rede. Como exemplo, no caso de termos um Unico fato;
envolvido, tempo de reagdo, o nosso problema pode ser rescl
vido realizando-se uma série de ensaios, usando-se diferent
tes tempos de reagao, de modo a cobrir toda a regiao experi
nental. Com as respostas observadas Y, podemos construir u;
grafico (resposta x tempo de reagaoc) e neste grafico deter-

minar o tempo de reacao correspondente a resposta otima.

Em vez desta solucgao grﬁfica, podemos ajustar, pe-

lo Mitodo de Minimos Quadrados, um polinomio wutilizando-se

os pontos experimentais. Se usarmos um polinomio de tercei-

ra ordem temos

n BoXo * B1X1 *B11%¥1 TR (2.25)

onde X4 representa o nivel do fator tempo de reagao. Sejam

b..b.,b e b111

0°°1°"11 _
By» Byp © Blll,respegtlv

os estimadores de minimos quadrados de B,

amente . A expressdo ajustada sera

G 2 3 "
Y = by +byxy #Pyy Xy *Pyyp¥gs eladl)

onde Y significa
a verdadeira resposta,
para obtermos as condigoes Otimas, bas

a resposta ajustada, que ¢ diferente de n

. ¢ |
e de Y, a resposta observada na rea-
lizacao dos ensaios.

ta fazer



— 2 =1

e estudar as solugoes desta equacao.

Quando este procedimento & generalizado para K fa-
tores, ainda podemos utilizar o metodo descrito acima,so que
o nimero de ensaios necessarios para cobrirmos toda a regiao experimen-
tal sera muito grande e isto tornard o método inadequado. Por exemplo,
se um planejamento fatorial com cinco fatores,cada umcom quatro niveis,
fosse empregado, seriam necessarios 4°=1.024 ensaios. E claro que este
nimero poderia ser reduzido empregando-se outros tipos de planejamentos
(por exemplo: fatorial fracionario) mas, na pratica um numero minimo de
ensaios seriam necessarios para cobrir toda a regido de interesse e es-
te numero € frequentemente muito grande.

Quando o erro experimental € pequeno, uma pequena sub-regiao

do espaco dos fatores pode ser explorada com poucos pontos experimentais

2

nestas circunstancias pequenas mudancas na resposta podem ser detecta-
das e, dentro da sub-regiao um polinomio de ordem baixa, contendo uns
poucos coeficientes, representara adequadamente a funcio de resposta. A

lém disso, desde que os ensaios possam ser conduzidos sequencialmente,u

examinando-se uma pequena sub-regiao,Podem ser usados para a localizacao

da_proxima sub-regido, que deve ser estudada ou, em alguns casos,que en

saios adicionais sao necessarios na presente sub-regiao.

Na pratica o procedimento de obtencdo de condicoes oOtimas en
volve duas fases. Estas duas fases serao descritas separadamente nos ca
pitulos 3 e 4.



CAPITULO 3

0 METODO DE MAXIMA INCLINAGAO ASCENDENTE

3.1 - INTRODUGAQ

Un exemplo dado por Wilde (1964) mostra muito bema
utilidade deste método que foi descrito primeiramente por
Box e Wilson (1951).

Considere uma situacao na qual desejamos explorar
o topo de uma montanha densamente arborizada partindo de u-
ma superficie plana. Mesmo que a densidade da floresta nos
impeca de ver o topo, ou mesmo o aspecto geral da montanha,
podemos eventualmente atingir o topo (se ela @ unimodal) sim
plesmente ganhando altura a medida que formos andando. Embo
ra qualquer caminho que suba nos leve ao topo, se estamos a-
pressados provavelmente nos moveremos em direcoes onde a in
clinagao da montanha € a maior, contanto que nao caminhemos

em penhascos verticais, nos quais teremos dificuldades emes
calar. ‘

Esta ideia simples e intuitiva de escalar forma a
base para uma técnica de pesquisa conhecida como OMétodo de
Gradiente ou O Método de Maxima Inclinacao Ascendente.

3.2 =10 METODO DE MAX | MA lNCLINAQAO ASCENDENTE

Como foi dito no fim do capitulo 2, o procedimento
-20-
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de obtencao de condigoes otimas (maximizar uma resposta)
envolve duas fases, uma supondo que as condicoes iniciaises
tao afastadas daquelas que maximizam a resposta,que sera dis-
cutida agora, e a outra quando estamos proximos das condi-

goes otimas, que sera discutida no proximo capitulo.

Entao, a utilizacao do Método de Maxima Inclinacao
Ascendente depende se as condic¢des iniciais estdao ou nao a-
fastadas daquelas otimas. Por exemplo, suponha que as condi
coes iniciais estejam representadas pelo ponto P, conforme
figura 2.2. Nestas condicoes a superficie de resposta pode

ser representada localmente por um plano inclinado, ou seja

Utilizando um conjunto adequado de ensaios em wuma pequena
sub-regiao em torno do ponto P, podemos estimar, pelo Méto-
do de Minimos Quadrados — cap. 2, seccao 2.6, as inclinagoes
B] e 82 deste plano por b € bz,respectivamente e, a partir
das magnltudes e sinais destas 1nc11nagoes calcular a dire-
cao de Maxima Inclinagao Ascendente.Esta € a direcao em an-
gulo reto para as linhas de contorno @ mostra as quantidades
relativas pelas quais os fatores devem variar para dar umin
cremento maximo na resposta. Nesta direcao caminhamos até que
o aumento na resposta seja pequeno ou comece a diminuir, por
exemplo o ponto Q, e entao, tomando como base as condigoes
neste ponto, redeterminamos as inclinagoes e repetimos opro
cesso. Deste modo, por um procedimento passo a passo, vamos
obtendo respostas cada vez mais altas. Este procedimento so

zinho nao nos localiza um maximo, mas nos leva rapidamente

(*) - O problema poderia ser tambem resolvido no sentido de minimizar u
ma resposta, neste caso teriamos O Metodo de Maxima Incllnagao Des
cendente (Steepest Descent) que e basicamente igual a este so que
caminhando no sentido oposto.



a uma regiao a qual chamaremos de Quase-estacionadria,onde a
aproximagao por um plano se torna insatisfatoria pelo fato
de coeficientes (efeitos) de ordens mais altas, particularmen
te os de segunda ordem, se tornam relativamente mais impor-
tantes. Neste caso teremos entao que passar para a segunda
fase.

Para ilustrar como calcular esta direcao, suponha
que fol realizado um conjunto adequado de ensaios € que a

resposta estimada Y tenha sido

Y = 6,60 +O,40x1 —0,45x2. (3.2)
Os contornos sao dados por
6,60 =Y +0,40x,
X,y = (3.3)
0,45
cuja representagao grafica & dada pela figura 3.1.
«Q
“Ha
r.? Q
X2 ‘kr //b‘) .
4&
//l\:’)
%
{ //// .
*1

FIG. 3.1 - Contornos da Superficie de Resposta Ajustada
com o plaejamento fatorial 2% utilizado.



Como a inclinagao dos contornos € 0,40/0,45 =8/9 entdo anor

mal tera uma inclinacao -9/8 e sua equacao sera

9
Xz = ‘—8—)(1- (3.4)

Como a maioria de outros procedimentos experimentais, este me
todo nao € invariante em relacao as escalas nas quais os fa
tores devem variar. Na pratica, estas escalas siao fixadas
quando escolhemos as quantidades relativas pelas quais os fa
tores deverao variar no planejamento do experimento.No exem
plo dado pela equacao (3.2), foi considerado apenas dois fa
tores, concentracao e posicao, e utilizou-se as mudancas de
%:1 para 1:1 na concentracao e de 1 polegada para 2 polega-
das na posigao,ou seja, $,=0,25¢5,=0,5 (Hicks 1966). E claro que a
diregao de Maxima Inclinagao Ascendente calculada sera de acor-
do com estas escalas mas, a falta de invariancia para tais
mudancas nao € uma séria desvantagem,particularmente vis
to que podemos melhorar a escolha das unidades ao 1longo do
processo, Como veremosS na proxima seccao. Realmente este pro
cesso depende bastante da experiencia do experimentador, ja
que uma escolha habil das unidades.fara com que seja reduzi
da consideravelmente a quantidade de trabalho necessario ao

longo dos passos.

3.3 - PROCEDIMENTO QUANDO ALGUNS FATORES PRODUZEM PEQUENOS EFEITOS

Ao realizarmos o ''segundo passo'',estamos livres pa
ra alterar as unidades escolhidas para a variagéd dos fato-
res, se acharmos que isto € necessario. Em particular, se o
efeito correspondente a um ou mais fatores € pequeno compa-

rado com os outros efeitos, pode ser que:



i) O nivel base escolhido para este fator & proximo de
um maximo condicional, ou seja, um maximo para este
fator quando 0S outros sao mantidos constantes, mas,
nao um maximo para todos os fatores;

ii) A unidade adotada para este fator’é desproporcional -
mente pequena;

iii) O sistema € independente deste fator.

Entao, baseado em resultados obtidos no passo ante
rior, podemos fazer as devidas correcoes e melhorar a esco-
lha das unidades dos fatores para o proximo passo. Podemos
notar também que nao so pode ser detectada uma escolha nio
muito boa das unidades como também a presenca ou nio de fa-
tores que entraram no estudo. Um exemplo de como estas cor-
regoes podem ser feitas sera dado em 3.5.2.

3.4 - MAIS DE UM PICO

——— — —— et

Como foi dito na seccao 3.1, quando formos usar es
te processo devemos ter sempre em mente o fato da montanha
ter um ou mals picos. O fato de existir mais de um pico fa-
ra com que o processo nos leve a escalar um pico particulan
dependendo das condigoes iniciais estabelecidas para a in-
vestigacao. Segundo Davies (1960), em investigacoes de su-
perficies de resposta.relacionadas com reacoes quimicas,nao
foi detectada a existéncia de mais de um pico mesmo onde e-
ra suspeitada. Deste fato, parece provavel que superficies
que tém mais de um pico indicam uma mudanca fundamental no

mecanismo da reacgao.

3.5 - A TECNICA DE MAXIMA INCLINAQAO ASCENDENTE ATRAVES DE UM EXEMPLO

De acordo com os objetivos deste trabalho, mostra-



remos atravées de um exemplo numérico a técnica de Maxima In
clinacao Ascendente.

Como nao foi possivel a realizagao de uma parte ex
perimental para o uso desta técnica, foi tirado da literatu
ra este exemplo que pode ser encontrado emBox eWilson (1951),
Davies (capitulo XI, 1960) e em Anderson e McLean (1974,ca-
pitulo XIII). Como oobjetivo basico, neste capitulo, & re-
lativo ao método de Maxima Inclinacao Ascendente, nao serdo
dados detalhes quanto ao tipo de planejamento do experimen-
to utilizado ja que este importante topico sera discutido

com detalhes no capitulo 5.

0 exemplo € relativo a uma reacdo quimica do tipo

A+B+C — D +0OUTROS PRODUTOS

realizada na presenca de um solvente E com o objetivo dema
ximizar a produgao do produto D para uma dada quantidade de
A, mantida constante no experimento, o mais caro dos tres
materiais iniciais. As condigoes conhecidas davam uma pro-
dugao de 45% da producao teorica, a produgao que poderia
ser obtida se tudo de A fosse transformado para D, mas pa-
ra uma reacao desse tipo esperava-se ser possivel uma pro-
dugao de 75%. O erro experimental era esperado ser 1% ou
menos. Cinco fatores foram envolvidos: a quantidade g4 de
E, a quantidade ¢, de C, a concentracgao Ty de C, otempo de

reacao t, € a quantidade z. de B.

3.5.1 - 4] Primeiro Passo

Para a realizacao do primeiro experimento foram to
mados como niveis base, ou condicoes iniciais, aqueles per

to das condigoes que davam uma producgdo de 45%. Na tabela



3.1 estao estes niveis e também seus correspondentes valo-

res quando usamos a transformagao dada pela relacao (2.8).

FATOR NIVEL DE FATOR
-1 0 +1
Cl: quantidade de E em C.C. 200 5 250
Gyt quantidade de C em mol/mol de A 4,0 425 4,5
§3: concentracao de C em % 90 U< 93
z,: tempo de reagao em horas 1 LS 2
L5 quantidade de B em mol/mol de A 3,0 32§ 3,5

TABELA 3.1 - Niveis dos fatores para o primeiro experimento

Podemos notar que o centro do planejamento (0,0,0,0,0)
foi escolhido como sendo (225; 4,25; 91,5; 1,5; 3,25) e que
0os escalares (Sl’ SZ’ 83, 84, SS) ou seja, as unidades sao
(25; 0,25; 1,5; 0,5; 0,25).

Tendo em vista que as condigoes iniciais est@ao lon
ge das condigoes otimas (maximo), suposicido feita anterior-
mente, podemos entao supor que os efeitos de até primeira or-
dem sao dominantes e que os efeitos de ordens maiores podem
ser ignorados neste primeiro passo. Como a suposicio de con
siderarmos so efeitos de até primeira ordem implicaem se ter
que estimar seis constantes, BO’ Bl, BZ’ 83, 84, BS e que ha
via a possibilidade da existéncia de interacao entre os fa-
tores gl e CS’ foi produzido um experimento com oito ensaios.
Estes foram arranjados de modo a formar um planejamento fa-

. o .= e I =~ ..
torial fracionario T 2° tomando-se como relacoes definidoras

X4 X1X2X3 (S X5 = —-X



de modo que o efeito relativo a interacao entre L, € 3 nao
ficasse confundido com nenhum efeito de primeira ordem.O mé
todo de construcao deste planejamento pode ser encontrado em

varios livros, por exemplo Davies (1960, capitulo X).

O planejamento escolhido e as producoes (respostas)
Y observadas na realizacao dos ensaios estao dadas na tabe-
la 3.2.

ENSATOS COMBINACAO NIVEIS DOS FATORES PRODUCAO (%)
DOS TRATAMENTOS XO x1 X, Xq X, X Y
1 1) 1 -1 -1 -1 -1 -1 34,4
2 cde 1 -1 -1 1 1 1 51,6
3 bde 1 -1 1 -1 1 1 31,2
4 be 1 -1 1 -1 -1 45,1
5 ad 1 1 -1 -1 1 -1 54,1
6 ace 1 1 -1 1 -1 1 62,4
7 abe 1 1 1 -1 -1 1 50,2
8 abed 1 1 1 1 1 -1 58,6

TABELA 3.2 -0 primeiro experimento

Baseado mnestas informagoes e nas relacoes (2.16)
e (2.17), foram obtidas as estimativas dos efeitos, que es-
tao dadas abaixo.

bg — Bg * (Byy *Bap " B33 *Byy *Bgg) = 48,5204
b, — By * (-B45) = 7,9+0,4
b, — B, + (-Bz¢) = -2,2+0,4
by — Bs* (=B,¢c) = 6,0+0,4
b, — B, +(-Byg) = 0,4+0,4
be — B * (=B, ~B,3) = 0,4+0,4
by — (Byz *Byy) = -1,8+0,4
by — (Byp * Bzy) = 0,2%0,4



As estimativas estao seguidas de seus erros padroes, calcu-
lados supondo que o =1. Junto com as estimativas dos efei-
tos estao colocadas entre parénteses os efeitos de segunda
ordem que estao confundidos com os de primeira ordem. Supon
do que todos os efeitos de segunda ordem, exceto o relativo
a interacao entre os fatores L, € t3, podem ser desprezados
nesta fase € comparando este efeito de segunda ordem com o0s
de primeira ordem, podemos concluir que realmente a suposi-
cao inicial estava correta,ou seja, que os efeitos de pri-
meira ordem sao dominantes e entao a aproximagao so com e-
feitos de até primeira ordem € satisfatoria. Uma outra for-
ma de verificarmos este resultado seria obter também algu-
mas medidas no centro (0,0,0,0,0) do planejamento e fazer um
teste de ajustamento (Lack of Fit). Duncan (1971,pagina 826)

apresenta um exemplo onde mostra um problema deste tipo.

z, Z) Ly Cx Te

c.C. mol, 7 hora mol .
(1) nivel base 225 4,25 91,5 1,5 3,25
(2) unidade 25 0,25 1,5 0,5 0,25
(3) estimativa das inclinagoes
(b) (mudanga na produgao 7,8 =2,2 6,0 0,4 0,4
por unidade)
(4) unidade x b 197,5 -0,55 9,0 0,2 0,1

(5) variagaononivel conforme

variagao de 10 C.C. em Cl 10 -0,028 0,456 0,010 0,005

(6) o caminho de Maxima Incli 225 4,25 91,5 1,5 3,25
nacao Ascendente represen 235 4,22 92,0 1,5 3,25
tado por uma serie de pos 245 4,19 92,4 1,5 3,26
siveis ensaios nele - 255 4,17 92,9 1,5 3,26

265 4,14 93,3 1,5 3,27
ensaio (9) « ¢ « o o + « 275 4,11 93,8 1,6 3,27
285 4,08 94,2 1,6 3,28
ensaio (10). . . . . . . 295 4,06 94,7 1,6 3,28
305 4,03 95,1 1,6 3,29

TABELA 3.3 - Calculo do caminho de Maxima Inclinacao
Ascendente e subsequentes ensaios nele



Supondo entao que os efeitos de primeira ordem sao
dominantes, temos na tabela 3.3 o calculo da diregao na qual

o ganho maximo seria esperado.

Nesta tabela, linha (1) mostra os niveis base dos fatores,
linha (2) a unidade, isto €, a mudanca que ocorre nos niveis
dos fatores correspondente a uma variacao de 0 para 1 no espa-
¢o do planejamento e linha (3) mostra as inclinagoes estima
das na suposigao de que efeitos de segunda e ordens maiores
podem ser ignorados. Os fatores devem entao variar na propor
cao destas estimativas. Assim, nas unidades do planejamento,
para cada 7,9 unidades aumentada em Xy, Xy deve ser decres
cido de 2,2 unidades, Xz acrescido de 6,0 unidades, X, acres

cido de 0,4 unidades e Xg aumentado de 0,4 unidades.

Em termos das unidades de medida originais,para ca
da 25x7,9 C.C. que Ty € mudado, Z, deve ser mudado em
0,25 % (-2,2) moles, e assim por diante. Estas mudancas es-
tao dadas na linha (4) e definem a direcao de Maxima Incli-
nacao Ascendente no ponto dado pelos niveis base mna linha
(1). O caminho principal a partir da origem nesta diregao po
de ser obtido dando um incremento conveniente em um dos fa-
tores (10 C.C. em ¢, neste exemplo) e baseado neste incre-
mento calcular as mudancas proporcionais a serem feitas nos
outros fatores. Estas mudangas estao dadas na linha (5).Por
exemplo, -0,028 =10 x (-0,55)/197,5. Estas quantidades devem
entao ser sucessivamente acrescentadas aos niveis base dan-
do o caminho (6). Por causa do grande ganho teoricamente pos
sivel, ensaios (9) e (10) foram realizados a uma distancia
regular das condicoes iniciais. As producbes obtidas foram
80,0% e 79,4% respectivamente. Apesar do segundo valor ser
aparentemente menor do que o primeiro, nenhuma significan-
cia real poderia ser atribuida a esta diferenga e, um segun

do experimento foi realizado usando como condigoes iniciais



as correspondentes ao ensaio (10), como veremos mais adian-

te.

Como observacao podemos dizer que talvez tivessesi
do melhor que o ensaio (9) tivesse sido realizado mais pro-
ximo das condicoes iniciais e depois sim, ir seafastando um
pouco mais ja que a aproximacao da verdadeira superficie por

um plano € local, ou seja, em torno das condicoes base.

Antes de passarmos ao segundo passo deve ser nota-
do que o curso das investigacoes € decidido pelos resulta-
dos experimentais. A suposigao feita inicialmente sobre ado
minancia dos efeitos de primeira ordem foi confirmada. Se a
analise do primeiro experimento tivessc mostrado que esta su
posicao fosse insustentavel, entao deveriamos utilizar o me
todo que ira ser descrito no capitulo 4 onde os efeitos de
segunda ordem sao levados em conta. De qualquer maneira se
a suposigao nao fosse verdadeira, respostas tao altas nao te

riam sido obtidas.

Por outro lado, com relacao ao problema das unida-
des escolhidas, podemos notar que tanto o quarto como oquin
to fatores apresentaram efeitos nao apreciaveis, entao com
as idéias da secgao3.3, os niveis base e as unidades relati
vas a estes fatores foram alteradas no segundo passo.Assim,
se 3.3 (iii) for verdade,os fatores continuarao tendo peque
nos efeitos, ao passo que se 3.3 (i) ou (ii) for verdade,um

efeito real podera ser descoberto.

3.5.2 - 0 Segundo Passo

Neste segundo passo, nao deve existir a preocupacgao
so com os fatores que produziram pequenos efeitos e sim tam
bém com os outros. Por exemplo, no problema em discussao de

ve ser levado em conta que provavelmente estamos proximos de



um ponto estacionario e entdo os efeitos de primeira

vao tornar-se menores fazendo com que progressos, por

metodo,
i)

ii)

tornam-se mais dificeis.

As estimativas dos efeitos de primeira ordem
relativamente maiores em erro;

As estimativas dos efeitos de primeira

Isto porque:

ordem

ordem

este

seriam

devem

ser mais viesadas por "aliases'" de segunda ordem.

No caso das unidades serem aumentadas com a finali

dade de reduzir a primeira dificuldade,a segunda seria agra

vada. Assim, se progresso adicional for possivel, sem levar

em conta os efeitos de segunda ordem, deve ser feita uma re

ducao nas unidades relativas a estes fatores. Na tabela 3.4

temos os niveis dos fatores para a realizacio do segundo ex

perimento. Apesar de ter havido uma reducdo nas unidades dos

tres primeiros fatores, a relacao entre elas ficou quase a

mesma daquela do primeiro experimento. Como tinhamos ditoan

teriormente, uma parte importante deste procedimento €o jul
gamento do experimentador ja que a escolha das unidades nao

€ governada por nenhuma regra.

NIVEL DO FATOR

FATOR
-1 +1
€1 quantidade de E 280 310
Cy: quantidade de C, mol/mol de A 3,85 4,15
Ly concentracao de C, % 94 96
g,: tempo de reagao, horas 2 4
2;5: quantidade de B, mol/mol de A 3,5 5,5

TABELA 3.4 -Niveis dos fatores para o segundo experimento
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Podemos entao notar nesta tabela que o centro do planejamen
to (0,0,0,0,0) € agora (295; 4; 95; 3; 4,5) sendo que oS tres
primeiros valores correspondem aos valores do ensaio (10) do
primeiro experimento e os dois ultimos foram afastados da-
queles dados no mesmo ensaio e ainda que as unidades (Sl,SZ,
83,84,85) sao agora (15; 0,15; 1; 1; 1), as tres primeiras

reduzidas e as duas Ultimas aumentadas.

O planejamento escolhido e as producoes obtidas es
tao na tabela 3.5.

ENSATOS COMBINAGAO NIVEIS DOS FATORES PRODUGAO (%)
DOS TRATAMENTOS X X X, Xq X Xg Y
11 e 1 -1 -1 -1 -1 1 77,1
12 cde 1 -1 -1 1 1 1 69,0
13 bd 1 -1 1 -1 1 =1 75,5
14 be 1 =1 1 1 -1 -1 72,6
15 ad 1 1 -1 -1 L~ 67,9
16 ac 1 1 -1 1 =1 =1 68,4
17 abe 1 1 1 =1 =1 1 71,5
18 abcde 1 1 1 1 1 1 63,4

TABELA 3.5 - O planejamento usado no segundo experimento
e as produgoes obtidas

O planejamento € similar ao usado no primeiro experimento so

que as relacoes definidoras sao
Xy = X{X,Xg € Xg = XqX,e

Novamente foi tomada a precaucao de nao confundir nenhum e-
feito de primeira ordem com o da interacao entre q e gz .Tam
bém como no primeiro experimento, o efeito relativo a inte-
ragao entre t1 € %y foi pequeno (ainda que 812 e By pode-

riam, e claro, terem se cancelado), neste segundo experimen



to este efeito ficou confundido com o relativo ao quinto fa

tor, ja que com isto teremos uma idéia melhor sobre o efei-

to do quinto fator.

Abaixo temos as estimativas, calculadas usando as

relagoes (2.16) e (2.17) e ainda a suposicado o =1.

o oo o oo o o o

0 > Bo T (Byg *Byy tBgg TRy, TBgg) = 70,7204
1 31 +(325) ==2,94+0,4
2_—;-32+(315) = 0,1 +0,4
3__;.634-(345) = -2,3+0,4
e 34 +(335) ==-1,7 +0,4
5 — Bgt (Byp *B3y) = “Vh gl
137~ (B3 *Byy) = 00
25 (By3*B1g) = "Rk 0,4

Comparando-se estas estimativas com as obtidas no

primeiro experimento podemos notar que:

i) A producao média b

ii)

iii)

0 € muito maior, ainda que ndo tao-
alta como o valor 79,9% do ensaio (10). Uma causadis
to € a curvatura da superficie. As medidas de curva-
tura Bll’ B,,, etc., sao todas negativas perto de um
maximo e entao bO’ a média, sera em consequéncia um
estimador negativamente viesado de BO’ a producao no
centro do planejamento.

Os efeitos bl’ b2 e b3 mudaram todos de sinal, 1isto
sugere que os niveis destes fatores foram movidos pa
ra muito longe das primeiras condigoes iniciais e que
€ necessario retrocedé-los.

Como ja foi dito anteriormente, tanto o nivel base co
mo a unidade relativa ao quarto fator foi mudado e is
to acarretou um grande valor negativo para a estima-
tiva de 84 0 que indica que o pequeno valor encontra

do no primeiro experimento foi devido a sua proximi-
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dade com um maximo condicional. O sinal desta estimg

tiva indica também que devemos retroceder, em

¢ao ao nivel base, para este fator.

rela-

iv) Apesar das mudancas feitas tanto na unidade quantono

nivel base do quinto fator, o valor encontrado

para

a estimativa de B, ainda € pequeno, 0 que Sugere que o

quinto fator nao parece importante nesta regiao does

paco dos fatores.

Na tabela 3.6, temos o caminho de Maxima Inclina-
cao Ascendente e subsequentes ensaios nele.
C1 Cy Cg Ly Cg
C.C. mol. 7z hora mol.
(1) nivel base 295,0 4,0 95,0 3,0 4,5
(2) unidade 15 0,15 1 1 1
(3) estimativa das inclinagées
(b) (mudanga na produgao -2,9 0,1 -2,3 -1,7 -0,4
por unidade)
(4) unidade x b -43,5 0,015 -2,3  -1,7  -0,4
(5) variagao no nivel conforme _ ~ ~ ~
variagao de -10 G,.em £, 10 0,003 -0,529 =-0,391 =-0,092
(6) 0 caminho de Maxima Incli-
naggo Ascendente represen-
tado por uma serie de pos-
‘'siveis ensaios nele 295 4,0 95,0 3,0 4,5
ensaio (19) . . . . . . . 285 4,0 94,5 2,6 4,4
275 4,0 93,9 2,2 4,3
ensaio (20) . . . . 265 4,0 93,4 1,8 4,2
ensaio (21) . . . . . 255 4,0 92,8 1,4 4,1

TABELA 3.6 - Calculo do caminho de Maxima Inclinagao
Ascendente e subsequentes ensaios nele,

Ensaios (19), (20) e (21) realizados ao longo do caminho de



ram produgoes de 80%, 84% e 81,5% respectivamente. Segundo
este método, o proximo passo seria considerar as condigoes
do ensaio (20) como condic¢oes iniciais para um proximo pas-
so, mas ainda segundo Davies (1960), isto foi feito conside

rando so0 como fatores de interesse ¢, e cs,provavelmentepg

1
lo fato de terem dado, anteriormente, os maiores efeitos.
Foi usado um planejamento fatorial 22 e os efeitos de pri-
meira ordem encontrados foram valores muito proximos de ze-
ro e assim foi concluido que nesta altura,efeitos de ordens
maiores deveriam ser levados em conta,o que implicaria,em fa
zer nao mais a suposicao de que a superficie possa ser re-
presentada so por efeitos de até primeira ordem e sim por u-
ma outra representacao,que envolva também efeitos de segun-
da ordem, por exemplo. Este tipo de analise constitui,a se-
gunda fase do procedimento de obtencao de condicbes otimas

que sera estudada no proximo capitulo.



CAPTTULO 4

REGIAO QUASE-ESTACIONARIA

4.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo assumiremos que as condigOes iniciais,
obtidas ou através do Método de Maxima Inclinacao Ascenden-
te ou ja no inicio da investigacdo, estao localizadas numa
sub-regiao do espaco dos fatores, dentro da qual os efeitos
de primeira ordem sao pequenos comparados com os de segunda
ordem e o nosso objetivo sera o de estudarmos a natureza da
superficie de resposta, aproximada agora por um polinomiode

(%)

segunda ordem: 7,

O fato de uma regiao ser Quase-estacionaria, isto
¢, a superficie de resposta estar localmente proxima de umpa
tamar, nao significa necessariamente que estamos proximos
de um maximo, conforme figura 4.1,c. E claro que se a regiao
foi pesquisada através do Método de Maxima Inclinagao Ascen
dente, nao podemos estar pr6ximos de um minimo, mas frequen
temente acontece que a superficie contém uma elevacao a qual
pode ser estacionaria, como na figura 4.1,b ou lentamente
crescente, como na figura 4.1,c. Outra possibilidade € que
as condigoes iniciais pesquisadas estao proximas de um mini
max (ponto de sela) na qual a resposta € um minimo para u-

ma direcao e um maximo para outra, como na figura 4.1,d.

(*) — Box e Youle (1955) citam dois artigos onde foi usada uma aproxima
cao envolvendo efeitos de terceira ordem.

. 7



A descoberta da existencia e a natureza de eleva-
coes, & de grande importancia pratica, nao somente porque em
exemplos tais como figura 4.1,c € possivel seguir uma eleva
cao crescente para condigoes de resposta mais alta, mas tam
bém porque quando uma "elevacao estacionaria' como na figu-
ra 4.1,b ocorre, nao existe um unico processo Otimo mas uma
série de processos produzindo aproximadamente respostas i-

guais.

Entao, quando estamos em uma regiao Quase-estacio-

naria desejamos saber se estamos na vizinhanca de:

i) um maximo verdadeiro comona figurad4.la, € neste caso
estimar a sua posicao;
ii) uma elevacao comona figurad.lbou 4.1c, e neste caso
determinar sua direcao e inclinacao;
iii) um minimax como na figura 4.1,d, e neste caso saber
em qual direcao devemos seguir para sair dela a fim
de obtermos melhores respostas.

Para o estudo da natureza da superficie de respos-
ta, um polinomio de segunda ordem, pelo menos, deve ser a-

justado. Neste trabalho so usaremos o de segunda ordem.

Dois problemas surgem: primeiro, sao mnecessarios
arranjos experimentais adequados que nos darao eficientes es
timativas de todos os efeitos de até segunda ordem, estudaremos
~isto no capitulo 5 e, segundo, sao necessarios métodos ade-
quados para que torne possivel reconhecer a natureza eas ca
racteristicas da superficie ajustada. Para este segundo pro
blema, uma solugdo muito Gtil, € a obtencdo da forma canoni
ca da equacao ajustada, a qual veremos na seccao 4.3. Antes
disso discutiremos algumas idéias sobre como obter as esti-

mativas dos coeficientes do polinomio de segundo grau.



78% 777

QE?SMZ

———y 3 —x,

(a) MAXIMO (b) ELEVAGAO ESTACIONARIA

79% 78% 777

[y

==y X > X

~ 1
(c) ELEVACAO CRESCENTE (d) MINIMAX

FIGURA 4.1 - Tipos de superficies em uma

regido Quase-estacionaria para dois fatores
Extraida de Davies, 1960.

4,2 - ESTIMAQAO DOS COEFICIENTES

Como dissemos no capitulo 2, seccao 2.6, quando u-
samos planejamento fatorial, o modo de estimar os coeficien
tes fica simplificado por causa da ortogonalidade do plane-

jamento. No caso de termos que estimar os coeficientes



Bll’ BZZ""’ BKK,néo podemos usar este fato e calcular se-
paradamente a estimativa de cada efeito, sem antes fazer u-
ma modificacao, porque a coluna relativa a xé nao sera orto
gonal a coluna relativa a x2, (K=zK'). Por exemplo, suponha
que desejamos aproximar a verdadeira superficie por uma ex-
pressao do tipo

2

- 2
no= BpXg tByXy T B X, T By X] TRy Xy FByox X, (4.1)

11
envolvendo dois fatores e que para isto utizaremos um plane
jamento fatorial 3?. Na tabela 4.1 temos o planejamento e as
produgoes obtidas.

pNsazos | NIVEL DO FATOR | RESPOSTA (%)
Xl X2 Y
1 -1 -1 71,7
2 0 | 79,2
3 -1 80,1
. -1 0 75,2
> 0 0 81,5
6 1 0 79,1
! -1 1 76,3
8 0 1 80,2
J 1 1 75,8

TABELA 4.1 - Um planejamento fatorial 3% e as
produgoes obtidas

0 planejamento dado na tabela 4.1, tem as seguintes proprie
dades:

9 X1uX2u -

—

Il D10
-
=1
I

Il >0

o~

X
2u _
1 ‘

u=1
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wIN

X2
X 2u
~§_

Usando a equacao 4.1 e n, como a média dos n's, para este
planejamento podemos notar que

u
uz19 = B 3By T3Bgn- (4.2)

Subtraindo esta equacao da equagao 4.1, temos
N = npX, t B X, +B,X, + B (XZ"E)‘“B (XZ—E)HS X, X (4.3)
00 "1°"1 "272 111 3 2272 3 127172 ’

Esta & a forma alternativa da equagao 4.1. As estimativasob
tidas sao as mesmas qualquer que seja a equagao estimada ex
ceto que uma estimativa Y delk)submjtuilmm.eﬁjmathnlbo de By;
consequentemente, uma estimativa b0 de BO pode facilmente

ENSATOS | x, x, x, x-2/3 x3-2/3 xx, RESPOiEA (%)
1 1 -L -l 1/3 1/3 1 71,7
2 1 0 -1 -2/3 1/3 0 79,2
3 1 -1 1/3 1/3 -1 80,1
4 1 -1 0 1/3 -2/3 0 75,2
2 1 0 o0 -2/3 -2/3 0 81,5
6 11 0 /3 -2/3 0 79,1
7 1 -1 1 1/3 /3 -1 76,3
8 1 0 1 -2/3 1/3 0 80,2
2 11 1 1/3 1/3 1 75,8

_TABELA 4,2 -Valores das varlavels independentes correspon-—
dente a equagao (4.2) e as respostas obtidas
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ser obtida a partir da relacgao

5 2, 2
by = Y -3by; ~%b,,. (4.4)

Na tabela 4.2 temos os valores das varidveis inde-
pendentes correspondente a equacao 4.2 e as produgoes obti-
das.

Entao, a soma dos produtos para qualquer duas colu
nas na tabela das variaveis independentes € zero; bor causa
desta ortogonalidade, obtida apos uma modificacdo na equa-
cao 4.1, podemos usar as relagoes dadas em (2.16) e (2.17),
as mesmas usadas em 3.6.1 e 3.6.3,para a obtencao das esti-

mativas dos coeficientes.

A estimativa b, usando a equacao (4.4) e

9 9
0 L2/, L 08,
b =1 RS _2 u=l _2 =l
079 £'u’3 Sz) i .3 !% . .
(x7-2/3) (x5-2/3)
u=1 ! " u=1l 2 4
_ 2 -7,87 2 =277
= 77,08 g x =g m
= 81,22.

Também como as estimativas sao nao correlacionadas

- 4 4
Var(bo) = Var(Y)-+§Var (b11)+-§ Var (bzz)

2 40_2 0_2

= g+ 9g *1g - 0,557

Este procedimento nos da as seguintes estimativas

e seus desvios padroes supondo o =0,6:
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b, = 81,22 +0,58
b, = 1,97:0,32
by, = 0,22%0,32
byy =393 26,55
by, =-1,38 0,55
by, _~2,22 40,39,

Logo, a equagao 4.1 ajustada €

~

Y = 81,22+1,97x; +0,22x, - 3,93x2 - 1,38x§ -2,22x

1 (4.5)

1%2°

A proxima etapa seria estudarmos a natureza da su-
perficie ajustada. Podemos pensar em representa-la grafica-
mente por um grafico de contornos. Para isto basta fazermos
os contornos para valores de Y fixados. Por exemplo, o con-
torno relativo a uma resposta de 80% € o conjunto de todos
0s pontos que satisfazem a equacgao

80 = 81,22+1,97x; +0,22x, - 3,93x2 - 1,38x2 - 2,22x

2 1 2 1%2°

Este tipo de representacao dara uma familia de co-
nicas concentricas. No caso de 4b11b22 —biz >0 estas coni-
cas serao elipses e no caso de ser negativo serao hipérbo-
les. Na figura 4.2, temos a representacao para a equacao 4.5

junto com as respostas observadas. Note que neste caso

b2 = 4(- - (- 2 _
4by1b,,-b2, = 4(-3,93) (-1,38)-(-2,22) 16,76 > 0

logo, serao elipses.

Uma ilustracao geométrica da superficie ajustada
também € possivel quando existe trés fatores mas, isto émui
to trabalhoso. Felizmente nao € necessario tentar isto ja

que a equacao de segundo grau pode ser reduzida a uma forma



X2

FIGURA 4.2 - Contornos da superficie ajustada

e respostas observadas
Extraida de Davies, 1960.

padrao (forma canonica), a qual torna possivel apreciar ra-
pidamente a natureza da superficie ajustada, mesmo quando
muitos fatores estao envolvidos, e construir as 1linhas de

contorno muito facilmente em duas ou trés dimensoes.

4.3 - REDUGAO A FORMA CANONICA

Considere a equacdo 4.5 e sua representacao dada na
figura 4.2. Suponha que em vez de medirmos as variaveis a
partir do ponto 0, centro do planejamento, uma nova origem
seja considerada no centro do sistema em S, isto €, no pon-

to estaciondrio e, suponha também que em vez de medirmos as



variaveis nas diregoes X, € x, elas sejam medidas nas direcoes
dos eixos principais denotados por X1 e XZ' Entao nestas no
vas coordenadas a equacao da superficie € da forma

v o= V. Lv2 L y2
¥ = Y hBy Xy A Bonky (4.6)
onde ?S representa a resposta estimada no ponto estaciona-
rio S. Note que podemos facilmente generalizar para o caso

onde mais de dois fatores estao envolvidos. O procedimento
€ calcular:

i) a posicao de S, isto €, o centro do sistema de con-
tornos e o valor YS da resposta estimada neste ponto;

© 110 Baz» orer Bygs

iii) as diregoes dos eixos Xl’ Xz, A XK.

Faremos entao o calculo destes trés itens citados

ii) os valores de B

anteriormente para a equacao 4.5. O procedimento € o mesmo
quando tivermos mais de dois fatores envolvidos. Um estudo

mais detalhado deste assunto pode ser encontrado em Efimov
(1976).

4.3.1 - O primeiro passo & entao determinar S, o ponto no
qual a resposta & estacionaria, ou seja, ‘no qual

a?an
axl axz

sao ambas iguais a zero. Entao para a equacao 4.5

3Y ) ) )
-S—X'I 1,97 7,96)(1 2,22)(2 0
AY _ 0,22 -2,22x, -2,76x, =0
X9 1 2

Resolvendo este sistema, temos que as coordenadas do ponto S

. — . a ‘ ) Z P T 2
Jy j -gl2z #1bxy +0,2x, +3 050 - 1, 3876
.//\ /'//'
V 22197 / 7 - 7 27cX Z
)

/
P
4 U/"!

~
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sao
Xqg = 0,30 e Xog = -0,16.
Substituindo estes valores na equacao (4.5) temos
que
Yg = 81,49.

4.3.2 - 0 segundo passo & determinar os valores dos coefi-
cientes B1<1 e B22f Para isto precisamos determinar as rai-
zes caracteristicas da matriz dos coeficientes de segunda or
dem. Esta € a matriz

- _ _1 .
C = (Cij) onde C.. bii e Cij. zbij(lzﬂ

onde bii e bij sao os coeficientes de segunda ordem da equa

cao ajustada. Entao para a equagao (4.5)

-3,93 -1,11
C =
-1,11 - -1,38
e as raizes caracteristicas sao A =-4,35 e 1, =-0,96. Estes
sao os valores dos coeficientes B11 =-4,35 e B22 =-0,96. A
outra alternativa B11 =-0,96 e B22 =-4,35 pode 1igualmente

ser tomada. A Unica alteracgao sera na notacao (o eixo X, pas

sara a ser o eixo X, e vice-versa).

A forma canonica da equacao de segundo grau ajusta
da (4.5) & entao

Y = 81,49 - 4,35X% - 0,96X - (4.7)

1

4.3.3 - 0 terceiro passo € determinar as direcoes dos eixos

X, e X, em funcao de x; e x,. Os vetores caracteristicos\gi\

1 1
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comprimento unitario correspondentes sao

0,936 0,352

0,352 -0,936
Consequentemente a mudanca de variaveis reduzindo
a equacao (4.5) em sua forma canonica, equacao (4.7), €& da-

da por

X, = 0,936(x,=0,30) +0,352(x,+0,16)

1,

X, = 0,352(x;=0,30) -0,936(x,+0,16).

2.

A equacao do eixo X, sera dada por X, =0, ou seja

1
0,352(x;=0,30) = 0,936 (x,+0,16) = 0

e, a equacao do eixo X2 sera dada por X, =0, ou seja

1

0,936(x1—0,30) +0,352(x2+0,16) = 0.

Entao com todos estes dados obtidos, teremos condi
coes de estudar a natureza da superficie ajustada dada pela
equacao (4.5). Antes de passarmos a um exemplo onde usare-
mos todas as informagoes obtidas até aqui, veremos,para K =2
e K=3,algumas situacoes envolvendo esta 'transformacao ca-

nonica'.

L. 4 - ALGUNS SISTEMAS DE CONTORNOS GERADOS POR EQUA§6ES

DO SEGUNDO GRAU EM DUAS E TRES VARIAVEIS

A equacao (4.6) pode ser interpretada como segue.A

mudanca na resposta,quando nos afastamos do centro do siste



ma S para algum ponto cujas coordenadas sao X, e X € dada

1 2°
pela expressao do lado direito da equacgao
v v = 2 2
Y- Yo = B X2 +B, X5 (4.8)

No exemplo representado pela equagao (4.7), os coeficientes
Byq ¢ B, sao ambos negativos, e consequentemente existira
sempre uma perda na resposta,qualquer que seja a diregao pe

ga a partir de S; B11 mede a diminuicao na resposta na dire

\ 797 78% 777

() (d)

FIGURA 4.3 - Sistemas de contornos gerados por equagoes

do segundo grau em duas variaveis
Extraida de Davies, 1960.



cao X,, e By, na diregao X,. Consequentemente para este exem
plo S @ um maximo real. Na Figura 4.3 estdao mostrados exem-
plos de sistemas de contornos que sao gerados por equagoes do
segundo grau em duas variaveis e que podem ser encontrados
em uma regiao Quase-estacionaria. Quatro tipos de sistemas
podem ser distinguidos, os quais podem ser usados para re-
presentar um maximo, uma elevagao estacionaria, uma eleva-

cao crescente e um minimax.

Tipo (a) foi o que discutimos anteriormente;os coe
ficientes B11 e B22 sao ambos negativos e os contornos ajus
tados sao elipses. Quando B22 € menor em valor absoluto do
que Bll’ os contornos serao prolongados ao longo do eixo X5
como na ilustracgao.

Tipo (d) ilustra o sistema obtido quando B11 ¢ ne-
gativo e B22 ¢ positivo; os contornos ajustados sao hipérbo
les. Como no caso anterior, as magnitudes relativas destas
constantes mostram o grau de prolongamento destes contornos;
no exemplo ilustrado B22 seria menor em valor absoluto do

que Bll'

Tipo (b) ilustra o sistema quando B.. & negativo e

B22 € zero, e pode ser considerado como um t}éo limite ou de
(a) ou de (d) quando o prolongamento na direcao do eixo X2
€ infinito. Este tipo realmente representa,matematicamente,
um estagio transitorio entre (a) e (d). Nao existe um Gnico
centro, mas uma linha de centros sobre o eixo X,. A equacao
¢ da forma

. ]
Y-Yg = ByXy

onde ?S ¢ a resposta em qualquer ponto do eixo XZ‘

Tipo (c) ilustra o sistema obtido quando o centro

esta sobre o eixo X2 no infinito e B € negativo; os con-

11



tornos ajustados sao parabolas. Pegando como origem algum

ponto conveniente sobre o eixo X,, a equacao € da forma

- )
Y YS B11X1 +B2X2

onde B, mede a razao de incremento na produgao, isto €,a in
clinacao ao longo do eixo X, Este tipo pode ser considera-
do como um caso limite ou de (a) ou de (d) quando o centro
€ no infinito. Na proxima seccao discutiremos um exemplo que
se aproxima a este tipo.

Na pratica, € muito pouco provavel encontrarmos e-
xatamente ou tipo (b) ou tipo (c). Em vez de encontrarmos
B,y =0, indicando tipo (b), provavelmente encontraremos um
pequeno valor positivo ou negativo. Os contornos resultan-
tes serao exemplos ou do tipo (a) ou do tipo (d) prolonga-
dos ao longo do eixo X, Localmente para o planejamento, os
contornos parecerao ser do tipo (b) mas com linhas ligeira-
mente curvadas. Similarmente, exemplos do tipo (c) nao ocor
rerao. Em vez do centro do sistema ser encontrado no infini
to, quando os contornos sao parabolas, os contornos serao ou
do tipo (a) ou do tipo (d), com o centro bem fora da regiao
do planejamento. Deve ser notado que a existéncia de uma e-
levacao, ou do tipo (b) ou do tipo (c), & indicada quando um

dos coeficientes Bll ou B22 tem um pequeno valor.

E importante lembrar que a equagcao ajustada pode
ser considerada como uma aproximacao adequada da superficie
de resposta somente na vizinhanga em torno do centro do pla
nejamento. A equacao ajustada nao € de interesse em outras
regioes. Por exemplo, & comum encontrar na analise da equa
cao de segundo grau ajustada, que um maximo esta indicado
longe da regido do planejamento,mas que a superficie esta
prolongada ao longo de um eixo que passa perto do planeja-

mento. Isto indica que a experimentacgao prévia levou o expe



rimentador nao a um maximo, mas perto de uma elevagao cres-

cente. Nenhuma conclusdo a respeito da posicao ou mesmo a e

xistencia do maximo afastado pode ser tirada,mas a atencdo de

ve ser focalizada na elevagao local e ensaios adicionais de

vem ser realizados ao longo deste eixo.

Com relacao ao fato de termos_trés fatores (K =23)
envolvidos no estudo de uma determinada resposta,teremos en
tao sistemas de contornos tri-dimensionais, os quais podem
ser considerados como sendo produzidos a partir daqueles em
duas dimensoes. Reciprocamente, sistemas em duas dimensoes
sao '"secgoes cruzadas' daqueles em tres dimensoes. Na figu-
ra 4.4 temos alguns exemplos de sistemas tri-dimensionais

produzidos por equacoes de segunda ordem.

Xy

D

(A)

(E)

FIGURA 4.4 - Alguns possiveis sistemas de contornos tri-dimensionais
em uma regiao Quase Estacionaria.Extraida de Davies,
1960.



A figura 4.4 (A) mostra uma superficie na qual Bll’
B22 e B33 sao todos negativos, os contornos sao elipsoides e e
xiste um ponto de maximo. Em (B), B11 e B22 sao ambos negativos
e B33 € zero, os contornos sao cilindros elipticos, e o ei-
xo X € uma '"linha maxima' (isto €, uma linha estacionaria).
Sobre esta linha uma resposta maxima '"seria' obtida, e par-
tindo dela em qualquer diregao resultaria em decrescimo na

resposta.

Em (C), B,, e By, sao ambos zero, a superficie con
téem um plano maximo e os contornos sdo planos paralelos ao

plano que contém os eixos X, e Xy

Em (D),os contornos sao paraboloides elipticos. O

centro esta no infinito e B, € zero. Pegando a origem NOei

X0 X3, a equacgao do segundo grau pode ser reduzida@ a forma

VooV = 2 2
Y =Yg = B X] +BapXy + By

onde B11 e B22 sao negativos, B33 € zero e B3 mede a incli

nacao do eixo XS' O sistema e uma linha elevada como (B),mas
a elevacao & crescente em vez de estacionaria. O sistema cor
respondente a (C), mas representando uma subida em vez de u

ma elevacgao estacionaria, esta mostrado em (E).

Em geral quando um ou mais dos coeficientes, Bll’
BZZ”"’ BKK na forma canonica sao pequenos,comparados com
os outros, alguma forma de '"sistema elevado' e indicada.

Quando o centro do sistema esta longe da vizinhanga do cen
tro do planejamento, o ''sistema elevado' sera aproxima-
damente estacionario. Mesmo quando o centro do sistema esta
longe da vizinhanca do planejamento, quase sempre sera des-
coberto que uma elevacao crescente passa perto da vizinhan-
ca do planejamento e para determinar sua natureza, uma no-

va origem € escolhida na elevacao. Por exemplo, se o coefi-
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ciente Btt € pequeno comparado com os outros,entao o eiont
define uma "linha elevada'. Uma nova origem & tomada neste
eixo perto do planejamento, e entdao a correspondente equacao
contera um coeficiente B, o qual,se o centro esta longe do
planejamento, mede a "inclinacao da elevacao'". Quando dois
coeficientes Btt e BSS sao pequenos comparados com 0OS outros,
o plano contendo os eixos Xt e XS define wum "plano elevado"
o qual,normalmente,passara perto do planejamento. Uma nova
origem € pega neste plano perto do planejamento, e entao a
equacao correspondente contera coeficientes Bt e Bs' Se es-
tes coeficientes nao sao pequenos, uma elevacdo crescente €
indicada e,a direcao de maior incremento sobre ”ela”,seréeg

contrada pelo método de Maxima Inclinacao Ascendente.

4.5 - UM EXEMPLO MOSTRANDO UMA ELEVAgAO CRESCENTE

Considere a equagao do segundo grau ajustada

Y = 60,64 -3,672x, +11,661x, - 3,514x2 - 0,924x2 + 2,220x,X,. (4.9)

1 2 1 2 172

Usando os resultados da seccao 4.4, temos que

-~

= 9,157; Y, = 109,68%

= 2,370; x S

X1s 2S

e (4.10)

A1= -3,952 e A2= -0,513.

Entao a forma canonica da equagao (4.9) sera

-~

Y -109,68 = -3,925%%-0,513X) (4.11)

e a transformacao para as novas coordenadas sera dada por

Xl = 0,938(x1—2,370) —0,348(X2-9,157)



X, = 0,348(x,~2,370) +0,938(x,~9,157). (4.12)

A partir da equacao (4.11) os contornos ajustados
sao elipses prolongadas ao longo do eixo X2 e o ponto esta-
cionario S € um maximo. Das coordenadas do centro dadas em
(4.10), temos que§ esta longe do centro do planejamento e
conclusoes a respeito da natureza da superficie na vizinhan
ca de S nao podem ser tiradas, visto que €& muito pouco pro-
vavel que um ponto longe do planejamento tera alguma rele-
vancia. Em particular,a resposta estimada neste ponto & a-
proximadamente 110%, obviamente um valor impossivel. Contu-
do,a parte da equagao ajustada,a qual esta proxima do plane
jamento,deve fornecer uma aproximacao satisfatoria para asu
perficie local, e € esta parte da superficie que €& de inte-
resse. Considerando o problema agora em termos de coordena-

das Xl e X2 em vez de X € X, e substituindo os valores
Xy = 0, X, = 0

em (4.12), o centro 0 do planejamento esta em

X1 = 0,964 e X2 = -9,414.

Entao 0,964 e |-9,414] sao as menores ditancias de 0
(centro do planejamento) para os eixos X2 e X1 respectiva-
mente, e isto mostra que o eixo X2 passa perto de 0. Agora,
por causa do tamanho relativamente pequeno de BZZ’é conheci
do que os contornos sao tirados ao longo deste eixo. Entao
concluimos que o planejamento foi realizado perto de uma e-
levagao crescente, a direcao da qual € ao longo do eixo X,
A forma canonica da equagao (4.11) € "transferida' para uma
origem local sobre esta elevagao proxima, e esta pode ser
convenientemente tomada em

X1 =0 e X2 = -9,414



o ponto mais proximo de 0 sobre a elevacao, o qual & denota
do por S'. Escrevendo entao

Xi =X, e X} =X, +9,414

2

e substituindo em (4.11).,a equacao em relacao a origem S' €

Y - 64,22 = -3,925X;2-0,513X'§+ 9, 659X}
onde 9,659 mede a '"inclinacao da elevagao". A elevacdo evis
ta como sendo fortemente crescente, e o proximo experimento

deve explorar o eixo X, desta elevacao na diregao de respos

50%60% 70% B0y

FIGURA 4.5 -Redugao canonica na vizinhanga de uma
elevacao crescente em duas variaveis
Extraida de Davies, 1960.



ta "aumentada''.Como ja tinhamos dito anteriormente,este exem

plo se aproxima do tipo (c) na figura 4.3,c.

A situacgao esta ilustrada na figura 4.5. Deve ser
notado que, a natureza dn sistema pode ser completamente a
preciada sem recorrer a ilustracao geométrica. Isto & mui-
to importante porque nem sempre & possivel fazer esta repre
sentacao.



CAPITULO 5

0 PLANEJAMENTO

5.1 - INTRODUGAO

Como ja foi dito anteriormente no capitulo 2, sec-
¢ao 2.5, o planejamento do experimento representa uma parte
crucial na investigacao de Superficie de Resposta visto que,
os métodos desenvolvidos nos capitulos 3 e 4 dependem basi-
camente dos polinomios ajustados representarem adequadamen-
te ou nao a verdadeira funcao de resposta ¢. Por exemplo, o
sucesso no uso do Método de Maxima Inclinacao Ascendente de
pende muito do fato de ¢ poder ser representada localmente

por um polinomio de primeira ordem, entao, o planejamento a

ser usado neste caso,deve ser de tal forma que nos permita

estimar todos os coeficientes de até primeira ordem e ainda

verificar se a representagao polinomial usada & adequada ou

nao.

Entdo, neste capitulo apresentaremos e discutire-
mos alguns tipos de planejamentos mais usuais e também al-
guns critérios usados na construgao de planejamentos adequa
dos ao nosso problema, ou seja, ao problema de representar
a verdadeira funcao de resposta ¢ por um polinomio ajustado

pelo Método de Minimos Quadrados. Os planejamentos de inte-

resse serao chamados planejamentos de primeira ordem e se-

gunda ordem quando desejarmos representar ¢ por um polinomio de pri-

meira e segunda ordens, respectivamente. Neste capitulo usaremos os re-
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sultados de Minimos Quadrados apresentados no capitulo 2, secgoes 2.0 e

2.7 e também o conceito de Matriz de Momentos,o qual veremos agora.

5.2 - MATRIZ DE MOMENTOS

As equacoes (2.13), (2.14), (2.15), (2.21) e (2.22)
das secgoes 2.6 e 2.7 do capitulo 2,contém a matriz X'X de
somas de quadrados e produtos das variaveis independentes.
Notamos que N_1X'X, onde N € o numero de pontos que compoe
o planejamento, pode ser vista como uma Matriz de Momentos do
planejamento. Por exemplo, se existem K =2 variaveis e esta
mos considerando um planejamento de segunda ordem,a equagao
a ser ajustada €

_ 2 9 . '
no= BoXg FByXy FBX) ¥ By X ByoXs +Byoxy Xy (5.1)

-

e a matriz N_IX'X é

%. Yi Xa % % XX
1 (11 [2] [11] [22] [12]
(1] [11] [12] [111] [122] [112]
(2] [12] [22] [112] [222] [122]
[11] (1111 [112] (11111  [1122] [1112]
[22] [122] [222] [1122] [2222] [1222]
[12] [112] [122] [1112] [1222] [1122]

As quantidades entre colchetes denotam os momentos
do planejamento. Por exemplo,

N
2 —
) X1 X0 = (1121
u=1

N
NTUO) x5 [11, N 1
u=1 4

e assim por diante. Chamaremos N_IX'X de Matriz de Momen-
tos.



5.3 - PLANEJAMENTOS FATORIAIS

Tipos de planejamentos bastante utilizados para a
aproximacao polinomial de primeira e segunda ordens sao os
planejamentos fatoriais completos 28 e 3% ¢ os fatoriais fra
cionarios
1<K

1l ,K
e & = K>p.
P D P

A utilizacao de um destes tipos de planejamentos depende do

nimero K de fatores envolvidos e da ordem do polinomio que
desejamos ajustar. Por exemplo, no capitulo 3 apresentamoé\
um exemplo para discussao do Método de Maxima Inclinacao As
cendente que envolvia 5 fatores e consequentemente 6 coefi-
cientes (BO,Bl,...,BS) para estimarmos. Logo, o planejamen-
to a ser utilizado naquele exemplo precisava ter.pelo menos
6 pontos experimentais.de modo a ser possivel a estimagao
dos coeficientes. Como sempre existe o problema do custo o-
peracional, o ideal entao seria usarmos um planejamento que
tivesse um numero de pontos experimentais nao muito maior do
que 6 e-ao mesmo tempo.permitisse de algum modoverificarmos
se o modelo proposto era adequado ou nao, um outro requisi-
to muito importante como ja dissemos. Entao, o planejamento
fatorial fracionario 5%25, o planejamento utilizado no exem
plo, do modo como foi construido satisfez estas condigoes,
pois com os seus 8 pontos experimentais foi possivel a esti
macao dos 6 coeficientes de até primeira ordem e ainda a es
timagcdo de 2 coeficientes de segunda ordem (2 interagoes)de
modo a permitir verificarmos a adequagdo ou nao do polino-
mio de primeira ordem ajustado. Com relacao ao exemplo apre
sentado no capitulo 4, como tinhamos s6 2 fatores envolvi-
dos e desejavamos ajustar um polinomio de segunda ordem (6

coeficientes a serem estimados), o uso do planejamento fato



rial 22 nao seria adequado ja que ele so fornece 4 pontos expe
rimentais. Para a solug¢ao do problema, usou-se entao um pla
nejamento fatorial com trés niveis para cada fator (3%) em

vez de dois niveis como no exemplo anterior.

Este planejamento forneceu 9 pontos experimentais
os quais possibilitaram a estimacao dos 6 coeficientes en-
volvidos e ainda uma analise de variancia paraaverificacao
do modelo utilizado. A analise de variancia esta mostrada
em Davies (1960, pagina 521).

Quando precisamos utilizar a aproximacao polinomial

de segunda ordem, os planejamentos fatoriais que envolvem 3

niveis de cada um dos fatores podem ser empregados. O pro-

blema que surge € que quando K & maior do que 2 o numero de
ensaios que tais planejamentos requerem, frequentemente ex-
cedem em muito o numero de coeficientes que precisamos esti
mar. Por exemplo, para K=4, o planejamento fatorial 3" re-
quer 3% =81 ensaios, mas o nimero de coeficientes envolvi-
dos & somente 15. Embora o niimero de ensaios a ser realiza-
do possa ser reduzido usando-se réplica fracionaria, estees
quema € muito menos eficiente na produgao de arranjos ade-
quados em planejamentos que envolvem trés niveis de cada um
dos fatores do que em planejamentos que envolvem so 2 niveis,
estes ultimos usados com bastante sucesso para a aproxima-
cao polinomial de primeira ordem. Por esta razao planejamen
tos alternativos tem sido procurados de modo a ser possivel
a estimacao de todos os coeficientes de até Segunda ordem
sem a necessidade de um numero de ensaios muito maior do que
o numero de coeficientes a ser estimados. Alguns planejamen
tos deste tipo, os quais sao particularmente importantes pa
ra a experimentacdao sequencial,sao chamados de Planejamentos

Compostos e serao discutidos na proxima secgao.

Ainda com relacao aos planejamentos fatoriais, no



capitulo 2, seccao 2.6 nos referimos a simplificacgao noscal
culos da estimacao dos coeficientes,quando usamos planeja-
mentos fatoriais completos ou fracionarios, dizendo que is
to ocorria por causa da ortogonalidade do experimento, orto
gonalidade no sentido de que a soma de produtos para qual-
quer duas colunas da matriz X & zero, ou seja, que as colu-
nas da matriz X sdo ortogonais entre si. Este fato esta di-
retamente ligado com o fato da matriz de momentos N—l(X'X)
ser diagonal ou nao, condig¢ao usada por Box e Hunter (1957)
na construcao de planejamentos ortogonais. Por exemplo, no
caso do ajuste de um polinomio de primeira ordem em 3 varia

vels temos

1 Xyq %y 31
- | % Frz Tz Faz
1

e consequentemente

3 (1] (2] [3]

-1 (11 [11]  [12]  [13]
N ©(X'X) = (5.2)
(2] [12] [22] [23]

i 31 [13] (23] [33]

Entao, ao usarmos um planejamento fatorial 2° ou u
ma réplica fracionaria deste planejamento, teremos que to-
dos os elementos (momentos) que nao pertencem a diagonal
principal sdo iguais a zero e consequentemente uma simplifi

cacao no calculo de



B = (X'X) Ix'vy

o vetor das estimativas dos B's e também de

Vo= (x' e
a matriz de covariancia dos estimadores. Esta simplificacao
nos leva as formulas (2:16) e (2.17) dadas no capitulo 2.Ja
no caso do ajuste de um polinomio de segunda ordem, os pla-
nejamentos fatoriais nao permitem, diretamente, este tipode
simplificacao. No exemplo dado no capitulo anterior, K=2,a

matriz X €& da forma

2 2
Looxyp Xy X1 X1 Xy
2 2
- Tz Xz Y1z *22 Mz
Nx6 . °
2 2
Loxn Xon *an *an ¥ion

e consequentemente N—l(X'X) € exatamente igual a matriz da-
3 2 2
da por (5.2). Neste caso, as quantidades X s XqsXy,X] X5 €X) 0

correspondentes ao modelo
— 2 2
N o= BgXg *ByXy *BpXy *Byxg T BXg T B12XXy

nao sao todas funcionalmente independentes e uma matriz de
momentos diagonal & impossivel de ser obtida visto que, cer
2 e x, € en-

1 0
tre x; e x? sdo necessariamente positivas a menos que 0S X,

tas somas de produtos tais como aquelas entre X

sejam todos iguais a zero.

Box e Hunter (1957) construiram planejamentos orto

gonais de segunda ordem redefinindo as variaveis independen



tes em termos dos polinomios ortogonais. Um dos exemplos dados
¢ o utilizado por nos no capitulo anterior quando usamos um
planejamento fatorial 3% para o ajuste de um polindmio de se
gunda ordem. Ainda com referencia a esta citacdo bibliogra-
fica, os autores apresentam uma classe de planejamentos de
primeira ordem ortogonais na qual, os planejamentos fato-
riais, fracionarios ou nao, estdao incluidos, concluindo que
os planejamentos fatoriais sao de especial valor porque sao
ficeis de serem executados, permitem que a adequacao da re-
presentacao de primeira ordem possa ser verificada e formam
um nucleo natural que pode ser ampliado para formar planeja
mentos de ordens maiores, como veremos na construcao de Pla

nejamentos Compostos.

5.4 - PLANEJAMENTOS COMPOSTOS

Planejamentos compostos para estimar coeficientes

de ate segunda ordem sao construidos a partir de planejamen

tos do tipo

K 1,K
ou —Z .
aP

O procedimento é,primeiro escolher um planejamento do tipo
acima,tal que todos os efeitos de primeira ordem (efeitos
principais) e todos os de interacao (de 2 fatores) de segun
da ordem possam ser estimados. Este planejamento € entao su
plementado com pontos adicionais de modo a permitir a esti-

macao dos efeitos quadraticos Byqo Bygr +oo

Como um exemplo, considere um problema que envolva
3 fatores. Neste caso o planejamento fatorial 2% fornece o
nucleo para o planejamento de segunda ordem. Se pudermos su
por que os efeitos de ordens maiores do que dois possam ser

ignorados, bO fornecera uma estimativa de BO+811+822+B33;b1’



bZ’bS’blz’bls e b23 fornecerao estimativas dos corresponden
tes B's e b123 forncera uma estimativa do erro experimental.
Um eficiente arranjo para permitir a estimacao em separado
de 811, Byy € 833 € obtido através da adigdo de sete pontos
ao planejamento, um no centro e os outros seis em pares ao
longo dos eixos coordenados em tay, o

e tg,,respectivamen-

2 3’
te (figura 5.1). A matriz de planejamento esta dada na tabe

la 5.1.

NIVEL DO FATOR

ENSAIOS x1 x2 x3
1 -1 -1 -1
2 I -1 -1
3 -1 1 -1
4 1 1 -1
5 -1 -1 1
6 1 -1 1
7 -1 1 1
8 1 1
9 = % 0
10 o 0 0
11 0 -0, 0
12 0 %, 0

13 0 0 =%,
14 0 0 (g
15 0 0 0

TABELA 5.1 - Um ?lanejamento Composto
com tres fatores

Os primeiros oito pontos correspondem ao plancjamento fato-

rial 2%, os proximos seis sao os pontos sobre os eixos, en-



quanto o Ultimo € o ponto no centro. O arranjo resultante

dos pontos experimentais esta mostrado na figura 5.1.

>0

<R

NN

*
FIGURA( )5.1 — Um Planejamento Compos-
to com 3 fatores

Este modo de construir um planejamento composto demonstrado
para tres fatores pode ser aplicado para K fatores. Ao apro

priado planejamento fatorial

sao acrescentados (2K+1) pontos adicionais; um no centro e
os outros 2K em pares ao longo dos eixos coordenados em to,,
s ROy respectivamente. Outros tipos de planejamentos com-
postos estao descritos em Box e Wilson (1951) e na seccgao

Sudi

Uma vantagem dos planejamentos compostos € que eles
podem ser realizados em estagios. O planejamento de primei-
ra ordem pode primeiro ser completado. Entao, se descobrir-

mos que os efeitos de primeira ordem sao razoavelmente gran

(%) - Estraida de Davies (1960).
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des e os efeitos de segunda ordem (das interagoes) sao peque-
nos, podemos seguir para uma nova base através do Metodo de
Maxima Inclinacao Ascendente. No caso deste fato nao acon-
tecer, basta entao acrescentar os pontos extras para Complg
tar o planejamento composto. '

O tipo particular de planejamento composto depende
da localizacao dos pontos extremos. Muitas vezes a palavra
"central' € incluida no titulo destes planejamentos para in

dicar que existe um ponto central.

5.4.1 - Planejamentos Compostos Ortogonais

A partir dos planejamentos compostos construidos an
teriormente para K fatores, tomando-se Ay 0y =... Top T o,
podemos construir planejamentos compostos ortogonais atra-
vés de uma escolha adequada do valor de o. O valor de o de-
ve ser escolhido de modo que a distancia (o) do ponto cen-
tral a cada um dos pontos axiais seja tal que todos os efei
tos e interacoes estimados no modelo de segunda ordem sejam
ortogonais. Para que isto seja possivel, a distancia o & da

(%)

da pela expressao

« = {[(F+T)”2 —F”ZJZ.F}”“

4n?

onde F =0 numero de combinacao tratamento no planejamento fa
torial tomado como nucleo; e T =o numero de pontos adicio-
nais multiplicado pelo nimero de observacoes por combinacao

tratamento (n).

Por exemplo, no caso de termos K = 3; F = 2% = 8 ¢

(*) - 0 leitor podera ver a demonstragao em Box e Wilson (1951).



nWowmeAs O V‘\ -‘\'3\ ?(l)' RowzaS
Smy

T = (2:-3+1)-1 = 7 se existe somente uma observacgao para ca-
da combinacao tratamento (n =1). Entao, segue que

= 1,215.

{[(8+7)1/2 _81/2]2.8}1/4
7

Na tabela 5.2 temos os valores de o quando o nume-
ro de fatores K € igual a 2, 3, 4 e 5.

NUMERO DE FATORES (K) 2 3 4 5

Planejamento basico 2¢ 22 A %-25

(x X %X,X,X%X.=1)
Numero de pontos extra 5 7 . 17273 4li
(2K+1)

Distancia dos pontos

axiais ao centro (a)|"! 1,000 1,215 1,414 1,547

TABELA 5.2 - Planejamentos Compostos Ortogonais

Na segunda linha da tabela estao mostrados os planejamentos
que formam o nucleo dos planejamentos compostos. Estes pla-
nejamentos sao todos fatoriais completos exceto o usado pa-
ra 5 fatores,o qual & o planejamento fatorial fracionario
% 2° tendo como relacdo definidora X X,X1X,Xg =1, Na quarta
linha temos os valores de a. Podemos notar que o planejamen
to composto ortogonal para K= 2 coincide com o planejamento
fatorial completo 32.

Com relagao ao problema de estimacgao dos coeficien-
tes, precisamos, como ja foi dito na seccao anterior, redi-
finir as variaveis independentes,ja que agora estamos usan-
do um modelo de segunda ordem. Por exemplo, em termos de 3

fatores, este procedimento € perfeitamente geral e pode ser
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aplicado aos planejamentos com diferentes numeros de fatores,

a equacdo de segunda ordem a ser ajustada €

= 2 2 2
N = BXg ¥ ByX * ByXy T BgXg ¥ By X) * BoyXy F BygX3 ¥
(5.3)
T By pXyXp * By X X3+ ByaXoXs.

Cada uma das variaveis independentes X{ Xy, Xz, X X0, X X7 €
X)Xz da equacao (5.3),quando somadas sobre os pontos do pla
nejamento dados na tabela 5.2,dao zero. Consequentemente, pe
lo mesmo argumento utilizado na seccao 4.5 do capitulo ante
rior, uma forma diferente da equacao (5.3) pode ser obtida,
de modo a ser mais conveniente para o nosso proposito. Esta
forma €

N o= NpXgtByX) T ByXy F BXg B Xy FByoXpn ¥ BgXgs *
(5.4)
¥ BygX Xyt By gX X+ BygXoXe.

-

onde x;. =xi -[iid, i=1,2,3 e n,, a média dos n's, da forma

N
ng = uzlnu/N = 304-311[1114-322[22]-+333[33], (5.5)
As estimativas obtidas ajustando-se a equacao (5.4) sao as
mesmas que as obtidas ajustando-se a equacao (5.3), exceto
que BO nao e estimado diretamente, mas a partir da relacao

b, =Y -b 1[ll] -b22[22] —b33[33], (5.6)

0 1
determinada a partir da relagao (5.5).

Na tabela de variaveis independentes (Matriz X) cor

respondente a equacgao (5.4) e ao planejamento dado na tabe-



la 5.2, a soma de produtos entre quaisquerduas colunas € ze
ro. Consequentemente os coeficientes podem ser estimados sim
plesmente pegando-se somas de produtos das respostas obser-
vadas (os Y's) com os elementos da variavel independente a-
propriada e dividindo pela soma de quadrados dos elementos
das variaveis independentes, como ja fizemos anteriormente

na seccgao 4.5 do capitulo 4, s6 que para K=2.

5.4.2 - Planejamentos Compostos Simétricos Nao-ortogonais

No planejamento composto descrito na secgao ante-
rior,nao € essencial escolher os a's de modo a satisfazer as
condicoes de ortogonalidade ou ter todos os o's iguails.Quan
to maior for o valor dos a's menores serdo as variancias das
estimativas dos efeitos quadraticos (811,822,...), mas as es
timativas sao correlacionadas e o perigo de possivel viésde
efeitos de ordens maiores & aumentado. No sentido de obter
maior precisao para as estimativas dos efeitos quadraticos,
maiores valores para os o's podem ser pegos, mas seria in-
sensato pega-los maiores do que 3, visto que a magnitude de

possivel viés tornar-se-ia séria.

No caso geral, quando os o's nao sao escolhidos pa
ra dar ortogonalidade, os estimadores de Minimos Quadrados
dos B's e os erros padroes destes estimadores nao sao encon
trados tao rapidamente. Por outro lado, um grau de ortogona
lidade ainda permanece e as estimativas sao obtidas sem mui
ta dificuldade. Em Davies (1960) o leitor encontrara como
proceder a fim de obter estas estimativas e seus erros pa-

droes.

5.5 - PLANEJAMENTOS ROTACIONAVEIS

No sentido de encontrar planejamentos adequados pa
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ra o ajuste de Superficies de Resposta, Box e Hunter (1957)

introduziram o conceito de funcao de variancia V(x),
x=(x1,...,XK),

para um planejamento do experimento. Este conceito € intro-

duzido de modo a nao ser considerado, na construcgao do pla-

nejamento adequado, $0 a precisao de cada uma das estimati-

vas em separado mas também a precisao conjunta destas esti-

mativas.

5.5.1 - A Funcao de Variancia e Planejamento Rotacionavel

Suponha que §X seja a resposta estimada no ponto X
usando um polinomio ajustado por Minimos Quadrados para Nob
servacoes feitas em concordancia com algum planejamento. A
variancia V(?X) deste valor estimado & uma funcao de x e o2
e podemos reduzi-la aumentando N (por exemplo,repetindo -se
os pontos). A quantidade V(x) =§Yé%ll € entao uma medida pa
dronizada da precisiao que o planejamento atribui a respos-
ta a ser estimada no ponto x e € chamada de fungao de vari
ancia do planejamento. O leitor encontrara em Box e Hunter
(1957) como calcular V(§x)’ Por exemplo, suponha que tiveés-

semos usado os nove pontos do planejamento fatorial 32 co-

X % X2 X x5 X1%2

1 -B7Z AT 32 32 3/2 |

1 0 -/3/2 0 3/2 0

1 V372 -/3/2 3/2 3/2 -3/2

1 -/3/2 0 3/2 0 0
=11 0 0 0 0 0

1 V/3/2 0 3/2 0 0

1 -53/2 V32 3/2 3/2 -3/2

1 0 /372 0 3/2 0

1 V3/2 V3/2 3/2 3/2 3/2




mo um planejamento bidimensional de segunda ordem. Conside-

rando que a origem e as unidades foram escolhidas tal que
(1] = [2] =0 e [11] = [22] = 1,
ou seja,com a matriz X apresentada acima.

A funcao de variancia sera

- Lzl 2 y 4 2.2
V(x) 5 3x1 3x2 +2x1 +2x2 +x1x2.

Os contornos. para esta funcao de variancia estao mostrados
na figura 5.2, (1).

(i) FATORIAL 3é (ii) PENTAGONAL (iii) COMPOSTO

% - .
FIGURA( )5.2 - Contornos de variancia para alguns
planejamentos bidimensionais (K=2)

Nas figuras 5.2,(ii) e 5.2,(iii) estao mostradas
funcoes de variancia para outros planejamentos de segunda or
dem bidimensionais,mencionados em Box e Wilson (1951). O ar
ranjo na figura 5.2,(ii) € o '"planejamento pentagonal” e o
arranjo na figura 5.2,(iii) € um exemplo de uma classe de
planejamentos,nos quais as estimativas dos efeitos quadrati-

cos e das interacoes sao todas determinadas com a mesma pre
cisao.

(*) - Extraida de Box e Hunter (1957)



Se, como foi suposto no inicio deste trabalho,nada
¢ conhecido a respeito da orientacao da superficie, parece
mais apropriado adotar planejamentos que possuem funcoes de
variancia,como as do planejamento pentagonal, ou seja, pla-
nejamentos que permitam que a resposta seja estimada com va
riancia constante em todos os pontos equidistantes do cen-
tro do planejamento.

Em geral, para qualquer planejamento k -dimensio-
nal, se a variancia da resposta estimada por um ajuste poli

nomial & uma funcdo somente de
A K

o 2 = 2

\)(\/%\ oCp* = z x?

tal que os contornos de variancia no espago das variaveis
sio circulos,esferas ou hiperesferas centrados na origem, O
planejamento e chamado de Planejamento Rotacionavel. Por es
ta definigao, podemos notar que o planejamento dado anterior

mente nao € um planejamento rotacionavel.

5.5.2 - Planejamentos Rotacionaveis de Primeira Ordem

Neste caso, o valor estimado de Y no ponto x pode

ser escrito como
Yx =Y +b1x1 +b2x2 + o +beK

onde os b's sao calculados de acordo com as formulas de M1 -

nimos Quadrados. Entdo a variancia de ?x €
V(? ) =g }l+z )x.x. Cov(b.,b.)| = o? l—+x(X'X)_1x'_
X N" AN 057 N

onde X'X & a matriz KxK com o (i,j)-eésimo elemento igual a



N
} ¥ Xuos
L2 iuTiu

N & o tamanho do planejamento € X € o vetor (Xl’XZ""’XK)’

Para que o planejamento seja rotacionavel sua va-
riancia deve depender somente de

K
L x5,
i=1
como ja dissemos anteriormente. Isto significa que (X'X)_1
deve ser um multiplo da matriz identidade e consequentemen-
te (X'X) deve ser também proporcional a matriz identidade.
Logo,o planejamento deve ser tal que
N
z x. = 0 para todo 1i=1,...,K,
b i
u=1
N
L X4 =0 sei=#j e
u=1 T4 IY
N B -
Y x? mnao dependa de i (i=1,...,K).
u=1

Portanto, para planejamentos de primeira ordem, as
condigoes para rotacionalidade sao equivalentes as condigoes
que cada coeficiente do modelo deve ser estimado com a mes-
ma variancia e que os estimadores dos diferentes coeficien-
tes devem ser nao correlacionados. Os planejamentos fato-
riais com dois niveis para cada fator e muitos fatoriais fra
cionarios sao exemplos; mas existem multos outros que tam-
bém satisfazem as condicoes dadas acima. Por exemplo: para
dois fatores,um planejamento rotacionavel de primeira ordem
pode ser construido,pegando-se os vértices de um poligonore

gular. Nas figuras 5.3,a ¢ 5.3,b temos um exemplo de um pla



nejamento pentagonal e de um planejamento hexagonal, respec

tivamente.

(%)
(%)

FIGURA
FIGURA

5.3,a —Planejamento Pentagonal

5.3,b — Planejamento Hexagonal

Os pontos dos planejamentos estao na tabela 5.3. Pontos adi

cionais podem ser acrescentados no centro (0,0).

PENTAGONO HEXAGONO
Xl X2 X1 X2
1,000 0 1,000 0
0,309 0,951 0,500 0,866
-0, 809 0,588 -0, 500 0,866
-0,809 -0,588 -1,000 0
0,309 -0,951 | -0,500 -0, 866
0,500 -0,866

TABELA 5.3 - Planejamentos usando coordenadas de um Pentagono e de um
Hexagono. (Quaisquer numeros proporcionais a estes podem ser usados)

(*) - Extraidas de Johnson & Leone, 1964.



Para K =3, podemos usar os vertices do tetraedro re

gular com o centro na origem e qualquer orientacgao.

5.5.3 - Planejamentos Rotacionaveis de Segunda Ordem

No caso de K =2, como vimos anteriormente, planeja
mentos rotacionaveis de primeira ordem podem ser construi-
dos,pegando-se combinacdes de valores (niveis) das duas va-
riaveis correspondendo a pontos nos veértices de poligonos
regulares. Para planejamentos de segunda ordem, eles podem
ser suplementados por observagoes na origem (o centro dopla
nejamento). Muitas vezes & recomendado que devemos ter mais
de uma observacdo na origem porque elas podem ser usadas pa

ra a obtencdo de uma estimativa da variancia residual.

Podemos também construir planejamentos rotaciona-
veis de segunda ordem para K =2, pegando-se valores das va-
ridveis correspondendo a pontos igualmente espagados sobre
2 circulos centrados na origem. (Os planejamentos discuti-
dos acima podem ser considerados como casos especiais,com o
circulo menor tendo raio igual a zero). Para que os planeja
mentos também sejam ortogonais,os raios dos circulos devem
estar numa razdo que depende do nimero de pontos emcada cir
culo. Na tabela 5.4 mostram-se alguns valores para a cons-
trugao destes planejamentos.

Numero de Pontos sobre
o circulo interno

Numero de Pontos sobre
o circulo externo

Razao entre os raios 0,204 0,267 0,304 0,189 0,250 0,176

5 5 5 6 6 7

TABELA 5.4 — Planejamentos Rotacionaveis Ortogonaveis
de segunda ordem



Por exemplo, se desejarmos construir um planejamento rota-
cionavel ortogonal de segunda ordem com 12 pontos (excluin-
do os pontos centrais),basta pegar 7 pontos equidistantes so
bre o circulo interno e 5 pontos equidistantes sobre o cir-
culo externo,com os raios numa razao igual a 0,267, confor-
me tabela 5.4. Na figura 5.4, temos a representacgao grafica

dos valores cujas coordenadas estao na tabela 5.5.

FIGURA 5.4 - Um Planejamento Rotacionavel Ortogonal de
segunda ordem com 12 pontos
Extraida de Johnson & Leone (1964).

CIRCULO INTERNO

0,267 0,166 -0,059 -0,241 -0,241 -0,059 0,166
0 0,209 0,260 0,115 =-0,115 -0,260 -0,209

CIRCULO EXTERNO

1,000 0,309 -0,809 -0,809 0,309
0 0,951 0,588 -0,588 -0,951

*q

)

TABELA 5.5 - Coordenadas dos pontos equidistantes
sobre circulos concentricos do plane
jamento rotacionavel ortogonal de se
gunda ordem.
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As idéias discutidas na secgao 5.4 podem também ser
usadas aqui para a construcao de Planejamentos Compostos Ro
taciondveis, os quais sao muito lteis porque, como ja foivis
to anteriormente, permitem verificarmos se devemos usar a a
proximacdao polinomial de primeira ou segunda ordens. A cons
trugao € a mesma,so que o valor de o & determinado pela ex-

= (*)

pressao
o = n Yt
C

onde n_ & o nimero de pontos que formam o nicleo do planeja
mento composto (ZK ou uma fracao adequada). Na tabela 5.5 te
mos varios exemplos destes planejamentos. O numero de obser
vagoes no centro do planejamento foi escolhido de modo quea
variancia da resposta estimada (V(Y)) é a mesma,tanto para

p =1 quanto para p =0.

NOMERO DE FATORES (K) 2 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 8

Planejamento Bisico 22 28 v 25 s e 7 Lypo e laa lge
2 2 2 2 g

Nanero de Pontos no

COTitTo (no) 8 9 12 17 10 24 15 35 22 52 33 20

Numero total de pontos
extra (2K+n0) 12 15 20 27 20 36 47 49 36 68 49 36

Valor de a 1,414 1,682 2,000 2,378 2,000 2,828 2,378 3,364 2,828 4,000 3,364 2,828

TABELA 5.5 -Planejamentos Compostos rotacionaveis

Outros tipos de planejamentos rotacionaveis de pri
meira e segunda ordens podem ser encontrados em,por exemplo,
Box & Hunter (1957), John (1971) e Anderson & McLean (1974).

5.6 - OUTROS CRITERIOS PARA A CONSTRUGCAO DE PLANEJAMENTOS

BE_PRIMEIRA E_SEGUNDA ORDENS
Em 1959, Box § Draper consideraram dois requisitos

(*) = A demonstraggo encontra-se em Box & Hunter (1957).



como basicos para a construcao do planejamento:
a) 0 polinomio nas K variaveis continuas S
justado pelo Método de Minimos Quadrados deve repre-
sentar o mais aproximadamente possivel a verdadeira

funcao ¢ em alguma regiao de interesse R;

b) subordinado a satisfazer (a), deve existir uma alta
chance de que a adequacgao da representacao polinomial
representar ¢ seja detectada.

No sentido de satisfazer o requisito (a) o planeja
mento € escolhido de modo a minimizar

J:=i% L{ E[?x—nx}zéx//JRdx (5.7)

o desvio médio qudratico da verdadeira resposta, ponderado
sobre a regiao R e normalizado com respeito ao numero de ob
servagoes e a variancia. Na expressao (5.7) temos que

dx = dxl,dxz,...,dXK,

~

Y, a resposta estimada e n, a resposta verdadeira no ponto
X.

Como, quando as observacoes estao sujeitas a erro,
discrepancias entre o polinomio ajustado e a verdadeira fun
cao ocorrem devido ao erro de amostragem (chamado de '"erro
de variancia") e devido a inadequacao do polinomio represen
tar exatamente ¢ (chamado de '"erro de viés'"), podemos entao
usar a minimizacdao de J como um critério para a escolha do

planejamento tendo em vista que J pode ser escrito como

J

V + B

NQ S NQ S 2
- J V(Yx)dx +—;—J [E(Yx)~nx] dx

S o 'R



onde
-1
Q = dx
R
ou seja, J € composto do '"'erro de variancia'" e do ‘'erro de

viés". Podemos notar também que a expressao V é a funcao de
variancia usada na seccgao anterior,ponderada sobre a regiao
R.

Com relacao ao requisito (b), € suposto que um tes
te de falta de ajustamento sera feito pelo uso de uma anali

se de variancia na qual a soma de quadrados residual

SR =

12

v 2
(Y, -Y )

u=1

€ comparada com a variancia do erro experimental. Este tes-

te pode envolver a comparacao de SR
0? da variancia do erro experimental suposto ser conhecido

ou com um valor a priori

ou com alguma estimativa independente s?. Em qualquer umdos
casos, um parametro que determina o poder do teste de ajus-
tamento sera a quantidade

- ) _ o,
Z CE(Y,)-n ] E(Sp) - vo

u=1

onde v e o numero de graus de liberdade da soma de quadra-
dos residual. Supondo que v € assumido fixado, o planejamen-
to deve ser escolhido de modo a fazer E(SR) grande, ou seja,

fazer com que o poder do teste seja o maior possivel.

Em resumo, deve-se considerar o requisito (a) como
sendo de maior importancia de modo que na pratica procura-
se primeiro a classe de planejamentos que minimizam J e en-

tao, seleciona-se desta classe,uma sub-classe de planejamen



tos que tornam grande o valor de E(SR).

Tendo em mente estes requisitos, os autores mostram
que determinados planejamentos fatoriais fracionarios,com 2
niveis para cada fator,satisfazem estes requisitos no caso
de querermos determinar planejamentos de primeira ordem. Pa
ra 1sto,foi suposto que a resposta estimada ?X € dada por

YX = b0+b1x1 + e +beK

um polinomio de primeira ordem, e que a resposta verdadeira

n & dada por

- 2 2
Ny = B ¥ ByXy *uee FBpXp ¥ B X7 * e F BppXy

B X X e P B o) K k-1%K

um polinomio de segunda ordem. E mostrado tambem que os pla
nejamentos determinados satisfazem a condigao de rotaciona-
lidade. Um outro resultado importante que foi tirado, € que
a escolha do planejamento depende muito mais do efeito do

"erro do viés" do que do "erro de variancia'.
Com relagao a escolha do planejamento de segundaor
dem, Box § Draper (1963) supoem que

v = 2 2
Yx = bO +b1x1 + 6 +be +b +b_.x

+ * e T

b;2X12 b k-1) Kk-1¥K
enquanto que a verdadeira resposta ny ¢ dada por um polino-
mio de terceira ordem. Neste caso, os autores restringem os
seus estudos somente aos planejamentos rotacionaveis. Neste
artigo sao apresentados planejamentos de segunda ordem para

K=1¢e K=2 que satisfazem os requisitos (a) e (b) discuti-



dos anteriormente.

Karson, Manson § Hader (1969), consideram o mesmo
problema de minimizar J s6 que considerando primeiro a mini
mizacao de B e depois, subordinado a isto, a minimizacgao de
V, conseguindo com isto valores de J menores do que os en-

contrados por Box § Draper.

Nesta linha iniciada por Box § Draper (1959) estao
sendo escritos os artigos mais recentes para a escolha do
planejamento otimo para o problema que estudamos neste tra-
balho. Outras referencias podem ser encontradas em Hunter
(1966) e Mead § Pike (1975).



CAPITULO 6

COMENTARIOS GERAIS

Com o objetivo de fornecer um resumo do que foi dis

cutido neste trabalho, podemos dizer que

1) para a aplicacao deste processo de determinacao de con

digoes otimas, os tipos de planejamentos mais adequados sao

os Planejamentos Compostos Rotacionaveis.A raziao desta esco
lha surge do fato de que, como nao conhecemos a verdadeira
funcao de resposta ¢, devemos usar um planejamento que per-
mita verificarmos qual o grau mais adequado do polinomio a
ser ajustado pelo Método de Minimos Quadrados e também que
faca com que as variancias das respostas estimadas, por pon
tos equidistantes do centro do planejamento, sejam iguais.
Com relagao ao primeiro item, os Planejamentos Compostos sao
mais adequados pois a sua construcdo € baseada em duas eta-
pas, em coincidencia com o processo descrito neste trabalho.
Na primeira etapa, usando-se os pontos experimentais que for
mam o seu nucleo, podemos estimar todos os efeitos de até
primeira ordem e os efeitos das interacoes (entre dois fato
res) e, a partir destes efeitos, verificar se devemos ou nao
usar a aproximagao polinomial de primeira ordem.Se concluir
mos que esta aproximagao € boa, aplicamos entao, usando to-
dos os efeitos de primeira ordem, o Método de Miaxima Incli-
nacao Ascendente, conforme descrito no capitulo 3. Caso a a
proximagao de primeira ordem nao scja adequada, acrescenta-

mos entao os outros pontos experimentais para que possamos
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estimar todos os outros efeitos de segunda ordem envolvidos.
Entao, com todos os efeitos de até segunda ordem, passamos
a usar os resultados do capitulo 4. Uma outra vantagem dos
Planejamentos Compostos € que eles sao bastante economicos
pelo fato de serem constituidas de poucos pontos experimen-
tais. Com relagao ao segundo item, esta € a propria condi-
¢ao imposta a um planejamento de modo que ele seja Rotacio-

navel;

ii) apesar do processo ter sido desenvolvido em pesquisas
ligadas a Quimica, temos observado que outras ciéncias tem
usado, com bastante sucesso, este processo. Por exemplo, o uso deste
processo € defendido por Miller (1974) em um artigo escrito sobre
o estudo de influencia de fatores,tais como tipos de drogas,
em tratamentos terapéuticos. Um outro campo onde encontra-
mos varias aplicagdes, é o de Ecologia Marinha (ver Alderdice
(1972)) onde a influencia de fatores, tais como salinidade
e temperatura, € estudada na resposta porcentagem de sobre-
vivencia de animais, entre outras respostas. Aqui na USP,
mais especificamente, no Departamento de Fisiologia Geral do
Instituto de Biociencias, esta sendo usado, em varias teses,
a aproximacao polinomial de segunda ordem para o estudo da
natureza da superficie ajustada. Como so0 dois fatores sao
considerados, salinidade e temperatura, este estudo esta sen

do feito através de graficos por contornos;

iii) para a estimacgao dos efeitos, através do Método de Mi-
nimos Quadrados, vimos que, dependendo do planejamento uti-
lizado, os calculos nao sao muito complicados. Agora, depen
dendo da situagao podemos ter um numero muito grande de res
postas observadas, como veremos mais para a frente em um e-
xemplo pratico, e al o trabalho para a estimacao dos efei-
tos sera muito grande. Neste caso, podemosS recorrer ao usSo

do computador eletronico para o qual existem varios 'paco-



tes'" prontos que podem ser utilizados para a solugao deste
problema. Por exemplo, no computador do C.C.E. (Centro de
Computacao Eletronica) da USP, temos implantado os "pacotes'!
SPSS (Statistical Package for the Social Sciences), ESP (Eco
nometric Software Package) e BMD (Biomedical Computer Pro-
grams) . Também podemos utilizar o computador, para a cons-
trugao de graficos por contornos de polinomios em uma ou
duas variaveis. Atualmente estamos trabalhando no ajuste de
polinomios de segunda ordem e na construcao dos graficos por
contornos correspondentes a cada um dos polinomios ajusta-
dos, em uma das teses citadas em ii). Como ilustracao,e com
a autorizagao da autora da tese, apresentaremos uma das par
tes deste trabalho. O experimento consistiu em estudar, pa-
ra diversas fases (idade), a influéncia da temperatura e da

salinidade na resposta, taxa de sobrevivencia apos 24 ho-

SALINIDADE & o o o o

SHPERATIRA 157 /oo 25 /oo 35 /oo 45 /oo 55 /oo
100 100 95 100 95

159 95 100 100 100 100
95 90 95 95 100

100 100 100 100 100

200 95 100 100 100 100
75 90 100 95 80

100 90 95 90 90

259 80 95 90 90 80
75 100 95 80 65

95 95 100 95 80

309 95 95 95 90 90
89 100 95 100 90

0 0 0 0 0

359 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

TABELA 6.1 - Niveis dos fatores e as respostas observadas



ras, da Euterpina acutifrons (Dana). Foram tomadas amostras
em Santos e em Sao Sebastiao. Na tabela 6.1 estio mostrados
os resultados obtidos com animais de Sao Sebastido em aguas

de Sao Sebastiao na fase de 6 dias.

Os fatores temperatura (cl), medido em °C e sali-
nidade (cz), expresso como proporgao de 1.000unidades foram
considerados cada um com cinco niveis e cada resposta obser
vada, medida em porcentagem, & a porcentagem de sobrevivén-
cia de um conjunto de 20 animais, da fase 6 dias, em um pe-
riodo de 24 horas. Da literatura, especializada no assunto,
foi tirada a informacao de que o melhor ajuste seria dado pe
lo polinomio de segunda ordem. E também, como as respostas
foram tratadas como medidas percentuais calculadas de dados
de populacoes binomiais foi usada, para a analise, a varia-

vel

Y =arc sen VX,

onde x € a resposta observada. Entdo, o polindmio usado, co

mo uma aproximac¢ao de ¢ foi
- 2 2
N B * Byty T Bty Byl Byply t Brplyty.

Através do uso do "pacote' SPSS, calculamos as es
timativas de todos os efeitos, determinando assim o polino-

mio ajustado

Y = —l,6594*—0,2671c1+ 0,3289@2— 0,0065gi-0,0004§§- O,OOOIQIQZ. (6.1)

Usando-se um programa escrito, especialmente para
este fim, em linguagem Fortran, construimos os graficos por
contornos (Figura 6.1) correspondente ao ajuste dado em (6.1).
Na Figura 6.1, as letras A,B,C,D e E representam, respecti-
vamente, respostas de 100%,99%,98%,97% e 96%.
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