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PREFÁCIO

Neste trabalho procuramos apresentar um estudo so-
bre a Metodologi.a de Superfície de Resposta, no senti.do da
determinação de condições Ótimas, tomando como base os tra-
balhos desenvolvidos por Box e seus associados

No capítulo l apresentamos uma ideia geral sobre o
assunto em estudo, com uma nota histórica e o objetivo prin
cipal do trabalho.

No capítulo 2 introduzimos o modelo matemático ade
quedo, alguns resultados estatísticos e a necessidade da se
paração do estudo da determinação de conde.ções Ótimas, em
duas etapas. /

Nos capítulos 3 e 4 discutimos com detalhes estas
duas etapas do processo.

No capítulo 5 apresentamos vários tipos de Planejg:
mentos que podem ser usados na parte experimental e, no ca-
pítulo 6, apresentamos um resumo de como o problemapode ser
resolvido através do uso dos resultados obtidos nos capítu-
los 3, 4 e 5. Também mostramos, com um exemplo prático, co-
mo o colllputador eletrÕnico pode ser usado nos cálculos en-
volvi.dos no processo.
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CAPTTULO l

l NTRODUÇAO

1.1 - 0 PROBLEMA

Em muitas áreas, como por exemplo, Biologia, Botâ-
ni.ca, Agronomia, Ecologia, Psicologi.a, Química e outras, o
pesquisador frequentemente se depara com o problema de Tela
Clonar a influência de muitas variáveis (ou fatores) quanta
tativas que afetam uma ou mais respostas

Na maioria das vezes o relacionamento desejado en-
tre resposta e os fatores é aquele que determina a combina
ção dos níveis dos fatores, que dão uma resposta maxi.ma ou
mini.ma; ou ainda, dependendo do objetivo do pesquisador, o
]-elacioixanlento entre várias respostas com os mesmos favores e neste ca

se ele pode querer inaxiinizar alguillas respostas e lniniinizar outras.Nes
te caso,a situação mais comuJn é quando ele está interessado eln estu-
dar duas respostas com o objetivo de lltaxiinizar t.una e minimizar outra.

Recentemente revistas especializadas nas áreas ci-
tadas acima, tem dado ênfase ao uso de Metodologia de Super
fície de Resposta para estudar este tipo de relacionamento.

1 . 2 g ÊgE ! BIIPDOLOGIA DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA?

Metodologia de Superfície de Resposta é uma técni-
ca estatística, composta por planejamellto e analise de expe
cimentos, que procura relacionar respostas com os níveis de

l



]:amores quantltatJ-vos que al:etam as respostas. Por exemplo
em Química a resposta pode ser produção, pureza ou custo de
ácido sulfúrico, e os fatores quantitativos que afetanla res
posta podem ser pressão, temperatura de reação e quantidade
de um determinado solvente utilizado na expert.ência; em Psi
coloria a resposta pode ser o resultado de uln teste e os fa
tomes, tempo de estudo e grau de Q.i.; emAgronomia, o pesqui-
sador pode ter como resposta a produção de batata e como fa
tomes as quantidades de nitrogénio e de fósforo que entram
na composição do adubo a ser utilizado na plantação

Este relacionamento, entre respostas e níveis de
fatores, procura entre outros, atingir um dos objeti.vos

a) estabelecer uma descai.ção de como uma resposta é afe
tada por um número de fatores ein alguma região de in
temesse;

b) estudar e explorar a relação entre varias respostas
e extremos obra.gatÕrios. Por exemplo, em terapi.a de
droga pode-se ter três respostas: efeito terapêutico,
náusea e toxidade, e pretende-se localizaroponto de
ntãximo efei.to terapêutico,com náusea e toxidade man-
tidos dentro de limites aceitáveis;

c) locali.zar e explorar a vizinhança de resposta máxima
ou mínima

Como osproblemas em c) frequentemente supoem aque-
les em a) e b) só consideraremos esta aplicação em maiores
detalhes.

1 .3 - N OTA H l STÓ RICA

As primeiras idéi.as de bletodologia de Superfície de
Resposta apareceralnno século passado, através de trabalhos de
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pesquisas praticas

Estas primeiras idéias de Superfíciede Resposta fo
ram venta.lidas em estudos que envolviam Curvas de Crescimen
to, Analise de Próbites (P,tc,b,é,:C AllaZg,õ,é,õ) e relacionamento
entre produção e fertilizantes em Agronomia, sendo queo ter
mo Superfx'cie de Resposta apareceu pela pri.beira vez em es-
tudo do Último tipo acima

Neste desenvolvimento primito.vo, o planejamento de
experimentou para i.nvesti.gar, especificamente, curvas e su-
perfície de resposta, não foi di.scutido mas, o desenvolvi-

dos, foi claramente
sugerido por um interesse em superfície de resposta e for-
neceu a base sobre a qual, as últi.mas pesquisas em planeja-
inento de ex.perimentos para superfície de resposta, estão as
sentadas.

Com base nestas idéias e nos artigos de Hotelling
(1941) e Fri.edman e Savage (1947), sobre o problema de ob-
tenção experimental de condições Óti.mas, Box e Wi.lson em
1951 publ i.carain o artigo On ,{he Expe,'t,Íman,{a,e Á,t,{a,énpien,C aá
Op,t,éttrutn Cana,é.{,éonó, o qual ]nuitos consideram como o marco i
nicial de Metodologia de Superfície de Resposta

Neste artigo eles discutiram planejamentos com o
propósito de determinar, usando o menor número possível de
observações, o ponto de resposta Ótima.As perfortnances de al
duns planejamentos experimentais foram comparadas e foi in-
troduzido pela pri.meiga vez o conceito de Planejamentos Com
postos. Também discutiram o uso, em uma primeira fase, do
método de Maxi.ma Incl i.nação Ascendente (SÍeepe.õ,t A,6cen.{) na
procura de uma região Quase-estacionária (Nea,t-,s,ta,t,éc'lla/tg)
em torno do Õtimo e, como uha segunda fase, o estudo da na-



tureza desta região pesquisada reduzindo a equação ajustada
na sua forma canÕni.ca

A suposição dominante do artigo é que a resposta pg
de ser aproximada, em uma região de interesse, por um poli-
nõmi-o nos níveis de vários fatores ou variáveis envolvidos

Box e tVilson estavam interessados privei.lamente em
problemas de estimar condições Ótitnas ein investigações quí-
micas, contudo eles expr,essaram a esperança que os métodos
seriam de grande valor em outros campos onde a e:Xperimenta
ção é sequenci.al e o erro razoavelmente pequeno.

As mais proveitosas aplicações dos métodos descri-
tos neste artigo foram em campos da Químicae Engenharia Quí
mica. Trabalhos em Ciências Bioquiamicas e Farmacêuticas têm
usado e desenvolvido o método de b4áxima Inclinação Ascenden
te ]nas tem, de algum modo, ignorado o planejamento de expe-
rimento.

Em contraste, as idéi.as do ]nétodo de Máxima Incli-
nação Ascendente não tem sido usadas em trabalhos de pesque
sas em Agricultura, talvez pela dificuldade de ter uma expe
rimentaçao sequencial mas, alguns dos desenvolvimentos em
planejamento de experimentos têm suas raízes nas propostas
de Box e IVilson

Este arte.go e vários outros escritos por Boxe seus
associ.ados, depois de 1951, constituem a mais poderosa fon-
te de idéias na ilLvestigação de Superfície de Resposta. DeD:

tre os arte.gos, podemos citar
a) Box (19S7), que introduzi-u a ideia de Operação Evolu

cionãria (EVOP);
b) Box e Hunter (1957), que introduziu o conceito de ro

taxi.onalidade,o qual significa que a variância dos coe



ficientes ajustados depende somente da di.stância do pon-
to, para o qual a previsão é feita,ao centro do pla-
nejamento e não da di.ração do centro;

c) Box e Lucas (1959)., o primeiro artigo importante na
escola de Box paraafastar-se domodelo poli.nomial; e

d) Box e Draper (1959-1963), onde são discutidas as vá
rias razões para se escolher diferentes planejamen-
tos na i.nvestigação de uma Superfície de Resposta

Tomando colho base os artigos eln d), Karson, Manson
e Hadem (1969) sugerem uma inodifi.cação para a escolhadopla
nejalnento adequado e conseguem ltlelhorar alguns resultados ob
tidos por Box e Draper

Neste mesmo período, três outras li.nhas de pesqui-
sa estatística sobre Metodologia de Superfície de Resposta
podem ser di.stinguidas. São elas, Aproximação Estocãstica,
Anãli.se e Comparação de Curvas de Crescimento. Estas áreas
estão bem separadas dos trabalhos de Box e seus associados
e todas maná.sfestam, em diversos graus, a tendênciausual em
pesquisa estatística de tornar-se cada vez mais teóricae di
vorciada da pratica

Para finalizar, podemos notar que as duas maiores
influências nos mai.s recentes trabalhos sobreMetodologia de
Superfíci.e de Resposta. têm si.do a ênfase sobre modelos não
li.neares e o crescente uso do computador eletrânico, o qual
tem sido um favor importante na escolha dos métodos de ajus
tamento.

1 . 4 OBJ ET l VO DO TRABALHO

Neste trabalho o objetivo principal será o de des-
crever com exemplos práticos tirados da literatura o método



de obtenção de resposta máxima ou mínima descrito pela pri-
meira vez por Box e IVilson (1951). Para isto, tomarentos co-
mo base artigos escritos por Box e seus associados, alguns
artigos que procuram ntelhorar estas idéias e talllbém vários
livros di.dáti.cos sendo o mais importanteo de Davies (1960)

Procuraremos fazer com que esta descrição seja a
mais didãtica possível supondo para isto alguns conhecimen-
tos de Planejamento de Experimento e Anãli.se de Regressão



CAPITULO 2

MODELO MATEMÁTICO E CONCEITOS GERAIS

FUNÇÃO DE RESPOSTA

De um modo geral, dizer que uma resposta n depende
dos níveis (1'(2,' ' ' 'z;K de K fatores quanta.tativos é o mes-
mo que supor a existênci.a de alguma função $ de (1'(2,' ' ' 'çK
tal que

n : '$(q ' (2, ' ' ' 'tK) ( 2 . 1)

Esta função 4) é chamada de função de resposta.Então para aÃu-

ési.ma combinação dos níveis dos K fatores, podemos escrever
que

tlu : (1)(i;lu' z;2u' u;1 ,2, . . . ,N (2.2)

lçgles para
termos uma aproximação de +.

Na prática, por causa de uin erro experimental e, o
qual supomos ser normalmente distribuído com média zero e va
riância a2, para cada uma das N combinações não observamoso
verdadeiro valor da resposta n e sim o valor de uma variável
aleatória Y, chamada de resposta observada. Então podemos es
prever que

(2 . 3)

- ]-

cojb



E(Y) = n e VarCY) = a' (2 . 4)

Var(Y) :a2 suposta não dependendo do correspondente valorde
(z; 1 , z;2 ' ' ' ' ' z;K)

2. 2 A supEKrTC i E DE RESPOSTA

É conveniente vi.sual i.zar geometri.camente a relação
existente entre a resposta e os níveis dos fatores que afe-
tain esta resposta.

ÜFIG. 2.1 Uma Superfície de Resposta

A Superfíci.e de Resposta é uma representação gráf.i
ca desta relação. Na fi.guia 2.1 temos um exemplo de uma Su-
perfície de Resposta que representa a relação entre a res-
posta produção n, medida em porcentagem e os nlíveis (. e i;,2

dos fatores tempo, medido em horas e concentração,]nedido em
porcentagem.

Extra'lda de Davies (1960)



Uma alternativa anui.to útil para a representação geo
mêtri.ca ê o chamado gráfi.co por contornos. Este gráfico éob
ti.do extraindo-se linhas de mesma resposta de UTn gráfi.co cu
jas coordenadas representam os níveis dos fatores. Estas li
nhas são os contornos de resposta. Na figura 2.2,construída
a partir da fi.guia 2.1, temos um exemplo de um gráfico por
contornos

40

30

©;'

'Ldí. \
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8 10

l

12

AFIG. Contornos de resposta da figura 2.1

Para uma melhor compreensão da relação existente en
tre as figuras 2.1 e 2.2, podemos imaginar, na superfÍciere
presentada na figura 2.1, um pl-ano passando perpendicular-
mente ao ei.xo n pelo ponto 50. A intersecção deste planocom
a superfície nos dã a linha de contorno correspondente a 50%

na fi.Bufa 2.2. Uma das vantagens deste tipo de representa-
ção e que a relação pode ser visualizada no caso de termos

Extraída de Davies (1960)
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trem fatores. Como exemplo, a figura 2.3 mostra umapossível
superfície por contornos no espaço tri-dimensional dos fato
res

A
FIG. 2.3 Superfície por contornos

2. 3 A REGIÃO EXPERIMENTAL ou DE INTERESSE

Como veremos nos prÓxi.mos capítulos,estaremos sem-
pre interessados em estudar a relação (2.1) , não em toda a
regi.ão 0, chamada de Região de Operabilidade, do espaço K-
dimensional dos fatores e sim eln uma determinada :LÊ.g.j-ão R,
do espaço dos fatores, correspondente ''as çombi.nações de
potenci.al interesse'' dos níveis dos K fatores. Esta regiãoR
c.gl11ç:i4ê çm 0 é chamada de ]Zeei.ão Experimental oude Interesse.

2.4 BEe$E$ENTAÇAO POLINOMIAL DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA

Na ausência de ulji conhecimento a priori da verdades
'v - Extraída de Davies (1960)
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ra forma da função de resposta 4), uma representação localpo
de ser obtida ajustando-se IDn polini3mio emt;1'(2, ' ' ' '(K'no qual
todos os termos até uma determinada ordem d estão incluídos
Esta suposição é equivalente a suposição de que a verdadei-
ra função de resposta + pode localmente ser aproximadapor sua sé
rie de Taylor ignorando-se termos de ordem maiores do que d.

As duas formas mais comuns são
o polinÕmio de primei.ra ordem

rl : 130 + BI (l + É32(2 + ''' + BKCK

e o polinõmio de segunda ordem

(2 . 5)

rl : B0+ B]t;] +...+ BKz;K+ B].lz;2 +... +

+ 13KKz;K + 1112(1z;2 + ' ' ' + Í3K-l ,KCK-l(K
(2 . 6)

Os elementos dos conjuntos

{B0},{BI'...,BK} eÍBll'...,13KK' 1312'''''13K-l,K}
são chamados de coefici.entes ou efeitos de ordens zero, um e
dois,respectivamente. Como exemplo, .no caso de termos dois
fatores(K:2) a relação(2.5) fica reduzida a expressão

rl ; í30 + Í31t1l + 132z;2 (2 . 7 )

que é a equação do plano, B. representando a inclinação do
plano na direção do primeiro fatos e B2 a inclinação na di-
reção do segundo fatos

Em algumas situações, nenhuma das duasaproxi.mações
descritas em (2..5) e (2.6) representam bem +, nestes cq.sos. .hdescrJ.tas em tZ..S.) e l.Z.ó.) representam bem $, nestes c$sos] $....:ç
devemos usar pol i.nâmios de ordens mai-odes do que dois."'»or 'Àz\'!zHuc

exemplo, o polinâmio de terceira ordem, o qual é constituí- el''da
do acrescentando-se os termos ''\

Blli(i, . . .,BKKK(k' B123(1(2(3' ' ' ' ' BK-2,K-l,ÓK-2(K-l(K
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na expressão dada por (2.6)

Mead e Pike (1975) discutem outras formas deexpres
sar a função de resposta 0 sõ que com uma preocupação toda
voltada para experimentos biológicos.

No desenvolvimento deste trabalho sempre usaremos
a aproximação polinomial para +

2 . 5 - O PLANEJAMENTO

O planejamento do experimento representa uma parte
crucial na investi.gação de Superf'xcie de Resposta. A esco-
lha do planejalnento consiste, basicamente, na escolha das N,
N não muito grande, combinações dos níveis dos K fatores que
fazem com que a aproxi.mação usada para + seja adequada Duque
permitam detectarmos uma falta cle ajustamento na aproxima-
ção utilizada

No capítulo 5 faremos uma discussão detalhada, de
como ot?ter o melhor ti.po de planejamento para cada situação
Estas situações surgem quando utilizamos as aproximações
(2.S) e (2.6), cujos planejamentos correspondentes chamare-
mos de planejalnentos de primeira e segunda ordens, respecti.
vantente

Na literatura sobre o assunto, quando a aproxima-
ção usada para 4) ê poli.nomial, podemos notar que planejamen
tos bastante comuns são os Planejamentos Fatoriais 2k e 3'k,

os Planejamentos Fracionários

l 2K e l 3K (K > p)
2P 3P

e os Planejamentos Compostos desenvolvidos por Box e IVI.lson
(1 951)

Apesar da escolha do planejamento adequado ser uma
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fase anterior aos métodos de obtenção de conde.ções Ótirnas,
neste trabalho faremos uma inversão nesta ordem. A justifi-
cativa para este procedimento é que o conhecimento dos moto
dos tornam mais claros os problemas que teremos de enfren-
tar na escolha do planejamento

Nos capítulos 3 e 4 aparecerão nos exemplos deter-
minados planejamentos que serão utilizados sem discussão jã
que os mesmos serão usados apenas paul exemplificar os métodos.

Por conveniência, daqui para frente, usaremos em
vez de (;1'(2'' ' ' 'CK a representação xl'x2, ' ' ',xK para os ní
vei.s dos K fatores. Os valores dos x;'s(i=1,...,K) são de-
terini.nados a partir da relação

'l 'l
s . 'l

X l i:l ,. . . , K (2 . 8 )

onde (.i corresponde ao nível do i-ésimo fatos, (o ao nível
base do i-ésimo fatos, ou seja,o valor do i.-ési.mo fatos cor
respondente ao centro do planejamento, e S: é um escalar
convenientemente escolhido\"/. Com esta transformação, pode-
mos escrever(2.5) e(2.6) nas formas

B0't0 ''' Blxl ' + BKxK (2 .9 )

e

BOx0 ' Blxl ''' + BKxK + BllxÍ''' +

+ BKKxÉl+ B12xlx2 +
(2 . 10)

+ BK-l,KxK-lxK

xO e uma variável ''dumtny'' igual a l

(+) Nas secçoes subsequentes iremos nos referir a S: como ''unidade''
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z.6 EST l MAÇÃO DOS COEF l C l ENTES

Com o planejamento escolhido, ou seja, conhecendo
as N combinações dos níveis dos fatores,podemos observar as
respostas Y..(u:l,...,N) correspondentes a cada uma das Ncom
bi.nações. Com estes dados, o nosso objeti.vo seta estimar os
coefici.entes envolvi.dos na expressão que representara 0

Seja DNxK uma matriz, chamada de matriz de planejg.
mento cujos elementos são os níveis dos K favores em cada u

ma das N combinações. Os elementos xlu'''.,xKu dau-ésimali
nha de D são as coordenadas do ponto no espaço K -dimensio-
nal dos fatores.

Seja YN*l um vetou coluna cujos elementos
respostas observadas nos N ensaios

sao as

Suponha que a represelltação polinomial contenha L
termos, ou seja

Y
L

j : l j "j '' ej '
(2 . 11)

onde os xi's são chamados de pari.ãveis independentes.Denotan
do por XNxl a ]natriz das variáveis independentes, construí-
da a partir de D, podemos escrever que

Y = XB + e ( 2 . 1 2)

sendo 6].xl um vetou coluna, cujos elementos são oscoeficien
tes desconhecidos. Para obtermos as estimativas destes coe-
ficientes usaremos o Método de b'mínimos Quadrados

Com as suposições feitas sobre e e se X tem posto
i.gual a L, é bem conhecido que,por exemplo veja Searle (1971),

i) estimadores não viesados e de variância mínima dos e
lementos do vetou B, são dados pelo vedor coluna (Lxl)
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B = (X' X) 'J.X' y; (2 . 1 3)

ii) a matei.z VLxl de covariânci.a destes estimadores é

V = (X' X)'laz; (2.14)

ii-i) uma estimativa não viesada de (N-L)a' é dada pela se
ma de quadrados residual

(N-L)S: ; (Y-Y) ' (Y-Y)

: Y 'Y - B' X ' XB
(2 . 1 5)

Em Davies (1960, cap. XI), temos uma formamais sim
pl i.facada de está.mar os coefi.ci.entes pelo Método de Mjniínos
Quadrados, quando usamos planejamentos fatorial ou fatorial
fracionãri.o. A razão desta siqpl i-ficarão sp basçi.a na orto-
gonalidade do experimento'''' --a-'-u' '- iaóüu uçsu, sitnpieitcaaao se oaÕliiLa na Orser
calculada separadamente e é dada pela soma, dos produtos das
observações co.m os elementos da apropriada variável indepeB
dente xj, dividida pela soma de quadrados dos valores desta
variável independente. Também se o2 é a variância do erro ex
perimental, a variância dos b.i é dada por oz dividido pela
soma dos quadrados dos valores da variável independente,i.s-
to e

N

.}: "j - 'h
N

.}:*$«

Bj : bj j ,L (2 . 1 6)

e

j : 1 , . . . , i.. ( 2 .i7)

Se conhecermos uma estimativa S2 de a2, então Var(b{) é es
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tomada por

Sz
Í

.!:*j«

Va r (b - )
' J ' j ; 1 , . . . , L ( 2 . 1 8)

A NATUREZA DE PossÍVEL VIÉS NA ESTIMACÃO

Ao ajustarmos uma expressão como, por exemplo,(2.5)
para uin conjunto de N pontos experimentais, as estimati.vas
bj's dos BJ's diferem dos verdadeiros valores pelas causas
seguintes

i) erro experimental na determinação das respostas;
ii) vi.és resultante quando ajustamos a função de respos-

ta por uma equação inadequada. Por exemplo, tentar a
justas um polinõmio de primeira ordem quando a venda
deita aproximação é um polinõmio de segunda ordem.

A natureza do viés para qualquer planejamento usa-
do pode ser determinada da seguinte maneira.Suponha que,den
tro de uma regi.ão do espaço dos fatores, a função de respos
ta pode ser representada exatamente por uma expressão do ti.
po (2.11) envolvendo L constantes mas, que o experimentador
assume ser possível um ajuste adequado usando uma expressão
envolvendo somente b{ <L destas constantes e, realiza Nz Men
saios para estima-las.Então, é errado assumir que

n : XB (2.1 9)
Nxt4 t4íl

onde X é uma matriz (NxM) e B é um vetou coluna (Mxl), quan
do de fato

X B ''- X].BI ( 2 . 2 0)
N S Sx4

onde X e B são os mesmos de (2.19), XI é uma matriz (NxS) e
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BI é um vetou coluna(Sxl) cóm M+S :L.
Supondo que (2.19) seja verdadeira, os esticadores

de minintos quadrados obtidos são

B = (X'X)''X'Y
h l tl llKN Ncl

que em geral são viesados visto que

(2 . 2 1)

E (B) (X' X) 'lX'n

(X' X) 'lX' (X8+XIBI)

(X' X) 'lX' XB + (X X) 'lX'X]B].
B ''' (X ( 2 . 2 2)

e conse quentemente

B -----* B + AÍ3. , (2 . 23)

sendo que esta notação é usada para indicar que B é um está
mador viesado de B. A matriz AMxS é chamada de matriz de
''Alias''. A expressão (2.23) defi.ne M relações do tipo

S

bj --- Bj 't1lajtBt'
(2 . 24)

ajt e o elemento da j-ésima li.nha e t-ésima coluna da
matriz A. Então , ç$sãrios para
d PQ s ta , e l es podem vies ar as es t i.ma
t sy
ej:icientes. A extensão do viés depende da magnitude dos ele-

clit da matriz A, os quais dependem doplanejamentoeã
colhido. No capítulo 5 veremos que uma das conde.ções i.mpos-
tas por Box e Draper (1959) para a escolha do planejamento
adequado é justamente a minimização do viés
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2.8 - MtTODOS PARA OBTENÇAO DE CONDIÇOES ÔTIMAS 

Como ji comentamos na secção 1 . 2, c), estamos inte­

ressados em estudar m~todos para locali zar e explorar a vi­

zinhança de resposta (ou respostas) mixi ma ou mínima.As con 

diç6 es 6tim as a que no s refe rimos ac ima e a combinação (ou 

combinações) dos níveis dos fa tores qu e nos dari uma respo~ 

ta max1ma ou mínima . 

Um possível m~todo pode ser o que chamamos de M~to 

do de Rede . Como exemplo, no caso de termos um finico fator 

envolvido, t empo de r eação, o nosso problema pode ser resol 

vido rea li zando-se uma s~rie de ensaios, usando -se diferen­

tes t empos de reação, de modo a cobrir toda a região experi 

mental . Com éJS r espostas observadas Y, podemos co ns tr uir um 

gr5fico (resposta x t empo de reação) e neste gr5 fico deter­

minar o tempo de reação correspondente a resposta 6t i ma . 

Em vez d es ta solução grifica, podemos a justar , pe ­

lo M:todo de Mínimos Quadrados, um polin6mio utilizando-se 

os pontos experimentais. Se usa r mo s um polin6mio de tercei ­

ra ordem temos 

n 
( 2 . 25) 

onde x representa o nível do fator tempo de reação . Se j am 
1 

b
0

,b
1

, b
11 

e b
111 

os estimador es de minimos quadrado s de s
0

, 

s
1

, s
11 

e s
111

,respectivamente. A expr essao aj us t a da sera 

(2.26) 

onde y sign ifica n resposta ajustada, qu e 6 diferente tle n~ 

a verdad e ira resposta, e de Y, a resposta observada na rea ­

liza ção dos ens aios . Para obtermos as condi ç6es 6timas , bas 

ta fazer 
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;iY : bl .- 2bllxl '' 3blllxÍ (2 . 2 7)

e estudar as soluções desta equação

Quando este procedimento é generalizado para K fa-
tores, ainda podemos utilizar o método descrito acima,sõ que
o níimero de ensaios necessários para cobrirTms toda a região experimen-

tal seta muito grande e isto tornara o método inadequado. Por exemplo,
se um planejamento fatorial com cinco fatores ,cada um com quatro níveis ,

fosse empregado, seriam necessários 4s = 1.024 ensaios. É claro que este
núnero poderia ser reduzido empregando-se outros tipos de planejamentos
(por exemplo: fatorial fracionãrio) mas , na pratica tPn número mínimo de
ensaios seriant necessários para cobrir toda a região de interesse e es-
te número ê frequentemente muito grande.

ando o erro expçlllgg]!q] é pequeno, unn pequena sub-região
do ç!!pço dos favores pode ser exploraçlB com poucos pontos experimental.s,
nestas circunstâncias pequenas ímudanças na resposta podem ser detecta-
das e, dentro da sub-região um polinÕmio de ordem bai.xa, contendo uns
poucos coeficientes , representará adequadamente a função de resposta. A
lêm disso, d çlr ÇQDduzidos sequencialínente ,u

ma técnica pode ser desenvolvida, de tal modo aue os resultados obti.dos,

deve ser estudada ou, em algtms casos,que eg
saios adicionais são necessários na presente sub-região.

Na prática o procedimento de obtenção de condições Ótimas eB
volve duas fases. Estas duas fases serão descritas separadamente nos ca
pítulos 3 e 4.



CAPTTUL0 3

g MÉTODO DE MÁXIMA INCLINAÇÃO ASCENDENTE

3. 1 - 1 NTRODUÇAO

Um exemplo dado por IVilde (1964) mostra muito bema
utilidade deste método que foi. descrito primeiramente por
Box e IVilson (1951)

Consi.dele uma situação na qual desejamos explorar
o topo de uma montanha densamente arborizada partindo de u-
ma superfície plana. Mesmo que a densidade da floresta nos
impeça de ver o topo, ou mesmo o aspecto geral da montanha,
podemos eventualmente atingir otopo (se ela é unimodal) sim
p[esmente ganhando a].tuta a medida que formos andando. Embo
ra qualquer caminho que suba nos leve ao topo, se estamos a-
pressados provavelmente nos moveremos em direções onde a ig
clinação da montanha é a maior, contanto que não caminhemos
em penhascos verticais, nos quais teremos di.faculdades emes
LlllCll

Esta i.déi.a simples e intui.uva de escalar forma a
base para uma técnica de pesquisa conhecida como OMétodo de
Gradiente ou O Método de Máxima Inclinação Ascendente.

3.2 - O MÉTODO DE MÁXIMA INCLINACAO ASCENDENTE

Como foi. dito no fim do capítulo 2, o procedimento
20
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de obtenção de condições Ótimas (maximi.zar(+) uma resposta)
envolve duas fases, uma supondo que as condições iniciais es
tão afastadas daquelas que maxi,mizam a resposta,que será dis-
cutida agora, e a outra quando estamos próximos das conde--
ções Ótimas, que será discutida no próximo capítulo.

Então, a utilização do blétodo de bláxima Inclinação
Ascendente depende se as condições i.niciai.s estão ou não a-
fastadas daquelas ótimas. Por exemplo, suponha que as conde
ções iniciais estejam representadas pelo ponto P, conforme
fi.guia 2 . 2. Nestas condiSêç!..g...!upel.f.]:gj:e çlg.resposta . pode
ser representada localmente por um plano inclinado, ou seja

n Í30 + Blz;l + 132z;2'

Utilizando um conjunto adequado de ensaios em uma pequena
sub-região em torno do ponto P, podemos estimar, pelo Méto-
do de Mínimos Quadrados -- cap. 2, secção 2.6,. as inclinações
Í31 e í32 deste plano por bl e bZ resrespectivamente e, a partir
das magnitudes e si.naus destas inclinações,calcular a dire-
ção de Máxima Inclinação Ascendente.Esta é a di.ração em ân-
gulo Feto nata as linhas de contorno Ge mostra as quantidades
relativas pelas quais os fatores devem variar para dar um in
cremento maxi.mo na resposta,) Nesta direção caminhamos ataque
o aumento na resposta seja pequeno ou comece a diminuir,por
exemplo o ponto Q, e então, tomando como base as condições
neste ponto, redetermi.namos as inclinações e repetimos opto
cesso. Deste modo, por um procedimento passo a passo, vamos
obtendo respostas cada vez mais altas. Este procedimento se
zinho não nos locali.za um máximo, lhas nos leva rapidamente

(+) O problema poderia ser também resolvido no sentido de mi.nimi.zar u
ma respostas neste caso terilamos O MêtododeMãxima Inclinação Des
pendente (Steepest Descent) que é basicamente igual a este sõ quê
caminhando no sentido oposto.
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ã uma região a qual .chamaremos de Quase-estacionária,onde a
aproximação por um plano se torna insatisfatória pelo fato
de coeficientes(efeitos) de ordens mais altas, particularmen
te os de segunda ordem, se tornam relativamente mai.s impor-
tantes. Neste caso teremos então que passar para a segunda
fase

Para ilustrar como calcular esta di.reção, suponha
que foi realizado uln conjunto adequado de ensaios e que a
resposta estimada Y tenha sido

Y = 6,60 + 0,40xl - 0,45x2

Os contornos são dados por

( 3. 2)

x2 ;
6,60 -Y + 0,40x]

' 0 ,4 5
(3 . 3)

cuja representação gráfi.ca é dada pela figura 3.1

FIG. 3.1 - Contornos da Superfície de Resposta Ajustada
com o plaejamento fatorial 2Z utilizado.
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Como a inclinação dos contornos é 0,40/0,45 =8/9 então anos
mal teta uma inclinação -9/8 e sua equação seta

x2 -0 : -{(xl-0)
9

x2 : ''ãxl (3 . 4)

Como a maioria de outros procedi.bentos expert.mentais,este mé

todo não é i.nvariante em relação as escalas nas quais os fa
toros devem variar. Na prática, estas escalas são fixadas
quando escolhemos as quantidades relativas pelas quais os fa
toros deverão variar no planejajnento do experimento.No exem
plo dado pela equação (3.2) , foi. consi.durado apenas dois fa
tomes, concentração e post.ção, e utilizou-se as mudanças de
j-:l para 1:1 na concentração e de l polegada para 2 polega-
das na posição,ou seja, Sl:0,25eS2:0,5 (11icks 1966). É claro que a
direção de Máx-ilha Incli.nação Ascendente calculada será de acor-
do com estas escalas mas, a falta de invariância para tai.s
mudanças não é uma séria desvantagem,particularmente vis
to que podemos melhorar a escolha das unidades ao longo do
processo, como veremos na próxima secção. Realmente estepro
cesso depende bastante da experiência do experimentador, jã
que uma escolha hábi.l das unidades,tara com que seja reduzi
da consi.deravellnente a quantidade de trabalho necessário ao
longo dos passos.

3.3 PROCEDIMENTO QUANDO ALGUNS FATORES PRODUZEM PEQUENOS EFEITOS

Ao realizarmos o ''segundo passo'',estamos livres pg
ra alterar as unidades escolhidas para a variação dos favo-
res,se acharmos que i.sto é necessário. Em particular, se o
efeito correspondente a um ou anais fatores é pequeno compa-
rado com os outros efeitos, pode ser que



24

i) O nível base escolhido para este fatos é próximo de
um maxi.mo condicional, ou seja, um máximo para este
fatos quando os outros são mantidos constantes, mas

não um máximo para todos os fatores;
ii) A unidade adotada para este fatos é desproporci.onal-

mente pequena;
iii) O si.stelna é independente deste fatos

)

Então, baseado em resultados obtidos no passo ante
dor, podemos fazer as devidas correções e melhorar a esco-
lha das unidades dos favores para o próximo passo. Podemos
notar também que não sõ pode ser detectada uma escolha não
muito boa das unidades como também a presença ou não de fa-
tores que entraram no estudo. Um exemplo de como estas cor
reções podem ser feitas será dado em 3.5.2.

3.4 - MAIS DE UM PICO

Como foi dito na secção 3.1, quando formos usar es
te processo devemos ter sempre em mente o fato da montanha
ter um ou mais picos. O fato de existir mais de um pico fa-
rá com que o processo nos leve a escalar uin pi.co particular
dependendo das conde.ções iniciais estabelecidas para a i.n-
vestigação. Segundo Davies (1960) , em investigações de su-
perfícies de resposta,relacionadas com reações químicas,não
foi detectada a existência de mais de um pico mesmo onde e-
ra suspeitada. Deste fato, parece provável que superfícies
que têm mais de um pi.co indicam uma mudança fundamental no
mecani.smo da reação.

3.5 A TÉCNICA DE MÁXIMA INCLINAÇÃO ASCENDENTE ATRAVÉS DE UM EXEMPLO

De acordo com os objetivos deste trabalho, mostra
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remos através de um exemplo numérico a técnica de Máxima in
clinação Ascendente

Como não foi possível a realização de uma parte ex
pedi.mental para o uso desta técnica, foi tirado da literatu
ra este exemplo que pode ser encontrado emBox eWilson (1951),
Davies (caplítulo XI, 1960) e em Anderson e McLean (1974,ca-
pítulo Xlll). Como oobjeti.vo básico, neste capítulo, é re-
lata.vo ao método de Maxi.ma Inclinação Ascendente, não serão
dados detaJ-hes quanto ao ti-po de planejamento do experimen-
to util i-zado jã que este importante tópico será discutido
com detalhes no capítulo 5

O exemplo é relativo a uma reação química do tipo

A + B + C ---.> D + OUTROS PRODUTOS

reali.zada na presença de um solvente E com o objetivo demo
ximizar a produção do produto D para umadada quanta.dade de
A, mantida constante no experimento, o mai.s caro dos três
materiais ini.dais. As condições conhecidas davam uma pro-
dução de 45% dà produção teórica, a produção que poderia
ser obtida se tudo de A fosse transformado para D, mas pa-
ra uma reação desse tipo esperava-se ser possível uma pro-
dução de 75%. O erro experimental era esperado ser l9ü ou
menos. Cinco fatores foram envolvidos: a quantidade C. de
E, a quantidade ç2 de C, a concentração (3 de C, otempo de
reação z;4 e a quanta.dade (5 de B.

3.5. 1 - 0 Primei ro Passo

Para a realização do primeiro experimento foramto
nados como nível.s base, ou conde.ções iniciais, aqueles per
to das condições que davam uma produção de 45%. Na tabela
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3.1 estão estes nível.s e também seus correspondentes Talo
res quando usamos a transformação dada pela relação (2.8)

Podemos notar que o centro do planejanento (0,0,0,0,0)
foi escolhido como sendo(225; 4,25; 91,5; 1,5; 3,25) e que
os escalares (SI' S2, S3, S4' S5) ou seja, as unidades são
(2 5 ; 0 , 2 5 ; 1 , 5 ; 0 , 5;0,25)

Tendo em vista que as condições ini.dai.s estão lon
ge das condições õtimas (maxi-mo), suposição feita anterior-
mente, podemos então supor que os efeitos de até pri.moira or-
dem são doma-nantes e que os efeitos de ordens maiores podem

ser ignorados neste pri.melro passo. Como a suposição de cop
siderarmos sÕ efeitos de até primeira ord'eln i.mplicaem se ter
que estimar seis constantes, B0' BI' f32' 133' B4' B5 eque h.!
via a possa.bili.dade da existênci-a de i.nteração entre os fa-
tores {ll e tll, foi produzido um experimento com oito ensaios..
Estes foram arranjados de modo a formar um planejamento fa-
torial fracionári.o â. 2s tomando-se como relações definidoras

x4 : xlx2x3 e x5 'x2x3'

F A T O R NÍVEL DE FATOR

-l o +l

(l: quantidade de E em C.C.

r;2' quantidade de C em mol/mol de A

i;3' concentração de C eln %

(4: tempo de reaçao em horas

i;5: quantidade de B em mol/mol de A  
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de modo que o efeito relativo a interação entre t;l e z;3 não
ficasse confundido com nenhum efeito de primeira ordelll.O mé
todo de construção deste planejamento pode ser encontradoem
vários livros, por exemplo Davies (1960, capítulo X)

O planejamelLto escolhido e as produções (respostas)
Y observadas na realização dos ensaios estão dadas na tabe-
la 3. Z .

TABELA 3.2 -0 primeiro experimento

Baseado nestas informações e nas relações (2.16)
e (2.17), foram obtidas as estimativas dos efeitos, que es-
tão dadas abaixo

bO ---» Í30 +(Bll +B22+B33 +B44 É35S)

bl -..-- BI + (- B4 5)
t)2 ---* B2 ' (-1335)
b3 -'-''" B3 (-B25)
b4 --- B4 + (-B15)
b5 -'-» BS + (-1314 - 1323)
b1 3--"''" (B1 3 ''- B 24)
bl 2-'-'' (B1 2 + B34)

48 , 5 t 0 , 4
7 , 9 t 0 , 4

- 2 ,2 t 0 , 4

6 , 0 t 0 , 4
0 ,4 t 0 ,4
0 , 4 ]: 0 ,4

-1 ,8 t 0 , 4
0 , 2 ]: 0 ,4

ENSAIOS COMBINAÇÃO
DOS TRATA)mNTOS

NÍVEIS DOS FATORES

xO xl x2 x3 x4 x5
PRODUÇÃO (%)

Y
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As estimativas estão seguidas de seus erros padrões, calcu-
lados supondo que a =1. Junto com as estimativas dos efei-
tos estão colocadas entre parênteses os efeitos de segunda
ordem que estão confundidos com os de primei.ra ordem. Supon
do que todos os efeitos de segunda ordem, exceto o relativo
] interação entre os fatores z;] e (3, podem ser desprezados
nesta fase e comparando este efeito de segunda ordem com os
de primeira ordem, podemos concluir que realmente a suposi-
ção inicial estava corneta,ou seja, que os efeitos de pri-
mei.ra ordem são dominantes e então a aproximação sÓ com e-
feitos de até primeira ordem é satisfatória. Uma outra for-
ma de feri.ficarmos este resultado seria obter também algu-
mas medidas no centro (0,0,0,0,0) do planejamento e fazerum
teste de ajustamento(Lack of Fit). Duncan(1971,pagina 826)
apresenta um exemplo onde mostra uin problema dest.e tipo.

C5(4(3( (2l
mol

% horac.c mol

(1) n'ivel base
(2) unidade

(3) estimativa das inclinações
(b) (mudança na produção

por unidade)
(4) unidade x b

(5) variação no n'zvel condor«.e
variação de 10 C.C. em (l

(6) o caminho de Máxima Incli
nação Ascend ente represen
tado por uma série de pos
sáveis ens aios nele

225 4,25 91,5 1,5 3,25
25 0,25 1,5 0,5 0,25

7,9 --2,2 6,0 0,4 0,4

197,5 --0,55 9,0 0, 2 0, 1

lO --0,028 0,456 0,010 0,005

ensaio (9)

ensaio (lO)

TABELA 3.3 calculo do caiilinlto de Máxima Inclinação
Ascendente e subsequentes ensai.os nele

225 4,25 91,5 1, 5 3, 25
235 4, 22 92,0 1,5 3, 25
245 4,19 92,4 1,5 3, 26
255 4, 17 92,9 1,5 3, 26
265 4, 14 93,3 1,5 3, 27
275 4, 1 1 93,8 1,6 3,27
285 4,08 94,2 1, 6 3, 28
295 4,06 94,7 1, 6 3,28
305 4,03 95, 1 1, 6 3, 29
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Supondo então que os efeitos de primeira ordem são
dominantes, temos na tabela 3.3 o cálculo da direção na (pal
o ganho máximo seria esperado.

Nesta tabela, li.nha (1) mostra os níveis base dos fatores,
li.nha (2) a unidade, isto é, a mudança que ocorre nos níveis
dos fatores correspondente a uma variação de 0 para l no espa'
ço do planejamento e linha (3) mostra as inclinações estima
das na suposi.ção de que efeitos de segunda e ordens maiores
podem ser i.gnorados. Os fatores devem então variar napropor
ção destas estimativas. Assim, nas uni-dades do planejamento,
para cada 7,9 unidades aumentada em x. , x? deve ser decres
cêdo de 2,2 unidades, xK acrescido de 6,0 unidades, x,.i acres
cêdo de 0,4 uni.dados e x5 aumentado de 0,4 uni.dades

Em termos das unidades de medi.da original.s,para ca
da 25x7,9 C.C. que ç. é mudado, C9 deve ser mudado em
0,25 x (-2,2) moles, e assim por di.ante. Estas mudanças es-
tão dadas na linha (4) e defi.nem a direção de Máxima Incli-
nação Ascendente no ponto dado pelos nível.s base na linha
(1) . O cama.nho principal a partir da origem nesta direçãopo
de ser obti.do dando um incremento conveniente em um dos fa-
tores (lO C.C. em C. neste exemplo) e baseado neste incre-
mento calcular as mudanças proporcionais a serem feitas nos
outros fatores. Estas mudanças estão dadas na linha (5).Por
exemplo, -0,028 =10 x(-0,55)/197,5. Estas quantidades devem
então ser sucessivamente acrescentadas aos níveis base dan-
do o caminho (6). Por causa do grande ganho teoricamentepo2
sável, ensaios (9) e (lO) foram realizados a uma distância
regular das condições ini.dais. As produções obtidas foram
80,0% e 79,4% respectivamente. Apesar do segundo valor ser
aparentemente menor do que o primeiro, nenhuma significân-
cia real poderá.a ser atribuída a esta diferença e, uin segue
do experimento foi realizado usando como condições iniciais
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as correspondentes ao ensaio (lO), como veremos mai.s adian
te

Como observação podemos dizer que talvez tivessesi
do melhor que o ensaio (9) tivesse sido reali.zado mais pró-
ximo das conde.çÕes i.niciais e depois sita, ir seafastando um
pouco mai.s já que a aproximação da verdadeira superfíciepor
um plano é local, ou seja, em torno das condições base.

Antes de passarmos ao segundo passo deve ser nota-
do que o curso das investi.cações õ deck.dado pelos resulta-
dos experimentais. A suposi.ção fei.ta inicialmente sobre ado
minância dos efeitos de primeira ordem foi. confirmada. Se a
anal i.se do primeiro experimento tivesse mostrado que esta su
posição fosse insustentável, então deveríamos utilizar o mé
todo que irá ser descrito no capítulo 4 onde os efeitos de
segunda ordem são levados em conta. De qualquer maneira se
a suposi.ção não fosse verdadeira, respostas tão altas não te
riam sido obti.das

Por outro lado, com relação ao problema das unida-
des escolhidas, podemos notar que tanto o quarto como oquin
to favores apresentaram efeitos não apreciáveis, então com
as idéias da secção3.3, os nlíveis base e as unidades relata
vas a estes fatores foram alteradas no segundo passo.Assim,
se 3.3 (iii) for verdade,os fatores continuarão tendo peque
nos efeitos, ao passo que se 3.3 (i) ou (ii) for verdade,um
efeito real poderá ser descoberto.

3.5.2 - 0 Segundo Passo

Neste segundo passo, não deve exista.r apreocupação
sÕ com os fatores que produziram pequenos efeitos e sim tam
bém com os outros. Por exemplo, no problema em di.scussão de
ve ser levado ein conta que provavelmente estamos prõxiinos de
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um ponto estaca.onãrio e então os efeitos de primeira ordem
vao tornar-se menores fazendo com que progressos, por este
método, tornam-se mais difíceis. Isto porque

i) As está.matinas dos efeitos de primeira ordem seriam
relata.lamente maiores em erro;

ii) As estimativas dos efeitos de primeira ordem devem
ser mais viesadas por ''aliases'' de segunda ordem.

No caso das unidades serem aumentadas com a finali
dado de reduzir a pri.dei.ra dificuldade,a segunda seria agrg:
vada. Assim, se progresso adia.onal for possível, sem levar
em conta os efeitos de segunda ordem, deve ser fei.ta uma re
dução nas unidades relativas a estes fatores. Na tabela 3.4
temos os níveis dos fatores para a realização do segundo ex
perilllento. Apesar de ter havido uma redução nas uni.dades dos
três primei.ros favores, a relação entre elas fi.cou quase a
mesma daquela do primeiro expert.mento. Como tínhamos di.toan
teriormente, uma parte importante deste procedimento éo ju.!
gamento do experimentador jã que a escolha das unidades não
é governada por nenhuma regra

F A T O R NÍVEL DO FATOR

-l +l

(l: quantidade de E

t;2: quantidade de C, mol/mol de A

t;3' concentração de C, Z

(4' tempo de reaçao» horas

i;5: quantidade de B, mol/mol de A  
TABELA 3.4 -Níveis dos fatores para o segundo experimento
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Podemos então notar nesta tabela que o centro do planejaíneB
to(0,0,0,0,0) é agora(295; 4; 95; 3; 4,5) sendo que os três
primeiros valores correspondem aos valores do ensai-o (lO) do
primeiro experimento e os dois Últimos foram afastados da-
queles dados no mesmo ensai.o e ainda que asunidades (S],S2,
S3'S4'S5) são agora (]S; 0,15; 1; 1; ].), as três pri.beiras
reduzidas e as duas últimas aumentadas

O planejamento escolhido e as produções obtidas es
tão na tabela 3.5

TABELA 3 . 5 O planejamento usado no segundo experimento
e as produções obtidas

O planejamento é similar ao usado no primei.ro experimentosÓ
que as relações definidoras são

x4 xlx2x3 e x5 : xlx2

Novamente foi tomada a precaução de não confundir nenhum e-
feito de pri.meiga ordem com o da interação entre çl e (3'Tap
bém como no primeiro experimento, o efeito relativo a i.nte-
ração entre t;l e z;2 foi,pequeno (ainda que B12 e í314 pode-
rá.ani, ê claro, terem se cancelado), neste segundo experimeZ

ENSAIOS COMBINAÇÃO
DOS TRATAMENTOS

nÍVEIs DOS FATORES

xO xl x2 x3 x4 x5
PRODUÇÃO (%)

Y

  e    
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to este efeito fi.cou confundido com o relativo ao quinto fa
tor, jã que com isto teremos uma ideia melhor sobre o efei-
to do quinto fatos

Abas.xo temos as estiínati.vas, calculadas usando
relaçoes (2.16) e(2.17) e ainda a suposição a=l

bO --> Í30 + (Bll + B22 +í333 +B44 +1355) ; 70,7:! 0,4
bl --'-+ Í31 + (f325) : '2,9 t 0,4
b2 --'-'' B2 + (1315) ; 0,1 :t 0 ,4
b3 ---'"' B 3 (B4 5) : ' 2 ,3 t 0 ,4
b4 -"-'' É34 + (E335) : '1,7 ]: 0,4
b5 --'» B5 + (B1 2 + 1334) : '0,4 i O ,4

bl 3---''" (Í31 3 + B24 ) : 0 ,4 t 0 ,4
b 2 3---- (Í32 3 + B14) : '0,4 t 0 ,4

as

Comparando-se estas estimativas com as obtidas no
ro experimento podemos notar que

A produção medi-a bO õ muito maior, ai.nda que não tão
alta como o valor 79,9% do ensaio(lO). Uma causadas
to é a curvatura da superfície. As medidas de curva-
tura 1311' B22' etc., são todas negativas perto de um
máximo e então bn, a média, será em consequência um

esticador negativamente viesado de Í30' a produção no
centro do planejamento.
Os efeitos b. , b7 e bz mudaram todos de sinal, isto
sugere que os níveis destes fatores foram movidos pg
ra muito longe das primeiras condições ini.dais eque
ê necessário retrocede-los
Como jã foi dito anteriormente, tanto o nível baseco
mo a uni.dade relativa ao quarto fatos foi mudado e is
to acarretou um grande valor negativo para a estima-
tiva de 13,.t o que i.ndica que o pequeno valor encontra
do no primei.ro experimento foi devido a sua proxi.mi-

prtmei

i)

ii)



34

dade com uín máximo condiciona].. O sinal desta estima
uva indica também que devemos retroceder, em rela-
ção ao nlível base, para este fatos

iv) Apesar das mudanças feitas tanto na unidade quantono
nz'vel base do quinto favor, o valor encontrado para
a estimativa de B5 ainda õ pequeno,o que sugere quão
quinto fatos não parece importante nesta região do eg.
paço dos fatores

Na tabela 3.6, temos o caminho de Máxima Incli.na
ção Ascendente e subsequentes ensai.os nele

C5( (2 (3 C4l
mol % horac.c mol

(1)
(2)
(3)

nível base
unidade

estimativa das inclinações
(b) (mudança na produção

por unidade)
uni.dade x b

"u ''r .. ,-

variação no nível conforme
variação de -10 C.C.em (l.
O caminho de Máxima Incli--
nação Ascendente represen'
Lado por uma série de pos-
síveis ensaios nele
ens aio (19)

295,0
15

4,0 95,0 3,0 4,5
0, 15 1 1 1

-2,9

'43,5

-10

0,1 --2,3 --1, 7 --0,4

(4)
(5)

(6)

0,015 --2,3 --1,7 -0,4

0,003 --0,529 --0,39 1 --0,092

ensaio (20)

ensaio (21)

TABELA 3.6 calculo do caminho de Máxima Inclinação
Ascendente e subsequentes ensaios nele

Ensaios (19), (20) e (21) reali.zados ao longo do caminho d!

295 4,0 95,0 3,0 4, 5
285 4,0 94,5 2,6 4,4
275 4,0 93,9 2,2 4, 3
265 4,0 93,4 1,8 4,2
255 4,0 92,8 1,4 4, 1
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ram produções de 80%, 84% e 81,5% respectivamente. Segundo
este método, o próximo passo seria considerar as conde.ções
do ensaio (20) como condições i.niciais para um próximo pas-
so, luas ai.nda segundo Davies (1960), isto foi feito consi.de
rando sõ como fatores de interesse (. e {ll, provavelmentepg
lo fato de terem dado, anteriormente, os maiores efeitos
Foi. usado um planejalnento fatorial 22 e os efeitos de pri--
medra ordem encontrados foram valores muito prÓxi.mos de ze-
ro e assim foi concluído que nesta altura,efei-tos de ordens
maiores deveriam ser levados em conta,o que implicaria,emfa
zer não mai.s a suposição de que a superfície possa ser re-
presentada só por efeitos de até primei.ra ordem e sim poru-
ína outra representação,que envolva também efei.tos de segun-
da ordem, por exemplo. Este tipo de análise constitui,a se-
gunda fase do procedimento de obtenção de condições ótimas
que será estudada no próximo capítulo



CAPTTUL0 4

RÇqlÃO QUASE-ESTACIONÁRIA

4.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo assulTliremos que as condições iniciais,
obtidas ou através do b'lõtodo de Máxima Inclinação Ascenden-
te ou jã no início da i.nvesti.gação, estão localizadas numa

sub-região do espaço dos fatores, dentro da qual os efei.tos
de primeira ordem são pequenos comparados com os de segunda
ordem e o nosso objetivo será o de estudarmos a natureza da
superfície de resposta, aproximada agora por um polinõmiode
segunda ordem\"'

0 fato de uma região ser Quase-estacionária, isto
ê, a superf'xcie de resposta estar localmente próxima de umpg
tamar, não significa necessariamente que estamos proximos
de um máximo, conforme figura 4.1,c. É claro que se a regi.ão

foi pesquisada através do Método de Máxima Inclinação AsceD
dente, não podemos estar próximos de um )mínimo, mas frequen
temente acontece que a superfíci.e contém uma elevação a qual
pode ser estacionária, como na figura 4.1,b ou lentamente
crescente, coIRo na figura 4.1,c. Outra possibilidade é que
as condições iniciais pesque.fadas estão próximas de um mini
max (ponto de sela) na qual a resposta é um mínimo para u-
ma direção e um máximo para outra, como na figura 4.1,d

(Ü) Box e Youle (1955) citam dois artigos onde foi usada uma aproxi.ma
ção envolvendo efeitos de terceira ordem.

36
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A descoberta da existência e a natureza de eleva-
ções, é de grande importância práti.ca, não somente porque em

exemplos tais como figura 4.1,c é possível segui.r uma eleva
ção crescente para condições de resposta mais alta, mas tam
bém porque quando uma ''elevação estacionári.a'' como na figu-
ra 4.1,b ocorre, não existe um Único processo Õti-mo mas uma

série de processos produzindo aproximadamente respostas i.-
guais

Então, quando estamos ein uma região Quase-estacio-
nária desejamos saber se estamos na vizinhança de:

i) um máximo verdadeiro comona figura4.la, e neste caso
estimar a sua posição ;

ii.) uma elevação comona figura4.lb ou 4.lc, e neste caso
determinar sua direção e inclinação;

iii) um minimax como na figura 4.1,d, e neste caso saber
eln qual direção devemos seguir para sair dela a fim
de obtermos melhores respostas.

Para o estudo da natureza da superfície de respos
ta, um polinÕmio de segunda ordem, pelo menos, deve ser a
juntado. Neste trabalho sõ usaremos o de segunda ordem.

Dois probletnas surgem: primeiro, são necessários
arranjos experimentais adequados que nos darão eficientes es
timati.vas de todos os efeitos de ató segunda ordem, ü'studaremos
isto no capítulo S e, segundo, são necessários métodos ade-
quados para que torne possível reconhecer a natureza eas ca
racterísticas da superfície ajustada. Para este segundo prg
blema, uma solução muito útil, é a obtenção da forma canÕni
ca da equação ajustada, a qual veremos na secção 4.3. Antes
disso discutiremos algumas idéias sobre como obter as esti-
mativas dos coeficientes do polinâmio de seguJido grau
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FIGURA 4.1 - Tipos de superfícies em uma
região Quase-estacionária para dois fatores
Extraída de Dava.es, 1960.

4.2 EST l MACAO DOS COEF l C l ENTES

Como dissemos no capítulo 2, secção 2.6, quando u-
samos planejamento fatorial, o modo de está.mar os coeficien
tes fica simplifi.cedo por causa da ortogonalidade do plane-
jamento. No caso de termos que estimar os coeficientes
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1111' 1322''''' BKK'não podemos usar este fato e calcular se-
paradamente a estimativa de cada efeito, sem antes fazer u-
rna modificação, porque a col-una relata.va a xi não será ong
tonal a coluna relativa a xÉI, (K #K'). Por exemplo, suponha
que desejaiílos aproximar a verdades.ra superfície por uma ex-
pressão do tipo

n Í30x0 + Blxl + B2x2 + Í311xl + Í322x2 + B12xlx2

envolvendo dois fatores e que para isto utizaremos um plana
jamento fatorial 32. Na tabela 4.1 temos o planejamento eas
produções obtidas.

ENSAIOS NÍVEL DO FATOR

xl x2
RESPOSTA (Z)

Y

l
2

3

4

5

6

7

8

9

l
0

l
l
0

l
l
0

l

l
l
l
0

0

0

l

l
l

71, 7
79,2
80,1
75,2
81,5
79,1
76,3
80,2

75,8

TABELA 4 . 1 Um planejamento fatorial 3Z e as
produçoes obtidas

O planejamento dado na tabela 4.1, tem as seguintes proprig
dades

?.b : ?,3 ; ?.n+ : .u=1 ' u=1 ' u=l
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e

.l:+ : .l:'P : {
Usando a equação 4.1 e rln como a média dos r)'s,
planejamento podemos notar que

para este

9

>l 'u
u;l'Tno BO ''' {Bll ''' 'ãB2Z (4 . 2)

Subtraindo esta equação da equação 4.1, temos

rl ; ROXO ' Blxl ' B2x2 ' Btt(xil -9 ' B22(x2 -3) ' B12xlx2 ' (4 . 3)

Esta é a fornta alternativa da equação 4.1. As estimativasob
tidas são as mesmas qualquer que seja a equação estimada el
cedo que uma estimativa V de no substitui uma estimativa bO de B0;
consequentemente, uma estimativa bO de Í30 pode facilmente

TABELA 4 . 2 Valores das variáveis independentes correspon
dente a equação (4.2) e as respostas obtidas

ENSAIOS xO x]. x2 x].'2/3 x;-2/3 xlx2
RESPOSTA (Z)

Y

 

1 -1 -1 1/3 1/3 1

1 0 -1 -2/3 1/3 0

1 1 -1 1/3 1/3 -1

1 -1 0 1/3 -2/3 0

1 0 0 -2/3 -2/3 0
1 1 0 1/3 -2/3 0
1 -1 1 1/3 1/3 -1

L 0 1 -2/3 1/3 0

1 1 1 1/3 1/3 1  
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ser obti.da a partir da relação

bo ? - {bll - {b22 . (4 . 4)

Na tabela 4.2 temos os valores das variáveis ande
pendentes correspondente a equação 4.2 e as produções obti
das

Então, a soma dos produtos para qualquer duas colu
nas na tabela das variáveis independentes é zero; por causa
desta ortogonalidade, obtida após uma modificação na equa-
ção 4.1, podemos usar as relações dadas em(2.16) e(2.17),
as mesmas usadas em 3.6.1 e 3.6.3,para a obtenção das esti-
mativas dos coeficientes

A estimativa bn usando a equação (4.4) é

9 9

{ ?.*. -ê*.\g!:l& -{ .}*;-:'''""«
«>1: "Í /nl ' .>1:(x;-2/Dâ

bo

,, , '* -{ * UP -{ * 3f
81,22

Também como as estimativas são não correlacionadas

Var(bO) : Var(Y) '8var Cbii) ' g Var (b22)

{*#.g : .,;.:

Este procedimento nos dá as seguintes estimativas

e seus desvios padrões supondo a =0,6
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bo
bl
b2

bll
b22
b12

8 1 , 2 2 t 0 , 58
1 , 9 7 t 0 , 32
0 , 2 2 t 0 , 32

- 3 , 9 3 t 0 , 5 5
- 1 , 3 8 1: 0 , 5 5

2 , 2 2 :!: 0 , 3 9

Logo, a equação 4.1 ajustada é

81,22+ 1,97xl + 0,22x2 - s,03xjl - 1,38xâ - 2,22xlx2' (4 . 5)

A próxima etapa seria estudarmos a natureza da su-
perfície ajustada. Podemos pensar. em representa-la grafica-
mente por um gráfico de contornos. Para isto basta fazermos
os contornos para valores de Y fixados. Por exemplo, o con-
torno relativo a uma resposta de 80% é o conjunto de todos
os pontos que sati.sfazem a equação

80
81,22+ 1,97xl + 0,22x2 - 3,93xÍ - 1,38xâ - 2,22xlx2

Este tipo de representação dará uma família de cé-
nicas concêntricas. No caso de 4bllb22 -b12 >0 estas cóni-
cas serão elipses e no caso de ser negativo serão hipérbo-
les. Na figura 4.2, temos a representação para aequação 4.5
junto com as respostas observadas. Note que neste caso

4bllb22-b'2 ; 4(-3,93)(-1,38)-(-2,22) ' = 16,76 > O

logo, serão elipses

Uma ilustração geométri.ca da superfície ajustada
também é possível quando existe três fatores Iras, isto émui.
to trabalhoso. Felizmente não é necessário tentar isto jã
que a equação de segundo grau pode ser reduzida a uma forma
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76.3

FIGURA 4.2 - Contornos da superfície ajustada
e respostas observadasExtra'lda de Davies, 1960.

padrão (forma canónica), a qual torna possível apreciar ra-
pé.damente a natureza da superflície ajustada, mesmo quando
]nuitos fatores estão envolvi.dos, e construir as li-nhas de
colttorno muito facilmente em duas ou três dimensões.

4.3 - REDUÇÃO À FORMA CANONICA

Considere a equação 4.5 e sua representação dadana
figura 4.2. Suponha que em vez de medirmos as variáveis a
partir do ponto 0, centro do planejamento, uma nova ori.gem
seja consi.derada no centro do sistema em S, isto ê, no pon'
to estacionário e, suponha também que em vez de medirmos as
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variáveis nas di.reções x. e x? elas sejam medidas nas direções
dos ei.xos principais denotados por XI e X?. Então nestas no
vas coordenadas a equação da superfície é da forma

Y ?s- 'nilxÍ.,' B22xã (4 . 6)

onde Yç representa a resposta estimada no ponto estacioná-
rio S. Note que podemos facilmente generalizar para o caso
onde mais de dois fatores estão envolvidos. O procedimento
é calcular

i) a posição de S, isto é, o centro do sistema de con-
tornos e o valor Yc da resposta estimada neste ponto;

ii) os valores de Bll' B22' ...' BKK;
ii.i) as direções dos eixos X., X,, ..., X.J. H l\

Faremos então o calculo destes três itens citados
anteriormente para a equação.4.5. O procedimento é o mesmo

quando tivermos mais de dois fatores envolvidos. Um estudo
mais detalhado deste assunto pode ser encontrado em Éfimov
(1976)

4.3.1 - O primeiro passo é então determinar S, o ponto
qual a resposta é estacionária, óu seja, 'no qual

no

aY aY
l)X. ' aXo

são ambas iguais a zero. Então para a equação 4.5

aY
axl

aY
ax2

1 ,9 7 7, 96xl - 2, 22x2 0

00, 2 2 2 , 22xl - 2, 76x2

Resolvendo este si.stema,temos que as coordenadas do ponto S
/

.y :8/,2z *r.ltx, * l:Ú2Ú: +"',â/.Í,Kz
Z

\ , '$g ?' \

z/ l!.$3- +.g( ?, É? 7 X Z

); ; ',:p- õ;P',-?. )''. d
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sao

xlS : 0,30 e x2S : -0,16

Substitui.ndo estes valores na equação (4.5) temos
que

YS . 81 1.49

4.3.2 - O segundo passo é determinar os valores dos coefi-
ci.entes B... e B79' Para. isto precisamos determinar as raÍ
zes características da matriz dos coeficientes de segunda o.!
dem. Esta é a matriz

c : (cij) e C.
ZJ (i#j)

onde b:: e b;; são os coeficientes de segunda ordem da equg
ção ajustada.'Então para a equação (4.5)

3 , 93

l , ll

e as raízes características são À. =-4,35 ,e XI : -0,96. Estes

são os valores dos coeficientes B]] ;-4,35 e B22 :-0,96. A
outra alternativa B.. =-0,96 e Bol =-4,35 pode igualmente
ser tomada. A Única alteração seta na notação (o eixo XI pa2
safa a ser o eixo X? e vice-versa)

A forma canõni.ca da equação de segundo grau ajusta
da (4.5) é então

Y : 81,49 o , 9 óxã (4. 7)

4.3.3 - O terceiro passo é determinar as direções dos eixos
XI e X? em função de x. e x?. Os vetores característicos \de
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comprimento unitário correspondentes são

0,936

0 , 352

0 , 35 2
e

0, 9 36
xl X2

Consequentemente a mudança de variáveis reduzi.ndo
a equação (4.5) eln sua forma canónica, equação (4.7), é da-
da por

xl' 0,936(x.-0,30) + 0,352(x?+0,16)

X2.; 0,352(xl-0,30) -0,936(x2+0,16)

A equação do eixo'XI será dada bor X2 :0, ou seja
J

0 , 352 (xl -0 , 30 ) 0 , 936 (x 2 +0 , 16') 0

e, a equação do eixo X2 seta dada por XI 0, ou seja

0,936(xl-0,30)+ 0,352(x2+0,16) 0

Então com todos estes dados obtidos, teremos conde
ções de estudar a natureza da superfície ajustada dada pela
equação (4.5). Antes de passarmos a um exemplo onde usare-
!nos todas as informações obtidas até aqui, veremos,para K :2
e K: 3,algumas situações envolvendo esta ''transformação ca-
nonica''

h.4 - ALGUNS SISTEMAS DE CONTORNOS GERADOS POR EQUAÇÕES

DO SEGUNDO GRAU EM DUAS E TRÊS VARIÁVEIS

A equação (4.6) pode ser interpretada como segue.A
mudança na resposta,quando nos afastamos do centro do siste
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ma S para algum ponto cujas coordenadas são XI e X2' é dada
pela expressão do lado direito da equação

Y - Y.
D B:lXÍ ''" B2:X; (4 . 8)

No exemplo representado pela equação (4.7), os coeficientes
Bl] e B22 são am.bos negativos, e consequentemente exi.stirã
sempre uma perda na resposta,qualquer que seja a direção PÊ
ga a parti.r de S; B-LI mede a diminuição na resposta na di.rg

Xz

Ê61.'iÇ!.Itl!:
80%

(a)

/ \ \
79Z 78% 77%

(c) (d)

FIGURA 4.3 Sistemas de contornos gerados por equações
do segundo grau em duas variáveis
Ext:raida de Davies, 1960.
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ção X], e B22 na direção X2' Consequentemente para este exei!
plo S é um máximo real. Na Figura 4.3 estão mostrados exem-
plos de sistemas de contornos que sãogerados porequações do
segundo grau em duas vara.áveis e que podem ser encontrados
em uma região Quase-estacionária. Quatro tipos de si.stemas
podem ser distinguidos, os qual.s podem ser usados para re-
presentar um máximo, uma elevação estacionári.a, uma eleva-
ção crescente e um minimax

Ti.po (a) foi. o que discutimos anteriormente;os coe
ficientes Bll e B22 são ambos negativos e os contornos ajuã
tados são elipses. Quando B7? é menor em valor absoluto do
que Bll' os contornos serão prolongados ao longo do eixo X2,
como na ilustração.

Tipo (d) ilustra o si.stema obtido quando Bll é ne-
gativo e B22 é positivo; os contornos ajustados são hipérbg
les. Como no caso anterior, as magnitudes relativas destas
constantes mostram o grau de prolongamento destes contornos;
no exemplo i.lustrado B?7 será.a menor em valor absoluto do
que Bll

Tipo (b) ilustra o sistema quando B.. é negativo e
B?7 é zero, e pode ser considerado como um tipo limo.te oude
(a) ou de (d) quando o prolongamento na di.reção do ei.xo X2
é i.nfi.nato. Este tipo realmente representa,matematicamente,
uln estágio transitório entre (a) e (d). Não existe um Único
centro, mas uma linha de centros sobre o eixo X2' A equação
e da forma

Y -YS : BllXI

onde YS é a resposta em qualquer ponto do eixo X2
Tipo (c) ilustra o sistema obtido quando o centro

está sobre o eixo X2 no infinito e Bll é negativo; os con-
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tornos ajustados são parábolas. Pegando como ori.gela algum
ponto conveniente sobre o eixo X7, a equação é da forma

Y - Y.D SiiXil ''- BzXz

onde B? mede a razão de incremento na produção, isto é,a iB
clinação ao longo do eixo X9' Este tipo pode ser considera-
do como um caso limite ou de (a) ou de (d) quando o centro
ê no infinito. Na próxima secção discutiremos um exemploque
se aproxima a este tipo

Na prãti.ca, é muito pouco provavel encontrarmos e-
xatamente ou tipo (b) ou tipo (c). Ein vez de encontrarmos
B22 :0, indicando tipo (b) , provavelmente encontraremos um
pequeno valor positi.vo ou negativo. Os contornos resultan-
tes serão exemplos ou do tipo (a) ou do tipo (d) prolonga-
dos ao longo do eixo X2' Localmente para o planejamento, os
contornos parecerão ser do ti.po (b) mas com linhas ligeira-
mente curvadas. Similarmente, exemplos do ti.po (c) não ocos
rerão. Em vpz do centro do sistema ser encontrado no infini
to, quando os contornos são parábolas, os contornos serão ou
do tipo (a) ou de tipo (d) , com o centro bem fora da região
do planejamento. Deve ser notado que a existência de uma e-
levação, ou do tipo (b) ou do tipo (c) , é indicada quando um

dos coeficientes Bll ou B22 tem uln pequeno valor
É importante lembrar que a equação ajustada pode

ser considerada como uma aproximação adequada da superfície
de resposta somente na vizinhança em torno do centro do plg
nejamento. A equação ajustada não é de interesse em outras
regiões. Por exemplo, é comum encontrar na análise da equg
ção de segundo grau ajustada, que um máximo esta indicado
longe da regi-ão do planejalnento,mas que a superfície está
prolongada ao longo de um eixo que passa perto do planeja-
mento. Isto indica que a experimentação prévia levou o exp.g
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rimentador não a um maxi.ino, mas perto de uma elevação cres-
cente. Nenhuma conclusão a respei.to da posição ou mesmo a e
xistência do máximo afastado pode ser tirada ,mg.:.g:.g:lgDSgg dg
ve ser focalizada na elevação local e ensai.os adi.cionais de
vem ser reali.zados ao longo deste eixo.

Com relação ao fato de termos. três fatores (K :3)
envolvidos no estudo de uma determinada resposta,teremos eB
tão sistemas de contornos tri-di.mensionais, os quais podem
ser considerados como sendo produzidos a partir daqueles em
duas dimensões. Reciprocamente, sistemas em duas di.mansões
são ''secções cruzadas'' daqueles eln três dimensões. Na figu-
ra 4.4 temos alguns exemplos de si.stenlas tri-dilnensi.onais
produzidos por equações de segunda ordem.

Xt

(B)
X

'.:

.r#

(A)

(c) (0)

*:-g
(E)

FIGtmA 4 . 4 Alguns possíveis sistemas de contornos tri-dimensionais
em uma região Quase Estacionária.Extraída de Davies,

1960
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A figura 4.4 (A) mostra uma superfície na qual Bll'
B22 e B33 são todos negativos, os contornos são eli.psõides e g
xi.ste uln ponto de mãx:imo. Em (B) , Bll e B22 são ambos negativos
e Bzz é zero, os contornos são cilindros elípticos, e o ei.-
xo X. é uma ''linha máxima'' (isto õ, uma li-nha estacionária)
Sobre esta linha uma resposta máxima ''seria'' obti.da, e par-
tindo dela eln qualquer clireção resultaria em decrescilno na
resposta

Em (C), B22 e B33 são ambos zero, a superfície cog
téJn um plano inãxi.mo e os contornos são planos paralelos ao
plano que contém os eixos X2 e XK

Em (D),os contornos sao parabolÕides elípticos. O
centro está no infinito e B33 é zero' Pegando a origem noei
xo X3, a equação do segundo grau pode ser reduzida ã forma

Y - Y.
D BllXÍ + B22X2 + B3X3

onde Bll e B22 são negativos, B33 é zero e B3 mede a incl.i
l-ração do eixo XI' O sistema õ uma linha el-evada como (B),mas
a elevação é crescente em vez de estacionária. O sistema cor
respondente a (C), mas representando uma subida em vez de u
ma elevação estaca.onária, esta mostrado em CE)

Em geral quando um ou mais dos coeficientes, Bll,
B22,...' BKK na forma canónica são pequenos,comparados com
os outros, alguma forma de ''sistema elevado'' ê indicada
Quando o centro do sistema está longe da vizinhança do cep.
tro do planejamento, o ''sistema elevado'' será aproxima-
damente estacionário. Mesmo quando o centro do sistema esta
longe da vizinhança do planejaínento, quase sempre será des-
coberto que uma elevação crescente passa perto da vizinhan-
ça do planejamento e para determinar sua natureza, uma no-
va origem é escolhida na elevação. Por exemplo, se o coefi-
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ciente Btt é pequeno comparado com os outros,então o eixoXt
define uma ''linha elevada''. Uma nova origem ê tomada neste
eixo perto do planejamento, e então a correspondente equação

conterá um coeficiente Bt o qual,se o centro está longe do
planejamento, mede a ''inclinação da elevação''. Quando dois
coefi.ci.entes Btt e Bss são pequenos comparados com os outros,
o plano contendo os eixos Xt e X. define um ''plano elevado''
o qual,normalmente,passará perto do planejamento. Uma nova
origem é pega neste plano perto do planejamento, e então a
equação correspondente conterá coeficientes Bt e Bç' Se es-
tes coefici.entes não são pequenos, uma elevação crescente ê
indicada e,a direção de maior i.ncremento sobre ''ela'',será eB
contrada pelo Tnõtodo de bláxima Inclinação Ascendente.

4. 5 UM EXEMPLO MOSTRANDO UMA ELEVAÇÃO CRESCENTE

Considere a equação do segundo grau ajustada

Y : 60,64 -3,672x.L +11,661x2 - 3,514xÍ-0,924x;+2,220xlx2'(4.9)

Usando os resultados da secção 4.4, temos que

xlS ; 2,370; x2S : 9,157; YS : 109,68%

( 4 . 10)e

ÀI 3,952 e À2 : -0,513

Então a forma canónica da equação (4.9) será

Y - 109, 68 3 ,9 25XÍ '- 0 , 513X; (4 . 1 1)

e a transformação para as novas coordenadas será dada por

xl 0 , 938 (x. - 2 , 3 70) 0 , 348 (x,-9 , 157)
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X2 0,348(xl-2,370) + 0,938(x2-9,157) (4 . 1 2)

A parti.r da equação (4.11) os contornos ajustados
são eli.pses prolongadas ao longo do eixo X2 e o ponto esta-
cionário S é uln máximo. Das coordenadas do centro dadas em
(4.10), temos quem esta longe do centro do planejamento e
conclusões a respeito da natureza da superfície na vizinhan
ça de S não podem ser tiradas, visto que é muito pouco pro'
vãvel que um ponto longe do planejamento teta alguma rele-
vância. Em particular,a resposta estimada neste ponto é a-
proximadamente 110%, obviajnente uln valor impossível. Contu-
do,a parte da equação ajustada,a qual esta próxi.ma do plano
jamento,deve fornecer uma aproximação satisfatória para a s.g
perfície local, e é esta parte da superfície que é de inte-
resse. Considerando o problema agora em termos de coordena-
das X. e XI em vez de x. e xl e substi.tuÍndoosvalores

x. : 0, x, : 0

em (4.12), o centro 0 do planejamento esta em

XI : 0,964 e X2 -9 , 4 1 4

Então 0,964 e l-9,4141 são as menores ditâncias de 0
(centro do planejamento) para os eixos X2 e XI respectiva-
mente, e i,sto mostra que o ei.xo X2 passa perto de 0. Agora,
por causa do tamanho relativamente pequeno de B22,é conhec.i
do que os contornos são ti.Fados ao longo deste eixo. Então
concluímos que o planejamento foi realizado perto de uma e-
levação crescente, a direção da qual é ao longo do eixo X2
A forma canónica da equação (4.11) ê ''transferida'' para uma

origetn local sobre esta elevação próxima, e esta pode ser
c onvenientemente tomada em

xl X2 : -9,414
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o ponto mai.s próximo de 0 sobre a elevação, o qual õ denota
do por S'. Escrevendo então

xi xi ' xl: X2 + 9,414

e substituindo ejn (4.11),a equação em relação ã origem S' é

Y - 64,22 3,92 sxi'- o,si3x'á + 9, 659xl:

onde 9,659 mede a ''incli-nação da elevação''. A elevação évig.
ta colho sendo fortemente crescente, e o próximo expert.mento
deve explorar o eixo X; desta elevação na di-reção de respoâ

Zó?Zr(IZ aoZ

FIGURA 4.5 - Redução canónica na vizinhança de uma
elevação crescente em duas variáveis
Extraída de Davies, 1960.
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ta ''aumentada''.Como jã tínhamos dito anteriormente,este exem

plo se aproxima do ti.po (c) na figura 4.3,c

A situação está ilustrada na fi.guia 4.5. Deve ser
notado que, a natureza dn sistema pode ser completamente a
premiada sem recorrer a ilustração geométrica. Isto é mui-
to importante porque nem sempre é possível fazer esta repõe
sentaçao



CAPITULO 5

O PLANEIAMENTO

5. 1 - 1;11113Ç? j?UÇAO

Como jã foi dito anteriormente no capítulo 2, sec-
ção 2.5, o planejamento do experimento representa uma parte
cruel.al na investigação de Superfície de Resposta vi.sto que,
os métodos desenvolvidos nos capítulos 3 e 4 dependem basi-
camente dos polinÕmios ajustados representarem adequadamen-
te ou não a verdadeira função de resposta 4). Por exemplo, o
sucesso no uso do Método de }'lãxima Inclinação Ascendente d.g
pende muito do fato de + poder ser representada localmente
por um polinõmio de primeira ordem, então, o nlanejamento a
ser usado neste caso,deve ser de tal forma que nos permita
estimar todos os coeficientes de até primeira ordem e ainda
V

Jld U.

Então, neste capítulo apresentaremos e discutire-
mos alguns tipos de planejamentos mais usuais e também al-
guns critérios usados na construção de planejamentos adequa.
dos ao nosso problema, ou seja, ao problema de representar
averdadeira função de resposta Ó por um polinõmio ajustado
pelo Método de MIÍnimos Quadrados. Os planejamentos de inte-
resse serão chamados Dlaneiamentos de primeira ordem e se
g --pr+-

56
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sultados de I'mínimos Quadrados apresentados no capítulo 2, secções 2.6 e
2.7 e também o conceito de b'matriz de Momentos ,o qual veremos agora.

5.Z - MATRIZ DE MOMENTOS

As equações(2.13),(2.14),(2.15),(2.21) e(2.22)
das secções 2.6 e 2.7 do capz'tulo 2,contém a matriz X'X de
somas de quadrados e produtos das variáveis independentes
Notamos que N'lX'X, onde N é o número de pontos que compõe
o planejamento, pode ser vista como uma Matriz de Momentos do
planejamento. Por exemplo, se existem K =2 variáveis e esta
mos considerando um planejamento de segunda ordem,a equação
a ser ajustada é

n ; BOx0 +Blxl + B2x2 + Í311xÍ + B22x; + Íl12xlx2

e a ]natri.z N''X'X é

l [ 1 ]

( 5 . 1)

[ 2 ]

X.z

[ 1 1 ]

'L

''Xz

[ 2 2 ] [ 1 2 ] 'l

[ 1 ] [ 1 1 ] [ 1 2 ] [ 1 1 1 ] [ 1 2 2 ]1112]
[ 2 ] [ 1 2 ] [ 2 2 ] [ 1 1 2 ] [ 2 2 2 ] [ 1 2 2 ]

[ 1 1 ]

[ 2 2 ]

[ 1 2 ]

[ 1 1 1 ]

[ 1 2 2 ]

[ 1 1 2 ]

[ 1 1 2 ]

[ 2 2 2 ]

[ 1 2 2 ]

[ 1 1 1 ].]

[ 1 1 2 2 ]

[ 1 1 2 2 ]

[ 2 2 2 2 ]

[ 1 1 1 2 ]

[ 1 22 2 ]

[ 1 1 1 2 ] [ 1 2 2 2 ] [ 112 2]

As quantidades entre colchetes denotam os momentos
do planejamento. Por exemplo,

Nl
[ 1 ]N X luu=l

. N

N'l }l xlux2u : [ii2]u=l

Chamaremos N'xX'X de Matriz de Momene assim por di.ante
tos
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5 . 3 - P LANEJAMENTOS FATO R l AI S

Tipos de planejamentos ba,stante utilizados para a
aproximação polinomial de prilnei.ra e segunda ordens são os
planejamentos fatoriais completos 2" e 3" e os fatoriais fra
cionar].os

.L2' Ue
2P P3

A utilização de um destes ti.pos de planejamentos depende do
número K de favores envolvidos e da ordem do Eolinõmi.o gue
q.SâS:i.g;liga...a.i.U.a.!êr. Por exemplo, no capítulo 3 ap.resentamos\
um exemplo para discussão do h'método de bláxilna Inclinação Aã
candente que envolvia 5 fatores e consequentemente 6 coefi-
cientes (B0'f1l'... ,BS) para estimarmos. Logo, o planejamen-
to a ser utilizado naquele exemplo precisava ter,pelo menos
6 pontos experimentais,de modo a ser possível a estimação
dos coefi.cientes. Como sempre existe o problema do custo o-
peracional, o ideal então seria usarmos um planejamento que
tivesse um número de pontos expert.mentais não muito maiordo
que 6 e,ao mesmo tempo,permitisse de algum modoverificarmos
se o modelo proposto era adequado ou não, um outro requisi-
to mui.to i.mportante como jã disseittos. Então, o planejamento
fatorial fracionãrio -fbo2s, o planejamento utilizado no exem
plo, do modo como foi construído satisfez estas condições,
pois com os seus 8 pontos experimentais foi possível a está
mação dos 6 coeficientes de até primeira ordem e ainda a es
timação de 2 coeficientes de segunda ordem (2 interações) de
modo a permitir verificarmos a adequação ou não do polinõ-
mio de pri.'medra ordem ajustado. Com relação ao exemplo aprg
sentado no capa-tulo 4, como tínhamos sÓ 2 fatores envolvi-
dos e desejávamos ajustar um polinõmio de segunda ordem (6
coeficientes a serem estimados) , o uso do planejamento fato



59

real 2z não seria adequado jãqueele se fornece4pontos expe
rilnentais. Para a solução do problema, usou-se então um pla
nejamento fatorial com três níveis para cada fatos (32) em
vez de dois níveis como no exemplo anterior

Este planejamento forneceu 9 pontos experimentais
os quais possa.bilitaram a estimação dos 6 coeficientes en-
volvi.dos e ainda uma análise de variânci.a paraaverificação
do modelo utilizado. A analise de variância está .mostrada
em Davies (1960 , página 521)

Quando precisamos utilizar a aproximaç4g pg:!!:pgnl%l
de segunda OT4:gD, os plançj4 epllç?$ fqlç21 p41 que enyg;lyep 3
níveis de cada um dos fatores podem ser empregados. O pro-
blema que surge é que quando K ê maior do que 2 o número de
ensaios que tais planejamentos requerem, frequentemente ex-
cedem em muito o número de coeficientes que precisatttos est.i
mar. Por exemplo, para K =4, o planejamento fatori.al 3" re-
quer 3k =81 ensaios, mas o número de coeficientes envolvi-
dos ê somente 15. Embora o número de ensaios a ser realiza-
do possa ser reduzido usando-se répli.ca fracionãria, este e!
quema é muito menos efici.ente na produção de arranjos ade-
quados em planejamentos que envolvem três níveis de cada um

dos fatores do que em planejamentos que envolvem sÕ 2 níveis,
estes últimos usados com bastante sucesso para a aproxima-
ção polinomial de primeira ordem. Por esta razão planejamep
tos alternativos tem si.do procurados de modo a ser possível
a estimação de todos os coefi-cientes de até Segunda ordem
sejn a necessidade de um número de ensaios muito maior doque
o número de coeficientes a ser estimados. Alguns planejameD:
tos deste tipo, os quais são particularmente importantes p.g
ra a experimentação sequencial ,são chamados de Planejajnentos
Compostos e serão discutidos na próxima secção.

Ainda com relação aos planejamentos fatoriais, no
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capítulo 2, secção 2.6,nos referimos a simplificação nos cã.l
culos da estimação dos coefici.entes,quando usamos planeja-
mentos fatoriai.s completos ou fracionári.os, dizendo que i.j.
to ocorria por causa da ortogonalidade do expert.mento, ong
tonalidade no sentido de que a soma de produtos para qual-
quer duas colunas da matriz X é zero, ou seja, que as colu-
nas da matriz X são ortogonais entre si. Este fato esta di-
retamente li.gado com o fato da matriz de momentos N''(X'X)
ser diagonal ou não, condição usada por Box e Hunter (1957)
na construção de planejamentos ortogonais. Por exemplo, no
caso do ajuste de uln polinõmio de primeira ordem em 3 varia
ve is temos

xll x21 x31

x12 x22 x32

xIN x2N x3N

e consequ entemente

l

[ 1 ]

[ 2 ]

[ 3 ]

[ 1 ]

[ 1 1 ]

[ 1 2 ]

[ 1 3 ]

[ 2 ] [ 3 ]

[ 1 3 ]

[ 2 3 ]

[ 3 3 ]

N-l (X' X)
[ 1 2 ]

[ 2 2 ]

[ 2 3 ]

(5 . 2)

Então, ao usarmos um planejamento fatorial 23 ou u
ma réplica fracionária deste planejamento, teremos que to-
dos os elementos (momentos) que não pertencem ã diagonal
pri.ncipal são iguais a zero e consequentemente uma simplif.l
cação no cálculo de



61

B : (X' X) 'x X'Y

o vetou das estimativas dos B's e também de

V = (X' X)'laz

a matriz de covariância dos estimadores. Esta simplificação
nos leva 'às fórmulas (2.16) e (2.17) dadas no capitulo 2.Jã
no caso do ajuste de um polinõmio de segunda ordem, os pla-
nejamentos fatoriai-s não permitem, diretamente, este tipode
si.mplificação. No exemplo dado no capítulo anterior, K =2,a
matriz X é da forma

l xll x21 xÍI xãt x121

l x12 x22 xÍ2 xãz x122
X

Nx6

l xIN x2N xÍN x;N x12N

e consequentemente N't(X'X) é exatamente igual a matriz da-
da por (5.2). Neste caso, as quantidades xo'xl'xZ'xÍ,xãexlZ,
correspondentes ao modelo

n BOx0 + Blxl + B2x2 + Í31x2 + f32xz + Í312xlx2

não são todas funcionalmente independentes e uma matei-z de
momentos di.agonal é impossível de ser obtida visto que, cel
tas somas de produtos tais como aquelas entre x{ e xn e en-
tre xÍ e xf são necessariamente positivas a menos que osxj..
sejam todos iguais a zero .

Box e Hunter (19S7) construíram planejamentos ong
gonais de segunda ordem redefinindo as variáveis independeB
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tes em termos dos polinÕmios ortogonais. Umdos exemplos dados

éo utilizado por nÓs no capítulo anterior quando usamos uln

planejamento fatorial 3z para o ajuste de um poli.nõmio de SE.
gunda ordem. Ainda com referência a esta citação bibliográ-
fica, os autores apresentam uma classe de planejamentos de
primeira ordem ortogonais na qual, os planejamentos fato-
ri.ai.s, fraca.onários ou não, estão incluídos, concluindo que
os planejamentos fatori.ai.s são de especial valor porque são
fácei.s de serejn executados, permitem que a adequação da re-
presentação de primeira ordem possa ser verificada e formam
um núcleo natural que pode ser ampliado para formar planejg
mentor de ordens maiores, como veremo.s na construção de Plg
nej cimentos Compostos

5 . 4 - PLANEJAMENTOS COMP OSTOS

Planejamentos compostos para estimar coeficientes
de até segunda ordem são construídos a partir de nlanelameB
tos do tipo

.K l .K2" ou -.ü-2
2

O procedimento é,primeiro escolher um planejalnento do tipo
acima,tal que todos os efeitos de primeira ordem (efeitos
principais) e todos os de interação (de 2 fatores) de segue
da ordem possam ser estimados. Este planejamento ê então SB
plementado com pontos adi.cionais de modo a permitir a esti-
mação dos efeitos quadráticos Bll' B22'

Como um exemplo, considere um problema que envolva
3 fatores. Neste caso o planejamento fatorial 23 fornece o
núcleo para o planejamento de segunda ordem. Se pudermos su
por que os efeitos de ordens maiores do que doi.s possam ser
ignorados, bO fornecera uma estimativa de B0+1311+í322+B33;bl'
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b2,b3'b12'b13 e b23 fornecerão estimativas dos correspondem
tes B's e b.,21 forncerá uma estimativa do erro experimental
Uln eficiente arranjo para permitir a estimação em separado
de 1311' B22 e B33 e obtido através da adição de sete pontos
ao planejainento, um no centro e os outros seis em pares ao
longo dos eixos coordenados em tal' :!a2 e ta3'respectivamen-
te (figura 5.1). A matriz .de planejamento esta dada na tabe

5 lla

WIVEL DO FATOR
XX X

2 3lENSAIOS

l
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

1 2

13

14

15

l
l
l
l

l
l
l
l

q
q
0

0

0

0

0

l
l
l
l
l
l
l
l

0

0

ü2
a

2
0

0

0

l
l
l
l

l
l
l
l
0

0

0

D

a
3

a
3

0

TABELA 5.1 Um Planej acento Composto
c om três fatores

Os primeiros oito pontos correspondem ao planejamento fato
real 23, os proximos seis são os pontos sobre os eixos, en
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quanto o último é o ponto no centro. O arranjo resultante
dos pontos experimentais esta mostrado na fi.Bufa 5.1

\

;Í'
e

e
B

e.

a3

e.

q.

e

::-- -> ee

Ó.

''-H
+

e

FIGURA(R) 5. 1 Um Planejamento Compos
to com 3 fatores

Este modo de construir um planejamento composto demonstrado
para três falares pode ser aplicado para K fatores. Ao aprg
priado planejamento fatorial

.K l .K2" ou -z--2

são acrescentados (2K+l) pontos adicionais; um no centro e
os outros 2K em pares ao longo dos eixos coordenados eln tcl.

,:talk respectivamente. Outros tipos de planejamentos com-
postos estão descritos em Box e tVilson (1951) e na secção

2

5 5

Uma vantagem dos planejamentos compostos é que eles
podem ser realizados em estágios. O planejamento de primei-
ra ordem pode primeiro ser completado. Então, se descobrir-
mos que os efeitos de prilnei.ra ordem são razoavelmente gran

('e) - EstraÍda de Davies (1960)
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des e os efei-tos de segunda ordem idas interações) são peque-
nos, podemos seguir para uma nova base através do Métodode
IKláxima Inclinação Ascendente. No caso deste fato não acon-
tecer, basta então acrescentar os pontos extras para compl!
tar o planejamento composto.

O tipo particular de planejamento composto depende
da localização dos pontos extremos. Muitas vezes a palavra
''central'' é i.ncluída no título destes planejamentos para i.B
ditar que existe um ponto central

5. 4 . 1 Planejamentos Compostos Ortogonais

A partir dos planejamentos compostos construídos aB
teriormente para K fatores, tomando-se cll :a2 ; ' '' ;aK : a,
podemos construir planejamentos compostos ortogonais atra-
vés de uma escolha adequada do valor de a. O val-or de a de-
ve ser escolhido de modo que a distância (cl) do ponto cen-
tral a cada um dos pontos axiais seja tal que todos os efe.i
tos e interações estimados no modelo de segunda ordem sejam
ortogonais. Para que isto seja possível, a distância ct é da
da pela expressao* '

A

[(F'T)i/2 rt/21z.rli/44n2 J

onde F :o número de combinação tratamento no planejamento fg.
tonal tomado como núcleo; e T =o número de pontos adicio-
nal.s multiplicado pelo número de observações por combinação
tratamento (n)

Por exemplo, no caso de termos K = 3; F = 23

(+) leitor poderá ver a demonstração ein Box e Wilson (1951)
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wov.u. ÜeVu\.\ z&.Q.~«&S,/'''''\.....-..,.,,--x '

T = (2'3+1).1 = 7 se existe somente uma observação para ca
da combinação tratamento (n =1). Então, segue que

cl 1 [ 8+7) /24 ai/2t2.8lt/4 : 1 5

Na tabela 5.2 temos os valores de a quando o nome

ro de fatores K é igual a 2, 3, 4 e 5

NÚMERO DE FAVORES (K)

básicoPlanej ament o

o '(2P-.lt's -t-' 5 7 9

(xlx2x3x4x5:l)
11

':i i"':''"t:.'(.)l«:'l i,ooo i,2i5 1,4ió 1,547

TABELA 5.2 Planej cimentos Compostos Ortogonais

Na segunda linha da tabela estão mostrados os planejamentos
que formam o núcleo dos planejamentos compostos. Estes pla-
nejamentos são todos fatoriais cotnpletos exceto o usado pa-
ra 5 fatores,o qual é o planejamento fatorial fracionãrio
} 2s tendo como relação defina.dota xlx2x3x4x5 :l. Na quarta
linha temos os valores de cl. Podemos notar que o planejameB
to composto ortogonal para K; 2 coincide com o planejamento
fatorial completo 32

Com relação ao problema de estimação dos coeficien-
tes, precisamos, como jã foi dito na secção anterior, redi-
fi.nir as variáveis independentes,jã que agora estamos usan-
do um modelo de segunda ordem. Por exemplo, ejn termos de 3
fatores, este procedi.mento é perfeitamente geral e pode ser
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aplicado aos planejamentos com diferentes números defatores,
a equação de segunda ordem a ser ajustada é

n 130x0 + Blxl + 132x2 + Í33x3 + íillxil + B22xz + Í333xz +
( 5 . 3)

+1312xlx2 + (313xlx3 + 1323x2x3

Cada uma das variáveis independentes xl'x2'x3'xlx2' xlx3 e
x2x3 da equação (5.3),quando somadas sobre os pontos do plg
nejamento,dados na tabela 5.2,dão zero. Consequentemente, pg
lo mesmo argumento util i.zado na secção 4.5 do capítulo anta
ri.or, uma forma diferente da equação (5.3) pode ser obtida,
de modo a ser mais conveniente para o nosso propósito. Esta
forma e

ROXO + 131xl + Í32x2 + 133x3 + Í311xll + Í322x22 + B33x33 +
(5 . 4)

+ B12xlx2 +ll13xlx3 + B23x2x3

onde x;l - [ij.], i=] , a medi,a dos n's,é da forma

N

.}.«.,'''no BO + Í311[11] + Íi22[22] + Íi33[33] ( 5 . 5)

As estimativas obtidas ajustando-se a equação (5.4) sao as
]nesmas que as obtidas ajustando-se a equação (5.3), exceto
que Í3n não é estimado diretamente, ]nas a partir da relação

bo bllEll] - b22[22] b ,,[ 33] (5 . 6)

determinada a partir da relação (5.5)

Na tabela de variáveis independentes (Matriz X) col
respondente a equação (5.4) e ao planejamento dado na tabe-
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la 5.2, a soma de produtos entre quaisquerduas colunas é ze
ro. Consequentemente os coeficientes podelil ser estimados sim
plesmente pegando-se somas de produtos das respostas obser-
vadas (os Y's) com os elementos da variável independente a-
propri.ada e dividindo pela soma de quadrados dos elementos
das variáveis independentes, como já fizentos anteriormente
na secção 4.5 do capítulo 4, sõ que para K :2.

5.4.2 Planejqpgnçg! Compostos Simétrjços Npg.p! çggg11g!}

No planejamento composto descrito na secção ante-
rior,não é essencial escolher os a's de modo a satisfazer as
condições de ortogonalidade ou ter todos os a's iguais.Qua:
to maior for o valor dos cl's menores serão as variâncias das

estimativas dos efeitos quadráticos (Bll'1322''''), mas as e!
timativas são correlaci.onadas e o perigo de possível viésde
efeitos de ordens maiores é aumentado. No sentido de obter
maior precisão para as estimativas dos efeitos quadráticos,
maiores valores para os a's podem ser pegos, mas seria in-
sensato pega-los maiores do que 3, visto que a magnitude de
poss ível viés tornar-se-ia seria

No caso geral, quando os ci's não são escolhidos pg.
ra dar ortogonalidade, os estimadores de M'znimos Quadrados
dos B's e os erros padrões destes estimadores não são encon
trados tão rapidamente. Por outro lado, um grau de ortogong
lidade ainda permanece e as estimativas são obtidas sem mui
ta dificuldade. Em Davies (1960) o leitor encontrara como

proceder a fim de obter estas estimativas e seus erros pa'
drões.

5.5 P LANEJAMENTOS ROTAC l ONÃVE l S

No sentido de encontrar planejamentos adequados pg
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ra o ajuste de Superfícies de Resposta, Box e Hunter (1957)
introduziram o conceito de função de variância V(x),

X : (x. , ... ,x.) ,

para um planejaniento do experimento. Este conceito ê intro-
duzido de modo a não ser considerado, na construção do pla-
nejamento adequado, sÕ a precisão de cada uma das estimati-
vas eln separado ]nas também a precisão conjunta destas esti-
mativas.

5. 5. 1 A Funcho de Variância e Plqnejamento Rotacionãvel

Suponha que Yx seja a resposta estimada no ponto x
usando um pol i.n6lnio ajustado por Mínimos Quadrados para Nob.
servações feitas em concordância com algum planejamento. A
vara.anciã V(Yv) deste valor estimado é uma função de x e üz
e podemos reduzi-la aumentando N (por exemplo,repetindo -se
os pontos). A quantidade V(x) : n2 é então uma medida pg.
dronizada da precisão que o planejantento atribui à respos'
ta a ser estimada no ponto x e é chamada de função de pari
anciã do planejamento. O leitor encontrará em Box e Hunter
C19S7) como calcular V(Y.). Por exemplo, suponha que tivés-
semos usado os nove pontos do planejamento fatorial 3z co-

\ x2     xlx2

-Bn /3 3/2 3/2 3/2
0 - J'SI't 0 3/2 0

3/2   3/2 3/2 -'sl't
-J'SI't 0 3/2 0 0

0 0 0 0 0

3/2 0 3/2 0 0

- J'SI't 3/2 3/2 3/2 -'sl't
0 3/2 0 3/2 0

3/2 3/2 3/2 3/2 3/2
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]jio um planejamento bi.diinensional de segunda ordem. Conside
bando que a origem e as unidades foram escolhidas tal que

[1] = [2] = O e [11] = [22] 1 ,

ou seja,com a matriz X apresentada acima

A função de variância será

v(x) : 5 -3xÍ -3xã '2x; '2x; 'xÍx2

Os contornos, para esta função de variância estão mostrados
na figura 5.2, (i.)

(i) FATORiAL 31 (ii) PENTAGONAL (iii) COMPOSTO

FIGURA(+)5.2 Contornos de variância para alguns
planej acentos bidimensionais(K=2)

Nas figuras 5.2,(ii) e 5.2,(ii.i) estão mostradas
funções de variância para outros planejamentos de segundaol
dem bidimensionais,mencionados eln Box e IVI.lson (1951) . O al
ranjo na .figura 5.2,(ii.).é o ''planejamento pentagonal'' e o
arranjo na figura 5.2,(iii) é um exemplo de uma classe de
planejamentos,nos quais as estimativas dos efei.tos quadráti-
cos e das interações são todas determinadas com a mesma prEI
cisão

(#) Extra'lda de Box e Hunter (1957)
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Se, como foi suposto no início deste trabalho,nada
é conhecido a respeito da orientação da superfície, parece
mais apropriado adotar planejamentos que possuem funções de
variância,como as do planejamento pentagonal, ou seja, pla-
nejamentos que perjnitam que a resposta seja estimada com vg
riância constante em todos os pontos equidistantes do cen-
tro do planejamento

Em geral, para qualquer planejamento k -dimensio-
nal, se a variância da resposta estimada por um ajuste pol.l
nomial é uma função somente de

A

'N(y».,)'': .'
K

:!:*Í

tal que os contornos de variânci.a no espaço das variáveis
são círculos,esferas ou hiperesferas centrados na origem, o
planejamento é chamado de Planejalnento Rotacionável. Por es
ta defi.nação, podemos notar que o planejamento dado anterio.!
mente não é um planejamento rotacionãvel

5.5. 2 Planejamentos B:otaEjop$veis .dS Primeí ra gligSg!

Neste caso, o valor estimado de Y no ponto x pode
ser escrito como

Y
X b2x2 +

onde os b's são calculados de acordo com as fórmulas de MÍ
nimos Quadrados. Então a variância de Yx ê

V(ÇP : ':R'''} l"i"j C'"Oi'bP]

onde X'X é a matriz KxK com o (i-,j)-ésimo elemento igual a

l2 ''- x(X' X) Xa
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X
iu JUlU

N é o tamanho do planejamento e x é o vetou (xl'x2,''' ,xK)
Para que o planejalnento seja rotacionãvel sua va-

riância deve depender somente de
K
E x?

lll

como já diss.eixos anteriormente. Isto significa que CX'X)
deve ser um múltiplo da matriz i.dentidade e consequentemen-
te (X'X) deve ser também proporcional a matriz identidade.
Logo,o planejamento deve ser tal que

l

N

} x.lulU
0 para todo i=l , K ,

N

.!:":«"'"
s e l # J e

N

>l ].u não dependa de i. (i=1,u=l
,K)

Portanto, para planejamentos de primeira ordem, as
condições para rotacionalidade são equivalentes ãs condições
que cada coeficiente do tnodelo deve ser estimado com a mes-
ma variância e que os estimadores dos diferentes coeficien-
tes devem ser não correlacionados. Os planejamentos fato-
riai.s com dois níveis para cada fatos e muitos fatoriais frg.
cionários são exemplos; mas existem muitos outros que tam-
bém sati.sfazem as condições dadas acima. Por exemplo: para
doi.s fatores,um planejamento rotaci.onãvel de primeira ordem
pode ser construído,pegando-se os vértices de um polígonorg
guiar. Nas figuras 5.3,a e 5.3,b temos um exemplo de um plg.
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nejainento pentagonal e de um planejamento hexagonal, respeç
tivamente

x2 x2

FIGURA('k)5.3.a
FIGURA(+)5.3,b

P lanejalnento Pentagonal
Planejamento Hexagonal

Os pontos dos planejanlentos estão na tabela 5.3. Pontos adi
cionais podem ser acrescentados no centro (0,0)

PENTÃGONO

"1 "2

HEXÃGONO

xl x2
l,ooo
0,309
0,809
0,809
0,309

0

0,951
0,588
0,588
0,951

l,ooo
0,500
0,500
l,ooo
0,500
0,500

0

0,866
0,866
0
-0,866
.0,866

TABELA 5.3 - Planejamentos usando coordenadas de um Pentãgono e de um
[lexãgono. (Quaisquer nÍimeros proporcionais a estes podem ser usados)

(+) Extraídas de Johnson & Leone, 1964



74

Para K =3, podemos usar os vértices do tetraedro re
guiar com o centro na origem e qualquer orientação.

5. 5.3 Planejamentos Rotacionãveis de Segunda Ordem

No caso de K = 2, coiro vimos anteriormente, planej3.
mentos rotacionáveis de primeira ordem podem ser construí-
dos,pegando-se combi.nações de valores (níveis) das duas va-
riável.s correspondendo a pontos nos vértices de polígonos
regulares. Para planejamentos de segunda ordem, eles podem
ser suplementados por observações na origem (o centro doplg
nejamento). hluitas vezes é recomendado que devemos ter mais
de uma observação na origem porque elas podem ser usadas p.g
ra a obtenção de uma estimativa da variância residual

Podemos também construir planejanientos rotacioná-
veis de segunda ordem para K : 2, pegando-se valores das va-
riável.s correspondendo a pontos igualmente espaçados sobre
2 círculos centrados na origem. (Os planejamentos discuti-
dos acima podem ser considerados como casos especiais,com o
círculo menor tendo raio igual a zero). Para que os planejg
mentes também sejam ortogonais,os raios dos círculos devem
estar numa razão que depende do número de pontos empada cír
Guio. Na tabela 5.4 mostram-se alguns valores para a cons-
trução destes planejamentos

Numero de Pontos sobre
o c'zrculo interno
Numero de Pontos sobre
0 circulo externo

76655

0,1760,25018900,3040 267Razão entre os raios

TABELA 5.4 Planej cimentos Rotacionãveis Ortogonãveis
de segunda ordem
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Por exemplo, se desejarjnos construir um planejaínento rota-
cionãvel ortogonal de segunda ordem com 12 pontos (excluin-
do os pontos centrais) ,basta pegar 7 pontos equidistantes sg
bre o círculo interno e 5 pontos equidistantes sobre o cír-
culo externo,com os raios numa razão i.gual a 0,267, confor-
me tabela 5.4. Na figura 5.4, temos a representação gráfica
dos valores cujas coordenadas estão na tabela 5.5.

FIGURA 5.4 Um Planejamento Rotacionãvel Ortogonal de
segunda ordem com 12 pontos
Extraída de Johnson & Leone (1964)

CIRCULO INTERNO

-0.059 166241241166 -0.059267X
209260-0,1150,1150,209 260

CIRCUla EXTERNO

0,309
0,951

309,809809
0,588 --0,588 --0,951

TABELA 5 . 5 Coordenadas dos pontos equidistantes
sobre c'zrculos concêntricos do plane
jamento rotacionãvel ortogonal de s!
funda ordem.
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As idéias discutidas na secção 5.4 podem também ser
usadas aqui para a construção de Planejamentos Compostos R.g
tacionáveis, os quais são muito úteis porque, como jã foi.vis
to anteriormente, permitem verificarmos se devemos usar a a
proximação polinomial de primeira ou segunda ordens. A cons
trução é a mesma,sÕ que o valor de ct é determinado pela ex-
pressão' '

A

ni/+
C

onde n. é o número de pontos que formam o núcleo do planejg
mento composto (2" ou uma fiação adequada). Na tabela 5.5te
mos vários exemplos destes planejamentos. O número de obser
vações no centro do planejamento foi escolhido de modo quea
variância da resposta estimada (V(Y)) é a mesma,tanto para
p = 1 quanto para p : 0.

TABELA S.S - Planejamentoe Compoatoa rotacioniveia

Outros tipos de planejamentos rotacionãveis de pr.i
medra e segunda ordens podem ser encontrados em,por exemplo,
Box G Hunter (1957), John (1971) e Anderson G McLean (1974)

5.6 - OUTROS CRITÉR.IOS PARA A CONSTRPÇ8Q P! PLANEJAMENTOS

DE PR IME l RA E SEGUNDA ORDENS

Ejjl 1959, Box 61 Draper consideraram dois requisi.tos

(+) A demonstração encontra-se em Box & Hunter (1957)

NÚMERO OE FAVORES (K) 2 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 8

Planejanlento Básico
Ntiaero de Pontos no

centro (nO)
NfÚmero total de pontos

extra (2K+n0)
Valor de a

2z 2s 2k 2s ;2s 2õ 2s 27 4z7 2o 2o 2õ

8 9 12 17 10 24 15 3S 22 S2 33 20

12 15 20 27 20 36 47 49 36 68 49 36
1.414 1.682 2.000 2.378 2.000 2.828 2.378 3.364 2.828 4,000 3.364 2,828
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como básicos para a construção do planejamento
a) O polin8lnio nas K variáveis contínuas (I't;2' ' ' ' 'z;K g

justado pelo Método de Mínimos Quadrados deve repre-
sentar o mai.s aproximadamente possível a verdadeira
função (b em alguma região de interesse R;

b) subordinado a satisfazer (a), deve existir uma alta
chance de que a adequação da representação polinomial
representar + seja detectada

No.senti.do de satisfazer o requisito (a) o planejg
mento é escolhido de modo a minimizar

'F* --*l 'r*, ( 5 . 7)

o desvio médio qudrático da verdadeira resposta, ponderado
sobre a região R e normalizado com respeito ao número de ob
servações e a variância. Na expressão (5.7) ternos que

dx : dxl'dx2,...,dxK,

Yx a resposta estimada e rlX a resposta verdadeira no ponto
X

Como, quando as observações estão sujeitas a erro,
di.screpâncias entre o polinõmio ajustado e a verdadeira fun
ção ocorrem deva.do ao erro de amostragem (chamado de ''erro
de vara.anciã'') e devido a inadequação do polinõinio represeB
tar exatamente 4) (chamado de ''erro de viés''),podemos então
usar a minimi-zação de J como um critério para a escolha do
planejamento tendo em vista que J pode ser escrito como

J = V + B

: : l«',*,'* *p í.':''*,--*:''*
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onde

Q-l

ou seja, J é composto do ''erro de variância'' e do ''erro de
viés''. Podemos notar também que a expressão V é a função de
variância usada na secção anterior,ponderada sobre a regi.ão
R

Com relação ao requisito (b) , é suposto que um tes
te de falta de ajustamento será feito pelo uso de uma anãli
se de variância na qual a soma de quadrados resi-dual

N

.!:(Y.-Yu):SR

é comparada com a variância do erro experimental. Este tes-
te pode envolver a comparação de SR ou com um valor a priori
oz da variância do erro experimental suposto ser conheci.do
ou com alguma estimativa independente s'. Em qualquer ulndos
casos, uin parâmetro que determina o poder do teste de ajus-
tamento será a quantidade

N .

u:lEE(Yu) -nuJ' E(SR) - va'

onde v é o número de graus de liberdade da soma de quadra-
dos residual. Supondo que v éassumido fixado, o planejamen-
to deve ser escolhido de modo a fazer E(So) grande, ou seja,
fazer com que o poder do teste seja o mai.or possível

Em resumo, deve-se considerar o requi.si.to (a) como

sendo de maior importância de modo que na prãti.ca procura-
se primeiro a classe de planejamentos que minimizam J e en-
tão, seleciona-se desta classe,uma sub-classe de planejamen
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tos que tornam grande o valor de E(Sp)
Tendo em mente estes requi.sitos, os autores mostram

que determinados planejamentos fatoriais fracionãri.os,com 2
nível.s para cada fatos,satisfazem estes requisitos no caso
de querermos determinar planejamentos de primeira ordem. Pg
ra i.sto,foi suposto que a resposta estimada Yx é dada por

Yx ; bo + blxl + KxK

um polin6mi.o. de primeira ordem, e que a resposta verdadeira
n é dada por

nx ; BO + Blxl + + BKxK + 1311xÍ + ''' BKKxÉ.

+ 1312xlx2 + (K-l)KxK-lxK

um polinõínio de segunda ordem. É mostrado também que os plg.
nejamentos determinados satisfazem a conde.ção de rotaciona-
lidade. Uin outro resultado importante que foi tirado, é que
a escolha do planejamento depende muito mais do efeito do
''erro do viés'' do que do ''erro de variância''

Com relação a escolha do planejamento de segundao.:
dem, Box G Draper (1963) supõem que

Yx : bo + blxl + ''' bKxK + bllx' + bKKxK

+ b12x12 + (K-l)KxK-lxK

enquanto que a verdadeira resposta nx é dada por um polinõ-
mio de terceira ordem. Neste caso, os autores restringem os
seus estudos somente aos planejamentos rotacionãveis. Neste
arte.go são apresentados planejamentos de segunda ordem para
K =1 e K = 2 que satisfazem os requisitos(a) e(b) discuti-
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dos anteri.ormente

Karson, Manson G Flader (1969), consideram o mesmo

problema de mi-ni.mizar J só que considerando primeiro a min.i
mização de B e depois, subordinado a isto, a minimização de
V, conseguindo com isto valores de J menores do que os en-
contrados por Box ã Draper

Nesta linha i.niciada por Box G Draper (1959) estão
sendo escritos os artigos mais recentes para a escolha do
planejamento. ótimo para o problema que estudamos neste tra-
balho. Outras referências podem ser encontradas em Hunter
(1966) e Mead G Pike (1975)



CAPTTUL0 6

COMENTÁRIOS GERAIS

Com o objetivo de fornecer um resumodo que foi dis
cutido neste trabalho, podemos dizer que

i) para a aplicação deste processo de determinação de con
dições ótimas, os tipos de planeiam,entos mais adequados são

.A razão desta esco

Iha surge do fato de que, como não conhecemos a verdadeira
função de resposta @, devemos usar um planejamento que per-
mita feri.ficarmos qual o grau mais adequado do polin8mio a
ser ajustado pelo Método de Mínimos Quadrados e também que
faça com que as variâncias das respostas estimadas, por pon
tos equidistantes do centro do planejamento, sejam iguais
Com relação ao primeiro item, os Planejamentos Compostos são
mais adequados poi.s a sua construção é baseada em duas eta-
pas, em coinci.dência com o processo descrito neste trabalhcl
Na primeira etapa, usando-se os pontos experimentais que for
mam o seu núcleo, podemos estimar todos os efeitos de até
primeira ordem e os efeitos das interações (entre dois fato
res) e, a partir destes efeitos, verificar se devemosounão
usar a aproximação polinomial de primeira ordem.Se concluir
mos que esta aproximação é boa, aplicamos então, usando to-
dos os efeitos de pri.medra ordem, o hlétodo de Maxi.ma Incli-
nação Ascendente, conforme descrito no capítulo 3. Caso a a
proximação de primeira ordetn não seja adequada, acrescenta-
]nos então os outros pontos experimentais para que possamos

8 1
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estimar todos os outros efeitos de segunda ordem envolvidos
Então, com todos os efeitos de até segunda ordem, passamos
a usar os resultados do capítulo 4. Uma outra vantagem dos
Planejamentos Compostos é que eles são bastante económicos
pelo fato de serem constituídas de poucos pontos experimen-
tais. Com relação ao segundo item, esta ó a própria condi-
ção imposta a um planejamento de modo que ele seja Rotacio-
nãvel;

ii) apesar do processo ter sido desenvolvi.do eln pesquisas
ligadas ã Química, temos observado que outras ciências tem
usado, com bastante sucesso, este processo. Por exemplo, o uso deste
processo é defendido por Miller (1974) em um artigo escrito sobre
o estudo de influência de fatores,tais como tipos de drogas,
ein tratamentos terapêuticos. Um outro campo onde encontra-
mos varias apli.cações, é o de Ecologia 1'latinha (ver Alderdice
(1972)) onde a influência de fatores, tais colho salinidade
e temperatura, é estudada na resposta porcentagem de sobre-
vivência de animal,s, entre outras respostas. Aqui na USP,
mais especificamente, no Departamento de Fisiologia Geral do
Instituto de Biociências, esta sendo usado, em varias teses,
a aproximação polinomi.al de segunda ordem para o estudo da
natureza da superfíci.e ajustada. Como só dois fatores são
considerados, salinidade e temperatura, este estudoestá sen
do feito através de gráficos por contornos;

ii-i) para a estimação dos efeitos, através do Método de IKll'-

nitnos Quadrados, vimos que, dependendo do planejamento uti-
lizado, os cálculos não são muito complicados. Agora, depen
dendo da situação podemos ter um número mui.to grande de reâ
postas observadas, como veremos mais para a frente em um e-
xemplo pratico, e aí o trabalho para a estimação dos efei-
tos será muito grande. Neste caso, podemos recorrer ao uso
do computador eletr8nico para o qual existem vários ''paco-



83

tes'' prontos que podem ser utilizados para a solução deste
problema. Por exemplo, no computador do C.C.E. (Centro de
Computação Eletrânica) da USP, temos implantadoos ''pacotes'',
SPSS (Statistical Package for the Social Sciences), ESP (Eco
nometric Software Package) e BMD (Biomedical Computer Pro-
grama). Também podemos utilizar o computador, para a cons-
trução de gráficos por contornos de polinÕmios em uma ou
duas variáveis. Atualmente estamos trabalhando no ajuste de
polinõmios de segunda ordem e ]la construção dos gráficos por
contornos correspondentes a cada um dos polinõtnios ajusta-
dos, eln uma das teses citadas em ii.). Como ilustração,e.com
a autorização da autora da tese, apresentaremos uma das par
tes deste trabalho. O experimento consistiu em estudar, pa-
ra diversas fases (idade) , a influência da temperatura e da
salina.dade na resposta, taxa de sobrevivência após 24 ho-

SALINIDADE

TEMPERATURA VfIOQ 'ISQ1.:. 35QI.. [..SQI.., Sf'IaQ

159

209

100
95
95

100
95
75

100
100

90

100
100
90

95
100

95

100
100

95

100
100
95

95
100
100

100
100
100

100
100

80

259

309

359

100
80
75

90
95

100

95
95

100

95
90
95

100
95
95

0
0
0

90
90
80

95
90

100

0

0

0

90
80
65

80
90
90

0
0
0

95
95
89

0
0
0

0

0

0

TABELA 6.1 Níveis dos fatores e as respostas observadas
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ras, da Eu,te,tp.éna acu,t,éá40nó (Dana). Foram tomadas amostras
em Santos e em São Sebastião. Na tabela 6.1 estão mostrados
os resultados obtidos com animais de São Sebastião em águas
de São Sebasti.ão na fase de 6 dias.

Os favores temperatura (z;.), medido em ÇC e sali-
nidade ((2), expresso como proporção de 1.000unidades,foram
considerados cada um com cinco níveis e cada resposta obser
vada, medida em porcentagem, é a porcentagem de sobrevivên-:
cia de um conjunto de 20 animais, da fase 6 dias, em uln pe-
ríodo de 24 horas. Da literatura, especializada no assunto,
foi ti.Fada a informação de que o melhor ajuste seria dado pe
lo polinõmio de segunda ordem. E também, como as respostas
foram tratadas como medidas percentuais calculadas de dados
de populações binomiais foi usada, para a análise, a variã-
ve].

Y = arc sen ./í,

onde x é a resposta observada. Então, o polin6mio usado, co
mo uma aproximação de 4) foi

n 130 + Blz;l + Í32(2 + 1311(.'+ B22z;' + B12(1C2

Através do uso do ''pacote'' SPSS, calculamos as es
ti.mau.vas de todos os efeitos, determinando assim o polinÕ-
mio ajustado

-i,õ594'' 0,2ó7ici''- o,sz89%' o,ooó5(Í- o,oo04(;- o,oooiqb' ('':)
Usando-se um programa escrito, especialmente para

este fim, em linguagem Fortran, construímos os gráficos por
contornos (Figura 6.1) correspondente ao ajuste dadoem (6.1).
Na Figura 6.1, as letras A,B,C,D e E representam, respecti-
vamente, respostas de 100%,99%,98%,97% e 96%
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