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Ebí yEZ DE ÁG;MDECZA4ENTOS

A/ão c/teca que ex,{ló,{a p adução cZeit,(:Zá,éca ,üa,Cada da mn ,baba

,eho coze,t€1vo. AJo ttlCÜ c o ê ban (üa,/m a /z,,é,óíõ/üa que cancíuzlu a uÍa
peóquüa

Tudo coltleçoü oti 7.9ó7, guarida Caia vo,€1Íatt de Be,ptkeZeg e co

lneçou a dax cti,MO,s da Tecia,éa dm Pxabab,i,,Udadm , ,f:4tabcüha tdo loacZei'üatJieil

,(e na áo,utitiação de wna nova ge,4tação da lia-obab,(l,e,ü,{la,õ e. de a,tct,tlí.s&.coÓ .

[Õli ,óalÚtã/t]o do Pa.oá. ChaÍn, wt J.972, llía,6.t40u-mc qua puqu,{óa em Pliü/e

ptrã;Calca é ,sZnõ t,éma de ;(l4tabaeha .6,üíalrãt co e pe eve.alctlüe. l/ê-,Ca ;f:ataca

,ehaa., expondo-no,õ ,banana,hlerüe ,6e.m ace./üo,õ, avança , engano,6 a hu,C,(:a

çõe.ó, tnodeZando ,seu ,tea alia caiu a a./uda da exonp a e copa,{:/m - exwlP,ea,6,

6aZ pa,tta ttt,ém wna eveZação. Aqcte,ea p4a,C,(cct cíeóttiept,téa cctbaemepl,{e o tn,{lZa

do "magana,Coco - gela,éo'' que. e,/UA CX,{4cln ti rzZ (t{.ácin(íll.da epbÍxe nas le

que ,(a,Cvez aZn(/a ,seJ'a, tliG4 cata llcKcr,5 peóol

Segunda a,óe ltitÍo, o,ó Zea an n cZ pox ge,ttação aparüÉinea, bxo,Cavala,

qual agua (ü áopüe, na cabeça de cúgüntó ,{Ztun,fiada,6, o,õ qual e,/lau7z 4Cca-

nkecZda,s pe,ea o.eAa4 vago e pe,ad€1do com que pe,Jtcunbu,eavalli peZcló ca/meda
d« Aíacaliãl;coca.

l/ü4 Chct,ém ,tatabaZka/t, ,C,,touxe-tne de vo,CÍa ã ,'teca,Cidade: a Z P,é/ anão ex,ü

,te, tnü,6 e,Za n(14c do '{/tabctZha, a,6 itlu,6ü.5 nada ,teHdCr a vea. COtt1 ,(,6,60.

Em Pat,éó, eu ,t{.ve a ,504,{1e de áazex pa,tte do ClePZ,C4a de i\4QÍ©Hã

,toca da FcoZe Po,eg,tecftl'úqtte. i.ã a IJe,óqu,é,6a êl triaeda ea/aeit,Ce, ê a l=úa

EM VEZ VE AGRADECIMENTOS. 

Não e,Jte.Á.o que. e.w,ta p11_odução c,,i,e.n:t26,{.c.a Mofada de. um ,uaba 

lho c.olruvo. No me.u e.Mo é_ bem d!.Ma a fi,u.,;tô//_,(,a que. c.onduz,üt a uta 

Tudo c.ome.ço u em 1 • 9 6 7, quando Caio voLto u de. B e_11_ke.le.y e. C.!!__ 

me.çou a daJL c.uJl/20.6 de. Te.01úa dM Plloba.b,i,Li,daclu, ,tJtabaihando pctc.ie.nxe.me.!:!:_ 

te. na óoJUnação de. wna nova. gVtação de. p11_obctbilM,tcu.:. e. de. 

Lb/1 J.ieJ/1,i,néiJr,,i,o do PMó, Chain., em 1. 972, 1110J.ihwu-me. que. puqu.,u.,a em 111a.te. 

1/lruc.ct ê_ J.iinôrwno de. ,tJi..abalho J.iú ,teinâ;t,i..c.o e. pe.Me.vvLCrnte.. Vê.-lo 

.th.M, e.xpondo-rw.6 M.1nanalme.n.,te. J.ie.M ctc.e.Jc,,toJ.i, avan.çoJ.i, e.nganoJ.i e. hu,L-tcl 

çou, 111ode.lando J.ie.u te.01te.i11a c.om a. ajuda de. e.xe.1np.toJ.i e. c.on,tJLa - e.xeinp.toJ.i, 

óoi pa!La núm W/la. tLe.vela.ção. Aquela pita,üc.a clume.nlia c.aba..f.me.nxe. o nú;to 

do 11 ma.te.ina,üc.o - gê.ri,i..o II que. via e.x,,tlle.111ru/le.n.,te. dióun.d,i..do e.n;ttLe. nÔJ.i ( e. 
que. ,taXve.z ainda .6e.ja, 111M c.om me.n.0.6 puo ) . 

Se.gundo UJ.ie.. mdo, o.6 .te..01te.mM ncvsc.iam po11_ ge.tLaç_ão upon;tâne.cL, btw.ta.vam, 

qual água da óonxe., na c.abe.ça de.. a..lgunJ.i ilwnúiada.6, OJ.i qucÚ.6 e.1tcun 1te.c.o­

n.he.c.ido1.> pelo of.hM vago e. peAclí..do c.om que. pe.1tcm1bul.avam pe.fo1.i c.otULe.do1te.J.i 

da McLte.tná;t,i,c.cL. 

Ve.1t Cha,w1 úabCLthM, ,tJwuxe.-me. de. voUa ã 1te.a,Udade.: a ,i,nJ.>pbwção e.x,,u., 

,te. , 1nM e.la n.a.6 e.e. do ;tJiabaf.ho, cll.i MM M nctdct te..ndo a v e_11_ c.om ÚJ.i o . 

Em Pa.,//_,(,I.), e.u tive. a ,SoJt,te. de. f/lZe,//, pcv1.,te. do Ce.,,i,tll,o de. Ma,te.i11éi. 

,üc.a da te.ale.. Po.ly;te.chn,éqLW.. Lá a pe.J.iqu.,u.,a ê_ mo e.da c.otULe.1úe., - -e. o pcw 
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rto,s,60 de cada (ü.a.

Pe,êo exunpZo, ácü pouco a pouco ap,'tenderão o o6Zclo. Tcli,üa »iüü que a

Pxa6. La(Mera Sc/wa,füz, c{,é,te,ta,a da Cera,Caa, deu-File apo,éa e o {allpo tlc

cu,sã/üo pa4Lzt encoPt,taa,t maia cí(Acção de ,üab(üho e da a pa/z,tida.

Fa,é g'mçm ã ctluda á.éncznce.é,ta do Cela,{xa, que pudolla,ó o,'tgm'úzax a SelnZnã

/üo ,doba.e 0,6 .6.üZ©li co»i ultd ,tRaZ údada de pct/utlcuZm.

Fo,é C,êaude KZpll,ü quota rne Irüe./ta,sou Rezo m,õctrúa. t)epo.ü nõ,6 da,ü 6o

tno,s veia Nevett que, colei Zodc, o ,õeu viga ,é)l,{e,ee(üua,e, pâ,6 M anão,õ ãlltm,õa,

.g,indo o ,son,énã/üü e o,fúert,ürtda-na,õ pmóa a pmóo.

iUu,{l,{a ,limpo/tíarüe ê cüzea., que a pmqu,üa que car duzZtt a w,:Ea

íae, 6aZ d envoZuZda cotti a ca,eabcrimçãa de F,'Lanço,üe 23e,aeZn, da Lago

/La,tÕ/üa de P obab,C;lkdadm da Urüv ü,idade da Pa/t,ü l/l

TZue a pa,õ,6Zb,{,Cidade ,{atnbêm, de ,t4abcühaA corta ffa/t/t,é6 , U.gge,{l

e Ha,eZey. Fo,é c, p/t,anellxa quem naó conduziu ã pa.ob,eei7iã;caca dct m,õoclação.

Fal. eZa ,(Imtibãn, quall tttc deu c, ga,6,{a pe,eaó com,{:/luçõm pxobab,[,e,ü.tÍcm ,

;bale,CÕ/úa paa, .{xa.fe,;CÕ/üa. Á l-lgge,t{ dava a ,élt,função conduz,éncfc' ao e

,õuZ,(ada da 2a pa,it,{e de,ó,{a íeóe

Jã de vo,êZa a São Pardo, achei ó,Cima arcortt az/ wii gxupa ,taa

bct,Chartdo nci,6 S,ü.{©nM de Pct,fl,tZctdm la g upo, no capo, 11 Ca,éa, Cxema,

Joxge, G(üvãa e FZãvlol . Aó cíé6cM,sõM corri e.eu, altzdmmi me }lão ,õÕ nu

,{a 6me iie,Clima da 4edaçãa da íue, calma ,{anbãm a peanela/ a paga,üa átt

;((1'4ü .

noM o de e.ada cka. 

Pe.lo e.xe.inp,e.o, ntú pau.e.o a pou.c.o apll.e.ndendo o o 6,"éc.io. T ari.,to IIJCL,(,/2 que. o 

P!W n • LauJten;t Sc.hwcudz, ckll.etoll. do C e..1'vtll.0, deu-me. apo,i,o e. o -tempo ne. 

c.UJ.ia.JÚo pall.a enc.oMJz.M wna ckll.e.ção de. -tll.abalho e dcUL a pCUL,ti.,dct. 

Foi g1wç.M à ajuda 6inanc.wa do Ce.1ww, qtte pu.de.moJ.i oJz.gcmtzaJL o Se.minã 

JL,i.o J.i o bll.e. OI.) l.),i_).i.:t,e.inM c.om wna in Mrúdade. de pa.JLtZc.ulM . 

Foi Claude. Kip~ quem me. in-te.Jz.eMou. pe.lo CLMun;to. Ve.pO,{,).i no,~ do,{,).i nE. 

111M vvt Neve.u.. que., c.om todo o l.)e,u. v,é.gol!. ,i_n,te.,tec.tua.1., pÔJ.i cu maM a mMl.)a, 

cÜ,}L,i.gmdo o 1.) e.ininá.Júo e. O/z.,{,e.nta.ndo-nOJ.i pMM a pcUI.) o. 

Muito ,<..mpoll.tante. ê. CÜ.ZVL, que. a peMiu,{,).iCL que c.onduz-Üt a (ll.)W 

tue, 6oi d(ll.)envofvida c.om a c.o,t'.aboJLação de. FJLanç.oüe. Be.1dun., do Labo 

/z.atÔ/z.,{,O de. Pll.obabfudad(ll.) da Un.Á..v VLl.),<..dctde.. de. Pall.Ü VI. 

Tive. ct pMl.)ib,LUdade ,tambê.m, de. ,tJiabctthaJz. c.om HaJL/z.,{,!.), Ugg e;t;t 

e Holley. Foi o ptúmuJto qu.e.111 no!.) c.ondu.ziu. ã p1wbfe.i11éi,,ti..c.a da Ml.)oc.iação. 

Foi ele tambêm, qu.e.in me de.u o gol.)to pe-1M c.oM-tll.uç.Õ(ll.) p1wbab,U1.,,w;t.,i.c.cu, 

btaj e,tÔ/z.,{,cL pol!. -tll.aj e;t,ô1úa. A Ugg e;t,,t devo a ,i_n,,tu.,i.ç~ão c.on.duúndo ao Jz.e. 

J.iu.Uado da z~l paide., d(ll.)ta ;t.(ll.) e.. 

Jâ de. voUa a São Paulo, a.cJiu Ô,túno enc.on;tJLaJL w11 gtmpo ,VLE:_ 

ba1.h.an.do n.M Süte.inM de PCUL,Úc.ufM ( o gll.u.po, no c.M o, e., Ca.Á..o, Cll.e.Ul.)a., 

JoJLge, Gal.vão e. F.e.êivio ) . M fuc.LJ..1.)1.)Õ(ll.) c.om e.lu, a.judcvw.m-me., não J.iÔ n~ 

ta nMe úLtúna da Jtedação ela ,t(ll.)e,, e.orno ta111b ê.m a pfane.jaJL a p(ll.)qu,{,).ia 6~ 

,tull.a.. 
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Cotlio bodo,õ 06 a,tctcíait,Cm de i\IQ;Cana;C,écú da tlrlrl/za ge,mçãa, eu

áü, ex,taanaliarüe ZnáZuenc,cada e u'CÍmuZado pe,Za pw,soa do P a6. Ca/d0,6

Lg,'ta. EZe Inc padece o ,s,ZmbaZo da aáo,tço ccrZQ,tévo e ch ,Cu,{a pmt a

cariz.ó,t/tuçãa da l ,tÍÍu,{o de MaZonãl;CZ.ca.

É cl eZe que eu de(üco w,ta ,tua

- III -

Como todo.ó o.ó v.,;tu.dan;tv., de. Mcdeinéi;uc.ct ela n1.i_nha gvu:u;,ao, eu. 

nlÚ e.x.tJte.mame.YIÂ:e. in-6,f.Lte.nc.,lado e. e1.iw11u.,fado pe.la pv.,1., oa elo P rc.o 6. 

LylLa.. Ele. me. pMe.c.e. o 1.i ,tmbolo do v., tí olLç.o c.o fe;U vo e. da .e.u.,tct pcvw_ a 

c.oMtlLu.ç.ão do 1 n1.iütu,to de. Mate1néitic.a.. 

t a ele. qu.e. eu de.d,i_c.o v., ,tci ,te.1.ie. . 

' 



PRELIMINARES INFORm IS

A expressão '' Sistemas Markovianos de Partículas ''

tem sido utili.zada na literatura para desi.gnar determinados

Processos de Markov, tendo como espaço de estados o conjunto
P(S) das partes de s (sendo S um conjunto enumerãvel)

Neste contexto cada elemento €1 de P(S) éidenti.ficadocom

uma configuração do sistema, €1 i.ndicando os pontos de S

nos quais hã partículas. (Evi.dentemente uma tal convenção e3
club- a possibi-lidado de duas ou mai.s partículas virem a ocu

par o mesmo sítio) . A i-déia é que a evolução do sistema se
ja o resultado de uma infinidade de Processos Markovianos se

bre S, cada um representando a evolução de uma única parti

cula, e submetidos a alguma condição global expressando a in
teração das partículas entre si

Alguns exemplos deixarão as coisas mais claras. Pri.-

meigamente, consideremos um sistema no qual cada partícula

isoladamente tenta segui.r um processo markoviano de saltos em

S. Assim, cada uma delas espera um tempo exponencial com pa

râmetro constante, antes de deck.dir-se a saltar para uma no

va posição em S, escolhi.da segundo uma certa probabilidade de

PRELIMINARES INFORMAIS 

A expressão " Sistemas Markovianos de Partícu l as " 

tem sido utili zad a na literatura para designar determinados 

Processos de Markov, tendo como espaço de estados o conjunto 

P(S ) das partes de S (sendo S um conj un to enumer&vel ) . 

Neste contexto cada e l e me nto ~ de P(S) é identificado com 

uma configuração do sistema, ~ indicando os pontos de S 

nos quais h á partículas. (Evidentemente uma t al convenção e_2<: 

clui a possibi lidade d e dua s ou mais partículas virem a ocu 

par o mesmo sítio ) . A idéia e que a evolução do sistema se 

ja o resultado de uma infinidade de Processos Markovianos so 

bre S, cada um representando a evolução de uma única parti 

cula, e submetidos a alguma condição g loba l expressando a in 

teração das partículas entre si. 

Alguns exemplos deixarão as coisas mais claras. Pri-

me iramente, consideremos um sistema no qual cada partícula 

isoladamente tenta seguir um processo markoviano de saltos em 

S. Assim , cada uma delas espera um tempo exponenc i a l com p~ 

râmetro constante , antes de decidir-se a saltar para uma no 

va posição em S, escolhida segundo uma certa probabi lidade de 



transição. A interação entre elas manifesta-se no fato de

que um salto não se realiza se a nova posição escolhida jã es

tiver ocupada por uma partícula. Este é o pJ-ocesso que

Spitzer, em seu arte.go fundainenta] [0], batizou com o nome

de sistema com interação por exclusão.

Em outros modelos uma partícula jã existente pode desapare

cer, ou uma nova partícula aparecer num sítio vazio, sendo

os tempos de espera de tais eventos funções da configuração

global do sistema. Por exemplo, nos si.gtemas de interação

nor contacto, estudados por barris em [1], o desaparecimen-

to de uma partícula tem uma lei que é independente da cona

guraçao do sistema, mas o apareci-mento de uma partícula num

síti.o vazio é uma função do número de partículas jã exi.sten

tes na vizinhança do sítio em questão. En\ parti.cular,"nasci

mentos espontâneos" estão excluídos: parti.culas novas só po

dem aparecer nas vizi.nhanças de partículas jã existentes.

Note-se que tanto os sistemas com interaçâo por eZ

clusão, quanto os de contacto, reduzem-se a simples proces-

sos markovianos de saltos em Pf(S), o conjunto das partes

finitas de S, nos casos em que suas cona-durações iniciais

forem subconjuntos finitos de s. Por exemplo, um conjunto

de n partículas que i.nteragem por exclusão, evolui. aguar-

dando em cada configuração um tempo exponencial com parâme-

Q
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transição. A interação entre elas manifesta-se no f ato de 

que um sal to não se realiza se a nova posição escolhida j á e_§_ 

tiver ocupada por urna partícula. Este e o processo q ue 

Spi tzer, em seu ar tigo fundamental [ O J , b a ti zou com o nome 

de sistema com interação por e x clusão. 

Em outros modelos urna partícula já existente pode desapar~ 

cer, ou urna nova partícula aparecer num sitio va z io, sendo 

os tempos de espera de tais eventos funções da configuraçã o 

global do sistema. Por exemplo, nos _s_i_s_t_e_m_a_s_d_e __ i_·n_t_e_r_a_.....ç_ã_o 

por contacto , estudados por Harris em [l], o desaparecimen-

to de urna partícula tem urna lei que é independente da con fi 

guração do sistema, mas o aparecimento de uma partícula num 

sítio vazio é uma função do número de partículas j á existen 

tes na vizinhança do sitio em questã o. Em particular, "nasc! 

mentos espontâneos" estão excluídos : particulas novas só PQ 

dem aparecer nas vizinhanças de partículas já existentes. 

Note-se que tanto os sis temas com inte r ação por e~ 

clusão, quanto os de contacto, r edu zem- se a simples proces-

sos markovianos de saltos em Pf(S), o conjunto das partes 

finitas de S, nos casos em que suas configurações iniciais ,, 
'-' 

forem subconjuntos finitos de S. Por exemplo, um conjunto 

de n partículas que interagem por exclusão , evo lui aguar-

dando em cada configuração um tempo exponencial com parame-



tro n, até que uma das partícu].as, escolhida com probabi.-

li.dade : , escolha uma nova post.ção aonde saltar

Tai.s processos, por serem markovianos de saltos, num espaço

enumerãvel (Pf(S)) , exi-stem e são defina.dos univocantente
pelos seus geradores infi.nitesimai.s.

A situação será ntuito mais compli.cada quando a con

figuração ini.cial do sustenta for um conjunto de cardo.nali.da-

te infini.ta. Nesse caso, o processo não mais será de sal-

tos: mudanças na configuração ocorrerão instantaneamente e

o sistema estafa em constante mutação, com trajetóri.as que,

no melhor dos casos, serão contínuas por partes.

Mesmo assim\, a existência do processo, esta assegurada des

de que as interações entre partículas di.stantes sejam sufi-

cientemente fracas. É o que ocorre. por exemplo, nos riste

mas de contacto, no qual só hã interação entre pontos vi.zi

lhos. A demonstração da existência de sistemas com um núnle

ro infinito de partículas, feita por Liggett [17], é bases

da no teorema de Hille-cosida e no teoreitla de convergênci:ade
semi-grupos de Trotter-Kurtz.

A i.déi.a é obter o sistema com um número i.nfinito de partícu-

las como limite de sistemas finitos. Esta passagem ao limo.-

te, próxi.ma do "limo.te termodinâmico" da Mecânica EstatÍsti.-

ca. é a base de inúmeros resultados da teoria.

Nesta tésê, ela sela utilizada na demonstração do teorema 2

- 3 -

tro n, at~ que uma das partlculas , escolhida com probabi-

lidade l 
n' escolha uma nova posição aonde saltar. 

Tais processos , por serem markov i anos de saltos, num espaço 

enumerável exi stem e são definidos univocamente 

pelos seus geradores infinitesimais. 

A situação será muito mais comp li cada quando a co~ 

figuração inicial do sistema for um conjunto d e cardina lida-

de infinita. Nesse caso, o processo não ma i s será de sal-

tos: mudanças na configuraçã o o corr erão i nstantâ neamente e 

o s istema estará em constante mutação, com trajet6rias q ue, 

no melhor dos casos, serão continuas por partes. 

Mesmo assim , a existência do processo, es tá assegurada des 

de que as interações e ntre partículas distantes sejam sufi-

cientemente frac as . to que ocorre , por exemplo , nos siste 

mas de contacto, no qual s6 há interação entre pontos vizi 

nhos. A demonstração da existência de sistemas com um nurne 

ro infinito de particulas , feita por Liggett [17], e basea 

da no teorema de Hille-Yosida e no teorema de convergência de 

semi-grupos de Trotter -Kur tz. 

A id~ia ~ obter o sistema com um numero i n f i n ito de partícu­

las como limite de sistemas finitos. Esta passagem ao limi ­

te , pr6xima do "limite termodinâmico" da Mecânica Estatíst i ­

ca, e a base de inúmeros resultados da teoria. 

Nesta têsé, ela será utiliz ada na d emon s tração do teorema 2 
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da la parte

Resolvido o problema da exi.stência do si.stema, po

de-se passar ao estudo do seu comportamento ergódico que é o
verdades.ro centro de interesse da teori.a. Quer-se determi-

nar as medidas de probabi.lidado que são invariantes com res-

peito ao processo, ou, noutras pcalavras, quer-se determinar

as situações de equilíbrio do si.stema. Quer-se também de

termo.nar quando é que hã convergência do si.stema para uma da

da si.tuação de equilíbri.o. É neste contexto que se chega à
noção de associação entre si.stemas.

Aqui- tantbém o trabalho pi-onei-ro foi feito por

Spi.tzer. Com efei.to, este observou que, se €1t é a configg

ração no instante t de um sistema com i.nteração por exclu

são si.métri.co, então:

(a)
I'n ( et ' A) I'A ( Élt c n ) ,

quaisquer que sejam r], subconjunto de S de cardo.nulidade

infi.ni.ta, e A, subconjunto finito de S.

Ora. a probabi.lidado da esquerda refere-se a um sistema com

um número infi.Dito de partículas, pois a sua configuração i.ni

ci.al, íl, é de cardo.nulidade i.nfini.ta;

- 4 -

a da 1. parte. 

Reso l vido o problema da exist~ncia do sistema, p~ 

de-se passar ao estudo do seu comportamento ergódico que e o 

verdadeiro centro de interesse da teoria. Quer- se determi­

nar as medidas de probabilidade que são invariantes com res­

peito ao processo , ou, noutras palavras, quer-se determinar 

as situações de equilíbrio do sistema. Quer-se também de 

terminar q u ando é que hâ converg~ncia do sistema para urna da 

da situação de equilíbrio. ~ neste contexto que se chega a 

noção de associação entre sistemas. 

Aqui também o trabalho pione iro foi .f ito por 

Spitzer. Com efeito, este observou que, se ~t é a config~ 

ração no instante t de um sistema com interação por exclu 

são s imêtrico, então: 

( a ) 

quaisquer que sejam n, subconjunto de S de cardinalidade 

infinita , e A, subconjunto finito de S. 

Ora, a probabilidade da esquerda refere-se a um sistema com 

um numero infinito de partículas, pois a sua configuração irri 

cial, n; é de cardinalidade infinita; 



enquanto que a probabili.dade da direita refere-se a um riste

ma fi.ni.to, tendo como configuração i.nicial o conjunto fmi.to

A. (Na linguagem aLudI da teori.a di.ríamos que o si.stema com

interação por exclusão simétri.co é auto-associ.ado)

Por outro lado, o conheci.mento de JPn(Élt=' A) r para todo con

junto fi.nato A, determina i.nteiramente a distri.buição no ins
tanto t (ilo sistema que tem r] como configuração i.nicial
A fórmula (a) permite, dessa maneira, conhecer a lei. de um

si.stema com uma i.nfini.dade de partículas, pelo estudo da lei

de lnn sistema fmi.to. A noção de =aa'---; rmulada por

barris, a partir da fórmula (a) que ele generali.za (cf. fÓr

mula (0.1) e (0.2) na la parte desta tese)

A 1? parte desta tese. é centrada na noção de as-

g99]:gçgg. Seu ponto de partida é o reconhecimento de uma ca

racterística estrutural comum a todos os Éi.stemas munidos de

associados estudados até então (isto é, o si.stenla com inte-

raçao por exclusão simétri.co, os sistemas de contacto, os pro

cessou de ramificação com interferência e os processos de pro
xi.midade de Holley e Li.ggett (cf. exemplos no final da in-
trodução da la parte desta tese))

O fato é que todos esses si.steinas podem ser obtidos pela

açao de uma família de aplicações de P(S) em P(S), que

amuam independentemente umas das outras, aplicações essas que

comutam com a operação de união de conjuntos.
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enquanto que a probabilidade da di r eita r efere-se a um siste 

ma finito, tendo como configuração inicial o conjunto finito 

A. (Na linguagem atual d a teoria diríamos que o sist ema com 

interação por exclusão simétrico é auto-associado ) 

Por outro lado , o conhecimento de 1P ( f,; t ::J A), n - para todo con 

junto finito A, determina inteirament e a distribuição no in~ 

tante t do sistema que tem n como configuração inici a l. 

A fórmula ( a ) permite, dessa maneira , conhecer a l e i de um 

sistema com uma infinidade de partículas, pelo estudo da l e i 

de um sistema finito. A noção de associação é formulada por 

Barris , a partir da fórmula (a ) que e l e generaliza (cf. fór 

mula (0 .1 ) e (0 .2 ) na 1~ parte desta tese ). 

a - -A 1. parte des ta tese, e centrada na noçao de as-

sociaçao. Seu ponto de partida é o r econh ecimento de uma ca 

racterística estrutural comum a t odos os sistemas munidos d e 

associados estudados até e ntã o (isto e , o s istema com inte-

ração por exc lus ão simétrico, os s istemas de contacto , os pro 

cessas de ramificação com interferência e os processos de prS?_ 

ximidade de Holley e Liggett (c f. exemplos no fina l da in-
- a - troduçao da 1. parte desta tes e )) . 

O fato é que todos esses siste mas podem ser obtidos 

ação de uma familia de aplicações d e P (S ) em P ( S ) , 

pela 

que 

atuam independentemente umas d as outras, ap licações essas que 

comutam com a operação d e uni ão d e conjuntos. 



Essa propriedade de estrutura permanecia oculta pela descai.-

çao que era feita dos si.stemas, a parti-r dos coefici.entes in

finitesi.mais de mudança em cada sítio (ou em cada par de sí-

tios, no caso dos sistemas por exclusão) . Note-se quebra ao

nível dessa descai.ção, ponto por ponto, que a interação era

formulada. No entanto, a apresentação do sistema. em termos

dos coeficientes infini.tesimai.s Correspondentes às transfor

maçoes, bem mostra a ausência de i.nterações entre os elemen-

tos constitutivos do si.stema. no caso as aplicações de P(S)

em P(S), jã que estas amuam i.ndependentemente umas das ou

trás. Consegue-se assim reforitlular um si.stema complexo, com

i.nteração, em um processo conceltualmente muito mai.s si.mples,

obti.do pela justaposição de processos independentes.

Essa nova formulação, permite-nos construí.r uma fa

mi.lia de versões do processo, todas defina.das enl um mesmo es

paço de probabilidades, cada uma delas correspondendo a uma

cona.duração inicial di.stinta, e todas elas relacionadas por

uma propriedade de emparelhamento" é

a tradução que encontrei para a palavz'a inglesa " coupling '').

Nesse quadro a associação tem urrla formulação extre

mamente simples, e a relação entre os geradores de dois pro
cestos associados não apresenta nenhuma dificuldade

- 6 -

Essa propriedade de estrutura p ermaneci a oculta pela descri­
ção que era feita dos sistemas, a partir dos coeficientes in 
finit e simais de mudança em cada s itio (ou em cada p ar de si-
tios, no caso dos sistemas por exclusão). Note·-se que era ao 
nlvel dessa descrição, ponto por ponto, q u e a interação era 
formulada. No entanto, a apresentação do sistema, e m termos 
dos coeficientes infinitesimais correspondentes ãs transfor 
mações, bem mostra a aus~ncia de interações entre os elemen­
tos constitutivos do sistema, no caso as aplicações de P(S) 
em P(S), já que estas atuam independentemente umas das ou 
tras. Consegue-se assim reformul a r um sistema comp lexo, com 
interação, e m um processo conce itualmente muito ma is simples , 
obtido pela justaposição d e processos i ndepende ntes . 

Essa nova formulação, permite-nos construir uma fa 
milia de versões do processo, toda s d e finidas e m um mesmo es 
paço de probabilidades, cada uma delas correspondendo a uma 
configuração inicial distinta, e todas e las relacionadas por 
uma propriedade de empare lhamento forte (" e mpare lhamento" e 
a tradução que encontrei para a palavra inglesa " coupling "). 

Nesse quadro a associaçã o tem uma formulação extre 
mamente simples, e a relação entre os geradores de dois pr~ 
cessos associados não apresenta nenhuma dificuldade. 
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Para facili.tar a leitura da Parte l desta tese, va

mos aqui formular o resultado supondo que o espaço S seja
finito.

Neste caso, o si.stema nada mais é do que uln processo marko

vi.ano de saltos. Podemos, então, abandonar a descrição em

tempo contínuo, e si.mplesmente consi.gerar a cadeia de l.{arkov

formada pela sequência das configurações pelas quais passa o
si.stema

Seja, então, E, o conjunto das aplicações lí, de

P(S) em P(S), que comutant com a operação de
união de conjuntos, isto é:

(b) ll (A u B) = T (A) u lr (B) ,

quaisquer que sejam os conjuntos A e B, contidos em S

ja {p(v) : T c E} uma distribuição de probabilidades enl
j.sto é,

0 g p(T) É 1, V7r € E,

}:l P(T) = l

Vamos agora apresentar o espaço de probabi.lidades
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Para facilitar a leitura da Parte 1 desta tese, v~ 

mo s aqui formular o resultado supondo que o espaço S 

finito. 

Neste caso, o sistema nada mais§ do que um processo 

seja 

marko 

viana de saltos. Podemos, então, abandonar a descrição e m 

tempo contínuo, e s implesmente considerar a cadeia de Markov 

formada pela sequência das configurações pelas quais passa o 

sistema. 

Seja, então , E, o conjunto das aplicações n, de 

p ( s) em P (S), que comutam com -a operaçao de 

uni ão de conj untos, isto é: 

(b) TT (A u B) TI (A) u ·rr (B), 

quaisquer que sejam os conjuntos A e B , contidos em S. Se 

j a {p (1r) : rr E E} 

isto é, 

uma distribuição de probabilidades em 

O ~ p ( TI) ~ l, 

e p(TI) = l. 
TT E E 

\/TT E E , 

Vamos agora apresentar o espaço de probabilidades 



8

que servira de base à nossa família de versões.

O espaço amostral seta Q = }lJN o conjunto das sequências

infi.Ditas de elementos de E, rnuni.do da tribo produto, ten

do como medi.da de probabi.lidade o produto das distribuições,
{p(Tr) : lr € E}, i.sto é

]P
®:N

( >:1= p(lr) elí) , onde

E:x i.ndi.ca a medida unitária concentrada no ponto lr. Note-

mos que, por defina.ção, cada elemento m de Q é uma se--

quência infinita de aplicações pertencentes a E. Vamos in

di.car por u. a sua n--ésima coordenada

(ou seja u = (u.,u ,m ....) )

Sejam, então, u ultl elemento de S2 e A um elemento de de

P(S) , quaisquer. Definimos, por recorrência

l 2

(â('") - A
el?('«) ; 'o. (A)

E:....: («) ". KÍI («) )

- 8 -

que servirá de base ã nossa familia de vers6es. 

O espaço amostral será íl = o conjunto das sequências 

infinitas de e lementos de E, munido da tribo produto, t en 

do como medida de probabi lidade o produto das distribuiç6es, 

{p ( 7T) 7TEE}, isto é: 

]? 

@JN 

E ) 
7T 

onde 

E indica a medida unitária concentrada no ponto 1r . Note-1r 

mos que, por definição, cada elemento w de íl e uma se-­

quência infinita de aplicações pertencentes a E. Vamos in-

dicar por 

(ou seja 

w a s u a n-ésima n 

w = (w ,w ,w , .•• ) 
O 1 2 

coordenada 

Sejam, então, w um elemento de íl e A um elemento de de 

P(S ) , quaisquer. Definimos, por recorrência: 

A ~0 (w) = A 

w (A) 
o 

A w (~ ( uJ)) n n 



Definimos dessa maneira, para cada AcS, unte função aleató

ri.a(Él= : n-0,1,2...). Êfãcilverque

1) A função aleatória (eiÍI : n = O,1,2...) é uma versão da

cadeia de Markov em P(S) , cuja probabili.dade de transe.çãoé

Q (M,N) = }:1::.= P (lí)

lí c E : T (M) =N

e tendo A como estado inicial

: quaisquer que sejam

A e B, subconjuntos de S, equalquerque seja n:

ÊIA u B'n

A propri-edade de emparelhamento forte decorre ime

diatamente da propriedade (b) satisfez.ta pelos elementos de
E

agora para cada elemento T de }l

um elemento lr+, também de E, da seguinte manei.ra
i-) para cada elemento x de S, definimos

+
lr ({x}) - {y c S x . lí({y})}

Vamos ora

- 9 -

Definimos dessa maneira, para cada A e S, uma função aleató 

ria (sA: n = 0,1,2 ... ) . ~ fácil ver que: n 

-1) A função aleatória n = 0,1,2 ... ) e uma versao da 

cadeia de Markov em P(S), cuja probabilidade de transiçãoé 

Q(M,N) ) 1 p ( '1T) 

'IT EL :'IT (M) =N 

e t e ndo A comó estado inicial. 

2) Propriedade de emparelhamento for t e: quaisquer que sejam 

A e B, subconjuntos de S, e qualquer que se j a n : 

SA u B 
n 

e- A t: B. = s11 u sn 

A propriedade de emparelhamento forte decorre ime 

diatamente da propriedade (b) satisfeita pelos elementos de 

L 

Vamos agora para cada elemento 1r de definir 

um elemento TI*, também de [, da seguinte maneira: 

i) para cada elemento x de S, definimos: 

* 7T ( {x}) = {yE S 1 X E'ff({y})} 
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ii) para cada elemento A de P(S) , definimos

T (A) : l l lr ({x})
xcA

Diremos que v+ é o associ.ado de lí. Defina.remost:anl

bém a noção de associação em S2: o associado de um elemento

u = (uo'ui'u '...) ê obtido substituindo-se cada coorde

nada de u pela sua associ.ada: u = (u ,u ,u ,...)() l 2

Podemos asse.m definir uma nova família de funções

aleatórias {(€1 n) n : A( P(S)} da seguinte maneira:
+

#A
€ (u) € (Q )n n

Evidentemente essa nova família de funções aleatg
rias também possui. as propriedades l e 2. com a Única dife

vença que a probabi.lidade de transe.ção por ela seguida é

+

Q (M,W) P(T)t
x(E : T (M) =N

A re]açãó entre as duas famí].ias é a segui.nte

- 10 -

ii) para cada e l e mento A d e P(S), definimos: 

* TT (A) = u * 
1T ( {x} ). 

X EA 

Diremos que TT* e o associado de 7T. De finiremos t arn 

bém a noção de associação em Q: o associado de um elemento 

w = (w , w , w , . .. ) e obtido substituindo-se cada coorde 
O 1 2 

nada de w pela sua associada: * w 
* * * 

( w ,uJ , w , .•. ) 
O 1 2 

aleatórias 

Podemos assim definir uma nova familia de funçõe s 

{ ( ~*~ ) n : A E P(S)} da seguinte mane i ra: 

Evidentemente essa nova família de f unçõe s a l eató 

rias também possui as propriedades 1 e 2 , com a Únic a 

rença q ue a probabilidade de transição por ela seguida e 

* Q (M,N ) = ~ p(TT) 

* 'Tf E L:1T (M)=N 

A relaçãõ entre as duas famílias e a seguinte: 

dife 
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= g) : ]PÍu ( Q : u. (A) n B =g}

p ( lr )

lrc >1 : lr (A) nB=g
[:.] P (lí)

lrc >1 : An T + (B) =g

I'tu c S2 : ul (B)0 g}

g}

Esta nada mais é (ilo que a versão para cadei.as de Markov da

noção de ggpociação de barris.

Na parte l deste trabalho, faz-se o análogo excito

desta construção, nuJn espaço S enumerãvel. A exi.stênci.a

do processo será garantida, in\pondo-se restri.çÕes aos coefi-
ci.entes infinitesi.mai.s que descrevem a acho dos e]emPntn r]

Neste caso, as famílias de funções aleatórias serão obtidas

como moda.ficações de um processo pontua]. de Poi.sson a-finit

e

E

0

A Parte 2 é dedo.cada à resolução parcial de uma

con.jectura de Li.ggett, segundo a qual doi.s passeios aleató-

rios, interagi.ndo por excJ-usão, têm o mesmo comportamento as
si.ntótico que dois passei-os independentes.
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A 
JP ( s l n B = yJ ) = JP{w E íl ul (A ) n B = ,0} 

o 

p ( 1T ) p ( 1T) =JP{w E íl w* ( B ) nA=.0} 
o = 

1T E E: 1r (A) nB=yJ ·1r E E :An1r* (B) =95 

=JP{s~B nA ,0}. 

Esta nada mais~ do que a versão para cadeias de Markov da 

noção de associa ção de Barris . 

Na parte I deste traba lho, faz-se o anãlogo exato 

desta construção, nwn espaço S en umerável. A existência 

do processo ser~ garantida, impondo- se restrições aos coefi­

cie ntes infinitesimais q ue descrevem a ação dos elementos d e 

L 

Neste caso, as famílias de funções aleatórias serão obtidas 

como modificações de um processo pontual de Poisson a-finito. 

A Parte 2 ~ d e dicada a reso lução parcial de uma 

conjectura de Liggett, segundo a qual dois passeios aleató­

rios , interagindo por exc lusão, t~m o mesmo comportamento as 

sint6tico que dois passeios independ e ntes. 
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A ideia da demonstração foi- fornecida pela propriedade de em

parelhamento forte. Com efei.to, ela diz que é possível obter

um sistema interagindo por exclusão como reuni.ão de passeios

aleatórios. Isso parecia ser exatamente o que faltava para

a demonstração da conjectura de Li.ggett. Na verdade, não era

tao si.iuples assim. pois os passeios aleatórios que aparecem

no emparelhamento forte não são independentes entre si.

Foi preciso, então, fabri.car um novo tipo de emparelhamento,

no qual os sistemas com exclusão e independentes coincidiam

em certos intervalos de tempo e eram diferentes noutros, al
ternadamente

Isto feito, a dificuldade passou a ser a recorrência (ao me

nos eltt2Z e Zã 2) dos i-ntervalos nos quais os dois si.stemas eram

diferentes. Esta recorrência (i-sto é, o fato de quepormais

longe que se vã no tempo, sempre haverá períodos nos quais

os dois sistemas são di.gerentes) parecia contrariar a con-

jectura. segundo a qual os dois sistemas tenderiam a coi.nci

di.r. Na verdade, a chave do mistéri.o estava no comprimento

muito maior dos intervalos de coincidênci.a, comparativamente

aos outros (a :4:guia é que o comprimento médio dos primeiros

era da ordem de m2, enquanto que o dos Ú].ti.mos era soda or
dem de '«)

Para formalizar esta ideia, foi necessário previamente fazer

uma pequena generali.cação do Teorema da Renovação de Feller,

para o caso de funções cuja integral diverge

- 1 2 -

A idéia da demonstração foi fornecida pe l a propried ade de e~ 

pare lhamento forte. Com efeito, e l a diz q u e é possível obter 

um sistema interagindo por exclusão corno reu ni ão de passeios 

aleatórios. Isso parecia ser exatamente o que faltava para 

a d emonstração da conjectura de Liggett. Na verdade, não era 

tão simples assim, pois os p a sseios a l eatórios que aparecem 

no emparelhamento forte não são i ndepende ntes e ntre si. 

Foi preciso, então, fabricar um novo tipo de emparelhamento, 

no qual os sistemas com exclusão e independ entes co incidiam 

em certos intervalos de tempo e eram diferentes noutros, al 

ternadamente. 

Isto feito, a dificuldade passou a ser a recorrência (ao me 

no s e m zZ e 2Z 2
) dos intervalos no s quais os dois sistemas eram 

diferentes. Esta recorrênc ia ( isto é, o fato de que por mai s 

longe que se vá no tempo, sempre haverá períodos nos quais 

os dois sistemas são diferentes ) parecia contrariar a con­

j ec tura , segund9 a qual os dois sistemas tenderiam a coinci 
..} 

dir. Na verdade, a chave do mis tério estava no comprimento 

muito maior dos intervalos de coincidência, comparativamente 

aos outros ( a idéia é que o comprimento médio dos primeiros 

era d a ordem d e 

dem de oo ). 

00 2 
1 e nquanto que o dos Último s era sõ da o r 

Para formalizar esta idéia, foi necessário previamente fazer 

urna pequena generalização do Teorema da Renovação de Feller, 

para o caso de funções cuj a integral diverge. 
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Note-se que a contradição aparente da convergênci.a

para o equilíbrio coexiste-ndo com uma situação de recorram

cia evoca o paradoxo clássico da Mecânica Estatística (cf.mo

pelo das urnas de Ehrenfest e a discussão sobre a compatibi-

lidade entre a reverso.bilidade do modelo de Boltzmann e a i.r

reversibili.dade da convergênci.a termodinâlni.ca para o equilí
bri.o)

Esta evocação parece-rne uma boa maneira de concluir estes pre
liminares.'

A bi.bliografia desta tese não estaria completa se

gerência ao curso de Li.ggett em St. F]our [18]

De fato, ali se encontra a melhor introdução ao assunto
exi.stente neste momento

m uma re

/
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Note-se que a contradiç ã o aparente da convergência 

para o equilibrio coexist i ndo com uma situação de recorren 
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brio). 

Esta evocação pare ce-me uma boa maneira de conc luir estes pr~ 

liminares .1 

1 A bibliografia d e sta t e s e nao estaria comp l eta sem uma re 

f e rência ao curso de Ligge tt e m St. Flour [18]. 

De fato, ali se encontra a melhor introdução 

existente neste momento. 

ao assunto, 



PARTE 1. UMA CLASSE DE SISTEMAS QUE E ESTÁVEL

EM RELAÇÃO A ASSOCIACAOf

INTRODUÇÃO

Vamos estudar a evolução de certos sistemas com uma

infinidade de partículas num espaÇO enumerãvel S. Trata-se

de uma classe de processos markovi-anos, tendo como espaço de
estados o conjunto P(S) das partes de S, e cujo gerador L
apli.cado a uma função cilíndrica f l qualquer se escreve

(o . o) Lf i:i-? À (v) (í . lr - í)

onde E é uma classe conveniente de aplicações de P(S) em

P(S), e À uma aplicação de E em ]R+ verificando certas conde
çoes

O conjunto >1 será de:mini.do de maneira a que a clãs

se de processos obtidos, quando À varia, seja estável em re
laçao a assocíacão z

Diremos que uma função f:P(s) ----> :IR é ci.IÍndri.ca seexis

te um conjunto finito AcS, tal que f(n) =f(Rn.à), para
todo QcP(s)

À noção de associação foi estudada recentemente em vara.os
artigos entre os quais[7],[8] e[9]

PARTE l, UMA CLASSE DE SISTEMAS QUE E ESTAVEL 
EM RELACAO A ASSOCI ACAO 

' t 

INTRODUÇÃO 

Vamos estudar a e volução de certos sistemas com uma 

infinidade de partículas num espaço enumerável S. Trata-se 

de wua classe de processos markovianos , tendo como espaço de 

estados o conjunto P(S ) das partes de S, e cujo gerador L 

aplicado a uma função cilíndrica f 1 qualquer se escreve: 

(o.o) Lf = s: À ( TI ) (f o TI - f ) 

onde [ é uma classe conveniente de aplicações de p ( s) em 

P ( S ) , e À uma aplicação de L em JR+ verificando certas condi 
-çoes. 

O conjunto L será definido de maneira a que a ela~ 

se de processos obtidos, quando À varia, seja estável e m re 

lação a associação 2 

1 Dire mos que uma função f: P (S) ->- JR é cilíndrica se exis 

te um conjunto finito AcS, tal que f(n) =f (nnA ), para 

todo n E P ( s ) . 
2 A noção de associação foi estudada recentemente em varias 

artigos entre os quais [7], [8] e [9]. 



Segui.ndo ]]arri.s [3], di.remos que dois proces

sos (€1t) e (€1t), tomando seus valores em P(S), são
associados se, para todo t à 0,

15

#

(o . l) Pe (€1t níl*g) Pn ( Elt n Êipg) ,

onde €1 e TI são dois elementos de P(S) , uln dos dois pelo me

nos sendo fmi-to. A relação (0.1) acarreta para os geradores

1. e L dos dois processos a propriedade segui.nte:
#

(0 . 2) L On (€1)

#

L O , (n)

On(€1) -1, se nne#g, e On(É1) - 0, emcaso contra
rlo.

Agora. se lr e a são duas aplicações de P(S) em
P(S), osgeradoreselementares Lf=f.lr-f e

La = f . a - f satisfazem a condição (0.2) se e somente se
On('Ü(€1)) - 0r.(a(rl)). Ora, é muito fácil demonstrar a

(0.3) E]S]1111ggJ:çgg(cf. barris [2]) : Se T é uma ap]icação de

P(S) em P(S) , uma condição necessária e suficiente para que
exista uma apli.cação de P(S) em P(S), tal que

(0 . 4)
0R(lí(€1) ) - O€1 (a(R) ) ,

para todo par Ç';e n de partes de S, é que x(€1) - }l';{ lr({x}) ,

- 15 -

Seguindo Barris [3], diremos que dois proc~s 

* SOS e (st ), tomando seus valores em P(S), -sao 

associados se , para todo t ~ O, 

(O . 1) 

onde se n são dois elementos de P (S), um dos dois pelo m~ 

nos sendo finito. A relação (0.1) acarreta para os geradores 
➔!-

L e L dos dois processos a propriedade seguinte: 

(O . 2 ) L 0 ( s) 
n 

* = L 

onde 0 ( s ) = 1, 
n e 0 ( í; ) = O, 

n em caso centrá 

rio. 

Agora, se TT e a são dua s aplicaç6es de P (S ) em 

P (S ), os geradores elementares Lf=fon-f 
'IT 

e 

satisfazem a condição (0.2) se e somente se 

0 (n( ( )) = e~ (a (n) ) . Ora , e mui to fácil demonstrar a ll s 

(0 .3 ) Proposição (cf. Harris [2]) Se TT e urna aplicação de 

P (S ) em P (S ), urna condição necessária e suficiente para que 

exista urna aplicação de P(S) em P(S ), tal que 

(O . 4 ) 

para todo par s ~e n de partes de s, e que TI( s ) = X~ 'IT({ x}) , 
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para todo É;. Para um tal v, as fórmulas

(0 . 5)
#

Tr ( {x} ) {y( S l xc lr ( {y} ) }

:' (e) ( { x} )e

defi-nem a única transformação a, tal que (0.4) esteja ve
ri.fi.cada.

(Em seguida, notaremos algumas vezes (e abusa.vamen

te) x em lugar de {x}. Designaremos por Pr(S) o conjunto das
partes fi.ni.tas de S.)

A proposta (0.3) nos leva a definir E como o con

junto de todas à:s aplicações x:P(S) > P(S) que veria,cam
as condições:

(0 . 6 ) lr(EI) : )}:;'l v(x), para todo €1(P(s)

(0 . 7) T (x) € Pr (S) para todo x € s,

(0 . 8) Z T {x c S l lí (x) # {x} } c Pr(S)

Observamos que uma apli.cação T pertence a E se e somente se
#

No caso em que S é fi.ni,to, barris mostrou ein [ 2 ]

para todo ,. Para um tal TT, 

-Ir 
(O . 5 ) 1T ( {x} ) = 

e 

- 16 -

as fórmulas 

{ y E S I X E 1T ( { y} ) } 

= LJ n* ({x}) xd; 

definem a única transformação a, tal que (0 .4) 

ri ficada. 

esteja ve 

(Em seguida , notaremos algumas vezes (e abusivame~ 

te ) x em lugar de {x}. Designaremos por Pf(S) o conjunto das 

partes finitas de S.) 

A proposta (0 .3 ) nos l eva a definir I corno o con 

junto de todas ~s aplicaç3es TT:P(S) -► P(S) que verificam 

as condiç3es: 

(O . 6 ) n(,) = 11f,; ·rr( x ) , para todo ~E P (S ), 

(O . 7) para todo X E S, 

( O • 8) z 1T = { x E S l 1r ( x ) ~ { x } } E P f ( S ) • 

Observamos que wna aplicação 1T pertence a I se e somente se 
* 

1T E L 

No caso em que Se finito, Harris mostrou em [2 J 
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que a classe dos processos markovi.anos tendo unl gerador da

forma (0.0) (qualquer que seja À) é estável em relação à as

soa.açao e que o processo cujo gerador é Lf = lrcEÀ(W) (f ' lr-lí)

tem como associ.ado o processo cujo gerador é
'3} \'''' «.

L f - É-=E X(1) (f ' ll - f) . (É uma consequência i-mediada do

fato que On(IÍ(e)) - Of-(7r (n)), para todo tcE)

Neste texto, consi.derarernos o caso geral em que S

e enumeravel 3. Vamos impor a X condiçoes tais que existira

um processo de Feller construí.do explicitamente e admiti.ndo

L como gerador sobre as funções cilíndricas. Vamos pri.melro

construí.r uma fwnÍli.a de versões do processo em Pr(S) . Em se

puída, usando a associação e graças à propri-edade de empare-

Ihamento forte, passaremos ao espaço P(S)

Mais exatamente. demonstraremos os teoremas segui-n

n

tes:

3 Num artigo recente [12], não ainda publicado, e que tece

berros em forma de pre-print, quando este texto jã estava

terminado/ Harrls considera, ele também, processos defina.

dos pela Classe E num espaço inumerável

- 17 -

que a classe dos processos markovianos tendo um gerador da 

forma (O.O) (qualquer que seja 

sociaçao e que o processo cujo 

À) é estável em relação a as 

aerador é L f = L __ : À ( Tr ) ( f O ·rr -Tr ) 
~ TT EL 

tem como associado o processo cujo gerador é 
➔t-

L f e * TTEL À (TT) ( f o TI f ) . (t uma consequê ncia imediata do 

➔t-

fato que 8n (n( t )) = et (TT (n)), para todo TT EE l. 

Neste texto, consideraremos o caso geral em que S 

e enumerável 3
• Vamos impor a À condições tais que existirá 

um processo de Feller construido explicitamente e admitindo 

L como gerador sobre as funções cilíndricas. Vamos primeiro 

construir uma família de versões do processo em Pf(S). Em s~ 

guida, usando a associação e graças a propriedade de empare­

lhamento forte, passaremos ao espaço P(S). 

Mais exatamente, demonstraremos os teoremas segui~ 

tes: 

3 -Num artigo recente [12], nao ainda publicado, e que rece 

bemos em forma de pre-print, quando este texto já estava 

terminàdo 1 Barris considera, ele também, processos defini 

dos pela ciasse [ num espaço enumeráve l. 
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TEOREMA l

1) Seja uma aplicação À : >1-----+

Çao

verificando a conde

(0 . 9 ) .h *(«)X

para todo xc S, onde lx - { ü( Ellr(k)xlxl}. Exi.ste então um

espaço de probabi.]idades (ç2,B,]P) sobre o qual se pode cons-

truí.r, para todo ACRE(s), uma versão (Eill, Ost<TA) do
processo markovi.ano de saltos sobre Pr(S) , com o estado ini

ci.al A, com a duração de vida T=, e com o gerador defi.ni

do para todo par C e D de elementos de PÍ(S) por:

L(C,l)) = 4.---.--r=r-. X(lr) , se C#D

L(C,C) - -É;;ã l-(C,F), no caso contrario,

,D)
lr:lí( )ÜD À (lr) ,

e tal que

TA . i-nf Tx
oo XCA. oo

e

(o. lO) para todo tc[0,TA[

2) Se supusermos também que

(G)

(n)

:":: '*,. - ' « "'

x.Ss"P zcEÀ(x) (llr(x) l - l)

- 18 -

TEOREMA 1: 

1) Seja uma ap licação À [--t- ]~ v e rificando a condi + 
-çao 

(O . 9) L 
7TE I 

X 

À (TT) = 

para todo x E S, onde Existe então um 

espaço de probabilidades (íl,B,IP) sobre o qual se pode cons-

truir, para todo A E P is) , -uma versao do 

processo markoviano de saltos sobre Pf(S ), com o estado ini 

cial A, com a duração de vida e com o gerador defini 

do para todo par C e D de elementos de Pf(S) por: 

L(C,D ) =) ' À(TT), 
'IT: 'IT (C) =D 

se C;tD 

L(C ,C) = -~ L(C,F), no caso contrário, 

e tal que: 

TA = inf Tx e 
00 xEA 00 

(0 .10 ) [,A u X 
todo t E [ Ü, T~[. = r, t' para t XEA 

2 ) Se supusermos também que: 

(G) 

(H) 
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então, para todo Ae Pf(S) , o processo não explode (quer di-
zer: T:l=m q.c. e leAIKjAject. qualquerque se.ja tz0)

(No enunciado da segunda parte do teorema, IA

signo o cardina]. do conjunto A.)

de

Ç2beS!.ygçgg: A propri-edade (0.10) acarreta a propriedade de

emparelhamento forte 4 seguinte para a versão considerada no

teorema 1: para todo par (A,B) de elementos de Pf(S), e pg
ra todo t € [0,TAuB[, temos:

TEOREMA 2: Se além das condições (G) e (H) do Teorema 1, a

aplicação À satisfaz também as condições:

(G') suP > ' X(v)
xcS

ll : lí !? € 1X

(n') sup }' X(lí) (llr:'(x) l
xcS wcll

]. )
8

C < oo

4 Num texto esci?ito ao mesmo tempo que est:e ([7]) , Gray e

Gri-ffeath mencionam também a propriedade de emparelhamento

forte, que eles usam para construir exemplos de não - unia.
dade

- 19 -

e ntão, p a ra todo -A E P f (S ) , o processo n a o exp l ode (quer d~ 

TA = oo q. c. 
00 

zer: e l ~~ I ~ IA l ect, q ua lquer que seja t ::c: 0). 

(No e nunc i ado da segunda parte do teorema , IAI de 

signa o cardinal do conjunto A. ) 

Observação: A propriedade (0 . 10) acarreta a propriedade de 

emparelhamento forte 4 seguinte para a versão cons i derada no 

teorema 1 : para todo par (A,B ) de e l e mentos de Pf(S ), e p~ 

ra todo t E [O, ~uB[ , temos: 

~A uB = 
t 

TEOREMA 2: Se além das condições (G) e (H ) do Teorema 1, a 

aplicação À s a tis faz também as condições : 

( G' ) 

(H ' ) 

sup 
XES 

TT:TT sí-E I 
X 

sup L À(n ) (ITT * (x ) 1 - 1) 
XES TTEL 

* = c < oo 

4 Num texto esc r ito ao mesmo tempo que este ( l 7J), Gray e 

Griffeath menciona m também a propriedade d e e mpare lhament o 

forte , que eles usam para constr uir exemplos de nao - unici 

dade. 



então, para todo n( P(S), as funções aleatórias, (€1:,tz0)

e (Élt'' tzO), comvalores em P(S), defi.nadas no espaço
de probabilidades (g2,B,]P) do teorema l por:

20

#

u :f # n X
E

[

e t txcrl

são versões contínuas à direita adrni.Lindo limites à esquerda

dos processos de Markov, com o estado i.ni.cial í], com os gera

dores respectivos l.f = >= À(w)(f . T - f) e

L f = }= X(n) (f ' n - f), onde f é uma função ci.IÍndri.ca WJ:

quer. Verá.ficam a propri-edade de associ.ação e defi.nem semi

grupos de Feller

T

IT

9b:SiE)i.eçgg..l: O conjunto P(S) esta munido de sua topolo4a
habitual, isomorfa à topologia produto de {0,11b

9bgglçlJI.gçêo 2: É fácil ver que sob as condições (G) e (H) e
a condição suplementar:

(o. ll) suP ) l x(lr) lz.l « m

x.S i'i;;:liT'ã:) ' "

as hi.póteses do teorema 2 são verá.facadas

Observemos enfim a propriedade seguinte

- 20 -

entã o, para todo n E P (S) , a s funções aleatór.ias, ( !;: ~, t ~ O) 

*n e ( E, t, t ~0), com valores em P(S), definidas no espaço 

de probabilidade s ( íl , 13 ,JP) do teorema 1 por: 

u e * u r, n = 
t 

·ll-
E, X 

t 
XE Tl 

são versões cont i nuas ã direita admitindo limi tes ã esque rda 

dos processos d e Markov, com o estado inicial n , com os ger~ 

dores respectivos 

* * 

Lf = [ À (Tr) (f " 1r - f ) 
'IT 

e 

L f = L À (TT) (f O ·rr - f ), onde f e uma função cilíndrica quaJ. 
1[ 

quer . Veri~i cam a proprie d ade d e associação e definem semi-

grupos de Feller. 

Observação 1: O conjunto P(S) estâ munido de s u a topolo~a 

habitual, isomorfa â topologia produto d e {0,1 }8 . 

Observação 2: É fãc il ver que sob as cond i ções (G) e (H) e 

a condição suplementar: 

(O . 11) sup 
XES TT:XETT(Z ) 

TT 

as hip6teses do teorema 2 são v erificadas. 

Observemos e nfim a propriedade seguin t e: 



!ggglg!!!g...Êlgõdi.co: Se além das conde-çÕes do teorema 2 tiver

mos c <0, então o processo de gerador L é ergõdico.
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Antes de passarmos às demonstrações dos teoremas,

queremos sublinhar o fato que a classe de processos estudada

aqui contém um grande número de. sistemas considerados na li

teratura, como o mostram os exemplos seguintes:

Exemplo 1: Processo de rabi.fi.cação com interferência e pro

cesso de proxi.midade.

Estes processos foram introduzidos por Holley e Liggett em
[ 4 ]

Sejamos aplicações xx,F(E' onde xcS e PcPf(S), def.l
ni.das por:

Tx,F(X) : Fr

lrx,F(y) {y}, y ( S, y # x

O processo de rabi-ficação com interferência é defi

lido em Pf(S). Seu gerador é dado por:

}::...lll:l k(x) p(x.F) [f ' lrx,F - f] ,.
xcS

FeP;(S)

- 21 -

Teorema ergódico: Se além das condições do t eorema 2 tiver-

* mos c <O, e n t~o o processo de gerador L é ergódico. 

Antes de passarmos as demonstrações dos teoremas, 

queremos sublinhar o fato que a classe de processos estudada 

aqui contém um grande número de s istemas considerados na li 

teratura , como o mostram os exemplos seguintes: 

Exemplo 1: Processo de ramif icação com interferência e pr~ 

cesso de prox imidade. 

Estes processos foram introduzidos por Holley e Liggett em 

[ 4 J . 

Sej a m as ap licações 

nidas por: 

1T FEL, X ' I 

onde x e S e 

{y}, ycS, Y7-X. 

F E P~(S), de fi 

O processo d e ramificaçã o com interferência e defi 

nido em Pf(S). 

Lf 

Seu gerador é dado por: 

) 
xcS 

FEPf (S ) 

k ( x ) p (x , F ) [fo7r F-f], x , 



onde k é uma aplicação li-mi-toda de S em R. e p(x,.) uma rng

di.da de probabi-lidade em Pf(S). A conde-ção (G) é verá.fi.ca
da e a condição (H) o será se

22

(0. 12) suP
xcS

k (x) P(x,F) ( IP - l)

O processo de proxi.mi.dado é obti.do por associação.

Ele é defi.lido pelas transformações xx,F dadas pela fórmy
la (0. 5)

#

{y,x} , se y € F

#

Vx,F(y)
{y} , se yZ'r

{x} , se x € F

#

",. 'f;p ( x )

g , se x /'F

Seu gerador se escreve portanto sob a forma

#

L
#

k (x) p(x,F) (f ' 7rx,F - f)
xcS

FeP;(S)

- 22 -

onde k é uma a pl icação limitada de Sem R e p (x,. ) uma me 
+ 

<l i d a de p r oba bilidad e em Pf (S ) . A condição (G) é verifica 

da e a c ondição (H) o sera se: 

(0 . 1 2 ) sup G k (x ) p ( x,F) (I Fl-1 ) < 00 • 

XES F 

O p rocesso de proximidade é obtido por associação. 

* Ele é de fin ido pelas transformaç6es n dadas pela ){, p 

l a (0 .5 ) : 

{y , x} I se y E F 

* 
'IT X F(y ) = 

I 

{y } 
I se ylF e y 7'. X 

{X} ' se X E F 

* TI ~F ( X ) = x , 

f6 , se x i F . 

Seu gerado r se escre ve portanto sob a forma: 

* L f = ,__) __ 
➔~ 

k (x ) p (x,F) (fo'/T -f). x,F 

fórrnu 
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Levando em conta a observação 2. é fácil ver. que as condições

do teorema 2 serão verificadas se,além de (0.12),tivermos tala
bém

suP }.:...= }::1 k(y) p(y,F) < m

x(S F:xcF xcF

(Esta Última condição é a reescri.tuta para este

processo da condição (0.11).)

Exemolo 2: Modelo do Votante de Holley e Li.ggett (cf. [4])

É um caso particular importante do exemplo 1. Toma-se s=zl(il

k(.) =1 e p(x,F) =0, se IPI #l, ouse F= {x}

Exemolo 3: Processo de Contado (cf. barris [1])

É mais um caso parti.cular muito in\portanto dos processos con

liderados no exemplo 1. Dado unt sub-conjunto fmi.to fixado
N de S, definimos:

1 , se F = g

E: , se F = {x,x+y}, ycN

0 , no caso contrãri.o.
À ( lrx, F)

(Usamos as mesmas notações que no exemplo l.)

- 23 -

Levando em conta a observação 2, é fácil ver- que as condiçõe s 

do teorema 2 serão verificadas se,além de (0 .12 ), tivermos tilln 

bém 

sup ._) _ __,; 2_ ~ k(y) p(y , F) < 00 • 

(Esta Última condição e a reescritura para 

processo da condição (0.11) .) 

este 

Exemplo 2: Modelo do Votante de Holley e Liggett (cf. [4] ) . 

f; um caso particular importante do exemplo 1. Toma-se S=~~ 

k(.) = l e p(x,F) = O, se JF I ;,'. l , ou se F == {x}. 

Exemplo 3: Processo de Contato (c f. Barris [lJ ) . 

f; mais um caso particular muito importante dos processos con 

siderados no exemplo 1. 

N de S , definimos: 

À(1r F ) x, 

Dado um s ub-conjunto finito fi xado 

1 se F = fJ 

E: se F = {x,x+y}, yEN 

O n o caso contrãrio. 

(Usamos as mesmas notações que no exemplo 1 . ) 
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É fácil ver que este processo é auto-associado, jã que

";,g - "x,g x,{x,x+y} ' ''x+y,{x,x+y}

X(vx,{x, x+y}) - À(lrx+y,{x, x+y}) C

Observamos que para este processo, as condições do

teorema 2 são preenchidas e as do teorema ergódi.co o serão se

c: < ...]:.., pois c ; c = INjc -- l

lml

«

Exemplo 4: Processo de exclusão simples simétrico

(cf . Spi.tzer [ ].O ] )

Seja q uma probabilidade de transe.ção si.métrica em S. Para

todo par {xry} não ordenado de elementos distintos de S, se

define o elemento axv de E por:

axy(x) : {y}

axy(y) - {x}

axy(z) -tz},paratodo zcS, zpx, ZPy

Seja À a apli.cação de E em R+ definida por

À(axy) - q(x,y)

X(x) : 0 , se v/' {axy}
e

- 24 -

~ fácil ver que este processo e a uto-associado , j á que 

'IT-lf = 'IT 
x,91 x,0 

,(lf - '1T 
x, { x , x+y} - x+y, { x, x+y} 

e 

,jf 

À ( '1T X , {X, x+y }) = À ( '1T x+y , {X, x+y} ) = E . 

Observamos que para este processo, as condiç6es do 

t eorema 2 são preenchidas e as do teorema ergódico o serão se 

* pois c =e= INI E-1. 
IN I 

Exemplo 4: Processo de exclusão simples simétrico 

(cf. Spitzer [10]). 

Seja q uma probabilidade de transição simétrica em S. Para 

todo par {x,y } não ordenado de elementos distintos de S, se 

define o elemento cr de E por: xy 

(J ( X) = {y} 
xy 

a xy (y) = {x} 

(J ( z ) = {z},para xy todo Z E S, Z ;t X , z ;t y. 

Seja À a aplicação d e E em R+ definida por: 

À ( (J ) 
xy q (x , y) 

e À (1T) = o se 1r,i{cr }. xy 
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O gerador L é o do processo de exclusão si.moles simétrico.

As condições do teorema 2 são ainda veria.cartas e o processo
é auto-associado.

Exemplo 5: Um processo de saltos em Pr(S) pode não explg
dir e ter um associado que explode

Considera-se urna sequênci.a {0..:xc S} de elementos de E de

finados da maneira seguinte: 0x(z) :: {z}, para todo zcS,

z#x, e 0X(x) : {x,a}, onde a éumelementofixadodes,

e uma apli.cação À : E----> ]R+ que é nula fora da sequência

{0x}. As conde.ções (G) e (H) são veria.cartas.

Para o associ.ado , temos

#

0x (a) {a,x} e 0x(y) {y}, se y # a

No caso em que [ ; À(0.,) = w, o processo

explode imedi.atamente
X

#a[ (( t

B

#

#

- 25 -

O g e r a dor L é o do proces so de exclusão simples simétrico . 

As condições do teore ma 2 s ã o a inda verificadas e o processo 

é auto- a ssociado . 

Exemplo 5: Um proce sso de sa ltos e m Pf (S ) 

dir e t e r um assoc iado que explode. 

pode nao expl~ 

Conside ra-se urna sequê nci a 

finido s da maneira seguinte: 

{ 0 : x E S} de elementos de E de X 

0 ( z ) = { z} , par a todo z E S, X 

Z ;é X 1 e e ( x ) = {x , a }, o nde a e um e l emento fixado de S , X 

e uma a p l icação À : E- >- JR 
+ 

q u e e nula fora da 

{8 }. As condiçõe s (G) e (H) são verificadas. X 

Para o assoc i a do, t e mo s 

* 8 (a ) = {a , x } 
X s e y ;é a . 

No caso e m q u e C À ( 0x ) = 00 , o processo 
X 

explode ime d i atame nte. 

* * * 
* 

sequ ê ncia 

➔~a 
( [, ) 

t 
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l DEMONSTRACÃO DO TEOREF]A l

1 - Seja Ae Pf(S). Vamos defi.ni.r o processo de salto iIA

por seus instantes de saltos sucessivos T{', T:,

eventualmente i.nfi.netos e suas posições sucessivas A.,

AI'A2 nos instantes 0,TA, TA,... deflni.ndo

:. -: ' ' « '':*:

paratodo t: 0Ét<TA, onde r:j= lim TA desi.gnaa
H-t+c. ''

duração da vida do processo com a convenção TA=0, Ao-A.

Notaremos (iÇ:)tc R+ as tribos associadas ao processo.

As sequências ( n) e (An) vão ser construidas de tal
maneira que:

1) Condicionalmente em as variáveis

aleatórias TA+l - TA que são finitas,têm lei.s exponen

ci.ai.s com parâmetro )'""'"'' X(1) respecti.vamente e são
T : T (A.. ) #An' ''n

i.ndependentes entre elas.

2) A sequência (A )n e uma cadeia de Markov
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I - DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1. 

1 - Seja A E P f (S ) . Vamos defini r o process o d e salto [; ~ 
por seus instantes de saltos s ucessivos 

eventualmente infinitos e suas posições s ucessivas 
A A A1 ,A2 nos instantes 0,T
1 , T2 , ... definindo 

A ç, = A , t n se 

A , 
o 

para todo onde designa a 

duração da vida do processo com a convençao T!=o, A =A. 
o 

Nota r e mos as tribos associadas ao p rocesso. 

As sequências 

maneira que: 

e (A ) vão ser construidas d e tal n 

"'f.A as variáveis C..J A ' 
T 

1) Condicionalmente e m 

n 
a leatórias T~+l - T~ q u e s ão fi ni tas, têm l eis expone~ 

ciais com parâmetro ~)--~ À ( TT ) 

TT: TT (A ) ~A 
n n 

independentes entre e l as. 

2 ) A sequência 

respect ivamente e são 

e urna cadeia de Markov 
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com estado i.nici.a]. A e coJn matriz de transição

l.''""'' À (lí)

Q(C,D) = lí: lí (C):P
À (T)

lr:T (C) zC

X(lr) >0 e C#D,
lr (C ) ;'C

}

, se 2........ À (11) - 0 e C = D,
n- : lí (C) #C

Q(C,D) = l

e Q(C,O) = 0 , no caso contrario

Seja (Nlr, lr € E) uma famíli.a deprocessospontuai.s

de Poisson ein R+, i.ndependentes, com parâmetros respecti-

vos X(1), defina.dos num espaço de probabili.jade (Q,B,P)

Reduzi.ndo convenientemente o espaço G2r pode-se supôr queos
tempos de salto do conjunto destes processos são dista.ntos

doi.s a dois,poi-s E é enunterãvel

Introduz-se o processo de Poi.sson N, a-finito, no

sentido de lto [5], defi.ni.do em ]0,m[ x }], provido da tri.])o

produto da tribo bore[i.ana de ]0,'''[ e da tribo das par
tes de E, da maneira segui-nte

N(Bxl,.) =E:l NTr(B,.) VBc8(]0,mt), VICE
Tr ,- l
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com estado inicia l A e com matriz de trans iç ~o : 

À ( lf ) 

Q (C ,D) = 
1T: 1T ( C) =D , se 1 

;, ( l f) > Ü e ~--~ 
À ( Tf ) 

Tf: n (C) ;<'. C 
1T: ·n- (C ) ;;i: C 

Q (C , D) = 1 se ' À ( 1T ) =O e C=D, ,__ ___ . 
1r:1r (C ) 7! C 

e Q(C , D) = O , no caso contrário. 

.seja (NTf / 1T €. L) uma familia de processos pontuais 

d·e Poisson em R+, independentes, com parâmetros respecti-

vos À(TI), definidos num espaço de probabilidade (íl,8,P). 

Reduzindo convenientemente o espaço n, pode-se supor que os 

tempos de salto do conjunto destes processos -sao distintos 

dqis a dois, pois i: é enumerável . 

Introduz-s e o processo de Poisson N, o-finito, no 

sentido de Ito [5], definido em ] 0, 00 [ xi: , provido da tribo 

produto da tribo boreliana de ]0, 00 [ e da tribo das pa~ 

tes de i: , ·d a maneira seguinte: 

N ( B x I , . ) = C N ir ( B , • ) 
Tf E I 

\:/BEB ( J0 , 00 [), VI:::[ . 
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Seja Át a tri-bo gerada pelas vara.ãveis aleatõri.as

{N(]0,s] x l, .) ; 0 < S É t. l c >1}

Seja para todo A € Pf (S) , IA { lr € E: lí (A) # A}

Seja, por definicão

inflt > 0 N(]0,t] x la) > 0}, se À (lr) > 0 ,

se E..= À (v)
lr(IA

0

A hipótese l acarreta }..:.::l.l= X(1) É> <". Em conse
xcl. xcA x '

quênci.a, se exclui.amos o segundo caso - no qual o processo

El: será constante e igual a A -- resulta de uma propri.edade

bem conhecida que Vt é uma variável aleatória exponencial

com parâmetro }. (lr) e que o i.nfimo é atingido por um
7r ( ].

Sabemos que v': e TI são variáveis aleatórias independe=
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Seja Ata tribo gerada pelas variáveis aleatórias 

{N(JO,s]xI,.); Ü<S :5 t, I cr.}. 

Seja para todo A E P f (S), { TT E L : ·,r (A ) ~ A} • 

Seja , por definição 

TA = inf { t > O 1 N(JO,t] x IA ) > O} , se CÀ (1T)>O, 
7fE IA 

A hipótese 1 acarreta 

se 

À ( TT ) :5 e: a < ro • 

XEA X 
Em conse 

quência, se excluirmos o segundo caso - no qual o processo 

tA sera constante e igual a A - resulta de uma propriedade t 

bem conhecida que TA e uma variável aleatória 1 exponencial 

com parâmetro ~) __ 
·rr E I 

e que o infimo e atingido por um 

único elemento de I, seja Diz-se que A 
TT 1 opera no in~ 

tante 

Sabemos que e são variáveis aleatórias independe_!2. 
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tes e que

p hil : ')
À (a)

À (T)
líbIA

se a(A) # A

p ("(1 - ') no caso contrario

Definimos A. se f''"''' À (lr) > 0

''A

AI é um sub-conjunto aleatório de S que representa o estado

do processo €1Ê depor.s do seu primeiro salto, e sua lei.éda
da por

À ( IT )

X (v)
P(Al=B) se À (lr) > 0

xclA
e A # B,

P(Al=B) X(n) =0 e A=B,

e P(Al-B) no caso contrãri.o

Notemos que T? é um tempo de parada para o processo N e
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tese que 

A 
a ) 

À ( a ) 
a (A) A p ( TI l = = , se 7-e=: À ( TI) 

TIE IA 

A a ) o contrário p (TI l = = , no caso 

r' 

A Í , À (TI ) > o . Definimos Al = TI l (A) , se 
TIE IA 

A1 é um sub-conjunto aleatório de S que representa o estado 

do processo 

da por 

e 

E,A depois do s e u primeiro sa l to , e s ua l ei é d a t 

= 
) '. À (TI ) 
TI:TI (A) =B 

e=: À(TI ) 
TIEIA 

l 

o 

se 

se 

e À (TI) > Ü 

TI EIA 

no caso contrário. 

e 

e A= B, 

Notemo s q ue T1 e um tempo de parada para o processo N e 
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que AI é A.A mensurável; vamos uti-lizar a observação gg

ral seguinte:
l

Seja T umtempode paradaparaoprocesso N e l

sub-conjunto aleatório de E, A.P --mensurável tal que

>l:ll:l À(lr) <m. Oefi-ne--se a variável S(T,l) como:
líc l

um

S (T , ]. ) inf[t:t>T e N(]T,t] x 1) > 0}, se r < m e }l= À(T) > 0,
wcl

S (T , ]. ) no caso contrário

Um teorema de lto [5] permite afi.amar que os processos T,T.N

e aTN, respectivamente transladados de T e parados notei

po T/ são independentes e que T,pN tem a mesma lei N . Eh

consequênci.a, condicionalmente a A,T.,S(T,l) comporta-se cg

mo TI' quer dizer

1) Se for fi.nata, a vara-ãve] a].eatÕri.a S(T,l)

cial com parâmetro }"'' X(lí)
x(l

2) Se s(r.l) for fmi.ta, o
, que chamaremos de n (T , l)

e exponen

ínfimo atingidoe por
único T

A A mens uráve l; 
Tl 

ra l segu inte: 
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vamos utilizar a observação 

Seja T um tempo de parada para o processo N e I um 

sub-conj unto aleatório de I:, AT - mensurável tal que 

e À(,r) <oo . 
7T E I 

Define-se a variável S (T, I ) como: 

S(T,I)=inf{t:t>T e N ( ]T ,t ]xI) > O}, se T < 00 e CÀ (,r) > O, 
·,r E I 

S (T, I ) = + oo no caso contrário. 

Um t e orema de Ito [5] permi te afirmar que os processos TTN 

e aTN, respecti varnente transladados de T e parados no tem 

po T, são independentes e que TTN tem a mesma l ei N. Em 

consequência, condicionalme nte a AT 1 S(T, I ) 

A mo T 1 , quer diz er : 

comporta-se co 

1) Se for finita, a variável aleatória S (T, I ) 

e exponencial com parâmetro C À ( 1r ), 
1r E I 

2) Se S (T, I ) for finita, o ínfimo e atingido por 

um único n, que chamaremos de ,r(T,I). 
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3) A lei de lr (T,l) é dada por:

P('K(T,l) ; a) - .!:l?'Lg-L--, se a(l,

P(7r(T,l) =a) =0 , nocasocontrário.

s também que S(T,l) é um tempo de parada para o

processo N poi.s {S(T,]) St} = {T<t]n]TTN(]0,t-TJxl>0} e

no conjunto {T< t} o segundo termo é A,- mensurávL

Definindo então por recorrência Tn+l : S(Tn' IA ) en

Anal ' V(Tn' .[A )(An)n.

Vn-rnnnP:lnn A - q-=nn----- Pln .

Observamo

e].

alC

ca

S(TAT n+l n

as propriedades (1.1.]-) sã

to esta construído.

Segundo a construção precedente, podemos escrever

Elt ' Vn'vn--l '''.' nl(A), se vÍIKt<u::+l

Esta relação e a propriedade característica das apli

r'
\J
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3 ) A l e i de TT (T , I ) é dada por: 

P ( n (T, I ) = cr ) = À ( a ) se o E I ' L À (TT ) 
TI E I 

P ( n (T,I ) = cr ) = O no caso con trár io . 

Observamos também que S (T,I ) é um t empo d e par ada para o 

processo N pois {S (T,I ) ~ t} = { T < t} n { -r TN( J0 , t-TJxr > O} e 

no c o nj unto {T < t} o s e gundo termo e A - men s urável. 
t 

Definindo entâ o por recorrência 

A = ·rr (TA 
n+l n' 

-as propriedade s (I.1 . 1 ) 

to es t ~ constr uido. 

s ao verificadas e o processo de 

2 - Segundo a construção pre c eden te , podemos escrever : 

s e 

e 

sal 

Esta relaç ão e a propr i edade carac t eríst i ca das aplic~ 
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cilmepermitem fa nte fórmula de emparelhaÇoes T provar a

mento forte

Consideramos os tempos de salto {(T:)ncN' xcA} si.tua

dos entre 0 e inf Uj: e os ordenámos numa sequencza
xcA

estritamente crescente. Chamaremos de a. o elemento de

}l que opera no instante Vn' Um i.nstante v. pode rg

presentar um ou vários instantes do tipo Ttr mas neste

caso, o mesmo an opera nos processos El{ no i.estante

Vn' Vamos demonstrar por recorrênci.a em n a propri.eda-

de Sn seguinte, que acarreta o resultcado de emparelhg.

mento . Propri-edade S : obra V Ét<V . temos' n ' n n+l

a) t < u:l

b) t #,.:Vn não é um tempo de salto para €1t ,

c) Vxc A, it = an ' an.l '..' al(x)

e €1': = an' an.l '''''al(A)

\;

Suponhamos, então, que Sn seja verificada para lspgn.

Conforme Vn+l seja ou não um tempo de salto para (€1x) , tg

mos:
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çoes n permitem provar facilmente a fórmula de emparelh~ 

menta forte. 

Consideramos os tempos de salto {(Tx) N' n D E 
X E A} situa 

dos entre O e inf Tx e os ordenamos numa sequência 
00 

XEA 

estritamente crescente. Chamaremos de a o elemento de n 

que opera no instante V • n Um instante V pode n re 

presentar um ou vários instantes do tipo 

X caso, o mesmo ºn opera nos processos ~t 

X 
T. ' 

J 
mas neste 

no instante 

vn. Vamos demonstrar por recorrência em n a proprieda-

de S seguinte, que acarreta o resultado de emparelh~ n 

menta Propriedade 

a) t < TA 
00 

s 
n 

para V ::::t< V l n n+ 

b) t ;é V nao e um tempo de salto para 
'- n 

c ) \/ x E A , l;;X = O o O o 
t n n-1 

e o o 
n-1 

temos: 

Suponhamos, então , que s 
p 

seja verificada para 

-Conforme Vn+l seja ou nao um tempo de salto para 

mos: 



33

a.+l(e; ) * el}n n

ou

'....: (cl} )n

Mesma coisa para (€1t), pois, se Vn+l é um de seus tempos

de salto, é an+l que opera nele nesse i.nstante

A propriedade c é portanto demonstrada pela hipótese de re
correncla.

Por outro lado, não pode haver tempo de salto de (E:) está.}

Lamente si.suado entre Vn+l e Vn+2 pois então, notando T

a aplicação que operará.a nele nesse instante, teríamos:

:t.

com ei2.- = €1Av... - l-J. €1x .., portanto lr((; .) seria di-x € A n+l 'n+l

n+l .,
um tempo de salto de (e.)

Resta mostrar: Talk inf Tmx. P=ovelLtos para isso, por recor-xcA

rena.ã que, para todo n, T=<inf T: no conjunto onde
X

<inf T
n xcA
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ou 

Mesma coisa para A ( ~t ), pois, se V é um de seus tempos n+l 

de salto, é ªn+l que opera nele ne sse instante . 

A propriedade c é portanto d emonstrada pe l a hipótese de re 

corrência. 

-Por outro l ado , nao pode haver tempo de salto de 

t amente situado entre V n+ 1 e V n+ 2 pois então , notando ·rr 

a aplicação q ue operaria nele ne sse instante, teríamos: 

com = u ~~ ' 
x E A n+l 

portanto seria di 

ferente de para pelo menos um X em A, e t seria 

um tempo de salto de t X 
\ E; ) • 

s 

Resta mostrar: TA _,.; in f Tx . 
00 00 

Provemos para isso , por recor-
XEA 

rência que, para todo n, no conjun to onde 
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inf TmÀ é finito.
xcA

Neste conjunto, T=..bt é fmi.to, e o processo de Poi.sson

T...A N tem um numero finito de saltos no produto de compactos=

[ n' n+lJx]zcA ]-zJ' Ora todo sa]to de ((t), xcA, no i.2.

tervalo [Tn/ n+l[, é deste tipo pois uma aplicação T que

vj' para xcA, semmudarareuni.ão eiq = U Élx,

mudca pelo menos uiitponto de €1:. nã portanto, um número fmi.to

de saltosde cada(ex ),xcA, no i.ntervalo [TA . TA l

inf Tj=, onde este inf for finito.
xcA

Vamos mostrar que, sob a hi.põtese 2) suplementar do teo

rema 1, o processo não explode

A ( Pf(S). temos a igualdade

.A

l et,TA ."'" dN"(s)n.

e também t)ortanto

Para todo todon, para

( l lí ( €1S cl:. l

inf T; é finito. 
XEA 

Neste con junto, 
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A 
Tn+l é finito, e o processo de Poisson 

T A N tem um número finito de sal tos no produto de compactos 
T 

n 

~+l]x{ UI}. 
n A z ZE 

Ora todo salto de 

tervalo e deste tipo pois uma aplicação n 

muda X 
sv . , 

] 

para x E A, sem mudar a reunião 

no in 

que 

A muda pelo menos um ponto de sv• Há portanto, um numero finito 

de saltos de cada ( s: ) ,x E A, 
A 

no intervalo [T 
n 

onde este in f for f ini to. 

A 
'l' [ 

n+l e 

3 - Vamos mostrar que, sob a hipótese 2) suplementar do teo 

-rema 1, o processo nao explode. 

Para todo n, para todo A E P f ( S ) , t emos a igualdade: 

t11TA 
1 (A A 1 = 1 A 1 + l f n dN 1T ( s ) ( 1 ·,r ( s:- ) 1 

t11T n o n 

e também portanto: 
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(1. 3. 1)

'(IE:.,.l) n

TAVA .

IAI + E x(lr) E(Jo n cls(lx(€1l;)T

Da hi.põtese (H) do teorema 1, deduzi.mos

(1 . 3. 2)

E À. ('ü)
T

( l lr ( ÉIS i(Íli) g>.:= ÉEIÀ(«)(]x(x)]- ])]çcle:1
x€t

De (1. 3. 1) e (1. 3.2) , obtém-se

E( l €1AATAI ) g IAI

LATA
n+ c E(/ E € ds) $S0 A * . ''( ' :.,.- ':'

n.

de manei.ra que usando a desi.qual.date de Gronwall, temos

(1 . 3. 3)

E(leIA A.l) g ectIAI
n

Vn c N

Da mesma maneira, podemos escrever

LATA
À (lí) E (./ n

0' 'Ç: '< : *:
l A
( 7r(c .) Z

S
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( I.3.1) 

tATA 
1 A 1 + L À ( TI ) E ( f n ds ( l 1r ( F;A) 1 o s 

1T 

Da hipótese (H) do teorema 1, deduzimos: 

(I.3.2 ) 

LÀ (TI )( ln (s!>1 - l s! I ) :,;~ l [À (Tr)(ln( x )J - l)J:s;c1 s: 1. 
TI A 1T 

X E: S s 

De (I. 3.1 ) e ( I. 3. 2 ) , obtém-se 

IAI + e E (Jt 
o 

A I ds ) 
A 

S/\T n 

de maneira que usando a desigualdade de Gronwall, temos: 

(I.3.3) 

Da mesma maneira , podemos escrever: 

A ds). 
7- s ) 

s 
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A hipótese (1) do teorema l permite portanto escrever, defi

nindo

A
vt m(N (TA g t)m '

'(»:...) ' B ' Cf '
n

Ids) É 13 E .(
n

e de (1 . 3 . 3) deduzimos

(1. 3. 4)

n("t«rA) Bn
AI ect, Vn c N

(1 . 3 . 4 ) se escreve ai.nda n) É B IAI ect. Vn donde

E( Ê) $B IAI

e vt P's
A

Portanto A
T= - +m P.s
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A hipõtese (1 ) do teorema 1 permite portanto escrever, defi­

n indo 

e 
ITI E N 

tATA t 
:o; B E ( J n 1 [,A I ds ) 5 B E ( f 1 [,A AI ds ) 

o s o SAT 
n 

e de (I.3.3) deduzimos 

(I.3.4 ) 

A ct 
E ( \! A ) 5 B I A I e Vn e N . 

tAT n 

(I .3.4 ) se escreve ainda: A ct 
E ( v t A n) 5 B IA I e , Vn 

e A \) < 00 

t 

Portanto 

p.s. 

+oo p.s. 

ct 
e 

donde 
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em (1.3.3) optem-seAlém disso, fazendo n --->

n( l eito ) É IAI ect,

Isto encerra a demonstração

11 DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2

LEMA: Sob as condições do teorema

markovianos de salto (€1+..,tz 0) e

em Pf(S) que têm respectivamente

infini.tesimal, são associados e

emparelhamento forte

2 , existem doi.s processos

( €1+.. , t 2 0) com valores
#

L e L como gerador

possuem a propri.edade de

PEy9ygllBAÇA9: A exi-stêncía dos dois processos resulta i.media

Lamente do teorema l

Para mostrar a propriedade de associação, suponha
ios primeiro que c = }1= X(lr) é finito. Podemos então es

prever. para À e B em P,(S),
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Além disso, fazendo n -. + 00 em (I .3.3 ) 

E ( 1 , : 1 ) ~ 1 A I e ct , 

Isto encerra a demonstração. 

II - DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2. 

t e R • 
+ 

obtem-se : 

LEMA: Sob as condições do teorema 2, existem dois processos 

markovi anos de s a lto e com valores 

* em Pf (S) que t ê m respectivamente L e L como gerador 

-infinitesimal, sao associados e possuem a propriedade de 

emparelhamento forte. 

DEMONSTRAÇÃO: A existência dos dois processos resulta imedi~ 

tamente do teorema 1. 

Para mostrar a proprieda d e d e ass o ciação, suponh~ 

mos primeiro que C = e À(n ) 
TI E: E 

é finito. Podemos então es 

crever, para A e B em Pf(S), 
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g)
-tc.n

t À(vl).''À(lrn):(Vn'...'lr](A) n g)

nc0

7rl

-tc. n

e ã-r À(xl)'''À(lrn):(An x#'....lín#(B)-g)

g)

No caso geral,

de conjuntos f

consi.devamos uma sequência monótona crescente

mitos En convergindo para E e os gerada

}:= À (x) [f(T(.)) -- f(.) ] e

À(lí)[f(x(.)) -f(.)] em Pf(S). Osprg

n
+

res L f(.)
n '

#

L f (n
€ E

n

(tiil, t

Pf(s),

censos 20) e (et'':';tZO), comgeradores L. e

construídos como no teorema 1, são associa-Z.+ emn

dos.

Ora, é fácil ver que Ln(f)----'-L(f) e L= (f)----'-l- (f)
n -'> '':' n -> a'

e 

=C e 
nEÜ 

-te n t 

-te n t 
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No caso geral, consideramos uma sequência monótona crescente 

de con j untos f initos E convergindo para E n 

res L f ( . ) n = e À(1T ) [f ( 1T ( . )) - f ( . ) J 

-!~ 

L f ( . ) = n e 
1T E L 

n 

1f E L 
n 

-!~ 
,\ ( n ) [f ( n ( . )) - f(. ) J em 

e os 

cessas ( cn t > O) ( c*t ' n, ·, t >_ O) , "'t, - e s com geradores 

gerad~ 

e 

Os pr~ 

L e n 

L; em Pf (S ), construidos como no teorema 1, são associa-

dos. 

Ora, e fácil ver que * L ( f } --t- L{ f ) e L * ( f)--t-L{f) n n 
n-+oo n -+oo 
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para toga tunÇao l czixnarzca; em consequencza, para todo

AcPf(S), paratodo tZO,€1n,A converge q.c. para €1t e

converge q.c. para €1.. '" quando n ---> m, o que i.n\

pli.caa associaçãode(€1t' tz0) e([t', tz0)
#

DEMONSTRAÇÃO DO TEO}WMA 2

1) Graças à.associ.ação dos processos em Pf(S), pode-se eg

crever:

(11.]-) P (€1= n B : g) g) , A,B € p+: (S)

Sejam rl e T dois elementos de P(S); aproxi-demo-los por

duas sequências,:crescentes (An)n(N e (Bn)n.N de conjuntos

finitos.

Como €1tn converge para E: e Éltn converge para ei:l

quando n tende para o infini.to, obtemos, passando ao li.mi
te em (11.1) /

(11 . 2)
p(e: ' T - g) g) , n ,T c P (S)

A igualdade precedente é essencial para a conta.nuação da de

- 39 -

para toda função f cilíndrica; em consequência , para todo 

para todo converge q.c. para e 

* ,n,A -li- ,A 
ç; t converge q.c. para ç;t quando n - >- 00 o que im 

' 
* pl~ca a -associaçao de ( st , t ~ o) e ( s t ' 

t ~ o) • 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2. 

1) Graças à .associação dos processos em Pf(S ) , pode-se es 

crever: 

(II . l ) P ( E;:! íl B = 0) = P ( s t * ' B n A = 0) , A , B E P f ( S ) • 

Sejam n e T dois elementos de P (S ) ; aproxime mo-los por 

dua s sequências ~crescentes 

finitos . 
A 

Como e n st converge para e 

(B ) N de conjun tos n D E 

B 
E;: n 

t converge para 

q uando n t e nde para o infinito, obtemos , p a s s a ndo ao limi 

te em (II,l), 

(II . 2 ) * = 0) = P( t;:t 'Tnn = 0), n,T E P (S). 

A igualdade precedente e essencial para a continuação da de-



monstração e assegura a pri-ori que ( E+..)

dos.

2) Defi-Rimos: Qt(TI,.) -P(Él:c.) paratodo ncP(S), e

vamos mostrar que (€1t., t 2 0) é um processo de Markov de se

mi-grupo Qt e que Qt é um gemi.-grupo de Feller

Para isso, observamos que Qt possui as duas propriedades ?ç

quinzes:

40

bJ L.L \J LL hD b= \../ \# J. CX

a) sua restrição a Pf(S) é também um gemi-grupo,

b) a aplicação n ---> Qt(n,.) é, para todo t, uma

aplicação vagamente contínua de P(S) no conjunto das medi-
das de probabilidade em P(S)

a) resulta imediatamente da propriedade de Markov aplicada a

pOJ- S :

Qt+s(A,B) P(et+s ; B)

QsQt(A,B), Vt. Vs c R+

Para demonstrar b) , é preciso provar que lim Q.f(rl)=Q..f(R.),
n->n

0

- 4 0 -

-monstr ação e assegura a pr iori que ( E;,~) e ( s:· ) 

dos. 

sao associ a-

2 ) Definimos: Qt (n,.) = P ( F;, ~ E . ) para todo n E P (S ), e 

vamos mostrar que e um processo de Markov de se 

mi-grupo Qt e que Qt e um semi-grupo de Fe ller. 

Para isso , observamos que Qt possui as duas propriedades s~ 

guintes: 

a ) sua restrição a Pf( S ) e também um semi-gr upo , 

b) a ap licação n ->-

apl i cação vagamente contínua de 

das de probabil idade em P( S ). 

Qt (n,. ) e , para todo t, uma 

P (S ) no conjunto das medi-

a ) r esulta imediatame nte da propriedade d e Markov ap licada a 

( t:A) . "'t pois: 

Qt+s (A,B) 
A 

= P ( ç, t+s = B) 

Para demonstrar b), e prec i so provar que lim Qtf (n ) =Qtf (n
0

), 

n➔n o 



paratodo t em R.F e todafunção f contínuaem P(S)

De fato, basta mostrar isso para as funções f do ti.po

OB'BcPf(S), definidas por 0B(íl) - l se Bnrtxg, 0B(íl)

no caso contrãri.o. OTa por (].1,2)

41

Qt 0B(n) P(€1: n B - g) P (€1t#B n rl g) e

quando rl tende para Tln/ a partir de um certo Índice, rl e

rlo são iguais no conjunto fi-nato €1+.. u, logo

]'lno Qt 0B(n) - P((t 'nno ; g) - Qt 0B(no)

( €1t) é um processo de Markov de gemi-grupo (Q..)

Temos que mostrar que

(11. 3)

EEf(e:) g(€1:+t)] - ./'Qs(n,dÉI) f(€1) J'Qt(e,dn) g(n),

f € c(P(s)) , g ( c(P(s))

- 41 -

para todo t em R+ e toda função f contínua em P(S) 

De fato, basta mos trar isso para as f unções f do tipo 

no caso contrãrio . Ora por (II , 2 ) 

e 

quando n tende para n
0

, a partir de um c erto Índice, n e 

n
0 

sao iguais no con junto finito 

lim 
n-+n 

o 

logo 

(~t ) e um processo de Ma rkov de semi -grupo (Qt ) . 

Temos que mostrar q ue 

(II.3 ) 

fEC ( P (S )), g E C(P(S)). 



quc cnc-a -tyua-tuctue (icQlle quando íl e lllllto. No

caso gera.L, consi-devamos uma sequência crescente de conjun
tos fmi.tos A convergindo para n.

A. A.
Então, €1sn e esnt convergem respectivamente para €1:

sabemosJa

e

logo o teorema de convergência dominada permite-nos

passar ao limite no termo da esquerda de (11.3) eacontinui.da

de da aplicação r]---> Qt(í],.) permi.te a passagem ao li.miteno

termo da di.Feita

3) O gerador de Ç+.. é dado por L sobre as funções ciJ-índri

cas.

a) Mostraremos primeiro que para toda função cilíndrica f, a
série l-f é uniformemente convergente eln P(S)

Os valores de f(rl) sÓ dependem das coordenadas de r] que
pertencem ao conjunto fi.nato U.

Temos portanto

[l À(v)[f(u (rl)) - f(n)] É } 2llfll
lr 'n : IÍ'(iÍ'y'iÍtj;iÍ'im

Ora
X(v) ÉE:= { ;ntxJ*nntxl} (1)
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Já sabemos que esta igualdade ocorre quando n e finito. No 

caso geral, consideramos uma sequê ncia crescente 

tos finitos A convergindo para n . 

de conju~ 

Então, 
A s n e 
s 

n 
A n 

e convergem r espectivamente para "' s+t e 

logo o t e orema de convergência domin~da permite -nos 

passar ao limite no termo da esquerda de (II. 3 ) e acontinuid~ 

de da ap l icação n- Qt (n,. ) permite a passage m ao limite no 

termo da direita. 

3 ) O gerador de st e dado por L sobre as f unções cilíndri 

cas. 

a ) Mostraremos primeiro q u e para toda função cilíndrica f , a 

s~rie Lf ê uniformemente convergente e m P(S ) . 

Os valores de f (n ) só dependem das coordenadas de n 

pertencem ao conjunto finito u. 

Temos portanto: 

Ora: 

I; À( rr ) [f (rr (n )) -f (n) J ~ 
1T 

) '. À(TI) 21 1fl l . 
rr: -rr (n) nU;,ennU 

À(rr ) ~ e Í I À(·rr) 
1T : 1T ( n ) u u" n n u x E u ·rr ( n ) n { x } " n n { x } 

q ue 
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e o segundo membro da expressão precedente é majorado por

}...l }:::::::..l x(v) + }:l [:l::T:TT::"'
xcU T:lT(x)=g xcU lí:lypx tq lr(y))x

logo

.l À (lí)s lul [sup L j À (lr)+si
lí:x(R)nU#RnU x T:lr(x)=g x lí:v'(x)3y#x

À (T) ]

b) Vamos provar que para toda função cilíndri-ca do tipo

OB' com IBI <m, a função t--->Jn(oB(Élt)) tem uma derivada

igual a 1.0B(r)), para todo sub-conjunto í] de S.

Seja uma sequência crescente An de conjuntos finitos con

vergando para rl. Sabemos que, para todo ncN, temos:

E(0B(€1tn)) ;C;0B(An) +l À(]r)]E(J [0B(lr(É]sn)) - 0B(esn)]ds

Peladefinição de (€1rl), o termo da esquerda converge para

E(0B(et)) e o termo da direi.ta tende para o 1-0B(€1s)ds pg

lo teorema de convergência doma.nada
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e o segundo membro da expressão precedente e majorado por: 

e ),_________, À (TI) + e ,.._ ________ ; À ( TT ), 

XEU n: ·rr( x ) =0 XE U n :3y~x tq n (y ) JX 

logo: 

______ : À(n) s lU l[ sup) ; À(n ) +sup ' À(n)J ,.._ ____ __, 

n:n (n)n u~nnU x n:n( x ) =0 x 

b) Vamos provar q u e para toda função cilíndrica do tipo 

com a função t--JE(0 ( C- n) ) 
B "'t 

tem uma der ivada 

igual a L0B(n), para todo sub-conjunto n de S. 

Seja uma sequência crescente A n de conjuntos f initos 

vergindo para n. Sabemos que , p ara todo n E N, temos: 

A t A A 

con 

]E ( 0 B ( E_, n) ) = -0 B ( An) + L À ( 1T ) ]E (f [ 0 B ( ·rr ( E_, n) ) - 0 B ( E_, n) J d s . 
t 1T o s s 

Pe la definição de ( E_, ~), o termo d a esquerda converge para 

e o t ermo da dire ita tende para 

lo teorema de convergênci a dominada. 
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4) Para todo íl incluído em S, a função aleatória (€1:) é

q.c. continua à direi.ta e admite limites à esquerda.

Com efeito, a propriedade é verdadeira para rl € Pf(S) pela

própria construção.

Se ne P(S), seja A. uma sequênci.a crescente de conjuntos

fmi.tos convergindo para rl.

Paratodo xcS, Mn =0(€1An)-0(A)-Jt LO(€1An)ds, tz0
t x t x n o x s

é um marti.ngal cad lae 5

Para todo tz0, M'' converge quase certamente para
A

t

contínuas limitadas

A desigualdade de Doob permite escrever

(].1 4)

]E(sup IM n - M p l2) g 4JE(IM n - MApl2)
UKt u u t t

5 NÕs utilizamos a sigla cad lae para indicar que as tra-

jetÕrias do martingal são contínuas ã direita (cad) ecoa

versem para um limite à esquerda (lae) em cada instante
t
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4) Para todo n incluido em S, a função aleatória 

q.c. continua a direita e admite limites à esquerda. 

Com efeito , a propriedade é verdadeira para n E Pf (S) 

própria construção . 

pela 

Se n EP (S), seja A n 
uma sequ~ncia crescente de conjuntos 

finitos convergjndo para n. 

A t A 
Para todo X E S, 

A 
M n 

t 
= 0 U,; n) - 0 (A ) - f 

X t X n O 

Le ( E; n ) ds, t ~O 
X S 

e um martingal cad l ae 5 

A 
Para todo t ;:e: O, M n converge qua se certa me nte 

t 

e ( n) 
X 

contínuas limitadas. 

pois e e 
X 

LO 

A desigualdade de Doob permite escrev er: 

( II 4) 

A A 
JE(sup IM n - MP J

2 ) 
A A 

:s; 4JE(/Mn -Mp i 2 ) 
u u t t 

p a r il 

-s ao 
X 

5 Nós utili zamos a s igla cad lae para indicar que as tra­

jetórias do martingal são contínuas à direi ta (cad ) e con 

vergem para um limite à esquerda (lae ) e m cada instante 

t. 
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e a expressão da direi.ta tende para 0 quando n e p ten

dem para o infinito, pelo teorema de convergência dominada.

Logo uma sub-sequênci.a de (M n(u)).converge, q.c. em u, uni.

formemente em u em [0,t], para M:(u)

Em consequência, o maTEi.ngal (M:, tz 0) é q.c. c

como a expressão .ft 1.0x(€1s) é contínua em t,

as funções t -'» 0x(€1n) são cad lae para todo
também a função r'íl

'Y ' v '? +.

U

ad lae e

logox/ e

- 45 -

-e a expressao da direita tende para O quando n e p ten 

dem para o infinito, pelo teorema de convergência dominada. 

A 
Logo uma sub-sequência de ( M n(w)) converge, q.c. em w, uni 

u n 

formemente em u em [0,t], para 

Em consequência , o martingal e q.c. cad lae e 

-como a expressao e contínua em t, 

sao cad lae para todo x, e logo 

também a função 

* 
* * 

* 



PARTE 2. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE DOIS PASSEIOS ALEATõ

RIOS SIMPLES, EM Z, INTERAGINDO POR EXCLUSÃO.

]#TKODUÇAO

Vai-se aqui dar uma resposta para-al a uma con-

jectura de Liggett, segundo a qual doi.s passeios a].eatõri.os

interagindo por exclusão têm o mesmo comportamento assintóti

co que dois passei.os independentes (cf. Li.ggett [14])

O si.stema consta.tuido por dois passeios aleatóri.os
si-mples independentes, em Z:, é um processo markovianode sal

tos, tendo como espaço de estados, o conjunto P. ,) dos sub-

conjuntos de a que têm l ou 2 elementos, e cujo gerador in

finitesimal l.i, apli.cedo a uma função f: P. ,) ---+ ]R, se
egêieve como :

/

/

tlÍ (À)
xcA lí(A\tx} u {y}) - f(A)j se 2,

e

l,if({x}) = };......::::1 [f({ x,y}) - f({x})], xc 2Z

PARTE 2. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE DOIS PASSEIOS ALEATQ 
RIOS SIMPLES} EM ll} INTERAGINDO POR EXCLUSAO. 

INTRODUÇÃO 

Vai -se aqui dar uma resposta parcial a uma con­

jectura de Liggett, segundo a qual dois passeios aleatórios 

interagindo por exclusão têm o mesmo comportamento assintótl 

coque dois passeios independentes (c f. Liggett [14]). 

O sistema constituido por dois passeios aleatórios 

simples indepe ndentes, em 2'l, é um processo markoviano de sa1:_ 

tos, tendo como espaço de estados, o con junto P l, 2 dos sub-

con juntos de 2'l que têm l ou 2 elementos, e cujo gerador in 

finitesimal L1
, ap licado a uma f unção f: P1 , 2 _. JR , se 

escreve como: 

L if (À) = ½ C .____,..----,-__ __,_ [f (A\ { x} u {y}) - f (A)] , se IA 1 = 2, 
XEA yâZ: l y-x l=l ,; 

e 

l -L f({ x }) = ,___, ____ __,' [f({ x ,y } ) - f ( {x } ) ] , XE 2'l. 
y Ê2'l: ly-xl =l 
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(Isto si-gnifi.ca que cada partícula espera urn tempo exponen

cial de parâmetro 1, antes de saltar sobre um dos seus doi.s

vizinhos, escolhidos com probabili.dade {. Feita a escolha o

salto se reali.za sem que se tome conhecimento da post-ção da
outra partícula)

Jã o si.stema constituído por doi-s passeios intera

gindo por exclusão é um processo markoviano de saltos, tendo

como espaço de estados, o conjunto P9 dos subconjuntos de
Z: que têm dois elementos, e cuja gerador i.nfinitesimal L2,

aplicado a uma função f: P2 ------>JR, se escreve como:

l2í(A) - { [.] y.zó A:lx-yÊ=J- l(A\ÍxluÍv}) -í(A)
A c P.

2

(A diferença entre os dois sistemas é que no segundo os sal

tos sobre pontos jã ocupados, são proibi.dos.)

Daqui por di-ante, o si.steina com i.ndependência será

designado por (Xx, tz0) e o si-stema com exclusão, por

t 2 0)

O resultado conjecturado por Li.ggett, pode ser, en
tao, formulado da seguinte maneira:
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(I sto significa que cada partícula espera um tempo expone~ 

cial de parâmetro 1, antes d e saltar sobre um dos seus dois 

vizinhos, escolhidos com probabilidade½· Feit a a escolha o 

salto se realiza sem que se tome conhec ime nto da posição da 

outra partícula). 

Já o sistema cotistituido por dois passeios intera 

gindo por exclusão é um processo markoviano de saltos, tendo 

como espaço de estados, o conjunto P2 dos subcon juntos de 

~ que têm dois elementos , e cuja gerador inf inites imal L2 , 

aplicado a uma função f: P2 - JR , se escreve como: 

L 
2
f(A ) = ½ L ~------' [f ( A \{ x} u {y} ) - f (A) J , A E P2' 

XEA y E~ A: 1 x-y 1 =l 

(A diferença entre os dois sistema s é que no segundo os s a l ­

tos sobre pontos já ocupados, são proibidos .) 

Daqui por diante, o sistema com independência s era 

designado por e o sistema com exc lusã o, por 

( X 
2 

O) t' t 2: . 

O resultado conjecturado por Liggett , pode ser, e n 

tão, formulado da seguinte maneira: 
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TEOREMA: Os dois si.stemas defina.dos acima, bati.sfazem a pro
priedade

l ]pA U:l - n
B € P2

«. .*i - -, l

para todo elemento A de P2

A demonstração deste teorema será fei.ta em ires

partes. Na primei-ra apresenta-se o empareJ-hamento dos doi.s

sistemas, no qual esta baseada toda a demonstração. Os doi.s

sistemas são emparelhados da maneira a coi.nci.dir ou a ter,
ao menos, um ponto ein comum, durante todo o desenrolar do tem
PO.

Na segunda partem vai.-se calcular a probabilidade de ocupa;ão
de certos i.ntervalos estocãsticos, no limite, quando t --+m

Este calculo é feito com a ajuda de uma adaptação
do Teorema da Renovação de Feller

Finalmente, na tercei.ra parte. o limo.te que nos interessa se

rã obti-do como uma consequência do resultado da segunda par
te

#

- 4 8 -

TEOREMA: Os dois sistemas de finidos ac i ma , sat i sfazem a pr~ 

priedade: 

para todo elemento A de P2 . 

A demonstração deste t e o rema sera fe ita e m tre s 

partes. Na primeira apresenta-se o emp a re lha me nto d os doi s 

sistemas, no qual está bas eada toda a demo nstração. Os doi s 

sistemas -sao emparelha dos d a ma n e i ra a coinc id ir ou a t er , 

ao menos, um ponto em comum, durante todo o desenro l ar do tem 

po. 

-Na segunda parte, vai-se calcul a r a p r obabi lida d e d e ocupa;;ao 

de certos intervalos estocásticos, no l i mite , qua ndo t -i- 00 • 

Este cálculo e f e ito com a a juda d e uma 

do Teorema da Renovação de Fe lle r. 

a d a ptação 

Finalmente, na terceira parte , o limi te q ue nos in tere s sa se 

rá obtido corno wna consequência do r e s ultado da segunda par­

te. 

r, 
\.. 

* 

* 



49

DEMONSTRAÇÃO DO TEORE}4A

1) LEMA

((xt,xÍ), tZ o), tendo como espaço de estados p1,2 x p2, tal

que, suas projeções XI e X2 são processos markovianos de

saltos, tendo l.'t e l.z, respecti-valente. comogeradores in

fi.ni.tesimai.s. Além disso, este processo é estável com Tela

çao ao conjunto des elementos (A,B) de P. .xP., tai.sclue

A n B # g.

os

f

Exi.ste um processo markoviano de sr8lt

Para demonstrar este lema. é sufici.ente apresentar

o gerador 1. do processo em questão. Este gerador aplicado

a uma função f: P1,2xp2 ""'> .IR se escreve como:

1. f (A , B )

(x,Y) c &z
x-y l

[f(0i (A) ,0: (B) ) - f(A.B) ] +
xy xy

+ > 1 [f(lr (A) ,B)
(x,y) 6 U2 xy

x-yl

f (A,B) ]

(A,B) ( P1,2 x P2'
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 

1) LEMA: Existe um processo markoviano de saltos 

1 2 (( Xt, Xt ), t ~ O) , tendo corno espaço de estados r1 , 2 x P2 , tal 

que , suas projeções e 

saltos, tendo e 

x2 
t são processos markovianos de 

respectivamente , como geradores i~ 

finitesimais. Além disso , es te processo é estável com rela 

ção ao conjunto des elementos (A, B ) de tais que 

AnB;t,0. 

Para demonstrar este l e ma, é s u ficie nte apresentar 

o gerador L do processo em questão. Este gerador ap licado 

a uma função 

Lf (A , B) 

]R se escreve como: 

1 = 2 [ f ( 0 l (A ) , 0 2 (B)) - f (A , B ) ] + 
( x ,Y) E:722 xy xy 
J x-y J = 1 

1 + 2 ~----' [f ( Tr (A),B) -f (A ,B ) ] . 

( x ,y) E 2l 2 

1 x-y 1 = 1 

xy 



2

'e

A

A

A

A

50

sendo 0: (A)
xy

A\lx} u {y} se IAI e x c A,

0i (A)
xy

{x,y} se A = {x},

01 (A)
xy

em caso contrãri.o,

0z (A)
xy

A\Íx} u {y} se x € A e y Z'A,

0z (A)
xy

em caso contrário,

e lí (A)
xy

{x,y} se A = {x},

lr (A)
xy

em caso contrãri.o

Uma vez o gerador apresentado, a verificação das

propriedades do processo representando o emparelhamento é
imediata

999111ByâÇA9: O fundamento teórico deste tipo de emparelhamen

to é a proposi-ção elementar seguinte:

sendo 

e 

0 1 (A) = A\{x} u {y} 
xy 

"' 
0 1 (A) = {x , y} 

xy 

0 1 (A) = A 
xy 

0 2 (A) = A\{ x } u {y} 
xy 

0 2 (A) = A 
xy 

TT (A) = { x , y } 
xy 

TT (A) = A 
xy 
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, se e X E A, 

, se A = {x}, 

, em caso con trário , 

, se X E A e y IA , 

, em caso contrário , 

, se A = {x}, 

, e m caso contrário. 

Uma ve z o gerador apresentado , a verificação das 

propriedades do processo representando o e mpare lhamento e 

imediata. 

OBSERVAÇÃO: O fundamento t eórico deste tipo de emparelhame~ 

to é a proposição elementar seguinte: 
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!B91991Çê9: Seja (yt' tZ 0) um processo markoviano de sal

tos de gerador 1., numespaço enumerãvel E, e seja

u : E -----> E' uma aplicação sobrejetora, tal que, para todo

y' eE', }..:lll.lll:ll::l l-(x,y) sÓ depende de u(x) (x(E)
y:u(y)=y'

Então (u(Yt), tz0) é um processo markoviano de saltos em

E', de gerador infinitesimal l.' definido da segui.nte ma-
neira

L'(x',y') = }1:1..1:.= L'(x,y)
y:u(y)=y'

sendo x um elemento qualquer de E, tal que. u(x) = x'

2) Doravante Xi e Xz designarao sempre as coordenadas do

processo i.ntroduzido na la parte desta demonstração.

Supondo XO - XO' vai.-se defina.r, por recorrência,

os tempos de parada:

SI - inf {t inf {t > 0/ XI ]. }

PROPOSIÇÃO: Sej a 

tos de gerador L, 
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( y t 2>: O) 
t' um processo markoviano de sa l 

num espaç o enumerável E 
' 

e sej a 

u : E -r E ' uma aplicação sobrejetora, tal que , para todo 

y ' E E', L ( x ,y) só depende de u ( x ) ( x E E ) . 

y:u (y ) =y' 

~ um processo ma rkoviano de saltos em 

E', de gerador infinites ima l L' definido da seguinte ma-

neira: 

L'( x ',y' ) L'(x,y), 

y:u (y ) =y ' 

sendo x um e l emento qualquer de E , t a l que , U ( x ) = X 1
• 

2 ) Dorava nte Xl 
t 

e x2 
t designarão sempre as coordenadas do 

a -processo introduzido na 1. parte desta d emonstraçao. 

Supondo Xl 
o 

os tempos de parada: 

vai-se definir , por recorrênc i a, 

inf {t > o;j x~ j = l } 
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'' » ::.*! - *Í,

S =inf {t>T l/Xt#X2} - inf {t>T/X! =1}

T
n inf {t > Sn/XI

Note-se que estes tempos de parada são quase certamente fi.ni

tos, pois a diferença si.métrica xxAxz (com a convenção

{a} A {a,b} = {a,b}) se comporta como um processo de gerador

L', até o momento eln que ela se torna vaza.a. e é bem sabido

que, em 2Z, um passeio simples volta a ori,gem quase certames

te num tempo finito.

LEMA: Essa sequência de tempos de parada do processo empa

relhado satisfaz a propri.edade

Prob (t € [ S: , T: [ ) -------> 0 ,
t-» + m

onde Prob refere--se ao processo emparelhado de estado inicial
(A,A) (A € P )

2

s n 

T 
n 
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inf {t > T /X1 ;t: x2
} = inf {t > Tn/j x !j =l} 

n-1 t t 

-Note-se que estes t empos de parada sao q uase certamente fin! 

tos, pois a diferença simétrica xl t:, x2 
t t (com a -convençao 

{a} t:, {a,b} = {a,b}) se comporta corno um processo d e gerador 

L1 , até o momento em que ela se torna vazia, e e bem sabido 

que, em Zl, um passeio simples volta a origem quase certamen 

te num tempo finito. 

LEMA: Essa sequência de tempos d e parada do processo empa-

relhado satisfaz a propriedade: 

+ 00 

,-, i=l .... 

P rob ( t E [ S . , T. [) 
l l 

-->- o, 
t➔ +oo 

onde Prob refere-se ao processo e mparelhado de estado inicial 
(A,A ) (A E P ) 

2 
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DEMONSTRACAO: Note-se i.nicialmente que, nos instantes SI ,

a di.stância entre os dois e].ementos do sistema XÍI AX+2 é

igual a 1. Em consequência, as variáveis aleatÕri.as S.+l-Sj.r

i=1,2,... são independentes e de mesma lei. Seja v esta

lei. Pela mesma razão, as vara.áveis aleatórias T: - S: sao

independentes de SI , i.ndependentes entre si. e de mesma lei.

Seja H esta ié;i. A medida p é também a lei do tempo de

volta à ori.gem de um passei.o simples, em ZI, que parte del

Se designamos por DI a distância (aleatõri.a) entre os ele

mentos de x4 , a lei. de sj.+l - Ti'

H ". Pode-se, então, escrever:

condicionalmente) l em

D{, é igual

+00

Proa (t € [Sj. 'Tj.[ )

t
/ U (ds)f(t - s)

V

sendo uV e f(s) = P([s,+m[)

Como ]E(Ti - Si) - m, a Integral da função f dl

verde e o Teorema da Renovação não pode ser aplicado direta-
mente no calculo de

t
lim Í. U (ds) f (t-S)
t-Fm V
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DEMONSTRAÇÃO: Note-se inicialmente que , nos instantes S ., 
l 

a distância entre os dois e l ementos do sistema x1
1::, x2 

t t e 

igua l a 1. Em consequ ê ncia, as v ariáveis a l eatórias Si+l-Si , 

-i=l,2, ... sao independe ntes e de mesma l ei . Seja \) esta 

l ei. Pela mesma razão, as v ar i áveis aleatórias -T. - S . sao 
l l 

i ndependentes de s . , 
l 

independ e n tes e ntre si e de mesma l e i . 

Seja p esta l e i . A medida µ é também a l e i do t e mpo de 

volta a origem de um passe io simp les, e m 2Z, que parte de 1 . 

Se designamos por D. a dis tânci a (aleatória) e ntre os ele-l 

me ntas 

D. ' e 
l 

sendo 

de l 
l e i de Si+ l T., condicionalme nte XT ., a - e m 

l 
l 

*D . 
igual l Pode-se, e ntã o, a µ escrever: 

+ oo t e=; P rob ( t E [ S . , T . [ ) 
i=l l l 

= J U ( ds ) f ( t - s ) 
o V 

u 
\) 

+oo 
~I * i = /___1 \) 

i=l 
e f (s) 

Como JE (T . - S . ) = oo, 
l l 

= p ( [s,+oo[). 

a integral da f unção f di 

verge e o Teorema da Renovação n ão pode ser apl icado direta­

mente no cálculo de 

t 
lim J U (ds ) f(t -s) . o 

\) 
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No entanto:

f(t-s)t
/ U (ds)

V .(u.Ud f (t-s)].(t-s)
[0,h]

f(t-s) l (t-s)
]h , +m[

sendo l e l as funções indicadora
[0,h] ]h,+m[ '

valos[0,h] e]h,+m[, respectivamente

Como a função f(t-s)l(t-s) tem suporte compact
[0,h]

o i.nterva]o [0,h]), tem-se que:

lim .ftU.. (ds) f (t-
t-p.«

ma de Renovação, p

Por outro lado:

.rtuv(éls) f(t-s)l(t-s) (:lJF {.l-:.}J)./.tuv(as) g(t-s)l(t-s) É
]h , +m [ ] h , + «[

2 --.c:.. . , lim f(g)

suP {fE'{) /'tuv(ds) g(t-s) $ 1;1:g {.le.L,onde g(s) = v([.s,+m[)

dos enterS

(no0 caso,

pelo Teore osso q }00

<

0 ,ervas que para/
S '-+mq ( S )

0/ -L \ L-'b/ U /

[0,h]

ue ./ tv (dt)

- 5 4 -

No e ntanto : 

Jtu (d s ) f (t-s ) = Jtu (ds ) f(t-s)l(t-s ) + ftU (ds) f(t-s ) l (t- s ) 
m V o V [O ,h] ro V ]h, +m[ 

sendo l e l as f u nçõe s indicadoras dos inter-
[0,h] Jh,+oo[ 

valos [ 0,h] e ]h,+oo[, respectivamente. 

Como a funç~o f(t - s)l(t-s ) tem suporte compa cto (no caso, 
[O,h] 

o interva l o [O,h]), tem-se que: 

lim Jtu (ds) f (t-s )l( t - s ) = O, O V 
t +oo [0,h ] 

00 pelo Teorema de Re novaç~o , posto q u e J tv(dt ) = +oo . 
co 

Por outro l ado: 

Jtu (ds) f(t-s)l(t -s ) 
o V 

Jh,+oo [ Jh ,+oo [ 

< (sup f (s)) Jtu (ds) g (t-s ) ::; - s>h g (s ) 0 v 
sup f ( s ) , onde g ( s ) = v ( [s , +00 

[) • 

s >h g ( s ) 

Logo , ê suficiente observar que lim ~=O 
s ->- ➔- oo g ( s ) , para 
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encerrar a demonstração. Este Último l i.cite é uma consequên

do fato que n(1)i) - m (cf. Spitzer [16], exemplo 8.6)

3) A asserção do teorema pode agora ser provada imediatamen

te. Com efei.to, sendo (xt,sÍ) os dois sistemas emparelhB

dos, tem-se

E::l i.pAUis:B)
BcP2

IPA(Xil=B)l= [.ü ] prob(Xt=B,tci) -prob(XÍl=B,tci)l ,
BcP.

onde Prob refere-se ao processo emparelhado de estado

cial (A,A) e l designa o conjunto aleatório

l - l lts: ,u:[

A razão desta igualdade é que XI - X2, se t/l

ll

in]

Reescrevendo-se. agora. cada um dos termos desta

soma em forma de integral, obtém-se

[./dProb ]l(t)IB(Xt) - ./dProb].l(t)]-B(X:) ] É
ncp.

É JdProb ll (t)
Be P2

l IB(Xx) - IB(Xz) l$ 2 Proa(tc1) ---->0, quando

Fi.ca, assim, demonstrado o teorema
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encerrar a demonstr a ç ão. Este úl timo lirni te é uma consequên 

do fato que IB(D.) = 00 (cf. Spitzer [16], exemplo 8.6). 
l 

3) -A asserçao do teorema pode agora ser provada imed i atame~ 

te. Com efeito, sendo os dois s i stemas emparelh~ 

dos , tem-se: ,. 

2 1 2 
]PA (Xt=B )I = e IProb(Xt=B,tEI ) -Prob (Xt=B,t EI)I, 

BEP2 

onde Prob refere- se ao processo e mpare lhado de estado ini 

cial (A, A) e I designa o conjunto a l ea t6rio 

r = tJcs . ,T.[. 
l l 

i = l 

A razão desta igualdade e que X~ = X~ , se ti I. 

Reescrevendo-se, agora, cada um dos termos 

soma e m forma de integral, obtém-se : 

desta 

:;:; JdProb 1
1

(t) C 11 ( X
1

) -1 ( X
2

) I :;:; 2Prob ( t EI ) ->- 0, quando B t B t 

t - 00 

Fica , assim, demonstrado o t e o rema. 
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..The main subject of thi.s work is the study of

random time evolutions of infinite particle systems with
interaétions i.n a countab].e set S.

In the first pare we consider a class of

systems which i.s stable with respect to the nota.on óf

association. A version of these systems is constructed,

having a property of strong coupling.

In the secohd parti we tive a parcial solution

to a conjecture of Lli.ggett. We prove that two si.mpla

random walks i.nteracFing by simple exclusion have the

some asymptotical; bFhavior as two independent random

walks. The .key o# thje proof i-s a coupling of the two

systeins in such a wag that they ei-ther coi.nade or have
one common point

#

#
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.The main subject of this work is the study of 
1 

randorn .time evolutions of infinite particle systerns with 

intera6tions in a cou~table set s. 

ln the first part we considera class of 

systerns which is stable with respect to the notion of 

association. A version of these systerns is constructed, 

having a property of strong coupling. 

ln the 

to a conjec.ture of 
1 ~ 

randorn walks 
1 

sarne asyrnptoticaJ.:: 

walks. The key of 

d part, we give a partial solution 

We prove that two sirnple 

sirnple exclusion have the 

havior as two independent random 

proof is a coupling of the two 

systems in such a way that they either coincide or have 

one cornmon point. 
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