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PRELIMINARES ~ INFORMAIS

A expressao " Sistemas Markovianos de Particulas "
tem sido utilizada na literatura para designar determinados
Processos de Markov, tendo como espago de estados o conjunto

P(s) das partes de S (sendo S um conjunto enumeravel).

Neste contexto cada elemento & de P(S) @& identificado com
uma configuragao do sistema, & indicando os pontos de S
nos quais ha particulas. (Evidentemente uma tal convengao ex

clui a possibilidade de duas ou mais particulas virem a ocu
par o mesmo sitio). A idéia & que a evolugdo do sistema se
ja o resultado de uma infinidade de Processos Markovianos so
bre S, cada um representando a evolugcao de uma unica parti
cula, e submetidos a alguma condig¢ao global expressando a in

teragao das particulas entre si.

Alguns exemplos deixarao as coisas mais claras. Pri=
meiramente, consideremos um sistema no qual cada particula
isoladamente tenta seguir um processo markoviano de saltos em
S. Assim, cada uma delas espera um tempo exponencial com pa
rametro constante, antes de decidir-se a saltar para uma no

va posigao em S, escolhida segundo uma certa probabilidade de



transicao. A interacao entre elas manifesta-se no fato de
que um salto nao se realiza se a nova posigao escolhida ja es
tiver ocupada por uma particula. Este & o processo que
Spitzer, em seu artigo fundamental [0], batizou com o nome

de sistema com interacao por exclusao.

Em outros modelos uma particula ja existente pode desapare
cer, ou uma nova particula aparecer num sitio vazio, sendo
os tempos de espera de tais eventos fungoes da configuracgao

global do sistema. Por exemplo, nos sistemas de interacao

por contacto, estudados por Harris em [1], o desaparecimen-

to de uma particula tem uma lei que & independente da confi
o . . -

guragao do sistema, mas o aparecimento de uma particula num

sitio vazio & uma fungao do nimero de particulas ja existen

tes na vizinhanga do sitio em questao. Em particular,"nasci

mentos espontaneos" estao excluidos: particulas novas s& po

dem aparecer nas vizinhangas de particulas ja existentes.

Note-se que tanto os sistemas com interagao por ex
clusao, quanto os de contacto, reduzem-se a simples proces-

sos markovianos de saltos em Pf(S), o conjunto das partes

finitas de S, nos casos em que suas configuracGes iniciais

’
1

forem subconjuntos finitos de S. ©Por exemplo, um conjunto
de n particulas que interagem por exclusao, evolui aguar-—

dando em cada configuragao um tempo exponencial com parame-



tro n, até que uma das particulas, escolhida com probabi-

: 1 ——
lidade o ¢ ©scolha uma nova posicao aonde saltar.

Tais processos, por serem markovianos de saltos, num espaco
enumeravel (Pf(S)), existem e sao definidos univocamente

pelos seus geradores infinitesimais.

A situagao sera muito mais complicada quando a con
figuragao inicial do sistema for um conjunto de cardinalida-
de infinita. Nesse caso, o0 processo nao mais sera de sal-
tos: mudangas na configuracao ocorrerao instantineamente e
o sistema estara em constante mutagao, com trajetoérias que,
no melhor dos casos, serao continuas por partes.

Mesmo assim, a existéncia do processo, esta assequrada des
de que as interagoes entre particulas distantes sejam sufi-
cientemente fracas. E o que ocorre, por exemplo, nos siste
mas de contacto, no qual s6 ha interacao entre pontos vizi
nhos. A demonstragao da existéncia de sistemas com um name
ro infinito de particulas, feita por Liggett [17], & basea
da no teorema de Hille-Yosida e no teorema de convergéncia de
semi-grupos de Trotter-Kurtz.

A idéia & obter o sistema com um nitmero infinito de particu-
las como limite de sistemas finitos. Esta passagem ao limi-
te, proxima do "limite termodindmico" da Mecanica Estatisti-
ca, € a base de inlimeros resultados da teoria.

Nesta tese, ela sera utilizada na demonstragao do teorema 2



da 1% parte.

Resolvido o problema da existéncia do sistema, PO
de-se passar ao estudo do seu comportamento ergddico que & o
verdadeiro centro de interesse da teoria. Quer-se determi-
nar as medidas de probabilidade que sao invariantes com res-—
peito ao processo, ou, noutras palavras, quer-se determinar
as situagoes de equilibrio do sistema. OQuer-se também de

terminar quando é que hd convergéncia do sistema para uma da

-~

da situacao de equilibrio. E neste contexto que se chega a

nogao de associacado entre sistemas.

Aqui também o trabalho pioneiro foi feito por

Spitzer. Com efeito, este observou que, se Et é a configu

ragao no instante t de um sistema com interagao por exclu

sao simétrico, entao:

(a) P (£, 2R) =T, (£ _cn),

quaisquer que sejam 1, subconjunto de S de cardinalidade
infinita, e A, subconjunto finito de S.

Ora, a probabilidade da esquerda refere-se a um sistema comn
um numero infinito de particulas, pois a sua configuracao ini

cial, n, & de cardinalidade infinita;



enquanto que a probabilidade da direita refere-se a um siste
ma finito, tendo como configuragao inicial o conjunto finito
A. (Na linguagem atual da teoria diriamos que o sistema com

interagao por exclusdo simétrico & auto-associado)

> A), para todo con

Por outro lado, o conhecimento de ZPn(Et

junto finito A, determina inteiramente a distribuigéoxu;inE
tante t do sistema que tem n como configuracao inicial.

A formula (a) permite, dessa maneira, conhecer a lei de um
sistema com uma infinidade de particulas, pelo estudo da lei
de um sistema finito. A nocdo de associagcao & formulada por
Harris, a partir da formula (a) que ele generaliza (cf. fér

mula (0.1) e (0.2) na 12 parte desta tese).

A 1? parte desta tese, & centrada na nogao de as-
Sociagéo. Seu ponto de partida é o reconhecimento de uma ca
racteristica estrutural comum a todos os sistemas munidos de
associados estudados até entao (isto €, o sistema com inte-
ragao por exclusao simétrico, os sistemas de contacto, os pro
cessos de ramificagao com interferéncia e os processos de pro
ximidade de Holley e Liggett (cf. exemplos no final da in-
_trodugdo da 1% parte desta tese)).
O fato & que todos esses sistemas podem ser obtidos pela
agao dé uma familia de aplicagoes de P (S) em P(S), que
atuam independentemente umas das outras, aplicagoes essas que

comutam com a operagao de unido de conjuntos.



Essa propriedade de estrutura permanecia oculta pela descri-
cao que era feita dos Sistemas, a partir dos coeficientes in
finitesimais de mudanca em cada sitio (ou em cada par de si-
tios, no caso dos sistemas por exclusao). Note-se que era ao
nivel dessa descrigao, ponto por ponto, que a interacao era
formulada. No entanto, a apresentacao do sistema, em termos
dos coeficientes infinitesimais correspondentes as transfor
magoes, bem mostra a auséncia de interagOes entre os elemen-
tos constitutivos do sistema, no caso as aplicagoes de P (S)
em P(S), Jja que estas atuam independentemente umas das ou
tras. Consegue-se assim reformular um sistema complexo, com
interagao, em um processo conceitualmente muito mais simples

obtido pela justaposicao de processos independentes.

Essa nova formulacao, permite-nos construir uma fa
milia de versoes do processo, todas definidas em um mesmo es
pago de probabilidades, cada uma delas correspondendo a uma
configuracao inicial distinta, e todas elas relacionadas por

uma propriedade de emparelhamento forte ("emparelhamento" é&

a tradug¢ao que encontrei para a palavra inglesa " coupling ").

Nesse quadro a associacao tem uma formulagao extre
mamente simples, e a relagao entre os geradores de dois pro

cessos associados nao apresenta nenhuma dificuldade.



Para facilitar a leitura da Parte 1 desta tese, va

mos aqui formular o resultado supondo que o espago S seja
finito.

Neste caso, o sistema nada mais & do que um pProcesso marko
viano de saltos. Podemos, entao, abandonar a descrigao em

tempo continuo, e simplesmente considerar a cadeia de Markov
formada pela sequéncia das configuracoes pelas quais passa o

sistema.

Seja, entao, I, o conjunto das aplicagoes 1w, de
P(S) em P(S), que comutam com a operacao de
uniao de conijuntos, isto &:
(b) T(AuB) = w(A) v m(B),
quaisquer que sejam os conjuntos A e B, contidos em S. Se

ja {p(m) : meX} wuma distribuicao de probabilidades em %,

isto &,

Z:] p(w) = 1.

mTel

Vamos agora apresentar o espaco de probabilidades
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que servira de base a nossa familia de versdes.

= ™ . 54
O espago amostral sera Q = I, o conjunto das sequencias

infinitas de elementos de %, munido da tribo produto, ten

do como medida de probabilidade o produto das distribuicdes,

{p(r) : me X}, isto é:

OIN
P = () , p () Eﬂ) , onde
mel
€. indica a medida unitaria concentrada no ponto w. Note-

mos que, por definigao, cada elemento ® de § & uma se-
quéncia infinita de aplicagdes pertencentes a x. Vamos in-

dicar por w ~a sua n-ésima coordenada
(ou seja w = (v ,0 ,W ,...) ).
o 1 2

Sejam, entao, w um elemento de § e A um elemento de de

P(S), quaisquer. Definimos, por recorréncia:

ER(w) = A

E?(w) = w_ (A)

--------------

Eﬁ+l(w) = wn(gﬁ(w))



Definimos dessa maneira, para cada AcS, uma fungéo aleaté

ria (Eﬁ :n=20,1,2...). E facil ver que:
1) A funcao aleatdria (EA :n =20,1,2...) & uma versao da

n

cadeia de Markov em P(S), cuja probabilidade de transigaoé

Q(M,N) = 2 p(m)
melh:m (M) =N

e tendo A como estado inicial.

2) Propriedade de emparelhamento forte: quaisquer que sejam

A e B, subconjuntos de S, e qualquer que seja n:
AuvuB _ ,A B
gn = &4 Utne

A propriedade de emparelhamento forte decorre ime
diatamente da propriedade (b) satisfeita pelos elementos de
%

Vamos agora para cada elemento 1 de hX definir
um elemento 7w*, também de Z} da seguinte maneira:

i) para cada elemento x de S, definimos:

T x}) = {yeS| xen(ly})]
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ii) para cada elemento A de P(S), definimos:
* *
T (A) = LJ T ({x}).
XeA

Diremos que w* & o associado de 7. Definiremos tan

bém a nogao de associagdo em §: o associado de um elemento

W= (0 ,0 ,0 ,...) e obtido substituindo-se cada coorde
o 1 2 —
. * * * *
nada de w pela sua associada: o = (w A G e s w) s
O 1 2

Podemos assim definir uma nova familia de fungoes

*
aleatorias { (& ﬁ) n : AeP(S)} da seguinte maneira:

Evidentemente essa nova familia de fungdes aleato
rias também possui as propriedades 1 e 2, com a Gnica dife

renga que a probabilidade de transigao por ela seguida &

Q*(M,N) =) Lop(m) .

*
Tex:m (M)=N

A relagao entre as duas familias & a sequinte:



P(&?rﬁB==ﬁ) =TP{w e N mO(A)r1B::Q} =

Il

= ) p(m) =) p(m)

]P{weﬂ:wg(B) na=g}

mel:m (A) nB=¢ meL:Anw* (B) =0
=2t % an = g

Esta nada mais @ do que a versao para cadeias de Markov da

nogao de associacado de Harris.

Na parte I deste trabalho, faz-se o analogo exato
desta construgao, num espaco S enumeravel. A existéncia
do processo sera garantida, impondo-se restricoes aos coefi-
cientes infinitesimais que descrevem a acao dos elementos de
L.

Neste caso, as familias de funcgoes aleatdrias serao obtidas

como modificagoes de um processo pontual de Poisson o-finito.

A Parte 2 & dedicada & resolugdo parcial de uma
conjectura de Liggett, segundo a qual dois passeios aleatd-
rios, interagindo por exclusao, tém o mesmo comportamento as

sintotico que dois passeios independentes.
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A idéia da demonstracao foi fornecida pela propriedade de em
parelhamento forte. Com efeito, ela diz que & possivel obter
um sistema interagindo por exclusao como reuniao de passeios
aleatdorios. 1Isso parecia ser exatamente o que faltava para
a demonstracao da conjectura de Liggett. Na verdade, nao era
tao simples assim, pois os passeios aleatdrios gue aparecem
no emparelhamento forte nao sao independentes entre si.

Foi preciso, entao, fabricar um novo tipo de emparelhamento,
no qual os sistemas com exclusao e independentes coincidiam
em certos intervalos de tempo e eram diferentes noutros, al
ternadamente.

Isto feito, a dificuldade passou a ser a recorréncia (ao me
nos em % e % %) dos intervalos nos quais os dois sistemas eram
diferentes. Esta recorréncia (isto &, o fato de que por mais
longe que se va no tempo, sempre havera periodos nos quais
os dois sistemas sao diferentes) parecia contrariar a con-
jectura, segundQ a qual os dois sistemas tenderiam a coinci
dir. Na verdade, a chave do mistério estava no comprimento
muito maior dos intervalos de coincidéncia, comparativamente
aos outros (a idéia & que o comprimento médio dos primeiros
era da ordem de =?  enquanto que o dos Gltimos era soda or
dem de ),

Para formalizar esta idéia, foi necessario previamente fazer

uma pequena generalizagao do Teorema da Renovacgao de Feller,

para o caso de fungoes cuja integral diverge.
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Note-se que a contradigao aparente da convergéncia
para o equilibrio coexistindo com uma situacao de recorren
cia evoca o paradoxo classico da Mecanica Estatistica (cf.mo
delo das urnas de Ehrenfest e a discussao sobre a compatibi-
lidade entre a reversibilidade do modelo de Boltzmann e a ix
reversibilidade_da convergéncia termodinamica para o equili
brio).

Esta evocagao parece-me uma boa maneira de concluir estes pre

liminares.!

1A bibliografia desta tese nao estaria completa sem uma re
feréncia ao curso de Liggett em St. Flour [18].
De fato, ali se encontra a melhor introdugao ao assunto,

existente neste momento.



PARTE 1. UMA CLASSE DE SISTEMAS QUE F ESTAVEL
EM RELAGAO A ASSOCIACAO

INTRODUCAO

Vamos estudar a evolugao de certos sistemas com uma
infinidade de particulas num espaco enumeravel §S. Trata-se
de uma classe de processos markovianos, tendo como espago de
estados o conjunto P(S) das partes de S, e cujo gerador L

aplicado a uma fungao cilindrica f ! qualquer se escreve:

(0.0) Lf = Z:: A(m) (Fom - f)
Te L
onde I €& uma classe conveniente de aplicacoes de P(S) em

P(S), e A uma aplicacdo de % em R, verificando certas condi
coes.

O conjunto % sera definido de maneira a que a clas
se de processos obtidos, quando ) varia, seja estavel em re

lagao a associacao ? .

! Diremos que uma fung¢ao f:P(S) — IR € cilindrica se exis

te um conjunto finito AcS, tal que f(n) =£f(nnd), para
todo neP(S).

? A nogao de associagao foi estudada recentemente em varios

artigos entre os quais [7], [8] e [9].
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Seguindo Harris [3], diremos que dois proces
#
S0Ss (gt) e (Et), tomando seus valores em P(S), sao

associados se, para todo t=>0,

3 #

(0.1) JPE(&;t nnzg) = an(E,tnEiﬂ),

onde § e n sao dois elementos de P(S), um dos dois pelo me

nos sendo finito. A relagao (0.1) acarreta para os geradores
3
L e L dos dois processos a propriedade seqguinte:

ki3

0.2 Lo ) = L 0
( ) n(&) g(n)
onde en(g) =1, se nnEzflf, e on(g) = 0, em caso contra
rio.

Agora, se m e ¢ sao duas aplicagoes de P (S) em
P(S), os geradores elementares Lﬂf = fom - £ e
LO = fog - £ satisfazem a condigao (0.2) se e somente se
On(ﬂ(g)) = eg(c(n)). Ora, @ muito facil demonstrar a
(0.3) Proposicao(cf. Harris [2]) : Se 7 & uma aplicacao de

P(s) em P(s), wuma condigao necessaria e suficiente para que

exista uma aplicagao de P(S) em P(S), tal que
(0.4) On(w(g)) = eg(c(n)),

para todo par £ e n de partes de S, & que w(£) = lzi m({x}),
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para todo £. Para um tal 7w, as formulas
3¢
(0.5) m ({x}) = {yeS|xen({y})}
3 *
e m () = < ™ ({x1})
definem a Gnica transformagao o, tal que (0.4) esteja ve
rificada.

(Em seguida, notaremos algumas vezes (e abusivamen
te) x em lugar de {x}. Designaremos por Pe(8) o conjunto das

partes finitas de S.)

A proposta (0.3) nos leva a definir ¥ como o con

junto de todas as aplicacoes m:P(S) » P(S) que verificam
as condigoes:

(0.6) m(g) = ot m(x), para todo EeP(S),

(0.7) mT(X) € Pf(S), para todo xe S,

(0.8) Z, = {XGS|7r(x)¢{x}}eT’f(S)-

Observamos que uma aplicagao T pertence a % se e somente se
#
mT € 2.

No caso em que S é finito, Harris mostrou em [2 ]
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que a classe dos processos markovianos tendo um gerador da
forma (0.0) (qualquer que seja A) é estavel em relacao a as

sociagao e que o processo cujo gerador & szz%zik(ﬂ)(f o 1)

tem como associado o processo cujo gerador é

* E " ) N
L £ = Ter A(m) (£ om - £). (E uma consequéncia imediata do

i
fato que en(n(g)) = Og(ﬂ (n)), para todo wel).

Neste texto, consideraremos o caso geral em que S
€ enumeravel ®. Vamos impor a A condicdes tais que existira
um processo de Feller construido explicitamente e admitindo
L como gerador sobre as funcoes cilindricas. Vamos primeiro
construir uma familia de versdes do processo em Pf(S). Em se
guida, usando a associagao e gragas a propriedade de empare-
lhamento forte, passaremos ao espagco P(S).

Mais exatamente, demonstraremos os teoremas seguin

tes:

Num artigo recente [12], nao ainda publicado, e que rece
bemos em forma de pre-print, quando este texto ja estava
terminado, Harris considera, ele também, processos defini

dos peld classe I num espago enumeravel.



TEOREMA 1:
1) Seja uma aplicagao A : I— R _ verificando a condi
cao
(0.9) TeT A(m) = o, <@,
X
para todo x ¢ S, onde L, = {me n|m(x)={x}}. Existe entao um

espago de probabilidades (Q,B,IP) sobre o qual se pode cons-

truir, para todo A‘eﬁés), uma versao (&ﬁ, 0 st.<Ti) do
processo markoviano de saltos sobre Pf(S), com o estado ini

. ~ ; A PR
cial A, com a duracao de vida T , e com o gerador defini

do para todo par C e D de elementos de Pf(S) por:

L(C,D) = L o A(m), se C#D

mem (C)=D

L(c,c) = —g;é L(C,F), no caso contrario,

e tal que:
TA — inf X e
A X A
(0.10) gt S o gt, para todo telO,T_[.

2) Se supusermos também que:

(G) sup a_ = f <=,
X
XeS

(H) SUP Ly () ([n(x)] 1) = <o
mTel
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entao, para todo A e Pf(S), o processo nao explode (quer di

zer: T2 = « g.c. e |£i|:§]A|eCt, qualquer que seja t=0).

[es]

(No enunciado da segunda parte do teorema, |[A| de

signa o cardinal do conjunto A.)

Observacao: A propriedade (0.10) acarreta a propriedade de

L

emparelhamento forte seguinte para a versao considerada no

teorema 1l: para todo par (A,B) de elementos de Pf(S), e pa

ra todo te [O,TiUB[, temos:

AUB _ AU B
‘Et _Et gt'

TEOREMA 2: Se além das condigoes (G) e (H) do Teorema 1, a

aplicagao A satisfaz também as condigoes:

#*

(G") sup E A(m) = B <o, e
xXeS
mem¥® e I
X
(H") sup L Am) (J1¥(x) | -1) = ¢ <w
XeS Tel
* Num texto escfito ao mesmo tempo que este ([ 7]1), Gray e

Griffeath mencionam também a propriedade de emparelhamento
forte, que eles usam para construir exemplos de nao - unici

dade.
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entao, para todo ne P(S), as funcoes aleatorias, (QE,tZO)
+*

e (gtn, t>0), com valores em P(S), definidas no espaco

de probabilidades (Q,B,1) do teorema ] por:

=l oo gn-U ol

XeT) Xen

sao versoes continuas a direita admitindo limites A esquerda

dos processos de Markov, com o estado inicial n, com os gera

dores respectivos Lf = ) X(m) (fomw~-f) o

% N M

L£=), AMm(fen ~-£f), onde £ & uma fungao cilindrica qual
o

quer. Verificam a propriedade de associacao e definem semi-

grupos de Feller.

Observagao 1l: O conjunto P(S) estd munido de sua topologia

habitual, isomorfa & topologia produto de {O,l}S.

Observagao 2: E facil ver que sob as condicdes (G) e (H) e

a condigao suplementar:

(0.11) sup ) L Am) |z | <o

xeS mexenw (2 )
T

as hipoteses do teorema 2 sao verificadas.

Observemos enfim a propriedade seguinte:
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Teorema ergodico: Se além das condicOes do teorema 2 tiver-

3*
mos c¢ <0, entao o processo de gerador L & ergddico.

Antes de passarmos as demonstracgoes dos teoremas,
queremos sublinhar o fato que a classe de processos estudada
aqui contém um grande numero de sistemas considerados na 1i

teratura, como o mostram os exemplos seguintes:

Exemplo 1l: Processo de ramificagao com interferéncia e pro
cesso de proximidade.

Estes processos foram introduzidos por Holley e Liggett em
(41].

Sejam as aplicagSes Ty € L, onde xe¢S e Fe¢ Pf(S), defi

4

nidas por:
ﬂX,F(X) = F,

Ty ply) = {y}, yes, y=x.

O processo de ramificagao com interferéncia é defi

nido em Pf(S). Seu gerador é dado por:

Lf = § , k(x) p(x,F)[£ o, F-—f],

xXeS
FePf(S)
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onde k & uma aplicagao limitada de S em R, e p(x,.) uma me
dida de probabilidade em Pf(S). A condicao (G) é verifica

da e a condigao (H) o sera se:

(0.12) sup ), k(x) p(x,F) (|F] - 1) <.
XeS F

O processo de proximidade €& obtido por associacao.

3#*
Ele & definido pelas transformacoes Ty @ dadas pela formu
la (0.5):
{y,x} , se yePF
#*
Ty, p¥Y) =)
{y} , se VEF e y=#x
{x} , se XeF
*;
1Tx;F(X)
4] , se X¢F

Seu gerador se escreve portanto sob a forma:

#* #*

L £ =) 1 k(x) P(x,F)(Eem, . ~f).
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Levando em conta a observagao 2, & facil ver que as condicoes
do teorema 2 serao verificadas se, além de (O.lZ),tivermostaE

bém

sup ) ) k(y) ply,F) <.

XeS FixeF xeF

(Esta Gltima condigao é a reescritura para este

processo da condigao (0.11).)

Exemplo 2: Modelo do Votante de Holley e Liggett (cf. [4]).
E um caso particular importante do exemplo 1. Toma-se S=EC£

k(.) =1 e p(x,F) =0, se |F| 1, ouse F = {x}.

Exemplo 3: Processo de Contato (cf. Harris [11).
E mais um caso particular muito importante dos processos con
siderados no exemplo 1. Dado um sub-conjunto finito fixado

N de S, definimos:

1 , se F =4

>
=
S
Il
m
0
®
ea}
Il

{XIX+Y}I yeN

0 , no caso contrario.

(Usamos as mesmas notagoes que no exemplo 1.)
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E facil ver que este processo & auto-associado, ja que

* e 3 =
ﬂxrg 1TX,ﬂ ! TrX,{X,X+y} TTx+y,{x,x+y}
e
H*
A( A(m

ﬂx,{x,x+y})= x+y,{x,x+y})::€’

Observamos que para este processo, as condigoes do

teorema 2 sao preenchidas e as do teorema ergddico o serio se

3+
e< 1, pois c = c = |N|le-1.

IN|

Exemplo 4: Processo de exclusao simples simétrico

(cf. Spitzer [101).

Seja g wuma probabilidade de transicao simétrica em S. Para
todo par {x,y} nao ordenado de elementos distintos de S, se

define o elemento Oxy de ¥ por:

cxy(x) = {y}
oXy(y) = {x}
oxy(z) = {z},para todo zeS, z%x, z=zvy.

Seja A a aplicagao de % em R, definida por:

e Al(m) =0 , se ﬂg’{axy}.
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O gerador L & o do processo de exclusao simples simétrico.
As condigoes do teorema 2 sdo ainda verificadas e o processo

& auto-associado.

Exemplo 5: Um processo de saltos em Pf(S) pode nao explo
dir e ter um associado que explode.

Considera-se uma sequéncia {GX:X<:S} de elementos de I de
finidos da maneira seguinte: GX(Z) = {2z}, para todo =zeS§S,
Z2AX; e ex(x) = {x,a}, onde a é& um elemento fizxado de S,

e uma aplicagao A : L—r R, que € nula fora da sequéncia

{6 }. As condigdes (G) e (H) sdo verificadas.
Para o associado, temos

#* +*
6 .(a) = {a,x} e 6. (y) = {y}, se y=a.

#a
No caso em que § X(GK) = ®, O pProcesso (gtc)
X <L

explode imediatamente.



I - DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.

1l - Seja Ac Pf(S). Vamos definir o processo de salto Et

por seus instantes de saltos sucessivos T?, T?,..

eventualmente infinitos e suas posigGes sucessivas AO,

Al’AZ nos instantes O,T?, Tg,... definindo
A = ‘A Ly IA

£ © An’ se Tnst:<[n+l
A iy |A prees 2 |A : =
para todo t: 0<t< T, onde T, = lim T designa a

n--+4cw
duragao da vida do processo com a convengao T§=O, A =A.
Notaremos (;}i)te.R+ as tribos associadas ao processo.
As sequéncias (Tﬁ) e (An) vao ser construidas de tal

maneira que:

ng A _ .
1) Condicionalmente em QS A’ @s variaveis

T
n
- . A A ~ L. ~ >
aleatorias Th+1 ~ T, que sao finitas, tém leis exponen
ciais com parametro § . A(m) respectivamente e sao

T:m(A ) =A
n n

independentes entre elas.

2) A seqguéncia (An) é uma cadeia de Markov
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com estado inicial A e com matriz de transigﬁo:

§ B A ()

m:mw (C)=D

Q(c,D) = == ;e ) " x(m) >0 e C=D,
, Alm) T (C) =C
m:w (C)=C
Q(c,p) =1 , se ) ' A(m) =0 e C=D,
wem (C)=C
e Q(C,D) =0 , no caso contrario.

Seja (N", 7¢3%) uma fémilia de processos pontuais
de Poisson em R, independentes, com parametros respecti-
vés A(wm), definidos num espag¢o de probabilidade (2,B,P).
Reduzindo convenientemente o espaco §, pode-se supértqueos
tempos de salto do conjunto destes processos sao distintos

dois a dois,pois ¥ & enumeravel.

Introduz-se o processo de Poisson N, o-finito, no
sentido de Ito [5], definido em ]0,w[ x %, provido da tribo

produto da tribo boreliana de ]0,«[ e da tribo das par

tes de I, da maneira seguinte:

N(BxI,.) =) ©N'(B,.) VBeB(10,o[), VI<3.
el
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Seja At a tribo gerada pelas variaveis aleatorias

{N(10,s1x1,.); 0O<s<t, Ici}.

Seja para todo Ace Pf(S), I, = {men: w(A) = A}.

Seja, por definicao

=

Il

inf{t>0 : N(JO,t] xI,) >0}, se J ' A(wm) >0,

il

A hipotese 1 acarreta ) CA(m) =) a <o, Em conse

ﬂeIA xeA X

quéncia, se excluirmos o segundo caso - no qual o processo

EA

t sera constante e igual a A - resulta de uma propriedade

s A - , -, .
bem conhecida que Tl e uma variavel aleatoria exponencial

com parametro ) , A(m) e que o infimo & atingido por um
mel

Gnico elemento de 3, seja w?. Diz~-se que ﬂ? opera no ins
tante T?.

A ~ i . - . 4
Sabemos que T, e T? sao variaveis aleatorias independen



tes e que

]
P (n? = g) = _Alo) ;r se g(A) =2 A
PX ()
4 TreIA
A - s
P (ﬂl = 0) = 0 ;, NOo caso contrario
L
o A
Definimos Al = ﬂl(A) , se 5 A(m) > 0.

ﬂeIA

Ay € um sub-conjunto aleatdrio de S que representa o estado

do processo gﬁ depois do seu primeiro salto, e sua lei éda

da por
§ A ()
P(Al=B) _ T:m(A)=B , se } "'X(w) >0 e A=zB,
A(m) mel
7 A
mely
P(Al=B) = 1 ; se } Al(m) =0 e A=B,
mel
A
e P(A,=B) =0 , Do caso contrario.
Notemos que T? € um tempo de parada para o processo N e
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que Aq € A, mensuravel; vamos utilizar a observacdo ge
T
1

ral seguinte:

Seja T um tempo de parada para o processo N e I um
sub-conjunto aleatorio de I, AT-mensurével tal que

§ A(m) <o, Define-se a variavel S(T,I) como:

mel '

S(T,I) =inf{t:t>T e N(]IT,t]1x1I) >0}, se T<w e )  A(m) >0,
el

S(T,I) = + o« . no caso contrario.

Um teorema de Ito [5] permite afirmar que os processos TTN

e apN, respectivamente transladados de T e parados no tem

T

po T, sao independentes e que TTN tem a mesma lei N . Em

consequéncia, condicionalmente a AT,S(T,I) comporta-se co

mo T?,quer dizer:

1) Se for finita, a variavel aleatoria S(T,I) -

& exponencial com parametro ) | A(m),
el

2) se S(T,I) for finita, o infimo é atingido por

um Unico 7, que chamaremos de Tm(T,I).
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3) A lei de w(T,I) é& dada por:

P(TT(T,I) = O) :.—_>\_(,2)____, se GGI,
b A(m)
mel
{
L P(m(T,I) = o) =0 . no caso contrario.

Observamos também que S(T,I) & um tempo de parada para o

processo N pois {S(T,I) <t} = {T4<t}r1{TTN(]0,t—TJXI> 0} e

no conjunto {T < t} o segundo termo é At“ mensuravel.
Definindo entdo por recorréncia T° = S(TA I ) e
b ’ QEEEAC n+1 n’ An
_ A ;
Bpey = (T IAn)<An)

as propriedades (I.l.1l) sao verificadas e o processo de sal

to esta construido.

2 - Segundo a construgao precedente, podemos escrever:

A A
fi n-1 %+--° ﬂl(A), se Tn:§t<<Tn+l.

Esta relagao e a propriedade caracteristica das aplica
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gaes T permitem provar facilmente a formula de emparelha
mento forte.

Consideramos os tempos de salto {(T)) X e A} situa

n‘neN’

. X P
dos entre 0 e inf T, e Os ordenamos numa sequéncia
XeA

estritamente crescente. Chamaremos de on o elemento de
L que opera no instante Vn' Um instante Vn pode re
presentar um ou varios instantes do tipo T?, mas neste
caso, O mesmo Gn opera nos processos Ez no instante

V.- Vamos demonstrar por recorrencia em n a proprieda-

de Sn seguinte, que acarreta o resultado de emparelha

mento . ~ Propriedade S : para V_ <t<V temos:
n n n+1

a) t<:Ti ,

b) t= v nao € um tempo de salto para Ei ,

S

X = o
c) VYxeA, gt = 0,°0. 7 °--- Ol(x)
A _
e gt = 0,° 0,1 °- .OOl(A).

Suponhamos, entao, que Sp seja verificada para 1 <p<n.

Conforme V seja ou nao um tempo de salto para (Ei), te

mos:

n+1



X X X !
g =0 (&, ) = &
Vn+l n-+1 Vn Vn
ou
X X X
2 = g = g (€. ).
Vn+l Vn n+l "7V

Mesma coisa para (Eﬁ), pois, se V &€ um de seus tempos

n+1

de salto, & o que opera nele nesse instante.

n+1
A propriedade c¢ & portanto demonstrada pela hipdtese de re
corréncia.

Por outro lado, nao pode haver tempo de salto de (gi) estri

tamente situado entre V e V

N+l pois entao, notando 1

n+2

a aplicag¢ao que operaria nele nesse instante, teriamos:

1r(£t ) = Ei\‘_

com Eﬁ_ = E@ = LJ E§ , portanto w(g§ ) seria di
n+1 X €A n+1 n+1

ferente de £$ para pelo menos um x em A, e t seria
n+1 %

um tempo de salto de (&_).

Resta mostrar: Ti:sinf T:. Provemos para isso, por recor-

XeA
réncia que, para todo n, Tﬁ<inf Tz no conjunto onde

XeA



inf Ef @ finito.

XeA
Neste conjunto, Tﬁ+l é finito, e o processo de Poisson
T A N tem um numero finito de saltos no produto de compactos
T
n

[Tﬁ, TA+l] x | LJ IZ}. Ora todo salto de (&X

0 t), XeA, no in
ZeA

tervalo [Tﬁ, rh [, & deste tipo pois uma aplicacao m que
A
£

n+1
X e U
muda EV4’ para xe A, sem mudar a reuniao v, = £

X
f 4
3 J xeA Vj

muda pelo menos\nnpontockzgé. Ha portanto, um nimero finito

de saltos de cada (£* ) Xe A, no intervalo [T , T !

t n n+1 e
™ <inf T% a te inf for finit
hep <in o onde este in or finito.

XeA

3 - Vamos mostrar que, sob a hipotese 2) suplementar do teo

rema 1, o processo nao explode.

Para todo n, para todo Aesz(S), temos a igualdade:
A
tAT
A A )
l€r =l ] 5 Man"(s) (el - 1ehon
t/\Tn n o

e também portanto:



(r.3.1)

B(led

) = 1Al + )1 A(m) E(
tATn m

Da hipotese (H) do teorema 1, deduzimos:

De (I.3.1) e (I.3.2), obtém-se

A
tAT t A

B(1E" D =Ial +c (. "elids) s Al + c BUY |

| ds)
EAT 8 SATﬁ

de maneira que usando a desigualdade de Gronwall, temos:

(r.3.3)

Da mesma maneira, podemos escrever:

. EAT
E() ) = Y A(m) E(S 1 ds) .
Inl(T$S't) m o
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A hipotese (1) do teorema 1 permite portanto escrever, defi-

nindo

A .
tAT t
A A
EGVY ) =B B P leglas) s BUIED | lds)
EAT 8 O gAT
n n
e de (I.3.3) deduzimos
(1.3.4)
EGWE ) <g Ial et vnen.
tATA
n
. A ct
(I.3.4) se escreve ainda: E(v, A n) <B|A| e ~, VYn donde

t

A ct
E(t)SB [A] e
e V, <® p.s.

Portanto Ti = 40 p.S.
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Além disso, fazendo n — + ©» em (I.3.3) obtem-se:

E(1Ep]) < (a1, ter,.

Isto encerra a demonstracao.

ITI - DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.

LEMA: Sob as condigoes do teorema 2, existem dois processos

markovianos de salto (gt,tz 0) e (gt ,£=20) com valores
» 3*

em Pf(S) que tem respectivamente L e L COmo gerador

infinitesimal, sao associados e possuem a propriedade de

emparelhamento forte.

DEMONSTRACAO: A existéncia dos dois processos resulta imedia

tamente do teorema 1.

Para mostrar a propriedade de associacgao, suponha

mos primeiro que c¢ = Z: A(m) & finito. Podemos entao es
Te L

crever, para A e B enm Pf(S),



A —tctn
P(E_ nB=¢) =) | e — A(m,) A(m )! a
t =0 n! 1 n (ﬂn° .0ﬂl(A)r1B-—Q)
Myeeey
—tctn
=) e = A(my)...a(m ) * o Ty
el nd 1 n (Arwnl e T%I(B) 7))
LSRR
3
— IB —
—P(Et nA = ().

No caso geral, consideramos uma sequéncia mondtona crescente

de conjuntos finitos Zn convergindo para ¥ e os gerado
res L £(.) =) AmIE(n(.)) - £(.)] e
Telk
n
i . * )
L ECGY =) 0 am) [f(r () = £(.)] em  P.(S). Os pro
el
n
; n ®,0,.
cessos (Et,tQEO) e (Et ,t=20), com geradores Ln e

Lg em Pf(S), construidos como no teorema 1, sao associa-

*
Ora, & facil ver que L _(f)——L(f) e L:: (£) —L (f)

n-r« n-—w



para toda funcao £ «cilindrica; em consequéncia, para todo

A ¢ Pf(S), para todo t = O,EE’A converge g.cC. para EA e

t
g, converge g.c. para §&, ! quando n — ®, 0O que im
£ ge gq P r m
plica a associagao de (gé, t>0) e (g; , £20)

DEMONSTRACKO DO TEOREMA 2.

1) Gracas é_associagéo dos processos em Pf(S), pode—-se es

crever:
A B B *.B

(rr.l) P(Etr1B = @) = P(gt nNA = @), A,Be Pf(S).
Sejam n e T dois elementos de P(S); aproximemo-los por
duas sequen01as;crescentes (An)neN e (Bn)neN de conjuntos
finitos.

An - .
Como Et converge para QE e Et converge para &é

quando n tende para o infinito, obtemos, passando ao limi

te em (II.1l),

(I1.2) P(E;En'r = §)

I
o
o~

¢ 0n = #), n,TeP(S).

A igualdade precedente & essencial para a continuagao da de-
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monstracao e assegura a priori que (E;) e (Et') sao associa-

dos.

2) Definimos: Q,(n,.) = P(EE € .) para todo ne P(S), e

t

vamos mostrar que (g;, t=>0) & um processo de Markov de se

mi—-grupo Qt e que 0 € um semi-grupo de Feller.

t

possui as duas propriedades se

Para isso, observamos que Qt

guintes:
a) sua restricao a Pf(S) é também um semi-grupo,

b) a aplicacao n — Qt(n,.) é, para todo t, uma
aplicagao vagamente continua de P(S) no conjunto das medi-

das de probabilidade em P (S).

a) resulta imediatamente da propriedade de Markov aplicada a

A ;
(Et) pois:
(a,B) = p(e =B
Qt+s d t+s
= QSQt (AIB) 7z th Vs € R+.
Para demonstrar b), & preciso provar que lim Qtf(n)=Qtf(noL

n*no
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para todo t em R, e toda fungao f continua em P(S)

De fato, basta mostrar isso para as fungoes £ do tipo

GB,BePf(S), definidas por GB(n) =1seBnn=zg, 6_,(n) =0

no caso contrario. Ora por (II,2)

quando n tende para Ngr @ partir de um certo indice, n e

*

n, sao iguais no conjunto finito Et ,

logo

3
. _ B _ _
lim O OB(n) = P(cSt nn_ = @) = Q GB(no).
n-n

(e]

(gt) € um processo de Markov de semi-grupo (Q

)

Temos que mostrar que

(IT.3)

ELf(E]) g(E],)]1 = fO_(n,dE) £(£) fO_(E,dn) g(n),

feC(P(S)), geC(P(S)).
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Ja sabemos que esta igualdade ocorre quando 1 € finito. No
caso geral, consideramos uma sequéncia crescente de conjun

tos finitos An convergindo para n.

A A
~ n n .
Entao, ES e €s+t convergem respectivamente para Eg e
En logo o teorema de convergéncia dominada permite-nos

s+t’

passar ao limite no termo da esquerda de (IT.3) eacontinuida

de da aplicagao n— Qt(n,.) permite a passagem ao limite no

termo da direita.

3) O gerador de gt e dado por L sobre as fungoes cilindri

cas.

a) Mostraremos primeiro que para toda fungao cilindrica f, a

série Lf & uniformemente convergente em P (S).

Os valores de f(n) s0 dependem das coordenadas de n que

pertencem ao conjunto finito U.

Temos portanto:

LA(MLE(m(n)) - £(m) 1<) Tox(m) 201 £1].
i m:m(n)nUznnU

Ora: ) oa(m) =) 1) L A(m)

m:m(n)uUznnU XeU ﬂ(n)n(x}xnn{xﬂ
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e o segundo membro da expressao precedente & majorado por:

A(m),

) A(m) +) )

|
xeU mim(x)=4 xeU w:dyzx tq n(y)ax

logo:

) "A(m)<|Ul[sup ) LA (m)+sup ) TA(m) ]
*

m:m(n)nU#nnU X wim(x)=0 X mimw (X)3y#X
b) Vamos provar  que para toda fungao cilindrica do tipo
65, com IB| <», a funcgao t—*ﬁE(eB(QE)) tem uma derivada

igual a LOB(n), para todo sub-conjunto n de S.

Seja uma sequéncia crescente An de conjuntos finitos con
vergindo para n. Sabemos que, para todo ne¢ N, temos:
An t An An
E (0L (E 7)) = 0p(A ) + ], A (m) TS [0 (n(E ™)) ~0,( ™) 1ds.
t ¢ m 0 S s
Peladefinigéo de (gg), o termo da esquerda converge para
nl n - 1 1 - = N t ] n e
L(GB(gt)) e o termo da direita tende para 4) LOB(QS)ds pe

lo teorema de convergéncia dominada.
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4) Para todo n incluido em S, a funcao aleatoria (52) &
g.c. continua a direita e admite limites a esquerda.
Com efeito, a propriedade & verdadeira para 1 e Pf(S) pela

propria construcao.
Se neP(S), seja An uma sequéncia crescente de conjuntos

finitos convergindo para 1.

A A t A

Para todo xeS, M" =0 (¢™ -0 (2 )-S L8 (¢ Mds, t>0
t X t X n Q X s

€ um martingal cad lae 5.
Bn

Para todo t=z=20, M converge quase certamente para
t

MY = 0 (é\) -0 (n) - I Lo (M as pois 0 e Lo sao

t X" X o X ’s ! ' X X

continuas limitadas.

A desigualdade de Doob permite escrever:

(IT 4)

t1 A2
' ) < 4m(IM " - M P9

u u t t

IE(sup |M

> Nos utilizamos a sigla cad lae para indicar que as tra-
jetorias do martingal sao continuas a direita (cad) e con
vergem para um limite a esquerda (lae) em cada instante

t-.
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e a expressao da direita tende para 0 quando n e p ten

dem para o infinito, pelo teorema de convergéncia dominada.

A
Logo uma sub-sequéncia de (M n(m))nconverge, g.c. em w, uni
u

formemente em u em [0,t], para Mg(w).

Em consequéncia, o martingal (ME, t=20) & g.c. cad lae e

como a expressao ft LGX(EE) & continua em ¢t,
0

as fungoes t — ex(gz) sao cad lae para todo x, e logo

n

também a fungao £y



PARTE 2. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE DOIS PASSEI0S ALEATO
RIOS SIMPLES, EM Z, INTERAGINDO POR EXCLUSAO,

INTRODUCAO

Vai-se aqui dar uma resposta parcial a uma con-
jectura de Liggett, segundo a qual dois passeios aleatorios
interagindo por exclusao tém o mesmo comportamento assintoti

co que dois passeios independentes (cf. Liggett [147).

O sistema constituido por dois passeios aleatdrios
simples independentes, em %, & um processo markoviano de sal

tos, tendo como espago de estados, o conjunto P dos sub-

1,2

conjuntos de Z que tém 1 ou 2 elementos, e cujo gerador in

finitesimal L', aplicado a uma fungao f: PL o = TR, se
escreve como:

S | = |

L7£(A) =5 Yy l[f(A\{x}u{y})"f(A)}, se [a| = 2,

XeA yeZ:|y-x|=1
Y
e
L'e({x}) = [ L CE(D x,y)) - £0(x) ], xe z.
Y EeZ:|ly-x|=1




- 47 -

(Isto significa que cada particula espera um tempo exponen
cial de parametro 1, antes de saltar sobre um dos seus dois
%‘ Feita a escolha o

salto se realiza sem que se tome conhecimento da posicao da

vizinhos, escolhidos com probabilidade

outra particula).

Ja o sistema constituido por dois passeios intera
gindo por exclusao & um processo markoviano de saltos, tendo
como espago de estados, o conjunto P2 dos subconjuntos de

Z que tém dois elementos, e cuja gerador infinitesimal L2,

aplicado a uma fungao f: P2 — IR, se escreve como:

[%f(a) =

NOf =

) : lf(A\{x} u{y})-f(A)] , Ae:Pz.
XeA y eZ A:|x-y|=1

(A diferenca entre os dois sistemas & que no segundo os sal-

tos sobre pontos ja ocupados, sao proibidos.)

Daqui por diante, o sistema com independéncia sera

designado por (Xi, t20) e o sistema com exclusao, por
(X2, t=0).

O resultado conjecturado por Liggett, pode ser, en

tao, formulado da sequinte maneira:



TEOREMA: Os dois sistemas definidos acima, satisfazem a pro

priedade:

) 1wy 2 _
) ]IPA(Xt—B) P, (XL =B) | —>0,
BeP2 t v
para todo elemento A de P2.
A demonstragao deste teorema sera feita em tres

partes. Na primeira apresenta-se o emparelhamento dos dois
sistemas, no qual estad baseada toda a demonstracao. Os dois
sistemas sao emparelhados da maneira a coincidir ou a B,
ao menos, um ponto em comum, durante todo o desenrolar(h)tem
po.

Na seqgunda parte, vai-se calcular a probabilidade de ocupagao

de certos intervalos estocasticos, no limite, quando t —* =,

Este calculo & feito com a ajuda de uma adaptacao
do Teorema da Renovacao de Feller.

Finalmente, na terceira parte, o limite que nos interessa se
ra obtido como uma consequéncia do resultado da segunda par-

te.



DEMONSTRACAO DO TEOREMA

1) LEMA: Existe um processo markoviano de saltos

((Xi,xi), t>0), tendo como espaco de estados Pl,2 XP2, tal

. 1 2 ~ .
que, suas projecoes Xt e Xt sao processos markovianos de

1 2 ; .
saltos, tendo L e L7, respectivamente, como geradores in
finitesimais. Além disso, este processo & estavel com rela

géo ao conjunto des elementos (A,B) de P x P

1,2 21 tais que

AnB=(.

Para demonstrar este lema, & suficiente apresentar

0 gerador L do processo em questao. Este gerador aplicado

a uma fungéo £ Pl 2X P2 — IR se escreve Ccomo:
LE(A,B) =2 ' [£(6} (A),0° (B)) - £(A,B) ] +
(x,Y)e 272 XY =¥
|x-y| =1

+ % )  [£(r  (A),B) - £(a,B) 1.
(x,y)e 72 xy
|x-y| =1

(A,B) € Pl,Z XPZ'



sendo 0! () = a\{x}uly}) , se |a] = 2 e X e A,

Xy

o' (a) = {x,y} , se A = {x},

Xy

6! (A) = A , em caso contrario,

Xy

6% (A) = Aa\{x}u{y} , se XehA e y£A,

Xy

02 (A) = A , em caso contrario,

Xy
e m (A) = {x,vy} , se A = {x},

Xy

m (A) = A , em caso contrario.

Xy

Uma vez o gerador apresentado, a verificacao das

propriedades do processo representando o emparelhamento é

imediata.

OBSERVACAO: O fundamento tedrico deste tipo de emparelhamen

to é a proposicao elementar seguinte:
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PROPOSIQRO: Seja (Yt,'tz 0) um processo markoviano de sal

tos de gerador L, num espago enumeravel E, e seja

u : E — E' uma aplicacao sobrejetora, tal que, para todo

y'eE'", ) T L(x,y) s6 depende de u(x) (xeE).
y:uly)=y'

Entao (u(yt), t >0) & um processo markoviano de saltos em

E', de gerador infinitesimal L' definido da sequinte ma-

neira:

L' (x",y") =) L' (x,y),

y:u(y)=y'

sendo x um elemento qualquer de &, tal que, u(x) =x".

2) Doravante Xi & XE designarao sempre as coordenadas do

. . a =
processo introduzido na 17 parte desta demonstracao.

Supondo Xé = XS, vai-se definir, por recorréncia,

Oos tempos de parada:

o R 1 2y _ . P 1) _
Sl = inf {t,»O/Xt:tXt} inf Lt,fO/}Xt' 1}



= B =

. 1 .2
T, = inf {t> sl/xt—xt}
. 1 2 . 1|

S = inf {t>T /X7 2 X"} = inf {t>T /[X]| =1}

n n t
n-1 t t

v R 1 _ 2

fn = inf {t>Sn/Xt Xt}

Note-se que estes tempos de parada sao quase certamente fini

tos, pois a diferenca simétrica Xil&Xi (com a convencao

{a} A {a,b} = {a,b}) se comporta como um processo de gerador
l - . - .
L™, até o momento em que ela se torna vazia, e e bem sabido

que, em 7, um passeio simples volta a origem quase certamen

te num tempo finito.

LEMA: Essa sequéncia de tempos de parada do processo empa-

relhado satisfaz a propriedade:

> 0,

t>+w

-+ ©
) 1 Prob (telS,,T.[)
o=l .

onde Prob refere-se ao processo emparelhado de estado inicial
(A,A) (Ac P2).



DEMONSTRACAO: Note-se inicialmente que, nos instantes S,

C oA ; . 1 2 «
a distancia entre os dois elementos do sistema XtAXt e
igual a 1. Em consequéncia, as variaveis aleatdrias Si4175;5
i=1,2,... sao independentes e de mesma lei. Seja v esta
lei. Pela mesma razao, as variaveis aleatdrias T, - S, sao
independentes de Si’ independentes entre si e de mesma lei.
Seja n esta lei. A medida u & também a lei do tempo de

volta a origem de um passeio simples, em 7%, que parte de l.

Se designamos por Di a distancia (aleatoria) entre os ele-

mentos de X1 , a lei de §S. - T., condicionalmente em
Ti i+l i
*D,
D, , é igual a TR Pode-se, entao, escrever:
+ oo t
) ,Prob(t e [S.,T.[) = [/ U (ds)f(t-s)
— i’7i 0
i=1 v
400 .
1 a
sendo Uv = 5‘ .V e f(s) = ul(ls,+x[).
i=1
Como (T, - S,) = «, a integral da fungdo f di

verge e o Teorema da Renovagao nao pode ser aplicado direta-

mente no calculo de

t
lim {)U (ds) f(t-s).

o0 v



No entanto:

t t t
S U (ds) f(t-s) =/ U (ds) f(t-s)l(t-s)+ S U (ds) f£(t-s)l(t-s)
@ v ‘ o v [0,h] @ Y Th, +o[

sendo 1 e 1 as fung¢oes indicadoras dos inter-
[0,h] Jh, +e[

valos [0,h] e Jh,+w[, respectivamente.

Como a fungao f(t-s)1l(t-s) tem suporte compacto (no caso,
[0,h]

o intervalo [0,h]), tem-se que:

14 gfuv(ds) £(t-s)1(t-s) = 0,

L= [0,h]
pelo Teorema de Renovagao, posto que {:tv(dt) = oo,

Por outro lado:

IA

fth(ds) F(t-s)1(t-s) < { }f U (ds) g(t-s)1(t-s)
(e}
Th, +eo[ Th, +eo[

sup f(s)) t ~ sup £(s) ,onde p(s) = v([s,+=[).
5(s>h g(s) % U, (ds) g(t-s) = Z Y ST onde g(s [

lim f(s)
S>r+wg (s)

Logo, & suficiente observar que =0, para
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encerrar a demonstragao. Este ultimo limite & uma consequén
do fato que IE(Di) = o (cf. Spitzer [16], exemplo 8.6).
3) A assercao do teorema pode agora ser p<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>