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CAPITULO l

INTRODUÇÃO

Em mui.tos problemas científicos e em particular em

Economi.a, a pari.ãvel em estudo no modelo (também chamada va

riãvel dependente ou endógena) não reage i.mediatamentexasva

Fiações das outras pari.ãveis explicativas do modelo (também

chamadas variáveis independentes ou exógenas) , mas a reação
se processa de mane.ira gradual. Tal fato levou os cientis-

tas a formularem modelos em cuja representação matemática as

variáveis envolvidas colnparecessem em diferentes períodos de

tempo. Diz-se então que ocorrem defasagens entre as variá-

vel.s do modelo, e a expressão matemática do modelo éfreqüeD:
temente denominada de ''modelo de defasagens distribuídas''

Os pri.melros trabalhos envolvendo modelos com defa

vagens distribuídas foram desenvolvidas em meados de 1930

sendo Irving Fisher um dos precursores, Além de G.C.Evans e

C.F.Roos; todos eles uti.lizaram modelos com defasagens dis-
tribulÍdas em problemas ligados a Economia

Em meados de 1940, trabalhos importantes foram rea
lizados por T.Koopmans em estudos sobre ciclos económicos.

Outros trabalhos importantes surgiram também em meados de
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1940 com Franz A]t [02] no estudo do consumo doméstico de Ó

leo combustível

Recentemente os modelos de defasagens distribuídas

têm adquirido popu]aridade, como técnica de anal.ise econolné

trica, sobretudo graças aos traba]hos e estudo deKoyck [21],
CaganE''], Ner]ove[30], So]ow[36], Gri]ichesE]o] e Ze]-
Iner [42 ] entre outros

Vejamos a seguir alguns exemplos i.ntrodutÓrios on-

de ocorrem defasagens entre as variáveis dos modelos.

A função consumo

Hã modelos segundo os quais admito-se que a função

consumo no período t (Ct) é explicada por valores passados

da mesma (Ct.I'Ct.2'..') devido ao que se denomina em Econo
mia, ''persistência de habito'', por valores passados e pre-

sente da renda disponível (Yt'Yt.I'Yt-2'..') e eventualmen-

te, por outras variáveis (XI'X2,...)
S i,mbol i cament e

Ct : f(Ct.I'Ct.2

A demanda por bens duráveis

,Yt ,Xlt'X2t'

Admite-se que a demanda de bens duráveis (Dd) é ex

plicada por valores passados e presente da renda disponz'vel

(Yt'Yt-l'..') , pelo preço presente do bem (Pt) e pelo consy.

mo passado do bem(Sdt.I'Sdt-2'..')

- 2 -
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S i.mb ol i cament e

Dd = f(Yt'Yt.I' ,Pt.,Sdt.I'Sdt.2' )

A demanda por bens não duráveis

Admi.te-se que a demanda por bens não duráveis (ali

mentor, bebidas, fumo, etc.) no períoto t (Qt), é explicada,

pelo preço no período t (Pt) do bem, pela renda disponz'vel
no período t (Yt) e por valores passados da demanda do bem

Qt-l'Qt-z'..')
S imbo l ic agente

Qt : r(Qt-l'Qt.z' . . ' ,Yt'pt)

As formas destas funções são em geral baseadas em

hipóteses comportamentais, de fundo económico.

Efetivamente, se quisermos pensar em fenómenos eco
nâmi.cos de uma forma mais realista devemos tornar osmodelos

mais dinâmicos; isto pode ser c.onseguido de certa forma tor
nando as variáveis envolvidas defasadas, de acordo com con-
siderações de ordem económica. De um modo geral, a teoria e

conõmi.ca tal qual é concebida hoje em dia é estãti.ca sendo
os ajustamentos ãs solicitações feitos i.nstantaneamente; ra

lamente o processo de ajuste e as fases envolvidas são dis-

cutidas, mas a dinamização do modelo é fundamental

Se tomarmos exemplos microeconÕmicos veremos a im-

portância da di.nâmica do modelo. É importante para o gover-
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no, saber após quanto tempo os indicadores económicos irão
reagir ã mudanças de vara.ãveis sob seu controle. Outro as-

pecto importante é a rapé.dez com que os consumidores reagem

ãs imposições de preços ou retração do crédito. Qual a rap.i
dez com que as empresas reagem aos incentivos fiscais para

investir. Qual a rapidez com que os investidores reagem às
mudanças das taxas de juros.

Em resumo, podemos di.zer que os modelos envolvendo
variáveis defasadas constituem uma maneira de levar em con-

sideração o tempo que se processa o ajuste entre variáveis

em um fenómeno económico e, talvez, a melhor maneira de tor
nã- lo di.nâmico

Em geral costuma-se atei.buir a três fatores prihc.i
pais a existência de modelos cona variáveis defasadas.

1 - FATORES PSICOLÓGICOS

Devido ao que se conhece por ''persistência de hãbi.
to'' (ou inércia) as pessoas não mudam imediatamente seushã-

bitos de consumo em razão da variação dos preços, ou da va-

riação de suas rendas. Assim, quem se torna milionário repeB:
tinamente, por exemplo, por ganhar na loetria federal ou es

porta.va não muda imediatamente seus habitos de vida, os qual.s

perduraram em suas vidas por muito tempo, por não saber co-

mo reagi.r di.ante de um ganho inesperado. Ao passar o tempo,
todavia, tal pessoa vai aprendendo a viver com a fortuna re
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centemente conseguida

Por outro lado, pessoas que auferem aumento de ro-

da, ficam sem saber como reagir em relação ao consumo,por não

saberem ã priori se tal aumento é permanente, ou transitó-

rio. Alguns, por acreditarem que seja permanente, resolvem

aumentar seu consumo, outros, por acredi.tarem que este eveD:

to seja transitório, preferem poupa-la; em grande parte os

outros diante da incerteza desse aumento de renda, resolvem

modificar paulatinamente seus hábitos de consumo

2 - FATORES TECNOLÓG l COS

Suponhamos que o preço do capital em relação aopr.g

ço do trabalho decline, tornando a substituição do trabalho

por capital, uma decisão vantajosa. Como tal troca se pro-

cessa ao longo de um certo período de tempo, as firmas não

tomam as vezes essa -decisão, principalmente quando não sa-

bem se essa diminuição do preço do capital é apenas temporg
ria. Em virtude de tal fato a decisão da firma em trocar ca

pital por trabalho se processa lentamente, daí a. defasagem

entre a diminui.ção do preço do capital e a decisão de subs-

tituir cap i.tal por trabalho .

Um exemplo .interessante é o das calculadoras ele-

trÕnicas. Desde sua introdução no mercado na década de 60,

seu preço real tem caído bastante; ao lado disso, as inova-

ções tecnológicas introduzidas tem se processado rapidamen-

- s -
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te. Isto origina no comprador, dúvidas com relação a sua co!!! pra, uma por não saberem se o preço futuro declinará ainda mais, e outra, por não conhecerem as futuras inovações que irão surgir. 

3 - FATORES I NST I TUC I ONAI S 

Tais fatores podem ser exemplificados como obrigaçoes contratuais entre firmas com relação ao fornecimento de matéria-prima de uma a outra; ainda, pode-se citar, a aplicação de dinheiro em certas .instituições ã prazo fixo, que só após passar um certo período de tempo (pré-determinado) permite ao aplicar sacá-lo, mesmo que o emprego do dinheiro em outras formas de aplicação, redam maiores lucros. Assim, de acordo com a legislação vigente,mudanças de comportamento muitas vezes devem esperar por algum temp~ Para finali zar a introdução cabe observar que os mo delos com var i iveis defasadas envolvem ainda um certo grau de empirismo no que diz respeito ao tempo de ajuste às sol i citações. :Mui tas vezes o número de períodos que comparece no modelo é determinado pelo tamanho da amostra, outras ve zes é determinado por considerações à priori e finalmente adotamse modelos com períodos distintos e escolhe-se aquele que a carreta o melhor ajuste do ponto de vista estatístico. Nosso objetivo neste trabalho é descrever no capítulo 2, os diversos modelos concebidos, e suas aplicações. 



No capítulo 3, veremos os principais métodos de estimação
dos parâmetros dos modelos, bem como suas limitações. No ca

px'talo 4, apresentaremos um exemplo de aplicação.
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CAPTTUL0 2

MODELOS DE DEFASAGENS DiSTKiBuTDAS

2 . 1 - CONCE l TOS BÁS l COS

A expressão matemática do modelo de defasagens dis
tribuídas é em geral concebida sob a forma

Yt : a + B0'Xt + BI'Xt-l +B2'Xt-2'.. + Bm'Xt-m+et(2.].)

onde Xt'Xt-l'..',Xt-m são variáveis não estocãsticas, e ct
uma variável aleatóri.a (em geral admitida com média zero)

A expressão C2.1) também pode ser estendi.da sob a
fot'ma

Yt a + B0'Xt + BI'Xt-l + B2'Xt.2 +
+ Ç''t C2 . 2)

isto é

*. : ~ * ;!.'; *.-; * :.
onde, para que exista E(Yt) se impõe que

A princípio os parâmetros do modelo (2.1) ,poderiam
8
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y 
t ( 2. 2) 

00 

onde, para que exist a E(Yt) se impõe que 

00 

I s < 00 

S=O s 
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- 8-



outros está.madores cola propriedades desejáveis, dependendo

das especificações adotadas sobre c4..

Todavia se m for grande, pode-se não ter observa

ções suficientes para estintar os B.i 's. Mesmo tendo observa-

ções suficientes, em geral as variável.s Xt,Xt.. ... são alta
mente correlacionadas, advindo então problemas de multicoli

nearidade cujas conseqüênci.as podem ser encontradas em [16]

ou [ü.g]. Tais prob]emas são contornados por modificações in
troduzidas no modelo C2 . 1)

Freqüentemente são sugeridas restrições aos parâme

tios í30'BI'B2'''' em (2.1) e (2.2) de acordo com alguma hi-
pótese decorrente do próprio fenómeno em estudo. Tais res-

trições reduzem o número de parâmetros de (2.1) e (2.2) eem

geral, i.ntroduzem sérios problemas de estimação. Vejamos a

seguir as diferentes formas propostas para se conseguir is-

estimados usando 'de .mínimosser estimadores dese quadrados ou)

to

2.2 MODELOS COM PONDERAÇÃO À PRIORI DOS PARÂMETROS

Esta é a forma mais simples de se reduzir o número

de parâmetros de (2.1). O método consiste essencialmente em

escrever (2.1) sob a forma

*. : - * .. [# *. *} *:-: * *} *.-.) * ..
e fazer

- g -
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ou [~9]. Tais problemas são contornados por modificações in 

traduzidas no modelo (2.1). 

Freqüentemente são sugeridas restrições aos param~ 

tros s
0

,s
1 ,s 2 , ... em (2.1) e (2.2) de acordo com alguma hi

pótese decorrente do próprio fenômeno em estudo. Tais res

trições reduzem o número de parâmetros de (2 .1) e (2. 2) e em 

geral, introduzem sérios prpblemas de estimação. Vejamos a 

seguir as diferentes formas propostas para se conseguir is

to. 

2.2-MODELOS COM PONDERAÇÃO A PRIORI DOS PARAMETROS 

Esta é a forma mais simples de se reduzir o numero 

de parâmetros de (2.1). O método consiste essencialmente em 

escrever (2.·l) sob a forma 

. (Bo 81 Bm ) Y t = ª + B · s xt + s xt-1 + • • • + s xt-m + € t 

e fazer 
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-a:n i=0 ,1,2, . . . ,mU

onde tais valores wi's (chamados .pesos) são escolhidos ã
priori . Assim fazendo

B

wt
m

j.>10wiXt . i

o modelo C2.1) fica sob a forma

Yt : a + B'lVt + E:t

Desta forma o número de parâmetros a serem estima

dos se reduziu de m para apenas 2.

Embora a escolha dos w.i's seja arbitrária, e admi-
ta uma infinidade de possa.bilidades, em geral ela segue cer
tos critérios.

De Leeuw [04] foi um dos precursores na utilização

de tal procedimento, em estudos económicos sobre afunção in
vés t imento .

Alguns cri.térios citados n

dos por De Leeuw são os .seguintes

a) Critério do Declínio dos Coefic

literatura [ 20]a e usa

lentes

De acordo com este critério, os pesos w.i's são assumidos co

mo números decrescentes. Digamos que em C2.1) m seja iguala

4. Define-se então uma nova variável Wlt tal que

Wlt ; w0'Xt+ wl'Xt-l +w2'Xt-2 +'lsr3'Xt-3 +w4'Xt-4

- 10 -

s. 
1 

wi = S i=0,1,2, ... ,m 

onde tais valores w. 's (chamados 
1 

pesos) 

priori. Assim fazendo 

m 
l w.Xt . . O 1 -1 1= 

o modelo (2.1) fica sob a forma 

Yt = _a+S•Wt+st. 

-sao escolhidos -a 

Desta forma o número de parâmetros a serem estima

dos se reduziu de m para apenas 2. 

Embora a escolha dos w.'s seja arbitrãria, e admi- · 1 

ta urna infinidade de possibilidades, em geral ela segue cer 

tos critérios. 

De Leeuw [04] foi um dos precursores na utilização 

de tal procedimento, em estudos econ~micos sobre afunçã6 in 

véstimento. 

Alguns critérios citados na literatura [20] e usa

dos por De Leeuw são os _seguintes: 

a) Critério do Decl Ínio dos Coeficientes 

De acordo com este critério, os pesos w. 's são assumidos co 
1 

mo números decrescentes. Digamos que em (2 .1) m seja igual a 

4. Define-se então uma nova variivel w1t tal que 
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onde

'":,'* : + *. *+ **.: *{ **.: *& *... *4 *'-.
Desta forma, o modelo (2.1) fica sob a forma

Yt : a + B'lVI,t + ct

e o número de parâmetros a serem estimados se reduziu de cin

co para dois. De acordo com as suposições sobre ct podemser
usados estimadores de mínimos quadrados ou outros estimado-

res com propri.edades desejáveis.

i

2l 3 q m

Figura l

b) Critério da Uniformidade dos Coeficientes

Tal critério admite que os coeficientes deXt,X,:.... ,
, Xt.m são todos iguais. Defi,ne-se então uma nova variá-

vel W2t tal que

IV2t w0'Xt + wl'Xt.l + + Wm'Xt.m

- 11 -

onde 

Desta forma, o modelo (2.1) fica sob a forma 

Yt = a + S • W + E: l,t t 

e o número de pa râmetros a serem estimados se reduziu de cin 

co para dois. De aco r do com as suposições sobre E:t podem ser 

usados estimadores de mínimos quadrados ou outros estimado

res com propriedades desejáveis. 

w. 
1. 

1 2 3 4 1Il 

Figura 1 

b) Critério da Uniformidade dos Coeficientes 

... , 
Tal critério admite que os coeficientes de Xt,Xt-l' 

Xt são todos iguais. Define-se então . uma nova variá-m 

vel w2t tal que 

wzt = + w ·X 
m t-m 
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wO : wl : ' ' ' : w

Desta forma o modelo original (2.1) pode ser es
Grito sob a forma

Yt : a + B'lV2t + c:t

Asse.m o número de parâmetros a serem estimados se

reduz de n para .a. Os está.dadores de a e B são obtidos, de

acordo com as suposições feitas sobre ct

1 2 3 4

Figura 2

in

c) Ci tério do ''V Invertido--

De acordo com tal critério, os pesos wO,wl' '. . ,Wm i
nicialmente crescem monotonicamente para em seguida d
Gerem monotonicamente

Assim, admitindo-se m = 4, pode-se definir a varia

vel }V3t como sendo

'«.* : 4 * **} **.: *! *..: *+ *... *{ *'-.
de modo que o modelo i.ni.cial (2.1) fica sob a form

'1

ecrãs

a

- 12 -

Desta forma o modelo original (2.1) pode ser es

crito sob a forma 

Assim o número de parâmetros a serem estimados se 

reduz de rn para l· Os estirnadorei de a e B são obtidos, de 

acordo com as suposições feitas sobre Et· 

w. 
l 

1 

e) Citério do 11V lnvertido 11 

2 3 4 m 

Figura 2 

De acordo com tal cri têrio, os pesos w 0 , w1 , ... , wrn i

nicialmente crescem rnonotonicarnente para em seguida decres

cerem monotonicamente. 

Assim, admitindo-sem= 4, pode-se definir a variá

vel w3t corno sendo 

de modo que o modelo inicial (2.1) fica sob a forma 
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Yt : a + B'tV3t + ct

in

Figura 4

Embora tenha-se defi.nado três critérios, para apor;

deração ã priori de Xt'Xt.I'..',Xt.m' o problema fica depeD:

dando da escolha de m e dos valores numéricos dados aos pe-

sos wO,wl,''.,wm' De Leeuw em seus estudos adotou os três
critéri.os ci.tados, para diferentes valores de m, adotando co

mo critério de escolha o modelo que maximizada o coefi
te de determinação multa.pla Rz

Os valores de Rz, para os diferentes valores de m

são dados abas.xo, para os critérios de uniformidade, e do ''V
invertido''

cien

para

6

8

10
12

14

critério da
t.uniformidade

0 ,588
0,751
0 ,66 7
0,4 58
0, 34 8

critério do
''V invertido''

0,629
0,726
0 ,817
0 ,872
0 ,86S

w. 
1 

V it 

13 -

= a+ 0 •W +s 
IJ · 3t t 

m 

Figura 4 

Embora tenha-se definido três cri terias, para a pon 

deração ã priori de Xt,Xt_ 1 , ... ,Xt-m' o problema fica depe~ 

<lendo da escolha de me dos valores numéricos dados aos pe

sos w0 , w1 , ... , wm. De Leeuw em seus estudos adotou os três 

critérios citados, para dif°erentes valores de m, adotando co 

mo critério de escolha o modelo que maximizava o coeficien

te de determinação múltipla R2
• 

Os valores de R2
, para os diferentes valores de m 

são dados abaixo, para os critérios de uniformidade, e do "V 

invertido". 

·critério da critério do m 
uniformidade "V invertido" 

6 0,588 0,629 
8 0,751 0,726 

10 0,667 0,817 
12 0,458 0,872 
14 0,348 0,865 
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O modelo adotado por De Leeu\f foi. o do ''V inverta.

do'' com m =12. Cumpre lembrar ainda que neste modelo, ospg.
sos cresciam em progressão aritn\ética e também decresciamem

progressão aritmética

Antes de finalizarmos, convém lembram' que Irving

Fisher, um dos precursores do uso de modelos de defasagens

distribuz'das, sugeriu o critério do decll'nio dos coeficien-

tes, sendo que tal declx'nio se processava de acordo com os

termos de uma progressão aritmética decrescente

2.) - MODELO POLINOMIAL DE ALMON

Shi.r]ey A]mon [01] em um traba]ho sobre a re]ação

entre a apropriação de capital e gastos de capital ..sugeriu

um método mais refinado para a redução do número de parâme-

tros do modelo expresso por C2.1)

Basicamente o método proposto, consiste em se admi

tir que no modelo

Yt B0'Xt + BI'Xt-l + B2'Xt-2 + + 13m'Xt.:n + et (2 .3)

os coeficientes Él0,BI'B2'''' 'Bm' podem ser aproximados por
uma função polinomial f(z) de grau r (ver figura 4),

Em seu trabalho, Almon admitiu a possibilidade de

tal aproximação baseado no Teorema de IVeierstrass que afir-

ma que uma função definida num intervalo fechado pode ser Z

proximada em todo domínio por uma função polinomial de grau

- 14 -

O modelo adotado por De Leeuw foi o do "V inverti 

do" com m = 12. Cumpre lembrar ainda que neste modelo, os p~ 

sos cresciam em progressao aritmética e também decresciam em 

progressão aritmética. 

Antes de finali zarmos, convem lembrar que Irving 

Fisher, um dos precursores do uso de modelos de defasagens 

distribuídas, sugeriu o critério do declínio dos coeficien

tes, sendo que tal declínio se processava de acordo com os 

termos de uma progressão aritmética decrescente. 

2. 3 - MODELO POLINOMIAL DE ALMON 

Shirley Almon [ 01 J em um trabalho sobre a relação 

entre a apropriação de ca~ital ~ gastos de capital sugeriu 

um método mais refinado para a redução do número de parâme

tros do modelo expresso por (2.1). 

Basicamente o método proposto, consiste em se admi 

tir que no modelo 

os coeficientes s0 ,s1 ,s 2 , ... ,Sm' podem ser aproximados por 

uma função polinomial f(z) de grau~ (ver figura 4), 

Em seu trabalho, Almon admitiu a possibilidade de 

tal aproximação baseado no Teorema de Weierstrass que ~fir

ma que uma função definida num intervalo fechado pode ser a 

proximada em todo domínio por uma função polinomial de grau 
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m-l m

Figura 4

conveniente. Em seguida, usando a fórmula de interpolação pg
linomial de Lagrange e sucessivos e trabalhosos procedimen-

tos algébricos, ele consegue estimar í30,BI'...,Bm
A fim de contornar tais dificuldades de ordem pra-

tica, uma ligeira modificação costuma ser proposta e é cita
da em [11] , [16],[19] e [20]

Tal modificação, consiste em se admitir diretamen-

te que B0'BI'...,B são os valores de uma função polinomial
de grau r, (r<m), onde

f(i) : f3i i: 0 ,1 , 2 , ,m.

e

f(z) : a.

Os seguintes passos são seguidos para a estimação

dos B: 's.

lç passo) Especifi.ca-se o grau r do polinÕmio (em geral
3 ou 4)

- 15 -

8. 
]_ 

-t1 
O 1 2 m-1 m O 1 2 

Figura 4 

conveniente. Em seguida, usando a fórmula de interpolação p~ 

linomial de Lagrange e sucessivos e trabalhosos procedimen

tos algébricos, ele consegue estimar 80 ,81 , ... ,8m• 

-A fim de contornar tais dificuldades de ordem pra-

tica, uma ligeira modificação costuma ser proposta e ê cita 

da em [llJ,[16],[19] e [20]. 

Tal modificação, consiste em se admitir diretamen

te que s0 ,s1 , ... ,Bm são os valores de uma função polinomial 

de grau r, (r<m) , onde 

e 

dos 8. 's. 
l 

f(i) = 8-
1 

i=0,1,2, ... ,m. 

Os seguintes passos sao seguidos para · a estimação 

19 passo) Especifica-se o grau r do polinômio (em geral 

3 ou 4). 
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2ç passo) Expressa'se os Bi's eln função dos a.i 's de mo
do que

Bi ; f(i) Vi,êt0 ,1 , 2 , . . . ,m} ,
isto é

BO : f(0) : aO

BI : f(1) : aO + al + a2 + ''' b ar

B2 : f(2) : aO + 2al + 2z'a2 + ... + 2r

Bm : f(m) : aO +m'al +m:'a2+ ''' +'.ir.ar

Estimando-se aO,al'... ,ar obtém-se facilmente os e.g
de BO,BI''..,Bm através do sistema linear acima

Retomando-se (2.3) e substituindo-se os É3.i's pelos
valores dados em (2 . 4) tem-se

timadores

(2 .4)

Yt ; a0'Xt + (aO + al + a2 + ' ' ' +ar)'Xt.l +

+ (aO + 2al +2z.a2 + ..' + 2r.ar).Xt.2 +

+ (aO + 3al + 3z'a3 + .'. + 3r a +t-3

r
m 'a ) .r

C2 . 5)

+ (aO + mal -+ m2 'a2 +

E portanto tem-se

Yt : aO(Xt + Xt-l + xt.2 +

+ al(Xt-l + 2xt-2 + 3Xt-3 +

+ a2(Xt-l + 2z'xt-2 + 32.X+u..3 +

+ ar(Xt-l + 2r.Xt-2 + . . ' + mr.Xt.m) + et

xt-. ''' 't

+ Xt-m) +

+ m Xt .m) +

+ m'Xt.m) +
(2 . 6)

- 16 -

2 9 passo) Expressa-se os s. 's em função dos a. 's de mo-1 l 

do que 

s . = f(i) 
l 

isto é 

Bo = f(O) = ª o 

81 = f (1) = ªo + ª 1 + ª2 + .•• + ªr 
( 2. 4) 

Bz = f (2) = a O + 2 a 1 + 2 2 • a 2 + •. • + 2 r. ªr 

Bm f(m) ªo + m. ª1 + m 2 • a 2 + ••• + m 
r = = •a r 

Estimando-se a 0 ,a1 , ... 'ªr obtêm-se facilmente os e~ 

timadores ~e s0 ,s1 , ... , Bm através do sistema linear acima. 

Retornando-se (2.3) e substituindo-se os B- 's pelos 
l 

val o res dados em ( 2.4) tem-se 

r +2 •a)•X + . r t-2 

r +3•a)•X + r t-3 ( 2. 5) 

E portanto tem-se 

Yt = ªo (Xt + xt-1 + xt-2 + • • · + xt_m) + 

+ ª1 (Xt-1 + ZXt-2 + 3Xt-3 + •.• + m Xt-m) + 

+ a 2 ( xt -1 + 2 2. xt- 2 + 3 2. xt- 3 + ••• + m 2 xt-m) + 
( 2. 6) 

+ a (X 
1

+2r·X 
2

+ r t- t-
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Fazendo-se

IV0 ; Xt + Xt:l + Xt-2 + .. ' + Xt-Ü

IVI : Xt-l + 2Xt-2 + . . ' +m'Xt.m

W2 ; Xt-l + 2z'Xt-2 + . . ' +mz'Xt

Wr : Xt-l + 2r.Xt.2 +.. ' +mr.Xt.m

O modelo inicial (2.3) fica transformado para

Yt : a0'lV0 + al'lVI + a2'lV2 + ' ' ' + ar'lVr + ct

obtendo-se portanto uma redução no número de parâmetros.

3ç passo)'Admitindo-se que os ct's tem média zero, mesma'v.g

riãncia, e são não correlacionados, estimamos os

ai's usando esticadores de mínimos quadrados eln

(2.7-) que agora tem r (r<m) parâmetros.

49 passo) Os está.madores dos Í3.i 's são agora facilmente obti.
dos ã partir de (2.4)

As vantagens do uso deste enfoque do modelo polino
mi.al de Almon pode ser enumerados

IQ) A manipulação é simples .

2ç) O grau do polinÕmio pode ser escolhido empiricamen-
te através de testes de si.gni.fi.cância sobre os coeficientes

ai's' Por exemplo se a3 é significativamente diferentes de

zero e a4 não, escolhe 3 como o grau do poli.nâmio
3ç) Um aumento do grau do oolinÕmio envol a entrada deve r

( 2 . 7)

- 17 -

Fazendo-se 

w = X +X +X + ... +X o t t -, 1 t-2 t-m 

Wl = xt-1 + 2X z + ... + m·X t- t-m 

W2 = xt-1 +2 2 •X -+ ... + m2 ·X t-2 t-m 

O modelo inicial (2.3) fica transformado para 

{2.7) 

obtendo-se portanto uma . redução no nfimero de parimetros. 

39 passo) -Admitindo-se que os Et's tem média zero, mesma · v~ 

riância, e são não correlacionados, estimamos os 

a.' s usando estimadores de mínimos quadrados em l 

(2.7) que agora tem r (r<m) parimetros. 

49 passo) Os estimadores dos s. 's sao ·agora facilmente obt{ l 

dos à partir de (2.4). 

As vantagens do uso deste enfoque do modelo polinQ 

mial de Alrnon pode ser enumerados. 

1 9 ) A manipulação é simples. 

2 9 ) O grau do polinômio pode ser escolhido empiricamen

te através de testes de significincia sobre os coeficientes 

ªi's. Por exemplo se a 3 é significativamente diferentes de 

zero e · a4 não, escolhe 3 como o grau do polinômio. 

3 9 ) Um aumento do grau do polinômio envolve a entrada de 



18

uma variável adicional em (2.7) sem que haja necessidade de

modificação das outras. Assim, o aumento do grau do poli.nâ-
mio consiste em acrescentar a (2.7) a variável

IVr+l: Xt-l+ 2r+l.Xt.2 +.. ' +mr+l.Xt.m

sem necessidade de se alterar IV0' IVI'...,l r
Todavia críticas também podem ser feitas ao novelo,

em primeiro lugar sobre a escolha empírica por tentativasdo
grau r do polinõmio.

Outro fato relevante é a escolha de m. Embora Almon

tenha segui.do procedimentos praticamente i.guaís aos descri-

tos, sua escolha de m baseava-se na utilização dedo.ferentes

valores para o mesmo, e escolhendo aquele valor de maxi.miza

va R2, isto é, o coeficiente de determinação multa.pla, cor-
ri.gado pelos graus de liberdade

Antes de prosseguirmos o estudo do modelo polino-

mial de Almon, vamos ilustrar o que fizemos até aqui, comum

exemp[o extraído de [11]

Os dados abaixo fornecem os valores de estoques Y

e vendas X do setor de manufatura no período 1955-1974 nos

EUA. O modelo para o relacionamento entre as variável.s foi.
admiti.do como sendo. Dados tabela l

Yt ; cl + B0'Xt + BI'Xt-l + B2'Xt-2 + Í33'xt.3 + ct

ct 'N(0,a2) e E(cj.É:j) = 0 i # j

Os valores B0'BI'B2'B3 foram admitidos como velo

- 18 -

uma variável adicional em (2.7) sem que haja necessidade de 

modificação das outras. Assim, o aumento do grau do polinô

mio consiste em acrescentar a (2.7) a variável 

Wr + 1 = X + 2 r + 1 • X + t-1 t-2 
r+ 1 ,, + m O A t-m 

sem necessidade de se alterar w0 , w1 , ... ,Wr. 

Todavia críticas também podem ser feitas ao modelo, 

em primeiro lugar sobre a ·escolha empírica por tentativas do 

grau r do polinômio. 

Outro fato relevante é a escolha de m. Embora Almon 

tenha seguido procedimentos praticamente iguais aos descri

tos, sua escolha de m baseava-se na utilização de diferentes 

valores para o mesmo, . e escolhendo aquele valor de maximiz~ 

va R2
, isto é, o coeficiente de determinação múltipla, cor

rigido pelos graus de liberdade. 

Antes de prosseguirmos o estudo do modelo polino

mial de Alrnon, vamos ilustrar o que fizemos atê aqui, com um 

exemplo extraído de [llJ. 

Os dados abaixo fornecem os valores de estoques Y 

e vendas X do setor de manufatura no período 1955-1974 nos 

EUA. O modelo para o relacionamento entre as variáveis foi 

admitido como sendo. Dados tabela 1. 

Y t = ª + 8 o • xt + 81 • xt-1 + 8 2 • xt- 2 + 8 3 · xt- 3 + E: t 

onde E: t ~ N (O, 0 
2

) e E ( E: is j) = O i ~ j 

Os valores s0 ,s1 ,s 2 ,s 3 foram admitidos como valo-
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res de um polinÕmio do 2ç grau

f(z) : a. + a. .z + a,.z:

O modelo transfo.amado, de acordo com o quevi.mos fi
ca

Yt a + aO 'lV0 + al 'lVI + a2 'lV2 + c:t

onde

wo

wl

IV2

Xt + Xt-l + Xt-2 + Xt.3

xt-l + 2xt-Z + 3xt.3

Xt-l + 4Xt.2

TABELA l

ANO Y X
wo wl W2

1955
1956
1957
1958
1959

45.069
50.642
51.871
50.070
52.707

26.480
27.740
28.736
27.280
30.219

110.236
113.975

163.656
167.972

378.016
391.884

1960
1961
1962
1963
1964

53.814
54.939
58.213
60.043
63.383

30.796
30.896
33.113
35.032
37.335

117.031
119.191
125.024
129.837
136.376

170.987
173.074
183.145
187.293
193.246

397.963
397.192
426.051
433.861
445.548

1965
1966
1967
1968
1969

68.221
77.965
84.655
90.875
97.074

41.003
44.863
46.449
50.282
53.555

146.483
158.239
169.656
182.603
195.155

206.738
220.769
238.880
259.196

475.480
505.631
544.896
594.952
639.899

1970
1971
1972
1973
1974

101.645
102.445
107.719
120.870
147.135

52.859
55.917
62.017
71.398
82.078

203.145
212.613
224.348
242.191
271.410

293.466
310.815
322.300
332.428
363.183

672.724
719.617
749.348
761.416
822.719

X e Y sao dados em mílhoes de dólares
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res de um polinômio do 29 grau 

fez) = a +a •z+a •z 2 
O 1 2 

O modelo transfo.rmado, de acordo com o que vimos fi 

ca 

yt = ª + ªo·Wo + ª1 ·W1 + ªz·Wz + Et 

onde 

wo = xt + xt-1 + X + X · t-2 t-3 

w 1 = Xt-1 + ZXt-2 + 3Xt-3 

Wz = Xt-1 + 4 Xt-2 + gxt-3 

TABELA 1 

ANO y X wo Wl w2 
1955 45 . 069 26.480 
1956 50.642 27. 7Lf0 
1957 51.871 28.736 
1958 50.070 27.280 110.236 163.656 378.016 
1959 52.707 30.219 113 . 975 167.972 391.884 
1960 53.814 30. 796 117.031 170.987 397. 963 
1961 54.939 30. 896 119.191 173.074 397.192 
1962 58.213 33.113 125.024 183. 1Lf5 426.051 
1963 60.043 35.032 129.837 187.293 433.861 
1964 63.383 37.335 136.376 193.246 445.548 
1965 68.221 41.003 146 . 483 206.738 475.480 
1966 77. 965 4lf. 863 158.239 220.769 505.631 
1967 84.655 46.449 169.656 238.880 544. 896 
1968 90.875 50.282 182.603 259 .196 594.952 
1969 . 97 .074 53.555 195.155 277. 787 639.899 
1970 101.645 52.859 203.145 293.466 672. 724 
1971 102.445 55.917 212.613 310.815 719.617 
1972 107. 719 62.017 224.348 322.300 749.348 
1973 120.870 71.398 242.191 332.428 761.416 
1974 147 .135 82.078 271.410 363.183 822. 719 

X e Y são àados em milhões de dólares. 
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A equação está.made foi

Yt ; -8140,7564 + o,6612 lvo 'i 0,9020 wl - 0,4322 1v2

(1992,9809) (0,1655 (0,4831) (0,1665)

(-4,0847)(3,9960)(1,8671) (-2,5961)
Rz = 0, 9961 g.1. = 13

Os estimadores de B0' BI' B2 e B3 são dados por
Bo : ãO - 0,6612

êl: (âo+âl+ã2) : (o,õó12+0,9020-0,43zz)

BZ : (âO ''' zãZ ''' 4âZ)

o3 :(âO +sâl + 9i2) : (0,6612 't2,7060 -3,8898) = -0,5226

Finalmente, a equação estimada do modelo original é

Yt: -8140,7564 + 0,6612 Xt+ 1,1310 Xt-l + 0,'7364 Xt-2- 0,5226 Xt.3

(1992,9803) (0,165S) (0,1798) (0,1625) (0,2307)

(-4,0847) (3,9960) (6,2903) (4.5317) (-2,3530)

O gráfico das estimativas dos Bj.'s é dado na Fi.gu

1 ,1310

(0 ,66 12 * 1 ,8040 - 1 ,728 8)

(0 ,6612 '} 2 ,7060 - 3,88 98)

0 , 7364

ra 5

Figura 5
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-A equaçao estimada foi 

yt = -8140,7564 + 0,6612 w0 + 0,9020 w
1 - o,4322 w2 

(1992 ,9809) (0,1655 (0,4831) (0,1665) 
. . 

(-4,0847) (3,9960) (1,8671) (-2,5961) 

R2 = O 9961 , g.l. = 13 

Os estimadores de s0 , 81 , 82 e 83 
-sao dados por 

-a = o 0,6612 

s
1 = (â 0 +â

1 +â 2) = (0,6612 + o,9020 -0,4322) = 1,1310 

s2 = (â
0 +2â 2 +4â 2) = (0,6612+1,8040-1,7288) = o,7364 

s
3 = Câ

0 + 3â1 + 9â 2) = (0,6612 + 2,7060 - 3,8898) = -o,s226 

Finalmente, a equação estimada do modelo original é 

yt = -8140,7564+0,6612 xt+1,1310 xt-l +0,7364 xt_2 -o,s226 xt_3 

ra 5. 

(1992 ,9803) (O ,1655) 

(-4,0847) (3,9960) 

(O ,1798) 

(6, 2903) 

(O ,1625) 

(4.5317) 

(O, 2307) 

(-2,3530) 

O grifico das estimativas dos Bi's f dado .na Figu-

1, O 

O, 5 

o 1 2 l 

- O, 5 

Figura 5 
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Recentemente Schmidt [35] tentando contornar a ar-

bitrariedade do valor atribuído a m no modelo de Almon, pr9
pos uma modificação que em última analise consistia em trens
formar o modelo

Yt : cl + B0'Xt + BIXt-l + B2Xt-2 +

em outro sob a forma
+ 13m' Xt-m + et

Yt
a + z>10BiXt-i + c:t

de forma que Bi ------> 0 quando i -----» m, da seguinte forma

Bi : Y (XO + ÀI'i + X2'iz + ... + XP zP)

onde O$y<1 e i=0,1,2,... ou seja os B.i's são admiti.dos

pertencentes a um polinõmio de grau p, f(z), somente que c.g
da Bj. é ''amortecido'' pelo coeficiente yz que se torna cada

vez menor, a medida que i aumenta

Schmidt propos esticadores para os parâmetros domo

delo, e mostrou que eram consistentes e assintoticamente e
ficientes.

Ainda C:om relação ao problema dadetenninação de m

e do grau do polinõmio r, as seguintes consi.derações devem
ser feitas.

Em primeiro lugar, se ã priori se conhece m e o verda-

deiro grau do polinõmio r então os estimadores de BO,BI'
,B. em (2.3) obtidos sob a forma descrita são normalmente
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Recentemente Schmidt [35] tentando contornar a ar

bitrariedade do valor atribuído a m no modelo de Almon, prQ 

pos uma modificação que em Última análise consistia em trans 

formar o modelo 

em outro sob a forma 

co 

de forma que S---+ O quando i--+ 00 , da seguinte forma l 

onde O ::; y < 1 e i = O, 1, 2, ... ou seja os Si' s são admitidos 

pertencentes a um polinômio de grau p, f(z), somente que cá 

i da Si e "amortecido" pelo coeficiente y que se torna cada 

vez menor, a medida que i aumenta. 

Schmidt propos estimadores para os parâmetros do mo 

delo, e mostrou que eram consistentes e assintoticamente e

ficientes. 

Ainda com relação ao problema da determinação de m 

e do grau do polinômio r, as seguintes considerações devem 

ser feitas. 

Em primeiro lugar, se à priori se conhece m e o verda

deiro grau do polinômio r então os estimadores de s0 ,s1 , .. 

. ,B em (2.3) obtidos sob a forma descrita são normalmente m 
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distribui'dos e sao os melhores estimadores lineares não vie

fados (desde que os c:t sejam normalmente distribuídos, homo

cedãsticos e E(c-ie.i) ; 0 se ip j ver Dhrymes [05,pp.225-227].
Em segundo ]ugar Frost [09] em recente artigo, investi-

gou as conseqüências do uso da técnica deAlmon quando o

grau do polinÕmio r e o valor de m são escolhidos por teB
tativas, no sentido de se descobrir qual a combinação de m
e r que mini.miza a variação residual (ou o coeficiente de

determinação múltipla,corrigi.do pelos graus de liberdade Rz)

Frost demonstrou que os estimadores de B.í's obti-
dos desta forma são viesados, não distribuídos normalmente

e os estimadores de suas variãnci.as subestimam-nas.

Além disso ele aplicou simulação a um conjunto de
observações e observou que o viés de está.mação para os est.i

madores dos B.i 's era pequeno, na di.stribuição amostral, os

estimadores dos Bi's não se comportavam como variáveis nor-
mais e finalmente que as vara.ânci.as dos B.i's eram bastante
viesadas. Tal fato levou a conclusão de que a analise de si.g.

nificância dos parâmetros Bi's obtidos é um tanto perigosa
e sujeita a erros.

2.4 MODELO DE KOYCK OU DO DECLÍNIO GEOMÉTRICO

Este é um dos mais conhecidos modelos de defasagens
di.stribul+das , considerados na literatura econométri.ca. Foi

introduzido por Koyck [21] em estudos sobre a respostadaca

- 2 2 -

distribuídos e são os melhores estimadores lineares não vi e 

sados (desde que os Et sejam normalmente distribuídos, homo 

cedâsticos e E(E-E.) = O sei ;z: j ver Dhrymes [OS,pp.225-227]. 
l J 

Em segundo lugar Frost [09] em recente artigo, investi-

gou as conseqüências do uso da técnica de JUmon quando o 

grau do polinômio r e o valor de -m sao escolhidos por te!!_ 

ta tivas, no sentido de se descobrir qual a combinação de m 

e r que minimiza a variação r_esidual (ou o coeficiente de 

determinação múltipla,corrigido pelos graus de liberdade iF). 

Frost demonstrou que os estimadores de B- 's obti
l 

dos desta forma são viesados, não distribuídos normalmente 

e os estimadores de suas variâncias subestimam-nas. 

Além disso ele aplicou simulação a um conjunto de 

observações e observou que o viés de estimação para os estl 

madores dos Si's era pequeno, na distribuição amostral, os 

estimadores dos Bi's nao se comportavam como vari~veis nor

mais e finalmente que as variâncias dos S. 's eram bastante 
l 

vie sadas. Tal fato levou a conclusão de que a anál :i.se de s i_g_ 

nificância dos parâmetros S. 's obtidos é um tanto perigosa 
l 

e sujeita a erros. 

2.4 - MODELO DE KOYCK OU DO DECLÍNIO GEOMtTRICO 

Este é um dos rna_is conhecidos modelosd,e defasagens 

distribuídas, considerados na literatura econométrica. Foi 

introduzido por Koyck [21 J em estudos sobre a resposta da c~ 
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pacidade deva-da amudanças na produção em certas indústrias
norte-americanas.

Base.comente o modelo introduzido consiste em atri-

buir uma restrição aos coeficientes de (2.2). Tal restrição

ê a admiti.r que BO,BI'B2'''' consta.tuem os termosdeuma prg
pressão geométrica decrescente. Tal restri.ção decorre da su

post.ção de que em (2.2) valores mais recentes de X exercem

mai.or influência sobre Y do que valores mai.s antigos, e que

tal i.nfluência é suavizada exponencialmente ao longo do tem
po . Assim, o modelo (2 . 2)

Yt a + BOXt + BIXt-l + B2Xt.2 + + et

ê ta]. que

Bj. ; À:''' B 0 i; 0 ,1 , 2 (2. 8)

onde 0 < À < l

O modelo ori.ginal (2.2) de acordo comas suposições
fica sob a formaacima,

Yt cl + Í30Xt + (X'B0)Xt-J. + (À' 'B0)Xt.2 + + 'C:t ( 2 . 9)

O modelo (2.9) mesmo assim fica com um nÜlnero infi

nato de parâmetros. a serem está.mados. Todavia Koyck contor-
nou a si.tuação da seguinte forma

Tornou a equação (2.9) no período (t-l) obtendo

Yt-l : a+ BoXt-l+ (À'Í3o)Xt-2+(À''Bo)xt-3+..' +et-](2.10)
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pacidade devida a mudanças na produção em certas indústrias 

norte-americanas. 

Basicamente o modelo introduzido consiste em atri

buir uma restrição aos coeficientes de (2.2). Tal restrição 

é a admitir que s0 ,s1 ,s 2 , •.. constituem os termos de uma pr~ 

gressão geométrica decrescente. Tal restrição decorre da sv 

posição de que em (2. 2) valores mais recentes de X e_xercem 

maior infiuência sobre Y do que valores mais antigos, e que 

tal influência é suavizada exponencialmente ao longo do tem 

po. Assim, o modelo (2 .2) 

ê tal que 

i=0,1,2, ... ; (2.8) 

onde O < À < 1. · 

O modelo original (2. 2) de acordo com as suposições 

acima, fica sob a forma 

O modelo (2.9) mesmo assim fica com um numero infi 

nito de parimetros a serem estimados. Todavia Koyck contor

nou a situação da seguinte forma: 

Tornou a equação (2.9) no período (t-1) obtendo 

(2 .10) 
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blultiPlicou (2.10) por À, obtendo

ÀYt-]. : aÀ' + (XBo)Xt-i + (x'Bo)xt-2 + (x:B0)xt.3 +

Em seguida fez (2.9) menos (2.11), obtendo

Yt ':ÀYt-].: a(l-À) + BOXt + (et-Àet-l)

(2.n)

(2 .1 2)

oü ainda

Yt : ci(l-À) + BOXt + Àyt.l + vt (2 .1 3)

t : ct : Xct.lt 't '''t-l

O procedimento descrito é conhecido como ''transfor-

mação de Koyck''. Embora simples, ele reduziu o problema da

estimação de infini-tos parâmetros (2.9) para o problema da

está.mação de apenas três em (2.13) , a, X e Bn
Uma ligeira modificação pode ser introduzi.da no mo

dolo original de.Koyck, se houver razões para admitir o de-

c].ínio dos coeficientes ã partir de Bk (k>1) . Isto é

onde V

Yt : cl+ BoXt + BIXt.l + k--lXt-k+l +

+ [BkXt-k+(À'Bk)Xt-k-]+ (À2'Bk-].)Xt.k.2 + ' ' '] + ct(2.14)

Aplicando a (2.14) a transformação de Koyck, obtém-se

Yt : a(l-À) + BoXt + (B].-ÀB0)xt-l + (B2-ÀBI)xt.2 +

+... +(Pk'XBk-l)Xt-k+ À'Yt-l + vt (2.15)

- 24 -

Multiplicou (2.10) por À, obtendo 

Em seguida fez (2.9) menos (2.11), obtendo 

( 2 .12) 

ou ainda 

(2.13) 

O procedimento descrito é conhecido corno "transfor

mação de Koyck". Embora simples, ele reduziu o problema da 

estimação de infinitos parâmetros (2.9) para o problema da 

estimação de apenas três em (2 .13), a, À e s0 . 

Urna •ligeira modificação pode ser introduzida no mo 

dela original de Koyck, se houver razões para admitir o de

clínio dos coeficientes à partir de Sk (k>l). Isto é. 

(2 .14) 

Aplicando a (2.14) a transformação de Koyck, obtém-se 

(2 .15) 
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''''''' "t ' t "'t-].

Além disso, o modelo de Koyck pode Éer facilmente
generalizado, se tivermos duas variáveis explicativas X e Z

(ver [16 ,pp . 299 e 300]

Em resumo pode se dizer que o modelo de Koyck, em

ua forma transformada contorna dois problemas básicos

lç) Aumenta o número de graus de ii.beldade doresz+duo (de

Tido ao pequeno número de parâmetros- a serem está.ma
dos.

2Ç) Evita prob[emas de mu].tico] i.nearidade entre os-sucos

uivos valores de XCXt' Xt.I' Xt.2' etc.)
Todavia tais simplificações tem seu preço, poi

lado delas nasceram outras conseqüências indesejáveis

IÇ) No modelo sob a forma transformada (2.13), as per

turbações aleatórias, vt : et - Xct-l são autocorre
laca.onadas, se os E:t's não o forem.
De fato,

E(vt'vt+]): ElEet -Àct-]JEct+]. -ÀctJ}

EÍet'E:t+I ' ÀC2t - ÀEt-I'Et+I + À et'E:t-I]'

: -XE(cÊ) ; -À'aêl * 0
2ç) A variável Yt-l que aparece em (2.13) não é indepeg

tente de v,..
De fato

S

S ao

l
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.Alé_m disso, o modelo de Koyck p9de ser facilmente 

generalizado, se tivermos duas variáveis explicatlvas X e Z 

(ver [ iG, pp. 2 9 9 e 3 o o J . 

Em resumo pode se dizer que o modelo de Koyck, em 

sua forma transformada .contorna dois problemas básicos 

1 9 ) Aumenta o núrrieró de graus de iiberdade do resíduo (de 

vida ao pequeno número de parâmetros a serem estima 

dos. 

29) Evita problemas de multicolinearidade entre os·suces 

sivos valores de X(Xt' Xt~l' Xt_ 2 , etc.). 

Todavia tais simplificações tem seu preço, pois ao 

lado delas nasceram outras conseqüências indesejáveis: 

1 9 ) No modelo sob a forma transformada (2.13), as per~ 

turbações aleatórias, vt = E:t - ÀE:t-l sao autocorre

lacionadas, se os E 's nao o foreci. t 

De fato, 

= - ÀE (E~) = - À• a~ ~ O • 

29) A variável Yt-l que aparece em (2.13) não é indepe~ 

tente de vt. 

De fato, 
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EEvt'Yt-l] : EE[E:t - Àct.l]']a 'tB0(Xt.l + BXt.2 +

'" .. .) + ct.l] ] : Xa:l' ' o
A conseqüência de tal fato, é que os esticadores de

mini.mos quadrados de (2.13) são i.nconsistentes (de

monstração no.Apêndice l)

Veremos no capítulo seguinte outros estimadores px.g

postos a fim de éontornarmos tal situação

2.5 - MODELO DAS EXPECTATIVAS ADAPTADAS

Embora o modelo de Koyck seja uma forma elegantede

impor restri.ções sobre os B.i's de (2.2) ele é concebido de
maneira puramente algébrica, sem sustentação teórica basea

da em alguma hipótese comportamental

O modelo.que veremos a seguir, concebi.do por P. C.g
sustentação teórica baseada em hipóteses comportagan tem

mentais

O valor de Y no período t, é admitido como depen-

dente não de Xt' mas do nível ''esperado'' ou ''permanente'' de
X no perx+odo t (i.ndi.ca;-se por Xt) , da seguinte forma

Yt : cl + B'Xt + et (2.16)
l :L:l l 0+ l -l .''

onde ct ê em geral a.d

ria com média zero

Como Xt não é diretamente observável,postula-se que
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+ ••• ] + E 
1

JJ = À0 2 · 7 o. - -
t- - - E 

A conseqüência de tal fato, - ê que os estimadores de 

mínimos quadrados de (2.13) são inconsistentes (de

monstração no _Apêndice 1). 

Veremos no capítulo seguinte outros estirnadorespr~ 

postos a fim de contornarmos tal situação. 

2.5 - MODELO DAS EXPECTATIVAS ADAPTADAS 

Embora o modelo de Koyck seja ·urna forma elegante de · 

impor restrições sobre os 8- 's de (2.2) ele ê concebido de 
l 

manei~a p~rarnente algébrica, sem sustentaçao teórica basea~ 

da em alguma hipótese comportamental. 

O modelo que veremos a seguir, concebido por P. C~ 

gan tem sustentação teórica baseada em hipóteses comporta-

mentais. 

O valor de Y no per Íodo t, ê adrni tido corno depen

dente não de Xt, mas do nível "esperado" ou "permanente" de 

X no período t (indica~se por X~), da seguint~ forma 

(2.16) 

onde Et ê em geral admitida como sendo urna variivel aleató

ria com média zero. 

Como x; nao é diretamente observavel,postula-se que 
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*: - *;-: (l - À) '(xt (2 .] 7)

ou ainda

CI - x)xt + x'xt.].

onde 0 g À < l

Tal postulado admite que o valor ''esperado'' ou ''pel

manente'' de X no período t é uma média ponderada de X no p.g
díodo t e do valor ''esperado'' ou ''permanente'' de X no períg
do (t-l)

Tal postulado, baseia-se na pressuposição (leque as

expectativas do período t são dadas pela modificação das e::
pectativas no período t-l, sob a influência da experiência

do que sucede no período t.

Um exemplo de aplicação é a quantidade Qt demanda-

da de um bem (num período de alta inflação) ser admitida co

mo função do preço ''esperado'' Pl: do mesmo bem, sob a forma

Qt : cl + B'Pl; + et

Outro exemplo decorre da ''hipótese da renda perma

nente'' concebida por bl. Friedman, que postula o consumo Ct
no período t como sendo determinado pela ''renda esperada''ou

''permanente'' Yt' da .seguinte forma

Ct - B'Yt + et

onde
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(2 .] 7) 

ou ainda 

onde O ~ ;\ < 1. 

Tal postulado admite que • o- valor "espeFado" ou "pe.!:_ 

manent~" de X no período t é uma média ponderada de X no p~ 

ríodo t e do valor "esperado" ou "permanente'' de X no perí~ 

do (t-1). 

Tal postulado, baseia-se na pressuposição de que as 

expectativas do período t são dadas pela modificação das ex 

pectativas no período t-1, sob a influência da experiência 

do que sucede no período t~ 

Um ex_emplo de aplicação é a quantidade Qt demanda

da de um bem (num período de alta inflação) ser admitida co 

mo função do preço "esperado" P; do mesmo bem, sob a forma: 

Outro exemplo decorre da "hipótese da renda perma

nente" concebida por M. Friedman, que postula o consumo Ct 

no período t como sendo determinado pela "renda esperada" ou 

"permanente" Yt, da .seguinte forma: 

onde 

• . :. 



28

(]- - À.) 'Yt + À 'Yt.l.

Um terceiro exemplo é o da demanda }Ít da moeda ser

função da taxa de juros ''esperada'' j;l da seguinte forma

Mt : a + S'jl; p et

onde

+

Jt (l - À) 'jt + x'j;.t

De (2.17) é fácil concluir que

x;l: (l -x)(xt + xxt.i + x:xt.2 '"' ..')

De (2. 17) e (2.18) obtém-se

( 2. 1 8)

Yt a ''' B (l À)(Xt + ÀXt-l + X'Xt.2 + ) + et (2.1 9)

que representa um modelo com defasagens distribuídas, anglo

go ao de Koyc}, fazendo-se É3(1 - À) : lln
Da mesma :forma que o modelo de Koyck, a estimação

dos parâmetros de (2.19) nesta forma é impraticável. Toda-

via ela pode ser simplificada por meio da. transformação d
Koyck, isto é:

Defasando (2.19) de um período, e multiplicando membro a

membro por À. e subtraindo o resultado de (2.19) chega-se fg:
ci.Imente a

e

a(l - À) + B(l À) Xt ''' À 'Yt-l ''' vt (2. 20)
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y'k = (1-À.)·Y +Ã•Y* t t t-1 

Um terceiro exemplo é . o da demanda Mt da moeda ser 

função da taxa de juros "esperada" j; da seguinte forma: 

onde 

j * = (1 - À) • j + À• j * . t t t-1 

De (2.17) é fácil concluir que 

(2.18) 

De (2.17) e (2.18) obtêm-se 

( 2. 19) 

que representa um modelo com defasagens distribuídas, análo 

go ao de Koyc:I<:, fazendo-se B (1 - À) = Ba. 

Da mesma forma que o modelo de Koyck, a estimação 

dos parâmetros de (2.19) nesta forma é impraticável. Toda

via ela pode ser simplificada por meio da _ transformação de 

Koyck, isto é: 

Defasando (2.19) de um período, e multiplicando membro a 

membro por À e subtraindo o resultado de (2.19) chega-se fa 

cilmente a 

(2.20) 
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onde

vt : c:t - Àct-l

O modelo das expectativas adaptadas é, ãsvezes for
mulato de maneira ligeiramente diferente. A relação (2.16)
é mantida, porém.a (2.17) é postulada como

x=1 = (1 - x)xt-l (2. 21)

Isto é, Xt de(2.17) ésubstituz+doporXt-l em (2.21)
Tal modificação pressupõe a hipótese de que as expectativas

têm de ser revistas comparando-se Xl;.l com Xt.I' Nesse ca-
so, fao.Imênte chega-se a

xl; = (]. -x)(xt-l + xxt.z +x'xt.3 + .. ')

que substituída em (2.16) fornece

(2. 2 2)

Yt À) (Xt-]. + ÀXt.2 + ÀzXt.3 + ) + c:t (2. 23)

Fi.nalmente, aplicando-se a (2.23) a transformação
de Koyck, chega-se a

Yt OI([ - À) + B (]. À)Xt-l + XYt-l + vt (2. 24)

onde

vt : E:t - Àet-l

A diferença entre (2.24) e (2.20) é que na primei
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onde 

O modelo das expectativas adaptadas e, as vezes for 

rnulado de maneira ligeiramente diferente. A relação (2.16) 

ê mantida, porêrn _a (2.17) ê postulada corno 

(2.21) 

Isto ê, Xt de (2.17) é substituído por Xt-l em (2.21). 

Tal modificação pressupõe a hipótese de que as expectativas 

têm de ser revistas comparando - se x;_ 1 com Xt_ 1 . Nesse ca

so, fàé:ilrnente chega-se a 

( 2. 2 2) 

que substituída em (2.16) fornece 

Finalmente, apl icando --: se a (2. 2 3) a transformação 

de Koyck, chega-se a 

(2.24) 

onde 

-A diferença entre (2.24) e (2.20) e que na primei-
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ra, Xt é substituz'da por Xt.I' o que não produz problemasde
estimação dos parâmetros

Da mesma forma que vimos no modelo de Koyck, o mo-

delo (2.20) e (2.24) é tal que os vt's são correlaci.onados

e vt é correlacionado com Yt-l (desde que os et's não sejam
correlaci.onados) . Tal fato intr(aduz no modelo das expectat.{

vas adaptadas, os mesmos problemas de estimação que no moda

lo de Koyck

2.6 - MODELO DOS AJUSTAMENTOS PARCIAIS

O modelo que veremos a seguir é outra forma de im-

por restrições sobre os B.i's de (2.2) e que, da mesma forma
que o modelo das expectativas adaptadas, tem sustentação teg
rica baseada em hipóteses comportamentais. Tal modelo foi in
troduzido por Nerlove [ 28]

Suponhamos que exista um ''equilíbrio ótimo'', ''dose.
jável'' ou de ''longo prazo'' para uma variável Y, e que vamos

inda.cã-lo por Y*. Suponhamos ainda que tal valor Y seja deg.
crivo pela relação

Yt+ : a + B'Xt + E:t (2.25)

Como Y* não é observável diretamente, Nerlolve pos-

tulou a segui.nte hipótese comportamental, conhecida como a

dos ''ajustamentos parciais''
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ra, Xt é substituída por Xt-l, o que não produz problemas de 

estimação dos parâmetros. 

Da mesma forma que vimos no modelo de Koyck, o mo 

delo (2.20) e (2.24) é tal que o5 vt's são correlacionados 

e vt é correlacionado com Yt-l (desde que os st's não sejam 

correlacionados). Tal fato introduz no modelo das expectati 

vas adaptadas, os mesmos problemas de estimação que no mode 

lo de Koyck. 

2.6 - MODELO DOS AJUSTAMENTOS PARCIAIS 

O modelo que veremos a seguir é outra forma de - im

por restriç6es sobre os S- 's de (2.2) e que, da mesma forma 
. l 

que o modelo das expectativas adaptadas, tem sustentação tei 

rica baseada em hipóteses comportamentais. Tal modelo foi in 

traduzido por Nerlove [28]. 

Suponhamos que exista um "equilíbrio Ótimo", "<lese 

jável" ou de "longo prazo" para uma variável Y, e que vamos 

indicá-lo por Y*. Suponhamos ainda que tal valor Y seja des 

crito pela relação 

y* = 
t 

(2. 25) 

Como y* nao é observável diretamente, Nerlo :ve pos

tulou a seguinte hipótese comportamental, conhecida como a 

dos "ajustamentos parciais". 
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Yt - Yt-l : Y'(Yt - Yt.l)

onde y (0 < y $ 1) é chamado coeficiente de ajustamento

A equação (2.26) postula que a variação efetiva de

Y entre dois períoêios sucessivos CYt -Yt-l) é uma fiação da
pari.ação desejável (Yt - Yt.l) . O fato de y estar compreendi

do entre 0 e l pode decorrer de fatores de ordem tecnológi-
ca, i.nsti.tuciona]., ou de perdi.tência de habito.

Como visto no modelo das expectativas adaptadas, o

modelo dos ajustamentos parciais, dado por (2.25) e (2.26) é
as vezes ligeiramente modificado em (2.25), e expresso sob
a forma

(2 . 26)

Yl; = a + B.Xt.l + et (2.27)

isto é, o nível ''desejado'' de Y no período t depende do ní-

vel de X no período t-l e não no período t como em (2.25)
Inicialmente vamos exempl i.ficar o uso de tal mode-

lo, admiti.ndo que a quantidade de determinado produto agrí-

cola que os produtores desejam ofertar,no período t (Qt) dg

penda do preço desse produto no período anterior CPt..) . EX
prestamos tal fato através da relação

Q;l : a + B.Pt-i + et

et e uma variável aleatória com média 0. Todavi.a, dev.i
do ã existência de uma ri.gidez a curto prazo.ao nível dos fa
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(2.26) 

onde y (O < y ~ 1) é chamado coeficiente de ajustamento. 

A equaçio (1.26) postula que a variação efetiva de 

Y entre dois períodos sucessivos (Yt -Yt_ 1) é uma fração da 

variação desejável (Y~ - Yt_ 1). O fato de y estar compreendi 

do entre Õ e 1 pode decorrer de fatores de ordem tecnológi

ca, institucional, ou de persitência de hábito. 

Como visto no modelo das expectativas adaptadas, o 

-modelo dos ajustamentos parciais, dado por (2.25) e (2.26) e 

as vezes ligeiramente modificado em (2.25), e expresso sob 

a forma 

(2.27) 

isto é, o nível "desejado" de Y no período t depende do ní

vel de X no período t-1 e não no período t como em (2.25). 

Inicialmente vamos exemplificar o uso de tal mode

lo, admitindo que a quantidade de determinado produto agrí

cola que os produtores desejam ofertar .no período t (Q;) de 

penda do preço desse produto no periodo anterior (Pt_ 1). Ex 

pressamos tal fato através da relação 

onde Et é uma variável aleatória com média O. Todavia, devi 

do à existência de uma rigidez a curto prazo . ao nível dos fa 
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toros de produção, existe uln descompasso entre a quantidade

que os agricultores desejam o..:erecer e a quantidade efetiva

mente oferecida. Isto pode ser expresso pela relação

(Qt - Qt-l) 'r' (Q;l - Qt.i) onde 0<yKI

Um outro exemplo seria o de assumir que existe umequilÍbri.o

ótimo, desejável ou de longo prazo de quantidade de capital

(Y*) necessário ã produção de um dado nível daprodução (X)

Admitamos que Yl; é função de Xt da segui.nte forma

Yt+ : a + B'xt + c+..

Tipicamente, devido ã ri.gidez de mudanças, decor-

rentes de razões tecnológicas, institucional.s etc. , a varia

ção efetiva da quantidade de capital (Yt -Yt.l) é apenas u-

ma fiação da variação desejável (Yt -Yt.l), isto é

(Yt ' Yt-].) : 'v' (YÍI - yt.].)

Das equações (2.25) e (2.26) obtemos facilmente,
por substituição

Yt : a + B'vXt + (l - y)'yt-l) +'y'ct (2.28)

A equação (2.28) é fo:rlnalmente a mesma do modelo de expectativas adapta

das, a menos da pari.ação aleatória, que nesse caso é y'ct' Por outro la

do, enü)ora tendo a mesma folha, as hipóteses comportamental.s que levaram

ã equação do modelo final são diferentes.

Do ponto de vista de estimação, os parâmetros de (2.28) não
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tores de produção, existe um lescompasso entre a quantidade 

que os agricultores desejam o .. ·erecer e a quantidade efetiva 

mente oferecida. Isto pode se r expresso pela relação 

onde O<y~l 

Um outro exemplo seria o de assumir que existe um equilíbrio 

Ótimo, desejável ou de longo prazo de quantidade de capital 

(Y*) necessário à produção de um dado nível da produção (X). 

Admitamos que Y; é função de Xt da seguinte forma 

Típicamente, devido à rigidez de mudanças, decor

rentes de razões tecnológicas, institucionais etc., a varia 

ção efetiva da quantidade de capital (Yt - Yt_ 1) é apenas u

ma fração da variação desejável (Y: - Yt_ 1), isto é 

Das equações (2.25) e (2.26) obtemos facilmente, 

por substituição 

Y = a+ SyX + (1 - y) ·Y 1) + y• st t t t- (2.28) 

A equação (2.28) é formalmente a mesma do modelo de expectativas adapta 

das, a menos da variação aleatória, que nesse caso é y•st. Por outro 1~ 

do, embora tendo a mesma forma, as hipóteses comportamentais que levaram 

à equação do modelo final são diferentes. 

Do ponto de vista de estimação, os parâmetros de (2.28) -nao 
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apresentam sérios problemas c{ ) os do modelo de Koyck e de Cagan.

De fato, se admi l.amos que os et's de (2.25) sãonão

correlacionados, é fácil t -}.cluir que E:t e Yt-l de (2.28)
sao nao correlaciónados, c- .tê torna os estimadores de mini

mos quadrados dos parâmetr. de (2.28) consistentes (ver A-
pêndi.ce 1) . Todavia para pe )nas amostras os estimadoresde

lnlnimos quadrados são viela(;..:;, e isto é causado pela pre-

sença da variável aleatóri.a it.l no 2ç membro de (2.28)
Provemos tal afirmação no modelo simpl i.fi.cado

Yt Bo + BI'Yt-l + ct (2. 29)

onde

(1)

)

c: t. - N(0 , a:)

E(cicj) : 0 para i. # j

e provemos que o esticador de mínimos quadrados da B; é yic
fado . Temos

( 2)

1 1

; : 2 "-' ''*'-:
tl2 (Yt-l-'Í) :

(2 .30)

onde

à *!:*. á:11*.
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apresentam sérios problemas c: · > os do modelo de Koyck e de Cagan. 

De fato, se adm i Lrmos que os st's de (2.25) sãonão 
correlacionados, é fácil \ ~cluir que E:t e Yt-l de (2.28) 
sa-0 não correlacicinados, o J e torna os estimadores de mini 
mos quadrados dos parimetrL de (2.28) consistentes (ver A
pêndice 1). Todavia para pe ._ -:- nas amo stras os estimadores de 
mínimos quadrados são viesa t~·~ , e isto 6 causadri pela pre
sença da variável aleatória \t·-l no 29 membro de (2.28). 
Provemos tal afirmação no mode lo simplificado 

onde 

(1) 

( 2) E (s. E:.) = O para i ~ j. l J 

(2.29) 

e provemos que o estimador de mínimos quadrados da S- é vie 
l 

sado. Temos, 

onde 

n 
L (Y - Y) • (Y - Y) t=Z t t-1 

n 

n . -
L (Y t-1 -Y) 2 

t=2 

1 n-1 
Y= 1 

' ' Y n-1 t~ 2 t 
e Y = n-1 I Yt 

t=l 

(2.30) 
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Tomando (2.29), fazendo t= 2,3,...,n, somando membro a mem

bro e dividindo por (n-l) obteremos

Bo -'" Bi 'Y ''' (2.31)

onde

à.!:'.
Subtraindo (2.31) de (2.29), vem,

Yt 131(Yt.l - Y) + (Et - ÊI) (2.32)

Multiplicando (2.32) por (Yt.l -Y) e somando de 2 até n, t.g
mos:

(Yt.l
n

B]' t>lz(Yt-l -7)' +
n

t=2 t 't:)'(Yt-l (2.33)

divida.ndo
1 1

(2.33) por t>12(Yt-l -?)2 teremos

n

:!: ''t êl) ' (Yt.l
BI BI.+

Y)'t-l2

(2 .34)

No calculo de E(BI) notamos que é de difícil mani-
pulação, em decorrência da 2a parcela do 2Ç membro de (2.24)
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Tomando (2.29), fazendo t = 2,3, ... ,n, somando membro amem

bro e dividindo por (n-1) obteremos: 

(2.31) 

onde 

Subtraindo (2.31) de (2.29), vem, 

(2.32) 

Multiplicando (2.32) por (Yt-l -Y) e somando de 2 atê n, te 

mos: 

n 
I (Y - Y) • (Y - Y) = 

t= 2 t t-1 

n 
~ ICE "'"s)•CY -Y) c2.33) t=2 t t-1 

n 
dividindo (2.33) por I (Yt-l -Y) 2

, teremos 
t=2 . 

(2.34) 

No cálculo de E(B 1 ) notamos que é de difícil mani

pulação, em decorr~ncia da 2! parcela do 29 membro de (2.24) 
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ser o quociente de variáveis aleatórias. Todavia o sinal da

Esperança desta parcela depende do sinal da numerador, uma

vez que o denominador é uma soma de quadrados.

Retomando a expressão (12.29) e fazendo sucessiva-

mente t =1,2,3,...,n-l, obteremos

YI

Y2

Y3

Y4

V

13o + BIYI + E:2

BO + BOBI + B2YI + Ble2 + c3

É30 + BIB0 + gabo + B3'YI + Bzc:2+ Blc3 +.c4

l

Yn-l : BO +liOBI + * '.. .t-; . ':'f.*: * .t-''': * .:-'''; * ''' en-].

Somando membro a membro as relações acima e di.vi

dando por (n-l), teremos

Y

onde

ÇÓ(Bo' BI'yl) + B2'c2 + B3'c3 + + Bn.I'cn.l (2.35)

B2

B3

B4

Bn

C l ''' B l ''' B Í '''

(l " BI + BSi '''

(l ' BI ''' BÍ '''

= 1/n-l

+ BI'3)/n-l

* BI'4) /n-l

,- B?-5) /n-l

l

Se BI > 0 , teremos Bi > 0 Vi€12,3, ,n-l} pois cada
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ser o quociente de variáveis aleatórias. Todavia o sinal da 

Esperança desta parcela depende do sinal do numerador, uma 

vez que o denominador é uma soma de quadrados. 

Retomando a expressão (2.29) e fazendo sucessiva

mente t=l,2,3, ... ,n-l, obteremos: 

Yz = 80 + 81 Y1 + Ez 

Y 3 = 80 + s0r3i + 81Y 1 + 13i s2 + E3 

Somando membro a membro as relações acima e divi- . 

<lindo por (n-1), teremos: 

+ B • E 
n-1 n-1 (2 • 3 5) 

onde 

B2 = (1 + 81 + 81 + ••• + 8~- 3)/n-l 
, 

2 n-4 B3 = (1 + 81 + 81 + ••. + 81 ) /n-1 

= ( 2 n-5 B4 1 + 81 + 81 + ••• + 81 ) /n-1 

Bn-l = 1/n-1 

Se 81 > O, teremos l\ > O Vi8{2,3, ... ,n-1} pois cada 



36

B.i é medi.a de potências de BI
Retomando a expressão (2.34)

tl2C t ' e)'(Yt-l -7)
n

tl2 Yt-].-Y)Z

calculemos a esperança do numerador da 2a parcela do 2ç mem

bro, isto é, de

n

tl2 t 'c)'(Yt-l -?) : t>lZ(Yt-l. -Y)et -t>12(Yt-l. -Y)';l

Temos ,

n

.!: (-t-:- c [ (n-]) .Y :- Cn-])

Logo,

n

.}:''t ;)'(Yt.]. Y)
n

.!: ('''-: Y)'ct

e

f nr ll

'ltlz t'c)'(Yt-].-Y). ..}

'{.}:*.-:''.
alas ,
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Bié média de potências de $1 . 

Retomando a expressiio (2.34) 

n -l (€ - s) . (Y - Y) 
t=2 t t-1 

n 
l (Y -Y) 2 

t=Z t-1 

a calculemos a esperança do numerador da 2. parcela do 2 9 .mem 

bro, isto -e, de 

n - -I (€ -E:)·(Y -Y) 
t=Z t t-1 

Temos, 

n 
l (Y - Y) • E = s [ ( n -1) • Y "" (n -1) • Y J = O t=Z t-1 

Logo, 

n -I CE: - E) • C Y - Y) t=Z t t-1 

e 

Mas, 

. •.: 
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n

tl2 t-l''t Ylc2 2e3 + Y3c+ +
4 + Yn.I'cn

e portanto

'{.}:*.-:...}
Segue. então que

:{.}:*.-:.'. - .!:':.} : -'i:.!:..}
e lembrando (2 . 35)

:{.}:*.-: . :. - .}:'..} 'E[(B2c2 + B3E:3 + + Bn-lc:n-l)

'(c2 + c3 + + Cn.l)]

Portanto se B.i >0, o viés de BI é negati.vo.
Experiências rea]izadas por b]a]invaud [26] sugerem

que o uso pratico de estimadores de mínimos quadrados em m2

delos de variáveis defasadas, como o que acabamos de veT,.plg
duzem resultados satisfatórios, apesar do viés existente

Experiências realizadas por ele, mostraram que, em
amostra com n = 2 0 no modelo

Y't : BO + Í31'Yt-l et
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e portanto 

Segue_-se entio que 

e lembrando (2.35) 

n-1 
= -a 2 

• I B. < O • 
. 2 l 1= 

Portanto se Bi >O, o viés de s1 é negativo. 

Experiências realizadas por Malinvaud [26] sugerem 

que o uso pritico de estimadores de mínimos quadrados em m~ 

de los de. variâve is defasadas, como o que acabamos de ve:r,.pro 

<luzem resultados satisfat6rios, apesar do vi~s existente. 

Experiências realizadas por ele, mostraram que, em 

amostra com n = 2 O no modelo 

y 
t 
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onde Í31 0,6, BI subestima BI , sendooviésdaordemde 0 , 08

z.7 MODELO DE SOLOS/ OU DAS DEFASAGENS DE PASCAL

Em certos problemas económicos, .um modelo de defa-

sagem distribuídas (2.2) com restrições aos B.i's de forma a

decresceram geometricamente, pode não ser adequado. Por exem

plo, no relacionamento entre gastos de capital corrente e a

propriações de capital passado, é razoável admitir que ospg.
sos ligados a apropriações de capital nos períodos t, t-l,

t-2,... cresçam primeiro, e em seguida decresçamao invés de
decrescerem s omente

Solow [36] propôs que os Bi's do modelo (2.2) se-
guissem um comportamento de um ''V invertido'',sendo tai.s B:'s

não números arbitrários, e sim números proporcionais às pr.g
baba.lidades de uma distribuição de Pascal. Isto é, consi.de-
rando (2 . 2) como cl = 0

Yt : 130Xt + f31Xt-l + ..' + ct

Vamos escrevo-lo sob a forma

Yt BEw0 'Xt ''' wl ' Xt.l ''' ] + et (2.36)

onde

V.i G{ o , 1 , 2 , . ..}

seguissem uma distribuição de PasSololf propôs
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~ 

onde B1 =O, 6, B1 subestima s1 , sendo o viés da ordem de -0, 08. 

2. 7 - •MODELO DE SOLO\,/ OU DAS DE FASAGENS DE PASCAL 

Em certos problemas econômicos, um modelo de defa

sagem distribuídas (2.2) com restriç6es aos B-'s de forma a 
]. 

decrescerem geometricamente, pode não ser adequado. Por exem 

plo, no relacionamento entre gastos de capital ~orrente e a 

propriações de capital passado, é razoável admitir que os pe 

sos ligados à apropriações de capital nos períodos .t, t-1, 

t-2, ... cresçam primeiro, e em seguida decresçam ao invés de 

decresterem somente. 

Solow [36] propôs que os B· 's do modelo (2.2) se-· l 

guissem um comportamento de um "V invertido", sendo tais Bi' s 

não números arbitrários, e sim números proporcionais às pro 

babilidades de uma distribuição de Pascal. Isto é, conside

rando (2. 2) como a, = O 

Vamos escrevê-lo sob a forma 

onde 

~ 

w. = 
1 

Solow propos que os 

B-
1 

B 

W - 1 
S 

1 

(2.36) 

V.6{0,1,2, ... } 
1 . 

seguissem wna distribuição de Pas-
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cal, isto é,

li'''Í-:l u - D '' xi

onde r é um inteiro positivo e À um real entre 0 e l (r e À

são os parâmetros da distribuição de Pascal)

A figura 6 fornece o gráfico de wi em função de i p2
,6 e r = 1 ,2 ,3 e 4

i; 0 , 1 , 2

ra

0,45

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

r = l

Figura 6
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-cal, isto e, 

i=0,1,2, ..• 

onde ré um inteiro positivo e À um real entre O e 1 (r e À 

sao os parâmetros da distribuição de Pascal). 

A figura 6 fornece o gráfico de w i em função de i p~ 

ra À = O, 6 e r = 1, 2, 3 e 4. 
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o 

r = 1: 
r = 2: 
r = 3: 
r = 4: 

1 2 3 4 5 6 

Figura 6 
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Observemos que a distribuição de Pascal se reduz ã
geométrica para r ; 1 , isto é

(l - À) .Xz
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Observemos que a distribuiçio de Pascal se reduz a 

geométrica para r = 1, isto é 

l w. = (1 - À)·:\ l . 



CAPTTUL0 3

MéTODos OE ESTio.cAçÃo

3.1 - INTRODUÇÃO

Jã vimos no Capítulo 2 que, se no conjunto das va-

riáveis explicativas dos modelos compareceram apenas valo-

res dera.fados de X (Xt'Xt.I' etc.) não hã problemas para a
estimação dos parâmetros; podemos aplicar diretamente os es

timadores de mini.mos quadrados ou ainda se houver um grande
numero de variáveis defasadas no modelo, podemos reduzir o

número de parâmetros do modelo cuja expressão é (2.1) impor:

do a eles certas restrições, como por exemplo,atribuição de
pesos arbitrários ou adotando o modelo polinomi.al de Almon.

Todavia, caso o modelo i.nclua valores defasados de

variável dependente Y (Yt.I'Yt.2' etc.) no conjunto das va-
riáveis explicativas ocorrem conforme já vimos, sérios pro-
blemas com respeito às propriedades dos estimadores,se eles

forem de mínimos quadrados. A ocorrência de tais problemas

e acarretado ou pela auto-correlação nos erros, ou então p.g
la correlação entre o erro e a variável Y defasada que faz
papel da variável explicativa, ou por ambos.
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CAPITULO 3 

MtTODOS DE ESTIMAÇÃO 

3. 1 - 1 NTRODUÇAO 

Já vimos no Capitulo 2 que, se no conjunto das va

riáveis explicativas dos modelos compareceram apenas valo

res defasados de X (Xt,Xt-l' etc.) não há problemas para a 

estimação ·dos parâmetros; podemos aplicar diretamente os es 

timadores de mínimos quadrados ou ainda se houver um grande 

número de variáveis defasadas no modelo, podemos reduzir o 

número de parâmetros do modelo cuja expressão é (2.1) impog 

do a eles certas restrições, como por exemplo,atribuição de 

pesos arbitrários ou adotando o modelo polinomial de Almon. 

Todavia, caso o modelo inclua valores defasados de 

variável dependente Y (Yt-l~yt-Z' etc.) no conjunto das va

riáveis explicativas ocorrem conforme já vimos, sérios pro

blemas com respeito às propriedades dos estimadores,se eles 

forem de mínimos quadrados. A ocorrência de tais problemas 

ê acarretada ou pela auto-correlação nos erros, ou então p~ 

la correlação entre o erro e a variável Y defasada que faz 

papel da variável explicativa, ou por ambos. 

-41-
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Passemos ã analise dos métodos alternativos de es

timação propostos em cada situação

3.Z-MODELOS DE KOYCK, CAGAN E NERLOVE

Os três modelos jã vistos no Capítulo 2, embora t.g

nham sido concebidos sob hipóteses diferentes, recaem após

algumas transformações em expressões do tipo

Yt Í3o + liIYt-l + B2Xt + vt (3.1)

Os métodos de estimação de (3.1) vão depender es-

sencialmente das hipóteses sobre o comportamento de vt' as
quais podem basicamente serem resumidas em três.

lçl hipótese) os vt's são variáveis aleatórias i.ndepen-
dentes e normalmente distribuídas com média 0 e va

rianci.a a'

2Ç hipótese) vt : ct - À'E:t-l' 0 < À < 1 onde,podem ser con
cebidos ainda os casos (a) e (b)

a) os E:t's são pari.ãveis aleatórias independentes
e normalmente distribui'das com média 0 e variãn

cia a:

b) c:t : p'et-l +ut onde lpl<le os ut's são vara.á-
vei.s aleatórias independentes e normalmente dis
tribuÍdas com media 0 e variância o2

3ç hipótese) vt:p'vt-l +ut onde lpl<le os ut'ssãovZ
Fiáveis aleatórias independentes e normalmente dis

V

)

U
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Passemos à análise dos métodos alternativos de es

timação propostos em cada situação. 

3 .2 - MODELOS DE KOYCK, CAGAN E NERLOVE 

Os três modelos já vistos no Capítulo 2, embora te 

nham sido concebidos sob hipóteses diferentes, recaem 

algumas transformações em expressões do tipo 

-apos 

Os métodos de estimação de (3.1) vão depender es

sencialmente das hipóteses sobre o comportamento de vt' as 

quais podem basicamente serem resumidas em três. 

1 9 : hipótese) os vt's são variáveis aleatórias indepen

dentes e normalmente distribuídas com média O eva 

riância cr 2
• 

V 

29 hipótese) vt = E:t - >..•st-l' O< À< 1 onde,podem ser con 

cebidos ainda os casos (a) e (b). 

a) os E:t's são variáveis aleatórias independentes 

e normalmente distribuídas com média O e variân 

eia 0 2 · . E' 

- . -u 's sao variat 

veis aleatórias independentes e normalmente dis 

tribuídas com média O e variância 0
2

• u 

3 9 hipótese) vt = p•vt-l +ut onde !PI< 1 e os ut's sãova 

riâveis aleatórias independentes e normalmente dis 
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tribuÍdas com média 0 e variância oa

3.2.1 - Estimação Sob a l9 Hipótese

U

E.sta é a hipótese freqüentemente adorada no modelo

dos ajustamentos parciais. Conforme vimos no Capítulo 2, o

uso de estimadores de mínimos quadrados, nesse caso, nos le

vam a está.madores consistentes para os parâmetros, embora g
les sejam ligeiramente viesados para amostras pequenas.

Assim, a estimação dos parâmetros do modelo (3.1)

sujeito a erros cujo comportamento segue a la hipótese deve

ser feita da preferência com grande número de observações e

com esticadores de mínimos quadrados, visto que os mesmos gg
zam da propriedade da consistência

Por outro lado, no final deste capítuloveremos tes

tes apropriados para detectar correlação nos erros e assim
ter mais um instrumento para analisar a vi,abilidade da ad

missão desta lg hipótese

3.2.2- Estimação Sob a 2a Hipótese - (a)

Esta é a hipótese frequentemente adotada nos mode-

los de Koyck e Cagan. Conforme vi.mos no Capot.ulo 2, ousode
esticador.es de mínimos quadrados nos levam a estimadores in

consistentes dos parâmetros. Vejamos então os estimadores

propostos, e que conduzem a estimadores consistentes dos PZ
râmetros de (3 . 1)
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tribuídas com média O e variância 0 2
• u 

3,2.1 - Estimação Sob a 1~ Hipótese 

Esta é a hipótese freqüentemente adotada no modelo 

dos ajustamentos parciais. Conforme vimos no Capítulo 2, o 

uso de estimadores de mínimos quadrados, nesse caso, nos le 

vam a estimadores consistentes para os parâmetros, embora e 

les sejam ligeiramente viesados para amostras pequenas. 

Assim, a estimação dos parâmetros do modelo (3.1) 

sujei to a erros cujo comportamento segue a 1 ~ hipótese deve 

ser feita da preferência com grande número de observações · e 

com estimadores de mínimos quadrados, visto que os mesmos g_Q_ 

zam da propriedade da consistência. 

Por outro lado, no final deste capítulo veremos _ te_~ 

tes apropriados para detectar correlação nos erros e assim 

ter mais um instrumento para analisar a viabilidade da ad

missão desta 1~ hipótese. 

3 2 2 E · - S b 2ª. H ·, po~tese - (a) .. - st1maçao o a 

Esta é a hipótese freqüentemenie adotada nos mode

los de Koyck e Cagan . Conforme vimos no Capítulo 2, o uso de 

estimador.es de mínimos quadrados nos levam a estimadores in 

consistentes dos parâmetros. Vejamos então os estimadores 

propostos, e que conduzem a estimadores consistentes dos p~ 

râmetros de (3.1). 
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3.2

vt

[.método dos Mínimos Quadrados General izac]os

Nesse caso , vt : E: l.. 0 < X < 1, então E(vt) 0 ,

E (vÍI) a: (l ' À') Vt

l-À..al: Vt e s = 1 ou

E (vt'vt+s) : 'l
10 para lsl 2 2, Vt

Chamando de v o vetou dos erros e de V a matei.z de

vara.anciã-covariância dos erros, teremos

(l.j À') -À o

À. Ci '- À:) -}.

Ó

0

E(v v') (3 . 2)

.o o o (I'''x').

Se À for conhecido (por considerações à priori) e3:
tão a matriz V também o será. Lembrando ainda que nos mode-

los de Koyck a Cagan o coeficiente de Yt.l é À (ver (2.13) e
(2.20), a expressão (3.1) pode ser escrita sob a forma

Yt - À'Yt.l BO + B2'Xt + vt (3. 3)

O estimados de mínimos quadrados generalizados pa
ra o vetar de parâmetros de (3.3) é dado por
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3.2.2. l - Método dos Mínimós Quadrados Genera lizados 

Nesse caso, vt = Et - ÀEt-l O< À< 1, então E(vt) = O, 

Vt 

. . _ {-À• a~ Vt e s = 1 ou s = -1 
E(vt vt+s) -

O para Is 1 ~ 2, Vt. 

Chamando devo vetor dos erros e de V a matriz de 

variância-covariância dos erros, teremos 

(l . .:>.. 2
) ->.. O ••• O 

->.. (l+>.. 2
) ->.. ••• O 

V= E(v ~•) = (3. 2) 

o o 

Se À for conhecido (por considerações à priori) en 

tão a matriz V também o seri. Lembrando ainda que nos mo de

los de Koyck a Cagan o coeficiente de Yt-l é À (ver (2."13) e 

(2.20), a expressão (3.1) pode ser escrita sob a forma 

(3.3) 

O estimador _de mínimos quadrados generalizados pa

ra o vetor de parâmetros de (3.3) é dado por 
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(X''V'l.X)-l.X..V-l.Y (3.4)
onde

l xl

l X2

l X3

Yl- À'Y0

Y2 - À'YI

Y3- À'Y2

l x
n b.. - X'Yn-l

O estimados dado por (3.4) é o esticador linearnão

viesado e. de mz'numa variância para o vetou de parâmetros de
(3.3) (para a demonstração, ver Johnston [16,pp. 209 e210]

Para maiores detalhes sobre estimadores de mx'nimos

quadrados genera[izados ver [16, Cap. 7].

Entretanto, quando À é não conhecido ã priori ou-
tros métodos de estimação devem ser utilizados, que veremos
a segui.r

3.2.2.2 - Método de Zejlner e GeiseT

Quando À dos modelos de Koyck e Cagan não é conhe-

cido a priori, um método alternativo para estimar os param.g

tios de (3.3) foi sugerido por Ze]]ner e Geise] [42]

Basicamente, o método consi-ste em escrever (3.3)sob
a forma

onde 

1 

1 

1 

X= 

1 
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-1 -1 -1 (X' • V • X) •X' • V • '!_ 

Xl 

Xz 

X3 

X n 

e y = 
-

Y - À·Y 1 O 

Y - À·Y 2 1 

Y - À•Y 3 2 . . 

Y - À•Y n n-1. 

( 3. 4) 

O estimador dado por (3.4) é o estimador linear não 

viesado e de mínima variância para o vetor de parâmetros de 

(3.3) (para a demonstração, ver Johnston [16,pp. 209 e210J. 

Para maiores detalhes sobre estimadores de mínimos 

quadrados generalizados ver [16, Cap. 7]. 

Entretanto, quando À é não conhecido i priori ou

tros m~todos de estimação devem ser utilizados, que veremos 

a seguir. 

3.2.2.2- Método de Zel lner e Geisel 

- -Quando À dos modelos de Koyck e Cagan nao e conhe-

cido a priori, um método alternativo para estimar os parâm~ 

tros de (3.3) foi sugerido por Zellner e Geisel [42]. 

Basicamente, o método consiste em escrever (3.3}sob 

a forma 
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Yt : BO + À'Yt-l + B2'Xt + (ct ct-l) (3. 5)

Fazendo

wt : Yt - et

te remo s

wt Yt (E:t - À'ct-l) BO + BZ'Xt

ou ainda

wt : À'wt-l + BO + B2'Xt (3.6)

Tomando (3.6) nos períodos t-l,t-2,..., 3, 2, 1 e 0 e fazen

do sucessivas substituições em (3.6) chega-se facilmente a

wt : Àt.wO + BO(l + À + À' + ... + Àt-].)+ B2(Xt + À'Xt.]. +

* ,..t-l XP (3. 7)

onde wO :Y0 - E:0 pode ser assumida como uma constante inicial

Segue-se então que (3.5) fica sob a forma

Yt , * .[:ê:*:) * .:t:!:*:.**-.:.) * '. (3. 8)

Se X fosse conhecido, Yt seria uma função linearde

I'r0, 190 e B2 com.um erro ct normalmente distribuído, com mé-
dia 0, desvio padrão aç:.' sendo os ct's não correlacionados
por hipótese. Assim, a apli.cação de estimadores de mínimos
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( 3. 5) 

Fazendo 

teremos 

ou ainda 

(3.6) 

Tomando (3.6) nos períodos t-l,t-2, ... , 3, 2, 1 e O e fazen 

do sucessivas substituições em (3.6) chega-se facilmente a 

(3 . 7) 

onde w0 = Y O - Eo pode ser assumida como uma constante inicial. 

Segue-se então que (3.5) fica sob a forma 

[
t-1 . J 

+8 2 I:\ 1 •x_. +E 
i=O t _1_ t 

(3.8) 

Se À fosse conhecido, Y t seria uma função linear de 

w0 , 80 e 82 com .um erro Et normalmente distribuído, com mé

dia O, desvio padrão cr E, sendo os Et ' s nã.o correlacionados 

por hip6tese. Assim, a aplicação de estimadore~ de 
.... 

mJ.DlmOS 
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quadrados em (3.8) produziria está.]nadores com todas propri.g
jades desej ãveis

Notemos ainda que a matriz das variáveis expli.cita
vas de 3.8 é

À l

Xz 1 + À

X3 1 + À + À.2

xl
X2+ À'X2

X3 + X'X2 + Àz'XIx : (3.9)

Xn 1+ X2 + .- À''l x..À.\,..I''"

Todavia, estamos admitindo desconhecer À. O proce-

dimento proposto por Zellner e Geisel, consiste em atribuir

valores a À, entre 0 e 1, obter para cada À a matriz X e es

tomar w0' í30 e B2 de (3.8) usando esticadores deml+nimosquZ

doados. Finalmente escolher o valor de À (e conseqüentemen-

te í30 e B2 que minimizem a variação residual
Observemos que a atribuição de valores a À. se pro-

cessa adotando-se zero como ponto de partida ê um certo pag

se até atingir l. Obtido À que minimiza a variação residual,

adora-se um passo menor e faz-se À assumir valores em torno

daquele ponto de mz'ni.mo e assim obtém-se uma melhor aproxi.mZ

çao para o ponto de mínimo .

O método descrito foi aplicado por Zellner eGeisel

para estimar os parâmetros de um modelo de função consumo nos
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quadrados em (3.8) produziria est~nadores com todas propri~ 

dades desejáveis. 

Notemos ainda que a matriz das variáveis expliciti 

vas de 3.8 é 

À 1 Xl 

x2 + À•X2 

X= X3 + À • Xz + À 
2 

• xl (3. 9) 

Todavia, estamos admitindo desconhecer À. O proce

dimento proposto por Zellner e Geisel, consiste em atribuir 

valores a À, entre O e 1, obter para cada À a matriz X e es 

timar w0 , s0 e s2 de (3. 8) usando estimadores de mínimos qu~ 

drados. Finalmente escolher o valor de À (e conseqüentemen

te s0 e s2 que minimizem a variação residual. 

Observemos que a atribuição de valores a À se pro

cessa adotando-se zero como ponto de partida e um certo pa~ 

so atê atingir 1. Obtido À que minimiza a variação residual, 

adota-se um passo menor e faz-se À assumir valores em torno 

daquele ponto Je mínimo e assim obtém-se uma melhor aproxim~ 

ção para o ponto de mínimo. 

O método descri to foi aplicado por Zellner e Geisel 

para estimar os parâmetros de um modelo de função consumo nos 
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E.U.A. ã partir de dados trimestrais desde 1947 (1) até1960

(IV). O modelo adotado foi o das expectativas adaptadas ede
ri,vado de

Ct : À'Yt + E:t

(l - À) (Yt - Yt.].)

onde

C

Y

consumo real observado

renda real observada

O modelo final sob a forma transformada ficou

ct X'Ct.l + Í3(1 X)Yt + (Et ' Àet-l)

Segui.ndo o procedi.mento descrito,ovalor de À que m.i

nimizava a variação residual foi 0,963 e o correspondente 13

foi 1,129(ver Ze]]ner e Geise][42,pp. 868 e 869]

3.2.2.3 Método de Regressão Ponderada

Ta[ método foi desenvo]vido por K]ein [18] e con
siste em considerar (3.1) sob a forma

Yt - ct BO + B2Xt + X (Yt.l et-l) CS .lo)

que constitui formalmente a expressão dos modelos de Koyck
Caaan.

A expressão (3.10) pode ser considerada como um mo
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E.V.A. à partir de dados trimestrais desde 1947 (I) até 1960 

(IV). O modelo adotado foi o das expectativas adaptadas e d~ 

rivado de 

onde 

C = consumo reai observado 

Y = renda real observada 

O modelo final sob a forma transformada ficou 

Seguindo o procedimento descrito,ovalor de À que mi 
~ 

nimizava a variação residual foi 0,963 e o correspondente B 

foi 1,129 (ver Zellner e Geisel [42,pp. 868 e 869]. 

3.2.2.3 - Método de Regressão Ponderada 

Tal método foi desenvolvido por Klein [l8J e con

siste em considerar (3.1) sob a forma 

que constitui formalmente a expressão dos modelos de Koyck 

Cagan. 

A expressao (3.10) pode ser considerada como um mo 



49

delo com erro nas variáveis, isto é, c.P e o ''erro'' cometido

na mensuraçao de ncY...) e c. . é o ''erro'' cometido na mensu
L L '.L --

ração de E(Yt-l). Como os ct's são homoscedãsticos, podemos

usar o método de regressão ponderada atribuído pesos i.quais
a cada um dos erros .

O procedimento de regressão ponderada leva a esti-
madores consistentes dos parâmetros de (l3.10) e maiores de-

talhes sobre o método podem ser encontrados em Kmenta [19

no Capítu[0 9]

Essencialmente o procedimento consiste em minimi-

)

zar

n n

.!:'Ê * .!::Ê-:
11

.!:'** $o 132Xt - À'0t-llz +

q

+ >lEYt-l (3.11)

onde Ot-l : E(Yt.l)

A mini.mização de S de (13.11) deve ser feita comre

lação a B0' B2, À e cada um dos Ot's-

Deri.vando (3.11) com respeito a B0' B2' À e Ot-l e
igualando a zero obteremos

n

t=2 t 'Bo' BZXt -x'ot-l)
n

t=2xt(vt ' Bo - B2Xt

(3. 12)

ot.l) (3.13)
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dela com erro- nas variáveis, isto é, Et ê o "erro" cometido 

na mensuraçao 

ração de E(Yt_ 1). Como os E 
I

S t 

-e o "erro" cometido na mensu 

sao homoscedâsticos, podemos 

usar o método de regressão ponderada atribuído pesos iguais 

a cada um dos erros. 

O procedimento de regressao ponderada leva a esti

madores consistentes dos parâmetros de (3.10) e maiores de

talhes sobre o método podem ser encontrados em Kmenta [19, 

no Capítulo 9]. 

Essencialmente o procedimento consiste em minimi

zar 

n n 
s = l E~+ l E~-1 = 

t=2 t=2 

(3.11) 

A minimização de S de (_3 .11) deve ser feita com re 

lação a s0 , s2 , À e cada um dos et's. 

Derivando (3.11) com respeito a s0 , - s2 , À e Bt_ 1 _e 

igualando a zero obteremos 

(3.12) 

(3.13) 
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n

t=2 t-lCYt - 0o B2Xt - À'0t-l- (3.14)

À' (Yt - BO - B2Xt - À' Ot-]) + Yt.] - Ot-].) (t , . . . ,n) (3.15)

De (3 . 12) obtemos

BO ' ':'* - *b .}:..-:] (3.16)

onde

à .}:*. . à.!:*.
Substi.tuindo (3.16) em (3.13), (3.14) e (3.15) po

demos eliminar BO expressar (3.16) sob a forma

:

't-l (3.17)

onde,

o!'-l : 't- l â .!:''-:
Y.l = Yt

x{ : x.

Y{.l ; Yt.l à .}:*'-:
Substituindo (3.17) em (3.13) e (3.14) e eliminando B., vem
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De (3.12) obtemos 

onde 

1 n 
1 n y = n-1 I Yt e x = 

n-1 I xt 
t=2 t=2 

Substituindo (3.16) em (3.13), (3.14) 

demos eliminar So expressar (3.16) sob a forma 

À. (Y t - f3 2. Xt) + y t-1 

onde, 

Y' = y - y 
t t 

X'= X -X t t 

1 + À 2 

(3.14) 

(3.16) 

e (3.15) po-

(3.17) 

Substituindo (3.17) em (3.13) e (3.14) e eliminando s0 , vem 
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>lx; 'v.] . }lx.] 'v.]-i]

Ex.I' J
(3.18)

A expressão (3.18) é uma equação do 2ç grau em À,

resolvendo.-a, escolhemos a raiz que minimiza S, e ela seta

il o estimados de À

Finalmente usando À e as relações (3.12) ,(3.13),(3.14) e (3.

15) obtemos os esticadores consistentes para B0'B2 e os 0's.
Embora os estimadores assim obtidos sejam consis-

tentes, eles nã'o são assintoticamente osmais eficientes (ver

Amemiya e Fu]]er [03,pp. 516 a 520]

3.2.2.4 Método das Variáveis Instrumentais

Ta[ hc'Lodo foi desenvo]vido por Liviatan [22] pa-

ra o uso de modelos de defasagens di.stribul'das. No Apêndice

2 apresentamos um pequeno resumo sobre as variáveis instru-
mentais.

Essencialmente o método consiste em obter estimado

res consistentes para os parâmetros de (3.1) quando ocorre

correlação entre a variável Yt.l e o erro (pois como jã vi-
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(3 .18) 

A express ão (3.18) 6 uma equação do 29 grau em 

resolvendo~a, escolhemos a raiz que minimiza S, e ela 

X o estimador de À. 

-

À , 

-sera 

Finalment e usando À e as relações (3.12) ,(3.13) ,(3.14) e (3. 

15) obtemos os estimadores consistentes para s0,s2 ~ os 8's. 

Embora os estimadores assim obtidos sejam consis

tentes, eles nã'o são assintoticamente os mais eficientes (ver 

Amemiya e Fuller [03,pp. 516 a 520]. 

3,2.2.4- Método das Variáveis Instrumentais 

Tal rnetodo foi desenvolvido por Liviatan [22] pa

ra o uso de modelos de defasagens distribuídas. No Apêndice 

2 apresentamos um pequeno resumo sobre as variáveis instru

mentais. 

Essencialmente o método consiste em obter estimado 

res consistentes para os parâmetros de (3.1) quando ocorre 

correlação entre a variãvel Yt-l e 6 erro (pois como ji vi-
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mos os estimadores de mínimos quadrados são inconsistentes)
Retomando

Yt 13o + BIYt-l + B2Xt + vt (3.18')

e considerando que Xt não é estocãstica, Liviatansugereas
seguintes variável.s instrumentais

zlt : xt-l e Z2t : Xt

ou seja, a variável instrumental para Yt-l é Xt.l e para Xt
é a própria Xt (jã que Xt é não estocãstica)

As equações normais para obtenção dos estimadores
de variáveis instrumentais são:

n

.}:*.
n

(n-l) ' BO + t>lZYt-l

n

': * .!:*.'':

.!:**'T.
n . .n

.!:*. '. * *!:*.'*'-: BI (3.19)

n

tl2Xt -l' Yt

n

.}:*'-:
n

Bo + t>lzXt-i'Yt-l
n

Bi ''' tlzxt'xt-i B2

O si.stema (3.19) ainda pode ser expresso sob a for
ma matricial

Z' .Y = (Z ' .X) .B CS. 20)

onde

- 52 -

mos os estimadores de mínimos quadrados sao inconsistentes). 

Retomando 

(3.18') 

e considerando que Xt não é estocástica, Liviatan sugere as 

seguintes variáveis instrumentais 

e 

ou seja, a variável instrumental para Yt-l é Xt-l e para Xt 

ê a própria Xt (já que Xt é não estocástica). 

As equaç6es normais para obtenção dos - estimadores 

de variáveis instrumentais são: 

n n 
(n-l)•S + l Y •f3 + l X •f3 

O t=2 t-1 1 t=2 t 2 

(_3.19) 

O sistema (3.19) ainda pode ser expresso sob a for 

ma matricial 

Z ' • Y = ( Z ' • X) • ê (3.20) 

onde 
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Y2

Y3

l X2 XI

l X3 X2

: l l l .
3l X. Xn-l

l

l

l

Sendo.que a solução de (s. zo) é

(Z ' .X) '"' (Z ' .Y)

Finalmente cabe lembrar que os estimadores de pa-

ri.ágeis instrumentais embora consistentes, não são necessa-

riamente os asse.ntoticamente mais efi.cientes (ver Hannan [12,

PP . ''9 ])

3 .2 Estimação sob a 2g Hipótese (b)

Nesse caso temos o modelo

Yt 13o + BI 'Yt.l + B2Xt + vt (3 . 21)

onde

vt : c:t - À'ct-l
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Yz 1 Xz Xl 

y 
3 1 X3 Xz t3i 

y :::: z :::: s :::: Sz e 

s 
y 1 xn X n-1 3 n 

1 yl Xz 

1 Yz X3 
X= 

1 y 
n-1 X n 

Sendo que _~ soluç~o de -(3.20) e 

~ -1 .ê = ( Z ' • X) • ( Z ' • Y) 

Finalmente cabe lembrar que os estimadores de va

riáveis instrumentais embora consistentes, não são necessa

riamente os assintoticamente mais eficientes (ver Hannan [12, 

pp. 219 J) • 

3.2.3- Estimação sob a 2~ Hipótese (b) 

Nesse caso temos o modelo 

(3.21) 

onde 
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e

et : p'ct-l + ut l p l < l

Nesse caso, notemos primeiramente que no caso par-

ticular de p =X, teremos vt :ut j.sto é o erro de (3.1) é no.{
malmente distribuído, com média 0 e os vt's não gao correia
ci.onados. Segue-se então que, nesse caso, os estimadores de

mínimos quadrados aplicados a (3.1) são consi.utentes. Toda-

via a admissão a priori de que p = À é di.fíci.l de ser justi-
ficada. Vamos então analisar o caso onde nada se conhece à
respei.to de p e À

3.2.3.1 - Método de Zel]ner e Geise]

O método consiste em tomar (3.1) com BI =À e fazer

wt : Yt - et (3.21)

Assim,

wt ' p'wt-l : Yt - pYt-l - (E:t -.pct-l)

Sendo que (3.22) pode ser escrita como,

(3. 22)

wt(p) : Yt(p) - ct(p) (3. 23)

onde

wt(P) : wt - p'wt-l
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e 

Nesse caso, notemos primeiramente que no caso par
ticular de p =À, teremos v t = ut isto é ó erro de (3 .1) é no!_ 
malmente distribuído, com média O e os vt's não sao correla 
cionados. Segue~se então que, nesse caso, os estimadores de 
mínimos quadrados aplicados a (3.1) são consistentes. Toda
via a admissão a priori de que p = À é difícil de ser justi
ficada. Vamos então analisar o caso onde nada se conhece à 
respeito de p e À. 

3. 2. 3. 1 - Método de Ze l l ne r e Ge i se l 

O método consiste em tomar (3 .1) com s1 = À e fazer 

(3.21) 

Assim, 

(3.22) 

sendo que (3.22) pode ser escrita como, 

(3.23) 

onde 
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Yt(P) ; Yt - p'Yt.l

ct(p) ; et - p'ct-l

xt(P) : xt - p'xt-l

De (3 . 1) obtemos

Yt(p) : BO(]- - p) + À'Yt-](p) + 132Xt(p) + ct(p) - À'et-].(p) (3.24)

Conseqiientemente , teremos :

wt(P): BO(l-P) +X'wt.].(P) +B2'Xt(P) (3.25)

Tomando (3.25) nos períodos t-l, t-2,... 2, 1, 0e

substituindo sucessivamente em (3.25) teremos,

t-l ] +

wt(P)' :Àt.wO(P) + Í30(l - P)[l- + À + À' +
.. Àt- l ] .,.

+ [BZxt(p) + x'xt-].(p) + + Àt-].xl (P) ] (3. 26)

e fi.nalmente

Yt(P) Àt.wO(P) + BO(l - P) [l + À + À' +

+ B2Ext(P) + ÀXt.].(P) + + Àt-].XI(P) ] + ut (3 .2 7)

Se À e p forem conheci.dos os parâmetros wn(P),

130(l - p) e B2 podem ser estimados facilmente usando-se está.
madores de mínimos quadrados .

A matriz X das observações é
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yt (p) = yt - p•Yt-1 

Et ( p) = Et - PºEt-1 

xt (p) = Xt - p•Xt-1 

De ( 3. 1) obtemos 

(3.24) 

Conseqüentemente, teremos: 

(3.25) 

Tomando (3.25) nos períodos t-1, t-2, ... 2, l,Oe 

substituindo sucessivamente em (3~25) teremos, 

(3.26) 

e finalmente 

(3.27) 

Se À e p forem conhecidos os parâmetros 

B0 (1 - p) e 82 podem ser estimados facilmente usando-se esti 

madores de mínimos quadrados. 

A matri z X das observações e 
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À l

X2 1 + À
X2 (P) ''' ÀXI (P)

X3(P) + ÀX2 (P) + X:XI (P)
X3 1 + À + X2

Xn 1+ À+ Xz+
.- À"l Xn(P) + À'Xn.:(À) ' + Àn-l.XI (P)

Todavia, em geral À e p são desconhecidos e Zell-

ner e Gei.sel sugerem selecionar pares de valores para À e p

do produto cartesi.ano ]0,1EX] - 1, 1[ e em seguida, para ca-

da par obter os estimadores de mínimos quadrados dos parâmg
tios de (.3.27) e a correspondente variação residual

Fi.nalmente, sugerem que se escolha À e p (e conse-

qüentemente BO e B2) que minimizem tal variação residual

Os autores aplicaram esse método ao problema jã ci
tado em (2.2,2) e obtiveram os seguintes resultados

0 ,66

0 ,69

0, 94

Ver Eq2.,pp. 870 e 871] .

3.2.3.2- Método das Variáveis Instrumentais

O método é essencialmente o mesmo que o jã descri-

to em (2.2.4) e os estimadores obtidos gozam da propri.edade
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À 1 Xl (p) 

1+11. X2 (p) + ÀXl (p) 

X3 (p) + 11.X2 (p) + À 2xl (p) 

Àn 1+11.+11.2+ •.. +11.n+l X (p)+11.•X 1(11.)+ ••. +Àn-l.Xl(p) n n-

Todavia, em geral À e p sao desconhecidos e Zell

ner e Geisel sugerem selecionar pares de valores para À e p 

do produto cartesiano J0,l[XJ -1, l[ e em seguida, para ca

da par obter os estimadores de mínimos quadrados dos parâme 

tros de (~.27) e a correspondente variação residual. 

Finalmente, sugerem que se escolha À e p (e conse

qüentemente s0 e 82) que minimizem tal variação residual. 

Os autores aplicaram esse método ao problema já ci 

tado em (2.2.2) e obtiveram os seguintes resultados: 

Ã = o,66 

p = 0,69 

8 = 0,94 

Ver [ 42,pp. 870 e 871]. 

3.2.3.2 - Método das Variáveis Instrumentais 

O m~todo ~ essencialmente o mesmo que o já descri

to em (2.2.4) e os estimadores obtidos gozam da propriedade 
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consi.stencia

3.2.4 -'Estimação Sob a 3a Hipótese

Neste caso temos

Yt Bo + BIYt-l + B2Xt + vt (3 . 1)

onde

vt : p'vt-l + ut onde lpl < l

e os ut's são v'ari.ãveis aleatórias independentes e normal
mente distribuídas com média 0 e variância az.

Tal modelo costuma aparecer sob di.ferentes suposi-
çoes teóricas baseadas em hipóteses comportamental.s. Ele não

decorre necessariamente do modelo transformado de Koyck,dos
ajustamentos parciais ou das expectativas adaptadas.

Por outro lado, é fácil constatar que vt e Y... são
correlacionados e isto faz com que os está.madores de mínimos

quadrados sejam inconsi.stentes. Vejamos a seguir métodos pg:
ra a obtenção de estimadores consi.utentes

U

3.2.4.1 -Método das Variáveis Instrumentais

0 método é o descrito em (2.2.4) e os esticadores

assim obtidos gozam da propriedade da consistência

3.2.4.2 - Método dos Mínimos Quadrados Após Transformação do Modelo

O modelo dado pela expressão (3.1) e sob a 3e hi
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consistência. 

3.2.4 -· Estimação Sob a 3~ Hipótese 

onde 

Neste caso temos 

y 
t ( 3 .1) 

e os ut' s sao variáveis aleatórias independentes e normal
mente distribuídas com média O e variância cr 2

• u 
Tal modelo costuma aparecer sob diferentes suposi-

çoes teóricas baseadas em hipóteses comportamentais. Ele não 
decorre necessariamente do modelo transformado de Koyck,dos 
ajustamentos parciais ou das expectativas adaptadas. 

Por outro lado, é fácil constatar que vt e Yt-i sao 
correlacionados e isto faz com que os estimadores de mínimos 
quadrados sejam inconsistentes. Vejamos a seguir métodos p~ 
ra a obtenção de estimadores consistentes. 

3.2.4.1 - Método das Variáveis Instrumentais 

O método é o descrito em (2.2.4) e os estimadores 
assim obtidos gozam da propriedade da consistência. 

3.2.4.2-Método dos Mínimos Quadrados Após Transformação do Modelo 

O modelo dado pela expressão (3.1) e sob a 3~ hi-
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potese, pode ser escrito sob a forma

Yt: B0+BI'Yt-l+B2Xt+pvt-l+ut onde lpl<l
ou ainda

Yt - pYt-l : Bo(]. - p) + BICVt-l ' p'yt-2) + B2(Xt - pxt-l) + ut (3.28)

Se p for conhecido ã priori, podemos aplicar os es
timadores de mínimos quadrados ã (3.28) e estimar facilmen-

te B0' í1l e í32' Os esticadores assim obtidos são consisten

tes e assintoticamente eficientes para os parâmetros.

Todavia, em geral, se desconhece ã priori o valor

de p: Nesse caso, vários procedimentos são sugeri.dos, e é o
que veremos a seguir

3.2.4.3- Métodos de Mínimos Quadrados com lteração

Retomando a expressão (3.28) , podemos reescreva-la
sob a forma

Yt : Bo(l - p) + (BI + p) 'Yt-l - BlpYt-2 + B2Xt - Í32pXt-l + ut (3.29)

A estimação de B0' BI' B2 e p via estimadoresdemí
nimos quadrados em (3.29) levaria a um si.stema não linear nos

estimadores, cuja reso]ução ana]].teca se torna extremamente

complicada

Tal dificuldade pode ser contornada, separando-se
os parâmetros em dois grupos, um contendo Bn, B. e B. outro
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pótese, pode ser escrito sob a forma 

ou ainda 

Se p for conhecido à priori, podemos aplicar os es

timadores de mínimos quadrados à (3.28) e estimar facilmen

te s0 , _81 e 82 . Os estimadores assim obtidos são con~isten

tes e assintoticamente eficientes para os parâmetros. 

Todavia, em geral, se desconhece ã priori o valor 

de p. Nesse caso, virios procedimentos são sugeridos, e; o 

que veremos a seguir. 

3,2.4.3- Métodos de Mínimos Quadrados com Iteração 

Retomando a expressao (3.28), podemos reescrevê-la 

sob a forma 

(3. 29) 

A ·estimação de 80 , 81 , s2 e p via estimadores de mi 

nimos quadrados em (3. 29) levaria a um sistema não linear nos 

estimadores, cuja resolução analítica se torna extremamente 

complicada. 

Tal dificuldade pode ser contornada, - separando-se 

os parâmetros em dois grupos, um contendo s0 , 81 e s2 outro 
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contendo p. Em seguida, obtemos estimadores de mÍnintos qua-

drados condicionados ao valor Ces) do (s) parâmetro (s) de
cada grupo adotando os seguintes passos

IP) Escolhemos um valor inicial para p (i;) e encontra

mos os estimadores de mínimos quadrados de B0' BI e B2 em

(Yt - ÍIVt-i) ; Bo(l - Í3) + BI (Yt-l ' pYt-2) + B2 (Xt - ÕXt.l) + ut (3.30)

ais estimadores serão designados por B0' BI e B2

2Ç) De posse de BO, BI e B2' substituímos os mesmos nos
lugares de B0' í31 e 132 em (3.29) e obtemos o estimadordemí
nimos quadrados de p (que vamos indicar por p). Isto é,:en-

contramos o está.dador de mz+nimos quadrados de p em

T

(Yt ' BO ' BIYt-l ' BzXt) :p (Yt-l - Bo ' BIYt-2 - B2Xt .l) + ut (3.31)

ou sela

ut : p'ut-l + ut

onde os Íit's são os real'duos obtidos na estimação dos. B.i's
em C3 . 30

O valor p assim encontrado passa a fazer o papel do

novo i; no lç passo e os dois passos assim vão se repetindo

até que se consiga para os Í3i's um desejãvçl grau de con-
vergencia numêri.ca

Observemos finalmente que o procedimento assim des

coito é extremamente trabalhoso, a ]nesmos que se use comPg
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contendo p. Em seguida, obtemos estimadores de mín i mos qu a 

drados condicionados ao valor (es) do (s) parâmetro (s) de 

cada grupo adotando os seguintes passos: 

1 9 ) Escolhemos um valor inicial para p (p) e encontra

mos os estimadores de mínimos quadrados de s0 , s1 e s2 em 

Tais estimadores serão designados por s
0 , 81 e 82 -

29) De posse de s0 , 81 e s2 , substituímos os mesmos nos 

lugares de s
0

, s1 e s2 em (3. 29) e obtemos o estimador de mí 

nimos quadrados de p (que vamos indicar por p). Isto 

centramos o estimador de mínimos quadrados de p em 

ou seja 

onde os ut's sao os resíduos obtidos na estimação dos 

em (3.30). 

-e, , en-

(3.31) 

Q ' -µ. ::, 
l 

:::: O valor p assim encontrado passa a fazer ·o papel do 

novo p no 1 9 passo e os dois passos assim vão se repetindo 

até que se consiga p_ara os Si' s um desejáv~l grau de con

vergência numérica. 

Observemos finalmente que o procedimento assim des 

cri to é extremamente trabalho-se, a mesmos que se use compu 
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tadores

3.2.4.lt- Método de Wajlis

O método consiste essencialmente nos seguintes pa.g
sos

lq) Está.mar B0' É31 e Í32 do modelo

Yt 13o + Í31Yt-l + B2Xt + vt

usando Xt-l como variável.:. instrumental para Yt-l' Isto é,
obter B através da relação

(Z.X)'l Z.Y

onde

YI

Y2

Yn

l

l

l

e

l

l

l
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tadores. 

3.2.4.4 - Metodo de Wal 1 is 

O método consiste essencialmente nos seguintes pa~ 

SOS 

19) Estimar s0 , s1 e Bz do modelo 

(3.1) 

usando Xt - l como variâueL. instrumentai para Yt-l" . Isto é, 

obter S através dá relação 

onde 

s -

S = (Z'X)-l Z'Y 

y = 

X = 

y 
n 

1 

1 

1 

z = 

y X 
n-1 n 

1 

1 

1 

e 

X X n-1 n 
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2ç) Calcular os resíduos da estimação dos parâmetros de

(3. 1)

x.B

onde

VÍ

v2

vi

v-n

e assim, calcular r (esticador de p) dado por

n

.!:t. ' $'. .:/« - :
n . n

>l.«Ê/«t:l '

3 - .
onde o termo i é uma correção para o viés.

3ç) Com a estimativa de p calculada anteri.ormente, ob
ter a estimativa da matei.z de variância-covariância dos er
-P n c- 'ir

n-l

n-2

3
+

r

T

l

r

r
l

r2

n-l n.? n.qr'' ' r'' ' r'' ' l
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29) Calcular os resíduos da estimaçio dos parimetros de 

( 3. 1) 

onde 

? = y - X• B 

-y 
= 

v~ 
1 

v~ 2 
v~ 3 

V~ n 

e assim, calcuiar r (estimador de p) dado por 

n 

r = 

l vt•vt_ 1/n-l 
t=2 

---------+i n 

onde o termo i é uma correçao para o viés. n 

39) Com a estimativa de p calculada anteriormente, ob 

ter a estimativa da matriz de variincia-covariincia dos er-

ros V 
1 

r 
V = 

r n-1 

r 

1 

n-2 r 

r2 

r 

· n-3 
r 

n-1 r 

n-2 r 

1 
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Finalmente estimar Bn, B. e Í3.2 usando o método dos mx'nimos

quadrados generalizados, através da relação

(X'V.X)'l.X'.V-l.Y

onde

é o vetou dos e.stimadores, proposto por IVallis.
Com relação ao método proposto por IVall

uintes observações :

a) O termo T usado para correção do viés naestimação de
p foi. escolhido entre outros, através.: de resultados

experimentais obtidos por simu]ação(ver[40,pp.555])

b) IVallis demonstrou que os estimadores por ele propos-

tos eram consi.stentes porém não assintoti,lamente efi
cientes

Recentemente, Hatanaka [13] desenvolveu um método

para estimar os parâmetros de modelo ,sob a 3a hipótese, que

é algo semelhante ao de IValli.s, porém que conduz a estimado
res consistentes 'e assintoticamente eficientes. Passemos a

descrição do método

Ini-ci.almente, consideremos por simplicidade, o ]no-

delo dado pela expressão (3.1) sob a forma

cabem asIS,

seg

Yt 131Yt-l + B2Xt + vt
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Finalmente estimar s0 , s1 · e s2 usando o método dos mínimos 

quadrados generalizados, através da relação 

onde 

s* 1 

s* 2 

s* 2 

-. e o vetor dos ~stimadores, proposto por Wallis. 

Com relação ao método proposto por Wallis, cabem as 

seguintes observações: 

a) O termo l. usado para correção do viés na estimação de n 

p foi escolhido entre outros, através .-, de resultados 

experimentais obtidos por simulação (ver [40,pp.555]). 

b) Wallis demonstrou que os estimadores por ele propos-

- -tos eram consistentes porem nao assintoticamente efi 

cientes. 

Recentemente, Hatanaka [13] desenvolveu um método 

para estimar os parãmetros de modelo .sob a 3! hip6tese, que 

é algo semelhante ao de Wallis, porém que conduz a estimado 

res consistentes e assintoticamente eficientes. Passemos a 

descrição do método. 

Inicialmente, consideremos por simplicidade, o mo

delo dado pela expressão (3.1) sob a forma 

y t == S 1 y t-1 + S 2 Xt + V t 
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com

vt ; p'vt-l + ut

Hatanaka propôs os seguintes passos:

(i) Usar o método das variáveis instrumentais para ob-

ter estimadores consistentes BI e Í32' O estimados Õ
é construído através da relação

}t. f..l/itÊ.i
onde

ft : Yt B2xt

(ii) Aplicar o método dos mínimos quadrados, consi.deran-

do Yt - p como vara.ãvel dependente eXt-pXt-l' Yt-l-p'
'Yt-2 e tt-l como variáveis independentes.

Considerentos B2, f31 e p os coeficientes. de Xt-pXt-l'

Yt-l-pYt-2 e tt-l respecti.valente. Pondo ii = ii - p então B2' 13.L

e p sao os esticadores consistentes e assintoti.comente efi

cientes propostos (para demonstração, ver [13,pp.203-205])

3.3 MODELO DE SOLOS OU DAS DEFASAGEFIS DE PASCAL

Retomando a expressão geral do modelo de Solow

Yt BlwOXt ''' \'lXt.l ''- + ct (2.36)
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com 

Hatanaka propos os seguintes passos: 

(i) Usar o método das variáveis instrumentais para ob

ter estimadores consistentes s1 e s2. O estimador p 

e construído através da relação 

onde 

- --
vt = yt - B1Yt-l - BzXt 

(ii) Aplicar o método dos mínimos quadrados, consideran

do Yt - p como variável dependente e Xt-pXt-l' Yt_ 1 -i:í· · 

•Yt-Z e vt-l corno variáveis independentes. 

Consideremos s2 , s1 e ;; os coefic_ientes de Xt-pXt-l' 

Yt_ 1-pYt-Z e vt-.l respectivamente. Pondo p = p - p então s2 , s1 
e p sao os estimadores consistentes e assintoticamente efi 

cientes propostos (para demonstr ação, ver [13,pp.203-205]). 

3. 3 - MODELO DE SOLOW OU DAS DEFASAGENS DE PASCAL 

Retomando a expressao geral do modelo de Solow 

y 
t (2.36) 
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": : li'''Í-J'lo-n''xi i; 0 , 1 , 2 ,

onde r é inteiro e positivo e À um real entre 0 e l veja-

mos os métodos propostos para a estimação de Í3,X e r

Ini.ci.almente a expressão (2.36) pode ser colocada

em uma forma conveniente introduzindo-se o operador L, com

a seguinte propriedade

(i) LXt ; Xt.l

(ii) LKXt = L(LK'lXt) = Xt.k

Assim, lembrando o Teorema binomial

i>iol :'' lx:i : ci-D''

a expressão (2.36) pode ser escrita sob a forma

Vt : B(i - X)r:>lolr+i'llÀ.iLixt + et : íi(] - X)r(]. - ÀI,)'rXt + et (3.SZ)

Finalmente de (3 . 32) obtém-se

(1 B(l À)rXt + (l - ÀL)ret (3.33)

ou

*: - lil*.*.-: . l;l~:*:-: *
K=olKI (-À)K.ut.k

+ (-].)r.Àr.Yt.r

Bíi (3.34)
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i=O, 1, 2, ... 

onde r é i n te ir o e p o s i t i v o e À um r e a 1 entre O e 1 v e j a -

mos os métodos propostos para a estimação de S,>.. e r. 

Inicialmente a expressão (2. 36) pode ser colocada 

em urna forma conveniente introduzindo-se o operador L, com 

a seguinte propriedade 

( i) 

(ii) 

LXt = Xt-1 

LKX = L(LK-lX) 
t t 

Assim, lembrando o Teorema binomial 

a expressão (2.36) pode ser escrita sob a forma 

Y = S(l->..)r I [r+~-1)>..iLiX +E = S(l->..)r(l->..L)-rXt+Et (3.32) 
t i=O l t t 

Finalmente de ( 3 .32) obtém-se 

( 3 .-33) 

ou 

(3.34) 
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Solow propôs estimadores para B e À de (3.34) para

cada valor específico ã priori de r, sob as suposições dos

erros de (3.34) não serem ou serem correlacionados. Solow

propôs ainda que se estimassem À e 13 de (3.34) para diferem:
tes valores de r e se escolhesse aquele que minimasse a va-

riação residual

Vejamos os estimadores propostos por Solow e ainda,

estimadores de máxima verossimilhança propostos por. Maddala
e Rao

3.3.1 - Método de Mínimos Quadrados

Tal método é aplicável nos parâmetros de (3.34) sob

a suposição dos erros serem não correlacionados.

O método consiste em minimizar a expressão

i. .** - lil».-: .l l*'**-: *t;l

em relação a À e a (onde cl = 13(1 - X)r)

Para o caso de r = 3 as equações normais serão

+ (-À)rYt.r aXt)2

A - 3BÀ. + 3CÀ2 - D.À3 - N.a = 0 (3. 35)

E- (3n-' 2F)À ' (91+G)À' - (4i ' 6K)À; * SL - -w; -a(B- 2cx '-D'x') : o

(3.36)

onde
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Solow propos estimadores para B e À. de (3.34) para 

cada valor específico à priori der, sob as suposições dos 

erros de (3.34) não serem ou serem correlacionados. Solow 

propôs ainda que se estimassem À e B de (3.34) para diferen 

tes valores der e se escolhesse aquele que minimasse ava

riação residual. 

Vejamos os estimadores propostos por Solow e ainda, 

estimadores de mixima verossimilhança propostos por Maddala 

e Rao. 

3.3.1 - Método de Mínimos Quadrados 

Tal método é aplicável nos parâmetros de (3 .34) sob 

a suposição dos erros serem não correlacionados. 

O método consiste em minimizar a expressão 

t~l (Yt - [~)ÀYt-1 + (~]À2yt -2 + ... + (-A)rYt-r - aXt)2 

em relação a À. e a (onde a= B(l - A)r). 

Para o caso de r = 3 as equações normais serão 

A-3BA+3CA 2 -D•À 3 -N•a = O (3.35) 

E-(3H+2F);\+ (9I+G)A2 - (4J+6K)À 3 +5LÀ 4 -MA 5 -a(B-2CA+D•À2) = O 

(3.36) 

onde: 
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A

B

C

D

H

>lXtYt P : >lYÊ

>lXtYt-l E

F

G

L

M

N

>lYtYt-l

>lXtYt.z >IYtYt . 2

>lXtYt.s '>IYtVt . 3

>lYÊ-: >IYt - 2Yt . 3
l

J

>IYt -lY.t . 2 >lvÊ.s

>IYt-IYt.3 EXÍ

Q

R

>lxtvt.4

>lVtYt-4K : E*Ê.:

Substituindo (3.35) em (3.36) e eliminando aobtém-

se uma equação polinolnial do 5ç grau em À, que deve ser re-
solvida (por métodos numéri.cos) em termos da raiz entre 0 e

l

Ubservemos que os cálculos envolvidos são extensos

e trabalhosos (para r :3). À medida que tomamosvaloresmaio

res para.r, o calculo se torna ai.nda mais complicado, neces
sitando para isso certamente o uso de computadores eletrÕni
cos

3.3.2 Método dos Mínimos Quadrados Ponderados

Tal método é aplicável aos parâmetros de (3.34) sob
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A = IxtYt p = })~ 

B == IXtYt-1 E = IYtYt-1 

e = Ixtyt-2 F = IYtYt-2 

D = Ixt Y t-3- G = IYtYt-3 

H = IY~-1 L = IYt_zYt-3 

I = IYt-lyt-2 M = IY~-3 

J = IYt-lyt-3 N = IX~ 

Q = IxtYt-4 

R = IYtYt-4 

Substituindo (3.35) em (3.36) e eliminando a obtém

se uma equação polinomial do 59 grau em À, que deve serre

solvida (por métodos numéricos) em termos da raiz entre O e 

1 . 

Observemos que os cálculos envolvidos são extensos 

e trabalhosos (para r = 3). À medida que tomamos valoresmaio 

res parar, o cálculo se torna ainda mais complicado, neces 

sitando para isso certamente o uso de computadores eletr6ni 

cos. 

3.3.2 - Mét~do dos Mínimos Quadrados Ponderados 

Tal método é aplicável aos parâmetros de (3.34) sob 
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a suposição dos erros serem correlacionadas.

Nesse caso, a aplicação dos estimadores de
quadrados levaria a está.madores inconsi.stentes.

O método que veremos consiste em escrever
sob a forma

mínimos

(3 . 34)

T / \

Yt ' "t: :!:1111 (-X):(Yt-i ' "t-j.) ''' ''Xt (3 .38)

onde

a

Admitindo-se que os ut's são não correlacionados,a
expressão (3.38) pode ser encarada como um modelo com erro

nas vara.ãveis (com excessão de X) ; admitindo-se ainda osut's
homoscedãsticos, podemos aplicar a (3.38) o método dos mini.

mos quadrados ponderados que consiste em minimi.zar a soma

dos quadrados ponderada por pesos proporcionais aos recz'prg
cos de variâncias de

Vt ' i>lllil (-À) zYt-l

Isto é, devemos minimizar

til(Yt ' inl lil (-À)JYt-i - aXt) 2

: . :Ê:lÍI'*':
(3 . 39)
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a suposição dos erros serem correlacionados. 

Nesse caso, a aplicação dos estimadores de mínimos 

quadrados levaria a estimadores inconsistentes. 

O método que veremos consiste em .escrever (3.34) 

sob a forma 

onde 

r 
a= B(l-À) 

(3.38) 

Admitindo-se que os ut's são não correlacionados,a 

expressão (3. 38) pode ser encarada como um modelo com erro 

nas variáveis (com excessão de X); admitindo-se ainda osut's 

homoscedâsticos, podemos aplicar a (3.38) o método dos mini 

mos quadrados ponderados que consiste em minimizar a sorna 

dos quadrados ponde rada por pesos proporcionais aos recípr~ 

cos de variâncias de 

Isto e, devemos minimizar 

n n ( J . L (Yt - L . ~ ( -À) 
1
Yt-. - aXt) 2 

t=l i=l l l 
(3.39) 

r 
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com respeito a a e

Nos casos

do

n

.!:Wt

expressão l(3 . 30) fica sen

2ÀYt-l + À2Yt.2 - clXt) 2

1 + 4Àz + X4

e

n

t=1 Yt ' 3ÀYt-l + 3ÀzYt.2 - ÀzYt-3 - aXt)z
1 + 9Àz + 9À4 + X6

A manipulação algébrica deste método é extremamen-

te cotnplicada do ponto de vista numérico. Por exemplo, para

r =2 as equações normais resultam\ (após a eliminação de cl)

em. uma equação polinomial de 7ç grau em À, e que deve será.g
volvida por métodos numéricos.

3.3.3 Método da Máxima Verossimilhança

Recentemente b[adda[a e Rao [25] desenvolveram o mé

todo que veremos para estimar os parâmetros do modelo dado

Yt (l - À) rz>10 lr+i'll À.i.xt-i + ct (3. 36)

Inicialmente definimos

E (Yi) i:O ,1,2 ,r-l
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com respeito a a e À. 

Nos casos r = 2 e r = 3 a expressao :(3. 30) fica sen

do 

1+4À 2 +À 4 

e 

A manipulação algébrica deste método é extremamen

te complicada do ponto de vista numérico. Por exemplo, para 

r = 2 as equações normais resultam (após a eliminação de a) 

em uma equação polinomial de 7 9 grau em À, e que deve ser re 

solvida por métodos numéricos. 

3.3.3-Método da Máx ima Verossimilhança 

Recentemente Maddala e Rao [25] desenvolveram o mé 

todo que veremos para estimar os parâmetros do modelo dado 

por 

(3.36) 

Inicialmente definimos 

i=0,1,2, ... ,r-1 
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Assim, (3.36) pode ser escrita sob a forma

Yt :.. Bzlt
r

' >1 n; Zl
+

i+2,t0l et (3 .4 0)

onde

Zlt:(]--À)r talo lr+i'llXi.xt-i

z2t ' (-1)r'llt:l.l Xt

zs:t ; - ]$.1 'tl1l- + z2t

z4t
r-2 t-l
2 t-2

Z5t
rü3 t-2
3 t-3

.!:] .*'-,*:
onde

se t =]., Z3t = le os restantes Z's são nulos;

se t=2, Z4t:le os restantes Z's são nulos;

se t:r-l, Zr+l,t:le os restantes Z's são nulos

Admitindo em (3.40) que os ct's são independentes,
e normalmente di.stribuÍdos, com media 0 e variância a2, a

função de verossimilhança é tal blue
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Assim, (3.36) pode ser escrita sob a forma 

onde 

onde 

r-1 
= BZlt + L n.Z. 2 t + Et i=O l 1+ , 

z .. = c·-1) r-1 [t-1] À t 
2t r-1 

se 

se 

se 

r-1 t 1 
--1- t-1 X Zzt 

- r-2 t-1 1 
- --•-- -· Z t 2 t-2 À 3 

_ r-'-3. t-2 1:_. z t 
3 t-3 À 4 

= [ t ]·Àt-r+l 
r-1 

t = 1, Z 3 t = 1 e os 

t ·= 2, Z t = 1 
4 e os 

t = r-1 ,_ 2r+ 1, t = 1 

restantes Z's -sao 

restantes Z's -sao 

e os restantes Z's 

(3.40) 

nulos; 

nulos; 

-sao nulos. 

Admitindo em (3.40) que os Et's são independentes, 

e normalmente distribuídos, com média O e variância cr 2
, a 

funçio de verossimilhança é tal que 



lL cl -;T
N

70

«b t=1 t'Í3Zlt-nOZ2t ' \-i ' z,..l , t) :l (3.41)

Para cada valor atribuído a À, calculamos as varia

fieis sintéticas Zlt'Z2t'Z3t''.' 'Zr-l,t e obtemos os valores
de B, n0'nl'...,nr.l que minimizam L de (3.41). Finalmente

escolhemos o valor de À que torna mínima a variação res.l

dual (e conseqüentemente os valores de B, nO,nl'...,nr.l)
Observemos que os valores atribuídos a À sega.tem um

processo com valor'i.nicial 0 e um certo passo até. atingir o

valor 1. Assim, obti.do um valor de X que minimize L, novos

valores podem ser atribuídos a À, em torno daquele, adoran-

do passos menores, e assim por diante

Observemos ainda que os estimadores assim obtidos,

estão condicionado.s ã escolha ã priori de r. bladdala e Rao

sugerem que o procedimento descrito seja adotado para dife-

rentes valores de r, e finalmente adota-se o valor de r que

minimize o coeficiente de determinação múltipla (iiz) corri-

gido pelos graus de liberdade em (3.40)

3.4 - OBSERVAÇOES FI NAI S

a) Os métodos de estimação ilescritos muito embora prodE
zam esticadores consistentes não sao em sua maioria

métodos que produzem os estimadores assintoticamente
mai. s e fi. cientes .

b) A maioria dos métod de cálculosestimaçãoos requerem
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(3.41) 

Para cada valor atribuído a À, calculamos as variá 

veis sintéticas z1 t,ZZt'z 3t, ... ,Zr-l t e obtemos os valores 
' 

de S, n 0 ,n1 , ... ,nr-l que minimizam L de (3.41). Finalmente 

escolhemos o valor de À que torna mínima a variação resi 

dual (e conseqüentemente os valores de S, n 0 ,n1 , ... ,nr_ 1). 

Observemos que os valores atribuídos a À seguem um 

processo com valor inicial O e um certo passo atê. atingir o 

valor 1. Assim, obtido um valor de À que minimi·ze L, novos 

valores podem ser atribuídos a À, em torno daquele, adotan

do passos menores, e assim por diante. 

Observemos ainda que os estimadores assim obtidos, 

estão condicionad0.s à escolha à priori de r. Maddala e Rao 

sugerem que o procedimento descrito seja adotado para dife

rentes valores der, e finalmente adota-se o valor der que 

minimize o coeficiente de determinação mfiltipla (~ 2
) corri

gido pelos graus de liberdade em (3.40). 

3.4 - OBSERVAÇOES FINAIS 

a) Os métodos de estimação descritos muito embora prod~ 

zam estimadores cons is tentes não são em sua maior ia 

métodos que produzem os estimadores assintoticamente 

mais eficientes. 

b) A maioria dos métodos de estimação requerem cálculos 
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muito extensos o que exige o uso de computadores ele

trõnicos para sua manipulação. Uma excessão no ca.se,
+ ++nq .=.. . +

é o método das vara.ãveis instrumentais que é extrema
mente simples, exigindo ein geral a resolução de um

sistema li.near de 3 equações a 3 incógnitas.

O teste de Durbi.n-lVatson para detectar auto-correla-

ção (de primei-ra ordem) nos erros É; inapropriado em

modelos onde Yt-l'Yt-2'etc. comparecem como variáveis
exp[icativas (ver JonhstonE16,pp.309-312]

Todavia, recentemente Durbin [07] elaborou um tes-

te (usando a estatística h) para detectar auto-corre

loção positiva (de primeira ordem) nos erros, desde

que a antostra seja suficientemente grande.

Basicamente o procedimento consiste em estimar os

parâmetros do modelo usando está.dadores de mínimos qug

doados. Em seguida, calcula-se os resíduos el ,e?,

Defi.ninho-se

c)

n

t;2't't-l
n-l

.!:'Í

Durbin mostrou que para grandes amostras,a estatÍs
teca
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muito extensos o que exige o uso de computadores el~ 

tranicos para sua manipulação. Uma excessão no caso, 

~ o m~todo das ~ariâveis instrumentais que f extrema 

mente simples, exigindo em geral a resolução de um 

sistema linear de 3 equações a 3 inc6gnitas. 

c) O teste de Durbin - Waison para detectar auto-correla

ção (de primeira ordem) nos erros f inapropriado em 

modelo s onde Yt-l 'yt-Z ,etc. comparecem como variáveis 

explicativas (ver Jonhston [16,pp.309 - 312]. 

Todavi a , recent emente Durbin [07] elaborou um tes

te (usando a estatística h) para detectar auto - corr~ 

lação .positiva (de primeira ordem) nos ·erros, desde 

que a ·amostra seja suficientemente grande. 

Ba~{camente o procedimento consiste em estimar os 

parâmetros do modelo usand_? estimadores de mínimos qu~ 
- -~ . 

drados. Em seguida, calcula-se os res1duos e1 ,e 2 , . .. . 

Definindo-se 

r = 
n-1 
I e2 

t=l t 

Durbin mostrou que para grandes amostras , a estatís 

tica 
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n

l-nV(b.)

sob a hi.pótese de que p =0, tem di.atribuição normal
padronizada

Na expressão de h temos
n é o tamanho da amostra

\-(bl) é o estimados da variância de bl (o coeficien-

te de Yt-l)
Por exemplo, se ntlma amostra de n=100, tivermos

r = 0 ,05, V(ba) : 0,005 então

100
] :l'õõ (aT'ü'õT

Assim, ao nz'vel de significância 0,05 não rejeita-

mos a hipótese p ; 0

Observemos que o teste sÓ depende da variância do

esticador do coeficiente de Yt.l , não importando os
valores dos outros estimadores.

Nos métodos de está.mação procuramos segui.r a metodo-

logia da econometri.a clássica. Porém outros métodos

existem, e que exi.gem conhecimentos mais especializa
dos, como é o caso da Analise Espectral (um estudo

completo desta teoria, aplicada aos modelos com defa

vagem distribuídas pode ser encontrado na monografia
de Neves [ 31]

h : O,OS 0 ,70 71

d)
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sob a hipótese de que p =O, tem distribuição normal 

padronizada. 

Na expressão de h ternos 

nê o tamanho da amostra 

V(b1 ) é o estimador da variincia de b1 (o coeficien

te àe Yt_ 1). 

- Por exemplo , se numa amostra de n = 100, tivermos 

r = 0,05, V(b 1 ) = 0,005 então 

h = O, O 5 A / 100 ·v 1 -1ooco,005) = º· 7º71 

Assim, ao nível de significincia 0,05 não rejeita

mos a hipóte se p =O. 

.,. . - .. Obs ervemos que o teste so depende da var1anc1a do 

e~tirn ador do coeficiente de Yt-l' não importando os · 

valore s dos outros estimadores. 

d) Nos métodos de estimação procuramos seguir a metodo

logia da econometria clássica. Porém outros métodos 

existem, e que exigem conhecimentos mais especializa 

dos, como é o caso da Análise Espectral (um estudo 

completei desta teoria, aplicada aos modelos ·com def~ 

sagern distribuídas pode ser encontrado na monografia 

de Neves [ .31]. 
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e) De acordo com a bibliografia consultada, até o recen

te momento, os problemas de determinação do grau do

polinÕmio e de m no modelo de Almon, parecem estar em
aberto. As alternativas propostas são passível.s de

críticas, conforme jã foi exposto

f) No método de Zellner e Geisel para está.mação dos Pa-

râmetros dos modelos de defasagens distribuz'das, ten

temos uma maneira analítica de obter estimadores, a

fim de contornar o método iterativo, porém não canse

guizos chegar a resultados satisfatórios em virtude

da complexidade de manipulação algébrica das expres-
soes que comparecem no modelo

g) A utili.zação de um modelo de defasagem distribuídas,

deve estar, presumimos, baseada em considerações teÕ

ricas, da ciência a qual esta sendo aplicada. E ne-

cessário, antes de mais nada, o cientista raciocinar

em termos de ci-ência da qual o mesmo faz parte, an-
tes de utilizar um ou c.uno modelo. Isto é salienta-

do em uma frase deNlacedo [23,PP, ]o] ''Ao ap]icarmos

Econometria, devemos evitar o risco de adequar o prg
blema ao modelo''
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e) De acordo com a bibliografia consultada, até o recen 

te momento, os problemas de determinação do grau do 

polinômio e de m no modelo de Almon, parecem estar em 

aberto. As alternativas propostas são 

críticas, conforme já foi exposto. 

... . passiveis de 

f) No método de Zellner e Geisel para estimação dos pi

râmetros dos modelos de defasagens distribuídas, ten 

tamos uma maneira analítica de obter estimadores, a 

fim de contornar o método iterativo, porêm não cons~ 

guimos chegar a resultados satisfat6rios em virtude 

da complexidade de manipulação algébrica das expres

sões que comparecem no modelo. 

g) A utilização de um modelo de defasagem distribuídas, 

deve estar, presumimos, baseada em considerações teó 

ricas, da ciência a qual está sendo aplicada.~ ne

cessário, antes de mais nada, o cientista raciocinar 
' 

em termos de ciêricia da qual o mesmo faz parte, an

tes de utili zar um ou cutro modelo. Isto é salienta

do em uma frase de Macedo [23,'pp, 10] "Ao aplicarmos 

Econometria, devemos evitar o risco de adequar o prQ 

blema ao modelo". 

- D -



CAPTTUL0 4

EXEMPLO DE APLICAÇÃO

Neste capítulo, vamos exemplificar a teoria vista,

na estimação dos parâmetros de um modelo que tenta analisar

empiricamente o efeito de certas variáveis na taxa de juros

anual, para os domadores de letras de câmbio na cidade do
Rio de Janei.to

Sej am :

jt: taxa de.juros anual de letras de câmbio em vigor no
mes t

b'ít: meios de pagamento no mês t

Pt: índice geral de preços no mês t (disponibilidade in
terna)

Yt: consumo industrial de energia elétrica na região Ri.o

e São Paulo.

1;1t: taxa de variação dos meios de pagamento

Mt :
Mt - Mt-12

Pt: taxa de variação do Índice geral de preços
P. - PÉ ' t ' t-12

p;l. iz

- 14-

CAPITULO 4 

EXEMPLO DE APLICAÇÃO 

Neste capítulo, vamo s exemplificar a teoria vista, 

na estimação dos parâmetro s de um modelo que tenta analisar 

empiricamente o efeito de certas variáveis na taxa de juros 

anual, para os tomadores de letras de câmbio na cidade do 

Ri o de J aneiro . 

Sejam: 

jt: taxa de juros anual de letras de câmbio em vigor no 

mês t. 

-Mt : mei os de pagamento nomes t. 

Pt: Índice geral de preços no mês t (disponibilidade 1n 

terna) . 

Yt: consumo industrial de energia elétrica na região Rio 

e São Paulo . 

lv\: taxa de variação dos meios de pagamento 

Mt = 
Mt - Mt-12 

Mt-12 
. 
Pt : taxa -de var1açao do Índice geral de preços 

pt 
Pt-Pt-12 

= 
pt-12 

-74-
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tt: taxa de variação do consumo industrial de energia !
létrica

Yt :
Yt - Yt-lZ

O modelo a ser analisado ê

s s s

:!.-iÉ't-i ' :}.BiÜt-j. :'' :!o''j.t't-i ''' 'tjt

onde c. é admitida como variável normal, com média 0 é va-

riância a2 e E(ct'ek) : 0 para t # k
Admitimos ainda no modelo que os

seguem um modelo polinomial de Almon.

Para a estimação dos parâmetros utilizamos um pro-

grama do ''Econometric Software Package (ESP)'', tal procedi-

mento foi levado a efeito para diferentes valores de s e os

graus do polinÕmio foram 2 e 3
Os dados encontram-se na tabela 2 e a síntese dos

resultados nas tabelas 3 e 4. Para a escolha do ajuste usa-

mos a significância do teste F (nl'vel de 5%) e o erro padrão

da regressão

13i s e yi's

TABELA 2

Pt

33,51
39 ,4 2

t Jt

2 7 , 2 7
29,84

Mt Yt

0 ,42 0 ,17

0 ,43 0 ,13
continua
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Yt: taxa de variação do consumo industrial de energia e 

létrica 

O modelo a ser analisado ê 

s s s 
Jt = e+ I a.Pt .+ I s.i1t. + I y.Yt .+Et 

· O l -1 . O l -1 . O l -1 
1= 1= 1= 

onde Et ·ê admitida como variivel normal, com média O~ va

riância cr 2 e E (Et •sk) = O para t ~ k. 

Admitimos ainda no modelo que os 

seguem um modelo polinomial de Almon. 

a.'s, 
l 

S-'s e y.'s 
l l 

Para a estimação dos parâmetros utilizamos um pro

grama do _ "Econometric Software Package (ESP) ", tal procedi

mento foi levado a efeito para diferentes valores de se os 

graus do polin6mio foram 2 e 3; 

Os dados encontram-se na tabela 2 e a síntese dos 

resultados nas tabelas 3 e 4. Para a escolha do ajuste usa

mos a significância do teste F (nível de 5%) e o erro padrão 

da regressão. 

TABELA 2 
. . 

t jt pt Mt yt 

3/76 27,27 33, 51 0,42 0,17 

4/76 29,84 39,42 0,43 0,13 

continua 
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11/76
L'l in $

z.lnn

lln

I'L lnn

t'tina

b ln'&

Fontes

31, 99
31 ,68
32 ,9 2
32 ,76
33,54
35,43
35 ,43
37,03
39,61
38 ,80
37, 51
39 ,29
39 ,94
38 ,64
4 2 ,08
43,08
42 , 58
41,7 5
41 ,91
4 6,44
4 1 ,91
4 2,08
42 ,24
41 ,91
39 ,94
40 ,10

Boletim do
Conjuntura

41

42
45

45

48
48

48

48

49

47

49

50

49

48

43
40

37

37

39

38

37

80

48
60

98

03

15

05

23

04
76

36

18

88

05

74

06

35

89

10
55

04

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

41

43
45

36

37
41
36
37

34
34

36

42

41
35

37

39

41

40

37

37

40

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

14

12

16

15

18

12

10

17

13
17

D6

18

09

12

09

06

11
12
09

12
12

35,79 0,38 0 ,11
Banco Central (agosto de 1978)
Económica (agosto de 1978)

TABELA 3

PolinÕmio do 2ç grau
R2

S

3

ERRO PADRÃO

1 , 98 3080,8056 F(9 ,14) = 6,44 579

36 ,8 7 0 ,41 0 ,1 2
34, 92 0 ,41 0 ,1 3
31 ,09 0 ,38 0 ,08
33 , 36 0 ,38 0 , 0 9

- 76 -

5/76 31,99 41,80 0,41 0,14 

6/76 31,68 42,48 0,43 0,12 

7/76 32,92 45,60 0,45 O, 16 

8/76 32,76 45,98 0,36 0,15 

9/76 33,54 48,03 0,37 0,18 

10/76 35,43 48,15 0,41 0,12 

11/76 35,43 48,05 0,36 0,10 

12/76 37,03 48,23 0,37 0,17 

1/77 39,61 49,04 0,34 0,13 

2/77 38,80 47,76 0,34 0,17 

3/77 37,51 49,36 0,36 0,06 

4/77 39,29 50,18 0,42 0,18 

5/77 39,94 49,88 0,41 0,09 

6/77 38,64 48,05 0,35 0,12 

7/77 42,08 43,74 0,37 0,09 

8/77 43,08 40,06 0,39 0,06 

9/77 42,58 37,35 0,41 0,11 

10/77 41,75 37,89 0,40 0,12 

11/77 · 41,91 39,10 0,37 0,09 

12/77 46,44 38,55 0,37 0,12 

1/78 41,91 37,04 O ,40 0,12 

2/78 42,08 36,87 0,41 0,12 

3/78 42,24 34,9 2 0,41 O, 1 3 

4/78 41,91 31,09 0,38 0,08 

5/78 39,94 33,36 0,38 0,09 

6/78 40,10 35,79 0,38 0,11 

Fontes: Boletim do Banco Central (agosto d e 1978) 

Conjuntura Econômica (agosto de 1978). 

TABELA 3 

Polinômio do 2<? grau 

R2 F 
ERRO PADRÃO 

s DA REGRESSÃO 

3 0,8056 F(9,14) = 6,44579 1,98308 
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4

5

6

7

8

9

10

12

13

14

15

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

8074
8267
8217

8414

7139
7494
719 8
8434
671 5
74.0 0

8168

F(9 ,13)
F(9 ,12)

F(9 , 11)
F(9 , 10)

F(9 , 9)

F(9 ,8)

F(9 , 7)

F(9 , 5)

F(9 ,4)

F(9 ,3)

F(9 , 2)

6

6

5

5

2

2

l
3

0

0

0

05567

36252
63247
89347
49494
65756
99756
59004

90831
94880
99054

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l

88022
64624
52368
36602
68543
51909
68956
30499
89964
87063
62683

TABELA 4 : POLINÕ){10 D0 3ç GRAU

S

4

5

6

7

8

9

10

1 2

13

R2 F ERRO PADRÃO
DA REGRESSÃO

0 ,91 34
0,8497
0 ,8260
0 , 89 2 5
0 , 8 1'28
0 , 86 09
0 ,87 23
0 , 80 79
0 ,9214

F(1 2 , 10)

F(1 2 ,9)

F (1 2 , 8)

F(1 2 ,7)

F(1 2 ,6)

F(1 2 , 5)

F(1 2 ,4)
F(12 ,2)

F(1 2 ,1)

8 ,7 9448

4,23841
3,16 576
4 ,84 340
2 ,1 70 76

2 , 57 86 2
2 , 27733

0,70094
0 ,97464

1,43717
1, 7 7081
1,76474
1 , 344 03

1 ,669 72
1,431 50
1, 50864
2 ,18302
1,85866

0 resultado que nos pareceu satisfatório do ponto
de vista ~de ajuste foi aquele onde o grau do polinõmio é 3
e s = 7. Os.:coeficientes estimados nesse caso comparecem nas
tabelas 2, 3 e 4

A analise dos coeficientes deste modelo aparecem. i::
dicas que

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

12 

.13 

14 

15 

·o,8074 

0,8267 

0,8217 

0,8414 

0,7139 

0,7494 

0,7198 

0,8434 _ 

0,6715 

O, 7 4·0 O 

0,8168 

77 

F(9,13) =6,05567 

F(9,12) =6,36252 

F(9,ll) = 5,63247 

F(9,10) = 5,89347 

F(9, 9) = 2 ,49494 

F(9,8) = 2,65756 

F(9,7) =1,99756 

F(9,5) =3,59004 

F(9,4) =0,90831 · 

F(9,3) =0,9488Q 

F(9,2) =0,99054 

1,88022 

1,64624 

1,52368 

l,3"6602 

1,68543 

1,51909 

1,68956 

1,30499 

1,89964 

1,87063 

1,62683 

TABELA 4:... POLINÔMIO DO 39 GRAU 

s 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

12 

13 

0,9134 

0,8497 

0,8260 

0,89 25 

0,81 -2 8 

0,8609 

0 ,8 723 

0,8079 

0,9214 

F 

F(l2,10) =8,79448 

F(l2,9) = 4,23841 · 

F(l2,8) = 3,16576 

F(l2,7) = 4,84340 

F(l2,6) - 2,17076 

F(l2,5) = 2,57862 

F(l2,4) = 2,27733 

F(l2,2) = 0,70094 

F(l2,l) = 0,97464 

ERRO PADRÃO 
DA REGRESSÃO 

1,43717 

1,77081 

1,76474 

1,34403 

1,66972 

1,43150 

1,50864 

2,18302 

1,85866 

O resultado que nos pareceu satisfatório do ponto 
de vista de ajuste foi aquele onde o grau do polinômio é 3 ' . 

e s = 7. Os .coeficiente s estimados nesse caso comparecem nas 
tabelas 2, 3 e 4. 

A análise dos coeficientes deste modelo par ecem _ in 

dicar que_ 
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a)

b)

Um aumento de É' nos períodos t-l, t-2, e t-3 tende a

pressionar um aumento na taxa de juros no período t

Uma diminuição de M nos pera-odos t, t-l,t-2,t-3,t-4,

e t-5 tende a aumentar a taxa de juros no período t;

isto provavelmente ocorre devido à diminuição da l.i
quidez do sistema, que tende a aumentar a demanda de

crédito, resultado num aumento da taxa de juros.

Uma diminuição de ! nos períodos t, t,l,t-2,t-3,t-4,

t-5, t-6 e t-7 tende a aumentar a taxa de jurosnop.g
díodo t; isto provavelmente d.ecorre do grande cresci

mento do produto nacional no período 73-74, e que, &

põs 74, com a desaceleração económica e quedanocres

cimento da demanda fez com que houvesse um aumentoda

demanda de crédito pelas empresas para fazer frente

aos compromissos da acumulação passada

c)

- 78 -

a) Um aumento de P nos períodos t-1, t-2, e t-3 tende a 

pressionar um aumento na taxa de juros no período t. 

b) Uma diminuição de~ nos períodos t, t-1,t-2,t-3,t-4, 

e t-5 tende a aumentar a taxa de juros no período t; 

isto prova~~lmente ocorre devido i diminuição da 1i 

quidez do sistema, que tende a aumentar a demanda de 

crédito, resultado num aumento da taxa de juros. 

c) Uma diminuição de Y nos períodos t, t,l,t-2,t-3,t-4, 

t-5, t-6 e t-7 tende a aumentar a taxa de jurosnop~ 

riodo t; isto provavelmente d~corre do grande cresci 

mento do produto nacional no período 73-74, e que, a 

pós 74, com a desaceleração econômica e quedanocre~ 

cimento da demanda f e z com que houvesse um aumento da 

demanda de crédito pelas empresas para fazer frente 

aos compromissos da acumulação passada. 
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APÊNDICE l

PROPRIEDADES ASSINTÓTICAS DOS ESTIPIADORES

Consideremos uma amostra de tamanho n e, associ.ado

a ela o estirador a. dõ parâmetro a. Observamos que, para

um n fixado, an é uma variável aleatória; para .cada n então

vamos indicar amédia e a Variância de án por E(ãn) é Úar(an)

DEFlINIÇÃO 1 - Chama-se esperança assintÓtica de an o valor

lim E(an) . Diz-se que an é assintoticamente não viesado (ou
H-'>Xn

não viciado) se lim E (a.) = cl

DEFINIÇÃO 2 - Chama-se variância assintótica de valor

n l lim E{./ãlan
n-+oo

E (an) ] } 2

DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que uma sequência de vara.ãveis aleato-

;al'a2'''',an'... converge em probabilidade para
a constante a se

Vc: > 0

l im P( jan - a 1 > É:)
H"»oo

A notação usada é
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APÊNDICE 1 

PROPRIEDADES ASSINTÕTICAS DOS ESTIMADORES 

Consideremos uma amostra de tamanho n e, associado 

a ela o estimador a dó parâmetro a. Observamos que, n para 

um n fixado, ªn é uma variável aleat6ria; para .cada n então 
- . - . 

vamos indicar a média e a variância de a por ·E (a ) . é ·var (a ) . 
n n n . 

DEFINIÇÃO 1 - Chama-se esperança assint6tica de ªn o valor 

lim E(a). Diz-se que a é assintoticamente não viesado (ou n n 
n-+co 

não viciado) selim E(an) = a. 
n-+co 

DEFINIÇÃO 2 - Chama-se variância assint6tica de ªno valor 

n-l lim E{/n[an -E(an) ]} 2
• 

n-+oo 

DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que uma seqüência de variáveis aleat6-

rias {a } = a 1 , a'), ... , a , ... converge em probabilidade para n ,., n 

a constante a se 

VE > o 

1 im P ( 1 ªn - a 1 > E) = O 
n-+co 

A notação usada é 

-82-
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ou

DEFINIÇÃO 4 - Diz-se que an é um estimados consistente dopZ
rametro a, se

DEFINIÇÃO 5 - Diz-se que an é estimados assintoticamente e-
ficiente para o parâmetro a se:as condições abaixo forem s&
tisfeitas

a) an tem di.stribuição assintótica com média e variân-
cias finitas;

b) a. é consistente para a;
c) nenhum\ outro estimados consistente de a tem variân-

cia assintõtica menor que a

DEFINIÇÃO 6 - Dada uma seqüência de variáveis aleatórias {anJ:

; al'a2' ''',an'.. . diz-se que a mesma converge em média qug
drãtica para a constante a se

n

li.m E(an - a)'
H-'>oo

A seguir, vamos enunciar alguns teoremas relaciona
dos t:om tais definições. As demonstração (em sua maioria) el!
contram- se em [14 ]

TEOIUMA l Uma condição sua.ciente para que o estimados an

ou 

- 83 -

p 
a ---- a n 

p lim ªn = a 

DEFINIÇÃO 4 - Diz-se que ªn é um estimador consistente do p~ 

râmetro a, se p lim ªn = a. 

DEFINIÇÃO 5 - Diz-se que a é estimador assintoticamente e
n 

ficiente para o parâmetro a se ,as condições abaixo forem sa 

tisfeitas: 

a) ªn tem distribuição assintótica com média 

cías finitas; 

-b) ªn e consistente para a; 

-~ e var1an-

c) nenhum outro estimador consistente de a tem variân

cia assintótica menor que a . . . n 

DEFINIÇÃO 6 - Dada urna seqüência de variáveis aleatórias {a }= . n 

= a1 ,a 2 , ... ,an,··· diz-se que a mesma converge em média qu~ 

drâtica para a constante a se 

1 im E ( ªn - a) 2 
= O 

n+ro 

A seguir, vamos enunciar alguns teoremas relaciona 

dos com tais definições. As demonstração (em sua maioria) en 

contram-se em [14]. 

TEOREMA 1 - Uma condição suficiente para que o estimador ªn 
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seja consistente para o parâmetro a, é que

lim E(an - a)'
H-+oo

0

TEOREbIA 2 - Se

lim Var(an) : 0 e E(an) :c'c (ou lim E(an) :a)R-+mH'»«'

então a. é consistente para o parâmetro a

TEOREMA 3 - Se p lim an : a e F(an) é uma função contínua de

an então p lim F(an) : F(Q)
Em parti.culàr

(i) p lim (an) : (p lim an):

(ii) p lim (anl) = (p lim an)'l

TEOREMA4 - Sep li.man:aep limbn:Be F(an'bn) é uma

função contínua então lim F(an'bn) : F(a,B)
Em particular

(i) p lim (an+bn) ; p lim an + p lim bn

(ii) p lim (anbn) : (p lim an)'(p lim bn)
l a l

Ciii) p limo nl= (p lim an/p limbn (se p lim bn#0)l n l

DEFINIÇÃO 6 - Seja A uma matriz do tipo kxp. Define-se lim.i

te em probabilidade da matriz A como sendo a matriz cujos S.

lementos são ordenadamente os limites emprobabilidades dos g

- 84 -

seja consistente para o parâmetro -a, e que 

TEOREMA 2 - Se 

lim E (a - a.) 2 = O n 
n➔oo 

então ªn é consistente para o parâmetro a. 

TEOREMA 3 - Se p 1 im ªn = a. e F ( an) é uma função con t Ínua de 

ªn então p lim F(an) = F(a.). 

Em particular 

(i) 

(ii) 

p lim (a 2
) = (p lima ) 2 

n n 

1 im ( - l) ( 1 · ) - l p ªn = p im ªn 

TEOREMA 4 - Se p lim an=a. e p lim bn=B e F(an,bn) 

função contínua então lim F(a
11

,bn) = F(a.,B). 

Em particular 

(ii) p lim (anbn) = (p lim an)·(p lim bn) 

-e uma 

(íii) p lim[ ::] = (p lim ªn/p lim bn (se p lim bn ,o) 

DEFINIÇÃO 6 - Seja A uma matriz do tipo kxp. Define-se limi 

te em probabilidade da matriz A corno sendo a matriz cujos e 

lementos são ordenadamente os limites em probabilidades dos e 
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lelnentos de A. Isto é se A: (aij)kxp então

p lim A : (p liln

Desta forma são fáceis de concluir

relações

Ci) p lim (A :t B) = p lim Atp lim B

(ii) p lim (A ' B) = (p lim A)' (p lim B)

(iii) p lim (A'l) : (p lim A)'l
TEORENIA 5 - Consideremos o modelo li

)

cear

por exemplo , as

K

Vj : a ''' i1lBiXij

a matricial pode ser escr

Y = X.B + u

forra

(j :1 , 2 , ,n)

que em

onde

(i)

(ii)

E (u)

E(uu') = 1'a:

X é uma matriz cujos eleúent
racterística de X é K + 1 < n

onde Q é uma matriz não singular

= n
-<l x' xn

os sao constantes e a ca

- 85 -

lementos de A. Isto é se A= (a . . )kxp então 
lJ 

relações 

p lim A= (p lima .. )kxp 
lJ 

Desta foirna são ficeis de concluir, por exemplo.as 

(i) p lirn (A±B) = p lirn A±p lim B 

(ii) p lim (A· B) = (p lim A)·(p lim B) 

· (iii) p lirn (A-l) = (p lim A)-l 

TEOREMA 5 - Consideremos o modelo linear 

K 
Y.=a+ }:f3.X . . +u. 

J i=l l lJ J 
(j=l,2, ... ,n) 

que em forma matricial pode ser escrito 

Y=X•S+u 

onde 

(i) E(u) = O 

(ii) E(uu') = I•0 2 

(iii) X é uma matriz cujos elementos são constantes e a ca 

racterística de X é K + 1 < n 

(iv) lim (! X' x) = Q 
n➔oo 

onde Q e uma matriz nao singular. 
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Nestas condições o estimados de mini.mos quadrados
de B é consistente

Demonstração - Sabemos que o estimados b de mt+nimos quadra-
dos para 13 é dado por

b B + (X'.X)'+ X'.u

ou então

b : * li x'.xl-:.i x'.u
Tendo em conta a hipótese (iv)

p lim b : B +Q'l p li.m li x'.ul
Tendo em conta (i) e (ii)

-ti *'.«) : .
e a matriz de variância e covariãncia do vedor l E'.n e

Vl: X'.«l : J:- EU'«.«'N

Portanto

â= «1+ *'«1 : :j.= ç :,«l: *'*l : .

Logo { X'u converge em média quadrãtica para a matriz nula
e , de acordo com o Teorema 2

- ::«l{ *'«l : .

- 86 -

Nestas condiç6es o estimador de mínimos quadrados 

de s ·é consistente. 

Demonstração - Sabemos que o estimador b de mínimos quadra

dos para 8 é dado por 

b = 8 + ( X ' • X) - ¾ X ' • u 

ou então 

b = 8 + (! X' • xJ- l .1. X' • u n · n 

Tendo em conta a hipótese (iv) 

p 1 im b = 8 + Q- l p 1 im [ ~ ~' • u) 

Tendo em conta (i) e (ii) 

e a matriz de variância e covariância do vetor 1 E'u é n 

v(¾ X'·u) = tz E(X'u•u'X) = 
ª2 . 
n2 X' ·X 

Portanto 

1 im V(¾ X' u) =. 1 im ªn
2 

1 im [½ X' x) = O 
n+~ n+oo 

1 Logo~ X'u converge em média quadritica para a matriz nula 

e, de acordo com o Teorema 2 

p lim[~ X'u) = O 



e como

p l iln ::«l{ *'«l

Segue-se que

p lim

Isto é, b é está.dador consistente de Í3

TEORElIA Cona ideremos o modelo l i.near

K

. ''' i>lZBixij ' ujYj (j =1 , 2 , . . . ,n)

ou ainda, na .forma matricial

onde

(i) E (u)

Cii) E(uu') : I'a'

(i.ii) X é urna matriz cujos elementos são variáveis alça
terias

(iv) p li.mli x'.xl

(v) p lzmji x ul # o
A pressuposição (v) pode ser expressa como: ao me

pari.ãvel aleatória é assintoticamcnte correlacionanos unia

- 87 -

e como 

p lim b = B + Q-1 p lim[~ X'u) 

Segue-se que 

p lim b = B 

Isto 
~ 

b - estimador consistente de f3 • e ' e 

TEOREMA 6 Consideremo s o modelo linear 

K 
Y- - · a+ I (3.X . . +u. 

J i=l l lJ J 
( j = 1 , 2 , ..• , n) 

ou ainda, na forma matricia l 

Y = X• 13 + u 

onde 

(i) E(u) = O 

(ii) E(uu') = I•cr 2 

( iii) - - : - . X e uma matriz cujos elementos sao var1ave 1s alea-

tórias 

(iv) p iim(¾ X'•x) . = Q

(v) p· lim(i X°'u) ;t O. 

A pressuposição (v) pode ser expressa como: ao me

nos uma variive l ·aleat6ria ~ assintoticamente cor re laciona-
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erro.

Nestas condições, o esticador b de mínimos quadra

dos para É3 é inconsistente

Demonstração - Retomando a expressão

p lim b : B + Q'l pÍlim l x'ul

com 0

do Teorema 5, segue-se que

p lim b # B

o que prova que b é inconsistente para B.

- 88 -

com o erro. 

Nestas condiç6es, o estimador b de mínimos quadra

dos para B é inconsistente. 

Demonstração - Retornando a expressao 

p 1 irn b = B + Q- l p [ 1 irn ~ X' u) 

do Teorema 5, segue-se que 

p 1 irn b ;,'. B 

o que prova que b é inconsistente para B-

- o -



O USO DE VARIÁVEIS INSTRUMEN

Imente bons ideremos o modelo l

vj : 0'xj +uj

APÊNDICE 2

TAIS

inear

de BS e

De acor

Se X e
]

onde

(i) E(uj)

(ii) E(u3) : '2
(iii) E(uiuj) : 0 (i # j)

Civ) p lim li >lx31 = Q (Q>o)

(v) p liln IX >lxjujl 'o
O estimados de mínimos quadrado

Ex3

do com o Teorema 6 do Apêndice l

p lim b - í3 ; Q'l p limjÍ >lxjuj.l

u.i tiverem correlação assintótica positiv

por

89

APÊNDICE 2 

O USO DE VARIAVEIS INSTRUMENTAIS 

Inici a l me nte consideremos o modelo linear 

onde 

(i) E (u.) = o 
J 

(ii) E(u~) = 02 
J 

(iii) E(u . u.) = O 
l J 

(iv) p lim [½ IxJ] 

Y. = S•X. +u. 
J J J 

( i · ~ j) 

= Q (Q > O) 

(v) p lim (l IX . u . ] ~ o • 
n J J 

O estimador de mínimos quadrados de Se dado por 

LX -Y. 
b = J J 

IX~ 
J 

De acordo com o Teorema 6 do Apêndice 1 

Se x. eu. tiverem correlação assintótica positiva J J 

- 89-
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Q :'':" R 0)

b tende a superestimar í3 pois p lim b - Í3 > 0, caso contrario
b tende a subestimar B, pois p lim b - B <0

Admitamos que existam valores Z;, de variáveluma

Z tal que

>l:jxjl * '
e

i:,«,l
Tal vara.aTeI se exista.r, é denominada variável instrumental

Vamos provar que o estimados

EZ:Y

>lzj xj

chamado estimados' de variável instr
ê consistente

Temos

doumental B ,parâmetrol r r

Y. : BX.
] J

ZjYj : Bxjzj +ujzj

>lZjYj : B>lXjZj

- 90 -

( p 1 im .!. IX. u. > O) 
n J J 

b tende .a superestimar B pois p lim b - B >O, caso contrário 

b tende a subestimar B, pois p lim b - B <O. 

Z tal que 

e 

Admitamos que existam valores z_, de uma variável 
J 

Tal variável se existir, é denominada variável instrumental. 

Vamos provar que o estimador 

8 = 
IZ -Y. 

J J 
IZ -X. 

J J 

chamado estimador de variável instrumental do parimetro B, 

e consistente. 

Temos 

Y - = BX. + u. 
J J J 

z _y. 
J J = 8X. Z. + u. Z. 

J J J J 

IZ-Y . = six.z.+Iz.u. 
J J J J J J 
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como

>lZjYj : ê'>lZjXj
>lzjxj

portanto,

ê>lZjXj : B>lxjzj ''' }lzj'uj

E,..
>lzjxj

ou ainda

portanto

P Un
ê l z .xn J J

p lim
lim

D lim

por definição de variável instrumental, segue-se que

p lim B = Í3

ou seja, B é um esticador consistente de B.

Tomemos agora o caso,do modelo linear geral, escr.i
to sob a forma matricial

- 91 -

corno 

s = 
Iz .Y. 

J J 
Iz.x. 

J J 

> \Z.Y. = S·\Z.X. 
l J J l J J 

portanto, 

siz.x. = six.z. +IZ-•u. 
J J J J J J 

I Z.u. 
s = s. + J J 

Iz.x. 
J J 

ou ainda 

1 Iz.u . 
s = s - n J J 

1 Iz.x. -n J J 

portanto 

p lirnf½ Iz .u. 
p 1 irn s = s + 1 p lirn - Iz.x. n . J J 

por definiç~o de vari~vel instrumental, segue-se que 

p lim S = S 

ou seja, B é um estimador consistente de s. 

Tornemos agora o caso,do modelo linear geral, escr1 

to sob a forma matricial 
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+ u

onde

(i) E (u)

(ii) E(uu') = 1.a:

De acordo com o Teorema 6 do Apêndice l,sabemos que

o estimados de mini.mos quadrados para 13 (b E (X'X)'lX'Y) é ip:
consi.atente

Admitindo que o vetou Í3 tenha K parâmetros, supo-

nhamos que exista uma matei.z Z, nXK com as seguintes propri.g
dades

õ uma matei.z não singular

A matriz Z, se existir é chamada matriz de variã-
ve i. s ins trumentais .

O estirador

(iii) p lim

(i) p lim

( i.i) p li.m

l X'u
n

# o

l z'«n

l z'xn

onde Q

( Z ' X) ' J. Z ' y

é chamado estimados de pari.ãveis instrumentais do vetou 13.

Vamos provar B é estimados consistente para B. De
fato, como

- 92 -

Y = X· S + u 

onde 

(i) E(u). = O 

(ii) E(uu') = I•cr 2 

(iii) p lim[½ X'u) ~ O. 

De acordo com o Teorema 6 do Apêndice l,sabemos que 

o estimador de mínimos quadrados para S (b =. (X 'X) -lX 'Y) ê in 

consistente. 

Admitindo que o vetor S tenha K parimetros, supo

nhamos que exista uma matriz Z, nXK comas seguintes propri~ 

dades: 

(i) p lim[¾ Z'u) = O 

(ii) p lim[½ z•x) = Q 

- -onde Q e uma mat r iz nao singular. 

A mat riz Z, se existir ê chamada matriz de variá

veis instrumentais. 

O estimador 

ê chamado estimador de variáveis instrumentais do vetors .

Vamos provar Sê estimador consistente paras. De 

fato, como 
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B + u

então

( Z . X) 'l . Z . Y (Z ' X) 'J'Z ' .XB + (Z 'X) 'lZ 'u

como

(Z ' X) 'lZ . Y

X-l'(Z ') -lZ ' XB + (Z 'X) 'lZ 'u

B + (Z 'X) 'lZ 'u

portanto

e de acordo com a definição de matei.z de variável.s
mentais

z'x -l p iimji Z'up lim lim

p lim ê É B

e consequentemente ê é esticador consistente para Í3

OBSERVAÇÕES

1) Se todas as vara.ãveis independentes forem assintoti-

camente não correlacionadas com o erro, a própria mâ
triz X pode ser usada como matriz de variáveis :'ins-
trumentais.

2) Para cada variável independente X.i assintoticamente
correlacionada com o erro temos que encontrar outra

- 93 -

Y = X·B +u 

então 

como 

s = (Z' X) -lz 'Y 

s = x- 1 (Z')- 1 Z ' XB + (Z'X)- 1 Z'u 

B = B + ( Z 'X) - l Z ' u 

portanto 

e de acordo com a definição de matriz de variáveis instru

mentais 

p lim B - B 

e conseqüentemente Sé estimador consistente para B. 

OBSERVAÇÕES 

1) Se todas as variáveis independentes forem assintoti

camente nio correlacionadas com o erro, a pr6pria ma 

triz X póde ser usada como matriz de variiv~is : ins

trumentais. 

2) Para cada variável independente X- assintoticamente 
l 

correlacionada com o erro ternos que encontrar outra 
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variável Zi instrumental para substituir X.i ' Por ou
tro lado, se Xi não é assintoticamente correlaciona
do cola o erro, ela própri-a pode ser a variável ins
trumental Z l

- 94 -

vari~vel z. instrumental para substituir X .. Por ou-1 l 

tro lado, se Xi não ê assintoticamente correlaciona-

do com o erro, ela própria pode ser a variável ins

trumental z .. 
l 

- o -
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