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PROLOGO

Este trabalho pretende mostrar alguns resultados so
bre a existencia de processos markovianos, em sistemas com
infinitas particulas, sistemas estes surgidos em sua maioria
de modelos fisicos.

Como suporte do sistema, consideraremos um conjun-
to enumeravel sobre o qual tomam posicao as particulas. Es-
tas interacionam entre si. A velocidade de transicao de uma
particula estara determinada por sua posigao e a configura-
cao do sistema todo. A transicdo de uma posigao a outra se
realizara de acordo com uma funcdo de transigao dependente
das posigoes envolvidas, assim como da configuracgao do sis-
tema.

O problema que nos interessa estudar & que restri-
goes devemos impor sobre as funcoes de transicdo e de velo-
cidade para que o sistema todo execute um movimento marko-
viano.

Spitzer [9] descreveu varios modelos de interesse,
obtendo alguns resultados sobre medidas invariantes supondo
a existencia do processo de Markov. Ja Holley (3] conseguiu
condigoes de suficiéncia que garantiram a existéncia em al-
guns modelos, no caso do conjunto suporte ser o conjunto dos

inteiros relativos. Holley demonstrou a existéncia de um pro



cesso a partir da escolha intuitiva de seu gerador infinite
simal.

Liggett [6], na mesma linha de ataque ao problema
que Holley estabelece uma abordagem bastante geral, estudan
do em que condigoes o limite de uma sequencia de operadores
infinitesimais limitados € também um operador infinitesimal
Nos modelos estudados, o gerador infinitesimal intuitivo &
mostrado como o limite de operadores que expressam parcial-
mente o processo.

Para o modelo de exclusao com mudanca de velocida-
de, Liggett consegue condigoes de suficiencia substancial-
mente mais gerais que as de Holley; além disso trabalha so-
bre um conjunto enumeravel qualquer e nao simplesmente so-
bre o conjunto dos inteiros. Liggett aborda também o modelo

"lattice spin'" obtendo bons resultados.

Este trabalho esta dividido em dois capitulos. No
primeiro dos quais (baseado fundamentalmente em [2] e [81)
nos dedicamos a desenvolver a teoria de semigrupos, princi-
plamente no que diz respeito a obtengao de condicdes sob as
quais um operador gera um semigrupo fortemente continuo. Is
SO0 nos proporciona os instrumentos necessarios para no se-
gundo capitulo (baseado no artigo de Liggett [(6]) demonstrar
que os modelos de exclusao com mudanga de velocidade,'"latic
ce spin'" e interagao com amplitude nula existem e sao pro-
cessos de Markov. '

Para este ultimo modelo, de interagao com amplitu-
de nula, usando a técnica desenvolvida por Liggett, obtive-
. . . \ . ~ . .
mos sem maiores dificuldades ' condigoes suficientes bas-

tante mais gerais que as obtidas por Holley.

E importante notar que, embora existam varias for-



mas de abordar o problema de existéncia, neste trabalho nos

fizemos restrigao ao emprego da forma adotada por Liggett.

Por ultimo € conveniente destacar que, nos ultimos
anos, tem sido realizado importantes avancos no estudo dos
processos markovianos em sistemas com infinitas particulas,
especialmente sobre existencia de medidas invariantes e con
vergéncia para medidas invariantes. Este trabalho nao abor-
da estes aspectos e pode encontrar-se em [7] uma excelente
exposicao sobre o estado atual do tema.



CAPTTULO I

ELEMENTOS DA TEORIA DE SEMIGRUPOS

Seja E um espago de Banach e {1} uma familia de

t20

operadores lineares limitados de E em E; dizemos que {Tgtzo

€& um semigrupo se V¥V s 20, ¥Vt 20:

Toop = TgoTy-

Um semigrupo se diz de contragoes se “Tt” <1,¥t20,
ou seja, [|[T f|| <||f|], Yf6E; dizemos que um semigrupo de con-

tragoes € fortemente continuo se

lim T £ = f

t ; V£f6E, (1.1)
t+0

na Topologia induzida pela norma sobre E.

TEOREMA 1.1 - Para todo f6E, a funcao o:[0,») — E definida

por o (t) =th € continua.

DEMONSTRACAO - Usando (1.1) temos:

1/ S ' il . 5 S
(//C,/ (({E) dﬁ)" (/ ) , ’



vim [T =T El = 1im || T, (T £-€)]| < 1im ||T, £-£] = 0
hvo  OtT gt tth hyo 0

lim||T, , £-T || = lim ||T, , (£-T,£)|| < lim || £-T,f]| = 0. &
hyo t-hT ot hyg  t-h*" Th ht 0 h

Definimos o operador infinitesimal A do semigrupo

T, como
th—f

Af = 1lim .

t+0

(1.2)

VEEE tal que este limite exista e denotaremos por D(A) o do
minio de A. E imediato que A & um operador linear (ndo ne-
cessariamente limitado).

um semigrupo fortemente continuo

TEOREMA 1.2 - Seja {Tt}t>0
de contragoes e A seu operador infinitesimal.

Verificam-se as seguintes propriedades:
i) vt =20, Tt(D(A))cD(A)e TtAf==Ath, VEED (A);

ii) VfE€D(A), a funcao t = T8 e derivavel e
3 - :
T T, £ AT £ (1.4)
t
T f-f = J TSAde; (1.5)

iii) D(A) e denso em E;

iv) A € um operador fechado, isto &, dada uma sequéncia

{fn}nGN contida em D(A) tal que f,, — f e Af, — g,
entao fED(A) e Af = g.(*)
DEMONSTRACAQ

i) Tt € um operador continuo pelo fato de ser uma con-

tragao. Como E € um espago de Banach, segue-se que:

(*) Isto e equivalente a dizer que o grafico do operador é fechado em
EXE.



Fhth -T f T, £- f T, f-f
AT f = 1im = lim T T (11m - ) =T Af.
£ o D h+0 o Eheo T
ii) Temos que:
+ T f-T f
) JE. t+h t
5T th = iig — T * Ath.
Mostremos agora que se verifica %f th = Ath.
Por (1.2) e (1.1)
_ th—Tt_hf pi-f
}11113 e AT £l = Yim ||T —h— T _Af]| =
| f £ | F i f | <
= lim || T [ - T Af]l < lim H - T AL
heo o t7h z h+0 T
|T f-£
< llm | - Af|| + 1im ||A£-T, Af]
h+ B h40 h

iii)

Integrando a funcgao Tsf no intervalo [0,t] (ver a

9
~ 9s
pendice A, A-4) e usando (1.4) e (1.3) segue-se que

T t
T fds = [ T Afds.
S S

Tf-f=J
L 0

9
0 9S

Devemos mostrar que VfEE existe uma sequencia {fnhmm ,
contida em D(A), tal que fﬁ — f. Pelo Teoremal.l te
mos que T f e continua como funcao de t e dado queem
norma esta majorado por | f||, por A-1 (Apéndice A),con
luimos que € integravel em um intervalo finito. Defi
nimos

1/n

g, = Jo T fdt, gn/H

Usando novamente o fato que th ¢ continua, e de A-3

segue-se que.



g
. L noo_ oo 1
Lim £, = 1in g7y = U0 7y

n-eo n-re

Jl/n

0 thdt = Tof = £,

Resta demonstrar que fHGD(A), o que €& equivalente, a

gHGD(A). Para isto, aplicando A-2, escrevamos:
. 1/n 1/n 1/n 1/n
Thgn—grlz Th L thdt— L thdt = L Th+tfdt— L thdt =

h+1/n 1/n h+1/n h
= Il thdt- L ltfdt= L_ thdt— L 'th.

/n
Usando A-3
T, g - h+1/n h
. ‘hén"8 .1 L o 1 L .
lim = lim I' fdt-1im I fdt = T, , f-f
o B ho M hm ot o lhh ot 1/m

e concluimos que g,€P (A) .
iv) Por (1.5) temos:
t
thn—fn = L TSAfnds. (1.6)
Como [ TAL -T gl < HAfn-gH, Vs€[0,t] e Af — g segue-
se que TSAfn — TSg para n—+e« uniformemente no inter-
valo [0,t]. Fazendo n+« em (1.6) temos:
t
rtf—f = J ngds.
0
Dividindo por t e fazendo t+0 concluimos:

1im L = 1im =

ty0 ¢

T £-f
: J T, eds = g. |

t40 0

Seja L(E,E) o espago vetorial normado dos operado-

res lineares limitados de E em E munido da norma usual. Por



ser E um espago de Banach, L(E,E) também o €.

Seja AEL(E,E). Definimos o operador exponencial co
mo

— A,

Ca (1.7)

Dado que |A%n! <|A]"/n! e que a série

Y Al = el
n=0

~ o A -
converge, entao a serie das normas converge € e estabemde
finido.

Vamos estabelecer agora algumas propriedades do o-
perador exponencial.

TEOREMA 1.3 - Se A,BEL(E,E), entao,

A
e el Al (1.8)
et = g% (1.9)
ereB= eA+B (1.10)
quando A e B comutam;
etA-I
I z - Al — 0, (1.11)

para t+40.
Se A e B comutam e "etAHs 1, HetBﬂs 1, ¥t=0,

le - B <t)as-Be, Vt20, fEE. (1.12)



DEMONSTRAGAO - (1.8) e (1.9) sao de verificacao imediata;
(1.10) segue de

ll

AB_ (% 1 0 (% 1 .n _ v 1 .3 1 i-j
° Ale B = — A B =
¢ e [ 20 nt ] [ Z0 n? } iZQ jZO it (i-3)°

n
o~ 8

Para‘'demonstrar (1.11) consideremos

tA v (" O I R _
let-eal = ) [ G- r-eall ) S - Mg
n:

n=
dividindo por t e fazendo t+0 temos:

etA—I

1im|| T

t+0

el Al
-1
- lal =0

- Al = lim
t40  ©

Dado que A e B comutam temos:

fazendo n—+© e aplicando (1.11) concluimos:



A =B
tA tB : e f-f e f-f - .
le " f-e "f] s lim t| C | = t|Af-Bf|] 8

n-—+oo

COMENTARIO - Se ”etAHs 1, V¥t20, entao, por (1.10) e obser-
vando que

0 n,n
lim e = 1im § LR £ = g
t+0 t+0 n=0 )

temos que, etA define um semigrupo fortemente continuo de

contragoes que tém, por (1.11), como operador infinitesimal
o proprio operador A.
TEOREMA 1.4 - Seja {1t}t20

de contragoes e A seu operador infinitesimal.

um semigrupo fortemente continuo

Para todo g€E e A>0, a equacgao
Af-Af = g (1.13)
tém uma Unica solugao f€D(A) dada por:
_ _ [T -t
f = ng = J e I gdt. (1.14)
0 t

O operador Rx, que chamaremos resolvente do opera-
dor A, definido em (1.14) € linear e

1
IR, el = 5lel. (1.15)

DEMONSTRACAO - Pelo Teorema 1.1, T,g € continua como fungio

de t e a norma do integrando €& majorada por
-\t .. . ,
e A lgl que & integravel em [0,«). Por A.1 concluimos que

e tTtg € integravel e R, esta bem definido. F imediato que

Ry € linear dado que T, o & e (1.15) segue de

ot 3k * At 1
Irgel = 1] e el < [ e <[ oM ghar = 1 el



Temos agora, usando A.Z2

-At
Thf = Th[[? e Ttgdt]

= g LT g T gdt

e segue-se entaod que

At _ (7 ~X(t-h) .. _
L e Tt+hgdt Ll e Itgdt =

h
e*h[f-l) e T gdt]

T, f-f exh_l eAh h Xt
Af = lim = lim f- JO e T gdt =
ho P hyo D B ¢
NIV B LY
= M- 1lim e h L e Ttgdt = M-g.
h+0
Logo, f€D(A) e f € solugao na equacgao (1.13). So
resta demonstrar a unicidade da solugao (1.13). Suponhamos

que existam duas solugoes diferentes £ e f da equagao (1.13).
Logo, Afl-kfz-Afl
h#0 e Ah-Ah =0, ou seja Ah= Ah. Se considerarmos a funcao

g At T.h, usando (1.4) e (1.3) temos:

+Af2= 0 e tomando h = fl—fz, segue-se que

9 -\t IOV -\t 3 o AL o -At )
3¢ © Tth = =)e Tth+-e ﬁf'Tth Ae Ith+-e ATth
et SAL o oy amA St oy
= -Xe Tth+-e TtAh Ae Ith+-e Itkh 0.
Int , d -\t . .
ntegrando 3t © Tth em [0,t], por A.4 temos:
e T hh = 0 = h o= M T h;
e como T, € uma contracgao
=Xt -At
Ihl = lle *" Tl s e”*"h], vt>0 = || = o0,

0 que € absurdo. ®§



COMENTARIO - Este teorema implica que o operador Xl -A de
“D(A) em E € biunivoco e o seu inverso € o ope-

rador R que chamaremos resolvente do operador A, ou indis

A 3
tintamente, do semigrupo Tt'

LEMA 1.5 - (Dynkin, Ref. (2], Lema 1.2, pag.27) - Seja u(t)
uma fungao continua de R em E tal que VA>0

[ e M yu(v)dt = o. (1.16)
0

Entao, u(t) =0, V¥t=0.

TEOREMA 1.6 - Se Tt B Té sao semigrupos fortemente continuos

de contragoes tais que seus operadores infini

tesimais coincidem, entdo, os semigrupos também coincidem.

DEMONSTRACAO - Dado que o operador infinitesimal € o mesmo

para os dois semigrupos, pelo Teorema 1.4, o

resolvente também o €, ou seja ¥A>0, VYg€EE:
_)\t _ *® —>\'L ' e -At m s ol 3y —_
lj e Ttgdt = L e Ttgdt = L e [ltg Tthdt = 0.

Como T g-Tig € uma fungao continua de R, em E, pelo Lema 1.5
temos que Ttg— T£g= 0, Vt20, VgEE 8

TEOREMA 1.7 (Hille-Yoshida) - Sejam E um espaco de Banach e

A um operador linear de dominio D(A). O opera-

dor A sera o operador infinitesimal de algum semigrupo for-
temente continuo de contragoes Tt definido em E, se, e so-

mente se, as seguintes condigoes se verificarem:
i) D(A) & denso em E;
ii) Vg€E, ¥A>0 a equagao Af-Af=g tem solugao fED(A);
1ii) |Af-Af] 2 | Af]], VEED(A), VA>0.



O semigrupo T, € unico.

DEMONSTRACAO - Suponhamos que A seja o operador infinitesi-
mal de {Tt}tZO'

magao iii) do Teorema 1.2. O Teorema 1.4 nos assegura a con

A condigao i) segue da afir-

digao ii) assim como da afirmagao (1.15) do mesmo teorema Se
gue-se iii).

Suponhamos agora que se verificam as condigoes i),
ii) e iii). Para demonstrar a existencia de Tt construire-
mos uma familia de operadores lineares limitados {AA}A>OCNG

anroxima A. Mostraremos que “\}A>O geram semigrupos {Té} que,

>
para A+, convergem para um Semigrupo Tt‘ Finalmentéodammg
traremos que este semigrupo tem como operador infinitesimal
o proprio operador A. Se Af-Af =0 a condicao iii) implica que
f=0 e a equagao Af-Af =g tem uma unica solugao, uma vez que
se £, e f, forem solugoes entao

kfl— kfz— Af1+-Af2 = A(fl-fz)-A(fl—fz) = (0 = fl— f2 = 0.

Denotaremos por Rxg a solugao da equagao em ii). E

imediato que o operador R, € linear e de iii) segue-se que:

A
lel = Ixf-A£] = [xf] = x|R,gl,

ou seja,
IRyel = 5 el (2.1)
A X 18 '
e RA € um operador limitado, satisfazendo
)\R)\g—AR)\g = g, Vg€EL. (2.2)

Aplicando Ry na igualdade (2.2) efazendo R yg=1f ob-

A
temos:



ARxf- RAAf = f, VEED(A) . (2.3)

De (2.2) e (2.3) segue-se que

RAAf = ARxf, VEED (A) (2.4)

e por (2.2) e (2.4) temos

RR +R g = +R g = R[UR g-pl+R g =
MR g = ARRg+Rg=RAR g+R g = RyLuR g-gl+R g

“RARug_ Rxg*‘Rug == (A-u)RARUg = R“— RA'

Portanto, os operadores R, e Ru comutam, pois,

A

R g-R -
RR g =20 A DENE gk g
A A=U H=A noAG”

Usando agora (2.3) e (2.1) segue-se que:

1
IAR, £-£] = R, Af] = Y A€, VEED (A) .

Considerando g€E € possivel escolher fED(A) tal que
lg-£ll <€/3. Tomando X\ > 3|Af|/e na desigualdade acima, temos:

3R, g-gl < [AR,g-AR, £ +[[AR, £~ £] + || £-g] <
1
< MRy | [g-£] + 5 IAL] + [g-£] < 2] g-£] + e/3<¢
e podemos estabelecer

1im ARAg = g, VgEE. (2.5)

A\ oo

Seja A, = AAR

N \+ por (2.2) AARA=[ARA-I] do que segue



[A £] = |ATAR, -TI£] s ACIAR £ + €] < 22 €], VEE,

ou seja, AA e um operador limitado. Usando de que RAgGD(A),

Vg€E, de (2.4) e da comutatividade de R, e RU segue-se que:

A

A = MR = 2R.R = MAZR R, = \p(R AR = A A
Ak v Awﬂﬁ‘ AHA Ay + WA A

oA
e concluimos que Ay e Au também comutam.

Como A e RA comutam sobre D(A), por (2.5) temos

Lim A f = Af, VEED (A) . (2.6)
Ao

tA)

Seja o semigrupo Tt==e De (1.10).6 (1.9) segue-

se que:

20y - - 2 - 2
Tt - etl Ry-tAl _ M tal 2 Ry _ oA etx Ry (2.7)

e temos:

o 2 . -
"Ti” = @ t)\“et)\ R)\n £ @ t>\e>\t“)\R)\u éE tA et)\ = 1. (2.8)

De (2.8), (2.1) e do comentario que segue o Teore-
ma 1.3 concluimos que {Ti}t*O € um semigrupo fortemente con
tinuo de contragoes. Dado que HT%H <1, Vtz0 e A, e Au comu

tam podemos aplicar (1.12) e temos:

Ae_ oM o
"th th" < tHAxf Aufu.

Como VfED(A), Axf tem limite para A+ o deduz-se que

VtED(A) o lim Ti existe e, além disso, a convergéencia € uni
}\—roo

forme em relagao a t sobre todo intervalo finito. Seja Tteg
te limite.

Da passagem ao limite em (2.8) segue-se que:



I £l s 1l VEED (A) (2.9)

Como Tt € um operador limitado definido em um sub-
conjunto denso de E, ele pode ser prolongado de modo uUnico
a todo E. E claro que (2.9) ainda continua sendo valida pa-

ra a extensao e verifica-se:

lim T = T.f,  VfE€E,
A =00 t t

uma vez que, tomando uma sequeéncia {f } contida em D(A)

nEN
tal que fn — f temos:

A . ;
T T 1] s |TRe-rhe |+ fTRE <1 € | T £ -T £

A
< 20£-5, ]+ | ThE T 5

onde,eé possivel fazer a Ultima expressao tao pequena quanto
queiramos, pois como fHGD(A), Tﬁ

N U |
Como TSoth--TS+t

TgeT £=T_, . f e entao {Tt}tzo )
Temos que mostrar agora que Tt e fortemente continuo e para

isso escrevamos

fn — thn para A - o,

f segue-se, passando ao limite,que

€ um semigrupo de contragoes.

IToE-£ll s T E-TREl + | TRE-E]

Dado que TAf converge para T f uniformemente em todo 1nterva

lo finito podemos escolher A suf1c1entanente grande tal que MT f-T fH <
< g/2, Vte(0,1] e camo TA € um semigrupo fortemente continuo existe &>0,
tal que Vt <6, wﬂfim<e/2 Portanto, ¥t <6, | T f-f] <e.

Seja A1 o operador infinitesimal do semigrupo Tt;
temos que provar que Al=.A. Como AA e o operador infinitesi
mal de Ti, por (1.5)

) 2
Afo £ = j T £ ds. (2.10)
0 STA

Ty



Para toda fED(A) temos:

A - A A A A
ITAETIA ] s [T AETAAR] + [ T206-T0A 6] < |TAE-TIAL] + [ AL-A 1]

€ COmo para A+« Tg converge uniformemente em relagaoa s so
bre todo intervalo finito e de (2.6) AAE — Af, temos que
T;Axf converge a TSAf uniformemente em [0,t]. Fazendo X+

em (2.10), podemos tomar o limite dentro da integral e por-

tanto,
t
th- f = J TsAde.
0
Da continuidade de T_ e de A.3 (Apendice 3) segue-
se que:
th—f 1 t
lim T = 1im T J TSAfds = Af
t+0 t+0 0

e A1=.A sobre D(A). Resta demonstrar que D(Al)S D(A) e para
isto seja fBD(Al) e g= Af-Alf. Pela condigao ii) existe f€D(A)
tal que Af-Af=g; mas, como A, = A sobre D(A) entdo tambémve
rifica-se xf-A1f= g e como pelo Teorema 1.4 a equacaoem ii)

tem uma Unica solugido segue-se que f=1 e D(A) =D(A).

E imediato, a partir do Teorema 1.6, a unicidade de

{T_} B

t-t20"

. . > & -
Dizemos que um subconjunto E de um espago E e um
. -
cone se para qualquer dols elementos fl,fZEh e constantes

C1:Cy 2 0, verifica~se que c,f. +c,f e’ .

17122
COROLARIO 1.8 - Seja EY um cone fechado de E. Se Af - AfEE"
implica que f€E+, entao o semigrupo Tt e in

variante em E+, ou seja, se f€E+, th€E+, ¥Vt > 0.

DEMONSTRACAO - Dado que o operador R, € o inverso de AI - A,

A



dizer que ()\I—A)fGE+ implica feE" equivale a dizer que
R)\(E+) <g'.

o= 2 - - .
Como Ti: e At etx R por (2.7), segue-se que Tt e dinvarian
te em E+, pois, '

n 2 i .
tA2Ry, _ lim § LT (ryie
€ f - n-+o i=0 1. >\

. -, - + +
onde, a reduzida da serie esta em E por ser E um cone e,
- & N - = +
como e fechado, entao o limite tambem esta em E .

A afirmagdo do colorario segue dos fatos E' & fe-
chado e th € o limite de Tif. ]

COMENTARIO - Se E € o espago das fungoes continuas o valo-

res reais sobre um espago K, com a norma do su
premo, e E" & o conjunto das fungoes nao negativas (€ ime-
diato que & um cone fechado), o corolario afirma que se \f-
-Af nao negativa implica que f também o &, entzo, o sSemi-
grupo T, leva fungoes nao negativas em fungoes nao negativas,

ou seja, T, € um operador positivo.

t

Seja E um espaco de Banach e <-,+«> uma aplicagao de

ExE em R. Dizemos que <+,*> € um semiproduto interno se

Vy€E a fungao x — <x,y> € linear; (3.1)
<x,x> = [x]|?; (3.2)
|<x,y>| s x| [rl. (3.3)

LEMA 1.9 - A aplicagdo ¢_(x) = <x,y> €& limitada e de norma i

gual a |y

.

DEMONSTRAGCAO - Por (3.3) segue-se que:




|¢y(X)| |<x,y>|  lxll Iyl
| <
Il x|l I ]| || x|]

= |yl , VXEE,

logo, ¢y e limitado e H¢y"s lyll . Além disso, de (3.2) temos:

[0, (1 <y.y>|
Iyl Iyl

= |yl

e, portanto, Il¢yll = |yl . 2!

COMENTARIO - Um semiproduto interno associa para cada yEE u

ma aplicagao linear limitada de norma |y]e tal
que ¢y(y)= lyll?. Por outro lado, se para cada yEE tivermos
associada uma aplicacgao ¢y nessas condigoes, entao a fami-

lia {¢y}y€E define um semiproduto interno atraves de:

x.y> = ¢, (x) (3.4)

uma vez que (3.1) segue da linearidade de ¢y,<x,x>= ¢x(x) =
= |x]|* e (3.3) segue de

[<xoy>| = 1o, 001 s Loyl Ixl = Iyl Il

Denotaremos por W(y) o conjunto das aplicagoes 1li-
neares limitadas tal que a norma € igual a ||y|| e o valor que
tomam em y € |y|]?.

LEMA 1.10 - Dado um espago de Banach existe nele pelo menos

um semiproduto interno compativel com Ssua norma.

DEMONSTRACAO - Pelo comentario acima basta demonstrar que
Vy€E € possivel definir uma aplicagao ¢y tal
que ¢y€W(y).

SejaEyc)subespago gerado por y(Ey={Xy:X€R}); Ey e



um subespago fechado de E e definamos
0 = 2‘ 0 b = ) 0 = ) 2.
0500 = Iyl%, 02 00y) = ML) = Alyl

E imediato que ¢° € uma aplicacao linear limitada sobre Ey
e H¢;H= |yll. Pelo Teorema de Hahm-Banach segue-se que exis-
te uma aplicagao ¢_, linear limitada que prolonga ¢; a Ee
ave Lo 0 =lyl. @

LEMA 1.11 - Dada uma sequéncia {¢n} de aplicagoes linea-

neN
res limitadas de E em R tal que

sup ¢ || sM<w,

" n
existe uma subsequencia ¢nk que converge fracamente para u-
ma aplicacao linear ¢ (ou seja, ¢nk(x) — ¢(x), VxEE) e

l¢] s Lim sup loy -

DEMONSTRACAQ - l¢,(x) | s M|x], VneN. Consideremos para cada
x€E o espago Z = [-M|x| ,M|x|] com a topolo-
gia usual e seja Z o produto cartesiano de {ZX}

xEE com a to
pologia produto; Zx € compacto e pelo Teorema de Tijonov Z
também o €.

Para cada ¢  fica associado um Gnico ponto 7' e Z,
cuja coordenada ZQ em ZX € dado por z§= ¢n(x). Como Z & um
espago compacto, a sequéencia {Zn}nGN tem alguma subsequencia
convergente. Seja z o seu limite. Como z K+ zna topologia
produto, entao converge coordenada a coordenada, ou seja,
z;k —r 2 VxEE. Definindo ¢ (x) = Zy s verifica-se que '

¢nk(x) — ¢ (x), VxEE.

Do Teorema de Banach-Steinhans segue a afirmagao do Lema. B

Dizemos que um operador linear A de D(A)cE em E &
um operador dissipativo se existe um semiproduto interno em
E tal que ¥xED(A), <Ax,x>=< 0.



TEOREMA 1.12 - Um operador A & dissipativo se e somente se:

I xx-Ax| = A|x], ¥XED(A), X1>0. (3.5)

DEMONSTRACAO - Seja A dissipativo e <:,+> o semiproduto in-
terno tal que <Ax,x>s< 0, ¥x€D(A). Por (3.2),
(3.1) e (3.3):

Alx[? = A<x,x> = <Ax,x> € <AX,X> - <AX,Xx> =
= <Ax-Ax,x> s | ax-Ax] |x] = A|x] s |rx - Ax].

Suponhamos agora que (3.5) se verifica.Para demons
trar que A € dissipativo basta demonstrar que podemos achar
uma aplicagao wXGW(x) tal que wx(Ax)s 0, VxED(A).

Fixemos xED(A). Seja {An}nGN uma sequéncia tal que
An> 0, An — ® g Anx~Axx 0, ¥nEN. Para cada An podemos esco
lher uma aplicagao ¢n€W(Anx—Ax) (ver demonstracgao do Lema
1.10). Fazendo y_ = ¢n/u¢n" temos ”wnﬂ= 1 e do Lema 1.11 se-
gue-se que existe uma subsequéncia {wnk}kGN que converge fra
camente para uma aplicagao linear limitada ¢ tal que
lel < Lim inf Jwpl = 1.

Temos, por outro lado,
v(x) = |x] (3.6)
pois

1 1 Py Qi)

P(x) = lim ., (x-+— AX) = lim
ko o Ak g |
| Ay x-Ax| *
= lim 1 K = lim |x- 5 Ax| = |x] -
ke Mk A x- A ko ik

njc
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Portanto, concluimos que |y| =1.

De (3.5) e HwnH= 1, VneEN segue-se que:
Al < I x-Ax] =y (O x-Ax) = Ay (x) - ¥, (Ax) <

s aplxl - v (Ax) == ¥ (Ax) s 0, VneN

e, portanto,

Y(Ax) = 1lim ¢nk(AX)S 0. (3.7)
K-+oo0
Definindo y = [x|y temos que y_ € uma aplicagao 1li-
near limitada de norma “wxu= x| Jwl=1lx] e por (3.6) y (x)=
= x|?*, ou seja, Y, EW(x) e por (3.7) verifica-se que
wx(Ax) < 0. B

COROLARIO 1.13 - Se A é dissipativo, para todo A >0, o ope-

rador AI-A é injetivo em D(A) e o seu in-

verso € um operador limitado cuja norma € menor ou igual a
A-l

DEMONSTRACAO - Sejam x,y€D(A), x=y. Pelo teorema anterior
I I-A)x - (AT-A)y| = | (AI-A) (x-y)| = Alx-y] > 0.

Seja w€D((AI—A)—1), ou seja Jx€D(A) tal que
(MI-A)x = w e

=]

lar-ml = Ix| = 5x] s ghax-ax] = glwl @

LEMA 1.14 - Dado um operador B, linear e limitado, deE em E



tal que |B| <1, o operador I-B tem inverso e este & dado por

(1-8) "t = 7 8",
Notemos que tanto I-B como (I-B) ~ sao operadores biunivo-
cos de E em E.

DEMONSTRACAO - Como |B| <1 a série

J B"
n=0

converge absolutamente, pois

co

v n
I IB% s T IBI™ = 1/1-|B].
n=0 n=0 _

Concluimos entao que

T pn
n=0

converge e (-'I—B)-l esta bem definido.
Como "BNH — 0, para N — o
N-1

s n N
Y B~ ¥ B"f|=1im £-B f=£.
n=0 n=1 Nooo

o N-1
(I-B)o ¥ B"f=1im (I-B)o } B"f= lim
n=0 Neoo n=0 Noeo

De maneira analoga demonstra-se que

f Bn](I—B)f = f. 0
n=0

TEOREMA 1.15 (Lumer-Phillips) - Seja A um operador linear de

E em E de dominio D(A). O operador A € o opera

dor infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de con
tragoes se, e somente se,

i) D(A) & denso em E;

ii) 3A0>0 tal que (XOI-A)(D(A))= B



iii) A e dissipativo.
0 semigrupo € Unico.

DEMONSTRACAO - E claro que se A é o operador infinitesimal

de algum semigrupo as condigoes i) ii) e iii)
se verificam, pois estas sao mais fracas que as condigoes do
Teorema de Hille-Yoshida.

O Teorema 1.12 nos diz que a propriedade de ser dis
sipativo € equivalente a condicao iii) do Teorema de Hille-
Yoshida. A condigao ii), em outras palavras, nos diz que a
equacgao Agf-Af =g tem solucao para todo g€E. Logo, para de-
monstrar que as condigoes i), ii) e iii) implicam na existen

cia do semigrupo €& suficiente mostrar que:

(AI-A) (D(A)) = E, VA>0.

OI—/\)_1 e fazendo

RA0= ()\OI-A)—1 temos que RAO esta definido em todo E e
R <1/x,. Portanto,
A0 0

Pelo Corolario 1.13 existe (A

FO-XIRy ol < [A-2p1 /2y < 1, VAE(0,22) .

Pelo Lema 1.14 segue-se que I—(AUA)RMY=I+(NAONQO

vai de E sobive E e tem inverso. Definamos:

-1
R, = RygLI+(A-2)Ryg1 7", VAE(0,2)(). (4.1)

Mostremos que (AI—A)oRA==I e portanto,
(AI-A) (D(A)) = E.
Como, por hipotese, RKO vai de E em D(A), entao

(AI-A)R,

esta definido, VfEE e:



-1 -1
(\I-A)R, £ = ARy LT+ (A-A) Ry 17 F-ARy 4 LT+ (A-2 )Ry ]

f:
o ~ -1 ) S ) S
(=XIRy LT+ (A=A )Ry 177 £+ Ry LT+ (A=A IRy 37 £=ARN G LT+ (A=) )Ry 1

-1

a=1 :
(A"AO)RX0[1+(A‘XO)RXOJ f*-(XOI—A)RAO[I +(A-A0)RAOJ £ =

-1 ~1
(A-AIR LI+ (A=A Ry 17 £+ LI+ (A-X )Ry, 1 £ =

1

[(A-AO)RAO+I][I+(A-XO)RAO]— f = f.

Na realidade, R) €& o resolvente em A do operador

Extendendo por indugao a definicao de Rk conclui-
mos que YA >0, (AI-A)(D(A)) =E. 5]

COROLARIO 1.16 - Um operador linear A limitado e dissipati-

vo, definido em todo E € o operador infini
tesimal de um Gnico semigrupo fortemente continuo de contra
coes. -

DEMONSTRACAO - Por hipotese A & dissipativo e definido em to

do E, entao, pelo Teorema anterior resta de-
monstrar que, para algum XO} 0, (AOI—A)(E)= E o que & equi-
valente a (I—A/AO)(E)= E.

-

Seja ||A] = M. Tomando Ao =2M a norma de A/x, & 1/2
e pelo Lema 1.14 segue a afirmacao. @

Dizemos que um operador linear € prefechado seo fe

cho do seu grafico € o grafico de um operador linear fecha-
do.

LEMA 1.17 - Um operador linear A € prefechado se, e somente,



Se

x — 0 e Axn ~+ Yy implicam y = 0, (5.1)

DEMONSTRAGAO - Seja A prefechado e A seu fecho. Como A & fe-
chado segue-se que:

y = lim Axn = lim AnX = A(lim xn) = A0 = 0,
-+ T~ 110
Suponhamos agora, que se verifica (5.1). Seja G(A)cExE
o grafico de A; (x,y)€EG(A) implica que existe uma Ssequencia

{xn}nGN tal que X, = X e Ax_ — y.

Mostremos que G(A) € o grafico de um operador. Se-

jam (x,y'), (x,y")EG(A), entao existem sequéncias {Xﬁ}nGN e
{xn neN tais que
x'!' — x, Ax! — y'
n n
(5.2)
X, — X, Axn —> Yy
e, portanto,
XI'l-x;l' — 0, A(xr'l—x;{) = AXI'l—Ax;l' — y'-y" (5.3)

e de (5.1) concluimos que y' = y'".

Seja A o operador cujo grafico é G(A); da lineari-
dade de A segue, imediatamente, que A também € linear e é fe
chado desde que seu grafico é fechado por definicao. 0

TEOREMA 1.18 - Se A € um operador dissipativo de dominio den-

so em E, entao A € prefechado e seu fecho A
também € dissipativo.



DEMONSTRAGCAO - Raciocinando por absurdo, suponhamos que A

nao € préfechado, pelo Lema 1.17 existe entao
uma sequencia {x } .. tal que X, = 0 e Ax — y =0 para me.
Podemos supor que |y| =1 e como D(A) & denso em E (e € um
-subespago), @ possivel escolher u6D(A) tal que |u-y| <1/2 e

lul =1.

Seja <+ ,*> um semiproduto interno tal que <AXx,x> =
= ¢X(Ax) <0, ¥x€ED(A). Tomemos c >0, U*tCX  — U para n - ® e
portanto

Sup [0, | <@ (ypey Qe e o, | = Jurex ).
n n

u+c +
Xn u CXn

Pelo Lema 1.11 podemos extrair uma subsequéncia da

sequéncia {¢ }nGN’ que converge fracamente para um ope-

u+cx
rador linear ¢ tal que:

l¢] <1im inf "¢u+cx | = lim inf lutex || = Ju]
+® n n-e
k
Como por outro lado
¢(u) = lim ¢, .y (utcx ) = lim Ju+ex_ |? = Ju]?
koo ny ny ks ny

temos |¢| =[u} =1.

b)) = o) +oly-u) = [lu]* -p(u-y) 21 -Jo] Ju-y] = 1-Ju-y]
e pela escolha de u, podemos estabelecer

o(y) 21/2 (5.4)

Além disto, A(u+cxn) =Au+.c/\xn — Au+cy do que sese

gue:



¢ (Au+tcy) = lim ¢ (A(u+cxn )) <0
koo k

u+cx

Mk
ou seja, ¢(Au) <-c¢(y). De (5.4) concluimos entao que ¢(Au)s<
< -c/2 o que & um absurdo se escolhermos c > 2[|Au] uma vez

que ficaria

¢ (Au) <-[Au] == |¢(Au)] >[Aul = Jol [Au].

Temos entao que A & préfechado, seja A seu fecho.
Para mostrar que A & dissipativo bastara determinar VxED (A)
uma aplicagao ¢XGW(X) tal que ¢X(Ax) <0. Como A & uma exten
sao de A e este & dissipativo, ¥x€D(A) podemos escolher uma
aplicacao ¢, nessas condigoes.

Seja x€D(A), x¢D(A). Escolhemos uma sequéncia {xn}IIGN
contida em D(A) tal que X, — X e Ax_ — Ax. Com um racioci
nio analogo ao empregado na primeira parte da demonstracgao,

temos que existe uma subsequéncia

{¢xn heen de {¢xn}neN
K

que converge fracamente para uma aplicacgao ¢, que verifica:

lo I = Ixls 6,00 = IxI” e ¢ (&) = Lim ¢, (Ax ) <0.
koo ny k

Para x@D(A) escolhemos uma aplicacao ¢XGW(X) qualquer.

Pelo comentario que segue ao Lema 1.9 concluimos que
esta familia de aplicagoes define um semiproduto interno;so
bre o qual A & dissipativo. |

LEMA 1.19 - Seja A um operador fechado e dissipativo de do-
_ minio D (A). Entao, para todo A >0 (AI-A)(D(A) €
fechado em E.



DEMONSTRACAO - Seja y€(AI-A)J (P(A)), podemos escolher uma se
quencia {xn}HGN em D(A) tal que Axn—Axn-+y.

Como A & dissipativo temos:

llxxn—xxmll = ||)\(xn—xm)|| sux(xn-xm)—l\(xm—xm)l = | ()\xn-Axn)-()\xm-Axm)”
e dado que {XXn-Axn}neN € uma sequéncia de Cauchy, {Xn}HGN

também o €; seja x seu limite. Usando agora de que A & fecha

do e portanto também AI-A concluimos que x€D(A) e Ax-Ax=y.H
Vejamos agora o teorema central desta secgao.

TEOREMA 1.20 - Seja um operador linear A definido em E, de

dominio D(A) que verifica
i) D(A) € denso em E
ii) Ing >0 tal que TTET:KTT?TKTT =E
iii) A & dissipativo.
Entao A € préfechado e seu fecho & o operador infi
nitesimal de um Unico semigrupo fortemente continuo de con-
tragoes.

DEMONSTRACAO - Pelo Teorema 1.18 temos que A é préfechado e

se A & seu fecho, A também & dissipativo. Ob
viamente A tem dominio denso, pelo Lema 1.19 (AOI—A)(D(ﬂ))
¢ fechado e

(g 1-R @ (R) > TGT-RTAYT - E.

Concluimos que (XOI—R)(D(K)) =l e para o operador A as con-
digoes do Teorema Lumer-Phillips (Teorema 1.15) sao verifi-

cadas de onde segue-se a afirmacao do Teorema. ]

LEMA 1.21 -~ $eja {Fn(s)}nGN uma sequeéncia de fungées de R,
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em E que € limitada e equicontinua no seguinte sentido:
1K >0 tal que HFn(s)” <K, VneEN, Vs 20 e
Ve >0, ¥s 20, 36 >0 tal que VYs' 20 |s'-s| <& implica
IFn(s)—Fn(s )| <€, ¥neEN (6.1)

Se {Fn}nGN verifica

lim ﬂf g S F (s)ds| = 0, ¥A>0 (6.2)
nre '
entao
lim sup ”Fn(s)" =0, Vtz0 (6.3)

n+eo (0ssst

DEMONSTRACAO - Seja

lim  sup HFn(s)ﬂ = y.
n+o O0<s<t

Podemos escolher uma subsequeéencia de {Fn}nGN tal que seu 1i
mite seja y. Para simplificar a notacao suponhamos que
{Fn}DGN ja & subsequencia.

Dado que F_ e continua sobre o compacto [0,t],para
algum snG[O,t], Fn toma o seu maximo. Pelo Teorema de Hahn-
Banach existe uma.aplicacao linear v, tal que an” =1 e
Vn(Fn(sn)) =|Fn(sn)u. Como Vn(Fn(s)) sﬁFn(s)H elmedlato.que

sup [|F (s)] = sup V (F (s))
O<sst f O<ss<t - n

e portanto:

lim sup V_(F _(s)) = v.
n+o (<s<t non



Se definirmos ¢n(s) =Vn(Fn(s)), s€[0,=), temos que
{¢} gy € uma sequeéncia de fungoes equilimitadas e equicon-
tinuas ja que:

|¢n(s)| = lvn(Fn(s))| sHVﬁH HFn(s)" <K, Vs20, ¥neN
e se § >0 & tal que se s'20, |s'-s| <8 verifica-se (6.1),
|¢n(s')—¢n(s)| = IVH(Fn(s')—Fn(s))| s“Vnﬂ nFn(s')-Fn(s)” <e.

Pelo Teorema de Ascoli podemos escolher uma subse-
quéncia {¢nk}k€N que converge para uma fungao ¢ que obvia

mente também esta limitada por K, e & continua.

Usando o Teorema da Convergencia Dominada de Lebes

gue e A.2 (Apendice A) segue-se que Vi > 0.

|j e—ks¢(s)ds| = |lim j e-As¢ (s)ds| = |lim J e Sy (F (s))ds|=
0 0 e 0 M Tk

oo oo

’ ® s p -
= |1lim V (J e "°F_ (s)ds)| <lim |V (J e "°F_ (s)ds)| <
Mk Jo Mk M Jo Mk

koo keroo )

00

< lim |V | nf e E_ (s)ds| = lim |f e (s)ds| = 0
ko Mk o " ks )0 Mk
por (6.2). Do Lema 1.5 concluimos que ¢(s) =0, ¥s20 e temos
que em [0,t] ¢nk(s) converge uniformemente para zero dado
que & uma sequéncia equicontinua de fungoes. Podemos afir-
mar entao que

lim sup ¢ (s) = 0,
k+o Ossst 'k

ou seja, y =0 e fica demonstrada a afirmagao (6.3). B



TEOREMA 1.22 (Trotter) - Sejam {TE}HGN’ Tt semigrupos forte

mente continuos de contracoes definidos em E

com operadores infinitesimais {An}nGN e A respectivamente.

Se

D = {f6D(A): 1lim Anf = Af}cD(A)

n-+o

€ denso em E e tal que o fecho da restricdo de A a D & 0 pro

prio operador A, entdo

lim  sup [T f-T f| = o0, VFEE, Vt6[0,=). (6.4)
n>e (O<ss<t s

DEMONSTRAGAO - E imediato que a restricdo de A a D continua

sendo dissipativa (A o & pois € um operador infinitesimal).
Como por hipotese D & denso em E, pelo Teorema 1.18 esta res
trigdo € préfechada e portanto tem sentido falar de seu fe-

cho.
Se (6.4) vale em D entao para qualquer g6E, fixado

t e dado € >0 existe g,6D tal que Hg—gou <g/3; tomando

n,: ¥nan sup | 1g -T g |<e/3
0 0 ooup T8y Tl

temos que

n n n v 3
| Te-Tsel sITge-Togol +1Togy-Togol +1T gy-T el s

s 2g-ggl +lTgey-T gyl <e, ¥nzn, Vs€L0,t]

e (6.4) vale para g. Resta demonstrar que (6.4) verifica-se
em D.

Seja f6D e



= 3l =

y = Iim sup HTnf—T £,
n+® o0ssst ° s

pordemos extrair de {Tg}nGN uma subsequencia que tenha y co-
mo limite. Para simplificar a notagao, denotaremos esta sub
sequéncia por {Tg}nGN' Temos que demonstrar que y =0. Para
isto mostremos em primeiro lugar que:

lim MJ e“*S[T;‘f-TSf]ds" =0, ¥A>0 (6.5)
0

N>
Fixemos X >0 e definamos:

gA # (AI-A)“lf = R, f = J e S T fds
0 S

gAGD(A) logo existe {gg} contida em D tal que:

A A A A
g, — &8 €, Agm — Ag”. (6.6)
Dada uma subsequencia {Tnk} qualquer de {T")
s "n6N 4 s " nEN
Como
. A A
iig Ankgm 7 Agm, YmGEN ,

podemos extrair de {Any ),y Uma outra subsequéncia, (denote-
mos - por simplicidade {Anm}meN) tal que:

A A '
Anmgm —r Ag (6.7)

S S A
SeJarfm =M, Anmgm’

® s ¥ -As i A
I e e erast <f e rrineaing s«

B TR S * -)s A
> |JQ e NS -T £1ds| Sfo e S TN ds +
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o0 -—)\ 1 >\ "}\S,, )\ (o4} ..AS >\ )\
+ ”J ) ST;nfmds -fm e lsfds” s”f—fmﬂf e ds.fugn_g | =
0 0 0
= X~|Ag -Ag -(Agm-An gm)“+ Hgm - g s
m
L oM+ 2 A_p A A A Ay L1 r
< th -)\gm”w“-}\-"/\nmgm-/\g I+ 8,78 | = zlgm_g I +X"Anmgm"Ag "

do que segue-se por (6.6) e (6.7), que
1imnf e ST me-T _f£1ds| = 0
0 s s

n-+co
e concluimos que (6.5) vale,
Pondo Fn(s) =T2f —Tsf, temos entao demonstrado que
se verifica para {Fn}nGN a condigao (6.2) do Lema 1.21.
Como T, e TJ sdo contragGes temos que

15, ()]
Supondo s'<s

[E (s")-F_(s)]

I Tge-T £] s 2| €], VnEN, Vsz0.

n 5 5 ) s
HTS,f—ls.t-Tsf+Tsf” <

N, .0 " n - o
S ATGE-Tg f] + | TgE-T  £] < TS E-€] +|T___, £-£]
e portanto, para demonstrar que a sequéncia F € equiconti-
nua basta mostrar que €& equicontinua na origen.

Como f&D temos que Anf —+ Af e portanto existe K>0
tal que HAnf” <K, ¥neN e |Af| <K. Por (1.5) segue-se

s “ s
|0 e-£] = H[ A fdul slf JT"A_£]du <Ks
s g un 0 L um
¢ o mesmo vale para |T_f-f|. Concluimos entao que F & equi
continua na origem.
Sao satisfeitas as condigoes do Lema 1.21 e substi

tuindo Fn por Tgf —Tsf em (6.3) segue-se que y =0, B

- 0 -



CAPTTULO I1

Seja E um espago de Banach e consideremos duas se-

e {U_} defini-

quencias de operadores limitados {M } .. n! nEN

das em E. Suponhamos ainda que,

YneN,. Qn = Z M, U
k=1

€ um operador dissipativo.

E claro que £ gera um semigrupo fortemente conti-
nuo de contragoes (Corolario 1.16), o que nos interessa €en
contrar condigoes nas quais, o "limite" da sequéncia Qn tam

bém gera um semigrupo.

Seja @ o operador limite de {Qn} definido da se-
guinte maneira

QfF = 1im an (1.1)

n-o>o

0

para todo f6E onde este limite existe.

E facil verificar que 2, e um operador linear.

Qo(f+g) = lin Qn(f+g) = 1lim Q_f +1im Qg = Qof t858
n-+o n-rwo n-c

-32-



2,(xg) = ilm 2, (Ag) = Alim 2 (g) = A8

n-+e

e dado que Q. e dissipativo VnEN, 2, também o €,seja fED(Q
g =f —Aﬂof (*).

o

lel = Ie-an el = 1im [£-2e €] =] f] .

nN->co

Em geral @, nao esta definido VfEE, nem sequer po-
demos afirmar que D(QO) seja denso em E, por isso teremos
que colocar isto como hipotese. Seja {”k}kGN uma sequéncia
de nimeros reais positivos tal que M <u,, definimos:

C = {fGE: u U, f] <} (1.2)
kzl k" 7k |

Usando o fato de que |U, (f+g)] <|lu, fl +ung| € ime
diato que C & um subespago de E. Por outra parte, por ser E
um espago de Banach, para demonstrar que
lim o f = )M
n—+o k:

existe, basta mostrar que a Ssérie das normas tem soma fini-
ta. Se f6C temos:

o 0]

LR € T I 1ol s T Uy <o

(*) -~ No decorrer do Capitulo I consideramos o operador AI-A e nao o o-
perador I-AA como faremos neste Capitulo por comodidade. Assim,o0s
operadores dissipativos ficaram caracterizados por verificar

IXEN < [A£-Af) .
Dividindo por A ambos os membros da desigualdade obtemos entao a
forma que utilizaremos daqui em diante., Algo analogo ocorre com as
condigoes que se manifestaram no Capitulo anterior no Teorema de
Hille~Yosida e suas extensoes.



e concluimos entao que £€D (2,), ou seja CcD ().

Supondo que C € denso em E, D(QO) também o sera, e
como alem do mais 2, € dissipativo, tera uma extensao mini-
ma fechada e dissipativa Q em E.

Para que Q seja o operador infinitesimal de um se-
migrupo nos restaria verificar que para algum
A >0, (I-xQ)(P(R)) = E

para o qual devemos impor restrigoes sobre sequéencias Mn
e Un , que envolvem o grau de comutatividade destes opera-
dores. Para formalizar isto, vamos introduzir a medida usual

de comutatividade dos operadores limitados.

Sejam A e B operadores limitados definidos em E, es
crevemos [A,B] =AB-BA e definamos:

ICA,BIf]
Y(A,B) = sup ————— - (1.3)
£ JAL]+|BE]

onde o supremo & tomado sobre o conjunto de todos os fef tais
que o denominador nao se anule.

Notemos que se A e B comutam, y(A,B) =0 e que para
qualquer A e B

y(A,B) s max{]|A],]B]?} (1.4)
uma vez que
[ABE-BAE]  [JA] [IBE|+B| [Af] | BE] +I| A£]
Sup ————— < sup - < max{|A|,|B|} sup ———
£ lag]+Be] £ |AL] +] B £ | AE]+B£]

Estamos agora em condig¢oes de enunciar o Lema que

nos permitira estabelecer o Teorema Central desta secgao.



LEMA 2.1 - nga {Mk}keN e {Uk}kGN sequencias de operadores
limitados em E,
g
M, U

K1 k™ k

e Q, o limite de e, definido como em (1.1). Seja {uk] uma se
quencia de numeros reais positivos que verificam HMkﬂ <y e
uma constante L tal que: C definido como em (1.2) seja den-
so em E e

kZlukY(Uk,Un) s L (1.5)

Lol T MO s (1.6)

Entao R(I-AQ) =E para 0 <) <1/3Londe 2 € a minima
extensao fechada de 2,-

O roteiro da demonstragao nos podemos resumir nos
seguintes ternos: mostraremos que todo elemento de C € apro
ximavel por uma sequeéencia contida em R(I-xQ). Como R(I-AQ)
e um conjunto fechado de E por ser £ um operador fechado e
dissipativo chegamos a que CthI—AQ) e usando novamente do
fato que R(I-AQ) & fechado e de que C & denso em E conclui
mos que R(I-AQ) =E.

A dificuldade da demonstracgao reside em determinar
a sequencia aproximante. Para isto, se gE&C consideraremos a
sequéncia {f }nGN obtida em dpllcar a g a resolvente em X do
operador 2, ou seja f =(I-)Q ) g Demonstraremos que

{fn}nGN

e como CcD(R), esta definida {(I—AQ)EH} e terminaremos por

mostrar que esta sequencia aproxima a g.



DEMONSTRAGAO - Seja g€C. Como @ é um operador limitado e

dissipativo, R(I—Aﬂn) =E, Vx>0 pelo Corola-
rio 1.16 e o Teorema 1.4. Fixemos A tal que 0 <X <1/3L e de
finamos f atraves de:

e 1o 7L
g ou seja tn = (I AQH) g (1.7)

fn —Aann

Aplicando Um a ambos os membros da igualdade (1.7)

obteremos:
n
u £, - xklekakan = U g. (1.8)
Entao
n n n
Umfn —Akélukakan = Umfn —xkzlummkukfn +xk£lmkumukfn
n - n n
- AkZleUmkan +Ak£1MkUkUmfn —ka_MkUkU f =
n n
= Umfn - A Z [Um,M BIUNE D Z M LU LU IE -AQnUmfn
k=1 k=1
Podemos entao escrever (1.8) como
n n )
LU S Umg~+xk£1[um,mkjukf +AkZle[um,Ukan

Dado que Q e dlSSlp&thO temos que

lu £.1 an £ A U

usando (1.3) se segue que:

n n
DB RS NN R TR RS TR IERCNTA

1 n
sJu el + 3"k21“Um’Mk]" lu £ +xkgll,uky(um,uk)tuUmfnll ULl =
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n n
= Lyl +2 L I, ML+ ey W B TN0 L 2 L W WU £
Como
lf 00
MY (U U ) < ) g v (U LU )
k=1 k K’ m k=1 k' "k* "m

por ser uma série de termos nao negativos, aplicando (1.5)
resulta:

n
ol MUyl +2 B CHEU, M0+ @ U] AL U E |
que podemos €screver como.
(A-ALyju £ | <u_gl +x 2 Bn k| W El (1.9)

onde Bm,k = H[Um,Mk]H +uky(Um,Uk).

As condigoes (1.5) e (1.6) do Lema implicam que:

e~ 8

B g S 2Ly ) (1.10)

m=1

uma vez que:

=
=

™
=}

-

]
ne~ 8

lumH[Um.Mk]H +m£1“muky(um’uk) <

s Lug + oy ZlumY(Um’Uk) & 2Lty
m:

pelo qual se considerarmos a {um} como uma medida u sobreos
inteiros positivos, {Bm k} define um operador limitado B em
LyQu):
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By ™~y o (K)

uGLl(u) (1.11)
k

1Bm,k

e |B|] =2L.

Para demonstrar isto escrevemos:

fouf, = [imudan = F 1@ s 11 oy (0, -

[e o}

s v (k) _ (k) ; o) B
.—glm%ﬁmkm mm_Jgﬂ |EBmk‘l‘kéﬁJ lﬂwk—ZMMH

onde foi possivel inverter a ordem das somatorias por seros

termos nao negativos e aplicando (1.10) na penultima passa-
gem.

E imediato verificar que o operador B & positivo,
ou seja, se u(m) >0, VmEN, entao (Bu)(m) 20, VmEN,

Se fixamos n e definimos

ym “Umfn"’ ) "Umg" (1.12)

teremos que como g6C, pela propria definigao de C,wGLl(u).

. Para demonstrar que tambeém vGLl(p), dado que X foi
escolhido tal que AL <1/3 e portanto (1—AL)|Umfn" >0, basta
mostrar por (1.9) que

I (Ju_ el +x Z Byt U E g, <=
m=1
Usando (1.10)

@

Muu;nuw AU n, = Tl L zB,,, JUE T -

m=1

n
Il 2 LIy u[zBm o) <l +m|u 2Ly, <o
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ja que € uma soma finita. Concluimos que Bv esta bem defini

do e tendo em conta que
n

kélsm,knuk nI z ,k"kan”’

podemos escrever (1.9) da seguinte maneira:
(L-AL)v sw +2ABy (1.13)

aonde a desigualdade € coordenada a coordenada.

Elaborando esta desigualdade chegamos a:

A B)v st w (1.14)

(I -1 AL STO0T

Estudemos agora ao operador I T30 AL
A/ (1-AL) < (1/3L)/(1-1/3) =1/2L e portanto

——B. Como A<1/3L,

A 1
|1 Bl <5 Bl =<1.
Chamando de D = (A/1-AL)B, D tem norma menor que 1

e € positivo ja que B o &. Pelo Lema 1.14 I-D tem inverso e

esta dado por

(1-p)"+ = ¥ oo™,

segue-se que (I—D)~l também € um operador positivo.

Por (1.4)

-
I-\L

A

W-il-737

B)v 20,

coordenada a coordenada de onde se segue:
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Aol 1 . . A1
S VLS SV AR ST I YR 5 A

ou seja:
1 A -1
v = i
st -15p B v
Notemos que, embora v fosse definido em funcao de
n, a majoragao que obtivemos nao depende de n e, portanto,
definindo
_ 1 A -1 (m)
RS Y AT T y LD

teremos que

[es]

Zlumwn <e (WeL, (u) e (I-(A/(1-2L))B)"
m=

1

€ um operador limitado em Ll(p)), e U £ | <u VneEN,

m n
Esta majoragao uniforme € necessaria para demons-

trar que a sequéncia g} gy definida como

gy = fn - AR (1.106)

Ofn
(£,6C e portanto esta definido Q,f, ) tem como limite o g.

Para mostrar isto, usando 1.16 e (1.7) teremos:

le-ggll = 16,7398,- (6,398, €01 = Magf, 0,5l <

IA

Moy MUEFsx ) M ULl <x ) opmu — 0
k=n+1 k'kn k=n+1 k kK'n k=n+1 Kk

pois a serie kzl MY € convergente. Conclulmos que R(I—AQO) e denso em
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C pelo qual
R(I—AQO) = C = E,

Dado que QO € um operador dissipativo de dominio
denso em E, pelo Teorema 1.18 admite uma minima extensao fe
chada e dissipativa Q. Pelo Lema 1.19 R(I-AQ) é fechado em
E do que se segue:

R(I-AQ)DR(I-A@ = E, 8

TEOREMA 2.2 - De acordo com as condigoes do Lema 2.1, o ope

rador linear @ € o operador infinitesimal de

um unico semigrupo fortemente continuo de contracgoes T a0
n B
}

em E. Alem do que, se {Tt t50

€ 0 semigrupo gerado por Qn’
se verifica

lim sup |TOf -T €] =0, vt
n-+o Oststo

O>O’ VfEE.

DEMONSTRACAO - A primeira afirmacao é uma consequéncia ime-

diata do Teorema de Lumer-Phillips (Teorema

1.15) e do Lema anterior. Por definicdo 2 € o fecho de 25
onde @, € o limite da sequéncia {,} e de dominio denso.

Do Teorema de Trotter se segue a segunda afirmacao.

2.2 - MODELO DE EXCLUSAO COM MUDANCA DE VELOCIDADE

Nesta secgao procuraremos aplicar o Teorema de E-
xistencia da secgao anterior ao caso do sistema de infini-

tas particulas com exclusao e mudanca de velocidade.

Este sistema nos podemos descrever numa forma resu

mida da seguinte maneira:



Consideraremos um conjunto numeravel S (por exemplo
Z,Zd) e definimos K ={0,1}S; em {0,1} a topologia discreta
e K com a topologia produto. E imediato que {0,1} & compac-
to e portanto K também € compacto pelo Teorema de Tijonov,
por outro lado (0,1} €& metrizavel, do que se segue que Ktam
bem o €.

K sera o espago de estados e lhe daremos a seguin-
te interpretagao: para n€K, diremos que u6S esta ocupado se

n(u) =1 e que u esta vazio se n(u) =0,

Para descrever a interacao das particulas conside-

‘raremos as fungbes a valores reais, nao negativas.
c(x,n) (2.1)

definida em SxK que representara a velocidade de transigao

da particula em x quando o estado do sistema e n.

p(x,y,n) (2.2)

definida em SxSxK que nos dara a probabilidade de transigao

de x para y.

Em termos intuitivos, a descricao do processo é:se
em um dado instante de tempo t o sistema se encontra no es-
tado n€K, uma particula em x6S(n(x)=1), tentara uma transi-
cao durante o intervalo de tempo At, com probabilidade

' c(x,n)At +o(At);
e se efetivamente tenta a transigao, ira a yES com probabi—
lidade p(x,y,n) desde que n(y) =0; no caso de que n(y) =1 a

particula permanecera em X.
Se definirmos para n€kK, u,veES

n(x) se x #zu,v
N, V(x) = 4n(u) se x =v (2.3)
n(v) se x =u



- 43 -

¢ consideramos o espago de Banach E das funcoes continuas a
valores reais definidos em K com a norma do supremo, assu-
mindo que c(x,n) =0 quando n(x) =0 a eleigao razoavel do ge

rador infinitesimal para o processo descrito €:

Qfm) = ) clx,mplx,y,mMf(n, J-£(n)1  (2.4)
X,y6S Y

Notemos que nesta expressao os termos da Somatoria
nao nulos estao para os pares x,y tal que n(x) =1 e n(y) =0
pois se n(x) =0, c(x,n) =0 e se n(x) =n(y) =1, entao nx,y =
=n

E claro que deveremos impor restrigoes sobre as fun
goes c(x,y) e p(x,y,n) para que o sistema descreva um movi-
mento Markoviano e (2.4) defina efetivamente um gerador in-
finitesimal.

EXEMPLO - Suponhamos que c(x,n) =1, quando x esta ocupado,

p(x,y,n) =p(x,y) nao depende de n e se verifica
Yp(x,u) =« para algum u€sS.
X

Consideremos a funcao f(n) =n(u) ou seja, f(n) = 1
se n(u) =1 e £(n) =0 se n(u) =0.

f(nx,yj 2f(n) = n_ (W =n(u) <= x=uouy=u, enx)=n(y)

X,y

teremos entao que para n tal que n(u) =0 e n(x) =1 ¥xES exceto num sub-
conjunto finito,

QM) = L clamplxy,nifh, ) -f0)] =

X,y6S
. I cGompauitng, )-fm)] = ) plx,u) =
{xin(x)=1} *s {x:n(x)=1}
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e concluimos que 2,f ndo esta definido.

Apesar de nao esperarmos que QO esteja definido pa
ra toda fungao, € grave que ndo esteja para uma fungao . tao
simples como a utilizada. Tecnicamente nao seria um grande
problema mas isto esta refletindo na realidade no fato de
que nao existe um processo de Markov que corresponda a des-
crigao intuitiva que temos realizado. Neste caso teriamos
estados instantaneos. Para ver isto suponhamos que o proces
So comega no estado n, n(x) =1 para x zu, n(u) =0 e conside
remos o evento AAt de que no intervalo de tempo At nao se
produza nenhuma transigao.

E claro que as Unicas transi¢ées possiveis sio de
qualquer posigao x6S para u e a probabilidade de que a par-
ticula que estd em x nao mude para u no intervalo de tempo

At € 1-Atp(x,u).Designemos este evento por B

Se (xn} é uma numeracgao qualquer de S-{u} teremos

que a probabilidade de A, esta dada por:

At

1)

n n
P(AAt) lim P[ 1 Bxk] = lim T P(B_ )

nre k=] noreo k=1  Xg

n n
= lim I (1~Atp(xku)) <lim 1T e_Atp(Xk”)
n-—ro =] no>o k=1

n
= lim e-AtkElp(xk,u) = 0.
n-+c
Onde esta ultima igualdade segue da hipotese que fi

zemos de que )p(x,u) =«. Concluimos que VAt P(Ape) =0,
X

Exigiremos que c(x,n) e p(x,y,n) sejam continuascg
mo fungoes de n e tal que c(x,n) =0 para n(x) =0. Para colo
car o problema nos termos da sec¢ao anterior vamos definir

para os pares (x,y)6SxS os operadores limitados M e

(x,y)



U(x,y) em E como:
0] f = f -f Z.
(X,Y) (n) (nX,)’) £(n) (2.5)
M f = i .
(x.y) (n) = c(x,y)p(x,y,n)f(n) (2.06)
E imediato ver que estes operadores vao de E em E
uma vez que (nx y)_l leva abertos da base em abertos da ba-

se e portanto n_ y e continua; e por .hipotese c(x,n) e
]
p(x,y,n) s@ao continuas como fungao de n.

Por outro lado, & claro que ”U(x,y)” <2 e

My, yy I = supIMi o £ < suplc ) [sup|pCx,y,n)|sup £(m)] .
’ n ’ n n n

Como K @ compacto |c(x,n)| e [p(x,y,n)| sao limita
dos e concluimos -que

Myl s SEP|C(X,H)|SEP|P(Xay,ﬂ)| (2.7)

Considerando uma numeragao qualquer (x,y)n de Sx§S,
seja

n
S = | {(x,y):};
nooiYy i

teremos que SH¢SXS e definamos:

9} =

M U (2.8)
Sn (X,YZ)GSR (X»Y) (X,)’)

Podemos entao considerar agora ao nosso candidato

a operador infinitesimal QO definido em (2.4) como o limite

de sequeéncia {an}nGN no sentido dado em (1.1).
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LEMA 2.3 - O operador an definido em (2.8) € dissipativo
YneN.
DEMONSTRAGAO - Seja f6E e g =f-A0g £, X >0. Dado que K €conm
pacto, a fungao f alcanca seu valor maximo pa
ra algum ponto de K. Seja n este ponto. Teremos que

f(nx,y) <f(n), V(x,y)GSn

e portanto:

M(x,y)U(x,y)f(”) = C(X,ﬂ)p(x,y,n)[f(nxiy)-f(n)] <0

V(x,y)GSn. Se segue entao que g(n) =f(n)—AQSnf(n) >f(n) e
portanto:

sup g(t) zg(n) 2z f(n) =sup f(g).
6K C
Escolhamos agora n, tal que f tome seu valor mini-

mo em n, com um raciocinio analogo chegamos a que an[(n)zo
e concluimos que:

min g(z) smin f(zr)
6K L6K

e teremos entao que | g| =Hf—AQSan =) £]. [

Consideremos o subconjunto FcE das fungoes que de-
pendem ao mais de um namero finito de coordenadas, ou sejé,
se f6F, existe AcS finito tal que Vnz6K: n(x) =z(x), VxEA,
se verifica f(n) =f(z).

LEMA 2.4 - O conjunto F definido anteriormente & denso em E.

DEMONSTRAGAO - E facil verificar que F forma uma algebra que

separa pontos. Se f,g€F dependem das coorde-

nadas dos subconjuntos finitos A e B respectivamente, entao
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€ imediato que f+g e f'g dependem das coordenadas em AuB.

Sejd n,t6K, n=¢. Para algum x€S, n(x) #¢(x), supo
nhamos n(x) =1 e z(x) =0. Consideremos os abertos
U={p6K:p(x)=1}

V={p€EK:ip(x)=0}; UV =K e UnV=0.

-

Definamos f(p)'=1 se peU, 0 em caso contrario, f €

continua, em n vale 1 e em ¢ & igual a zero.

Alem disso F contém as constantes e temos entdo que
verifica as condigoes exigidas pelo Teorema de Stone-Weiers

trass, do qual se segue a afirmacao do Lema. @

Assumiremos de agora em diante que existem fungoes
c(x) em S e p(x,y) em SxS tal que:

c(x,n) s c(x), ¥neK, W¥xES
(2.9)
plx,y,n) s p(x,y), Vnek, Vx,yes

E claro que sob a hipotese de continuidade dec(x,n)
e p(x,y,n) sempre existem funcoes que verificam estas desi-
gualdades. Sera sobre estas fungoes que imporemos restricoes

para cair nas condigoes do Teorema 2.2.

Definamos u(x v} =c(x)p(x,y). Por (2.7) e (2.9) se
segue: ’

Myl Hix,y)

Como em (1.2) consideramos o conjunto CcE que na no
tagao desta secgao fica:

¢ = {f€E:

M lu £ <=},
X,y6s (X1Y) (X:Y)
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LEMA 2.5 - Se c(x) e p(x,y) verificam:

sup c(x) ) p(x,y) <= e sup ) c(x)p(x,y) <=  (2.10)
X y6S y XxES

Entao FcC e C & denso em E.

DEMONSTRAGAO - Seja f6F e Te<S o subconjunto finito de coor-

denadas das quais depende f.

Teremos que para x,yfT

IV py £ = DEy D=£m)] = [Em)-E()] = 0

e em qualquer outro caso "U(x y)fﬂ s2|f|] de onde se segue
que:

g 0] £l = U f} =
et cenllon®l = o b eV

R R e L OO RN M TN L CR SR B

s 2f£] ] et ) plx,y) +2|f] é ) c(x)plx,y) =
'x6T yeT xE€S

Lo
yE&S

s 2/£] |T|(sup c(x) ] p(x,y) +sup ] c(x)p(x,y)) <=
X yES y Xx&S§

por (2.10), Facilmente concluimos que C & denso por F tam-
bém.ser. |

Este Lema nos assegura que 2, tem dominio denso e
portanto tem uma extensao fechada e dissipativa @ ja que co

mo vimos na primeira seccao, 9, esta definido sobre C.

0
Antes de comegarmos com o Teorema principal desta
secgao vejamos o seguinte resultado que nos garantira que o

semigrupo que vamos construir € positivo.
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LEMA 2.6 - Vf6D(Q) tal que g =f-1Qf & uma fungdo ndo negati
va teremos que f também € uma fungao nao negati-
va.

DEMONSTRACAO - Caso f60(R) onde Q é a extensao fechada de Q0
existe uma sequeéencia {fn}nGN contida mnD(Qo)

tal que fn — £ e Qofn — f.

Definamos g, =t -AQ E imediato que g, —+ &.

Otn'
Dado que fnGD(QO), Qofn se expressa Como:

x,gesc(x,n)p(x,y,n)tfn(nx,y)—fn(n)]

e usando um raciocinio analogo ao empregado no Lema 2.3 te-

remos que min fn(n) zmin g (n).
n N

fn —— f na norma e portanto min fn(n) ——min f(n)

e o mesmo vale para g_. n - n

A afirmagao do Lema se segue entdo de:

min £f(n) = lim min fn(n) > 1im min gn(n) = min g(n) 20, [
n e e n

TEOREMA 2.7 - Se sobre c¢(x) e p(x,y), além de verificar (2.9)

impomos as seguintes condigoes:

J suple(u,n ) -c(u,n)| sc(u), (2.11)
x6S n ‘
) sup|p(u,v,n.) - p(u,v,n)| s p(u,v) (2.12)
X6S n X

entao o operador Q, fecho do operador QO definido em (2.4)

gera um unico semigrupo positivo fortemente continuo de con

-

- ) & . S .
tragoes {T } em E. Alem do mais, se {Ttt} € o semi-

t20 t=0
grupo gerado pelo operador QSn definido em (2.8), teremos:
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S
lim sup HTE“E —th” =0, vt

20, VfGE
Sn+Sx5 OStStO

0
COMENTARIO - As condigoes (2.11) e (2.12) nos podemos inter

pretar como o requisito de que tanto a veloci-
dade de uma particula situada em um ponto de S, como a pro-
babilidade de transigao de um ponto para outro nao Sejam mul

to afetados pelo estado do sistemaem pontos distantes.
DEMONSTRACAO - Dado que no Lema 2.5 ja verificamos que C &
denso em E, somente resta faze-lo com as condigoes (1.5) e
(1.6) para aplicar o Teorema 2.2, '

Se {x,y}n{u,v} =0, (n, v)x y © (n, y)u "

U(x‘y)U(u'v)f(ﬂ) = U(X‘Y)[f(nu,v)-f(n)l = f((nu,v)x,y)'f(”x,y) -

i

- [f(nu,v)—f(n)l f((nx’y)u,v)—f(nu,v)~[f(nx’y)-f(n)] =

= Uty )£ = U U EM)
e U(x'y)comutacomIJ(U‘V)Peloqnal Y(U(x,y).U(u,V))=O.Se {x,y}n{u,v},co
mo “U(x,yﬂls 2, ¥(x,y)ESxS, por (1.4) segue-se Y(U(X.y);u(u,v)) <2,

Tomemos :

L = 4(sup c(x) ésp(x,y)+sup L c(dplx,y));
Yy

X y x€S x,yesu(X'Y)Y(U(X'Y)'U(U’V)) ’

: xG{g.v] yéSU(X'Y)Y(U(X'y)'U(u’V))+yg{g'V} xéS“(X.Y)Y(U(X,Y)'U(u,v)) :

s2 ) Y cX)px,y) +2 | ) c(¥)plx,y) sL
x6{u,v} yeS ye{u,v} x€S
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e concluimos que (1.5) se cumpre.

Para verificar a condigao (1.6) escrevemos:

Uiy M,y O = Vg yyM i £ My )V yy £ O =

C(U.nx'y)p(U,v.nx'y)f(nX. ) ~c(u,n)plu,v,n)f(n) -

b4

clun)plu,v,n)telny W)-£m)1 = fclun, Jpluven, o) -

C(U.n)-p(u,v,n)lf(nx y)

do que se deduz que:

“[U(x,y)'M(u,v)]” < sgp]c(u,nx’y) p(u,v,nx‘y)«c(u,n)p(u,v,n)|.

Seja D ={n6K: n(x) #n(y)}. Para qualquer fungao con
tinua sobre K teremos: '

suplh(ny )b ( |=suplh(ny )-h(m) | <suplhin )-hin [+suplh(n)-h(o|

= sup[h(n,)=h(n) [+sup[h(n,)-h(n) | s sup[h(n, )-h(n) [+sup|h(n)-h(n) .
neD neD Y

Por outra parte, obtemos:

UEU(X,y),M(u,V)]H SSﬁplC(u.nx.y)p(U.V.nx‘y)—c(u,n)p(u,v,n)I S

- s suplc(u,ng, JpQu,v,n. ) = c(u,n)plu,v,n, )] +
i X,y X,y X,y

+ sup|c(u,n)p(u,v,n, y) - c(u,n)pu,v,n)| =
n i)

= supfc(u,n,

. .y) -C(U,W)IP(U,V.HX'Y)‘*SUP C(U.n)lp(u.V.nX,y)-p(u,v,n)»

n

Agora teremos por (2.10), (2.11) e (2.12), que

x'ggsp(x.y)"[U(x.y)‘M(u,V)Ju = gﬁsc(x)p(x,y)ﬂ[u(x’y),M(u'v)]| S

X,
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s ) c(x)p(x,y){p(u,v)[suplc(u,nx)~c(u,n)|+sup|c(u,n J-c(u,y)|1 +
X, y6s n N Y
+ C(U)[SUPIP(U.V.WX)-D(U,V.W)|*SUPIP(U,V,ny)—P(U,V,n)I]} =
n n

= pQ,v) ) (suple(und-cu,m]| J cOIplx,y)) +
X y

+ p(u,v) | (SUPIC(u,ny)—c(u,n)IZ c)plx,y)) +
y n X

+c(u ) (sup|p(u,v,n)-plu,v,n)| Je()ple,y)) +
X n Y

+c(u) ) (Suplp(U.v,ny)—p(u,V.n)l ) c(X)plx,y)) <
y n X

s plu,v)(sup ] c(Ipey)) [ osuple(un) - clu,n)| +
X y X n

+ plu,v)(sup J c(x)plx,y)) J suplc(u,ny)—c(u,n)l +
y X Yy n

+c(u)(sup ) c()plx,y)) | Suplp(u,v,nx) - plu,v,n)| +
Xy X n

+c)(sup ) c)plx,y)) ¥ sup]p(u,v,ny) - plu,v,n)| <
y X Y n

S c@pu,v)sup ) c()plx,y) +plu,vic)sup § cx)plx,y) +
X y Yy X

* plu,v)c(u)sup | c@)plx,y) +pu,vic(u)sup § c(x)plx,y) =
X 'y y X

= 2e(plu,v){sup | cCIplx,y) +sup [ c(Iploy)) <y, oL
X vy y X ’
Estamos entao em condigoes de aplicar o Teorema 2.2
A afirmagao de que o semigrupo € positivo & resultado do Le
ma 2.6 e do Corolario 1.8. B

Este teorema afirma na realidade a existéncia de um
processo de Markov standard em K, cujo gerador infinitesimal

€ Q@ através do seguinte teorema:



TEOREMA 2.8 - (Blumental, Rel.[1] - Seja K um espaco métri-

co compacto e E a o-algebra gerada pelos con-
juntos abertos da topologia. Seja {Tt}tzo um semigrupo posi
tivo fortemente continuo de contracoes definido no espago de
Banach formado pelas fungoes continuas de K em R. Entdo, e-
xiste um processo de Markov standard com espaco de estados

(K,E) e semigrupo T..

A parte de convergencia do Teorema 2.7 & sumamente
utilizada no estudo de propriedades do processo de Markov ob
tido. Por exemplo, Holley Ref. [3] demonstra a existénciade
medidas invariantes para alguns sistemas através de aproxi-
magoes da medida desejada por medidas que sao invariantes pa

ra 0os processos que correspondem a Tt“.

Vejamos uma versao simplificada do Teorema 2.7 que
mantém uma suficiente generalidade e & de aplicacgao mais fa
cil.

COROLARIO 2.9 - Suponhamos que c(x,n) e p(x,y) nao-negativas,

satisfazem:

I oplx,y) <1, VXxES (2.13)
Y
sup ) p(x,y) <= (2.14)
y X
sup c(x,n)<e (2.15)
X,n :
sup ) sup|c(u,nx) ~c(u,n) | <o (2.16)
u x

Entao valem as afirmacoes do Teorema 2.7.

DEMONSTRAGAO - Definamos p(x,y,n) =p(x,y) se n(y) =0 e zero

no caso contrario. Tomemos p(x,y) =2p(x,y) e

c(x) = c =max{sup c(x,n), sup | suplc(u,nY)-c(u,n)I}, VXES,
X,n u X n ’



Para verificar (2.10) escrevemos:

]

sup ¢ ) 2p{x,y) =2c

sup c(x) } p(x,y)
6 X yES

X y6S
por (2.13) e

c sup 2)p(x,y) <

sup Yc(x)p(x,y)
' X : y X

b4
por (2.14).

(2.11) segue de forma imediata de (2.16) e da elei
cao de c.

Para (2.12), como nx(v) =n(v), ¥nEK, x=#v, teremos
que p(u,v,n.) =p(u,v,n), ¥n6K, x=u pelo qual

1 sup|p(u,v,n) - plu,v,n)| = sup|plu,v,n,) -plu,v,n)| < 2o(u,v). B
x6S n " n

EXEMPLOS -

a) Podemos ver facilmente que se a matriz de transicao
p(x,y) & simétrica, onde as filas verificam (2.13), entao tam
bém verifica-se (2.14). Algo analogo ocorre se S & um grupo
abeliano discreto (tem definido uma operagao +, comutativa
que possul inversa e unidade) e alem disso p(x,y) =p (0,y-x)

uma vez que:
Ip(x,y) = Jp(0,y-x) = Jp(0,u) <1, VyES.
%X X u

b) Em relacdo as condigoes que impusemos sobre c(x,n) no
corolério,:§uponhamos que c(x,n) depende de n através de nao
mais que K coordenadas VxGS,.c(x,n)GF, ¥xES, (por exemplo,
S‘=2d”e a velocidade de transigao da particula depende do es

tado de ocupagao dos veértices adjacentes) e que vale (2.15).
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Seja

M = sup c(x,n) e AXCS
X,N

2

o conjunto de coordenadas das quais depende c(x,n). lelsk
¥xES. Teremos:

sup ) sup|c(x,nu)—c(x,n)l = sup ) sup]c(x,nu)—c(x,n)l <
X ueS n X uG/\x n

<sup ) 2Mssup|A |2M < 2kM
X uGAX x =

e concluimos que se verifica (2.16).

c) (Este exemplo & de interesse em Mecanica Estatistica).
Seja V(x,y) um potencial definido em Sx§

(V(x,x) = cte, ¥xES e V(x,y) = V(y,x))
que verifica:
sup ) |V(x,y)| = L <w (2.17)
X y&S

Se definimos:

c(x,n) = CXP{ ) V(x,y)}, Vn:in(x)=1
yin(y)=1

c(x,n) & continua como funcao de n, ¥x6S e se satisfaz (2.15)
e (2.16).

Como {n:n(x)=0} € aberto em K e c(x,y) € nula so-

bre este conjunto, se segue que € continua VYn:n(x)=0.Seja
Np* no(x) =1. Dado € >0, por (2.17)

LIVIx,y)| < o
y

e podemos tomar um subconjunto finito AcS (no qual inclui-

mos x) tal que:
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DIV, y)] <1,
yEA

Analogamente tomemos B finito tal que AcBcS e

I Vo) | <e/zet exnf T i ).
yéB y6A

Consideremos U ={n: n(u) =n0(u), VuEB}. U & aberto,

nOGU, ¥neuU

lc(x,n)-c(x,ny)| = exp{ ) V(x,y)} —exp{ y V(X’Y)}I =

y:n(y)=1 ying(y)=1

“ep| 1 vooleo| v lleol 1 ven) -
y=r10(y)=1 y:r]o(y)rzl yin(y)=1
y6A y6B-A L
= exp{ ) V(x,y)}' = exp{ y V(x,y)}exp{ ) V(x,y)}°
ying(y)=1 ying(y)=1 ying(y)=1
yéB yEA yEB-A
b ) Vx,y) - ) V(x,y)’.
yin(y)=1 ying(y)=1
yéB y#B
onde
QG[ ) Vix,y), ) V(x,y)}c[~1,1]
yin(y)=1 ying(y)=1
y$B y@#B
< exp{ ’ IV(x,y)I}exp{ ) IV(x,y)I}ZC olVix,y)| <€
yEA yEB-A yéB

e portanto c(x,n) & continua em g

(2.15) se segue de:



sup c(x,n) = sup xp{ g: V(x, y)} < sup exp{ y [V(x,y)[} =
X,n yin(y)=1 X,n yin(y)=1

= sup exp{ N IV(x,y)[} <o por (2.17).
X yES
Por ultimo

sup ) sup|c(x, n,) -clx,n)| =
X u n

]

sup ) sup
X u n

yin(y)=

exp{y:nu%y)ﬂwx’y)} —exp{ ok —1V(X’yj}' )

sup ) sup exp{ ) V(x,y)}]ev(x’u) -1] <
X u n yin(y)=1
y#u

sup expl § |Vex.y) I} IO ey
X yE€S

IA

£ ’
el sup } e U V(x,u)| se2 sup ) |V(x,u)| = Le?l

X u X U

IA

onde £y uG[O,V(x,u)]ou&X w1 60V(x,u),0] e portanto |g <L.

x,ul

Concluimos entao que se verifica (2.16).

*
2.3 - SISTEMA "LATTICE SPIN“( )

Como na secgao anterior, tentaremos aplicar o re-

sultado sobre a existencia do paragrafo 1. Comecgaremos por

(*) Dada a semelhan¢ga do desenvolvimento desta secgao com a secgao 2,pa
ra nao sobrecarregar desnecessarlamente a exposicgao abreviamos dlgu
mas definicoes e comentarios que sao analogas aos dasecgao anterior,



descrever este modelo.

Consideremos novamente um conjunto enumeravel S,
aonde cada ponto de S sera ocupado por uma particula. Seja
F o conjunto de estados possiveis de qualquer particula. Em
qualquer instante de tempo cada particula estaraem algum es
tado ¢€F.'Nesse sistema, as particulas nao mudam de lugar,
mas apenas mudam de estado.

Temos entao,que a configuragao de todo sistema po-
de ser dado por um ponto n€K==FS. Suponhamos I métrico com-
pacto, K com a topologia produto e por conseguinte, também
métrico compacto.

Como no sistema anterior, a velocidade de transi-
gao de uma particula em xES sera dada por uma funcgao c(x,n)
nao negativa, definida em SxK. No intervalo de tempo At,sen
do n a configuragao inicial, tentara uma transicdo com pro-
babilidade c(x,n)At +o(At), e se a realiza, mudara do esta-
do n(x) para outro estado ¢EF de acordo com uma fungao de
transicao p(n(x),d¢) definida em F que sera uma mMmedida de
probabilidade.

Se definirmos para x€S, ¢EF

n(y) se y=x
¢ =
ny (¥)
¢ se y =X
ou seja, ni muda n na coordenada x; a escolha intuitiva do
gerador infinitesimal do processo é:

2f(n) = J c(x,n) Lffﬁqd’x)-f(n)lp(n(X),d¢) (3.1)
XES 2

Para colocarmos o problema em termos do paragrafo

1, observamos em primeiro lugar que para xES e n€K, se
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¢n — ¢ em F, entao nin — ni dado que converge coordena-

da a coordenada

(ni“(y) = nﬁ (y),Vy=x e ni“(X) = ¢, — ni(X) = ¢);

Segue-se que a funcao ¢ —~+~ni de T em K € continua.

Para fE€E = C(K),f(ni) € entao continua como funcgao
de ¢ e tem sentido falar do integral

RICAHCISEE (3.2)

Suporemos que a fungao de transigao p(yp,d¢) satis-
faz a seguinte condigao de regularidade: a aplicacao
p — p(v,d¢)
€ continua como funcgao de ¢ no espago das medidas de proba-

bilidade definidas em F, munido da topologia fraca.(*)

LEMA 2.10 - Da condigao de regularidade imposta, segue que
a expressao (3.2) como funcao de n & continua,
Vf€E.

DEMONSTRAGAO - Queremos demonstrar que se n, — n em K, en
tao

Lﬁanﬁ,x)P(nn(X),d¢) — L}f(ni)p(n(X),d¢)-

(%) Dizemos que uma sequencia {p,}de medidas sobreX converge fracamente
para uma medida | se ¥ funcao h continua sobre X se verifica:

L h(x)un(dx) —_ L.h(x)u(dx).

Em nosso caso, que a aplicagao |y — p(§,d$) seja continua equivale
a dizer que se Y, converge para |

L h(¢)p(wn,d¢) — L h($)p(yP,dd) .
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onde n % denota a mudanga para ¢ na coordenada x em N,

Escrevemos:

'L: f(nﬁ’X)P(nn(X),d¢)'-£1 £l

\LﬂﬁmmmJMAw—Lﬂﬁmmgmﬂml W

|| £0dper, 09,00 - £}f(ni)p(n(X),d¢)‘ @

¢

Como My == 1) entao o x

3

—_— ni, VoEF do que se se-
gue que

f(”ﬁ,x) — (n;";), V$EF.

Agora bem, a convergencia pontual implica a convergéncia uni

forme pois F € métrico compacto (lembremos que tanto f(n X)

como f(n¢) sao continuas com fungoes de ¢),teremos:

<

| et o-tah 0,00 .00)

sup f(n® )-£(n?)

pelo qual esse termo tende a zero para n - «,

Da condigao de regularidade segue que (2) + 0 para n + o, @

~Usando esse lema, a expressao:

U = | Trnd £ o) ) - [ Febroieo an - 5.9

define Vx€ES um operador de E em E, que ademais é 1limitado

(lu £l < 2] €]) .

Exigiremos que c(x,n) seja continua como fungao de

n, ¥x€S. Temos entao que sup c(x,n) <« por ser K compacto,e
n

M E(n) = c(x,n)£(n) (3.4)



também define VxES um operador de E em E limitado, com

IM ]l < sup c(x,n).
n :
De forma analoga a seccao anterior, podemos tomar
uma sequencia {Sn} crescente de subconjuntos de S tal que
}Sn|= n e S 45, definindo

QS - X‘ Mxe
n xebn

(3.5)

e considerar ao operador QO definido em (3.1) como o limite

(no sentido de (1.1)) da sequencia de operadores {an}nGN'

LEMA 2.11 - O operador an definido em (3.5) € dissipativo,
VneEN.

A demonstragao € muito semelhante a do Lema 2.3.Se
ja FcE, como no paragrafo 2, o conjunto das fungoes conti-
nuas que dependem no maximo de um nimero finito de coordena
das. Teremos:

LEMA 2.12 - F € denso em E.

DEMONSTRAGAO - A forma para demonstrar é idéntica a demons-

tragao do Lema 2.4. Com os mesmos argumentos
temos que F € uma algebra que contém as constantes. Para de
monstrar que F separa pontos seja n,t€K, n = ¢. Para algum xES,
n(x) # z(x) e como F &€ métrico, pelo Lema de Urysohn existe
uma fungao continua ho em F, tal que ho(n(x))=1e ho(g(x)j=&

Extendemos essa fungao hO a todo K como

h(g) = hy(e(x)).
E imediato que h € continua e esta em F. Aplicando o Teore-

ma de Stone-Weiezstrass segue a afirmacgao. |

Impomos sobre c(x,n) a seguinte restrigao razoavel:
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sup c(x,n) = p<ew ) (3.6)
X,N

HMﬂ|s U, ¥YxES e definimos Wy =1 VXES.

Podemos considerar agora, seguindo o desenvolvimen

to do paragrafo 1 (ver 1.2) o conjunto:

¢ - {feE: 5w |lu £H<w}
x€s * %

sobre o qual temos garantido que esta definido o operador&%

e demonstramos a seguir.
LEMA 2.13 - C & denso em E.

DEMONSTRAGAQ - Basta demonstrar que FcC, e para isto, seja

f€F e AcS o conjunto finito de coordenadas
das quais depende f. Como VxgA, f(n£)= f(n), ¥nEK e temos:

U E(n) = L:[f(ni)-f(n)lp(n(X),d¢) =0,  Vnex
dc que se segue que HUxfﬂ= 0, VxfA. Teremos entao
Lo lu gl = F ouflu £l < 2 £ffu|a]<o. &
xgs * X x€A ¥

TEOREMA 2.14 - Suponhamos que c(x,n) verifica (3.6) e

sup § suplc(y,n®)-c(y.,n)| < (3.7)
y X n,¢
Entao o operador @, fecho do operador 20 definido

em (3.1) gera um Unico semigrupo positivo fortemente conti-

nuo de contracoes {T,.} em E, que corresponde a um uni-

t t=20
co processo de Markov standard em K com gerador Q. Ademais,

t - — . ) - Py
se (Tt }tzo e o semigrupo gerado pelo operador an definido
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em (3.5) teremos:

S
lim  sup HTtt-thH = 0, Vt,20, VEEE.
5 18 Ostst,

DEMONSTRACAO - Em primeiro lugar, verificaremos que estamos

nas condigoes do Teorema 2.2. Ja vimos no Le
ma 2.13 que C € denso em E. S0 resta faze-lo com (1.5)e (1.6)
Para x =y, escrevemos:

OO0 = [ 10,00, £6) () ) -
- L}{L}[f((ﬁi)ﬁ) - £ el ), ap) -
- [ e - £ 01 0 (0 a0

n? () = n(y) e portanto pn¥(y),dn) = p(n(y) .dy)

- [ {] ercobbh-sob @b ecm o0 a0 oo )

como f & limitado, podemos aplicar Fubini,

{
- | e - -cee-c00) w00 a0 Jon an
- [ {lrecaph-eehmadeo.an -] crwd-cm 000 a0 o o -
=Lu%mm$—mgnmmmwxw)=wygnm.
Concluimos que UX e Uy comutam do que segue-se que

y(Ux,Uy)= 0, ¥x,y€S e a condigao (1.5) se verifica automati
camente.

Tomemos:
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L = sup ) Sup|C(Y,ni)'C(Y,n)|
y X n,o

Dado que My =W constante Vx€S, a condigao (1.6) fi

ca simplesmente como:
yoltu, M| < L, VYES.
XES 4
Calculemos:

[Uy M 3E() = UM £(n) - MU F(n) =

L:(Myf)(ni)p(n(X),d¢) - ME(n) ~cly, UL E(n) =

L‘C(Y,ni)f(nﬁ)p(n(X),d¢)- ¢ (y.n) £(n)

c(y.n) L‘f(ni)p(n(X),d¢)4'C(y,n)f(n) -

L te(y ) E®) - cly,m £ (), dg) =

L [c(y,ni)- C(y,n)]f(ni)p(n(X),d¢),

do que segue-se que:
| CU M IE) | = |L}Ec{y,ni)-'C(Y,n)lf(ni)P(n(X),d¢)| <

g

pelo qual

e - e | 156D [0 ) < supletyar) - < | E6) |

HUQﬁgﬁﬂsiﬁﬂCWJﬁ)~CUZMIIfﬁﬁﬂsiﬂﬂCWUﬁ)—CWJOIHW

e temos:



oM al s ) suplely,nd) - cly.n)| s L.
x€E Y X ¢)9n
Do teorema 2.2 se segue entao, que § gera um unico

semigrupo fortemente continuo de contracoes {Tt} assim

t=0"
como a afirmagao sobre a convergencia de semigrupos fpt}tzU

Que Tt seja positive se segue de demonstrar que
(I-AQ) € positivo (de forma analoga ao Lema 2.6) e o corola
rio 1.8. Por ultimo, o Teorema 2.8 nos garante a existéncia

do processo de Markov standart. -]

EXEMPLO - Tomemos F= {-1,+1} com a topologia discreta.E cla

ro que Se uma particula em x€S se encontra no es-
tado n(x), ao realizar uma transicao ira ao estado -n(x) e
portanto p(n(x),d¢) € uma funcao de probabilidade discreta
definida como:

1 se &= -n(x)
pin(x),d¢) =
0 se ¢ = n(x)
e facilmente verifica-se a condigao de regularidade exigida
uma vez que toda sequencia convergente em F & quase constan
te.

Suponhamos que para cada subconjunto finito TecS te

nhamos associado um valor JT.

Definimos:

op(n) = 1 n(x), n€eK
xeT
Ou seja, oT(n)= -1, se a quantidade de coordenadas de nem T

cujo valor € -1, € um nimero impar e o;(n) =1 em caso con-

trario.



Tomemos:

c(x,n) = exp{ Jono..(n)
T:>X<€T o1 }

onde T € sempre finito.

Este exemplo € de interesse na fisica e a pergunta
que nos aparece € que restrigoes devemos estabelecer para cair
nas condigoes do Teorema anterior. Uma condigao suficiente

sera:

sup ) [ Il [T] < e (3.9)
y€ES T:yET

onde |T| denota o cardinal de T.

E claro que a partir desta restricao, c(x,n) defi-
nida em (3.8, esta bem definida, e verifica (3.6), pois:

c(x,n) = exp{ ) JTOT(H)} < exp{ y |JT|} <
T:x€T T:x€T

sexp{ ! IJTIITI}seXp{sup ) IJTIITI}w, VXES, neK.
- lrixer y T:yer |

Mostremos que c(x,n) € continua como fungao de n.
Seja ny€K e D= {TcS:x€T e |T| <=}. Como |JT|<oo podemos

tomar AcD, A finito tal que: L
Lo ldpl <1 (3.10)
TED-A
De forma analoga tomemos BcD-A, finito tal que
 1agl < eszet exp{ 3 19,1}
TEF TEA

onde F = D-A-B.
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Seja
I = U T,
TEAURB
€ finito e definimos U= {n:n(y) = no(y), Vy€l}. Temos que
U € aberto, nyEU e Vn€u, oT(n)==oT(nO), VTEAUB.

]C(X,n)"C(X,no)l = IeXP{TéDJTcT(n)}-exp{TéDJToT(nO)}| -

exp{ ) Joon(n )}exp{ )y Joon(n )}|exp{ N J”o”(n)}-exp{ Y Joon(n )}| =
TEA "TH0 TER TTY'0 TEF 1 TEF r"T-'0

exp{ J Jy0y(n exp 1 droptmg) el § dyop = T g0
TéA L 10 gy TTHO TEZ-?FIT TeF L 100

onde £€L ) J.on(n), ) Jon(ng)lel-1,1]
Tqu‘T TGFI I''o

IA

exp{ ) IJTI}exp{Z IJTI}e-ZZ |[Jpl <e por (3.10) e (3.11) dado
TeA TEB TEF
que BeD-A. Concluimos que c(x,n) € continua em g

S6 nos resta agora ver que (3.7) esta satisfeita,
definimos

n(y) se y=#*X
n (y) =
-n(y) se y=X

Entao:
sup § suplc(y,n®) - cly.m| = sup § suple(y.n) - cly.n]| =
y xn,o y X n

= sup ) suplexp{ ) J.o (n,)}— exp{ ) J.o (n)}| =
y X n TiyeT 1 1 X T:yer T T

Voo Jeon(m)expl ) Joon(n)}s
X, y€T T 'x T:x,y€rT 1

= sup ) Ssup exp{ ) JTUT(n)}' expl{
T:y€eT T:

Yy X n
xET



s sup ) exp{ ) |JT[}-2 exp{ N |JT|} <
Tt Tix'y

y X y€l I'x,
x¢T

< 2 sup exp{ ) |JT|} ) exp{ ¥ |JT|} <

y T:y€ET X T:x,y€eT

por ser a exponencial uma fungao concava

<zswpen [ lpllew(] 1 iy}

y T:y€T x Tix,y€T
= 2 sup exp{ ) |JT|}exp{ R (ITl—l)} =

y T:y€eT T:y€rT

|T|>2

=2:mpem{ Y |lﬂ|T”==2em{sm3‘z [lﬂrﬁ}<m

y TiyeT y T:y€T

por (3.9).

- *
2.4 - MODELO DE INTERACAO DE ALCANCE NULO( )

Este modelo nos podemos descrever da seguinte ma-
neira: consideremos novamente um conjunto numeravel S como
suporte do sistema e admitiremos a possibilidade de mais de
uma particula em qualquer ponto de S pelo qual nenhum salto
sera suprimido. As particulas serao indistinguiveis e para
descrever sua velocidade de transicao teremos uma funcgao
¢: N— R, N=1{0,1,2,3,...}+¢(m) representara a velocida-
de de uma particula em um ponto de S onde haja mparticulas.

Ou seja, a velocidade de transigao de uma particula depende

(*) Esta secgao tem o mesmo desenvolvimento que as seccgoes anteriores e
e omitiremos repetigoes desnecegsarias, colocando as referencias a-
dequadas.



ra unicamente do nimero de particulas que estao em sua mes-
ma posicao.
Exigiremos que
Lim m¢ (m)
m-reo
exista e seja finito. Isto implica as particulas tendem a per
manecer nc mesmo lugar na medida em que o numero delas cres

ce numa mesma posigao.

As particulas mudam de um ponto a outro de S de a-

cordo com uma fungao de transigao p(x,y) definida em SxS.

Em N consideraremos a topologia discreta. Seria na
tural tomar NS como espago de estados, mas por razoes técni
cas tomaremos K= N° onde N= Nu{=) com a topologia de compac
tificagao por um ponto(*).

Além de ser compacto, € facil ver que N é metriza-

vel e portanto K também sera métrico compacto.

Seja ' N — R, definida como:

+
I'(m) = m¢p(m), VmEN
() = 1im m¢(m)
m-+eo

I € uma fungao continua sobre N, pois qualquer se-
quéncia convergente em N, ou & quase constante ou converge a

@ e I' € continua em » da forma como foi definido I'(«).

Definindo:

c(x,n) = I'(n(x)), VXES, ¥nEK (4.1)

e - S
(*) E possivel provar que se o estado inicial do processo esta em N ,en
tao com probabilidade igual a 1,0 processo nuncadeixa N% e portanto
a inclusao do ponto ® nao traz inconvenientes.



n(u) se uzx,y.ou n(x) =0
nx,y(u) = {n(u)+l se u=y e n(x) =0

n(u)-1 se u=x e n(x) =0

onde usamos a convengao de que «* ] = w,

A escolha do gerador infinitesimal para o processo
descrito sera:

2,f(n) = ] c(x,m)px,y)LE(n, )-£(n)] (4.2)
X,YES Y

onde f€E = C(K).

Observemos que para n(x) =0, c(x,n) =0 e 0s termos
correspondentes da série se anulam.

Sejam:

Uie yy £ = £(n, ) - £(n), (4.3)

Mix,y)yEm = cGomplx,y)£(n) . (4.4)

n -
Se n( ) — 1, entao converge coordenada a coorde-
nada do que segue que nin; converge para n. y coordenada a

coordenada, ou seja ‘

= T -
X,y X,y

Temos que, Ny " é continua como fungao de n e portanto,
y
(4.3) define um operador de E em E. Conclui-se facilmente

que ”U(x,y)” <2, Vx,y€S.

A projegao n(x) € continua como funcao de n e ja

vimos que P/é continua, por composicao, c(x,n) =T (n(x)) tam



bém o €. M(x v} € entao um operador de E em E. Como
3
lim m¢(m) < o,
m-rc

podemos escolher c: T(m) <c, VmEN e temos:

sup c¢(x,n) sc, |M

)H <cp(x,y), Vx,yES.
X,N

(x,y
Consideremos, como ja fizemos no paragrafo 2, uma
sequencia crescente {Sn}nGN de subconjuntos finitos SxS tal

que |Sn|= n, Sn+SXS; e definimos:

"o ” (x,}%es:(X’Y)U(X,y) _ (4.5)

QO definido em (4.2) € o limite da sequencia anrw
sentido de (1.1) e como no Lema 2.3, demonstramos que 0S oO-

peradores Qg sao dissipativos.

Consideramos novamente o conjunto FcE das funcoes
que dependem de um numero finito de coordenadas: pelo Lema
2.12, F & denso em E.

Tomemos ”(x y)= cp(x,y) e seja CcE o conjunto como
em (1.2).

LEMA 2.15 - Suponhamos que

Al

sup ) p(x,y) <e, sup § p(x,y) <w (4.6)
Xy y X

Entao C € denso em E.

DEMONSTRACAO - Seja f€F e AcS o conjunto de coordenadas das
quais depende f, |A] < =,

Para x,ygA, f(nx y)==f(n), ¥Vne€K, do qual se segue

Y



que “U(x,y)f”= 0.
Temos:
0] f]| = U £l =<
x,ngSu(X’y)” (x,y) " X,)ZIGS U(X,)’)H (x,y) “
XEA ou yEA
< ) )oepboy) 2El+ Y ) eply) 2f] s
XEA y€S yEA xES
< zelsl Al{sup I pexy)+sup T by} <
X YES y XES
Teremos entao que FcC e portanto C € denso em E. B

TEOREMA 2.16 - Se p(x,y) satisfaz (4.6) entao o operador
fecho do operador QO definido em (4.2), gera

um Unico semigrupo positivo, fortemente continuo de contra-

goes {Tt]t>0 em E, que corresponde a um Unico processo de
= - . S

Markov standart em K com gerador Q. Alem disso, se {Ttn}t>0

€ o semigrupo gerado pelo operador fg definido em (4.5) te

n
remos:

S
lim  sup ]|Tt“-th|| =0, Vi, 20, VEEE.
Sn¢8xs Oststo

DLMONSTRAQAO - Devemos verificar as condigoes (1.5)e (1.6),
‘ o resto da demonstragao € igual a do Teorema

2.14.

Tomemos :

L = 4c{sup Y p(x,y) +sup ) p(x,y)}.
Xy y X
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Observemos que para {x,ylnl{u,v}=9¢, U(X,X)e U(u,v)
comutam e portanto TFU(x,y)’U(u,v)):O' Caso contrario, como
|lu )H <2, V(x,y)ESxS, Y(U(x,y)’u(u,v)) <2 para

{x,y}n{u,v} =@ e teremos:

(x,y

Y Y(U,. .U ) s ) 24 + Y 2u <
X,Z:’GS (X’YJ (X:Y) (U,V) Xe{g,\/} ygs (X’Y) YE{U,V} xES (X)Y)
J:
[{u,v}| sup ] 2cp(x,y) + [{u,v}] sup § 2ep(x,y) =
Xy y X

IA

4c{sup ) p(x,y) + sup p(x,y)} =L, V(u,Vv)€ESxS.
Xy y x

Concluimos que (1.5) se satisfaz.

1006y Mew,y EOI T = UGy oM £ =M £} | =

u,V)’U(X,y)

- IM(u,v)f(HX,y) = M(u,v)f(n) - c(u,n)p(u,v)U(X’y)f(n)| =

|c(u,nx’y)p(u,v)f(nx’y)—c(u,n)p(u,v)f(n)~c(u,n)p(u,v)[f(nx,y)—f(n)]|=

L}

Tc(u,nxiy)p(u,VJf(nx,y) - clu,mplu,vfin, ] =

b

letwn, ) - cwm)pv)[Eh, I

do que se segue que:

”[U(x,y)’M(u,v)]”S]?(u‘v) sup|c(u,nx’ ) - c(u,n) .

n Y

Se x,y % u, Ny y(u)==n(u), VnEK e portanto para

’

X,y #u, "[U(x,y)’M(u,v)]"= 0. Para qualquer outro caso

”[U(x,y)’M(u,v)J”S 2cp(u,v),
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e teremos:

X'%SU(X’Y)HEU(X’Y) Mam - x,)ifes Haeo Y,y M I8
X=u ou y=u
< yésu(u,y) 2cp(u,v) + xésp(x,u)ch(u‘v) -

) Zc{yglsp(u’)r) ' xés p(x’u)}Cp(u’v) : LU(u,v)

e (1.6) se verifica. B8



APENDICE A

Seja E um espago de Banach e seja u(t) uma funcgao
de [a,b] em E. Podemos definir a integral da funcao u(t) de
forma analoga a integral de Riemann(*).As seguintes proprie
dades se verificam:

A.1) Seja u uma fungao continua. Se o intervalo A de in
tegracao & fechado e finito, teremos que u € inte-
gravel em A. Em geral, se u(t) & majorada em norma,
por uma fungao numérica integravel, entao também u

e integravel e

UJAU(t)dtII JA Ju(t)jdte.

A.2) Seja T um operador limitado e u(t) uma fungao inte

gravel no intervalo A, se verifica

JATu(t)dt = l{fAu(t)dt].

A.3) Se u(t) e integravel no intervalo [a,a+h] e conti-

nua a direita de a, entao

ath
lim J u(t)dt = u(a).
h+0 R a

A.4) Se égé%l € continua em [a,b], entao

L ull) dr = u(b) ~u(a).

(*) A integral, se existir, sera um ponto de E e a convergéncia das so-
matorias sobre as partigoes sera em relagao a norma definida em E.

=T G
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