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PRÓLOGO

Este trabalho pretende mostrar alguns resultados se
bre a existênc.ia de processos markovianos, em si.stemas com
infini-tas parta'culas, si.stemas estes surgi.dos em sua maiori.a
de modelos fÍs ecos .

Como suporte do si.stema, consideraremos um conjun-
to enumerãvel sobre o qual tomant posição as parti'culas. Es-
tas interacionam entre sj.. A velocidade de transição de uma
partícula estará determi.nada por sua posição e a configura-
ção do sistema todo. A transição de uma post.ção à outra se
realizara de acordo com uma função de transição dependente
das post.ções envolvidas, assim como da configuração do sis-
tema

O problema que nos interessa estudar é que restri
ções devemos i.mpor sobre as funções de transição e de velo
cidade para que o sistema todo execute um lnoviinento inarko
viajo.

Spitzer [9] descreveu vários mode],os de i.nteresse.
obtendo alguns resultados sobre medidas i.nvari.antes supondo
a existenci.a do processo de Markov. Jã ]]o]]ey [3] conseguiu
condições de sua.ciênci.a que garantiram a existência ein al-
guns modelos, no caso do conjunto suporte ser o conjunto dos
inteiros relativos. llolley demonstrou a existência de um pro



cesso a parti.r da escolha intui.uva de seu gerador i.nfi.ni.te
si.mal

Li.ggett [6], na mesma ]inha de ataque ao problema
que Holley estabelece uma abordagem bastante geral, estudan
do em que condições o li.mire de uma sequência de operadores
infinitesi.mais limitados é também um operador i.nfinitesimal.
Nos modelos estudados, o gerador i.nfinitesimal intui.tivo é
mostrado como o limite de operadores que expressam parcial-
mente o processo.

Para o modelo de exclusão com mudança de velocida-
de. Li.ggett consegue condições de suficiência substanci.al-
mente mai.s gerais que as de Holley; além disso trabalha so-
bre um conjunto enumerãvel qualquer e não simplesmente so-
bre o conjunto dos inteiros. Liggett aborda também o modelo
''latti.ce spin'' obtendo bons resultados

Este trabalho esta dividido em doi.s capítulos. No
primeiro dos quais (baseado fundamenta[mente enl [2] e [8])
nos dedicamos a desenvolver a teoria de gemi.grupos, princi-
plamellte no que diz respeito ã obtenção de conde.ções sob as
quais um operador gera um semigrupo fortemente conti'nuo. Is
se nos proporciona os instrumentos necessários para no se-
gundo capítulo (baseado no artigo de Liggett [õ]) demonstrar
que os modelos de exclusão com mudança de velocidade,''lata,c
ce .spi.n'' e i.nteração com ampla.tudo nula existem e são pre-
ce s sos de Markov

Para este Últi.mo modelo, de interação com antpl i.tu
de nula, usando a técnica desenvolvida por Liggett, obtive
mos sem mai.odes dificuldades ' condições sua.cientes bas
tante mai.s gerais que as obti.das por Holl-ey

É importante notar que, embora existam varias for



mas de abordar o problema de exi.stência, neste trabalho nÓs
fizemos restrição ao emprego da forma aditada por Liggett

Por Último é conveniente destacar que, nos últimos
anos, tem sido realizado importantes avanços no estudo dos
processos markovi.anos em sistemas corri i.nfinitas partículas,
especialmente sobre existência de medidas invariantes e con
vergência para medidas invariantes. Este trabalho não abor-
da estes aspectos e pode encontrar-se em [7] uma exce]ente
exposi.ção sobre o estado atual do tema



CAPÍTULO l

ELEMENTOS DA TEORIA DE SEMIGRUPOS

Seja E um espaço de Banach e {TtltZO uma famíli.ade
operadores li.neares li.]ni.tados de E em E; dizemos que {Ttlt>n
ê um gemi.grupo se V s à 0, Vt à 0

'rs..t ; Ts'Tt

Um semi.grupo se diz de contrações se jjTtll s l,Vtz0,

ou seja, lITtíll sllfll , VfGE; dizemos que um semigrupo de con-
trações é fortemente contínuo se

!iB '*' ; ' VfGE. (1 . 1 )

na Topologia i.nduzi.da pela norma sobre E

TEOREMA 1.1 - Para todo fGE, a função a

por a (t) ; Tt-f é contínua

DEMONSTliAÇAO - Usando (1.1) temos

d a):l::

definida

7r



i.}o llrt+hr -Ttíll ; àl,o lITt(Thí-í)ll É i.}o jIThf'íll

i.}ollTt-hí-Ttíll iio llTt-h(í-Thr)ll ' h.}o Thfll
B

Definimos o operador infiiiitesi.mal A do semigrupo
Tt como

T.f-f
AÍ : ti"l -":-í--, (i .2)t+o '

VfeE tal que este limite exista e denotaremos por 22(A) o do
mÍnio de A. É imediato que A Õ um operador linear (não ne-
cessariamente l imi.tado)

TEOREMA 1.2 - Seja {Ttltz0 um semigrupo fortemente contínuo
de contrações e A seu operador infinitesi.mal

Verificam-se as segui.ntes propri.edades

i) Vt à 0, Tt(t)(A))cP(A) e TtAf : ATtf, VfÉ;D(A);

ii) VfGD(A), a função t --+ Ttf é derivãvel e

Ttf ATtf;

Ttf-f
t

.l TsAfds;
( 1 . 5)

ii.i) D(A) é denso em E;
iv) A é um operador fechado, isto é, dada villa sequência

{fnlneN contida em t)(A). tal que fn ---- f e Afn ---'' g,
então fet) (A) e Af = g. (+)

DEMONSTRAÇÃO

i) Tt é um operador contínuo pelo fato de ser uma con-
tração. Como E é um espaço de Banach, segue-se que

(#) loto ê equivalente 8 dizer que o gráfico do operador é fechado em
EXE



AT.f : lün :!!:iÇ::lllli- : lim
' h+O '' h+O '.(l;i:l TtAf

ii) Temos que

{- '.' : :iH Lü;y : "..
Mostremos agora que se verifica .:Í Ttf
Por (1. 2) e (1 .1)

ATtf

lim
h+O

hfT t t
ATtfll : li: llTt-h

Thf-f
TtAfl

:itl lt'*-«'3€--- '."''ii ' iiB n-b\--- '."'u .

$ 1im ll--BX---- Afll + liln lIAm-T.Afl ; o
h + 0 '' '' '' h+ 0 '' n

[ntegrando a função d Tsf no interva]o 110,t] (ver g.
pêladi.ce A, A-4) e usando (1.4) e (1.3) segue-se que

'.'-' : [ :i ,:~; : C: ':".:
ii.i) Devemos mostrar que VfÉ;E existe uma sequênci.a {f } É;N

contida em 0(A), tal que f,. ----- f. Pelo Teoremal.l te
mos que T*f é contínua como função de t e dado queem
norma esta majorado por l fl , por A-l (Apêndice A),cop.
luílnos que é integrãvel em unl intervalo finito. Defi
nlmos

gn : .[/n Ttfdt, fn

Usando novamente o fato que Ttf é contínua, e de A-3
segue'se que



âj.= '« : 1;i= {% : lj.= :}. ['" '."' : '.'
Resta demonstrar que f..eZ)(A), o que é equivalente, a
g::et)(A) . Para isto, aplicando A-2, escrevamos

l/n rl/n rl/n rl/n
Thgn-gn:Th .l Ttfút-.l Ttfdt : .l Th+tfdt-.l Ttfdt

h+]./n
Ttfdt

,l/n
I'tfdt: '.fdt -.l T.f

Usando A-3

:a s43' : n ' ='""*":-Êiu iC '.'-*
e conclui'mos que gnGD (A)

iv) Por (1.5) temos

TI/«f-f

Ttfn-fn : il) TsAfnds'
(1 . 6)

Como lITsAfn-Tsgll $ 1IAfn-gjl , Vse[0,t] e Afn --"» g segue

se que TsAfn ---''" Tsg para n-t" uniformemente no enter
va[o[0,t]. Fazendo n-,m em (1.6) temos

'.'-* : [
Dividindo por t e fazendo t+0 concluímos

til XF : !i8 + C: H

Seja L(E,E) o espaço vetorial normado dos operado-
res lineares limitados de E em E munido da norma usual. Por
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ser E um espaço de Banach, L(E,E.l também o e

Seja AÉ;L(E,E). Defina.mos o operador exponencial co
ino

7 )
(1

lA n
Ae

n=0

/n:ll s llxll /n; e que

>l lIAlln/n! = elIAll
n=0

converge, então a série das normas converge e e/l estãbem de
fi.ni.do.

Vamos estabelecer agora algumas propriedades do o-
perador exponenci.al

TEORES.IA 1.3 - Se A,B€1(E,E) , então,

l eAll g elIAI

ec 1 : ec.l

eA.eB : eA+B

tA
llt-;-:l- All --'-'' O,

Se A e B comutar e jjetAll É 1, jjetBll É 1, Vtz 0,

jjetAf-etBfll stlIAf-Bfll, Vtz0, fÉ;E. (1.12)

IAn nDado que a serie

quando A B comut am ;e l

1)

t+opara

(1 . 8)

(1 . 9)

(l . l o)

L l . -l



(l.lO) segue de

lj. b «'l .l.!. à- -"l : :}. ,}. É- .'

i=0 'i' A+B)i : eA+B.

Para: demonstrar (1. 11) consideremos

."-:-« : .}.#-:-« 'J:
dando por t e fazendo t+0 temos :

tiBndb' "u ' ii8 '!W-:l- n"n

Dado que A e B comutam temos

.'"'-.'-. : } .y."..v'-k;l

Logo,

tAf-etBfll s n
k:l

!A !B
jen f-en íll

DEMONSTRAÇÃO 8) ( 1 9) de \rpr fj r' n í' nnY-'e sao

dj.vi

11 .

s n

fazendo aplicando (1 1 1) concluímos)

te - i--qIAll ;

B.:xtB !A !B
e n ljen f-en fll É

n 'F oo e



etAf-etBfll s lim
n'»oo

t Af-Bfll H

CObIENTÁRIO Se jjetAll s 1, Vtz0
vando que

l i.m etAf
t+o

então, por (l.lO) e obser-

l iin
t+o

tnAn
n:

temos que, etn defi.ne um semigrupo fortemente contínuo de
contrações que têm, por (1.11), como operador infinitesimal
o próprio operador A.
TnnDERAA 1 4

Seja {TtltZ0 um semigrupo fortemente contínuo
de contraçÕes e A seu operador infini.tesimal

Para todo geE e À>0, a equação

Àf-Af : g (1 . 1 3)

têm uma Única solução fet)(A) dada por

' : «*' : J. ''** '.:-' (1 . 1 4)

O operador RI' que chamaremos resolvente do opera
dor A, definido em (1.14) é linear e

11 K*gll . +llKll (1 . 1 5)

DEMONSTRACAO - Pelo Teorema 1.1, Ttg é contínua como função
de t e a norma do integrando é ]najorada por

e'Xtljgjl que é i.ntegrãvel em [0,w). Por A.] conc]uÍmos que
e'XtTtg é integrãvel e RÀ está bem definido. É imediato que
RÀ é li.near dado que Tt o é e (1.15) segue de

IRxKll = ili) e'Àt Ttgdtl s lo e'ÀtlITtgdtjl slo e'Xtljglldt = { ljgjl
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Temos agora, usando A.2

Thf : Thllo e'Àt Ttgdtl : .r e'XtTt+l.gdt = 1 e'À(t-h) Ttgdt

eXh e'Xt Ttgdt = eÀhEf

e segue-se entaó que

« : ii8 3F ; iR e> .- g
*'-iH."i Àf- g

Logo, fet)(A) e f é solução na equação (1.13). SÓ
resta demonstrar a uni.cidade da solução (1.13). Suponhamos

que existam duas soluções diferentes fl e $ da equação (1.13)
Logo, Àfl-Àf2-Afl+Af2: 0 e tomando h= fl-f2, segue-se que
h#0 e Àh-Ah=0, ou seja Ah=Xh. Se considerarmos a função
e "' T.h, usando (1.4) e (1.3) temos

.à e'Àt Tth -Àe'Àt Tth+ e'Àt a Tth B -Àe'Xt Tth+ e'Àt ATth

: -Àe'Àt Tth+ e'Àt TtAh = -Xe'Xt

integrando .ã% e'Xt Tth em [0,t], por A.4 temos

e coiro Tt é uma contração

hl = lje'Xt Tthjl s e'Àtllhll, Vt>0 -» jjhl = 0,

o que é absurdo. H



COMENTÁRIO - Este teorema i.aplica que o operador ÀI -A de
':Z)(A) em E é biunívoco e o seu inverso é o ope'

dador RÀ' que chamaremos resolvente do operador A, ou i.ndi..g
tintamente, do semigrupo Tt
LEMA 1.5 -(Dynkin, Ref.[2], Lema 1.2, pãg.27) - Seja u(t)

uma função contx'nua de Rt em E tal que VÀ>0

e'Àt u(t)dt
0

(1 . 16)

Então , u(t) = 0 , Vtz0

TEOREMA 1.6 - Se T. e T' são semigrupos fortemente contínuos
de contrações tais que seus operadores infi.ni.

tesimai.s coi.nadem, então, os semigrupos também coinci-dem.

DEMONSTRAÇÃO - Dado que o operador infinitesimal é o mesmo

para os doi.s semigrupos, pelo Teorema 1.4, o
resolvente também o é, ou seja VÀ>0, VgÉ;E

e'Àt Ttgdt r e'Àt Ttgdt ->e'Àt [Ttg-Ttg]dt : 0

Colmo Ttg-Ttg é uma função contínua de Rt em E, pel-o Lema 1.5

temos que Ttg- Ttg; 0, Vtz0, VgÉ;E B

TEOREbIA 1.7 (11ille-Yoshida) - Sejam E uin espaço de Banach e
A um operador linear de domínio t)(A). O opera-

dor A seta o operador infinitesimal de algum scmigrupo for-
temente contínuo de contraçÕes Tt defi.nado em E, se, e so-
mente se, as seguintes condições se verificarem

i) D(A) é denso em E;

ii) VgeE, VÀ>0 a equação Àf-Af; g têm solução fGt)(A) ;
iii) IXf-Afl 2 ljXfl , VfeZ)(A) , VÀ>0
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O semigrupo Tt é Único.
DEMONSTRAÇ4Q - Suponhamos que A seja o operador infinitesi-

mal de {Ttltz0' A condição i) segue da afir-
mação i.ii) do Teorema 1.2. O Teorema 1.4 nos assegura a co2:
dição ii) assim como cla afirmação (1.15) do mesmo teorema se
gue-se ii.i)

Suponhamos agora que se verificam as condições i) ,
ii) e iii). Para demonstrar a existência de T. construire-
mos uma famÍI i.a de operadores lineares limitados {AX}X>0 que.

aprox-ilha A. l\k)strat'erros que {AÀ}À>0 geram semigrupos {Ttltz0 que,
para À'»", convergem para um semigrupo Tt' Finalmente deinons
traremos que este semigrupo tem como operador infi.nitesimal
o próprio operador A. Se Àf-Af= 0 a conde.ção iii) implica que
f= 0 e a equação Àf-Af= g tem uma úni.ca solução, uma vez que,

se fl e fZ forem soluções então

Àfl - Àf2 - Afl + Af2 À(fl-f2) - A(fl-f2) f 0; 0
2l

Denotaremos por RÀg a solução da equação ejn i.i) . É
imediato que o operador RI ê linear e de iii) segue-se que

gll : ll Xf-Afll à ll Xíl Àll Rx gll

ou sela,

( 2 . 1)

e RI é um operador limitado, satisfazendo

XRÀg - ARXg : g, VgeE. (2.2)

Aplicando RÀ na igualdade (2.2) efazendo RÀg = f ob-
ter\os



1 1

ARAR - RÀAf : f, VAGO(A)

De (2.2) e (2.3) segue-se que

RÀAf : ARÀf, VfeD(A)

e por (2.2) e (2.4) temos

ÀRÀR},g = ARÀRug+ Rpg = RÀARHg+ Rug = R)tEuRpg-g] + Rpg :

: pRÀitug- RÀg+ RUg -+ (À-P)RÀRpg = RU- RX

Portanto, os operadores RÀ e Rp comutam, po

"*«.. : bFP ; b:V : ".'*:
Usando agora (2.3) e (2.1) segue-se que

IXK*í-íll : llKxAíll ' ; lIAíll , VÍCP(A)

Considerando geE é possível escolher fet)(A) tal que
Ig-íjl < e/3. Tomando À > 3lIAfll/E:. na desi.gualdade acima, temos

lxa*g-gl ' llxKXg-xR*rll 'llÀRÀf- íll . llí-gll '

$ XllKxll llK-Íll . + lIAÍI ''' llg-ÍI É 2llg-fl . c/3< c:

abelecer

lim ÀR.g = g, VgÉ;E.

Seja A, = XAR.; por (2.2) XAR.:EÀR.-]] do que segue

IS

podemos este

( 2 . 3)

(2 . 4 )

( 2 . 5)



1 2

IAxíl lxEXR*-iJíl tllxi*íll ' llrlt . zxllr VfeE,

ou seja. AÀ é um operador ].i.mirado. Usando de que RÀgeD(A)
VgeE, de (2.4) e da colnutatividade de RÀ e RH segue-se que

AxAu = ÀARÀI.iARu : ÀLAzRÀRu

e concluímos que A. e A.. também comutar.
' À P

Como A e RÀ comutam sobre t)(A), por (2.5) temos

ÀliAaR R =
XP À}'RI . : A.AÀ

lim A. f = Af, VfÉ;Z)(A) . (2 .6)
x-}. ''

Seja o gemi.grupo Ti: etAÀ. De (l.lO) e (1.9) segue-
se que

TÀ : etÀzRÀ-tÀI ; e-tÀI etÀzRÀ : e-tÀ

e temos

(2 . 7 )

Till = e'tÀjjetX2RÀI s e-tXeÀtllÀRXI s e-tÀ etX ; l. (2 . 8)

De (2.8), (2.1) e do comentário que segue o Teore-
ma 1.3 concluímos que {Ttltz0 é um semigrupo fortemente con
tínuo de contrações. Dado que lITtll É 1, Vt à 0 e AÀ e Au come
tam podemos aplicar (1.12) e temos

Tif-Tlfll 5 .tlIAxf- AIJfll

Como VfeP(A) , AÀf tem limite para À-" deduz-se que
VteD(A) o lim TÀ existe e, além disso, a convergência é un.i

À -» oo

forme em relação a t sobre todo intervalo finito. Seja Tteã
te limo.te.

Da passagem ao limite em(2.8) segue-se que
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Tt fl s ll fl Vf€0 (A) CZ . 9)

Como Tt é um operador limitado definido em um sub-
conjunto denso de E, ele pode ser prolongado de modo único
a todo E. É claro que (2.9) ai.nda continua sendo valida pa-
ra a extensão e verifica-se

fTlim Tt t VfeE,

uma vez que, tomando uma sequência {fnlnÉ;N conta.da em Z)(A)
tal que f. ---b f temos

ITXf-Ttfl s lITÀf-TÀfnll + lITÀfn-Ttfnll + lITtfn-Ttfll É

$ 2ljf-fnl + lITÀfn-Ttfnll

onde,é possível fazer a Última expressão tão pequena quanto
quem.ramos, pois como fnCD(A) , Ttfn ---- Ttfn para À-"

Como Ts'Ttf: Ts+tf segue-se, passando ao limite,que
Ts'Ttf- Ts+tf e então {TtltZ0 é um gemi.grupo de contrações
Temos que mostrar agora que Tt é fortemente contínuo e para
is se e s cr evamo s

lITtf-fll g lITtf-Ttfl + ljTtf-fl

Dado que '4f converge para Ttf uniformemente eln todo intervg.
lo finito podemos escolher À suficientmtente grande tal que jITtf-'Çfll, <
< c:/2, vtCEO,]] e cano 'e é un semigrupo fortemente contínuo existe ó>0,

tal que Vt <6, ll'iiÀf-rll <c/2. Portanto, Vt <6, lITtf-fl <c

Seja AI o operador infini.tesimal do semi.grupo Tt;
temos que provar que AI :A. Como AÀ õ o operador infini.temi
mai de Tj:, por (1.5)

ftTÀft
0

X
T A f ds

ÀS (2 . 1 0)
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Para toda f€1) (A) telhas

ll'rsAf-T:AÀf 5 lITsAf-T:Afll ' lIT3U-T:AÀíl 5 jlTsAf-T:Mll . lIAm-Axíll

e como para À-» " TÀ converge uniforJnelnente em relação a s sg
bre todo intervalo finito e de (2.6) A\f "-+ Af, ternos que
TSAÀ.f converge a TSAf uniformemente em [0,t]. Fazendo X-+m
em (2.10), podemos tomar o limite dentro da integral e por-
tanto,

Ttf
t

Jo' TsAfds

Da continuidade de Tç e de A.3 (Apêndice 3) segue
se que

Ttf-f
tli.m

t+o !itl '} [ ;' "íd;
Af

e AI : A sobre 0(A). Resta demonstrar que l)(AI) ç P(A) e para
isto seja fGO(AI) e g: Àf-Alf. Pela condição ii) existe feD(A)
tal que Àf-Af= g; mas. como AI ; A sobre t)(A) então tambémve
rifica-se Àf-Alf: g e como pelo Teorema 1.4 a equaçãoem ii)
tem uma Única solução segue-se que f= f e Z)(AI) : D(A)

É imediato, a partir do Teorema 1.6, a uni.cidade de
H{Ttlt:0

Di.zeros que um subconjunto E' de um espaço E é uln

cone se para qualquer dois. eleiltentos fl'f2€E' e constantes
cl'c2 à 0, verá.fi.ca-se que clfl+c2f2É;E
COROLÁRIO 1.8 - Seja E' um cone fechado de E. Se Xf-AfÉ;E

implica que feE', então o semigrupo Tt é iD.
variante em 1;: , ou seja, se fÉ;E , TtfeE , Vt z 0
!2Ey9NgllBÂÇAO - Dado que o operador RI é o i.nverso de XI - A

+

l
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di.zer que (Àl-A)feE' implica fGE' equivale a dizer que
R.(E') S E'

À por (2.7), segue-se que T: é i.nvarianComo T} = e'Xt etÀzRÀ

te em E', pois,
T) r.\2\l =

lim >1 (Ll;)-- (R.):f
D-Foo 1= U

onde, a reduzida da série esta em E+ por ser E+ um cone e
como é fechado, então o limite tanlbéin esta em E'

A afirmação do colorário segue dos fatos E
chado e Ttf é o limite de T:lf. B
COME4].ÃRiQ - Se E é o espaço das funções contínuas o valo-

res reais sobre um espaço K, com a norma do su
prelno, e E' é o conjunto das funções leão negativas (é ime-
diato que é um cone fechado) , o corolário afirma que se Àf-
-Af não negativa implica que f também o é, então, o s'emi.-

grupo Tt leva funções não negativas em funçõesnão negativas,
ou seja, Tt é um operador post.tivo

+

.tÀ:RÀf

é fe-

Seja E um espaço de Banach e <' , '> uma apli.cação de
ExE em R. Dizemos que <' .'> é um semiproduto i.eterno se

VFÉ;E a função x ----- <x,y> é linear; ( 3 . } )

'x,x» : xll:; ( 3 . 2)

«x ,y» l . lx lyl

LEMA 1.9 - A aplicação 4)..(x) = <x,y> é limitada e de norma i
g«al a ljyl

DEMONSTltAÇAO - Por (3.3) segue-se que
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+.,(x) 1 < x , y > ll xll llyl

hí' : u*u
VxeE,

logo. $y é limitado e. ll$yll É ljyjl. Além disso, de (3.2) temos:

<y,v>l
hF;d'v(y)

e, portanto , ll4)vll : ljyjl. H

COMENTÁRIO - Um semiproduto interno associa para cada yCE y.
ma aplicação li.near limitada de norma jjy fatal

que 4).(y) = ljyjjz. Por outro lado, se para cada yÉ;E ti.vermos
associada uma aplicação $., nessas condições, então a famí-
lia {q)ylyeE define um semiproduto interno através de

<x ,y> : (>.(x) (3 .4)

uma vez que (3.1) segue da linearidade de $y'<x,x>: $x(x)
lxl : e (3.3) segue de '

l«x.y» l4'y(x) l 5 l4'yll llx l vll ll xll

Denotaremos por }V(y) o conjunto das aplicações li-
neares limitadas tal que a norma é igual a jyl e o valor que
tomam em y e ljyl 2

LEMA 1 10 - Dado um espaço de Banach existe nele pelo menos

un semiproduto interno compatl'vel com sua nome

Pelo colnentãri.o acima basta demonstrar que
VyeE é possível definir uma aplicação 4)v tal

PEIPNSTRAÇAO

que $yeW(y)
osubespaço gerado por y(E.,=lÀy:ÀÉ;R}) ; E., e
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um subespaço fechado de E e definamos

$;1(y) : ljyjl:, $;.(xy) : x4';(y)

É imediato que +e. é uma apli.cação linear limitada sobre E.,
e ll+:ll = ljyjl . Pelo Teorema de [lahm-Banach segue-se que exis:
te uma apli'cação @v linear limitada que prolonga +o a Ee
q«e ll + .ll : ljyjl . g

LEMA l.ll - {)ada uma sequência {@nlneN de aplicações linea-
res li.Ditadas de E em R tal que

SUP ll@.ll S M « m

existe uma subsequência $nk que converge fracamente para u'
ma apli.cação linear @ (ou seja. 4,nk(x) "-"' +(x), VxeE) e

l (PI s lim sup l4)nkll

n

xll yjl :

)

PE11gNêl!..llAÇ:8g - l$.(x) l g Mllxl , VnÉ;N. Consideremos para cada
xeE o espaço Z.:E-Mlxll,Mllxl] com a topolo-

gia usual e seja Z o produto cartesiano de {ZxlxÉ;E com a tg
pologi.a produto; Z. é compacto e pelo Teoreiita de Tijonov Z
também o é

Para cada (>. fica associado uin Único ponto zn e Z,
cuja coordenada z: em Zx é dado por zn= 4)n(x). Como Z é um
espaço compacto, a sequência { Z''JnÉ;N tem.alguma subsequênci.a
convergente. Seja z o seu limite. Como zíik ---... z na topologi.a
produto, então converge coordenada a coordenada, ou seja,
zxk --+ zx' VxeE. Definindo $(x) : zx' veria.ca-se que

+.. (x) ----> 4) (x) , VxeE .

Do Teorema de Banach-Steinhans segue a afirmação do Lema. B

Dizemos que um operador linear A de Z)(A)cE em E é
um operador disse-pau.vo se existe um gemi.produto interno ein
E tal que Vxet)(A) , <Ax .x> g 0

k
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I'EOREMA 1 . 1 2 Um operador A é dissipativo se e somente se

IÀx-Axll à Xllx VxÉ;D (A) , À>0 (3 . 5)

DEMONSTRAÇ4Q - Seja A dissipativo e <.,.> o semiproduto in-
terno tal que <Ax,x>s 0, VxeDCA). Por(3.2),

(3 . 1) e ( 3 . 3)

Xllxl : = X<x.x> = <Xx,x> g <Xx,x> - <Ax,x>

<Àx-Ax,x>s llXx-Axl lxl --o. Xlxl É IÀx-Axl

Suponhamos agora que (3.5) se verifica.Para demonã
trai que A é di.ssipati.vo basta demonstrar que podemos achar
uma aplicação W..É;W(x) tal que @*(Ax) s 0, VxeD(A)

Fixemos xeDCA). Seja {ÀnlnÉ;N uma sequência tal que
Xn > 0. Xn --""+ " e Ànx-Ax # 0, VneN. Para cada Xn podemos escg
Iher uma aplicação +.€1V(X.x-Ax) (ver demonstração do Lema

1.10). Fazendo Pn: +n/ll(bnll temos llPnl: le do Leira 1.11 se-
gue-se que existe uma subsequência {@nklkÉ;N que converge frg.
lamente para uma apli.cação li.near limitada Q tal que

l@ll g lim inf ll@nkll ; l
Temos, por outro lado,

@ (x) : llxl (3 .6)

pOJ.S

'Pm : 11 q'«k(*' Ànk "") : l;'« .XI' 'h

hF :t!"*-,k«*":"*"
liin

nk
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Portanto, concluímos que l@l = l

De (3.5) e ll@nll ; 1, VnÉ;N segue-se que

Xnllxll É ll À.x-Axl @n( Xnx -Ax ) XnPnCx) - q'n(Ax) g

s À llxl - Qn(Ax) --> @n(Ax) g 0, VnÉ;N

e, portanto,

V(Ax) lim @nk(Ax) g 0k-FW

Definindo p.., = lxll@ temos que P. é uma aplicação li
near limitada de norma ll©.l = lx ll@ = llx e por (3.6) Q.(x)
= llxll:, ou seja, W.eW(x) e por (3.7) verifica-se que

P.,. (Ax) g 0. R

COROLÁRIO 1.13 - Se A é dissipativo, para todo À > 0, o ope-
rador Àl-A é injetivo em D(A) e o seu in-

verso é um operador li.instado cuja norma é menor ou igual a
l

À

DEMONSTRACAO Sejam x,yeD (A) , x x y Pelo teorema anterior

l (ÀI -A)x - (Xi-A)yjl l (Àl-A) (x-y) à Xllx-yll » 0

Seja w€0((Àl-A)'") , ou seja ;lxeD(A) tal que
(Àl-A)x ; w e

l (Xl-A) 'lw 1 *1 {l Xxl ' {l Àx-Axl B

LEbm 1 . 14 Dado um operador B, li.near e li.mi.todo, de E em E
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tal que lIBI < 1, o operador l-B tem inverso e este édado por

(l-B) 'l ; >1 Bn
n=0

Notemos que tanto l-B como (l-B)'l são operadores
cos de E em E.

bi.uni'vo

DEMONSTRA Como IBI < 1 a série

converge absolutamente, pois

>l liB nl
n=0

Blln i/ l - IB

Conclut'mos então que

converge e (.T-B)'J esta bem definido

Como ll Bnll ---+ 0, para N --» m

(l-B)' >1 Bnf= liin (l-B).N>lIBnf; lim
n=0 1q--m n=0 1+.w

Nl
Bnf- >1 Bnf

.n=0 n=l
lim f- BNf; f

De maneira análoga demonstra-se que

«EoB"l (i'B) f : í.
D

TEOREMA 1.]5 (Lumes-Phi.lli.ps) - Seja A um operadorlinear de

E em E de domínio 0(A) . O operador A é o opere.
dor infinitesimal de um semigrupo fortemente contÍnuode con
traçoes se, e somente se,

i) D(A) é denso em E;
ii) ]À0>0 tal que (À01-A)(t)(A)) : E
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i i. i.) A é dissipativo
0 semigrupo é único

DEMONSTRAÇÃO - 1; claro que se A é o operador infinitesimal
de algum semigrupo as condições i) ii) e i.ii)

se verificam, pois estas são mais fracas que as condiçõesdo
Teorema de Hi.]].e-Yoshida

O Teorema 1.12 nos diz que a propriedade de serdes
si.pau.vo é equivalente a condição iii) do Teorema de Hi.lle-
Yoshi.da. A condição ii), em outras palavras, nos diz que a
equação ÀOf-Af: g tem solução para todo gGE. Logo, para de-
monstrar que as condições i.) , ii) e iii.) implicam na existêE:
cia do semigrupo é sua.ci.ente mostrar que

(XI -A) (O (A) ) VÀ>o

Pelo Corolário 1.13 existe (À.l-A)'i e fazendo
RX0:(À01-A)'l temos que RÀ0 esta definido em todo E e
IRÃO É l/À0' Portanto,

l (X-Xo) Rxo g lx-xo 1 / xo « l VÀe(0 , 2 XO)

Pelo Lema 1.14 segue-se que l- (À0-À)RÀ0: l+ (À-À0)RÀ0
vai de E sobil:e E e tem inverso. Definimos

RÀ Rx0 [ [+ ( À - XO) RÀ0 ] ' 'L VÀe ( 0 , 2À0)

Mostremos que (Xl-A) 'RÀ l e portanto,

CÀI -A) (O (A) )

Como, por hi.pótese, RÀ0 vai de E em D(A) , então

( À l -A) RÀ

esta defina.do, VfeE e
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(À[-A)RÀf : ÀRÀ0[[+ (À-X0)RÀ0]''tf-ARx0[[+(À-À0)RÀ0]'if

: (X-X0)RÀ0[[+(X-À0)RÀ0]'lf+ÀORÀ0[[+ (À-À0)RÀ0]'lf-ARÀ0[[+(À-À0)RÀ0]'lf:

(X-X0)RX0[[+(À-X0)RÀ0]'lf + (À01-A)RÀ0[[ + (À-À0)RX0]'lf

(X-À0)RÀOt ]+(À-À0)Rx0]''tf +E]+(À-À0)RÀ0]'if

[ (À-À0) RÀ0+]J[ [+(À-À0) Rx0]'if f

Na realidade, RÀ é o resolvente em X do operador

Extendendo por indução a definição de R. concluí-
mos que VÀ>0, (Àl-A)(D(A))=E. B

Ç9B91Z4111O 1.16 - Um operador linear A l i.matado e di.ssipati-
vo, definido em todo E é o operador infi-ni

tesimal de um Único selnigrupo fortemente contínuo de contra
çoes

A

r

]l:EMÇllN$.!.111:8Ç:8Q - Por hi.pótese A é dissipativo e definido eln to
do E, então, pelo Teorema anterior resta de-

monstrar que, para algum ÀO > 0, (X01-A)(E) : E o que é equi.-
valente a (l-A/ÀO) (E) ; E.

Seja lIAll=M. Tomando Xn=2M a norma de A/Àn é 1/2
e pelo Leira 1.14 segue a afirmação. B

Dizemos que um operador linear é prefechado se o fÊ
cho do seu gráfi.co é o grãfi.co de um operador linear fecha-
do

LEMA 1 . 17 Um operador linear A é prefechado se, e somente,
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se

Xn----0 e Axn---'"y impli.camy = 0. (S.l)

DEMONSTRAÇ4Ç) - SejaAprefechado e Ã seu fecho. Como Ã é fe-
chado segue-se que

li.my n li.m An'Y
D-+m ''

A(lim Xn)
I'l -+ oo

AO

Suponhamos agora, que se verifica (S.l). Seja G(A)cExE
o grãfi.co de A; (x,y)Gt;i.IÃ} i.mplica que existe uma sequência
{xnJneN tal que Xn -""'» x e Axn --'» y

Mostremos que G"(ÃT é o gráfico de um operador. Se-
jam (x,y') , (x,y'')eaÍÃJ, então existem sequências {xÂlneN e
{xnlneN tai.s que

nx ' ----- x, AxÁ ---+ y'
( 5 . 2 )

x;l :- x,

e, portanto,

Xtn n ---- O, A(x:;-x;l) Ax'-Ax''
]i n (5 . 3)

e de(5.1) concluímos que y' =y''

Seja A o operador cujo gráfico é CtãiT; da lineari-
dade de A segue, i.mediatamente, que Ã também é linear eé fe
chado desde que seu gráfico é fechado por definição. []
TEOREMA 1.]8 - Se A é um operador dissipativo de domínio den-

so em E, então A é prefechado e seu fecho Ã
também é dissipati.vo.
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PÊygNg.!..118.ÇAO - Raci.ocinando por absurdo, suponhamos (lue A
não é préfechado, pelo Lema 1.17 existe então

uma sequência {XnlnÉ;N tal que Xn ---'' 0 e AXn ----'' y # 0 para lt'm
Podemos supor que jy =1 e colho Z)(A) é denso eln E (e é um
subespaço), é possível escolller uGP(A) tal que lju-yjl <1/2 e

Seja <. ,.> um semiproduto interno tal que <Ax,x>
: 4'x(Ax) $O, VxeZ)(A) . Tomemos c >0, U+cxn ---- u para n '' " e
portanto

suP
n < " ('Pu«x É;W(U'cxn) e l4,u..cx lln n U «'«.H )

Pelo Leira 1.11 podemos extrair uma subsequência da
sequência {+u+cx }nGN' que converge fracamente para um ope'
dador linear + tãl que:

1+1 É li.m inf ll(bu+cx l ; lim inf
k--m nl... H+m

Como por outro lado

EI«l

+(u) : jiim 'bu.Cxnk('''*nk) :
lim
k.«

temos l$1 : lul :l

H «l '

4, (y) : @ (u) + @ (y-u) ll«ll: $(u-y) z 1 - 1+1 ju-y ju-yjl

e pela escolha de u podemos estabelecer

$ (y) z 1/2 (5 . 4)

Além di.sto , A(u+cx,.) Au+.cAx.. ---,- Au+cy do que sesÊ
gue
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+(Au' cy) ; lj.= '>u'cxn.,(A(U'cxnk)) 'o

ou seja, (b(Au) s-c$(y) . l)e (5.4) concluímos então que $(Au)s
s -c/2 o que é um absurdo se escolhermos c >2lIAull uma vez
que ficaria

+(Au) <-UAull --, l$(Au)l >lIAul l@ll paul

Temos então que A é préfechado, seja Ã seu fecho.
Para mostrar que Ã é dissipativo bastará determinar VxGI)(Ã)
uma aplicação 4).GW(x) tal que $.(Ax) ÉO. Como Ã é uma exten
são de A e este é di.ssi.pativo, VxeD(A) podemos escolher uma
aplicação +v nessas condiçoes.

Seja xÉ;l)(A) , xÍIZ)(A) . Escolhemos uiTl& sequência {xnlnÉ;N
conta.da em l)(A) tal que x.. ---,... x e Ax.. ---* Ãx. Com um raciocí
ni.o análogo ao empregado na pri.beira parte da demonstração,
temos que existe uma subsequência

x }kGN de {@x }nGN
iik n

que converge fracamente para uma apl i.cação @l. que veria.ca

{#

l+xll ; llxll , +x(x) ; llxl: e 4'x(Ãx) : k.,. 'bxnt(Axnk) '0

Para xgZ)(A) escolhemos uma aplicação $.,eW(x) qualquer
Pelo comentário que segue ao Lema 1.9 concluímos que

esta famíl i.a de aplicações define um semi.produto interno;sg
bre o qual Ã é di.ssipativo. H

LEl\IA 1.19 - Seja A um operador fechado e di.ssi.pativo de do-
mínio Z)(A). Então, para todo À > 0 (Àl-A)(Z)(A)) é

fechado em E.
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PêygNê].11:êÇ;&9 - Seja yC'(ÍT:ÂI'(T'(KI'J, podentos escolher uma se

quência {xnlneN em Z)(A) tal que Àx:.-Axn---y
Como A ê dissipativo temos

lxx.-xx.l l À (Xn-xm) ll $ 1 À (xn-x,.) -A(Xm-xm) l l (Àxn-Axn) -(Àxm-Axm)ll

e dado que {Àxn-AxnlnGN é uma sequênci.a de Cauchy, {xnlneN
talnbêm o é; seja x seu limite. Usando agora de que A é fecha
do e portanto talnbêin Àl-A concluímos que xCZ)(A) e Àx-Ax;y.H

Vejamos agora o teorema central desta secção
TEOREMA 1.20 - Seja um operador linear A defina.do em E, de

domínio D(A) que verifica
i) P(A) Õ denso em E

i i) liÀ n > 0
iii.) A é dissipativo

tal que

Então A é préfechado e seu fecho é o operador i.nfi
nitesimal de um Único gemi.grupo fortemente contínuo de con-
traçoes.

DEMONSTRACAO - Pelo Teorema 1.18 temos que A é prêfechado e
se A é seu fecho, Ã também é dissipativo. Ob

viainente Ã tem domínio denso, pelo Lema 1.19 (À.l-Ã)(O(Ã))
é fechado e

(xoi-Ã) (o (Ã)) , ÍÍi .A) (O (A)) : E

Concluímos que (À01-Ã)(D(Ã)) :E e para o operador Ã as con
lições do Teorema Lumes-Phillips (Teorema 1.15) são veria
cartas de onde segue-se a afirmação do Teorema. H

LEMA 1.21 Seja {Fn(s)}nÉ;N uma sequência de funções de R
+
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em que é limitada e equicontínua no seguinte senti.do

llK >0 tal que IFn(s)ll $K, VnÉ;N, Vs zO e

Vc >0. ys zO, liâ >0 tal que Vs' zO ls'-sl <(5 i.mpla.ca

IFn(s) -Fn(S ')l < e VnGN (6 . 1 )

Se {FnlneN verá.fi.ca
.a)

âi= iJ .'*; r.b)d;l o, VÀ>o (6 . 2)

então

li:.= .:!!. ll p.b)ll 0 , VtZ0 ( 6 . 3)

D:EMONSTRAÇAO - Seja

:!= .::!. ll p.b)

Podemos escolher uma subsequênci.a de {FnlnÉ;N tal que seu l.l
mate seja y. Para simplificar a notação suponhamos que
{FnlnGN jã é subsequência

Dado que F. é contínua sobre o compacto [0,t],para
a[gum SnG[0,t], Fn tolda o seu mãxilno. Pe]o Teorema de Hahn-
Banach existe uma.aplicação linear y.. tal que lv.ll = 1 e
Vn(Fn(Sn)) :IFn(Sn)ll. Como Vn(Fn(s)) sIFn(s)jéimediato que

Ossst IFn(s)ll Ossst Vn(Fn(s))

e portanto

B--m 0É:!t Vn(Fn(s))



28

Se definirmos q)n(S) :V:.(Fn(S)) , Se[0,m), temos que
{+nJnGN e uma sequênci.a de funções equilimitadas e equicon-
tinuas ja que

l@n(s) l IVn(Fn(s)) Éll nll jIFn(s)ll ÉK, Vsz0, VneN

e se .5 >0 é tal que se s'z0, ls'-sl <.5 veria.ca-se (6.1)

l +n (s ') -$:: (s ) Vn(F::(s')-F::(s)) É llVnl IFn(s')-Fn(s)ll <c

Pelo Teorema de Ascoli podemos escolher uma subse-

mente também esta limo.tada por K, e é contínua

Usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebes
gue e A.2 (Apêndi.ce A) segue-se que VÀ >0

(X) p«)

Ú ''*;.':,';l : iH l. .'*:'"*';''; e'ÀsV (F (s))ds
nk' nk

.m

Ih ".k(
Às

Fn. (s)ds)e
k

f(x)

sliJn lvnk(lo e'ÀsFnk(s)ds) l $

'HU".k [ .-~; "*(s)dsl :

.«)

k.,m 10 ÀsFnk(s)dsll :0

por (6.2). Do Lema l.S concluímos que $(s) ;0, Vsz0 e teinç)s

que em [0,t] (>nk(s) converge uniformemente para zero dado
que ê uma sequência equicontínua de funções. Podemos afir-
mar então que

li.in sup '}.. (s) = 0,
k--m Oss st ''k

ou seja, fica dentonstrada a afirmação (6.3) l
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TEOREMA 1.22 (Trotter) - Sejam {T:lnGN, Tt semigrupos fort.g
mente contínuos de contrações defi.ni,dos em E

com operadores infinitesimais {AnlnGN e A respecti.lamente.
Se

D : {fGZ)(A): li.m A.f = AflcZ)(A)
D->m ''

é denso ein E e tal que o fecho da restrição de A a D é oprÓ
paio operador A , então

lli: .::': '':'-';'u 0 , VfGE , VtG[ O .'.) . (6 .4)

2=11ygNg.!..j!&ÇAO - É imediato que a restri.ção de A a D continua
sendo disse.pativa (A o é pois é um operador infinitesi.mal)
Como por hipótese D é denso em E, pelo Teorema 1.18 estares
trição ê préfechada e portanto tem sentido falar de seu fe-
cho

Se (6.4) vale em D então para qualquer gGE, fixado
t e dado c >0 exi.ste gOGD tal que Ig-90jl <E:/3; tomando

.::': ll":'o-':'.H«./'
temos que

IT:g-T;gll :lT:g-T:golf ' jlT:go-T;gojl 'llT.go-T:gjl .

s 2H g-gojl +llTsgo-Tsg oll < c, Vnzn
0 , VsG[0 , t]

e (6.4) vale para g. Resta demonstrar que (6.4) verifica-se
em D.

Seja fGD e
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:! .::!. I'!'-';'H
podemos extrair de {TnJneN uma subsequência que tenha y co-
mo li.imite. Para simpl i.fi.car a notação, denotaremos esta sub
sequência por {TtlnGN' Temos que demonstrar que y =0. Para
isto mostremos em primeiro lugar que

li-m lllo e'ÀstTsf-TsfJdsll : o,
VÀ > o ( 6 . 5)

Fi.xemos À > 0 e definamos

À
g (À l-A) ' if RÀf

Xs
T fdse

S
0

gÀGt)(A) logo existe {g:} contida em D tal que

gm ''' g e, Agâl --.. AgX. (ó.ó)

Dada uma subsequência {T=klnGN qualquer de {T:lnGN
como

lim
k--m

XÀ
g T Agn ink

VmGN.

podemos extr'àir de {AnklkGN uma outra subsequência,(denota
mos por .simplicidade {AnmlmÉ;N) tal que:

- AgÀ

Seja fà = Xg:l -An gm'
À

m

C' .-*;:*)'-';':*u . H C' .'*;.,)"-,)"'à,';u .

.. l [' e'XsET'«íà-T;íJdsl . C' e'XsjT&«(:píà)llds '
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* üC' .'*\)«'à-.

+ IÀgÀ-AgÀ-Üg..:'A. gà)l t l À - gxll '

' à *:~-*áu ' { U"nm'á'"'*ll . H d-'*u

o'ÀsTsfdsll $ 11.f-fàR IÍ" e'Àsds + ll X-gXI

:j4-g*jl .a«. <-«:*U
m

do que segue-se por(6.6) e(6.7), que

àj"ill e-ÀsET"«f-T;fldsll
e concluímos que (6.5) vale

Pondo Fn(s) :Tsf -Tsf, temos então demonstrado
se verifica para {FnlnGN a conde.ção (6.2) do Lema 1.21

e Tn são contrações temos que

IT:f-Tsfl s 2llfll, VnGN, Vsz0
Supondo s'<s

l Fn(s ' ) -Fn(s) l

que

Como T
S

lr (s)n

f-Ts'f-Tsf+Tsfll $

g IT:í-T!.rll+ ITsf-Ts'fl É bITs.s'f-fl 'llTs.s'f-fll

e portanto, para demonstrar que a sequênci.a F. é aqui.contí-
nua basta mostrar quc é aqui.colltínua na origem.

Como fGD temos que A.f ---.p Af e portanto existe K>0
tal que IAnfll $K, VneN e IAfll $K. Por (1.5) segue-se

"':'-'l : HI. ':".''-l 'il.l i"=".'!'- 'K;

e o )mesmo vale para l Tsf-fll
continua na origem.

Concluímos então que Fn é equ.i

São satisfez.tas as conde.ções do Len\a

tuindo Fn por Tsf -Tsf em (6.3) segue-se que
substi

B



CAPITULO ll

Seja E um espaço de Banach e consideremos duas se
quências de operadores li.mitados {MmlmGN e {U:\lnGN defina
das em E. Suponhamos ainda que )

VnGN. *!:"*'*
é um operador di.ssipati.vo.

É claro que ç2.. gera um semigrupo fortemente contí-
nuo de contrações (Corolário 1.16), o que nos interessa éen
contrai condições nas quais, o ''limo.te'' da sequência Q. taB
bém gera unt sem i.grupo .

Seja ç2. o operador li.cite de {n.} defi.nado da se
guinte maneira

QOf : lim S2nf

para todo fGE onde este limite existe.

É fãci.l verificar que ç2n é um operador linear

QO (f'g) lin nn(f+g) lim
H-+oo

l iln
n-+oo

QOf + nog
32
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Ç20 (Àg ) liin Ç2n (Àg)n '' Àlim !2n Cg)
B-po' ''

ÀQOg

e dado que Qn é disse.pativo VnGN, í20 também o é,seja
g ' f - ÀQOf (*).

fGO(QO)

l gjl í-xnoíll l i,m ll f-Àl2nfll 2 ljrn-»oo

Ein geral ç2,, não esta definido VfeE,
demos afirmar que Z)(Í2n) seja denso em E, por isso
que colocar isto como hipótese. Seja {pklkCN uma

de números real.s positi.vos tal que IMkll sllk, defina.mos

nem sequer po-
teremos

sequencza

C
kli kllukíll < "}

( 1 . 2)

Usando o fato de que IUk(f+g)ll Éllukfll +lUkgl é i.m.g
di.ato que C é um subespaço de E. Por outra parte, por ser E
um espaço de Banach, para demonstrar que

l i.m ç2 fn
]'l-»oo ''

M fU
kkk;l

existe, basta mostrar que a série das normas tem soma fi.ni.
ta. Se fGC temos

k;i KuKrl lukrll $ k>liuklukrll « "

(+) No decorrer do Capitulo l consideramos o operador Àl-A e nao o o-
perador l-ÀA como faremos neste Capítulo por comodidade. Assim,os
operadores dissipativos ficaram caracterizados por verificar

l Xíll É l Xí-AÍ l
Dividindo por À ambos os membros da desigualdade obtemos então a
forma que utilizaremos daqui em diant:e. Algo análogo ocorre comas
condiçoes que se manifestaram no Cap'ttulo anterior no Teorema de
Hille-cosida e suas extensões.
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e concluímos então que fÉ;D(Qn), ou seja C'::P(Ç2n)

Supondo que C é denso em E, t}(Qn) também o será, e
como além do mais Ç2n é dissipativo, terá uma extensão míni-
ma fechada e dissipativa ç2 em E.

Para que Q seja o operador infinitesi.iRaI de urn ge-
mi.grupo nos restaria verificar que para algum

À > 0, (1-À9) (0(Q)) : E

para o qual devemos impor restrições sobre sequências M.
e Un ' que envolvem o grau de comutatividade destes opera-
dores. Para formal i.zar i.sto, vamos i.ntroduzi.r a medida usual
de comutati.vidade dos operadores limitados

Sejam A e B operadores limitados defina.dos eln E,es
creveinos [A.B] =AB-BA e definimos:

[A , BJf ]
suP

f IAíl +llUíl
Y (A , B) (1 . 3)

onde o supremo é tomado sobre o conjunto de todos osfÉ;E tai.s
que o denolni.Dador não se anule

Notemos que se A e B comutaln, y(A,B)
qualquer A e B

que para

r (A ,B) s maxi ll All . ll Bll } ( 1 . 4)

uma vez que

:;' 'iiFiMiiãi' ' ;-p ' '"'i!"l , u 'u ' ;«p 'Üã'ãiã-

Estamos agora em condições de enunciar o Lema que
nos perdi.ti.rã estabelecer o Teorema Central desta secção.
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LEMA 2.1 - Seja {MklkGN e {UklkGN sequências de operadores
limitados em E

" k;l *uk

1]

e QO o li.mire de Qn definido como em (1.1). Seja {pk} umas!
quenci.a de números reais positivos que verificam IMkl spk e
uma constante L tal que: C definido como em (1.2) seja den-
so em E e

k=1 kY(Uk'Un) s L ( 1 . 5)

[Uk'Mn]l (1 . 6)

Então R(l-Àç2) =E para 0 <À <1/3Londe í2 é a mini.ma
extensão fechada de Q.

O roteiro da demonstração ]\Ós podemos resumir nos
segui.ntes ternos: mostraremos que todo elemento de C é apto
ximável por uma sequência contida em R(l-ÀQ). Como R(l-Àç2)
ê uin conjunto fechado de E por ser ç2 um operador fechado e
dissipativo chegamos a que CcR(l-ÀQ) e usando novamente do
fato que R(l-Àç2) é fechado e de que C é denso em E concluí
Idos que R (l-ÀQ) = E.

A dificuldade da demonstração resi.de em determi.nar
a sequencia aproxi.mente. Para isto, se gÉ;C consideraremos a
sequência {fnlnÉ;N obti.da em aplicar a g a resolvente em Àdo
operador Í2n ou seja fn : (l-Àf2n) 'g. Demonstraremos que

L a- ll J neN ' \'

e colho CcZ)(n), está definida {(l-ÀS2)f.} e terlninaremos por
mostrar que esta sequência aproxitna a g
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DEMONSTRAÇÃO - Seja gÉ;C. Como S2.. é unt operador limitado e
dissipativo. R(l-Àn.) ;E, VÀ >0 pelo Corolá-

rio 1.16 e o Teorema 1.4. Fixamos À tal que 0 <À <1/3L e d!
finamos f. através de;

fn-ÀQnfn ; g ou seja fn:(l-ÀQn)'ig (1.7)

Aplicando U. a ambos os membros da igualdade (1.7)' m

obteremo s :

k:lu«"k'kf-

n
(1 . 8 )

Então

U fn - Àk>ltUmMkUkfn ; Umfn ' Àk>ltUmMkUkfn +Àk>llbtkUmUkfn

**!:"*-.-*'« ' "*!:"*"*".'« - **!:"*"*'.'«
n n

k=llUm'MklUkfn - Xk>ltMkEUm'Uklfn - ÀÇ2nUmfn

P.qdemos então escrever (1.8) corno
n - n

U fn - XQnUmfn : Umg +Àk>ltEUm'MklUkfn +Àk>ltMklUm'Uklfn

o que Ç2n é dissipativo temos que

IUmfnll SllUmfn-ÀnnU fnll

usando (1.3) se segue que:

11 mfnll sllUmgjl +Xk>ll . m'MkJI IUkfnl +Xk>lllIMkll jlEUm'UkJfnl É

5 llU gjl + R.!.IEU.,MkJI IUkfnl +À. >1.HkY(Um'Uk)[lUmfnll + IUkfnll

Dad

+ R >1 1EUm'Mk]k;l
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11 r n

lumgjl + Àk>lt]llEUm'Mk]l +PkV( m'Uk)]lUkfnl +Xlk>ll kY(Um'Uk))ll mfnH

Como

k=1 kY(Uk'Um) sk>llUkY(Uk

por ser uma séri.e de termos não negativos, aplicando (1.5)
resu].ta

n

l.U fnlls ll mgjl +Xk>llEllE m'MkJI +ljkY(Um'Uk)]lUkfnll +XLll mfnl

que podemos escrever como

n

(l-ÀL)IUmfnll SllUmgl +Àk>ltBm,kllUkfnll

l [U... ,MkJll +pkY(u...uk)

(1 . 9)

onde

As condições (1.5) e (1.6) do Lema implicam que

>l.'.lm

{ B
m

.!:".'.,* : :''* (l . l o)

uma vez que

.! :- ::.'« , * [Um'Mk]ll +m>ltUmpkY(Um'Uk) s

g LUk + P k >1.HmY(U.n'Uk) g 2LH km=l

pelo qual se considerarmos a {U.} como uma medida p sobreos
inteiros positi.vos, {B...k} define uljl operador li.matado B em
L. (U)
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(Bu) (m)
(k)Um,kk:l uCLI(p) (1 . 1 1 )

e l B É 2L.
Para demonstrar i.sto escrevemos

llhl: : lIB-ldp : .} l @Ü(")l.. . >1 >1:B.,*l«mlu.

mltBm,klu(k) l)ím: jllu(k) lm>ltBm,k Pm Kjllu(k) j2Lpk: 2141ulll

onde foi possível inverter a ordem das soinatÓrias por soros
termos não negati.vos e aplicando (l.lO) na penúltima passa'
g ein.

É imediato veria.car que o operador B é positivo,
ou seja, se u(m) zO, VmÉ;N, então (Bu)(m) zO, VmÉ;N.

Se fixamos n e definimos

llU fnll w(m) : llUmgl (1 . 1 2)

teremos que como gGC, pela própria defina.ção de C,wÉ;LI(}i)
Para demos\sarar que também vGL. (p), dado blue À foi

escolhi.do tal que ÀL É1/3 e portanto (l-ÀL)IU.nfnll zO, basta
mostrar por (1.9) que

n\=t(ilUmgjl + Àk>llllm,klUkfnll)Hm <

n

Usando (l.lO)

m=1(ll tJWll + Àk>ltÍ3m,kll Ukfnl )Um : m>lllUnFllPm + Xm>ll k=1 m,kl Ukfnll Pm
n r oo \ nn r ''' \ ii

lwll l ' Xk>lt Ukfnll Im>liBm, KPml ' llwll l ' Xk>lt l Ukfnl ZLPk ' "'

u.Fllp,.m=l
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jã que é uma soma finita. Concluímos que Bv está bem defini
do e tendo em conta que

Ukfnll

podemos escrever (1.9) da sega.lente maneira

(l-ÀL)v $ w + ÀBv ( 1 . 1 3)

aonde a desi.gualdade é coordenada a coordenada

Elaborando esta desigualdade chegamos ã

o -T:ên-,« (1. 14 )

Estudemos agora ao operador l
À/(l-XL) <(1/3L)/(1-1/3) =1/2L e portanto

Como À<1/3L,

lr:à= Bjl «'2} IBll 'i

Chamando de D = (À/l-ÀL)B, D tem norma menor que l
e é post.tido jã que B o é. Pelo Lema 1.14 1-D tem inverso e
esta dado por

(l-D) ' 1 : >1 Dn;

segue-se que (l-D)'t tainbêln é um operador positivo

Por (1.4)

l
l-ÀL (l -í:à't B)v z 0 ,

coordenada a coordenada de onde se segue



40

[- ([ ":'Í:$n B) v] (1
-1 vz 0

ou seja

ÀlvÉ B)'lw

Notemos que, embora v fosse defina.do eln função de
n, a majoração que obti.vemos não depende de n e, portanto,
defihi.ndo

h:;n(l -T:4x B'i)w (")

teremos que

m1lu.::Lh <"(wÉ;LI(U) e(l-(À/(l-ÀL))B)']

é unt operador limo.tado em LI(H)), e llU...fnl <um' VnGN

Esta itlajoração uniforJne é necessária para demons

trai que a sequência {gnlFnGN definida como

ÀÇ2 Ofn (1. 16)

(fnGC e portanto está definido f20fn) tem como li.mate o g
Para mostrar isto, usando 1.16 e (1.7) teremos

Ig.-g.ll l fn-ÀQOfn- (fn-ÀQnfn) l ÀllS20fn-Ç2nfnll s

' *u *:à.:"*-*'.u ' **:à*:u"''*ii H -*'.u ' **:à.:-*"* - '
pois a série . >1. Ukuk é convergente. Concluímos que R(l-Àç20) é denso em
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C pelo qual

R (l -ÀQ0 )

Dado (lue (2n é um operador dissipativo de domínio
denso ejn E, pelo Teorema 1.18 admite uma mínima extensão fe
chada e dissipati.va Q. Pelo Lema 1.19 R(l-Àí2) é fechado em

E do que se segue:

R (l -ÀQ) DR (l -ÀQ0) H

TEOREMA 2.2 - De acordo com âs conde.ções do Lema 2.1, o op.g
dador linear Q é o operador i.nfini.temi.mal de

un] üni.co seinigrupo fortemente contínuo de contrações {Ttltz0
em E. Alêin do que, se {T:Jtz0 e o semigrupo gerado por Qn'
se verá.fica

lij.= o:tst. l ''' ' *.'ll : '. , VfCE

!!!iygNg.!.B4Ç.8Q - A primeira afi.rmação é uma consequênci.a i.nle-
diata do Teorema de Lulner-Phillips (Teorema

1.15) e do LeIRa anterior. Por definição Q é o fecho de S2,.

onde S20 é o limo.te da sequêitcia {Í2n} e de domínio denso.
Do Teorema de Trotter se segue a segunda afirmação

B

MODELO DE EXCLUSÃO COM MUDANÇA DE VELOCIDADE

Nesta secção procuraremos aplicar o Teorema de E-
xi.stência da secção anterior ao caso do sistema de i.nfini-
tas partículas com exclusão e mudança de velocidade

Este sistema nÓs podemos descrever numa forma resu
cuida da seguillte maneira
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Consi.deraremos um conjunto numcrãvel S (por exemplo

Z.Za) e definimos K;{0,11'; emÍO,l} a topologia discreta
e K com a topologi.a produto. É i.ljlediato que {0,1} é compac'
to e portanto K também é compacto pelo Teorema de Tijonov,
por outro lado {0.1} ê metrizável, do que se segue que KtaD
bém.o é.

K será o espaço de estados e Ihe daremos a segui.n-
te interpretação: para nÉ;K, diremos que uGS está ocupado se
H(u) ;l e que u esta vazio se H(u) :0

Para descrever a interação das partlículas conside-
raremos as funções a valores reais. não negati.vas

c (x , n) ( 2 . 1)

definida em SxK que representara a velocidade de transição
da parti.cula em x quando o estado do sistema é n.

p (x ,y,rl)

definida em SxSxK que nos data a probabilidade de transição
de x para y

Em termos intuíti.vos, a descrição do processo é:se
em um dado instante de tempo t o sistema se encontra no es-
tado nÉ;K, uma partícula ein xGS(R(x);l) , tentara uma transi-
ção durante o intervalo de tempo At, com probabilidade

c (x ,n )A t '''o (A t) ;

e se efetivamente tenta a: transição, i.rã a yGS com probabi-
lidade p(x.y,n) desde que n(y) =0; no caso de que n(y) :l a
partícula permanecera em x

Se defina.rlnos para nÉ;K, u,vGS

Ín (x) se x * u,v
4n(u) se x 'v (2.3)
In (y) se x : u
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e consideramos o espaço de Banach E das funções contílluas
valores reais definidos em K com a norma do supremo, assu-
mindo que c(x,r)) :0 quando rtCx) :0 a eleição razoável do gg
rador infinitesiJnal para o processo descri.to é:

ç2 of (n )
yGsc (x'n)'p(x,y ,n)[ f(nx,y) -f(n) ]

(2 . 4)

Notelitos que nesta expressão os termos da somatória
não nulos estão para os pares x,y tal que H(x) =1 e n(y) =0
pois se R(x) :0, c(x.R) ;0 e se Q(x) ;n(y) ;l.

n

E claro que deveremos impor restrições sobre as fun
ções c(x,y) e p(x,y,n) para que o sistema descreva um movi-
mento Markovi.ano e (2.4) defi.na efetivalnente um gerador in-
fi.nitesi.mal

EXEhtPLO Suponhamos que c(x,T)) :l, quando x esta ocupado,
p(x,y,n) =p(x,y) não depende de n e se verifica

>lP (x.u)
X

m libra algum uGS.

Consideremos a função f(n) ;D(u) ou seja, f(ít)
l e f (n) : 0 s e n (u) : 0se R(u)

f(n. .,) #f(n) ';::-+ n. .,(u) #TI(u) <--> x =u ou y ;u, e Q(x) xíl(y)A\rA.y

teremos então que para n tal que H(u) = 0 c rl(x) = 1 VxeS excito mun sub
conjunto finito,

QOí(n)
yGSc(x'n)p(x,y,ri)[f(nx,y) -feri) ]

{x:D(x)=llc(x,n)p (x,u) [f (nx ,u)-f(rl) :
>l P(x,u)

{x : n (x) ;l}
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e concluímos que Ç2nf não está definido.

Apesar de não esperarmos que f20 esteja defi.ni.do p.a
ra toda função, é grave que não esteja para uma função . tão
simples como a utilizada. Tecni.cainente não será.a um grande
problema mas isto esta refletindo na redil.clade no fato de
que nao existe um processo de Nlarkov que corresponda ã des-
crição intuito.va que temos realizado. Neste caso teríamos
estados instantâneos. Para ver isto suponhamos que o proces
se começa no estado n, n(x) ;l para x xu, r)(u) :0 e consi.de
remos o evento AAt de que no intervalo cle tempo At não se
produza nenhuma transição.

É claro quc as únicas transições possíveis são de
qualquer posição xGS para u e a probabilidade de que a par-
tícula que está em x não mude para t-l no intervalo de tempo
At ê ]--Atp(x,u) .Designámos este evento por 13

Se l.:xn} é unia nutneração (dual(quer de S-tu} teremos
que a probabilidade de AAt está dada por

X

P(AAt)
r n ) nr ll 'l ll

i:l= 'lk::B*kl : 1;!= k::p''*J
lim .H.(l-Atp(xk'u)) $ 1iln . H e'AtP(xkJJ)n-t'" k=1 " n--., k=]

li.m e'AtkEIP(xk,u)
n-»oo

Onde esta Últi.ma igualdade segue da hipótese que fi
ConclulÍlnos que VAt P(AAt) :0.

n

zemos de que fp(x,u)
X

Exigiremos que c(x,H) e p(x,y,rl) sejam contínuasco
mo funções de n e tal que c(x,R) =0 para R(x) =0. Para colo
car o problema nos termos da secção anterior vamos definir
para os pares (x,y)É;SxS os operadores limitados M. . e' LX,yJ



4 5

U (x,y) em E coiro

U(x,y)f(rl) : f(rlx,y)-f(n) (2 . 5 )

M (x ,y) f(n) c (x,y)p (x,y ,n) f (n) (2 . 6)

É imediato ver que estes operadores vão de E ein E
uma vez que (n.. ..)'' leva abertos da base em abertos da ba-
se e portanto n. ., é contínua; e por .hipótese c(x,R) e
p(x,y,rl) sâo contlÍnuas coIRo função de n.

Por outro lado, é claro que llU(x,y)ll s2 e

)

(x,y)fll : s.PIM(x,y)f(n) l :suplc(x,n) is.plp(x,y,n)lsup f(n)

Conto K é compacto lc(x,n) e ip(x.y,n)l são limita
dos e concluímos -que

UM(x,y)ll ' suplc(x,H)lsuplp(x,y,o)l(2.7)

Consi.derando uma numeração qualquer (x,y)n de SxS,
s eJ a

P (x,y,0)l

s.n
n

i {(x,y)il;

teremos que S..+SxS e defi.namos

Ç2Sn ; (x,y)É;SnM(x,y)U(x.y)
( 2 . 8 )

Podemos então considerar agora ao nosso candidato
a operador infini.tesimal Q,. definido eito (2.4) como o limite
de sequênci.a {QS.}nGN no senti.do dado em (1.1)
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LEMA 2.3 O operador QS. definido ein (2.8)
VneN.

é d issipati.vo

!11i11gN!.!..jl8ÇAO - Seja fGE e g =f-ÀÇ2Snf, À >0. Dado que K écog
pacto. a função f alcança seu valor iüãximopa

ra algum ponto de K. Seja rl este ponto. Teremos que

f(nx,y) Éf(n) , V(x,y)GSn
e portanto

M(x,y)U(x,y)f(n) : c(x,n)p(x,y,n)[f(nx,y)-f(n)] ÉO

V(x,y)GSn' Se segue então que g(n) :f(n)-ÀQSnfCn) zf(R) e
portanto

suP g (o z g(n) à f (r)) ; sup f(o

Escolhalnos agora n, tal que f tonto seu valor míni-
]no em n, col11 um raciocíni.o análogo chegamos a que nS.f(n)zO
e conclui.mos que:

min g (o smin f(o
CGK (GK

e teremos então que l g l f - xns..rll 2 ll íl B

Consideremos o subconjunto FcE das funções que de-
pendem ao lnai.s de urn número finito de coordenadas, ou seja,
se fGF, exi.ste AcS fi.nato tal quc Vn<GK: H(x) =((x), vxeA,
se verifica f(n) : f(C)

LEf.IA 2.4 - O conjunto F defina.do anteriormente é denso eni E

!!EElglg.!.ILAÇÃO - E fácil verá.ficar que F forma urlla álgebra (lue

separa ])oitos. Se f,gÉ;f clc])endein das coorde-
nadas dos subconjuntos finitos A e B respectivamente, então
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é i.medi.ato que f+g e f'g dependem das coordenadas ein AuB.

Seja n,(GK, n *(. Para algum xÉ;S, r)(x) x((x), supo
nhamos H(x) ;l e ((x) :0. Consideremos os abertos

U = {pGK:p(x)=1}
e

V = {pÉ;K:p(x)=0} ; UuV = K e UnV

Defi.Damos f(p) =1 se .pÉ;U, 0 eln caso contrário, f é
em rl vale l e em ç é igual a zero.

Além disso F contém as constantes e temos então que
vcri.fica as condições exigidas pelo Teorema de Stone-Weiers
trass. do qual se segue a afirmação do Leira. B

Assuiniremos de agora em diante que existem funções
c íx) em S e p(x,y) em SxS tal que:

c (x,rl) $ c(x) , ynGK, yxÉ;S

p(x,y,n) $ P (x,y) , VnÉ;K, Vx,yÉ;S
C 2 . 9)

E claro que sob a hi.põtese de conta.nuidade dec(x,O)
e p(x,y,R) sempre existem funções que verificam estas desi-
gualdades. Será sobre estas funções que i.illporclnos restrições
para cair lias condições do Teorema 2.2.

Defi.nalnos H (x,y) : c (x)p(x,y) Por (2.7) e (2.9) se
segue

(x.y)ll ' P(x.y)

Como em (1.2) consi.deralnos o conjunto CcE que na no
tação desta secção fica

C :ÍfGE: .yGslJ(x,y)IU(x,y)fll «"}
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LEMA' 2 . S Se c(x) e p(x.y) verificam

sup c(x) >1 p(x,y) <w e sup >1 c(x)p(x.y)
x yGS y xGS

(2.10)

Então FcC e C é denso eln E

DEMONSTRACAO - Seja fGF e TcS o subconjunto fi.nato de coor
danadas das quais depende f

Teremos que para x.ygIT

(x,y)fl : llf(nx,y)-f(n)ll: llr(n)-f(n)ll

e em qualquer outro caso IU(x.y)fl s2lfll. de onde se segue
que

(x.y)l u(x,y) rl >l yGT U (x,y)llU(x

xGT yàSp(x,y)llu(x.y)íll 'yCT xGSH(x,y)IU(x.y)fll s

g 2llfl >1 c(x) >1 p(x,y) 'Zllíll >1 >1 c(x)p(x,y) ÉxGT vGS vGT xÉ;S . -'xGT yGS ye'r xes

$ Zlíll ITI(sup c(x) >1 p(x,y) 'sup >1 c(x)p(x,y)) <m
x yGS y xGS

por (2.10). Facilmente concluímos que C é denso por F tam
bém:ser. H

Este Lema nos assegura que Qn telii dontínio denso e
portanto tem uma extensão fechada e dissipati.va ç2 jã que cg
lno vimos na pri.medra secção, ç20 esta definido sobre C.

Antes de começarmos cona o Teorellia principal desta
secção vejamos o seguinte resultado que nos gal'antirã que o
semigrupo que vamos construí.r é positivo.
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LEMA 2.6 - VfGZ)(Q) tal que g =f-ÀS2f é uma função não negati.
va teremos que f também é uma função não negati.-

va

DEMONSTRAÇÃO - Caso fGZ)(n) onde n é a extensão fechada de Q.

existe uma sequência {fnlnGN contida eiilZ)(QO)
tal que fn ----"-' f e QOf:] ------..> Qf

Defi.nabos gn :fn -ÀÇ20fn' É i-mediato que gn ----'-' g
Dado que fnGD(QO), QOfn se expressa como

yeSc (x ' r]) p(x. y, n)[ fn (nx , y) -fn (n) ]

e usando um racioclínio análogo ao empregado no Lema 2.3 te
remos que min fn(n) 2 min gn(n)

rl

norma e portanto min f.(n) ------mín f(n)
e o mesmo vale para g.. rl rl

A afi.rmação do Lema se segue então de

nü-n f(n) = lim inin f. (n) 2 lim
r] lt+'' '' n-+m

min g(n) z 0
n

n

TEOREMA 2.7 - Se sobre c(x) e p(x,y) , além de verificar (2.9)
impomos as seguintes condições

>l suP l c (u,n.) - c (u, n) l É c (u)
xGS n "

xGS nPIP(u,v,nx) - P(",v,R)l 5 P(u,v)

( 2 . 1'1 )

( 2 . 1 2)

então o operador Q, fecho do operador Ç2n definido om (2.4)
gera um união semigrupo positi.vo fortemente contínuo de con

trações {Ttltz0 em E. Além do mais, se {Tttltz0 é o senti-
grupo gerado pelo operador ç2S.. defina.do eln (2.8), teretnos:
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:.}:a: ..'o T:"' ''.'ll : ', Vtoz0, VfeE

COMEN'FARIA - As condições (2.11) e (2.12) nós podentos ante!
Fretar colho o requisito de (lue tanto a veloci-

dade de uma partícul-a si.tuada eln um ponto de S. como a pro'
habilidade de transição de uin ponto para outro não sejaJn mul
to afetados pelo estado do sistemaem pontos distantes

Dl:MONSTliAÇAQ - Dado que i\o Lema 2.5 jã verificamos que C é
denso em E. somente resta faze-lo com as condições (1.5) e
(].. 6) para aplicar o Teorema 2.2

Se {x,yJntu.v} = P. (nu,V)X,y (nx,y)u,v e

U(x,y)U(u.v)f(n) U (x ,y)[f (nu ,v) -f (n) ] f((nu,v)x,y)-f(nx,y)

[ f (nu . v) -f(rl) ] f( (rlx,y)u.v)-f(nu,v) -]f (rlX, y) -f(n) ]

U(u.v)[f(nx.y)-f(n)] : U(u.v)U(x,y)f(n)

(x.y)comuta com U(u,v)pelo qual y(U(x,y) .U(u,v)) :0 'SeÍx,ylnÍu,v},g,çg

mo jlU(x,y)ll 5 2. V(x,y)É;SxS. por (1.4) segue-se y(U(x.y) ;UCu,v)) sZ

momentos

sup c(x)yàsp(*'y)'sup xcsc(x)p(x.y)); }l sp(*.y)'Y(u(*,y).u(u,v)) s

yesp(x.y)'Y(u(x.y).u(u.v))'yet>1 v} *àsp(x.y)'v(u(x,y) 'u(u,v)) $

$ 2 >1 >1 c(x)p(x,y)
xGÍu,v} yGS

>l c(x)P(x,y) s l
x€S
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uilnos que (1.5) se cumpre.
Para verificar a condição (1.6) escrevemos

[U(x.y).M(u.v)]f(n) ; U(x,y)M(u.v)f(n) -M(u,v)U(x.y)f (n)

: c(u.nx.y)p(u,v.nx,y)f(nx,y) -c(u,n)p(u,v,n)f(n) -

c(u.n)P(u.v,n)[f(nx.y)-f(n)] :Ec(u,nx,y)p(u,v.nx.y)
c (u.R) -p(u.v.n) ]f(n., ..)

do que se deduz que:

jEU(x.y) .M(u,v)]ll 5 suplc(u.nx.y) p(u.v.nx,y)-c(u.n)p(u,v,n) l

Seja D = {nGK: n(x) Pn(y)}. Para qualquer função coB
tÍnua sobre K teremos

sup Ih(nx.y) -h(n) j:sgjh(nx.y) -h(n) l $1ig lh(n*,y) -h(n*) l 'ilglh(n,c) -h(n) l

suplh(ny)-h(n) I'.uplh(nx)-hCn) l s sup lh(ny)-h(n) I'suplh(nx)-h(n) l

Por outra parte. obtemos:

lEU(x.y).M(u.v)]ll ss.plc(u,rlx,y)p(u.v.nx,y)-c(u,rl)p(u.v.n) l $

$ suPlc(u-nx.y)P(u,v.nx,y) - c(u.n)P(u,v.nx.y)l '''

' suplc(u,n)p(u,v.rlx.y) - c(u,n)p(u,v,n)l

suplc(u,rlx.y) -c(u,H) ip(u,v.nx.y) ' s.p c(u,H) ip(u,v.nx,y)-p(u,v,n)

Agora teremos por (2.10),(2.11) e (2.12), que

E Pr. .nllUr.., .).Mr.. .,\JI = >1 c(x)p(x,y) [U,. .n,Mr.. .nJI s

coReIe l

) l ) l lx.y x.yGS
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x,yGsc(x)p(x,y){p(u,v)[sHplc (u,nx)-c(u,n) l '''s.plc(u,ny)-c (u,y) 1] '''
+ c(u)[suPIP(u.v,nx)-P(u,v,n) l +suPIP(u,v,n.)-P(u,v,n)ll}

p(u,v) >1 (suplc(u,rix)-c(u,n) 1 >1 c(x)p(x.y)) '

+ P(u,v) >1 (suPlc(u.n.,)-c(u,n)l>1 c(x)P(x,y)) +
y n ' x

+ c(u) }l (suPIP(u,v,Q.)-P(u,v.0)

+ c(u) >1 (suPIP(u,v,rl.,)-PCu,v.n)l >1 c(x)p(x,y)) É
y n ' x

$ P(u,v)(suP';>1 c(x)p(x,y)) >1 suPlc(u,n..) - c(u,n)l +
x y x

+ P(u,v)(suP >1 c(x)p(x,y)) >1 suPlc(u,n.,)-c(u.n) +
y x y n '

+ c(u)(suP >1 c(x)P(x,y)) >1 suPIP(u,v,rlx) - P(u,v,n)l ''-x y x n ''

+ c(u)(suP >1 c(x)p(x,y)) >1 suPIP(u,v,n.,) - P(u.v.0)l É
y x y n '

É c(u)P(u,v)suP >1 c(x)p(x,y) +P(u,v)c(u)suP >1 c(x)p(x,y) +

+ P(u.v)c(u)suP >1 c(x)p(x,y) +P(u.v)c(u)suP >1 c(x)p(x,y)
x y y x

2c(u)P(u,v) {suP >1 c(x)p(x,y) + sup >1 c(x)p(x,y)} <u,.. ..~L.
x 9 y i ' ' Lu'v.J

Estamos então em condições de aplicar o Teorema 2.2.
A afi.rinação de que o seini.grupo é post-ti.vo é resultado do Le
ina 2. 6 e do Corolário 1.8. H

Este teorema afirma na reali.dado a existênci.a de lon

processo de Nlarkov standard em K, cujo gerador infini.tesimal
é ç2 através do seguinte teorema

n
>lc (x)P(x,y)) '
y

)suPlc(u,nX
n
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[[.=EORl:MA 2.8 - (B]un]enta], Re].[i] - Seja K uíFt espaço métri-
co compacto e E a a-álgebra gerada pelos con-

juntos abertos da topologia. Seja {Ttltz0 um seinigrupo pos.L
ti.vo fortemente contínuo de coittrações definido no espaço de
Banach formado pelas funções contínuas de K eln R. Então, e-
xiste um processo de Markov standard com espaço de estados
(K,.E) e semigrupo T,

A parte de convergênci.a do Teorema 2.7 ê sumamente
utilizada no estudo de propriedades do processo de blarkov ob
tido. Por exemp]o, [[o[[ey Ref. [3] demonstra a existênciade
medi.das invari.antes para alguns si.stenias através de aproxi-
mações da medi.da desejada por medidali que são invariantesp2
ra os processos que correspondem a Ttn

Vejaijlos uma versão si.mplificada do Teorema 2.7 que
mantém uma suficiente generalidade e é de aplicação mais fá
cil

COROLÁRIO 2.9 - Suponhamos que c(x,Q) e p(x,y) não-negativas,
sati s fa ze111

>l p(x.y) $ 1,
y

VxÉ;S (2 . 1 3)

suP
y

>lP (x ,y) <'«
X

( 2 . 1 4)

SUP C (X ,n) <m
x,Q

( 2 . 1 5)

(2 . 1 6)suP >1 suPlc (u,n.)
u x rl

Então valem as afirmações do Teorema 2.7
DEMONSTRACAO

(U.R) < '«

Definamos p(x,y,n) =p(x,y) se n(y)
no caso contrário. Tomemos p(x,y)

maxlsup c(x,H) , sup >1 suplc(u,Q.)-c(u,R) l}
X,Q U x T] ''

)

zero
,y) e= 2P (x

c(x) VxeS
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Para verá.ficar (2. 1 0) escrevemos

suP c(x) }l p(x,y) : suP c >1 2p(x,y) s2c
x yGS x yGS

por (2.13) e

suP >lc (x)P(x,y)y' x
por (2 . 14)

suP
y

2 >lP (X ,y) < m

(2.11) segue de forma iíllediata de(2.16) e da falei
ção de c

Para (2.iê), colllo n.(v) :R(v), VrlGK, xxv,
qu.ç p(u,v,nx) :.p(u,v,n), VrlGK, x#u pelo qual

teremos

suPIP.Çu.,v,nx) - P(u,v,n)l :X n
suplp(u.v,R.,) -p(u,v,rl) $ 2p(u,v). B

n

EXENIPLOS

a) Podemos ver facilmel\te que se a matriz de transição
p(x,y) é si.métrica, onde as fitas veria.cam (2.].3), então tan
bém verifica-se(2.14). Alga análogo ocorre se S é um grupo
abeliano di.screto (tem defi-nado uma operação +. comutativa
que possui inversa e unidade) e além disso p(x,y) =p (0,y-+).
uma vez que:

>lP (x,y)
X

>l P (0 , y-x )
X

>lP(0 ,u) É l ,
U

VYGS

b) Em relação ãs condições que impusenlos sobre c(x,Q) no
corolário., ?uponhamos que c(x,R) depende de n através de não
mai.s que K coordenadas VxGS, c(x,D)É;F, VxGS, (por exemplo,
S ':!a © a veJ-ocidade de transição da partícula de])ende do eã
todo de ocupação;;dos vértices adjacentes) c que vale (2.15)



Sej a

M = sup c(x,n) e A.cS
x ,rl ''

o conjunto de coordenadas das quais depende c(x.H)
VxGS. Teremos:

IA IÉk' x '

s"p .às s.plc(x,n.)-c(x,n)l : s«p .} SHplc(x.n.)-'(x,n)l s

s suP >1 2M $ supIA.l 2M $ 2kbl
x uGA x 'X

e concluímos que se verifica(2.16)

c) (Este exemplo é de interesse em Mecânica Estatística)
Seja V(x.y) uln potencial definido ejn SxS

(V(x,x) : cte, VxÉ;S e V(x,y) : V(y,x))
que verifica

suP >1 IV(x,y) : L <m
x yGS

Se defina.Rios

( 2 . 1 7 )

c(x,R) ;expl >1 V(x,y)l, VD:H(x):l
rl (y )

c(x,Q) é contínua colho função de n, VxGS e se satisfaz (2.15)
e ( 2 . 1 6)

Como {R:Q(x) bento eiji K e c(x,y) é nula so-
bre este conjunto, se segue que é contínua Vn:n(x)=0.Seja
n0: nO(x) ;l. Dado c >0, por(2.17)

>llV(x,y)l « m

y

e podemos tomar um subconjunto finito AcS (llo qual i.ncluí-
mos x) tal que:
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>l IV(x

Anal-ogamente toineinos B finito tal que AcB

>l IV(x,y) <c/2e' expl >1 lv(x,y)
y6B ty6A

Consideremos U =Ín: rt(u) ;n0(u) , VuGB}. U é aber
nOGU, VnGU

lc(x,n)-' (x,nO) 1 : e*plV:. }l )-lv(x,y)l - exply:..>ly):iv(*.y)l

: ."'l,:«.l:'':"'*,*,}'"'t':=:: .:"'*,*,}1«d,:.b::".*,,,l -
- enq :.o>lD:iv(x,y)l : expÍy:..>lD:lv(x,y)l"ply:..>lD-iv(x,y)I'

VdB yeA yCB-A
eel >1 V(x,y) - >1 v(x,y)

y:rl(y)=1 y:r10(y)-l
y6B ygn

E L:n(y)-tv(*'y) , v:..(v)-tV("'y)I':E-t,it
y$B ygB

$ explyG.hlv(x,y) jjexplyeB-A V(x'y) jj2eyéBlv(x'y) 1 < c
ortanto c (x ,n) ê contínua em n.

(2.1 5) se segue de

cS e

to.

onde

e p
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s«P 'b',d : i": ''q'Íj,:«â»-iv(*,nl ';uP '*PI :.M-i V(*,nil

sup expl >1 lv(x,y)ll< m por(2.17)
x \yeS /

Por último

sup à SHplc(x,''i.) - '(x,n)l

;:« à ;K-l'«{,:..'*,-:"'*.*'l - .«{,:.',,::"'*,*,l

sup à SHP '*plv:. }):iv(x,y)ll'"o',") -il .
yxu

$ sup expl à.lv(x.y)ll X jeV(x,") . eol ÉX tyeS J u

s el sup >1 eEx'ulV(x.u)l se2L sup >1 IV(x,u)l $ Le2L
x u x u

onde ex,uG[0,V(x,u)]ou€1x,uÉ;]V(x,u),0] e portanto lex,u ÉL
Concluímos então que se verifica (2.16)

2. 3 SISTEMA ''LATTI CE SPINli(#)

Como na secção anterior, tentaremos aplicar o re-
sultado sobre a existência do parágrafo 1. Con\eçarentos por

(#) Dada.a semelhança do desenvolvimento desta secção com a secção 2,pa
ra nao sobrecarregar desnecessariamente a exposição abreviados algu
mas definiçoes ecomentãrios que são análogas aos dasecçao anterior.
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descrever este modelo

Consideremos novamente um conjunto elluinerávet S,
aonde cada ponto de S será ocupado por ujlla parti'cula. Seja
F o conjunto de estados possíveis de qualcluer partícula. Em

qualquer i.nstante de tempo cada partícula estará em algum es
todo @eF. Nesse sistema, as partículas não mudam de lugar.
mas apenas mudam de estado

Temos então,que a configuração de todo sistema po-
de ser dado por um ponto rlGK= Fo. Suponhamos F métri.co com-
pacto, K com a topologi.a produto e por consegui.nte, também
metrico compacto.

Como no sistema anteri.or, a velocidade de transi-
ção de uma parti'cula em xÉ;S seta dada por unia função c(x,R)
nao negativa, definida em SxK. No intervalo de tempo At,sen
do n a configuração inicial, teJltarã uma transição cona pro-
babilidade c(x,D)At+ o(At), e se a realiza, inudarã do esta-
do R(x) para outro estado +eF de acordo com uma função de
transição p(n(x),d$) definida em F que será uma medi.da de
probabili.dado

Se definirmos para xCS, $ÉIF

«:',, : {=''' :: : : :

ou seja, n:l muda n na coordenada x; a escolha i-ntuitiva do
gerador i.nfi.ni.tesa.mal do processo é

nof(n) >l c (x,R)
xGS [ Íh\) - f(n) ]p(r}(x),d4,) C 3 . i)

Para colocaritios o problema em termos do parágrafo
1. observam\os em pri.melro lugar que para xGS e neK, se
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+n """-+ @ em F, então rlXn
da a coordenada

-..> n11 dado que converge coordena

n: (y),Vy ' x e n:n(x) 'b. -----* n!(x) +)

Segue-se que a função $ -------* n: de F em K é contínua

Para fÉ;E= C(K),f(n11) é então contínua como

de $ e tem senti-do falar do integral
função

1; f(n!) p(n (x) ,dl') (3 . 2)

Suporemos que a função de transe.ção p(Ü,d$) satis-
faz a seguinte conde.ção de regularidade: a aplicação

@ - p(Q,d$)
ê contínua como função de p no espaço das medidas de proba-
bj.lidade definidas em F, munido da topologia fraca.(+)

LEMA 2.10 - Da condição de regularidade imposta, segue qt.ie

a expressão (3.2) como função de n é contínua,
VfeE

DEMONSTRAÇÃO Queremos demonstrar que se n. ------* n em K, ep
tao

fGnlq,x) P(nn(x) ,d'P) ----' f(n!)P(n (x) ,d@)

(#) Dizemos que uma sequ;nela {!4n} de medidas sobreX converge fracamente
para uma medida p se V função h contínua sobre X se verá.fica:

h(x)p.(dx) -----'- l h(x)p(dx)

Em nosso caso, que a aplicação @ -----+ p(+,d+) seja contínua equivale
a dizer que se Qn converge para 0

h(@)p(Ü.,d$) ------ Í h(@)p(Q,d@)
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onde nlq x denota a mudança para d) .na coordenada x em nn
Escrevemos

.l f(n:,x)p(nn(") ,d4') - .[ f(n$x)P(n(*) ,d4') $

f(n:,x)p(nn(x),d'P) f(nx)P(nn(x) ,d'f) (1)

f(n:)p(nn(x) ,d'}) - .l f(n!)P(n(x) ,d4')
(2)

n. -----» n então n'},* n!, V+eF do que se se
gue que

f(nlq,x) ----'''" (rl:) , V®CP

Agora bem,' a convergência pontual implica a convergência uni
forme pois F é métrico compacto (lembremos que tanto f(rl! ..)
como f(n'b) são contx'nuas com funções de +),teremos

l;EÍ(n:,x)-í(n'})tp(n.(x) ,d'b) É s:p f(n:,*)-f(n:)
pelo qual esse tenho tende a zero para n -F «,.

Da condição de regularidade segue que (2) -- 0 para n -* ". !

Usando esse lenn , a expressão

[f(n:)-f(n) ]p(D(x) ,do) : .l f(n11)p(n(x) ,d4')-f(n) (3.3)
Uxf(''t) :

define VxÉ;S um operador de E em E, que adeinais é li.matado
(llu* íll $ 2ll íll)

Exigiremos que c(x,o) seja contínua como função de
n, VxCS. Temos então que sup c(x,D) <m por ser K compacto,e

M.f(rl) = c (x , n) f(n)
n
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também define VxÉ;S um operador de E em E limitado, com

lu.ll É sup c (x,R)
n

De forma análoga ã secção anterior, podemos tomar
uma sequência {S.} crescente de subconjuntos de S tal que
ISnl : n e Sn+S, definindo

Ç2S ; ,& blxUx (3.5)n xeS

e consi.deram ao operador ç20 defi.nado em (3.1) como o limite
(no sentido de (1.1)) da sequência de operadores {QSnlnÉ;N

n

LEhU 2 . 11 O operador QSn defi-nado em (3.5) é dissipativo,
VneN.

A demonstração é muito semelhante a do Lema 2.3.Se
ja FcE, como no parágrafo 2, o conjunto das funções contí-
nuas que dependem no máximo de um número finito de coordena
das. Teremos

LENTA 2.12 - F é denso em E

DEMONSTRAÇÃO - A forma para demonstrar é idêntica ã demons-
tração do Lelila 2.4. Com os mesmos argumentos

ten\os que F é uma álgebra que contém as constantes. Para de
monstras que F separa pontos seja n,(C;K, T] # z;. Para algmi xÉ;S,

Q(x) # z;(x) e como F é métrico, pelo Lema de Urysohn existe
uma função contínua hO ein F, tal que hO(n(x)):le hO(((x)):(L
Extendemos essa função hn a todo K como

h(€1) : ho(e(x))
É imediato que h é contínua e esta em F. Apli.cando o Teore-
ma de Stone-Weiezstrass segue a afirmação. B

Impomos sobre c(x,R) a seguinte restrição razoável
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suP c (X,H)
x ,rl

H ( 3 . 6)

Mxll $ p, VxeS e definimos }l. = }1, VxÉ;S.

Podemos considerar agora, seguindo o desenvolviiiien
to do parágrafo l (ver 1.2) o conjunto

' : {''':*à;«*"-*,n««}
sobre o qua]. temos garantido que está defina.do o operador S2n

e demonstramos a segui.r
LEMA 2.13 - C é denso en] E

!2El19Nê.!.:llÂÇÂg - Basta deluonstrar que FcC, e para isto, seja
fÉ;F e AcS o conjunto finito de coordenadas

das quais depende f. Como VxÊA, fCn+) : f(n), VnGK e temos

Uxf(n) [f(n!) -f(n) ]p(n(x) ,d+) 0 , VnGK

do que se segue que lluvfll 0 , Vx EA. Teremos então

,.:eSL'"llUx Íll
>l Pllu.rll É 2llrllu IAl<m

xGA "
R

TEOREMA 2.14 Suponhamos que c(x,o) verifica (3 . 6) e

suP >1 suPlc(y,n!)-c(y,n) 1 < m
y x n,4) "

( 3 . 7)

Então o operador S2, fecho do operador Ç2n definido
em (3.1) gera um Único semigrupo positivo fortemente contí-
nuo de cont,rações {TtJtz0 em E, que corresponde a um úni-
co processo de Markov standard ein K com gerador S2. Aderi\ais,
se {Tttlt>0 é o semigrupo gerado pelo operador ç2Sn definido
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lim sup. jITtt-Ttfll ; o
S +S 0StSt0 ' '

:llF11ÇllN$.!.114Ç:8Q - Em primeiro lugar, verificaremos que estamos
nas condições do Teorema 2.2. Jã vimos no Le

ma 2.13 que C é denso em E. SÓ resta faze-lo com (1.5)e(1.6)
Para x # y, escrevemos

(UxUyf) (n) : .l [Uyf(n'>)-Uyf(n) ]p(D(x) ,d@)

1.1 EÍ((hl!)!) - íh:) ]p0'i:b) ,dw

f(n)]p(n(y) ,dQ) ip(n (x) ,d4')

n:(y) = n(y) e portanto p(n11(y) ,d9) : p(n(y) ,dQ)

[í( (n11)1l) -f(nxb -f(ny) 'f(n) ]p(n (y) ,dü) ip(n (x) ,d$)

como f é limitado, podemos aplicar Fubini.

ltr( (ny):) -f(n!) -(f(n$) -f(n)) ]p(n (x) ,a'>) IP(n (y) ,dl')

ltr((#)!) -f(n!) ]P(n!(x) ,d+)-.l [ í(n11) -f(n)]P(n (x) ,d]') IP(n (y) ,dO)

(Uxf) (n)]p(n(y) ,dQ) : (UYUxf) (n)

Conclui.mos que Ux e Uy colnutam do que segue-se que
y(Ux'Uy) ; 0, Vx,yeS e a condição (1.5) se verá.fica automati
carente

(3 5) teremos

tí(n:l)

[ (U,,f) (rllX
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suP >1 suPlc (y,n11) -c (y,n)
y x n,$ "

Dado que px: p constante VxGS, a condição (1.6)
esmente como

xeSllEUx'Mylll ' L, VyeS.

Ca].culeinos

[Ux'My]f(n) : UxMyf(n) - MYUxf(rl)

(Myf)(n'>)p(n(x) ,d$) - Nlyf(n) -c(y,n)Uxf(n)

l c(y,n!) f(n:)P(n (x),d4,) - c(y,n) f(rl)

c(y,n) 1: f(n11)p(n(x) ,d4') ' c(y,R)f(D)

1; [c(y,n11) f(n11) - c(y,Q) í(n11) ]p(n(x) ,d'>)

[c(y,n:) - c (y,n) 3í(n11)p(n(x) ,d@) ,

do que segue-se que

lEUx'MyJf(n) l : l.l [c(y,n!) - c(y,n) 3r(n11)P(n(x) ,d4') l g

' l. lc(y,n11)- c(y,n)llr(n'P) ip(n(x),d'b) :suplc(y,n!) -c(y,n) l lí(n!) l

pelo qual

jlEUx'Mylfll ' supl'(y,n:l) - c(y,n) l IÍ(n:) l: ;"PI'(y,n11) - c(y,R) l 11111

siínplca ni)

temose
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>l.llLUx'MvJll É >1 suplc(y,n!) - c(y,Q)
xÉ;S " / x 4),tl "

Do teorema 2.2 se segue então, que ç2 gera um único
senligrupo fortemente contínuo de contrações {TtltZ0' assims.
como a afirmação sobre a convergência de semigrupos {T'''nltZ(T

Que Tt seja post.tive se segue de demonstrar que
(l-XQ) é post.tivo (de forma análoga ao Lema 2.6) e o corola
rio 1.8. Por Últi.rno, o Teorelua 2.8 nos garante a existência
do processo de blarkov standart. H

EXEMPLO - Tomemos F=t-l,+l} com a topologia discreta.É cla
ro que se uma partícula em xeS se encontra no es-

tado Q(x), ao realizar uma transição irá ao estado -R(x) e
portanto p(Q(x),d$) 1; uma função de probabilidade discreta
definida coIRo

-'- '*' ,-., : {: :: : : =:::
e fao.llnente verifica-se a condição de regularidade exi.gida
uma vez que toda sequência convergente em F é quase constan
te

Suponhamos que para cada subconjunto fmi.to TcS tg
nhamos associado um valor J,p .

Definimos

aT(n) n n (x)
x€T

Ou seja, cíT(n) : -l, se a quantidade de coordenadíls de oemT
cujo valor é -l, é um número impar e aT(n) : l eln caso con-
trari.o
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Tomemos

c (x,n) = exp ;!..',.,'-,}
onde T é sempre finito

Este exemplo é de interesse na física e a pergunta
que nos aparece é que restri.ções devemos estabelecer para cair
nas condições do Teorema anterior. Uma conde.ção sua.ciente
seta

l:EE ..:}.,i',il"i « «

(3 . 9)

onde l.TI denota o cardo.nal de T

É claro que a parti-r desta :restrição, c(x,D) defi
nada e)n (3.8): esta bem defi.ni.da, e verifica (3.6) , pois

c(x,Q) :ic..JT'Tw l :i.i',i}.

:!qi''i i'll'.«{;;- *:{.i'*i i,tl««, «*«, .".
Mostremos que c(x,H) é contínua como função de n.

Seja ROCK e t):ÍTcS:xeT e TI <m}. Como .>1.IJTl<« podemos
tomar Act), A finito tal que: ltly '

>l IJ. < 1 (3 .io)
TeO-A '

rl} «

De forma análoga tomemos BcP-A, fi.ni.to tal que

,à;l',i « .' :.: .*-l,à.i,..tl
onde F : l)-A- t3 .
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U l ,

TCAuZ3

lé finito e definimos UNIR:n(y)=n0(y), VYÉ;l}. Temos que
U é aberto, R)CU e pneu, aT(n) : aT(nO), VTeAuB.

c(x,Q) - '(x.no) l ; I'xpl,à.J'rT(n)} ' «p{,mJT'.rcno)ll

expiTeAJTaT(nO) jexpITCBJTaT(no) it explvàrJTaV(n) 1- expl,ràrJTaT(no) } l

expITGAJTaT (r10) jexpTCBJTaT (t10) } ' e€1 l TeFJTaT (n) - TÉ;FJTaT (nO)

onde €1€ETeFJTaT(n),TGFJTaT(nO)]']-], ]]

jexpITCBIJTlJe'2TCFIJTI <E: por (3.10) e (3.11
que Bcl)-A. Concluímos que c(x,H) é contínua em n.

SÓ nos resta agora ver que (3.7) esta sati.sfeita,
de f i.n limo s

) dado

Seja

!.I',T€A

-*',,:i::::: ::
Então

stop >1 suplc(y,nT) - c(y,n) ; suP >1 suplc(y,n.) - c(y,R)
y x r],$ " y x rl ''

; ;: i.«,{,:}.,',.,'«*,} - .«,{,:}., ',.,'«,l

sup >1 sup expIT:yCTJTaT(n)}' jexp{ : >1 JTaT(nx) f-exp[ x>lyeTJTaT(n) } isy x n
xH'



2 e:

exp
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: «- E .«{,:}.,y x
xÜ'

;;- «:,{,:}.,},..il

*l..i',i}.

*i*. ', } .
por ser a exponencial uma função contava

$ 2 suP
y ::.,i',i}.«{! ,:*i.t,«i}

y: :-- .«{,:h ,, }.«{,:{. ,, ' «

:},,i'.,i i-'il : : .,«{ ;;-'.suP
y

ITI }«

por (3.9)

2.4 MODELO DE INTERAÇAO DE ALCANCE NULO\";

Este modelo nÓs podemos descrever da seguia\te ]na-
neira: considerem\os novamente um conjunto nunlerável S como

suporte do si.steína e admitiremos a possibilidade de mais de
uma partícula eln qualquer ponto de S pelo qual nenhum salto
será suprimido. As partículas serão indistinguÍveis e para
descrever sua velocidade de transição teremos uma função
@: N ------ R+, NULO,1,2,3,...}.4)(m) repl-esentará a velocida-
de de uma partícula em um ponto de S onde haja inpartículas.
Ou seja, a velocidade de transição de uma partícula dependa

(#) Esta secção tem o mesmo desenvolvimento que as secçi;es anteriores e
e omitiremoo repetições de8neceosãrias, colocando ao referências a-
dequadas.
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rã uni.cainentc do número de partículas que estão ern sua lhes
ma poszçao.

Exigircmos que

l im m$ (]n)
I'D"+oo

exista e seja finito. Isto i.n)placa as partículas tendem a pe.!
manecer no mesmo lugar na medida ern que o número delas crês
ce numa n\asma posição,

As partx'culas mudam de um ponto a outro de S de a
cordo com uma função de transição p(x,y) defi.nada em SxS.

consi.deraremos a topologia discreta. Seria na
tural tomar N' como espaço de estados, mas por razões técni
cas tomaremos K = fl' onde N= NuÍm} com a topologia de compaÊ.
tificação por uin ponto \'/

Além de ser compacto, é fácil ver que N é ]netrizã
vel e portanto K também será métrico compacto.

Seja I': N --.--p R+ defina.da como

F (m) = nt4, (m) , VmCN

r (m) l im m@ (]n)
I'H'»oo

I' é uma função contínua sobre Ü, pois qualquer se-
quencia convergente em N, ou é quaseconstante ou converge a

I' é contínua em m da forma como foi definido I'(.')
Definindo

c(x ,n) : r(R(x)) , VxeS, VrIÉ;K (4 . 1)

(Ü) É possível provar que se o estado inicial do processo esta em NS,en
tao com probabi.lidade igual a l,o processo nuncadeixa Nz e portanto
a inclusão do ponto w nao traz inconvenientes.
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e

n (u) s.g uxx ,y. ou rl(x)

rlx,y (u)
rl (u) +

n (u) - l

se u=y e n(x) # 0

se u;x e n(x) ; 0

onde usamos a convenção de que m

A escolha do gerador infinitesimal para o processo
descrito seta

QOf(n)
ycsc (x ' n)p(x ,y)[f(nx,y) -f(n) ]

(4 . 2 )

onde fÉ;E = C(K)

Observemos que para R(x) = 0; c(x,Q)
correspolldentes da série se anulam.

os termos

Sejam

U(x,y) f(n) f(nx,y) - f(n), (4 . 3)

M(x,y) f(n) c (x , n) p (x . y) f (n) (4 . 4)

Se Q(n) --.... n, então converge coordenada a coorde-
nada do que segue que rl:''J, converge para rl. ., coordenada a
coordenada, ou seja

(n)
n x,y

(n)
nx,y nx,y

Temos que, n. ., é contínua como função de n c portanto
(4.3) defi.ne um operador de E em E. Conclui-se

que llU(x,y)ll $ 2, Vx,yeS.
A projeção Q(x) é contínua colho função de n e já

vimos que I' .,é contínua, por composição, c(x,R) : I'(rl(x)) taD

facilmente
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bém o é. l"l(x,y) e então um operador de E em E. Como

lim m$ (]n) «
ITl-'Foo

podemos escolher c: I'(m) $ c, VmÉ;iQ e temos

suP 'h,Ü ' ', lIM(x É CP(x ,y) , Vx,yGS

Consideremos, colmo jã fizemos no parágrafo 2, uma

sequência crescente {SnlneN de subconjuntos fi.netos SxS tal
que ISnl : n. Sn+SxS; e definimos

Ç2Sn : (*,y) CS.(*'y)U(k,y)
(4 . 5)

QO definido em (4.2) é o limite da sequência nS. no
senti.do de (1.1) e como no Lema 2.3, demonstramos que os o-
peradores nSn são disse.pativos

Consideramos novamente o conjunto FcE das funções
que dependem de um número finito de coordenadas; pelo Lema
2.12, F é denso em E.

Tomemos u(x,y) ; cp(x,y) e seja CcE o conjunto conto
em (1. 2)

LEMA 2 . 15 Suponhamos que

suP >1 p(x,y)
x y

SUP >1 p(X,y) < m
y x

(4 . 6)

Então C é denso em

DEMONSTRACAO - Seja fGF e AcS o conjunto de coordenadas das
qual.s depende f, IAI < w

Para x,yÉA, f(nx,y) ; f(n), VnGK, do qual se segue
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que liu(x,y)fll
Temos

}esp(x,y)llU(x.y)fll *,hs }''(x,y)llU(x,y)fll É
xeA ou yÉ;A

$ >1 >1 CP(x,y) zllrll* >1 >1 cp(x,y) zllíll g
xGA )eS yeA xÉ;S

É 2cllíllIAllsup >1 p(x,y)+sup >l
L x yÉ;S y xeS

Teremos então que FcC e portanto C é denso em E

p(x,y)

B

TEOREMA 2.16 - Se p(x,y) satisfaz (4.6) então o operador çà

fecho do operador nO defi.nado em (4.2) , gera
um üni.co semigrupo positivo, fortemente contínuo de contra-
ções {TtltZ0 em E, que corresponde a um único proceslio de
Markov standart em K com gerador ç2. Além disso, se {TtnJtZ0
ê o semigrupo gerado pelo operador ç2c definido em (4.5) tg
remos n

:X; .<tgt. n':"-'.'n

S
0. vt zO0 VfeE

DEMONSTRAÇÃO - Devemos veria-car as con(lições (1.5) e (1.6),
'} a resto da demonstração é i.qual a do Teorema

2 14

Tomemos

L = 4c'lsuP E pCx,y) + suP p(x,y)
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Observemos que para {x,ylnlu,v} = @, U(x,y) e U(U,V)
comutar e portanto y(U(x,y),U(u,v)):0. Caso contrario, como

(x,y)ll g 2, V(X,y)CSxS, Y(U(x,y),U(u,v)) É Z para
{x,ylntu,v} # @ e teremos

* }esp(x,y)'Y(u(*,y) ,u(«,v)) s *cÍu,v} yàszl'(x,y) + wlà,v} *àszt'(x,v) $

É llu,vll suP >1 2cP(x,y) + lÍu,v} suP >1 2cp(x,y)
x y y

''' sup >1 p(x,y)l
y x /

Concluintos que (1 .5) se satisfaz

[U(x,y) ,M(u,v)]f(n) l; IU(x,y),M(u,v)f(n) - hl(u,v) 'U(x,y)fCn) l

IM(u,v)f(nx,y) - M(u,v)f(rl) - c(u,n)p(u,v)U(x,y)f(n) i

lc(u,nx ,y)p(u,v) f(nx .y) -c(u,n)p(u,v) f(n) -c (u ,n)p(u,v)[f(nx ,y) -f(n)] l :

lc(u,rlx,y)p(u,v)f(nx,y) - c(u,n)p(u,v)f(nx,y)

c(u,nx,y) - c(u,r}) ip(u,v) jf(nx,y) l

do que se segue que

lEU(x,y) 'M(u,v)]ll $ P(u,v) suPlc(u,nx,y) - c(u,Q)

Se x,yxu, nx,y(u):n(u), VneK e portanto p
x,y#u, H[U(x,y),M(u,v)]ll : 0. Para qua]quer outro caso

[U(x,y) ,M(u,v)]ll É 2cP(u,v) ,

É;SxS

aTa

: 4clsup >1 Ó(x,y)
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e teremos

Lsu (x ,v) llEU(x .y) 'M(u ,v) ]l ics p(x,y)ll [U(x,y) ,M(u,v) ]ll
x:u ou y:u

2cp(u,v) ''' ist'(x,u)zcp(u'v)

g

' .,}S}'(u,y)

:c{ >lSP(«,n ' xGS

(1.6) se verifica

P(x,u)}cPCu,v) ÉLp(u,v)

e



APÊnDicE A

Seja E um espaço de Banacl} e seja u(t) uma função
,b] em E. Podemos definir a integral da função u(t) de
análoga ã integral de Rielnann(#). As seguintes propri.e
se verificam
1) Seja u uma função contínua. Se o intervalo A de in

tegração ê fechado e finito, teremos que u é inte-
grãvel ein A. l:ln geral , se u(t) é majorada em norma.
por unia função nulltérica integrãvel, então taml)éln u
ê i.nteg rãvel e

de [a

forma
dados

A

1 1 u C t) d tll l. llu (t) l d tl b. } b,

.2) Seja T uin operador limitado c u(t) uma função ante
grãvel no intervalo A, se verifica

: 'rL-.*,.*]
A

Tu(t)dt

A.3) Se u(t) ê integrãve] no interva]o [a,a+h] e conta
nua a di.Feita de a, então

. ,a+h

Êis l l::

Í !!!a$é.} dt = u(b) -u(a)

u (t)dt ; u(a)

f+ [+ l .'] ]a

(#) A integra]., se existir, será uin ponto de E e a convert;8ncia das so-
matõrias 80bre as partiçoes gera enl relação a norma definida an E.
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