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PREFÁCIO

Neste trabalho procuramos estudar de modo resumido

as novas tendências da li.teratura sobre a Análise de Tabe-

las de Contingência

No capítul-o l apresentamos unia nota histórica so-

bre Analise de Dados de Classificação Cruzada com a finali-

dade de situar o nosso objeto de estudo. O conteúdo do cap.}

talo ll é consta.tuído por uma revisão sobre Teoria da Infor

mação, procurando destacar o uso desta teoria em teste de hi

póteses e o seu relacionajnento com o teste da Razão de Ve-

rossimilhança. No capítulo 111 estudamos populações cola di.2

tri.bui.ção multinomial em termos da Teoria da Informação. A-

anali.somos tabelas de conta.ngência completas, utilizando a

Teori.a da Informação no capítulo IV. Finalmente no capítulo

V anal i.samos Tabelas de Contingência Incompletas, utilizan-

do a estatística da Razão dc Verossimi-lhança, por apresen-

tar algumas vantagens sobre outras estatísticas exi.sten.tes

na li.teratura e pelo seu relacionamento com a Teoriza da In-
+ fl I'll} n r' n rl

LemDrainos que nos capttuios ii, .Lii e iv seguimos

a notação utilizada por Kullback (1968) eno capítulo V a ng
l
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tação utilizada por Leo Goodmal\ (1968) , com o objetivode f&

ali-tar possíveis consultas das referências.
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CAPITULO l

lmTPÍ)nilran

A Análise de Dados de Classifi-cação Cruzada foi. am

piamente estudada por Fi.sher no período compreendido entre

1922 e 1962, principalmente em problemas ligados àãreas big
lógicas. Vários autores apresentaram contribuições isoladas

em diversos aspectos, ã Anãli.se de Dados de Classificação
Cruzada. Urna teoria geral, usando Teori.a da Informação, que
engloba de uma certa maneira o que foi visto antes, foi for

balizada em 1967 por Kullback eln seu livro ''lnformation Theo

ry and Statistics''. Antes di.sto algumas medidas de informa-
ção eram conhecidas. Fisher em 192S i.ntroduziu em seu tuba

Iho sobre Teoria de Está.mação a definição técnica de infor-

mação. Shannon e Wiener em 1948 publicaram, independentelne&

te, trabalhos sobre medidas logarítmicas de informação para

aplicação em Teoria da Comunicação. De acordo com os objeti

vos de nosso trabalho iremos tratar da Teoria da Informação
como uln Tanto da Teori.a da Probabilidade e da Estatística bla

temática que pode ser aplicado nos mais diversos campos da

ciência. Esta teor-ia além de ter se tornado básica para

3
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a EstatÍtica Matemática é essenci.al na Inferência EstatÍsti
ca.

A Analise de Dados de Classificação Cruzada apesar
de amplamente estudada, adquiriu uma nova dimensão, mostran

do-se corno objeto muito rico para a investigação nos últi-

mos anos, primeiro devido a uti.lização da Teoria da Informa

ção na Analise das Tabelas de Contigência Completa e segun-
do devido ao conceito de quase-independência e aos métodos

desenvol\lidos por Leo Goodinan em 1968 para analisar Tabelas

de Conta.gência Incompletas.

Segundo Goodman (1968) as Tabelas de Continência IB

completas (ou Truncadas) são aquelas em que as frequênci.as

em algumas das cadelas da Tabela são omitidas da análi.se por
terem sido perdidas, vazias, irreal.izãvei.s ou restritas de

uin'certo modo, enquanto que as Tabelas de Contigênci.a Com-

pletas são aquelas em que nenhuma das cadelas da Tabela é o
miuda da análi.se.

O estudo das Tabelas de Contigênci.a Incompletas pg
de parecer ã primeira vista um tópico de interesse li.mi.ta.do

n\as elas podem ser uti.lizadas numa variedade muita grEinde de
si.tuações reais e mai.s ainda, a sua analise fornece valiosa

ajuda ã analise das Tabelas de Conta.gência Completas.

..k.;i;'i,11:t;.-Ü$.t;..J'.; :E :?;:' ;:\b;f:f
,H :i'lgli$



Numerosos trabal-hos têm sido publicados (Bishop e

Fienberg, 1969; }.lantel, 1970; Fi.enberg, 1970; Fiocking e O)=2

pring, 1971; Gri.zzle e IVillians, 1972; Chen e Fienberg,1974

e 1976, etc.) focalizando aspectos de casos particularesdas
Tabelas de Conta.gência Incompletas. No nosso estudo daremos

ênfase ãs abordagens ofereci-das por Kullback (1968) para a

Analise de Tabelas de Continência Completas e por Goodman

(1968) para a Análise de Tabelas de Contigência Incompletas.

Consi.derando a'importânci.a práti.ca do tema, o objg.
tivo do nosso trabalha é apresenta-lo de modo didãtico e a-
tualizado.

bóia:l 'f ::i1lllil



CAPITULO ll

INFORMAÇÃO ESTATISTTCA

Com o objetivo de facilitar o entendimento de cap.!

tulos subsequentes , descreveremos sucintas\ente os pri.ncipais

aspectos da ''Teoria da Informação Estatl'stica'' conforlBe foi

desenvolvi.da por Kullback (1968) . Inicialmente apresentare-
mos noções básicas de informação.

2 . ] INFORMAÇÃO: DEFINIÇÃO E PROPRIEDADES

Seja X uma variável aleatÓri.a com função de densi-

dade de probabilidade dada por fl(x), quando X assume valo-
res na população pl e f2(x) , quitado X assume valores na po'
pulação P2

Seja Hi' i:1,2 a hipótese de que X tenha função de

densidade de probabilidade fi(x) , i.=1,2 e seja x um val-or eg.
pecificado de X. Então segue do Teorema de Baves que

P (11: ) f; Cx)

p (nl) fl (x) 'P (H2) f2 (x)

Se todas as probabili.dades definidas em (2.1.1) forem não
nulas, obtemos

}lÍ2. 1. 1) PTH. lx'l i;1 , 2

6-
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( 2 . 1 . 2 )
P(Htlx)
P (n2 l x)

p(nl) fl(x)
p (n2) f2 (x)

onde P(Hi) e P(Hilx) são probabilidades ''a priori--' e ''a po.!
teriori'' de Hi, respecti.valente

Aplicando logaritmo neperiano a ambos os mel:lbros de
C2 . 1 . 2) temos

P(uilx) . p(nl)log ' i'' - log' ''l
p (n2lx) 'p(n2)

A di.ferença expressa no segundo membro de (2.1.3)
pode ser consi.derada como a i.nformação resultante da obser-
vação X ;x

( 2 . 1 . 3 )

da razão de verossinlilhança

fl (x)
l og ' ,

f2 (x)

é a informação contida em X =x para di.scrimi.nar H. de
quando H2 é a hipótese nula e representaremos por 1(1:2

E X EFqP L 0 1 - Seta

logari.tmo )D E F ! !q l CAO

fj. (x)

i :1 ,2 Neste caso as hipóteses consi.deradas acima são equi.

H 'i-r=- ' :+=! ;T ;.";+

' .i:É l:a#kÀ l .#:##8y:g# ;i$W!#@..s
+ .i+ r +



valentes a

H2

HI

P ul

P2

Temos

i(i: 2;x) : log if!:l:! : '} (x-u2) '-(x-u;l) : x hi-pP ''' '#há-pÍ)

EXEM P L 0 2 - Seja

fi(x) (:)Piq?''':

com qj:l-pl, i. ,2. Neste caso temos

pxqn'x P. q-
1(1:2;x) ; log i;ii--!Í:T = x log FI ' (n-x)log tB

r2q2 ' z 'Ó

Quando consideramos todos os valores que a variá-

vel aleatória X pode assumir definimos informação média por
observação do segui.nte modo

DEFINICA0 2 - Informação média por observação para deternli

nar 111 de H2 (hi.pótese nula) é dada por

f. (x)
fl(x)log " dx
' f,(x)

log

1 (1 : 2 ;X)

para pari.ãveis aleatórias contínuas

;)ia3.+ }g: + 3 + '.+.:ib.' +:+e ;-p.'+f If{ ae&qp8i'q 6ah)f\
lz I' Vlb«+111ÇJ



9

1 (1 : 2 ;X)
n

j. >1 lfl (xi) l f2(xi)

para variáveis aleatórias discretas

0BSERVACA0 - Adotaremos a notação 1(1;2) no lugar de 1(1:2;X)
quando definimos apenas uma variável aleatória

EXEMPLO 3 - Considere a situação do exemplo 1. Então

lo:2) : Jíl(x)I'g :ti;s- 'ix :

(ul-u2) Jkíl(x)dx ' #(u$-pí) lríi(x)dx

Portanto

1 (1 : 2) hl-u2)pl ';h;-uÍ) {h :-pP '

Observemos que a informação média por observítção é

maior quanto lnai.or for a diferença entre UI e U2 e é i.gual
a zero se lil ; H l

EXEFIPL0 4 - Considere o exemplo 2. Então

IQ:o ,: >loí: 'g:l--: x>lo d(x t'gg'(n-x)iog:) :

: .L' PI ?o*fl' '''log : >1 ("-*)fl(*)



1 0

Portanto

1(1:2) : n(pllog ;} ' q:log ;l)

Observemos que 1(1:2) é maior quanto mai-or for a diferença

pl e p2 e é igual a zero se pl :p2
PROPRIEDADES

P.1) 1(1:2) zO, sendo 1(1:2) :0 se e somente se fl(x) :f2(x).

PROVA

log

Usando este fato e fazendo

Ver i. f ic a se por meio de estudo de tunçoes que

U > 0 e U # l

fl(x)
f2 (x)

temos que

1 (1: 2) != '* » J':'*, [.: - ?;J'*
Portanto

1(1:2) >0 para 1l-- #l e
f 2(x)

1(1:2) =0 se e somente se 1l!--
f2 (x)

:'õ.':+;oloõ'.i
üAn F -+ + t .+-:$H i''...f.+,!+í

:

;.!;:j.
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P.2) 1(1:2;X,Y) =1(1:2;X) +1(1:2;Y), onde X eY são varia
vei.s aleatórias independentes.

A verificação desta propri.edade é imediata desde

que

i(1:2;x,v) : Jlíi(x,y)i'K :'ti--) y'

Em decorrência desta propri.edade temos que a infoÊ
mação obtida de n variáveis aleatórias independentes e i-den

ticamente distribuídas é dada por

1 (1 : 2 ;XI 'X2 ' ,Xn) ; nl (l

Este resultado será útil nos capítulos subsequen
tes

P. 3) 1(1:2;X,Y) = 1(1:2;X) +i(i:Z;vlX)

1 (1: 2;Y) + 1(1: 2;X IY)

onde X e Y são variáveis aleatórias quaisquer

Vej alhos ,

l (i: 2 ;X,V) : Ílít(x,y)iog !J--- üdy

:l'i=- Ó" ' lglm [hl blx)l.g 1l-- dy]ü
)(x)log

;'-'i
>

'%

:if

.-ãq
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onde

r r; LX,yJ
gi(x) : líi(x,y)dr, hi(yjx) : --z--, i:i,z

Se fi.zero\os

lhl(yjx)log :L7-- dy : 1(1:2,YIX:x)h2(yjx)
e

glCx)1(1:2,Y X=x)dx ; 1(1:2;YIX)

obteremos o resultado em P.3, como queríamos feri.ficar

2. 2 INFORMAÇÃO DISCRIMINANTE MÍNIMA

Sejam,f2(x) uljl elemento genérico de um conjunto [12 de
funções densidades de probabi.lidades e fl (x) um elemento do

conjunto HI de funções densidadegde probabilidades, defina.-

do por: ill :lfllIT(x)fl(x)dx :o}, onde T(x) é uma nstatíst.i
ca e 0 é um parâmetro populacional. Nestas condições, para

ulxa dada f2(x) do conjunto H2, consideremos o problema de dÊ

termo.nar fl(x) de HI tal que mini.mize a informação

r f] (x)
i(1: 2) : l fl (x)log --z---.: dx; ' f, (x)

'l;==:;:B$'iê:!:F.©jÊ$8xrB:: ;b !P; 1 + 'A ' +.:4.'.1h.'+ '
:n!+.'



sujeita a restrição
\

(x)dx

r Usando multa.plicadores de Lagrange, o problema é resol

vido mi.nimi.zando a expressão.

l(Íi(x)iog !.l---.= 'KT(x)fl(x)'LflCx))dx( 2 . 2 . 1 )

onde K e L são collstantes

O valor mínimo de(2.2.1) ocorre quando

(2.2.2) f(x): f'''(x) : f2(x)e'KT(x)-L-l

Por conveniência computacional faremos -K =T. Então as cona

tantes L e T são determinadas por meio das equações de res-
j.s to ê ,trição

b'12 ( T ) ---, lí*(x)dx

--a IT(x)í*(xl)dxÜ} log F'12('r)

onde

M, (1) líZ(*)e:T(x)ax

Nestas condições o valcnT mínimo de 1(1:2) é dado por

? H 'A:+.'
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( 2 . 2 . 3 ) 1 (* : 2) 0T-log b{2 ('t)

A função f*(x) eln (2.2.2) é chamada dé,ót4,ébttZção conjugada

de f2(x) e pode ser representada em termos de M2(x) da se-
guinte forma

f*(x) : f2(x)eTT(x)
M, ( 'r )

( 2 . 2 . 4 )

OBSERVAÇÕES

1) f*(x) = --!-:-- constitui uma uma famíli.a expo-
nencial

2) A estatística Y =T(x) é uma estatística suficientep2
ra famílias êlo tipo f*(x)

3) 1(*:2) > 0 e 1(''::2) = 0 se e somente se T=0 para todo,Q

4) 1(*:2) é monotoni.carente crescente para 0 200' onde

00 ê determi.nado por

f2 (x) e:T(x)

M2 (T)

tÉ- log M2(:)]::. : 00

EXEMPLO 5 - Consideremos a função densidade de probabilida

de f2(x) dada por (x-U2)'
2

f2 (x) e
T

Seja HI um conjunto de funções densidades de probabilidades

#
:''':V Lr+'v+.

' . !" +!. .d'-1 4 . e. .?-\ :;''.'iÍ'' '' '
.a'



1 5

fl(x),tal que IT(x)fl(x)dx :0, onde 0 é ujn parâmetro popul.2
cional e T (x) ê uma estatística

A fim de obtermos a informação discri.minante mínima da-

da por (2.2.4) premi.samos calcular T e b{2(t). Para isto co2
si.detemos a situação eln que 0 = E(x) e portanto T(x) =x

Então temos:
(x-U2) :

2

M2('r) : jrz(x)etT(x)dx = 1" l e

(x'-2 p 2x ''' uã ' 2 lx )

dx

dx

!:-2{-- . p:.*.'/2dx = e 'E
Por outro lado sabemos que

gi-E ]og M2(r) ]

Portanto

U2 +'T

ou seja t : 0 -u2

Substitui.ndo os valores de M2(T) e r em (2.2.3) , temos

(2.z.5) i(*:z) ;(o-p2)o-(u2v'=Ç') : 4'(o-pz)'

i?.i!::1?: :::;.1:3:t : ';;::: '; ;::' ã;
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EXEMPLO 6 - Consi.detemos a função densidade de probabili.da

de, f2(x), dada por

f,(x) (:)P:q;'", q2 l-P2

como no exemplo 5 vamos admi.tir que

T (x) = x. Neste caso teremos:

E(x) e portanto

b{2 (T ) >l í2 (x) x=0(n)pxqn'xeTX
n

x>1.P2'')*q2'* (p2eT+q2)n

e

log M2(T)

ou sela

0q2

p2 (n-0 )

donde

0q2

p, (n-8 )

Substituindo M2(t) e T em (2.2.3) temos

0q2
log '

p9 (n-0)
( : 2 )

0q2
log (P2 ' '

' p2(n-Q)

ãii$ i:;ir:l.''zs"''9. .;.:;;; ;: :;:f;=:!;;:?;:i: kd!



1 7

isto ê,

(2.Z.6) i(*:2) : 0 1og ÍÍg$'o log ;Z--n log
nqo
n-0

ColHO 0 :npl temos de (2.2.6) que

1(*:2) : nEpl ]og ;l 'ql ]og ;l]( 2 . 2 . 7 )

l NrOnMAÇ4Q Ej1411J SJ l CA

Na seção anterior introduzimos o conceito de infor

mação discriminante mínima, 1(*:2), caldo o valor mínimo de

f. (x)

i(i:z) : líz(x) log iti-- a"'

para uma dada f2Cx) e para toda fl(x)

IT(x)íl(x)dx

Vimos que o valor mínimo l (*

0

tal que

2) = OT -log l\í. ('r) ocos

re quando

eTT (x) f2 (x)
='- , M2 ('r)

M,(T) '
fl (x) : f*(x) lí2(x)eTT(x)dx e

log M2 ('r)

-'';+



18

aittostra de n observações independentes

com fulLção densidade de probabilidade f2(x). Con\ base nesta

amostra seja 0 =T(x) um está.maior não víesado do parâmetro
0, tal que

l 'r (x) f ' ( x) dx ,

onde f* (x) é defina.da por (2.2.4)

DEFINIÇÃO 1 - Denomina-se .[l-tformação Estatística à estinlati

va de 1(*:2) obtida substituindo em sua expressão, 0 por l$

Portanto se a denotarmos por 1(*:2;0.) podemos escrever

1 ( * : 2 Õ (x);(x)-log M2(; (x)) ,

onde T(x) é determinado por mei.o da relação

( 2 . 3 . 1)
T(x) :ê(x) : ]:â' I'g Mz(:)],:;i(*)

Nos casos em que di.ferentes funções das observações são es-
ticadores não vi.esados de 0, usaremos aquela que produzir o

ma i.or valor de 1(*:2 ;0.)

Notamos que 1(*:2,0n) é uma medida da discrimina

ção entre a amostra e f2(x) de tal modo que: quanto inalar
for o valor de 1:(*:2;0.) maior seta a di.vergência entre a.
amostra e f. (x)

.- ';' : -i
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A Informação Estatísticca, 1(*:2;0n) , foi. deterlnin.g
da considerando uma dada função densidade de probabilidade

f2(x). Eín aplicações õ comum ter)nos um conjunto H2 de fun-

ções densidade de probabilidades f2 e não uma única. Neste
caso temos

DEFINIÇÃO ? - Denomina-se Informação Estatlsti.ca Klínima,

i(* :H2;On), ao valor mínimo de 1(*:2;0n) quando f2(x) variar
em Fl7, isto ê

( * : H2 ; On ) lni.n{ 1(*: 2 ; On) If2(x) €1-12}

EXE14PL0 7 - Consideremos uma amostra, O.., de n observaçoes

independentes de uma população com função densidade de pro-

babilidade defina.da como no exemplo 5 da seção anterior. E2

tão a Inforlttação Estatística ê dada por

i (* : 2 ; On) ni (* : 2)

onde 1(*:2) é dada por (2.2.5) com 0 substi.tuído por
isto ê ,

x,

i (* : 2 ; On) ;(;-U2) :

EXEMPLO 8 - Consideremos o caso em que temos uma a.mostra,

O., de n observações i.ndependentes de uma população comi fuB

ção densa.dado de probabilidade f2(x) definida por

: Éliilili93 S$! s$fEI
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f. (x) q2 : l-P2; x : 0,1

Então a Informação Estatística é obtida q.uando substi.t

em (2.2.6) da seção anterior 0 por 0 :npl :x, i.sto é,

i(*:2;0n) : x log ix +(n-x)log :iX

Podemos observar que 1(*:2;0n) nos dois exemplos é uma medi

da da discrepânci.a entre a amostra e f2(x)

TESTES DE HIPÓTESES E 0tSTKIBUiÇ4Q D8S EPTATTSTICAS ASSOCIADAS

As medidas 1(*:2;0n) e l(*:H2;On) estão associadas
ã construção de testes de hipóteses da manei.ra especificada
abaixo

.reBELA 2.1

1(:'':H2;On) -l(+:Hl;On)

f : f2

f : fl

feH.

fG(H-n2)

f ;c f,s

.Í(+:l;o )' n

1 ( 'e : H2 ; On)

Í(+: 2;0 )
' n

.1'
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Verá.ficamos facilmente que as situações 2, 3 e 4

são casos particulares da situação 1. Em cada situação a Eg.

tatística usada para os testes são funções convi.dentes das
especificados acima. Estas funções são obtidas com o objeti

vo de se conseguir estatísticas com distribuições conheci-
da s.

A seguir i.remos estudar as distribuições destas e2
tatisticas.

Inicialmente verificaremos que ;i(x) determinado p.g

la equação (2.3.1) é o está-mador de maxi.ma verossi.mi.Ihança

de T considerado como parâmetro de

,* f2(x)e:T(x)
M9 ('t )

De fato,

log f*(x) log f2(x)+TTCx) -log M2 ('r)

e

É- log f*(x) T(x) log M2(v)

Portanto o estimados de máxima verossimilhança de T é dele.:

minado pela equação T(x) : a log M2(t), a qual coincide caIR

a equação (2.3.1)

:-i?8«:'=!C+:-&q #'iaby+4-0"õililev'?+'==-'7nf'-l-e7

# . . .,
.'+".':'!

:$'n
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Com base no resu]tado aci.ma verifica-se faci].mente

que as medi.das de i.nformação especificadas na tabela 2.1 es

tão relacionadas com o teste da razão de verossi.milhança pg
ra testar as respecti.vas hi.póteses (Kullback, 1968) do se-
guinte modo:

nlm f(x)
fÉH.

f12;On)-l(':Hl;On) : -log max tl.XJ : -log À'
fGH.

#

onde À' é a Razão de Verossimilhança estudada por Cher
noff (1954)

'* -, f9(x) f.(x)1(":2;0.)-1(' :1;0.) = -1og --=--- : log -.J--
fl(x) f2 (x)

f. (x)

onde iÍt-(Rr é a Razão de Verossimilhança de Neyman-Pear
son para a construção de testes UMP

lnax f(x)
feH.

1(*:Hl;On) : -log nux ílxi : -log À,
fa{

2

3

onde À é a Razão de Verossimilhança de Neyntan-Pearson

4. 1(*:2;0n) : -log iiãF-:íí:T : -log À
fa]

Cona relação a À sabemos, da literatura, que em coB
di.ções geral.s de regulará.dados -2 1og À tem distri.bui.ção li

]jiite, sob H2, de Xz onde 4> é il diferença entre a dimensão
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do espaço parametrico sob o modelo geral H e a dimensão do

espaço paramétrico sob a hipótese H2

Com relação a À* Chernoff (1954) mostrou que -21ogÀ*

alga.lhas vezes tem distribuição li.cite de X2 e outras vezes

tem distri.buição li.cite degenerada

EXEMPLO 9 - Seja XI'X2,...,X uma amostra aleatória de uma

população N(U,l)

Nosso objeti.vo é testar a seguinte hi.põtese

H2: P 'u2

Hl: U #U2

Neste caso a estatl'stica para o testo é 21(*:2;0.)TI '

mos na seção anterior que

i(*:2;0n) : n(;-U2)'

e portanto 21(*:2;0n) :n(i-u2)' a qual tem distribuição de

xÍ

Verifica

Rejei.ta-se H2 para valores grandes de 21(*:2;0n)

EXEMPLO 10 - Seja XI'X2'...,X uma amostra aleatória de uma

população N(u;l)

Considerentos a hipótese

.:ii!,Üi.'xs ;:i: ;:i&t&' '::-''''-:'''
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Í H2: U >U2

lni: p su2

Neste caso a estatística para o teste é

2 ]l ( * : H2 ;On) 2 minl1(*:2;0n) IUgU2}

Vimos no exemplo 7 da seção anteri.or que

i (* : 2 ;On) ;(;-u) ',

então

21 (* : H2 ; On) minll; (i-U )2 l u s;u2 }

Portanto

se x É U2
21 ( * : H2 ;On)

U2

Neste caso a hipótese H2 .é rejeitada se ;(x-p2)z >C

Os problemas práticos correspondentes ãs hipóteses do prjinei

ro e segundo tipo não têm uma solução geral Única como podemos verifi-

car pelo estudo da distri.buição, comentado no início desta seção.

:.Ü:';!=.:.=; ' Plr».e .+ '



CAPITULO lll

DISTRIBtJIÇÃO MULTINOMIAL

Neste capítulo apresentaremos aplicações da Teoria

da Informação desenvol-vida no capítulo precedente no caso- em

que a população tem di.stribuição multinomial

3.1 - DISTRIBUIÇÃO MULTINOMIAL

Supolaha que ao rea].izarlnos uJn expert.mento, unl e se

mente um dos eventos, mutuamente exclusivos, AI'A2' .. . ,Ac g.L Éd \. ''

corra coil} probabi.cidades pl'p2' ''',pc respecti.valnente tai.s

que pi >0 e >lpi :l. Seja xj., i:1,2,...,c, o número de vezes
que Ai ocorre em n real i.zações independentes do expert.}llento

com 21xi :n. Então a vara.ãvel aleatóri.a X=(xl'x2'''',xc) tela
distribuição multinomial dada pela expressão

P(X) : P(xl'x2''..,xc) : n!.n. {;3.-,-l:l l

.xiC

A fim de facilitar o desenvolvimento das seções sllÊ

sequentes passaremos agora a estender as defi.nações do cap.}
tule anteri.or ao caso da distribui.ção ínultinomial

25

FK:ini :ii::':r';::';;:':'
: :.::: ;l.i;:;;i:i ó.;
::,:iãH'lf:t:,}.:= . l !:.t"l: jRi::;l:?:: !:

Ü$!#6}Rii';lq }#'

'-+'i - : - -) :l:"'-".': P":TT'-+-!+.'l
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Consideremos duas hipóteses simples especificadas
abaixo

HI

H2

11

C

:z:': :
i:l(P21,P 22

A informação média por observação para discri.minar

HI de H2, quando H2 é hipótese nula, é

i(i:2) : pll log ;!t '''piz log ii;; '
Plc+ P.. log
P2c

A i.nforlnação di.scriminante média de uma amostra a

leatÓria On é dada por

1(1:2;0n) : n iclpli log Pli

A fim de obtermos a Informação discriminante míni-

ma prece.somos determinar a função conjugada de uma dada dis

tri.buição multinomial. Para isto,seja P2(X) uma dada di.stri.

buição multinomi.al com parâmetros n e P2 ; (p21'p22'
e P(X) t,IRIA distribuição multa.nomial genérica com parâmetros

n e B(pl'p2,'' ',pC). A distri.buição conjugada de P2(X) é a-
quela que minimi.za

>l p(x) log T##l.)
(xl+x2+''- +xc :n)

7&' .:;j : ti .= r- ;:} ;j.': : ;;-;! ::/ S'ks.Pc-l '.+ t b' h:'j-»#8 - '\- i - : ' \ ';
'i!
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sujeita ã restri.ção nP =0, onde e é um vetou de constantes
de dimensão c - l

De acordo com defi.nações do capítulo ll

conjugada de P2(X) é dada por:

a função

P2(X)e't T(X)
P" (x)

M? ('t )
(3 . 1 . 1)

onde r' : (tl'T2,'' '' rc) é um vetou de constantes, T(X):(XI'
X2,...,Xc) é um está.mador não viesado de Q e

M2(v) : (Xl+XZ+.>1 .+Xc=n)P2(X)e'r'T(X) : (P21eTi+P22ev'+' ' .+P2cerc)n.
21' ' ' 22' ''' ' 2c'

Fazendo as substituições em (3.1.1), obtemos

P*(X) tem di.stri.buição multinonlial dada por

c (pl.)xi
P*(X) = n! H

i=]. x; !

que

onde

P*
l i = 1 , 2 , . . . , c

e T i , i :1-, 2

quaçao

c, é um parâmetro real determi.nado pela e)

0i : 'tÍ;- log b{2('t)

:#?$:3B ; ! . : üg.;i.à!:iP iüe:.:J .; i Z!!:i:;&;,f;::;'i:=}. - '':';;;: ':=;"
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Outra relação entre 0

. ; np-i, isto edo fizermos 0. t . '
l pode ser obtida, quan

P2i':i
8

Cl

j :i

+

npi : n

ou seja

:.: 4 *:.:t,}:; i = 1 , 2 , . . . , c

Com o conhecimento de P*(X) obtemos a informação
TI l TI n in t l3 }n l n 'i Tnq

(3.1.2) 1(*:2;0n) : >lP*(x) log lg=(x) : lzclT Oij-n logll.ctpZie'til

Substituindo o valor de T; , encontrado
(3 . 1 . 2) , obtemos

acima,

(3 . 1 . 3) 1 ( * : 2 ; On)

0

Observemos que 1(*:2;0.) não depende do valor de

(P21eTi+'..+P2ceTc), portanto podelbos faze-lo igual a l e
obtemos

0

': : l.g ãd-l i :1 , 2 ,c

w;;iwn:=:i;n'pn' H ;}.';-:-

.Ü!:á ::jÊ!$ii@$.b© '\'

q. ' t-J+? +'-.Í: .
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3.2 - TESTE DE HIPÓTESES SIMPLES

Sejam xl'x2''..,xc)com Exi :n, observações de uma

distribuição ]nultinomial P(X) com parâmetros

n e P = (pl'p2'''',pc)

Vamos considerar o problema de testar

H2 (PI,P2, ,pc) contra Hl: P # (pl'p2, ,Pc)

Neste caso a informação di.scrinlinante lítz'numa é

1 ( * : 2 ; On) log

onde pl'p2,''',Pc' são os parâmetros da distribuição conju-
gada de P(X)

A informação estatística é obtida substituindo p:
por pl :

x.lt
n

Portanto

Í (* : 2 ;On) "'€
Conforme vi.mos na seção 2.4 do campítul-o anteri.or,

21(*:2;0n) tem distribuição limite de X2 com c-l graus de li
beldade.

$-
#ãBHê';É: @3i3 i. i ? :.}:

,j .il. } t; t
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Concluímos então que podemos testar H2 contra H] em

termos da estatística 21(*:2;0n), rejeitando H2 para valo-
res grandes de 1 (* : 2 ;0.)

Um outro teste mui.to usado nestes casos é o qui-qLy:

doado de Pearson cuja estatística é dada por

(x; -np: ) :
L .L

npj

Verifica-se que as duas estatísticas acima assumem

valores aproxinladalBente i.guai.s (Kullback, 1968)

2. 2. 1 Partiçi'es de 1(*:2;0n)

Quando a hipótese H2: P :(pl'p2'''',pc) é rejeita
da podemos decompor 1(*:2;0n) aditivamente para testar sub
hi.póteses de i.nteresse

De um modo geral as sub-hi.póteses de interesse prg
taco podar ser resumidas nos tipos de partição expressos nas

tabelas 3.1 e 3.2, onde cada componente tem di-stribuiçõesde
X: com os respecti.vos graus de liberdade

A construção da tabe]a 3.]. baseia-se nos sefluintes
fatos

1) A distribuiçã.o multinomial, P(X), pode ser expressa
como o produto de uma binomial e uma multinomial condicio-

;=i?:$5Ür := ; r:' +=.+ .; - br 3:p.+. v-.p..+

4
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T»BELA 3.1

COF\POTENTE IF4FORFiAÇAO G . t.. i

Dentro de categorias l 2tx= . ]og xc-lqc.2 +x ]og )q=qc-2]
c-l ac/xl'x2,''',xc.2 l ç' nc-2pc-l ç 'nc-2pc

l

i::;i: :i::ii::.::i.i "*.-: "' {-- ' '".-;-*..:,:"
t

'-; !
Dentro de categorias

: *; :. E' *. :.;E....* *. :..B
Entre categorias

2 e (3+4+.. .+c)/xl 2[x2 ['g iiliq '("l-x2)]'8(' i-' z)ql]

[)entro de categori.as
2[x2 log x2ql +x3 ]og x3ql + . +xc ]og ;i;:

Entre categol'ias
l e (2+3+...+c) 2[xl log xl + (n-xl)log i13:;:ij]

mm. 2Í(':2;Qn)

nal, isto é,

P(x) n! xl x2

<=?'.Ç -: -: '

(n-xl) :

X

,Pcc ---ZL-- pl n'pP"'':: *

Gq'':'....zL-- pi:o'pP

PIJ

X xl X

=:Fht:) *: {:- :] "'*:'*:*::gty *; .X

I' q:J ',l;t..;J'lta

'>T. ::.':«':l: 6= :ç:'-:n' =lt+:''':''r :-

© ''g''': ;igü': . :"-'+ ::,= ,
? +'!4-'
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nl :n'xl; n2 :n'xl'x2; ql :l-pl; q2 :l-pl-P2 :ql'q2'

$ pi . S pi
i:2 ql i2S q2

De uln modo geral temos

I'x2'''''xi e qj.:l-pl-p2'''''pi' i:1,2,...,r-l e

j = 1 , 2 , . . . ,c -l

2) A hi.pótese H2: P : (pl'p2,'.',pc) é equivalente à i.n-

terseção das sub-hipóteses f121'H22'''.'H2,(c-l) ' onde H21 é
a hipótese de que a probabilidade de ocorrência da primei.ra

categori.a seja pl'H22 é a hipótese de que a probabilidadede

ocorrênci.a da segunda categori.a seja p2 dado que a da pri-

meira tenha sido pl' H23 é a hipótese de que a probabilida-

de de ocorrência da terceira categori.a seja p3 dado que as
probabilidades de ocorrência das duas primeiras categorias

tenham si.do respectivamente pl e p2, e assim por diante

O fato 2 mostra que a partição permite detectar as
categorias que têm probabilidade de ocorrência diferente da

queda especifi.cada pela hi.pótese. Para que este objetivo SS

ja atingido por meio desta partição sugeri.mos o seguinte pig.
cedi,mento pratico:

após a rejeição de H2: p : (pl'p2'''',pc) ordenámos as cate-H .L éJ \,

@i#&láÊ:
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gori.as em ordem crescente de acordo com os afastajnentos pl-

'pj., e em Seguida, nesta ordem, aplicamos a partição.

Como villtos,as partições expressas na tabela 3.1 per

matem detectar o afastamento de cada categoria com relação
ã hipótese. A seguir verá.ficamos situações em que o interes

se é di.vidir as categori.as em dois grupos. Por exemplo,qual
do as i primeiras categorias apresentam carácter'lsti.cas em

comum e as c-l restantes apresentam outras características
e ]n c omuin

TABELA 3.2 - COhlPARAÇAO ENTRE DOIS GRUPOS DE CATEGORIAS

l NFO RMAÇAOCOMPARE FqTE

Entre categorias 1+2+
+i e categorias (i+l)+

+c+

Dentro de categori.as
(i+l) a c 2[xi.l ]og ;l.1li11zi'-**. :': ;?

xlPl].
2[xl log +

ylPI

21(* : 2; On)
Xl

2[xl log npl
+ xc

]+xc log npc

A construção da tabela 3.2 baseia-se no seguinte

1) A distribuição multinomial pode ser expressa por

.3 +: ' : + 1x :+.i.Caa
.g i .a©E)!Í}M:.'#t' '&q

I'''EÇlb'
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''*':üaEü:::-:::#b çllü*
ã*: =fçfyl*:*:. a*'

yl :xl+x2+'''+xi; y2 :xj.+l+xi+2+

Pll :Pl+P2+'''+Pj.; P22 :Pi+l+Pi+2+'''+Pc

2) A hi.pótese H2: P : CPI'p2'''',pc) é equivalente ã i.n-

terseção das sub-hipóteses H21'H22'H23' onde (se consideram
mos o vetou P com c componentes particionado em P(1) com i.

componentes e PLz'J con! c-i componentes) H21 é a hipótese de
P(1) : (Pl:.P2'''',pj.), H22 é a hipótese de que P(2)

;(Pj.+l'Pi+2'''''pc) o H23 é a hipótese de que Pll :p22' o3
de

Pll
C

,!:'j e P22
C

}...:'j

E'XEMPLO 1 - De acordo com a segunda lei de Mendel em geneti

ca dizemos que duas características genéticas exame.nadas si

inultaneamente são independentes quando os fenÕtipos encon.-

trados estão na proporção 9:3:3:1

Consideremos o caso em que as características examinadas são

Cor de sentente de ervilha: .Amarela (A) e verde (a) .

Fomta de semente de erva.Iha: lisa (B) e rugosa (b)

Ü$@!13$élÉ@2s'iww:qi.a'p = .;;;: i ; ilUDE-;i ;:
.M#iir, ' í;H .:H

' . .; . ;v.ba
l 'B -R '\a.'

a lli;t +-.PSP»'e n: +.t+!+:-b.'»eB~'+q .p,sa vn ft

By$f$g IFBBrl;'çi:#iws%!%g'p {:ç :.41'l! 'e };' qo«. $?
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Sabemos por experimentas realizados com cada característica

isolada que, a cor amarela é dominante sobre a cor verde e

quc a forma lisa ã dotllinante sobre a forma rugosa. Então as

proporções esperadas, em cruzamento do tipo AaBb xAaBb são:

9/16 : 1 isa , amarela (AI )

3/16: lisa, verde (A2)

3/16: rugosa,amarela (A3)

1/16: rugosa, verde (A4)

Para os dados na tabela abaixo queremos

se a segunda lei de I'Íendel ê verdadeira ou não:

verificar

DADOS

FENÓTIPO rKEQUÊNCiA
OBSERVADA

ANIARELA , LI SA

\'ARDE, LISA
AblARELA,RUGOSA
VERDE, RUGOSA

TOTAL

7 5

23
22

l

121

lllPÓTESE

: : ';;=:T {uR.b+ir: ' . eie4Crn
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3/16

3/16

A estatística para o teste é

9/16

Hl: P 'L 3/16
H2:

2Í ( * : 2 , On)

c x
9.1 894

O valor crítico do Xz com 3 graus de liberdade é

1.81S ao nz'vel cl =0,05. Portanto a hipótese H2 é rejeita.

da ao nív-el de significância, a =0,05. Neste caso podemos dÊ.

compor 2í(*:2;0n), como mostra a tabela 3.1, para verificam

mos quais dos fenótipos são responsáveis pela rejeição da }la
potese. Para i.sto recorrejnos ao procedimento prãti.co sugeri.

do nesta seção e escrevemos P da segui.nte forma

s/ló] Íp21
3/1ó l ip.

i/iõl ip.
9/1 õJ ip.

Então testados a hipótese

ln2: pz : s/ló

ln3.: pz + 3/16

H
l:$!i$b :!;'=:i::!j'.; -:':'}.;

t©gi%'Íti!#g#.;!!!W'T-
i.t tP'vÜ'S#']
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De acordo com a tabela 3.1 a estatística para tes

tar a hipótese H21 é

x l . , ... (n-xl)
2(xl log ii$t ' (n-xl)log iÍ(T:$i}) : 0,006.

O valor crã.tido do Xz com l grau de liberdade

3.841 ao nível a =0,05. Portanto a hipótese H21 não
jeitada ao nível a = 0,05.

Dado que p2 :3/16, vamos testar a hipótese

pKI í3/1õ

H2z: lp41 : i/lõ
piJ l9/ló

p.l í3/:'
ni : P41 # l/iõ

pIJ l9/16

A estatística para testar esta hipótese (ver tape
la 3. 1) ê

log xiql : 9.7835.
npi

O valor crítico do Xz caIU 2 graus de li.beldade é

5.991. Portanto rejei.tacos a hipótese H22 ao nível de sign.i
f i.cância cl = 0 , 05 .

+a V P' !Br?+- ' +
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Uma vez que a hipótese H22 foi rejeitada devmlos pa!

tia.onar a Informação 2>lxj. log xiql em duas outras componeB
tes ,

x n.

2 (x21og ii:iiiÜ + (nl-x2) log 2(x3 log log

as quais testam, respectivamente, as hipóteses

H23: p3 ; 3/16 dado p2 : 3/16

ul. : p3 : 3/16

«:.: [=:] : i=;::] ««; -: : ;':' ' ':
3/1 6

í'.l * Í:/:'l
lpll (9/16j

0 valor observados para as estatÍsti,cas correspondentes ao

teste das hipóteses H23 e H24 foram: 0,02028 e 9,76322, re2
pectivamente. Comparando estes resultados com o valor crÍti

co do X2 com ] grau de ].iberdade, concluímos que a hipótese

1123 não é rejeitada e H24 é rejeitada ao nível de signo.fi-
cância cl = 0 ,05

Para fi.car mais claro vamos apresentar estes resul

tados na tabela a seguir

==i:8Uq+:+''
&

'8','-' ? ' '.#;:"':fÇl%## Je :'qt''Nr
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CONCLUSÃO - Anal i.sendo os resultados da tabela verificamos

que as frequências observadas correspondentes aos fenÓtipos

A]. e A4 são as que se afastam significativamente do esperado pe-
la lei de Nlendel

3. 3 - TESTE DE HOMOGENE l DATE

Consideremos r populações multinomiais com c cate-

gor3-as.

Sejam, xil'xi2'' ' ' 'x.c observaçoes da z'es].ma popu.

cação lnulti.nomial, Pi(X), com parâmetros:

.© ##;;'##.T@' ':,'

# =
' :.';J :i?''ã:;g?e$!:$

''n&e] Alba'ç ).e, t+:+F+'++3+P&tf$ç?: l!@g $1@

COMPONENTE INFORMAÇÃO G. L

Dent-ro de fenÓtipos

A4 e AI/x2 e x3

Entre fenÕtipos
A3 e A4 +AI/x2    

Dentro de fenÕtipos

A3'A4 e AI/x2

Entre fenÓtipos
A2 e A3+A4+AI    
2i( * : 2 ;On) 9,7894 3
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n. e P1 1 (Pil,Pi2

0 problema agora consiste eln testar a hipótese

i =1 , 2 , . . . ,r c

j:l,z,...,' j>llpj :lnz: Pij : Pj

Hl: pij # pj para algum j

A informação discrimi.nante mínima neste caso é da

da por
+

;l:-;, :.* pj
(3 . 3 . 1 ) 1 ( * : 2 ; On)

+

pijonde c, sao os parâmetros da distri.buiçãocon)

jurada de Pj (X)

Substituindo pij em (3.3.1) por pij :'nl
a i.nformação estatística

obtemos

r c' x. .

i(*:2;0n) : :>1. :>1.xi.j log i--JJ-i:l j :l '' ''i'j

a qual testa se as r amostras vieram de uma mesma população

multa.nomial com parâmetros P =(pl'p2'''',pc). A distri.bui-

ção limite de 21(*:2;0n) sob H2 é Xz com r(c-l) graus de l.i
beldade

Quando H2 é rejeitada podemos decompor 1(*:2;0n) erü

:. : :;: 1 -:. \, ;$ig!; .;41ij;g: T:#8# r i ?!iFXt! }!:t-.i98F%tKl#
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duas componentes aditivas como mostra a tabela 3.5

TABELA 3.3

A componente 21(P*:P) testa a hipi;tese H21: ''As p2
pulações são homogéneas''. A componente 21($:p) testa a híp.g
tese HZ2: ''O parâmetro comum das r populações homogéneas é

p ; b?,p:,''' ,p!)'''

Em muitas situações praticas o parâmetro P =(pl'p2.
,p,-) é desconlaecido, então o teste de homogeneidade en-

tre as r populações é feito com base na estatística 21(p';,p),

a qual, sob a hipótese de homogeneidade, tem di.atribuição,l.l
cite de X: com (r-l)(c-l) graus de li.beldade

Quando esta hipótese é rejeitada podemos decompor

21(p*:$) em componentes aditivos de duas maneiras diferen-

tes, de acordo com as tabelas 3.4 e 3.5, onde cada compone3

:Íii©.:l'l=:::lã -.+!!Ê :".:ç::lt ':lM111 $ã@@l : 11;:iKB:% $

COMPONENTE INFORMAÇÃO G . L .

zi (p* :$)

zí 6:p) :,!:"j :': npj
4

::i: ',}:*:, :':nixj  
'lDTIAL 21(*:2;0n) ::Ê: ,}:*:, :':nipj

a r(c-l)
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te tem distri.bui.ção de Xz comi seus respectivos graus de li

beldade

TABELA 3.4

A construção da tabela 3.4 baseia-se no seguinte:

1) A di.atribuição de duas populações multinomiais inde-
pendentes pode ser expressa pelo produto de uma distribui-

ção marginal das populações combinadas e uma distribuição con-

dici.anal de cada população dada a população combinada, isto

i õ:p:t='ij;;;$ip;!:';;itisi;r;'ii lir::;'ü.:;.:;)'';:i:
z:

P#.

l)entro das i)OPulaçocs
l e 2

[inti'c às popu]açõcs 3
c ns l)OPuloÇÕcs l c 2 :,}:(*;, :..H''*:, :.:U] ::!
     

Dentro das polmlaçocs
1 3 r-2

líntrc as popt1laçoes
r-l c populações l a

r 2 j:il ''l.j I'g ;iil;:ill:S''',-z,j i'g k. y:-l.jl
c-l

Cr-3)(c-l)

l)entro (kls populaçoes
l a r-l

Ente'e a população r
c as populações l ar-l :,}:Í*,, :.; &''.-:.. :.: ;# ':::':'

roam. zi(P' :>) ::$: ,}:*:, :''nixj
(r-l) (c-.l)
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e ,

nl!

xH : ' ' 'xl.:

(nl+n2) !

y21:'''y2c!

P(x)
XX

11 lcX XPPI
n2:

x21: ' ' 'x2c:

nlln2:

(nl+n2): xll

X X
21x 2c

PI XP.

y21:'''y2c

!...xlc:x211

y2j :xlj+x2j ' j:1,2,...,c e nl+n2 :M2 :y21+y22+' '' ry2c

No caso de termos r populações independentes o prg.
cedimento para expressarmos P(X). ê análogo ao aci.ma sÓ que

as populações combinadas serão indicadas por

yij
e

xj.j+x2j+'''+xj.j' i:1,2,....r-l e

' yil+yi2+'''+yic: nl+n2+'''+ni
/

,c

2) A hi.põtese de homogenei.dado H2 é equivalente ã enter

seção das sub-hipóteses H2(1,2), 1-12(1+2,3),...,}12(1+2+...tr-l,r),
onde H2(1,2) é a hi.põtese de que as populações l e 2 sejaJm

homogéneas, H2(1+2,3) ê a hipótese de que a população 3 e a
população formada pela combi-nação das populações l e 2 se-
jam homogéneas e assim por diante

Para a partição indicada na tabela 3.5, considera-

mos as r populações em doi.s grupos. O grupo l constituído

das populações l a r, e o grupo 2 das populações rl+l a r

Definamos

:KPT.T- ::=; 7rln:c:;,. ;'

'à++; !!W:llW.' iÍ:W$ã' .:8#: !ú +?'$'gq
];
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zlj : Xlj+x2j+'''+xrtj j:1,2,... ,c
'2j : xrl+ij+xri+2j+'''+xrj

c c

TI ; j>li'ij TZ : j>llzZj

T:ABALA 3 . 5

OBSERVAÇ:Ro - As r populações podem ser divida-das em dois ou

mais grupos, por conviniênci.a consideramos apenas dois gru-
pos

EXEMPLO 2 - Os dados da Tabela 3.6 representam a produçãode

5 ti.pos demãquinas, classificada em defeituosa '. e perfeita
Queremos saber se as maquinas são homogéneas cojn relação ã

produção.

;g:;;à;iÀ;ti4+-aii
:e }.! : '-' b e gr4'

'"ü''l= .:: b' Í!". ii:à.

COMPONENTE [ N FO RMAÇAO G.L

Entre conjuntos
l e 2

Dentro do conjunto
2

Dentro do conjunto
l

:,}:t':, :.'P'':; :.;H

:z ,}:*:, :':nizlj (rl-l) (c-l)

(r-rl-l) (c-l)

TOTm. Zi(P*:Ê)
i:l j>llxij I'g nixj

(r-l)(c-l)
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T:APELA 3.6

MÁQUimS

HIPÓTESE:

jn2: Pij ;pj para todo j j:1,2; i=1,2,...,5
In.: Pij # pj para algum j

De acordo com a tabela 3.4 a estatística para tes-

tar a hi.pótese acilua é

Zli(P*:F) = 2 >1 >1 x;: log
i;l j:l ]'J

2t >1 j>li :j ]og xij'j>llxj ]og xj' n ]og n- E ni ]og ni].

Dos dados obtemos 21(P':P) =42,04940 que comparado

com o valor críti.co do X2 com 4 graus de liberdade, ao nil-

vel de signo.ficância cl=0,05, (9,488) nos leva a rejeitar a

hipótese que as maquinas são homogéneas com relação ã prado

çao.

2S

Então podemos decompor 21(P*:P) em componentes ad.}
ti.vêLS para que possamos analisar com mais detalhes a hi.pêltÊ

.}.t +i$; \i: :!iii.3-E i::.-: {:!: : .'.:;:ü:i:;:i;';..i.:il'ç: ';:- ;:ç':+:';:
k: +11] 8}:g{.id&

n3'+;+:..1tslt-'.;+«P a e B+tlF t-elp..+!fC p PÇn +++f'-nd?+tlr

;::l :'il:;?ÇF'=.%! ;g

  A B C D E

De:feituosa
Perfez.ta

26 72 61 29 135

172 169 142 36 542

IDT:AL 198 241 203 65 677
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se. Para i.sto vamos considerar a partição da tabela 3.4,que

de acordo com os dados do problema se resume na Tabela 3.7
TABELA 3 . 7

Os valores críticos dos Xz, X$ e X3' ao nz'vel 0,05,
são respectivamente 3.841, 5.991 e 7.815. Comparando os va-

lores observa.dos com seus respectivos valores crÍti.cos con-

cluímos que as mãqui.nas A e B são homogéneas entre si e di-

ferentes de C} que as mãqui.nas A, B e C são diferentes de D
e..que as inãqui.nas A, B, C e D são diferentes de E.

n

=l:ilêéê81ã::i; ; '
=!: F:':..'.' = =

'+"!' T::.-.li;: . '. Svi.+=+Sp-e. ; e tn.!a.t+')un--K"

Maxi'#?W@tlW

C014PONENTE INFORMAÇÃO G.L.

Dentro A e B

Entre C e (A+B)
2.142564
4.350176

l
l

Dentro A,B e C
Entre D e (A+B+C)

6.49274
l0.84138  

Dentro de A,B,C e D

Entre E e (A+B+C+D)

17.334126
24.715274  

TOT:a 42.049400 4



CAPITULO IV

TABELAS DE COFITINGÊNCIA COMPLETA

Neste capítulo analisaremos Tabelas de Contingên-

cia Completa aplicando Informação Estatl'ética, como foi reg.

l i.zado para Distri.buição bÍultinomial.

Analisaremos Tabelas de Contingência de Duas e de

Três Entradas. A extensão da analise para Tabelas de ordem

mai.s alta, embora não apresente problemas do ponto de vista

conceptual, envolve um algebrismo muito complexo.

4.1 TABELA DE CONTINGÊNCIA: CONCEITUAÇAO

Suponhamos que os elementos de uma população sejam

classificados segundo dois atributos R e C com r e c categ.g
rias respectivamente. Representemos por n o tamanho de uma

amostra dessa população e por nj-i o número de elementos da
amostra que pertença à i-ési.ma categoria do atributo R

(i=1,2,.. .,r) e ã j-ésima categori.a do atributo C(j=1,2 )

c)

Os elementos, classificados desse modo podem ser rg
presentados na tabela 4.1, a qual é denomi.nada Tape,Za -de Ca:,l-

47

':x;4 ;i':;:':':.:
'8.'ç,#F

i ; 'b4== '" xí-b=ãt=+:=qe:e"=l
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,Ügêne,Ü

Quando temos dois atributos denominaremos Tape,Ca da

Comi,tZgênc,éa de l)upZa Elt;C/mda, três atributos , Tabela de Contin-

gência de Três Entradas, K atributos, Tabela de Continência
de K Entradas.

T.APELA 4.l

C

4.2 - TABELA DE CONTlFIGÊNCIA DE DUPLA ENTRADA: TESTE DE INDEPENDÊNCIA

Consideremos uma Tabe]a de Contingência de Dupla ]l!!

toada como defi.ni.da anteriormente e representemos por p.i-i a
probabili.dade de ocorrência da casela (i.,j) i=1,2,...r e j=

2l ,c})

0 problema consiste em testar a independência entre

dois atributos. Nestes casos formulamos a seguinte hi.póte-
se

'i ': .:

©
a +o + n +.h? + 3+!b+j"+a +d'v-p »VN-W:

    cl C2   Cc TOTAL

i

           
  'mT:AL x.l x.2   x.c  
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ll: lll : li:lel =ll ll ;l:ll:l';ll,, :::,:, . ,,; '::,:,. ,.
onde

r c

:!: :!:':j 1, pij > o
0 0>l ple P l HUi:l j

O expoente g indica que o valor do parâmetro é es
pecifi-cedo.

Como uma tabela de contingência de ordem Txc é es-

senci.allnente uma amostra de uma população multa.noTnial cam rc

categorias, omitiremos detalhes já desenvolvidos no capítu-
lo anterio:r

A i.nforlnação di.scritninante mínima, neste caso,é da
da por

1 ( * : 2 ;On)
r c

:!: . !::';; :''
À.

Ao Substituirmos pj.j por pj.j : z
mação estatística

ob temo s a i.nfor

i (* : 2 ;o.)
r c
v y . log

Sob '"a hipótese de independência 21(+:2;0.) tem di.!
tribuição limite de Xz com rc-l graus de liberdade

+ 'T'T -: -
,T.b.' n ?+ «

:.aÜi!#13:!+
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Podemos decompor 1(*:2,0n) em componentes adi.uvas
de modo que possamos analisar com mais detalhes a hipótese

f12: pij ;pj..pOj ' coIRo mostra a tabela 4.2.
T=©ELA 4 . 2

As componentes H2(R), H2(C) e 21(Hl;H23)
respectivamente, as hipóteses

H21: pi.:pi.' i:1,2,...,r; H22: p.j:pOj' j=1,2,

H23: pij:pi.p.j para todo (ij)

Partição da Componente l(Hl:H23)

tes tam ,

,c e

4.2

Valores signifi.contes para l(Hl:H23) da Tabela 4.2
podem sugerir dependência entre linhas e colunas de unl de-

=:: :ç':':c=' : j.;À
1 ..! :. , ..:; : 'i9â

s r; =+f' 6S i

»$üa#,.'. : ''
/ Ú ; 'q TIC ;' ?!10mÍlgi

COFtPONENTE l NFO RMAÇAO G.L

 

2i1lxi. log
xi

4
c x

j=1 'j i'g -#
np.j

 
TDTIAL 21(*:2;0n)

::Ê: ,}:** ":üh rc-l
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terminado subconjunto da tabela. Nestes casos podemos pare.L
clonar a Tabela de Contingência eTn subtabelas convini.entes

para testarmos essas possível.s dependências.

Suponhamos, por exemplo, que seja de i.nteresse pa]..
ticionar uma Tabela de Contingência de ordem Txc em quatro

subtabelas, agrupando as linhas em doi.s subconjuntos de r.

e r2 linhas respectivamente, rl+ r2 ; r e as colunas em dois

subconjuntos de cl e c2 colunas respecti.lamente, cl + c2 ; c,
coIRo mostram as tabelas 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4

T.ABEIA 4 . 3 . 1

2

X x1211

2 21 x22X

n
xl.
n

x2.

X X
2lr rr

]l
i]ro'rwl x X

2

H
nll T.ABELA 4 . 3 . 2

C +1 C +2l
XX lc.+2+1lc

l

2 X X
+22c+12c

C +cl 2

X Xlc +c ll 2

X
2

XXr
rlcl'l rlcl+2

lX X
+2C+1l l

12X
rlcl+c2 Xr l

X
n12C +c2l

:=;\: :: ';:: 'lt: ::;':-:.:.;'.: '.t ; -l '

:w- #M#i%"#tlã!
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T.APELA 4 .3 . 3

T:APELA 4 . 3 . 4

;.:+'. ':';$;i:;'+p:.: C
rs'

';!Ç::qP:t= ';:i';': 'l:

© m

  l 2   cl TOTAL

rl+l *-:.ll "':*12   xr:'lcl  
  x.:.2: *'l'22   Xrl'2cl  
           

rl+r2 x-:«:] x,:«:2   xrl+r2cl
z l

x,:«:
'lU]'J\l          

    cl+l cl+2   cl+c2 T(n'AL

  rl+l xr:'lcl'l xrl+lcl+2   xrl+lcl+c2  
  rl+2 Xrl+2cl+l xrl+2cl+2   Xrl+2cl+c2 x,:.2'

             
  rl+r2 xrl+r2cl+l xrl+r2cl+2  xrl+r2cl+c2 
  TOI'AL

22

cl+l     *fÊ:«: l "::
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Neste caso a partição de l(Hl:H23) se resume ]la tB.
bela 4. 3 .

M 4.3

INlnWUÇAO

2 2

:.!: .!:-«. :''

: i*' «.H.*:í«:á
:l.l*'} :.: .*: :. gl

rl+r2 cl+c2

rl cl

i:i j:i :j I'g

r c

i:i j:t ij I'g

I'ABI

(X»nnNflNI'E

9

G.L

l

8 c2'l

cl-l

r2'l

7

6

5 rl-l

4

3

(r2-l)(c2-l)

(r2-l) (cl-l)

(rl-l)(c2-l)

(rl-l)(cl-l)

(r-l) (c-l)

l

TOTAL 21(Hl:H23)

ãái©::.""'?':i;e':'f'e;:!;:Ü ':l: .:.:.:;.:+ :.i; t; ' i:: i.::?»" 'i ': ":$g' ! :::!:: .'ç\+:' l :$Í#%'.#'tF
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As contponentes 1, 2, 3 e 4 testam a hi.pótese de iB

dependência nas sub-tabelas 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4 res
pectivamente

As componentes 5, 6, 7, 8 e 9 testam, respectiva
mente, a hipótese de independência nas sub-tabelas abaixo

iií?*'Tl"T''::: .;'::!:';Üt.?.;..; q ; .i:. ; . ;:$C :,ii;..: ? ;:::;

nll n12

n21 n22

6

21

x,:...: *'l':
21 22

*':. 2'

   
x21
"rl+r2

22

*'1''''2

5

   
   
   
   

7

*t}      
       

8

*:Ê:':
12

cl+2   12

cl+c2
22

cl+l
22

cl+2   22

cl+c2

q
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4.3 - TABELAS DE CONTINGÊNCIA DE TRÊS ENTRADAS

TESTE DE l NDEPENDÊNC l A

Consideremos três atei,butos R, C e D com r, c e d

categorias respectivamente. Consideremos uma amostra de n ob

servações independentes da população formada por R,C e D.Se

jam, xijk a frequênci.a de ocorrência da i-ési.ma, j-ési.nla e
k-ésima categorias dos atributos R,C e D, respectivamente e

P;n,. a probabilidade de ocorrencia da casela (i,j,k), comol T l k' '

mostra a Tabela 5.3

T:APELA 5.3

De f i. na mo s

r c d

:!: ,}: k::":'k' } {*:jxl

X X X ijkijk kH l

».-nlá+- 'in«í.. J .#$ '.t.l# .'

  cl C2   C

  DI D2   Dd DI D2   Dd   DI D2   Dd

RI xlll xl12   xlld x121 x122  x12d  xlcl xlc2   xlcd

R2 x211 x212  x21d x221 x222  x22d  x2cl x2c2   x2cd

         
xr21

   
xr2d

       
xrcdRr Xrll xr12   xr].d xr22     xrcl xrc2  

 



56

XX X X Xk ijkijktJ k J jt

h . 3 . 1 HJpgtese de l ndependê091R jlglal

Para tentarmos a independência entre três atribu

nulamos a seguinte hipótese

ÍH2: pj.jk:p0..pOj.pO.k para toda casela (i,j,k)
l i=1 , 2 , .. ., r ; j = 1 , 2 ,... , c ; k= 1, 2 ,.. . ,d

Int: Pj.jkPPi. .pOj .pO.k para algtzna casela (i,j ,k)

} } ilpijX: l pijk'o; }pi...:ip.j.:ip..k
A informação discriminante mínima é dada por

'ijti'g --tí-'i'''õ'---
pj...p :j .p '.k

Substituindo pijk pela sua estimativa pi.jk
obtemos a i.nformação estatística

foratos

+

1 ( * : 2 ; On)

2;0 ) : ijki j kn :.* . *v* .
npi..p.k.p..k

a qua[ sob a hipótese de independência tem distribuição ]-i-

mite de X2 com rcd-l graus de liberdade

A informação estatística 1(*:2;0n) pode ser decom-

posta em componentes aditivos que testam sub-hipóteses de in

{e.;ê>ÍÕplf$H'.8%
i; ; :: ':r ;';+:«.;Ã;K. ;,:n u.
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temesse, como vemos na Tabela 4.4

I':ABALA 4.4

onde H2(R) testa a hipótese H21: pi..;pi.., H2(C) testam h.i

pç)tese H22: p.j.:puj., H2(D) testa a hipótese H23: p..k:pu.k

e 21(Hl:H24) testa a hi.pótese ]]24: pijk:pi..p.j'p..k

A componente 21(Hl:H24) da Tabela 4.4 pode ser de
composta em componentes aditivas, como vemos na Tabela 4.5

 

INFOWmÇAO G.L.

2i>ltxj... log «-g

c x

k:l ''k I'g «P..}

::Ê: :i: *!:*:;* "'*xi..x.j.x..k
"'"ijk  

TOTAL 21(*:2;0n) :} } {*«* :': -/I''« rcd-l
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T:ABALA 4 .5

A construção da tabela 4.5 baseia-se na equivalên-

cia entre.a hipótese H2(RxCxD) e a interseção das hipóteses

H2(RxC) e H2(RxCD) , onde H2(RxC) testa a hipótese H241:pijk

p.j'p..k e H2(RxCD) testa a hipótese f1242: pijk:pi..p.jk

É claro que H2(RxCxD) 'ç::> H2(CxRD)nH2(RxD) e

H2(RxCxD) 'çn' H2(RCxD)nH2(RxC)

EXEMPLO ll - Consideremos a produção defeituosa de 4 tipos

de mãqui.nas, A,B,C e D, classe.facada segundo dois tipos de

defeitos, DI e D2' por meio de dois testes, TI e T2' como moã

tra a Tabela 4.5 (a)

Queremos saber se a produção defeituosa i.ndepende

do tipo de lnãquina, ti.po do teste e tipo de defeito, isto é,

H2: pijk; pj...p.j.p..k para todo(i,j,k)
IHi:pijk/pi. .p.j 'p..k para algum(i,j ,k)
' i=1,2,3,4; j=1,Z e k=1,2

b

. a..: P. =q 4 ' +:q ' 4;' Í+

C(»OPONENTE INFOlaaÇAO G.L.

n2(RxCD)

n2(cxD)

  (r-l) (cd-l)

(c-l) (d-l)

'm'l:AL 21(Hl:H24)
n'x...

rcd-r-c-d+2
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TABU.A 4.5 (a)

124

Na tabela 4.4 vimos que a estatística para testar

a hipótese acitna é dada por
2n X ilk
X XX kjll (ul :n2) : 2>1 >1 l na

que por simplicidade de calculo pode ser expressa como

(Hl:n2) : >1 E }lx{.ik ]og xi.ik'ZI xi.. log

j 'j' log x.j' ' kx..k log x..k+2n log n.

Façamos i ; A,B,C e D; j = TI'T2 e k: DI'D2' De aco!
do com os valores observados na Tabela 4.5 (a) , temos

XXX ijxijt ]

k l
log

21(HI :H2) : 23,018

Comparando este resultado com o valor crítico de Xz

com 10 graus de li.beldade velhos que a hi.pótese de indepen-

dência é rejeitada ao nível de significância cl= 0,05. Então

podemos decompor l(Hl:H2) em componentes, como mostra a ta-

n:=:.-n';b: . : :''51 ;-fT'':5'. E ?:+:A =...'X'-'i
'?wew$
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l)ela 4.5, para anali.salmos com mais detalhe a rejeição da hi.

potese . Dos dados obtemos que

H2 (Teste x Defeito) : 6 ,100

HI(Mãqui.nas x(Teste,Defeito)) = 16,918

Estas duas Últimas componentes testatn as h

H21 p.jk

H22 pijk

ipõteses

respectivamente

Para tornar mais clara a analise vamos apresentar
os resultados obtidos, na tabela 4.5 (b)

]l@ni..A 4.s (b)

Comparando os valores observados, 6,100 e 16,918

com os respectivos valores do Xz crítico, 3,84 e 16,92, ao
nível de significânci.a ct = 0,05 temos que:

a) a hipótese de independência entre t

rejeitada
defei.toeste e e

'li;:::S :; :: .:;.'$; :4;&Úi :,:
.W # w!='

'-n+:+'+A e.' + + + a !4-H-4'++B+V'+ q 'P+f'H'+X.

':©bl. ii''V$;:111:!eK8

COMDN!!NT INFORblACAO G.L.

H2 (Testex Defeito) 6,100 l

n2 (Mãqui.na5 x (Teste , Defeito) ) 16,918 9

21 (HI :H2) 23,018 10
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T:APELA 4 . 6

4.4 llOMOGENEIDADE ENTRE TABELAS DE CONTINGÊNCIA DE DUPLA ENTRADA

4.h. 1 - HS?Bggeneidade Total

Suponhamos que seja de interesse o teste de holnogg.

nei.dade de r tabelas de contingência de ordem cxd, em que o
total de cada tabela seja fi.xado. Esta hipótese é formulada
por

pijt : Pjk i= 1 , 2 , . . . ,r ; j = 1 , 2 , ...,c
e k=1,2 ,. . .,d

para algum (i,j,k)
()

pijk # pjk

Considerando que a população de uma tabela de con-

tingênci.a pode ser tratada como uma população multa.nomial

i.;, ;l\$ó;; HB
l18# - .l ?l êi#$# #Wi

CU'íPONEN'lE INFOWÇAO G.L.

 

2i1lxi.k log
xi.k

" . .kb' .k/-' .P

} . x.-i]

:;;:* '* ": =ãhn

2 }1 21,'ijt ]'': ,.. .kQi.k/'' 'P Üojk/po.p

 
21( " : 2 ; On) rc-l
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com rc categorias, o problema seta resolvi.do testando a ho-

llogeneidade entre r dessas populações, o que é semelhante ao

teste de homogeneidade na seção 3.3 do capítulo 111. Dest:e

modo a analise da hipótese em estudo esta resumida na tabe-
la 4. 7

TBBEIA 4 . 7

cd-l

(r-]) (cd-] )

r(cd-l)

onde a componente ENTRE testa a hi.pótese H21:p.jk: pUk e a

componente 21(Hl:1122) testa a hipótese H22: pijk:pjk

4..h.2 - Homogeneidade Condicional

Consideremos r tabelas de contingência de dupla eg.

toada, como na seção anterior. O problema agora é testar a

holnogenei.dade entre as r amostras do atributo D para uma da

da categori.a do atei.buto C.

Esta hipótese é formulada por

- :::=;à- ;.'=::'q:;i;::s
:.n.i: :i b

n +'q'+ 'B B

:?çlgi$g'

C(»{PON!:N'm T XITZIPhTATAn
'4 'bu \v

 
:,E: *::* ;,. «:V

TOTAL 2i(*:2;0n)  
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pijX : pjk

i:1 ,2

k:1,2
j fixo

,d

0

pijk * pjk

0 problema é o mesmo de testar a homogeneidade en

tre r populações multinomiais cole d categorias

Portanto, a construção da tabela para analise des

ta h.ipótese é análoga à construção da tabela 3.3.
T:APEIA 4 . 8

CWllDN]W nqFOliMAÇAO

k:l 'jk log
x . j . Ogk/P . j . )

jt

!:xijk I'g
"ijt

xij . (x. jk) /x.j '

. *g:*"* «; 4-àh.

G.L

ENTIU

21(HI :H22) (r-l) (d-l)

'lDTIAL 21(*:2;0n) r(d-l)

A'componente 21(Hl:H22) testa a hipótese H22:pijk
e a componente ENTRE testa a hipótese

A componente 21(Hl:H22) da tabela 4.7 pode ser ang:

ligada em componentes aditivas como mostra a Tabela 4.9

.ã$ê&ãããi,ê:.ã&Ü{.'.ü;
éÓl;$pxç'p--?+--nw

n ':

kX]É::.. r& .t= aà.ê
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TBBl:LA 4.9

EXElvlPLO: Os dados da Tabela 4.10 apresentam a distribuição

de1937 moscas por sexo e mortalidade entre 12 aplicações

sucessivas de um inseticida padrão (Kullback, 1968)

Nosso objetivo é testar a hipótese de homogeneida-

de de sexo e imortalidade entre as 12 aplicações do i.nseti.ci
da, isto é

H2: pijk : pjk para todo (ij k)

Hl: pijk ié pjX para algum (ijk)

i=1,2,. .. ,12; j=1,2 e k = 1,2

:Í:??M.e:::'T'' B
nl'' . ' ,.:,;

'M

CU{PONl:NTE llWOliMAÇAO G.L.

Homogeneidade (C)

Homogeneidade con-

de.cional (D/C)    
Homogeneidade (C,D)   (r-].) Ccd-l)



66

T:APELA 4 . 10

De acordo com a tabela 4.9 a Estati'ética para tes
tar esta hipótese é dada por

r c d

2 >1 j>ll k l :jk log

0 valor desta Estatística para os dados da tabela

é 57.044 que comparado com o valor crítico do X33'(55), ao
nível de 0,01 nos leva a rejeitar a hipótese de homogeneidâ

de. Então empregarenlos a partição da tabela 4.9 para anali-

]Çx;í':xTITIC':'=';K +: '. ' . !='q
B'4hi#tgúgiiüdl '" ''i';

ÕÇ 'P= - Í + ;

;@$g:}8

M A C FI O S FÊMEAS

  VIVO b©li:10 'mTAL VIVA FARTA T(yl'AL

             
TOTAL 194 420 614 719 64 783
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sarlnos com mai.s detalhes esta hipótese. Os resultados obti

dos estão apresentados na tabela 4.11

TABELA 4.11

Os valores críticos do X2 com ll e 22 graus de li-

berdade, ao nível de 0,01, são respectivamente, 24,72 e
40,29. Comprando estes valores com os valoresobservados das

estatÍsti.cas conclui'mos que:

a) a hipótese de homogeneidade de sexo é rejeitada
b) a hipótese de homogeneidade de mortalidade dado o se

xo nao e rejeitada

à;á;@!: ::$f'i:::: ; : :"
: - ;- );:;:: :; l;, :.' i;:;} ;

', ';Bâ1 :3: ' ,#''?.{!i?' 'T l$#q'i:Ü!.?0

a)MIDNENTE TNFnRMATAn G.L.

Homogeneidade (sexo) 36.874 11

Elomogenei.dade conde.-
cional de mortalida-
de dado sexo

20.170
Macho 8.906
Fêmea 11.264 " }i

Hoimgenei.dade Csexo,
mortalidade) 57.044 33



CAPITULO V

TABELAS DE CONTINGÊNCIA INCOMPLETAS

Neste capítulo faremos uma exposição de vários Caem

pios encontrados na literatura e dos diferentes métodos de

analise inda.cados para cada caso. Serão i.lustrados os três

seguintes métodos de anãli.se

1) um método baseado na partição da Tabela Incompleta em

subtabelas apropriadas.

2) um método baseado na está.mação das frequências espe

Fadas na Tabela Incompleta calculadas sob a suposi
ção de quase-independênci.a

3) um método baseado na estimativa de certas interações
na Tabela Incompleta

5.1 - DÇEJ11tÇOE$ PBey.11$4BÇ$

Consideremos uma Tabela de Contingênci.a de ordem

FXC. Seja pj.i a probabilidade de ocorrência da cadela (i,j),
i= 1 ,2 , . . . ,r e j = 1 ,2 , . . .,c

DEFINICAO ] - As classe.ficações linha e coluna de uma Tabe
68

l;$1Êi©ll'!Y'%
.Õ:: ; '):;::;:;:;. ; ' ;l:i:: : '? llp-:h#.pSqp;o ipi ip o. +n';e:a+e:!.ü'e.q'+-4-.r"a'l:yn
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la de Contingência de ordem Txc são ditas i.ndependentes se

D . . = a. b
]-J ]- J

ai e bi são constantes positivas

pij : aibj para toda cadela (i,j) e >jai : l e
>lbj ;l, então aj. e bj. são as probabilidades deocorrênciada
i-ési.ma linha e j-ésima coluna da Tabela, respectivamente.

A definição l aplica-se a todas as caselas da Tabu

la Txc. Consi-detemos agora um dado subconjunto S das Txc ca

selas, por exemplo, todas as case]as exceto as da di.agona].

principal ou todas as cadelas exceto as aci.)na da diagonal

princi.pal ou todas as caselas exceto uma particular, etc

DEFINICA0 2 - As classificações linha e coluna do subconjuB
to S são di.tas quase-independentes (ou S-independentes) se

pij : aibj para toda cadela (i,j) eln S, onde ai e bj' i:1,2,
,r e j=1,2,...,c, são constantes positivas

Este concei.to de quase-independência é usado não sÕ

para a analise de Tabelas de Contingência Incompletas como

também para a anãli.se de Tabelas de ContigênciaCompleta deg.
de que seja de i.nteresse uma analise mais detalhada da asco

fiação entre as classifi.cações linha e coluna

A hipótese H2: pj.jk:aibj para toda cadela(i,j),

) )i = 1 , 2 , . . . ,r e j=1,2 C

aER4. 4;;;b
!:kt!:!ee ':

fiVKM4HPqfX:av'W
1;: ' ; +: . ; : )-;: ;Ji: ;.'} "B= ;=:.' '

W
b+-'.:,ap+p ip tn'+++põp e+.q+! õ.+pQp+NH'ç t».!e1l #upq.J

: :;':EVrgBP-r; ':t ]:!y r'-.!J':s'-' )i ,' t?iT:"t.i
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i=1,2,...,r; j=1,2,...,c é equivalente ã interseção das se-
guintes subhipóteses

1) H21: pij : aibj para toda casela (i,j) em um subcon-
junto S da Tabela Completa rxc,

2) H22: pij : aibj para toda cadela (i,j) pertencente ao
complen\untar de S em relação ã tabela rxc, onde a.i e

bj são as mesmas constantes que tornam a hipóteseH21
verdadeira

A mai.orla dos métodos que apresentaremos pode ser

aplicado talllbént ã análise de quase homogeneidade entre r pg
pul-ações multinomiais. Para entendermos n\elhor esta exten-

são considederemos uma Tabela de Contingência rxc, onde pji
representa a probabilidade conjunta da i-ésima linha e j -é-
sima coluna

Se imaginarmos esta tabela como sendo um conjunto
de r amostras de populações multinomiais com c categorias,

a probabilidade de ocorrência da j-ésima categoria, j=1,2

c da i-ésima população seta dada por

l

Pi
P l

( 5 . 1) 1 , i: 1 , 2 ,T

quando as classifi.cações linha e coluna forem independentes
temos

,;+u'f'5':'.l ';' ' ; =üTé :.i '
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b

C

*!:'*
i = 1 , 2 , . . . , r

DEF l N l ÇAO

mogeneas sc

Dizemos que r populações multinomiais são ho

b

-E-Z--- para i:1,2 ,

*!:'*
,T

No caso em que . >1 bt: 1, bi seta interpretado como

a probabilidade de ocorrência da j-ésilna categoria da i-és.}
ma população.

Suponhamos agora que as classificações linha e co-

luna de uma tabela Txc sejam independentes mas as probabil.}
dades de ocorrênci.a de certas cadelas não possam ser averi-

guadas. Considerando somente o subconjunto S de cadelas em

que as probabilidades de ocorrênci.a possam ser averiguados

(fazendo vazias as cadelas que não estejam em S) temos de
(5.1) e da definição 3 que

c '

*!:':*'*
i=1 , 2 , . . . ,r

onde

:llt;ii:ll ::\:": :: : ::;::: l#l:!' il;lM=1 i@i::áã
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ÍI para toda casela (i,j) em S

10 caso contrãri.o.

Observemos que quando as linhas e colunas de S fo-

rem quase-independentes e >1 b: = 1, b; seta a probabilidade
j:l J ' J

de ocorrência da j-ésima categoria da i-ésima população na
si.tuação hi-potética eln que nenhuma das categorias na i-ési-

ma população seja vazia e a probabilidade de ocorrência da

j-ésima categoria seja a mesma para cada uma das r popu].a-

C

çoes

DEFINICA0 4 - Dizemos que r populações multinomiais são qu!
se-homogéneas com relação a S se

Pij : --! ' i:1,2,...,r
k l zkbk

onde

ÍI para toda cadela (i,j)GS
6 . . : {

10 caso contrario.
]-J

Este procedimento pode ser empregado não só para

testar a hi.pótese de quase-homogeneidade entre as r popula-

ções multinolniai.s como também para está.mar as proporções h.L

patéticas b.i' j=1,2,... ,c. No caso de quase-homogeneidade,o

.t$ãiiÜf!;;5.'::: ::: ,: ::.i.- ' - 'r' '

/.i:''.-.+.
5#@E:gl$g 198:!
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valor de b.i' j=1,2,...,c é estimati.va da probabili.dada de o
coerência da j-ési-ma categoria sob a suposição de homogenei

dade e de que nenhuma das categori.as sejam vazias. Este elles

]no arguntento vale para o caso de i.ndependência

Os métodos de analise que apresentaremos são vãli-
nos seguintes casos:

1) quando as li.nhas e colunas não são fixas

2) quando somente as linhas marginal.s são fixas

3) quando somente as colunas marginais são fi.xas.

Na próxima seção analisarentos alguns tipos de Tabe
las Incompletas por mei.o da Estatística da Razão de Verossi.

milhança

dos

5.2 ANÁLISE DE ALGU14AS TABELAS DE CONTINGÊNCIA INCOMPLETAS

V amo s cons i. durar

gência Incompletas a saber

1) Tabelas que consistem de dois subconjuntos separávei-s,

SI e S2, em que SI e S2 não tenham linhas e nem colo
na s eln c ojnuHI .

2) Tabelas que não consistem de subconjuntos separãvei.s.

dois de Tabelas detipos Contir}

5.2.1 = Tabelas Separáveis

Consi.derentos a Tabela 5.1 em que a metade das case

íé@$@ã®iÜI';:j;::;':!i
' ; !Í::.: :! ::+ .:l -::Tg: ??%l
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las são vazias por considerações a priori, desde que pardas

coeficientes de simetria radi-a] 0,47, 0,82, 1,25, 1,41e].,70

a prii:leira e quarta composição locular não possam ocorrer e

para os coeficientes de simetria radial 0,00, 0,94, 1,63 e

1,89 a segunda e terceira composição locular também não poj.
sam ocorrer. Esta tabela foi apresentada por llarris (1929)

TABEL.A S . 1 - REI..AÇ4Q nNnu SIMi:mIA iiADiü E calposlÇÃO LOCUiaR(slninA)

Pearson (1930) mostrou que a ordem das linhas e/ou

colunas é irrelevante e portanto a Tabela 5.1 poderia ser

rearranjada como mostra a Tabela 5.2. As colunas correspon-
dentes aos coeficientes de simetria radial 1,63 e 1,89 fo-

ram combinados por terem o número de observações muito pe-
queno

:i..SÜÕ

COMPOSIÇÃO

LOCUI.AR

(DEFICll:N'm DE SlFmTRIA RAD.[AL

0,00 0,47 0,82 0,94 1,25 1,4] 1,63 1,70 1,89

3 pares - 0 ímpar 462     130     2   l

2 pares- l Ímpar   614 138   21 14   l  
l par- 2 Ímpares   443 95   22 8   5  
0 par- 3 Ímpares 103     35     l   0



CUI,AR(SÉRIE A)

75

A estatística do qui-quadrado de Pearson para o tes

te de independência é inaplicãvel,como mostrou barris (1929),

porque algumas caselas são a pri.ori vaza.as. Contudo, consi-

derando somente o subconjunto S de caselas não vazias, podo.

mos testar a hipótese nula de que as classifi.cações linha e
coluna da Tabela 5.2 sejam quase-independentes, isto é,

H2: pj.j : aibj para toda casela (i,j)CS

Hl: pij * aibj para alguma casela (i.,j)ÉS.

Da definição de quase-independência vemos que a h.}
põtese H2 pode ser decomposta em duas sub-hi.póteses

1) A sub-hipótese H21 de que o subconjunto SI seja qua
se-independente, onde S. é a sub-tabela de ordem 2x3
formada pelas duas primeiras linhas e as três privei
ras colunas da tabela 5.2

2) A sub-hipótese H22 de que o. subconjunto S2 seja qua-

P

v'' ' yJ t-'

lnCULAR

COEFICIENTE DE SlbEIRIA R/UIAL

0,00 0,94 1,63-1,89 0,47 0,82 1,25 1,41 1,70

3 pares - 0 ílíq)ar 462 130 3          
0 par - 3 Ímpares 103 35            
2 pares - l illipar       614 138 21 14 l

l par - 2 i'mpares       443 95 22 8 S
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se-independente, onde S7 'é a sul)-tabela de ordem 2x5

formada pelas duas Últi.mas li.nhas e pelas cinco últi.
iras colunas da tabela 5.2

No caso particular das sub-tabelas S] e S2 a hipó-
tese de quase-i.ndependência, sobre a população corresponden

te a cada uma delas é equivalente ã hipótese de i.ndependên-
ci.a , isto é ,

rH21: pij : aibj para toda casela (i,j)eSI

IHil: pi.j # aibj para alguma cadela (i,j)Ési
e

IUZZ: pij: aibj para toda casela(i,j)eS2

IHiZ: pj.j # aibj para alguma cadela (i,j)eSZ

Sob a hipótese de i.ndependência a Estatística da Ra

zão de Verossimilhança, X2d, pode ser escrita por

xÍld : 2(21 }lxij i'g "ij ' }"i. I'g xi. - }".j I'g x.j ' " i'g ").

A estatísti.ca XT2.d, obtida para cada sub-tabela é

xl 2 : 0,8146 -e XL4 : 6 ,253.

Estas estatísticas são assintoticamente independentes, en-

tão a estatísti.ca, X2L6 ; XL2 + XL4 : 7,0676, é utilizada para

=:':':'= ü;; :; }' :=i;à= '; $;; - :.i
}il@l:fl#@#;;& 'e:eE$N?'tFSRW

:
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testar a hipótese de quase-independência entre as classifi

cações linha e coluna da tabela 5.2. Sob a hipótese de qua

se- independência, as estatísti.cas, XL2, XÍ.4 e XÍ6 teltt dis
tribui.ção ]imi.te de Xz com 2, 4 e 6 graus de ].iberdade res

pectivamente.. Portanto a hipótese de quase-independência é não rejei
toda.
5.2.2 - Tabelas com uma Cadela Vazia

Para a anãli.se de tabelas de contingência cola uma

cadela vazia einpregareinos dois métodos propostos por Good-
man (1968). 11ustraremos estes métodos anali.bando a Tabela
5.3 abaixo.

TABELA 5. 3 - CI,ASSIFI(HÇÃO CRUZAIM DE UMA Abas'l'RA DE HohtlnS DE ACORln

CONA O ''STATUS'' DO FILHO E DO SEtJ PAI

Inicialmente vamos testar a hipótese de independêB
ci.a na tabela completa S.3. Neste caso a Estatística da Ra-

zão de Verossimilhança é XL4:499,6, o que mostra que as
classificações li-nha e coluna são forte)Dente dependentes

; 'ST JS'++' 1=1:1ói i;fll#'l i:qi;il: ::::?:tli;fii' i'::#

' 'STATUS' ' ID

PAI

' 'STATUS'' in FILFIO

EJ.EVAID MÉDIO BAIXO

ELES:ADO

NÉDIO

]UIXO      
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0 significado das categorias envolvidas nos crité-

ri-os de classe.ficação da Tabela 5.3 sugere que,a primeira ca

sela seja a responsável por tão alto grau de dependência en

tre as duas classe.fi.cações. A fim de feri.fi.car esta suspei-

ta seria i.nteressante testa.r a hipótese de quase-independêg.
cia na tabela imcompleta 5.4 obtida da tabela 5.3, excluin-
do a primei.ra casela

TABELA 5.4

STATUS'' ID

PAI

'STATUS'' DO FILHO

MÉDIOELEvAID IHIXO

Elm:ADO

MÉDIO

BAIXO

395

714

320

159

447

411

0 pri)negro método de anãli.se consiste em decompor

a tabela 5.3 em subtabelas convi.nientesde acordo com o moto

do descrito na seção 3.3 do capítulo 3 (Tabela 3.4), e ex-

cluir de consi.durações a tabela que contiver a cadela vazia,
no caso a tabela 5.3.1

S.3.1 5.3.2

:;. ;-:. s';?' .."::
8 fgl#$8 {$#!».©;en'''$gl

p q.. +v Zn : 4.'x?.F+

  MÉDIO BAIXO

b©DIO 714 447

BAIXO 320 411

  ELEVA]D NM ELE\FADO

ELEVAiD 588 554

N;© ELE- 463 1.892
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5.3.3 5.3.4

A hipótese de quase-independência na tabela 5.4 é

equivalente ã i.nterseção das sub-hipóteses H2i' i:2,3,4, og
de H2j. é a hipótese de independência correspondente ã tabe-
l a 5 . 3 .i., i = 2 , 3,4.

As estatísticas XI.l, utilizadas para testar a hipg
tese de i.ndependência nas subtabelas 5.3.2, 5.3.3 e 5.3.4

têm distribuição li-mito de XI e são asse.ntoticamente inde-

pendentes. Assim a Estatísti.ca XÍ.3' obtida da soma das três

anteriores tem di.stri.buição limite de X3 e testa a hipótese
de quase-independência na tabela 5.4

Notemos que o número de graus de liberdade da esta

tística para testar a hi.pótese de quase-independência Hí! tg
b.ela S.4 é igual à di.ferença entre o número de graus de li-

berdade para testar a i.ndependência na tabela completa e o
número de caselas vazias

Os valores observados das estatísticas XÍ.l correm.
pondentes ãs tabelas 5.3.2, S.3.3 e 5.3.4 são 56,9, 33,2 e

50,5,respecti.vainente. Portanto a soma XL3: 140,6, o que nos

1:1::':!i:El! ': l::-::l«:ü& $1 }'sE.W

  ELEVAID NÃO ELEVADO

Ulhio 349 1.161

EnlXO 114 731

  blÊDIO BAI)©

ELES.ADO 395 159

NAO ELE- 1.034 858
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leva a rejeitar a hipótese de quase i.ndependência ao ni'vel de
0 , 0 1gü

O segundo método para testar a hipótese de quase
independência na tabela 5.4 é baseado na partição desta ta
bela da seguinte forma

onde: X é o vetou ]inha [xl'x2]

Y é o vetou co]una [yl'y2]
Z é a tabe]a [z..] de ordem 2x2iJ

Sejam

2

,!:*j

2

j :lzij
Z i

2

i Ei zij ' '

2 2

,!: ,!:':j
2

:!:;:.Z j

Neste caso os esticadores das frequências espera-

das, calculadas sob ã hipótese de quase-independência, são
dadas por

''.:.:, ',:qF ,::HP '::,: (y. +z . .) (x. +z .

(yi'zi.) (xj+z .

',:'#=-v-'l«'i ' i" ;':'iüiüã'
8i i. .:kê;#83#

':'T.'

  X

Y Z
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As expressões (S.2.1) são estimadores de máxima vg

rossinlilhança das frequências esperadas, sob à hipótese de

quase-independência (Goodman, 1968). Com estes esticadores
obtemos a Estatística

que, sob a hipótese de quase-independência tem distribui.ção

limite de X2 com 4 - 1 = 3 graus de liberdade. O valor obser-

vado desta Estatística, para testar a hipótese de indepen-

dência na Tabela 5.3 é XL3: 140,6, a qual coincide com o
xÍ, calculado pelo primeiro métodoxis '

x.l
log

xij
xíla ; 2 }l

5 . 2 . 3 Tabelas com um Bloco de Cadelas Vazias

Consideremos agora o caso em que temos um bloco re

tangular de cadelas vazias. Neste caso podemos apresentar a
Tabela da sen. luto fnr«.nÕI \'4 L A # L- \# a. v X lllU

T:APELA 5 . 3

onde X:Íxij},Y:Íyij} e Z : {zij} são Tabelas de ordem r'xc,
FXC' e rxc, respectivamente.

Sejam,

.:';l,;;ii@g::' '.'':.' ' ' ' * ãêü# :%à,.:àÜ%çi
' U

.7: .

  X

Y Z
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x.l

,zr.)' vetor coluna

X

z.# (z 1 . , z 2

z.* :(z.I'z.2'''''z.r) vetar linha

A hipótese de quase-independência sobre a popula-
ção da tabela 5.5 pode serldecomposta em sub-hipóteses de ip.

dependência sobre as populações correspondentes ãs sub-tabe

las 5 .S. 1 , 5.S. 2 e 5. 5 . 3 .

T:ABRIA 5 . 5 . 1

TABELA S . 5 . 2
TABELA 5 . 5 . 3

Sob a hipótese de independência as estatísticas Xlxi' corres-

pondentes ãs tabelas acima tem distri.bui.ção limite de Xd com d igual a

(r-l) (c-l) , (r-l) c ' e r' (c-l)

respectivamente e são assintoticamente i.ndependentes. A so-

ma dessas estatÍsti.cas tem distribuição limite de Xd' , onde
d' :(r-l)(c-l) + (r-l)c' + r'(c-l) e testa a hipótese de qua-

se-independência na Tabela 5.5

.!'+)$-
IT'%ãTl? '' iáã:i2iã&Ê& :i;áüÉÊÃáã.ül.i#il:

zl] z12   zlc

z21 z22   z2c

       
zrl zr2   Zrc

X

z.+
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O segundo método para testar a hipótese de quase-

independência na tabela 5.5 consiste em determinar o valor

da estatística XLd' obtida ao compararmos as frequências eg.
penadas e observadas. Neste caso precisamos conhecer as es-

timativas das frequências esperadas, as quais são obtidas a
través das relações

*; :x..(x ''.j), 9 ;y.j(yi.'zi.)1 1 . ' . ' 1 1
. . + z

J ~' ]-' l

y.. + z

(yi.'zi.) (x.j'''z jj?
(y. . +z . . ) (x . . +z . . )

e z .
iJ

No caso em que varias entradas da tabela (não ne-

cessariamente um bloco delas) em uma única linha (ou única

coluna) são vazias, os métodos apresentados acima p.idem ser
apli.cados desde que as colunas (ou li.nhas) possam ser rear-

ranjadas de tal modo que as caselas vaza.as na linha ou cole

na formem um bloco retangular

5 . 2 .4 Tabelas com Cadelas Vazias na Mesma' Linha e/ou Mesma Coluna

Consideremos o caso em que uma particularcasela da

tabela seja excluída e assim varias outras cadelas na mesma

linha (e/ou mesma coluna) . Neste caso a tabela pode ser es-

crita da segui.nte forma

=!?'1'-;5- ê Bâ p l,!Í+B.e.nP as.fK'f'Pbin,#.-'-q.'
L ). í \.'lf: Ú;;+$<'#Ê$' +'.--'<

Ü
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T:APELA S . 6

onde U: {uijJ' X: {xj.jl' Z :Ízij}, V:Ívij}, Y:Íyij} e IV
são matrizes de ordem r''xc, r'xc, rxc, r'xc', Txc'

e TXC'' respectivamente.

Sejam, xi.' x.j' x..' x.*, x*., etc. definidas co
lno antes

A hipótese de quase-independência na tabela 5.6 pg
de ser particionada em sub-hipóteses de independência nas
subtabelas

TABELA 5 .6.1
'l'AlqHI.A h.h.7

T:APELA 5 . 6 . 3

Os métodos para testar a hi.pótese de quase-in.depeD:

dência na tabela 5.6 são os mesmos descritos nas seçÕes an-
teriores

Até aqui tratamos de dois métodos para resolver o

problema de testar a hi.põtese de quase-independência em al-

.,.i.; ;lL;a:.ii +; - '.aJ.t!;oú.d'*Ü'Ç : ? :ai%
#qH#jÜi$Õ'aa'+{

e -+" ';

.j

    U

  V X

lv Y Z

U

x. *+z . *

V X

Y Z
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Runs ti.pos de tabelas. Na próxima seção abordaremos o pro

blema de estimar interações em tabelas incompletas.

abela Triangular

Consideremos a Tabela 5.7 em que as caselas acima

da diagonal principal são vazias. Esta tabel-a apresenta a

distribuição de uma amostra de i.opressão digital da Irão di-

rei-ta, classificada segundo o número de vertia.los e de pg

quentes arcos

25 T

T.PBELA 5 . 7

VEIWICILOS
pEQUENos ARCOS

2l 3 4

15

3280

211 l 179

Para testar a hipótese de quase-independênciana tZ

bela 5.7, consi.deremos primeiro a parti.ção desta tabela
nas subtabelas, 5.7.1, 5.7.2, 5.7.3 e 5.7.4

;Ü:;,iüéiü#+'r' 1:4 = ;:& $!; ? &&r:;':N
B
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I'APELA S.7.1 T:APELA 5 . 7 . 2

pnQunqos ARCOS
VERTICILOS

40 2l 3

l06 l 153 l 126 32l 80

0 78 l 144 211204 179

PEQUENOS N{OOS
VERTICILOS

0 2l 3

2 92 55 IS130

:Y?rw--@M@®
TABELA 5.7.3 TABELA 5 . 7 . 4

Os valores das estatísticas, XLd' para testar a h.{
potese de independência nas sub-tabelas 5.7.1, 5.7.2, 5.7.3
e 5. 7 .4 s ão:

XL4: 118,9376; XL3: 143,8936; XL2: 145,3245 e XLl: 42,1378

respecti.valente. A adição dessas estatl'sticas produz o re-

sultado XL10 : 450,2332. Neste caso a hipótese de quase-inda
pendênci.a é rejei.tada ao nível de 0,019o-

A hi.põtese de quase-independência na tabela S.7 pg
de, também, ser testada utilizando a EstatÍsticadaR.azão da

Verossimilhança obti.da quando comparamos frequências espera

das e observadas. Neste caso as frequências esperadas são eg.
tiradas através das relações

)

'{ ' :. ; -:- '' : 't- .

bZ.;:=Ciiã$'::-',;+-,g:::1- .T.- '.- .rl
.l=í'

8 «

VERTICILOS
DFnl TF hr)q ADrnq
X XJ\<%JJ.A lv L/ J U \\.#v \J

0 l 2

3 125 38 7

plenos de 3 314 389 385

VERTICILOS
pu(xmr©s ARCAS

0 l

4 104 26

Menos de 4 439 427
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xij : Z''xj-lyj-l' i:1,2,...,S ej=2,3,...,5 edil: I'

onde

xi }xij' xj :''l:'lb ' yi'l : j:i(i''':j) 'yi:l, xoyo:l
j:l ' '

para i <j í:: :0.

As estatísticas obtidas pelos, primeiro e segundo métodos

são assintoticamente equivalentes

5. 3 - 1 NIÇ MÇ4Q

A hi.põtese de quase-i.ndependêllcia em uma tabela i2
completa pode ser testada, também, através do conceitode i.n
teração que seta desenvolvido nesta seção. Este método tem

vantcagens sobre os métodos anteriores no sentido de que ele

resolve o probleJlta de testar a hipótese de quase-i.ndependê=

cia em tipos de tabelas para as quais os processos anterio-

res não se aplicam. Além di.sso as interações fornecem 3nedi.-

das de dependência entre as categorias envolvidas. Portanto

quando rejeitamos uma hipótese de quase-i.ndependência) está.-

mativas das interações nos dão ideia do grau de dependênci.a

entre as categori.as

Para ilustrarmos o conceito de interação considere

#;:ãdBs#W'q'TWH P!+

4'.r;'':+=
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mos pij como a probabi.lidade de ocorrência da i.:ési.ma linha

e j-esima coluna eln uma tabela completa 3x3. Sob a hipótese
de i.ndependência nesta tabela temos que:

(5 . 3 . 1)

tomando o logari.tmo natural de ambos os membros de (5.3.1)
temos

(5 . 3 . 2)
log P22 + log P33 - log P32 -log P23

RepresenteJnos por L o primeiro membro de (5.3.2) ou seja

(5.3.3) L = log P22+log P33-log p32-logp23

Neste caso L é uma interação em uma tabela 3x3. Es

te conceito pode ser generalizado para tabelas Txc através
da defina.ção abas.xo

DEFINICAO 1 - A função L(a) = >1 >1 a;; log P;: ê defina.da

como uma interação de pri.meiga ordem numa tabela de ordem

rxc, onde 21aj.j:;aij :0 e aij *0 para alguma cadela(i,j),
i = 1 , 2 , . . . ,r ; j = 1 , 2 ,...,c

r

O estimados de bláxima Verossi.milhança de L(a) é da
do por

( 5 . 3 . 4) 1,(a)

'w'=:
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xij é a frequência observada da cadela (i,j)

A variânci.a de L(cl) é está.made por

( 5 . 3 . 5)
s'(.) : } }'ÍJ'j-j

onde g; . =---l'xJ x

Sob à hi.pótese de independênci.a em uma tabela com-

pleta Txc a estatística t;ÍaZ tem distribui.ção de Xd onde
d=(r-l)(c-l). Podemos então testar hipóteses do tiPO
H2: L(a) :0 ou construir intervalos de confiança para as in

terações os quais nos dão uma medida de associação ent
cl as si.fi.cações

6

iJ

re as

Para tabelas incompletas o procedimento é seme].han

e/ coJll as seguintes observações

1) Para as cadelas vazias.cl. . =0.

2) Os graus de liberdade da estatística Ê-fg+ é igual ao
anterior dimi.nuz'do do numero de caselas vaza.as na ta
bela

iJ

Com o exposto acima podemos tratar agora do método

de testar quase-independência por meio de i.nteração. Para
isto consi.detemos a Tabela 5.3, excluindo as caselas da dia
tonal, como mostra a Tabela 5.8.

'Cana('P ,' b.:J
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T.ABELA 5.8

Seja pjj a probabilidade de ocorrência da case].a

(i,j), ipj. A hi.pótese de quase-i.ndependência na tabela 5.8
pode ser expressa pela equação

P12P32P31
13' 3 2' 21

a qual pode também ser escrita por L(a) 0, onde

L(a) : log P23 +log p31 -log p13 -log p32 log p21

De (5.3.4) obtemos L(a) =0,125 e de(5.3.5)

S: (cl) = 0 ,0 2 58

Neste caso a hipótese de i.ndependência é testada

por XÍ :=--s-=z- :0,6, a qual não ê rejeitada ao nível de 0,0S.

Os ntétodos desenvolvidos na seção anterior não se

aplicam para tabelas do tipo 5.7

Goodman (1968) desenvolveu um método geral para eâ

2
X

S : (a)

-:'-.- '.
'L+ ?F='4-' ! ' :

: 'bT + .U .+; + 8n rn nqP+

q '.T '.iZ ' -: f-J:Í+.u,/

' 'STA'mS' ' ID

P.M

''STATUS'' DO FILHO

IUEVÂDO hMnio BAIXO

IÜl:v:no   395 159

MÉDIO 349   447

BAIXO 114 320  
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tomar as frequências esperadas em uma Tabela Incompleta, en
volvendo processos i.terativos, muitas vezes , complicados.Con

siderando que,os valores obti.dos pelo processo iterati.vo são

os mesmos obtidos pelos ]nétodos descritos neste capítulo,não
trataremos do ]nétodo iterativo aqui

M 'l'#? ?! :'S%8ã:;:=Ü: :kp'!:. ii;il!:! ll:: :,': ;';'.=': :;:.ã';:;' ;'ãçig!;ã! :
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