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PREFACIO

Neste trabalho procuramos estudar de modo resumido
as novas tendencias da literatura sobre a Andlise de Tabe-

las de Contingencia.

No capitulo I apresentamos uma nota historica so-
bre Analise de Dados de Classificacao Cruzada com a finali-
dade de situar o nosso objeto de estudo. O conteddo do capi
tulo II e constituido por uma revisao sobre Teoria da Infor
magao, procurando destacar o uso desta teoria em teste de hi
poteses e o seu relacionamento com o teste da Razao de Ve-
rossimilhanga. No capitulo III estudamos populagoes com dis
tribuicao multinomial em termos da Teoria da Informagao. A-
analisamos tabelas de contingencia completas, utilizando a
Teoria da Informagdo no capitulo IV. Finalmente no capitulo
V analisamos Tabelas de Contingecncia Incompletas, utilizan-
do a estatistica da Razao de Verossimilhanca, por apresen-
tar algumas vantagens sobre outras estatisticas existentes
na literatura e pelo seu relacionamento com a Teoria da In-

formacgao.

Lembramos que nos capitulos II, III e IV seguimos
a notagao utilizada por Kullback (1968) eno capitulo V a no
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tacao utilizada por Leo Goodman (1968), com o objetivode fa

cilitar possiveis consultas das referencias.




CAPTTULO I

INTRODUCAO

A Analise de Dados de Classificacdo Cruzada foi am
plamente estudada por Fisher no periodo compreendido entre
1922 e 1962, principalmente em problemas ligados ééreasbig
logicas. Varios autores apresentaram contribuigoes isoladas,
em diversos aspectos, a Analise de Dados de Classificacgao
Cruzada. Uma teoria geral, usando Teoria da Informacao, que
engloba de uma certa maneira o que foi visto antes, foi for
malizada em 1967 por Kullback em seu livro "Information Theo
ry and Statistics'. Antes disto algumas medidas de informa-
cao eram conhecidas. Fisher em 1925 introduziu em seu traba
lho sobre Teoria de Estimacao a definigao técnica de infor-
macao. Shannon e Wiener em 1948 publicaram, independentemen
te, trabalhos sobre medidas logaritmicas de informagao para
aplicagao em Teoria da Comunicacgao. De acordo com o0s objeti
vos de nosso trabalho iremos tratar da Teoria da Informacao
como um ramo da Teoria da Probabilidade e da Estatistica Ma
tematica que pode ser aplicado nos mais diversos campos da

ciéncia. Esta teoria além de ter se tornado basica para
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a Estatitica Matematica & essencial na Inferéencia Estatisti

ca.

A Analise de Dados de Classificacao Cruzada apesar
de amplamente estudada, adquiriu uma nova dimensao, mostran
do-se como objeto muito rico para a investigacao nos ulti-
mos anos, primeiro devido a utilizagao da Teoria da Informa
cao na Analise das Tabelas de Contigéncia Completa e segun-
do devido ao conceito de quase-independéncia e aos métodos
desenvolvidos por Leo Goodman em 1968 para analisar Tabelas

de Contigencia Incompletas.

Segundo Goodman (1968) as Tabelas de Contigencia In
completas (ou Truncadas) sao aquelas em que as frequéncias
em algumas das caselas da Tabela sao omitidas da analise por
terem sido perdidas, vazias, irrealizaveis ou restritas de
um*certo modo, enquanto que as Tabelas de Contigéencia Com-
pletas sao aquelas em que nenhuma das caselas da Tabela é 0

mitida da analise.

‘ O estudo das Tabelas de Contigencia Incompletas po
de parecer a primeira vista um topico de interesse limitado
mas elas podem ser utilizadas numa variedade muito grande de
situagoes reais e mais ainda, a sua andlise fornece valiosa

ajuda a andlise das Tabelas de Contigéncia Completas.




Numerosos trabalhos tem sido publicados (Bishop e

Fienberg, 1969; Mantel, 1970; Fienberg, 1970; Hocking e Oxs

. pring, 1971; Grizzle e Willians, 1972; Chen e Fienberg,1974
e 1976, etc.) focalizando aspectos de casos particulares das

Tabelas de Contigencia Incompletas. No nosso estudo daremos

enfase as abordagens oferecidas por Kullback (1968) para a

Analise de Tabelas de Contigéncia Completas e por Goodman

(1968) para a Analise de Tabelas de Contigéncia Incompletas.

Considerando a importancia pratica do tema, o obje

tivo do nosso trabalho é apresenta-lo de modo didatico e a-

tualizado.

LRI R S
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CAPTTULO II

INFORMAGCAD ESTATISTICA

Com o objetivo de facilitar o entendimento de capi
tulos subsequentes, descreveremos sucintamente os principais
aspectos da "Teoria da Informacao Estatistica" conforme foi
desenvolvida por Kullback (1968). Inicialmente apresentare-

mos nogoes basicas de informacao.

2.1 - INFORMAQAO: DEFINIQAO E PROPRIEDADES

Seja X uma variavel aleat6ria com funcido de densi-
dade de probabilidade dada por fl(x), quando X assume valo-
res na populagao Pl e fz(x), quando X assume valores na po-

pulacao P,.

Seja H,, i=1,2 a hipotese de que X tenha fungdo de
densidade de probabilidade f,(x), 1=1,2 e seja x um valor es

pecificado de X. Entao segue do Teorema de Bayes que

P(H )£, (x)
(2.1.1)  P(H,[x) = , i=1,2.
P(Hy) £y () +P (Hy) £, (x)

Se todas as probabilidades definidas em (2.1.1) forem nao

nulas, obtemos:




P(H, |x)  P(Hy)f(x)
(2.1.2) 1131 PERE

P(H,|x)  P(H)E,(x)

onde P(H;) e P(H;|x) sao probabilidades "a priori' e "a pos

teriori' de Hi’ respectivamente.

Aplicando logaritmo neperiano a ambos os membros de
(2.1.2) temos:
fl(x) P(Hllx) P(Hl)

(2.1.3) log ——— = log — = -1log .
£, (x) P(HZIX) P(H,)

A diferenga expressa no segundo membro de (2.1.3)
pode ser considerada como a informacido resultante da obser-

vagao X =x.

DEFINICAO 1 - O logaritmo da razio de verossimilhanca,

£ (x)

fz (x)

log

€' a informacao contida em X =x para discriminar Hy de H,,

quando H2 € a hipotese nula e representaremos por I(1:2;x).

EXEMPLO 1 - Seja
(x-p;)°



valentes a:

HZ' M=y
Hytow o=,
Temos:
1(1:2:%) = fl(x) = & 2 2y — 1.5 .
(1 !)\) - 1Og p ( ) = 7[(7('”2) _(X"Ul)] = X(U1”U2)+7(U2"pl)°
o X

EXEMPLO 2 - Seja

. I X Nn-X
fl(x) - [X)plql ’

com qi=1~pi, 1=1,2. Neste caso temos:

qun—x p q
I(1:2;x) = log i i = = X log L (n-x)log —l.
quz Py R

Quando consideramos todos os valores que a varia-
vel aleatoria X pode assumir definimos informacao média por

observacao do seguinte modo:

DEFINICAO 2 - Informagao média por observacao para determi-
. nar H, de H, (hipotese nula) € dada por:
f.(x)

dx

1(1:2:;X) = Jfl(x)log s
: 2

para variaveis aleatorias continuas.

PP EA R ARy RSB R S I AT R S S R B d caee3e2 22




I1(1:2:X)

1
o~
Hh
s
—
=
—
—
]
o

para variaveis aleatorias discretas.

0BSERVACAO - Adotaremos a notacdo I(1:2) no lugar de I(1:2;X)

quando definimos apenas uma variavel aleatoria.

EXEMPLO 3 - Considere a situacao do exemplo 1. Entao

£ (x)
I1(1:2) = Jfl(x)log dx =
£,(x)
(uy=uy) JXfl(x)dx+ %(ué-ui) ffl(x)dx.
Portanto

T(1:2) = (uy=uyduy +3(ud=u?) = F(unp? =

Observemos que a informacao media por observacio &
maior quanto maior for a diferenga entre Wy € u, e € igual
& ZeTo Se Yy =Y,.
EXEMPLO 4 - Considere o exemplo 2. Entao

. (%) n

n
E fl(x)log 1 = X
x=0 fz(x) x=0

1{122)

]

L1 L )1 ql)
—_— - s =
1 (x)(x log 5, (n~-x) log a,

p, n qQ, n
log El ) xfl(x) +log e ) (n-x)fl(x).
P2 x=0 92 x=0

i
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Portanto

Py !
I(1:2) = n(plIOg §E»+qllog az).

Observemos que I(1:2) € maior quanto maior for a diferencga
entre p, e p, e € igual a zero se Py =P, -
PROPRIEDADES:

P.1) I(1:2) 20, sendo I(1:2) =0 se e somente se flbo =f200~
PROVA

Verifica-se por meio de estudo de fungoes que

log U >1 —l, U>0e U=1.

Usando este fato e fazendo

f.(x)
U=
£,(x)
temos que
fl(x) fz(x)
I(1:2) = Jfl(x)log dx >Jfl(x)[1— = ]dx = i
fz(x fl(x)
Portanto
£, (x)
1(1:2) >0 para =] e
fz(x)
£,
I(1:2) =0 se e somente se = 1,

£, (x)



i
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P.2) I(1:2;X,Y) =I(1:2;X) +#I(1:2;Y), onde X e Y sao varia- .

veis aleatorias independentes.

A verificagdo desta propriedade &€ imediata desde

que

£, 05y)

IT(1:2:X,Y) = Jffl(x,y)log dxdy.

fZ(X,Y)

Em decorréncia desta propriedade temos que a infor
macao obtida de n variaveis aleatorias independentes e iden
ticamente distribuidas & dada por:

I(1:2;X),X,,0 00, X ) = nI(1:2;X,).

Este resultado sera Util nos capitulos subsequen-

tes.

i

P.3) I(1:2;X,Y) T(1:2:X) +I(1:2;Y(X) =

It

I(1:2;Y) +I(1:2:X|Y)

onde X e Y sao variaveis aleatorias quaisquer.

Vejamos,
£ x.y)
I(d:2:X,Y) = ijl(x,y)log ———— dxdy =
g1 (x) hy (y1x)
= [gl(X)log -dX'*ng(X)[hl(le)log ———— dyJdx,
g, (x) h, (y1x)
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onde

£ (y)
g, () = £y, byl = A0 e 2,
gi(x)

Se fizermos

hl(ylx)
hy, (y %)

Jhl(ylx)log I(1:2,Y]|X=x)

ng(x)l(lzz,Y X=x)dx = I(l:2;Y|X)

obteremos o resultado em P.3, como queriamos verificar.

2.2 - INFORMACAO DISCRIMINANTE MINIMA

Sejam,fz(x) um elemento gené€rico de um conjunto HZ de
funcoes densidades de probabilidades e fl(x) um elemento do
conjunto Hl de fungoes densidadesde probabilidades, defini-
do por: Hl ={f1|JT(x)fl(x)dx =0}, onde T(x) é uma Estatisti
ca e 6 & um parametro populacional. Nestas condigoes, para

uma dada fz(x) do conjunto Hz, consideremos o problema de de

terminar fl(x) de H1 tal que minimize a informacgao

f (x)

£,(x)

I1(1:2) = Jfl(x)log dx
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\
sujeita a restricao

[T(x)fl(x)dx = 0.

( Usando multiplicadores de Lagrange, o problema é resol-

vido minimizando a expressao.

£, (x)

(2.2.1) J(fl(x)log +KT(x)fl(x)+Lf1(x))dx

£, (x)

onde K e L sao constantes.
0 valor minimo de (2.2.1) ocorre quando

(2.2.2) £(x} = £ (x) = fz(x)e‘KT(X)'L‘l.

Por conveniéncia computacional faremos -K =1. Entao as cons
tantes L e 1 sao determinadas por meio das equacgoes de res-
tricao, isto e,

e"L"llog My(1) = 1 &= Jf*(x)dx = 1

d
= log MZ(T)

i

0 <= JT(x)f*(x)dx = @

onde

i}

MZ(T) sz(x)eTT(X)dx.

Nestas condicdes o valor minimo de I(1:2) e dado por:
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(2.2.3) I(":2) = 61-log M, (1) .

A funcao £"(x) em (2.2.2) & chamada distribuicdo confugada
de f,(x) e pode ser representada em termos de MZ(T) da se-

guinte forma:

) fZ(X)CTT(X)
(2.2.4) £5(x) =
Mz(T)
OBSERVACOES:
) fz(x)eTl(x)
1) £ (x) = constitui uma uma familia expo-
MZ(T)
nencial.

2) A estatistica Y =T(x) € uma estatistica suficientepa
ra familias do tipo f£"(x).

3) I(*:2)=20 e I(*:2)=0 se e somente se t1=0 para todo:®.

4) I(":2) € monotonicamente crescente para © 280, onde
%, e¢ determinado por:

d
log M (T)] = 0,.
&T? 2 =0 0

EXEMPLO 5 - Consideremos a funcao densidade de probabilida-
de fz(x) dada por (X—u2)2
2

£,(x) =

Seja H1 um conjunto de funcoes densidades de probabilidades
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fl(x),tal que JT(x)fl(x)dx =p, onde 8 € um parametro popula.
cional e T(x) & uma estatistica.

A fim de obtermos a informagao discriminante minima da-
da por (2.2.4) precisamos calcular T e MZ(T). Para isto con

sideremos a situacao em que 6 = E(x) e portanto T(x) = x.

Entao temos:

2
_(x-uz)_
MZ(T) = ffz(x)eTT(X)dx = J —lf e 2 e dx =
—eo /7
) _(xazu2x+u§—2Tx)
= .__.1__._ J e 2 dx =
V2m e
2u,T+T? [x-(p,+1) 1?2
= e j-} e dx = e ‘
- /27

Por outro lado sabemos que
6 = [log M,(t)]J
9T 2 :
Portanto

0 = My T

ou seja T 0 “Ug -

Substituindo os valores de MZ(T) e 1 em (2.2.3), temos

2
(2.2.5)  L1(":2) = (0-u,)0-(uyw + ) = 3(0-u,) 7.

...............
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EXEMPLO 6 - Consideremos a funcao densidade de probabilida-

de, fz(x), dada por
. ol n-
£,0x) = (Ipyay ", a3 = 1-p,,

como no exemplo 5 vamos admitir que 0 = E(x) e portanto

T(x) = x. Neste caso teremos:

MZ(T) = Zfz(x)eTX = ) (n)quz e

f _
- n
. = J(p,e) a5 = (pyet+a,)
x=0
e
T
np e
6 = g% log MZ(T) = i
Po€ *q,
ou seja
T - qu
pz(n"e)
donde
.
T =
p,(n-6)

Substituindo MZ(T) et em (2.2.3) temos:

0q 0q
. ’1og(p2 Z

pz(n“e)

I(*:Z) = 0 log

+q,)"
pz(n'e)
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isto e,

*

q ng
4o log == -7 log _Z

(2.2.6) I et 5

:2) = 06 log

Como 6 =np, temos de (2.2.6) que

P
1
(2.2.7) 1(*:2) = nlp; log 5-2-.+ql log —=].

2.3 - INFORMACAO ESTATTSTICA

Na sec¢do anterior introduzimos o conceito de infor

—~ = . - . * - .
macao discriminante minima, I( :2), como o valor minimo de

£, (x)

1(1:2) = Jfl(x) log dx,

£,(x)

para uma dada fz(x) e para toda fl(x) tal que
6 = JT(X)fl(x)dx.

Vimos que o valor minimo I(":2) =@t-log M, (t) ocor

re quando

eTT(x)fz(x)

Fx) = £7(x) = L My (1) = sz(x)eTT(x)dx e
MZ(T)
p= ﬁ% log MZ(T)



Seja On uma amostra de n observagoes independentes
com fungao densidade de probabilidade fz(x). Com base nesta
amostra seja 6 =T(x) um estimador nao viesado do parametro

6, tal que

o = IT(x)f*(x)dx,

onde £ (x) & definida por (2.2.4).

DEFINICAO 1 - Denomina-se Informagaoc Estatistica a estimati

va de I(":2) obtida substituindo em sua expressdo, 6 por 8.

Portanto se a denotarmos por I(*:Z;On) podemos escrever:

~

[(*:2,0) = 8 (x)T(x)-1log MZ(E(X)),

onde t(x) & determinado por meio da relacao

i - B(x) = |-L
(2.3.1) T(x) =6(x) [dT log MZ(T)]T=%(X).

Nos casos em que diferentes fungoes das observagoes sao es-
timadores nao viesados de 6, usaremos aquela que produzir o

maior valor de f(*:Z;On).

Notamos que T(*:Z,On) € uma medida da discrimina-

cao entre a amostra e fz(x) de tal modo que: quanto maior
- * H - . -~ .

for o valor de I:( :2;On) maior sera a divergencla entre a

amostra e fz(x).

s TSNt eta it et RISl Spe SR s e e e e e s s a e e e ey e o
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A Informacao Estatistica, f(*:Z;On), foi determina
da considerando uma dada funcao densidade de probabilidade
fZ(X). Em aplicacoes & comum termos um conjunto H2 de fun-
goes densidade de probabilidades £, e nao uma Unica. Neste

caso temos

DEFINICAO 2 - Denomina-se Informacdo Estatistica minima,

f(*IHZK%Q, ao valor minimo de i(*:Z;On) quando f,(x) variar
em HZ’ isto e,

~ Lk P EPY 8
I(":H,50 ) = min{I( .z,on)|£2(>\)e}12}.
EXEMPLO 7 - Consideremos uma amostra, On‘ de n observagoes
independentes de uma populacdao com fungao densidade de pro-
babilidade definida como no exemplo 5 da secao anterior. En

tao a Informacao Estatistica € dada por

4 1

i

onde 1(*:2) & dada por (2.2.5) com 8 substituido por © )
isto e,

~

I(*:Z;On) = %(i-uz)z.

EXEMPLO 8 - Consideremos o caso em que temos uma amostra,
On’ de n observacoes independentes de uma populagao com fun

gao densidade de probabilidade f,(x) definida por:



< 1-x
fz(x) = P)ng v 4y 7 1‘“P2; x=0,1.

Entao a Informacdo Estatistica & obtida quando substituimos

em (2.2.6) da secao anterior 6 por 0 =nﬁl =x, isto &,

12 = X - AR
.2,0n) x log i + (n-x)log

2 Ry

Jagp . - .
Podemos observar que I( :2;On) nos dois exemplos €& uma medi

da da discrepancia entre a amostra e £,0).

2.4 - TESTES DE HIPOTESES E DlSTRIBUIQlXO DAS ESTATISTICAS ASSOCIADAS

As medidas f(*:Z;On) e f(*:Hz;On) estao associadas
a construcdao de testes de hipoteses da maneira especificada
abaixo:

TABELA 2.1

TIPO DE HIPOTESE | MEDIDA DE INFORMACAO ASSOCTADA

H,: feil, o .
1 1(“:H2;0n) »1(*:H1;on)
Hy: feH,
H,: £ =f N ~
2 % 2 1(*:2;0 ) =1(*:1;0)
Ho: £ =¢f B B
1 1
H,: feH N
3 { 2 2 I(*:H?;On)
Hy: £6(H-H,)
H,: £ =¢f N
4 { 2 . 1(*;2;on)
H.l: £ IfZ




Verificamos facilmente que as situagoes 2, 3 e 4
sao casos particulares da situagao 1. Em cada situagao a Es
tatistica usada para os testes sao fungoes convinientes das
especificados acima. Estas fungoes sao obtidas com o objeti
vo de se conseguir estatisticas com distribuicoes conheci-

das.

A seguir iremos estudar as distribuigdes destas es

tatisticas.

Inicialmente verificaremos que t7(x) determinado pe
la equacdo (2.3.1) e o estimador de maxima verossimilhanga
de T considerado como parametro de

fz(x)eTT(X)

M, (1)

-

De fato,

log £ (x) = log fz(x)+TT(x)—log MZ(T)

4 log £700 = T(0 -

I log MZ(T).

4
drt
Portanto o estimador de maxima verossimilhanca de Tt € deter
minado pela equacgao T(x)==ll log MZ(T), a qual coincide com

dt
a equacgao (2.3.1).
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Com base no resultado acima verifica~se facilmente .
que as medidas de informagao especificadas na tabela 2.1 es
tao relacionadas com o teste da raziao de verossimilhanga pa
ra testar as respectivas hipoteses (Kullback, 1968) do se-

guinte modo:

max £(x)
feH

== . _" * . o 2 - *
1. 1 HZ,On) I( Hl,On) ].Og my log A

fEHl

]

onde \* & a Razao de Verossimilhanca estudada por Cher-

noff (1954).
- 5 £,(x) £
2. 1(*:2;0)-1(*:1;0) = -log 2+ T
n n

f.(x)
onde TLTXT € a Razdo de Verossimilhanca de Neyman-Pear-
2

son para a construgao de testes UMP.
max f(x)

T * . 2 :l — 2 = e
3. I( -Hl ,On) 10g m 10g A s
feH

onde A & a Razdao de Verossimilhanca de Neyman-Pearson.

Com relagao a X\ sabemos, da literatura, que em con
digcoes gerais de regularidades -2 log X tem distribuigao 1i

mite, sob H,, de X; onde ¢ € a diferenga entre a dimensao




do espaco parametrico sob o modelo geral H e a dimensdo do

espaco paramétrico sob a hipotese H, .

Com relacao a A" Chernoff (1954) mostrou que -2log\”
algumas vezes tem distribuicao limite de x? e outras vezes

tem distribuicao limite degenerada.

EXEMPLO 9 - Seja Xl,XZ,.;.,Xn uma amostra aleatoria de uma

populagao N(u,1).

Nosso objetivo € testar a seguinte hipotese:

Hz: u =u2

Hl: u?ﬂpz

Neste caso a estatistica para o teste & ZT(*:Z;On).

Verificamos na secao anterior que

~

I(*:2;0.) = 7(x-u,)?

e portanto ZE(*:Z;OH) =n(i—u2)2 a qual tem distribuigao de
X1

Rejeita-se HZ para valores grandes de Zf(*:Z;On).

EXEMPLO 10 - Seja X;,X,,...,X uma amostra aleatoria de uma

populacao N(u;1).

Consideremos a hipotese:

PRSP LA R S it T APt i



Neste caso a estatistica para o teste €
Tk ap — s T ¥,
21¢( .Hz,On) 2 min{I( .2,On)|usu2}.
Vimos no exemplo 7 da secao anterior que
T %

L(7:250.) = 5(x-u)?}

entao
. e
ZI(*:HZ;OH) = 2 mln{z(x-uPluSuz}.

Portanto

Z;On)

21(*:H

X

n .- 2
Z(X uz) se Uy

Neste caso a hipotese Hz'é rejeitada se g{iﬂQ)Z>C.

Os problemas praticos correspondentes as hipoteses do primei
ro e segundo tipo nao tém uma solugao geral Unica como podemos verifi-

car pelo estudo da distribuicao, comentado no inicio desta secao.



CAPTTULO 111

DISTRIBUICAO MULTINOMIAL

Neste capitulo apresentaremos aplicacdes da Teoria
da Informagao desenvolvida no capitulo precedente no case em

que a populagao tem distribuicao multinomial.

3.1 - DISTRIBUIQEO MULTINOMI AL

Suponha que ao realizarmos um experimento, um € so

mente um dos eventos, mutuamente exclusivos, Al’AZ""’Ar 0

corra com probabilidades P1sPgs ey Dy respectivamente tais

ue p. >0 e . =1. Seja x., i=1,2,...,c, o numero de vezes
que p; D3 je x;. i=1,
1

que A; ocorre em n realizagoes independentes do experimento
com in =n. Entao a variavel aleatoria X=(x),Xy,000,X.)  tem

i
distribuigao multinomial dada pela expressao

x4
c p;

P(X) P(xl,xz,...,xc) n.'g =T
i=1 i

A fim de facilitar o desenvolvimento das sec¢oes sub
sequentes passaremos agora a estender as definigoes do capi

tulo anterior ao caso da distribuicao multinomial.

2]



Consideremos duas hipoteses simples especificadas

abaixo:

Cc

H, P = (Pll,Plz,...,PlC) .2 Pyy =1
i=1
. _
. - P,. = 1.
Hy: P (Pyy+Pyyses i Py) 121 2i

A informagao média por observagao para discriminar

Hy de H,, quando H, € hipotese nula, &

3

P- P
I(1:2) = p,, log _11 +P log L2 ... D log
11 Pyq 12 P99 1c

"

1
Py

(@]

A informacao discriminante média de uma amostra a-
leatoria 0 € dada por:
P1i

c
I1(1:2;0.) = n ) p,. log —=.
n iz M Pyi

A fim de obtermos a Informacdo discriminante mini-
ma precisamos determinar a funcao conjugada de uma dada dis
tgibuigﬁo multinomial. Para isto,seja PZ(X) uma dada distri
buicao multinomial com parametros n e P2= (p21,p22,...,pzc)
e P(X) uma distribuigao multinomial genérica com parametros
n e &(pl,pz,...,pc). A distribuicao conjugada de PZ(X) é a-
quela que minimiza

] PO log iy

(x1+x2+...+xc=n) 2




sujeita a restrigcdo nP =6, onde & € um vetor de constantes.

de dimensao c-1.

De acordo com definicoes do capitulo IT a funcgdo

conjugada de P, (X) ¢ dada por:

) PZ(X)eT T(X)
(3.1.1) P*(X) =
M, (1)
onde T' =(T1,T2,...,TC) € um vetor de constantes, T(X)=(X1,
XZ,...,XC) ¢ um estimador nao viesado de 0 e
= T T(X) _ T T,, T ol
MZ(T) PZ(X)e = (P21e 1+P22e 24...+P2Ce 3

(X1+X2+.L.+Xc=n)

Fazendo as substituicoes em (3.1.1), obtemos que

P*(X) tem distribuigdo multinomial dada por:

. c (p)H™i
P*(X) = n! m —E .
- )
i=]1 Xy
onde
P .eTl
pre 2280
) P el
j:::]_ ZJ
e 1y, i=1,2,...,¢, € um parametro real determinado pela e-
quacgao




Outra relacao entre 6, e pode ser obtida, quan-

. * . -
do fizermos 0. =np., isto &

8. = npf = 1 pZieTi -
i i c
lepzje ’
ou seja
- ei & Tj
t; = log —BEI +logljzlPZJe J), i=1,2,...,C.

Com o conhecimento de P*(X) obtemos a informacao

discriminante minima

‘ x x P*(X) & £ T
(3.1.2) 1(*:2;,0) = P*(X) 1og X - l X 6.]—n 1og[ P e 1).
= 1 L7 21
PZ(X) i=1 i=1
Substituindo o valor de Tss encontrado acima, em

(3.1.2), obtemos:

0.

(3.1.3) I(*:2;0) = =
anl

0 6. log

1 1

io~—10

i

Observemos que I(*:Z;On) nao depende do valor de
(P21eT1+...+P2CeTC), portanto podemos faze-lo igual a 1 e

obtemos:

. = log S 1i=1,2,044,Ce




3.2 - TESTE DE HIPOTESES SIMPLES

Sejam Xq5Xosene, X, COM Exi =n, observacoes de uma

distribuigao multinomial P(X) com parametros

n e P = (pl,pz,'..,pc).
Vamos considerar o problema de testar

Hy: P = (pl,pz,...,pc) contra HI: P = (pl,pz,...,pc).

Neste caso a informacao discriminante minima &

I(:2;0.) =n E pf log Ei
' i=]" 2 Py

* * %* ~ ~ - . . ~ .
1°Pg»+-+»P., Sa0 0s parametros da distribuigao conju-

gada de P(X).

onde p

A informagao estatistica & obtida substituindo p;
X

2

~ %k _
por p. =

Portanto

X3
x. log ——.
g 4 np .

i(‘*:z;on) =

He— o

i
Conforme vimos na segao 2.4 do campitulo anterior,

Zf(*:Z;On) tem distribuicdo limite de y? com c-1 graus de 1i

berdade.




Concluimos entao que podemos testar Hz contra H, em

1
termos da estatistica ZI(*:Z;On), rejeitando H2 para valo-

. res grandes de T(*:Z;On).

Um outro teste muito usado nestes casos € o qui-qua

drado de Pearson cuja estatistica & dada por:

- 2
(x;-np.)

1 np,

Verifica-se que as duas estatisticas acima assumem

valores aproximadamente iguais (Kullback, 1968).

2.2.1 - Partigbes de 1(":2;0 )

Quando a hipotese H,: P =(pl,p2,...,pc) € rejeita~
da podemos decompor f(*:Z;On) aditivamente para testar sub-

hipoteses de interesse.

De um modo geral as sub-hipoteses de interesse pra
tico podem ser resumidas nos tipos de partigdo expressos nas
tabelas 3.1 e 3.2, onde cada componente tem distribuicoes de

2

X° com os respectivos graus de liberdade.

A construcao da tabela 3.1 baseia-se nos seguintes
fatos:
1) A distribuigao multinomial, P(X), pode ser expressa

como o produto de uma binomial e uma multinomial condicio~




TABELA 3.1
COMPONENTE INFORNA(;/T\O Gl
- s g X 19 X9
Dentro de categorias ztxc—l log c-1 c__2+xc log _ch 2_] 1
c-la C/Xl’XZ‘ trrfee? Mo 2Pcq Ne-2Pc
tre 5 186, Xo 2. _ (. _g=x._,)4._
) Intre categorias c-2 e Ax,_, log c-2% 3+(nc_3—xc_2)log c-3 %c-2% 3] 1
(emL)¥e/xy s XpsnnvaXy g Pe-3Pc-2 Pe-3%-2
- ot X.q X, q x_q
Dentro de categorias 2[x3 log Ffﬂ + x, n4 2 +oot x_ log nc )Z] -3
3a c/xl,x2 23 P4 AL
SR T X5q n,-x,)q
Entre categorias fo? log i)l + (nl-xz)log -1 72 1] 1
2 e (3++...4c)/x) - TP )
ey . X5q XQ X .q
Dentyo de categorias 2[x2 log nZ 1 +x; 1o n3 1. con X log C 1] -2
2a¢/x 172 1P3 L
Entre categorias *1 (=x, )
: 2Ax, log -+ (n-x,)1o ﬁg 1
Le (2+3+...+¢) Lo py 17708 Ry
2 % Xq X, *e .
TOTAL 21( .Z.On) Z[)c1 log _rﬁ)'IJ'xZ log ~n—p—2—+. .« *x_ log fff)‘;] c-1
nal, isto e,
. X, X X X.
B n. 2 C n. 1 n-x
P(X) = Py Py eeP. © p, (-p,)" 71 x
X 5Xotasax ! ¢ X, (n=x, )} 1 1
1°72 C 1° 17"
n=X: ) « X X X -~
L B Py Xy PaXe X ]
-—-—'-—-———»—-—;- 'a; q R a—) '—“‘_"‘"—'—" "‘-—‘"" ]:)1 (1"'p1) X
qu ) -XC- i ]_ Xl ° (n'-)(l) ®

) (n~x1). [Ez)x2f1 gg]n—xl-xzx(n—xl-xz)l[pSJXS rpc}xc
: [

b ST
le(n—xl—xz)i 9y ( 4 : :

Kb evnX |
3 C




1 1 n2 =Zf1'-)(l Xo5s ql =1"p1; qz =1'p1'p2 =q1_q2°
c p C P
J 2=1= ] -2,
i=2 4 i=3 12
De um modo geral temos:
Dy SN=Xy-Xp=..."X; € g, =1—pl-p2-...-pi, i=1,2,6 06 ,7~1 e
c P;
) = =1, j=1,2,...,c-1.
i=3+1 Y
2) A hipotese Hy: P =(pq.Py,...,p.) € equivalente @ in-

tersegao das sub-hipoteses HZl’HZZ""’HZ,(c—l)’ onde H,, €
a hipotese de que a probabilidade de ocorréncia da primeira
categoria seja pl,sz € a hipotese de que a probabilidade de
ocorrencia da segunda categoria seja Py dado que a da pri-
melra tenha sido Py H23 € a hipotese de que a probabilida~-
de de ocorréncia da terceira categoria seja Py dado que as

probabilidades de ocorréncia das duas primeiras categorias

tenham sido respectivamente P © Py, © assim por diante.

O fato 2 mostra que a particao permite detectar as
categorias que tém probabilidade de ocorréencia diferente da
quela especificada pela hipdtese. Para que este objetivo se
ja atingido por meio desta partigao sugerimos o seguinte pro

cedimento pratico:

apos a rejeicao de HZ: P =(p1,p2,...,pc) ordenamos as cate-




gorias em ordem crescente de acordo com os afastamentos p;~

-~

» € em seguida, nesta ordem, aplicamos a particao.

Como vimos,as particoes expressas na tabela 3.1 per
mitem detectar o afastamento de cada categoria com relacao
a hipotese. A seguir verificamos situagoes em que o interes
se & dividir as categorias em doils grupos. Por exemplo, quan
do as i primeiras categorias apresentam caracteristicas em

Comum e as c-1 restantes apresentam outras caracteristicas

em comum.

TABELA 3.2 - COMPARAQAO ENTRE DOIS GRUPOS DE CATEGORIAS

COMPONENTE I NFORMAGAO G.L.
Entre categorias 1+2+.. y Yy
.+1 e categorias (i+l)+ | 2[y; log +y, log —=] 1
+.0.HC 1 Py 2 P22
Dentro de categorias *i+1P22 %P2z ..
- 20%; log ————=+... +x_ 1o Jie-i-1
(i+l) a c [x1+1 & Y2 Pi41 c 8 yzpc
Dentro de categorias XyPyq X;P;
lai 2[x; log +o.. +Xx, log —] i |
L vy LT Py
| 21(%:2;0.) 2x, log b+ ... +x. log o] c-1
TOTAL ( by Xl og Hﬁ ses XC og ﬁ-l-)—(: i

A construgdo da tabela 3.2 baseia-se no seguinte:

1) A distribuigao multinomial pode ser expressa por:

..................................
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! c Xx. ' Y.y Y-
20 : 172
PX) = ' .l : hL pil 5 —_?_—T P11Py — : ! - X
Xl.XZ....XC. 1"‘1 )’l-yzu Xl'xz.".xi.
% [le"1[1’2}" [pi]xi Ype [pi+1]xi+1 [Pcr'c
Py Ppy Pii) x. tooax WP P72
1+l
onde Yy =x1+x2+...+xi; Yo TX X gt X,

pll =p1+p2+"'+pi; 1)22 =pi+1+pi+2+oco+1)c.

2) A hipotese Hy:t P = (py,Dyseeespe) € equivalente a in-

tersecao das sub-hipoteses H,,,H.. H

21722023

.. 1 .
mos o vetor P com c componentes particionado em p (1) com i

onde (se considerar

componentes e P(Z) com c-1i componentes) H21 € a hipotese de

que P(l) = (pl,pz,...,pi), H,, e a hipotese de que p(2) .

(Pj41sPj4pr-++»P) e Hyg & a hipotese de que Piq Ppp, OR

de
] J
p = P. e P = 2
11 j=1 J 22 j=i+1 J
EXEMPLO 1 - De acordo com a segunda lei de Mendel em genétl

ca dizemos que duas caracteristicas genéticas examinadas si
multaneamente sao independentes quando os fendtipos encon-

trados estao na proporgao 9:3:3:1.

Consideremos o caso em que as caracteristicas examinadas sfo:
Cor de semente de ervilha: Amarela (A) e verde (a).

Forma de semente de ervilha: lisa (B) e rugosa (b).




Sabemos por experimentos realizados com cada caracteristica
isolada que, a cor amarela € dominante sobre a cor verde e
que a forma lisa € dominante sobre a forma rugosa. Entao as

proporcoes esperadas, em cruzamento do tipo AaBb xAaBb sao:

9/16: lisa, amarela (Al)
3/16: lisa, verde (AZ)
3/16: rugosa,amarela (AB)

1/16: rugosa, verde (A4)

Para os dados na tabela abaixo queremos verificar

se a segunda lei de Mendel € verdadeira ou nao:

DADOS :
. FREQUENCT A
FENOTIPO OBSERVADA
AMARELA, LISA 75
VERDE, LISA 23
AMARELA , RUGOSA 22
VERDE, RUGOSA 1
TOTAL 121

HIPOTESE:

R Ta ST DTN R e L o GATe? At Lemmoweteoa aie aNe mTAS s selie SaeieamlsoLslsigic <ol Shesn eleasteosatltemlsamuiicofltellloletalefelelsdele.elearlans tiearltitin, fnatard e tanates
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(3/16) (9/16
3/16 3/16

Hy P = Hyt P4
“ 3/16 - 3/16
1/16] 1/16,

A estatistica para o teste &:

X

- i,
21¢( .Z,On) 2 x. log D, 9.1894.

. 1
1

1 1

e~—0

O valor critico do x? com 3 graus de liberdade &
1.815 ao nivel e =0,05. Portanto a hipotese H2 e rejeita
da ao nivel de significancia, a =0,05. Neste caso podemos de
compor Zf(*:Z;On), como mostra a tabela 3.1, para verificar
mos quais dos fendtipos sdo responsaveis pela rejeicao da hi
potese. Para isto recorremos ao procedimento pratico sugeri

do nesta secao e escrevemos P da seguinte forma:

(3/16) fPZW
- 3/16 _ P
1/16 P,
19/16] [Py

Entao testamos a hipotese
HZ: P, = 3/16

H P, # 3/16.

1 :

P
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De acordo com a tabela 3.1 a estatistica para tes-
tar a hipotese H21 e
) X1 (n—xl)
(Xl 10g npl + (n-xl)log m) = 0,006.

O valor critico do x* com 1 grau de liberdade & ..
3.841 ao nivel a =0,05. Portanto a hipotese H,; ndo & re

jeitada ao nivel o =0,05.

Dado que P, =3/16, vamos testar a hipotese:

’p3 3/16
Hypzt Py = 11/16
(pl 9/16

'
'ps 3/16
Hy : Pyl # |1/16
Py 9/16

A estatistica para testar esta hipotese (ver tabe-

la 3.1) e:

X.q
11 . 9,7835.

2)x. log
it i

O valor critico do x? com 2 graus de liberdade &

5.991. Portanto rejeitamos a hipotese H,, ao nivel de signi

ficancia o =0,05.
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Uma vez que a hipotese sz foi rejeitada devemos par

: ~ X;q
ticionar a Informacao Zin log — L em duas outras componen
i
tes,
s o) xg, X%,
2(x210g +(n1 2)log —_—) e 2(x log w) 3-+x4 log 5552

as quals testam, respectivamente, as hipoteses:
H,.,: Pz = 3/16 dado Py = 3/16

H' : p, =3/16

1 3
( p 1/16)
H,,: [ 4] - dados P, = 3/16 e P, = 3/16
Py 9/16J

-

p 1/16)
H!" v 4
pl \9/16)

O valor observados para as estatisticas correspondentes ao
teste das hipoteses HZS e Hy, foram: 0,02028 e 9,76322, res
pectivamente. Comparando estes resultados com o valor criti
cg do x? com 1 grau de liberdade, concluimos que a hipotese

H,, nao ¢ rejeitada e H, , € rejeitada ao nivel de signifi-

cancia o =0,05.

Para ficar mais claro vamos apresentar estes resul

tados na tabela a seguir:
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COMPONENTE INFORMAQAO G.L.
Dentro de fenotipos
9,76322 1
Ay e Al/XZ € Xq
Entre fenotipos
0,02028 1
A3 e A.4+A1/x2
Dentro de fenotipos 9,7835 2
AS’A4 e Al/x2
Entre fenotipos
0,0059 1
A2 e A3+A4+A1
21(*:250,) 9,7894 3

CONCLUSAO - Analisando os resultados da tabela verificamos
que as frequéncias observadas correspondentes aos fenotipos
ALG-A455035 que se afastam significativamente do esperado pe-

la lei de Mendel.

3.3 - TESTE DE HOMOGENE {DADE

Consideremos r populagoes multinomiais com c cate-

gorias.
jam, X..,X..,s.s,X._ oObservagoes da i-€sima popu
Sejam, i1 %i2° Xie ¢ popu

lagao multinomial, Pi(X), com parametros:
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ni € Pl = (pilapizs"':pic)'

O problema agora consiste em testar a hipotese

i=1,2, , T %
Hot pis =D p; =1
SR j=1,2,...,c  j=1
le pij # pj para algum j.

A informacdo discriminante minima neste caso & da-

da por:
*
. T c P,
(3.3.1) 1(*:2;0.) = Y on, V pt. log —I,
R i=1 =1 1) P
onde p;j, j=1,2,...,c, sao os parametros da distribuicao con

jugada de Pi(X).

. X: s
Substituindo p;j em (3.3.1) por p;j =7%l, obtemos
i

a informagao estatistica

20 = | ] il
I1(7:2;0 = X.. log
=1 g=1 MY niPj

a qual testa se as r amostras vieram de uma mesma populagao
multinomial com parametros P =(p1,p2,...,pc). A distribui-
cao limite de zi(*:z;on) sob H, &€ x? com r(c-1) graus de 1i

berdade.

Quando HZ ¢ rejeitada podemos decompor f(*:Z;On)em

R PRI RPN IO T TP 740
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duas componentes aditivas como mostra a tabela 3.3.

TABELA 3.3
COMPONENTE I NFORMAGAO G.L.
% C X3
21 (p:p) ijlxj log ;;q c-1
j
. T C nx, .
21 (p":p) 2 ) x;; log Efil (r-1) (c-1)
i=1 j=1 it
~ T c X; ;
* . . -
TOTAL 2T (*:2;0) | 2 ) ] x;; log —=% | rlc-1)
i=1 j=1 nipj

A componente 2I(P*:P) testa a hipotese H, : "As po
pulagoes sdo homogéneas". A componente 2I(p:p) testa a hipo

tese H,,: "0 parametro comum das r populacdes homogéneas &

_ 0 0 0 A
P - (1)1,192:-'- 1pc)'

Em muitas situacoes praticas o parametro P =(py+Py
J..,pc) ¢ desconhecido, entdao o teste de homogeneidade en-
tre as r populacoes e feito com base na estatIsticaZfQﬁ,iL
a qual, sob a hipotese de homogeneidade, tem distribuigdo 1i
mite de x? com (r-1)(c-1) graus de liberdade.

Quando esta hipotese € rejeitada podemos decompor
Zf(p*:ﬁ) em componentes aditivas de duas maneiras diferen-

tes, de acordo com as tabelas 3.4 e 3.5, onde cada componen




te tem distribuicdo de x? com seus respectivos graus de 1i-

berdade.
TABELA 3.4
COMPONCNTE INFORMAGAO G.L.
Dentro das populagoes 2 % % %, . dop Mle -1
le?2 if1 j= ij niYZJ
: . = C MXo. Moyo
Entre as populagoes 3 : 335, 2 ] -1
¢ as populagoes 1 ¢ 2 zjél X3 log gy 25 log MZYSj
~ r-2 ¢ M. X, .
Dentro das gopulagoes 2y Jx.. log r-2"1j (r-3) (c-1)
tars i=1 j=1 37 Mire2,
Entre as populag.aeS. ():: Mo 1% 5 M. Ypo2 s :
r-1 e populacoes 1 a 2 [x . . log 2ty . log M——————)—‘ ] c-1
3 jrUrLg TR gy gy T 211,
l)onirf} di populagoes ZTEI E Xes 0B Mr-—lxij (-2) (c-1)
& = i=1 i=1 M NiYre1,j
Intre a populagao r ¢ nx . ny. 1
¢ as populagoes 1 a 2 ) [x . log 1) 4y 4« log : ] c-1
Fol j=1 Tj nrxj r-1,j r-1xj
e m T c nx. .
TOTAL 21 (P*:P) 2] Ix;log ﬁ'%l | (r-1) (e-1)
i=1 j=1 *J i3

A construgao da tabela 3.4 baseia-se no seguinte:

1) A distribuigao de duas populacoes multinomiais inde-
pendentes pode ser expressa pelo produto de uma distribui-
cdo marginal das populagOes combinadas e uma distribuigao con-

dicional de cada populacao dada a populacgao combinada, isto

s e s e et D CE e S O] . ratararatatituied
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e,
n, . X X N i X X
P(X) = 1 plllx" Xp 1z 2 2 21, xp 2c _
XoqteoeX, o C Xt ux, ! 1 €
11 lc 21 2c
1 1 1 1 1
) (n;+n,). p)’21>< Xpyzc Dpfpe o YppteeYoer
' ' 1 *etle 1 1 1 1 - 1
Yo1tee Yoer (nl+n2). Xppree Xyt Xpq teeeXy !
onde y2j =x1j+x2j, j=1,2,...,c e n1+n2 =M2 =y21+y22+...+yzc.

No caso de termos r populagoes independentes o pro
cedimento para expressarmos P(X) e andalogo ao acima so0 que

as populacoes combinadas serao indicadas por

yij = xij+x2j+...+xij, i=1,2,...,r-1 e j=1,2,...,cC

- yil+yi2+...+yiC = nytnote..tn, = Mi'

e

2) A hipotese de homogeneidade H, € equivalente a inter
secao das sub-hipdteses Hz(l,Z),HZUAQ,S)”..,H20&2+.”+T—1Jﬂ,
onde Hz(l,Z) € a hipotese de que as populacoes 1 e 2 sejam
homogeneas, Hy(1+42,3) & a hipotese de que a populacao 3 e a
populagao formada pela combinagao das populacoes 1 e 2 se-~

jam homogéneas e assim por diante.

Para a particao indicada na tabela 3.5, considera-
mos as r populagoes em dois grupos. O grupo 1 constituido

das populacoes 1 a r, e o grupo 2 das populagoes r1+l a r.

Definamos
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13 13 72j TqJ §=1,2,... c
25 T Fr 415 X w2t Xy
1 1
) i
I, = Z T vA T +T, = n.
1 521 1j 2 j=1 2j 1 72
TABELA 3.5
COMPONENTE INFORMAGAO G.L.
E nz, nz,
Entre conjuntos 2 [z.. log Tp—l-+z . log Tr—l c-1
; T,x. .
Dentro do conjunto % & 21
, j 2 ) .2 x;5 log ;;7;4% (r-r;-1) (c-1)
i rl+l j=1 172j
N oc T x
Dentro do conjunto 1717
o R T (ry-1 (e-1)
1=1 j=1 1713
o % o~ T > nxj_' 5
TOTAL 2I(P™:P) 2] ) x, log=——=2 (r-1) (c-1)
i=1 j=1 Y T’y

OBSERVACAO - As

mais grupos, por

pos.

r populacoes podem ser divididas em dois ou

conviniéncia consideramos apenas dois gru-

EXEMPLO 2 - Os dados da Tabela 3.6 representam a producaode

5 tipos de maquinas, classificada em defeituosa ce

perfeita,

Queremos saber se as mdquinas sdo homogéneas com relagao a

producao.
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TABELA 3.6
MAQUINAS
A B C D E
Defeituosa 26 72 61 29 135
Perfeita 172 169 142 36 542
TOTAL 198 241 203 65 677
~ HIPOTESE:
Hy: P;jj = P;j para todo j

j=1)2; i=l,2,auo,5|

le pij # pj para algum J

De acordo com a
tar a hipotese acima é&:
5

2
2) ) x.. log
i=] j=1 *J

21 (P*:P)

S

i=1 j=1

2 2
20y ) X35 log Xij--z

tabela 3.4 a estatistica para tes-

nx. .
Y
n.X.
1)
S
. log x.+ n log n- ) n. log n.J.
x; log x, g n- ) n; log ng

J=1 i=1

Dos dados obtemos 2I(P*:P) =42,04940 que comparado

com o valor critico do yx?

o

com 4 graus de liberdade, ao ni-

vel de significancia o =0,05, (9,488) nos leva a rejeitar a

hipotese que as maquinas

cao.

sao homogeneas com relagao a produ

Entao podemos decompor ZT(P*:ﬁ) em componentes adi

tivas para que possamos analisar com mais detalhes a hipote
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se. Para isto vamos considerar a partigao da tabela 3.4,que

de acordo com os dados do problema se resume na Tabela 3.7.

TABEIA 3.7
COMPONENTE INFORMAGCAO | G.L.
Dentro A e B 2.142564
Entre C e (A+B) 4.350176
Dentro A,B e C 6.49274 2
Entre D e (A+B+() 10.84138 1

Dentro de A,B,C e D 17.334126 3
Entre E e (A+B+C+D) 24,715274

TOTAL 42.049400 4

Os valores criticos dos X3 X% e x%, ao nivel 0,085,
sao respectivamente 3.841, 5.991 e 7.815. Comparando os va-
lores observados com seus respectivos valores criticos con-
cluimos que as maquinas A e B saoc homogéneas entre si e di-
ferentes de C, que as maquinas A, B e C sao diferentes de D

e. que as maquinas A, B, C e D sao diferentes de E.




CAPTTULO 1V

TABELAS DE CONTINGENCIA COMPLETA

Neste capitulo analisaremos Tabelas de Contingén-
cia Completa aplicando Informagao Estatistica, como foi rea

lizado para Distribuicao Multinomial.

Analisaremos Tabelas de Contingéncia de Duas e de
Tres Entradas. A extensdo da analise para Tabelas de orden
mais alta, embora nao apresente problemas do ponto de vista

conceitual, envolve um algebrismo muito complexo.

L.1 - TABELA DE CONTINGENCIA: CONCEITUAQAO

Suponhamos que os elementos de uma populacgao sejam
classificados segundo dois atributos R e C com r e ¢ catego
rias respectivamente. Representemos por n o tamanho de uma
amostra dessa populagao e por nij o numero de elementos da
amostra que pertenca a i-€sima categoria do atributo R
(i=1,2,...,7r) € a j-ésima categoria do atributo C (j=1,2,..

.,C).

Os elementos, classificados desse modo podem ser re

presentados na tabela 4.1, a qual & denominada Tabela de Con-

b7




tigencda.
Quando temos dois atributos denominaremos Tabela de

Contigencia de Dupla Entrada, tres atributos, Tabela de Contin-

gencia de Trés Entradas, K atributos, Tabela de Contigéncia

de K Entradas.

TABELA 4.1
C
C1 C2 oo CC TOTAL
B 11 X12 o Xy o X,
Ry X1 X33 | X X,
R * . L]
R'r Xr1 Xy2 ot PE Xy
TOTAL | x 4 X, 9 . X, o

L,2 - TABELA DE CONTINGENCIA DE DUPLA ENTRADA: TESTE DE INDEPENDENCIA

Consideremos uma Tabela de Contingencia de Dupla En
trada como definida anteriormente e representemos por pij a
probabilidade de ocorrencia da casela (i,j) i=1,2,...1 & j=

=1,2,...,C.

O problema consiste em testar a independencia entre
dois atributos. Nestes casos formulamos a seguinte hipote-

se:

ST ey AR RN L g
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Hyt pys = pg.p9. para toda casela (i,j)
. SR Ci=1,2,00,1; §51,2,... 0
H,: pij # Py P,y para alguma casela (i,j)

onde

T C

T
! P:. =1, p..>0 e Y p
izl j=1 = e

0 expoente 0 indica que o valor do parametro & es-
pecificado.

Como uma tabela de contingéencia de ordem rxc € es-
sencialmente uma amostra de uma populacgdo multinomial com rc
categorias, omitiremos detalhes ja desenvolvidos no capitu-

lo anterior.

A informagao discriminante minima, neste caso,é da

da por
T c p:
* 14
I(*:Z;On) = n 'E .Z Pij log _TT_%T"
i=1 j=1 P;.P.j

X. .
-~k .
por p. . =—il, obtemos a infor

Ao substituirmos p;j i3 =

magao estatistica

- T (%] X..
1(":2;0) = Y 7 x.. log -—ﬁllﬁ—.
n i=1 j=1 1] npi-P-j

Sob a hipotese de independencia ZT(*:Z;OH) tem dis

tribuigao limite de yx? com rc-1 graus de liberdade.

I . e R A T T e T e e T G R L T T e L 2 L USSR US eSS T et e ta e ed e See e foge ok va s fa P e R S Cia et
AT I TTIARILGAL T - RO A5 4.7 3 o S P S S . PRSP LIRSS ST RS A S : . - -
7 A o D AR i s . ¥
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Podemos decompor T(*:Z,On) em componentes aditivas’

de modo que possamos analisar com mais detalhes a hipotese
0

H,: P4 =pi.p?j, como mostra a tabela 4.2.
TABELA 4.2
COMPONENTE I NFORMAGAO G.L.
T X3,
H, (R) 2.2 x;, log —5— r-1
i=1 np;
C X, .
H, (C) 2_2 x j log ——OL c-1
j=1 np .
*J
" T C I'D(i.
21 (H,:H,.) 2y Y x.:log —H— | (r-1)(c-1)
1723 T e
i=1 j=1 Xs X s
*J
! . r cC X,
TOTAL 2I(*:250) z_zl Z X log ——O—JU- rc-1

As componentes HZ(R), HZ(C) e ZT(HI;H23)~ testam,

respectivamente, as hipoteses:

H,.: p

. 0 .
21 i=1,2,...,1; HZZ: P.:=P.:, J=1,2,...,c e

Hyqt pijzpi-p-j para todo (ij).

)

4.2.1 - Particao da Componente T(H1:H23

Valores significantes para f(lest) da Tabela 4.2

podem sugerir dependéncia entre linhas e colunas de um de-




terminado subconjunto da tabela. Nestes casos podemos parti
cionar a Tabela de Contingéencia em subtabelas convinientes

para testarmos essas possiveis dependencias.

Suponhamos, por exemplo, que seja de interesse par
ticionar uma Tabela de Contingencia de ordem rxc em quatro

subtabelas, agrupando as linhas em dois subconjuntos de Ty

e T, linhas respectivamente, ry+tr,=T1 e as colunas em dois

subconjuntos de ¢y e ¢, colunas respectivamente, c1+-c2= c,

como mostram as tabelas 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4.

TABELA 4.3.1
1 2 = TOTAL
! 11
T ey |
N , Al
Sl X | *a2 Yoc, | M2
11
T X X X X
I rll r12 Ty TTy
rorac| x| D ]y TABELA 4.3.2
3
c1+1 cl+2 . c1+c2 TOTAL
! 12
1 X X ves | X X
1<:1+1 1c1+2 1c1+c2 i
Y
2 X X sas K X
2cl+1 2c1+2 Zc;1+c2 2.
T X X - 12
1 r1c1+1 r1c1+2 Ti€1%Cy Xrl'
12 12 12
TOTAL X-cl+1 x_C1+2 x-c1+cr, 0y,




TABELA 4.3.3
| 1
i 1 2 . ¢ TOTAL
i 71
(| Tyl | X X eee | X X s
[ 1 r1+11 r1+12 rl+1c1 r1+1
i : 21
r,+2 | x x ves | X X
| 1 r1+21 r1+22 rl+2c1 r1+2-
TP Xy a1 | Xr e,z | 0t [Frptre §1+r ;
172 ) il 17T% | 12
21 21 21
TOTAL X4 X5 x.c1 nyy
TABELA 4.3.4
I
i c1+1 c1+2 ca c1+c2 TOTAL
| +1 | x X x22 |
| Ty r1+1c1+1 r1+1c1+2 1'1+1c1+c2 r1+1- i
| 22
. r,+2 |X X re | X X . i
1 r1+2c1+1 r1+2c1+2 r1+2c1+c2 r1+2 !
T AT, XL 41X+ w2] e brc.d X22+
. L7721 el TG b i s . S )
22 22 22
TOTAL| x b ces b n
-c1+1 -c1+2 c1+c:2 22




Neste caso a partigao de f(lest) se resume na ta’

bela 4.3,
TABELA 4.3
COMPONENTE INFORMACAO G.L.
2 mye
9 zy I ngg log 5 = 1
a1 B=1 aJﬁ
o 12 n Zx n szz
8 2 3 log ——%— ]og ——%— c,-1
Jj c1+1 n, X j
(52 11 21
1 n, X 9 n,x’;
7 ) {\(:}1 log ]_-'lh \','J! log —1——%} ;-1
3= nllx'J n, x_j
T T 21 22
1 °2 n, x: n, x
6 ) [xfl log — §+x32 log L 1] ry-1
L n21X;. flyg¥i.
T 11 12
1 n, X ny X
5 ) [xil log L i+x§2 log I ] ;-1
A=l 1%, L%
T,+T, C.+¥C
1°2 172 Ny X
4 ) O x;. log —i i) (r,-1) (c,-1)
i=r -+l j=c.+]1 1) XZZXZZ 2 2
1 0Ta i
rtr; ©
: 172 71 n, X. .
2171
3 2 ) 1x;; log ST (rp-1) (e4-1)
1—r1+1 Jj=1 X, X[
: 1)
- T, CytC
1 "1 -2 NanX. -
. - 2 25 Y x;; log —23il (r;-1) (c,-1)
151 jec,+1 M T x1212 17
1 i .j
T, G
g 1 71 n,.X..
v 1 2] 1 x; log e (r;=1) (¢, 1)
1=l 3=l X5%5
- r c nx, .
TOTAL 2T(H,:H,:) [ 2 ) ¥ x.. log —=1 (r-1) (c-1)
1723 i=1 j=1 ij Xi-x-j

S i R IS

P T L8 LR T LSS P T Dol T A A P AL L PR et e bttra? L L L CRE T S e N R R e e i




As componentes 1, 2, 3 e 4 testam a hipotese de in’
dependéncia nas sub-tabelas 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 e 4.2.4 res

pectivamente.

As componentes 5, 6, 7, 8 e 9 testam, vrespectiva-

mente, a hipotese de independéncia nas sub-tabelas abaixo:

) 6
11 12 21 22
X1 X1 Xr1+1- Xr1+1-
11 12 21 22
X5 X5 X ) X 9
2 2 r1+2 r1+u
X11 X12 X21 X22
Y1 1- 172" 1772
8
11 11 11 12 12 12
X'1 X9 X.c X'c +1 X'c +2 X'c +C
AN ) 71 1 1 1 4
x_l x.2 X-c x22 XZZ X22
-c1+1 'c1+2 -c1+c2

1

1

12

1

1122
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4.3 - TABELAS DE CONTINGENCIA DE TRES ENTRADAS:

TESTE DE INDEPENDENCIA

Consideremos tres atributos R, Ce Dcom r, ¢ e d
categorias respectivamente. Consideremos uma amostra de n ob
servacoes independentes da populagao formada por R,C e D.Se
jam, Xijk a frequencia de ocorréncia da i-ésima, j-ésima e
k-ésima categorias dos atributos R,C e D, respectivamente e
pijk a probabilidade de ocorrencia da casela (i,j,k), como

mostra a Tabela 5.3

TABELA 5.3
G C, L
D, | D, Dy | Dy | Dy Dy Dy | D Dy
Ry X1 ®11z2] o [®11d®121 %122 o0 [¥124 Xe1l®1e2] *** Pied
Ry 1%211 %212 *** [*21d|%221 [¥222] =+ |X22a] *** [*2c1|¥2cz| =" [X2ca
R 1Xp11 [Xe1z] 0 [r1d|®r21 | Xe2z2| oo [Xv2a] o0 Fret [Fec2| 00 [Frca
Definamos
Py s 7y
n = X..., X = X
iZ1 j=1 k=1 13k’ 7H = |k




e T gxijk’ .k T %Xijk’ gk T ;Xijk'

4.3.1 - Hipotese de Independencia Total

Para testarmos a independéncia entre treés atribu-

tos formulamos a seguinte hipotese:

. .0 0 0 ) .
H, Pijk=Pi.. P3Pl para toda casela (i,j,k)
i=1,2,...,r;j=1,2,...,c;k=1,2,...,d
Hs 2 ep0 ol po ara alguma casela (i,j,k)
1° Pijk*Pi..P.j.Pg P gum 3

\ =1.
d sey = 1 T . = . =
ongle § _2]: %pljk Pijk ;pl... %p'J' %P..k

A informagao discriminante minima € dada por:

*

Pijk

" Xs =
Substituindo p;jk pela sua estimativa pijk = ~3§EL

obtemos a informagao estatistica

=%

I(°:2;0) = Z
i

%Xijk log —5— 0
nps . Pk Pk

a qual sob a hipotese de independéncia tem distribuicao 1i-

mite de x? com rcd-1 graus de liberdade.

A informagao estatistica T(*:Z;On) pode ser decom-

posta em componentes aditivas que testam sub-hipoteses de in



teresse, como vemos na Tabela 4.4

TABELA 4.4
COMPONENTE INFORMACAO G.L.
T X;
HZ(R) 2 ) x. log -1
5 1=
=1 np.
1.0
s Koo
H, (C) 2§ x,., log —g— c-1
j=1 "] np .
.Jt
<§ X,
H, (D) 2 ) x, , log d-1
2 ko1 ok npO :
LR (
c nzxijk
ZI(Hl 1) 2 yl Zl kzlxljk rcd-r-c~d+2
i=1j ST T S
T0TAL 21(*:2;0) | 2] § Jx AL cd-1
7 n Tk 1Jk n 0 0 0 .
j Pi..P.j.P..k
onde HZ(R) testa a hipotese Hyqe pi..=pg,., HZ(C) testaa hi
P N 0
potese HZZ: p-j-ngj-’ HZ(D) testa a hipotese sz):p”k=p._k

e 2I(Hy:H,,) testa a hipotese Hyy: Pijk“Pi..P.j.Po g

A componente Zi(Hl:H24) da Tabela 4.4 pode ser de-

composta em componentes aditivas, como vemos na Tabela 4.5.
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TABELA 4 .5
COMPONENTE INFORMAGAO G.L.
1] e
H, (CxD) 2) )x .. log ——=——o (c-1) (d-1)
2 ik jk X.j.x..k
X g
HZ(RXCD) ZZ Z %Xijk log — BlE (r-1) (cd-1)
1] XX 5k
i 17 ) . ik
TOTAL 2I(H,:H,,) | 2 X.., log — rcd-r-c-d+2
17724 9% ijk xi__x.j.x..k

A construgao da tabela 4.5 baseia-se na equivalén-
cia entre a hipotese H,(RxCxD) e a intersecao das hipoteses
HZ(RXC) e HZ(RXCD), onde HZ(RXC) testa a hipotese H24lqﬁjk =

=p“

j.P. € Hy(RxCD) testa a hipotese H

2427 Pijk~ Pi. Peje
E claro que H, (RXCxD) <= H, (CxRD) nH, (RxD) e

Hy (RxCxD) <= H, (RCxD) nH, (RxC) .

EXEMPLO 11 - Consideremos a produgao defeituosa de 4 tipos

de maquinas, A,B,C e D, classificada segundo dois tipos de

3

defeitos, D1 e DZ’ por meio de dois testes, T, e T como mos

1 2’

tra a Tabela 4.5 (a).
Queremos saber se a producao defeituosa independe

do tipo de maquina, tipo do teste e tipo de defeito, isto 6
p
Ho: pijk= pi..p_j.p..k para todo (i,j.k)
Hl:pijk;épi' pJ P, .Jc para algum(i,j,k)
i=1,2.3,4; j=1,2 e k=1,2.




TABELA 4.5 (a)

TOTAL

Tl 24 8 7 13 7 2 S 2 68
T, 11 13 2 8 7 7 3 5 56

124

Na tabela 4.4 vimos que a estatistica para testar

a hipotese acima € dada por:

= nzxijk
HU ) = 20 ) D g 108 TR N

que por simplicidade de calculo pode ser expressa como:

~

I(H{:H)) = ) ) Xxijk log xijk-z x;,. log x5, . -
i3 k i

- gx_.k log x 1 *2n log n.

Facamos i=A,B,C e D; j = Tl’TZ e k= D1’D2' De acor

do com os valores observados na Tabela 4.5 (a), temos:

ZI(Hl:Hz) = 23,018.

Comparando este resultado com o valor critico de y?

com 10 graus de liberdade vemos que a hipotese de indepen-
dencia € rejeitada ao nivel de significancia o=0,05. Entdo

podemos decompor f(Hl:HZ) em componentes, como mostra a ta-
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bela 4.5, para analisarmos com mais detalhe a rejeicao da hi-

potese. Dos dados obtemos que

HZ (Teste x Defeito) = 6,100

Hy (Maquinas x (Teste,Defeito)) = 16,918

Estas duas ultimas componentes testam as hipoteses

] HZl p'jk = p'j'p--k

respectivamente.

Para tornar mais clara a analise vamos apresentar

0s resultados obtidos, na tabela 4.5 (b)

TABELA 4.5 (b)

COMPONENTE INFORMACAO | G.L.
H, (Teste x Defeito) 6,100 1
H, (Maquinas x (Teste,Defeito)) 16,918 9
21(H, :H,) 23,018 10

Comparando os valores observados, 6,100 e 16,918

., com os respectivos valores do x? critico, 3,84 e 16,92, ao
nivei de significancia a =0,05 temos que:

a) a hipotese de independéncia entre teste e defeito 6

rejeitada.

Ty AT Aty
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TABELA 4.6
COMPONENTE INFORMACAQ G.L.
T X.
HZ(RIK) ) X . log é'k 5 -1
1=1 X"k(pi'k/p"k)
;% X, ik |
H, (C|K) 2 ) X, log 5 c-1
J=1 x“k(p‘jk/p"k)
i *ijk
H, ((R[K)*(C]K)) 2) injk log (r-1) (c-1)
1] Xi-kx-jk/x--k
o ik
21(7:20,) 2y injk log 3 0 3 5 .1
1] X"k(pi-k/p”k) (p'jk/p"'k)

4.4 - HOMOGENEIDADE ENTRE TABELAS DE CONTINGENCIA DE DUPLA ENTRADA

h.4.1 - Homogeneidade Total

Suponhamos que seja de interesse o teste de homoge
neidade de r tabelas de contingéncia de ordem cxd, em que o

total de cada tabela seja fixado. Esta hipotese € formulada

por:
| Hy: = p i=1,2 r; j=1,2 c
2. pijk pjk ? R | ,J 9 9 ° 8 =
e k=1,2,...,d.
0 L
le pijk z pjk para algum (i,j,.k).

Considerando que a populagao de uma tabela de con-

tingencia pode . ser tratada como uma populacao multinomial
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com rc categorias, o problema sera resolvido testando a ho~-.
mogeneidade entre r dessas populacoes, o que & semelhante ao
. teste de homogeneidade na secao 3.3 do capitulo III. Deste

modo a analise da hipotese em estudo esta resumida na tabe-

la 4.7.
TABELA 4.7
COMPONENTE INFORMACAO G.L.
‘ c d X,k
Entre 2y Y x,., log —&= cd-1
i=1 k=1 3k p
ij
A L s
21(H, :H,,) 2 X, ., log ———=—— |(r-1) (cd-1)
1722 i1 j=1 k=1 K T X5 gk
5 . r ¢ d X; 55
TOTAL  21(*:230,) 21 1 1% log —25— | r(cd-1)
i=1 j=1 k=1 *J Xj. Pjx

, _ 0
21°Pojk T Py © @

.

onde a componente ENTRE testa a hipotese H

componente 2i(H1:H22) testa a hipotese Hyy Pijk~ Pk

hqh.Z - Homogeneidade Condicional

Consideremos r tabelas de contingencia de dupla en
trada, como na segao anterior. O problema agora € testar a
homogeneidade entre as r amostras do atributo D para uma da

da categoria do atributo Ce.

Esta hipotese & formulada por:
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i=1,2,...,T

. .0 j fixo.
2° Pijk~ Pjk k=1,2,...,d

H

1 0
Ill. pijk # pjk

O problema & o mesmo de testar a homogeneidade en-

tre r populacgoes multinomiais com d categorias.

Portanto, a construgao da tabela para analise des-

ta hipotese € analoga a construcao da tabela 3.3.

TABELA 4.8
COMPONENTE INFORMAGAO G.L.
d X, g
ENTRE 2 ) x5y log g d-1
k=1 . (p: .
X'J'(pjk/p’_]')
- r d X5 5
21(H, :H,,) 2) ) x... log ) (r-1) (d-1)
17722 i=1 j=1 ijk oo (X 21 )/% <
ij- 'Jk 5 b
. d ..
TOTAL 2I(*:2;0) zli Y x.., log Tijk r(d-1)
I S S I AT
1]. Jk -Jl
‘ . . Py Phx
A componente ZI(HI:HZZ) testa a hipotese szzpijk--—%fg%f
e a componente ENTRE testa a hipotese
0
g . Bik o Pik
21° pO_ pO.
.J ° lJ L]

A componente ZT(leHZZ) da tabela 4.7 pode ser ana

lisada em componentes aditivas como mostra a Tabela 4.9.
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TABELA 4.9
COMPONENTE INFORMACAO G.L.
r cC X 5
Homogeneidade (C) 2y ) X ; log —4— (r-1) (c-1)
i=1 j=1 J X: X .
lt- cJ-
Homogeneidade con- T C X q
. 2y ) zx = c(r-1) (d-1)
dicional (D/C) - 13k
i=1 j=1 k=1 (Xij-x'jk)/x"~
T C X
Homogeneidade (C,D)| 2 ) ) 2 X5 (r-1) (cd-1)
i=1 j=1 k=1 Xi--'x-jk

EXEMPLO: Os dados da Tabela 4.10 apresentam a distribuicao

de 1937 moscas por sexo e mortalidade entre 12 aplicacoes

sucessivas de um inseticida padrao (Kullback, 1968).

Nosso objetivo & testar a hipotese de homogeneida-
de de sexo e mortalidade entre as 12 aplicagoes do insetici

da, isto &,

H P;y para todo (ijk)

2" Pijx”
H, pijk # pjk paraalgun (ijk)

i=1,2,...,12; j=1,2 e k = 1,2.
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TABELA 4.10
MACHOS FEMEAS

NTVEL | VIVO MORTO | TOTAL | VIVA | MORTA | TOTAL
1 17 40 57 46 6 52

2 14 44 58 44 5 49

3 19 42 61 48 5 53

4 21 23 54 41 4 45

5 9 39 48 68 8 76

6 21 38 59 70 5 75

7 19 40 59 56 4 60

8 15 32 47 51 8 59

9 20 35 55 73 g 82
10 15 29 44 78 5 83
11 12 19 31 69 2 71
12 12 29 41 75 3 78
TOTAL 194 420 614 719 64 783

De acordo com a tabela 4.9 a Estatistica para tes-

tar esta hipotese é dada por:

T C d nX; .
2 01 ) Xy log SR LS
i=1 j=1 k=1 *J X5 X

0 valor desta Estatistica para os dados da tabela
e 57.044 que comparado com o valor critico do x§3,(55), ao
nivel de 0,01 nos leva a rejeitar a hipGtese de homogeneida

de. Entao empregaremos a particao da tabela 4.9 para anali-
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sarmos com mais detalhes esta hipotese. Os resultados obti-

dos estao apresentados na tabela 4.11.

TABELA 4.11
COMPONENTE INFORMACAO GiLs
Homogeneidade (sexo)| 36.874 11
Homogeneidade condi-| 20.170 22
cional de mortalida- Macho 8.906 11
de dado sexo Femea 11.264 11
Homogeneidade (sexo,
. mortalidade) 57.044 43

Os valores criticos do x? com 11 e 22 graus de 1i-
berdade, ao nivel de 0,01, sao respectivamente, 24,72 e
40,29. Comprando estes valores com os valores observados das
estatisticas concluimos que:
a) a hipotese de homogeneidade de sexo & rejeitada.
b) a hipotese de homogeneidade de mortalidade dado o se

X0 nao € rejeitada.




CAPTTULO V

TABELAS DE CONTINGENCIA INCOMPLETAS

Neste capitulo faremos uma exposicao de varios exem
plos encontrados na literatura e dos diferentes métodos de
analise indicados para cada caso. Serdo ilustrados os trés
seguintes métodos de analise:

1) um método baseado na particao da Tabela Incompleta enm
subtabelas apropriadas.

2) um método baseado na estimacao das frequéncias espe-
radas na Tabela Incompleta calculadas sob a suposi-
¢ao de quase-independéncia.

3) um método baseado na estimativa de certas interacgoes

na Tabela Incompleta.

5.1 - DEFINICOES PRELIMINARES

Consideremos uma Tabela de Contingéncia de ordem
rXc. Seja pij a probabilidade de ocorrencia da casela (i,j),

i=1,2,...,7r e j=1,2,...,C.

DEFINICAO 1 - As classificacoes linha e coluna de uma Tabe-

-6H8-




la de Contingencia de ordem rxc sao ditas independentes se
p:. = a.b. i=1,2,...,7r e j=1,2,...,c,

onde a; e bj sao constantes positivas.

Se pij= aibj para toda casela (i,j) e Zai =1 e

ij =1, entao a, e bj sao as probabilidades de ocorréncia da
i-ésima linha e j-€sima coluna da Tabela, respectivamente.
A definigao 1 aplica-se a todas as caselas da Tabe
la rxc. Consideremos agora um dado subconjunto S das rxc ca
selas, por exemplo, todas as caselas exceto as da diagonal

principal ou todas as caselas exceto as acima da diagonal

principal ou todas as caselas exceto uma particular, etc.

DEFINICAO 2 - As classificacoes linha e coluna do subconjun

to S sao ditas quase-independentes (ou S-independentes) se
pij==aibj para toda casela (i,j) em S, onde a; e bj’ i=1,2,
..., € j=1,2,...,c, sao constantes positivas.

Este conceito de quase-independéncia & usado ndo so
para a analise de Tabelas de Contingencia Incompletas como
também para a analise de Tabelas de Contigencia Completa des

de que seja de interesse uma analise mais detalhada da asso

ciacao entre as classificacoes linha e coluna.

A hipotese HZ: pijk::aibj para toda casela (i,j),




iz2l, 2500953 321,208 ¢ equivalente a intersecao das se-.
guintes subhipoteses:
1) H21: p.lj==aibj para toda casela (i,j) em um subcon-
junto S da Tabela Completa rxc,
2 D p..=a.b. i, a
) H22 le ale para toda casela (i,j) pertencente ao
complementar de S em relacao a tabela rxc, onde a, e
bj sao as mesmas constantes que tornam a hipéteseHz1
verdadeira.

A maioria dos métodos que apresentaremos pode ser
aplicado também a analise de quase homogeneidade entre r po
pulacoes multinomiais. Para entendermos melhor esta exten-
sao considederemos uma Tabela de Contingeéncia rxc, onde pij
representa a probabilidade conjunta da i-ésima linha e j-é-

sima coluna.

Se imaginarmos esta tabela como sendo um conjunto
de r amostras de populacoes multinomiais com ¢ categorias,
a probabilidade de ocorréncia da j-ésima categoria, j=1,2,.

..,c da i-eésima populacao sera dada por:

p..
=_1] - = =
(5.1) Pij By onde p, gpij e gpij 1, i=1,2,...,T.

quando as classificacoes linha e coluna forem independentes

temos:




b.
> JR g T, i=1,2,...,1
ij E
b
k=1 K
DEFINICAO 3 - Dizemos que r populagoes multinomiais s3o ho-
mogeneas se
b.
P.. = ——JL—-para i=1,2,¢¢.,T.
ij %
b
k=1 X

c
No caso em que ) bk= 1, bj sera interpretado como
k=1
a probabilidade de ocorrencia da j-ésima categoria da i-é€si

ma populacgao.

Suponhamos agora que as classificacoes linha e co-
luna de uma tabela rxc sejam independentes mas as probabili
dades de ocorrencia de certas caselas nao possam ser averi-
guadas. Considerando somente o subconjunto S de caselas em
que as probabilidades de ocorréncia possam ser averiguadas
(fazendo vazias as caselas que nao estejam em S) temos de

(5.1) e da definicao 3 que:

onde




1 para toda casela (i,j) em S

Gij )
0 caso contrario.

Observemos que quando as linhas e colunas de S fo-
rem quase-independentes e ~§1bj= 1, bj sera a probabilidade
de ocorréncia da j—ésima.c;tegoria da i-ésima populacdo na
situagao hipotética em que nenhuma das categorias na i-ési-
ma populacao seja vazia e a probabilidade de ocorrencia da

j-€ésima categoria seja a mesma para cada uma das T popula-

goes.

DEFINIGAO 4 - Dizemos que r populacoes multinomiais sdo qua

se~-homogeneas com relacgido a S se

§..b.
PlJ =T12—L—, i=1,2,-..,r
RPN
onde
1 para toda casela (i,j)ES
8. .=
1]

0 caso contrario.

Este procedimento pode ser empregado nao so para
testar a hipotese de quase-homogeneidade entre as r popula-
¢oes multinomiais como também para estimar as proporgodes hi

potéticas bj’ j=1,2,...,c. No caso de quase-homogeneidade,o




valor de bj’ j=1,2,...,c € estimativa da probabilidade de o
corréncia da j-ésima categoria sob a suposicdo de homogeneci
dade e de que nenhuma das categorias sejam vazias. Este mes

mo argumento vale para o caso de independencia.

Os métodos de analise que apresentaremos sao vali-
dos nos seguintes casos:
1) quando as linhas e colunas nao sao fixas
2) quando somente as linhas marginais sao fixas

3) quando somente as colunas marginais sao fixas.

Na proxima sec¢ao analisaremos alguns tipos de Tabe
las Incompletas por meio da Estatistica da Razao de Verossi

milhanca.

5.2 - ANALISE DE ALGUMAS TABELAS DE CONTINGENCIA INCOMPLETAS

Vamos considerar dois tipos de Tabelas de Contin-
géncia Incompletas a saber:
1) Tabelas que consistem de dois subconjuntos separaveis,
S1 e S,, em que S1 e S, nao tenham linhas e nem colu
nas em comum.

2) Tabelas que nao consistem de subconjuntos separdveis.

5.2.1 - Tabelas Separaveis

Consideremos a Tabela 5.1 em que a metade das case




las sao vazias por consideragoes a priori, desde que paraos.
coeficientes de simetria radial 0,47, 0,82, 1,25, 1,41e1,70
a primeira e quarta composicao locular nao possam ocorrer e
para os coeficientes de simetria radial 0,00, 0,94, 1,63 e
1,89 a segunda e terceira composigao locular também nao pos
sam ocorrer. Esta tabela foi apresentada por Harris (1929).

TABELA 5.1 - RELACAO ENTRE SIMETRIA RADIAL E COMPOSIGAO LOCULAR (SERIEA)

COMPOSICAO COEFICIENTE DE SIMETRIA RADIAL
LOCULAR 0,00({0,47|0,82(0,94|1,25(1,41{1,63{1,70(1,89
3 pares - 0 impar 462 - - | 130| - - 2| - 1
2 pares~ 1 Impar - | 614| 138] - 211 14| - 1| -
1 par- 2 impares - | 443 95| - 22 8 - 5| -
0 par- 3 impares 103 - - 350 - - 1} = 0

Pearson (1930) mostrou que a ordem das linhas e/ou
colunas € irrelevante e portanto a Tabela 5.1 poderia ser
rearranjada como mostra a Tabela 5.2. As colunas correspon-
dentes aos coeficientes de simetria radial 1,63 e 1,89 fo-

ram combinados por terem o numero de observacgoes muito pe-

queno.
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TABELA 5.2 - RELACAO ENIRE SIMETRIA RADIAL E COMPOSICAO LOCULAR (SERIE A)

COMPOSICAO COEFICIENTE DE SIMETRIA RADIAL

LOCULAR 0,00(0,94|1,63-1,89|0,47(0,82(1,25(1,41(1,70

3 pares - 0 Impar | 462| 130 3 - - - - -

0 par - 3 impares | 103| 35 1 - - - - -

2 pares - 1 Impar - - - 614| 138 21| 14 1

1 par - 2 impares - - - 443 95| 22 8 5

A estatistica do qui-quadrado de Pearson para o tes
te de independencia & inaplicavel,como mostrou Harris (1929),
porque algumas caselas sao a priori vazias. Contudo, consi-
derando somente o subconjunto S de caselas nao vazias, pode .
mos testar a hipotese nula de que as classificacgoes linha e

coluna da Tabela 5.2 sejam quase-independentes, isto é,

H,: pij aibj para toda casela (i,j)E€S

H, Pij ® aibj para alguma casela (i,j)gS.

Da definigcao de quase-independéncia vemos que a hi
potese H2 pode ser decomposta em duas sub-hipoteses:

1) A sub-hipotese H21 de que o subconjunto S1 seja qua-
se~independente, onde S1 ¢ a sub-tabela de ordem 2x3
formada pelas duas primeiras linhas e as trés primei
ras colunas da tabela 5.2.

2) A sub-hipotese HZZ de que o subconjunto S2 seja qua-




se-independente, onde Sz\é a sub-tabela de ordem 2x5§
formada pelas duas Ultimas linhas e pelas cinco ulti

mas colunas da tabela 5.2.

No caso particular das sub-tabelas S; e S, a hipo-
tese de quase-independéncia, sobre a populacio corresponden
te a cada uma delas € equivalente a hipotese de independén-

cia, isto e,
[ : = 1,73
Hypt Py aibj para toda casela (1,3)881
11° Pij * aibj para alguma casela (1,j)£S,
sz: pij = aibj para toda casela (1,j)€82
lez pij # aibj para alguma casela (1,J)€Sz.
Sob a hipotese de independéncia a Estatisticada Ra

zao de Verossimilhanga, y?,, pode ser escrita por:
G XL d

log Xij-§xi' log Xi--'gx'j

log x.j4-n log n).
A estatistica Xid’ obtida para cada sub-tabela &

sz = 00,8146 e X2 = 6,253,
L4

Estas estatisticas sao assintoticamente independentes, en-

tao a estatistica, X2L6= Xﬁz*'Xf4= 7,0676, € utilizada para

PR e S et o PV S A 7N P SO




testar a hipotese de quase-independéncia entre as classifi-.
cagoes linha e coluna da tabela 5.2. Sob a hipotese de qua-
- snendenci £ ol 2 2 2 F
se- independencia, as estatisticas, XL+ X{a © Xpg tem dis
tribuicao limite de x* com 2, 4 e 6 graus de liberdade res-

pectivamente.. Portanto a hipotese de quase-independéncia & nao rejei-
tada.

5.2.2 - Tabelas com uma Casela Vazia

Para a analise de tabelas de contingéncia com uma
casela vazia empregaremos dois métodos propostos por Good-
man (1968). Ilustraremos estes métodos analisando a Tabela

5.3 abaixo.

TABELA 5.3 - CLASSIFICACAO CRUZADA DE UMA AMOSTRA DE HOMENS DE  ACORDO

COM O "STATUS' DO FILHO E DO SEU PAI

"STATUS" DO A "STATUS" DO FILHO
PAI ELEVADO MEDIO BAIXO
ELEVADO 588 395 159
. MEDIO 349 714 447
BAIXO 114 320 411

Inicialmente vamos testar a hipotese de independén
cia na tabela completa 5.3. Neste caso a Estatistica da Ra-
zao de Verossimilhanca e xf4= 499,6, o que mostra que as

classificdgcoes linha e coluna sao fortemente dependentes.
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O significado das categorias envolvidas nos crité-
rios de classificacao da Tabela 5.3 sugere que,a primeira ca
sela seja a responsavel por tao alto grau de dependéncia en
tre as duas classificagoes. A fim de verificar esta suspei-
ta seria interessante testar a hipotese de quase-independéen
cia na tabela imcompleta 5.4 obtida da tabela 5.3, excluin-

do a primeira casela.

TABELA 5.4
"STATUS' DO "STATUS" DO FILHO
PAI ELEVADO MEDIO BAIXO
ELEVADO = 395 159
MEDIO 349 714 447
BAIXO 114 320 411

O primeiro método de analise consiste em decompor
a tabela 5.3 em subtabelas convinientesde acordo com o méto
do descrito na secao 3.3 do capitulo 3 (Tabela 3.4), e ex-
cluir de consideragoes a tabela que contiver a casela vazia,

no caso a tabela 5.3.1.

§8.3.1 5.3.2
ELEVADO [NAO ELEVADO MEDIO | BAIXO
ELEVADO 588 554 MEDIO 714 447
NAO ELE-
VADO 463 1.892 BAIXO 320 411
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5+3:3 5.3.4
ELEVADO |[NAO ELEVADO MEDIO | BAIXO
MEDIO 349 1.161 ELEVADO 395 159
NAO ELE-
BAIXO 114 731 VADO 1.034 858

A hipotese de quase-independéncia na tabela 5.4 &
equivalente a intersecao das sub-hipoteses H,,, i=2,3,4, on
de H, . ¢ a hipotese de independencia correspondente a tabe-

la 5.3.1, 1=2,3,4.

As estatisticas xj;, utilizadas para testar a hipg
tese de independéncia nas subtabelas 5.3.2, 5.3.3 e 5.3.4
tem distribuicao limite de xi e sao assintoticamente inde-
pendentes. Assim a Estatistica xfs. obtida da soma das tres
anteriores tem distribuicao limite de X% e testa a hipotese

de quase-independéncia na tabela 5.4.

Notemos que o numero de graus de liberdade da esta
tistica para testar a hipotese de quase-independéncia na ta
bela 5.4 e igual a diferenca entre o numero de graus de li-
berdade para testar a independéncia na tabela completa & o

numero de caselas vazias.

Os valores observados das estatisticas Xil corres
pondentes as tabelas 5.3.2, 5.3.3 e 5.3.4 sao 56,9, 33,2 e

50,5, respectivamente. Portanto a soma xi3= 140,6, o que nos



leva a rejeitar a hipotese de quase independencia ao nivel de

0,01%.

0 segundo método para testar a hipotese de quase-
independencia na tabela 5.4 & baseado na particao desta ta-

bela da seguinte forma:

onde: X & o vetor linha [xl,le
Y € o vetor coluna Ly1.,]

Z & a tabela [zijj de ordem 2x2

Sejam
j ; )
X = X:5 V. = Y., Z.. = Z. .
j=1 i=1" 4 SR B R
) b f . -1
z . = Z.. € 2z = g, ® z. = )z
) i=1 1J o i=1 jZl 1] j=1 *° j J

Neste caso os estimadores das frequeéncias espera-
das, calculadas sob a hipotese de quase-independéncia, sao

dadas por:

x, (x;+z Az, 4z, ) (X5+zZ .
s N L E R (e,
: X%z, , Y.tz Ty vz ) (x vzl )

ezt RO T P EITT  Lte
s R e e s

2o A
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As expressoes (5.2.1) sao estimadores de maxima ve
rossimilhanca das frequencias esperadas, sob a hipotese de
quase-independencia (Goodman, 1968). Com estes estimadores
obtemos a Estatistica

X. .
Y )
X s
1)

Xid = 23 inj log

1]
que, sob a hipotese de quase-independencia tem distribuigio
limite de x? com 4 -1=23 graus de liberdade. O valor obser-
vado desta Estatistica, para testar a hipotese de indepen-

déncia na Tabela 5.3 & Xi3==140,6, a qual coincide com 0

st calculado pelo primeiro método.

5.2.3 - Tabelas com um Bloco de Caselas Vazias

Consideremos agora o caso em que temos um bloco re
tangular de caselas vazias. Neste caso podemos apresentar a

Tabela da seguinte forma:

TABELA 5.3
- X
Y Z

onde X = {xij},Y='{yij} e Z {zij} sao Tabelas de ordem 1'xc

rxc' e rxc, respectivamente.

Sejam,

T e APt Do Ny it ) B AR g oy NN VAT R sk a B o B R T e R R i




xi= DXpge Xero= I, x. = ) Ixgs
1 ilJ ] jlj ile
z, = (27,525, 5+-.,2 )" vetor coluna

Z,, = (2-1’2-2""’Z~r) vetor linha.

A hipotese de quase-independencia sobre a popula-
¢ao da tabela 5.5 pode ser:decomposta em sub-hipoteses de in
dependéncia sobre as populagées correspondentes as sub-tabe

las 5.5.1, 5.5.2 ¢ 5.5.3.

TABELA 5.5.1
TABELA 5.5.3
211 212 zlC TABELA 5.5.2
Z Z 7 X
21 22 2cC y Z,
: . : Z.*
Zp] 2y e Ly

Sob a hipotese de independencia as estatisticas Xid’ corres-

pondentes as tabelas acima tem distribuicao limite de Xé com d igual a
(r-1)(c-1), (r-1)c' e 71'(c-1)

respectivamente e sao assintoticamente independentes. A so-
ma dessas estatisticas tem distribuigao limite de xé,, onde
d'"= (r-1)(c-1) + (r-1)c' + r'(c-1) e testa a hipotese de qua-

se-independéncia na Tabela 5.5.




O segundo método para testar a hipotese de quase-
independéncia na tabela 5.5 consiste em determinar o valor
da estatistica de’ obtida ao compararmos as frequencias es
peradas e observadas. Neste caso precisamos conhecer as es-
timativas das frequencias esperadas, as quais sao obtidas a
través das relacoes:

. X5, (x 5%z 5) ) y.;0ri.*z5.)

X . A
tJ X,.,*z, A Voot 8,,

R (y: *z.. )(x, ;*z .)z |
g B.. = st b l ) .

*d (y. . +z,.)(x, . +z..)

No caso em que varias entradas da tabela (nao ne-
cessariamente um bloco delas) em uma unica linha (ou dnica
coluna) sao vazias, os métodos apresentados acima podem ser
aplicados desde que as colunas (ou linhas) possam ser rear-
ranjadas de tal modo que as caselas vazias na linha ou colu

na formem um bloco retangular.

5.2.4 - Tabelas com Caselas Vazias na Mesma Linha e/ou Mesma Coluna

Consideremos o caso em que uma particular casela da
tabela seja excluida e assim varias outras caselas na mesma
linha (e/ou mesma coluna). Neste caso a tabela pode ser es-

crita da seguinte forma:




TABELA 5.6
- - | v
- v | x
woly | oz

onde U= {uij}’ X=={xij}, Z=={zij}, V=={Vij}, Y=={yij} e W =
= {wij} sao matrizes de ordem r''xc, r'xc, rxc, r'Xc', r%c

e rxc'" respectivamente.

Sejam, xX. , X

§ s X ., x,,, x,__ , etc. definidas co-

* o

.j’
mo antes.

A hipotese de quase-independencia na tabela 5.6 po
de ser particionada em sub-hipoteses de independéncia nas

subtabelas.

TABELA 5.6.1 TABELA 5.6.3
TABELA 5.6.2
s X U
5 W )’*"*Z*.
Y Z X.*+Z.'k

Os métodos para testar a hipotese de quase-indepen
dencia na tabela 5.6 sao os mesmos descritos nas segoes an-

teriores.

Até aqui tratamos de dois métodos para resolver o

problema de testar a hipotese de quase-independéncia em al-




guns tipos de tabelas. Na proxima secao abordaremos o pro-

blema de estimar interagoes em tabelas incompletas.

5.2.5 = Tabela Triangular

Consideremos a Tabela 5.7 em que as caselas acima
da diagonal principal sao vazias. Esta tabela apresenta a
distribuicao de uma amostra de impressao digital da mao di-
reita, classificada segundo o numero de verticilos e de pe

quenos arcos.

TABELA 5.7
PEQUENOS ARCOS
VERTICILOS
o | 1] 2| 3| 4/ s
| 5 o0 | - | - | - | - | -
| 4 104 | 26| - | - | - | -
3 125 | 38| 7| - | - | -
2 130 | 92| ss| 15| - | -
1 106 | 153 | 126 | 80 | 32| -
0 78 | 144 | 204 | 211 | 179 | 45

Para testar a hipotese de quase-independénciana ta
bela 5.7, consideremos primeiro a partigao desta tabela

nas subtabelas, 5.7.1, 5.7.2, 5.7.3 e 5.7.4.
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TABELA 5.7.1 TABELA 5.7.2
PEQUENOS ARCOS PEQUENOS ARCOS
VERTICILOS VERTICILOS
0 1 2 3 4 0 1 2 3
1 106 | 153 | 126 | 80 32 2 130 | 92 551 15
0 78 [ 144 {204 | 211 | 179 Menos de 2 | 184 | 297 | 330 | 291
TABELA §5.7.3 TABELA 5.7.4
PEQUENOS ARCOS PEQUENOS ARCOS
VERTICILOS VERTICILOS
0 1 2 0 1
3 125 38 7 4 104 26
Menos de 3 314 389 385 Menos de 4 439 427

Os valores das estatisticas, Xid’ para testar a hi
potese de independéncia nas sub-tabelas 5.7.1, 5.7.2, 5.7.3
e 5.7.4 sao:
=118,9376;

=143,8936; =145,3245 e Xi1= 42,1378,

2 2 2
XL4 XL3 XL2
respectivamente. A adicao dessas estatisticas produz o re-
sultado x{,,=450,2332. Neste caso a hipotese de quase-inde

pendéncia é rejeitada ao nivel de 0,01%-

A hipotese de quase-independencia na tabela 5.7 po
de, também, ser testada utilizando a Estatistica da Razao da
Verossimilhanga obtida quando comparamos frequencias espera
das e observadas. Neste caso as frequéncias esperadas sao es

timadas atraves das relagoes:




X. X
~ 1- . ~ I
= *X. s 5 i=1,2,...,5 € j=2,3,000,5 € X, =
ij =y 1Y ! oy
onde
. X541 d
X5, = inj’ X5 7 ¢ v Vigq = T AbBx) ey =1, xey, =1,
4 Lox,oxs,) =
j:l J J
para i <j iij =0.

As estatisticas obtidas pelos, primeiro e segundo métodos

sao assintoticamente equivalentes.

5.3 - INTERAGAO

A hipotese de quase-independencia em uma tabela in
completa pode ser testada, também, através do conceito de in
teracao que sera desenvolvido nesta secao. Este método tem
vantagens sobre os métodos anteriores no sentido de que ele
resolve o problema de testar a hipotese de quase-independen
cia em tipos de tabelas para as quais os processos anterio-
res nao se aplicam. Além disso as interacoes fornecem medi-
das de dependeéncia entre as categorias envolvidas. Portanto
quando rejeitamos uma hipotese de quase—independéncia,esti-
mativas das interacoes nos dao idéia do grau de dependencia

entre as categorias.

Para ilustrarmos o conceito de interagao considere
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mos pij como a probabilidade de ocorrencia da i-ésima linha
e j-esima coluna em uma tabela completa 3x3. Sob a hipotese

de independencia nesta tabela temos que:

Pastas _

(5.3.1) T 1,
532 23

tomando o logaritmo natural de ambos os membros de (5.3.1)

temos:

5.3.2 - : - -

( ) log Py, +log P, ~log Pyy -log P,y = 0.
Representemos por L o primeiro membro de (5.3.2) ou seja
(5.3.3) L = log Poo *log P,z -log P32 -log P23.

Neste caso L € uma interacdo em uma tabela 3x3. Es
te conceito pode ser generalizado para tabelas rxc através

da definicao abaixo.

T C
DEFINICAO 1 - A fungao L(a) = | V q.. . & definida
B i=1 j=1 1J J
como uma interagao de primeira ordem numa tabela de ordem

log Pi

i
1=1,2,...,7; j=1,2,...,cC.

rxc, onde Zaij =§aij =0 e aij #0 para alguma casela (i,3),

O estimador de Maxima Verossimilhanca de L(a) & da

do por:

(5.3.4) L(a) = § Ja..log x..
h



onde Xij € a frequencia observada da casela (i,j3).

A variancia de L(a) & estimada por:

(5.3.5) S?(a) =

e

1j°1]

ij Xij
Sob a@ hipotese de independéncia em uma tabela com-
pleta rxc a estatistica Eglﬁl tem distribuicao de Xé onde
d = (r-1)(c-1). Podemos 2n§gg testar hipoteses do tipo
Hy: L(a) =0 ou construir intervalos de confianca para as in
teragoes os quais nos dao uma medida de associacao entre as

classificacgoes.

Para tabelas incompletas o procedimento & semelhan

te,com as seguintes observacoes:

1) Para as caselas vazias,aij =,

b
~

o)

2) Us graus de liberdade da estatistica € igual ao

0

anterior diminuido do nimero de caselas vazias na ta

bela.

Com o exposto acima podemos tratar agora do método
de testar quase-independéncia por meio de interacao. Para
isto consideremos a Tabela 5.3, excluindo as caselas da dia

gonal, como mostra a Tabela 5.8.



TABELA 5.8
"STATUS' DO "STATUS" DO FIIHO
PAI ELEVADO MEDIO BATXO
ELEVADO = 395 159
MEDIO 349 -~ 447
BAIXO 114 320 -

Seja pij a probabilidade de ocorrencia da casela
(i,j), i =j. A hipotese de quase-independéncia na tabela 5.8
pode ser expressa pela equacao
P12P32%51 _
13732 21

a qual pode também ser escrita por L(c) =0, onde
L(e) = log Pyz +log P, —log P, 5 ~log P32 log P,y
De (5.3.4) obtemos L(a) =0,125 e de (5.3.5)
x S*(a) = 0,0258.

Neste caso a hipotese de independeéncia & testada

T2
por xi =ingl =0,6, a qual nao & rejeitada ao nivel de 0,05,
S (a)

O0s métodos desenvolvidos na secdo anterior nio se

aplicam para tabelas do tipo 5.7.

Goodman (1968) desenvolveu um método geral para es




timar as frequencias esperadas em uma Tabela Incompleta, en
volvendo processos iterativos, muitas vezes, complicados .Con
siderando que,os valores obtidos pelo processo iterativo sdo
os mesmos obtidos pelos métodos descritos neste capitulo,nio

trataremos do método iterativo aqui.




BIBLIOGRAFIA

Bishop,I.M.M. and Fienberg,S.E. - Incomplete Two-Dimensional contingen-
cy tables, Blometrnics, 25 (1969), 118-128.

Chen,T. and Fienberg, S.E. - Two-Dimensional contingency tables with
both completely and partially cross - classified data,Biometrics,30
(1974), 629-642.

- The analysis of contingency tables with in
complete classifieds data, Biometrnics, 32 (1976), 133-144.

Fienberg, S.E. - Quasi-independency and maximum Likelihood Estimation
in Incomplete contingency tables, Jowtnal of The American Statisti-
cal Assoclation, 65 (1970), 1.610-1.616.

Goodman, L.A. - Simultaneous confidence limits for cross-Product Ratios
in contingency tables, Joutnal fo the Royal Statistical Society, S&
rie B, 26 (1963), 86-102.

- The analysis of cross-classified data: Independence,Qua

si-indenpendence, and Interations in contingency tables with or with
out missing entries,Journal of the American Statistical Association
63, (1968), 1.091-1.131.
Grizzle,J.E. and Williams,0.D. - Log Linear Models and tests of indepen-
dence for contingency tables, Blometriics, 66 (1972), 137-156.
Harris,J.A. and Tu,C. - A second category of limitations in the applica-
bility of the Contingency coefficient, Joanal of the American Statis

Lical Association, 24 (1929), 367-615.
-

e o
,:-&» l‘i"f




Hocking ,R.R. and Oxspring,H.H. - Maximum Likelihood Estimation with In-
complete Multinomial data, Jowwnal of the American Statistical Ass0
clation, 66 (1971), 65-70.

Kullback, S. - Information Theory and Statistics, Dover Publications,Inc.
New York, 1968.

Lacaster, H.D. - The Derivation and Partition of x? in certain Discrete
Distribution, Bicmetrika, 36 (1949), 117-129.

Fraser, D.H.S., Nonparametric Methods in Statistics, John Wiley & Sons,
New York, (1951).

PP IR - oSS P s 25 T TS o Tt s et PR Lo SOOI AT LT T TP oy T

DU PR T I N e = D



