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CAPITULO l

INTRODUÇÃO

É muito comum no estudo do ajuste de um modelo aos

dados, nos repararmos com uma situação e]i] que nosso ]nodêlo é

composto de 2 subnlodêlos, por excinplo, duas Tetas, que sc

cruzaíll num determinado ponto, havendo, uma mudança na estou
tuta do }nodêlo

Este problema de mudança de estrutura em regressão
aparece eln vários campos. É comum em problemas económicos

um modelo de regressão para comportamento de mercado pode

mostrar um salto quando a demanda excede a oferta. O ponto

a parti.r do qual isto ocorre terá com certeza um si.gni.fica

do econõmi.co, e sua locali.zação é muito importante

Estudando-se as variações na dcinanda para um certo

produto, poderemos detectar durante qual período a regres-
são que descreve o mercado foi estável, obtendo-se assimuma



base Irai.s fi.Fine para previsões futuras

Também ent biologi.a o fenÕineno é usual. No estudodo

crescimento, assume-se comumente que existe uma relação log-

-linear entre o tamanho de duas partes do corpo e esta Tela

çao permanece, durante Feri'odor estáveis de crescimento. Uma

mudança estrutural nesta relação pode inda.car que nova fase
de crescimento se inici.ou. Saber se durante o pari'odo estu-

dado houve a passagem para uma nova fase do crescimento e

quando i.sto ocorreu, é fundamental

A[go anal,ogo ocorre no estudo do ]nctabo]ismo. Verá

ficou-se que o metabolismo, para vários indivíduos e espg

eles, cresce log-li.nearmente com o tamanho do corpo, duran-

te regimes estáveis e detectar uma mudança pode ser de in-
teresse

Comumente nos problemas i)raticos não sabemos se o

nosso modelo sofre mudança de estrutura ou não, se houve ou

não mudança de regime. E no caso dc haver mudança, em geral

não se sabe onde essa )mudança ocorreu e precisamos estimar

este ponto. Porém a título de introdução vamos estudar como

é tratado uni caso muito simples: o caso em que o fen6mienopg

de ser explicado por 2 Tetas e se sabe quando ocorreu a mu

dança, quer a abcissa exata deste ponto, quer a abcissa do

lq ponto que passa a ser explicado pela 2a Teta. O tratamen

to é o tradi.ci.ona]. e Õ devido a N]] Draper e f] Smith (].966)



l . l . l Po n to d e l nt e rs e cção Co n heci do

Através de ujn exemplo irreal gerado seno erro, va-

!nos verificar como ajustar 2 Tetas, com declives desconhece:.

dos, a um fenõineno, quando o ponto de intersecção é conhec.{

do. Suporemos que foram }nedidas as quantidades de produtos
consumi.dos em uma determinada cidade, nos anos de 1968,1969

1976, obtendo-se as segui.ntes quanta.dados, y, a menos

de uma bons tant e

1 2 , 16 , 2 0 , 2 2 , 2 4 ,26,28

y
28
24
20
16
12

8

4
l l -i.>- X68 69 70 71 7 2 7 3 74 75 76

-4 -3 - 2 - 1 0 1 2 3 4
anos

Figura l.l

Pelo fig.l.l vê-se claramente que 2 retas se aju.!

fenâllleno, sendo 1972 o ano da mudança

Consideremos o ]ilodêlo y = BOyP+ Blxl + B2x2 + É:



Podemos expressar este ajuste usando os dados co

ino na matei.z abaixo, onde x. e x? são 2 vara.áveis '' fantas

NÇ obs
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ponto de intersecção xl:x2;0
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0

0

Sendo ê{ os estilnadores de mínimos quadrados de Bj,
i=0,].,2 as equações normais para o modelo são:

oêo + (-lo) êi + loÊ 2

1 0 êo ''' 30 ê l

lobo ' 30ê2

ÊO : 20

>

O inodêlo é exato, visto que foi criado sem erro. O

estimadorêOéovalorde9emxt;x2 :0, istoé,j é o

ponto da intersecção das Tetas. êl é o declive da la Teta e
ii, é o decli,ve da 2a Teta



1 . 1 . 2 Ponto de IntersE:cção Desconhece.do

Vejamos agora o caso em que o ponto de intersecção

e os declives são desconhecidos. Somente se sabe até que

ponto ajustamos o lç modelo, i.sto é, sabemos a parti.r de
que ponto o inodêlo muda mas desconhece-se a sua verdadeira

localização. Novamente construireJnos um exemplo irreal, exa

to. Para os anos de 1968, 1969...1976 o consumo, y, de um

dado produto, foi, respectivamente

4 8 , 1 2 , 1 6 , 1 9 , 2 1 , 2 3,25,27

Consideremos o modelo

y coxo + Blxl + B2x2 + B3x3 + c:

A nossa matriz deverá ter uma 3a variável ''fantas

ma'',B3' a fim de considerar o salto que aparece na 5a obter
vação.B3 representa a distância verti.cal entre as 2 Tetas
no ponto x : 72, di.stânci.a em que a 2a excede, esta aci.ma,

da la Teta. Caso B3 seja negativo, si.gnificarã que a 2a Te-
ta de regressão localiza-se abas.xo da la . A figura 2 ]nos-
tra bem a situação descrita,



)'

23
21
19
16
12

8

4

lareta 2'Teta
l B .

'» x68 69 70 71 72 73 74 75 76
1 2 3 4 5 6 7 8 9

anos
F4 nlirn 1 '2
x .b zi)u A w .l. + A

A matriz será então

Nçobs xo
1 1
2 1

xl x2 x3
1 o o
2 0 0

y

4

8

1 2

16

19

21

23

25

27

003

04

0 l5l5

l l5l6

7 1
8 1
9 1

5 2 1
5 3 1
5 4 1

Note que hã uma pequena diferença nas colunas x] e

x2 em relação ao exemplo do item 1.1.1, porém o exemplo do
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1 . 2 A

Íteln 1.1.1 poderia ser escrito de altaneira análoga a este

Aqui .BO é o intercepto da la Teta

As equações normais serão

-, declive (b ll Teta

-.> declive de flreta

O si.nal negativo de ê3 e o fato de que êi > B2' tB
di.cam que o ponto de intersecção das 2 1i.nhas está ã esquer
da do 5ç ponto.

Isto ocorre reallllente quando xl 4 , 5

PROPOSTA DO TRABALHO

O caso descrito nestas linhas prelo.minares tem co
n\o objetivo situar melhor o problema. Porém, conto já disse-

mos, geralmente, na pratica, não se não sabemos.onde houve

mudança de estrutura, no modê],o, como nem sequer sabemos se

houve mudança ou nao.

Nossa proposta é estudar o ajuste de um modelo aos

dados quando telltos razão para supor que em determinado mo-

ntento o ]nodêlo muda de estrutura. Faz-se necessário então ,

antes de mai.s nada, testarse omodêlo permanece estável ou

9êo +   + l oli, + sês   15 S   B0:0

35B0
+

15 5ê l + soê . + 25B ,J   695    
iodo +

50B l
F

30ê 2 + toê ,J   250    
5B0 +   + l oê , + sês   115   l!,:- lJ



sc houve }nudança de estrutura, e, caso seja aceita a hipótg.
se de que houve mudança, estimar a localização do ponto de
mudança

Não trataremos da importante questão de escolher en

tre vários modelos de regressão. Assumiremos que nosso modo

lo, com suas possíveis mudanças estruturais, faz sentido ,

mesmo que possa existir outro modelo, isto é, uma regressão
de outro tipo que também se ajustaria aos dados

Para íuaior facili.dade de lei.tuta, colocamos noapê3
doce muitas demonstrações, deixando nosso apêndice talvez

muito volumoso, porém despojando a la leitura de quebras e

interrupções, tornando-a assim no nosso entender, mais cla-
ra c didática

No intuito de alcançar nosso objetivo, nos propuse

mos lltostrar estudos de vãri.os autores sôbre o problema da

mudança de estrutura

Prijnei.lamente veremos o enfoque de 2 autores E.S.

I'age(1954) e Bro\.rn et al. (1974), para o problenta de testar

a estabili.dado do modelo, cada enfoque tendo sua indicação
especz'fica. A seguir desenvolveremos um teste localmente iniis

poderoso para testar a mudança

Caso uma mudança seja detetada, cumpre-nos estimar

o ponto onde ocorrera mudança. Para tal estudaremos a pro-

posta de 2 outros autores, R.E.Quant(1958) D.J.fludson(1960)
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pJ-tulo

Ainda tecerelnos comentários sobre alguns recente ar

tidos sobre o assunto, alguns enfocando a di.stribui.ção assim

tÕtica do está.]llador do ponto de mudança

retalhando mais, vamos expor a proposta de cada ca-

Capítulo 2: Considerando uma amostra aleatória de observa-

ções independentes, na ordem em que sao obtidas,

forneceremos uJn teste, deva.do a E.S.Pago (1954) , que nos pe.!

mate feri.ficar se as observações provem da mesma função dij.
tribuição, F(x/o), contra a alternativa de que x.,...,x. vêm

de F(x/o) e xt.+l' .'. xT vêm de F(x/o'), o # o', caIR tO deg-
conheci.do. O teste é desenvolvido para o caso em que o é cg
nhecido e O' não, fato comum na pratica. Introduziremos aqui

o conceito de SOhIAS CUNÍULATIVAS (CUSUhlS) , técnica retomadapor
vários autores

()

Capítulo 3: Estudaremos a estabilidade no tempo em relações

de regressão, de acordo com a proposta de Brown,

Durbin e Evans (1975) que, para realizarem o teste usaram

tainbéin uma técni.ca baseada em SOl\IAS CUI'lULATIVAS (CUSUMS) e

ReslPduos Recursivos

Capl+tulo 4: Seta aqui. desenvolvido um teste localmente mais

poderoso para testar a hipótese de que um coefi-

ci.ente de declive, em um modelo li.l)ear, numa série temporal,

é estável, contra a alternativa de que o declive muda exata
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mente uma vez em algum lugar na serie. A proposta se deve a

John Farley e Melvi.n J. Hinich (1970)

CaplPtulo 5: Uma maneira de estimar os parâmetros de uln riste

]na de regressões lineares obedecendo a 2 regimes

separados é aqui apresentada. Como apesar de se supor a

existência de 2 regimes, isto é, unia mudança de estrutura ,

não se sabe a abcissa do ponto de mudança de um submodelo pg
ra outro, será inda.cado uin método para estima-la: determinar

o está.dador de maxi.]na verossimilhança, baseado no exame dure

to da função de verossi.milhança. O assunto foi. tratado por
Richard E. Quant (19S8)

Capa'tule 6: Estudaremos a solução proposta por Derek J. llud-

son (1966) para a si.tuaÇão em que a curva coJnplÊ

ta consiste de 2 ou mais submodêlos uni.do-se em pontos cujas

abcissas devem ser estimadas, apresentando-se a solução de
iiiÍnimos quadrados global

Capítulo 7: Neste capítulo, alguns trabalhos recentes que dg
scnvolveram iTtais aprofundadantente as técnicas a-

qui expostas são apresentadas



CAPTTUL0 2

7 i ThiTD n niir Ãn
y r \ -.'

Dcsenvolvelnos neste capítulo uln teste para detectar

se ]louvc ou não mudança num parâmetro de uma distribuição

Será o lç' passo para atingi.r o objetivo fundamental deste

trabalho que é estudar a mudança ein funções de regressão.EB

tretanto o capl'tulo aqui desenvolvido é de fundamental im

portância como introdutor de técnicas denominadas SObrAS CU

blULATIVAS (CUSUhlS = CUMULATIVES SUblS) , técnicas estas poste

riorlllente retomadas por vários autores no estudo do nosso

problema e amplamente recomendados. O teste deve-se a Pago

(1 9 54)

2 . 2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Consideremos uma amostra de observações indepen

cientes, na ordem ein que são obtidas
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Querentos testar

llo

Ha

Todas as observações são retiradas de uma mesma popa

loção com função de distribuição F(x/O) ,O conheci.do

xl' ''. xtn vêm de F (x/O) ;

xT vêm de F(x/O') o # o

0 , o parâmetro em questão, aqui. será a média

Se tn fosse conhecido feri.a em problema direto de
teste de duas médias. Estudaremos o caso de t. desconheci-

do. O teste é proposto para o caso do parâmetro O ser co

nhecido. Como jã foi dito suporemos que o parâmetro sob

consideração é a média

O esquema proposto por Pago consiste em tomar se
]nas cuinulat ovas (CUSUbíS) ,

Sr
j=1- (xj'o) e com S0:0

r
0<r<T

Diremos que houve uma mudança no parâmetro quan
do

S r min S. > h1 -0<i < r '

isto é, quando o calni.nho antostral alcança uma altura h aci.

]na de seu valor lnt'nimo anterior, o que é intuitivo.

O teste dc signifi.canela é baseado na estatl'stica
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niax
0<r<T

}
{s minr l0<i<r

Rejeita-se Hn se m:h, sendo h um valor crítico

O presente teste é uma forma truncado do esquema

de inspeção, sendo então suas propriedades di.fáceis de cal
cular

Um caso parti.cular, que não oferece tanta dificul

date, é aquêle em que as observações são vara.ágeis bino

moais 0 ou 1, e- que veremos a segui.r

2.3 - O TESTE CUSUm DE PANE

Consideremos um teste para o caso geral usando va
dáveis binomi.ais. Para i.sto faz-se y; :: a, se x:-0:0 e

' l ' l

yj : -b, se xj-0<0 c escolhe-se a e b (>0) tais que

E(y:/o) : O (i;l . . . T)

Com a estatÍsti.ca

Os,5T is,'O:::,Si} ''d' 'g''; S;:j::yi'

r
n] se:o

rejeita-se f10 se m>h. Para simplificar ainda mais conside-

remos solllente o caso onde a distribuição de xj é simétrica

e desta forma poderemos tomar a;b=1. Então yl reduz-se a
y] = sinal (x: -o)



Vamos avaliar as propriedades do teste. Chainemos

P

Pr,i:probdelnr;i com todososm anteriores in
fcriores a h, isto é,

Pr,i. : P(mr;i)(j. = 0,... h-l) e ms«h
para ISs5r

A probabi.lidado de que f10 seja rejei.tapa é

( 2 . 1)

Façamos P(yi : 1) : p : l-q. Considerando o resu
da próxima observação, tentos as relações

Pr+1 ,0 ; q(Pr,0

Prol,i : P'Pr,i-l+qPr,i+l

Prol,h-l : P'Pr,h-2

Em notação inatri.ci,al isto nos dá

onde IP é a

0 0
0 0
0 0

l

tado

l<i<h l

matrizProl Pr

m ininr r l0<i<r

q q o o
o q

o P o q
o o o o
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Inici.almente

o , i # o * ' li l
Usamos implicitamente o fato de que lnr são varia

veia numa cadeia de blarkov, com h estados. Claro esta que

(2 . 2)

Sob Hn ' p : '7 : cte

O poder do teste depende tanto do valor de p após

a mudança quanto da posição da mudança. Se a Prob.(y.i=+1)é

constantemente i.qual a p, de tal sorte que a mudança pode

ser considerada como tendo ocorrido imediatamente, a probg.

bili.dade de que HO seja rejei.toda em uma amostra de T ob
servaçõcs é dada por (2.1) e (2.2) com r = T. Se a mudança

ocorre após a k-õsitna observação, o valor de Pv a ser usado

em (2.1) é dado por PT : P2'k ]pk p0' onde PI e IE)2 são obt.i
dos da matei.z ]P com p = 1/2 e p = p, respectivamente.

Estes conheci.mentos nos permitem criar tabelas que

relacionem valores de h e T (tamanho de amostra) para os

qual.s as probabilidades de êrmo tipo l seja a, e nos perm.L

tem coiitparar o poder deste teste para um determinado p,com

o poder de outros testes, mostrando suas vantagens

A tabela 2.1, retirada do trabalho de PAGE(1954 )
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nos fornece valores de T e h para a 0 ,0 5 e a o ,01

TABllLA 2.1

Tabela de valores de T e h

05 cl= 0 , 0 1

T

21

26

31

36

41

47

54

60

67

h

10

11

12

13

14
IS
16
1 7

18

T

75

83
91

100

119
139

161
185

h
19

20

21

2 2

24

26
28
30

T

20

2 7

35
43
53
64
76

89
103
118

h

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

EXEMPLOS

4 . 1 Exemplo l

IKlostraremos o procedimento que deve ser seguido l

través de um exemplo empírico obtido pela geração de uma

amostra aleatória J-torinal. Foi construído uma amostra de 40

observações, as primeiras 20 tendo inÕdia 5 e vara.anciã l,e

as Últimas 20, com medi.a 6 e vara.ânci.a 1. Testaremos

fHn : U = 5 constantemente

jni : u > 5 para xt.+l'.'xT
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Na tabela 2.2 encontraill-se os dados e as estatÍs

ti.cas necessárias para o calculo do teste

TABELA 2 . 2

NÚntero da
Observação

Valor
de xl

= sinal
(xi-5)

l
2

3

4
5

6
7

8
9

10

3,95
5 , 96
6 , 2 2
5 , 5 8
4 , 0 2

l
l
l
l
l

4 ,9 7
3,46
4 , 2 9
4 ,6 5
S , 6 6

l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l

11
1 2
13
14
IS
16
1 7
1 8
19
20

5,44
5 , 9 1
4 , 9 8
3 , 5 8
5 , 26
3, 98
4,19
6,66
6 , 05
S , 9 7

21
2 2
2 3
24
25
26
2 7
28
29
30
31
32
33
34
35

7 , 1 4
6 , 2 2
4 , 76
6 ,60
5 , 7 2
4 , 88
5 , 44
5 , 03
5 ,66
5 , 56
6 , 37
6 , 66
5 , 10
5 , 80
6 , 29

36
37
38
39
40

5 , 49
4 , 93
6 , 18
8 , 29
6 , 84 1 7
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O maior valor de Sr -.mi.n Si' no exemplo, é 17.Vg0<i.< r
rifica-sc através da tabela (2.i), que para T = 40, 17 é
o valor de h para aproxi.]lladainente ].çü como valor de a. Pode

mos ainda ti.rar uma outra indicação deste teste. A posição

do Último zero de Sr -.mi.n Si é um estimados, viesado, da0<i<r
post.ção da mudança. Nesile exemplo suspeitamos que a mudan

ça ocorreu perto da 17a observação. (Na reagi.dado ocorreu
após a 20ü)

2.4 .2 - E x amplo 2

Vamos estudar agora o caso em que sc quer testar

sc todas as observações podem ser expressas pelo modelo
yj :a + Bx

Os dados agora foram gerados da seguinte maneira

Produziu-se uma amostra de 9 elementos dos quais os quatr

primeiros foram gerados por y : x e as 5 ultimos por
2,7 + 0 ,lx

l

0

Os erros acrescentados são v.a.i. normalmente di.s

tribuÍdas com média 0 e variância (0,03)2. Estes valores en
contrai-se na tabela (2.3)

Queremos testar

O }nodêlo y=x se ajusta aos dados todos

Hã uma mudança, após um ponto desconhecido, para uin

novo inodêlo aue também se descnn}tece
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TABELA 2.3

y sob HO
0

l
2

3

4

5

6

7

8

si.nal
de

y-yiX

0

l
2

3

4

5

6

7

8

y
o ,o l
l,o l
1 ,99
2,9 2
3, 10
3, 21
3, 29
3,4 2
3, 51

TABELA 2.4

Es tatÍsticas necessárias para
se efetuar o teste

.a8"'.
Sy-y r

blesmo nossa tabela (2.1) não nos fornecendo valo

res de T menores que 20, extrapolação grosseira nos daria

para T;9 e h:7 e temos sinais evidentes de que se rejeita

H0' Como o Último zero em Sr- min Si se encontra no local
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correspondente ã 2a observação, temos urna estimativa ''vie

fada'' do ponto de mudança, após a 2a observação

2.5 - OBSERVAÇÕES

2.5.1 - Devemos tomar alguns cuidados ao testar ajustede

modelos por esta técnica. O teste proposto por Page é un.}
lateral, isto é, testados no ex. se a ]nédia é constantemep

te = o ou se a partir de tn+l, passa a ser d>o . Sc qui-
serJllos tes tar

Íll.: H = O constantemente
l v

lnl: p < o para xtn+l'''xT

isto Õ, se se suspei.ta desta mudança, o que se pode verá

ficar através de um estudo gráfico previ.o dos pontos(x,y),

deverialnos fazer nosso teste tomando o valor de yj= sinal

(0-xl)

Neste exemplo, através de um estudo gráfico, vi-

se que o declive da 2a Teta é ]nenor, ficando ela abaixo

da la Teta. DaÍ termos talhado yj : sinal (y-y.i). Se não

tivéssemos feito nenhum estudo prévio, e tomãssentos yi

sinal (yl-5;) teríamos o exemplo assim desenvolvido

TABELA 2 . S

x. 01 234 56 78

S . 1 2 1 0 - 1 -2 - 3 -4-5
S - ínill S. 1 2 1 0 0 0 0 0 0

l

r l
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comi zeros de un\ ponto em diante, vi.sto que os Sr finais
são todos negativos. Isto ocorrendo deve imediatalnenUnos

sugerir a retomada do problema com yi: sinal (y-yi) como
feito anteriormente

,/
............l:;:;;'''''v

,,,,''/ . 0,888+0,402x

2 3 4 5 6 7 8 9
]:igura 2.1

2.5.2 - A técni.ca de Pago é usada quando o parâmetro O,
inicial é conhecido, no caso de teste para mudança de dij.

tribuição, ou, para quando se conhece o submodêlo inicial
para o caso de estudo da estabilidade de um modelo de re
pressão. Se não for este o caso, isto é, se para o exem-

plo que acabamos de estudar desconhecesselnos o sublnodêlo

y=x,inicial,talvez nos inclinássemos a proceder da seguia
te forma

TestarÍamos a

E(y/x) constantemente

[la uma mudança em a]guln ponto desconhecido,
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através da análise do resíduo fornecido pelo ajuste da rg.
ta de mínimos quadrados usando o conjunto de todos os da

dos. A Teta assim ajustada, é j' = 0,888 + 0,402x, prodg
findo os números da tabela 2.6

TABELA 2 . 6

x l y

0 1 0 , 8 8 7S 6
1 f 1 , 2 2 9 s 6

2 1 ,69160
3 2,09 5 50
4 l 2, 49 5 5 0
5 2 , 89 75 5
6 } 3 , 29 9 5 5

7 l 3 , 70 1 5 5
8 [ 4 , 10 35 5

S -min S.r l

0

0

l
2

3

4

3

2

l

Entretanto veremos que esta não é uma boa manei

ra de proceder visto que os efei.tos residuais da mudança,

que se espalham sôbre todo o conjunto dos resíduos, vão

influir de tal forma que seremos levados ã decisão errada

Pela tabela (2.6) vemos que não se pode dizer que haja

evidências dequew possa rejeitar 110' o que nos leva real
mente ã conclusão errada

No prÓxiJno capítulo nos deteremos na explicação

de uma maneira de resolver litelhor o problema que surge
quando desconhecemos o submodêlo inicial
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CAPÍTULO 3

TNiTP n niir Ã n
u w\yl%u

Neste capítuJ-o usaremos a técnica apresentada no

capa'tulo anterior (CUSUblS) para detetar mudanças em funções
de regressão, para dados em série de tempo. Como vimos no

capitulo 2, para se usar as técnicas de Pane é necessar:toque

se conheça o parâmetro o, inicial, ou, em caso de ajuste de

]nodêlo, é necessãri.o conhecer o lç submodêlo, que se ajusta
ã parte inicial dos dados. Com as técnicas desenvolvidas a-

qui, isto não é necessário.

O teste,que é devido a Brown et al(1974/5),baseia
se na soma cumulativa dos resíduos recursivos

Ini.daremos com uma definição: Resíduos recurso.vos

são resíduos padronizados da regressão ])ara cada observação

yt' sendo os coefi.ci.entes da regressão calculados das t-l

observações anteriores, yl' ...,yt-l para t:k+l,..., T, onde
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k é o número de regressores e T o número de observações

Sob a hi.pótese nula HO de que não houve mudança,

veremos que os resíduos recursivos são não correlacionados,
com média zero e variância constante, e se ainda mais as

suinimos normalidade, serão independentes, o que levara a

uma si.mplificação no nosso trabalho. DaÍ a definição de
resz'duos recurso.vos. Outros métodos de transformar resÍ

duos de mi'nimos quadrados em variáveis N(0,az), indepep:

dentes foram dados por vários autores, como Theil (1965,

1968) e Durbin (1970). Entretanto, os resíduos recursivos

])arecem me].homes para detetar uma mudança no modelo duran
te o tempo pois, quando uma mudança ocorre, devido ã sua

propri.a definição, espera'se que sinais desta mudança sg
jam logo vi.síveis

Jã com outros métodos, colho um tratamento com

resíduos ordinários de mínimos quadrados, ou mesmo com CU

SUI.tS destes resíduos, acontece comumente que os efeitos r'e

si.dual.s da mudança se espalhem sôbre todo o conjunto dos

resíduos, impossibi.li.tando mesmo detectar a mudança. Foi o
que ocorreu no exemplo do capítulo 1, quando supuselnosque

ó modelo inicial era desconhecido, e ajustando um modelo

Único a todos os dados, entramos com a técnica de Page

O teste aqui apresentado deve ser visto mais co

üó tisna feri'amenta, ali.ãs poderosíssi.ma, para detectar mg
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danças, do que como um teste formal. Baseia-se fundamen-

talmente no gráfico dos CUSUNIS dos resíduos recursivos

como função do tempo

DESCRIÇÃO DO MODELO

O nosso inodêlo de regressão é

yt ; :t Bt + ct t:l, ... T

onde, no tempo t, yt é a observação da variável dependem

te e !t é o vetar coluna das observações em k regresso:re:s

It e suposto sem erro. O valor dos parâmetros, Bt' é e2.
coito caiu o subscrito t para indicar que ele pode variar

com o tempo.

Xat

xbt

Bat

Bbt

yl

y2
:t Et

xkt Bkt yT

Vamos supor que os erros t:t são v.a.i
T. A hipótese nula será

Íêi : É2 : . .. 11T : !

1 2 2 2 2
lal ; a2 : ''' aT : a

No momento estaremos apenas preocupado

)

S comi a

N(O

t:l

primeira
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parte da hipótese, isto é, estamos mais preocupados cm
detectar di.ferenças entre os B's do que entre os ois

3 . 3 RESÍDUOS RECURSIVOS E SUAS PROPRIEDADES

Sob H0' denotando por br o estimados de mínimos
quadrados de B, baseado nas primeiras r observações, tg.

mos para 1?.. a expressão

. IZ:} : (y:,

br : (Xr Xr)''Xr Xr onde lxr = lll,

r.l

isto é, X;. é a matriz retangular composta dos vetores das
observações nos sucesso.vos tempos 1, 2, ... r

A matriz X;Xr e sul)testa não singular. Assim, pg
ra r = k+l,..., T temos os resíduos recursivos l.r dados
por

r

y, - :; b,-i

.4:E;l. :;:b
onde

*;-: : l::, :r-l

Vê-se que o resíduo recursivo WT' é a previsãode

êrmo padronizado de yr' quando previsto através (]eyl'..yr.l
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prole l edaaes de wr

1) Sob 110 ' wk+]. wT sao v'a N (0 , a 2)

2)(X;Xr)']:(X;..IXr.l)']- ÇT;.]Xr-])'llrlr(Xr-]Xr-].)'l
l ' l;(X;.IXr.l) "lr

D b; br-i '- (X}Xr) (yr - 1; br-l)

4) Sr S;-l ''' w; k + ] , . . . , '].

onde Sr e a SQR depois de ajustar o ]nodêlo às primeiras r

observações, assumindo llÍ] verdadeiro, isto é,

/

S (yr-Xr bry (yr-Xrbr)

As propriedades 2, 3 e 4 são relações rccursi.vas
para facilitar os cálculos. As provas se encontram no
apendice A-A. l

TES TE "CUSUM''

Se í3t Ó constante até t=tn e difere deste valor

a parti.r de t >t0' os wr terão média zero para r até t=t0'
iras, terão média não zero para t>t0' Isto sugere o exame

do gl-ÉÍfico dos CUSUblS
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}V = -} j=k+l j para r: k+l,...,T

.2 STa
T-k

c oll\

Queremos um teste para determinar quando o cama

nho alnostral de IV, desvia-se de sua média, E(IV,);0. Uma

manei.ra será.a encontrar um par de linhas simétricas acima

e al)ai.xo de }Vr;0, de tal sorte (lue a probabilidade de cru
zar uma linha (ou ambas as linhas) seja a, um nível de

signo.ficância pré fixado

l)as propriedades dos wr sob 110' a sequencia Wk+l'

, IVr é uma sequência de variáveis aproxi.madaJnente nor
mais tais que

E (IVr) :0 , Var(IVr) :r-k e
Cov(IVr ' IVs ) :min(r , s) - k

como boa aproximação

Para derivar o teste aproxima-se IV. pelo proce!L T x JL -

se Gaussiano (zt) com os parâmetros acima. Este é um prg
cesso Browniano partindo do zero no tempo t:k

O par de Tetas simétri.cas seta escrito na forma

y= :ta ./;i;::'R t --:g$= (t-k) onde a é uma constante a ser de

terminada para que o nível de significância seja a

Daremos abaixo uma tabela devida a Brown, Durbin
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e Evans (1974) que relaciona a e a, cuja determinação bg
soou-se em resultados conheci.dos sôbre movi.mantos Bro\Ma

nos. Vice apêndice A-A.2 onde a determinação das duas re

tas esta explicada

Assumiu-se, o que Ó justa.ficável, que a probab.{

lidade que IVr cruze ambas as linhas é negligenciável pg
ra valores de Q normalmente usados

TABELA 3.1

0 ,0 1 a = 1 ,1 4 3

0,0 5 a = 0 ,948

0 , 10 a = 0 ,8 50

Procede-se da seguinte maneira: Fazemos o grg.
fico dos CUSIJb4S como função do tempo e verificamos se o

caminho cruza ullia das Tetas y= Êa/'T:F:t 2a (t-k). Se

isto acontece rejei.ta-se Hn
k'1'

3.5 - E XE mP LO

O próprio Durbin forneceu-nos ujn exemplo levado

a efeito no Statisti.cs and Business Rescarch Department

of tlae Post Offi.ce onde uin ]nodêlo de regressão foi desen

volvido para explicar o cresciltlento no número de telefo

nelnas locais (isto é, diferenças entre o número de chama

das eln anos consecutivos) em termos de um modelo linear
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envolvendo uma constante e 4 variáveis independentes
saber

a

1) uma med:ida da atividade economica;

2) número de telefones residenciais;

3) priiço de chamadas locais
4) preço de telefones reside nciais

Dados de 1950/51 até 1971/72 foram medidos, suspeitando-

-se de um aumento de chamadas locais ejn 1964/65, sendo de

i.importância fundamental para futuras previsões i.nvesti.gar

a estabi.li.dade no tempo

Daremos os gráficos dos resíduos ordinários de

ilti'nilnos quadrados Fig. 3.1, dos CUSU}.{S dos resíduos de mÍ

nimos quadrados Fig. 3.2 e dos CUSUhlS dos rcsi'duos recua

sivos Fi.g. 3.3. Estes gráficos vão mostrando evidências
crescentes de instabilidade

150

100

0

-50

100

ISO

'iiiivÍi\''iii''iil"'"ií ob s e rvaç ão

Finura Resíduos ordinários de mini.mos quadrados
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observação nç

Fi.Bufa CUSUhíS dos resíduos ordiná
ri.os de mz'milhos (quadrados

\

0
6

/

/

8 io iz 14 l 16 18 20V obsc ovação n9

2

.3

4
\

\\
q''\.

q
\

Fj allT8 CUSUMS dos resíduos recua
uIVos
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1.0

0.8

0'6

0.4

0.2
../

14

ol,,':/ - ' l l
' observação nç

196{/65

Fj l llr n CUSUbÍS dos quadrados dos resz'duos resur
Silos

Não se vê sinal de instabilidade até o ano de 1964/

/65, havendo sinais de instabi].idade após êste ano

Entretanto não se alcança o nível de significân-
cia no gráfico dos CUSUblS dos regi'duos recurso.vos

A figura 3.4 mostra o gráfico dos CUSUhdS dos qug
arados dos resíduos recursivos, S. onde

1 2E \ '

s = j:k+l J1 2E w'
j=k+i J

Este teste gráfi.co é um complemento ao nosso teste ante

)k+l T
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ri.or e segue no seu desenvolvi.mento as mesmas linhas do
anteri.or

O grãfi.co 3.4, nos dá mais mostras da evidêncb
de instabi.li.dado depois de 1964/65, atingindo o nível de

si.gnifi.cânci.a de lço. O fato da significância ser atingi

da pelo CUSUbl dos quadrados dos resíduos recursivos, mas

não l)elo CUSUb{ dos resíduos recursivos, sugere que a ins

tabili.dade pode ser deva.da a uma mudança na variância re

sidual, )nai.s do que nos coeficientes de regressão. Entre

tanto, posterior analise através de regressoes que se mo

vens, que definiremos a seguir, demonstram o contrario

Colho verificou-se posteriormente que a previsão

para 1971/72, baseada dos dados até 1964/65 era muito

próxima do realmente ocorrido, a decisão tomada foi igng
rar os estimativas suspei.tas entre 1964/65 e 1971/72 e

ajustar o modelo aos outros dados para futuras previsões

Ê ainda deva.do a Durbin um outro teste que aqui
brevemente: Regressões que se movem

Para fazer este teste ajusta-se a regressão a
uln curto segmento de n observações sucessivas e ]llove-se

este segmento através da séri.e. O gráfi.co dos coefi.cien-

tes resultantes, contra o tempo, nos dão mais uma manei

ra de detetar mudanças

Aléiii disto, com êste método, a variânci.a resi

CJ.tarenlos
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dual estimada pode ser computada e colocada num gráfico,

para investigar a constância de a'. O teste encontra - se

desenvo[vido no artigo de Brown, ])urbin e Evans (1974/79

Juntamente com os outros dois testes vistos nes

te capítulo temos em mãos uma arma eficaz para detêctaJ-lnu

danças
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CAPTTUL0 4

TNiT D n niir Ã n
J. l V 1 1 \ LJ LJ LJ \r l ILJ

Trata-se aqui, como nos dois capítulos anteri.ares,

de detectar se houve ou não mudança em ]nodêlos de regressão

Aqui procuraremos um teste localmente mais poderoso para ij.
to. O teste é desenvolvido para o caso especz'fico de testar
a hipótese de que o declive de um modelo li.near, numa séri.e

de tempo, hão muda, contra a alternativa de que o parâmetro

muda exatamente uma vez. É um teste senso'vel, i.ndicado ain

da quando a mudança potenci.al é pequena relativa ã variân-

cia do êrmo. É deva.do a Farley e Hinich (1970) e seta desCE

volvi.do a segui.r, sendo baseado no pri.ncípio da máxima ve
rossi.milhança

4 . 2 MODELO DE ANÁLISE E DESENVOLVIMENTO DO MÉTODO

O modelo básico y,.. 11; 1it ' ' t aqui. será escr].to
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yt:at+BtXt+ct' t:l,... T, uma simples Teta, sendo x uma va

riável suposta medida sem erro, e ct' v.a. i - N(0,a2). Tg
mos ainda

.* : {=*:';.::::::, ia se l5t5T0

't : ta.õxTo se TOSt5T

O ponto de mudança TO é uma v.a. que vamos supor
ter distribuição uniforme

. Sem dúvida poderi'amos pensar em outra di.stribui

ção para T0' se tivessemos alguma i.nformação previ.a sôbre
a distribuição do ponto de mudança, o que, i.nfelizmente,em
geral não ocorre

Assim, a probabilidade é suposta igualmente di.s

tribuída para qualquer um dos pontos, isto é,

P(T0:to) : T tO : 1,.. T

Tentaremos

llo Não há mudança de declive,

Ocorre uma mudança de tamanho .5 eln T0:t0
Sob H.

EO(Z) : al + BI onde 3 e y são os vetores colunas das ob



ões e l é um vetar coluna formado de uns

Se um salto ocorre, de tamanho ó, quando T0:t0
sendo EI( ) a esperança calculada sob HI

EI(Z'IT0;t0) : al + BI ' õ!(tO) onde

3(tO)' : (0,...0'xt0+l'xt0'

perança incondicional seta

EI(Z.) : i sE: EI(X l To:s):' !'BI' 6 ;x: !(s)

Vamos definir

H, l j::(x2-xj) ' ' ' t' j!:BT-xj))

Assim

EI(X) : .! + B: ' õo

Ora, sob f10' a função de verossi.milhança se

fO (Z) : (2na2)''2 exp - ;:7 (Z-!) ' (Z-!)

servaç

ra

Sob H.

fl(z):(2Ra2)'7sTIT-l expl - l(zl-E-õ!(s)) '(z-E-6:(s))j
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A razão de verossimilhança fl(y)/fO(y) é então

u-n '!b)- $ !m ',ul
T .l

À (y/« , B , ó) : E T'"s=l

Expandindo À em torno de ó:o

À:l. s:: ' (X-E)'!(s)'0(62):l. Ó(y-u.)'9' 0(62)

Trocando a ordem de o e Zl-y, a aproximação de la

ordem para o teste da razão de verossi.milhança é um tes

te que rejeita Hn se

S : 9'(y-a!- í3:) for significantemente diferente
de zero

Para a,B, 6 e aZ fixos o teste é localmentenuis

poderoso ã medida que 6-,0. (Capon (1961) mostrou que um

teste localmente mais poderoso, sob certas condições, de

regularidade para a função distri.buição da população,que
no nosso caso estão preenchidas,. é assintoticamente efi

ci.ente comparado com o teste da razão de verossomilhança)

Os parâmetros a e B são em geral desconhece.dos.

Vamos estima-los usando esticadores de mínimos quadrados

sob H0: a e B. Eln notação matei.cial temos, (segundo Sear
le)

s : g' (y

A é a matei.z:

li11) : g' (l-A)y, onde
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+ (!!') ''' ;i;tl:=q-i) q-8r

i tendo como cada elemento a média aritméti.ca da

variável explanatÓria, i.sto é, tendo i= + (!'!) como cg:
da e].einento

EO(S) : 0 vi.sto que & e i! são não viesados

Ei(S): ó9'(i-A)9 ; '''Vo(S) : 9'(l-A)9

.'2V:(5) : 9'(i-A)9 ' O(3{/': .'2V.(S).O('â7)

Vede provas na apêndice B

Sob Hn, 5 é normalmente di.stribul'da com média 0

e variânci.a VO (S): g' (l-A) g

Dado um salto em TO : t0' S é normalmente di.stri

bui+do com média óg'(l-A) !(tO) e variância VO(g). Logo

sob HI' a distribuição de 5 é uma média sobre tO destas
dista'ibuições normais, que em geral é multimodal

Ao nível de si.gnificância a, HO é rejeitada se
lsl» '.,. . Á';t'Í':''Ã5'g.

Acontece porém que na maioria dos casos a2 é des
conhecida. Então usamos seu estirador usual

a

s2 : 1 tT]. (yt-a- B xt)2 1 ZI'(.i-A)Z

Sob Ho
T-2
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Dada uma mudança em TO : tO

(T- 2 , À)
a

x = .7 õ2 .(to) (l-A) :(to)

onde À é parâmetro de não centrali.dado

Entretanto S e s são correlacionados mesmo sob

110' e então a distribuição de S não é uma distribuição

de Student. Entretanto sob HO s2 -.> a2 (s2 tende em pro-
babilidade a az) ã medida que t-*m'

Então . .

P;ob --

l ; .C':ãaN '/21
-» a

' ' l

4 .3 - EXEMPLO

Através de um exemplo veremos o uso do teste.Pa

ra maior compreensão dos métodos, usamos o mesmo exemplo
do capítulo 11, parágrafo 2.4.2 - Exemplo 2

Como sabemos, pela maneira como os dados foram

gerados, temos duas Tetas, isto é, hã uma mudança no dg.
clave, que sabemos se si.tua após o 39 ponto. Vamos verá

fi.car que o nosso teste detecta uma mudança (os erros são
supostos v a i. - N(0; 0,03)). Temos

Z.'=(0,01;1,01;1,99;2,92;3,10;3,21;3,29;3,42;3,51)
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!' : (0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8)
Fazendo os cálculos tereiltos

(o ;4-(i) ;é'(i'2) ;é'(1'''2'3); . . . . ê'(i'i'''s'''4'''s'ó+7'8))

(0 ; 1 ; 3 ; 6 ; 1 0 ; 1 5 ; 2 1 ;28;36)

1 1 . . . 1 l I'- 4 l
. 1 . 1 - 3 l

i i ; ' ( : l:- -...-i

8

A

9' (i -A) 9; i4S,OZ

a = 0 ,0 3

(l-A)y : 245 , 13

Prob Ü

./o ' (l-A)i' 'z
10

Z 'a ./Õ"Í'(Í:lATa = 1,645.0,03../143 2= 0,S9 . Como

ISl> 0,59 . Rejeita-se H0' isto é hã uma mudança no declive
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CAPITULO S

TfxiT p n nilr'Ã n

É obvio que uma vez detectada uma mudança no mo

dolo, cuntpre'elos estimar em que ponto ocorreu esta mudan

ça. Neste capítulo estudaremos a proposta de Quant(1958)py

ra determinar o estimados de máxima verossimi.Ihança do

ponto de mudança, em relações li.neares

5 DETERMINAÇÃO DO MDDÊLO E DESENVOLVIMENTO DO MÉTODO

Temos um total de T observações, xl'.'' xT
nosso modelo toma a forma

0

al + BI xt + cl para t5t0

yt; a2 + B2 xt + c2 para t0+lSt5T

cl' c2 v'a l -N(0,aj) i = 1,2

+ B2 xt + c:2

v.a i N (0,a:) ll

e t. é desconhecido
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O nosso problema é estimar t0' o ponto a partir
do qual o si.stema muda de um regime para outro. Queremos

ainda estimar os parâmetros al,2 e B1,2

A função de verossimilhança para a amostra toda,

condicionada a um certo t., é
U

[ . to

';:r .!: 'y. - .:
tt

00l l

ã .::..: .,: -:-':*.,:]
e a função ]-og de verossimilhança é

T logo''ãiÍ'-t0 log al-(T-t0)log a2- l tt0(yt-al-Blxt)2+

a2 - B2xt)z
Tl (yE

2 t+1t:t2a
2 0

Os estilnadores de ]náxima verossimilhança para q ,
BI' a2 e B2 são obtidos pelos métodos usuais e são dados

to to
*t't' .::"t .:: yt .

; al

to to

êJ - ;:éÜ
to ' to



44

T
(T-t.) E x.y.- E x.

' t=t. +l ' ' t=t. +l 'tJ U

(T-t0)tEt0+l xt ' (tEt0 +l xt) 2

B 2
2

xt

E ainda os está.madores de ajl e a22 são fornecidos
cO .

-2 t=1 (yt'&l-êlxt)'
a ] '

'0

t=t0'''l (yt'a2-B 2xt) 2

T-t0

por

- 2
a 2

0 1ogari.tmo da função de máxima verossimilhança
seta

L(tO):-TJ-og/hí -tolog 81 -(T-to)log 82- 'Z (5 . 1)

somente (para T dado)

Devemos agora determinar o valor tO que maximize
L(tO) ' Derivar em relação a tO e igualar a zero não é apxg

priado poj.s tn não é contínua

Procurar um determinado valor tO tal que

L(t0-l) « L(tO) e L(t0+l) < L(tO)
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também não parece apropriado poi.s poderemos ter vários mã

xiinos. Então recomenda-se que se calcule o valor do log
da função de lnãxilna verossi.milhança para todos os va

lares possível.s de tO e procure aquêle t0' que denotarg.
mos to que nos dê o máximo dos máximos

Para isto devemos usar o seguinte procedi.mento

i) Com os dados ordenados de acordo com o período de

tempo, (xlyl)...(xTYT) , dividir o conjunto de pontos
em dois subconj untos

{(xl'yl)...(xt.,yt.)} e {(xt...I'yt.+t)...(xTYT)}{ (xt0'l

ii) Estimar as duas Tetas de regressão, uma para cada
subconjunto. Calcule para esta di.visão o valor da
função S.l

i) Então movimente o ponto de di.visão entre os 2 subcon

juntos e proceda como no z'tem ii.)

O estirador Í10 de máxima verossi.milhança para tO
e aquele valor tO para o qual temos o maior valor de 5.1. E
os estimadores al' BI' a2 e B2 serão os correspondenes eg.

timadores da regressão com ponto de mudança tn

11

EXEMPLO

llustrarelllos o procedimento com os dados da ta

)ela 5;1. devido a Quant (19S8)



46

Estes dados foram gerados da segui.nte maneira
20 pontos (x), com valores de um a 20 foram sorteados e

colocados na tabela na ordem em que foram obtidos, ou, o

que será.a equivalente, foi. sorteada uma permutação dos

20 pontos de l a 20. Os pri.fitei.ros 12 pontos forneceram va

lotes de y obtidos através da expressão yt:2,5+0,7xt+ cl
Os Últimos 8 valores das observações x forneceram velo

res de y gerados por yt:5+0,Sxt+c2' cl e c2 são êrrosnor
inalmente distribuídos , independentes

Os-pares x e y estão na tal)ela abaixo

t

l
2
3
4
S

6
7
8

9
10
11
1 2

13
14
15
16
1 7
18
19
20

X

4
13

5
2

6
8
l

1 2
17
20
15
11

3

14
16
10

7

19
18

9

3 ,4 73
11 , 5 5 5

S , 7 1 4
S , 71 0
6 ,046
7 ,6 50
3, 140

10 , 31 2
1 3 , 35 3
1 7 ,1 9 7
1 3 ,0 36

8 , 264
7 ,61 2

11 , 80 2
1 2 , 5 5 1
10 , 296
lO ,014
15 ,4 72
15 ,6 50

9 ,8 71

Tabela 5.1
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Vemos que os valores de x não estão ordenados ,

por exemplo em ordem crescente, porém, na ordem em que fg

ram obtidos. O problema é determinar a posição do verde

dei.ro ponto de Jnudança (que, no nosso problema criado, é
entre a 12a e a 13a observação, onde mudamos de modelo)

Regressões separadas foram computadas para todas

as possíveis maneiras nas quais as observações podem ser

repartidas em dois grupos, sem modificar sua ordem. LÕgi

calnente nenhuma regressão foi computada para grupos com

menos do que três pontos

E para todas estas situações, calculou-se o vâ

lor da função de verossimilhança 5.1, e os valores foram

colocados num grãfi.co (a menos de uma constante adi.uva)

Como vemos pela fig. 5.1, claramente o máximo dos

máximos é atingi.do no ponto t;12, que corresponde ao ve.!
dadeiro ponto de mudança. Entretanto a função de verossi-

milhança tem dois outros mãxintos, eln 10 e em 15, e três

mínimos, em 4, ll e 13. O comportamento irregular da fuB
ção de verossilltilhança em direção aos dois extremos não é
inesperada pois nos extremos as estimativas da variância

do êrmo são baseadas em muito poucas observações

Em muitos casos a análise qualitativa do problg.
ina pode atÉ; sugerir a adoção de um máximo relativo para o

ponto de mudança, em vêz do máximo absoluto
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8.

7

6

5

4

3

2

0

Fig. 5.1 Grãfi.co da função de verossimi.Ihança para os vÃ
rios valores de t

O gráfico ntostra-se de enorme uti.lidado para se

determinar o verdadeiro ponto de mudança

5 . 4 - CO NCLUSÕES

Poderíamos usar um teste, baseado neste processo,

para resolver o problema de detectar mudanças, estudadonos
capítulos anteriores

Escolhendo t(] como o ponto que maxi.lnize a fun

çãó de verossimi.Ihança conjunta das duas regressões, 5.1,

uln teste X' poderia ser usado numa razão de verossimilhan

ça, como um teste aproximado para testar se os parâmetros
de uma Única regressão grupada para todos os dados di.fe



rem dos das duas subregressões, porem esta distribuição di

fere marcadamente de uma Xz, sob a hipótese nula de que

não há ntudança. Dax' Farley e Hinich, terem desenvolvi.(breu

teste mais poderoso, que vimos no capítulo IV

49
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CAPITULO VI

TNiT Dn nllr Ã n
X l T 1 1 \ LJ LJ U \XP llLJ

No capítulo anterior vimos a maneira dada por Qual

para csti.ijlar o ])oito de mudança quando o modelo consiste em

duas Tetas que se encontram num ponto desconhecido. Vimos

que o processo exigia (lue se tentassem todos os pontos tO

(2StOsT-2) como possx'vais candidatos ao ponto de mudança e
que se escolhesse aquêle que nos desse o máximo dos máximos

na função de verossimilhança

Neste capítulo, além de não nos restri.ngirmos obra
gatori.agente a duas Tetas, veremos uma maneira de redu

zir os trabalhosos cálculos anteri.odes. A proposta se deve

a Dcrek J. Hudson (1966). Será dada a solução de mz'nimosqug

dradós para doi.s modelos quaisquer, mas pode-se facilmente

generalizar para irai.s do que dois. Os modelos aqui prece.sam

se interceptar, isto é, o modelo é contínuo no ponto de mu
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dança, diferindo do problema de Quant que não fazia esta

restrição

6 .2 DETERMINAÇÃO DO MODELO

O modelo seta definido por

yl : fl(x,1l) para

y2 : f2(x,B2) para xt0+lSXSxT

os dois modelos se unem em x Ç /

(2uerelnos encontrar os vetores êl e li2 e os vala
' .l tnc ac r-nn,l l r'nac

res ( e tO suJ -

1) íi(t, gt) : fZ(E, B2)l condições de continua.dade no

2) xt. 5 ( S xil.+l ponto de mudança
'o 'o' " j

e que minimizem os resíduos de mi'nilnos quadrados

to
E

t:lK(gJ., g2' c' tO)
2 T

.(xt'gl)] 'ttt0'l
't'f2(xx'

Necessitamos de algumas definições e notações, a

saber: a solução de mini.mos quadrados para os parâmetros e

para a curva ajustada seta denotada por {BI, B2' (} e f(x)
i16ti 9), réspectiüamente
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Se BI(B2) é estimado por mínimos quadrados usando
somente os dados num determi.nado intervalo, então o estima

dor de gl(Ê2), que é único, e denotaremos por êl(B2) é ch2
mado está.dador local de mini.mos quadrados. A função ajusta.

da correspondente será denotado por

fl ; fl (x , EI) (f2

+

#

E:))

Como se sabe o esticador de mz'nimos quadrados sg

rá tambÉ;m o de maxi.ma verossimilhança, se os erros forem

v.a.]. -N (p, a')

6 . 3 QUATRO TIPOS DE UNIÃO NA SOLUÇÃO GLOBAL

Os dois submodêlos da solução global se unem elll

Como é evi.dente, el i.minaremos de discussão futuraos

casos em que il < xl ou z; > xT' Com relação ã posição de (
e ã illaneira colho esta intersecção ocorre, podemos dividir a

união (i.ntersecção dos dois niodêlos) eln três tipos confor-

me (quadro abas.xo

g' (E) /o

g ' (21) : o

onde g (t) íi (il, ê i) í2 (E , ê2)

E/*'. t:'':'.
l 1 1

l l l 1 1
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Dóri.vando com relação a c temos

g ' (il) íi (il, ê i) rà(Z, @2)

A intersecção do tipo l ocorre quando o ponto de

intersecção (E) não coinci.de com nenhum tO e os declives
dos doi.s subinodêlos são diferentes

No caso em que o )nodêlo consi.ste de duas Tetas, a

figura abaixo ilustra a situação

A intersecção é do tipo ll quando o ponto intersec

ção 2 coincide com algum x.. , sejam os declives iguais ou

diferentes, não se fazendo dista.nção para estes dois subca-

sos colho ilustram as figuras

0
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*t.'-l
não coincide com

'':'o' :
intersecção do tipo lll

xt. Iras os declives são iguais
0

quando E

Em linhas gerais o raciocÍni.o que vamos usar para

resolver o nosso problema de determinar os estimado-

res BI' B2' ç e tO e o seguinte: Como primeiro Passo, supo'

remos que a i.ntersecção é do tipo l e que tO é conhecido.Ob
teremos a solução de mini.lhos quadrados para este caso e de-

terminaremos a Soma dos Quadrados dos RedÍduos. A seguir a-

bandona-se a suposição de que tO é conheci.do e passa'se à

investi.cação para todos os t0' ainda dentro da suposição de
união tipo 1. Determina-se a solução de mi'ni.mos quadrados ba



ra todos estes possíveis t0' calculando as respectivas Sg
fitas dosQuadrados dos Resíduos (SQR). Passa-se sõ então ã

suposição de que a união é do tipo ll (29 Passo) i.nicialnen

te ai.nda com tn conhecido. Determina-se a solução de ínÍni.-
lhos quadrados para este tipo de união, que seta uma saiu

ção de mini.mos quadrados conde.cionada ao fato da intersec-

ção ser em t0' Determina-se a SQR e repete-se estes cálcu

los para todos os possível.s valores de t0' em união tipo
11. Então vamos ao 39 Passo, repetindo o racioci'nio, agora

usando uin tratamento indivi.dual, para cada situação a fim

de estimar í3, e encontrar SQR colho função de z; partindo aig

da pri.meigamente da suposição de que tO é conhecido

O valor t,.) e o seu correspondente E que der ]ne

nor SQR, computando para todos os tipos de intersecção é a

solução procurada. Veremos no estudo do método que não sg.
rã necessário pesque.sar todas as possíveis possibili.dades

para z;, pois alguns pontos podem ser previamente abandona-

dos graças a conclusões obtidas em passos anteriores

55

6 . 4 RESOLUÇÃO DO PROBLEMA

lç Passo

A união é suposta do tipo

g'(ç) # 0, e tO é suposto conhecido

Vamos provar através de

l
'to
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ção global consiste simplesmente dos estimadores locais de

}ltíni.lhos quadrados, i.sto é,

Para minimizar

.;: F.-':'*:,::,]:..!...:k.-':'*., :,]
colei respeito a B] e B2, sujeito ãs restrições

ri (E . êi) fz (E , ê 2)

xt0

aíi(t, êl) / aíZ(E, ê2)
3.x 3x

colll

é suficiente mi.nimi.zar as duas somas separadamente, o que é
provado através do segui.nte teorenta

]. 9 T e arena

Se i)

ii)

t +1X
00

g ' (il) # o

Então iii) lii

+

êi (to)
+

Ê 2 (tO)

+

e

iv) il : z; (tO)
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onde BI(tO) e B2(:t0) são os estimadores locais de mini.mos

quadrados(não condicionados a que as duas funções se enter

cepteln num determinado ponto) , decotados anteriormente por

êl e B2 ' onde se colocou entre parêntesis tO para inda.car
que foram calculados com o ponto de mudança situado eln tí)

t(tO) éo ponto real daintersecçãodefl com

f2 (jã definidas anteri-ormente) situado entre xt. e

+ +

+

+

xt +]
0

Para a prova deste teorema lide Apêndice , C.CI

O que se conclui. é que se a intersecção é do ti.po

1, com tO conhecido, para achar os estilnadores global.s de

mínimos quadrados que procuramos, BI' B2 e (, basta deter
minarlnas os esticadores de mi+nimos quadrados local.s, B. =

: el(tO) e B2 : B2(tO) usando para o lç estimados os dados

(xl'''' xt0) e para o 2ç os dados Cxt0+l,''' xT)
Para determinar E substitui'mos estes valores na

restri.ção 1, resolvendo

+

fl ['c ; Ê l (to)]
+

fz[ c, êz(to)]

Encontraremos c = ( (trl). Por hipótese exi.ste ao

menos uma solução real C. Se xt0 « C (tO) « xt0+l diremos'' + \./

que as curvas tem uma i.ntersecçao c (tO) no lugar certo

Como na reali.dade não sabe)nos onde está tn, faze-
ú(is ós cálculos acima Para todos os nossl'veia valores .le

+

+



tO e para cada um dêles calculamos a SQR (tO) (Soma dos Qug

doados dos Resíduos para um determinado tO ' que denotarE.

mos por SQR (tO)), que nada mais é do que a soma abaixo
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+

+

SQK (to): SQKi (to)+sQR2(to)

onde SQRI(tO) e SQR2(tO) são as somas dos quadrados dos re
sÍduos locais

Se as curvas se encontram no lugar certo, chamare-

]nos a SQR (tO) de l{(tO)« ". Caso contrário daremos R(tO)o q

lor m, sendo neste caso R(tO) # SQl{ (tO). Isto feito paratg
dos os posszvei.s tn, passemos ao 2ç Passo.

Ü

+

2 9 Passo

A uni.ão É; suposta do tipo 11, isto é, t : xt

Inici.allnente supõe'se tn conhecido. Determina-se a
solução de mínimos quadrados, sujeita ã restrição linear

0

flCxto' gl) f2(xto' B2)

Esta será a solução de mínimos quadrados conde.cig
nada que se encontra explicada em detalhes no apêndice C.C2

Por esta explicação poderemos facilmente dctermi.nar a SQR

global, que para este caso de intersecção tipo 11, vamos

denotar por S(tO). Como tO é desconhecido, faremos os cãl-

Ctilos e determi.naTeIRos S(tO) para todos os possíveis valo-
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l-es de t0' Isto feito passaremos ao 3ç Passo

Suposta a união tipo 111, e suposto tn conhecido, e
tendo

xt0 < C < xt0+1 l definição de uni.ão tipo

íl(:l, êl) : f2(ÍI, Ê2)l 111 e restrições do pro
blelna genérico

fi (:.ii) : íà(t, Ê2)

determinarenios o está.mador dos parâmetros. Estes casos entre

tanto- requerem um tratamento especial para cada caso

A recontendação é resolvo-los por aproximações sucos

sovas, co)n ntétodos iterativos; se por exemplo fl(x) é uma pg

rebola e f2(x) uma Teta, escolhemos valores expert.mentais PZ
ra c, fazeJnos z : x-z; e reescrevemos o modelo como

fl(z,g) : B0+Blz+B2z para xl'( 5zS0

f2(z,B) ; B0+13] z para 05z5T-(

cona g(0) = 0 = g'(0) . Estima-se agora ri e encontra-se SQR co
ilio função de ç. A SQR mínima pode ser encontrada por sucesso

vas aproxi.mações. Parece entretanto, e felizmente, que união
tipo 111 é um caso raro de acontecer

U)na vez descai.tos os ires passos, e como nao se sa

bc que tipo de união realmente temos,devemos iniciar procu

rando soluções ti.po l (lç Passo) e marcar todas as SQR'(tn) e
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caso sejam casos colll união no ].ugar certo marquemos SQR (tO):

; ]t(tO)« ". Caso contrario faz-se R(tO):«# SQR (tO). Ein segui
da partimos para a procura de soluções tipo ll (29 passo)

Vamos ver que alguns valores de }l = xt. podem ser
descartado.s sem necessidade de experimenta-los e esta é uma

simplificação valiosa. Se no l9 passo encontrarmos

x... « ( (t.)

+

+

+

0
< x t +1

0

isto é, se ( (tO) estiver no lugar certo, não precisaremostep:

tar il = xt. nem il : xt.+l no 2ç passo' E mesmo se ( (tO) não
estiver no lugar certo, sendo então R(tO) : ", podemos abandg

nar xt. e xt.+] como possíveis soluções para ( no 29 passo se
o ajuste das curvas de mínimos quadrados local.s, no IP passo,

for tão lltá que SQR (tO) for mai.or que algum it(t0') (SQR no lç

passo com ( no lugar certo) ou que S(t0'')(SQR n0 29 passo com
)nÍnilnos quadrados condicionados)

+

+

+

Conclui-se então que n0 2ç passo, necessitamos somen

te tentar }l = xt. se para ambos m = tO e m ; t0-l tivemos
1{(nt) : m, isto é, intersecção no lugar errado e SQR (m)<MinR(j)}

P/todos
e ainda SQR (m) < 1'íin {S (k) }

p/os k previa)Rente determinados

Estas conclusões podem ser tiradas do 2ç Teorema (pat

b e c) enunciados e demonstrados no apêndice C.C3

Uma vez cumprido 2ç passo, quando então iniciamos a

procura de solução ti.po 111, podemos novamente abandonar alga

+

+

tes a,
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mas possibilidades. Na verdade no 39 passo somente necessi-

taíltos tentar encontrar uma união tipo 111, com xt< (<xt.+l '
para algun t0' se R(tO) : " e SQR (tO) for ]llenor que o míni-
mo entre {i{(j), S(j)} , Eln outras palavras, sÓ necessitamos

tentar uma solução tipo 111 com xt.<c<xt.+l' para algum t0'
se no lçpasso, para t0' a intersecção for no lugar ''errado'',

porém a SQR (tO), correspondente, for ]nenor que todos os oy.
tios valores de n(j) (SQR (j) com j no lugar certo) e tajnbõm

menor que todas as SQR para intersecção tipo ll. (S(j)). Es-
ta conclusão bases.a-se no 3ç teorema enunciado e demonstrado

no apendicc C.C4

+

Ü

+

6 .5 - E XEmP L OS

Somente podereluos compreender bem o nosso método se

o aplicarmos a alguns exemplos, e é o que faremos a seguir

6 .5 . 1 - E x em plo l

Caso de duas retas unidas em x = C, com união tipos

x 1 2 3' 4 5 6

y12 4431

lç Passo

Examinemos as 3 possibilidades (c(2,3) ou (E:(3,4)ou

(c(4,5), isto É;, encontremos R(2), R(3) e R(4). As curvas 2

na tabela 6.1 não se encontram no lugar certo, isto é, no in

tervalo (2,3); então para a SQR darcinos o valor R(2)=m. Na
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figura 6.1 estão em linhas interrompi.das, ''tentando'' se encon
trai em (2.3), mas não sc encontrando. R(3) e R(4) são fim
tas, e então sabemos do 2ç teorema (a) que E # 3,4, ou S. No

2ç passo tentamos }1 = 2 se bem que o 29 teorema (b) nos faça

prever que a SQR para ( : 2 (S(2)) seta maior que o mínimo

R(k) que é R(3) : { pois

SQKI ( 2) 'sQR2 ( 2) 1> .â. De fato s(2) 5 ,9

Os valores para os estimadores se encontram na tabe

la 6.1; as figuras 6.1 e 6.2 elucidam o que foi fei.to

Curva
n9

posição
de (

f]. (x) f2 (x) Ponto
união

7,5-x 3{

+

SQnt
+

SQR2 Rsou

2 2 < ( < 3 X 0 1

Ü
k 3 .

7
10

3 3 < ( < 4 .-{ *1 ,5x :.{ - :,'* 'u

J ..4 l 4 « c « s

l -:: -l{ 4-g*: 2

nao unica

Tabela 6.1

A curva nç0 foi acrescentada mas não é necessári.open

qui.sá-la pois uma Úni.ca Teta não dará tão bom ajuste quanto
duas

0 a = l l
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}

6

5

4

.Ç2) Çi) ('t)

=3

2

l

0

\

l 2 :3 4

Figura 6.1

A solução global de mínimos quadrados corresponde a

R={, i.stop,auniãoédotipoleBl: (-2, 11) ; B'
(ioé', - i.}); ;i : 3

11 '
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Nesta figura ve mos a

SQR corno .função do
' r -. '

ponto intersecção (

10

<-

6

2

0
1 2 3 4 5

Fi ailrn rl .7ê)u' H v B H

--L--.-..----> z;

6 . 5 . 2 - Exemplo 2

Ajuste de duas Tetas unidas eln x:(. Veremos por eg

te exemplo que 2ç ])osso não e inÚti.l. Dados

x 1 2 3 4 5 6

y12 4 731

lç Passo

Os valores calculados para as curvas 2, 3 e 4 es

tão na tabela (6.2). Nenhuma das curvas, neste passo se i-p:
terceutam no lugar certo, donde o valor m atribuído ãs S.Q.Re
sÍduos
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2ç Passo

Escolhemos C01B0 primeira tentativa da fora\a
15

xt. e encontramos S(4) : 138
Isto imediatamente implica que c # 2 e t # 3 pois

SQR (2) : to:íã e então s(2) : lOTa

Ü

Curvam Posição
nç l de ç

fl(x) f2 (x)
+

Ponto l SQRÍ
Intnrs. l '

+

SQR2 l R ou S

2 2 < z;< 3 X 0

l
6

l

2

3

0

3 3 < t;< 4 18Í-3*

4 4 < e;< 5 13-2x

3a
(

4 4

5 Ç 5 5

Tabela 6.2

soluç.ão global de mínimos quadrados correspondia

S(4) isto é, a união é do ti.po ll e

(-iJ,lg) ;e : o71,-zB)
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Figura 6.3

y 2
/

7 0 (.1)

(3n)

\

(4)

Figura 6.4
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A figura 6.3 representa as curvas 2, 3 e 5 e a fi

aura 6.4 as curvas 3(a) e 4, para evitar confusão
SQi{

F-i al)rn fi q

A fi.aura 6.5 representa a SQR como função de z;

6 . 5 . 3 E xemplo 3

Neste exemplo veremos um cosseno uni.do a uma Teta
Dados

x - 3 -2 -1 2 3 4

y 0 4 7765

f]. (x,ÉI) : Blocos--6 '35x5Ç

f2(x,B2) : B20+B21x (5x5 4

O modelo é
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Ajustados um cosseno aos três primeiros pontos e

uma Teta aos pontos restantes e vemos que as duas curvas nao

se encontram, o que nos sugere que a união é do tipo lll ,

com -l<c<2 (figura 6.6). A solução é primeiramente obti.da

por sucessivas aproximações, depois (lue as duas restrições

C

0

íi (íi, ê l) íz (il, Ê 2) e

ri (t, êi) rà(t , ê2)

foram ambas introduzidas no modêlo

Con\ i.sto os lnodêlos ficam

fl(x,!) : Bll cos ''6 -3<X<r

f2(x,l!) : BllrcosJ% ' vC sen ]% - (Ê s'n Jq)x] C.5x5-

A solução de mínimos quadrados é

o ,3s8 ê 1 1 : 8 , 21

logo

íi20 : 8 ,35 e B 2 1 , 8 0
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(

~ ~1
1 '\

9

8

7

6

5

4

3

2

l

P

?

#

7

Um cosseno unido a uma

Teta . Vê-se a evidênda
de união tipo lll

X
3 02 2 3 4l

Fi Olirn Â 6
A Aé)uxu v ev

A figura 6.7 nos da a S(2R como função dc z;
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s(2 ]{ SQR como função de z;(em escala lo
garitmica)

1 , 3

l , o
0,90
o,80
0,70
0,60

0,50

0,4a

0,30

0,25'

o,20

0,15
Vê-se claramente que
a SQR atinge o mz'ni.-
mo (quando C =0 , 358

-- ; t;0,10
o , 2 0 , 3 0 , 4

Figura 6.7

6.6 - GENERALIZAÇÃO DO mETiDO

Quando temos mais do que dois submodêlos procedenns

de maneira análoga, tentando tôdas as possíveis combinações

de tipos de união. Isto entretanto pode dificultar muito o

nosso trabalho, poi.s apesar do número de tentativas ser fi.-

nata, êle pode ser anui.to grande

Porém o uso de computadores torna possa.vel o uso
do método
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CAPTTU LO Vll

COFJCLUSÕES

No decorrer deste trabalho vimos algumas técnicas
para detectar mudanças dc modelo ciji uln ponto desconhecidoeco

mo sempre que uma mudança ocorre devemos está.mar o ponto on

dc isto ocorreu, vimos também técnicas para estimar êste

ponto de mudança

Vamos sugerir agora uma estratégia a ser usada

Ao tomarmos conllecilnento dos dados cumpre-nos i.den
ti.fi.car primeiramente o problema. Se quizermos testar a hi

potese de que os dados todos, xl'''xT provêm de uma mesma

população com ujlia distribui.ção F(x,o) onde o é (em geral) a

média, suposta conhecida, porém havendo suspeitas de que

as observações xl ,...xt. vem desta di.stribui.ção e as obser

vagões xt0+l,'''xT vem de outra di.stribuição F(x ,o'), o', deg.
conheci.do e tO também, a estratégi.a a ser adotada é usar as
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técnicas de Pago descai.tas no Capl'talo 2

Cumpre-nos citar aqui alguns trabalhos mais recen

tes que tratam exatalnente desta situação. São os trabalhos

dc llinkley, datados de 1970 e 1971, onde são estudadas em

parti.cular distribuições normal.s onde a média muda. No

seu trabalho de 1970 11inkley deriva a distribuição assintê

teca do esticador de máxima verossimilhança para o índice

tn do ponto de mudança que Ó dada por

P(:E0 S to) - {'p(A) }z

com Ã = --:::----=, o. e o. conhecidos e estende o concd-to pa

ra o]. desconhecido e após para oO e ol desconhecidos

Ainda para a situação do estudo de mudança na mêl

dia destas normais em um ponto desconhecido, Hinkley, em

1971, compara os esticadores Íl0 (estimados de máxima veios

similliança para o índice do ponto de mudança) com o tO(es-
timados para o Índice do ponto de mudança quando se usam

técnicas CUSUb{). A distribui.ção assintótica de tO é aí dg.
eivada. Através de estudos teórico e empíricos, Hinkleyco2

flui. que o estimados baseado no teste CUSUM (tO) não é um

estimados tão bom quanto íl0 (de inaxima verossimilhança) pg
Tem o último é fetais difícil de computar

Se quizermos em nosso problema detectar mudança,

não em parâmetros da distribuição porém mudanças em modo.

0 0

2a
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los de regressão, num ponto desconhecido, também podemos

usar a técnica de Pago (usaremos CUSUblS dos resz'duos ordi

nãrios de mínimos quadrados) porém a técnica sÓ se aplica
se o submodêlo inicial for conhecido. Nada se sabendo sii

bre o sublnodêlo inici.al, então devemos passar a outra e2

tratégia, que é a desenvolvida no capa-tulo 3 , devida a

Brown et al, e que usa resíduos recursivos para deter.
t a r ini lr] n nr n
\- u x ALEM uwaAb- u

E, caso o modelo, sob a hi.pótese nula de que nao

houve mudança, seja uma Teta, e queiramos testar a hipótg

se de que o declive muda (urna só vez) , em algum ponto deg.

conhecido, e ai.nda caso a mudança seja pequena quando com

parada com a variância, precisaremos de um teste bem sen

sável. Usaremos então o teste devido a Farley, que encoB
traços no capa-tulo 4 , e que se mostra o teste localmente

mais poderoso para este caso específico

Neste ponto do estudo dos nossos dados, duas coi

sas podem ter ocorrido

1) Não se detectou mudança e, ou simplesmente constatamos

que todos os dados vieram de uma mesma distribuição ,

ou, se o caso for de ajuste de modelo, ajusta-se o mo
dolo conveniente, úni.co, aos dados

2) Detectou-se uma mudança, num ponto desconhecido, que
f'lITllTIT'r3-TlflC f3C= 1- l lllqr
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Foram dadas 2 técnicas: Para o caso de uma regras

são linear obedecendo a 2 regi.Ires separados podemos usar

] técnica de Quant descrita no capítulo 5

A técni.ca descrita no capítulo 6, deva.da a [íud-

son, mostra-se porélli menos trabalhosa e não se restringea

ajuste de 2 Tetas. Faz porém uma outra restrição, não ne

cessária para se apli.car a técnica dc Quant. Esta restri

ção obriga que os 2 modelos se encontrem, isto é, não ha

ja descontinuidade. Cabe a nÓs decidir o que será mais
apropriado para os dados que temos em mãos. A técnica de

lludson pode ser extendi.da também para o caso de mais do
que 2 subinodêlos

Devemos ainda a llinkley,num trabalho datado de

1969, o estudo mai.s aprofundado para este caso especi'fico

tratado por lludson. Estudando um modelo de regressão em 2
fcases, fez inferências sôbre a i.ntersecção, desenvolvendo

um método para achar o estimados de max verossimilhaiEzl. pa

ra r, denotado por ;, no modelo

aO + BÍ)xt + ct

al + BIXt + ct
yt

t = 1 , . . .t o

t ;t0+l, ...T
onde

a0'al

BI'B0

abcissa do ponto de intersecção
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< x +1t
0

TambéJn, como no trai)alho de lludson, requer-se a

restrição de continua.dado do ]nodêlo, i.sto é

xt0 S :i(tO)

O tratamento dado é de certa forma semelhante ao

de fludson. Neste trabalho llinkley ainda nos deriva uma

distribuição assintÓti.ca de ; que é também uma boa apta
xi.mação para pequenas amostras, e comprova sua norma

lidado asse.ntÕtica, jã citada por vários autores

Um dos trabalhos mais recentes de que temos no

tl'ci.a, sobre o estudo a que nos propuzemos, é o trabalho

devido a Toro Schweder (1976) no qual é proposta uma í4)rg
ximação tipo Neylnan-Pearson, para o problema de detectar

saltos em problemas de regressão, e que maximizent o pg

der médio. Tome Schweder nos demonstra que CUSUbÍS retroa

tivos maximizam o poder médio. Não nos alongaremos porém
mai.s sobre êste trabalho neste nosso estudo.

Uma linha natural de continuidade deste estudo

seria a procura de ulli ''teste mais poderoso'' para detectar

mudanças, que se aplicasse ao caso geral de modelos de

regressão e não somente ao caso especifico determi.nado

por Farley e outros. Talvez um caminho a seguir seria de

senvolver a linha de Tome Schweder que jã nos deu um tes

te que maximiza o poder médio
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Então passará-alhos a procurar o ''melhor'' estima

dor para o(s) ponto(s) de mudança e determinar sua distri
bui.ção, e não somente sua distribuição assintÓtica. Uma

vez de posse da distribuição do cstimador de uilt ponto de
mudança, ela poderia também ser usada para testar mudan

ça, podendo surgir daÍ o teste mais poderoso que procura-
n10s
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APÊND ICE A

A Propriedades de w r

A.l -l Sob Fl0' wk+l' wT sao N(0 ,a 2)

Prova obviamente não viesado

):az vem imediatamente de i.ndependência en

tre yr e br-l

Além disto

V(wT

Visto que cada wr é uma combinação linear de unol

cj' os wjs tem distribuição normal conjunta

Basta provar que \+k+l' ' ' 'wT são não correlaci.ona-
dos que, devido ã conjunto normali.dado, teremos a indepen-
dencia. É o que vereJnos
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x. €
-J J

llE (xX
)

Er-l''r- lr r j :i ;'*;.:*:.:,':l11i,.;l l:
:.2 o-o-3:;(x:;.lxs-i)IT'::l(x:f.lx,.t) 'l(x,.lx,-l)(xb-lx li IKl:

(r « s)

A.1.2 (X;.Xr)'l : (X;..IXr. l)'l-
I'l;(X}.IXr.l) "lr

esta relação é usada para evitar inverter a matriz X.:X.di

retalitente em cada estãgi.o dos cálculos. Prova-se multipli.

bando os inentbros da esquerda c da direita por XTXr e por

Xr-lXr-l + 3rlr ; XrXr' respectivamente

A.1.3 b
-r br-t '' (XTXr)'i !r(yr-:; br-l)

Desde que br é o estiinador de mínimos quadrados
ele satisfaz

x'x b :r r -r x:by,;x.)-i Z,-l'lry- x;-lx,-lb.-i''' l,y,

X;X; br-t ' Ir(y,-l; Ir-l)

A.1.4 S r Sr-l ' w; r+l, . .. T

Prova
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Sr:(Xr-Xrbr) '(yr-Xr br):Cyr-X; l?r-l) ' (Xr-x.!,.i)-(br-lb-i

XTXr(br-t) r-l) :Sr-l'(yr- I'br-l) 2 -lr (XTXr) 'llr(y;- )Çl:!\.i)Z

que nos dã a relação pedida, usando (X.:X.) ' de A.1.2
l

)(x X rr
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Determinação do Par de Rotas

Devemos escolher o par de Tetas simétri.cas, aci.

ma e abaixo de IVr:0, de forma que a probabilidade de cru
zar uma ou ambas as Tetas seja a, pré determinado. A for

ma de escolher as 2 linhas é decidida em 2 estágios

O desci.o padrão de Zt é /i;-t'. Se quisermos enco3

trai uma curva tal que, sob H0' a probabilidade de que o
caminho fi.que si.tuado abaixo dela, (sem cruza-la) , para

qualquer ponto entre t=k e t=T, seja constante, temos que
procurar curvas da forma t À -/t-k', com À constante. Fias

qucrelnos nos limitar a Tetas e então esta probabilida(b de

cruzamento não pode ser constante para todo t e o procedi

mento adotado é escolher a famíli.a de linhas tangentes ãs

curvas t À ./t-k nos pontos a meio caminho entre t=k e t=T

Isto nos leva ã fainÍli.a de pares de Tetas pelos pontos

{k; ta l/çi;-.'k'} ; {T; Ê3a ./(l-k} onde a é o parâmetro a ser
deterllii.nado, a fim de nos dar nl'vel a

Para qualquer linha dada nesta fama'lia a probab.}

li.dade de que o ponto (r, Wr) fique fora das li.nhas é mã

xi.ma para r no irei.o do cama.nho entre r=k e r=T. O que quE.
remos é encontrar um membro desta fama'lia tal que a proba

l)i.lidade de que o cama.nho alnostral Zt a cruze seja a/2

Para tal vamos tomar o trabalho de Durbin (1971)
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Seja [V(t):0, 0StSm um processo de movimento Brow

ni.ano, i.sto é, uln processo normal com média zero, tendo

P(IV(0):0):1 e EllV(tl), W(t2)} : min(tl't2). Sejam yl(t) e
y? (t) os 2 lintites 0<. tSTSw

Neste estudo de Durbin, a probabilidade de cru

zar os limites é deterntinada somente para limites linea

res. Outros casos especi.ais não lineares, foram tratados

por Anderson e Darli.ng (1952) Darling e Siegert (1953)
Breimar (1967), Dana.els (1969) e outros

Para o caso de Tetas, então, vamos transcrever a

qui 3 Lemas demonstrados por Durbin, os 2 primeiros levan

do ao 3P, que é o que nos interessa

Seja y=d+ct a Teta limite onde d>0 e 05tStl

Le)na 1 - A probabi.lidade condicional que IV(t) cruze a re

ta y=d+ct, dado que }V(tl):Wl<d+ctl é dada por

q' (d , c , tl ' }VI) e xp { ' 2d(d+ ct ]. -WI) / tl }

Lema

onde

probabilidade que IV(t) cruze y=d+ct e IV2SIV(t2)5

IV2+dlV2' onde tlSt2 dlV-0 é f(d,c,tl't2'lV2)dlV

f(d,c,tl't2'lV2):(2nt2) 2 expl-7 W2 t2}+(zl)+

expÍ-2dc} (2nt2)2 exp {-l(}V2-2d)2 t2}4,(z2),op:

de +(z) = (2n)'7 expt--} u2}dul n u

l

l
+
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lz (d+ctl

t2

ti (t 2-tl)j

l
t2

zl

z 2 ': o":.!y.
t2

LeIRa A probabilidade que IV(t) cruze a Teta y=d+ct é (h
da [)or

''T' '-x

H(d , c , t]) :${ t]' (d+ct].) }+exp{ - 2dc } +{ tl' (d-ctl) }

l ]

Com tl:T-k; d=a-'xl-k' e c= --ê3-=, pois o nosso pa'/T-k
de retas simétricas foi escrito na forma

+{ 3a} + exp { (-4azJ{ l-.b (a) } 0

Fazendo +(3a) + exp(-4a2)(l-.p(a)): } a, resolve-
mos, e determinamos o valor de a conveniente, co
mo os da Tabela 3.1
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AP Ê NDI CE B

Vamos provar que EI(S) óo ' (l-A) o

.'2V0(S) : 9'(i-A)9 e ''ZVi(S):g'(i-A)g'0(17)

Com as relações dadas e com as relações conhecidas (Searle)

temos, usando a expansão dc À em torno de (5 e as defi.nações
de & e ê

a

EI(ê)
x'o - Txo

TiÕ
EI (1;)

Então

(Õ
l

onde Õ: +(9' 1)

EI(Z-a êx) = 6 (1-A)o

A matriz de covariânci.a dos resíduos é
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(y - 1;1 - Êx) = 1 - A e

(y - a! - êl) : i-A '''(':)2(i-A)B(i-A)

z (s) z (s) ' - 00 'onde

Aplicando na fórmula de g

ni(s) : óg' (i ' A)g

.'2Vo(S) : 9' (i - A)9

zv: u) : o'(i-No'({)1+
.L -- - Uli

o' (i-A)ojZI : a-2V.(S)L' 'J J '

=

0a

2
6

+ o (:q)2a

;;: 1: ' - A) z (s)
2
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APÊNDICE C

C . ] - ].9 Teorema

Se i)

j. i)

então i.ii) ej

iv)

(z)

Êj (tO) e ilj (x)

+
+

rj (x) j :1 , 2

Prova

Seja yj o vetou das variáveis dependentes e rj a
matriz planejamento (designação) para j=1,2. Façamos

S;(ZI-FI EI) ' (21I-FIEL)'''(X2-F2E2) ' (X2-F2E2)'''

' 2x [ri(ç, gi) f2 (c, g z)

onde À é um lnulti.plicador indeterminado. Se mini.)ni.zarmos S

com respeito a EI' B2 e ( obteremos o ajuste de mini.mos qug
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doados para o illodêlo global sujeito a fl((, BI):f2(c,B2)
(O que fizelltos foi usar a técnica dos multiplicadores de

Lagrange)

Para minimizar, derivados parei.almente em relação

BI, li7, z; e À obtendo as equaçoes que seguem:

{ -;Íê : (Fi ri)ÊI - riZI'x equaçoes
vetoriais

-} .;Íg : pà rpE2
r2 (t ,Êz)

a B 2

e

{' g : *g' n (c.]) desde que -g: ] em E

equaçoes
escolares

} -;; : íiE, êp - f2(e, iz)

ora -ã-i existe em ç pois da condição i) a variação de S ccin

respeito a z; depende somente do 3ç termo em S, na vizinhas:

ça de c. Desde que tanto fl quanto f2 são diferenci.ãveiscom
respeito a ç, concluímos que -;-3 existe eln (=t. De ii) e de
C.l concluímos que À:0. Então

êj : (F.IFj)'L r:l Xj (j;1,2)

que Õ o conhecido estimados de mx'nimos quadrados
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A prova falha se a união é do tipo 111 pois g' (}1)

=0 e À/ 0, e também se a união é do tipo ]]., pois S será en

tão uma função não diferenci.ãvel de z;, no ponto (

O teorema apresenta um corolário. Se d c*(t.) tal

xt0 '( (tO) « xt0+l então não é possível que ie ii.) do
TeoreJna lç' sejam ambos verdadeiros

+

Prova-se por redução ao absurdo

Ajuste de duas curvas condicionados a se encontrar no

ponto x : z; (dado z;)

O ]nodêlo é

f(x) ei)

Ê 2) (' x' xT

Usando a notação tradicional, os estimadores de B.
e 132' nao condicionados são

ei ; i XP'txjX:: cillxiX:

+

B, ; (XJ. x2) ''xzZz : czix2Z2

A SQR não condicionada é SQRl+SQR2 onde

+

''j z.lz'l' xixj
+

Bj ; j : 1 , 2

A condição de que as duas curvas se unem em C é
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fl((; Ei) : f2 (z; ; Ê2)

Como fl e f2 são lineares eln BI e B2 respectivaineg:
te a condição é tambÕín linear nêlcs e pode ser escrita

(Êl; , l!;) .q ; o

Colho os esticadores não condicionados não satisfa

zela esta equação, temos

Precisamos ai.nda de C'lq e q'C'lq

.-: .; .;:
\

onde

Segundo Plackett (1950) , encontraremos, usando mu.!

tiplicadores de Lagrange,que os esticadores de mínimos qu&

doados condicionados são

+

BI
+

B 2

g. c-l'
P q

A nova SQR é dada por
* j. . 2

(SQRI ' SQnZ ' 3-- )
P

Com um exemplo esta dedução se tornará clara

jain duas retas que se unem em (: xt
0

Se
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fl(x, êl) : Blo+Bllx

f2 (x, B2) : B20+í321x

Então
l xl
l x2

r l x- ., ]
l . .'0 ' l A colocação de x.
l ' "t.+2 l 'o

e X2: l ' ' v l na partição esquel
da e totalmente ar

bitráriaxt0 l xT

'0 ]
E x

1, :*, , : *íl

T
E x.

j =to+i J

T 2E x'
j =to+i J

/

cl: tO

}.*: . !'*
j ;l J j :l J

L-:Ê:*, '.
:1

T 2 TE x' - E x
j =to+l J j :to''i JT

I'j :t(j'l j T-to
T

(T - to) j E . o'i

Então
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Fantbém

l,!:*.,,l
e

.j=t0'FI jyj

Finalmente, a restrição é

B10 ' B ll ' 13 20 + B 2 1 z;

então q' : (l, (, -l, -C)

Os cálculos del i.neados anteri.oriente podem ser efe
tuados então.

C. 3 - 2ç Teorema

a) Se xt.«c (tO)
'0

S(tO) !R(tO) e

+

isto é R(tO)<« (encontram"se' no lugar certo)

S (t0'l)ZR(tO)
Então

Demonstração

O ajuste de inÍlti.mos quadrados não condicionados tnn

SQR não irai,or que a dos mínimos quadrados condicionados. En

tão, se se condiciona 21 a ser E= x. ou ( : x. ,. encontra-
relilos

0

S(tO):SQK (tO) e S(t0+t):SQK (tO)

(lembremos que SQR = SQRI + SQR2)



91

Jã vimos que se l{(tO)<" tínhamos K(tO):SQR'(tO)

Caso l{(tO): " / SQR (tO): SQRJ.(tO) } SQR2(tO)

Vimos no Apêndi.cc C .C2

dos é dado por SQRl+SQR2 + :!P

que a SQR condici.ona

b) Se

SQK (tO) »Mi.n {R(j) }
' todo j

então

S(tO)»tMdn jÍR(j)} e S(t0+1)»tMdn jIR(j)}

Demonstração

Como no item a S(!) :SQR (1): Min
todo

{R (j ) }

to' to+l

c) Se i) S(k) foi determinado para certo k

ii) SQK (to): }'llT . {s(k) }aqueles k

+

então

S(tO)»aqMêles klS(k)} e S(t0+l)»aqMêles kÍS(k)}

Demonstração

De maneira totalmente análoga

+

S (t):SQR (Ê): Mj:n {S(k) }
aquêles k para t: t0' t0+l
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sempre baseado no fato de que a SQR não condicionada é não

mai.or quc a SQR condicionado

a)Se i.) xtOS C (tO)

ij.)

ao e possível que

iii) xt0' E'xt0+l
iv) g ' (il)

3ç Teorema
Ü

0

b)Se
tO): blin {R(j) , S(j) }

J

aplicam-se as ]nesnlas conclusões anteriores

Prova - Aplicando-se as restrições

íi(E, êl) : í2 (E, ê2)

fi(E, êt) : r; (z, ê 2)

(

e

diminuíra SQK obtidanao a nos anteriorespassos )
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ERRATA

Pgs

14

linha Correção
5e m.Zh em substi.tuição a ICsx<r

para lss<r
Pr acrescente-se os I' ' ''

P pO ; pT= pT'kpk pO acrescente-se os '''''
y É(s) acres cente-se os '- '''
após o 49 ponto em substituição a 3P ponto
9'(l-A) 9= 0,951 em substituição aos resultados
S= o' (l-A) y : -1,461

14 14ç

.t5

38

40

41

41

29 , 6ç,UÇ

2ç
16ç
6ç
8ç

41

43

51

62

65

68

78

79

79

82

10 Q 0 ,03

a e

l
la

0 ,048
6ç
13?
1 5 9

].4 Q
ll9
2ç
lç
2 Q

7e

í'al e. /'2b' a2 em substitt.lição
f2(xt'B2)lú em substituição a f2(xx'B
c = 2 c= 1 em substituição a a= 2 e
B; acrescente-se o -' ' ''

n/6 sen nc/6 em substituição a nc/6 sen n(/6
(X;.IXr-l) (Xs-lXs.l)'l 1; acrescente-se o (')
-(!r-kr.t)' «

Sr-l+(yr-lr bF-l)'-...acrescente-se o Índice (r)
após: foi escrito na forma acrescente-se

y= t a .''T-k t -;:l=;(t-k)
temos qu e esta proba blli dade é

+ (3a)+exp {-4azJÍl-+(a)} corrigir os O e slpi:imi.r=0
S em substitui.ção a g

SQKj: ZijXj'Z:l xj êj ; j: 1,2 em subst
C'lg e g'C-lg acrescente-se os '' ' ''

acrescente-se os 'l ' ''
l

g

82

84

87

88

90

93

95

8Q

4 9

18 9 aos x'ndices 'l'-

8 9

SÇ

European Meeting,1968. Selected Statistical Papers,l
Pg 37 - 45. Amsterdam. Mathematisch Centrum em subst
a Ann . l-lath . Statist
Searle (1971) Linear hlodels

2ç

4e


