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CAPTTULO 1

INTRODUCAO

A finalidade deste capitulo & familiarizar o lei-
tor com o tipo de problema analisado neste trabalho, com os

modelos matematicos adotados e com a notacio empregada.

Na segao 1.1 introduzimos os modelos matemdticos
fundamentais considerados na analise de curvas de crescimen

to através da discussao de um problema pratico.

Na secao 1.2 generalizamos a situacao pratica apre
sentada em 1.1 em diversos sentidos, salientando a flexibi-

lidade da aplicagao da técnica que pretendemos descrever.

Na segao 1.3 fazemos algumas suposicées adicionais
sobre os modelos apresentados em 1.1 visando uma simplifica

cao formal dos capitulos subsequentes.

Finalmente na secao 1.4 apresentamos um resumo do
desenvolvimento historico do estudo de ajuste de curvas de

crescimento, citando os principais trabalhos nesta area.

1.1 - 0 PROBLEMA — MODELOS MATEMATICOS

Em muitos campos de pesquisa € comum querermos es-

tudar o comportamento no tempo, de uma ou mais variﬁveis,mg

==



didas em unidades experimentais submetidas a um certo trata
mento. Também € frequente a necessidade de comparar a influ
encia de diferentes tratamentos no comportamento dessas va-

riaveis.

O modelo matemdtico mais usado nessas situag6escog’
siste na descricao do comportamento da varidvel em funcao do
tempo, através de uma curva, geralmente de forma polinomial.
Comparagoes entre efeitos de tratamentos diferentes podem
ser estudadas através de comparacoes dos parametros das res
pectivas curvas. A estimagao dos parametros determinantes
das curvas envolvidas e testes de hipotesecs estatisticas so
bre esses parametros, ou comparagoes de parametros relati-
vos a curvas diferentes sio obtidos a partir de observacoes

realizadas em grupos de unidades experimentais.

Como exemplo, consideremos a seguinte situacao: um
pesquisador deseja estudar a influéncia de trés tipos de ra
¢ao no peso de uma certa espécie de animal durante um deter
minado periodo. Com essa finalidade, 30 animais sao dividi-
dos em 3 grupos e cada grupo é alimentado com um tipo dife-
rente de racao. O peso de cada animal é medido diariamente
durante o periodo pré-determinado. Com base nessas observa-
¢coes, o pesquisador deseja determinar, por exemplo, que ti-
po de curva explica melhor o comportamento da variivel peso
para cada grupo, se as curvas sao diferentes para cada gru-

po e quais as estimativas para os parametros envolvidos.

Como na situacao acima, na maioria das vezes & van
tajoso ou até mesmo necessario que as observagoes sejam rea
lizadas em uma mesma unidade experimental nos diversos ins-
tantes considerados. O mesmo acontece quando essas medidas
sao observadas apos a aplicacdo de doses crescentes de uma
certa droga em uma mesma unidade experimental, ou quando as
observagoes sao realizadas a diversas distancias de um cer-

to ponto; coimo observacoes de intensidade luminosa ou Sono-



ra a diversas distancias de uma fonte.

O fato de as medidas serem realizadas em uma mesma
unidade experimental implica, geralmente, a correlacao en-
tre as observagoes, negando dessa forma, a suposicio de in-
dependencia necessaria para a plicacio dos modelos classi-
cos de Analise de Variancia e Regressao na avaliacido esta-
tistica dos resultados. Uma possivel correlacio entre as ob
servagoes realizadas em uma mesma unidades experimental de-
ve ser considerada na analise. Modelos apropriados para es-
sas situagoes podem ser obtidos através de uma generaliza-
cao da teoria de Analise de Variancia Multivariada, sob oti

tulo geral de Analise de Curvas de Crescimento.

O problema considerado pode ser mais explicitamen-
te compreendido através da discussao de um exemplo apresen-
tado por Potthoff e Roy, (1964).

EXEMPLO 1.1.1 - Num estudo realizado na Faculdade de Odonto-

logia da Universidade da Carolina do Norte (E.U.A.), foram

medidas as distancias (em mm) entre o centro da pituitaria
e a fissura pterio-maxilar em 11 meninas ¢ 16 meninos aos 8§,
10, 12 e 14 anos. Em Ortodontia é importante conhecer a va-
riagao dessa distancia com a idade e seria conveniente ajus
tar curvas polinomiais (reta ou parabola, por exemplo) asob
servagoes, além de comparar as curvas obtidas para os dois
grupos (meninas e meninos). As medidas observadas sio apre-
sentadas na Tabela 1.1.1 e as médias para as diversas ida-

des estao representadas graficamente na Figura 1.1.1.

Quando temos, a priori, informagdo sobre a forma
das curvas a serem ajustadas as observacoes, podemos consi-
derar diretamente o problema de estimar os coeficientes en-
volvidos, e testar as hipoteses estatisticas de interessec.
Essa informacao pode ser obtida tanto através de considera-
coes teoricas (quando conhecemos a equagao que rege o feno-

meno estudado) ou atraves de uma analise do grafico de dis-



TABELA 1.1.1

DADOS OBTIDOS POR PESQUISADORES NA "UNIVERSITY OF NORTH CAROLI-
NA DENTAL SCHOOL" — CADA MEDIDA REPRESENTA A DISTANCIA EM MILI-
METROS ENTRE O CENTRO DA PITUITARIA E FISSURA PTERIO-MAXILAR

MENINAS MENINOS
8 10 12 14 8 10 12 14
1| 21 20 21,5 23 1! 26 25 29 31
2 | 21 21,5 24 25,5 2 | 21,5 22,5 23 26,5
3| 20,5 24 24,5 26 3| 23 22,5 24 27,5
4 | 23,5 24,5 25 26,5 4 | 25,5 27,5 26,5 27
51 21,5 23 22,5 23,5 5| 20 23,5 22,5 26
6 | 20 21 21 22,5 6 | 24,5 25,5 27 28,5
7| 21,5 22,5 23 25 70 22 22 24,5 26,5
8 | 23 23 23,5 24 8 | 24 21,5 24,5 25,5
9 | 20 21 22 21,5 9 | 23 20,5 31 26
10 | 16,5 19 19 19,5 |10 | 27,5 28 31 31,5
1| 24,5 25 28 28 11 | 23 23 23,5 25
‘ 12 | 21,5 23,5 24 28
13 | 17 24,5 26 29,5
14 | 22,5 25,5 25,5 26
15 | 23 24,5 26 30
16 | 22 21,5 23,5 25
MEDIAS 21,18 22,23 23,09 24,09 22,87 23,81 25,72 27,47
PREVISTAS 21,24 22,19 23,14 24,09 22,46 24,11 25,76 27,41
FIGURA 1.1.1
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persao das observagoes, quanto através do resultado de ani-
lises passadas, pois no caso mais geral, um estudo dessc ti
po raramente envolve um unico experimento isolado. Quando,
por outro lado, essa informacao sobre a forma das curvas a
serem ajustadas inexiste, podemos obte-la através de uma a-
nalise preliminar das observacoes, por exemplo estudando o
problema do ponto de vista de Analise de Variancia Multiva-
riada.

Embora uma analise do grafico de dispersao das ob-
servacgoes do Exemplo 1.1.1 mostre que o comportamento no tem
po da variavel possa ser razoavelmente explicado através de
uma reta, procuraremos obter essa informacao através de uma
analise preliminar, com o objetivo de introduzir o modelo

classico de Andlise de Variancia Multivariada.

Consideremos r grupos cada qual com n. unidades ex
perimentais independentes, ny+ny+...4n o=n. Suponhamos que
em cada unidade experimental sao realizadas p medidas de u-
ma certa variavel, nos instantes tyaty. et . Entao o mode
lo classico de Andlise de Variancia Multivariada, pode ser

escrito como:

Y = X B + € (1.1.1)
(nxp) (nxr) (rxp) (nxp)

onde

o~ Y (nxp) € a matriz das observacoes (p medidas para cada

uma das n unidades experimentais).

X (nxr) onde r<n € a matriz de planejamento (constituil
da por 0's e 1's, de forma a associar cada uni-
dade experimental ao respectivo grupo).

B (rxp) € a matriz de parametros desconhecidos (cada 1i
nha é constituida por p elementos que represen-
tam os valores esperados da variavel observada

em cada um dos instantes considerados para um



determinado grupo).
e (nxp) € a matriz dos componentes aleatdrios das obser
vagoes (cada elemento representa o desvio entre
o valor observado e o respectivo valor espcra-
do) .
B e € sao matrizes nao-observaveis.

Uma suposigao fundamental do modelo & que as linhas
da matriz e sejam nao correlacionadas e obedecam a uma dis-
tribuicao normal multivariada com vetor de valores espera-
dos 0(1xp) e matriz de variancia-covariancia nio singular I

(pxp), comum a todas as linhas. Entao:
E(Y) = XB (1.1.2)
O modelo descrito dessa forma sera denominado '"Mo-
delo Linear Multivariado'" e utilizaremos a notacao
MLM(Y,XB, %)

quando quisermos indicar que as definicoes e suposicoes a-
Presentadas acima sao validas para um determinado conjunto
de dados.

Tomemos os dados apresentados no Exemplo 1.1.1 e

consideremos o MLM(Y,XB,%): Nesse caso temos

n=27 OH~=11 e n, = 16), p=4 e v=2.
As matrizes X e B tém as seguintes formas:

g uk
1
. f 11 meninas idade 8 10 12 14
1 0 . —Bll Bi2 By3 By | meninas

X = B = - !

0 ) By By Bys By, | meninos
" ;
‘ * 16 meninos
0 1

L




Podemos estimar a matriz de valores esperados B a-
plicando qualquer um dos critérios apresentados no apendice
A e testar a hipotese de que o valor esperado da variavel
considerada € constante no tempo para cada grupo (hipotese
fundamental de Analise de Variancia). Se essa hipétese for
rejeitada podemos ainda testar hipoteses sobre a tendéncia
de crescimento (linear, quadratica, etc...) da variavel pa-
ra os diversos grupos. As hipoteses citadas podem ser formu
ladas através de hipdteses equivalentes sobre constrastes da
forma CBU, onde C(cxr), c<r, p(C)=c e U(pxu), usp, p(U)=
= u sao matrizes conhecidas escolhidas convenientemente. Al

guns critérios de teste sao apresentados no apendice B.

O resultado dos testes sobre tendéncia de cresci-
mento pode sugerir a forma da curva que mais se adaptaas ob
servagoes, € entao nosso interesse se concentrara na estima
gao dos coeficientes que determinam essas curvas e em tes-
tes de hipoteses estatisticas sobre esses coeficientes.[ ob

“vio que, se tivermos informacao a paioid sobre a forma das cur
vas de crescimento envolvidas esses procedimentos prelimina

res de analise devem ser omitidos.

Com a finalidade de continuar a analise apos haver decidido
sobre a forma das curvas a serem consideradas, vamos introduzir o mode-
lo linear multivariado de crescimento que pode ser escrito na forma:

Y = X g G + ¢ (1.1.3)
(nep) () (rxq) (qxp) (nxp)

onde
Y (nxp) € a matriz das observagoes - descrita em (1.1.1).
X (nxr) € a matriz de planejamento - descrita em (1.1.1).
£ (rxq) € a matriz dos coeficientes (desconhecidos) das curvas de
crescimento (cada linha tem q elementos que representam os
coeficientes da curva correspondente aum determinado grupo).
G (gxp), q<p © a matriz conhecida, peralmente formada por coefici-

entes de polinomios ortogonais.



e (nxp) € a matriz dos componentes aleatérios das observacoes - descri-
taem (1.1.1).

Tambeém para este modelo supomos que as linhas da matriz e se
jam nao correlacionadas e obedecam a uma distribuicao normal mul tivaria
da com vetor de média O (1xp) e matriz de variancia-covariancia nio sin

gular ¥ (pxp), comun a todas as linhas. Entao:

E(Y) = XEG (1.1.4)

Utilizaremos para o modelo linear multivariado de crescimen-
to, a notagao MIMC(Y,XEG,:).

Tomemos novamente os dados do Exemplo 1.1.1 e vamos testar a
hipotese fundamental de Analise de Variancia, ou seja, que o valor espe
rado dﬁ variavel para cada grupo seja constante no tempo. Essa hipotese

pode ser escrita na forma:

1 1 1
-1 0 0

H, : CBU, =0onde C, =1, e U, =
17 1M 1 295 3 -1 @
0 0 -1

Utilizando um dos critérios apresentados no apendice B a hipotese H de
ve ser rejeitada com qualquer nivel de significancia razoavel, ou seJa,
podemos concluir que existe um efeito do tempo sobre o crescimento da va
riavel.

Podemos entao testar a hipotese de aue o crescimento da va-
riavel considerada ¢ Linear no tempo paraos dois grupos. Essa hipotese po

de ser escrita na forma:

HZ: CZBU2 = 0, onde CZ =I, el, = |-1

(como os dados sao igualmente espacados ,a matriz U2 foi obtida a partir de u-
ma tabela de coeficientes de polinomios ortogonais) .Tanbémnesse caso a hipo
tese H, deve ser rejeitada, indicando que podemos admitir o modelo 1i-

near de crescimento (para os dois grupos). Vamos entdo considerar o se-



guinte modelo de crescimento:

Bir = Ejg *Eyg (1.1.5)

onde:

Bité()vnloresperadOlevurjﬁvel parao i-€simo grupo no instante t.

510 ¢ o coeficiente linear da reta relativa Ao i-CGsimo grupo.
i1 ¢ o coeficiente angular da reta relativa a0 i-8simo grupo. i=1,2
(meninas e meninos).
Podemos escrever o modelo (1.1.5) na forma do MIMC (Y ,XER,T) ,
fazendo:
-7 3
1 0 coef.coef.
1 0 lin. ang.
; + 11 meninas .
: © .1 | meninas
: t10 f11
X = |1 J £ =

<
—

520 521 meninos

» 16 meninos

0 1)

t] t, tg t,
coef.,
l 1 1 ] lin.

G =

f
8 10 12 14 |C°°t-
ang.

Outras formas do modelo linear de crescimento podem ser con

sideradas, por exemplo:
- % * i
Bit Eio-fgil(t t) (1.1.6)

Além disso, ha consideravel simplificacao dos calculos,quan
do a matriz G € formada por coeficientes de polinomios orto
gonais. Optando pelo modelo (1.1.6) o MLMC (Y,XE*G*,%) seria
definido por:

X idéntica so caso anterior.
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Aplicando os resultados obtidos no capitulo 2, obtemos uma

estimativa da matriz E*:

22,6477 0,4795
24,9688 0,7848

As médias previstas através do modelo linear des-
crito acima estao apresentadas na Tabela 1.1.2 e representa

das na Figura 1.1.1.

TABELA 1.1.1

MEDIAS PREVISTAS PARA O EXEMPLO 1.1.1

IDADE | MENINAS | MENINOS
8 21,24 22,46
10 22,19 24,11
12 23,14 25,76
14 24,09 27,41

Podemos entao testar hipOteses estatisticas sobre
os coeficientes das curvas ajustadas. Por exemplo, poderia-
mos estar interessados em saber se ha diferenca significati
va entre as taxas de crescimento da variavel considerada pa
ra os dois grupos; isto pode ser verificado atraves de um
teste de igualdade dos coeficientes angulares:

0

HS: CSF,*U3 = 0 onde C3 = [1 -11 e U3= .

Utilizando um dos métodos descritos no apéndice B,



a hipotese H; deve ser rejeitada e entao concluimos que ha e-
videncia experimental de que o crescimento da variavel estu
tada nao pode ser descrito pela mesma curva para criancgas de
sexos diferentes.

Como veremos nos capitulos seguintes, podemos cons
truir intervalos de confianga para cada um dos coeficientes
considerados ou para combinacgdes lineares envolvendo esses
coeficientes, bem como construir testes de hipoteses para o

ajuste do modelo as observacoes.

1.2 - EXEMPLOS DE APLICAQAO DO MODELO LINEAR

MULT IVARIADO DE CRESCIMENTO

As principais aplicacoes do modelo linear multiva-
riado de crescimento, como ja vimos na segao 1.1, envolvenm
problemas em que medidas de uma ou mais variaveis sao reali
zadas numa mesma unidade experimental em diversos instantes.
Nesta secao discutiremos algumas situagoes apresentadas por
Potthoff e Roy,(1964) em que o MLMC(Y,X£G,Z) & aplicavel,
descrevendo cada um dos elementos do modelo e formulando algu

mas hipoteses nas quais podemos estar interessados.

i) Suponhamos um grupo de n animais submetidos as mes-
mas condigoes experimentais. Em cada animal sio realizadas
p medidas de uma certa varidvel (peso,por exemplo) nos ins-

tantes tl’tZ""’tp’ e desejamos descrever o comportamento

desta variavel com o tempo através de uma curya polinomial de govau

k<p-1.Podemos entao representar o valor esperado da varidvel através
~ k R

da expressao: Bt: €0+£1t+...+£kt . Admitindo que para cada

animal as p observacoes obedecam a uma distribuic¢ao normal
multivariada com matriz de variancia covariancia nio singu-
lar ¥ desconhecida, poderemos considerar o MLMC (Y ,XBG,Z) on
de:



- noo1 17

tl t2 ¥ t)

N - L N . I S t£
= . E = [EO El...ng G =11 72 p
(nx1) . (1xk+1) (k+1xp) . b :
i k k k

L 'c1 t tp

Quando as p observagoes de cada unidade experimen-
tal sao realizadas em instantes igualmente espacados, a ma-
triz G, acima, pode ser substituida com vantagem por uma ma
triz formada pelos coeficientes de polinomios ortogonais de

graus 0,1,... k.

3

A hipotese de que os coeficientes dos termos de
grau Mmaior que 2 sao nulos pode ser testada através da hipo

tese equivalente:

0 0...0
0 0...0
0 0 . 0
H;: CEU;, = 0 onde C, =1c¢e U =1 0.
1" 71°"1 1 1 0 1
(1x1) (k+1xk+1) :
0o 0...1

PodCmos ainda construir intervalos de confianga pa

ra os parametros envolvidos e para a curva considerada.

ii) Suponhamos agora r grupos de animais, cada grupo con
tendo n. elementos (n1+n2+...nr=n) e submetido a um certo
tratamento (tratamentos diferentes para grupos diferentes).
Consideremos p medidas de uma certa variavel rcalizadas emn
cada animal nos instantes tl,tz,...

’tp' Desejamos descrever
o comportamento desta variavel com o tempo atraves de uma

curva polinomial de grau k< p-1 para cada grupo. Neste caso

o valor esperado da variavel no instante t para animais do



s, = EiLFtELTH
- 1t 550 5’11‘1L
Admitindo que as consideracoes sobre a distribui-

i-esimo grupo podera ser expresso por:
k
s EE
E1k
¢ao da variavel de i) sejam validas para a variavel em estu

do, podemos considerar o MLMC(Y,X£G,%), onde:

10...0
Do D™
10...0
01 ...0
x _ 0 l s e e 0 5 _ E,ZO €21 . 52](

(nxr) 1! . (rxk+1) ; ; :

0 0 1 ] = Eg'1‘0 grl gr}( -~
T -
00 ...1 | T G definida em 1).

A hipotese de que as curvas de crescimento de to-

dos os grupos sao iguais pode ser testada através de:

(1 -1 0 ...0]

2

HZ: CZEU2 = 0 onde: C, = : : . o - e u, =1
(r-1%1) : : : ;

A hipotese de que os coeficientes das curvas de cres
cimento de todos os grupos sdo iguais, com excecdo dos coe-

ficientes dos termos de ordem zero, pode ser testada

ves de: 0 0 0
- 1
; - . _ -0
H3. C3£U3 0 onde: C3 = C2 e U3 .
(kxk) :
0 0 ...1 |



Outras hipoteses relativas aos coeficientes envol-
vidos podem ser testadas através de hipoteses sobre contras
tes da forma CEU.

1ii) A situagao apresentada em ii) pode ser generaliza-
da atraves da consideracao de um esquema de planejamento en
volvendo dois ou mais fatores cruzados. Suponhamos um pro-
blema com dois fatores: tipo de racao (com 3 niveis) e tem-
peratura ambiente (com 2 niveis). Vamos ainda supor que exis
tam nij animais sujeitos as condigoes definidas pela combi-
nacao da i-€sima racao com o j-ésimo nivel do fator tempera
tura ambiente, e que nao exista interacao entre esses fato-
res. Desejamos definir a curva de crescimento da variavel observada
considerando o valor esperado dessa variavel no instante t,
para animais do grupo definido pela combinacao da i—ésimapg

cao com a j-¢sima temperatura, expresso através da equacgao:
B.., = (MepntH. .. HLL tk) + (V. atv. T L t]\‘).
1jt 10 "il ik jo )1 jk

Admitindo as mesmas suposicoes consideradas nos exemplos an

teriores para a distribuicao da varidvel em questio,podemos
utilizar o MLMC(Y,XEG,Z), onde:

(1 0 0 1 0

: Colf ™M

1 0 1 0

1 0 0 1 1

: N LY - i
1 0 0 0 1| Mg Wpp cee Wy
0 1 0 1 0 Hop Mpp wee Moy

X = . 8 @ . . g - 1 u Y
) N A | (5xk+1) 30 \)31 \)Sk

0 0 1 0} V1o V11t Vik
. ot o o: ok [ Va0 Vpp +er Vi
0o 0 1 0 1

R 1 G definida em i).
S 32 ,

0O 0 1 0 1 (k+1,p)



Hipoteses analogas as testadas em ii) podemser con
sideradas. Por exemplo, a hipotese de que niao hia diferenca
entre os efeitos das temperaturas ambientes, pode ser testa
da atraves de:

Hy: C4£U4 = 0 onde C4 =0 0 o 1 -1]e U4 = Ik+l

(1x5)

iv) Finalmente consideremos outra generalizacdo da si-
tuagao apresentada em ii). Novamente sejam r grupos de ani-
mais, onde cada animal € submetido a medidas nos instantes
tl,tz,...,tp. Neste caso, porém, realizamos observagoes de
duas ou mais variaveis em cada instante. Suponhamos, por e-
xemplo, observagoes de peso e altura de cada animal, e va-
mos definir as curvas de crescimento através das seguintes

expressoes para os valores esperados do peso e altura dos a

nimais do i-ésimo grupo no instante t:
kl—l
Bit = 6i0+ cS.llt+ “‘“Sik.t (_klsl))
1
kz—l
- Bii = Yigt Yyttt eest vt (sz;p), k1+k2=k.

2

Admitindo que as 2p observacoes realizadas em cada animal obe
degam a uma distribuigao normal miltivariada com matriz de
variancia-covariancia nao singular ¥ (2px2p), desconhecida,
podemos considerar o MLMC(Y,X£G,X), onde a matriz das obser
vagoes € construida de forma que as primeiras p colunas con
tenham as medidas da variavel peso e as Gltimas p colunas,

as medidas da variavel altura. Entao:

X € definida como em ii).
(nxr)-
~ .
o 1 S Mo Vi g
e =% % fzk-1 Yoo Yoot V2
(k) : : £ : £ 4
L GrO 6r1 e 6r,k1~1 Yoo Yep oo Y k-l

* 2



1 1 1 0 0 0

tl tZ tp 0 0 e 0
k-1 k.- K, -1
et b tpl 0 0
G = 0 ... 0 1 1
(kx2p)
0 0 ... 0 t t, t,
k.—] k.—l k;—l

0 0 0 o - t ©

. 1 2 P

A hipotese de que as curvas de crescimento da va-
riavel altura sao iguais para todos os grupos pode ser for-

mulada atraves de:

0 0 ...0]
0 0...0
(1 -1 0 ...0]]
1 0 -1...0
He: C.EU. = 0 onde c. =1. . . . y.=19 0...0
5° 75275 5 oo . 5 1 0 0
(r-1x1) ’ : : g (kxk) ss
L1 0 0 ...-1 | 0 1
(0 0 ...1_

O modelo acima pode ser facilmente modificado para
ser aplicado a uma situacao em que as observacgoes da varia-

vel peso sao efetuadas nos instantes t e as ob

. T o ¥

° ) 11° %127 F1p

servacoes da variavel altura nos instantes t21,tq2,...,t2p,
L.

nao havendo necessidade de que os dois conjuntos de pontos

sejam- iguais.

1.3 - CONSlDERAQﬁES GERATS

Apresentamos nesta secao algumas suposicoes adicio



nais sobre os elementos dos modelos

MLM(Y,XB,Z) e MLMC(Y,XBY.,Z),

além de algumas consideragoes sobre a utilizacao dos mesmos.
As suposicoes adicionais siao consideradas sem que haja per-
da de generalidade dos modelos, ¢ tém a finalidade de sim-
plificar formalmente as dedug¢oes. Quando admitirmos validos'
os modelos acima para um conjunto de dados, estaremos consi
derando validas as suposicoes apresentadas nesta secao,aléem

da suposigao fundamental citada na secio 1.1.

A primeira suposigao a ser introduzida € que a ma-
triz de planejamento X tenha posto-coluna completo, ou seja
p(X)f r. Se o modelo sugerido inicialmente for tal que a ma
triz de planejamento corresponde nao tenha posto-coluna com
pleto, € possivel obter uma reparametrizacao de forma que a
matriz de planejamento do novo modelo apresente a proprieda
de desejada. A reparametrizacio pode ser realizada scgundo
diversos métodos, sendo desejavel que 0$ novos parﬁmetrosoh

tidos sejam interpretaveis. Consideremos um exemplo.

Suponhamos um experimento com dois fatores comple-
tamente cruzados: A, com 3 niveis e¢ B, com 2 niveis. Quere-
mos testar hipoteses estatisticas relativas ao efeito de ca
da um desses fatores em uma variavel a partir de um conjun-

to de observagoes realizadas nos instantes t e

R P
1772 p
hipoteses estatisticas sobre a interacdo entre esses fato-

res. O modelo paramé€trico usual para esse tipo de situacgao

¢ dado por:

ﬁ+a_+b,+ab,_+

Yijk iP5 ij " fijke

onde i=1,2,3; j=1,2; k=1,2,...,n ij yl]k
de p observagoes correspondente ao k-ésimo elemento submeti

representa o vetor

do ao i-&simo nivel do fator A e j-€simo nivel do fator B;

He a;, by oe abij tem os significados usuais. 0O MLM(Y,XB,%)



= l(\_% -

considerado para este problema seria definido por:

1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 o0
: N
1 1 0 0
1 1 0 1 0
¥ : M2
(nx12) 1 10 0 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
: Hes
1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 ]

il H2 “p

ﬂll (112 “ e alp

2121 {122 SR {lzp

431 432 “2p

g = | bn Bya -+ by
(12xp) b,y by wee by
abpyy Abyyy e by

_ab321 abgys .e. abSZp_

X nao tem posto coluna completo neste caso, pois a primeira
coluna € uma combinac¢ao linear das demais. Entio os parame-
tros envolvidos nao sao estimdveis, apesar de algumas combi
nacoes lineares dos mesmos o serem. Condigoes para estimabi
lidade de combinagoes lineares dos parametros do modelo sio
apresentadas por Searle (1971), por exemplo. Satisfeitas es
sas condigoes, o problema pode ser resolvido atraves da uti
lizacao da Teoria de Matrizes Inversas Generalizadas.Outras

solugoes formalmente mais simples podem ser obtidas at+av3is



da reparametrizacao do modelo inicial. Consideremos, por e-

xemplo o modelo reparametrizado: Yor = 82+'Ezk’ onde ¢=1,2,.

..,0 e BZ representa o vetor de valores esperados da varia-

vel considerada para as unidades amostrais submetidas a L-g

sima combinagao dos niveis dos fatores A e B. Entdo o
MLM(Y,XB,%)

poderia ser definido por:

Floooooh

1 0 0 0 0 0|
S 11 ) .
0 0 0 0 0 | Bia Frg oo Byp|fy By
. 0 1 0 0 0 0 . Boy B +or Byp|ABy
mx6)= | : : i 1 i {™M2 (6xp) S :
0 1 0 0 0 0 S o
. Bo1 Poz -+ PBop|AsBy

Y

As custas de uma reducio do nimero de parametros do modelo
(e de uma consequente perda de detalhe paramétrico) conse-
guimos um novo modelo no qual a matriz de planejamento tem

posto-coluna completo.
Vejamos agora como formular as hipoteses sugeridas
na definigcao do problema utilizando o modelo reparametriza-

do.

A hipotese de que o efeito médio do fator A & cons

tante para todos os seus niveis pode ser formulada como:

1 1 -1 -1 0 0
Hl: C18U1 = 0 onde C1 S ) e U1 = Ip'

11 0 0 -1

Analogamente podemos formular a hipotese de que o



efeito médio do fator B & constante para todos os seus ni-

veis, atraveées de:

H CZBUZ = 0 onde C2 1T -1 1 -1 1 ~-1leU, =1

2" 2 P
Finalmente a hipotese de que nao existe interacao

entre os fatores A e B pode ser formulada como:

1 -1 -1 1 0 0
H,: C,eU, = 0 onde C., = el, = 1.
30 7303 3 1 -1 0 0 -1 |1 3 p

Desse modo conseguimos atingir os objetivos deseja
dos na proposicao do problema, conservando a caracteristica
de uma facil interpretacao dos resultados e sem necessitar
o emprego da Teoria de Matrizes Inversas Generalizadas, que
apesar de gerar resultados equivalentes, envolve dificulda-

des tedricas e computacionais.

A construgao das matrizes C (cxr) e U (pxu) utiliza
das nos testes de hipoteses sobre os parametros do modelo é
relativamente simples, bastando lembrar que a matriz C se re
fere a hipotrses envolvendo as linhas da matriz B (tratamen
tos) e a matriz U a hipoteses sobre as colunas de B (respos
tas). Em geral, para hipoteses de interesse pratico,podemos
sempre considerar a matriz C de posto-linha completo,p(C)=c,
e a matriz U de posto-coluna completo, p(U) =u pois assumi-

mos X de posto-coluna completo.

Existem outros métodos de reparametrizacao que pos
sibilitam a obtengao de modelos nos quais a matriz de plane
jamento tem posto-coluna completo. Um desses métodos consi-
dera a restrigao de que a soma dos efeitos médios de cada um

dos fatores é nula



Um outro método € conhecido por "Técnica da Casela de Refe-
rencia", no qual os parametros sao definidos em relacido ao
ao valor esperado da variavel para uma determinada casela,
tomada como referencia. Como o estudo de reparametrizacio de
modelos utilizados em planejamento de experimentos nao € um
dos objetivos deste trabalho,nao nos aprofundaremos mais nes
se topico. Convém observar que o método apresentadonesta se
¢ao € aconselhavel tanto pela sua simplicidade, como pelo fa
to de ser facilmente aplicavel a maioria dos problemas usuais.
A aplicagao do método ao MLMC(Y,XBG,Z) € feita de maneira a
naloga.

OQutra suposicao a ser introduzida no MLMC(Y,XBG,Z)
€ que a matriz G tenha posto-linha completo, p(G) = q. Nova-
mente lembramos que se o modelo inicial de planejamento for
tal que a matriz G nao tenha posto-linha completo, podemos
redefinir a matriz de parametros £ de tal forma que essa su

posicao seja satisfeita.

Apresentamos em seguida um resumo das suposigoes as
sumidas quando consideramos o MLM(Y,Xg,%) valido para um de
terminado conjunto de observacoes:

i) o modelo & escrito na forma: Y = X B + € .
(nxp) (nxr) (rxp) (nxp)

ii) as linhas da matriz € sao nao correlacionadas entre
si,e cada uma obedece a uma distribuic¢ao normal mul-
tivariada com vetor de valores esperados 0 (lxp) ema:
triz de variancia-covariancia nao singular & (pxp).

i1i) a matriz de planejamento X (nxr), r<n tem posto-co-
luna completo, p(X) = r.
iv) hipoteses estatisticas sobre os parametros do modelo

sao formuladas na forma:

H: CRU = T onde C (cxr), c<r e tal que p(C)

I
@

e U (pxu), usgp € tal que p(U) =u.



V) n=p+r (ver secao B.1l).
Analogamente para MLMC(Y,XBG,%) temos:

G )
xp)

vi) o modelo & escrito na forma: Y = ¥ |

= £ e
(nxp) (nxr) (r=q) (q

(n=p)
vii) vale a suposigao ii).

viii) vale a suposigao iii).
ix) hipoteses estatisticas sobre os parametros do modelo
sao formuladas na forma H: CBU=T onde C (cxr), c<r
e tal que p(C)=c e U (qxu), usq é tal que p(U) = u.
X) q<p.

Uma restricao do MLMC(Y,XBG,%) ¢ que as curvas a-
justadas aos diversos grupos devem pertencer a mesma fami-
lia. Por exemplo, se o valor esperado da variavel considera
da para um determinado grupo for obtido através de uma cur-
va polinomial de grau k, para os demais grupos deveremos tam
bém considerar curvas polinomiais de grau k, apesar de os

coeficientes nao precisarem ser iguais.

Por outro lado, a matriz de planejamento X nio pre
cisa ser necessariamente constituida por 0's ¢ 1's. Na rea-
lidade a matriz X pode ser tal que seus elementos correspon
dam a valores assumidos por variaveis continuas como no pro
blema analisado sob o titulo de Regressio MGltipla (univa-
riada e multivariada). Podemos ainda considerar casos em que
a matriz X & tal que algumas colunas sao constituidas por 0's
e 1's, e outras sao formadas por valores assumidos por va-
riaveis auxiliares como no problema analisado sob o titulo
de Analise de Covariancia (univariada e multivariada). Como
veremos no capitulo 2, a solugao proposta por Rao para Ani-

lise de Curvas de Crescimento envolve esse tipo de matriz.

1.4 - DESENVOLVIMENTO HISTORICO — UM RESUMO

Trabalhos envolvendo aspectos especificos ou casos



particulares do problema de estimagdo e obtencao de testes
de significancia sobre rurvas polinomiais de crescimento fo
ram desenvolvidos por autores como: Wishart (1938) ,Box (1950),
Rao (1958), Leech e Healy (1959), Rao (1959), Healy (1961),
Elston e Grizzle (1962) e Bock (1963).

A atual linha de pesquisas nessa area tem como fun
damento o trabalho de Potthoff e Roy (1964), no qual os au-
tores obtiveram resultados aplicaveisa uma considerdvel clas
se de situacoes através de uma generalizacdo do modelo clis
sico de Analise de Variancia Multivariada. O método sugeri-
do introduz na analise uma matriz de ponderagao arbitraria
A_l, e 0s autores observam que apesar de o estimador E obti

do ser nao viciado independentemente da escolha da matriz
-1

A 7, sua variancia aumenta conforme A-1 "se afasta' de %
(que € desconhecida). Embora algumas sugestoes para a esco-
lha de A“1 tenham sido apresentadas, nao foi considerado o
caso em que A—1==S—1, onde S € uma das estimativas usuais de
Z calculada a partir das observagoes. Khatri (1966) determi
nou o estimador de maxima verossimilhanca de &, observando
que sua expressao € semelhante aquela obtida por Potthoff e
Roy com S—1 no lugar de A~1. Rao (1965) analisou a solucao
de Potthoff e Roy, mostrando que a mesma nio utiliza toda a
=2 . Z_l),e

sugerindo outra solugao, na qual siao consideradas como va-

informagao contida nas observacoes (a menos que A

riaveis auxiliares os (p-q) vetores pertencentes ao espaco
de erros, introduzindo na analise. dessa forma. a  informa-
cao anteriormente desprezada. Continuando na mesma linha,
Rao, (1966, 1967) mostrou que nem sempre ha um  aumente de
precisao dos resultados ao serem considerados como variaveis
auxiliares todos os (p-q) vetores do espaco de erros, c que
em fungao da correlacdo entre as variaveis auxiliares ¢  as
variaveis principais ha vantagem em introduzir na anilisc a

penas um subconjunto dos vetores do espaco de erros.



Ainda nesses trabalhos o autor apresenta sugestoes relati-
vas a escolha de variaveis auxiliares baseadas em suposicoes
sobre a estrutura de L. Grizzle e Allen (1569) discutem a a

plicagao pratica dos resultados desenvolvidos por Rao, for

necendo sugestoes para a escolha de variaveis auxiliares a
partir de uma analise preliminar das observacoes. Finalmen-
te esses autores apresentam uma Sugestﬁo para a aplicagio
pratica do método através da utilizagao de um programa con-

vencional de Analise de Variancia Multivariada.



CAPTTULO 2

0 PROBLEMA DE ESTIMACAO EM MODELOS LINEARES

MULTIVARIADOS DE CRESCIMENTO

Consideramos neste capitulo o problema de obtencao
de estimadores de &, de combinacoes lineares da forma CglU e
de ¥ a partir de um conjunto de dados para os quais admiti-
mos validas as suposigoes do MLMC(Y,XEG,3).

Na secao 2.1 apresentamos um resumo do artigo de
Potthoff e Roy (1964) que deu origem a atual linha de pes-
quisa em Modelos Lineares Multivariados de Crescimento. Es-
S€s autores sugerem uma transformacao de variavel com a fi-
nalidade de recair no problema de estimacao dos parﬁmetros.
do MLM(Y*,X£,2*). Essa transformacao depende de uma matriz
arbitraria A—l, e algumas sugestoes sobre sua escolha sao

discutidas.

Na secao 2.2 introduzimos, de uma maneira geral, o
conceito de ajuste de um estimador por covariancia. Mostra-
mos que, multas vezes, ao estimar um parametro a partir
de um conjunto de observacoes, convéem utilizar a informacao
contida em Vcriéveis auxiliares que tém valor esperado nulo
Mostramos tambeém que o ganho de eficiéncia (no sentido de va
riancia) do estimador ajustado por covariancia depende da co

-25~



variancia entre as variaveis auxiliares e o estimador consi

derado.

Na secao 2.3 aplicamos a técnica de ajuste de um es
timador por covariancia ao problema de estimagdo cm modclos

lineares multivariados.

Na secao 2.4 obtemos formalmente os estimadores de
£, CEU e ¥ considerando o MLMC(Y,X£G,%) atraves de uma trans
formagao de variavel sugerida por Rao (1965, 1966). Faze-
mos algumas consideracoes sobre a distribuigao dos estimado
res obtidos, e finalmente apresentamos uma critica (Rao,
1965, 1966) a solugdo proposta por Potthoff e Roy (1964),em
que o autor mostra que nao ¢ utilizada toda a informagao con

1

tida na amostra, a nao ser que A ==Z—1.(Do ponto de vista

pratico isto nao € viavel pois £ é desconhecida.)
Na segao 2.5 discutimos o problema da escolha das
variaveis auxiliares a serem consideradas, enm funcao de di-

ferentes estruturas da matriz de varienria - covariancia &%
(Rao, 1967).

2.1 - A SOLUEAO PROPOSTA POR POTTHOFF E ROY

Consideremos o MLMC(Y,X£G,Z). Seja A (pxp) qualquer
matriz simétrica positiva definida, ou qualquer matriz nio
singular tal que GAan' (qxq) tenha posto completo, ¢ faca-

mos a seguinte transformacao:

1

v* = vya~te aa" ey (2.1.1)

Conforme as suposicoes do MLMC (Y ,XgEG, Z) ,podemos con
cluir que as linhas da matriz Y* (nxq) definida acima sdo mu
tuamente independentes e obedecem a uma distribuicao normal
multivariada com vetor de valores esperados obtido a partir
de:



E(Y*) = xe6a " tar(ea"tey Tt = xe (2.1.2)

e matriz de variancia-covariancia, nao singular, dada por:

p* o= (6a' te) " raar teamter (aam eyt

(gxq)

G") (2.1.3)

A matriz de observacoes transformadas Y* satisfaz
entao as suposicoes do MLM(Y*,X&,Z*) independentemente da es
colha da matriz A (sujeita as restricoes acima). Estimado-
res de &, CEU e L, e testes de hipoteses estatisticas sobre
os parametros da matriz £ podem ser obtidos através dos resultados dos

apendices A e B. Um estimador nao viciado de &, por exemplo:

= ) hevr = oy hevaTlerceaTleny T a1

Embora a técnica descrita acima possa ser aplicada
qualquer que seja a matriz A (sujeita as restricoes apresen
tadas), a escolha dessa matriz afeta a variancia dos estima
dores, a precisao dos intervalos de confianca e o poder dos
testes de hipoteses. Algumas consideragoes sobre a escolha

da matriz A sao apresentadas a secguir.

i) Se p=gq entao G € inversivel, e podemos considerar a
transformagao Y* = YG—l, nao havendo necessidade da in
troducao da matriz arbitraria A.

ii) Uma maneira simples de escolher a matriz A & fazer
A=T1. Esta solugao tem a vantagem de simplificar con
sideravelmente os calculos. Na realidade, as simpli-
ficacoes conseguidas quando a matriz G € formada por
coeficientes de polinomios ortogonais séexistirao se
tomarmos A= 1.

1ii) Se considerarmos o MLMC(Y,X£G,X%X) com a matriz % co-
nhecida, o estimador de b'CEUf, nao viciado de mini-
ma variancia na classe dos estimadores da forma d'Yw,

onde b, f, d e w sao vetores, ¢ dado por:



» 1

Y=bex ) txrvr e ety tur (2.1.5)

(Potthoff e Roy, 1964, apéndice B).

Comparando (2.1.4) com (2.1.5), parcce razoavel ad
mitir que A= % representa a escolha otima da matriz A (se-
gundo o critério de obtencao de estimadores nio viciados de

variancia minima).

Como na realidade a matriz % & desconhecida,ndo po
demos fazer a escolha A=13%. No entanto, se dispusermos de u
ma estimativa razoavel de %, & melhor considerar A igual a
essa estimativa do que tomar A=1I. Devemos observar que, em
bora a técnica apresentada seja valida para qualquer escolha
de A (sujeita as restrigoes apresentadas no inicio desta s5e
¢ao), podemos suspeitar que menor sera o poder dos testes,
maior a variancia dos estimadores, ¢ menos precisos os in-

tervalos de confianga quanto maior a "diferenca' entre Ae .

A matriz A nao precisa necessariamente ser nao-es-
tocastica. Podemos escolher A estociastica desde que seus e-
lementos sejam independentes de Y, pois as distribuigoes re
lacionadas com a estimagao e testes de hipoteses sobre os pa
rametros envolvidos ndo dependem matematicamente da matriz
A. Nao parece valido considerar A baseada numa estimativa de
L obtida a partir das observacgdes Y. Porém se dispusermos de
informacao experimental sobre I proveniente de experimentos
independentes do experimento que gerou Y podemos utilizar es

sa informagao para estimar % e tomar A igual a essa estima-
tiva.

2.2 - ESTIMAQAO COM AJUSTE POR COVARIANCIA

Vamos considerar nesta secao, o problema geral de
estimacao de um vetor de parametros a partir de um conjunto

de observagoes, quando temos informacio adicional obtida a



partir de variaveis auxiliares que tém valores esperados nu
los. A aplicagao da técnica ao caso especifico de Modelos Li

neares Multivariados sera discutida na segao 2.3.

Sejam t, (kx1) e t, (rx1) duas estatisticas veto-
riais tais que E(t;) =t e E(t,)) =0, onde T & um vetor de k
parametros desconhecidos, que desejamos estimar. Suponhamos

tambem que a matriz de variancia-covariancia % do vetor:

t
1
s k+rx1),

seja nao singular e conhecida. Vamos supor ainda que % seja
particionada segundo:

L= , onde V(t1)= le (nao singular), V(t2)= 222

(nao singular) CCov(tl,tz) =1 (2.2.1)

12

A estatistica t1 € um estimador nao viciado de T e

tem matriz de variancia-covariancia ndo singular L1+ Mos-
tremos entao que se Cov(tl,tz) # 0, podemos determinar um es
timador de T mais eficiente (no sentido de variancia) que

t

1
Consideremos o seguinte estimador de T:
T =t -1 5ntt (2.2.2)
1 12722 T

e calculemos sua matriz de variancia-covariancia:

-1
*) — 2 _
V(T = V(t) + 5, TpV(,) 5508, " EypEyy Cov(ty,t)
- Cov(t tZ)ZZZ ] =
- * — -‘]. 1 1
=2 V(T = Iy + BypToaay - 2EpRopy) = Iy - B0, (2.2.3)



= =1 -~ . S
Entao V(tl)—-V(T*)= 212222 21+ due ¢ nao negativa definida

(n.n.d) ou seja:
X'LV(t)-V(1*) Ix = 0, VxERN = X'V(t)x2 x'V(r*)x, VxR,

Nesse sentido dizemos que o estimador T* & um estimador mais
eficiente que tl.

Na maioria dos problemas reais, a matriz de varian
cia-covariancia I € desconhecida, porém podemos obter uma es
timativa:

Substituindo Zij por ZJJ em (2.2.2), obteremos o estimador
"ajustado por covariancia"

T =t -%..3

s~ Byg ; (2.2.4)

Se iij for distribuida independentemente de ti (i,j=1,2),tg

TEeEmos:
E(T) = E(tl)-ﬁ(ilzigé)u(tz) = B(t;) = v

Logo o estimador T € ndo viciado. Determinemos a matriz de

a

variancia-covariancia deste estimador:

V(D) = V(t) + BIE ), (L) EAE, - 1[112222 Cov(t,, )1 -
- BLCov(ty,t,)3538,,] = (2.2.5)
= V(1) = 5., +E(S 508 5008 1o BT, 573s 1o mrr 50l5 g
1222252252271 1 - BLZ p1)020, 12522521

onde as esperan¢as sao consideradas em relacao as variaveis

~

L.
1]
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Nao mais podemos garantir, como no caso do estima-
dor 1*, que V(tl)-‘V(%) seja sempre n.n.d. Vamos entao con-

siderar duas hipoteses:

i) 221= 0 (ou proxima de 0). Neste caso esperamos que :
V(t1)-V(?) seja negativa definida (n.d) e entao £y

€ um estimador mais eficiente que T.
ii) 221 ¢ "bem diferente de 0".Entio esperamos que V(H)—
- V(1) seja n.n.d. e T & um estimador mais eficiente
que tl'
Na secao 4.2 apresentaremos exemplos onde esses as
pectos serao discutidos com mais detalhe do ponto de vista

pratico.

De i) e ii) concluimos que o ajuste por covarian-
cia de um estimador pode resultar num decréscimo de eficien
cia, e que a decisao entre aplicar ou nao essa técnica de-
pende da covariancia entre as variaveis auxiliares e as va-
riaveis principais. Mesmo que tz nao se constitua na esco-
lha Otima das variaveis auxiliares para o ajuste por cova-
riancia, € possivel que uma selecao conveniente de elemen-
tos de tz como variaveis auxiliares possa fornecer estimado
res ajustados mais eficientes. Como a matriz ¥ ¢ desconheci
da, nao podemos determinar a escolha otima; no entanto,o co
nhecimento da estrutura da matriz %, ou uma estimativa da
mesma podem nos fornecer meios para nos aproximarmos dessa
escolha otima. Esse problema sera considerado na segao 2.5

(teoricamente) ¢ na secdo 4.1 (praticamente).

Com a finalidade de estudar as distribuicoes dos es

timadores ajustados por covariancia, vamos supor que:

t -
1 T & o . S
t2 AJNk+r L[O],é] e fode+r(I,Z, ) central.

Entao demonstra-se (Rao, 1967) que as distribuicoes condi-



cionais de

o a-1 N
1 —2122 t, € E

T =t 22%9

. -
11 11 1272

dados t, e §27 sao independentes e sao dadas por:

T ~N [T,2%, (1+T2) ]
k 11 r (2.2.6)

e £ * R SR
le Wk(f 1,211, ) central

onde

1 e T2 = L tr57ly

* - - -
E z 212822821 r = F t2822%;

11 11

Alem disso pode-se demonstrar (Rao, 1973, por exemplo) que:

f-r#l T; ~ F(r,f-r+1)

Entao

. v 2 _ r f-r+l _ T _ f-1
BOAT) = Iy ey~ Ve o (827)

Com base nos resultados (2.2.6) e (2.2.7) podemos determi-
nar a matriz de variancia-covariancia do estimador T, apre-

sentada simbolicamente em (2.2.5):
V(T) = EOV(t[t),Z,)) 1+ VIE(T|t,,2,,) ] =

2 2 * - = 42 * = f—l * - ((
E[(1+Tr)211] +V(1) E(lﬂr)zll F=T 1p (2.2.8)

Quando % € conhecida, a matriz de variancia-covari
ancia do estimador t* & dada por Zil, portanto a perda de e
ficiencia que ocorre quando utilizamos uma estimativa de ¥
para o ajuste por covariancia €& de TT¥TT’ Além disso, se

= : * = - B maie sl eh . :
212 0, teremos le 211 e entao tl sera mais eficiente que

T, quaisquer que sejam f e r.
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2.3 - UMA APLICAQAO DA TECNICA DE AJUSTE POR

COVARIANCIA A0 MODELO LINEAR MULTIVARIADO

Consideremos agora o problema de estimacao com a-
juste por covariancia em modelos lineares multivariados. Se
ja uma matriz de observagoes Y (nxq) para a qual admitimos

as suposicoes do MLM(Y,K6XB.Z Seja também uma matriz de ob

- 11)’
seérvagoes auxiliares Z (nxp-q), para a qual admitimos vali-

das as suposigoes do MLM(Z,O,XZZ).

Se ignorarmos as observacoes 7, os resultados do a
pendice A nos permitem concluir que um estimador nao vicia-

~ - -1 . B s
do de CB e dado por: CB =C(X'X) "X'Y. A matriz de variancia-

covariancia desse estimador pode ser representada por:

1

V(CB) = el C(X'X)7TC ] (2.3.1)

Um estimador nao viciado de CBU podem ser obtidos através da
transfomacao Y* =YU.

Vamos agora determinar outro estimador de CB consi
derando a informacao contida nas variaveis auxiliares. Tome
mos entao a matriz de observacoes [Y 7] (nxp) para a qual
podemos admitir validas as suposigoes do MM(TY Z1.XI8 01,1,

onde:

Consideremos a distribuicao condicional de Y dadas as obser
vagoes da variavel auxiliar Z. Utilizando resultados conhe-
cidos sobre a distribuicao normal multivariada (Rao, 1973,
por exemplo), podemos concluir que as linhas da matriz Y (da
das as observagoes da variavel auxiliar Z) obedecem a dis-
tribuigoes normais multivariadas independentes, com vetor de

_lz

valores esperados obtidos a partir de E(Y|Z) =XB +ZZ72 21 e



matriz de variancia-covariancia dada por:

-1
& - - o
211 T Lpq mEypEgnlag-

Fazendo

8
- - _ -1 : -
D=1([X2Z1l, n = 2222221 e vy {;},

o modelo condicional acima € equivalente ao MLM(Y,Dy,EI]),e

um estimador nao viciado de C*y & dado por:

1

C*Y = C*(D'D) " 'D'Y.

Vamos obter a expressao do estimador C*y em funcao
de C*, Y X e 7Z utilizando a técnica de obtencao da inversa
de uma matriz particionada (Rao, 1973, por exemplo) .Devemos
observar que a matriz D tera posto coluna (r+p-q) em q.t.p.

pois Z € uma variavel aleatoria multidimensional continua.

X' X'X Xtz
D'D = (X 77 =
7' 1'% 7'7
4 oo™ +(x'X)‘1x'zs§§2'X(x'XJ“1 ~(X‘X)']X‘ZS;%
oy = -1 1 -1 ‘
- ST XX 0T So3
onde S,, =Z'[I1-X(X'X) " x' 1z
Como
x
D'Y = Y,
1z

obtemos o estimador



roes0 ™ heveoe o xe zss ]

' 1 =1 1 [RV] -1 1 -1 !
22Z X(X'"X) "X'Y-(X'X) X ZSZZZ Y
Cry = C* :=c*[

fon)]

=)

_1 1 T —1 1 o —1—1
-SZZZ X(X'X) X YFSZZZ Y

i -1 1 ' -1 ' -1
(X'X) "X'Y-(X'X) "X 2522521
— (%7 = C* (2.3.2)

-1
. 522591

onde S, =Z'TI-X(x'%) "tx iy,

Entao, para obter um estimador nao viciado de CB,
dadas as observacoes da variavel auxiliar Z, basta tomar em
(2.3.2), C* =[C 0]. O estimador desejado sera dado por:

B = C(x'X)"lx'Y—C(X'X)"1X'ZS£%521 (2.3-3)

Comparando (2.2.4) com (2.3.3), observamos que CB equivale
ao estimador CB ajustado por covariancia.
Segundo os resultados obtidos no apendice A, sabe-

mos que o estimador CB corresponde ao estimador de maxima ve

rossimilhanca de CB considerando o modelo condicional

. B “
MLM(Y [ Z, T X Z]{ﬁ},zll).

Como a funcao densidade de probabilidade marginal de 7 nao
depende de B, o estimador CR também corresponde ao estima-
dor de maxima verossimilhanca de CB considerando o

MLM(LY Z1,XCB 07,%).

A matriz de variancia-covariancia do estimador CB

pode ser representada por:

(n-r) -1
(n-1)-(p-q)-1

npetc( et (2.5.4)

V(CR)

Comparando as expressoes (2.3.1) e (2.3.4), e lembrando que



Zil =211—21225%221, ?odemos concluir que o estimador Cé e

mais eficiente que CB sempre que 219 =0. Por outro lado, ob
servamos que a eficiéncia de CB aumenta conforme 5 "se a-

12
fasta'" de 0.

No apendice A mostramos que um estimador nao vicia
do de C*yU* considerando o MLM(YvDy,Zil) ¢ dado por C*yU* =
= C*(D'D)“ID'YU*. Entao tomando C* =[C 01 e U* =U, podemos
escrever um estimador nao viciado de CBU ajustado por cova-
riancia, na forma:

cAu = C[(X'X)"IX'Y—(X‘X)'IX'ZSE%521]U (2.3.5)

Sua matriz de variancia-covariancia pode ser representada

por:

(n-1)-1

MILRYE 1 -1
(D‘I‘)—(p'q)-"'lLU 211U]®[C(X X)

V(CBU) = C'1  (2.3.6)

Um estimador nao viciado de Tn pode ser obtido to-

mando-se C* =[0 T] em (2.3.2). Teremos entao:

Th = TSS1s, (2.3.7)

2.4 - A SOLUGAO PROPOSTA POR RAO

Inicialmente vamos demonstrar um lema (Khatri, 19606)
cujo resultado sera empregado na obtencao dos estimadores da
matriz & e de combinacoes lineares da forma CEU a partir de
um conjunto de dados para os quais admitimos validas as su-
posicoes do MLMC(Y,X£G,%).

LEMA 2.4.1 (Khatri) - Sejam as matrizes G (qxp) GGZ (pxp-q)

de postos q e p-q respectivamente, tais que GG, =0.Entao se
S (pxp) for uma matriz simétrica e positiva definida, tere-
mos :

: “1oy = ol ey rpe-Llary=lpc-1
6,(6586,) Gy = ST -s7T G (657 6") “tas



Como § & uma matriz simétrica e p.d. existe uma ma
triz A (pxp) nao singular, tal que S =AA'. Analogamente po-

demos concluir que existem matrizes Bl (gxq) e B2 (p-axp-q),

nao singulares, tais que: (GS—lﬁ')”] =B, BJ e(GéSG7)*‘ =8,B..
Consideremos a matriz A =YA"1G'B] A‘G7Bql. Como
S =AA", temos S™1 =(AA) L = IATL . Enese
R ,"1 bt i=Lp~1 | P B N
B1GA" ] B Bion A e's, Bioaave,B,
A'A = (A6'B, A'G,B, T = =
] 1 ) - ] i “_] 1 1 i [
BiGIA BiG5A1G'B, B'GLAA'G,B, ]
1 "'1| i .
BlGS G Bl BlGGZBZ Iq 0 ]
- - - 1.
| BZGZG Bl BZGZSGZBZ B 0 Ip—q'J
Entao
BiGA'
[ _ -11 1
AN =1 = [A 6 Bl A G282] =23
BG4
== 1 = A 6B, BIGA L 4 A'GLBBIGIA =
’ 171 2727272
sy T = A*le'(es“le')“laA'“l-+A'GZ(GéSG?)‘1GéA -
= a7 = e te s e e T e e, a6, ey —

= s71 57l (g5 lgr ) lgs ! - 6,(6456,) 76}

Consideremos agora o MLMC(Y,X£G,2) e vamos obteres
timadores de &, CEU e 3.

Sejam as matrizes G1 (pxq) e G, (pxp-q) de postos
q ¢ (p-q) respectivamente, tais que: GG] = I (gqxq) e GG2=

(gxp-q) e consideremos a transformacao:

Y[G1 G,1 = FYG1 YGZJ = PYl YZJ (2.4.1)

1

Vale a pena observar que tomando G, =G'(GG') ~ e G2 lpual a

1
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uma base da variedade linear gerada pelas colunas de

r1-6'(66') tg1

as condigcoes acima estarao satisfeitas. O problema da deter

minacao de G, sera discutido na secao 4.1.
A transformagao (2.4.1) nos permite concluir que:
E(Y,) = XEGG, = Xg e E(Y,) = XgGG, =0,

ou seja que Y.l ¢ formada por q vetores pertencentes ao espa
¢o de estimacao, e Y2 por (p-q) vetores pertencentes ao es-

paco de erros.

O modelo pode ser definido em funcao de Y] e Y, a-

traves de:

(Y. Y, 0 = X[& Al+e

LY (2.4.2)

1

Essa forma nos permitira construir um teste de a-
juste do modelo inicial, pois =0 se o MLMC(Y,X£G,Z) for a

dequado. Nesse caso podemos considerar o

MLM(LY, Y,3, X(g 01,2,),

onde
G1 Glzbl Glsz
21 = Z[Gl GZJ =
G2 1ﬁZZG1 GZXG2

A matriz Y2 pode ser tomada como matriz de varia-
veils auxiliares e entao podemos aplicar os resultados da se
cao 2.3 ao modelo condicional:

|

MLM(YllYZ,FX Y, J,zz) (2.4.3)
n

onde

- (0! _1_|»‘
n = (GZZGZ) (02261)



= 1 - 1 1 "1 1 — '"1_, "1
ZZ = G1261 GIZGZ(GZEGZ) GZZG1 (GZ "G") (2.4.4)

O resultado (2.4.4) pode ser obtido através de uma aplica-
¢ao do Lema de Khatri. Lembrando que GG1 =1, GG, =0 ¢ Z € u

ma matriz simétrica e positiva definida, temos:

, o e LS IR, I, S, |
GZ(GZZGZ) GZ =L =% G'(Gr "G') "Gz .
Entao:
_ i i -1 -1., =1, ~1laa-1 .
ZZ = GIZG1 -Glz[Z -% "G'(Gr “G') "G ]ZGl =
= i | ‘1 1 "'1 T ‘1 1 "1 ﬁ"l _
= G1261 -Glzz ZGI +GIZZ G'(Gx "G') "G ZGl =
o Gie'(ez'le')"leel = (ez tgyd
Fazendo
(g
D =1[XVY,] ey =
n

podemos representar o modelo (2.4.3) através dohﬂ$HY],DpZZ).
Entao, utilizando o resultado (2.3.3) concluimos que um esti

mador nao viciado de CE pode ser dado por:

1

:_.. ryy =Ly ~ l =Ly !
CE& = CL(X'X) X Y1 (X'X) X Y252282]]

Como

Y1 = YGl; Y2 = YG2

= 1 f "'11 — TV IET |'"1|> -

522 = YZ[I-X(X X) X ]Y2 = GZY [I-X(X'X) “X JYG2 GZSG2

S21 = G‘ZSG1
temos:

CE = Crx' %)~ x¥e - (00 "X ve, (6356,) Lesse, |



e aplicando o lema de Khatri, obtemos:

CE = C{(X'X)'lx'val—(x'X)‘lx'Y[s‘l-s”le'(Gs"]e')“les‘ljsel} -
- C{(X'X)—IX'YG -0 xevrr-s e es e R
- C{(X'X)"1X‘Y[I—I+S_1G’(GS—IG')"lG]Gl} =
= € = cO0 M xvs e caslgy ! (2.4.5)
Utilizando (2.3.4) podemos representar a matriz de varian-

cia-covariancia desse estimador por:

V(CE) = (n-r)-1 ] 1., ~1:‘C ,\.—1 ' (2.4.6
( E) (n—r)~(p—q)—l_ (GZ G ) @[ (X X) C ( 4 )
Utilizando os resultados (2.3.5) e (2.3.6) podemos concluir
que um estimador nao viciado de C&U & dado por:
= - -1 =%
CEU = cr(x'X) 1x'vS e (6s g v (2.4.7)

€ sua matriz de variancia-covariancia pode ser representada

por:

(n-r)-1
(n-1)-(p-q) -1

V(CEY) = rur et ey usercox ey (2408

Apesar de conseguirmos obter expressoes para o va-
lor esperado e para a matriz de variancia-covariancia de es
timadores da forma CE, ainda nao foi obtida wuma expressao
simples para a sua distribuicao. Gleser e Olkin, (1966) , ex
pressaram a fungao densidade de probabilidade do estimador

€ na forma de uma integral.

A distribuigao condicional de CE dadas as observa-
¢oes transformadas Y2 € normal multivariada com vetor de va
lores esperados obtido a partir de €& e a matriz de varian-
cia-covariancia dada por: (GZ~1G')M1®(C’RC), onde R (rxr) &

o menor principal da matriz (D'D)”



Os resultados do apédice A nos permitem concluir
que um estimador nao viciado de % & dado por:
1 1

v _ 1 pags =L g _
L= g Y'[I-X(X'X) “X']JY = . S (2.4.9)

€ que sua distribuicao € proporcional a Wp(n—r,2,~) central.
Consideremos novamente o modelo condicional

MLM(Y,.,Dy,Z,) e a matriz S, - Yi[I*D(D'D)"lD‘JYl.

Do apéendice A podemos concluir que a distribuicao condicio-

nal de S, dadas as observagGes transformadas v, ¢
Wq[(n—r)—(p—q),zz-] central.

Como essa distribuicao so depende da matriz D atravées de seu

posto (que € um parametro do modelo linear multivariado de

crescimento original), a distribuicao (incondicional) de S

também ¢ Wq[(n—r)—(p—q),zz,v] central.

1

Entao E(Sl) = [(n—r)—(p~q)]£2, e um estimador nao viciado de
%, € dado por:
s 1

2T TmES e Sl

Podemos demonstrar, aplicando o lema de Khatri,que

S1 =(G'S-1G)—1; entao o estimador L, pode ser escrito nafor
ma:

1

(6's gyt (2.4.10)

M)
Il

(n-1)-(p-q)

Un estimador nao viciado da matriz de variancia-co
variancia do estimador CE (2.4.6), & dado por:

& (n-r)-1 R -
v(Cce) = L,00C(X"'X)
(n-r)-(p-q)-1 °

1

C'1 (2.4.11)

Vale a pena observar que os estimadores obtidos sio

invariantes em relacao a escolha das matrizes Gl e GZ.



Rao (1965, 1966) faz alguns comentarios sobre a S0
lucao proposta por Potthoff e Roy (1964) para o problema de
estimacao utilizando o MLMC (Y, XEG,Z) .

Em primeiro lugar, Rao critica a arbitrariedade na
escolha da matriz A, e considera que a sugestao de escolher
A a partir de informacgao proveniente de outro conjunto de da
dos nao € inteiramente satisfatdria. 0 autor observa, tam-
bém, que atraveés dessa transformacao, a matriz de observa-
goes Y (nxp) @ reduzida para uma matriz Y* (nxq) onde q <p,
0 que geralmente implica uma perda de informacao (a nao ser
que a matriz de variancia-covariancia 5 seja conhecida e to
memos A =%.)

Em seguida Rao mostra que, ao considerarmos a téc-
nica de estimacao com ajuste por covariancia, poderiamos fa

zer a transformacao LY, v, =Y[G, 6,1, tomando

2
6, = 876 (66l e 6, tal que oa, = o.

Concluimos entdo que a solugao proposta por Potthoff ¢ Roy
simplesmente despreza a informacao contida em Y2, 0 que im-
plica uma menor precisdo (em relacdo ao estimador ajustado
por covariancia), a ndo ser que essa informagao seja despre

zivel.

2.5 - A ESCOLHA DE VARIAVEIS AUXILIARES

Na secao 2.4 consideramos o MIMC (Y ,XEG,Z) e apre-
sentamos um estimador de CE obtido através do ajuste por co
variancia (em relacdo as variaveis transformadas Y2 =YGZ)dO
estimador CE =C(X"X)™'X'V, (onde Y,=Y6)) . Foi observado tam-
bém, que o estimador obtido & invariante em relacao a esco-
lha das matrizes arbitrarias G] e G2 (satisfeitas as restri
Goes apresentadas). Por outro lado, vimos na secao 2.3 que
a técnica de ajuste por covariancia pode nao fornecer esti-

madores mais eficientes, e que a eficiéncia do estimador a-



justado € fungdo da covariancia entre as variiveis auxilia-
res (YZ) e as variaveis principais (Yl). Essa covariancia é

dada por GiZGz, ¢ portanto depende da escolha de G, e GZ’

1

Discutiremos a seguir o problema da escolha das va
riaveis auxiliares, apresentando alguns resultados obtidos
por Rao, (1967). Consideraremos algumas estruturas especiais
da matriz I (comuns aos modelos usuais de planejamento de ex
perimentos), determinaremos as matrizes G1 e GZ e seleciona
remos as variaveis auxiliares que devem ser introduzidas na

analise.

i) Seja r =G'TG+H'0H+I0?, onde T (qxq) e © (axq) sao ma
trizes de variancia-covariancia desconhecidas e H (gqxp) € u
ma matriz conhecida tal que p(H) =q e GH' =0.

. -1
Consideremos G1 =G'(GG") e GZ como uma base da va

riedade linear gerada pelas colunas de  I-G'(GG') 'g. En-

tao temos:

HE, = HG' (66')™ = 0
616, = 0
66, = 0

Facamos a transformagao: [Y; Y,J = Y[G, G,]. A covaridncia
entre a i-€sima linha de Y, (yj) e a i-Esima linha de Y,
(yi) serd dada por:

Coviyj.yi) = Gi2G, = G{IG'TG+H'6H+I0? 16, =

i}

1 1 1 1 i 2
GlG PGG2+GIH eHGZ+Gleo = 0

Entao Y, nao fornece nenhuma informacio sobre Y1 e pode ser
desprezada. Estimadores de CEZ podem ser obtidos consideran-
do o MLM(Yl,Xg,le) € esta solugao € equivalente a solucio
proposta por Potthoff e Roy, (1964) com A =1.

Se H=0 ou 6 =0, as conclusées acima continuam vi-
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lidas. Este modelo foi estudado por Rao, (1965), e se adap-
ta ao caso onde a dispersao dos desvios das observacoes de
cada unidade experimental em relacdo i curva do grupo  ao
qual pertence € dada por T e a dispersao em relacao a suapro

pria curva € dada por o?I.

ii) Seja I = T'TT+0%I, onde I' & uma matriz de variancia
covariancia desconhecida e T & uma matriz arbitraria, conhe
cida, tal que p(T) =t.

Consideremos G, =G'(GG')—1

da variedade linear gerada pelas colunas de

: G2 (pxt) como uma base

TI-6'(66") teIT', e 6, (pxp-t-q)

tal que GG3 =0, TG3 =0 e [Gl G, G;] seja nao singular.
Fagamos a transformacao [Y, Y, Yi1= (G, G, G;]. A covarian

cia entre a i-ésima linha de Y, (y;) e a i-ésima linha deY,
L 4

(y%) ¢ dada por:
Cov(yi,yi) = GiEG7 = 0

Analogamente podemos escrever:

]
Il
il

COV(Yi,y;) GZG Gi[T'FT+oZI]GS

i 2 -
GIT FTGS+0 GlG3 0

1}
i

Cov(yi.y) = 632Gy = G5LT'TT+o”116,

U 1 2 o
GZT FTGS+0 6283 =0

Entao Y3 nao fornece nenhuma informacio sobre Y] ou Y,,e po
de ser desprezada. A matriz YZ’ no entanto, contém informa-
ao sobre Y, e deve ser considerada como variavel auxiliar.
1
Estimadores de CE podem ser obtidos considerando o modelo

condicional

MLM(Y1 |Y2,rx Y, D)
nJ

)



descrito anteriormente.

Devemos observar que Y2 e Y3 dividem o espaco de

erros em duas partes: uma contendo informacio sobre Y1 e ou
tra sem nenhuma informagao sobre essa variavel. 7
Outras suposigoes sobre a estrutura de I podem ser
consideradas, obtendo-se diferentes escolhas para as varia-
veis auxiliares. Essas consideragoes, porém, nao apresentam
multa utilidade em problemas praticos, porque em geral nao
temos informacao sobre L. Esse problema sera analisado no

seu aspecto pratico, na secao 4.1.



CAPTTULO 3

O PROBLEMA DE TESTES DE HIPOTESES EM MODELOS

LINEARES MULTIVARIADOS DE CRESCIMENTO

O objetivo deste capitulo € obter testes de signi-
ficancia para hipdteses estatisticas envolvendo elementos do
MLMC(Y ,XEG,Z), a partir de um conjunto de dados para o qual

sao admitidas validas as suposicées desse modelo.

Na secao 3.1 apresentamos um teste de ajuste do mno

delo de crescimento adotado.

Na secao 3.2 apresentamos testes de hipoteses so-

bre combinacoes lineares dos parametros.

O principio utilizado nessas duas secoes para ob-
tencao dos testes € o de reducdo das hipoteses originais a
hipoteses equivalentes envolvendo um modelo linear mul tiva-
riado, obtido através da trans formacao [Yl YZJ =YFGl G,7, e

a aplicagao dos resultados do apéndice B.

Finalmente na secgao 3.3 fazemos consideracoes Sso-
bre a determinacao de intervalos de confianca envolvendo os

parametros do modelo.

3.1 = UM TESTE DE AJUSTE DO MODELO

Consideremos o MLMC(Y,X£G.%). Fazendo a transforma

~ 4=
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cao [Y1 Y,1 =Y[Gl G,1 apresentada na segao 2.4, podemos es-
crever o modelo na forma:

(Y, Y,1 = X[g Al +¢

1 2 1°

onde A =0 se o modelo de crescimento Y =X&G+e for adeqguado.
Obter um teste de significancia para o ajuste do modelo cor
responde entao, a testar a hipotese:

HA: E(YZ) = XgGG2 =0 (3.1.1)

Considerando o MLM(Y,X£*,%) onde £* =£G, a hipotese (3.1.1)
¢ equivalente a:

Hy: CE*U = 0 onde C =1 e U =&

A (3.1.2)

2

As matrizes de somas de quadrados e produtos cruza
dos devidas ao erro (SA) e ao desvio em relacao a hipotese
nula (HA), podem ser obtidas através dos resultados (B.3.1)
e (B.3.2), e sao dadas por:

SA

[RVANE |"1|
GZY CI-X(X'"X) X ]YGZ

= o=t
I

[(X'X)_IX'YGZ'J'[(X'X)_lfl_llf (X'X)—]'X'YGZJ = GéY'X(X'X)—lX‘YGZ

Além disso, podemos concluir que as respectivas distribui-
coes sao independentes e sao dadas por:

S, ~W_ [n-r,G
P-q

A éEGZ"] central

HA'va_q[r,GéZGz,Gég*’X'XE*GZJ nao central.

Quando a hipotese Hy: £%G, =0 e verdadeira, H, tem uma dis-

A
tribuicao central.

Todos os critérios de teste apresentados no apendi
ce B dependem das raizes da equacao [HA —ASAI =0,e qualquer

um deles pode ser utilizado para testar a hipdtese (3.1.2).



-« 48 =

3.2 - TESTES DE HIPOTESES LINEARES SOBRE 0S5 PARAMETROS

DO MODELO LINEAR MULTIVARIADO DE CRESCIMENTO

Admitindo que o MLMC (Y ,XEG,2) ¢ adequado ao fenome
no em estudo, podemos testar hipoteses lineares da forma:

< FUZF (3.2.1
“g C, () ]
Considerando o modelo condicional
£
MLM(Y.IY7,(X Y7J\ B 5]
14" 2 2 L” 2

| -

que pode ser escrito na forma MLM(YI,Dy,fg), a hipotese

-

(3.2.1) € equivalente a:

onde C* =[C 07.

. B e g adri: s ¢ produtos cr
Neste caso, as matrizes de somas de quadrado produtos cru

(S,) e ao desvio em Tr¢
(B:3.1) € (B.3.2), sao da-

: N ; slacao a hipote-
zados devidos ao erro : I

S€ nula (Hg)’ obtidas atraves de

das por:

l

, e P
. sy = U @'sTie) Y
S v6,U = U'S, )

e = UG I1-D(D'D) D

€] 1
2 = -1 1=
He = [CEU-T1'{IC 01(D'D) le.w} rCEU-T ] =

]

! =1 ' =] ' = ' o 5™ .
oo Lyvs e esla) THU-T I ICRE] e~ txrvs e (65716 ) U
.
onde R (rxr) € o menor principul de (D'D)

C ; . e as respectivas distribuigoes
Além disso podemos concluir que as respet dl uicoes

sao dadas por:

U'zL.U, e central

Sao independentes €

S ~W ( (n-r)-(p-4),
3 u




HEIYZ ~“L[C;U'22U;(C£U—P)'(CRC')_l(C£U~P)] nao central.

Quando a hipotese Hg: CeU =T & verdadeira, a distribuicdo con-
dicional de H dadas as observacoes Y ¢ central e nao depende
da matriz D. 101tanto coincide com a d1§t11bu1gao (incondicio-
nal) de H_.

) de Hy

Os critérios de teste apresentados no apendice Bde
pendem das raizes da equacao |H -AS | =0, e qualquer um deles

pode ser usado para testar a hlpotese (3.2.2).

Se alguns vetores pertencentes ao espaco de erros
nao forem considerados como variaveis auxiliares, devemos subs
tituir, na expressao que indica o numero de graus de liberdade
da distribuicao de Sg’ o parametro (p-q) pelo nuimero de veto-

res realmente utilizados.
A adogao do modelo condicional

g
MLM(YllYZ,fX Yz] : DX

também nos permite obter testes de hipoteses sobre os parame-

tros n. Por exemplo a hipotese:

Hn: CnU =T (3.

{8
(]
i
L

pode ser testada através da hipotese cquivalente:

3
H : C*U = [0 C1| |U = CnU = T (3.2.4)
onde C* =[0 CJ. _”J

Analogamente ao caso de testes sobre os parametros £, podemos

obter as matrizes Sn e H

=1 mlG)—]U

I

S = U'GiY'[I-D(D'D) Uu'(G's

. D JYGlU



~ -1 0’ -7 A
. CnU-T1"{[0 C1(D'D) } TICnU-T] =
CI

[CAU-TI'[CR*C' 1" LT CAU-T ]

=
Il

onde R* (p-gqxp-q) & o menor inferior direito de (D‘D)‘l. Pode-
mos tambem concluir que as distribuicoes das matrizes Sn e Hn

sao independentes e sio dadas por:
Sn ~Wu[(n—r)~(p-q),U %,UJ central
H Y, ~W [e, U250, (CnU-T) ' (CR*C*) " (CnU-T) 1 nito central.

Sob a hipotese nula, a distribuicao condicional de Hn dadas as
observacoes Y € central e nio depende da matriz D, coincidin-
do com a d15tr1bu1gao (incondicional) de H . Qualquer um dos
critérios apresentados no apendice B pode %CI usado para tes-

tar a hipotese (3.2.3).

Devemos observar que Y, so deve ser incluida no mo
delo como matriz de variaveis auxiliazes se n #0. Portanto po-
demos verificar a conveniéncia da utilizacao de Y7 como varia-
vel auxiliar atraveés de um teste da hipotese (3.2.3) tomando
C=I,U=I1er=0.

3.3 - INTERVALOS DE CONF IANCA

Como no caso univariado, a rejeicio de uma hipote-
se de igualdade de efeitos médios dos diversos tratamentos (gru
pos) de um problema multivariado nao indica quais os tratamen-
tos responsaveis pela rejeigao da hipdtese ou quais aqueles que
podem ser considerados como provenientes de uma mesma populacao.
Nos problemas multivariados, podemos ainda considerar hipoteses
de igualdade dos efeitos médios das diversas respostas (tempos,
por exemplo), e da mesma forma, nio podemos inferir quais asres

postas cujos efeitos medios levaram & rejeicdo da hipote-



se.

Por outro lado, geralmente a simples rejeicao de u
ma hipotese estatistica nao € uma conclusdo satisfatoria pa
ra o pesquisador, pois ele estaria interessado em conhecer
a magnitude dos efeitos significativos ¢ em determinar inter

valos de confianca para as estimativas obtidas.

Esses problemas podem ser resolvidos através de com
paragoes multiplas. Como vimos no primeiro paragrafo, o pro
blema no caso multivariado deve ser generalizado no sentido
de considerar comparacoes tanto entre linhas (tratamentos,
por exemplo) como entre as colunas (tempos, por exemplo) da

matriz de parametros.

Nesse sentido o critério da Unido-Intersccciao de
Roy apresenta vantagens sobre os demais, pois sua propria
construcao leva diretamente a obtencao de intervalos de con
fianga para todas as formas bilineares envolvendo a matriz
CEU. Roy, (1957) e Khatri, (1966) mostraram que intervalos
de confianca com coeficiente de confianga (1-u)x100% para to
das as formas bilinecares a'CEUb, onde a e b sao vetores (cxl)

e (uxl) respectivamente, sao dados por:

1A

a'CEUb - W/Aa(b'sgb)(a'CRC'a)' a'CEUb <

A

a'CEUb + 1/Aa(b'sab)(a'CRC'a)
(3.3.1)
onde:
Sg ¢ a matriz de somas de quadrados e produtos cruzados
devida ao erro, associada ao teste dahipdtese l:CglU=
=0 considerando o MLM(YI,Dy,ZZ).

R (rxr) € o menor principal de (D‘D)“l onde D € a ma-

2

triz de planejamento do MLM(YI,Dy,Z7).
0 - -
A :TT%“’ onde Baé 0 a-¢simo percentil da distribuicao
a



da maior raiz da equacao IHg—O(S;+Hg)I =0.

Quando s =min(c,u) =1, o valor Au pode ser obtido

diretamente atraves da distribuicio F. Nesse caso, se:

u s
(n-1) - (p-q) -u+l : La,u, (n-r)-(p-q)-c+1]

c=1, entao A =

C

(n-r)-(p-q)

u=1, entao A = ﬁuﬁ,mﬂﬁ%pﬂ)]

Essa técnica de comparacoes miltiplas & uma exten-
sao da técnica desenvolvida por Scheffé.



CAPTTULO 4
APLICACOES

A finalidade basica deste capitulo € ilustrar a a-
plicacao da té€cnica de Andlise de Curvas de Crescimento atra

vés da discussao de exemplos priticos.

Na secao 4.1 mostramos como a analise de um conjun
to de dados, ao qual queremos ajustar o MLMC (Y ,XEG,Z), pode
ser realizada atraves da utilizacao de um programa conven-
cional de Analise de Variancia Multivariada capaz de testar

hipoteses da forma H: CBU =0 considerando o MLM(Y ,XB,Z).

Na segao 4.2 discutimos a aplicacao da técnica a
dois conjuntos de dados encontrados na bibliografia, Potthoff
¢ Roy, (1964) e Grizzle § Allen, (1969) e a um conjunto de da
dos submetidos ao SEA (Setor de Estatistica Aplicada do De-

partamento de Estatistica do IME-USP) para analise.

4.1 - SUGESTAO PARA ANALISE DE UM CONJUNTO DE DADOS UTILIZANDO UM
PROGRAMA CONVENCIONAL DE ANALISE DE VARIANCIA MULTIVARIADA

A analise estatistica de um conjunto de dados atra
vés de um moCelo linear multivariado de crescimento tem co-
mo ponto de partida uma matriz de observacoes Y (nxp), onde
cada uma das n linhas representa o conjunto p medidas de u-
ma variavel, realizadas em uma determinada unidade experi-
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mental (por exemplo, nos instantes t 2""’tp’ ou apos a
aplicacao das doses dl,lz,...,dp de uma certa droga, ctc...).
Para estudar o comportamento dessa variavel em funcao do tem
po, ou das doses da droga aplicada, atraveés doMLMC (Y, X£G, %),
devemos admitir que as n linhas da matriz Y sejam nao corre
lacionadas entre si, e que cada uma obedeca a uma distribui
¢ao normal multivariada com vetor de valores esperados 0 e
matriz de var1anc1a—covar1anc1a, nao singular, % (desconhe-
cida).

O procedimento de analise consiste basicamente de
quatro etapas:
i) Definigao da matriz de planejamento X.
1i) Definig¢ao do grau do polinomio que queremos ajustar
as observacoes, e consequentemente da matriz G e da
forma da matriz de parametros desconhecidos, .
1ii) Escolha de possiveis variaveis auxiliares para obten
cao de estimadores de € ajustados por covariancia.
iv) Obtencao de estimadores e testes de hipoteses sobre

0s parametros envolvidos.

A matriz X ¢ fungao do esquema de plancjamento uti
lizado para o experimento, e sugestoes para sua construgao

estao apresentadas no capitulo 1.

A determinagao da matriz G e da forma da matriz g
podem ser obtidas a partir de testes de ajuste de modelos de

crescimento (linear, quadratico, etc...) (secao 3.1).

A escolha de possiveis varidveis auxiliares depen-
de da matriz de correlacdo entre as variaveis do espaco de
estimagao e aquelas do espago de erros. Esse aspecto foi dis
cutido teoricamente no capitulo 2 e sera considerado prati-

camente nesta secao.

O problema de estimacao e obtencao de testes de hi

poteses sobre os parametros do modelo esta discutidos nas se



cao 2.4 e 3.2.

Nesta Segﬁo mostraremos como as quatro etapas des-
critas acima podem ser realizadas através de duas analises
utilizando um programa convencional de Analise de Variincia
Multivariada capaz de testar hipoteses da forma H: CBU = 0,
considerando o MLM(Y,XB,2).

Na primeira analise supomos, por exemplo,que um po
linomio de grau (q-1) se adapta as observacoes e verificamos
a validade dessa suposicao através do teste do ajuste do
MLMC (Y ,XgEG,Z) sugerido na secao 3.1. Para isso consideramos
o MIM(Y,XE*,Z), onde E*=fG, e testamos ahipotese H:Ig*G2 =0,
onde G2 (pxp-q) € uma matriz tal que GG2 =0. Quando as p ob
servagoes de cada unidade experimental sdao recalizadas em ins
tantes igualmente espacados as linhas da matriz G podem ser
formadas pelos coeficientes dos polinomios ortogonais de graus
0,1,...,9-1, pois nesse caso G2 pode ser construida de tal for
ma que suas colunas sejam formadas pelos coeficientes dos po
linomios ortogonais de graus q,q*+1l,...,p-1. Quando isto nao
acontece, temos duas alternativas: obter os coeficientes de
polinomios ortogonais para observacées nio igualmente espa-
cadas, ou tomar G2 como uma base da variedade linear gerada
pelas colunas de [I—G'(GG')_lG]. A utilizacao de coeficien-
tes de polinomios ortogonais & recomendada sempre que possi
vel, pelas fucilidades de calculo que proporciona. Variando
q de (p-1) ate 2 e testando as hipoteses de ajuste do mode-
lo correspondente, podemos determinar o grau de polinomio

mals conveniente para explicar o comportamento da variavel.

Se o programa fornecer, para cada escolha da matri

zes C e U, a matriz de correlacao correspondente,podemos ain

1=0
2

onde as colunas da matriz [G1 Gz] sao formadas pelos coefi-

?

da na primeira analise testar a hipotese H: Ig*[G1 G

cientes dos polinomios ortogonais de graus 0,1,...,p-1. Es-

sa hipotese nao apresenta interesse, porém a matriz de cor-



relacao obtida pode ser particionada de forma que  possamos
examinar as estimativas das correlagoes entre as variaveis
pertencentes ao espago de erros (Y2 =YGZ) ¢ as variaveis per
tencentes ao espaco de estimacao (Yl =YGl). As variaveis do
espaco de erros cujas correlacoes com variaveis do espaco de
estimacao sejam altas, podem ser consideradas como varidveis
auxiliares na segunda analise. Um teste para a hipotese mul
tipla de que m coeficientes de correlacdo sio significativa
mente diferentes de zero, pode ser obtido através da trans-
formagao de Fisher e da desigualdade de Bonferroni (Morri-

son, 1976, por exemplo).

Como resultado da primeira analise, obtemos entao
0 grau do polinomio que desejamos ajustar as observacoes (e
consequentemente as matrizes G, G1 e Gz), além de uma indi-
cacao das variaveis do espaco de erros, que podem ser consi

deradas como variaveis auxiliares.

Se todas as variaveis pertencentes ao espaco de er
ros forem selecionadas como variaveis auxiliares, fazemos a
transformacao Y1 :YGI e Y2 =YG2 (através de uma sub-rotina)

e consideramos para a segunda analise, o modelo condicional:
N
MLM(YIIYZ,[X Yzjm,zz)

definido na segao 2.4. Nessa andlise obtemos as estimativas
e testes de hipoteses desejados. Um estimador ndo viciado de

Cg, por exemplo, € dado por (2.4.5).

Quando nem todos os vetores de Y2 forem seleciona-

dos como variaveis auxiliares, basta eliminar da matriz G

2’
as colunas correspondentes aquelas varidveis cujas corre-
lagoes com as varidveis do espaco de estimacao  nao
sejam significativamente diferentes de zero. Isto corres

ponde a fazer G2 =[G§ 63] ¢ considerar as transformacoes
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Yl =YG1, Y2 =YG§ e Y3 :YGS; Y1 corresponde as variaveis de-
pendentes, Y2 as variaveis auxiliares e Y3 pode ser ignora-
da. A analise prossegue como no caso anterior. Nesse caso,o
estimador C& obtido, corresponde ao estimador dado por
(2.4.5) com $™! substituida por uma outra matriz S* ! que

1)

leva em conta o fato de desprezarmos Y3'

Se nenhum dos vetores pertencentes ao espaco de er
ros for selecionado como variavel auxiliar, a analise deve
prosseguir sem a utilizacao da matriz YZ’ ou seja conside-
rando o MLM(Yl,XE,ZZ). Isto equivale a adotar a solugao pro
posta por Potthoff e Roy, (1964) com A =I. Por exemplo, um
estimador nao viciado de Cg, neste caso,é dado por:

CE = c(x'x)  xrve (gg') L.

.2 - EXEMPLOS

Nesta secao apresentamos situacoes reais para as
quais o modelo linear multivariado pode ser adotado. Em ca-
da caso discutimos aspectos praticos relacionados comaapli

cagao da teécnica de andalise desenvolvida neste trabalho.

Os calculos foram realizados com a utilizagao dopro
grama MGLM (Multivariate General Linear Models) desenvolvi-
do por Starmer e Grizzle em 1968 na Universidade da Caroli-
na do Norte (E.U.A.). Uma das sub-rotinas (READIN) foi modi
ficada para tornar possivel a transformacdo de variaveis e-

xigida na analise de modelos lineares de crescimento.

Convém lembrar que, mesmo nos casos mails simples,a
utilizacao de um programa de computador adequado & necessi-
ria, em virtude da grande quantidade de produtos e inversoes
de matrizes envolvidos. Para atender possiveis usuarios da
técnica, o programa encontra-se implantado no Centro de Com

putagao Eletronica da Universidade de Sdo Paulo.Informacoes



sobre sua utilizacao podem ser obtidas junto ao Setor de Es

tatistica Aplicada do Departamento de Estatistica do IME-USP.

EXEMPLO 4.2.1 - Voltamos a discutir o problema apresentado

por Potthoff e Roy, (1964) citado na secao 1.1 (Exemplo 1.1.1).
Examinando o grafico das médias observadas (Figura
1.1.1) podemos concluir que aparentemente o comportamento da
varidvel estudada (distancia entre a pituitaria ¢ a fissura
plerio-maxilar) no tempo poderia ser explicado por uma fun--
gao linear para os dois grupos. Vamos entao, ajustar o se-
guinte modelo (ja descrito na secdo 1.1) as observacoes:

Bir = E:ip +gil(t-E) (i=1,2) (4.2.1)

A matriz abaixo (onde as estimativas das variancias e cova-
riancias estimadas entre as medidas nos instantes tl’ tz,'t3
e t4 estao representadas acima da diagonal, e as estimati-
vas das corrélagGes, abaixo) pode nos fornecer uma indicacio

da conveniencia de utilizarmos uma técnica de analise multi

variada.
(tl) (tz) (tg) (té)
(t.) 5,42 2,72 3,91 2,71
1 —

(t,) 0,57 |. 4,18 2,93 3,32

(£) 0,66 0,5 | 6,56 4,13

(t,) 0,52 0,73 0,73 4,99

Para aplicacao da Técnica de Andlise de Curvas de
Crescimento, devemos escrever o modelo (4.2.1) na forma do

MLMC (Y ,XEG,%). Entao:



(1 0
: 11

. 1 0 . g0 11 ;G:rl 1 1 11
0 1) f20 % Ls 11 3
X 16
)

Na primeira analise, adotamos o MIM(Y,X&g* %) onde

E* =EG e testamos duas hipoteses:
1)

1 -1
Hy: CEU =0 onde C =1, e U=G, = |} ¥
1 2 2

Se o modelo se ajusta as observacoes, devemos ter E*GZ =0 e

a nao rejeicao da hipotese H1 implica a aceitacdo do modelo.

Utilizamos o critério da Razao de Verossimilhanca
Generalizada de Wilks, cuja estatistica de teste (no caso)
pode ser transformada numa estatistica com distribuicao F e
xata com (4,48) graus de liberdade sob a hipotese nula:o va
lor da estatistica para os dados apresentados © Fps=0,6780
(nivel descritivo P=0,6134), de onde concluimos que nao de-
vemos rejeitar a hipotese nula, ou seja, uma funcido linear

poderia explicar o comportamento da variavel no tempo.

1)
1 -3 1 -1

Hy: CE*U =0 onde C=1, ¢ U=[G G,I=1 ~} -1 3

1 1 -1 =3

103 1 1

Esta hipotese em si nao tem interesse, porém obtemos a esti

mativa da matriz de correlacao:



Y, | ¥,
(0) w (@ (3)
|
(0) 1,00 :
v, .
(1) 0,10 1,00 !
I
) 0,04 -0,29 1,00
Y
£ (3) 0,23 0,07 | -0,03 1,00

As correlacoes entre colunas de Y, e Y2 significa-
tivamente diferentes de zero e nos indicarao quais asvaria-
veis que podem ser consideradas como variaveis auxiliares na

segunda analise.

0 teste sugerido em Morrison, (1976) com um nivel
de significancia a =0,05 para os m =4 coeficientes de corre
lagao nos quais estamos interessados apresenta um valor cri
tico igual a 0,47. Como todos os 4 coeficientes de correla-
cao estimados tém valor absoluto menor que 0,47 concluimos
que os coeficientes de correlacdo correspondentes nao sao sig
nificativamente diferentes de zero, e que nenhuma variavel

do espaco de erros deve ser incluida na segunda anilisc.

Para a segunda analise, fazemos a transformacao
Y1 =YG1, e consideramos o MLM(Yl,Xg,Zl) desprezando a matriz
GZ‘ Un estimador pontual de &, por exemplo, ¢ dado por (2.1.4)

com A =I. A estimativa de & obtida neste caso & dada por:

coef.lin.  coef.ang.
[ 22,6477 0,4795} meninas

24,9688 0,7848 | meninos

Os desvios-padrao estimados dos elementos do estimador £ sio
sao obtidos a partir de:

V@E) = = e tarsaces) ek !



e sao apresentados na tabela 4.2.1.

Para efeito de comparacao, obtivemos tambem uma es
timativa de & considerando as duas colunas de Y2 =YG2 como
variaveis auxiliares (2.4.5, com C =1), bem como os desvios-
padrao estimados dos elementos do estimador considerado (ob
tidos de (2.4.6), com C =1). Esses dados sdo apresentados na
tabela 4.2.1

TABELA 4.2.1

VARIAVEIS AUXILIARES
ayoa .
NENHUMA 12 E 22 COLUNAS DE
Y,
ESTIMATIVA 22,6477  0,4795 | 22,6654 00,4764
DE & 24,9688  0,7848 | 24,9371 0,8268
"_
DESVIOS—PA- 0,5861 0,1037 0,5949  0,1034
DRAO
EST*MADOS 0,4860  0,0860 0,5206  0,0905

Examinando os desvios-padrdo estimados, podemos ob
servar que neste caso, as estimativas obtidas semajuste por co
vaiianela sao ligeiramente mais precisas do que aquelas obti

das utilizando a técnica de ajuste por covariancia.

Também na segunda analise podemos testar virias hi
poteses de interesse sobre os elementos da matriz &,algumas
das quais apresentamos a seguir. Utilizamos como critério o

critério da Razao de Verossimilhanca Generalizada de Wilks.

Por exemplo, podemos testar a hipotese de que os
coeficientes lineares das duas retas sao iguais, ou seja, que

E10 €50+ Isto pode ser feito através da hipotese

1
HS: CEU =0 onde C =[1 -17 e U =[ .

|0



A estatistica de teste neste caso, tem distribuicdo F exata
com (1,25) graus de liberdade sob a hipotese nula: o valor
observado da estatistica é Fops =9-2921  (nivel descritivo
P'=0,0055), o que indica que devemos rejeitar a hipotese,ou
seja, podemos concluir que as retas relativas aos dois gru-

pos apresentam coeficientes lineares diferentes.

Uma outra hipotese de interesse poderia ser a hipo
tese de que os coeficientes angulares das duas retas sao i-
guais (Ell =£21). A hipotese equivalente em termos de con-
trastes da forma CEZU pode ser escrita como:

0
1

H4: C&U =0 onde C=[1 -1] e U =

A estatistica de teste tem distribuicdo F exata com (1,25)
graus de liberdade sobre a hipotese nula, e o valor obtido
a partir dos dados @ Fps =5,1186 (nivel descritivo P=0,0308),
indicando que a hipotese deve também ser rejeitada. Conclui
mos entao que as taxas de crescimento da variavel devem ser
consideradas diferentes para criancas de sexos diferentes

(ver Figura 1.1.1).

EXEMPLO 4.2.2 - Procuramos através deste exemplo ilustrar a

aplicacao da tecnica de Analise de Curvas de Crescimento aos
dados da tabela 4.2.2, apresentados por Grizzle e Allen,
(1969).

Os dados foram obtidos de um experimento onde foi
medida a concentracao de potdssio na coronaria aos 1, 3, §,
7, 9, 11 e 13 minutos apos a oclusao da coronaria em cachor
ros pertencentes a quatro grupos (cada grupo representando

um tratamento).

Na primeira analise testamos o ajuste de curvas po
linomiais de graus 5, 4, 3, 2 e 1 aos dados,considerando hi

poteses da forma H. Ig*G, =0 onde G, € formada por colunas



TABELA 4.2.2

Extraida de Grizzle e Allen, (1969)

Crronp 1

Control dogs during the initial 13 minutes afrer

coronry ocelisian
Time-nminides alter ocelusion
Droy 1 3 5 v 0

1 4.0 4.0 4.1 5.0 3.6
2 4.2 4.3 3.7 3.7 4.5
B 4.3 4.2 4.4 4.3 4.5
4 4.2 4.4 4.0 1.9 a.a
& 4.6 4.4 H 5.0 9.4
6 3.1 3.6 4.0 5.2 .9
7 3.7 3.9 3.9 1.8 az2
8 4.3 4.2 44 5.2 5.0
v 1.6 1.0 4.4 1.6 5.

¥ 5
5.0 D
,—n ':\
S.6

* Denotes animals developing ventrienlar fibrill:tion

Group 3

Extrinsie eardine denervation immediately pior

to coronary ocelusion
Time-minules after oeclision

5} 7 4

Dog 1

20 3.2 3.3 3.8 3.8 4.4
21 3.3 3.4 3. 3.7 3.7
22 3.1 3.3 3.2 3.1 3.2
23 3.6 3.4 3.5 4.6 4.4
24 4.5 4.5 a4 5.7 4.9
25 3.7 4.0 4.1 4.2 4.6
20 3.5 3.9 5.8 5.4 4.9
b 3.9 4.0 4.1 5.0 54

Ra RSV e e
j ®

* Denotes animals developing ventricular fibrillation

damatriz P (definida abaixo).

0)

.U
I
= o e R e s

As colunas da matriz P correspondem aos coeficien-
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tes de polinomios ortogonais de graus 0, 1, 2. 3, 4. 5 e §

> kl 3

para sete pontos igualmente espacados.

O criterio adotado foi o da Razio de Verossimilhan
¢a Generalizada de Wilks, e o resultado dos testes esti a-

presentado na tabela 4.2.3.

TABELA 4.2.3

COLUNAS DE P UTILIZADAS NA G%&%ﬂi?(iﬁﬁf— DISTRIBUIGAO VALOR | NIVEL
~ AJIETE B DA ESTATIS- |G.L.| OBSER- [ DESCRI

CONSTRUGAO DE G, TEETAT TICA DE TESTE VADO | TIVO

(6) 5 F exata 4;32( 1,6770|0,1788

(5),(6) 4 x? assintotical 8 | 7,9785/0,5631

(4),(5), (6) 3 x? assintotica| 12 [13,3254]0,3470
(3),(4),(5),(6) 2 x? assintotica| 16 |34,8868(0,0049
(2),(3),(4), (5),(6) 1 x? assintotica| 20 [41,4583]0,0040

(0),(1),(2),(3),{4),(5),(6) |sem interesse - = - -

Podemos entao concluir que um polindmio de 3° grau
se ajusta razoavelmente as observacoes. Vamos entio conside

rar o seguinte modelo:

= . 2 3
Biv = 540 TEi1t TE T TE 4t (4.2.2)
onde

it e o valor esperado da variavel para o i-ésimo grupo
no instante t.

m

€50 0 coeficiente linear para o i-é€simo grupo.

gil, 512’ EiS sao respectivamente os coeficientes dos

dos termos de graus 1, 2 e 3 para o i-esi
mo grupo.
Neste caso o MLMC(Y,XtEG,X) seria definido por:



M o 0o 0]
1 0 0 0
0 0 0
€10 &11 B2 &3 11 4
1 0 . 1 3 13
" 1 0;E= : ' ’Gzl 32 32
* ° _ i - l £
. Eso Ba1 Baz B43 ;a3 133
0
1
0o 0 0 1

Com a finalidade de simplificar os calculos convém reescre-

ver o modelo em funcao de polinomios ortogonais, ou seja:

Bit = E;O +E;1wl(X) +€;2W2(X) +€;3w3(x) (4.2.3)

onde lg(x) e o polinomio ortogonal de grau i para sete pon-

tos igualmente espacados.

Entao o MLMCLY ,X£*G*,2*] seria definido por:

8 f11 2 B3 Lo
E* - : : : : e G* - "3 ‘—2 —1 O 1 2 3
: ; : : 5 0 -3 -4 -3 0 5
&3 £ € €
40 41 42 43 1 1 1 0 -1 -1 1

A matriz G1 pode ser definida de tal forma que suas
colunas sejam as colunas (0), (1), (2) e (3) de P:; a matriz
GZ’ de tal forma que suas colunas sejam as colunas (4), (5)
e (6) de P.

Também como resultado da primeira analise obtemos

a matriz abaixo, que € uma estimativa da matriz de correla-
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¢ao entre as variaveis do espago de estimacao ¢ as varidveis

do espaco de erros.

{
Y6, i YG,
0) (1) (2) (3) : (4) (5) (6)
(0) 1,00 :
16, (1) 0,44 1,00 i
(2)  -0,21 0,22 1,00 |
(3)  -0,24  -0,38  -0,02 1,00 |
—.kiih— 0,24  -0,25  -0,73* 0,23 ~i:66 ___________
Y6, (5) | -0,06 0,05 0,05  -0,56* | -0.,09 1,00
(6) 0,05  -0,04  -0,07 0,35 0,05  -0,01 1,00

* significativamente diferente de zero com nivel de significancia
a=0,05.

Concluimos que somente as colunas (4) e (5) da ma-
triz correspondente ao espaco de erros devem ser incluidas
como variaveis auxiliares. Redefinimos entdao a matriz Gz,daé—
prezando a coluna (6) e fazemos a transformacdo Yl = YG1 ¢
Y, =YG, prosseguindo na segunda analise com o modelo condi-

cional (2.4.3).

Devemos ressaltar que os coeficientes de polinomios
ortogonais encontrados em tabelas, geralmente nao sao padro

nizados. Isso implica que GG, =F onde F € uma matriz diago-

1
nal diferente da identidade. Os calculos podem ser realiza-
dos com a utilizacao desses coeficientes nao padronizados,
tomando-se o cuidad© de corrigir o estimador obtido, divi-
dindo-se cada coluna pela soma de quadrados dos coeficien-

tes de polinomios ortogonais correspondentes.

A estimativa de &* obtida para este exemplo & dada

por:



4,6792  0,1505 -0,0530 -0.1780 "
) [ 3,5854  -0,0236  -0,0170  0.0275
8= | 4,066  0,1385 -0,0308  -0.0708

35,9128 0,0672  -0,0151  -0,0056 |

Para obter a estimativa da matriz & basta fazer uma trans-
formacao de variaveis e substituir em (4.2.3) os polinomios
ortogonais obtidos de uma tabela (Pearson § Hartley, 1958,

por exemplo).

A tabela 4.2.4 apresenta estimativas de £€* e dos
desvios-padrao dos elementos de é* quando consideramos duas

ou nenhuma variavel auxiliar.

TABELA 4,2.4

VARIAVETIS AUXTLIARES

NENHUMA COLUNAS (4) E (5) DE Y2

4,6222 0,1639 -0,0034 -0,183314,6792 0,1505 -0,0539 -0, 1780
3,5529 -0,0164 -0,0081 0,0017(3,5854 —0,0236 -0,0170 0,0275
4,1446 0,1205 -0,0563 -0,0458/4,0662 0,1385 -0,0308 -0,0708
3,9397 0,0615 -0,0213 0,0260(3,9128 0,0672 -0,0151 —-0,0056

ESTIMATI-

VA DE E#*

DESVIOS- |0,1733 0,0374 0,0184 0,0485[0,1799 0,0387 0,0133 0,0418
PADRAO ES }
— [ -
TTMADOS—| 0> 1644 0,0354 0,0174 0,0460(0,1675 0,0360 0,0124 0,0390
DOS ELE- [0,1838 0,0396 0,0195 0,0514]0,1933 0,0415 0,0143 0,0450
MENng P%10,1733 0,0314 0,0184 0,0485/0,1770 0,0380 0,0131 0,0411

Pode-se observar que ha um decréscimo sensivel nava
riancia estimada das estimativas dos coeficientes dos ter-
mos de segundo e terceiro graus,quando fazemos a anialise com
as duas variaveis auxiliares escolhidas. Porém ha um aumen-
to da variancia estimada das estimativas dos coeficientes
dos termos de primeiro grau e independente. Isto se justifi‘

ca pelo fato de as variaveis auxiliares terem uma maior cor



relagao com os termos de segundo e terceiro graus do que com

os termos independente e de primeiro grau.
EXEMPLO 4.2.3 - Neste exemplo discutimos o seguinte proble-
ma apresentado ao SEA para analise estatistica.

Uma amostra de 42 ratos foi dividida em 6 grupos
de 7 animais e cada grupo foi alimentado com um dos seguin-

tes tipos de racgao:

ad 1ibitum : grupo Gl

CASEINA
com restrigao: grupo G,
ad libitum I grupo 63
SOJA ’
com restricao: grupo G,
SOJA ad 1ibitum : grupo Gg

+

METIONINA{com restrigdo: grupo Gg

Em cada animal foram realizadas 5 observacoes dava
riavel peso em gramas (a primeira antes do inicio do experi
mento, e as outras quatro a intervalos de uma semana apés
seu inicio) e um dos objetivos do experimento era explicar
O comportamento da variavel através de uma fungao, ¢ compa-
rar o efeito de cada tipo de racao no comportamento da va-
riavel peso no decorrer do tempo (4 semanas).

As médias das observacgoes para cada um dos grupos

nos instantes considerados estao representadoes na tab.4.2.5.

TABELA 4.2.5

to t1=1 t2=2 t3=3 t4=4

41,36 | 58,26 | 83,37 | 103,50 | 125,13
44,17 | 49,76 | 60,07 | 69,87 | 84,60
41,99 | 48,63 | 59,11 | 65,17 | 72.30
45,26 | 43,06 | 48,76 | 53,86 | 59,28
42,66 | 56,39 | 73,96 | 98.20 | 124 51
45,44 | 47,31 | 55,79 | 71,10 | 88,99

QO O 6 o .
(o I S I R
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As medidas realizadas no instante ty (antes do inicio do ex
perimento) foram utilizadas para um teste de homogeneidade
do peso inicial; nao havendo evidéncia estatistica para re-

jeigao da hipotese, os pesos iniciais foram considerados ho

mogeneos e as medidas referentes aos pesos iniciais foram
desprezadas.
Para a aplicacao da teécnica de Analise de Curvas

de Crescimento,

definimos a matriz P abaixo obtida através de uma

consideramos inicialmente o

coeficientes de polinomios ortogonais,

(0) (M (2) (3

1 -3 1 -1

p=| 1 -1 -1 3
1 1 -1 -3

11 3 1 1

MLM(Y ,XE* .5,

tabela

de

e testamos o ajuste de curvas polinomiais de graus 2 e 1 con

siderando hipoteses da forma H:

IE*G2 =0,

O criterio adotado foi o da Razao de Verossimilhag

¢a Generalizada de Wilks, e o resultado dos testes esta

presentado na tabela 4.2.0.

TABEIA 4.2.06

a-

COLUNAS DE P (’RI\%[iuDé) CP[?JLOI" DISTRIBULGAO VALOR | NTIVEL
UTTILIZADAS NA ATUSTE B DA ESTATIS- | G.L. | OBSER- |DESCRI
ONSTRUGAO DE ‘ i TESTE TIVO
C RUGAO DE G, FERTATIE TICA DE TESTE VADO TTVO
(3) 2 F exata (6,34)] 6,1976{0,0003
(2),(3) 1 x? assintotical 12 [49,5981]0,0001

As hipoteses devem ser rejeitadas nos dois casos,

de onde podemos concluir que polinomios do 1° e 2° grausnao

sao convenientes para explicar o compor tamento da

variavel



no tempo (para os seis grupos considerados simultaneamente).

O proximo passo seria tentar ajustar um polinomio
de terceiro grau as observacoes. Entretanto, além de nio po
dermos testar o ajuste desse modelo do terceiro grau, (pois
so temos 4 observacoes por animal), o niimero de parametros
a estimar (24, no caso) seria equivalente ao nimero de para
metros do modelo usual de Analise de Perfis, discutido por
Morrison, (1976), por exemplo. A comparacao entre os cfei-
tos dos diversos tipos de racao no comportamento da varia-

vel peso pode entao ser analisada segundo essa técnica.



CAPTTULO 5

CONCLUSRO

Os resultados da técnica de andalise de curvas de
crescimento apresentados neste trabalho estao baseados prin
cipalmente nos trabalhos de Potthoff e Roy, (1264) Rao, (1965,
1966 e 1967), Khatri, (1966) e Grizzle e Allen, (1969). Em-
bora a técnica desenvolvida por esses autores possa ser a-
plicada a uma grande classe de problemas envolvendo diver-
sos esquemas de planejamento de experimentos, sentimos que
dois aspectos do problema de curvas de crescimento deverdo

ser objetos de outras pesquisas:

i) o desenvolvimento de meétodos computacionais mais sim
ples para a analise de problemas onde as observacoes
nao sao igualmente espacadas;

ii) a extensao da técnica para analise de situacoes onde
o comportamento da variavel estudada nao pode ser ex

plicado atravées de modelos polinomiais.

O problema citado em i) foi abordado por Hills,

(1968) sob o ponto de vista de diferencas finitas, € o pro-
blema de modelos nao lineares de crescimentos foi estudado
por Allen, (1967). Referéncias sobre esses autores sao apre
sentadas no final do trabalho, juntamente com citacoes deou
tros trabalhos mais recentes na area de curvas de crescimen
_71...



to. Esses artigos lidam com aspectos especificos do proble-
ma, € nao apresentam contribuicdes substanciais a4 técnica

discutida neste trabalho.



APENDICE A

0 PROBLEMA DE ESTIMACAO EM MODELOS LINEARES MULTIVARIADOS

O problema considerado neste apéndice & o de obter
estimadores dos parametros B, % e de combinacoes lineares da
forma CBU a partir de um conjunto de dados para os quais ad
mitimos validas as suposicoes do MLM (Y ,XB,EZ). O problema da
determinacao de estimadores de CBU utilizando o MLM (Y ,XB,%)
fica reduzido ao problema da determinacio de estimadores de
CB* utilizando o MIM(Y* XB*,L*) obtido através da transfor-
macao Y* =YU, B* =gU, ©* =U"'zU.

Na secao A.l determinamos um estimador de CB atra-
ves de uma aplicacao do critério de minimos quadrados. Alem

disso obtemos um estimador mao-viciado de ¥.

Na secao A.2 consideramos uma aplicacao do crité-
rio de maxima verossimilhancga, obtendo estimadores de B e7y.
Un estimador de CB & obtido através da aplicacido de uma pro
priedade de estimadores de maxima verossimilhanca. Observa-
mos tambem que esse estimador de % & equivalente (a menos de

uma constante) ao estimador de I obtido na secao A.l.

Na secao A.3 mostramos que os estimadores de CB ob
tidos segundo os critérios de minimos quadrados e de maxima
verossimilhanga sao equivalentes, e correspondem ao estima-

dor linear nao viciado de minima variancia.
=73



Finalmente na secao A.4 apresentamos as matrizes de
variancia-covariancia e a distribuicdo do estimador de CB

obtido, além da distribuicao do estimador de %.

A.1 - UMA APLICAEAO DE CRITERIO DE MINIMOS QUADRADOS AO

MODELO LINEAR MULTIVARIADO

0 estimador de minimos quadrados do modelo linear
univaiado € obtido através da minimizacdo da forma quadriti-
ca (y-XB8)'(y-XB), que representa a soma de quadrados dos des
vios entre os valores observados e os valores esperados. Pa
ra o modelo multivariado esse método nao pode ser aplicado
diretamente, pois nesse caso o produto (Y-XB)'(Y-XB) corres
ponde a uma matriz cujos elementos sao formas quadraticas ou
bilineares, cada um representando uma soma de quadrados ou
de produtos dos desvios entre os valores observados e espe-

rados de componentes da varidavel multivariada.

Una adaptagao dometodo de minimos quadrados para o
caso multivariado pode serobtida escrevendo-se oMLM(Y ,XB,Z)

na forma:
Ely;) = XBy (i=1,2,...,p)

Cov(yi,yj) = oijI (i,j=1,2,...,p)

Para cada i estamos diante de um modelo linear univariado,

e o estimador de minimos quadrados de CBi ¢ dado por:

CB, - C(x'X)'lx'y.l

Dispondo os vetores CBi (1=1,2,...,p) como colunas de uma ma

triz, obtemos:
n n 2 — 1 -1 ' - 1 =1 1 = /\
[CB1 CBZ...CBp] =C(X'X) X [y1 Y, ...yrﬂ—C(X X) "X'Y =7CB (A.1.1)

que definiremos como estimador de minimos quadrados de CB.



Tomando C =1 obtemos o estimador de minimos quadrados de 8:

1

B = (X'X) Ixry (A.1.2)

A forma do estimador (A.1.1) @ semelhante dquelado
caso univariado (com o vetor y substituido pela matriz VY),
poreém neste caso devemos entender (A.1.1) como o estimador
de CB cujas colunas sao estimadores de minimos quadrados ob
tidos atraves de um modelo univariado onde consideramos so-
mente uma das componentes da variavel multivariada. Como ve
remos na secgao A.3, o estimador (A.1.1) corresponde ao esti
mador linear nao viciado de minima variancia obtido quando
consideramos todas as componentes da variavel multivariada

em conjunto.

Utilizando a transformacao sugerida na introducao
deste apendice obteremos o estimador de minimos quadrados de
CpU:

1

CBU = C(X'X) "X'Yu (A.1.3)

Seja I ={Gij} (i,j=1,2,...,p) e determinemos unm es
timador nao viciado de I. Consideremos o modelo univariado
y; =XB.+e. onde €. ~N (0,0..I). Sabemos que neste caso umes

i i7i i n ii =
timador nao viciado de 0., € dado por:
So(i,i)
= e (A.1.4)
n-r

ii
onde

So(i,i) = ﬂgé(yi—xsi)'(yi—xsi) = (y;-XB;) ' (y;-X8.)

1

Determinemos entao um estimador nao viciado de oi_. Com es-
]

sa finalidade vamos definir a varidvel y* =yi+yj.'Entﬁo:

E(y*) = E(yi+yj) = X(Bi+8j) = XB* onde B* =B.i+8j



*) 5 = .. = g2 A 2= 4
V(y*) V(yi+yj) OiiI+OJJI+ZOijI 0*1 onde o OiiFOjj+ZGij
Podemos considerar o modelo wunivariado y* = Xp*+e* onde
e*van(O,GZI) e o estimador de minimos quadrados de B* sera
B* = (X’X)"lX'y* = éi+éj' Utilizando (A.1.4), obteremos um

estimador nao viciado de 0?:

S*Z
5t = L
n-r
onde:
*2 _ X_YRE) ! (yr_YRE) — ¥R -¥R ' YR -XR =
So (y*=XB*) " (y*-XB*) (yi+yj XB;-X85) (yi+yj KB XBj)
= Sy (1,048, (3,3)+25,(i.,3) -
Entao:
E(Saz) = (n-r)o? = (n~r)(cii+ojj+201j) =
= E[SO(i,i)]+E[SO(j,j)]+2E[SO(i,j)]
Logo:
Sy (i, i)
E| ————| = 0 (A.1.5)
n-r J
onde
So(lvj) = Bmlg (yl—xsl)'(y_]_xe.]) = (.ylh'XB]) (.YJ_XBJ)'
177

Os resultados (A.1.4) e (A.1.5) nos permitem obter

estimadores nao viciados para todos os elementos de I.
A matriz S ={SO(i,j)} (i,j=1,2,...,p) € amatrizde

soma de quadrados e produtos cruzados do residuo e pode ser

considerada como uma generalizacao da soma de quadrados do



residuo no modelo univariado. Cada elemento de S pode ser es
crito na forma:

1

Sp(i.j) = yiyj - YIK(XTX) X‘yj

e entao

1

S = Y'[LI-X(X'X) *X'1Y . (A.1.6)

Concluimos que um estimador nao viciado de £ & dado por:

[ 1 1 _ P -
I = g Y'[I-X(X"X)

Iyvgy = L5 (A.1.7)

=

=

Devemos observar que na determinacao dos estimado-
res através da aplicacao da técnica de minimos quadrados nio
utilizamos nenhuma suposicao sobre a distribuicdo das varid
veis aleatorias consideradas, isto &, das linhas da matriz
€.

A.2 = UMA APLICAQAO DO CRITERIO DE MAXIMA VEROSS IMiLHANCA
AC MODELO LINEAR MULTIVARIADO

Consideremos o MLM(Y,XB,X). Com a finalidade de pre
servar a notagao usual para vetores e matrizes (onde x re-
presenta um vetor coluna e x' um vetor linha), adotamos pa-
ra esta segao uma formulacgao equivalente do modelo acima,ob

tida pela transposigao das matrizes envolvidas. Sejam entao:

Y' = U (pxn)

B' =6  (pxr)

(A.2.1)
X' = 2 (rxn)
e' = €e* (pxn)

O modelo transposto pode ser escrito na forma U= §Z+e* onde

E(U) = 8Z e cada colune da matriz e* tem distribuicdao normal



multivariada com valor esperado 0 ¢ matriz de variancia-
covariancia I (pxp). Vamos utilizar para este modelo a nota
cdo MLM'(U,0Z,5). Além disso sejam = {0} e g = (ol

A fungao de verossimilhanca para uma amostra de ta
manho n de uma distribuigao normal multivariada comvalor es
perado 6Z e matriz de variancia-covariancia ¥ pode ser es-

crita como:

1
- __np

L=(21) ° Iz

L, -
—1‘2 1

2
- o.

exp

o113

—— ]
1(ua—eza) b (ua~eza)} (A.2.2)

onde u, (¢=1,2,...,n) corresponde a a-e¢sima colunada matriz
u.
Nosso objetivo € determinar as estimativas Be & de
8 e I que maximizam L (considerada como funcao de 6 e I).
Primeiramente vamos escrever cada uma das formas qua

draticas do expoente de L em funcao dos elementos de cada ve
tor u
o

1"1 ]
(u,~6z )'% " (u -6z ) = l§1 Jkl(u ,E 0,17 la)o u . Z OJk o)

Tomando o logaritmo da funcao de verossimilhanca, obtemos:

log L = - %-np log 2ﬂ4“%n log R
n : T
1 E E 3
= (uy, X 0 )o - ) 0.7, (A.2.3)
2 { =1 §=1 K21 ik*ka k=1 jk h{

Utilizando os resultados apresentados por Anderson (1958-se

gao 3.2), podemos concluir que o maximo de log L em relacao

& o o ~ -1
a & e ¥ e igual ao maximo de log L em relacao a 6 e & ~. A-
- - =1 . -~  a -1, -1 ~
lém disso, se § maximiza log L, entao %= (I ) tambem ma
ximiza log L. Pode-se demonstrar ainda, que o maximo de logL

e atingido quando g%%g—£= 0 (i=1,2,...p; j=1,2,...,1). Pa
1]



ra obter o maximo de log L utilizando as propriedades acima,

demonstraremos o seguinte lema (Anderson, 1958 - secao 8.2):
m m
LEMA A.2.1 - Se f(tl,...,tm) =_Z .2 dijtitj onde dij =dji,
=~ . 1i=1 j=1
entao:
ot.
af ., B 1
A) = =2 J Z dis = t.
B i=1 j=1 M oV )

3 n n [ m m atio
B) v Z f(tlu"°"t ) =2 ) ) ) d. 13 o tju

a=1 o a=1]i=1 j=1
3 ? ? m m Bti ? ? ati
s d..t.t. = ) Y d.. =t + ) d. . —=t. =
ov i=1 j=1 1] 45 i1 ij ov i=1 j=1 ij ov i
? ? at % % Bt
= ( 55 s 1, =2 d. t.-
i=1l j=1 % 1=l j=1 1 av J

O resultado A) esta demonstrado e o resultado B) & obtido a

través de uma somatoria em relacao a a.

Vamos calcular Elgg- (g=1,2,...,p; h=1,2,...,1).
gh
Consideremos a transformacao:
1
Cia T uia-kzleikzka - uia-_(ei1zia+"'oirzra)

Entao podemos escrever:

) 9 i
t. o t.J

: 10 ju

j=1

1 1 ij,,; 1 o | B

log L = - % np log2w + 5 n log|{o™}| -5 7§ &
2 2 2 L_|.L

o=1{1=1

Utilizando o resultado B) do Lema A.2.1, temos:

et = - % g E ot ia Lol = g E oy ¢ | =
36gh a=1i=1 j=1 aegh Jo st {3=1 ho " jo

) LZO'J Zho (U Z eJkaoJ "

a=1

.
Il o~
H

ij| D T n 1
0. .
N GZ ZhauJa kzl Jk[azlzhazku)J



Fazendo:
)
Cy o = zZ, U,
hj o=l ha ja
(A.2.4)
n
e = L %ha’ke
a=1
e ligualando E%%ﬁ;é a zero, obtemos:
gh E b ] 'y
1) - z ; -
o C, - 6.,a 0 (A.2.5)
j=1 [ hj k=1 jk hk}

Fazendo
T

j 7 Cny kzlojkahk

e escrevendo as equacoes (A.2.5) para todos os valores de h,

temos:
N s
1 % P
21b1+0'22b2+ St UZPb) - 0
! (A.2.6)
Py + P2+ ...+ oppbp -0

1 2

Como 1t & positiva definida por hipotese (em quase toda par
te), suas colunas sao linearmente independentes, e para que
sejam validas as relacgodes (A.2.6) devemos ter:

bj =0 (j=1,2,...,p),
que e equivalente a:

o~

e*kahk = chj (j=1,2,...,p; h=1,2,...,1).

k=1 ~

Utilizando as relagoes (A.2.4), podermos escrever:



n

n n
X e]k[ ) Zha ka] B az Zhauju - azl kzlejkzhazka) B azlzhauja

que em notagao matricial assume a forma 6ZZ' =UZ'. Como Z
tem posto-linha completo ZZ' €& inversivel e o estimador de

maxima verossimilhanca de 0 sera:

-1

6 = UZ'(22") (A.2.7)

Atraves das relacoes (A.2.1) podemos escrever o resultado ob
tido utilizando a notagao usual da MLM(Y,XB,Z). Entao o es-

timador de maxima verossimilhanca de B sera:

-1

~

B = (X'X) “X'Y (A.2.8)

Para obter o estimador de maxima verossimilhanca de CB uti-
lizaremos o resultado do teorema abaixo, cuja demonstracao
pode ser encontrada, por exemplo, em Mood, Graybill, Boes,
(1974).

TEOREMA A.2.2 - Seja B = (él,...,ék) onde éj = éj(xl,xz,..., X ),
um estimador de maxima verossimilhanca de 0=(0,,--..0,) na
densidade f(-;0 ek). Se 1(0) =[T1(6),...,Tr(9)] (L<r<k)

¢ uma transformacdo do espago paramétrico, entao um estima-

dor de maxima verossimilhanca de ©(0) sera:

(6) = [Tl(é),...,Tr(é)].

Logo o estimador de maxima verossimilhanca de Cg se

. -1

CB = C(X'X) ~X"Y (A.2.9)

Utilizando a sugestao apresentada na introducao deste apen-
dice, podemos concluir que o estimador de maxima verossimi-

lhanga de CBU & dado por:



CBU = cox'x) " txvu (A.2.10)

Utilizando o resultado do Lema 3.2.2 de Anderson,
(1958) podemos mostrar que, em relacao a olJ, log L atinge

um maximo para:

-1 N N R ol
L = nl| ) (u,-8z ) (u -6z )"

Entao o estimador de maxima verossimilhanca de ¥ sera:

o [e-1]-1_1 % 1 ¢ - "
5= [Z :] == ) (ubz)u-bz)" ==Y EJ u'-u z2'8'-8z u'+bz z'e'} =
n a=1 a o (67 Q n a=1 oo oo o o o o
1 n n N N n . n
== Juu, - fuz® -8 )zu'+b §zz'9'|=
DHa=1 a=1 & @ a=1 ¢ ¢ =1 ¢ @
_~1 ' 1 |‘l 1 1 |"1 1 1 iy=1 71 >i5=1 [ -
-H[UU ~UZ'(ZZ2%) “ZU'-UZ'(Z1Z") “ZUu'+UZ'(Z7') (Z2')(Z7') “ZU'] =
=dtuur-uz' (zz) s = Ltz zn Tz

Através das relagdes (A.2.1) podemos escrever o resultado
acima utilizando a notacao usual do MLM(Y,XB,Z), e entao:
1

YOLI-X(X'X) Ixray = = s (A.2.11)

o~
1l
o=

Observando os resultados (A.1.7) e (A.2.11) conclui

mos que os estimadores de maxima verossimilhanga e minimos
- . 1

quadrados de I sao equivalentes a menos das constantes e

-7+ Pois o estimador de minimos quadrados de & ¢ dado por



A.3 - DETERMINACAO DOS ESTIMADORES LINEARES NAO

VICIADOS DE MINIMA VARIANCIA

Consideremos o MLM(Y,XB,%) escrito na forma:

E(.Yi) = XBi (i=1,2,...,p)

COV(yi,y]-) :Oijl (1,j=1,2,...,p)

Vaamos primeiramente estudar a estimacao de fun¢oes paramé-
tricas da forma C'Bi (onde ¢ € um vetor rxl) que envolvem so
mente os parametros relativos a i-&ésima componente da varid
vel multivariada. O estimador procurado deve ser funcao de
todas as observagoes e deve apresentar as seguintes caracteris
ticas:

i) ser linear

ii) ser nao viciado

iii) apresentar variancia minima na classe dos estimado-

res lineares nao viciados.

Uma funcao linear de todas as observacoes pode ser

a' + + a = al a‘

(Ixnp) (npx1)
Como o estimador procurado deve ser nao viciado, entao:

E(alyl) S E(apyp) = a1X81 ol al')XBp = ¢ Bi

o que implica: aiX= c' e an==O, SES

As variedades lineares geradas pelas colunas de X'
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e X'X, M(X') e M(X'X), respectivamente, sdo tais que
M(x') =M(X'X).

Entao, como ¢ = X'ai, existe um vetor A (rxl)

que :

C o= X'XA = A = (X'X) te

1

Tomemos a funcao linear c'(X'X)" X'y, Entao:

1 1

Efc'(X'X) " X'yi] = c'(X'X) K'B, -

tal

Mostremos que essa fungao linear corresponde aoestimador de

minima variancia na classe dos estimadores lineares nao vi-

ciados.
- i | _
1 1 [ 1 -1 ' 1 1 -1 !
V{;glaiy%J = V{{;é ay,-c (X'X) X y%J4-c (X'X) °X yi}
5 | 1y
=V & aty.-c'(X'X) "X'y.|+Vic'"(X'X) "X'y.
jo1 £ 1 h i
1 ' 1 -1 1 et 1 -1 i
+ 2 cov E aly.-c'(X'X) "X'y.;c'(X'X) X'y.
1o Vi i i
Mas

1 = @t ' "'11 . ' ' —1,
cov{;glaiyi c'(X'X) X Y c (X'X) X Y;

l:

j=1

1 1 ~ly, . T 1 -1 1 1 -1 —
jglc (XXM ag0 - e 000 e e =

]

c'(x'X)'lcoii--c'(x'X)"lccji = 0, pois X'a; =0, Vj=i.

1 ' -1 ' - g 1 -1 P ' =1
§ c'(X'X) X cov(yi,yj)aj c'(X'X) X Cov(yi,yj)X(X X)

C:



Logo

...l )
V[%'(X‘X) X'yiJ =V .&1aiyi
l:

vl Fay ceroon ey f<v] §a
: iYi Yil= i iYi

=1

Entao o estimador desejado ¢ dado por:

¢'By = o' (X'X) X'y, (A.3.1)

Para obter o estimador linear nao viciado de mini-
ma variancia de CB, basta considerar as linhas c; (i=1,...,c).
da matriz C e obter os estimadores de CiB.(i=1“..,Cj=1,“.Jﬂ
através de (A.3.1). O estimador determinado dessa forma po-

de ser escrito como:

1

CB = C(X'X) "X'Y (A.3.2)

Tomando C=1 obtemos o estimador linear nao viciado de mini

ma variancia de B:

1

o~

B = (X'X) "X'Y (A.3.3)

Utilizando a sugestao apresentada na introducao deste apen-

dice obtemos o estimador linear nao viciado de minima-varian
cia de CRU:

1

CBU = C(X'X) “X'YU (A.3.4)

Analisando as expressoes (A.1.3), (A.2.10) e (A.3.4)
concluimos que os estimadores de minimos quadrados, de mﬂxi
ma verossimilhanga e o estimador linear nao viciado de mini
ma variancia de CBU sao obtidos através da mesma funcao das

observacgoes.

A distribuigao dos estimadores obtidos nas sccoes

A.1, A.2 e A.3 sera estudada na secao seguinte.



AL - DISTRIBUIQI_\O DOS ESTIMADORES OBTIDOS

Consideremos primeiramente estimadores de CéBi e

CﬁBj’ onde Cg e cy sao vetores (rxl), segundo qualquer dos
métodos considerados neste apendice. Conforme o resultado

(A.3.1) esses estimadores podem ser escritos na forma:

;| 1

X'y.

chi = cg(X X) i

c/B. = ¢! (X'X) "X'y..
hBj p (XX Y;
Utilizando resultados da teoria univariada podemos obter as
variancias desses estimadores, bem como a covariancia entre

0S mMesmos:

V(c,B;) = VEcé(x'X)"lx'yiJ = cé(X‘X)—lcgoii

ViciB)) = V[cﬂ(X'X)_1X‘yj] = cﬁ(X'X)_lchojj (A.4.1)

Cov(c}By.ciB;) = cOv[cé(x'X)"lx'yi;cﬂ(x'X)”lx'yjJ - cé(X'X)—lchoij
Consideremos agora o estimador CB = C(X'X)-1X'Y de

CB, escrito na forma de um vetor (cpxl). Cada elmento desse
vetor € da forma cé(X'X)_IX'yi, (g=1,...,p; i=1,..,p). Uti-

lizando (A.4.1) podemos escrever simbolicamente:

1

V(CB) = ma[C(X'X) "C"] (A.4.2)

onde 8 representa oproduto de Kronecker,definido como:

allB ... a. B

A & B
(pxq) (mxn)

I

Tomando C =1, podemos escrever:

V(B) = ze(X'X) (A.4.3)



E novamente utilizando a sugestao apresentada na introducao

deste apendice, teremos:
V(CBU) = (U'zU)erC(Xx'x) 'c' 7 (A.4.4)

Consideremos o vetor (npxl) obtido quando escreve-
mos as colunas de Y uma seguida da outra. Esse vetor temdis:
tribuigao normal multivariada com valor esperado X — consi
derada com um vetor (npxl) obtido quando escrevemos suas co
lunas uma em seguida da outra — e matriz de variancia cova-
riancia Zel. Como os estimadores de CB e CBU correspondem a
combinagoes lineares dos elementos de Y, podemos concluir
que esses estimadores tem distribuicgao normal multivariada
aplicando resultados classicos sobre essa distribuicao (Rao,

1973, por exCmplo).
Pode-se mostrar, tambeém, que a matriz

S = YrrI-x(x'x)!

X'y

tem distribuicao de Wishart, central, com parametros (n - 1)
e Z,[Serp(n-r,Z,~)]. Entao qualquer estimador § da forma
kS tera distribuicao proporcional = distribuicao de Wishart

(Rao, 1973, por exemplo).



APENDICE B

O PROBLEMA DE TESTES DE HIPOTESES EM

MODELOS LINEARES MULTIVARIADOS

Consideramos neste apéendice o problema de determi-
nagao de testes de significancia para a hipotese linear ge-
ral H: CBU=T a partir de um conjunto de dados para os quais
admitimos validas as suposicoes do MLM(Y,XB,%).

Fazendo a transformacao BU=8*, o problema de ob-
tengao de um teste para a hipotese H: CBU=T considerado a-
cima € equivalente ao problema da obtengao de um teste para
a hipotese H: CB* =T admitindo o MLM(Y*,X8*,%*) onde Y* = YU
e L*=U"'LU. Dessa forma analisamos somente hipdteses da for
ma H: CB=T utilizando o MLM(Y,XB,%).

Nas secoes B.1 e B.2 obtemos testes de significan-
cia para a hipotese considerada, atraves da aplicacao de dois’
critérios heuristicos:o critério da Uniao-Interseccao de Roy
e o criferio da Razdo de Verossimilhanca Generalizada (es-
tudado por Wilks, no caso multivariado). Obtemos as estatis
ticas utilizadas nos testes e fazemos consideragoes gerais
sobre a distribuicao das mesmas, apresentando os principais
resultados obtidos por diversos pesquisadores.

-88-
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Na secao B.3 observamos que as estatisticas de tes
te obtidas através dos dois critérios sao funcoes das raizes
da equagao [H-AS| =0, onde H & a matriz de somas de quadra-
dos e produtos cruzados devida ao desvio em relacao a hipé-
tese nula e S € a matriz de somas de quadrados ¢ produtos
cruzados devida ao residuo. Sao apresentadas outras estatis
ticas de teste e algumas consideracoes gerais sobre suas dis
tribuicoes e propriedades, sendo citados os resultados mais
importantes.

B.1 - O PRINCIPI0 DA UNIAO-INTERSECQAO DE ROY

Consideremos o MLM(Y,XB,2). Nosso objetivo & deter
minar um teste de significancia para a hipotese H:CB =T, que

pode ser escrita na forma equivalente H: C8i==F{(i=],...,p)

Vamos primeiramente salientar as semelhancas exis-
tentes na estrutura do problema de testes de hipoteses para
0S5 casos univariado e multivariado. Tomemos um vetor & (px1)
arbitrario, porém fixo, e facamos uma reducdo do problema
proposto para o caso univariado, considerando o problema de
obtencao de um teste de significancia para a hipotese
H': CB*=T* admitindo o modelo univariado y*= XB*+e*, onde
y*=Y2, B*=8%, T*=T0 e &* tem distribuicao normal multiva:
riada com valor esperado 0 e matriz de variancia - covarian-

3 5 2 2 _ i
cia 021, Ty L7ER.

Utilizando os resultados da teoria univariada (Searle,
1971, cap. 3, por exemplo) sabemos que um teste para a hipo
tese H' € construido com base nas somas de quadrados devida
- 2 . . - & i

ao residuo (SO) e devida ao desvio em relacao a hipotese nu
2 2 N

RY - :

la ( 1 SO),Qonde

Sg = min(y*-Xg*) ' (y*-XB*)
B‘k

RZ = min  (y*-XB*)'(y*-Xp*)

1 CR*=T*
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que podem ser expressas na forma:

S0 =y LX) e gy
2__ *1 1 -1 1 * Y
Rl = y*'[I-X(X"X) “X'ly* + (B.1.1)
= 1 =1 Tk TR ' -1 1 -1 [ vl 1k * -
+ [C(X'X) "X'y*=T*]1'[C(X'X) "C'] "[C(X'X) X'y*-I'*]

Com a finalidade de determinar expressoes analogas parao ca

so multivariado, vamos definir:

soeN . _ ' _ = il - ' pt ! '
R (1,3) = Cg?ﬁ}.(yi XB;) (yj XBj) y;LI-X(X'X) °X 3yj +
1 1

“CR.=T.
BJ j

" [C(x'X)'lx'yi—riJ'EC(X'X)‘lc'J'1EC(X'X)"1x'yj—rj]
e considerar a matriz R = {Rl(i,j)}, (i,j=1,2,...,p), que po
de ser escrita na forma:

R=Y'LI-X(X"X) "X v+ oo ) ™I v-race o) e e x) T hy-r
‘ (B.1.2)

Substituindo y*=Y% e TI'*=I'% nas expressoes (B.1.1),obtemos:

LY TLI-X(X'X) "I v

I

LY TI=XOOX) XY 4

N O

e ) ™ xv-race e e e ey e v-ryg

+

Entao utilizando as relacoes (A.1.6) e (B.1.2) concluimos
que : Sé= 'S e Ri= 2'R2. Logo R%— SS= 2'(R-S)2=2"'HL, e a
matriz H € definida como a matriz de somas de quadrados e
produtos devida ao desvio em relacao a hipotese multivaria-

da H: CB=T.

A decomposigao matricial R=S+(R-S) =S+H ¢ uma ge-



neralizacao da particao de somas de quadrados Rf=8§+(Ri—SS)
obtida através da teoria de Analise de Variancia Univaria-

da.

“Vejamos agora alguns resultados sobre a distribui-
cao dessas matrizes (S e H) de formas quadraticas e bilinea

res.

Primeiramente mostremos que a matriz S & positiva
definida (p.d.) em quase toda parte (q.t.p.). Tomemos um ve
tor ZGIRP, 220, arbitrario, porem fixo, ¢ consideremos a se
guinte forma quadratica:

'S8 = 2" (Y-XB) "(Y-XB)2.
g - Y D
Fazendo a transformagao (Y-XB)Q& =z, temos £'S% =Z§?10,V2€HJ.

Para mostrar que S € p.d. em q.t.p. basta mostrar que

'S = 0 = g

0 em q.t.p.

I

'S, =0 = z2'z =0 = z 0 = (Y-XB)2 = 0 (B.1.3)

Como Y & uma matriz cujas colunas sao variaveis aleatorias
multivariadas continuas, e como a matriz [I-X(X‘X)—lX'] tem
posto n-r =p (por hipotese), entao a matriz CI-X(X'X) " 1x'1v.
tem posto p e suas colunas sao linearmente independentes em
q-t.p. Mas (Y-XB)2 =[I—X(X’X)~1X']Y£ ¢ uma combinacao linear
das colunas matriz [I-X(X'X)“1X‘]Y; logo, para que (B.1.3)

seja valido devemos ter £ =0 em q.t.p. Entao
252 >0, VeeRP 2% 0 (em q.t.p.)
e S p.d. e tem posto p em q.t.p.

Mostremos agora que a matriz H € pelo menos positi
va semi-definida (p.s.d.) e se p<c, He p.d. em q.t.p.
A matriz [C(X'X)—IC']_1 e simétrica e nao singular.

Entao ela € p.d. e existe uma matriz T nao singular, tal que



1o, q=1 _

[C(X'X) ~C'] T'T. Entao podemos escrever:

1

Ho= CCOX"X) ™ IX Y=T 1" T TrC(X'¥) ' x'y-11

) ¢ o, B _ .
Tomemos um vetor ZGIﬂ, £ #0, arbitrario, porem fixo, e con-

sideremos a seguinte forma quadratica:

1 1

L'HL = L'IC(X'X) "X'Y-TI'T'TLC(X'X) "X'Y-T12

1

Fazendo a transformacao TLC(X'X) "X'Y-T1% =w, temos

L'HL = w'w >0, VeeRP

3

RTHE =0 = w'w=0=w=0=T[CX'X) X'Y-T12 =0 = [C(X'X) " 1X'Y-T12 = 0
(B.1.4)

Sabemos que a matriz [C(X'X)—1X'Y—FJ (cxp) tem posto
s = min(c,p).
Se p<c, entao s =p e as colunas de [C(X'X)_IXW—F]
sao linearmente independentes em q.t.p. Logo para que (B.1.4)
seja valido, devemos ter & =0 em q.t.p. Entao
2'He >0, VeeRP, 9 =0 (em q.t.p.)
e He p.d. em q.t.p.

Se p>c, entao s =c e as colunas de [C(X'X)~1X'Y4ﬂ
sao linearmente dependentes. Logo existe QGHQ% L =20,tal que
[C(X'X)™1X'Y-T)e =0. Entdo H & p.s.d.

Se a hipotese H: CB =T for verdadeira, para todove

tor QGRP, L =20, SS =2'Se e Rf —SS =2'H% sao independentes e

tem as seguintes distribuigoes:

‘el o gt 2.2
SO L'Se O Xn-r

2 _e2 _ srvpg 22
Rl Sp = 2 HY 90 Xc

(Searle, 1971, cap. 3, por exemplo).
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Entao, utilizando resultados conhecidos sobre a distribui-
cao de Wishart (Rao, 1973, por exemplo), as matrizes S e H

sao independentes e tém as seguintes distribuicoes:
S'va(n—r,Z,-) central
vawp(c,z ) central

Se a hipotese H: CB =T nao for verdadeira, para to

do vetor LERP, g %0, S§ e R%

seguintes distribuicoes:

2 . .
—S“ sao independentes e tem as

2 2.2
SO OgXp-y Central
Ri —SS NOEXé central ou nao, dependendo de 2.

Utilizando resultados sobre a distribuicao de Wishart, con-
cluimos que as matrizes S e H sao independentes e tem as se

guintes distribuigoes:

S ~Wp(n—r,2,-) central

1

Herp{C,Z,[CB—P]'[C(X'X)— C']_][CB—F]} nao central

Como no caso univariado, podemos obter um teste de
significancia para a hipotese H: CB =T através da compara-
cdo das matrizes S e H. Vamos obter esse teste atraves da a
plicacao do principio da Uniao-Interseccao de Roy, que des-

creveremos a seguir (Roy, 1957).

A hipotese multivariada H: CB =T sera verdadeira sc
e somente se a hipotese univariada H': CBL =T& for verdadei
ra para todo vetor QGEQ, 2= 0. Da teoria univariada sabemos
que a estatistica utilizada para testar H' & dada por:
F(3) = (éj_sg)/c _ 9'HL /¢
SO/(n—r) 'S8/ (n-1)

que sob a hipotese nula tem distribuicao F central com para



metros ¢ e (n-r).

Para um teste univariado com nivel de significan-
cia a', a hipotese H': CBL =T% & accita se F(2) <F —
A aceitacao da hipotese multivariada H: CB =T (considerando
um nivel de significancia o) ¢ equivalente @ accitagio dahi
potese univariada H': CBL =T& para todo vetor RGHﬂ{ L =20. A

regiao de aceitacao de H: CB =T corresponde a interseccao:

{F(,Q) <F , . }

a'c,n-1 .
020 (B.1.5)
de todas as regioes de aceitacao das hipoteses wunivariadas
H' : CB% =T2. Entao a regiao de aceitacao definida em (B.1.5)
€ equivalente a:

E:g F(2) SFu,c,n-r (B.1.06)

pois se o maximo F(&) pertencer a regiao de accitacao da hi
p6tese nula, os outros valores tambem pertencerao. Devemos

entao determinar

max|F(2) = A
220 £'S2/ (n-1)
que e proporcional a
max |F* (%) = L1HL i
220 2'58

Com essa finalidade demonstremos os dois teoremas seguintes:

TEOREMA B.1.1 - Seja A (mxm) uma matriz simeétrica e B (mxm)

uma matriz simétrica p.d. Entao existe uma matriz R nio siq



gular, tal que RTPAR™L = A e RT

diagonal formada pelas raizes da equacao |A-AB| =0.

l‘R—1 =B onde A ¢ a matriz

Como B € p.d., existe uma matriz nao singular T,tal
que B =T'T. Considerando a equagao |A-AB| =0, podemos escre

VEer:
|A-AB| =0 &= [A-AT'T| =0 <> |T 1 [|A-AT'T| [T | =0 = [T AT AI] = 0

As raizes da equagao |A-AB| =0 sdo as mesmas ralzes da equa
cio | T tat7 o) =o.

Seja C =77 boart

ma matriz P nao singular, tal que: P'CP =A <==P'T

, que € simétrica. Entao existe u-
Liprip-
= A e P'P=I, onde A € uma matriz diagonal formada pelas rai

zes caracteristicas de C (que sao as raizes de |[A-AB| =0).

Tomando R =T 1P podemos escrever:
i) RUAR = A = A = RTIR™!

D) RTTR =P T T TT P =1 = RBR =1 = B = R R}

TEOREMA B.1.2

€ uma matriz simetrica p.d. entao o maximo e o minimo de
x ' Ax - s : .
T Bx onde x ¢ um vetor (mx1), sao respectivamente a maior

i

Se A (mxm) € uma matriz simetrica e B- (mxm)

e a menor raiz da equacao |A-AB| =0.

Consideremos a transformacao x' =y'R' onde R' & u-
ma matriz tal que R'AR =A e R'BR =1 (utilizando o resultado

anterior). Entao:

m

)\yz 2 2
x'"Ax _ y'R'ARy _ y'Ay _ i=1 1 _ lel N N Amym
x "Bx y "R"BRy y'y ? , m T ? ,
y: ) Y3 y?
i=1 o ist i1 "
Vamos supor, sem perda de generalidade que Al ZAZ > sas zxm

Entao devemos determinar:



m yi m
max :Z X;p; onde p, = ——— ¢ .Z p; =1, 0<p. <1, Vi
0 i=1 >‘ 2 1=1]
L Y5
1=1
0 maximo sera atingido quando 0y =1, ou seja quando
2
7]
s = = 1
mo
! yi
i=1
, _ - B . x'Ax _
0 que 1mplica Y1 =1 e Y3 =0, Vi =#1. Logo max Thx ~A1. Ana-
i
logamente mostramos que min §7%§»=,m. X

Aplicando o resultado do Teorema B.1.2, concluimos

que
max|F(2) = 2 Ha/e
220 2'Se/ (n-1)
e proporcional a maior raiz da equacao |H-AS| =0. Para ob-

ter um teste de significancia para a hipotese H: CB =T pre-
cisamos estudar a distribuicao das raizes caracteristicasda
equagao |H-AS| =0. Nesse sentido, consideremos os dois tco-

remas seguintes, dos quais demonstraremos o segundo.

TEOREMA B.1.3 - Seja A (pxp) uma matriz simétrica. Entao:

i) Se p(A) =s a equacao |A-AI] =0 tem uma raiz nulacom
multiplicidade (p-s).
ii) Todas as raizes caracteristicas e vetores caracte-

risticos de A sao reais.

iii) Se A @ p.d. todas suas ralzes caracteristicas saopo
sitivas; se A & p.s.d. todas suas raizes caracteris

ticas sao nao-negativas.

(A demonstracao pode ser encontrada em Roy, 1957, por exem-

plo).



TEOREMA B.1.4 - Seja A (pxp) uma matriz simetrica pelo me-

nos p.s.d. de posto s e B (pxp) uma matriz simétrica p.d.En
tao a equacao |A-AB| =0 tem exatamente s raizes positivas e

(p-s) raizes nulas.

Como ja vimos na demonstracao do Teorema B.1.1 as
1—>\I| =0. Mas

€ uma matriz simétrica pelo menos p.s.d de posto s.

raizes de |A-AB| =0 sao as mesmas de |T-1'AT~
T hoarl
Entao pelo Teorema B.1.3, T"I'I\T_1 tem s raizes caracteris-

ticas positivas e (p-s) raizes caracteristicas nulas.

Chamemos a maior raiz caracteristica da equagio
|[H-XS| =0 de A, onde s =min(c,p). Aceitaremos a hipotese
H: CB =T com nivel de significancia o se Ag <) (a) onde )(a)
€ o 100a  percentil da distribuicdo da maior raiz caracte-
ristica de |H-AS| =0, quando a hipotese nula € verdadeira.
Varios autores (citados em Morrison, 1976) tabelaram os per

centis superiores da distribuicao da maior raiz caracteris-

tica da equacao: |H—8(H+S)[-=0. Vamos entao demonstrar que
a hipotese H: CB =T pode ser testada através da estatistica
0 =-—> onde 0 representa a maior raiz da equacao
s  1l+Xg S
|[H-6 (H+S)| = 0.

TEOREMA B.1.5 - Uma condicao ncessaria e suficiente para que
A, Seja a maior raiz de |[H=AS| =0 & que 0, = li; seja a
maior raiz de |H-0(H+S)| =0. ¥

Sejam Ay <A, <... <) as s raizes positivas de
|[H-AS| =0. Tomemos a raiz Ai; entao:

[H-A.S| = 0 = |H-A.S+A H-\.H| = 0 == |(1+A.)H-)A. (H+S)| = 0 =
1 1 1. 1 1 1

-
=355 (H+S) | = 0.
i 1

A
i :
logo 6. = o ¢ raiz de |H-0 (H+S)|

1l
o

Como H +S e simétrica e p.d., pelo Teorema B.l1.4 a
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equagao |H-0(H+S)| =0 tem exatamente s raizes positivas o
(p-s) raizes nulas. Sejam 91 0, <. .. %QS as raizci‘posjti_
vas. Tomemos a raiz ej e facamos Aj :l—é. ::;Oj =T+if.Enti@
X : J : j
|H-ej (H+S)| = 0 = |H —1+ij(H+S)| = = |(mj) H-) (HeS) | =0

= [H = AHA S| = 0 = [H-S] = .

Logo Aj € raiz de |H-AS| =0.

Tomemos A. <A.. Entao A. +A.A. <)A. +A.)A. ==
i ] i i j i%j
A . AL
— . e
l+Ai l+kj

== Ai(l+x.) <Aj(1+xi) = ei <ej. Logo AS e

J
A - . . a
es =1+i sao respectivamente as maiores railzes de
S
|[H-AS| = 0 e |H-6(H+S)| = 0.
Os parametros da distribuicdao da maior raiz da e-
quacao |H-0(H+S)| =0 sob a hipotese nula sao:
s = min(c,p)
_ lc-pl-1
m = 5 (B.1.7)
Nt = n—rgp—l
e a regiao de aceitacao da hipotese Hl: CR =T (com nivel de
significancia o) sera dada por: 6550 () onde 06(a) €& o

o S,m,n#* s,m,n*
100a  percentil da distribuigao da maior raiz da equacdao

|[H-0 (H+S)| = 0,

quando a hipotese e verdadeira.

® (o) pode ser obtido de tabelas convenientes; Morrison,
S,m,n*

(1976) apresenta tabelas para alguns valores dos parametros
S, m, n* e clta os principais trabalhos nessa area.
As raizes da equacao |[H-0(H+S)| =0 sao iguais as

-~ - - - "']_ —- .
ralzes caracteristicas de H(H+S) ¢ na pratica geralmente



€ mais conveniente obter as ralizes caracteristicas de
| H(H+S) L

atraveés de um programa convencional. A distribuicao conjun-
ta das raizes caracteristicas de matrizes da forma H(H+S)_1
foi determinada simultancamente por varios autores citados
em Morrison (1970), que também apresenta indicacoes de ou-
tros trabalhos importantes envolvendo as distribuicdes ne-
cessarias para obtencio do teste proposto.

E comum encontrarmos esquemas de planejamento onde
= - . . S -1 . .
s =1,e entao a unica raiz positiva de H{H+S) tem distri-

buig¢ao Beta com parametros (m+1, n*+1). Se considerarmos a
n*+1 0Os

5  m¥L 1-6s
gao F com parametros (2m+2), (2n*+2).

transformacao F = a nova variavel tera distribui-

B.2 - 0 PRINCIPIO DA RAZAO DE VEROSS IMILHANCA

GENERAL | ZADA DE WILKS

Consideremos o MLM(Y,XB,Z). Nosso objetivo nestase
cao ¢ obter um teste de significancia para a hipGtese H:Cg=
= I' atraves da aplicacao do principio da Razao de Verossimi

lhanga Generalizada.

Com base nos mesmos argumentos da introducido da se
cao A.2 utilizaremos a forma equivalente MLM'(U.,07Z,Z).0bter
um teste de significancia para a hipotese H: CB =T utilizan
do o MLM(Y,XB,Z) € equivalente a obter um teste para a hipo
tese H: 8C* =Tr*utilizando o MILM'(U,0Z,%) onde C*=C' eT*=r".

Primeiramente vamos reduzir o MIM'(U,0Z,%) a sua

forma canonica, segundo sugestao de Roy,J. (1966).

DEFINIGAO B.2.1 - Uma matriz G (gxh) & dita semi - ortogonal
se g>h e G'G=1I

Como p(Z) =r, podemos obter uma matriz T1 (nxn - 1)

semi-ortogonal, tal que ZT1 =0. Alem disso, podemos escre-
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ver cada coluna da matriz C* em funcao de dois componentes:
um pertencendo a variedade linear gerada pelas colunas de
Z7' e outra pertencendo a uma variedade linear ortogonal a

esta. Entao podemos escrever:
C* = ZZ'D +R, onde RD'ZZ"' =0 (B.2.1)

Como RD'ZZ' =0 = RD'Z =0

que:

, a matriz D (rxc), deve ser tal

(C*-ZZ2'D)D'Z = 0 == C*D'Z = ZZ'DD'Z == (ZZ')—lC*D'Z=iH)'Z(B.Z.Z)

Como p(Z'DD'ZY =c, podemos obter uma matriz E (nxc) tal que
T, =7'DD'ZE seja semi-ortogonal e T'ZT1 =0. Finalmente pode-
mos construir T3 (nxr-c) tal que T =[T1T2T3] (nxn) seja uma

matriz ortogonal.

Consideremos a seguinte transformacao ortogonal:

Vo= UT <= [V V,V ] = ULT T,T] (B.2.3)
Entao temos:

E(V)) = E(U)T, = 82Ty = 0

E(V,) = E(U)T, = 6ZZ'DD'ZE = oC*D'ZE = M}

E(V) = E(W)T, = 02T, = M,

Fazendo e**=€*fﬁLT2 Tjh o modelo transformado pode ser es-
crito na forma V:[VlV2 Vo1 =[0 M5 Mol +e** ou V =M* +e** onde
M*=[0 M5 M;J. Como os momentos de segunda ordem sao invarian
tes em relacao a transformacoes ortogonais, o modelo descri

to acima corresponde ao MLM'(V,M*,Z).

Se a hipotese H: 6C* =T* for verdadeira, teremos:

M*

5 = 6C*D'ZE = T*D'ZE = M}

20°

Tomando entao:
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W = [wl wz W3] = [V1 V2 V3] -10 M§O 01 =10 M; -Mgo M3] +Eerr =

= W = [wl W w3] =[0 M2 M3] + € = M re**

2

o problema da obtencao de um teste de significancia para a
hipotese H: 0C* =T* utilizando o MLM'(U,0Z,%) € equivalente
ao problema de obtencao de um teste para a hipotese H':M2=0
utilizando o MLM' (W M,%).

Fazendo 2 * ={c'} a funcao de verossimilhanca po-

~de ser escrita como:

1 1
=oMp| 170 n B
L=(2m) IZ I exp{-% Zl(wa—Ma)|z l(wa_Ma)} =
a:

P I N A B S i
=(2m) ‘E ‘ exp{ 7.uzl[i=1 jglg (wia—Mia)(Wja—Mjai}}

1 1 ) .. (D-T n-r+c
~oup; e 1 E ij . §
=(2ﬂ)2n ‘Z 1'2 exp{ 5 o Z w. w. o+ ) (w, Mia)(wja Mja)+

=1 j=1  |o=1 '* 1% g=n-r+1 1@
E
+ (w. -M. )(w. -M. ) } (B.2.4)
a=n-r-+c+l & 00 Joja

A estatistica de teste segundo o principio da ra-

zao de verossimilhancga generalizada ¢ definida como:

sup L(M,Z)
(M,=0,%)
A* = 2 (B.2.5)
sup L(M.X)
(M,2)

Utilizando os resultados obtidos na secao A.2, po-
demos determinar os estimadores de maxima verossimilhancade

M e & nos seguilntes casos:

i) Sem restrigao:
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=
]

[0 WZ w31

i-L FF

Tz g1

. (B.2.6)
Fowe w. | o= L ougug
L "ia ja n 10

o=1

ii) Sob a restrigao M, =0

=
I

(00 W,]
3

D N n-r 11—1‘:4‘(: ]
T =t A\l 1 7
5 i [ X W. W. *+ L wia“j(?{. n [wlw]+w2w2] (B. 2.7 )

H P51 j=1:x=1 10 jo  a=n-r+l

[Ne b

= R

Entao:

sup L(M,x%)
M,1)

1l

1
—2']1) —2-11 ) 1 I‘} .A'-l )
(2m ’i | exp{-j-uél(wa—Ma) b (WQ_MQ)} =

1
"2
(2m)

1
It

R O B Ja-1 N
IZ ’ exp{-j-uzltll(wa—Mu) Z (Wa"Mu)]f

n ‘
(le(wLX—MOL) (WOL—MDLJ }

1 1
-5p, __ 13N ~ _
(2m) < |Z 1l2 Cxp{-% trE 1

1 1
=5Np| 413l
(2m) 2 IZ llZ exp{ % notr 7 12}

. 1y -1n
7’p|i-1|2 o 2

= (2m) (B.2.8)
De maneira analoga, podemos m0511a1 que:
o -
sup L(M,2) = 2 |%ll (B.2.9)

(M5,=0,2)

Utilizando os resultados (B.2.5), (B.2.8) e (B.2.9) conclui

mos que:



A = (B.2.10)
R

NOos rejeitaremos a hipotese H:0C* =T* (com nivel de
significancia a) se o valor observado (A*) da estatisticaA*

que A* <A*(a) onde A*(a) € obtido a partir de

P[A*<A* (a) |H & verdadeiral] = a.
Podemos ainda considerar a transformacao:

2 -~
P |2

- A ——l—:"l— (B.Z.ll)
X

H

Nesse caso rejeitaremos a hipotese H: 6C* =T* (com nivel de
significancia a) se o valor observado (A) da estatistica A

for tal que X <A(a) onde A(a) € obtido a partir de
P[A<A (a) |H € verdadeiral = a.
Vamos agora obter a expressao de A em fungao dos ¢
lementos do MLM(Y ,XB,Z).

Como ZT1 =0, temos
ZTlTiZ=0=ZZ‘—ZZ'(ZZ')_1ZZ' “701-7' (72 V7217 = T - 1-7'(z2z) 71z
Entao:

T [ T _71 1yl [ VA ryy Ly
lel i V1V1 = UT1T1U urt-z'(zz') "z Y'UII-X(X'X) X' (B.2.12)

De (B.2.6) e, (B.2.12) concluimos que:

1

X'y =

"_ll_ vy T l_
L = = Y'[I-X(X"X) :

=S (B.2.13)

Por outro lado:
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WZWZ

I

[VZ—I‘*D'ZE][VZ-F*D'ZE]l - YUTZ—F*D'ZE][UT2~F*D'ZEW' =

UT,T'U'-UT,E'Z'Dr*'-T*D' ZET.U'+T'*D'ZEE'Z'Dr* " =
22 2 2

UZ'DD'ZEE'Z'DD'ZU' -UZ'DD'ZEE'Z'Dr*' ~-T*D'ZEE'Z'DD'ZU" +

1l

r*p'ZEE'7'Dr*

+

Utilizando o resultado (B.2.2), obtemos:

WM = uz' (zz") Yoo zeE 7 ne* (zz) " raut vz (zzy e zEE 2D -

D' ZEE' ZDC*' (22') Y ZU' +T*D'ZEE'7'DL*" =

[UZ'(ZZ')_lC*-F*][D‘ZEE'Z'D][C*‘(ZZ')_lZU'-F*'] (B.2.14)
Como T2 ¢ semi-ortogonal, temos:

T'ZTZ =1 = E'Z'DD'ZZ'DD'ZE =1
e utilizando o resultado (B.2.2) vem:
E'Z'DC*'(ZZ')_lZZ'(ZZ')—lc*D'ZE =] = E‘Z'DC*TZZ')“lc*D'ZE =] =

— D'ZEE'Z'DC*' (Z2') NC*D'ZE(D'ZE) TV =1 == D'ZEE'Z'D(C*’ (22') 'c* =

=1 = D'ZEE'Z'D = [C*' (zz") ‘¢*17t (B.2.15)

De (B.2.14) e (B.2.15) concluimos que:

=]

Wy = [uz' (zz') "res-reare 2z etz zz) ey = WY =

rCOCX) X Y-r1re e ) e T e T y-r (B.2.16)

I

De (B.2.7), (B.2.12) e (B.2.16) concluimos que:
ikl=%{Y'[I—X(X'X)—1X']Y+[C(X'X)-1X'Y—FT‘FC(X'X)~IC‘1-1rC(X'X)'lx'Y_r1}=

=%(S+H) (B.2.17)
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Logo, utilizando os resultados (B.2.11), (B.2.13) e (B.2.17),
temos:
|S |

+

Pelo Teorema B.1.1 existe uma matriz R nao singu-

lar tal que R'HR =A e R'SR =1 onde A ¢ uma matriz diagonal

formada pelas raizes da equacao |H-AS| =0. Entao:
S| IR'[IS][R] IR'SR| s

A: = = = = H {J“}')\ ] (B.Z.lg)
[S+H | [R"| |S+H]|R] |R'SR+R"HR| [T+A] =1V

Pelo Teorema B.1.5, as raizes caracteristicas posi

: oo i P D . -1 i :
tivas de H(S+H) sao dadas porx 0i —I:X;-ondc Xi (i=1,2,....s)
sao as railzes da equagao |H-AS| =0. Entao de (B.2.19) segue
que :

s

A= T (1-0.) (B.2.20)
. i
1=1

Wilks (1932) obteve os momentos da distribuicao de
A sob a hipotese nula, além de expressoes da distribuicgao
de A para alguns valores dos parametros p e c¢. Esses resul-
tados, com algumas corregoes sao apresentados por Andersen
(1958). A estatistica -[n-r ~%(p—c+1)]log A tem distribui-
cao assintotica de x® com cp graus de liberdade. Outras apro
ximacoes e transformacoes da distribuicao de A sao discuti-
das em Anderson (1958), que cita as principais contribuicoes

ao estudo dessa distribuicao.

Para alguns valores de p e ¢ € possivel transfor-
mar a estatistica A numa outra estatistica com distribuicao

F. Por exemplo, para s =min(c,p) =1, a estatistica

— * — - —_— ey |
F = 1-h n*+l onde m = —iE-El—l—, n* = —B~lfn—l—
A m+1 2 2
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tem distribuigao F com (2m+2), (2n*+2) graus de 1liberdade

sob a hipotese nula.

3.3 - OUTROS CRITERIOS DE TESTE; CONSIDERAgéES GERAIS

Nas secoes B.l e B.2 discutimos dois tipos de tes-
tes de significancia para a hipotese H: CB =T quando consi-
deramos o MLM(Y,XB,Z). Como vimos, esses testes dependemdas
raizes da equacao |H-AS| =0. Explorando essa caracteristica
comum aos dois testes, Roy (1953, 1957) demonstrou os seguin
tes resultados:

i) As raizes da equagao |[H-AS| =0 sao os unicos elemen-
tos invariantes sob certas transformacoes lincares,
que aplicadas a matriz de observacoes ou a matriz de
planejamento, mantem invariante a hipotese original.

ii) A distribuicao conjunta dessas raizes, quando a hipo
tese nula € verdadeira, envolve somente parametros co

nhecidos (graus de liberdade).

Com base nesses resultados, parece razoavel admi-
tir que outras possiveis estatisticas de teste sejam funcoes
dessas ralzes. Pillai (1955) afirma que todas as estatisti-
cas de teste apresentadas possuem €Ssa caracteristica; como

exemplos, cita: (-)S =max(ej), devida a Roy,
s

A= T (1—01), devida a Wilks e
1=1

S
V=) - = tr(Hs 1) devida a lLawley e Hotelling.

Além disso, Pillai apresenta mais trés sugestoes:

1

- (s 41 s _4]-1
(1—61) ;R=s~z_eiJeT=s_ZAi
1=1 1=1

s
H=s| )

1=1

A escolha de uma determinada funcao como estatisti
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ca de teste foi sempre baseada em consideracoes heuristicas,
cujas principais justificativas sao fundamentadas nas seguin

tes propriedades:

I) Possibilidade de obtencao de uma forma explicita e
tabulavel para a distribuicao (exata ou assintotica)
da estatistica de teste sob a hipotese nula.

I1) O teste deve apresentar boas caracteristicas opera-
cionails, como:

IIA) ser nao viciado;

IIB) ser tal que o poder seja uma fungao nao-decres
cente de cada um dos parametros indicadores de
desvio em relacao a hipotese nula;

1IC) existencia de algum limite inferior razoavel pa

ra o poder do teste;
IID) possibilidade da obtengao de intervalos de con
fianga;

ITE) admissibilidade.

Embora muitos pesquisadores tenham trabalhado noes
tudo das distribuigoes das estatisticas de teste propostas,
foram obtidos poucos resultados que favorecem o calculo das
probabilidades exatas, mesmo quando a hipotese nula ¢ verda
deira. Uma excecao € o critério proposto por Wilks, para o
qual existem alguns resultados uUteis, que sao discutidos em
Anderson (1958), por exemplo. Também nao ha resultados abran
gentes no estudo das propriedades dos testes apresentados.

Anderson (1958), resumiu claramente o problema:

... Unfortunalely, there is no theory to tell us
what is a good class of tests (a complete class),nor how to
choose among the proposed tests, when we want power against

certain kinds of alternatives."

Pillai (1955) cita varios autores cujos trabalhos

envolvem alguns resultados especificos. Por cxemplo: a es-
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tatistica V de Lawley Hotelling obedece satisfatoriamente as
propriedades ii) ¢ 1); a estatistica A de Wilks, as proprie
dades ii), 1), IIA) e IIB); a estatistica 0 de Roy,as pro
priedades ii), 1), IIA) e IID). No entanto, parece que o tra
balho que apresenta resultados praticos mais uteis € o de
Schatzoff (1966), em que sao feitas comparacoes entre diver
sas estatisticas de testes através da introducgao do concei-
to de '"mivel de significancia esperado'. As comparagoes fo-
ram obtidas através de simulagao, e a principal conclusao €
que nao ha um dominio de uma estatistica sobre as outras, o
que nao soluciona o problema de selecao de um "melhor'" tes-
te. Porém sao apresentadas condigoes estruturais das popula

¢oes envolvidas, que favorecem um ou outro critério.

Segundo Schatzoff, para grandes amostras, a utili-
zacao das estatisticas de Wilks ou Lawley-Hotelling € indi-
ferente em virtude de sua equivalencia assintética. No caso
de pequenas amostras o critério de Wilks parece aconselha-
vel em fungao da existencia de aproximacoes para o poder re

lativo a algumas alternativas.

Finalizando este apendice, apresentamos alguns co-

mentarios sobre testes envolvendo hipoteses da forma
H: CBU = T.

Utilizando a sugestao apresentada na introducao do apendice,
podemos obter um teste para uma hipotese dessa forma, consi
derando a transformacao Y* =YU. Nesse caso as matrizes S ¢H

podem ser escritas como:

S = YEUT-XOCX) TIXIWE = UNY T T-X(XX) X YU (B.3.1)
. 3 1 -1 1 1 1 "1 ' "l i "] ] I T
Ho= oo evu-rrreox 0 e ey e vu-r =
= [CRU-TT'rCCX ) Y e 17 cRu-T (B.3.2)

Além disso, conforme os resultados obtidos na secao B.1. po
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demos concluir que se a hipotese nula €& verdadeira, S e H

sao independentes e tem distribuigao
S ~Wu[n—r,U'ZU,-] central

H ~Wu[c,U'ZU,'] central.

Se a hipotese nula nao for verdadeira, S e H saoin

dependentes e tem distribuicao:
Srkufn—r,U'ZU,'] central

H ~Wh{c,U'ZU,[CBU—F]'fC(X'X)_lC']_1YCBU-F]} nao central.
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