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CAPITULO l

INTRODUÇÃO

A finalidade deste capítulo é familiarizar o lei-
tor com o tipo de problema analisado neste trabalho, com os
modelos matemáticos adotados e com a notação empregada

Na seção 1.1 introduzimos os modelos matemáticos
fundamentais considerados na allãlise dc curvas de cresciínen
to através da discussão de uln problema prãti.co

Na seção 1.2 generali.zamos a situação prática apõe
sentada em 1.1 eln diversos sentidos, salientando a flexibi-
lidade da aplicação da técnica que pretendemos descrever

Na seção 1.3 fazemos algumas suposições adicionais
sobre os modelos apresentados eln 1.1 vi.sande unia simplifica
çao formal dos capítulos subsequentes.

Finalmente na seção 1.4 apresentamos um resumo do
desenvolvimento hist(5ri.co do estudo de ajuste de curvas de
cresci.mento, ci.tando os principais trabalhos nesta área

l . l O PROBLE}W MODELOS MATEMÁTICOS

Em muitos campos de pesquisa é colnuln querermos es-
tudar o comportamento no tempo, de uma ou mais variáveis,me

l



dadas em unidades expert.mentais submetidas a uin certo trata
mento. Também é frequente a necessidade de compilrar a influ
ellcia de diferentes tratamentos no comportamento dessas va-
riáveis

O D)odeio matemáti,co mais usado nessas situaçõescon
si.ste na descai.ção do comportamento da vaTiânvel em funçãodo
tempo, através de uma curva, geralmente de forma polinomial
Comparações entre efeitos de tratamentos diferentes podem
ser estudadas através de comparações dos parâmetros das res
pectivas curvas. A estimação dos parâmetros determinantes
das curvas envolvidas e testes de hipóteses estatísticas se
bre esses parâmetros, ou comparações de parâmetros relati-
vos a curvas diferentes são obtidos a partir de observações
realizadas em grupos de unidades experimentais.

Como exemplo, collsideremos a seguinte situação: um
pesquisador deseja estudar a influência de três tipos de ra
çao no peso de uma certa espécie de animal durante uijl deter
minado período. Com essa finalidade, 30 animais são dividi-
dos ém 3 grupos e cada grupo é alimentado com um tipo di.fe-
rente de ração. O peso de cada animal é medido diariamente
durante o período pré-determinado. Com base nessas observa-
çoes, o pesquisador deseja determinar, por exemplo, que ti-
po de curva expli.ca melhor o comportamento da variável peso
para cada grupo, se as curvas são diferentes para cada gru-
po e quais tis estirnati.vas para os parâmetros envolvidos

Como na situação acima, na maioria das vezes é van
tajoso ou até ntesino necessário que as observações sejam rea
lizadas em uma mesma unidade experimental nos diversos ins-
tantes considerados. O mesmo acontece quando essas medidas
são observadas após a aplicação de doses crescentes de uma

certa droga em uma mesma unidade experimental, ou quando as
observações são realizadas a diversas distancias de uln cer-
to pontos como observações de intensidade luminosa ou sono-



ra a diversas distâncias de unia fonte

O fato de as medidas serem realizadas erH uma mesma

unidade experimental implica, geralmente, a correlação en-
tre as observações, negando dessa forma, a stlposição de in-
dependência necessária para a plicação dos modelos clássi-
cos de Análise de Variância e Regressão na avaliação esta-
tísti.ca dos resultados. Uma possível correlação entre as ob
servações realizadas eln uma mesma unidades experimental de-
ve ser consi.derada na analise. Modelos apropriados p'ara es-
sas situações podem ser obtidos através de uma generaliza-
ção da teoria de Anãli,se de Variância Multivariada, sob otí
tulo geral de Análise de Curvas de Crescimento.

O problema considerado pode ser mais explicitamen-
te compreendido através da discussão de um exemplo apresen-
tado por Potthoff e Roy, (1964)

EXEMP'LO 1.1.1 - Nuuti estudo realizado na Faculdade de Odonto-
]-ogia da Universidade da Carolina do Norte (E.U.A.), foram
medidas as distâncias (em mm) entre o centro da pituitária
e a fissura pterio-maxilar ein ll meninas e 16 meninos aos 8.
lO, 12 e 14 .anos. Em Ortodonti.a é importante conhecer a va-
riação dessa distância com a idade e seria conveniente ajus
tar curvas polinomiai.s (Teta ou parábola, por exemplo) ãsob
servações, além de comparar as curvas obtidas para os dois
grupos (meninas e !meninos). As medidas observadas são apre-
sentadas na Tabela 1.1.1 e as médias para as diversas ida-
des estão representadas graficamente na Figura l.l.l

Quando temos, a priori, informação sobre a forma
das curvas a serem ajustadas ãs observaçõ.es, podemos consi-
derar diretamente o problema de estimar os coeficientes en-
volvidos, e testar as hipóteses estatísticas de interesse
Essa informação pode ser obtida tanto através de considera-
ções teóricas (quando conllecemos a equação que rege o fenó-
meno estudado) ou através de liina análise do gr:Ífico cle dis-



TABELA l . l . l

DADOS OBTIDOS POR PESQUISADORES NA 'tUNIVERSITY 0F NORTE CAROLA
NA DENTAL SCHOOL'' -- CADA lIEDIDA REPRESENTA A DISTANCIA EM MILÍ
METROS ENTRE O CENTRO DA PITUITÃRIA E FISSIJRA PTERIO-MAXILAR

MENINAS
8 10 12 14

MENINOS
8 10 12 14

l
2

3

4

5
6

7

8

9

10
11

21
21
20,5
23,5
21,5
20
21,5
23

20
21,5
24
24,5
23
21
22,5
23

21,5
24
24,5
25

23
25,5
26
26,5

l
2

3

4

5

6

7

8

9

10
11
12

13
14
15
16

26
21,5
23
25,5
20
24,5
22
24

25
22,5
22,5
27,5
23,5
25,5
22
21,5

29
23
24

26,5
22,5
27
24,5
24,5

31

26,5
27,5
27

26
28,5
26,5
25,5

22,5
21
23
23,5
22
19
28

23,5
22,5
25
24

21 ,5
19 ,5
28

20
16,5
24,5

21
19
25

23
27,5
23
21,5
17

22, 5
23
22

20,5
28
23
23,5
24,5
25 ,5
24,5
21 ,5

31
31
23,5
24

26
25 ,5
26
23,5

26
31,5
25
28

29 ,5
26
30
25

i.ínDiAS 2t,tn 22,23 23,09 24,09
PREVISTAS 21,24 22,19 23,14 24,09

22,87 23,81 25,72 27,47
22,46 24,11 25,76 27,41

FIGURA l.l.l
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pensão das observaçoes, qual-tto através do resultado de aná-
lises passadas, pois no caso mais geral, um estudo desse ti
po raramente envolve um único experimento isolado. Quando,
por outro lado, essa informação sobre a fortna das curvas a
serem ajustadas inexiste, podemos obtê-la através de uma a-
nalise preliminar das observaçoes, por exemplo estudando o
problema do ponto de vista de Analise de Variância Multiva-
riada

Embora uma análise do grãfi-co de dispersão das ob-
servações do Exemplo 1.1.1 mostre que o comportamento notem
po da variável possa ser razoavelmente explicado através de
uma Teta, procuraremos obter essa informação através de uma
analise prelimi.nar, com o objetivo de i.ntroduzir o modelo
clássico de Análise de Variância blultivariada

Consideremos r grupos cada qual com n; unidades ex
perimentais independentes,. nl+n2+' ''+nr ;n. Suponhailios que
em cada unidade experimental são realizadas p medidas de u-
ma certa variável, nos instantes tl 't2,...,tn' Então o moda
lo clãssi.co de Análi-se de Variância IK4ultivariada, pode ser
escri.to como

Y = X É3 + c

(nxp) (nx r ) (rxp) (nx p)

( 1 . 1 . 1 )

onde

Y (nxp) é a matriz das observações (p medi.das para cada
uma das n unidades experimentais)

X (nxr) onde r <n é a matriz de planejamento (constituí
da por 0's e I's, de forma a associar cada uni-
dade experimental ao respectivo grupo)

í3 (rxp) é a matriz de parâjnetros desconhecidos (cada li
nha é constituída por p elementos que represen-
tam os valores esperados da variável observada
ein cada um dos instantes considerados para um



determinado grupo)
c (nxp) é a matriz dos componentes aleatórios das obser

fiações (cada elemento representa o desvio entre
o valor observado e o respectivo valor espera-
do)

13 e c: são matrizes não-observáveis

Uma suposição fundamental do modelo é que as linhas
da matriz € sejam não correlacionadas e obedeçam a unlé] dis-
tribuição normal multivariada com vetou de valores espera-
dos 0(lxp) e matriz de variância-covariãncia não singular E
(pxp), comum a todas as linlaas. Então

E (Y) : X B ( 1 . 1 . 2 )

O modelo descai.to dessa forma será denominado ''Nlo-

delo Linear Nlulti.pari.ado'' e utilizareitlos a notação

bll.h{ ( Y , X B , E )

quando quisermos indicar que as definições e suposições a-
presentadas aci.ína são vál i.das para ujn deternli.nado conjunto
de dados

Tomemos os dados apresentados no Exemplo
consideremos o MLM(Y,XB,>1): Nesse caso temos

l . l . l e

27 (nl: ll e n2 16) , p = 4 e

As matei.zes X e í! têm as seguintes formas
1 0
1 0

11 meninas idade 8 10 12 14

1 0
0 1
0 1

16 meninos

1311 í312 B13 1314 meninas

1321 B22 B23 1324 meninos

0 1



Podemos estimar a matriz de valores esperados 13 a-
plicando qualquer um dos critérios apresentados no apêndice
A e testar a hipótese de que o valor esperado da variável
considerada é constante ]lo teijlpo para cada grupo (hipótese
fundamental de Análise de Variância). Se essa hi.pótese for
rejeitada podemos ai.nda testar hipóteses sobre a tendênci.a
de cresci-mento (linear, quadrática, etc...) da pari.aTeI pa-
ra os diversos grupos. As hipóteses citadas podem ser fortnu
lidas através de hipóteses equivalentes sobre constrastesda
forma C13U, onde C(cxr), c É r, p(C) : c e UCpxu) , u $ p, P(U):
: u sao matrizes conhecidas escolhi.das convem.enteniente. AI
guns cri.têrios de teste são apresentados no apêndice B.

O resultado dos testes sobre tendência de cresci-
ment(i pode sugerir a forma da curva que mai.s se adapta ãs ob
servaçoes, e então nosso i.nteresse se concentrará na estima
ção dos coefi.ci.entes que determinam essas curvas e em tes-
tes de hipóteses estatísticas sobre esses coeficientes.É Ób
vio que, se tivermos i.nformação a p/üa,Pú sobre a forma das cur
vas de crescimento envolvidas esses procedi.mentos prelimina
res de anãli.se devem ser omita.dos

Com a finalidade de coTltinuar a análise após haver decidido
sobre a .fobia das curvas a serem considcr;l(lias, vamos introduzir o mode-

lo linear inultivariado de crcsciiiiellto que ])ode ser escrito na roTIna:

Y : X € G + c:
(nxp) (nxr) (rxq) (qxp) (nxp)

(1 .1 .3)

onde

Y (nxp) é a matriz das observações - descrita em (1.1.1)
X (nxr) é a matriz de planejamento - descrita eln (1.1.1)
( (rxq) é a matriz dos coeficientes (desconhec:idos) das curvils clc

crescimento (cada linha tem (l elementos cllte reT)icsentilin os
coeficientes da curva corresl)ondente a inii dctennintilo anil)o)

G (qxp) , q$p Õ a matriz con]leci(]ii, }'er'alliicntc fot~mnda l)or coefici-
entes de poILI.nÓíllios ortoolonais
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l e U
2 l

n

E: (nxp) é a matriz dos componentes aleatórios das observações - descai
ta em (1.1.1)

Tmibém para este modelo supomos que as linhas da matriz É: se
jam não correlacionadas e obedeçam a bulia distribuição normal }nultivaria
da com vetou de média O (lxp) e matei.z de variância-covariância não sin
guiar E (pxp) , comun a todas as li.nhas. Então:

E(Y) (1 .1.4)

Lltilizaremos para o modelo linear multa.variado de crescimen
to, a notação l\'íIMC(Y ,XeG,E)

]'omemos novamente os dados do Exemplo 1.1.1 e vamos testar a
hipótese fundíulental de Analise de 'Variância, ou seja, que o valor espe
Fado da variável para cada grupo seja constante no tempo. Essa hipótese
pode ser escri,ta na fo-rma:

-i -i .i ]Hl: CIBUI : 0 onde CI

Utilizando lm dos cri.térios apresentados no apêndice B a hipótese H. de
ve ser rejeitada com qualquer nível de significância razoável, ou seja,
podemos concluir que existe um efeito do tempo sobre o crescimento da va
riãvel

Podemos então testar a hipótese de alia o crescimento da va
riãvel consi.derada é linear no tempo para os dois grupos. Essa hipótese po
de ser escri.ta na fonna :

H2: c2Bu2 : o, onde c2 : l2 e u2 ; l-i l

(como os dados são igualmente espaçados ,a nliltriz U7 foi obtida a partir de u-
ma tabela de coeficientes de polinâmios ortogonais) .Tanbémnesse caso a hip3

tese H2 deve ser rejeitada, indicando que podemos admitir o modelo li-
near de cresci.atento (para os dois grupos). Vamos então considerar o se

3

]

3



guinte modelo de crescimento

Bit [ío '- qi t (] . 1. 5)
onde:

Bit e o valor esl)arado da variável para o i-ésimo grupo no instante t
Ei0 e o coeficiente linear da neta rclativíl ao l-ésimo grtJT)o.

edil e o coeficiente angular da Teta relativa tio i-ésimo grupo. i=1,2
(meninas e Tneninos)

Podemos escrever o modelo (1.1.5) na fonna do mINe(y,XEG,}l) ,
fazendo

coef.coef
lin. ang

: [ meninos

meninas
11 meninas

16 meninos

tl t2 t3 t4
1 ] coef

lin

1 2 ia I''''
ang

Outras formas do modelo linear de crescimento podem ser con
si.deradas, por exemplo

Bit : Élio + €1il (t-t) (1 .1 .6)

Além disso, hã considerável simpl i.fi.cação dos cálculos,quan
do a matei.z G é formada por coeficientes de polinõmios oito
gonai.s. Optando pe]o mode]o (]-.1.6) o MLblC(Y,X€1+G''',}l) seria
definido por

X id êntica ao caso anterior
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eio

:;0

l

l
€* G*

Apli.cando os resultados obtidos no capítt.llo 2
estimativa da ]natriz e"

obtemos uma

2 2 , 6 q 7 7

24 ,9 6 8 8 : :: ::: l
As médias previstas através do lnode]o ].inear des-

crito acima estão apresentadas na Tabela 1.1.2 e representa
das nã Figura l . l .l

TABELA l.l.l

MÉDIAS PREVISTAS PARA O EXE}WLO l.l.l

IDADE FmNINAS FERIMOS

8

10

12

14

21,24

22,19
23,14
24,09

22,46
24,11
25,76
27 ,4 1

Podemos então testar hipóteses estatísti.cas sobre
os coeficientes das curvas ajustadas. Por exen\plo, podería-
mos estar i.nteressados em saber se há diferença si.gnifi.cata
va entre as taxas de crescimento da variável considerada pa
ra os dois grupos; isto pode ser verificado através de um
teste de i.gualdade dos coefiéiei-ates angulares

H3: C3€+U3 : 0 onde C3 : [1 -1] e U3 : .

0

Utilizando um dos métodos descritos no apêndice B,



11

a hipótese H3 deve ser rejeitada e então concluímos que há e-
vi.dência experimental de que o crescimento da variável estu
tada leão pode ser descrito pela mesma curva para crianças de
sexos diferentes

Como veremos nos capa'nulos seguintes, podemos cons
truir intcT\ralos de cona.ança para cada um dos coeficientes
consi.derados ou para combinações lineares envol\lendo esses
coeficientes, bem como construir testes de hipóteses para o
ajuste do modelo ãs observações

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO DO MODELO LINEAR

MULT IVAR l ADO DE CRESC l MENTO

As principais aplicações do modelo linear multiva-
riado de crescimento, como jã vimos na seção 1.1, envolven}
problemas em que medidas de uma ou mais variáveis são reali
zadas numa mesma unidade expert.mental em diversos i.nstantes.
Nesta seção di.scutiremos algumas si.tuações apresentadas por
Potth-off e Roy,(1964) em que o biLMC(Y,X€1G,Z) é aplicável,
descrevendo cada um dos elementosdo modelo e formulando alga
Dias hipóteses nas qual.s podemos estar interessados

i) Suponhamos um grupo de n animais submetidos ãs mes-
]nas condições expert.mentais. Em cada animal são realizadas
p medidas de uma certa variável (peso,por exemplo) nos ins-
tantes tl't2'...,tn' e desejamos descrever o comportamento
desta variável coiD o tampo atrai;és de ui]]o CUF\r:] pol:inarrliall (le çriiu
kgp-l.Podemos então representar o valor esperado da val'lápeJ. at revés

da expressão: Bt : €0+€1lt+...+€1ktK. Admi.tendo que para cada
ani.mal as p observações obedeçam a uma distribuição normal
multivariada cojli ]natriz de pari.anciã covariância não singu-
lar E desconhecida, poderemos considerar o MLI'lC(Y,XBG,}l) on
de



1 2

l
t

tÇ
PX

(nxl) xk'-l) 0 [1'..ek]
G

(k 'lxp)

Quando as p observações de cada unidade experimen-
tal são realizadas eJn instantes igualmente espaçados, a ma-
triz G, aci.ina, pode ser substituída com vantagem por uma ma
triz formada pelos coeficientes de polinÕnlios ortogonais de
graus 0 ,1, . . . ,k

A hi.pótese de que os coefi.cientes dos termos de
grau .maior que 2 são llulos pode ser testada através da hipÓ
tese equivalente

Ó

0

0

0

0
Hl: Cl€1UI 0 onde CI

(lxl)
l e UI

(k''-lxk''- l)

Podemos ainda construir intervalos de confiança pa
ra os paranletros envolvidos e para a curva considerada

ii) Suponhamos agora r grupos de ani.mais, cada grupo con
tendo ni elementos (nl+n2+'''nr:lt) e submetido a uin certo
tratamento (tratamentos di.ferentes para grupos diferentes)
Consi.dereJnos p medi.das de urna certa vara.ãve] realizadas ejn
cada animal nos installtes tl't2'...,tn' Desejamos desci'ever
o comportamento desta variável cojn o tempo através de uma

curva poli.noinial de grau k g p-l para cada grupo. Neste caso
o valor esperado da pari.ãvel no instante t para animais do
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i-ésilnokgrupo.poderá ser expresso por: f3it : €1i0 + Élilt+
F €1ikt". Admitindo que as considerações sobre a distribui

ção da variável de i) sejam válidas para a variável eJn estu
do, podemos considerar o NILMC(Y,XêIG,E) , onde

1 0

1 0
0 1

Eio cll ... (lk

E?O e?1 ''' e?k
(rxk+l)

Eli.0 €1rl erk

0 1
x :

(nxr)

0 0 i l
{ l «,0 0 G definida em i)

A hipótese de que as curvas de crescimento de to
dos os grupos são iguais pode ser testada através de

[ l -l o ... o
l o -l . . . o

H2:C2EU2;0onde: C2 : : : : : eU2:lk
(r-l"r) l

L l o o -i

A hi.põtese de que os coeficientes das curvas de
cimento de todos os grupos são iguais, com exceção dos
fia.entes dos termos de ordem zero, pode ser testada
vés de

0

l
0

0

0

l

0

0

0
H3: C3€U3 onde: C, C2 e U3

(kxk)

0 0 l



14

Outras hipóteses relativas aos coeficientes envol-
vi.dos podem ser testadas através de hipóteses sobre contras
tes da forma CeU

ii.i) A situação apresentada em ii) pode ser generaliza-
da através da consideração de uln esquema de planejamento en
volvendo dois ou mais fatores cruzados. Suponhamos uln pro-
blema com dois fatores: tipo de ração (coli] 3 níveis) e tem-
peratura ambiente (com 2 níveis). Vamos ai.nda supor que exis
tam nji animais sujeitos ãs condições definidas pela combi-
nação da i-ésima ração com o j-ési.mo nível do fator tempera
tura ambiente, e que não exi.sta interação entre esses fato-
res. Desejamos definir a curva de crescintento da variável observada

consi-derando o valor esperado dessa variável no instante t,
para hni.mais do grupo defina.do peJ-a combinação da i-ésimara
çao com a j-ê'siina temperatura, expresso através da equação

lsijt : (pio+uilt+ (vjo+vjit+

Admitindo as mesmas suposições consi-deradas nos exemplos an
temi-odes para a distribui.ção da variável eljl questão,podemos
utilizar o bll,l.IC(Y,XeG,E) , onde

l

l
l

0

0

0

0

0

0

l

l
0

l o o o l
o l o l o

X

(nx5)
E

(5 xk-'' l )
0 l 0 l

: : } : }l}«;: G definida em i)
(k'''l,p)

P10 Pll Plk
P20 P21 P2k

P30 H3] P3k

v10 vl] vlk
v20 v2] v2k
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Hipóteses análogas ãs testadas ern i.i) podemser con
sideradas. Por exemplo, a hipótese de que não há diferença
entre os efei.tos das temperaturas ambi.entes, pode ser testa
da através de

H4: C4€1U4 0 onde C4 ; to
(1*5)

o o l 1] e U4 lk+l

iv) Finalmente consideremos outra generalização da si
tuaçao apresentada em ii). Novamente sejam r grupos de ani
!Dais, onde cada animal é submetido a medi.das nos instantes

tl't2'''',tP' Neste caso, porém, realizantos observações de
duas ou mais variáveis eni cada instante. Suponhamos, por e-
xemplo, observações de peso e altura de cada ani.mal, e va
mos dbfini.r as curvas de cresci.mento através das seguintes
expressões para os valores esperados do peso e altura dos a
ni.mais do i-ésimo grupo no instante t

í!: . = (5: . + 6.. t + . . . + (5.. t "l r l l l l l l lr

ilj.t : vj.O + 'vir + ... + 'Yik?t

k l

l k ]
2

6j.0 + (kl É P)

Yj.0 + Vj.it + (k2 É P) , kl+k2::k

Admitindo que as 2p observações realizadas ein cada animal obe
deçam a uma distribui.ção normal iniltivariada com matriz de
varianci.a-covariãncia não singular }1 (2px2p) , desconhecida,
podemos considerar o bILblC(Y,XeG,E) , onde a matriz das obser
vaçoes e construída de forma que as privei.ras p colunas con
tenllam as medidas da variável peso e as últimas p colunas
as Incdi.das dp. vara.ãvel altura. Então

X é definida como eni ii)
(nxr)

610

â20

âll

Õ21

âl,kl-l

'::k:--'

Y]0

Y20

Yll

Y21 :::::: l
*":*:.« ]

€
(rxk)

(5r0 6l'l Y,.0 Yi'l



16

1 1
tl t2

l
t
P

0

0

0

0

0

l

t2

0

0

0

l
t
P

.t:-: ::*:-"
0 0
0 0

.k.-:
P

0

0

G

(kx2p)
tl

.::': ]o o o

A ]tipótese de que as curvas de crescimento da va
ri.aTeI altura são iguais para todos os grupos pode ser for
muladã através de

[ ' '
0 0

l -l o

l o -l
H.: C.EU. = 0 onde C. =) )-' 3 D

(r-lxr)
l o o

U 5

(kxk)

0 0
1 0
0 1

0 0

O modelo acima pode ser fao-lmente modificado para
ser aplicado a uma situação em que as observações da variá-
vel peso são efetuadas nos i,nstantes tll't12' ' ' ' 'tlP e as ob
seriações da variável altura nos instantes t.. ,t..,...,t..,

ZI' ZZ' ' ZD

não havendo necessidade de que os dois conjuntos de pontos
seJ am ]- guaz s

BONS l DERAÇOES GERA l S

ApresentaJnos nesta seção algumas suposições adido
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naus sobre os elementos dos modelos

NÍLM(Y,XB,E) e l\ILblC(Y,XBY,E) ,

além de algumas considerações sobre a utilização dos mesmos.
As suposi.ções adicional.s são consideradas sem que haja pel'-
da de generalidade dos modelos, c têm a fi,nalidade de siin-
plifi.car formalmente as deduções. Quando admitirmos vál i.dos
os modelos acima para uill conjunto de dados, estaremos consi
derando válidas as suposições apresentadas nesta seção,aleil}
da suposição fundamenta] citada na seção ].].

A primeira suposi-ção a ser introduzida é que a ma-
triz de planejamento X tenha posto-coluna completo, ou seja
p(X) : r. Se o modelo sugerido ini.ci.almente for tal que a ma
triz kle plangjalnento corresponde não tenha posto-coluna com
pleno, õ possível obter uma reparametrização de forma blue a
matriz de planejamento do novo modelo apresente a prol)rieda
de desejada. A reparalnetrização pode ser realizada segundo
diversos métodos, sendo desejável ({ue os novos parâmetrosob
ti.dos sejam interpretãveis. Consideremos uill exemplo

Suponhamos ujl} experimento com dois fatores comple-
tamente cruzados: A, com 3 níveis e B, com 2 nível.s. Quere-
mos testar hipóteses estatísticas relativas ao efeito de ca
da uni desses fatores eln uma variável a partir de um conjun-
to de observações realizadas nos instantes tl't2,...,tn' e
hi.põteses estatísticas sobre a interação entre esses fato-
res. O modelo paramétrico usual para esse tipo de situação
ê dado por

yj.jk : H + ai + bj + abj.j

onde i=1,2,3; j=1,2; k=1,2,. ..,nij ; yj.jk representa o vetou
de p observações correspondente ao k-ésimo eleillento submete
do ao i.-ési.mo nível do fatos A e j-ésimo nível do favor B;
u, ai' bi e abij têm os significados usuais. O b4LI''l(Y,XÍ3,E)

+ b + c
ijkJ
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considerado para este problema seria definido por

l l o o l 0

0

l

l

l
0

[) o o o

l l o o l
l l o o o

D 0 0 0

l o o o

X

(nx12)
l l o o

l o o l o l o o o oolll

l o o l o l o o o ooilj

B

(12xP)

ab321 ab322 ;-::. ]
X não tem posto coluna completo neste caso, poi.s a primeira
coluna é uma colnbi.nação linear das demais. Então os parâme-
tros envolvidos não são está.móveis, apesar de algumas combi
naçoe.s li.neares dos mesmos o serem. Condições para estimabi
li.dade de combinações l i.teares dos parâmetros do modelo são
apresentadas por Searle (1971), por exemplo. Satisfeitas es
sas condições, o problema pode ser resolvi.do através da uti.
lizaçãó da Teori.a de IÇfatrizes Inversas Generalizadas.Outras
soluções formalmente mais si.mples podem ser obti.das atT.iv:s

H] H2 tP
al] a12 ilP
a21 i22 t2P
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da reparajnetrização do modelo inicial. Consideremos, por e-
xemplo o modelo reparametrizado: yÊk : BZ + cR,k' onde Ê=1,2,

,6 e BÊ representa o vetou de valores esperados da variá-
vel considerada para as unidades ajiiostra.is submetidas :i Ê-õ
sina combinação dos níveis dos fatores A e B. Então o

b'lLM ( Y , X B , E )

poderia ser definido por

l
l

0 0
0 0

0

0

0

0

0 0
0 1 0 0

0

0
Bll B12

B21 B22
BIP AIBI
Bz. à.'zX

(nx6):
B

(6 x P)
0 1 0 0 0

B61 B62 B.:J".':
o o o o o

o o o o o

Às custas de :uma redução do numero de parâmetros do modelo
(e de uma consequente perda de detalhe paranlétrico) conse-
guimos uln novo modelo no qual a matriz de planejamento tens
posto-coluna completo

Vejamos agora conto formular as llipóteses sugeridas
na defi.nação do problema utilizando o modelo reparametriza-
do

]lipótese de que o efeito medi.o do fatos A é cona
tantel para todos os seus nz'fieis pode ser formulada como

h l -i -i o oü
H.: C.BU. = 0 onde C. = 1 1 e U. ; l .

li l o o -i -iJ l p

Analogamente podemos forlntilar a hipótese de que 0
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efeito medi.o do fatos B é constante para todos os seus ]il+

vens, através de

H2: C2BU2 0 onde C? [1 l l -l l -l] e U2 : IP
Finalmente a hipótese de que não existe interação

entre os fatores A e B pode ser formulada como

tl -l -l l 0 01

H3:C3BU3:0ondeC3: 1 .1 0 0 .1 l eU3:lp'

Desse Jnodo conseguimos atingir os objetivos deseja
dos na proposição do probletna, conservando a caracterl+stica
de uma fácil interpretação dos resultados e sem necessitar
o emprego da Teoria de bqatrizes Inversas Generalizadas, que
apesar de gerar resultados equivalentes, envolve difict.tlda-
des teóricas e computacionais

A construção das inatrizesC (cxr) e U (pxu) utiliza
das nos testes de ]-hipóteses sobre os parâmetros do modelo é
relativamente simples, bastando leJnbrar que a matriz C se re
fere a hipóteses envolvendo as linhas da matriz Í3 (tratamen
tos) e a matriz U a hipóteses sobre as colunas de Í3 (respos
tas). Eni geral, para hipóteses de interesse ])rático,pocleinos
sempre considerar a matei.z C de posto-l i.nha completo,pCC)=c,
e a ]natriz U de posto-coluna completo, p(U) = u poi.s assumi-
mos X de posto-coluna completo.

Existem outros ]nétodos de reparametrização que pos
subi.lotam a obtenção de modelos nos quais a matriz de plane
jamento tem posto-coluna completo. Um desses métodos consi-
dera a restrição de que a soma dos efeitos médios de cada un]

dos fatores é nula

y a . = 0 1
k

lll
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Um outro método é conhecido por ''Técnica da Cadela de Refe-
rência'', no qual os parâmetros são definidos em relação ao
ao valor esperado da variável para uma determinada cadela,
tomada como referência. Comooestudo de reparametrização de
modelos utili.zados ei]] planejalnento de experi3}ientos não é um

dos objetivos deste traballlo,não elos íil)rol'undarei:los mais nes
se tópico. Convém obseT\raT (lue o método apresentadonesta se
ção é aconse]hãve]. tanto pela sua sinlpl-i.cidade, comopelo fa
to de ser facilmente aplicável ã maioria elos problemas usuais.
A aplicação do método ao bqLMC(Y,XÍ3G,}l) é fei.ta de !maneira a
nãloPa

Outra suposição a ser introduzida no M].f.{C(Y,XBG
õ que a matriz G tenha posto-linha completo, p(G) = q. No
mente lembramos que se o modelo illicial cle planejamento for
tal que a matriz G não tenha posto-linha completo, podemos
redefine.r a ]natriz de parâmetros EI de tal forma que essa su
posição seja satisfeita

Apresentantos elll seguida um Tesulilo das suposições aã
sumidas quando consideramos o bILb{(Y,XB,E) valido para uln de
terminado conjunto de observaçoes

i) o modelo é escrito na forma: Y = X 13 +e
(nxp) (nxr) (rxp) (nxp)

ii) as linhas da mata-iz c sao nao correlacionadas entre
si,e cada uma obedece a Mina distribuição normal mul-
tívariada com vetar de valores esperados 0 (lxp) emg
triz de variância-covari.anciã l-tão singulitr E (pxp)

iii) a matei.z de planejamento X (nxr) , r< n tem posto-co-
luna completo, p(X) = r

iv) hipi5teses estatísticas sobre os parâmetros do modelo
são forínu].idas na forma

H: C13U ]' onde C (cxr) , CÉr êl tal que p(C)

e U (pxu) , usp é tal que p(U) U
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v) n 2 p+r (ver seção B.l)

Analogamente para bILblC(Y,X13G,E) temos

vi)omodeloéescritonaforma: Y = X E G +c
Cnxp) (nxr) (rxq) (qxp) (nxp)

vii) vale a suposição ij.)
vivi) vale a suposí.ção iii)

ix) hi-põteses estatísti.cas sobre os parâmetros do modelo
são formuladas na forma Fl: CÍ3U = 1' onde C (cxr) , c É r
ê tal que p(C) ; c e U (qxu), UÉ q é tal quc p(U) =u

XJ q É p.

Uma restrição do b'ILNIC(Y,XBG,}l) ê; que as curvas a-
justadas aos diversos grupos devem pertencer ã mesma famÍ-
li,a. Por exemplo, se o valor esperado da variável considera
da para um determinado grupo for obtido através de Mina cur-
va poli-noJnial de grau k, para os demais grupos deveremos tani
bêín consi.durar curvas polinomiais de grau k, apesar de os
coefici.entes não precisarem ser i.quais.

Por outro lado, a matriz de planejamento X não pre
asa ser necessariamente constituída por 0's e I's. Na rea-
lidade a nlatri.z X pode ser tal que seus elementos correspon
dam a valores assumidos por pari.ágeis contínuas como no pro
blema analisado sob o título de Regressão l\múltipla (univa-
riada e:multivariada). Podemos ainda considerar casos em que
a matriz X é tal que alguntas colunas são constituídas poro's
e I's, e outras são formadas por valores assumidos por pa-
ri.aveia auxili.ares como no problema analisado sob o título
de Analise de Covari.ânci.a (uni.variada e multivari.ada). Como
veremos no capitulo 2, a solução proposta por Rao para Aná-
lise de Curvas de Crescimento envolve esse tipo de matriz

DESENVO LV l MENTO H l STAR l CO UM RESUFIO

Trabalhos envolvendo aspectos específicos ou casos
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parti-culares do problema de estimação e obtenção de testes
de significância sobre curvas polinomiais de crescimento fo
ram desenvolvidos por autores como: l\rishart (1938) ,Box (1950),
Rao(1958), Leech e [lealy(19S9), Rao(1959), 11ealy (1961)
Elston e Grizzle (1962) e Bock (1963)

A atual linha de pesquisas nessa área tem como fun
damento o trabalho de Potthoff e Roy (1964) , no qual os au-
tores obti-veram resultados aplicáveis a uljla considerável clãs
se de situações através de uma generalização do modelo clãs
si.co de Anãli.se de Variância l«íultivari.ada. O método sugeri-
do introduz na anãli.se ullia matei.z de ponclcração arbitrária
A ', e os autores observam que apesar de o está.dador €1 0bti
do ser não viciado independel-Ltemente da escolha da matriz
A- , sua variância aumenta conforme A'l ..se afasta'' de }l'l
(que é desconhecida). Embora algumas sugestões ])ara a esco-
lha de A " tenham si.clo apresentadas, não foi consi.derado o
caso ent que A ' = S ', onde S é uma das estimativas usuais de
E calculada a partir das obsel'fiações. Khatri(1966) determi
nou o estimados de máxima verossilnilhança de €1, observando
que sua expressão ê semelhante aquela obtida por Potthoff e
Roy com S ' no lugar de A' L. Rao (1965) analisou a solução
de Potthoff e Roy, mostrando que a mesma não uti.liza toda a
informação contida nas observações (a menos que A'] : }l-l) ,e
sugerilldo outra solução, na qual são consideradas como va-
riável-s auxi.bares os (p-q) vetores pertencentes ao espaço
de erros, filtro(]uzinclo ]la anal:ise. (leis;l foi ma. a iilfoi'tipo
çao anteriormente des.prezada. (:ontiilllílndo lla niesnla liíllla
Rao, ( L966, 1967) iiiostrott qt)e nem sentp]'e l)ã ]]]] atlmentc. (]e
precisão dos resultados ao serem coilsi(]el'idos como variáveis
3uxil-lares todos os (p'q) vetores do espaço de erl'os, e club
ejn função da correlação entre as variáveis auxiliares e as
variáveis principais hã vantageitl em introduzir na analise a
penas uli] SL.lbconjunto dos vetores (Jo esl)i]ço de er] os.
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Ainda! nesses trabalhos o autor apl'isenta sugestões relati-
vas ã escolha de variáveis auxiliares baseadas em suposições
sobre a estrutura de E. Grizzle e Allen (1969) discutem a a
plicação prática dos resultados desenvolvi.dos por Rao, for
necendo sugestões para a escolha de variáveis auxi.bares a
parti.r de uma análise preliminar das observações. Finalmen-
te esses autores apresentam unia sugestão para a aplicação
pratica do método através da utilização de um progranta con-
vencional de Análise de Variância Nlultivariada



CAPÍTULO 2

O PROBLEMA DE ESTIMAÇÃO EM PIODELOS LINEARES

MULTiVARiADos DE CRESClrqEF{TO

Consideramos neste capítulo o problema de obtenção
de esticadores de E, de combinações linda.res da forma CEU e
do E a partir de um conjunto de dados para os quais admiti-
mos vãl-i,das as suposições do l\ILb'lC(Y,XEG,}l)

Na seção 2.1 apresentamos um resumo do artigo de
Potthoff e Roy (1964) que deu origem ã atual linha de pes-
quisa em Modelos Lineares Nlultivariados de Crescimento. Es-
se.s autores sugerem uma transformação de variável com a fi-
nalidade de recair no probleitla de estimação dos parâmetros
do b'ILNI(Y*,X€1,}1';) . Essa transformação depende de urna matriz
arbitrãri.a A'l, e algumas sugestões sobre sua escolha são
discuti.das

Na seção 2.2 introduzimos, de uma maneira geral, o
concei.to de ajuste de um estintador por covariância. Mostra-
mos que, muitas vezes, ao estimar uíi parâmetro a partir
de um conjunto de observações, convém utilizar a informação
contida em vc;Fiáveis auxiliares que têm valor esperado nulo.
blostramos talnbÉ;m que o ganho de eficiência (no sentidode v'a
riância) do estimados ajustado por covariância dependeda co

2S

r
l
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variância entre as variáveis auxil i.ares e o est:amador consi
derado

Na seção 2.3 aplicamos a técnica de ajt-late de uln es
tiijlador por covariância ao problcina dc estimação cíli modelos
lineares multivariados

Na seção 2.4 obtemos formalmente os esticadores de
E, CEU e E consi.derando o bILMC(Y,XÉIG,}l) através de uma trans
formação de variável sugeri.da por Rao (1965, 1966). Faze-
mos algumas considerações sobre a distri.buição dos estimado
res obtidos, e finalmente apresentamos uma crítica (Rao,
1965, 1966) ã solução proposta por Potthoff e Roy (1964),em
que o autor mostra que não é uti,l i.zada toda a i.nforlnação cop:

ti.da na amostra, a não ser que A' t = E'i.(Do ponto de vista
pratico isto não é viável pois E é desconhecida.)

Na seção 2.5 discutimos o problema da escolha das
vara.atei,s auxiliares a serem consideradas, em função de di
ferentes estruturas da matei.z de varia;Raia - covariância
(Rao , 1 967)

2 . 1 A SOLUÇÃO PROPOSTA POR POTTHOFF E ROY

Consideremos o NILMC(Y,X€1G,E). Seja A (pxp) qualquer
matriz simétrica post.til,a definida, ou qualquer matriz não
singular tal que GA 'G' (qxq) tellha posto completo, e faça-
mos a seguinte transformação

Y* YA'IG' (GA'IG')'l ( 2 . 1 . 1 )

Conforme as suposições do MLb'lC(Y,XEIG,}l) ,poderias con

aluir que as li.nhas da }natriz Y* (nxq) definida acimasãolttu
tuamente independentes e obedecem a uma distribuição normal
multivariada comi vetou de valores esperados' obti.do a partir
de
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E (Y ': ) ceGA''LG' (GA-IG') 'l x€ ( 2 . 1 . 2 )

e matriz de variância-covariância, não singular, dada por

(qxq)
(GA' 'IG ')'IGA ' 'lEA-IG ' (GA'IG ') 'l (2 . 1 . 3)

A matriz de observ..ições transformadas Y# satisfaz
então ãs suposições do NÍLI'{(Y",X€1,E*) independentemente da es
colha da matriz A (sujeita ãs restrições acima). Esticado-
res de €1, CeU e E, e testes de hipóteses estatl'sti.cas sob)'e
os paralnetros da matriz €1 podem ser obtidos attavõs dos I'esliltados dos
apêndices A e ]{. Um esticador não vic.lado de ÊI, por exemplo

t':X . X) ' l x , Y * (X 'X) 'lX'YA-IG' (GA'lG') 'l (2 .1 .4)

Embora a técnica descrita acima possa ser aplicada
qualquer que seja a ntatriz A (sujeit.a ãs restrições apresep:
tadas), a escolha dessa matriz a6e,tct a variância dos estitna
dores, a precisão dos intervalos de confiança e o poder dos
testes de hipóteses. Algumas considerações sobre a escolha
da n\atroz A são apresentadas a seguir

i) Se p= q então G Õ inversÍvel, e podemos considerar a
transformação Y* = YCI'', não havendo necessi.dado dain
tradução da matriz arbitrária A.

ii) Uma maneira simples de escolher a matriz A é fazer
A= 1. Esta solução temi a vantagem de simplificar ccn
sideravelmente os cálculos. Na realidade, as simpli-
fi.cações conseguidas quando a matei,z G é formada por
coefi.cientes de poli.nÕnlios ortogonais sÓexistirão se
tomarmos A = l

iii) Se considerarmos o l\qLMC(Y,X€1G,E) com a matriz E co-
nhecida, o estimados de b'CÉIUf, não viciado de míni-
ma variância na classe dos está.nlaclores da forma cl'Yw,

onde b, f, d e w são vetores, é dado por



Y : b

0

2 8

' C (X' X) ' l X , Y E- IG, (GE- l G.) -l U f ( 2 . 1 . 5)

(Potthoff e Roy, 1964, apêndice B)

Comparando(2.1.4) colll(2.1.5), parece razoável ad
mitir que A= E representa a escolha Ótima da ]natriz A (se-
gundo o critério de obtenção de estimadores não viciados de
variância mínima)

Como na realidade a matei.z E é desconhecida,não po
demos fazer a escolha A= E. No entanto, se dispusermos de u
]na estimativa razoável de }l, é n\elhor considerar A igual a
essa estimativa do que tomar A= 1. Devemos observar que, em
hora a técnica apresentada seja valida para qualquer escolha
de A (sujeita ãs restri.ções apresentadas no inz'cio desta se
ção), podemos suspeitar que menor será o poder dos testes,
maior a variânci.a dos estiinadores, e menos precisos os in-
tervalos de confiança quanto maior a ''difel'ellça'' entre AeE.

A matei.z A não precisa necessariamente ser nao-es-
tocãstica. Podemos escolher A estocãstica desde que seus e-
lementos sejam independentes de Y, pois as distribuições re
lacionadas com a estimação e testes de hi.póteses sobre os pa
rametros envolvidos não dependem matematicamente da matriz
A. Não parece valido considerar A baseada numaestinlativa de
E obtida a parti.r das observações Y. Porém sedispusermos de
informação experimental sobre E proveniente de expert.isentos
independentes do experimento que gerou Y podemos utilizar es
sa inforlltação para está.mar E e tomar A igual a essa estima-
tiva

2 .2 B COVARIANCIA

Vamos consi.deram nesta seção, o problema geral de
está.mação de um vetou de parâmetros a partir de um conjunto
de observações, quando temos informação adicional obtida a
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partir de variáveis auxiliares que têm valores esperados nu
los. A aplicação da tÉ;cnica ao caso especx'fico de Nlodelos Li
neares Nlulti.variados seta di.scuti.da na seção 2.3.

Sejam tl (kxl) e t2 (rxl) duas estatísticas veto-
riais tais que E(t.) :v e E(to) =0, onde 'r é um vetou de k
parâmetros desconhecidos , que desejamos estimar. Suponhamos
também que a ntatriz de variânci.a-covari.anciã E do vetou

(k+rxl) ,

seja não singular e conhecida. Vamos supor ainda que E seja
partia.onada segundo

1 , onde V(t].) : Ell (não singular) , V(t2) : E22
L x21 x22 J

(não s:angular) eCov(tl't2) E12 (2.2.1)

A estatísti.ca tl é um estimados não viciado de r e
tem matriz de variância-covariânci.a não singular E.. . l.mos-

tremos então que se Cov(tl't2) x 0, podemos deteríniílir UHlüS

tiínador de T anais eficiente (no sentido de variância) que

Consideremos o seguinte esticador de T

t l

T+ ': - :::;;!* (2 . 2 . 2)

e calculemos sua matriz de pari.anciã-covariância

V('t*) + E].2E22V(t2) 21 21- E12E21 Cov(t2'tl)

Cov(tl't2)E21E21 '<''

::::» V('t*): Ell+ E12E22E21- 2E12E21E21 ; Ell' E12E21E21(2.2.3)
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Então VCtJ.) - V(T*)
(n.n.d) ou seja

}l12E22}121' que é não negativa definida

x'EV(tl)-V(T*)]xz 0, VxCRk:+ x'v(tl)xz x'V(T*)x, VxeRk

Nesse sentido di-zentos que o estinlador T* é uln está.dador mais
eficiente que tl

Na maioria dos problemas reais, a matriz de variam
cia-covari.anciã E é desconhecida, porém podemos obteruma es
t i. lnativ a

Ell

Substituindo Ej.i por Elj em (2.2.2) , obteremos o
''ajustado por covariânclia''

estilnador

t]. - E1 2 E2 2 t2 (2 . 2 . 4)

Zij for distribuída independentemente de ti (i,j:1,2),tg.
rel'nos

E('t) : E(ti) - n(Xi211zli)n(t2) : n(ti)

Logo o esticador t é não viciado. Determinemos a matriz de
variância-covari.anel.a deste estinlador

V(T)= V(t]) + E[E].2E22V(t2)E21E21] ' E[E12}22 Cov(t].,t2) ]

-.l -

E[Cov(t].,t2)E22E2].] :-:'' (2.2.5)

Zll ''' EL1lz51zzxzzxzzzzlJ ' ut i2x22=2i

onde as esperanças são consideradas eln relação
E

iJ

-- V(T) -.1.
E12E2iE21t

variáveis
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Não mais podemos garantir, como no caso do estima
que V(tl) -V(i) seja sempre n.n.d. \ralhos então con
duas hipóteses

dor
sêde

't' ,

rar

i) E21:0(ou próxima de 0). Neste caso esperamos que
V(tl) -V(;i) seja negativa definida (n.d) e
é um esticador mais eficiellte que ;t

}121 e ''bem diferente de 0''.Então esperamos que V(tl)-
- V('t) seja n.n.d. e :i õ um estilnaclor mais eficiente
que tl

Na seção 4.2 apresentaremos exemplos onde esses as
serão di.scutidos cojn mai.s detalhe do ponto de vista

então

l i)

pect
prat

os
ICO

De i) e ii) concluímos que o ajuste por co
cia de um estitilador pode resultar num decrésci,ino de
cia, e que a decisão entre aplicar ou não essa técni
pende da covariância entre as variáveis auxiliares e
riaveis principais. Nlesmo que t? não se constitua n
Iha ótiina das variáveis auxiliares para o ajuste por
riancia, é possível que uma seleção conveniente de
tos de t2 como variáveis auxiliares possa fornecer e
res ajustados mais eficientes. Colmo a matriz E é des
da, não podeJllos deterlllinar a escolha Ótiina; no entan
nhecimento da estrutura da matriz >1, ou uma estintat
mesma podem nos fornecem' meios para nos aproximarmos
escolha õtima. Esse problema será considerado na seç
(teoricamente) e na seção 4.1 (praticantente)

Com a finalidade de estudar as distribuiçõe
timadores ajustados poi' covariâllcia, vamos supor (lue

V

e

C

a

e

S

C

t

l

a

ari
fj.c
a

IS
es
co

],em

t j.nt

onh
0 ,0

va
de

0

an
ie
de
va
co
va
eii
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C

d
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n

0

l

0

a
a
5

s dos es

til .NX+r]]T] ,Z] e fE-lVk+r(f,}l,') central

Então demonstra-se (Rao, 1967) que as distribuições condi
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cionais de

t: -Ê::!;lit: . íi, ; í:. -i.:Ê;l:::,
dados t2 e E22 são independentes e são dadas por

f - Nkrv ,Ell (]+TÍ.) ]
( 2 . 2 . 6 )

Ell -lVk(f-r,El+l ) central

onde

Ei.l : xil -xiZx2li 2i e T:i : } táÊ;lit2

Além disso pode-se demonstrar (Rao, 1973, por exemplo) que

g:!y: .:r F (r ,f-r+l)

Então

E(l.-T;)
f-r+].
f-r-.l leçiL- c2.z.D

Com base nos resultados (2.2.6) e (2.2.7) podemos deteríni
nar a matriz de variância-covariância do estimados í, apõe
sentada simbolicamente em(2.2.5)

v(i) (tlt2'E22)t +vrE(flt2'E22)

Et([-'-Ç)E;l] '-v(T) : n(]'T})xii :: l;!i1l- EU (2.2.8)

Quando E é conhecida, a matei.z de variânci.a-covari
anciã do estimados 'r* é dada por Ell , portanto a perda de e
ficiência que ocorre quando utilizamos Urna estimativa de E
para o ajuste por covariância é de i;:-:.:l-. Além disso, se
E12 :0, teremos Xil :Ell e então tl será mais eficiente que
T, quaisquer que sejam f e r
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yMA APLICAÇÃO DA TÉCNICA DE AJUSTE POR

COVARIÂNCIA AO MODELO LINEAR MULTIVARIADO

Consi.detemos agora o problema de estimação caIU a
juste por covariância em modelos lilleares multivariados. Se
ja uma matriz de observações Y (nxq) para a qtlal admitimos
as suposições do MLM(Y,X13,E..) . Seja taiiibém uma matriz deob
servaçóes auxiliares Z (nxp-q) , para a qual ad.!nitintos váli
das as suposi.ções do I'ILM(Z,0,E7?)

Se ignorarmos as observações Z, os resultados do a
pêndice A nos permi.tem concluir que urj] estilllador não vi.da-
do de CB é dado por: CB =C(X'X)'lX'Y. A ,matriz de vara.ância-
covariância desse está.mador pode ser representada por

V(CB) : Ellu]C(X'X)'lC'](2.3.1)

Un} estirnador não viciado de CBU podem ser obtidos através da
transfomação Y'': = YU

Vamos agora determi.nar outro estirnador de C13 consi
derando a informação contida nas variável.s auxiliares. Toíile

lhos então a matriz de observações [Y Z] (nxp) para a qua]
podemos admitir válidas as suposições do .M.N]([Y Z:[,X]:B 0],E)
onde

Ell

E21

:« : ]

: :: J

Consideremos a distribuição condicional de Y dadas as obter
fiações da variável auxi.bar Z. Utilizarldo resultados conhe-
cidos sobre a di.stribuição normal multivariada (Rao, 1973,
por exemplo) , podem)los concluir que as linhas da matriz Y (da
das as observações da vara-aTeI auxiliar Z) obedecem a dis-
tri-buições normais ntultivariadas independentes, com vetorde
valores esperados obti,dos a parti.r de E(YIZ) ;XÍ3 +Z>19tE?. e
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matriz de variância-covariância dada po:r
1 1 : 11 - E1 2E 2 2 2 1

Fazendo

[x z] Z-;1:2«
B

n l

o modelo conde.cional aci.lula é equivalente ao MI,M(V,Dy,Xf.) ,e
uin estimados não viciado de C'':yõ dado por

c*? C ': ( D ' D) ' "i)' Y

Vamos obter a expressão do estilnador C*? em função
de C*, Y X e Z utilizando a técnica de obtenção da inversa
de uma matriz particionada (Rao, 1973, por exemplo).Devemos
ol)serrar que a matriz D terá posto coluna (r+p-q) em q.t.p.
pois Z é uma variável aleatória ]nultidimensional contínua

x ''] [ x ' x x ' z ]
[x z ] :

z 'J . z ' x z ' z

(x'x)'lx'zs:lz-x(x'x)'l -(x'x)'lx'zs;! ]

-s;!z'xH'©': s;! J

D' D

(D'D)'l
(x'x)'l

onde S22 : Z']]-X(X'x)'"X' ]Z
Como

D'Y

obtemos o está.mador
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[ál .F(X'X)'iX'Y-'-(X'X)'lX'ZS;!Z'X(X'X)'lX'V-(X
c';t : c*l l :c*

.y l -s;!z' x.q'©-"x'«--s;iz'''

] lx) x'zs Z'Y22

- '', : ''r*'"''*'*::i::: :*':;;;;"]S2;S2]

CZ.s.z)

onde S21 : Z'll-X(X'X) 'iX'Jy
Então, para obter um estiínador não viciado de CÍ3

dadas as observações da variável auxiliar Z, basta tomar eln

(2.3.2), C*:EC 0]. O esticador desejado seta dado por

cB x)' ix'v -c (x' x) 'l'x' zs 2 isz l

)

( 2 . 3 . 3 )

Comparando (2.2.4) com (2.3.3), observamos que CB equivale
ao estimados CB ajustado por covariância

Segundo os resultados obtidos no apêndice A, sabe
mos que o esticador CÍ3 corresponde ao esticador de máximave
rossiinilhança de CÍ3 considerando o modelo condicional

MLMHlz,rx ZJkl ,;iip
Como a função densidade de probabi]idade }nargina] de
depende de E3, o esticador CB também corresponde ao
dor de máxima verossimilhança de CÍ3 considerando o

M[,M([Y Z] ,X[B O ] ,E)

A matriz de variância-covariância do estimados C13

pode ser representada por

es tisna
Z não

v(cB) Ln-rJ-l.p-qJ-l ll®EC(X'X)'lC'] ( 2 . 3 . 4 )

Comparando as expressões (2.3.1) e (2.3.4) e lembrando que
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Ell :Ell-E12E22E21' podemos concluir que o está,mador CB é
mais efici.ente que CB sempre que E]2 :0. Por outro lado, ob
seríamos que a efici.ência de Cí3 aumenta confortne E.. ''se a-
fasta'' de 0.

No apêndice A mostramos que um estiiílador não vic
C*yU* considerando o MLNÍ(Y,Dy,}l]+]) é dado por C*yU*

= C*(D'D) 'D'YU*. Então tomando C*=]C 0] e U*=U, podemos
escrever um estimados não viciado de CBU ajustado pol' cova-
riancia, na forma

cêu : ct(x'x)'ix'v-(x'x)'ix'zszis21]u(2.3.5)
Sua matei.z de pari.anciã-covariância pode ser representada
por

V(CBU) (n-])-l.J IU]®FC(X'X)'lC'] ( 2 . 3 . 6)

Um estilnador não vi.dado de Trl pode ser obtido to
mando-se C* =[0 T] em (2.3.2). Teremos então

«S;!S2, ( 2 . 3 . 7)

8 SOLUÇÃO PROPOSTA POR RAO

Inicialmente vamos demonstra-r um lema CKhatri,1966)
cujo resultado será empregado na obtenção dos estiínadoresda
matriz € e de combinações lineares da forma CeU a partir de
uln conjunto de dados para os quais admitimos válidas as su-
posições do MLMC (Y , XeG ,E)

LEMA 2.4.] (Khatri) - Sejam as matrizes G (qxp) eG2 (pxp-q)
de postos q e p-q respectivamente, tais que GG? =0.Então se
S CPXP) for uma matriz simétrica e positiva definida, tere-
mos

G2(G3SG2)'IG& : S-l-S-IG.(GS'IG.)-IGS'l
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Como S é uma matriz Simétrica e p.d. existe uma ma
triz A (pxp) não singular, tal que S =AA'. Analogamente po-
demos concluir que exi.stenl matrizes BI (qxq) e B2 Cp:qxp-q),
não singulares, tais que: (GS'IG.)'] "BIBI e(G2SG2)']

Consideremos a itiatriz A =rA'iG'B. A'G.B.]. Como
S =AA', temos S'l ;(AA')'l -A--IA-l. E:.tão:

FIGA''I] .. I-DIGA''IA'IG'B]
[A 'G'B l A'GzBp] = l

1. BIG$A .I L B$G$AA'"G'BI

l
BAGA À'G.B

2 2l

B ' G;M ' G2B2

A'A

lGS G'B BIGG.B l 0l 2'2l l q

BIG SG.B 0 l2'2 Z2 P-q

i
P

B:jC;G'BJ

Então

-'':,:.r::::]AA' l : [A-IG.Bl

A'IG'BIB:jGA''l' +A'G2B2B2G2A -v

A'IG' (GS'IG')'IGA''l +A-G2 (G2SG2)'IG2A -+.

-:+ A''iA'i: A''iA'iG' (GS'lC')'iGA''iA'l --A''tA'Cz(C:jSC2)

l

"G$AA''

-» S-l .S-IG (GS'IG')'IGS'l : G2(G2SG2)'IG2

Consideremos agora o l,ILMC(Y,XÊIG,E) e vaDIos obteres
timadores de €1, CAIU e E

Sejam as matrizes Gll (pxq) e G2 (pxp-q) de
q e (p-q) respecti.lamente, tai-s que: GG. : l (qxq) e
(qxp-q) e consideremos a transforrílação

postos
GG 2 - O

Y[GI G2] : [YGI YG2] ; [YIY2](2.4.1)

Vale a pena observar que tomando GI :G'(GG]')'l e G2 água
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urna base da variedade linear ge-nada pelas colunas de

[[ - G' (GG')''G]

as conde.ções acima estarão satisfeitas. O problema da deter
ini.nação de G2 será discutido na seção 4.1

A transformação (2.4.1) nos permite concluir que

E(YI) : XÉIGGI : X€1 e E(Y2) ; XeCG2 :0

ou seja que Y.l é formada por (l vetores pertencentes ao esp!
ço de estimação, e Y2 por (p'q) vetores pertencentes ao es-
paço de erros

O ntodelo pode ser definido ell} função de Y. e Y9 a
traves de

[Y l Y 2 Xt € A ]-'-; l ( 2 . 4 . 2 )

Essa forma nos permitirá construir um teste de a
modelo ini.cial, pois A =0 se o í\qLMC(Y,XEG,E) fol
Nesse caso podemos considerar o

'iLr\ ([Yi Y2] , xE€1 0],Ei)

fuste do
dequado.

l

onde

:: : [:!] ; ': ':,
EG

H l

Cj:x Gi

A matriz Y7 pode ser tomada como matriz de variá-
vel.s auxiliares e então podemos aplicar os resultados da se
ção 2.3 ao modelo condicional

l € 1

blLM(Y.IY2'rx Y2tl ,x2)
l « l

CZ . 4 . 3)

onde

(G àx G 2) ' "(G zxGi)
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E 2 CJZCi-GJECzU GP'"CãXCi Ccx -l c') 'í (2.4.4)

O resultado C2.4.4) pode ser obtido através de uma aplica-
ção do Lema de Khatri. Leinbrílndo que GG. =1, GG. =0 e E é u
ma matriz simétrica e positiva definida, temos

G2 (G$E:G2) 'l G2 E - l.E-l G . (GE -IG,) -l GE -l

Então

E2 G :EG l
l EG +l
l

) GG l

G !E[E'l.E' IG. (GE-IG
l

)
G] >1 ' " ] E G l

l l
) GE EG ]

G; G- (G='lG'

G{EE 'IG- (GE'IG

(GE' IG ) - l
Fazendo

D e y[ X Y . ]

podemos representar o modelo (2.4.3) através do íx'll,b{(Y.,l»,Eo)
Então, utilizando o resultado (2.3.3) concluímos que um esti
mador não viciado de C€1 pode ser dado por

Ce (X'X)'iX'Yi-CX'X)'iX'VzSziSzit

YI ; YGl; Y2 ; YG2

S22 : YàEl-X(X'X)'lX'tY2 G}Y'll-X(X'X)'lX'JYG2 : CàSCz

S21

teTilos

cÊ : cr(x'x)'ix'Yci-(x'x)'tx'YC2(c>scz)'lcbscit
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e aplicando o lema de Khatl'i , obtemos

C( = C{(X'X)'lX'YGl-(X'X)'lX-Y[S-l-S-IG' (GS-IG')'IGS'lJSG. }

C{ CX X)'IX'YGI-(X'X)'IX'Y[I-S'IG'(G

C{(X'X)'lX'YEl-l+S'IG (GS-IG')-IG]G

-:» C€1 = C(X'X)'lX'YS-IG' (GS'lG')'l

;'iG')'iG]Gl} :

( 2 . 4 . 5 )

Utilizando (2.3.4) podemos representar a iiiatriz de variân
Cia-covariancia desse esticador por

VCCC) Í (n-r)-l (GE-lG')'JorC(X'x)'lC'](2.4.6)

Utilizando os resultados (2.3.5) e (2.3.6) podemos col)cluir
que uni estinlador não viciado de CAIU é dado por

ccu : crcx x)'iX'Ys'iG'(GS'IG')]u (z.4.7)

e sua matei.z de variância-covariância pode ser representada
por

V(C€1U) (GE'lG')'lUJ®EC(X'X)'lC' ] (2.4.8)

Apesar de conseguirmos obter expressões para o va-
lor esperado e para a matriz de variância-covari.anciã de es
timadores da forma CE, ainda não foi obtida umíi expressão
simples para a sua distribuição. Gleser e Olkin, (1966) , ex
pressaram a função densidade de probabilidade do estimados
€ na forma de uma integral

A distribuição condicional de C€1 dadas as observa-
çoes transformadas Y2 é normal. lrlultivariada comi vetou de va
lares esperados obtido a partir de C€1 e a matriz de variân--
ci.a-covari.anciã dada por: (G='IG')-"l®(C'RC), onde R (rxr) é
o menor princi.pal da matriz(D'D)'l
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Os resultados do apêdi-ce A nos permitem
que um estimados não viciado de E é dado por

iílí Y' [[-X(X X)'lX' ]Y

concluir

C 2 . 4 . 9)

e que sua distribuição é proporcional a ]\r.(n-r,E:,.) centra].
Considerelilos novamente o }nodelo condicional

MLM(Y].,D"r,E2),e a matriz S] : Ylll-D(D'D)'ID'lyl
Do apêndice A. podemos conclui.r que a distribuição condicio
nal de SI dadas as observações transformadas Y2 ê

W. [ (n-r) - (p-q) ,E, . ] central
Coiro essa distri.buição só depende da matei.z D através deseu
posto (que é um parâmetro do modelo linear multivariado de
crescimento original), a distribuição (incondicional) de S
também é Wat(n-r)-(p-q) ,E2,'] central
Então E(SI) ; [Cn-r)-Cp-q)]E2' e l.iln está-dador não viciadode
E2 e dado por

l

l
sl

Podemos demonstrar, aplicando o letra de KhíJtri,que
(G'S'IG)'l; então o estimados E2 pode ser escrito naforsl

ma

=2: '" (G'S'IG)'l
' (n-r) - (p-q)

Um está.ínador não viciado da matriz de
pari.ânci.a do estimados C€1 (2.4.6), é dado por

( 2 . 4 . 1 0)

variância-co

-: (n-r)-l . .
V(C€1) : E.arC(X'X)'iC'] (2.4.11)

(n-r) - (p-q)-l '

Vale a pena observar que os esticadores obtidos são
invariantes eln relação ã escolha das matrizes G. e G.
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Rao (1965, 1966) faz alguns colnen.vários sobre a se
lição proposta por Potthoff e Roy (1964) para o problema de
estimação utilizando o MLA{C(y,X€1G,E)

Ein priillei.ro lugar, Rao critica a arbitrariedade na
escolha da matriz A, e considera que a sugestão de escolher
A a partir de informação proveniente de outro conjunto dedo
dos não é inteiramente satisfatória. O autor observa, tamb-
ém, que através dessa transformação, a matriz de observa-
ções Y (nxp) é reduzida para uma matriz Y* (nxq) onde q ÉP,
o que geralmente implica uma perda de informação (a não ser
que a matriz de variância-covariância E seja conhecida e to
meillos A : E . )

Em seguida Rao mostra que, ao considerarmos a téc-
nica de estimação com ajuste por covariância, poderíamos fa
zer a transformação [YI Y2] :Y[GI G2], tomando

GI ; A'IG'(GA-IG')-l e G2 tal que GG,

Concluímos então que a solução proposta por Potthoff e Roy
simplesmente despreza a informação contida eín YI, o que im-
plica uma menor precisão (eín relação ao estinlador ajustado
por covariãnci-a), a não ser que essa infonnação seja despre
zivel

2.5 A ESCOLHA DE VAR LAVE l S AUX l L l ARES

Na seção 2.4 consideramos o MI.blC(Y,XÉIG,E) e apre-
sentamos um está.dador de Ctl obtido através do ajuste ])or co
varianci.a (enl relação.ãs variáveis transformadas Y, =YG.) do
estimados CÉI =CCX X)'lX'Y] (onde Y]=YG]).Foi observado tam-
bém, que o estimados obtido é invariante em I'elação a esco-
lha das matei,zes arbitrárias GI e G2 Csatisfeitas as restri
çoes apresentadas). Por outro lado, vimos na seção 2.3 que
a tecnica de ajuste por covariância pode não fornecer esti-
cadores mais eficientes, e que a efici.ência do estinlador a-
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custado é função da covariância entre as variáveis auxili
res CY2) e as variável.s principais (Y.). Essa covariância
dada por GllIG2' e portanto depende da escolha de G. e G2

Discuti.remos a seguir o problema da escolha das va
riaveis auxil i.ares, apresentando alguns rest.irados obtidos
por Rao, (1967). Consideraremos algumas estruturas especiais
da matriz }l (coPiuns aos modelos usuais de planejamento deex
pedi.mentos), determinaremos as matei.zes G. e G. e seleciona
remos as variáveis auxiliares que devem ser introduzidas na
anal i se .

i) Seja E =G'l'G+H'oH+la', onde I' (qxq) e 0 (qxq) são ma
trazes de pari.anciã-covariância desconhecidas e fl (qxp) é u
ma matriz conhecida tal que p(H) =q e GH' =0

Consideremos GI :G' (GG')'l e G? como uma base daxrg
riedade linear gerada pelas colunas de l-G'(GG')'IG. En.
tao temos

HGI

cl.cz : o

GG2 : O

Façamos a transformação: [YI Y2] : YIGI G2]. A covariância
entre a i-ésinla linha de Y. (y!) e a i-ésima lilaha de y.
(yÍ) seta dada por: '

Cov (VI..ril) Cjt G']'G+H ' 0 H+]cr: ]G2

GJG'l'GG2+GtH'oHG2+GIG2a2 ::: o

Então Y2 não fornece nenhuíita informação sobre Y. e pode ser
desprezada. Estimadores de C€1 podettt ser obtidos consideran-

do o bILM(YI'XEI,}lll) e esta solução é equivalente ã solução
proposta por Potthoff e Roy, (1964) com A =l

Se H =0 ou 0 =0, as conclusões acima continuam vã-
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lidas. Este modelo foi. estudado por Rao, (1965), e se adap-
ta ao caso onde a dispersão dos desvios das observações de
cada unidade experimental em relação ã curva do grupo ao
(Wal pertence é dada por I' e a dispersão em relação a suapró
pri.a curva é dada por a21

ii) Seja E = T'l'T+a:l, onde I' é uma matriz de variância
covariãncia desconhecida e T é uma matriz arbitrária, conhe
cada, tal que p(T) = t

Consideremos G] :G'(GG')'l ; G2 (pxt) como uma base
da pari.edade li-near gerada pelas colunas de

[[-G'(GG')'IG]T-, e GX (pxp-t-q)

tal que GG3 :0, TG3 :0 eEGI G2 G3] seja não si.ngular
Façamos a transformação [YI Y2 Y3] ; [GI G2 G3]. A covariâ.B
cia entre a i-esima linha de Y. (y}) e a i-ésima li.nha deY
Cy{) õ dada por

2

Cov (y:l ,y;) : CJXGz ' 0

Analogamente podemos escrever

c'«01.,V ) GIEG3 GI.[T']'T+a' ] ]G 3

GJT'rTG3+a'GtG3 0

cov(yl,y:i) cài:c 3 G;IT ['T+a21 ]G,
6 .)

G&T'l'TG3+a:G2G3 0

Então Y3 não fornece nenhuma informação sobre Y. ou Y,,e po
de ser desprezada. A matriz Y,2, no entanto, contém informa-

deve ser considerada como variável auxiJiiir
Está.nladores de Ce podem ser ol)tidos considerando o modelo
conde.cional

: F *:,'x ':'rl :p
bILb{ ( Y
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descrito anteriormente

Devemos observar que Y2 e Y3 dividem o espaço de
erros em duas partes: uma contendo informação sobre Y. e ou
tra sem nenhuma i.nformação sobre essa variável

Outras suposições sobre a estrutura de E podem ser
consideradas, obtendo-se diferentes escolhas para as pari.á-
geis auxili.ares. Essas consi,durações, porém, nao apresentam
]nuita utilidade em problemas práticos, porque eln geral não
temos informação sobre E. Esse problema será analisado no
seu aspecto prãti-co, na seção 4.1

n



CAPÍTULO 3

o PROBLEy4 Dr TESTES DE HipüTrsES Ebl MODELOS
'»H-H-nHP=-n+n H nn Ü nn» lnH n

}J]E8BE!.UgU

O objetivo deste capítulo é obter testes de signo
fi-cância para hipóteses estatísticas envolvendo elententos do
MLI,IC(Y,XÊIG,E) , a ])artir de um conjunto de dados para o qual
são admitidas válidas as suposições desse modelo.

Na seção 3.1 apresentamos t,iln teste de ajuste do mo

delo de crescimento adotado.

Na seção 3.2 apresentamos testes de hipóteses so-
bre combinações lineares dos parâmetros

0 prinéi.pio uti-lizado nessas duas seções para ob-
tenção dos testes é o de redução das hipóteses origillais à
hipóteses eqt.tivalentes envol\lendo uln modelo linear rnultiva-
riado, obtido através da transformação [Y. Y?] =Y[G. Gl], e
a aplicação dos resultados do apêndice B.

Finalmente na seção 3.3 fazemos considerações so-
bre a determinação de intervalos de confiança envolvendo os
parainetros do modelo

3.1 - UFt TESTE DE AJUSTE DO MODELO

Consideremos o MLMC(Y,XÊIG,E). Fazendo a transforma
+6
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çãoEYI Y2] -Y[GI G2] apresentada na seção 2.4
crever o modelo na fo Tina

pod Cílios es

[ Y l Y.2 ] Xre A] ''- c:]

onde A =0 se o modelo de crescimento Y =XEIG+c for adecluado
Obt.er um teste de significância para o ajuste do modelo col
responde então, a testar a hipótese

HA: E(Y2) : X€1GG2 C 3 . 1 . 1 )

Considerando o MtM(Y,XE*,X) onde Êl* =€1G, a hipótese (3.1.1)
ê equivalente ã

HA: C€1*U = 0 onde C l G. (3 . 1 . 2)

As matrizes de somas de quadrados e produtos cruza
dos devidas ao erro (SA) e ao desvio em relação ã hipótese
nula (HA), podem ser obtidas através dos resultados (B.3.1)
e (B.3. 2) , e são dadas por

sA ; c5V'Ei-XCX. X)'lX' ]YG2

HA :[(X'X)'lX'YG2]'[(X'X)'l]'l[(X'X)'lX'YG2] : G;Y'X(X'X)'lX'YG2

Além disso, podemos concluir que as res])ectivas distribui
ções são independentes e são dadas por

SA -Wp-qrn-r,Gj:EG2, '] central

HA -Wp-q]r,G2EG2'G2€*' X 'XÊ]'':G2] não central

Quando a hipótese HA: €1*G2 -0 é verdadeira, HA tem Urna dis
tribuição centra ]

Todos os critérios de teste apresentados no apêndi
ce B dependem das raízes da equação IHA -XSAI :0,e qualquer
um deles pode ser utilizado para testar a hipótese (3.1.2)
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3 . 2 - TESTES DE HIPÓ TE SES LINEARES SOB RE OS PARÃM ETROS 

DO MOD ELO LINEAR MULTIVA RIADO DE CRESCIMENTO 

Admitindo q ue o MLMC( Y , X~G,I:) é ;1d eq u:1d o ~10 fcnôrnc 

no em e studo , pod emos test a r hjpÓtc ses J incares da forma: 

Considerando o mod e lo condic i onal 

MLM (Y 1 1 y 2 , 1 X y 2 1 -i; l , ): ,'. 1 

L.Tl_J 

qu e pode ser esc rit o n a forrn[l MLM(Y 1 
, Dy J 2), 

(3.2 . 1) 6 e quivnJ e nt e ~: 

anele C* = rc 0 -1. 

(. , ') 
.) • - • 1 ) 

hip6tcs c 

Neste caso, as mot r i ze s de som.is de quac.lríldo s e produlos l·ru 

Zados devidos no er ro rs , ) ao desvio 111 r el:t<,Jio ?i l1ipóte

se nula ( H( ), obtidas ,1t ravés de (B.3.1) e (B.3.2), ~;;10 d:1-

dJs por: 

l - 1 -1 

\ ~ = U'G1Y' r I-0 (0'0 - D' JYG
1
U = U'S1U = U' (G' S G1 U 

Hi; • rci;u-r rr 1c 01co·o1-1 [~ } -J rcEu-r1 • 

:::f C(X'X) -lX 'YS-] G' (GS-lG')-1U- rJ ' I CRC' J- I rC( X' X)-LX'YS-
1G' (GS- 1G' f 1u-r l 

·- 1 

0 ndc R (r x r) é O menor princip.il de (D'Dl 

J\lé, d. l . C' 'lS l"CSI)<'C ti\ ~I 

n sso podemos cone u 1 r qu , d i ~ t l i li ! i (,"( ll' S 

siio indcpc nucntcs e siio cJad:1s )or: 

s ~I\' (n-rl-(p-q) ,U'r U,•, · 11 •.1I 

< u 
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HEI IY2 - uEc;U'E2U; (c€1u-ry (CRC')'l(C€1U-]')] não central

Quando a hipótese HEl: CeU =1' é verdadeira, a distribuição con
dicional de HÉI dadas as observações Y2 é central e não depende
da matriz D. Portanto coincide com a distribuicão fincondi
nal) de H

C10

(

Os critérios de teste apresentados no apêndice Bde
pendem das rai-zes da equação IHEi-XSEil =0, e qualquer um deles
pode ser usado para testar a hip(5tese (3.2.2)

Se alguns vetores pertencentes ao espaço de erros
nao foreiit considerados colmo variáveis auxiliares, devemos suba
tituir, na expressão que indica o número de graus de liberdade
da distribuição de Si-' o parâmetro (p-q) pelo número de veto--
res realmente utilizados

A adição do modelo condicional

""p: F*:,-x ":' lil,'p
tajnbém nos permite ol)ter testes de hi})óteses sobre os
tios n. Por exemplo a }iipótese

parame

H : CdU

pode ser testada através da hip(5tese equivalem)te

n.: c'':vu : [o ctl lu : CnU
onde c* =]o C]. [nJ

(3 . 2 . 3)

(3 . 2 . 4 )

Analogamente ao caso de testes sobre os par:imetros €
obter as matrizes S

n

podemos

S
n [ - D (D' D) ' l D ' ]Y G.U U' (G'S 'l G) ' IU
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[:Caiu-rJ'ÍtO C](D'D)'i o' }-iFC.iU-rtc '

[ Caiu-rt '[ CR*C 'J-lr CAJU-í' ]

H
n

onde R* (p-qxp-q) é o menor inferior direito de (D'D)'l. Pode-
mos também concluir que as di.atribuições das matrizes S e H
sao i.ndependentes e são dadas por:

Sn -Wt.[ (n-r)-(p-q) ,U' E2U] central

Hn IY2 -lV [c,U'E2U,(CnU-Fy (CR':C')'l(CnU-r)] não central

Sob a hipótese nula, a di.stribuição condicional de H dadas as
observações Y2 é central e não depende da matriz D, coincidin-
do com a distribuilção (incondicional) de H.. Qualquer um dos
critérios apresentados no apêndice B pode ser usado para tes-
tar a hipótese (3 . 2 .3)

Devemos observar que Y2 sÓ deve ser incluída 110 mo
delo como matriz de variáveis auxi.liaies se n #O. Portal)to po-
demos verificar a conveniência da utilização de YI conto variá-
vel auxiliar através de um teste da hipótese (3.2.3) tomando
C = 1 , U = 1 e 1' = 0

3.3 - .!.E:BKVALOS DE CONFIANÇA

Como no caso univariado, a rejeição de uma hipóte-
se de i,gualdade de efeitos médios dos diversos tratamentos (gru
pos) de um problema multivariado não indica quais os tratamen-
tos responsáveis pela rejeição da hipótese ou quais aqueles que
podem ser consi.derados coiro provenientes de uma mesma população
Nos problemas multivariados, podemos ainda considerar hi])óteses
de igualdade dos efeitos médios das diversas respostas (tempos
por exemplo), e da mesma forma, não podemos inferir quais abres
postas cujos efeitos médios legal an} :i rejeição cla hip(5te-
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se

Por outro lado, geralmente a sinl])les rejeição de u
lna hipótese estatística não ó uma conclusão satisfatória pa
ra o pesquisador, poi.s ele estaria interessado em conhecem'
l magnitude dos efeitos significativos e em determinar enter
valor de confiança para as estimativas obtidas

Esses problemas podem ser resolvidos através decoin
parações múltiplas. Como vimos no pri.melro parágrafo, o pro
blema no caso ínultivariado deve ser gellcralizado no sentido
de considerar conlparaçoes tanto entre linhas Ctratanlentos
por exemplo) como entre as colunas (tempos, pol' exemplo) da
matriz de parâmetros

Nesse sentido o criei;rio da IJnião-lntcrscccão de
lioy apresenta vantagens sobre os demais, pois sua própria
construção leva diretamente ã obtenção de intervalos de con
fiança para to(tas as roTInas bllineaies envolvendo ;] matriz
C€1U. Roy, C10S7) e Khatri, (1966) mostrei am que intervalos
de cona.ança com coeficiente cle confiança Cl-a)x100% parada
dm as foriítas bilineares a'Club, onde a e b são vetores Ccx])
e (uxl) respectivamente, sâo dados por

a'CÉIUb - ,vÀa(b'Sêlb) (a'CRC'ay:; a'C€1Ub $

g= /

a'CEIUb + ,v/Àa(b Si-b)(a'CRC' a)
CS.3.i)

onde

Sr. é a matriz de somas de quadrados e produtos cruzados
revi.da ao erro, associada ao teste datlipótese ll:CÉIU=
=0 considerando o MLMCYI ,Dy,E?)

R (rxr) é o menor principal de (D'D)"i, Ol-tde D é a ma-
triz de planejttmento do bILl\{(YI 'Dy,>12)

l\. -:Í-:::--, onde o.é o ct-õsimo ])crcerttil da distribuiçãoa l-u ' a(x
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da maior raiz da equação IHÉi-0(SE+HÉI) l :0
Quando s =min(c,u) :l, o valor À.. pode ser obtido

diretamente através da distribuição F. Nesse caso, se

c =1, entlio Àa
(n-r)-(p-q)-u+lFa,u,(n-r)-(p-q)-c+]]

u = 1, então À' a
(n-r)-(p-q)[a,c,(n-r)-(p-q)]

Essa técnica de comparações múltiplas é uma exten
são da técnica desenvolvida por Scheffé



CAPÍTULO 4

API TrarõFÇ
'Y VL--

A finalidade básica deste capítulo é ilustrar a a
pli.cação da técnica de Analise de Curvas de Cresci.mento atra
vês da discussão de exemplos práticos

Na seção 4.1 mostratTlos como a analise de um conjun
to de dados, ao qual queremos ajustar o N4LMC(Y,XeG,}l) , pode
ser realizada através da utilização de um programa conven-
cional de Analise de Variância Multivariada capaz de testar
hipóteses da forma H: CBU =0 considerando o hILM(Y,XB,E)

Na seção 4.2 discutimos a aplicação da técnica a
dois conjuntos de dados encontrados na bibliografia, Potthoff
e Roy,(1964) e Grizzle â Allen, (1969) e a urn conjunto de da
dos submetidos ao SEA (Setor de Estatística Aplicada do De
partamento de Estatística do IME-IJSP) para análise

4.1 - SUGESTÃO PARA ANÁLISE DE UM CONJUNTO DE DADOS UTILIZANDO UM

PROGRAMA CONVENCIONAL DE ANÁLISE DE VARIÂNCIA MULTIVARIADA

A analise estatística de um conjunto de dados alta
vés de un] nloC)elo linear multivariado de crescimento tem co-
mo ponto de partida uma matei,z de observações Y (nxp) , onde
cada uma das n linhas representa o conjunto p medidas de u-
ma vara.ãvel, realizadas eln uma determinada unidade experi-

53
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mental (por exemplo, nos i.nstantes tl't2'...,tn' ou ap(5s a
aplicação das doses dl'd2,...,dp de uma certa afoga, etc...)
Para estudar o comportatnento dessa variável em função do tem
po, ou das doses da droga aplicada, através doMLblC(y,X€1G,E)
devemos admi.tir que as n linhas da ntatriz Y sejam não corre
lacionadas entre si, e que cada uma obedeça a uma distribui
çao normal multa.pari,ada com vetou de valores esperados 0 e
matriz de vara-anciã-covariância, não singular, E (desconhe-
cida)

O procedimento de análi.se consiste basicamente de
quatro etapas

i) Defina.ção da matriz de planejamento X
ii) Definição do grau do polinõmio que quer'emos ajustar

ãs ol)seriações, e consequentemente da matriz G e da
fornta da matriz de parâmetros desconhecidos, ÊI

iii) Escolha de possíveis variáveis auxiliares para obten
çao de está-inadores de €1 ajustados por covari.anciã

iv) Obtenção de estimadores e testes de hipóteses sobre
os parâmetros envolvidos

A ijlatriz X é função do esqueíita de planejamento uti
lizado para o experimento, e sugestões para sua construção
estão apresentadas no capítulo l

A determinação da matriz G e da forma da matei.z €
podem ser obti.das a partir de testes de ajuste de modelos de
crescimento (linear, quadrático, etc...) (seçâo 3.1)

A escolha de possíveis variáveis auxiliares depen-
de da matriz de correlação entre as variáveis do espaço de
estimação e aquelas do espaço de erros. Esse aspecto foi dis
cutido teori.comente no capítulo 2 e será considerado prati-
camente nesta seção

O problema de estimação e obtenção de testes de hi
põteses sobre os parâmetros do modelo esta di.scutidos nas se



ção 2. 4 e 3. 2

Nesta seção ínostrarelnos como as quatro etapas des-
critas acima poden} ser realizadas através de duas análises
utilizando um prograJna convencional de Analise de Variância
blultivari.ada capaz de testar hipóteses da forílla Fl: C13U = 0,
considerando o MLM (Y , XB ,E)

Na pritnei.ra analise supomos, por exemplo,que um po
li.nõmi.o de grau (q-l) se adapta ãs observações e verificamos
a validade dessa suposição através do teste do ajuste do
lvILMC(Y,XÊIG,E) sugerido na seção 3.1. Para isso consideramos
o MLM(Y,X€1*,E), onde €1*=eG, etestantos ahipótese Fl:lÊl*G, =0,
onde G2 (pxp-q) é UTna matriz tal que GG.2 =0. Quando as p ob
seriações de cada unidade experimental são real i.zadas em ins
tantes igualmente espaçados as linhas da matriz G podem ser
formadas pelos coeficientes dos po].inÕmios ortogonais de graus
0,].,...,q-l, pois nesse caso G? pode ser construída de ta] for
ma que suas colunas sejam formadas pelos coefici.entes dos po
linomios ortogonais de graus q,q+l,...,p-l. Quando isto não
acontece, temos duas alternativas: obter os coeficientes de
polinõmios ortogonal.s para observações não igualmente espa-
çadas, ou tomar G2 como uma base da variedade linear gerada
pelas colunas de [[ '(GG')'IG]. A uti]ização de coeficien-
tes de poli-nõmios ortogonais é recomendada sempre que posei'
vel, pelas facilidades de calculo que proporciona. Variando
q de (p-l) até 2 e testando as hipóteses de ajuste do mode-
lo correspondente, podemos determinar o grau de polinÕinio
maJ-s conveniente para explicar o comportamento da variável

Se o programa fornecer, para cada escolha da matei
zes C e U, a matriz de correlação correspondente,podemos ain
da na priJneira analise testar a hip(5tese H: iE*rG. Gl] =o,
onde as colunas da matriz [GI G?] são formadas pe]os coefi-
ci.entes dos polinÕmios ortogonais de graus 0,1,. .. ,p-"l. Es-
sa hipótese não apresenta interesse, porém a matriz de cor-
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relação obtida pode ser particionada de forma que possamos
examinar as estimativas das correlações entre as variáveis
pertencentes ao espaço de erros (Y2 :YG2) e as variáveis pe!
tendentes ao espaço de está.mação (Y. =YG.). As variáveis do
espaço de erros cujas correlações com variáveis doespaço de
estimação sejam altas, podem ser consideradas como variáveis
auxiliares na segunda análise. Um teste para a hipótese inúl
tipla de que m coeficientes de correlação são significativa
mente diferentes de zero, pode ser obti.do através da trans-
formação de Fisher e da desigualdade de Bonferroni (Morri-
son, 1976, por exemplo)

Como resultado da primeira analise, obtemos então
o grau do polinõmi.o que desejamos ajustar ãs observações Ce
consequentemente as matrizes G, G. e G7), alÕin de uma indi-
cação das variáveis do espaço de erros, que podem ser consi.
deradas como variáveis auxiliares.

Se todas as variáveis pertencentes ao espaço de er
ros forem seleci.onadas como variáveis auxiliares, fazemos a
transformação YI :YGI e Y2 :YG2 (através de uma sub-rotina)
e consideramos para a segunda analise, o modelo condicional

MLMCVilV2'EX Y2] . ,xz)

defina.do na seção 2.4. Nessa análise obtemos as estimativas
e testes de hipóteses desejados. Um estinlador não vi.dado de
Ce, por exemplo, é dado por (2.4.5)

Quando nem todos os vetores de Y. forem seleci.ona-
dos como pari.áveis auxiliares, basta elilni.nar da matriz G..
as colunas correspondentes àquelas pari.áveis ct,i jas cora'e-
lações caIU as variáL'eis do espaço de estimação não
sejalit si.gnificativalnellte diferentes de zero. Isto corres
ponde a fazer G2 :EG2 G3] e considerar as transformações



57

YI :YGI' Y2 :YG2 e Y3:YG3; YI corresponde ãs vara.ãveis de-
pendentes, Y2 às variável.s auxili.ares e YK pode ser ignora-
da. A analise prossegue como no caso ant.CFior. Nesse caso,o
estimados CE obtido, corresponde ao estimados dado por
(2.4.5) com S' t substituída por uma outra matriz S+'l, que
leva em conta o fato de desprezarmos YK

Se nem-tum dos vetores pertencentes ao espaço de er
ros for seleci.onado como pari.aTeI auxiliar, a analise deve
prosseguir sem a utilização da matriz Y2, ou seja conside-
rando o MLM(YI'XE,X2) . Isto equivale a adotar a solução prg
posta por Potthoff e Roy, (1964) com A =1. Por exemplo, uin

estiillador não vi.dado de Ce, neste caso,é dado por

Cêl : C (X ' X) ' l X' Y G ' (C C' ) ' l

q.Z - EXEMPLOS

Nesta seção apresentamos si.tuações reais para as
qual.s o modelo linear multa.variado pode ser adotado. Em ca-
da caso discutimos aspectos práti.cos relacionados com a apli
cação da técnica de analise desenvolvida neste trabalho

Os cálculos foram realizados com a utilizaçãodopro
grama b'IGLNÍ (Multivari.ate General Linear Models) desenvolvi.-
do por Starmer e Grizzle em 1968 na Uni.versidade da Caroli-
na do Norte (E.U.A.). Uma das sub-rotinas (READIN) foi moda

facada para tornar possível a transformação de variável,s e-
xi-lida na analise de modelos lineares de crescimento.

Convém lembrar que, mesmo nos casos mais simples,a
utilização de um programa de computador adequado é necessá-
ria, em vi.rtude da grande quantidade de produtos e inversões
de matei.zes envolvidos. Para atender possíveis usuários da
tecnJ-ca, o programa encontra-se implantado no Centro de Com

putação Eletrõnica da Universo.dade de São Paulo.Inforíítações
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sobre sua uti.lização podem ser obtidas junto ao Setor de Es
tatística Aplicada do Departamento de Estatística do IME-USP.

EXEMPLO 4.2.] - Voltamos a discutir o problema apreseíltado
por Potthoff e Roy, (1964) ci.tado na seção l.l (Exemplo l.l.l)

Examinando o grãfi.co das médias observadas (Figura
1.1.1) podemos conclui.r que aparentemente o comportanientoda
variável estudada (distância entre a pituitãria e a fissura
pleno-maxi.lar) no tempo poderia ser explicado por uma fun-
ção li.near para os dois grupos. Vatnos então, ajustar o se-
guinte modelo (jã descrito na seção 1.1) ãs observações

Bit (i o ''' eii (t-i) Ci : 1 , 2) (4 . 2 . 1 )

A ]íiatri.z abaixo (onde as estimativas das variâncias e cova-
riancias estimadas entre as iiiedídas nos instantes t.. t.. t.
e t4 estão representadas acima da diagonal, e as estimati-
vas das correlações, abaixo) pode nos fornecer uma indicação
da conveniência de útil i.zarmos uma técnica de análise inulti
variada

z,

(tl)
5,42

0,57

(t2)
2, 72

(t.)
)

3, 91

(t4)
2, 71

3, 32

(tl)

(t2)

(t3)

(t4)

4, 18

0,56

2,93

6,56

0,73

0,66

0,52

4,13

4,990,73

Para aplicação da Técnica de Analise de Curvas de

Crescimento, devemos escrever o modelo (4.2.1) na forma do
Nll,MC (Y , X€1G , E) . Então



59

IQ €11

€20 EZI

Na primeira anal i.se, adotamos o MLT'l(Y,X€1*,E) onde
eIG e testamos duas hipóteses
i)

€*

Se o Jnodelo se ajusta às observações, devemos ter e*G. =0 e
a não rejeição da ]Lipótese HI implica a acei-tação do modelo.

Uti.lizamos o critério da Razão de Vei'ossilllilhança
Generalizada de Wilks, cuja estatística de teste (no caso)
pode ser transformada numa estatística com distribuição F e
xata com (4,48) graus de liberdade sob a hipótese nula;o va
lor da estatística para os dados apresentados ê Fobs;0,6780
(nível descritivo P=0,6134), de onde concluímos que não de-
vemos rejei.tar a hi.pótese nula, ou seja, uma função linear
poderia explicar o comportamento da variável no tempo.

l
3

3

l

l
le U =
l
l

Hl: C€1U :0 onde 1 .
2 G2

j.i )

l
l
l
l

3 1
1 -1
1 -1
3 1

1 ]
3

-' 1
H2: C€1*U :0 onde C = 12 e U :EGI G2]

Esta hipótese ein si não tem interesse, porém obtemos a está
inata.va da matei.z de correlação
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YI
(0)

Y2

(2) CS)(1)

YI
(0)

(1)

1,00

0,10 1,00

Y2
(2)

(3)

-0,04
.n 7z 0,07

1,00

-0,03 1,00

As correlações entre colunas de Y. e Y9 signo.fica-
tivatnente diferentes de zero e nos illdicarão quais asvariá
vens que podem ser consideradas como variáveis auxiliaresna
segunda analise.

O teste sugerido em Nlorrison, (1976) com um nível
de signifi.cância cl =0,05 para os m = 4 coeficientes de corre
lação nos quais estamos interessados apresenta um valor crí
ti.co igual a 0,47. Como todos os 4 coeficientes de correla-
ção estimados têm valor absoluto menor que 0,47 concluímos
que os coeficientes de correlação correspondentes não são sig
nifi.cativamente diferentes de zero, e que nenhuma variável
do espaço de erros deve sel' incluída na segunda análise.

Para a segunda análise, fazentos a transformação
YI :YGI' e consideramos o MLM(YI'XE,}ll) desprezando a míntriz
G2' Um está,lnador pontual de e, por exemplo, é dado por (2.1.4)
com A = 1. A está.matava de €1 Obtida neste caso é dada por

coef.lin.
22,6477

24,9688

coef.allg.

0,4795 ] menu.nas

0,7848 J menu.nos

Os desvios-padrão estimados dos eleilientos do estiínador ( são
são obti.dos a partir de:

t(Ç) : iilz t(GG')'IG'SCCGC')'ito(X'X)'t
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e sao apresentados na tabela 4.2.1

Para efeito de comparação, obtiveitlos também uma es
tiínati.va de €1 considerando as duas colunas de YI =YG. como

variáveis auxiliares (2.4.5, com C =1), bem colho os desvios-
padrão estimados dos elementos do estiinador considerado (ob
tidos de(2.4.6), com C =1). Esses dados são apreseiitadosna
tabe la 4.2.1

C -l ] e U =

TABELA 4.2.1

Examinando os desvios-padrão estimados, podemos ob
servas que neste caso, as estilnati-vas obtidas,õmialmZe poa. cc,
ua/ü.ancZa são ligeiramente mais precisas do que aquelas obti
das utilizando a técnica de ajuste por covariância.

Tainl)éln na segunda análise podemos testar várias hi
põteses de interesse sobre os elementos da matei.z €1,algumas
das qual.s apresentamos a seguir. Utilizamos colho critério o
critéri.o da Razão de Verossiínilhança Generalizada de Wilks

Por exemplo, podemos testar a hi.põtese de que os
coeficientes lilLeares das duas Tetas são. iguais, ou seja, que
Êl10 :€120' Isto pode ser fei.to através da hipótese

H,: CEU = 0 onde C = [1 -11 e U : l l
]

LO

  VARIÁVEIS AUXILIARES

NENHIJMA lla E 2a COLUNAS DE

ESTIMATIVA 22,6477 0,4795
24,9688 0,7848

22,6654 0,4764

24,9371 0,8268

DESVIOS-PA-
DRÃO

EST:MEDOS

0,5861 0,1037

0,4860 0,0860

0,5949 0,1034

0,5206 0,0905
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A estatística de teste neste caso, tem distribuição F exata
com (1,25) graus de liberdade sob a hipótese nula; o valor
observado da estatísti.ca é F bs :9,2921 (nível descritivo
P =0,0055), o que inda.ca que devemos rejeitar a hipótese,ou
seja, podemos concluir que as Tetas relativas aos dois gru-
pos apresentam coefi.ci.entes lineares diferentes

Uma outra hipótese de i.nteresse poderia ser a hipÓ
tese de que os coeficientes angulares das duas Tetas são i-
guais (€11 :€121). A hipótese equi.valente em termos de con-
trastes da forma C€1U pode ser escrita como:

H4: CeU : 0 onde C = [l -:, . - : []
A estatísti.ca de teste tem distribuição F excita com (1,25)
graus de li.beldade sobre a hi.pótese nula, e o valor obtido

a parti.r dos dados é Fobs :5,1186 (nível descritivoP=0,0308),
indicando que a hipótese deve também ser rejeitada. Concluí
mos então que as taxas de crescimento da variável devem ser
consideradas diferentes para cri.anças de sexos diferentes
(ver Figura l.l.l)

EXEMP'L0 4 2.2 - Procuramos através deste exemplo ilustrar a
aplicação da técni.ca de Anal i.se de Curvas de Cresci.mento aos

dados da tabela 4.2.2, apresentados por Grizzle e Allen,
(1969)

Os dados foram obtidos de um experilTiento onde foi
medi.da a concentração de potássio na coronária aos 1, 3, 5
7, 9, ll e 13 minutos após a oclusão da coronária em cachos
ros pertencentes a quatro grupos (cada grupo representando
um tratamento)

Na pri.nlei.ra analise testainos o ajuste de curvas po
linoiniais de graus 5, 4, 3, 2 e l aos dados,consi.derando hi
põteses- da forma H. IE*GI =0 onde G. é formada por colunas
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TABELA 4.2.2

Extra"lda de Grizzle e Allen, (1969)
Ci(JROXAnX' $1xlTS po'rA$si17xl--bí11 ]tQU] \' .41,ESTÁ Pt ji L IT }:!{

(;rotll) l

Coiltro] does (!tiriiiK tllc ittiti:i1 1:3 nlili\tt
lit-i..!t

Tll!}('-JJltRií/($ afi í,F 0cClitsiOi)

1 4 .0 4.o .1.1
2 4.2 1.3 :3.7
'3 4 .3 .1.2 .1
,} 4.2 .1..1 .t

1 . *: ' ri: : V3' )oi} ! Itfí.C \

.lijsií,!i
lítc'r { tJ{.Itlsi'.iin

:3

3

iii fl.'

J ! !i l r' 1/} i )z

:{ . (}

4.5
3
s.!)

] f)

1 1

l.t

.t

{.0
I'J

X

.!

.$

:{ . .l

3.(}

.+ . l)

:}

.f . o

( }

.Í

'} 0

)

)

/

8

1 3.(; .1.!)
:{ . 7 :{ .{)
4.3 4.2
4.6 .{

8
)

l)ciiotcs :ii[i[nnls (lcvt'lol)it]g vcitl t'ictij:tt íil)iill:\ti.)]

( l I'i )ltl)
J.:xttiilsic cardiac (lc'i civ:tti.Jii itiiinc(li:t

t{) c(}l'oi):!rv o('clttstoii
ll'imc-l?i í/l l//rs arie!' occlttsi

1 :{
3.2 :J.3
:3 . :{ :{ . .1
3 . 1 :] . :3
3.6 3.4
4.5 4.5
3.7 }.0
:3.5 :{.9 5.S 5.4
3.!) .1.0 .t.1 5.o

+ l)ci" if c(:!{)i)if: \lt'lttTlt'tll:tF

I'i }i} i) 't

l)a tliÍ.'c t f )lllJ'l)' ] l$ii.It...f:i} i}
! l:i't"! Wt'i.k

'l'i í:\ .

{

'\' !

t{) ('i }l't)!i:tiy
rlí:ii Pf.rt s :tftt r t)t:t'lttsiiiii

!0

:j l

3=.1

2(}
!7

7
:]

:3 . .1

.l . o

:{

:{. 7
:{.7
:s

()
5.4
5.G
3.9

1 1

}.2
3.t;

3
4.0

5.3
.t . ..t

:].7

.l . !)

4 .(}

3
'{ . (

:}

:3.7

4

:3 . 1

5.7

5
5

3 .!.

:J.8

.í . l

:{ . (

i.s

1.4

t . l

' .l)ci\ates altin){tls (icvclo})it)g vciit.i'ictllar 6t)rali:ttioi}x'cnli-icnlnr l ])P:l..:\'S :t:.;!n:1l: {lt:X.cl.ll)ing V...tlttil'il::tF filpt'il

da matriz P (defina.da abaixo)

(0) (1) (2) (3) (4) (5) (6)
l
l
l
l
l
l
l

.3

2

.1

0

l
2

3

5

0

3

.4

.3

0

5

.1

l
l
0

l
.1

l

3

7

l
6

l
.7

3

.1

4

5

0

5

.4

l

]

6

15

20

15

6

l

As colunas da matriz P correspondem aos coeficien
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tes de polinõmios Ortogollais de graus 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6
para sete pontos igualmente espaçados.

O critéri.o aditado foi o da Razão de Verossimilhan
ça Generalizada de IVilks, e o resultado dos testes está a-
presentado na tabela 4.2. 3.

TABELA 4 . 2 . 3

""~"..''" ': l 'úmJ' i:'"""""''i l « l !::y'
(6) l 5

(5),(ó) l 4
(4) , (5), (ó) l 3

(3) ,(ó),(5),(õ) l 2
(2) , (3) ,(4), (5), (ó) l l

(O),(1),(2),(3),(4) ,(5) ,(6) usem interesse

}' exala l/};321 1,6770lo,1788
X' assintõtical 8 l 7,978slo,SÓ31
X' assintõtícal 12 j13,325410,3470
X' assintõtical 16 l34,886810,0049
X' assintõtical 20 l41,4583jO,o040

Podemos então concluir que un] polinõmio de 3ç grau
se ajusta razoavelmente às observações. Vamos então consi.de
rar o seguinte modelo :

ili 0 + ÉI.i l t + êlj.2t2 C 4 . 2 . 2 )

onde

Bit e o valor esperado da variável para o i-ésimo grupo
no instante t

eli0 e o coefi.ciente linear para o i-êsimo grupo

Elj.I' êli2' ei3 são respectivamente os coeficientes dos
dos termos de graus 1, 2 e 3 para o i-esi
mo grupo.

Neste caso o MLMC(Y,XEG,E) seria defina.do por
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l o o o

1 0
0 1

0 0
0 0

€ l12 13
lG :
l

ç42 c'43 l

l
3

3z

33

0 1
0 0

0 0
1 0

0 0
0 0

1 0
0 1

o o o l

Com a finalidade de simplifi.car os cálculos convém reescre
ver o modelo eln função de polinõmios ortogonais, ou seja

13i t e:0 ' €1:t@t(x) ''- e;2'P2(x) -'- (;3q'3(x) (4 . 2 . 3)

onde %(x) é o polin6Tllio ortogonal de grau i- para sete pon
tos igualJnente espaçados

Então o MLb]C[Y,Xe*G",E*] feri.a defina.do po-r

q.] l
3

5

l

l
2

()

l

l
.1

3

l

l
0

.4

0

l
l
3

.1

l
2

0

.1

l
3

5

l

€* e G#'

câo eãt

A matriz GI pode ser definida de tal forma quesuas
colunas sejam as colunas (0),(1),(2) e (3) de P; a inat:riz
G2, de tal forma que suas colunas sejam as colunas (4) , (5)
e (6) de P

Tantbéni como resultado da primeira análise obtemos
a matriz abas.xo, que ê uma estimativa da matriz de correla-
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ção entre as variáveis do espaço de estitilação e as variáveis
do espaço de erros

YGI l YG2

(3) ' C4) (5) (ó)(0)

1,00

0,44

-0,21

-0,24

0,24

-0,06

0,05

(1) (2)

(0)

(1)

(2) -0,21 0,22 1 ,00

(3) -0,24 -0,38 -0,02

(4) f 0,24 -0,25 -0,73*

(5) -0,06 0,05 0,05

(6) 0,05 -0,04 -0,07

ü significar:ivajllente diferente de
ct = 0,05.

YGI
1,00

.n 7Q

.n 9q

0,05

-0,04

i nn

o ,23 f l,oo

-0,56* f -o,09 1 ,ooYG2

0,35 ] 0,05 -0,01 1,00

zero cou] nível de sígnificâilcia

Concluímos que somente as colunas (4) e (5) da ma-
triz correspondente ao espaço de erros devem ser incluídas
como variáveis auxiliares. Redes,érz,cImO,6 então a matriz G
p4-ezanda a coluna (6) e fazailos a transformação Y. ; YG. e
Y2 :Yà2 prosseguindo na segunda analise com o modelo condi-
cional (2 . 4 . 3)

Devemos ressaltar que os coeficientes de polinÕmios
ortogonais encontrados em tabelas, geralmente não são padro
nizados. Isso implica que GGI =F onde F é uma matriz di.ago-
nal diferente da identidade. Os cálculos podem ser realiza-
dos cojn a utilização desses coefici.entes não padronizados,
tomando-se o cuidado de corrigir o estijnador obtido, divi-
dindo-se cada coluna pela soma de quadrados dos coeficien-
tes de polinõinios ortogonais correspondentes.

A estimativa de e* obtida para este exentplo é dada
poi
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4,6792
3,5854

l ::íris
-0,0236

0,1385
0,0672

-0,0539 -0,1780
-0 ,01 70 0,0275

-0,0308 -0,0708

0,0151 -0,0056

Para obter a estijnativa da matriz E basta fazer uma trails-
forinação de variáveis e substi-ruir eln C4.2.3) os polinõtliios
ortogonal.s obtidos de uma tabela (Pearson G ]]art]ey, ]958,
por exemplo)

A tabela 4.2.4 apresenta estimativas de €1* e dos
desci.os-padrão dos elementos de E* quando consideramos duas
ou nenhuma variável auxiliar

TABELA z}.2.4

V A R l Á V E l S A tJ X l L l A R E S
N E N H U M A COLUNAS (4) E (5) DE Y.

'0,183314,6792 0,1505 -0,0539 -0,1780
o,o017l3,5854 -o,0236 -o,0170 0,0275

o,04sal4,0662 0,138s -o,0308 -o,0708

o,026013,9128 0,0672 --o,0151 --o,o056

4,6222 0,1639 -0,0034

ESTimATt'j3,SS29 -o,0164 -o,o081

VA OE e+ 1ó,t4ó6 0,1205 -o,0563
3,9397 0,0615 -0,0213

DESVIOS-- IO,1733

PADRAO0S1 0, 1644
DOS ELE-- IO,i838

T:llr DE o,i733

0,0374
0,0354
0,0396

0,0314

0,0184

0,0174
0,0195
0,0184

o,04sslo,t799 0)0387 0,0133 0,0418
0,046010,1675 0,0360 0,0124 0,0390
o,osi4lo,i933 0,0415 0,0143 0,0450

o,04aslo,t7zo o,0380 0,0131 0,0411

Pode-se observar que ]lá um decréscimo sensÍvclnd\rd
riância está.mada das estimativas dos coeficientes dos ter-
mos de segundo e terceiro graus,quando fazemos a análise coill

as duas variável.s auxil i.ares escolhidas. Porém hã um aumen-
to da pari.anciã está.]nada das estimativas dos coefi.cientes
dos termos de pri.melro grau e independente. Isto se justifi
ca pelo fato de as variáveis auxi.bares terem Mina maior cor
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relação com os termos de segundo e terceiro graus do quecom
os termos independente e de primeiro grau.

EXEMPLO 4.2.3 - Neste exemplo discutidos o segui.nte proble
ma apresentado ao SEA para análise estatística

Uma amostra de 42 ratos foi di.vidida em 6 grupos
de 7 animais e cada grupo foi alilítentado cojn uin dos seguin-
tes tipos de ração:

Íad li.bi.tuin : grupo G.
CASEÍNA.l ' ' l

jcont r estai.ção: grupo G2

Íad libi.tuín
SOJA4

jcom restri.ção: grupo G4

grupo G-' ' )

SOJA fad libi.tum : grupo G.

METIONINAI.com restrição: grupo G6

Eln cada animal foram reali.zadas 5 observações dava
riãvel peso em gramas (a privei.ra antes do início do expert
mento, e as outras quatro a intel'valor de uma semana at)os
seu inicio) e um dos objeti,vos do experimento era explicar
o coinportaiilent'o da variãxrel através de ullla função, e compa-
rar o efeito de cada ti.po de ração no comportamento da va
riãvel peso no decorrer do tempo (4 semanas)

As médias das ot)seriações para cada un] dos grupos
nos instantes consideriidos estão representaClos na tab.4.2.5

l.ABELA 4.2.5

t
0

41,36
44,17

41,99
45,26
42,66
45.44

t :1l
58,26
49,76

48,63
43,06

56,39
47.31

2t
2

83,37
60,07

59,11
48,76

73,96
S5.79

t ;3
3

103,50

69,87
65,17
53,86
98,20
71.10

t4:4
125,13

84,60

72,30

124 ,51
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As medidas realizadas no instante tn (antes'do início do ex
perimento) foram utilizadas para um teste de homogeneidade
do peso inicial; não havendo evidência estatística para re-
jeição da hipótese, os pesos inicia:is foraril consi(]cr:Idos ho
mogeneos e as medidas referentes aos pesos :iilic:tais foram
desprezadas

Para a aplicação da técnica de Analise de Cur\ras
de Crescimento, consideramos inicialmente o bILbl(Y,Xe*,E),
definimos a lnatri.z P abaixo obtida através de unia tabela de
coefici.entes de polin8mios ortogonais,

CO) (i) (2) (3)
1 -1

M
1 1 -1 -3

3 1 1l

e testamos o ajuste de curvas po]inoiiiiais de graus 2 e ] con
liderando hipóteses da forma H: IE'''G7 =0

O critério aditado foi o da Razão de Verossinti.Ihan
ça Generalizada de Wilks, e o resultado dos testes esta a-
presentado na tabela 4.2.6.

T/DELA 4. 2 . 6

.a=nÂ: 'h#' DISTRIBUIÇÃO
DA ESTATIS--

RICA DE TESTE

VALOR l NÍVEL
OBSER- IDESCRI
VADO l TIVO

(3)
(2) , (3)

2

l
F exala
X' assinLotica

õ,i976lo,oo03
49,5981lo,ooo l

As hipóteses devem ser rejei.tadas nos dois casos
de onde podentos concluir que polinõmios do lç e 2ç grauslião
sao convem,entes para explicar o coiltportanlento da variável



7 0

no tempo (para os seis grupos considerados siiliultaneaínente)

O próximo passo seria tentar ajustar uín polinõiílio
de terceiro grau ãs observações. Entretanto, alérri de não po
dermos testar o ajuste desse modelo do tercei.ro grau, (pois
sõ temos 4 observações por aninta]), o número (]e pal'âlnetl'os
a estimar (24, no caso) seria equivalente ao número de para
metros do modelo usual de Allãlise de Perfis, disco.indo pol-
Morrison, (1976), por exemplo. A comparação ent.re os efei-
tos dos diversos tipos de I'açao no coinportalnento da variá-
vel peso pode então ser allal i.fada segundo essa técnica
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CONCLUSÃO

Os resultados da técnica de análise de cur vas de
cresci.mento apresentados neste trabalho estão baseados prin
cipalmente nos trabalhos de Potthoff e Roy, (1964),Rao,(1965
1966 e 1967), Khatri, (1966) e Grizzle e Allen,(1969). Em-
bora a técni.ca desenvolvi.da por esses autores possa ser a-
plicada a ullta grande classe de prob-telhas envolvendo divel
sos esquemas de planejamento de experiinentos, sentimos que
dois aspectos do problema de curvas de crescimento deverão
ser objetos de outras pesquisas

i) o desenvolvimellto de métodos computacionais mais sim
pies para a análise de probleltlas onde as observações
não são igualmente espaçadas;

ii) a extensão da técnica para análi.se de situações onde
o comportamento da variável estudada não pode ser ex
pli.cado através de modelos polinomiais

O problema citado em i) foi at)orçado por llills
(1968) sob o ponto de vista de diferenças finitas, e o pro
b].ema de !modelos não lineares de crescimentos foi estudado
por All-en, (1967). Referênci.as sobre esses autores são arte
sentadas no final do trabalho, juntaillente caIU citações deou
tios trabalhos mais recentes na área de curvas de crescilnen

7 1
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to. Esses artigos lidam com aspectos específicos do probJe-
iíla, e nao apresentam contribui.ções sut)stanciais ã técnica
discutida neste trabalho

n



APÊNDICE A

g.PljQPÇ}UA DE ESTIMAÇÃO EM MODELOS LINEARES MULTiVARIADOS

O problema considerado neste apêndice é o de obter
estintadores dos parâmetros B, E e de combinações linearesda
forma CÍ3U a partir de um conjunto de dados para os quais {ld
mitimos válidas as suposições do MLM(Y,Xf3,}1). O probleííta da
determinação de está.dadores de CÍ3U utilizando o hILbl(Y,XB,E)
fica reduzi.do ao problema da determinação de está.dadores de
Cí3* uti.lizando o MLb{(Y*,XB*,E*) obtido através da transfor-
mação Y * = Y U , B * = Í3U , E'': = U ' E U

Na seção A.l determinamos um estiínadol- de C[3 atra-
vés de uma aplicação do critério de mini.mos quadrados. Além
disso obtemos um esticador não-viciado de E

Na seção A.2 consideramos uma aplicação do crité-
rio de máxim'à verossimilhança, obtendo estilnadores de B eE
Um esticador de C13 é obti.do através da aplicação de uma pro
priedade de esticadores de máxima verossintilhança. Observa-
mos também que esse está.mador de E é equivalente Ca Jitenosde
ullla constante) ao estiinador de }l obtido na seção A.l

Na seção A.3 mostramos que os estiniadores de CB ob
tidos segundo os critérios de illíni.mos quadrados e de máxima
verossimi.Ihança são aqui.valentes, e correspondem ao estima-
dos linear não via.ado de iníni,nta pari,anciã

73



74

Finalmente na seção A.4 apresentamos as mata'izcs dc
varianci.a-covariãncia e a distribui.ção do estimados de CB
obtido, além da distribuição do estiinador de E

A.i - UMA APLICAÇÃO DE CRITÉRIO DE MíNiMOS QUAOKAoos AO

HODELO L l NEAR MULT l VAR l ADO

O esticador de mínimos quadrados do modelo linear
tztüva/dado é obtido através da minimi.zação da forma quadráti-
co(y-XB)'(y-Xí3) , que representa a soma de quadrados dosdes
vãos entre os valores observados e os valores esperados. Pa
ra o modelo multa.variado esse ]nétodo não pode ser aplicado
diretamente, pois nesse caso o produto (Y-XB)'(Y-X13) corres
pende a uma matriz cujos elementos são formas quadráticas ou
bili.neares, cada um representando uma soma de quadrados ou
de produtos dos desvios entre os valores observados e espe-
rados de com15onentes da variável multivariada

Uma adaptação domÕtodo de mínimos quadrados para o
caso multivari.ado pode ser obtida escrevendo-se obILl\lCY,Xl!,=)
na forma

E (yi) : XBi (i:1 , 2 , . . . , P)

Cov(yj.,yj) : aijl (i,j;1.,2,...,p)

Para cada i. estamos diante de um modelo linear uni.variado.
e o estiniador de mini.mos quadrados de CÍij é dado por:

CB: = C (X'X)

Dispondo os vetores CB: (i=1,2,
tri.z, obtemos

p) como colunas de uma ma

C(X'X)'lX'Eyl y2 '.. yPl:C(X'X)'lX'Y l.l)

que definireinos como estimados de mini.mos quadrados de CÍI

CB ]rcê CB2l P
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Tomando ol)temos o estimados de mínimos quadrados de B

13 = ( X ' X) ' " X ' Y CA. 1 . 2)

A f'ürlna do estimados (A.l.l) ê semelhante ãquelado
caso univariado Ccom o vetou y substituído pela matriz Y),
porem neste caso devemos entender (A.l.l) colho o estiinador
de CB cujas colunas são está.madores de mínimos quadrados ob
tidos através de um modelo univariado onde consideraíiios so-
mente uma das componentes da variável ]nultivariada. Como ve
remos na seção A.3, o estiinador (A.l.l) corresponde ao está,
dador li.near não via.ado de mínima variância obtido quando
consi.devamos todas as componentes da variável nlultivariada
em conjunto.

Utilizando a transformação sugerida. na introdução
deste apêndice obteremos o estilnador de mínimos quadradosde
C B U:

CBU C (X' X) ''X 'Y U (A. 1 . 3)

Seja E =Ía;:} (i,j=1,2,...,p) e determinemos um es

ti.ínador não viciado de E. Consideremos o modelo univariado
yi :XBi+ei onde cj. -Nn(0,anil). Sabemos que neste caso umas
ti.mador não via.ado de ajl é dado por

s . Ci , i)
aij. : -- (A. 1 .4)n ]

onde

s o (i ,i) )
XBmi.n(y l l

Bi
(yi-XBi) (xi -xiãi) ' (xi-xõi )

Determi.nemos então um estimados não viciado de a. . Com es
sa fi.nalidade vamos defina.r a variável y* =yl+yj ' 'Então:

E(y*) = E(yj.+yj): X(Bi+Bi) : XB* onde B* =Ílj+B

l

J
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v (y* ) v(.yi'''vj) aiil+ajjl+2aij a21 onde a2=a..+a..+2a..ii JJ tJ

Podemos considerar o iitodelo univuriado y* = X13*+t:* onde
c* (0,a21) e o estimados de mínimos quadrados de B': será
B* = (X'X)'lX'y* : B;+Ê;. Utilizando (A.1.4), obteremos u]í]
está.dador não viciado de a2

C #2

TI - r
0

onde

SÍJ' (y'':-XB*) ' (y':-XB*)
(yi'''j 'xõi-xBj y (yi'yj 'xBi-xBj )

se Ci, i)'se (j ,j)'zso (i ,j )

Então

E(S8:):(n-r)a2 ;(n-r)(aii+ajj'' Zaij)

nt se (i, i) ] 'Et se (j , j) ]+znt se (i, j) ]

Logo

'F\:/l : ':, CA. i. 5)

onde

SO(i,j) : mini(yi-XBi)' (yj-XBjl (xi-xBi) ' (yj -xBj )

Os resultados (A.1.4) e (A.1.5) nos permitem obter
está.]nadores não viciados para todos os elementos de E.

A matriz S :ÍS0(i,j)}(i,j=i,2....,p) é a matrizde
soma de quadrados e produtos cruzados do resíduo e pode ser
consi.derada como uma general i.zação da soma de quadrados do
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resíduo no modem-o univariado. Cada elemento de S pode ser es
crivo na forma

se (i ,j ) y j. X ( X ' X) ' l X'Vj

e então

Y ' [ 1 - X ( X ' X) " " X']'r (A . 1 . 6)

Concluímos que um estimados não viciado de E é dado por

iilí Y' [ [-X(X'X)'lX' ]Y (A . 1 . 7 )

Devemos observar que na determinação dos estimado-
res através da aplicação da técnica de mt'nimosquadrados não
uti.lizamos nenhuma suposição sobre a distribuição das varia
fieis aleatórias consideradas, isto é, das linhas da matriz
C

A.2 - UMA APLICAÇÃO DO CRITÉRIO DE MÁXIMA VEROSSIMILHANCA

AO MODELO L l NEAR MULT l VAR l ADO

Consi.detemos o bILM(Y,Xí3,E) . Com a finali.dadede pre
servas a notação usual- para vetores e matrizes (onde x re-
presenta um vetou coluna e x' um vetor linha), adotamos pa-
ra esta seção uma formulação equivalente do modelo acima,ob
ti.da pela transposição das matrizes envolvidas. Sejam então

Cpxn)

(pxr)

(rxn)
(A . 2 . 1)

€ Ü' (pxn)

O modelo transposto pode ser escrito na fornta U = 0Z+c+ onde
E(U) : 0Z e cada co.eu-na da matriz c* tem distribuição normal



78

ntultivariada com valor esperado 0 c matriz de variância-
covariância }l (pxp). Vaíilos utilizar para este modelo a nota
ção NILNI'(U,0Z,}l) . Além disso sejam }l = {ajl} e E'l =Íaij}

A função de verossilnilhança para uma amostra de ta
banho n de uma distri.buição normal nlultivariada comvalor
pelado 0Z e matriz de variância-covariânci.a E pode ser es-
cri.ta como

l
7npL : (2x)

l
E-1 7nexp : .}:(u.-0z.) 'E'l(u.-0z.)](A.2.2)

ucl (cl: 1 , 2
U

,n) corresponde a cx-ésima coluna da matriz

Nosso objetivo é determinar as estimativas Õ e ÍI de
0 e E que maximizar L (considerada como função de 0 e E)

Primeiramente vamos escrever cada unia das fomlas qua
drãticas do expoente de L eln função dos elementos de cada ve
toz

(u -0z )' a a'
lE (u 0z..)aa i:i j

r

k;l :'k:k'-)a:J (uj.

r

k:l jk*ka)

Tomando o logaritmo da função de verossimi.Ihança , obtemos

log L { "- :'. log E'l

{ .!: Li: .!: '«:. - *Í:'«:*.''*' '"..- (A. 2 . 3)

Utilizando os resultados apresentados por Anderson (1958-se
ção 3.2) , pod;elnos concluir que o máximo de log L em relação
a 0 e E é igual ao máximo de log L em relação a 0 e }l'l. A-
lém di-sso, se E'l maximiza log L, então Ê= (E'l)'l tambémína
xi.miza log L. Pode-se demonstrar ainda, que o maxi.rno de logl
é atingido quando !!'B "=0 (i:1,2,...p; j=1,2,...,r). Pg
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ra obter o maxi.ino de log L utilizando as propriedades acima.
demonstraremos o seguinte lema (Anderson, 1958 - seção 8.2);

Jll ]ll

Jl:Ey8...A.=.ê.J: - Se f(tl' ' ' ' ,tm) ; i>lt j>lldijtitj onde dij : dji

A)

B)

af
l)v

iT] m at

,!, ,i.',j -ãf' 'j

n
E

a;l ,!,.:.u.,.l
m m

i=i j l :jtitj

m ]n l)t. in

:!: ,!:':j '" *j *:!
m at

,!, .!,-,j '"''::
m m at. m m l)t.

i=1- j=1 J'j+dji) -ãf- tj : 2 i>li jllidj-j 'ã7 tj

O resultado A) esta demonstrado e o resultado B) é obtido a
través de uma somatória em relação a a

Vamos calcular aO (g=1,2,...,p; h:1,2,...,r)
Consideremos a transforillação

Q la
r

k:]. Jk:kcl u icx ' (0 il z icl+ 0 . z )lr ra'

Então podemos escrever

log L = - { np log2lí -' ; n logllaijJI . l ! lu:i j:ltiaaijtjcl

Utilizando o resultado B) do Lema A.2.1, temos

cl=1 lj.=l

1)1o!

aogh

atla

aOgh :}..»',««',]

-~!: L!:.' ,««'«,.-*!:.,.,*] : .!::"~«,.-*i:',*t.!,,«~,*~]]' L
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Fazendo

chj
n

.E:zha'j~
(A . 2 . 4 )

n

'hk : a lzha'ka

e igualando .!-Ê-g.g L a zero, obtemos

CA . 2 . 5)

Fazendo

b
J chj

r

k=1 jkahk

e escrevendo as equações (A.2.5) para todos os valores de h
teluos

11 12b b ++ aa
2l

21 22 bb +a l 2

+ aP2baPlb +
2l

+ alPb
P

+ a2Pb
P (A . 2 . 6)

+ aPPb

Como E'-t é positiva definida por hi.põtese (em quasetoda pa.!
te), suas colunas são linearmente independentes, e para que
sejam válidas as relações (A.2.6) devemos ter

b: :: o (j:1,2, . . . ,p)
que ê equi.valente a

P

r

k:, $k'hk chj (j;i ,2 ,p ; h=1 ,2 ,.. . ,r)

Utilizando as relações(A.2.4) podermos escrever
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T rn \ rl nrT \

*i:.,* [.!::«~:*.] : .!,,«--,~ - .}: [*},''*:«..*.]
Z L]
ha'jcia::l

que ein notação matricial assume a forma 0ZZ' = UZ'. Corno Z
tem posto-li.nha completo ZZ' é i.nversÍvel e o estio\ador de
máxima verossimilhança de 0 seta

õ : u z ' Czz ') ' l CA . 2 . 7 )

Através das relações (A.2.1) podemos escrever oresultado ob
tido utili.zando a notação usual da bILM(Y,XÍ3,E). Então o es-
tá.mador de máxima verossimilhança de í3 será

ê : ( X ' X) ' l X - Y (A . 2 . 8 )

Para obter o está.mador de máxima verossimilhança de CÍ3 uti
li.zaremos o resultado do teorema abaixo, cuja demonstração
pode ser encontrada, por exemplo, em I'lood, Graybill, Boas,
(19 74)

TEOREMA A.2.2 - Seja õ = (êl'...,õk) onde Õj ; êj(xl'x2'''', Xn),
um esticador de máxima verossimilhança de 0 : (01 ,. ..,0k) na
densidade f(';01'...,0k). Se T(0):Evl(0),...,tr(0)](1sr:;k)
e uma transformação do espaço paraíl\õtrico, então um estima-
dos de máxima verossilnilhança de T(0) será

T (ê) : [TI (ê) , ,Tr(ê) ]

Logo o está.]nador de máxima verossimilhançade CÍ3 se
ra

CB ; C (X ' X) '" x ' Y (A . 2 . 9)

Utilizando a sugestão apresentada na introdução deste apên
alce, podemos concluir que o estinlador de máxima verossin)i
Ihança de CBU é dado por
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C BU ; C (X' X) ' l X.YU CA . 2 . io)

Utilizando o resultado do Lema

(1958) podemos mostrar que, ern relação
uln inax ]-jno para

de Anderson ,

log L atinge

«Li:.««-"., '-.-;:«, l

l

Então o está.mador de máxima verossi.milhança de }l será

E-l] 'i : i .>1: «~êz.P n.-êz.P ' : } .>1: [u~u.;-«.z.;ê ' -Õz.u.;*êz.z.;6 ']

:E:-.":- ã z z'Õz u' + 8
ot=lct=l

uu'-uz (zz-)'lzu--UZ' (ZZ')'lZU-+UZ' (ZZ')'t(ZZ)CZZ')'tZU-J

(zz')'lZU'] : l uEl-z'(zz')'lz'JU

Através das relações (A.2.1) podemos escrever o resultado
acima utilizando a notação usual do lvILhlCY,XB,}l) , e então

i Y']i-X(X'X)'lX' ]Y .L s
n CA . 2 . 1 1 )

Observando os resultados (A.1.7) e (A.2.11) concluí
mos que os estimadores de maxi.ma verossilnilhança e nli'nimos
quadrados de E são equivalentes a menos das constantes } e
ii:Í, pois o estimados de mínimos quadrados de E é dado por

l
Sr
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A.3 - DETERMINAÇÃO DOS EST}MADORES LINEARES NAO

V l C l ADOS DE M [N l MA VAR iANC l A

Consideremos o b'ILb{(Y,XÍ3,}1) escri.to na forma

E (yi) : XBi (i;1 , 2 , . . . ,P)

y:)Cov(y lal ij (i , j;t , 2 , . . . ,p)

Vaamos primeiramente estudar a estimação de funções paramÉ;-
tricas da forllia c'Bj (onde c é um vetou rxl) queenvolvem sg
atente os parâmetros relata.vos ã i-ésima componente da varia
vel multa-pari.ada. O esticador procurado deve ser função dc
,tadm M ab,óea-vaçõa e deve apresentar as seguintes caracteres
tecas

i) ser linear
ii) ser não viciado

ii.i) apresentar variância lltÍninta na classe dos estimado
res li,neares não viciados

Uma função linear de todas as observações pode ser
es chita na forma

[ a '
P

(l xnp) (iapx l)

Como o estimados procurado deve ser não viciado, então

n(ajvl) + + E(a;yp) a i x B l '' ' a;.X BP : c ' Bi

o que iJnplica: a;X= c' e a.IX = 0, vj#i
As variedades lineares geradas pelas colunas de X



84

e X'X, M(X') e M(X'X), respectivamente, são tai.s que
M (X') : AI (X'X)

Então, como c= X'aj' existe um vetou À (rxl) tal
que

'XÀ --a À (X ' X) ' l c

Tomemos a função linear c'(X'X)'lX'yj 'Então

EEc'(X'X)'lX'yi] = c'(X'X)'lX'Bj

Nlostretnos que essa função linear corresponde ao esticador de
mini.ma variância na classe dos estimadores lineares não vi-
ciados

«L!:,:«] : «{L!:.:,: + c' (X'X) l

l(x'x) x'y +

l(x'x) x'y

«LF:,:«: - ]*«F'

c' (X ' X)'lX'yl ;c '

boas

""jy:a;.yj. - c ' (x' x)'lx'XI. ;

C

j:l

l
: c' (X'X) ca11

(X' X)'lX'cov(yj. ,yj)aj - c '(X'X)'lX'cov(yi'yi)x(x'x)'lc

j=lc'(X'X)'lX'ajaij ' c'(X'X)'lX'X(X'X)'lcaii

c'(X'X)''c a; 0, pois X'aj = 0, vjPi
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Logo

«F' CX'x) "x'y
«[! :':i"i a y c' (X'X) x'v;l $V ll.;1 «[E..:«]

Então o estiinador desejado é dado por

c ' ê . c ' ( X ' X) 'i X 'yj. (A . 3 . 1 )

Para obter o estimados linear não viciado de míni-
ma vara-anciã de CB, basta considerar as linhas cl; (i;l,...,c)
da matriz C e obter os estimadores de c.IB; (i:l,...,c;j=1,...,p)
através de (A.3.1). O estimados deterlliinado dessa forma po-
de ser escrito coIRo

cê C (X ' X) ' l X , Y (A . 3 . 2)

Tomando C = 1 obtemos o estilnador linear não viciado de mini.
ma variância de Í3:

lã ; ( X ' X) ' ' X ' Y (A . 3 . 3)

Utilizando a sugestão apresentada na introdução deste apên'
alce obtemos o estimados linear não viciado de ml'nima-variân
cia de CÍ3U:

CBU
l

C ( X ' X) ' X ' Y U (A. 3 . 4)

Analisando as expressões(A.1.3),(A.2.10) e (A.3.4)
concluímos que os estimadores de mínimos quadrados, de maxi
ma verossimilhança e o estimados linear não viciado de illÍni
ma vara.anciã de CAIU são obtidos através da mesTRa função das
observações

A distri,buição dos esticadores obti.dos nas scçoes
A.l, A.2 e A.3 será estudada na seção segui.nte.
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A.4 DIST13jBUIÇ4Q PPS ESTIMADORES OB'LIDOS

Consideremos primeiramente estimadores de

chBj' onde cg e ch são vetores (rxl), segundo qualquer dos
métodos considerados neste apêndice. Conforme o resultado
(A.3.1) esses estimadores podem ser escritos na forma

chêj : cÜ(X'X)'iX'yj

Util-izando resultados da teoria univariada podemos obter as
vara.ânci.as desses estimadores, bem como a covari.anciã entre
os me snlos

c ' ê (x'x) ''x'yC elg lg

v(cl;Êi): vEc;(x'x)'lx'yil: cl!(x'x)'icgaii

V'chêj) : VEch(X'X)'lX'yj] ; ch(X'X)'lchajj

Cov(c;Êi'chBj) : CovEc;(X'X)'lX'yi;cÊ(X'X)'lX'yj ]

CA . 4 . i)

cÉ(X'X)'lchaij

Consideremos agora o estirador Clãs C(X'X)''X'Y de
CB, escrito na forma de um vetou (cpxl). Cada elmento desse
vedor ê da forma c.:(X'X) 'X'y.i,(g=1,...,p; i;l,..,p). Uti-
lizando (A.4.1) podemos escrever sillibolicainente

v(CB) Ea[ C (X ' X) ' ' C ' ] (A . 4 . 2)

onde 8 representa oproduto de Kronecker,definido como

'a]].B

A ® B
(pxq) (mxn)

Tomando podemos escrever

V(B) = Ea(X'X)'l CA . 4 . S)
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E novamente utilizando a sugestão apresentada na i.ntrodução
deste apêndice , teremos

v( CÊU ) (U ' EU) a[ C (X ' X) ' " C ' ] (A. 4 . 4)

Consi-detemos o vetou (npxl) obtido quando escreve-
illos as colunas de Y uma seguida da outra. Esse vetortem dis
tribuição normal multivariada com valor esperado XÍ3 -- consi
derada com uln vetou (npxl) obtido quando escrevemos suas co
lunar uma em seguida da outra -- e matriz de variância cova-
ri.anciã E®l. Como os estimadores de CB e CAIU correspondem a
combinações lineares dos elementos de Y, podemos conclui.r
que esses esticadores têm distribuição normal multivariada
aplicando resultados clássicos sobre essa di.stribuição (Rao:
1973, por exC'mplo)

Pode-se mostrar, também que a matriz

S = Y ' [ 1 - X ( X ' X) 'iX'Jy

temi di.atribuição de Wishart, central, com parâmetros (n- r)
e E,[S-]Vp(n-l',}],.)]. Então qualquer esticador SI da forilla
kS terá distribuição {).I'( 1)or(-tonal a distri.buiçãode IVis})art
(Rao, 1973, por exemplo)



APÊNDICE B

O PROBLEMA DE TESTES DE HIPÓTESES EM

MODELOS LIFiEARES MULTIVARIADOS

Consideramos neste apêndice o problema de determi-
nação de testes de significância para a hipótese linear ge-
ral H: CBU = r a partir de um conjunto de dados paraos quais
admitimos vál i.das as suposições do }ILI''l(Y,Xr3,E)

Fazendo a transformação Í3U = í3*, o problema de ob-
tenção de uln teste para a ]tipótese 11: CBU = 1' considerado a-
ciitta ê equi,valente ao problema da obtenção de um teste para
a hipótese H: CB* = 1' admiti.ndo o b'íLblCY*,Xii*,}i*) onde Y* = YU
e E*= U'EU. Dessa forma analisamos somente hipóteses da for
ina H: C13 = 1' utilizando o bILb'l(Y,XB,E)

Nas seçÕes B.l e B.2 obtemos testes de si.gnificân-
ci.a para a hi.pótese considerada, através da aplicação dedois
cri.téri.os heurísticos:o critério da União-Intersecção de Roy
e o criteri.o da Razão de Verossi.milhança Generalizada (es-
tudado por IVilks, no caso multivariado) . Obtemos as estatÍs
tecas utilizadas nos testes e fazemos considerações geral.s
sobre a distribuição das mesmas, apresentando os principais
resultados obti.dos por diversos pes(luisadores

88
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Na seção B.3 observamos que as estatÍsti.cas de tes
te obti.das através dos dois critérios são funções das raízes
da equação IH-XSI = 0, onde H é a matriz de somas de qtladra-
dos e produtos cruzados devida ao desvio em relação ã hipó-
tese nula e S é a matriz de somas de quadrados e ])rodutos
cruzados devida ao resíduo. São apresentadas outras estatís
tecas de teste e algumas consi.derações gerais sobre suas dis
tribuiçÕes e propri.edades, sendo citados os resultados mais
importantes

B. l o PKiNCrPip.p4 UNIÃO-INTERSECÇÃO DE ROY

Consideremos o NILh{(Y,X13,E). Nosso objetivo é deter
minar um teste de si,gnificância para a hipótese H:C13 = 1',que
pode ser escrita na forma equivalente H: CÍ31 = 1'{(i:l,.. . ,P)

Vamos pri.meigamente salientar as semelhanças exis-
tentes na estrutura do problema de testes de hipóteses para
os casos univariado e ]nultivariado. Toínentos um vetou'2 Cpx])
arbitrário, porém fixo, e façamos uma redução do probleilla
proposto para o caso univariado, considerando o problema de
obtenção de um teste de signo.ficância para a hipótese
H' : Cí3'': = 1'+ adJnitindo o modelo univari.ado y''; = Xli';+c*, onde
y* = YÊ, í3* = íi!, I'* = 1'P, e E:* tem distri.buição normal nlulti.va
dada com valor esperado 0 e matei.z de variância - covariân-
cia cí$1 , aÍ

Uti.l i.zando os resultados da teori.a univariada (Searle
1971, cap. 3, por exemplo) sat)erros que u)n teste para a hipÕ
tese H' é construído com base nas somas de quadrados devida
ao resíduo (SO) e deva.da ao desvio em relação ã hipótese ny.
la (R; - S;l) , onde

}

G
l

SÍI : min(y*-XE3*) ' O*-XB*)

mi.n
CB*:r*

(v" - XB*y (v'': - x íi * )
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que podem ser expressas na forma

sâ : v*'li-x(x'x)''x'lv*

q. : v*'Ei-x(x'x) "x'Jv* +

+EC(x'x)'lx'y+-]'*J'EC(x'x)'lc'J'l]c(x'x)'lx'y*-]'*]

(B.l.l)

Com a finalidade de determinar expressoes análogas parao ca
se multa.variado, vamos definir

h.(j-,j) : cg.:r;(Xi-xBir (Vj-xOj) ; vila-x(x X)'lX'tyj '' l l

C13:1 1

+ tc(x'x)'lx'xi-ril'tc(x'x)'ic't'ttc(x'x)'ix'Vj-rjt
e considerar a matriz R
de ser escrita na forma

{Ri (i ,j) }, (i ,j p) , blue po

R: Y'El-X(X' X)'J'X-JY+]C(X'X)'lX'Y-]']'EC(X'X)'lC']-lEC(X'X)'lX'Y-]']
(B .1 . 2)

Substitui.ndo y'':Yg e r*=1'Ê nas expressões (B.l.l) ,obtemos

s8 y'E]-x(x'x)'J.x' ]yl

Ril {Y'Li-X(X'X)'iX'IY +

+ [C(X'X)'lX'Y-F]']C(X'X)'lC']-lEC(X X)'lX'Y-l']JÊ

Então uti.li.zando as relações (A.1.6) e (B.1,2) concluímos
z'sÊ e Rlú:t'RI. Logo RÍ-SÍl:t'(R-S)t:t'Ht, e a

matriz H ê definida como a matriz de somas de quadrados e
produtos devida ao desvio em relação ã hipótese multivaria-
da H: CÍ3 = 1'

A decomposição matrici.al S+ (R-S) : S+ H é uJlia ge
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neralização da partição de somas de quadrados Ri=Sâ+(R2-S2)
obtida através da teoria de Analise de Vara.anciã Univaria-
u d.

Vejamos agora alguns resultados sobre a distribui-
ção dessas matrizes (S e H) de formas quadráticas e bilinea
res

Primei.ra]nente mostremos que a ]natriz S õ positiva
defina.da(p.d.) e]n quase toda parte(q.t.p.). Tomemos u]]] vp
tor IÉ;IRP, tx0, arbitrário, porêITI l.i.xo, e consi.derettlos a se
guinte forma quadrático

l ' S ! ; t ' (Y - X Ê) ' (V - Xji)z

Fazendo a transforiítação (Y-XB)t =z, temos I'SI. =z'z? 0,V2€1RP
Para mostrar que S é p.d. em q.t.p. basta mostrar que

2'SÊ = 0 -:9 Z ni q.t.p.

['SÊ = 0 --> z'z = 0 --+ O :-» (Y-XÉI) l 0 (1{. 1.3)

Como Y é uma matriz cujas colunas são variáveis aleatórias
inu[tivariadas contínuas, e coIRo a matrizr]-X(X'X)'"X'] tem
posto n-r zp(por hipótese), então a matrizEl-X(X'X)'lX-IY
tem posto p e suas colunas são linearmente independentes ein

q.t.p. Mas(Y-XÊ)! =E]-X(X'X)'lX.]YI é uma combinação linear
das colunas matriz [l-X(X'X)'"X'IY; ]ogo, para que (B.1.3)
seja vãli.do devemos ter 1 =0 em q.t.p. Então

I'S2 >0, VtÉ;lRP, Z# 0 (em q.t.p.)

e S p.d. e tem posto p eln q. t.p.

bíos,treinos agora que a matriz 1-1 õ pelo menos posit.!
va selni.-definida (p.s.d.) e se p ÉC, H é p.d. ern q.t.]).

A matrizes(X'X)' LC'J'i é simõtri.ca e leão singular
Então ela é p.d. e existe uma matriz T não singular. tal que
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[C(X'X)'xC']'" ; T'T. Então podemos escrever:
H = [C(X'X)'"X'Y-]']'T'T[C(X'X)'"X'Y-]']

Tomemos um vetou l,Clip, t #O, arbitrário, porém fixo, e con
sideremos a segui.nte forma quadrãtica

l 'H2 Ê 'rC(X ' X) 'lX ' Y-]'] 'T 'T[C (X ' X) 'iX ' Y-FJ]

Fazendo a transformação T[C(X'X)'lX-Y-]']R. w, temos

R, ' HÊ 2 0 , VleRP

t'H1 :0::::» w'w:0 :» w:0 » T[C(X'X) 'lX'Y-FJ1 :0 ->EC(X'X)'lX'Y-F]z
CB.i.4)

Sabemos que a matriz [C(X'X)'J.X'Y-]'] (cxp) tem posto

s = nlin(c ,p)

Se p sc, então s =p e as co]unas deEC(X'X)''X'Y-]']
são linearmente independentes em q.t.p. Logo para que CB.1.4)
seja vãli,do, devemos ter t =0 ejn q.t.p. Então

g'Ht >0, VR,GIRP, t #O (eln(l.t.p.)

e H é p.d. em q.t.p.

Se p >c, então s =c e as co]unas deEC(X'X)'iX'Y-]']
são linearmejlte dependentes. Logo existe l,C.üiP, Ê xO,tal que
[C(X'X)'lX'Y-r]2 =0. Então H é p.s.d

Se a hi.põtese H: CB =1' for verdadeira, para todove
tor IGliP, t #O, SOz =1'S2 e R12 -S0 :t'H2 são i.ndependentes e
têm as seguintes di.stribuições

s8 : "'s' - 'íxÊ-;

Ril - Sli ; P,'Ht - .âxé

(Searl e, 1971 , c ap 3, por exemplo)
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Então, utilizando resultados conhecidos sobre a distribui-
ção de hrishart CRao, 1973, por exemplo), as matrizes S e H
sao i.ndependentes e têm as seguintes distribuições

n- r ,E , .)s -w
P

(c ,E . )H -lV
P

2S
0

central

central

Se a hipótese [l:

do vedor ICiRP, 2 # o, sã e
seguintes dista:ibui.ções

CB

«{

não for verdadeira, para to
sITo :ind epend en tes e têm a s

aãxã-r central

sã -aÊxê central ou não, dependendo de t

Uti.lizando resultados sobre a distribuição de }Vishart, con-
cluímos que as matrizes S e H são independentes e tên] as se
gui.ntes distribuições:

(n-rs -lv
P

H - w {c.E
P

,E,.) central

,[CB-r]'EC(X 'X)'iC']'J [CB-FJ} não central

Conho no caso univariado, pode]nos obter un] teste de
significância para a hi.põtese H: CB =1' através da compara-
ção das }natrizes S e H. Vamos obter esse teste através da a
pli.cação do princípio da União-Intersecção de Roy, que des-
creveremos a seguir (Roy, 1957)

A ]l'ip(5tese multivariada H: Cí3 =1' será verdades.ra se
e somente se a hipótese univariada ll': C131 =1'1 for verdades
ra para todo vetor ÊG]RP, !# 0. Da teoria univariada sabemos
que a estatística utilizada para testar H' é dada por

R il -s IÍ )/ c
F (1) 2,' H l/c

Z'SZ/ (n-r)

que sob a hipótese nula tem distribui.ção F central com para
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metros c e (n-r)

Para um teste univariado com nível de significân-
cia ci' , a hi.pótese fl': Cí31, ita se F(2)
A aceitação da hipótese ínulti.variada H: C13 =1' (considerando
uin n'xvel de signo.ficância a) é equivalente à acei.tação dali
potese univariada ll': Clip =1'1 para todo vetou ÊÉ;RP, l xO. A
l-egião de aceitação de 11: CÍ3 =1' corres])onde ã intersecção

t#ojr(1) É rcl'c,n-rl (B . 1 . S )

de todas as regiões de acei.tação das hipóteses univariadas
H' : C13Ê =1'!. Então a regi.ão de aceitação defi.nada en] (B.1.5)
ê equivalente a

n
nlax F (1) $ F
l.#O ' ' Q ,c ,n- r

(B . 1 . 6)

pois se o }náxiino F(1) pertencer ã região de aceitação da hi
põtese nula, os outros valores ta)]\bém pertencerão. Devemos
então determinar

«.axjF (1)
l,# o

t 'HP,/ c

g'SÊ/ (n-r

que é proporcional ã

HmaxIF+
l#o

(Ê)

Com essa finalidade demonstremos os dois teoremas seguintes

TEOREMA B.l.l - Seja A (mxm) uma matriz simétrica e B (mxm)
uma matriz si.métrica p.d. Então existe urna matriz R hão sin
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guiar, tal que R'l-AR-l; A e R-l.R-l:B onde A Õ a matriz
diagonal formada pelas raízes da equaç:ío IA-XB =0

Como B é p.d., existe uma matriz não singular T,tal
que B =T'T. Considerando a equação IA-XB =0, podemos escre

A-XBI = O 'ç-> IA-XT'T o .ç+ IT-l . l IA-ÀT'TI IT-il : O .ç+. IT-i .AT-i-xi 0

As raízes da equação IA-ÀBI =0 são as mesmas ralízes da equa
ção IT'l.AT-l -À1 ; 0

Seja C T'l.AT-l, que é simétrica. Então existe u-
ma matei.z P não singular, tal que: p'CP =A <:--9P'T'l.AT-lP:
= A e p'P =1, onde A é u)na matriz diagonal formada pelas raÍ
zes caracterlísticas de C (que são as raízes de IA-ÀBI =0)

Tomando R = T'"P podemos escrever

i) R'AR = A -:> A R'l - AR-l

ii) R'T'TR p'T'l.T TT-lP ;:- R 'BR l -:a B = R'l .R-l

TEOREb4A B.1.2 - Se A (mxm) Õ uma matriz simÕtri.ca e B. (]nxm)

ê uma matriz si.inêtrica p.d. então o máximo e o mín:tino de

e a menor raiz da equação IA-xB = 0

Consi.deremos a transformação x' =y'R' onde R' Õ u-
ma matriz tal que R'AR =A e R'BR =1 (utilizando o resultado
anterior) . Então:

:!.*:*Í
]n

::.*;
x'Ax y'Ay

:i:y{
Vamos supor, sem perda de generalidade que XI ZÀ2
Então devemos determinar

À

0
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j

m y: m
max .>1 Àipi onde pi : -m e .>1.pi

p :;' y y? :;'
P j. : 1 , vi

O tiláximo será atingido quand o p]
2

,: *;

ou seja quando

:.===.:T ::=:::!.=,i =.::.i=/g:i;.-:. «;* n : *«
Aplicando o resultado do Teorema B.1.2, concluímos

Ana-

que

. l ' H Z/c l

2 ' s t/ Cn-r)J
ntaxl F(t)

é proporcional ã maior rai.z da equação IH-XSI =0. Para ob-
ter um teste de si.gnificância para a hipótese H: CÍ] =1' pre-
mi.samos estudar a distribuição das raízes característicasda
equação IH-XS =0. Nesse sentido, consideremos os dois tco-
renias seguintes, dos qual.s demonstraremos o segundo,

TEORElvIA B.1.3 - Seja A (pxp) unia matriz simétrica. Então:

i) Se p(A) =s a equação IA-X1 =0 tem uma raiznulacom
multiplicidade (p-s)

ii) Todas as raízes características e velares caracte
rústicos de A sâo reais

iii) Se A õ p.d. todas suas raízes características sãopo
sitivas; se A é p.s.d. todas suas raizes caracterís
tecas são não-negativas.

(A demonstração pode ser encontrada em Roy, 1957, por exem-
plo)
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TEOREMA B.1.4 - Seja A (pxp) uma matriz simétrica pelo me-
nos p.s.d. de posto s e B (pxp) uma matriz simétrica p.d.E3
tão a equação IA-XB =0 tem exatainente s ralízes positivas e
(p-s) raizes nulas.

Como jã vimos na demonstração do Teorema B.l.l as
raízes de IA-ÀB =0 são as ]nesmas de IT'J.'AT'i-À11 =0. Mas
T-J-.AT-l é uma matriz simétrica pelo menos p.s.d de posto s.
Então pelo Teorema B.1.3, T'l.AT-l tem s raízes caracterís-
ticas positi.vas e (p-s) raízes carácter'lsticas nulas

Chamemos a iitaior rai.z característica da equação
H-ÀS =0 de À. onde s =min(c,p). Aceitaremos a hipótese

H: CB =1' com nível de significânci.a cl se À. sX(cl) onde X(a)
Õ o 100c!" percentil da distribuição da maior raiz caracte-
rística de IH-XS =0, quando a hipótese nula é verdadeira
Vários autores (citados em b]orrison, 197.6) tabe].aratn os per
centis superiores da distribuição da maior raiz caracterís-
tica da equação: IH-0(H+S) =0. Vamos então demonstrar que
a hi.pj3tese 11: CÍ3 =1' pode ser testada através da estatística
s l.tÀs onde OS representa a maior raiz da equação

H- 0 (H+S) ; O

TEORElvíA B.1.5 - Urna condição ncessãria e suficiente par;) que

Xs seja a maior rai.z de IH-XS :0 ê que Os : T:i:i-- seja a
maior raiz de IH-0(H+S) = 0. '

Sejam ÀI É À2 $
Tomemos a raiz

as s
S

entãoÀ l

ra-lzes positivas de
l H -À S l

fH-XiS u-x:s+x;n-x;HI1 1. 1 ' O :- l (i'''x{)H-XI (H''-S) l
0 >

À

BÍ-.-CH--q l : Ol

Logo oi: ÍTX' e raiz de IH-oCH+S)

Como H +S ê simétrica e p.d. , pelo Teorema B.1.4 a
l
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equação IH-0(H+S) :0 tem exatanlente s raízes l)ositjvils e
(p-s) raízes nulas. Sejam 0. $O, É ... çOs as raízes positi-
vas. Tomemos a raiz 0j e façamos Àj :T:ã 'nOj ::ill:T--.Então

H-oj(H'''S)l ; 0 -+ IH --Í:ii-(H-'-S)l : 0 -a' l (i-'-Xj) H-Àj(H'''S)l :0

-:> IH+XiH- XJH-XJSI : O ::-> IH-XJSI : O

Logo À i é ra i z de IH-xSI : 0
Tomemos À. <À.. Então À. +À.À. <À. +À.À.

]- J ] ]-J J ]-J
A . A

--+ À. (l+ÀJ) <Xj(I'Xi) -:+ Í+ ]. ''''J'- "> 0i <0j ' Logo Xs e

OS :'l.tÀ. são respecti.lamente as maiores ralízes de

À

H -ÀS 1 = 0 e l H-0 (H+S)

Os parâmetros da distribuição da maior raiz da e
quação IH-0(H+S) bO sob a hipótese nula são;

min(c,p)

.« : lslld ( B . 1 . 7 )

nü'

e a região de aceitação da hipótese 11: Cí3=1'(com nível tlc
significância a) será dada pol': 0.ÉO (a) onde 0(cl) é o

' s,m,nü s.m,nk
100cz percentil da distri.buição da maior raiz da equação

H -0 (H 'S)
quando a hipótese é verdadeira
0 (a) pode ser obtido de tabelas conter\i.entes; Morrison
s,'m.nÉ
(1976) apresenta tabelas para alguns valores dos parâmetros
s, m, n* e cita os principais trabalhos nessa área

As raizes da equação IH-0(H+S) =0 são iguais ãs
raízes caracterlÍsticas de H(H+Sr'l e na prática geraliliente

0 ,
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é mais conveniente obter' as raízes características de
H (H+S) '"

através de um programa convencional. A distril)unção conjun-
ta das raízes características de iitatrizes da forma H(H+S)'l
foi determinada simultaneailiente por vários autores citados
em Morrison (1976), que também apresenta indicações de ou-
tros trabalhos importantes envolvendo as di.stribuições ne-
cessárias para obtenção do teste proposto.

É comum encontrarmos esquemas de planejainento onde
s =1,e então a Única raiz post.uva de H(H+S)'' tem distri-
buição Beta com parâmetros (m+l, n*+l). Se considerarmos a
transformação F :n'''FI Os a nova variável terá di.stribui-
ção F com parâmetros (2m+2), (2n*+2)

B.2 - Q PRINCrPIO DA RAZÃO DE VEROSSIMILHANÇA

G ENERAL f ZADA DE W l LKS

Considerentos o MLM(Y,XÍ3,E). Nosso objetivo nestase
ção é obter ujn teste de signo.ficância para a hipótese ll:CÍ3=
= 1' através da aplicação do princípio da Razão de Verossimi
Ihança Generalizada

Com base nos mesmos argumentos da introdução da se
ção A.2 utilizaremos a forma equivalente MLb'l'(U,0Z,>1).Obter
um teste de significância para a hipótese Fl: CÍ3 =1' utilizan
do o NtLT'i(Y,XB,Z) é equivalem-Lte a obter um teste para a hipó
tese H: 6C*:F*utilizando o MLM'(U,0Z,E) onde C*=C' el'*=1'

Primeiramente vamos reduzir o MLM'(U,0Z,E) a sua
forma canónica, segundo st.igestão de Roy,J. (1966)

PF.E:!111Ç4Q...!3 2.]. - Urna ]natriz G (gxh) é dita selni -ortogonal
se g > h e G'G = l

Como p(Z) :r, podemos obter uma matriz T. (nxn -r)
semi-ortogonal, tal que ZTI =0. Além disso, podemos escre-
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ver cada coluna da matriz C* eni função de dois componentes
uln pertencendo ã variedade linear gerada pelas colunas de
ZZ' e outra pertencendo a uma variedade linear ortogonal a
esta. Então podemos escrever

ZZ'D + R, onde RD'ZZ' = 0 (B . 2 . 1 )

Como RD'ZZ' =0 -:+ RD'Z=0, a matriz D(rxc), deve ser tal
que:

(C*-ZZ'D)D'Z O :-+ C'''D ' Z ZZ'DD'Z -o (ZZ')'lCtD'Z=DD'Z CB.2.2)

Como p(Z'DD'Z) ;c, podemos obter uma matei.z E (nxc) tal que
T2 ;Z'DD'ZE seja gemi-ortogonal e TàTI =0. Finalmente pode-
mos construir T3 (n*r-c) ta] que T =ITIT2T3] (nxn) seja uma
matriz ortogonal

Consideremos a segui.nte transformação ortogonal

UT <::-+' [VIV2V3 U[TIT2T3] (B . 2 . 3)

Então temos

E(Vi) : ECU)TI :: o ZTi

E(V2) ; E(U)T2 ; 6ZZ'DD'ZE : 0C*D'ZE: M;

E(V3) : E(U)T3 ; 0 ZT3 ; M3

0

Fazendo c"*;c':ETI T.p TK], o modelo transforlilado pode ser es-
crito na fortlla V=EVI V2 V3];[0 M2 M3]+ c:** ou V =M" +c:** onde
M*=r0 M; MX]. Como os momentos de segui)da ordem são invarian
tes em relação a transformações ortogonais, o modelo descai
to acima corresponde ao MLI,I' (V,M*,E)

Se a hi.põtese H: 0C': =1'* for verdadeira, tereJnos

M; = 0C*O'ZE : M;0

Tomando então:
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[WI W2 b/3] [VI V2 V3] -rO M;0 O] [0 M} -Mâo M3] + E:** '-9'

+ w [lll W2 W3] :[0 M2 M3] + c:**
o problema da obtenção de um teste de significância para a
hipótese 11: 0C" =1''': utilizando o bILha' (U,0Z,E) é equivalente
ao problema de obtenção de uln teste para a hi.põtese [l' :M2:0
utilizando o MLI'l' (W,M,E)

Fazendo E'l ;laJ-j} a função de verossimi.Ihança po-
de ser escrita colho:

:-i I'p.,.]'f{ «!: '* U.y x'i («.-M.)
1,: (2.«)

l

(2w) '?plx-l .!: 1:!: ,!,." '":~",.' '".~-«',~,1 }
:ú#' l:-: l#'*;

n-T n-r+c

1.>1,"i.:"j~'''.:.?,...f'i.-Mi.P (wj.'Mj.) ''-

n i\

'-;n-?--e..l(wi.-Mi.) (wj«-Mj«) ,l
(B . 2 .4 )

A estatística de teste segundo o princípio da
zão de verossilnilhança generalizada é defi.lida como:

suP L (M,E)
(M2;O ,E)

suP L(M,E)
(M ,E)

A* (B . 2 . 5)

Uti.lizando os resultados obtidos na seção A.2, po-
demos determinar os está.madores de niãxima verossimilhançade
M e E nos segui.ntes casos

i) Sem restrição



[o w. w.]

l restrição M?

MH : [0 0 W3]

]
Então:

l

(M,E)L(M ,E) : (2x)'2npl Ê-1 l2nexpÍ-.2 êll(wa'Mar Ê'l(wcl-Mcl)}

(2Tr) 2nplf-l l2nexpf-7 n. tr[ (wa-May!'1(w..-Mr.) ])/

l
''ylp

Cz'«) '

l
'2np

(2lr) '

(2lr) 2 PIÍ-lll e- 2n (B.2.8)

aneira análoga, podemos mostrar q
l l l

suP LCM,X) : (2lí)2np }HI 2n e'?n (B.2.9)
(M 2 0 :0 ,E) ''

izando os resultados (B.2.5), CB.2.8) e (B.2.9) concluí
mos que

l :!: .!: =;,":~",. i

[ É- rwlwi'-wzwit (n.z.7)
;« : ! :{. ,:,

- D--r+r'n=r '' t '
~>lt"i.*"ja "a:n-r-'-l i" ja

Sob êi i)

(1

De m

Util

( 1{ . 2 . 6)

il'y
= exp

1)l l
g

trE7

l
.]

[
n tr E E"P{'}
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CB . 2 . 1 0)

NÓs rejeitaremos a hipótese H:0C* =1'* (cona nívelde
signo.ficãncia cl) se o valor observado (À*) da estat''xsticaA*
que À''' <X*(cl) onde X*(cl) é obtido a partir de

P[A';<À* (cl) lii õ v erd ad eira]

Podemos ainda considerar a transformação
2

A+n
E l

(B . 2 .1 1)

Nesse caso rejei.taremos a hi.pótese H: 0C" :r* (com nível de
signo.ficância ct) se o valor observado (À) da estatística A
for tal que À <X(a) onde X(a) é obtido a parti.r de

P[A<À(ci) IH Õ verdac]cira] : cx

Vamos agora obter a expressão de A eill função dos g
lementos do bILM (Y , XÉI , }l)

Como ZTI : 0 , temos

ZT.T.lz =0 = ZZ'-zZ' (ZZ')'"ZZ' : zE]-z'(ZZ')'"Z]Z' l-z'(zz')'lZ

Então

UTiTJU' UE[-Z' (ZZ') ''tZ]U' v'r]-x(x'x)'"x' ]Y cn.z.iz)

De (B.2.6) e.a(B.2.12) concluímos que

l Y 'r]-X(X-X)'lX ]Y : L Sn ~ ' n ( B . 2 . 1 3)

Por outro lado
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W2W' : [V2-]'*]yZE]EV2-]'*D'ZE]' : FUT2-]'*D'ZE]FUT2-]'"D'ZE

UT2T;U ' -UT2E ' Z ' DI'* ' -l'"D' ZET 'U' +l'*D' ZEE ' Z' DI' '':

UZ'DD'ZEE'Z'DD'ZU' -UZ'DD'ZEE'Z'DI'*' --l'*'D'ZEE'Z'DD'ZU' +

+ I'+D'ZEE 'Z'DI'*'

Utilizando o resultado (B.2.2) , obtemos:

W2W; : UZ'(ZZ')'lC*D'ZEE'Z'DC*' (ZZ')'lZU'-UZ'(ZZ')'lC*D'ZEE'Z'DF*'

I'*D'ZEE' ZDC* '(ZZ')'iZU ' + I'+D' ZEE'Z'DF*

[UZ '(ZZ') 'lCt.]'+]ED' ZEE'Z' D]EC* '(ZZ')'lZU'-r+ ' ]

Como T2 é semi-ortogonal, temos

T J}T? = 1 :-4 E ' Z' DD' ZZ 'DD' ZE

e utilizando o resultado(1{.2.2) vem

E'Z'DC*'(ZZ')'lZZ (ZZ')'lC*D ZE = 1 -:> E'Z'DC*'(ZZ')'lC*D'ZE = 1 :->

-+ D'ZEE'Z'DC*' (ZZ')'lC*D'ZE(D'ZE)'l :] -:a D'ZEE'Z'DÍ]C*'(ZZ')'lC*]

-:a D'ZEE'Z'D : [C*'(ZZ')'lC*]'l (B.2.15)

De(1{.2.14) e(B.2.15) concluímos que

H2W2 :lUZ' (ZZ')'lC'--l'tlEC*'(ZZ')'lC*J'lrUZ'(ZZ')'lC*-l'*l' -:> W2W2

[C(X'X)'IX-Y-F] 'EC(X'X)'IC-]'I[C(X.X)'IX-Y-F] CB.2.16)

(B.2.7),(B.2.12) e(B.2.16) concluímos que

Y 'ti-xcx-x) 'lX'IY+lC(x' x) 'lx'Y-rl' rc(x'x)'ic.t'irc(x'x)'lx'Y-rtl=

]

De

(B.2.14)
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Logo, uti.lizando os resultados (B.2.11)
temos

(B. 2 . 13) e (B .2.17)

l s

S+H l
(B . 2 . 1 8)

Pelo Teorema B.l.l existe uma ]natriz R não singu-
lar tal que R'HR=A e R'SR=1 onde A ã unia matriz diagonal
formada pelas raízes da equação IH-XS =0. Então

IS l IR'ljS l IRI IK'SR l li : r ] )lal IK llollKI IK JKI lil b Í l )

":'B'T: l«-lls'-"fl l i«';"".««i :'õi'í:,!,il'ài w':'"n
Pelo Teorema B.1.5, as raízes características post

uvas de H(S+H)'" são dadas por 0i ;lÍiÍ-- onde Ài (i:1,2,...,s)
são as raízes da equação IH-XS =0. Então de (B.2.19) segue
que

S
n (i-o .)

i =1 ' ]-'
( B . 2 . 2 0 )

IVilks (1932) obteve os momentos da distribuição dc
A sob a hipótese nula, além de expressões da distri.buição
de A para alguns valores dos parâmetros p e c. Esses rest.tl-
tados, corri algumas correçoes sao apresentados por Andersen
(1958). A estatística -En-r -?(p-c+])]log A tem distribui-
ção assintõtica de Xz com cp graus de liberdade. Outras ap:r.q

ximações e transformações da distribuição de A são discuti-
das ent Andei'son (1958) , que cita as principais contribuições
ao estudo dessa distribuição

Para alguns valores de p e c é possível transfor-
mar a estatística A numa outra estatística cotim distribuição
F. Por exemplo, para s ;min(c,p) =1, a estatística

;!.i4.- -.1l;i!?-- onde m : --1 2 ' n*
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tem distribuição F cona (2m+2), (2n*+2) graus
sob a hipótese nula

de liberdade

3. 3 OUTROS CR l TÉR l OS DE TESTE : BONS l DERAÇOES GERA l S

Nas seçÕes B

tes de significância
devamos o MLb{ (Y , XÍ3 , >1 )

raízes da equação IH-
colnum aos dois testes
tes resultados

i) As raizes da e
tos invariante
que aplicadas
planejamento,

ii) A distribuição
tese nula é ve
nhecidos (grau

Com base nes
ti.r que outras possív
des sas raÍ zes. Pillai
cas de teste apresent
exemplos , cita : 0. : m

.l e B.2 discutimos dois tipos de tes-
para a hipótese H: CB =1' quando consi-

Colno vimos, esses testes dependemdas
ÀS =0. Explorando essa característica
, Roy (1953, 1957) demonstrou os seguin

quação IH-XS =0 são os únicos elegi!en-
s sob certas transformações lineares
ã matriz de observações ou ã !matriz de
mantêm invariante a hipótese original
conjunta dessas raízes, quando a hipõ

rdadeira, envolve somente parâmetros co
s de l iberdade)

ses resultados, parece razoável adini-
eis estatísticas de teste sejam funções

(19S5) afirma que todas as estatÍsti-
adas possuem essa característica; como

ax (0j) , devida a Roy,
S
n

i;l
(1-0.) , devida
' I' '

IVilks e

0 .l
1-0.l

: tr([lS'') devida a Latvley e llotelling

Além di.sso, Pillai apresenta mais três sugestões

H

A encolha de uma deterítlinada função colho estatÍsti



10 7

ca de teste foi sempre baseada em considerações heurÍsticas
cujas principais justifi.cativas são fundamentadas nas seguia
tes propriedades

1 )

l l )

Possibil i.dade de obtenção de urna forma explícita e
tal)ulável para a distribuição (excita ou assintótica)
da eétatÍsti.ca de teste so]) a hipótese nula
O teste deve apresentar l)oas características opera
cionais, co'mo

l IA) ser não viciado ;
lIB) ser tal que o poder seja uma função não-decres

cente de cada uln dos parâmetros indicadores de
desvio em relação a hipótese nula;

llC) existência de algum limite inferior razoãvelpa
ra o poder do teste;

lID) possa-bilidade da obtenção de intervalos de con
fi.ança;

lIE) admissibilidade

Embora muitos pesquisadores tenham tl'abalhado noes
tudo das distribuições das estatísticas de teste propostas
foram obtidos poucos resultados que favorecem o calculo das
probabi.lidades exatas, mesmo quando a hipótese nula é venda
deita. Uma exceção é o critério proposto por IVilks, para o
qua[ existem a]guns resu].tados Úteis, que são discutidos enl

Anderson (1958) , por exemplo. Também não }lá resultados abran
gentes no estudo das propriedades dos testes apresentados
Anderson (1958) , resumiu claríimente o problema

''... Unfortunalely, there is no theory to tell us
what is a good class of tests (a complete class),nor how to
choose among fhe proposed tests, when we want poder against
certain kinds of alternatives.''

Pillai (1955) cita vários autores cujos trabalhos
envolvem alguns resultados específicos. Por exeltlplo: a es-
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tatística V de Lal~'ley flotelling obedece satjsriltorianiente ãs
propriedades ii) e T); a estatística A de Wilks, ãs proprie
dades ii), l), lIA) e lIB); a estatística 0. de Roy,'m prg
priedades ii), l), lIA) e lID). No entanto, parece que o tra
balho que apresenta resultados práticos mais Úteis é o de
Scllatzoff (1966) , em que são feitas comparações entre deve.!
sas estatísticas de testes através da introdução do concei-
to de ''nível de significância esperado''. As comparações fo-
ram obtidas através de simulação, e a principal conclusão é
que não hã uill dotníni.o de uma estatística sobre as outras, o
que não soluciona o probleilla de seleção de um ''melhor'' tes-
te. Porélll são apresentadas condições estruturais das populg:
ções envolvidas, que favorecem uin ou outro critério.

Segundo Schatzoff, para grandes amostras, a utili-
zação das estatísticas de IVilks ou Lawley-Flotelling é inda.-
ferente em virtude de sua equivalência assintÓtica. No caso
de pequenas amostras o critério de IVilks parece aconselhá-
vel em função da existência de aproxitnaçÕes para o poder r!
latino a algumas alternativas

Finalizando este apêndice, apresentamos alguns co-
mentários sobre testes envolvendo hipóteses da forma

H: CÍ3U = 1'

Utilizando a sugestão apresentada na introdução do apêndice,
podemos obter um teste para uma hipótese dessa forma, consi
derando a transformação Y'': =YU. Nesse caso as iilatr:izes S eH
podem ser escritas como

S = Y'':'El-X(X'X)'"X'JY* = U'Y'rl-X(X'X)''X'IYU(B.3.1)

tC(x' x)'lx'Yu-rj' rc(x' x)'lc,]-lrc(x'x)'lx-Yu-r]

[cBu-r] ' [c(x - x) ''c 'J'"[ CBu-rt (]3 .3 . 2)

Aléns disso, conforme os resultados obtidos na seç:ío B.l PO
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alentos concluir que se a h:ipótese nula é verdadeira, S e H
são independentes e têm distribuição

S W.. [n-r , U ' EU , . ] centra]

H [V..[c , U ' E U ,. ] c entra]

Se a hipótese nula não for verdadeira, S e H sãoin
dependentes e têm distribuição

S n-r,U'EU,.] central

H -WuÍc,U'EU,[CBU-]']']C(X'X)'lC' t'itcíiu-rtl não centra]-

n
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