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PREFACIO

n

A Analise Discriminante é um conjunto de técnicas
estatisticas-cuja finalidade € a locacdo de um slementoc em
uma de k populagces previamente conhecidas, suposto que es-

se elemento pertence realmente a uma delas.

No presente trabalho produramos ekporcm maneira di
dética os principais aspectos da Andlise Discriminante. 0
primeiroc Capitulo se destina & apresentacgado da Andlise Dis-
criminante, das principais dificuldades que ocorrem nas a-
plicagOes praticas e de um resumo histdérico do desenvolvi-
mento desse assunto. Mo Capitulo 2 abordamos a fungao dis-
criminante linear proposta por Fisher paré a discriminacgao
entre duas populagoes. No Capftulec 3 é feito um estudo ge-

-~

ral da discriminagao entre duas populagces considerando-se

as probabilidades de erro de classificacdo. 0 Capftulo 4
trata da discriminagao entre k populacgdes (k=2 2). Final-
mente, o Capitulo 5 € um exemplo de aplicagao de técnicas

desenvolvidas nos Capitulos anteriores.

Gostarfiamos de externar os nossos agradecimentos
aos professores Dr. Clovis de Araujo Peres (eorientador),Dr.
Boris Schneiderman, Melvin Cymbalista e Paulo Brito Leme PE
las valiosas colaboragoes e ao sr. Joado Baptista Esteves de
Oliveira, que pacientemente datilografaou os originais deste
trabalho.
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CAPITULO 1

INTRODUCAD

.1 - 0 QUE E ANALISE DISCRIMINANTE

Entendemos a Analise Discriminante como um conjun-
to de processos estatisticos com a finalidade de locar  um
\individuo E em uma de k populagoes distintas,previamente co
nhecidas, admitindo-se que E realmente pertenga a uma des-
sas k populagoes. O tratamento estatistico dado a esse pro-
bléma de locagao reside no fato de que os dados utilizados
sao os valores de um conjunto de p variaveis aleatSrias(Xl,
...,XD).

= .

Por exemplo, um cranio é descoberto em escavagoes
arqueologicas e deseja-se saber se pertenceu a um ser do se
%0 masculino ou feminino. Comparando p medidas do cranio en
contrado com as respectivas medidas dos cranios de elemen-
tos do sexo masculino e do sexo feminino tentaremos discri-
minar o sexo do cranio. 0 objetivo na Anilise Discriminante
€ tentar estabelecer a melhor regra de comparacgio possivel,

sto e, aquela que minimize o erro de discriminacdo.

o

Alguns autores consideram a Analise Discriminante



com objetivos‘mais amplos .Para eles a Analise Discriminante
nao engloba apenas um conjunto de técnicas com objetivos de
decisao — a locagao do elemento E — mas também consiste no
estudo descritivo das k populagoes consideradas, ou seja es
tuda-se a "configuracao" do conjunto dés k populagoes.No en
tanto, no presente trabalho trataremos apenas da Andlise

Discriminante sob o ponto de vista de decisio.

As expressoes "discriminar" e "classificar" tem,pa
ra muitos autores sentidos diferentes mas nos as confundire
mos principalmente movidos pela sua- identidade no linguajar
do dia a dia. Rao (referencia 10) sugere ainda o termo "iden
tificar" como o mais apropriado.

Segundo Kendall kreferéncia 7) as dificuldades que
surgem @o clasgsificar um individuo, dificuldades estas que
geram a propria existéncia da Andlise Discrimihapte, poden
ser resumidas em:

- Anformagdao perdida: é o caso do cranio,descrito anterior-
mente,que deve ser classificado como masculino ou femini-
no. A informagao principal esta perdida e devemos recor-
rer a outros afributos que permitam a classificacao.

- Anformagao Anacessivel: se a necessidade de um determina-
do tipo de cirurgia nao puder ser diagnosticada com certe
za pela andlise clinica do paciente, temos caracterizado
um caso de informagao inacessivel: a informacgdo existe

mas nao € acessivel no sentido de que se possa diagnosti-



car a necessidade de cirurgia sem ter que recorrer a mesma.
0 que pode ser feito €& escolher o melhor conjunto de andli-
ses clinicas disponiveis de forma a minimizar a probabilida
de de errar o diagnostico.

- Anformagao inexdistente: ocorre nos casos de predigdao. Unm
novo sistema de transportes vai ser implantado e deseja-se
classificar um individuo como futuro usudrio ou nao. Basea-
dos em experiéncias anteriores com sistemas de transportes
equivalentes tentaremos fazer tal classificagao, mas a cer-
teza s6 vira apos a entrada em funcionamento do novo siste-

ma .

1.2 ~ ALGUMAS DIFICULDADES NAS APLICACOES PRATICAS DA ANA-

LISE DISCRIMINANTE

r

Para bem entender quais as dificuldades praticas
na aplicagao das técnicas de classificacio é importante con
siderar o seguinte: -

— A cada elemento das k populagdes consideradas associare-
mos um vetor (xl,}..,xp) cujos.componentes representam  0s
valores de p variaveis aleatorias Xl""’xp para esse ele-
mento. Estas varidveis sdo as medidas em que irda basear-se
o processo discriminatério. Para o estabelecimento deste al
timo devemos conhecer a distribuigdo conjunta das variaveis
Xl""’xp em cada uma das k populacoes, como veremos mais

adiante,



— 0 primeiro problema surge do desconhecimento, em muitos
casos de aplicagao, da funcao densidade das variaveis consi
deradas. .As vezes, conhecemos o tipo de distribuigao mas ig
noramos o valor dos parametros que a caracterizam.Nestes ca
sos, a saida & a utilizacgdo das estimativas desses parame-
tros. Isto em geral aumenta o erro de classificacao espe-
cialmente nos casos em que as amostras nao sio suficiente-
mente representativas.

— As amostras, de cada uma das k populagdes, a partir das
quais se estimarao os parametros populacionais podgm apre-
sentar-se de duas formas distintas: - dispoe-se de k amos~
tras\bem definidas das quais se conhece a populacao de ori-
gem ou os elementos amostrais das k populégaeg encontram-se
misturados. No primeiro caso nao surgem dificuldades mas no
segundo o problema se complica e muito. Rao (referéncia 9)
descreve um método para a separacioc de duas populacgoes
normais unidimensionais. Felizmente, quase sempre & possi-
vel contar com amostras ja separadas.

— Ao classificar o elemento I & importante considerar as pro
babilidades a priori P isto é,a probabilidade que um ele
mento escolhido ao acaso,dentre todos os elementos das k po
pulagoes,pertenga a populagdo i. lo entanto tais probabili-
dades a priori nem sempre sao conhecidas e as vezes nem mes
mo estimaveis a partir dos dadocs com que contamos.

Segundo recente artigo escrito por C.R. Rao (refe



rencia 11) as aplicagbes da andlise discriminante tem sido
poucas devido especialmente a falta de informacdo sobre a
distribuigao das p variaveis consideradas e sobre as proba-
bilidades a pfiori das k distribuigoes. E a dificuldade tem
sido maior no caso de algumas variaveis terem distribuicao
discreta. |

—~ Outro elemento que também deve éer considerado € o custo
decorrente de uma classificagao errada ou seja quando um e-
lemento da populagdo i & classificado como sendo da popula-
gao j (i#j). Em nuitas aplicagbes a avaliacio de tais cus-
tos € bastante dificil. O conhecimento das relagoes  entre
tais custos resolve emn parte o problema. No entanto, quando
nada se sabe a respeito dos custos é comum considera-los i-
guais.

— Nos processos discriminatorios que apresertarembs, em mui
tas ocasioces (especificamente no caso de popﬁlagées normais)
consideraremos qué as diferentes populagGes apresentadas tem
mesma dispersdo. Existem testes para verificar a homogenei-
dade das populagoes (Wilks, Roy). Mas como estes testes sao
de aplicagao bastante dificil € usual assumir a igualdade
das dispersoes, visto que pequenos desvios pouco afetario o
efeito discriminante dos processos em questdo.

— Analisaremos agora uma dificuldade pratica diferente das
acima descritas: o elemento a ser classificado & por exem-

plo um ser do qual apenas temos o cranio encontrado em esca



vagoes arque§l6gicas. Se o cranio deve ser classificado co-
mo de um ser masculino ou feminino ndo ha divida que a uUni-
ca coisa a fazer é comparar as medidas do cranio com as dos
dois sexos de modo a identificé-—lot Com certeza se nao for
masculino sera feminino ou vice-versa, isto &, a existéncia
de apenas dois grupos €& certa e pode ser considerada um da-
do do problema. No entanto se o Ser a que pertenceu o cra-
nio deve ser classificado como proveniente de um povo A ou
de um povo B, ndo e correto aceitar que a pertinencia a um
destes grupos seja um dado do problema. Devemos admitir a
possibilidade que o ser possa ter pertencido a um terceiro
povo C. Assim um primeiroc passo, que deve preceder a discri
minagac, & verificar a pertinéncia do elémenﬁo a ser classi
ficado aos grupos A e B. Rao (referéncia 10) descreve o pro
cedimento a seguir para tal verificacdc no -caso de suas po-
pulagdes e indica a extensio do wesmo para mais de 7 popula
coes.

— As dificuldades apresentadas ate aqui sio as que nos pare
cem as mais comuns. Evidentemente outras dificuldades exis-

tem nos diferentes casos de aplicagao e inerentes aos mes-

mos. Nao caberia portanto cita-las aqui.

1.3 -~ A ESCOLHA CONVENIENTE DE VARIAVEIS

Um dos problemas da Andlise Discriminante residema

escolha conveniente das variaveis X. sobre as quais se ba-



seara o processo discriminatdrio. Importante, especialmente
do»ponto de vista de custo operacional, & selecionar dentre
as p variaveis medidas o menor conjunto de q variaveis, tal
que a discriminagao baseada nessas q variaveis ndo s6 seja
significativa,como também n3o possa ser "melhorada" signifi-
cativamente com a inclusdao das p-q varidveis restantes.

Poderiamos, a primeira vista, considerar todos os
subconjuntos possiveis dessas p variaveis (2P-1 subconjun-
tos) e compara-los quanto a discriminagdo. Mas isto seria
um trabalho absurdo especialmentg se p nao for pequeno (pa-
ra p =10 teremos 1.023 subconjuntos!).

Normalmente adota-se um processo stepwise (passo a
passo) que basicamente consiste do seguinte: dentre as p va
riaveis iremos selecionando sucessivamente (passo a passo)
a melhor variavel discriminadora, as duas melhores varia-
veis discriminadoras,..., até que nenhuma das novas varia-
veis a serem selecionadas introduza uma melhoria significa-
tiva na discriminagdo. Um processo stepwise muito utilizado

€ o BMDO7M (do Biomedical Computer Programs), que sera abor

dado mais adiante.

1.4 - RESUMO HISTORICO

-+ J Y
Apresentaremos neste item um resumo historico do de
senvolvimento da Analise Disecriminante do ponto de vista

classificatorio, mostrando algumas das principais linhas na



procura das solugdes.

— A primeira solugdo para o problema de discriminacao entre
(duas) populagoes pode ser considerada a fungao discriminan
te proposta por Fisher em 1935. Seu primeiro artigo sobre o
assunto, "The use of multiple measurments in taxonomic pro-
blems" foi publicado em 1936 e se dedicava a discriminagao
‘entre dois tipos de plantas.

Sem justificagdo tedrica, Fisher sugeriu o uso de
uma fungio linear das variaveis Xl,...,pr que caracterizam
os elementos das duas populagdes, cujos coeficientes deviam
ser calculados de forma que a fﬁngao maximizasse a "distan-
cia entre populagsoes'" definida pelo quociente entre a dife-
renca das médias amostrais da fungéo linéar e o desvio pa-
drdo da mesma dentro (within) das amostras.

A obtencao exata dos coeficientes-bi era bastante
laboriosa, pois exige a inversao de uma matriz de ordem p,0
que gerou uma série de trabalhos sugerindo aproximagoes no
cdlculo da fungio discriminante. Os trabalhos de Beall e
Jackson sdo os mais representativos nessa area.

Apesar de que a fungdo discriminante foi sugerida
para o problema especifico de discriminagao entre duas popu
lacdes seu uso foi estendido desde o inicio (Barnard, 1935)
para a discriminagdo entre mais de duas populagbes. No en-
tanto sendo um escalar, a funcdo discriminante nao esgota a

informacdo a respeito da configuragdo (disposigdo geométri-



ca) de mais de duas populacgoes a menos‘qu estas sejam coli
neares (os centros das populagoes estao sobre uma reta). [
claro que o conhecimento da configuragao das populacgoes é
importante no problema de discriminagéo. Ciente disto, Fi-
sher sugeriu em 1938 um teste para verificar a colinearida-
de de k populagces. Um estudo sobre a extensdo da fungao
discriminante para k populagdes foi apresentado por Bryan
(1851) com a introdugdo das "fung¢des discriminantes  mQlti-
plas". Estas diferentes funcoes discrimindntes que\original
mente foram construidas para classificar um elemento em uma
das k populagoes, tem vital importancia no estudo das dire-
goes em que variam as populagoes (configuragio das popula-
goes).

Durante muito témpo a Analise Discriminante se re-
sumiu a aplicagdo da funcdo discriminante quer na forma ori
ginal apresentada por Fisher, quer com aprokimagaes ou ex-
tensoes.

Mas tarde, ficou provado que sob o ponto de vista
de minimizar as probabilidades de erro de classificacdo, a
fungao discriminante proposta por Fisher & a solugdo indica
da para o caso de duas populag¢oes normais com mesma matriz
de ¢ovaridncia. '

— 0 enfoque dado a discriminacgdo sob o ponto de vista da fun
¢ao discriminante de Fisher é naturalmente baseado em ra-

zoes intuitivas (maximizar a distancia entre populacdes) nwo



levando em cénsideragao o problema de minimizagao das proba
bilidades de erro no processo discriminatorio.

As nogoes de erro na aplicagao de técnicas estatis
ticas foram introduzidas por Neyman e Pearson. Welch (1939)
em um artigo "Note on Discriminant Function§'abordou O pro-
cesso de discriminagao entre duas populagdes adotando as i-
deias de Neyman e Pearson, isto &, considerando as probabi-
lidades de erro de classificagio.

Basicamente a solucao proposta por Welch consiste

em particionar o espago amostral em duas regices R, e R, de

_ 1
forma tal que se um elemento pertencer a Rl sera classifica

p)

“do na populagao 1 e caso contrario na populacdo 2. A esco-
lha da partigao deve ser feita de modo é minimizar a proba
bilidade de erro de qlassificagéo. Dois casos distintos fo-
ram considerados: as probabilidades a priori conhecidas e as

probabilidades a priori desconhecidas. Em ambos os casos fi

cow demonstrado que as particoes sao definidas com auxilio

1‘da,rggég_ﬁgﬁyerossigilh@nga.

— Uma das desvantagens do trabalho de Welch era a restricao
ao caso de duas populacoes. Em 1945 Von Mises apresentou um
trabalho em que estudava a discriminag¢ao entre k (k2 2) po-
pulagoes. Von Mises abordou o problema de uma forma um pou-
co distinta de Welch, trabalhaﬁdo com as probabilidades de

classificagao correta associadas a cada populacaoc.

— Mais trade, Rao indtroduz um novo conceito nos problemas



de discriminagao. Até entdo o espago amostral na discrimina
¢cao entre k populagdes era particionado em k regioes R,,...
ceoRp . A modificagao sugerida por Rao foi a partigdo em k+1

regioces Rgs> Rys vy R} em que RO foi denominada regido de

K
divida e utilizada da seguinte forma: se o elemento a clas-
sificar pertencer a Ry nenhuma decisdo sera tomada quanto a
sua classifiCagéo. 0 aparecimento de RO é motivado pela cons
trucao de Rl""’Rk sob limites pré-estabelecidos das proba
bilidades de classificacdo errada. Rao estendeu para k popu
lagoes a solugdo proposta por Welch quando as probabilida-
des a priori sao conhecidas. No caso destas ultimas ndo se-
rem conhecidas sugere que sejam consideradas iguais.

— 0 inconveniente destes pfocessos diécriﬁinatérios constru
idos sob a consideracio das probabilidades de erro & que as
sumem como conhecidas as distribuigces conjuntas das p va-
riaveis Xl,...,Xp que caracterizam os elemeﬁtos_das popula-
goes. Como ja dissemos anteriormente estas distribuicoes nen
sempre sao conhecidas e a saida obvia & a substituicdo nas
regraé discriminantes dos parametros populacionais por suas
estimativas. Alguns estatisticos ocuparam-se do estudo das
distribuigoes amostrais das estatisticas utilizadas nas re-
gras -discriminatoérias com a finalidade de estudar as proba-
bilidades de erro, e nem semprebtais distribuicoes sao de

facil utilizag@o. Wald estudou a distribuicio amostral da

fungao discriminante proposta por Fisher chegando a resulta



-dos bastante complicados.

— Em 1949 um artigo publicado por Hoel e Peterson abre uma
nova linha de estudos na Analise Discriminahte. Neste traba
lho a estimagdao dos parametros populacionais, das probabili
dades a priori e a discriminagao sdo estudados simultanea-
mente. A ideia bdsica € a obtengao de um conjunto de estima
dores que maximize a probabilidade de classificacdo correta.
— Uma nova linha de pesquisas foi iniciada na Andlise Dis-
criminante devido a um problema proposto por Burnaby em 1966.
Os problemas que vinham sendo tratados até ent3o resumiam-
se as classificacgoes de elementos em uma de k pépulagGes.
No caso do problema proposto por Burnaby trata-se de classi
ficar um elemento em um deldois conjuﬂtos; cada um dos quais
constituido por uma mescla de diferentes'populaQSes em pro-
porgoes desconhecidas. Rao abordou o assunto propondo ainda
em 1966 uma solucao para o mesmo. |

— Muitos assuntos continuam merecendo um maior estudo - den-
tro da Analise Discriminante, por exemplo: métodos para es-
colha das variaveis, discriminagdo entre populacdes com mes
mas medias porém diferentes dispersces. E se o aperfeigoa-
mento depende da necessidade, ndao cremos que pare o aprimo-
ramento na Analise Discriminante.
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CAPITULO 2

DISCRIMINAGAO ENTRE DUAS POPULACOES

A FUNGAO DISCRIMINANTE DE FISHER

2.1 - INTRODUCAO

Embora a fungéo'diécriminahte de Fisher ndo seja
sempre a regra mais apropriada para resolver o problema de
discriﬁinagéo entre duas populagoes, as pazSes-abaixo expos
tas nos levaram a dedicar um capitulo a essa fungao:

I - o valor histérico da fungdo discriminanté como primeira
solucdo especifica para o problema da discriminagdo,

II- a Anélise Discriminante durante muito tempo se resumiu
ao uco dessa funcgao,

‘III-no céso muito comum de discriminacdo entre 2-popu1a95es
norme is de mesma matriz dé covaridncia,a fungao discrimi

nante apresenta algumas propriedades Stimas.”

-

2= ﬂ_fUNQKO DISCRIMINANTE

Como sabemos, o problema é o estabelecimento de u-

ma regra que permita da melhor maneira possivel classificar



um elemento E em uma de duas populagoes m, e 7,, admitindo-

1 2°
se que E pertenga a uma delas. Tal processo basea-se no con
junto de valores do vetor aleatorio (Xl,..},Xp) associado
a cada elemento de e m,. Admitiremos conhecer uma amos-

tra de wl com nl elementos e outra de T. com n., elementos.

2 2
O que Fisher propos em seu artigo (ref.3) para so-

lugao do problema foi a obtenc3do de uma funcao linear Y

Y = b-lXl + b2X2 + ee. + bPXP

que maximize o quociente'entre a diferengé dos valores de Y
calculados para as médias amostrais e o déévio padrao de Y
estimado ”dentrd'das amostras.

Em outra palavras o problema se resume a o'timiza-
gao doé coeficigntes bl""’bp de forma que a funcao linear
de

Y assim obtida seja a melhor discriminante entre m, e T

1 2
todas as fungoes lineares Y, entendendo-se. por melhor dis-
criminacao a maximizagéo do quociente acima descrito.

E interessante observar que Fisher ndo justificou
o porque da escolha de uma fungao linear e nem o.porque do
quociente a 'ser maximizado. Cremos que as razdes intuitivas
que o levaram ao estabelecimento desse quociente podem ser
interpretadas como a obtencdo de uma funcao que maximize a
distincia entre as duas popﬁlagSes, distancia essa padroni-
zada em termos de desvio padrdao. Além disso deve-se obser-
var que estd implicito na definicdo do quociente que a dis~

persao das duas populagoes m,oe T, & considerada igual.
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2.3 - OBTENCAO DOS COEFICIENTES DA FUNCAO DISCRIMINANTE

Denotaremos por xjjk o valor da variavel Xj asso-
ciado ao k-ésimo elemento da amostra da populagao L Temos

portanto i=1,2; j=1,2,...,p; k=l,2,,..,ni. Denotaremos por

(xl,...,xp) os valores associados ao elemento E.
Sejam:
Yix = By Xyt eee * Bp X5y
L 1 B
it d [y onde [ = ]
L i k=1
1 1 - -
d. = =~} X,., = — P = X = X
] ny ; 13k 1y é 23k 13 27

Maximizaro quociente proposto por Fisher é equiva-
lente a maximizar o quociente

<5 ___ 2
iy 2 < 2 .
%Cylk yy) ot g(YZk Yq) S.

onde S & proporcional a variancia amostral "dentrd' de Y.

Como
d = JY17Yy = bl(xll—x21)+ +b_(x xzp) = jglbjdj
- 2 =
[y + %cyzy yp)© =
il ;
= b.b_(x. )(x )} = § b.b_S.
i21 k=14521 pz1 I M 1517 *im j=1 ms1 3 MM
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R |
Onde Sjm = Z Z (Xi-k—xij ) (Ximk_xim)

i=1 k=1

podemos reescrever (2.3.1) da seguinte forma

( E b.d.)® |
j=1 | - d2
S
E b.b_S.
j=1 m=1 3 ™I

onde observamos que o conjunto de coeficientes bl"'

maximiza o quociente ndo € uUnico, porem dois quaisquer dos

.,bpque

possiveis conjuntos de solugdes diferirdc entre si apenas
por um fator constante. Isto significa que entre todas as so
lugGes possiveis permanecem constantes (p-1) relagdes, a sa

ber Ay = (by/by)y Ay = (by/bydyeey Apyo= (b )

forma no processo de maximizagdao podemos ignorar constantes

/b_). Dest
p) esta

que multipliquem todos os coeficientes.

Maximizando o quociente, teremos para cada bj:

3 a2, _ d,,dd _d S, _
3.5 70 = 5% "5 35, =0
] j j ,
S = § } bib S:. = 85 = 2] b S,
J=1 m=1 J J J m=1 Jm
ad
a= T4 = 2.4
3b.-
j=1 SR

resultando
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Como (d/S) multiplica todos os coeficientes podemos ignora-
lo’ e portanto, um conjunto de coeficientes que maximiza o

quociente proposto por Fisher serd o conjunto de solugdes do

sistema
§ bmS.m = s
m=1 J J
ou
blsllk b2812+ . +bpSlp = dl
b.S + b,S + +b S = d
17"pl "27p2 P PP p

e a resolugao deste sistema vai se tornando cada vez mais
trabalhosa a medida que ﬁ cresceso qﬁe motivou uma série de
artigos propondo aproximagaeé do modelo de fisher com a fi~
nalidade de simplificar os calculos. A referéncia 6 da bi-
bliografia mostra algumas das proposicoes de simplificacgao.

Note-se que o valor midximo do quocieﬁte (2.3.1) e
‘numericamente igual a d, pois

S = E bybySip = jglbj #gibmsjm = _E bsd,

= ¥3-¥, = @
21 m=1 jz 33 T2

onde d € ndo negativo pois S € uma soma de quadrados.

2.4 - A DISCRIMINACAO DO ELEMENTO E

Indiquemos agora a utilizagao, proposta por Fishen,

da fungao discriminante para classificar o elemento E.



Podemos calcular o valor da fungao discriminante
para os vetores méedia (iil""’iip) de cada amostra obtendo
assim §l e §2. 0 valor da fungao discriminante para o ele-
mento E sera y=b.x.+...+b_x_.

171 PP 7

Se o valor de y for mais proximo de §1 do que de
§2 classificaremos o elemento E na populagao ™, caso con-
trario na populacio Toe Se por acaso o valor de y coincidir
com o valor médio deil e §2 c}assificaremos o) e}emento em
T, ou w, indiferentemente. . |

Vemos portantq que o ponto,médio‘ﬁntre §l e §2 fun
ciona como ponto de separagéé entre as duas populagoes. De-
VQemos esclarecer no entanto que a escolﬁa dessg ponto como
separagao nem sempre € a melhor no sentido de minimizar a
probabilidade de erro de classificacdo. No pféximo capitulo
veremos porque. |

Supondo, por exemplo, que W, € T sdo populacgoes

1 2
p-normais com mesma matriz de covaridncia (caso em que,vere
mos, a fungdo discriminante de Fisher € a regra discriminan

te adequada) teremos esquematicamente

]

¥
! f
i 1
¥ ¥
T ]
7 f
¥ ?
¥ 7
1 §
1 ]
¥ 1]
T ¥
f f
1 1
1 L
¥ v
y y

L =

classificamos em ﬂé classificamos em ﬂl



onde

a = probabilidade de classificar em m, um elemento que per-

1

tence a w2

probabilidade de classificar em 7

™
i

o um elemento que per-

tence a M, .
1

2.5 - VARIANCIA DA FUNQEO DISCRIMINANTE

Una estimativa,w(y),da variancia da fun¢ao discri-

minante Y pode ser obtida da seguinte forma :

n. :
D RCAEAL
¥ii. Ve
| 21 k=1 Lk 3 3
% w(y) = = /
nl+ ?2~p-1 . nl+n2ﬂpfl

0 numero de graus de liberdade

ny+n,~p-1l = n,+n,=-2-(p-1)
é assim explicado por Fisher: 2 graus de liberdade sao sub-
traidos justificados pelo uso das duas estimativas §l e §2.
0Os outros (p-1) graus de liberdade subtraidos se justificam

pela utilizacao dos coeficientes b ..,bp estimados a par-

317
tir das amostras e que estdo vinculados por (p-1l) relagoes
constantes, a saber, bl/bZ""’bp-l/bp’

De posse desta estimativa, conhecida a distribui-

gao, podemos estimar a probabilidade de erro de classifica-
gado ao usar como regra discriminatdria a fungdo discriminan

te.



Alguns autores consideram o nUmero de graus de 1li-

l+n2~2. Nao concordamos com

isto, pois ao adotar este numero de graus de liberdade esta

berdade simplesmente igual a n

mos implicitamente admitindo que os coeficientes bi gejam
constantes conhecidas, quando na verdade sao estimados a par

tir das amostras consideradas.

2.6 - TESTE DA SIGNIFICANCIA DA DISCRIMINACAO

Partindo da hipotese de que ambas as populagdes se
jam normais com mesma mafniz de dispersao podemos testar a“
significdncia da discriminagdo através de uma anilise de va
riancia, conforme sugestdo de Fisher. V

Estaremos testanto se a discriminacgdo é iluséria
no sentido de que as populagées originais coincidam (em ter
mos das varidveis Xl""’xp) —— alhipétese de boa dis-
criminagdao (nao coincidéncia).

A soma de quadrados entre, SQE, sera dada por:

2 - 8 n§+ny
SQE = § ni(yi-ﬁ)? onde y = —lﬁliﬁg—g
1] 1 72
a n, n n, n
- l 2,2 = \2 2 32 2 1 2
SQE = —=—=(y.-y,)* = A*d® onde A% =
nl+n2 1 -2 nl+n2

A soma dos quadrados\denfro, SQD, ja foi calculada

anteriormente e & dada por:
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n

i
e Bl 2 L
gj(yik ¥y1° = ¥17¥y = 4.

B2 N

SQD = S =
izl k

0 quadro de andlise resultante sera dado por:

FONTE G.L. 5.0. Q.M.
ENTRE AMOSTRAS D 22d? (A2d2)/p
| DENTRO DE AMOSTRAS n1+n2fp—1 ¢ rd/(n1+n2*p~1?
. {TOTAL nitn,-1 [d(1+12d) -

Mostremos agora que a estatistica apropriada para o teste €
& _ 3

uma F (de Snedecor) com p e nl+n2—p%l graus de liberdade. O

quociente entre quadrados médios sera:

SE i} n1+n2-p-1 s &4
SD P .
Mas
E S;sbs = d; = Db, = § stdd. onde (Si.)_"1 = (std)
5211373 521 3 13
portanto
e e . _l ij
4 = E b.d, = f E stJd.d. = (n,+n,-2) f wrdd,d.
S NEIE R 5 N A I A j=1 §=1  *J
onde (w )_1"(wij) sendo w = Si.
ij = i ny+ng,=2 °
Como
D T ' )
) _E w-ld.d. = D?, D?: distdncia generalizada de Mahala

,

nobis.



temos, conforme o Apéndice A-

Sp ) (n1+n2“p*l) .
S T (n.+n.=2) e
D 1707 4/P

«

F
p,nl+n2fp—l

E interessante observar que em termos de F podemos
pensar na fungdo discriminante como sendo aquela que maximi

za a F= SE[SD.

2.7 - UM EXEMPLO NUMERICO

Para ilustrar a teoria expOSta nos itens anterio-
res daremos agora‘um exemplo numérico. Este baséar-se—élnos
dados apresentados por Fisher'em seu artigo "The use of mul
tiple measurments in taxonomic problems" (referdncia 3).

Fisher apresentou a disqriminagéo entré'dois tipos
de Iris (planta), a saber Iris Versicolor e Iris Setésa, ba
seada em 4 medidas de cada Bléﬁta: comprimento do caule,lar
gura do caule, comprimento da pétala, largﬁra da pétala. Pa
ra tal, considerou uma amostra de cada tipo, ambés com 50 e
lementos. |

O exemplo de Fisher é um tanto infeliz no seguinte
sentido: para a Iris Versicolor o comprimento da pétala va-
ria‘de 3,0 a 5,1 (na amostra) enquanto esta mesma medida va
ria de 1,0 a 1,9 para a Iris Setosa,o que torna facil a dis
criminagdo baseada nessa Unica caracteristica sem ter que

recorrer a um processo estatistico de discriminagdo mais so
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fisticado. 0 mesmo acontece com as larguras das pétalas.
No entanto se s6 considerarmos o comprimento e a
largura dos caules estaremos diante de um problema que real

mente requer a aplicagao de um critério mais sotisficado pa

ra ‘4 discriminagao. Utilizaremos neste caso a fungdo diseri
minante.

Consideremos como populagao w, a correspondente a

1

Iris Versicolor ocomo T, a correspondente a Iris Setosa. A

variavel X4 correspondera ac comprimentc do caule e Xziilag

gura do caule. A partir dos dados da tabela anexa obteremos

L.VERSICOLOR TI.S5ETOSA DIFERENGAS

COMPRIMENTO DO CAULE £11= 5,936 .£21.=5;006 d; = 0,930

~ :‘ =1 b = 4 o e
LARGURA DO CAULE ) 2,770 %99 3,428 d2 0,658

19,1434 9,0356

":\'/ y (Sij )

9,0356 11,8658

A obtengao dos coeficientes da funcido discriminan-

te serda através do sistema

+ 9,0356b

19,143uby , = 0,930
9,0356by + 11,8658b, = -0,658
que .fornecera
by, =0,1167 e b, = ~0,1443
e assim teremos a fungao discriminante
y = 0,1167x, = 0,1443x,.

\



0 valor de yq média da fungdo discriminante na a-
mostra .de T, sera:

yq = blx114-b2x12 = 00,2930
e o de §2 sera:
Y, = byXy 4 b,X,, = 0,0895,

0 ponto médio entre §l e 92.6 0,1913. Assim, se u-
ma nova planta Iris tiver que ser classificada como Versico
lor ou Setosa (admitindo que se enquadre em um destes tipos)
calcularemos a funcao discriminante correspondente e a clas
sificaremos como Versicolor se esse valor for superior g

0,1913 ou como Setosa no caso contrario.

% & ' Y

A estimativa w(y) da varidncia da fungdo Y serd da

da por

5—’1‘5'2 0,2035
- - ) pon .
w(y) * Rl 57 -_o,aozl.

%

/ Admitindo a normalidade de Y podemos estimar as probabilida
v ) ¥
\ des o e B (sao iguais) de erro de classificagdo.

v
<




w O -

Y., ~ N(0,2930; 0,0021)

1
X N(0,0895; 0,0021)
v V. +y

- 1Y
o = P(Y2> 5

) = P(Y2 >0,1913) = 00,0132,

£ imediato que se tivéésemos usado o comprimento e
a largura da pétala em conjunto com estas medidas, teriamos
uma probabilidade de erro muito menor visto que as caracte-
risticas das pétalas por si sd ja fofnecem uma boa discrimi

nacéo.

3
%
b

Passemos agora ao quadro de Analise de  Varidncia
para testar a significancia da discriminacao.
FONTE G.L. 5.Qs Q.M. F
ENTRE AMOSTRAS 2 1,035 0,5175 :
246,43
DENTRO DE AMOSTRAS 97 0,2035 0,0021
TOTAL 89 1,2385 - s

0-valor de F, 4, (1%) e 4,90 o que mostra que 2
; _

discriminagdo & altamente significante.

2.8 = INTERPRETAQRO GEOMETRICA

Para melhor visualizar a interpretagdo geométrica
da fungao discriminante proposta por Fisher, consideremos o

caso em que o numero de caracteristicas associadas a cada
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>individud é p=2. Para um valor maior de p a nogdo geométri
ca que daremos pode ser facilmente extendida poréem dificil
de ser visualizada.

Em um referencial ortogonal (Xl,Xz) marquenos o8

pontos correspondentes aos n.,+n, elementos das duas amos-

172

tras, utilizando sinais distintos para cada uma das popula-

goes.

s

Consideremos a fungao linear
pe =-Xl cos @ + X2 sen @

que representa a projegégfdo ponto‘(xl,xz) sobre um eixo 0%
que forma um angulo 0 com o eixo OXl. Mostremos que a fun-
cao Z =Xy cos @ + X, sen 6° para a qual a superposigao  das
projegaes.dos pontos das duas populagdes & minima, nab é na

da mais do que a fungao discriminante de Fisher.:

¥

4.
Xy

OA =Xicos 6
3 (Xl’xz) AZ = Xzsen 6

07 =chos Q +

+ Xzsen 0

1
0

Seja 6 a distancia entre as projecdes das médias de Ty e Ty
seja 0 o desvio padrac da distribuicao projetada. Se admi-
tirmos m, e w,

ra normal. Podemos entdo esquematizar as distribuicdes das

normais & evidente que Z = Xjcos @+X,sen 0 se



projegoes da seguinte forma:

{
i
!
{
| ‘
l .
‘%ﬂ’\
|
/

-8/2 0

W o e ot o o 5

O
N

Devido a simetria teremos P(Zl< 0)= P(22} 0), portanto a su

perposigao pode ser entendida como 2P(Zl< 0)

1.<O)Amfnima == (g) maximo .

Superposigdo Minima <=== P(Z
Ora (§/0) midximo ndc € nada mais do que o critério de _me-
lhor discriminagao proposto por Fisher para obtencio da fun

¢do discriminante. Se a fungdo linear Z = X.cos 6'+X28en 6'e

1
aquela para aqual corresponde (§/0) maximo esta fungdo é a
fungao discriminante de Fisher.

Na figura da ‘pdgina seguinte , temos a ilustra

¢do do exposto para os dados do exemplo do item (2.75.

2.9 - UM _PARALELO COM REGRESSAO MULTILINEAR

Um interessante paralelo & apresentado por Fisher
nos- seus artigos de 1936 e 1938 (referencias 3 e 4). £ a ve
rificégéo da analogia entre os coeficientes da fungdo dis-
criminante e os coeficientes de regressdo multilinear. Vis-

ta esta analogia podemos considerar a fungdo discriminante
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como a -solugao de um problema de regressao.

3,0

2,0

G I. SETOSA

-~ 1. VERSICOLOR

B,0 5,0 ‘ 6,0

2

) ot , . . . -
Vamos introduzir uma variavel artifieial Y que nos

permita distinguir os elementos de e m,.

O

a . cada um dos nl elementos da amostra de wl associaremos
n, ‘
valor y = ————="e
n., +n
1 2
a cada um dos n2 elementos da amostra de T

ny

, associaremos

valor vy = W.
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E imediato que

ly =0 e Jy? = £ A%

onde a somatbria € extendida aos n.+n

” elementos amostrais.

A partir desses valores de Y, procuremos estabele-

X

cer a regressdo de Y sobre Xl,...g %

i -
=1 -

i Sy - - . -
onde b™ representa o coeficiente da regressdo associadoa va

riavel X5

Sabemos da regressao multilinear que os coeflclen—

tes b podem ser obtidos do 31stema de equagoes

E s.‘bj -
421 1] 1y
onde
- Sij = Z(xi"xi)(xj--x:j)

Como

a equagao (2.9.1) pode ser reescrita assinm

3. . a2

Denotando por Sij a soma de produtos

(2.9.1)

(2:9.2)



teremos

3 2 3

Substituindo esta ultima expressdo em (2.9.2), teremos

J=1

-

2 3 - g2
(5;4+A%d;dIpT = A*d; == 3

s..b3 = a2d, (1- § pld.)
=1 ad ’ < j=1 J

Ora, a menos da constante A2(l- E bjdj) teremos o mesmo sis
. j=1 .
tema de equagoes utilizado na determinacao dos coeficientes

da fungdo discriminante linear, a saber:
g S..bj = d..
j:«l 13 l

Comentamos anteribrmente-que quando o objetivo & simplesmeg
te a obtengdo da melhor discriminagdo, constantes que multi
pliquem todos os coeficientes b podem ser eliminadas ou a-
crescidas convenientemente. Assim, podemos.supor a _fungao
discriminante como uma solugdo de um problema de regressao.

Fisher (referénciasQ.u) monta o quadro de andlise
de regressdo e mostra que a significdncia da regressio € e-
quivalente, no caso, a4 significancia da discriminégao. As-
sim, se a regressao for altaménte significativa, tambémc>sg

ra a discriminacao.
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CAPITULO 3

DISCRIMINACAO ENTRE DUAS POPULACOES

OUTROS CRITERIOS

3.1 - INTRODUCKO

Consideremos duas populagaes Ty € Tye A cada ele-

mento dessas populacoes gssociaremos um vetor x's= (xl,.;...
..,xp) de'valores do vetor aleatario gf; (Xl,.,.,Xp).Ao con
junto de todos os vetores x denotaremos por R sendo este um
subconjunto do espago p~dimensioﬁalZRp. Suporemos conheci-
das as duas populagoes Ty @ Ty, isto € as distribuigBes con

juntas de xl,,..;xp nessas duas populagoes.

Seja E um elemento escolhido ao acaso dentre todos

o0s elementos de m, e ®,. Nosso problema € o estabelecimento

de uma regra discriminatéoria que nos permita da melhor for-
ma possivel classificar esse elemento E em uma das duas po-
pulagoes: — a sua populagdo de origem. Para tal, particiona

remos o espago amostral R em R, e R, de forma que se o ve-

1 2
tor x asscciado ao elemento E pertencer a R,, este elemento

sera classificado em T, e caso contrario, isto €, se x per-



tencer a R,, o elemento sera classificado em ,.Devemos por

2
tanto procurar a "melhor" partigao R = (Rl’R?) no sentido de

minimizar os efeitos de um erro de classificacdo.

Adotada uma particao R como regra discfiminatGria,
dois tipos de : erro podem ocorrer: o elemento E ser clas-
sificado em w; quando na realidade pertence a T, ou ser clas
sificado em T, quando na realidade pertence a LA Denotare-

mos por .
P(i|j,R) i=1,2, 3=1,2

a probabilidade de classificar'emiﬁiium elehento que'perteg
ce a»wj, quando adotada a regra discriminat§riarkr

Em muitos casos esses erros nio ocorrem com a mes-
ma frequencia e alem do mais as conseduéncias que eles acar
retam nao sao equivalentes. Para éonsiderar estes  fatores
na obtengido da regra R devemos introduzir dois novos elemen
tos:
-~ a ‘probabilidade p; de que o elemento E seja originario da
populagao w (probabilidade a priori) sendo P1*Py = 1.
— a fungao custo C(i|j) que pode ser interpretada simples-

mente pelo proprio nome, isto é, o "custo" incorridoao clas



sificar um eiemento de ﬂj em . . Para todos os efeitos con-
sideraremos C(i|i) =0, i=1,2 e C(i|3j) >0, i=73.

Umna maior clareza pode ser dada a introdugao ‘des-~
tes elementos com o auxilio do seguinte exemplo: — uma pes-
soa deve ser classificada como cardiaca (nl) ou nao cardid—
ca (w,). 0 diagndstico deverd ser dado por um processo dis-
criminatorio baseado em p medidas bioldgicas. £ de se espe-
rar que o numero de cardiacos seja inferior ao de pessoas
normais - estamos admitindo p; <p, — e se isto nao for leva
do em conta o erro mais frequente sera o de classificar uma
pessoa normal como cardiaca. As consequencias .de uma md clas
sificagao neste caso podem ter, em um séntiqo, efeitos de-
sastrosos: éo classificaf um cardfaco como pessoa normal, e
vitando assiﬁ um tratamento adequado, ﬁagarembs-um preqo bem
mals alto (a v1da do pa01ente) - maior cuato - que‘em caso

,5eontrarlo quande um nao cardlaco sera submetldo por exemplo

;Va um Intenso repouso, por ter 51do cla331flcado ‘como. oardla

E :meor»tante portanto que o estatz.stlco consldere o8 cus

:jtos.no processa diserlmlnatorlo e como veremos mais. adlan-
te, nao e necessarlo conh_cer-se exatamente tals custos,bas
;tag@ggggg?ecer a razao entre eles.

Nos itens seguintes consideraremos o estabelecimen
to da particao R em dois casos:

— as probabilidades (p;) a priori sdo conhecidas

— as probabilidades a priori nao sao conhecidas.
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3.2 - DETERMINACAO DE R QUANDO AS PROBABILIDADES A PRIORI

SAO CONHECIDAS

Se conhecermos as probabilidades a priori P; 0 ris
co, ou seja, a perda esperada no processo discriminatdrio

guando adotamos a paftigéo R = (Rl’RZ) sera dado por
r(R) = C(2|l).p1A P(2|1,R) + C(1|2)p'2 P(1|2,R)

Se £,(x)=f,(x .,xl')) representar a densidade con

l’..
junta de Xl,....,XP na populagao s teremos
T S > ke
r(R) = CCZIl)pl I fl(g_g)dgc_+ C(l|2)p2 J _f.z(_)_c_)d_{
Ry ' ‘ iy

onde d(x) = dx, dx,

Entenderemos por melhor particdao R aquela (ou aque

ax_ .
o)

las) que minimizg@ (m) o risco »(R). Isto significa que R se

ra uma solugao Bayesiana para o problema.

r(R)==j C(2;1>p1f1<5>d5-y£ C(L12)pyf (x)dx
Ry 1 |

r(R) =J C(le)plfl(gg)dgc_-J C(2!1)p1fl(§_)d§_+J C(112)p,f,(x)dx
R R Ry |

2(R) = C(2!l)p1+J (C(112)p,E,x)-C(21L)p £, () }dx  (3.2.1)
Ry
Como a primeira parcela do segundo membro & cbné-

tante, uma particao R que minimize pr(R) deve ser tal que Rl
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inclua'todos.os vetores X para os quais o integrando da se-
gunda parcela seja negativo e exclua todos os X para os
quais o integrando seja positivo. R1 poder5 incluir ou nio
vetores X que anulem o integrando. Assim, uma partigaoR que

minimiza o risco sera -dada por:

Ryt C(lj2)p2f2§§) < C(Z!l)plflﬂﬁ)-

(3.2.2)
R,: C(1|2)p2f2(§) 2 C(?|1)P1fl(§)
Dissemos no pardgrafo anterior que R € "uma" parti
gao que minimiza r(R). Sim, pois R ndo € Gnica. Se conside
rarmos uma particao R¥ =(R§,R§) em que Ri inclua algdns ou
todos os vetores X que anulam-o integraﬁdc de (3.2.1),R* se
rd Gtima pois r(R¥) = r(R; e portantolmfﬁimo. Podemos no en-
tanto dizer Que a regra discriminatéria serd Unica a menos
dés vetores x para os quais C(ll?)pzfz(g)=:C(2tl)plfl(§).
Note-se que o processo discriminafario (R) descri-
to acima equivalé.a calcular para dado elemento x a . razao
de vgrgssimi%bgggé fl(55/f2(§) e classificar esse elemento
em , se essa razéd féf superior a constante

C(1|2)p2/c(2|1)p1|

ou caso contrario classifica-lo em LP®

3.3 - DETERMINACAC DE R QUANDO AS PROBABILIDADES A PRIiORI

SKO DESCONMECIDAS

Ao classificar um elemento de Tes @ perda esperada
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sera dada por:
r(i,R) = C(31i)P(j|i,R) i=jy, i=1,2; j=1,2

quando for adotada a regra discriminatéoria R.

No item anterior minimizamos o risco 'do processo,
isto é, determinamos R de forma tal que r(R) fosse minimo.
No entanto, devido ao desconheciménto das P; nao podemos ir
direto a esse tipo de otimizagao. Noéso conceito de melhor
regra discriminatéria sofrerd uma mudanca.

Consideraremos R Otima se for tal que minimizao maior
égs riscos r(i,R). Diremos entdo que R é uma regra minimax.
A adogao deste conceito de otimo & visivelmente apoiada em
um ponto de vista conservativo, isto €, o processo discrimi
natorio mais convenientevé aquele em que a pior das conse-
quencias (maior risco) e minima, um critério puramente "de-
fensivo".

Antes deipassapra.determinagéo de R vejamos alguns
conceitos que serao Uteis para isso.

i) a regra R sera "peloc menos t3o boa" quanto a regra$S se
r(i,R) < »(i,S), Vi
ii) a regra R sera "melhor" que S, se para algum i tiver-
mos
r(i,R) < r(i,S)
iii) Uma regra R é admissivel se ndo houver regra S melhor

que R
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iv) uma claése de regras é '"completa" se para toda regra
) nio pertencente a classe corfesponde uma dentro da
classe que & melhor
v) uma classe € "completa minima" se nenhum subconjunto
proprio dessa classe for claése completa. |
Voltemos a determinagdo de R. £ claro que vamosres
tringir a procura no conjunto das regras admissiveis. Pode-
se demonstrar (Apéndice B) que sob certas condigoes o cog~
jpgtq de regras Bayesianas coincide com o conjunto das re-
gras admissivgis, sendo portanto uma classe completa minima.
Procuremos portanto a regfa Bayesiana que minimiza o maior
dos r}sqqs,p(i,R). | |
Como vimos antériormente, a regra R= (Ry5R,) é di

ta_Bgyesiana-se minimiza o valor de r(R) para um dado p,

Y . \ -\JJ"

w ) Vel a .L|,’-l' .

{

r(R) = C(2]1)p; P(2]1,R)+ C(112)p, P(1]2,R)
Vim&s témbém que fais regras sao assim definidas
Rlz C(2l1)plf1§§) 2 C(l}?)pzfz(i)
Ry CL112)p,f,(x) 2 C(2|1)p, £, (x)

0 que faremos para obter a solugao minimax e o se-
guinte: introduziremos artificialmente valores de py (e con
sequentemente de Py = 1~pl). Vériando os valores de Py obte-
remos as diferentes regras Bayesianas R==(R1,R2). Faremos is

so até obter um valor de Py que denotaremos por p; tal que
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para a regra R® a ele associada tenhamos r(l,R¥) = r(Z,R*).
Esta evidentemente serd a solucdo minimax por nos procurada.

E_importante notar que sempre existe p* que satis-
faca a essa éondigéo. De fato; quando Pq =0 teremoé

P(1{2,R) =0 e P(2]1,R) =1,

A medida que Py vai continuamente crescendo para 1,P(1}2,R)
ira crescendo continuamente para 1 e P(Z!i,R) decrescendo
para 0. Quando p, =1 feremos P(1|2,R) =1 e P(2{L,R)=0. Em
outras palavras‘gu§QQO bl varia‘contiquayente Qe 0,? . % o
risco r(l,R) varia de C(éll) a 0, o risco r(2,R) de O a
C(1]2) e a variacdc dos riscos também serilgpqtinqa. Existe
portanto um valor p* para o qual os riscqs se "cruzam" isto
& r(1,R¥) = »(2,R"), «

Devemos mostrar que esta solugdo € minimax. De fa-
to, se houvesse uma outra regra S tal que

max{r(1,8),r(2,8)} < n(1,R*) = r(2,R¥)

isto negaria o fa{o de que é regra Bayesiané R* & admissi-
vel. |

A regra R” assim obtida & denominada "regra Baye-
‘siéggmairiscog constantes'. O processo minimax nem sempre é
utilizado por ser muito trabalhoso (especialmente para o ca
so de mais de duas populagbes) sendo substituido pela ado-
cao da regra Bayesiana R correspondente a igualdaggggag\pggf_
babilidades a priori (p, =p,=0,5). Alids, este itimo pro-

cesso (p, = p, = 0,5) & sugerido por Rao (referéncia 9) para o
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caso em que as probabilidades a priori sao :desconhecidas. .

3.4 - APLICACAO PARA 0 CASO DE POPULACOES HNORMAILS

Neste item iremos aplicar os resultados obtidos noe
itens 3.2 e 3.3 para o caso em que as duas populagoes consi
deradas T oe Ty, sdao normais multivariadas com mesma ma-

triz de covariancia. Teremos:
“1 .o'n (Xl, .0., Xp) bosd NP<E‘1,Z)
1’2 ‘e © o (Xl’ 'll’.xp) b Np(y—z,z.)
onde -

gi = (uii, vees Mi ) i=1,2 vetor das médias

ip

Z: matriz de covariancia (ndo singular).

A funcdo densidade de probabilidade de (Xl,.,.,XP)

na populagao L sera dada por:

1 - 1 =1 '
£f.(x) = exp{~5(x-p.) "2 “(x-p.)}
onde |Z| € o determinante de I e £,(x) =fi(xl,...,xp).
Como vimos nos itens anteriores, as regioces Rle R2

ficam definidas por

£, . £,(x)
Rl:f—z—cgykk RZ:WSk



- 42 =

sendo k uma cbnstante convenientemente escolhida. Analisare
mos qual deve ser essa constante k nas diferentes situagoes.
Antes porem, cohsidérando que quando fl(g)/fz(g) cresce seu
logaritmo também cresce, podemos escrever Rl e R2 da seguin
te forma: ‘

£ (x) ' £,(x)
R : 1og-—T—7 2 log k R ¢ log T-T—T s log k

onde "log" representa o logaritmo neperiano.
A razdo entre densidades resulta

'1

£G0 exp{—lcx-ul>' _ DY
£o(x) exp{——(x-uz)'z X-U,) 3}
ou
£, - ' . ,
?%sz = expl-3x-) '8 (xmp D4R (xp,) 1 lcz;gzylt

Assim, as regides R, e R, ficam definidas por

R, : -l{(é- 5'Z—ICX* 5—(x— yrgL(x- -)} z log k
1° "FVEH R R b Y X"Hy ~08

R,: =20 (x-111) "5 (xmp )= Cx=u, ) ' "L (x-p.)} € log k
gt TPVMETRy XMy )~iX"H) £ Hp &

Desenvolvendo o primeiro membro das desigualdades acima e

reagrupando convenientemente teremos
Ryt x'E N0y -0, ) =2 4100 ' (uo~u.) & log k
3¢ & By Ro =3 \HgtH, E1"Hs g

. 5 S =1
Rot x'2 (g -u,)=5(u +p,)'s (uy-u,) < log k.
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A primeira parcela do primeiro termd das desigualdades é de
nominada "fungdo discriminante linear" por ser uma fungao
linear dos componentes de x' =(xl,...,xp) podendo ser vista
como o modelo populacional da fungao discriminante .proposta
por Fisher. A segunda parcela do primeirb termo nao depende
do vetor de observagéés; € uma constante que depeﬁde apenas
das distribuigées das duas populagdes. 0 segundo membro & u

ma constante cujo valor depende do conhecimento ou nao das

probabilidades a priori. Examinemos os dois casos:
a) As probabilidades a priori sdo conhecidas
Neste caso temos de acordo com o item 3,2

C(i|2)p2 .
C(2]l)pl

n.

k

No caso particular em que Py =P, e C(1]2) =C(2]1) teremos

k=1-e log k=0, ficando R, e R, assim definidos:
. ] “l o ' ‘}l ""l ~
Ryt %'} 7 Cuy=u,) 205y 4, ) )T (g )
. -1 _ 1, -1 _
Rys xt3 7y Ez) < Fluy+uy) 'Ly Hy)
b) As probabilidades a priorf ndo sdo conhecidas -

Se ndo conhecermos as probabilidades a priori, de-
o - - s 3

vemos conforme o item 3.3 recorrer ao metodo minimax o que
corresponde a determinagdo do valor de k para o qual haja i
gualdade dos riscos r(i,R}. No cdlculo dos riscos devemos

conhecer as probabilidades de erro P(i|j,R) e para isto € ne
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cessario conhecer a fungdo densidade de probabilidade da va
riavel
o g Tl ~ _ a3 A ! ~
U= X'y =p) = 5 Cag #up) T Cpy i)
P(Us logglnl) representa P(ZII,R) ou seja a probabilidade d
classificar erroneamente em m, um elemento que pertence a .
Reciprocamente, P(U zlogklﬂz) representa P(1|2,R).
Se X'= (Xl,...,XP) tem distribuigdo normal multiva
riada, a varidvel U, por ser uma combinacido linear de Xysee

..,XP, terd distribuicdo normal unidimensional.

Se X '"Np(kl’z) entdo a varidvel U terd os pardme-

tros _
E, (W) = pd T G =) = 0 41,0 T (s -p,) =
1 =1L -1 =2 231782 =1 =2
= %(El'ﬂz)'znl(gl"ﬂz)' |
e 48 '::L:;,' ey PRPN T ; : "'l -
"Va”1(U)"” BifQ§;f¢U)}2"‘Bifgéfﬂl)'z' (uy-u,)}? =
I ~1yg-l - -1,
= Quymup) "IN EE Ty g = gy ) T (g )
Se K"NP(HQ’X) entdo a variidvel U tera os parame-
tros ' | |

y e L “1,
By (U) "= =5y -p,) '] (g =iy

=1
- - t -
Var, (U) = (uy-py) ' ey -py).

. - ] P
Note-se que Ej(U) ~E,(U)= (u;-u,)'} (uy-1,) que nada mais
€ do que a distancia generalizada de Mahalanobis - baseada -

nas p variaveis X "°"XP (Vide Apéndice A).
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Se denotarmos (El~32)'2-1(31-52)=1n (de Mahalano-

bis) teremos
Myeow U N(%,m)
Tpeoe U~ N(-%,m)

o que fornece o seguinte esquema

'r__'.'_ra"— —

-+ U
. & &
) 7

Se denotarmos logk= ¢ teremos as probabilidades de erro da-

das por: _
e - (u-By2/m (e-By/vm o kye
P(2]1) = j ke @ & 2 du = ] ck L .2 dy
Y2Tm /2
e
P(1]2) = J e - du = } = dy.
J Tm I m /2R
(el (C+'?~)//IIT

0 valor ¢ que determina a regra R minimax sera obtido resol

vendo-se a equagdo:
C(1|2)P(1|2) = c(2|1IP(2]|1)

ou seja igualando os riscos. As regides Rl & R2 serao dadas

por:
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No caso particular C(1[2) =C(2[1) teremos c= 0 como solu

gao e portanto
-1 1 =]
. t - i -
Ryt 22 7y =my) 2 G +up) T (g )
coinecidindo com o resultado obtido anteriormente quando, a-

1ém dos custos, as probabilidades a priori (conhecidas) tam:

bém eram iguais,

3.4.1 - Caso em que os narametros u e ) sido desconhecidos

Como vimos anteriormente a regra discriminatéria
R =
(Rl’R2>

é definida por:
=1 1 -1
Ry 5 ) (Hl"ﬂz)'"7(31+32)'z (Bl“Hz) 2 1?g k
-1 1 -1 Y
- oy ) e L 3 N
Rys x") 7y =1y) = 50y 41, '] 77 (ug -py) 5 log k.

Em termos de aplicac¢do da técnica uma das limita-
goes que surge é o desconhecimento dos parametros populacio
nais py, M,, ). A saida intuitivamente ldgica € a substitui
gdo desses pardmetros por seus melhores estimadores. [ cla-
ro qﬁe isto imdroduzird novos erros de discriminacdo, tanto
maiores quanto mais pobre o material sobre o qual se basear
a estimagio. |

Sabemos que as melhores estimativas de B; e Z sao
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pespectivamente ii e W.
0 vetor ii é definido por:
= 1

N.
2-':1.
X . — .
=i . ni k=1 =1k

sendo n, o tamanho da émostra e Xy o vetor que represen-
ta o k-ésimo elemento da amostra da populagao LA
A matriz W é definida por
ny _ n, ~
(ny#np=2W = L (eypey)) gy * L, EaEp) Ky Ep)!
Substituindo B; e } por suas estimativas gi e Wte
remos as regioes R, e R, assim definidas
Rl: §'w"l(gl—gz)-%(il+g2)'w-l(gkﬁi2)'é log k
@
Ryt x'W H(E)~K,) = 5 (%)%, ) W HE, X)) < log k
Note-se gue a primeira parcela do primeiro termo na
da mais € do que a fungdo discriminante linear proposta por
Fisher (Capitulo 2).
Para avaliarmos o risco quando da adogao dos esti-
madores devemos conhecer as probabilidades de cometer um er

ro de classificagdo o que s6 se torna possivel com o conhe-

cimento da distribuicao de
s YT %y - L(F aF Yyt R oF

A distribuicdo de V & extremamente complicada, de-

pendendo do tamanho das amostras e do parametro:
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nx=(Hl—HQ)‘Z“;(El~E2).

Esta distribuig¢ao foi inicialmente estudada por Wald (1944)
porém os resultados por ele obtidos eram bastante complica-
dos em termos de aplicagao. Mais tarde, Harter (1950) ten-
tou a simplificacdo dos resultados de Wald, com vistas a fa
cilitar a aplicagao. Anderson (1951) e Sitgreaves  (1952)
também estudaram a distribuicao de V.

No entanto,como zi convergeemfprdbabilidade para .
e W para },a &istribuigéo limite de V éeréeidistribuigéo de
U.Isto & garantido pelo fegremé de Slutsky (cf.H.Cramer - Me
thematical Methods of Statistics) sobre a convergencia em prC
babilidade de fungdes racionais de variéveis.aleatSrias-que
convergem em probabilidade a determinadgs constantes.

JO exposto no paragrafo acima signifiéa em termos
de aplicacao que para amostras suficientemente grandeé a u-
tilizagdo das estimativas de u; e } ndo introduz grandes er

ros no processo de classificacgao.

s

3 .9- RELAC IONAMENTO DA FUNCAO DISCRIMINANTE DE FISHER COM

A SOLUCAO BAYESIANA

0 objetivo deste item é relacionar a fungdo diseri
minante de Fisher com as solugdes a@btidas no presente capi-
tulo e assim mostrar que no caso particular de  populagdec

normais com mesma matriz de covariancia os resultados coin-



cidem, isto €, a fungdo discriminante proposta por Fisher &
fine a melhor particao R do espago-amostral.

Como vimos no capitulo anterior ,a fungdo discrimi-
nante obtida por Fisher &

-1 ,- -

y =x'S T(x;-%,)

onde S'l(glvgz) € o vetor dos coeficientes b, - da fungao,
sendo S a matriz da soma de quadrados e produtos dentro daé
amostras, portanto (n1+n2~2)w= S;

Comentamos também que a multiplicag&o ou divisao
dos coeficientes por uma constante ndo nula em nada altera-
va o efeito discriminatério da fungdo. Assim sendo preferi-
remos neste item escrever a fungdo discriminante da seguin-

te forma

vl y- xR -K,)

em que os novos coeficientes sao os anteriores multiplica-
dos por n,+n,-2.
POT 1y *1y
Examinaremos os dois casos seguintes: probabilida-

des a priori desconhecidas e probabilidades a priori conhe-

cidas.

a) Probabilidades a Priori Desconhecidas

A solucdo minimax apresentada no item 3.4. (caso
b) recaia na determinagdo de um ponto c¢ de corte tal que

se uzc o elemento era classificado em T, e se u<c em Mo
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Como se trata de um caso em que contaremos apenas com as eég
timativas dos parametros populacionais, trabalharemos com a

estatistica V e desta forma teremos
Rl: v 2Cc e R2: v £ ¢

Vimos também que no caso dos custos c(i|2y ec(2|D)
serem iguais (admitido ' implicitamente no trabalho. de Fi-
sher) o valor de c é 0 (zero). Assim

Ryt x "W H(Ey -K,) - (R +Ky) W (R X,y 2 0
&u |
Lt xR, )2 4R, W (R K,y
Mas
3R ¥R W (g oK) = 7T+
e portanto
Ryt x'WHE K,) 2 55 45,0 ou v = 3(F143,)
R, x'w'l(gl-gz) < %(§l+§2) ou y < %(§i+§2)

exatamente como o proposto por Fisher.

b) Probabilidades a Priori Conhecidas

Mostraremos agora que, embora continuemos utilizan
do a fungdo discriminante proposta por Fisher, se as proba-
. bilidades Py € Py forem conhecidas o melhor ponto de corte

' ndo serd mais %(§l+§2) como propos Fisher, mas sim
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l.‘ -
5(ytyy) +1log p, - log py
De fato, de acordo com o item 3.4.1
Ry : x "W L(X, -, )2 (%, +%,) "W 1(%, -%,) 2 log k
1 & %y Eg T By Ny X1"%5 g
onde a constante k & dada por

p20(112)
k =
BTLC o ,

Supondo os custos iguais, teremos
log k = log Py~ logvp1
e portanto
R, : x'"W (X, -X,) 2 5(3,4¥,) + log p, - log p
1t & £17%2 79172 g Py & Py

Note-se que com isto deslocamos o ponto de corte em dire-
cdo a populacdo que apresentar menor probabilidade a priori,
o que é bastante légico intuitivamente. No ¢aso -parficular'

de Py = Py obteremos exatamente o ponto de corte proposto por

Fisher,

3.6 - A FUNQKO DISCRIMINANTE QUADRATICA

No caso em que as populagoes M, e T, se distribuem
normalmente mas com diferentes matrizes de covariancia,zl e
22 respectivamente, o logaritmo da razdao de verossimilhanga

conduz a uma fomaw.quadrética na definicdo de R,s a saber

Rl:‘-%{(i"ﬁl)'Zil(i'El) f(ﬁ’gz)’zal(g-gz)} 2 log k'



Isto significa que a superficie discriminadora & uma "qu5~
dpica” no espago p-dimensional, Smith (1947) introduziu e
empregou as fungbes discriminantes quadraticas.Taistipos de

fungoes sao de dificil manipulagdo motivo pelo qual esse

\'campo ndao se tem desenvolvido satisfatoriamente.

3.7 - A REGIKO DE DUOVIDA DE RAOQ

0 processo discriminatério abordado até agora se e
sume a partigdo do espago amostral em duas regices R, e R,
de forma a minimizar os riscos do processo. 0s calculos sao
baseados nos valores de p variaveis associadas a cada Q;e-
mento.

E claro que um aumento de nimero p dessas  varid-
veis leQaré'em gerai a'uma meihoria na discriminagdo. No en
tanto esse aumento de varidveis,em termos de aplicaggo, nao
s6 dificultard os cdlculos como pode representar um sensi-
vel aumento do custo operacional. Ideal seria proceder acon
sideraqio de um numero maior de varidveis apenas no caso em
que for grande a divida sobre a verdadeira populagao de ori
gem do elemento a ser classificado.

Por exemplo, um médico interessado em diagnosticar

a necessidade ou ndo de submeter um paciente a uma interven

~gdo cirirgica, submete~o a certos testes. Se as respostas a

estes testes ndo lhe ddo a necessaria seguranca no diagnos-

tico (a probabilidade de erro supera um maximo permissivel)



ele pode submeter o paciente a outros testes visando o me-
lhor diagnéstico possivel, isto &, com a menor chanCe de er
ro.

€om o objetivo de atender casos desta espécie, em
que desejamos controlar as probabilidades de erro em ligi-
tes pré-estabelecides,podemos utilizar o eritério discrimi-
nante exposto por C.R.Rao (referencia 8), que denomina
remos "critério da regido de divida" ou simplesmente "cpité
rio de Rao'".

Basicamente, o critério de Rao consiste em parti-
cionar o espago amostral em 3 regides, Rl’ R2 e RO' Se o ve
tor x associado ao elemento E pertencer a R,, E sera cldési
ficado em T, 3 se pertencer a R2, E sera classificado em LP
se no entanto pertencef a RO’ novas carécteristicas X

p+l’

X ... deverdao ser consideradas para classificar o ele-

p+2’
mento em m, ou #,. A regido R, € denominada "regido de divi
da". |

R., R, &

O eritério para definicdo das regiGes R 10 Ry

0’
assim dado por Rao:

Ry+ £7(x) 2Af,(x)
Ryt £1(x) sBf,(x)
Rpt Bf,(x) < £,(x) < Af,(x)

onde os valores de A e B sdo determinados em funcdo dos 1li-=

mites de probabilidade de erro pré-estabelecidos.
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 Por exemplo, consideremos duas populagdes normais com mesma
matriz de covariancia, e sejam a, e a, 08 valores maximos
desejados de P(1|2,R) e P(2|1,R) respectivamente onde

R = (Ry;R,,Ry)
€ o critério de Rao.

Lembrando que
U= E'X'1<£1'Ez)"'%(HL+22)’§—1(31'£Q?

podemos escrever as regioces Rl,'R2 e RO da seguinte. forma

. 1]
Rl.uzA
R,: usB' onde A'#log A e B'=log B
RO: Blteuyu<A'!

sendo A' e B' dados por
© B?

uzdu2 =0, e j uldul = o,
Al =00

onde U, € a varidvel U admitindo que X pertence a ;. Esque

maticamente teremos:

+.
(o}

=
=

)
o
2
c

-_-__m._
- —---gg--

>

B?
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| 3.8 - OUTROS CRITERIOS DISCRIMINANTES

E evidente que'podem existir outros critérios dis-
criminantes além dos expostos. Por exemplo,'em Anderson (re
feréncia 1) encontramoé o critério da razdo de  verossimi-
lhanga: o problema é colocado na-forma de ﬁm teste de hipo-
feses, a regido critica deste teste é_determinada (razao de
verossimilhanga) e esta regido € tomada por exemplo como Rl
(depende da hipotese de nulidadé) e a regido de aceitacgao
como R2. ‘ |

Em Rémeder (referéncia 12) temos o critério de Se-
bestyen que basicamente consiste em definir um indice, S(E,
ﬂi),"similaridade",tél que este indice,que € fungdoc de uma
métrica previamente determinada,nos dé uma i -da seme~
lhanga de E com os elementos de L Calcula-se esse indice
para todas as populagGes (o processo & valido para mais de
2 populagbes) e classifica-se E na populacgdo com a qual sua

semelhanca seja maior.

3.9 - TESTES RELACIONADOS COM A DISCRIMINACAO ENTRE DUAS

POPULACUES

Apresentamos neste item 2 testes que nos  parecem
importantes, relacionados com a Andlise Discriminante. Admi
tiremos a normalidade das populagoes, Utilizaremos o Apéndi

ce A,
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3.9.1 - Teste para & Diterenca de Médias entre Duas

Populacoes

Este teste é uma extensdo do teste "t" de Student
para duas populagbes normais unidimensionais. O teste se ba
seia no uso da estatistica T? introduzida por Hotelling em
1931. A importadncia deste teste é clara na sua aplicacdo a
Andlise Discriminante: 'se as duas populagGes tiVeremﬁimesma

media ndo tem sentido proceder a discriminagdo entre elas.

Importante notar que este teste coincide com a Andlise de Va
ridncia proposta por Fisher (veferéncia 3).
Dadas as populagtes M e W, e o vetor X= (X;,.....

..,XP) cuja distribuicdo sob a populagég Ty & dada por
X ~ Np(£i>27
queremos testar
Holuy = wp ve. Holug»uy

A estatistica a ser usada para o teste & (ef. An-
derson, ref. 1):
nl+n2—p~l

F = T?
(nl+n2"’2)p

que sob a hipdtese de nulidade tem distribuicdo F de Snede-

cor com p e n,+n,-p~l graus de liberdade.

1
Conforme exposto no Apéndice A, o T? de Hotelling

pode ser relacionado com o D? de Mahalanobis pela expres-



sao

T= = -»-.___——-2 D2

do que resulta que a estatistica F pode ser escrita

- ‘ . . nqn, (ny+n,=p=1) b2
. (ny+n,J)p(n,+n,~2)

0 cdlculo de D? pode ser feito diretamente pela sua

definicdo, isto &

D"=}§}§

ij,= = ‘ye= .=
W (K =Ks I (X s =Xps )y
i21 3 1i 721 13 723

1

mas se a fungdoc discriminante linear

= XWTHE, R )

for conhecida, o cdlculo de D? serd facilitado pois

] R I (2, E, )Ry RN
‘1—>\ Dz - Z E W J(-_g» )(jclj“):zj) = .é bi(xgi"x2

Co 2= s )
| i1 421 1i 21 i=1

i

cnde bi é o coeficiente de Xi na funcdo discriminante.

0 exemplo seguinte, apresentado em Rao. (refe-
réncia 10), baseia-se nos dados apresentados por  Fisher
em seu trabalho (referéncia 3) sobre a discriminacdo
entre Iris Versicolor e Iris Setosa Jj& citado no Capitu

lo 2.



MEDIAS AMOSTRAILS

CARACTERISTICAS I .VERSICCLOR I.SETOSA DIFERENCA
Comp. do Caule (Xl] 5,926 5,008 0,930
Larg. do Caule (XZ] 2,770 3,428 ~-0,858
Comp. da Pétala txs 4,260 1,462 2,789
Larg. da Petala (X4I 1,328 - 0,246 , 1,080

fatriz de Covariancia (estimativa)

(0,196340  0,082200 0,009626 0,033055)

0,12207¢  0,047175  0,025251

W=
0,125488 0,039586
. 0,025106
Com estes elementos podemos entdc determinar a fun
¢do diseriminante. Obteremos |~ /1 h X

- 18,0006X% -+21,75u1x34-30,7549x

1 4

v Y = ~3,0692X ,

e portanto D= 5¥’i Mo ey
I D% = (-3,0692)(€0,930) + ..+ (20,7549)(1,080) = 103,2119

Com este valor de D? obteremos

. 50:¢50%95 . & G
- Fo= CSTTEo ey ¢ 103,3118 = 625,3256
0 valor criticc de F ao nivel de significdncia de 1% sera

dado por Fu o5 = 3,53 0o qua mostra que a diferenga entre méf
. s :

dias € altamente significativa.
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3.9.2 - Teste da Melhoria da Discriminacgao

Uma questdo que pode surgir na resolugao de um pro-
blema de discriminacdo € a seguinte: estamos trabalhando com
p caracteristicas Xl,.,.,XP ao tentar estabelecer uma regra
discriminante. Serd que a utilizacdo de q varidveis adicio-

nais XP+1,...,X ndo melhoraria a discriminagao?

pt+q

Por exemplo, ao discriminar entre dois tiposde plan
tasrpodemos estar nos baseando em p medidas relativas ao cal
le. Sera que a utilizacdo de q medidas adicionais relativas
d pétala ndo ird melhorar a discriminagdo?

Para esse fim, ou seja/testab a melhoria da discri-
minacdo devido ao incremento do nimero de variaveis, apresen
tamos o seguinte teste (c¢f. Rao, ref. 9): Seja Ds a es%imati

va da distdncia generalizada de Mahalanobis para v varidveis

consideradas. A estatistica a ser utilizada e

S T e 2 N2
(nqy+n,-p-q l)nlnz(Dp+g DD)

- s 2
q{(n,+n,)(n;+n, 2)+nln2DP}

Up,q 7
que sob a hipotese de nio melhoria da discriminagdo tem dis-
tribuicdo E com q e nl+n2~p—q-l graus de liberdade.

" Se nao aplicamos diretamente o teste para D;+q-D; é
porque a distribuicdo desta diferenga envolve o parametro po
pulacional A; (distancia generalizada de Méhalanobis)easeg§

te ndo for conhecido nao podemos aplicar o teste exato.No en

tanto, para amostras suficientemente grandes e A; suficiente
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mente pequeno, teoricamente nulo, podemos considerar a dis-

tribuicdo de D%, - D? como independente de A;. Neste caso a

ptq P

estatistica
(n1+n2-p~l)(nl+n2-p—q-l) ;
' - P.Q
q(nl+n2 1)
onde
n.n .
W= Rk (D2, -D?)

p-9q (11+n2)(n1+n2—2) p*q P

pode ser aproximada por uma F Qe Snedecor com ¢ e TNy * Ny

-p-q-1 graus de liberdade (em geral o uso da estatistica a-

cima superestima a significancia).

Um exemplo da aplicagdo do teste Up,q é dado a se-
guir. No capitulo 2, no item 2.7, consideramos a discrimina-
¢ao entre a Iris Versicolor e a Iris Setosa, baseados no com
primento e na largura dos caules. Comentamos entao que o com
primento e a largura das pétalas eram variaveis altamente dis
criminantes. Mostremos agora que a discriminagao baseada ' nas

. / . . . . - .
4 medidas e significantemente superior a obtida apenas com

as medidas do caule.

2 a obti-

No sub-item anterior (3.9.1) calculamos D}

vemos

Dﬁ = 103,2119,
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Calculemos agora D% isto & o D? de Mahalanobis baseado no

-comprimento e largura dos caules. De (2.7) temos que

y ;-O,llﬁ?xl- 0,1uu3x2
.
sendo bl= 0,1167 e b2= -0 ,1443,
mas
D3 = § § wild.d. = § § (n.+n,-2)s13d.d. =
2 4E1 4= 13 5iy 48 1072 193

2
(n;+n,=2) _Z b.d;

izl

D, = 98{0,1167x0,930-0,1443x(~0,658)} = 98x0,2034 = 19,9410

portanto

95x50x50%(103,2119~19,9410)

UPaq - 2(100x9@+50x50x19094103

= 165,767

que comparado com o F de 2 e 95 graus de liberdade ao nivel
de 1% mostra que a melhoria da discriminagao com o incremen
to das medidas das pétalas & altamente significativa como e
ra de se esperar (o comprimento da pétala so6zinho permite u

ma discriminagao a primeira vista!l).

3.9.3 - OUTROS TESTES

Outros testes ligados ao problema de discriminacao
podem ser encontrados em Rao (referencias 9 e 10).

Un deles proposto por Fisher se destina a testar a



validade de uma fungéd linear dadascomo fun¢ao discriminan-
te entre duas populagdes. A construcao de tais fungoes 1li-
neares e normalmente motivada por razdes intuitivas a par-
tir da simples observag¢ao das medidas.

Um outro se destina a testar se o quociente entre
dois coeficientes b, e bj da fungao discriminante assume de
terminado valor. (Sabemos que os coeficientes da fungdo dis
criminante ndo sdo Unicos mas que estdo dois a dois ligados

por uma razao constante).



CAPITULO 4

DISCRIMINACAO ENTRE k POPULAGOES

b,1 - INTRODUCAOQ

Nosso objetivo inicial é a determinacdo de uma re-
gra discriminatoria atima no sentido de minimizar a perda es
perada (risco) no processo de classificacgdo. Para tal parti
l""’Rk de for-

ma que se um elemento pertencer a Ri ele sera classificado

cionaremos o espagc amostral em k regices R

em . . Para a determinagac da partigao R.=(Rl,...,Rk) acima
descrita consideraremos dois casos: probabilidades a priori
conhecidas e probabilidades a priori desconhecidas.

Aplicaremos os resultados obtidos para o caso de k
populacoes normais com mesma matriz de covariancia. O caso
em que 0s parametros populacionais sac desconhecidos também
é abordado.

Um novo critério de classificacdo e introduzido can

o]

construgac da "regido de duvida" de Rao. Os elementos per

-

tencentes a r

®

2gido de davida ndo sdo classificados pois as
probabilidades de erro de classificacao para estes elemen-

tos superam limites pre-estabelecidos.



Dois testes ligados ao processo de discriminagao
sao apresentados. Um deles constituil base tedrica parao pro
grama BMDC7M, da Biomedical Computer Programs, utilizado na
escolha conveniente das variaveis discriminadoras. A apre-

— dia, ' ) -
sentagao deste programa encerra o Capitulo.
Sera mantida a notagdo do Capitulo anterior com a

devida extensao dos indices.

4.2 - DETERMINACAO DE R QUANDO AS PROBABILIDADES

A PRIOR] SAO CONHECIDAS

Se conhecemos as probabilidades a priori 1 (p1+..
..+pk=l), a perda esperada no processo discriminatorio ao a

dotar a regra (partigao) R sera calculada pela expressio
r(R) = plr(l,R)+ cos * pkr(k,R)

onde a perda esperada ao classificar um elemento de T

r(i,R),é:

P(i,R) = ) CG3ILIPGIILLR) = J CO31i)E, (x)dx
*5

N NI
N iR

j=1 1
izi i

]
j

Assim, a perda r(R) pode ser reescrita na forma

k k k k
r(R)= } p. ] J C(I|IE (x)dx= ] j { 1 p;CGIIE0E, (%) }ax
121 5=1 521 0 i=1 -

j»i 7] i oi#]

ou simplesmente:



Kk k
r(R) = } J F.(x)dx onde F.(x) = } p.C(jli)f.(x)
b R 3= Ll Ed it=

1=1 R i=1

i i#]

Pelo teorema demonstrado no Apendice C,decorre que

a regra R que minimiza r(R) é assim definida

Se o vetor x das medidas associadas ao individuo E
satisfizer simultaneamente a definicdo de duas ou mais vre-
gites & indiferenteclassificar E em uma qualquer das popula-
goes associadas a estas regices. A menos destes vetores X a
particao R é& Unica.

Para melhor visualizar a defihigéo da partigao aci
ma consideremos alguns casos particulares. Lembramos que
conforme foi visto anteriormente consideramos C(i]i) = 0 e

CGil3) » 0, i#73.

Neste caso teremos: R= (Rl’R2)

!

X

~r
n

p,C(1{2)f,(x)

y
X
"

p,C(2|1)E, (x)

e as regioes Rys R, ficam definidas por:
£



= B =

R

A

CLI2)f,(x) = pyC(2110F, (x)

1 Py

R

A

9 plC(2l1)fl(§) < pQC(IIQ)fQ(ﬁ)

coincidindo evidentemente com os resultados obtides no Capi

tulo anterior.

b,2.2 - k = 3

P

Neste caso teremos: R= (Rl’RZ’RS)

F1(x) = p,CLLI2)E,(x) + paC(ll3)f (%)
Fo(x) = pI¢(2ll)fl(§) + paC(213)f 4(x)
Fa(x) = pCU3ILIE, (x) + P,C(312)f, (%)

e se os custos C(i|j) i#j, forem iguais, as regides serdo

R

Y

1! plfl(i) 2 p2f2(§) R Plfl(i) p3f3(5)

v

Ryt pyfy(x) pfy (%), pyf,y(x) 2 Pyt (x)

v

Ryt pafa(x) 2 pyfy(x) 5 pyfa(x) 2 p,yf,(x)
© que equivale a dizer que um elemento sera classificado na

populagao em relacdo a qual sua probabilidade a posteriori

foi maior.

h.,3 - DETERMINAgKO DE R QUANDO AS PROBABILIDADES A PRIORI

SKO DESCONHECIDAS

No casoc em que as probabilidades a priori nao sao



conhecidas e nem mesmo estimdveis,optaremos teoricamente pe
la determinacao da regra R minimax. Isto significa que con-
sideraremos uma regra R otima se nminimizar o maior dos ris-
cos r(i,R) (perda esperada ao classificar um elemento de WQ‘
Sendo o conjunto das regras Bayesianas sob certas
condigoes (vide Apéndice B) uma classe completa minina, bus
caremos dentre as vregras desta classe a solugao minimax. A
solugao existe e serd adotada como critério discriminante.
Como ja vimos, uma regra Bayesiana associada a um
vetor de probabilidades a priori p~ =(pl,...,pk) & uma re-
gra que minimiza a pefda esperada no processo discriminato-

rio, isto €, minimiza r(R),

r(R) =plr(l,R>+ ...+~pkr(k,R)

Determinar a solugaoc minimax significa obter (por tentati-
vas) um vetor E* tal que a regra Bayesiana a ele associada
defina o critério discriminante que minimize o maior ds ris
cos condicionais r(i,R), i=1l,...,k. Isto levara a uma K tal
que r(1,R*) = ... =r(k,R%).

Omitiremos a demonstracdo da existéncia da solugao
minimax, que pode ser encontrada em Wald, A. (1950) — Sta-
tistical Decision Functions -Viley - N. York. A verificacgao
de que R & solugao minimax é simples: se existisse uma re-
gra S tal que max{r(i,3), i=1,...,k}<r(1,R¥)=...=n(k,R¥) is
to negaria o fato de que a regra Bayesiana R® & admissivel.

Em termos de aplicacdo € facil perceber o trabalho



absurdo que se tera na determinacao do vetor E% especialmen
te no caso de mais de duas populagoes, aumentando barbara-
mente com o aumento de k., Rao em 1948 iniciou um traballo de
pesquisa sobre aproximagdes aplicaveis na determinacao dere
gioes minimax quando k2 3.

Embora nos parega a melhor opcdo tedrica para o pro
blema, cremos que em termos praticos € mais conveniente op-
tar pela proposicao de Rao para o caéo de probabilidades a
priori desconhecidas: adotar Py ®eve =D

e

4.4 - DISCRIMINACAO ENTRE k POPULACOES NORMALS

4

Neste item estenderenos os resultados obtidos emn
(4.2) e (4.3) para o caso particular em que as k populacoes
sao normais multivariadas com mesma matriz de covariancia.

Se X =(Xl,...,Xp), sob "y teremos K'va(Ei,Z), is-

to e
_ 1 1 =,
f.(x) = expl = H(x=p: ) '} T (x-u:)}
it= (2W)p/2|2l1/2 2" 4 i
Suporemos os custos C(i}j), i=zj, iguais.

b 4,1 - Probabilidades a priori conhecidas

Estendendo para k qualquer os resultados obtidos em

(4.2.2), as regioes Rysene Ry ficam definidas por

Ryt pyfi(x) 2 pyfalx) 321,000,k 5 j=i



Sendo o logaritmo neperiano (log) uma fungdo cres-

cente, podemos escrever a definicao de R. da seguinte for-

ma
R;: log fi(ﬁ)—log fj(i) z log pj~1og : J2Ll e eskg joi
Denotando log f;(x)-log fj(i) por u; 5 teremos
Ri: uij z log pj—log Ps J2l,ieek: J2i
No caso particular em que Py = evs TPy resulta
Ri: uij 2 0 J=l,...,k; J®1
I conveniente notar que Ujj = “Uji e que  ao

classificar um individuo devemos calcular apenas (k-1) fun-

9]

coes Uij convenientemente escolhidas e nao k(k-1)/2 como po

deria parecer.

h,4.2 - Probabilidades a priori desconhecidas

Conforme vimos em (4.3) ,no caso das probabilidades
a priori nao serem conhecidas optaremos em principio pelo
método minimax, que determinard uma particao R en que

r(l,R) =... =zr(k,R).

Comentamos também a dificuldade pratica que surge na deter-
minacdo de R, motivo pelo qual sugerimos a solugdo proposta
por Rao que consiste em adotar Pq T e TPy Neste item apre
sentaremos as equagOes a partir das quals se determina a so

lucao (R) minimax,bem como apresentaremos a definicao do cri-

tério discriminante a partir da proposicao de Rao.
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Sabemos que

r(i,R) = C(IIDIPCIIL,R)

B

j=1
J=i

Supondo C(i|j)=C, i#j, onde C e uma constante positiva, te

remos

r(i,R) = C P(j|i,R)

N b

j=1
j=i

c{1-P(i]i,R)}

do que decorre que a solucdo minimax corresponde a particéo

R, tal que
P(L|L,R) = ... = P(k|k,R)

onde P(i|i,R) representa a probabilidade de classificacgaoc

correta de um elemento de Wi'

Como as regices Ryse.esRy da solucao Bayesiana R
sao definidas por
Rl i3 z qj—qi J=1,...,k; J=1

1291790V 512959795005 541 2
>

2 Q5,170 s o0 sUg ¥ 4~9y)

ou

P(i|i,B

i

< (=5}
j ...j fiduil"'dui,i~1dui,i+1"'duik

. e T



= 97 -

onde fi e a fungao densidade de probabilidade da variavel a

leatoria (k-1)~dimensional 912 (Uil’""Ui,i~l’Ui,i+l"'
.5Us ). Como a variavel Xs= (Xl,...,XD) tem distribuigdo na»
mal, a variavel

U..
1] J

= E'Z"l<gi~£j>-“%<£i+gj>’2"l<gi-g->
sendo  combinagao linear‘de Xl,...,Xp tera distribuigao nor
mal. A variavel Hi sera normal pois toda combinagdo linear
de suas componentes sera uma combinacao linear de Xys Kosen

.,XP e portanto normal.
Sob a hipotese Xen; entdo a média da variavel U..

i]
sera dada por

Ei(Uij) =

N

py L -
STRRSTED) T gj)

e a varianeia por

- - Lo o
Vari(Uij) = (yy Ej)’z (s Ej)

notando-se que (Eimgj)'x_l(gi-gj) e a distancia generaliza-
da de Mahalanobis entre m.oe nj.
A covariancia entre U.. e U. sera dada por

1] im

...']
X - - 1 - =
Co;i(Uij,Ui ) (ui uj) Z (ui uo)

Para a obtengao da solugaoc minimax devemos obter as constan

tes q1,...,9q (por um processo iterativo) para as quais

P(L|1,R) =.... = P(k|k,R),



isto &, para que as integrais acima sejam iguais para i=1,.
s 5 ol

Se ndo quizermos adotar a solugao minimax, gue co-
mo observamos pelo acima exposto ndo €& nada simples de ob-
ter, optaremos pela sugestdo de Rao, isto e, Py=«+-5p) com

o que as regices R R, ficam simplesmente definidas por

1o Ry
Ri: uij z 0 3=1lses 5Ky i2)s
b, k.3 - Parametros Populacionais Desconhecidos

Temos até o momento admitido o conhecimento dos pa
rametros populacionais u. e }. Se ndo os conhecermos no en-
tanto, usaremos suas estimativas se bem que com isto estare
mos aumentando a probabilidade de erro.no processo de clas-~
sificacao. Veremos no entanto que se as amostras forem sufi
cientemente grandes, o erro introduzido pela utilizagao das
estimativas pode ser desprezado.

A estimativa gi de u. e definida por

1
=3 n.
1

onde X. é o vetor das medidas do m-ésimo elemento da amos-
tra de LA

A estimativa W de )} & definida por

K
CLng=lk)W = F (=X ) (X =x;)"
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E a estatistica Vij correspondente a Uij sera dada

por

-1

o5 ' X __l" Y =Ly Y
= XWOR R - SRR TR R

ij 3 =

Como Zi converge em probabilidade para y, e W para 1, a dis
tribuicao limite de Vij sera Uij' Isto & garantido pelo teo
rema de Slutsky (cf. H. CRAMER - "Mathematical Methods of
Statistics") sobre a convergéncia em probabilidade de fun-
¢oes racionais de variaveis aleatérias que convergem em pro
babilidade a determinadas constantes. Isto, traduzido en
termos praticos significa, como comentamos acima, que para

amostras suficientemente grandes o erro devido a utilizacdo

de estimativas pode ser desprezado.

L,5 - A REGIAO DE DUVIDA

Neste item apresentamos a construgao da regiao de
davida, Ry, introduzida na Analise Discriminante por Rao. 0
aparecimento de R, no processo discriminante é consequéncia
de uma limitagac pré-estabelecida da probabilidade de erro
de classificacao.

Definidas as regioes Rys Rys wv.y Ry conforme vig-
to nos itens anteriores, a probabilidade de que um elemento

seja corretamente classificado em 7.

; € dada por

By = plP(lll,R) = J p; £ (x)dx

Ry



enquanto que a probabilidade de que um elemento seja classi

ficado erradamente em L e

@, = pZP(lIQ,R)+ . ka(llk,R)

Ocorrem situacoes em que desejamos limitar o valor

0 0

0, POP um Maximo 0. . Se a reglao Rl for tal que o, <0, en-

tao um elemento que pertenga a Rl sera classificado em LN

dentro do limite de probabilidade de erro (u;) previamente

estabelecido. Caso contrario, isto &, se a, > ai devemos de-

1

terminar uma regiao C, tal que a probabilidade de classifi-

1

car erradamente em 7, um elemento dessa regiao seja  menor

ou no maximo igual a ai. A regido Dy =Ry -C; denominaremos

"regiao de duvida associada a ﬂl"e Os elementos pertencen-

tes a Dy niao serdo classificados embora sua pertinéncia a

T, seja provavel.

1

E claro que dentre as regioces Cl que satisfazem es
se requisito, devemos escolher aquela para a qual a probabi

lidade de classificacdo correta em 7., for maxima. Em qutras

1

palavras, procuramos a regiao_C1 para a qual

J plfl(z)dﬁ (1

-y

e maxima, sujeita 3 restrigdo
j p,E,(x)dx + ... +j p £, (x)dx < o (2)

¢y Y

6
1



A determinacao desta regiao decorre de imediato da
aplicagdo do lema de Neyman-Pearson (Apéndice D). A regido

Cy sujeita a restricac (2) que maximiza (1) & dada por
Cit pyfy(x) 2 A(p, £ (x) + ...+ py £ (X))

onde A e uma constante convenientemente escolhida, isto e,A

deve ser tal que

J {p £, (x)+ ...+ p £ (x)}dx = af

Cy

a regiao D, =R, ~ C, esta defi-~

Obtida a regiao C 1 1 1

1)
nida.

As regioes C ..,Ck correspondentes as demais po-

2

pulagoes sdao obtidas de forma analoga e consequentemente as

regioes DgseersDyn A unifo das regides DysDyyeeesD denomi-~

k

naremos "regido de duvida de Rao" e sera denotada por RO'

Para o caso de tres populacgoes teremos esquemati-

camente:




onde a parte hachurada representa RO'

E importante notar que na determinagdo de Ry utili
zamos as probabilidades a priori Pyse«vsPp- No caso destas
nao serem cohhecidas ou nem mesmo estimiveis poderemos ado-
tar Py = ce Py

Ao invés de limitar a probabilidade de erroao clas
sificar um elemento em T., Como fizemos acima, pode-se dese
jar limitar a probabiiidade de erro ao classificar um ele-
mento de ﬂj em 7., i#j. Este segundo caso difere evidente-~
mente do primeiro, mas a determinacdo da regiao de duvida é
similar sendo apresentada por Rao (refereéncia 9) num desen-
volvimento independente da consideragao das probabilidades
a priori.

Rao sugere que se considere oAprimeiro tipo de 1li-
mitag&o no caso em que as probabilidades a priori sao conhe
cidas e o segundo tipo caso contrario. Quer nos parecer no
entanto que a construcdo das regioces de divida ndo deve se
basear no conhecimento ou ndac de informacao a priori e sim

no tipo de erro que desejamos limitar.

b.6 - DOIS TESTES RELACIONADOS COM A DISCRIMINACAQ

ENTRE k POPULACOES

Apresentaremos neste item dois testes intimamente
ligados ao problema de discriminacgado. Admitiremos que as po

pulagoes saoc normais multivariadas com mesma matriz de cova



riancia.

4.6.1 - Teste da lgualdade de Medias

Este teste deve evidentemente ser aplicado antes
de iniciar a procura de uma regra discriminante entre as k
populagoes. A razao disto é simples: a discriminagdo so te
réisentido se nao houver coincidéncia-de populagoes. O tes-
te que iremos expor (cf. Rao, referéncia 10, 8d.4) e uma ex
tensdo da Analise de Variancia para o caso de populagoes
multivariadas, sendo conhecido por Andlise de Dispersao.

Se X = (Xyy..us X)) & o vetor das variaveis aleato-
rias discriminantes, para & populacgao T PEL g oo iy tere-
mos X~N_(u ,2). Testaremos a hipotese H,: p, = ... =}, con-

- p*r 0" =1 =k
tra a hipotese alternativa da nao igualdade entre as k me-
dias.

Sejam nl,...,nk os tamanhos das amostras correspon

dentes as populagoes MyseeasM @ representemos por n a soma

nyt...tn; . Consideremos a seguinte notagdo:
Rqo=wie § ox X, = = ) n_ X
ri n b rim i n L r Tri
r m=1 r=1

B = fBij): matriz da soma de produtos entre grupos, onde

k
.. o= % =% 0(xX .-x.
B ;lnr(xrl Xl)‘xr] xj)

W= (W..): matriz da soma de produtos dentro, onde:

i3



k

S=(8:.): matriz da soma de produtos total, onde

1]
ko Up B -

sendo que das expressoes acima podemos concluir que

B+ W =8

0 teste baseia-se no critério de Wilks, A, onde

A oe M

|W+B |

A estatistica A se distribui como o produtoc de p variadveis
aleatorias independentes com distribuigéo Beta. Em alguns
casos, a utilizagao de A sob certas transformagoes nos leva
a distribuig¢oes F exatas. Em Rao (referéncia 10) encontra-
mos um resumo de tais transforma¢ces, especificamente para
os casos em que k=2, k=3, p=1, p= 2. Para outros valores
de p e k podemos utilizar o teste aproximado proposto pér

Rao (1951) que se resume no uso da estatistica

1 -7t/ s = 2h

Alfs pl(k=-1)

como uma F com p(k-1) e (ms~2h) graus de liberdade, onde

2 2
) pek[RRGeDew o p(k=1)-2
m = n-1-—£5"5 s '\/p2+<k-1)2-5 ’ 4



onde (ms-2h) ndo é necessariamente inteiro.
Outro teste aproximado, baseado no critério de Wil
1~

ks, foi propostopor Bartlett (1947) e se presume ao uso da

estatistica

-m loge A —

- _
como uma X* com p(k-1) graus de liberdade.
E

4.6,2 -~ Teste da Melhoria de Discriminacao

Vamos supor que a discriminagdo entre k populagoes
esteja baseada em p variaveis aleatorias Xl"""xp’ e dese-
jamos testar se a utilizagdo de q variaveis adicionais Xp+P

""Xp+q intyoduz uma melhoria significativa na discrimina-
gdo entre essas k populagoes. Para esse fim, apresentamos a
gui um teste (cf. Rao, referencia 10, 8 c.4) que como o an-
terior se baseia no critério A de Wilks. Este teste & a ba-
se tebrica do processo stepwise BMDO7M que comentaremos no
item seguinte.

£ importante notar que nao testaremos a significéan
cia da discriminagdo baseada nas q variaveis adicionais (pa
ra o que usariamos o teste anterior), mas sim se a discrimi
nagSO (adicional) introduzida por essas variaveis, quando o
efeito das p variaveis iniciais é fixado, & significativa.

As matrizes W e S (definidas no teste anterior) pa

ra o conjunto das p+q variaveis podem ser particionadas da



seguinte forma:

W W (s S
PP Pq ~ "pp “pg

W W S S
ap qq- qp aq

onde os indices p e q se referem respectivamente aos conjun

tos das p varidveis iniciais e das q variaveis adicionais.
As matrizes das somas de produtos das g variaveis

adicionais, quando o efeito das p variaveis iniciais é fixa

do, sao dadas por

Wiglp) = W__ -W

-s stg
aq ~ “qp “pp “pq

w

S(qip)

Sob a hipotese de discriminacdo adicional nula, o

quociente dos determinantes

[Wigip)|
[SCglp)l

se distribui segundo a A de Wilks.

Para efetuar o teste nos casos em que g#l, g=2,k#2,
k#3 (quando a utilizacdo de certas transformagdes sobre A
nos 'leva a testes I exatos) podemos utilizar o teste aproxi
mado sugerido por Raco (1951) que consiste em usar a estatis-

tica
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como uma F com q(k-1) e (ms~-2h) graus de liberdade, onde

mo= n—p—l*—ﬂiﬁ—'

\jqz(}ol)z-L& L o= _Qlk=1)-2
2 b 2 -

q2%0~-1)2-5 .

No caso particular g=1, isto e, quando queremcs
testar a melhoria da discriminac¢ao introduzida por uma va-
riavel adicional,A serd o quociente dos escalares W(q|p) e
S(a|p) e a estatistica

1-A n-p-k
A k-1

tem distribuicaoc F com (k-1) e (n-p-k) graus de liberdade.

.7 - A ESCOLHA COMVENIENTE DE VARIAVE!S

Uma das dificuldades que surgem no estudo da dis-
criminag&é entre populagoes & a selecdo das variaveis dis-
criminadoras. Se conhecermos um numero "p" de variaveis dig
cgiminadoras, podemos estar interessados (normalmente por
motivos de custo operacional) em selecionar dentre estas, o
menor conjunto de q variaveis (q < p) de forma tal que a,dii
g?iminggéo baseada nessas q variaveis seja significatiyg e
»qggrarconsideragéo de quaisqger das p- ¢ varidveis restan-
tes é%q introduza melhoria significativa na  discriminagao
baseada nas q varidveis selecionadas.

Um dos processos utilizados na selecgdo das varia-

veis & o Stepwise Discriminant Analysis (BMDO7M) da Biomedi



s

cal Computer Programs do qual apresentaremos um resumo do
procedimento. .

Inicialmente, selecionamos dentre as p variaveis a
quela que fmé;bq? discrimina" entre as populagOes dadas. Is

to € medido pela F de uma analise de varidncia a um fator

controlado. A variavel a qual corresponder maior F sera se-
lecionada (entered) desde que este F supere um minimo pré-
estabelecido (F to include).

Nos passos seguintes consideramos as "melhorias de
discriminagao" introduzidas por cada uma das variaveis ain-
da ndo selecionadas, em relagao a discriminagao devida  as
variaveis ja escolhidas. Sera selecionada como nova varia-
vel aquela que apresentar '"maior melhoria de discriminacao"
o que e medido pela F de um teste de mélhoria de discrimina
gdo. Esta F devera ser maior que o "F to include", caso con
trario o processo para de selecionar.

Um ponto importante a destacar é que o fato de uma
varijvel ter sido escolhida em um determinado passo,nio sig
nifica que ela sera mantida no conjunto final das q varia-
veis selecionadas pelo processo. A cada passo (a partir da
escolha da segunda varidvel) sdo calculados para cada uma
das' % variaveis escolhidas o "F to remove" e se este for me
nor que um limite pré~estabelécido (F to exclude podera ser
eliminada (& eliminada a varidvel que apresentar o menor "F

to remove" desde que este seja menor que o "F to exclude").

0 "F to remove"é o F obtido no teste de melhoria de discri-



minacdo devido a varidvel considerada em relagdo a discrimi

nacado devida as (&-1) varidveis escolhidas restantes.

0 processo para quando nenhuma das variaveis a se-
rem selecionadas apresentar melhoria significativa na dis-
criminagdo ou quando todas as variaveis ja tiverem sido se-

lecionadas e nenhuma deva ser eliminada.
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CAPTITULO 5

EXEMPLO DE APLICACAO

5,1 - 0 PROBLEMA

Consideremos duas populagbes assim definidas:a pri
meira (m) constitufda por individuos que apresentam distir
bios de tireoide e a segunda (w,) por individuos sem proble
mas de tireoide (individuos normais). Estudaremos a discri
minacdo entre essas duas populagdes com base nas medidas de
Glicose (Xl) Insulina (X,) e Nefa (X3) efetuadas para cada
um dos elementos deésas populagoes.

Admitiremos a normalidade das distribuigoes bem co
mo a igualdade de dispersdo nas duas populagoes.

0 presente exemplo & apresentado apenas com a fina
lidade de ilustrar como abordar ﬁm problema de discrimina-
cdo, com a utilizagdo de técnicas vistas nos Capitulos ante

riores. Os dados considerados sao valores ficticios.

5.2 - APRESENTACAQ DOS DADOS

Os dados apresentados na pagina 85 correspondem acs

a ‘
elementos de duas amostras aleatorias extraidas das popula-
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coes em questdo, cada uma com 20 elementos (nl =N, = 20)

AMOSTRA DE my AMOSTRA DE T,

Xy Xy X3 X3 X X3

72 18 808 79 ¥ 690
76 17  85h 78 7 680
73 20 860 79 8 873
75 19 86k 80 8 652
76 21 871 83 7 669
78 20 638 75 g 681
80 19 693 77 7 653
80 18 742 74 9 686
78 17 780 T 10 686
82 18 878 7% - 5 639
78 22 763 75 9 61
75 20 812 74 12 600
77 22 822 75 11 622
76 20 857 75 14 636
79 19 881 74 10 645
78 19 659 72 9 654
78 15 687 75 8 636
82 1% 680 73 8 617
79 15 694 74 7 618
76 13 756 ; 75 11 635

Dos dados acima, obtemos os seguintes valores:
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/

|

MEDIAS AMOSTRAIS

my T, DIFERENCAS (ﬂl-ﬂz)
X1, = 77,80 | Xpy = 75,75 d; = 1,65
X19 = 18,60 | Xpp = 8,65 dy, = 9,95
X1 =779,95 | Xp5 =649,30 d, = 130,65

MATRIZ DE COVARIANCIA AMOSTRAL
7,1723  -2,3302 -27,2920

W= | -2,3302 5,0881 21,8341 /
-27,2920 21,8341  3.728,0210 '

a qual corresponde a matriz inversa

0,1660  0,0726  0,0007
wl = |o,0726  0,2338 -0,0008
0,0007 ~-0,0008  0,0002

" | o 7
| \ B4 L)

5.3 - TESTE DA SIGNIFICANCIA DA DISCRIMINACAD

0 primeiro passo a ser dado & verificar a Signifi~
cancia da discriminacao baseada nas variaveis Glicose (Xl),
Insulina (X2) e Nefa (Xs). Para isto calculamos a estafisti
ca
(n1+n2~p-l) ny n,
(hl+n2-2)p ng+n,

2

F =

\
Vg

que sob a hipétese de coincidéncia das duas populagdes (nao

O [ - |
) A1)
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significancia da discriminagdo) tem distribuigdo F com p e

n1+n2—p—l graus de liberdade.

Como
n, = n, = 20 tamanhos das amostras
p = 3 numero de variaveis
3 3 i3
p* = ¥ § w'ld,d, = 27,5654 distdncia de Mahalanobis
izl j=1 k.

obtemos F =87,0486. Sendo Fgy ¢ (5%) = 2,86 concluimos que a
b
discriminacao entre T, e m, baseada nas varidveis Glicose,

Insulina e Nefa & significativa.

5.4 - A DISCRIMINACKO

Como nado conhecemos os parametros populacionais Hs
e ), utilizaremos seus estimadores X. e W e portanto as re-
gides Ry e R, ficardo definidas com auxilio da estatistica

v

Ryt v 2 log k e Ry: v sfloglkk
c(1]2)p, 7
onde k = m.
1

Admitindo os custos C(1]2) e C(2]1) iguais resulta
log k = log Py - log Py
As probabilidades P, e Py sao desconhecidas, o que

nos leva a utilizar o processo minimax para determinar Rl e

R2. No entanto, como observamos no Capitulo 3, para o caso
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particular em que as duas populagoes sao normais com mesma
matriz de covaridncia,igualados os custos C(1|2) e C(2]|1),a
solucdo minimax equivale a solugio obtida ao adotarﬁpl==p2.

Em outras palavras, as regides R, e R, serao definidas por

Rl: v 2 0 \ e Rz: v £ O‘L

Sendo

e ] SR B ¥ W T ey
voE WXy Xy ) - (X X, ) W T (X X))

teremos, de acordo com os dados apresentados:

.
12 {4

77,40} o, 75,75
%, = | 18,60 E Xy = 8,65
779,95 4 5% 649,30

e portanto

v = 1,0877%, + 2,3366x, + 0,0193x, - 128,9191

1 2 3

Podemos entao escrever

R,: 1,0877x +0,0193x

1 +2,3366x

>128,9191

& 2 3

R,: 1,0877x, + 2,3366x,+ 0,0193x3:5128,9191

7 1 2
sendo interessante notar que o primeiro membro das desigual
dades acima & a fungdo discriminante de Fisher (Capitulo 2).

A utilizacdo da regra discriminante acima é bastan
te simples. Se por exemplo, um individuo (E) apresenta as se
guintes medidas: Glicose: 75, Insulina: 10, Nefa: 700, en-

tdo para ele teremos:

y = 1,0877x, + 2,3366x,+ 0,0193x, = 118,4535

2
MBIrS 1213 3

3
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ou

NA

v = y-128,9191 = ~10,4656 ~ .0 °

20
o que indica que esse elemento pertence a R2 e deve ser,por

-

tanto, classificado em m,, isto é, é um individuo normal.

& i &*

Vamos supor que consultando manuais médicos conclu
imos que a proporgdo entre individuos com distirbios de ti-
redide e individuos normais é de 1:50 (valores ficticios).
Isto quer dizer que py = (1/51) =0,0196 e que p, = (50/51) =
= 0,980k,

Como log pl=>3,9318 e log p,y = «0,0188 teremos
log k = log p, - log pq = 3,3120 e as regioes Ry e R, ficam
definidas por

Ry: v 23,9120 e R,: v < 3,9120

9"
ou

Ry: 1,0877x, +2,3366x,+ 0,0193x, >132,8311

R,: 1,0877x

9" +2,3366x, + 0,0193x3‘s132,83ll

1

Comparando estas regides com as obtidas no caso an
tepior verificamos que o ponto de separagao entre as duaspo
pulagGes se deslocou em sentido de my (128,9191 - 132,8311)

o que e intuitivamente légico,. visto que & menor que .
& > q Py 2
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5.5 - PROBABILIDADE DE ERRO DE CLASSIFICACAQ

Vimos anteriormente que a variavel
-1 1 =1,
= X' - - ' -
U= X"} (ul Ho) 7(ul+u2) ) (uy My

tem distribuicdo normal, com parametros:

7
)

Xemw, ... El(U) =m/2 , Varl(U)

1

genz “ 5 EZ(U) =-m/2 , Varé(U)

H ]
8

onde
- 1 o ‘
m = Guy =) LT ey -y)

Comentamos também que a distribuigdo de U é a dis-
tribuicdo limite da estatistica V. Admitindo que as presen-
tes amostras sao suficientemente grandés podemos considerar
V como uma variavel aleatoria com distribuigao normal, cu-
jos parametros sdo calculados utilizando as expressoes aci-

ma, substituindo-se u, e Z por suas estimativas. Obtemos as

sim:
m = 27,5654
El(V) = 13,7827 . Varl(V) = 27,5654
E,(V) = -13,7827 , Var,(V) = 27,5654

e as probabilidades de erro de classificagdo podem facilmen
te ser calculadas com auxilio das tabelas de distribuicao
normal.

Se Py = Py = 0,5, teremos:



S

P(2]1)

Pl(V<0)

0,0043

P(1]2)

P,(V>0) = 0,00u43

e a probabilidade de classificar erradamente um elemento es

colhido ao acaso sera:
plp(zll) + sz(ll2) = 00,0043,
Se'pl = 0,0196 e P, = 0,9804 teremos:

P(2|1)

Pl(V<3,9120) 0,0301

P(1]2) 0,000k

P, (V>3,9120)

e a probabilidade de classificar erradamente um elemento es

colhido ao acaso sera:
pP(211) + p,P(1]2) = 0,001,

Observamos que no segundo caso a probabilidade de
classificar erradamente um individuo & bem menor,havendo no
entanto um aumento bastante grande de P(2|1). E facil enten
der que como a probabilidadé de escolher um elemento de Ty
€ bem menor que a probabilidade de escolher um elemento de
Ty é compensador o aumentojde'P(le). e a consequente dimi-

nuicdo de P(1]2).

5.6-- UMA REGIA0 DE DUVIDA

Vamos considerar o caso em que Py % Py = 0,5. Vi-
mos que P(2[1) = P(1]2) = 0,0043., Se por algum motivo dese-

jamos limitar estas probabilidades a valores menores que
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0,0043 deveremos optar pela partigao do espago amostral pro
posta por Rao, introduzindo a regido de duvida Ry

Se por exemplo, a limitacdo & dada por
P(2|1) < 0,001 e P(112) s 0,001

obteremos a seguinte particdo

,Rl: vZA RzzvsB RO: Bsv<A
onde
P(2]1) = P,(VsB) = 0,001
P(1]2) = P,(V2A) = 0,001

Os valores de A e B sao obtidos facilmente amlauxg

lio das tabelas de distribuicao normal

P,(VzB) = 0,001 == B = =2 ,41407
P2(V2A) = 0,001 ==> A = 2,4407
e teremos esquematicaménte:'
Rl - R, i Ry v
-2 ,4407 2 ,4407

Se um elemento é escolhido ao acaso e o valor de V
a ele correspondente varia entre -2 ,4407 e 2,4407 esse ele-
mento nao deve ser classificado em nenhuma das duas popula-
gSeé pois a probabilidade de erro ultrapassa o valor pré-fi

xado (0,001,
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5,7 - A ESCOLHA DAS VARIAVEIS DISCRIMINANTES

Ao analisar os valores das variaveis Glicose, Insu
lina e Nefa nas duas amostras (ver item 5.2) podemos ter u-
ma primeira idéia do poder discriminante de cada uma dessas
varidveis. A primeira a destacar-se a4 simples observagdo €
a Insulina. Enquanto que na populagao m ©S valores da Insu
lina sao altos (de 14 a 22), na populagao m, eles sao bai-
xos (de 4 a 14) o que mostra que a Insulina por si gSjéfog
neceria uma boa discriminacdo. A segunda varidvel a desta-
car-se € a Nefa que apresenta maiores valoreé para wlck>que
para m,. Quanto i Glicose nio hi uma distingdo que salte a
vista. Estas conclusdes obtidas pela simples analise visual
sdo confirmadas pela comparacgao dos D? -de Mahalanobis entre
m,oem, baseados em cada uma das trés variaveis.

0 D? de Mahalanobis com base em uma Unica variavel

(Xj) ndao é nada mais que

= = 2
(xlj x2j)
.

33

sendo portanto proporcional d& F de uma andalise de varidncia
entre ", e T, com base na variavel considerada.

Obteremos para as trés variaveis:

» 2 -
Glicose (Xl) " Dl = 0,3796
Insulina (X,) ...... D§ = 19,4577
Nefa (Xg) wennns Dg = 4,5787



o que mostra gque a maior distancia entre “l e m, é provoca-
da pela Insulina, seguida em ordem decrescente pela HNefa e
Glicose.

Num processo 'passo a passo" (stepwise) de selegao
de variaveis € evidente que a primeira variavel a ser esco-
lhida sera a Insulina. (Observe que a discriminagao devida
a Insulina & significativa). Na escolha da segunda variavel,
adotaremos o critério jd comentado (vide Capftglo 4) de se-
lecionar a variavel que introduzir "melhoria de discrimina-
cao" mais significativa em relagdo a discriminagéo devida &
variaveis ja selecionadas. Analisemos as melhorias de dis-

criminacao introduzidas pela Glicose e pela Nefa.

a) Glicose

0 D? devido a @licose e Insulina, Di , € igual a
b
25,7682. A F correspondente ao teste de melhoria de discri-
minagdo é dada

e 2 _n2
(nl+n2 P-q 1)nln2(Dl,2 Dl)

' 2
q{(nl+n2)(nl+n2-2)+nln2D1}

onde p € o numero de varidveis ja consideradas e q o numero

de variadveis adicionais. No caso p=1 (Insulina) e q=1(Gi

-

cosé) e o valor de F é 10,0392, significativo ao nivel de 5%

b) Nefa

0 D? devido a Insulina e a Nefa, D; 3 e igual a
S
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21,9653. A F correspondente ao teste de melhoria de discri-
minacdo, calculado de maneira analoga a descrita para a Gli
cose, tem o valor 3,9893, nao significativo ao nivgl de 5%,
como era de se esperar, pela simples observacao dos dados.

Dos pesultados acima é imediato que a escolha da
- segunda variavel recai sobre a Glicose. Se ambas as F fos-
sem significativas, considerariamos a maior delas. Se nenhu
ma das F fosse significativa, a discriminacdo se restringi-
ria ao uso da Insulina apenas.

Selecionados a GClicose e Insulina é fdecil verifi-
car que a Nefa ndo introduz melhoria significativa de dis-
criminacdo. Como a discriminagao baseada nas duas primeiras
variaveis é significativa podemos nos restringir a elas pa-
ra fins de discriminagdo entre m, e ﬂz;

Por exemplo, no caso em que Py =P, = 0,5,as regioes

R, e R, ficam definidas por
Ryt 1,0165x; +2,4212x, - 110,82732 0
R2: l,OlGle +2,4212x2-110,8273$ 0

e a probabilidade de classificar erradamente um elemento sg
lecionado ao acaso sera 0,0055, o que nac representa um au-
mento sensivel comparado com o resultado obtido quando da u

tilizagdo da Nefa (0,0043).
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APENDICE A

T2 DE HOTELLING

Em 1931, H. Hotelling publicou um artigo sob o ti-
tulo "Generalization of Student's Ratio" no qual apresentou
uma extensao do teste "t" para o caso de populagoes normais
multivariadas. A nova estatistica apresentada para tal tes-
te deu a notagdo de T?.

De acordc com a notacdo utilizada neste trab&iho

temos

= (nl+n2—2) igl jgl Sij 2

T2 = E f wij £

E. E.
izl =3 73 it

sendo Ei= Adi, |
A estatistica T? estdo associados ny+n,-2 graus de
liberdade.

Hotelling demonstrou que a distribuigao de

+ - Ty
nytn, - p 1 7

(n,+n,-2)p

sob a hipotese de coincidencia das duas populagoes (g = u,)
das quais estdo sendo extraidas as amostras € simplesmente

uma F (de Snedecor) central com p e n +n2~p—l graus de Jli-

1
berdade.
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Un estudo detalhado da estatistica T? pode ser en-

contrado em Anderson (referencia 1, cap. 5).

D2 DE MAHALANGRIS

Preocﬁpado com o uso do ”coeficienfe de semelhan-
g¢a racial" (proposto por K. Pearson em 1921) como metrica
para a distancia de duas populagdes, pois este cozficiente
era sensivelmente afetado pelo tamanho das amostras, P.C.Ma
halanobis comegou em 1927 suas pesquisas nessa area,que cul
minaram com a proposigao da estatistica D?, para a estima-
gao do parametro-populacional A% (distancia  generalizada
de Mahalanobis).

Note~se que embora o T? meca indiretamente distan-
cia entre populagdes, o aspecto que distingue a  distancia
generalizada de Mahalanobis & o fato de ser ﬁm parametro po
‘pulacional passivel de estimagdo.

0 D? & assim definido

p2= § § wild.d. = (n +n,-2) E § s™a;d,
il §=1 . J i=1l j=1 J
e
)
A% =} § 036,68
=7 =1 13
i=1 =1
o P
onde §; =y =iy e (o70) = F 0.
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E interessante notar que a distdncia originalmente

proposta por Mahalanobis (Aé) difere desta, incluindo o coe

ficiente 1/p, onde p € o numero de variaveis (Xl,...,xp)cog
sideradas.

2 . L2

AM-pA

A eliminagdo.do fator ndo afeta em nada o objetivo do  uso
de A*. A origem desse fator estd ligada 4 influéncia do coe
ficiente de semelhanga racial de.Pearson.na origém das pes-
quisas de Mahalanobis, visto que esse coeficiente também con
tinha o fator.

0 D? de Mahalanobis se relaciona com o T? de Hotel
ling:

Distodecorre que a estatistica

nl+n2u p-1 \2p2

(nl+n272)p

tem distribuigdo F com p e n,+n,-p-1 graus de liberdade.
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APENDICE B

0 risco em um processo discriminatorio (R) entre k

populagdes e definido por

o(R) = p; r(i,R) = prr

i

e o

1

onde
r(i,R): perda esperada (riséo) ao classificar um elemento
de-ﬁi.'
pi:‘probabilidade a priori associada a ﬂi,ﬁgify..ﬁﬁkill
g'==(pi,...,pk) e gR'=(r(l,R),..;,r(k,R)).

Uma regra que minimiza r(R) para um dado vetor p'=
=(pl,...,pk) de probabilidades a priori é denominada "regra
Bayesiana associada a p".

‘Duas regras R e S sao mnae compargveis se para al-
gins indices i temos »(i,R) <r(i,S) e para alguns j dos in-
dices restantes »(j,R) > r(j,S).

Uma regra R é melhor que uma regra S se 1r(i,R) <
s r(i,8), izl,...,k, e se para pelo menos um i a desigualda
de for estrita.

Uma regra R é admiesivel se nao houver regra S me-

lhor que R (dentre todas as S comparaveis com R).
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Uma ciasse de regras é completa se para toda regra
fora da classe, existir uma, dentro da classe,'que € melhon.

Uma classe de régras & completa minima se nenhuim
seu subconjunto préprio for uma classe completa.

Nosso'objetivo.élméstrar que sob certas condigoes
a classe das pegras Bayesianas é completa minima, o que jus
tifica a escolha de uma regra Bayesiana como solugao mini-
max (itens 3.3 e 4.3). Para isso, admitiremoé sem  demons-~
trar que:
1. A classe dos vetores de perda thy(f(l,R),...,r(k,R)),Z,
correspondentes a todas as ﬁegras R & um conjunto convexo
em IRk.
2. Se C &€ um conjunto convexo emIRk tal que o8 elementos
xeC tem pelo menos uma coordenada nao negativa, entdo exis-

te um vetor E@Rk

sem coordenadas negativas e pelo menos uma
coordenada positiva tal que p'x 20 para todo x€C. (Rao,ref.
10, pag. RZ).

3. A classe A de todas as regras admissiveis & completa mi-
nima. (Rao, ref. 10, pag. 418).

TEOREMA | - Toda regra admissivel e uma regra de Bayes com

relagao a um vetor p de probabilidades a priori.

Demonstracao:

Seja ER o vetor de perdas associado auma regra REA

: S _ ; .
e r° o vetor de perdas associado a uma regra S. Fixemos R e.

variemos S no conjunto de todas as regras. 0 conjunto de ve
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tores ES— r sera convexo e nenhum de seus elementos  tera
todas as componentes negativas pois R € admissivel.Logo,por

(2) existe um vetor p de componentes nio negativas e pelo

menos uma positiva tal que E’(ES—QR);ZO, isto &, E'gszzg'gﬁ
qualquer que seja S e portanto R & uma regra Bayesiana.
TEOREMAMZf? Uma regra ééyesiana com relagdo a p é uma regra
admissivel se todas as éomponentes de p forem positivas{

Demonstracao: ' ‘ . -

- S8e R & uma regra de Bayes com relagao a p teremos

p'z" s p'r’, s

Se existir uma regra A tal que A & melhor gue R,te
remos

R ,rA

e se todas as componentes de p sao positivas.decorre que

R
r = EA
isto €, R & admissivel.
Dos teoremas 1 e 2 concluimos que a classe das re-
gras admissiveis e o conjunto das regras Bayesianas associa
das a vetores p de coordenadas positivas, coincidem e por-

tanto esta regras Bayesianas determinam uma classe completa

- 3 )
minima .
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APENDICE C

TEOREMA - Sejam as fungdes F. = F.(x = F, (x

1% l,...,xp),.. )™ Felxqs
;..,xp) integraveis em um conjunto R(RdRP), A partigao R

.F

12
«++5Ry de R que minimiza a“.gsoma

k )

.Z J Fidx onde dx= dx,...dx
1=1 R - v

- 4

é definida por

R, : Fis Fj J=1l,. ..,k di=j. . (1)

Demonstracao:

Sejam R',...,Rﬁ: uma particao qualquer de R

e Rys...,Rp: uma partigdo de R definida por (1)

k k
Se R,. =R,nR! teremos | R,. =R. e I R.. =R!.
ij i’ j21 13 i sz1 23777
Da definicao de Rijdecorre que:
J F.dx < J Fodx + ...+ j F,dx
Ry Ri1 Rik
Somando para i=l,...,k, teremos.
k k k
)3 J F,dx s | I Fydx + ... + ] J F)dx
i=1 § i1 4 | i1 4
i - % ik
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APENDICE D

LEMA DE MNEYMAN-PEARSON - Sejam as fungdes Fo = FplxysenesX ),
"’Fk::Fk(xl""’xp) fungoes integraveis ngRpf.

Sejé C(CecRP) uma regiio para a qual

f Fid‘._x_ = ai izlg.oo"k (l)
C ]
onde dx =dxl...dxp_e . é uma constante préedeterminada.

De todas as regides para as quais (1) é valida, . a

que maximiza
j F,dx
C

e definida por C: FO;aélFl t ce. ¥ aka onde as constantes

al,..;,ak sdo tais que a restricao (1) é satisfeita.

Demonstracao:

“Seja C' uma regi@o na qual (1) € valida e C uma re
.~ ~e [t - - . 1
giao tal que sao validas (1) e FO;Za1P1+f"+aka' nga cC
a intersecgdo de C e C'.

£ imediato que

F.dx = F.dx s (PPN, ] (2)

4= L

c-ccr - C'=CC*

Consideremos a diferenca D:



- 105 -

D = f Fod_}_(_-J Fodx = j Fod_zg-J Fodx 2 J (XaiFi)d_)_c_wJ (Ya;F;)dx
.. g C c-cct ¢c'-cct  c-cc! cr-cct

ou



1]

[2]

/;§§3]

Cu]

(5]
(61
73
[83
[9]
[10]

f111

~ 106 =~

BIBLIOGRAFIA

ANDERSON, T.W. - (1858) - An Introduction to Multiva
riate Statistical Analysis - Wiley.

" BENETT, C.A. @ FRANKLIN, N.L. - (1967) - Statistical

Analysis in'Chémiatry and The Chemical Industry
- Wiley. . : ‘ ey

FISHER, R.A. - (18936) - The Uss of Multiple Measur-
ments in Taxbnomic’Problems ~ Annals of Eugenics
Vol., VII, Pt, I+« |

FISHER, R.A. - (1838) - The Statistical Utilization
of Multiple Measurments - Annals of Eugenics,Vol
VIII, Parte IV. | |

GOULDEN, C.H. - (1852) - Methods of Statiatical Ana-
lysis - Wiley.

HODGES, J.L. - (1955) - Discriminatory Analysis-USAF
School of Aviation Medicine, Texas.

KENDALL, M.G. e STUART, A. - (1966) - The Advanced

 Theory of Statistics - Vol. 3 - Griffin.

OVERALL, J.E. & KLETT,C.I. - (1872} ~'Applied Multd-
variate Analysis .- McGraw Hill.’

RAD, C.R. - (19852) - Advanced Statistical Methods in
Biometric Research . - Wilay. ,

RAO, C.R. - (18B5) - Linear Statistical Infersnge and
its Applications - Wiley.

RAO, C.R. - (1972) - Recént Trends of Research Work
in Multivariate Analysis - Biometrics 28, 3-22,

March.,



= W07 =

[121 - ROMEDER, J.M. (1873) - Méthodes et Programmes d'Ana-
lyse Discriminante -_Dundd. )

£13] - .STEVENS, W.L. - (1945) - Questdes de Método - Univer
sidade de Coilmbra.

[14] - TATSUOKA, M.M. e TIEDEMAN, D.V. ~ (1954) - Discrimi-
nant Analysis - Review of Educatiocnal Ressarch -
Vol. XXIV, 5.

OBSERVACAG: (s artigos 3 e 4 podem ser encontrados
o no livro: '
FISHER, R.A. ~ (1950) - Contributions to Mathematical
Statistics - Wilay. |



