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CAPÍTULO l

IBI BO DUÇÃ O

1 . 1 - Ç9NSIPERAÇQES GERA I S

Desvendar todo o comportamento da Natureza através
de modelos matemáticos feri.a, talvez, superestimar o poder
dos métodos matemáticos ou adotar uma vi.são por demasiado
simples dos fenómenos natura.is. Entretanto, tradi.cionalmen-
te, o pesquisador experimental tenta encontrar modelos que
se adaptem a seus dados, com dois objetivos pri.ncipais:

1. descobrir o mecanismo segundo o qual suas observações
foram geradas;

2. usar o modelo para fazer i.nferências, previsões, cor
reçoes, etc

nã muitas si.tuações nas quais não sâo válidas as su
posições necessárias para uso da clássica analise de dados.
Daí a vantagem de tentarmos descobrir um modelo subjacente
ãs nossas observações para construir testes adequados, embg
ra seja perfez.tamente possível que tal modelo não esteja de
acordo com nossa intuição ou experiência. Um exemplo de si-
tuação como a que acaba de ser descrita pode ser encontrada

l
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na Física, onde algumas partículas se di.atribuem no espaço
segundo a estatística de Base-Einstein, enquanto que outras
são distribuz+das segundo a estatística de Fermi-Dirac, não
existindo nenhuma explicação intuitiva para essa diferença
de comportamento [ 12 ] .

Nas ciências experimentais, como Biologia, Psi.cola
gia, Ecologia, etc.; hã uma grande classe de fenómenos que
são medi.dos em escala discreta. São situações ligadas a coB
tagens que poderá.am ser, a priori., associadas a um dos clãs
sacos modelos: Binomial, Poisson ou Binomial Negativa.No cg.
pz'tule 2 definimos, caractere.íamos (através de propri.edades
e formas li.nites) e apresentamos as formas mais usuais de o
coerência das variáveis aleatÕri.as associadas a tais modelos.
Para um dos itens dessa apresentação vamos necessitardas ng
ções de distribuições compostas (nisturas) e de distribui.-
ções generalizadas que achamos conveniente colocar neste ca
pítulo introdutório,dei.xando para o capítulo 2 somente exeln

pios referentes ãs distribuições consideradas. Incluímos tam
bém aqui,neste capz'tulo,alguns comentários sobre distribui-
ções de contágio, jã que algumas distribuições descritas no
capa'tolo segui.nte são assim chamadas na literatura.

No capítulo 3 consideramos essas três distribuições
como elementos de duas classes,sendo umaaquela defina.da por
série depotências e outra por equações-diferença. Ainda no
mesmo capítulo serão introduzidos critérios discriminatórios
entre as referidas distri.buições.

A fim de termos ideia acerca do comportamento do
critério discriminatório proposto no Capítulo 3, utilizamos
o método de simulação, .gerando Distribuições Binomi.al, Pala
son e Binomial Negativa, com parâmetros e tamanhos de amos-
tra por nõs fi.dados. Os resultados dessa simulação,assim cg
mo os problemas de estimação ligados ao critério mencionado,
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são apresentados no Capz'tu]o 4. Os programas uti].izados na
geração das distribui.ções foram construídos na li.nguagem
''BASIC'' e estão colocados no Apêndice alguns deles

Antes de finalizarmos com aspectos sobre contágio
e misturas conforme jã mencionamos, queremos lembrar que a
literatura ê pródiga em transformações de variáveis aleató-
rias para posters.or uso da clássica analise de dados. Gran-
de parte das pesquisadores esta interessada em detectar omg
dela carreto para utilizar transformações que julgam adequa
das para efetuar uma analise detalhada de seu fenómeno. En-
tretanto jã podemos encontrar testes que podem ser aplica-
dos di.retamente aos dados: Hino e Gur]and [19] propõem uma

estatística para o caso da Distribui.ção Binomial Negativa com

o objetivo de testar uma hipótese linear geral utilizando os
valores observados. Esta abordagem contribue para evi.tar os
problemas que usualmente ocorrem em conexão com transforma-
ção de variáveis.

1 .2 - CONTÁGIO

As situações descritas na literatura como sendo de
contágio são associadas a ocorrências de eventos ligados a
contagens em populações

i) não homogéneas, divida.das em grupos, cada qual com
sua própria susceptibi.cidade, onde a ocorrência de um

evento favorável aumenta (ou diminue) a probabilida-
de da ocorrência de outro evento favorável, simples
mente pela naior informação fornecida pela amostra-
gem;

ii) homogéneas, no instante t =0, mas o fato de aumentar
(ou diminuir) a probabili.dado de ocorrência de um e-
vento favorável dado que ocorreu um evento favorável
ê inerente ao fenómeno observado
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Tanto i.) como ii) são designadas como sendo de con
tãgio, embora somente a segunda se refira a um contágio real
enquanto que podemos nos referir ã primeira como sendo de
contágio aparente. As vezes podemos ter um excelente ajuste
de nossas observações a uma distribuição contagiosa embora
não possamos inferir um fenómeno de cantãgio no mecanismo
subjacente à distribui.ção observada. Como mencionamos no i-
tem i) o esquema de amostragem muitas vezes favorece um apZ
rente contágio, como por exemplo no caso em que a distribuí,
ção de certos ovos de mosquito sobre plantação de soja é de
contágio, se a unidade amostral for planta, mas poderá não
sê-lo se a unidade amostral for vagem. Quando a Distribui-
ção Binomial Negativa oferece melhor ajuste do que a Distri
buição de Poisson (onde a ocorrência é aleatória), é impos-
sível dista.nguir entre contágio real e aparente.

Embora a Distribuição Binomial Negativa ocorra na
natureza de inúmeras maneiras, sendo muito utilizada pelos
pesquisadores experimentais, temos mais três distribuições
com dois parâmetros, com duas ou mais modas (a Binomial Ne-
gati.va só tem uma) , descritas por alguns autores, que cons-
truíram modelos matemáticos a partir de situações biológi-
cas de seu interesse: Neyman tipo A, Thomas e Polya. A pri-
meira delas assume a população inibi.al como sendo Poisson,
mas a mobilidade desses indivíduos dentro da área onde o fg
nõmeno é observado é feita a uma taxa muito lenta -- apesar
da caracterz+stica multimodal parece que o domi'nio desta dig.
tri.bui.ção é mais restrito que o da Bi.nome.al Negativa. A se-
gunda, Tholnas, é descrita como tendo picos mais elevados do
que a Neyman tipo A.

Neyman também dera.vou outras distri.bui.ções , chama-
das de tipo B e C, que, segundo Fe]]er,[11] são de natureza
especializada e restrita aplicação.



Evans [lo] conc]ui.u que em situações associadas a
contagens de insetos o ajuste melhor é através da Binomial
Negativa, enquanto que para contagens de plantas, a Distri.-
buição de Neyman tipo A se adapta melhor; sua justificativa
se bases.a na existência de competição naior no caso das play:
tas do que no de insetos. Entretanto B]iss [ 8 ] acha que as
falhas de adaptação da Distribuição Binoni.al Negativa no ca
se de plantas se deva à inefi.ciênci.a do está.dador de k (um
dos parâmetros da distribuição) .

t . 3

Muitas vezes a situação analisada por um pesquisa-
dor fornece uma interpretação imediata para a noção de mis-
tura. Entretanto, às vezes, temos que interpreta-la como um

mecanismo para a construção de novas distribuições, sem uma
imediata justificativa empírica.

DEFINICAO - Seja X uma variável aleatória tal que a função
distribuição seja

FCxl 0]. , . . . , 0k) ,

onde OI'...,8k são parâmetros.
Se atribuirmos a alguns 0's (ou a. todos) uma dis-

tribuição de probabilidade, então obtemos uma nova variável
aleatória cuja função distribuição é dada por

E[F(xl 01 '02 ' ' ' ' '0k) ]

sendo que este valor esperado é tomado com relação à distri
buição conjunta dos g's.

E conveniente usar a seguinte notação

PI â F2 ' F



onde

FI
F2
0

representa a distribui.ção original
representa a distribui.ção ''misturante''
representa os parâmetros que variam e
significa equivalência de distribuições no sentido de
Gur[and [17],isto éseadistribuição de x. é P.(xla)
e a de X2 é F2(xlB) e se para cada a, existe algum B
(vice-versa), tal que

Ft(xla) : F2(xlB), Vx,

então XI e X2 são equi.valentes e a notação é XI - X2
Como exemplo teríamos :

Poisson A Gama Binomial Negati.va

!EE!.E.!.Ç.êg - Sejam X. e X, variáveis aleatóri.as com funções
geradoras de probabilidades gl(z) e g2(z) res-

pectivanente. Seja XI VX2 a variável aleatóri.a cuja função
geradora de probabilidade é da forma glEg2(z)].Então XIVX2
é chamada variável xl generalizada com respeito a X2

O segui.nte teorema relaciona certa classe de dis-
tribuições compostas e generali.zadas

TEOREMA - Seja XI uma variável aleatória cuja função gerada
ra de probabilidade (fgp) é dada por

[h(z) ]0

onde o é um parâmetro dado

Seja 0 = X? uma variável aleatória com função
tribuição F2 e função geradora de prob.abilidades g2

Então, VX9,

dis

XI A X2 - X2 V XI
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a

Exemplos

Poisson A Poisson son VPoi.sson
Pascal Apor.sson i.ssonVPascal
Pascal . A Gama V Pas cal
Poisson A Gama N Poisson VLogart'tmica

É imediato observar, .a partir do Teorema, que duas
interpretações matemáticas diferentes podem ''suportar'' a mes
ma di.stribuição. Neste caso, a Distribuição Neyman Tipo A
(ã qual nos referiremos no Capítulo 2) pode ser interpreta-
da como.Distribuição de Poi.sson Composta ou Distribuição de
Poisson Generalizada.



CAPTTUL0 2

j!$TKiBUiÇÕES OiSCRCTAS

Introduzirenns neste capa'Lula as Distribuições Bi.co-
mi.al, Poisson e Binomial Negativa, apresentando suas princ.}
pais características,algumas das quais serão úteis ao desen
volvimento deste trabalho, enquanto que outras servirão como

referênci.a ao leitor.Estas distribuições são membros da clãs
se das distribuições generalizadas em série de potências, mas
este aspecto seta abordado no próxi.mo capítulo.

2 . 1 DISTRIBUIÇÃO BI NOM l AL

A Distribuição Bi.nomial foi derivada a partir do i
vício do século XVlll, através de J. Bernoulli. Além de ser
vir de modelo matemático a algumas situações práti.cas, sua
importânci.a também se deve ao fato de sua conexão com uma

grande variedade de distribuições conhecidas

2.1.1 - DEFINIÇÃO

Diz-se que uma variável aleatória X,com valores in
tenros não negativos tem Distribuição Binomi.al com parâme
tios n e p se

P(x:k) Xlpt(l-p)a'k, k=0,1,2, ,n
-8-
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onde n 2 l e 0 g p g l Usualmente coloca-se l-p = q

Vamos supor que num experimento sÓ podemos obser-
var sucesso ou fracasso, associados, respecti.valente, a ser
observada ou não certa caractere'stica de uma população. Se
este experimento :for realizado mediante n tentativas inde-
pendentes, tal que permaneça constante a probabilidade p de
sucesso, então o número de sucessos observados, para n fixa
do a priori, tem Di.stribuição Binomial com parâmetros n ep,
como em (2 .1)

Muitas situações práticas podem ser adaptadas a eã
te modelo, daz+ o grande uso da Binomial. Além di.sso.o seu y.
se se torna ainda maior se consideradas as formas limites

Algumas vezes nos referiremos ã probabilidade def.}
nada em (2.1) com a notação b(k;n,p), ou B(n,p)

2.1.2 - CARACTERIZAÇÃO

A função geradora de probabilidades é da forma

(2.2) ' P(s) = (q+ps)n,

pois

p(s) - kEolkl(ps)k(1-+)''k = [(1-p)'psJ'

se, na expressão (2.2) ,colocamos s = et obteremosa função gÊ.
radora de momentos e para s: ctc obteremos a função caractg
rilstica, ou seja

Mt : (q+pet)n

+. = (q + pele)n



10

Para a função geradora de cumulantes, basta consi
deram o logaritmo de $ t

Usando as relações

E(X)= P'(1) e V(X) = p''(t)+P'(1)-P':(1)

podemos verificar que

E (X) = np e V(X) = np(l-p)

Para futura referência observamos que, na Distri-
bui.ção Bi.nomial temos V(X) g E(X) , com a igualdade ocorrendo
apenas no caso trivi.al (X, constante) p= 0.

Relações de recorrência entre momentos

Se considerarmos a função característica da varia
vel aleatória (X-np) , temos

i t . .
+. = e'npe''(q+pext)n

b

Fazendo-se it= Q e diferenciando a expressão anterior can rS
].ação a 0 , obtém-se

(2 .3) -, ' "p-:!.I'i:l"j - p.!.I'l;:l"j':
e

(Z .4) ',...,:'- pq(-'p..:;''' -if)
Obs: Qualquer momento i.nverso da distri.buição bi.nomial, is
to éE(x't) com r > 0, é infinito porque P(X=0) > 0.
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Reproduti.cidade

Se X. e X. são variáveis aleatórias independentes,
com Distribui.ção Binomial com parâmetros (nl, p) e (n2, p).
respecti.valente, então XI + X2 tem distribuição binomjal com
parâmetros (nl+n2, p). Em outras palavras. a Distribuição
Binomial é reprodutiva com relação a n.

Distri.buição Condicionais

A distribuição condicional de XI dada a soma Xl+X2
ê da forma

p ut-t l xl'x2-x) - 'sllil.},:\) .(2. 5)

para max(0. x-n2) g ks min(nl'x), expressão que representa a
di.atribuição hipergeométri.ca .

Com relação a variável aleatoria XI - X2 temos dois
casos a considerar

i) p : 7; então

P(Xl-X2:k) (n9+k )/2nl+n2 (-n2sksnl)

o que é uma forma mais geral de (2.1) se substi.tui11
mos k por (a+bk) cam b#0:no terno direito de (2.1)[2t]

i,i) p# {; neste caso a distribuição exata é bastante cq.
plicada e, na prática, utiliza-se a aproximação pe'
la Distribuição Normal

Se em vez de (nl,p) e (n2.p) serem respectivamente
os parâmetros das variável.s aleatórias XI e X2 ti.vermos
(nl,pl) e (n2,p2), então a distribuição condicional (2.5)
não mais seta hipergeométrica e em [ i8] foi. obti.do um resu.l
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todo assintoticamente.norma].

Moda da distribuição
l

Se p 7 a di.stribui.ção é simétrica

De (2 . 1) observa-se que :

P (X=k+l) : p. .(!!:.b}
P(x=k) q (k+l)

e este quoci.ente será maior do que a unidade para
k < p(n+l) - l.

Então, ã medida que k cresce, P(Xnk) cresce e depor.s decreã
ce. sendo que o máximo é atingido num inteiro k, satisfazem
do

(n+l)p-l < k s (n+l)p

Se (n+l)p for inteiro, então P(X=(n+l)p-l) P(X=(n+l)p)

2 . 1 . 3 - FORMAS LIMITES

Daremos a seguir algumas aproximações que se rela-
cionam com a Distribui.ção Binomial. Os resultados serão e-
nunciados da maneira usual, ou seja, como aparecem em textos
elementares ou como utilizados na pratica. Entretando deve-
se ter em mente que todos eles se referem a convergência fr3
ca de sequências de distribuições. Isto é valido para todos
os x'tens relativos a formas limites que aparecemno capítulo.

i) Distribuição Normal

Se uma variável aleatória X tiver Distribui.ção Bi
com parâmetros nep.jã vimos que E(X)nnp e V(X)nnpq
conde.ções, se n --+ ®, a variável aleatóri.a

X-np+'+
/. '

nomial
Nessas
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tenderá ã Distribuição Normal Padrão Isto é equi.valente a

l in P[ Zsz ]

Raff [32] mostrou que se npVz >1,07 o erro asso-
ciado ã aproximação à normal nunca excede 0,05,qualquer que
sela z.

Em [ 2 ] e [ s ] hã outras transformações de uso cor
rente em Analise de Variância.

ii) Di.atribuição Hipergeométrica

Uma variável aleatória X tem Distribuição Hipergeg
métrica quando

(2.6) PH-H : (Wb q:'{)/(:)
onde

N: tamanho da população
n: tamanho da'amostra
p: probabilidade de sucesso

A Distribuição Bi.nomial é uma forma limite da Di.s
tribui.ção Hi.pergeométri.ca quando N --+ n.

Podemos reescrever (2.6) do seguinte modo

PH:H - (:1) ''«-:=.Êa)
(l - i) ' . . (l- eF)

É i.medíato verá.ficar que

li.m P(X=k)
R'»aa

(n)pkqn-k
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iii) Di.stribuição de Poi.sson

Em (2.2) se n ----- n e p for suficientemente pequeno,
isto é, p -'- 0, tal que o produto np --- X (constante) obsel
va-se:

lim (q+pS)n n lim
11 + ao n -+ ao
np'X ' np-À

Entretanto esta é justamente a função geradora de
probabi.lidades de uma Distribuição de Poisson [ver pãg. 18]
Como hã correspondência bi.-unz'vaca entre função distribui-
ção e função geradora de probabilidade (se esta última exis
tir), conclua'mos, usando o Teorema da Continuidade, que a
Distribuição de Poisson é a forma limite da Distribuição B.l
nomial nas conde.ções nencionadas.

A função Di.atribuição Acumulada da Binomíal
ser escrita como

À (s- l)1 + B e

pode

k n-x
B(k;n.p) = E.(;)pxq =

Xn0

k
} b(x;n.p)

Xn0
k:O,1 ,2 ,

Pelo exposto acima, tal função seta aproximada pe
la função Distri.bui.ção Acumulada da Poisson, i.sto é,

P(k;l) ' xko --:T- x-.P(x;À) k'0,1.2,
para À : np

Pode ser verificado [ 1 ] que P(k;X) -B(k;n.p), is-
to é, o erro associado à aproximação, é positivo se k snp -
- illâi e é negativo para np g k. Sob o ponto de vista prãti.co.
isto equivale a dizer que a Distribuição de Poisson super-
estima as probabilidades associadas às caudas. Esta i.nforma
ção é Útil quando for necessária calcular a.probabilidade ag.
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saciada ao erro do tipo l num processo de deck.são

Além disso, pode ser verificado [a3] que

(2.7) E lb(x;n,p)
Xn0

p (x;np) l g 2npz

disto implica em

E jb(k;n,p) - p(k;np)l"' 0 se np: À (constante) e p' 0].

Em [i3] hã referência a outros resultados li.gados ao valor
da soma em (2.7) .

Esta aproximação pela Distribuição de Poisson pre.g
supõe tentati.vas independentes e probabilidade de sucesso
constante -- melhor dizendo, estas são as próprias suposi'
ções inerentes ao modelo binomial. Entretanto este resulta-
do foi. estendido para as seguintes situações

i) tentativas independentes com diferentes probabilidâ
des de sucesso [ 25] e

ii) algumas formas de dependência [3ç]. com grande apl.]
cação em pesquisa operacional.

2.1.4 - MISTURAS

No capz'tule anterior demos a noção de mistura de
distribuições, que drenos agora exemplificar através da Di2
tribuição Binomial..

i) Bi.nonial (n.P) P Beta
Esta é a chamada Distribuição Polya -- Eggenberger,

e [shi.i e Hayakawa [ 20] trataram dessa mistura considerando
para P a Distribuição Beta com a justificativa de que a mej.
na é flexível no intervalo (0.1).

Então, se
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P(x:k) (;)pk(l-p)n'k, k=0,1 ,n

e

f(P) : pa'l(l-p)b-l. 0SPsl

tal processo acarretaria uma distribuição da forma

P(x:k) n+
a+k, n+b n

onde

B(x,H - ]hFili;+P,
x>0
y>o.

Esta distribui.ção é considerada como sendo realme2
te de contãgi.o, (ver comentário à página 3) e se adapta a
modelos de doenças infecci.ocas, onde o aparecimento de im cg
se aumenta a probabilidade de infecção pela doença.

ii) Binomi.al (N,p) Nan Poisson (X)

Esta distribuição é comumente chamada na literatu-
ra de Poi.sson - Binomía].; anão deve ser confundida comamij.
tuta Pois.son (À) X/+ Binomia] (n,p)]. Certos modelos asso-
ciados a contagem, notadamente em Biologia, em que as dis-
tribuições discretas clássicas não oferecem bons ajustes,são
convenientemente adaptados a esta distribuição . apesar dos
prob[emas re]ativos a cã]cu]os por e]a apresentados.Em [2õ]
podem ser encontradas algumas apli.cações

Sua função geradora de probabilidade é da forma

P(s) = eX[ (q+Pt)"-]]

e a distribui.ção é defi.nada por

P(x=k) E (nj) Ck)[(Àqn)j/j:]k
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onde k=0.1,2

No particular caso em que n=1, temos que

P(X:k) H . k: O ,1 ,2 ,

expressão .que corresponde ã Di.stribuição de Poisson com pa'
râmetro Xp(ver (.2.8)). Para este Ú]timo caso, Fisz[ IS]
usa o termo Distribuição Bi.nomial Composta.

OiSTBIBUiÇAO DE POI SSON

Esta distribui.ção foi ini.cialmente abordada como

forma limite da Distribuição Binomial. Entretanto descreve
também eventos aleatórios e independentes no tempo. Como um

campo de grande aplicação temos a ecologia: em mui.tas espõ'
eles de plantas e animais o número de descendentes em potes
cial por indivíduo é bem grande e a chance dos indivíduos sg
breve.verem é bem pequena; uma vez.que os descendentes se dÊ
senvolvem independentemente uns dos outros e que o-número eê.
pelado par fami'lia não flutua mui.to entre famt'lias, é rabo.ã
vel assumir que o número real de descendentes numa faníli.a
si.ga o modelo de Poisson. Mesmo quando as premissas não es-
tão satisfeitas , este procedimento é utilizado numa primei-
ra aproximação,devido à sua grande si.mplicidade.

2.2.1 - DEFINIÇÃO

Diz-se que uma variável aleatória X que toma valo-
res nos i.nteiros não negativos tem Distribuição de Poisson
com parâmetro À > 0 , se

P(X:k) - !::;'-À-, k:O,1,2,(2 . 8)
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2.2.2 - CARACTERIZAÇÃO

A função geradora de probabilidades é dada por

'':, .- j.-*;* - .-* *}. +#
(2.9)

'. P(s)
A função geradora de momentos e a função caracterz'2
dadas , respectivamente. pelas expressões

Mt ' E(etX) = eX(e''l)

e X(s-l)

teca são

Qt : E(e:tX) u eÀ(e:'-l)
Além disso. a função geradora de cumulantes. é da

forma

+t ' i'n +t ' l(e:t-l) ,

donde se conclui que todos os cumulantes são iguais a X.

A partir da função geradora de probabilidades podo.
mos calcular

E(X) ' P'(1) n À

V(X) n p''(1)+P' (1)-P '' (1)

Então. para a Distribuição de Poisson, média e va-
ra.anciã coincidem. fato que sugere critérios para detectar
ausência de aleatoriedade.

Considerando-se em (2.3) o (2.4) o li.mire para n'',
v'em

", - *'E'd;b"jCZ.to)
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(2.11) 

Reprodutividade 

~ fácil verificar, através da função geradora de 

probabilidades, que a Distribuição de Poisson é reprodutiva 

com relação ao parâmetro À, isto é, se x1 e x2 forem duas va 

riáveis aleatórias independentes,com Distribuição de Pois

son ,com parâmetros "l e "z, respectivamente ,então x1 + x2 
terá 

também Distribuição de Poisson com parâmetro Àl + À2
. A recí 

proca é verdadeira ( 21 ). Este resultado pode ser estendido 

a um número finito arbitrário de variáveis aleatórias inde

pendentes. 

Distribuição Condicional 

Se x1 e x2 forem variáveis aleatórias independen

tes, cada uma com Distribuição de Poisson com parâmetros Àl 

e Àz, respectivamente, vem: 

isto é, a distribuição condicional de X1 dada a soma x1 + x2 

é Binomial com parâmetros 

Moda da Distribuição 

De (2.8) observa-se que: 

P ~X=k+ 1) = t:""7T+À 
(X=k) ,K'T' .1 

Então P(X=k+l) > P(X=k) se k < Ã-1. Nessas condições, 

P( X=k) cresce com k até um valor máximo em k e[).] e depois 

decresce quando k cresce. 



20

2 .2 .3 FORMAS LIMITES E APROXIMAÇOES

i.) Distribuição Binomial

Jã tratada à pagina 14
ii) Di.atribuição Nornal

Se X for uma variável aleatória comdistribuição de
Poi.sson com parâmetro X, di.z-se que a variável

z = (x-x +4-)x'1/2

tem distri.bui.ção de Poisson padrão Neste caso,

-w
}in p(Z sz) H (2r) '1/2 :.-«:/2d.

Cabe aqui a observação final do item i.) da secção

iii) Distribuição Binonial Negativa
A convergência da Binomial Negativa paraPoisson ep:

contra inq 33.
iv) Relação da Distribuição de Poisson com Xz .(central)

A função de Distribuição Acumulada de Xz pode ser
usada como aproximação para a Distribuição de Poisson (e v.i
ce-versa). De fato, é possível mostrar que se a variável a-
leatória X tem distribuição de Paisson com parâmetro À. po-
demos escrever

2 l 3

P(Xsk) = P(X!(k+l)>2À)
2.2.4 - MISTURAS

Considerando a noção de mistura vista à pagina 5
daremos a seguir. sem entrar em muitos detalhes,algumas di.g.
tribuições decorrentes da atribuição de uma dada distribui-
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ção ao parâmetro À da Di.atribuição de Poisson.

i) Poisson (À) { cama (Q.B)
A di.stri.buição gerada é uma Binomial Negativa e a

denonstração pode ser encontrada à página 16

ii) Poisson (À) A Retangular (a.b)

Apresentada como possz'vel alternativa ao caso i.) ,
foi. usada no estudo de repetidos acidentes ou de reincidência
de determinada moléstia quando a susceptibili.dade para aci-
dentes,doenças,etc. ,varia de indivx'duo para indivl'duo [ 6 ].

Neste caso,

P(X'k) -tk:Cb-a)]'l .lbXk e-XdX, knO,1.2,....
a

iii) Poisson (À) t Normal Truncada (E,a)
A distribuição decorrente desta mistura é também

chamada Poisson-Normal ou Gauss-Poisson. O truncamento é u-
sualnente no ponto 0, assegurando que À ten probabi.lidade ZS.
ro de ser negativo. Convém notar que E e a sãoos parânetros
da Distribuição Normal antes do truncamento

Tem-se, então

-,.+,-.: /:*'--.-;l':#'3'«*
': /'.*,'-}(vj': .*

0

P(X=r) B

iv) Poisson (À) A Log Normal (E.a,a)

Esta distribuição é também denominada Lognormal Dis
creta. Neste caso os dados feri.am que sofrer uma transforma
ção logarítmi.ca e mesmo assim, dada o fato de que a forma da
distribuição apresenta uma integral não tabelado, não se vê
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muita vantagem em usa-la
v) Poisson (À) ,}. Poisson (0)

É a chamada Neyman tipo A e tradicionalmente enca-
rada cona distri.buição de contágio. Encontramos porém.alguns
autores que preferen usar o termo heterogeneidade porque prÊ.
ferem considerar o verdadeiro contágio em situações em que g
ventos em observação dependem do modelo de ocorrência de e-
ventos anteriores. Inicialmente foi usada para descrever um

modelo de distribuição de larvas numa região escolhi.da alea-
tori:amante nuns área [27].

Para r > 0 , temos

P(Xnr) B E e'X(Xj/j:)e'j+t(jX)r/r:]

Para r = 0,

P(Xn0) = expt-0(1-e'+)]

Esta distribuição de Neyman do Tipo A é baseada em

um novelo preciso e se as .suposições biológicas inerentes a
distri.bui.ção não forem satisfez.tas a di.spersão da .população
não será adequadamente descrita por tal distribuição. Neste
caso. aconselha-se adaptar a Di.stribuição Binomial Negativa,
que será tratada a partir da secção 2.3.

2.2.5 - PROCESSO DE POISSON

Este processo é utilizado para situações de desin-
tegração de partículas , chegada de chamadas telefónicas , qug
bus de cromossomas sob determinadas condições, etc.

Um Processo de Poisson é aquele onde os tempos de-
corridos entre sucessivos eventos têm a mesma Distribuição Eã
potencial [i.sto é, f(x) : Xe'Xx, x>oJesão independentes; neÊ.
sas condições Q número de eventos num intervalo específico
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tem Distribuição de Poisson. No caso das mencionadas chama-
das telefónicas suponha que existe um grande numero de linhas
disponz'vens e que o tempo de espera t (duração da chamada) p.g
ra cada chamada tenha Di.atribui.ção Exponencial, e que as chS.
gadas das chamadas sigam um Processo de Poisson com X sendo
o número médio de chamadas por unidade de tempo.

Então Pm, a probabilidade de exatamente N canais SS
rem ocupados é da forma

NÀ
Àe , N:O ,1,2P

Esta Últina equação segue da solução de equações
diferenciais associadas ao: processo.

2 .3 O ISBN Py IÇ4Q. ;BJIQH1 8Ç:.N:EGAT I VA

Esta distribuição, muito utilizada em Ciências Big
lógicas. Psicologia. etc. , é adequada a muitas situações, e2
tre elas, quando

- não estão satisfeitos os requisitos de aleatoriedade
para adaptação da Distribuição de Poisson;

- os modelos seriam. mais convenientemente descritos co
mo misturas de certas distribui.ções;

- o esquema de amostragem fao.lata a adaptação (amostra
gem inversa).

z..s.i - 11P l!$11ÇAO

Diz-se que uma variável aleatória X, que toma vala
res nos inteiros não negati.vos. tem Distribuição Binomi.al NÊ.

gativa com parâmetros k e p, se

P(X=r) : (r+k-l)pkqr, r=0,1,2 l

k > O
o < P < l
a u 1 - D(2 . 12)
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Quando k for inteiro. X representa o número de fa-
lhas .que antecedem o k-ésimo sucesso. numa sequência infini.
ta de ensaios de Bernoulli. com probabilidade p de sucesso.
Neste caso diz-se que a variável aleatória X tem Di.stribui-
ção de Pascal. Em parti.Guiar. se k =1, a distribuição de X
toma a forma

(2.13) P(X'r) : pqr, Tn0,1,2,..
que é a conhecida Distribuição Geométrica, interpretada co-
mo sendo o número de falhas que antecedem o le sucesso.

Se expandirnos a expressão (i -n)'k, o (r+l)-ésimo
termo da expansão será da forma dada êm (2.12). Entretanto,
muitos autores como Fisher.R. . Johnson.N. .etc. preferem cog.
sideral tal termo usando a segui.nte notação

(2.14) P(X'r) :(k'r'l)(1)k(P)r.

proveniente da expansão de (Q-p)'k. Através das expressões
consideradas acima, parece natural o uso do nome de Bi.nomial
Negativa.

Apesar da forma (2.14) ser encontrada em .nuitos al
tidos, usaremos,neste texto. a expressão defi.ni.da em (2.12)

2.3.2 - Caracterização
A função geradora de probabilidades pode ser deter

minada como segue

P(s) r1O('1)r('k)Pk(qs)'
-kk T

( ) (-qs)P rr;0

Logo,

(2.15) P (s) : (,%:;,*
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Obs.: a identidade usada acima envolvendo coefici.entes bino
moais é vã]ida para k > 0 [i2]

Se fizermos s= e' e s=cx' em(2.15), obteremos,
respectivamente, as funções geradoras de momentos e caractS.
rísti.ca. i.sto é.

". : ';b,*
+t : '=>,*

Tonando aritmo de +t serenos a função gera.
dota de cumulantes. Utilizando as igualdades

E(X) B P'(1) e V(X) e p''(1)+P'(1)+P'zCI)
obtenos

E(X) - ]f' ' V(X) : $}

Observa-se que V(X) >E (X) , característica das
tuações descritas na literatura como de contágio.
- Moda da Distribuição

De (2.12) podemos observar que

SI

Então

e

P(x:r+l)>P(x:r) se r <lS:l k

kP(x:r+l)<P(x:r) se r 'lSi}
Nessas condições, temos
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i.) se k=1< k. teremos a moda no valor r= 0; observa-se
que para 0 iks 1. qualquer que seja p, a moda é sempre zero;
obvi.amante, considerando-se o caso degenerado onde p : 1, tÊ.
remos, qualquer que seja k, a moda também no ponto zero;

ii) se Tax:l-k. teremos duas modas, uma em r e' outra
en r+l ;

haverá uma sõ moda cujo valor seta

2 . 3 . 3 - FORMAS DE OCORRÊNCIA

i) Suponhamos um.grande número de pessoas expostas ao
mesmo risco com igual suscepti.bilidade. Se núnero de acidez.
tes num dado intervalo de tendo seguir uma Distribuição de
Poisson, a probabilidade de uma pessoa ter r acidentes é d2
da por

P(X:r) : e=!À--
r:

r=0 ,1 ,2 ]

onde À é o número médio de acidentes par pessoa por interv.â
lo de tempo.

Se as pessoas não forem igualmente susceptíveis a
acidentes X seta uma variável aleatória; suponhamos que sua
densidade seja da forma

ir.ilFJ Xk-lê-aÀ se l.>of(x)

onde k > 0 e a > 0

Neste caso temos uma mistura, de acordo com o des-
crito ã página 5. com FI sendo a Distri.buição de Poisson
com parâmetro À e F7 sendo uma Distribuição Gama, com para'
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a e K

Então

P(X:r) - (''E'l) (lêi)k( 1 )r

que é a expressão da Distribuição Binomial Neg

Daremos a prova a seguir
Seja (X.À) uma variável aleatÓri.a bidimensional

P(x=r.x) = f(À)P(x=rlx)

se interesse é a marginal

atiça

Como P(X=r)nos seguet

p(xür) ' .I'p(x'rlx)í(x)dÀ ' k .I'Xr+k-le
JO r:l'(k) JO

X (a+l)dÀ

Como

v-C','''.'"',,
segue

P(x:r) - k(k+l).. .(k+r-2) (k+r-l) 'à'(lêã.)k
Lembrando que, para k> 0 , vale a expressão

,k. . k(k-l) (k-2) !.u (!ç:Z11) )r

qh,'

s.egue

P(X:') ' (-1)r('k) (T;i)k( 1 )'

com [ 12] 9
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P(X:') : (r'k'l)(.IB)k( 1 )r

sendo que p n ]l';ã e q = :rl

ii) Existem casos onde o tamanho da amostra não é fixa-
do a priori. Suponhamos que uma proporção de indivíduos nu-
ma população possui certa caracterz'stica. Se necessitamos de
k indica'duos da população com a citada característica. a va
Fiável X que denota o número de falhas r até a obte.nção dos
k sucessos tem Distribuição Binomial Negativa. Este ti.po de
amostragem Cconhecido como amostragem inversa) é usado corou

mente no caso de estimação do tamanho da população através
de .captura e recaptura de i.ndivz'duos.

Verifica-se a afirmação acima usando o seguinte a!.
gumento

- a probabilidade de (k-l) sucessos nas primei.ras (n-l) ten

taxi.vas é da torna (n'l)pk'lqn-k; ' '
-- a probabi.lidade de sucesso na próxima tentativa
então

(2.16) P(X'r) ' Cn'l)pkqn-k

Esta expressão é equivalente ã forma (2.12).
ii.i) Suponhamos que colono.as ou grupos de indivíduos se

distri.buem aleatoriamente numa área. Consideremos a variá-
vel aleatória X(número de colonial observadas numa certa á-
rea) como tendo Distribuição de Poisson

Se a variável, aleatória Z CnÚmero de indivíduos por
colonia) possui.r Distribui.ção Logarz'tmica então a variã-
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vel Y (número de indivíduos observados) teta
Binomial Negativa.

De fato,

Distribuição

P(X=r) : Ê::À--, r=0,1.2....
r:

P (Y=s) = E P(x=r)P(Yes IX=r)
Fn0

Como Z tem Dístri.buição Logarítmica, então

p (z's) - a'q-
o que é equivalente ao coefi.ciente de ts em [-a in(]-xt)].

Generalizando. observar s indivz'duos em r grupos
seta o coeficiente de tS em t-a in(]-xt)]r onde a n:Eii-tT==T

H

S

P(Yus) B E Ê::l.à--.coef..de tS em [-a in(]-xt)]rr=0 r:

B coef. de tS em E e')LÀr(-a in(l-xt))r
r=0 r!

B coef. de ts en .-À(I'a m(l-xt))

. e'X coef. de ts em (l-xt)'Xa

n (l-x)Àa.coef. de tS em (l-Xt)'Àa

O (s+l)-ésimo termo da expansão de (l-xt)'aÀ é,
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(x:ll;:il) (xt) s

P(Y:s) : (l-x)Àa(X?::;l)xs

o que equivale a

P(Y's) :(s+Xs 'l) (l-x)la(x)s

que é a expressão da Distribuição Binomial Negativa com
k = Xa e p = l

iv) Em muitos modelos biológicos podenos notar como ca-
racterística uma desusada dispersão da população e a Di.stri
bui.ção Bi.nomial Negativa fornece uma boa adaptação.Às vezes
na literatura estes casos são consi.derados como modelos de
contágio. Por exemplo, é do interesse dos ecologi.smas esti-
mar a abundânci.a de uma dada espécie numa comunidade de play
tas; o. nétodo consiste em dividir aleatoriamente a área em

quadrados. Então, com repeti.das amostras, podemos ter o nú-
mero de quadrados com k plantas e a nédia desta.distribuição
nos dã uma está.mat'iva da densidade da espéci.e. Em muitos ca
sos. à distribuição de plantas por quadrado se adapta muito
bem o modelo da Binomial Negativa.

v) Processo de Yule -- Processo Puro de Nascimento
Seja uma população onde novos membros são gerados

mas nenhum morre. Suponha que cada menbro tenha probabil i.dg
de Àh + o(h) de gerar outro Conde h é um intervalo de tempo
no qual o inda.vÍduo é gerado) e À é o coeficiente de cresci
mento da população. Seja B o tamanho da população no instar
te t. A probabilidade Pn(t) de que o tamanho da população
seja exatamente n é dada pela expressão

Pn(t) (::}) e 'tÀt(l-e 'Àt) n ' i
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que equivale ao modelo
mente. com r = n-i, k = i.

da Bi.nomial
-lt

e p : e "'.
Negat iva descrito iH.cia}

vi.) Urna de Polya
Consi.detemos uma urna com b bolas pretas e r. bran-

cas. Retira-se uma bola da urna e anota-se sua cor. A bola
é recolocada e c bolas da mesma cor são adicionadas na urna.
Faz-se uma retirada novamente. E preciso especificar algum
critério de parada, como, por exemplo, parar até que n reLI.
Fadas tenham sido feitas, ou até que k bolas pretas tenham
aparecido.

Temos aqui um modelo bem simples de um fei6meno que
poderíamos chamar de ''contágio'', onde cada ocorrência áurea
ta a probabilidade de futuras ocorrências.

Pode ser verificado que a probabilidade pk.n de que
foram necessárias n tentativas para o aparecimento de k bo-
las pretas, segue a expressão

(-'yq ('=#)
(-(b'nr)/c)

Pk.n '

Seja
Então

r q e

c-q''b ('=#)
(''7'nPk.n

Se n+m, p''p0, y+0, Inp-bÀ e n'y---,-
então para k fixado

l
P

Pk,n ''"'' (IP'k'l) ( P )ÀP( 1 )k

Observamos então que esta é a expressão da Distri



32

ção Bi.nome.al Negativa, com parâmetros k e :r$=.
vi.i) A distri.buição de quebras Cdivisões) de cromosso-

mas por célula. quando o temi.do é submetido a irradiações
segue uma Distribuição Binomial Negativa. Entretanto co
mo tais quebras (divã.iões) só podem ocorrer naquelas célu-
las que estão num estágio particular do ci.clo mitõtico na é
poca da irradiação, as não suscetz'vais à quebra (divisão)
confunden-se com aquelas suscetíveis, em que nenhuma quebra
(divisão) ocorre. Dessa maneira, o número de indivíduos pa-
ra os quais a vara.ãvel tem valor zero não pode ser determi-
nado. Deste modo deve-se adaptar a Distribuição Bi.nomial Ng
gativa truncada no ponto zero.

vivi) Seja (y,z) os números de acidentes do mesmo indi-
víduo em dois pera'odes sucesso.vos de tempo. Sejam Y e Z va-
riáveis aleatórias com Distri.buição de Poisson. com o mesmo
parâmetro À. Se À for uma vara.ãvel aleatória com Distribui-
ção Gama, isto é,

p'*' : 'ã)* l
- (á) xxk-l ,

então

PUIH : -..LalxlzU.1%iÜlt'rl " I'
ou seja

(2.17) PUID - lk'y.,-lllm klk'yl " I'
A demonstração deste resultado decorre imediatamen

te dos seguintes fatos
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i,) p(ÀI y)
p(À)dÀ

e

ij.) p(zl y)
0

. z

1: p(xl y)dx

Observa-se que (2.17) corresponde ã forma da Dis-
tribuição Binomial Negativa, com parâmetros. (k+y) e ;iilFk. o
valor esperado .da conde.cional é (k+y) ii$F e a variância é
(k+y) im .(l+ n ). Observa-se que a regressão de z em Yé l.i
cear e Johnson [22] mostra que isso sÓ ocorre quando À tem
Distribuição Pearson lll.

2 . 3 . 4 - FORMAS LIMITES

i) se considerarmos q=}, p+ l e q+ 0 tal que x seja fj.
xo, é fácil verificar que

!= 1"f-:l+* -' -e'X Xr
''''FT''

isto é, a Distri.bui.ção Binomial Negativa, sob determinadas
condições . converge fracamente para a Distribui.ção de Pois-
son. De fato,

i= 1"f-:l ,*.' * '**::'caso. 1: - êl* - o-X lr

Este resultado também seria imedi.atamente obtido se
levássemos ao l i.mire, para k'Fn, a função geradora de prob.ã
bilidades.

Em vez de considerar À =qk como acaba de ser descai
[15] determina o ]imite para À '!%} que é justamen-te, Pisa



34

te o valor esperado da Binomial Negativa. Ainda neste caso.
temos

4T k(k+i r+k-llin +
(X+k)r

.-À Àr

Entretanto, Bartko [ 3 ] faz uma anã]ise da eficiên
cia das duas aproximações, baseada no critério do erro má-
ximo defi.nado por

Mi(j .k.p) n MaxIBNi(j ,k,p) nN(j,t,P)l.

onde BN.i é a i-ésima aproximação da Binomial Negativa acumg
lada. Suas conclusões são baseadas em tabelas apresentadas
pata cada caso. e observa-se a melhor precisão quando da a-
daptação de À nqX. Neste último caso os erros tendem a des-
crever. para um dado k, quando p esta se aproxi.mando da un.i
dado e tambén para um dado p quando k cresce. Quando da pr.i
medra aproximação. À =qk, para um p fixado os erros tendem
a crescer, à medida que k cresce; aqui. a aproximação é me-
lhor quando rq e eg diferen pouco. E interessante observar
que para um k fixásio tal diferença é mx'numa quando p se a-
proxina da unidade. entretanto para p fixado tal .diferença
aumenta com r, daí a situação descrita.

ii) A expressão em (2.16) poderá.a ser interpretada cama
distri.buição do número de tentativas Rn r+k para a obtenção
de k sucessos. Neste caso teríamos

P(X:n) - (n'l)pk qn-k, n=k,k+l,

Vamos supor que cada tentativa leva um certo tempo
At e que 2., a probabilidade de sucesso,é proporcional a At,
ou seja, p = XAt. Nessas condições,o tempo t - nAt para obter
mos k sucessos tem a seguinte distribuição
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f(t)At n íAt ' ll (XAt)k(l - xa.t)At 'k
l k.- l

t
IX} - l)

t

t

(ÀAt)k(l-xAt)At

t k
=

(k-l)

f(t) -(t-At)...(t-(k-l)At)'xk.(l-xAt)Xt k
l

Se .àt -- 0, então

f(t) tk-l.Àk e-Xt
r (k)

Esta é a densidade da vara.aTeI aleatória com Dis-
tribuição Gama, com parâmetros À e k. Podemos interpretar
f(t) cano sendo o tempo de esperaüpara ocorrência de um e-
vento raro.

iii) A aproximação à Distribuição Normal, na sua conota
ção mai.s comun, seria da forma

BN(j ,k ,p) - o(x) #(t)dt

onde +(t) é a densidade normal padrão e

* ' cj .'$-V)/vg
Através das tabelas apresentadas em [ 3] observa-

mos que os erros são menores para p s0,5. Para um p fixado,
os erros tendem a decrescer quando r cresce

Em [ 2] e [ s] hã referência a outras transforma-
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ções para uso em Analise de Vara.anciã

iv) Existem espécies de ani.mais na natureza que são tão
raras que a chance de inclusão numa amostra é pequena -- en-
tão as observações podem ser enquadradas na forma limite da
Binomial Negativa, quando k-+ 0, que é Distribuição Logarít-
mica.

Como já vimos,

P(X:r) : (r+k-l) pkqr : g=iÊ;iiH. pkqr

Fazendo k-F 0 e substituindo a constante .(li::'!JT por
a, segue

P(Xar)

Esta é a expressão da Distribuição LogarÍtimica desenvolvi.-
da por Fi.sher [14ü e que jã uti]ízamos ã pagina 29. Esta eX
pressão sõ é valida para r'1.2.... , ou seja, se consi.derar-
mos a Binomial Negativa truncada no valor r =0.

2.3.5 - USO DE TABELAS

Quando estamos tentando adaptar !uma Di.atribuição
Binomial Negativa aos nossos dados faz-se necessário calcu-
lar as probabilidades i.nele.ntes ao laodelo, depois que os p.â
rãmetras p e k rareia convenientemente estimadosL'J

Voltemos ã expressão (2.12)

P(X:r) : (k+r-l)pkqr
o < P < l
0 < k < n

Tn0 ,1.2,
Para facili.dado de notação. façamos

P(X=r) = y(r,p,k)
(+) o aa surto e:3 tímação

neste traba].ho.
de parâmetros nã0 gera abordado
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e

Y(r,p.k) E y(x,p,k)
Xa0

Pati[ [30] sugerem uso da tabela da Distribuição B].
nomial para o caso da Distribuição de Pascal (k inteiro) ,
pois

Y(r,p,k) n probabilidade de serem necessárias até (r+k) teB
tativas independentes para a obtenção de k suceZ
sos, com probabilidade p de sucesso por tentati-
va

n probabilidade de no ml'mimo k sucessos em (r + k)
tentativas independentes com probabilidade de sy.
cesso p em cada tentativa

: rlikr...b.x(l.ü' k'*
x=k '

(2.18) Y(r ,p ,k) n l-B (k-l ;r'tk .p)

Baseado nisso, Binns [ 7] propôs uma aproximação ã
Normal da forma

ABN(r;k,p) = $

onde + é a área acumulada da Distribuição Normal Padrão até
o ponto r. Veria.ca-se, então, através do mesmo erro máximo
proposto por Bartko [ 3 ]. que essa aproximação é mais efi-
ciente do que a aproximação direta ã Normal que jã menciona
mos à pagina 35.

De (2.18) concluímos que as aproxi.mações e formas
limites da Distribuição Binoni.al vi.stas em 2.1.3 podem ser
aplicadas ã correspondente Distribuição Binomial Negativa.
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Se k > 0 (não necessariamente inteiro) . Pati][ 30]

sugere usar a tabela da função Beta Incompleta. da segui.nte
forma

Y(r ;p ,k) : in(k.r+l) k > O ,

onde

ip(",') ' ir(ii::iiT f.p un-l(l-u)''ldu

Isto se deve ao seguinte fato

d [[p(k.r'])] ' i5 y(r.p,k'])

:ê:EV(r;p,t)3 = -X- y(r,p,k+l) .aFLl\X 9P9n'JJ ' il;; /
Ainda para k > 0, Guenther [a6 ] se refere a outra ]

proxi.mação: considerando que

E(x) - ]y' e v(x)

se fizermos a= kq e B = 1/p, teremos E(X) :aB e V(X) -aBz;ep;
tretanto aB e aBz são respectivamente a média e variânciade
una Di.atribuição Gama cuja densa.jade é dada por

.L z/B, ,»0;
B"r ( a)

a sugestão é que se aproxi.me então a probabilidade acumula-
da da Distribuição Binomial Negativa pela Distribuição Gama

com parâmetros a=k(l-p) e B 'l/p; isto levaria a

Y (r .k ,p) 3 P(Z<r+1/2)

onde 1/2 é a usual correçãa de.continua.date; se considerar
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mos z/B = pz = t/2 , vem

P(Z<r+1/2) = P(T<(2rFI)p)

P(N,X)

Jx N,t)dt
0

onde

i:l.lit.J!--, N - a. X - (2r.l)pD(N.t)

Y(r;k.p) a P(N,X)

Binns [ 7] considera esta aproximação superior ã
sua em eficiência e Guenther [ iõ] recomenda usã-]a somente
para r > 1.

Embora haj a outras aproxinações dai.s' eficientes\não
serão tratadas aqui, quer pela falta de tabelas, quer pela
sofisticação das transfotnações usadas .

2 . 3 . 5 - MISTURAS

Como foi feito çon as duas Distribuições anterio
res , mencionaremos algumas nisturas envolvendo a Distribui
ção Bi.nomial Negativa.

i) Binomial Negativa (k,P) P Beta

Neste caso a função densidade de P é da forma

[B (a .B) ]pa'l(]-p)B'l

e a distribuição resultante é a chamada Distribuição Hi.per
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geométrica Genera[izada [2í]. cuja expressão é obtidase coB
siderarmos a possibili.dade dos parâmetros da Distribuição
Hibe+geométrica não serem necessariamente positivos. [De fl
to, se dois dele:; são negativos e o terceiro for positivo,
ainda teremos valores positivos para as probabilidades cal-
cu[adas através da expressão em (2. 5)]

ii) Binomi.al Negativa (K,p) KaN Poisson (À)
A di.stribuição resultante é a chamada Distribuição

Poisson-Pascal (a mais usada depois da Poisson-BI.nomial,pa-
gina 16)., que inclue as Distribuições Neyman Tipo A e Bi.no-
mia[ Negativa como particu].ares ]imites.

A função geradora de probabilidades da Distribui-
ção Poisson-Pascal é da forma

(2.19) P(s) ' expEX{(T-2-)k-]]]

e a distri.buição correspondente é definida por

P(Xn0) = e'"

b
se consideramos a Distribuição Binomial Negativa como em
(2.16). Sob esta forma, a Distribuição Poisson-Pascal ê co-
nhecida como Distribuição Polya-Aeppli. Generalizada e, no
caso de N= 1. temos a Distribuição Polya-Aeppli.. Esta Últi-
ma corresponde a um modelo em que os indivíduos ocorrem em

grupo, onde o número de grupos tem Distribuição de Poisson eE
quanto que o número de indivíduos por grupo tem Distribui-
ção Geonétrica.

KattiE23] descreve uma situação prática em que se
adapta a distribuição (2.19) e, além disso, aborda as seguia;
tes situações limites

7PCx-n) ' e'X njsn/N

-Nn - l
N.-l j : , n 2 NE
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i)

ii)

se k->n, q''F 0, tal que qk''F Ài,

a Distribuição Poisson-Pascal torna-se Neyman-Tipo A;

se k+0, À +®. tal que Àk-+kl , temos

a Distribuição Bi.nomial Negativa;

se q+0, À '»n. tal que Àkq'+XI' temos

a Distribuição de Poi.sson;

se k+ 1. (2.19) é a função geradora de probabilida-
des da Distribuição Polya-Aeppli.

iv)



CAPTTUL0 3

MÉTODOS DE DISÇ© PIB4Ç4g

As distribuições associ.adas a variáveis aleatórias
que tomam valores num lãtice\'/ de amplitude d (como as anZ
lesadas no capa'tule anterior) ,podem ser descai.tas de varias
formas diferentes. Inicialmente vamos considera-las como um

caso particular das di.atribuições em série de potência.s e,
en seguida, como distribuições que satisfazem um sistema de
equações-di.ferença. Através desse sistema obteremos crité-
rios de discriminação entre as distribuições

3. 1 - SÉRI E DE POTÊNC IAS

Uma variável aleatória X tem di.stribuição em série
de potências (dsp) se

(3.1) P(X:r) : --li-(IS)'' r= 0,1,2,

€R,a r

onde

l o 1 « r ,

h(o) : EOarOr

(+) -Diz-se que os valores de tM8 variável aleatória. x pertencem a tzn lg
ti.ce de amplitude d, quando 3deN+ tal que X/d toma valores em todos
os i.nteiros não negativos. Para Q caso das distribuições descritas
no capa.talo anterior, d = l 42
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Se a variável aleatória só possui valores num sub-
conjunto não vazio dos inteiros não negativos, tenos, de a-
cordo com Pati1 [3i], uma distribuição generalizada emsêrie
de potências (dgsp) . Neste caso:

a 0'
PU:') : -itn''(3.2) r€T

onde

g(o) : >lr€T

a > 0r
0 'z 0

Uma dgsp torna-se dsp quando T for o conjunto dos ig
tenros não negativos.

Para os momentos de una dgsp valetas seguintes prg
pr.iedades

EX B 0 iÃ l0g g(Q)

a: = VX = p + 8' -4-- log g(0)

Mostraremos em seguida como as Distribuições Bi.no-
mial, Poisson e Binomial Negativa podem ser colocadas nesse
contexto, e os resultados poderão ser comparados com os que
foram obtidos no capítulo anterior

a) Binomial (n,p)
Basta tomar gCO) (.1+0)n onde 0 =TIF;observa-se que

,}l (!)o', T={0 ,1 , . . . ,n}

Então

({1) 0r
(1+0)n '

P(X=r) r=0,1,...,n
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EX : 0 llb n log(1+0) = np

vx ]Ê!% = np(l-p)

b) Poisson (À)

Neste caso

h(o) : eO : rE0 ÍT' onde

Assim

8r(r:)'l
eQ

P(X=r)

ZX = o :h log h(0)

vx

é) Bi.nonial Negativa (k ;p)

Escolhe-se h(0) = (1-0)'k, k:0 0:(1-p)

Com a notação de Fe]]er [12], temos:

-.., : ,}.[''f-:).'.
A distribuição pode ser escrita como

P(X=r)
(l- o)

r=0 ,1 ,2
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Ainda

E(X) : 0'iÊ - k log(1-0)
l+ok ==

P

v(x) ..Â.ê ok(l-O)+0
(1-6) '

g&

Pz

3. 2 $ 1 $1f+8}.]gfJB.Logo ?QK EQ UAÇQf}.P !j!.©!Ç:4

Em analogia ao si.stema de distribuições contínuas
gerado por Pearson, baseado numa equação diferencial, pode-
se obter um sistema de distri.buições discretas baseado na SS.
guinte equação-diferença

(a-r)f .
(3. 3) Af... . :,T-l r+ rtr-20 l

= P(X:r) e Afr-l : fr-fr-l
Esta famz'lia de distribuições é tão extensa quanto

aquela determinada pela equação diferencial. No caso em que
b2 : 0 temos as distribuições generalizadas em série de po-
tências, definidas.em 3.1.

A seguir mostraremos que as Distribuições Binomial,
Poisson e Binomial Negativa, pertencem à classe de distri-
buições defi.nadas por (3.3)

i) Binomial (n;p)

Afr-l
n-r+l

Cr-l)pr'lq
n-rr

qr

[J rq ]fr.l

Então: a = (n+].)p
bl : q : (l-P)
bO : b2 : O.



46

ii) Poisson (À)

e'XXr e-XXr-l
r: (r-l):

a = X

bO : b2 : O

bl : l
Âfr-l

iii) Binomial Negativa (k, P)

Afr.l (k'r-l) pkqr - (krr12) pkqr-l

Temos

bO : b2 : O

'[ '''].:q''
Observamos então que a equação diferença inicial-

mente definida em (3.3) reduz-se, no caso das três di.stribuj:
ções mencionadas, ã seguinte expressão:

(a-r)fr.l
(3.4) Afr-l : '"''Sir--

l

ou, equivalentemente, a

fr+l
'T

[(a+bl-])/bl].+[(bl-])/bl]r
r + l

(31.5)

Foi a partir de (3.5) que Katz [2+] desenvo]veu um

método discriminatório para as três distribuições considera-
das, isto é, Binomial, Poisson e Binomial Negativa
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Simplificando a notação, segue

(3.6) fr+l . a+Br

Para obter relações entre a, B e os momentos das
distribuições pertencentes à classe, basta reescrever (3.6)
da seguinte forma:

(3.7) >l (r+ l)p+lf(r+l) >l (r+l)P (a+Br) f(r )

Se na expressão (3.7) verifica-se que

EX = p = a+Bp

(3. 8)

Se

a
1 - B

na mesma expressão , vem

EX' = V(X) + P' >l(ar+a+BT'+Br)'f(r)

Levando em conta (3.8) segue

(3.9) v(x) a2 a
(l- B) :

As expressões

(3.10)
a2

(3.11)

decorrem de (3. 8) e (3.9)
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Cano p > 0, excito no caso em que P(X=0) : 1, obser-
va-se que os parâmetros da classe em que estamos trabalhando
são tais que a> 0 e B< 1: Além disso, como as distribuições
da referida classe estão bem determinadas através de seus
dois primeiros momentos, podemos expressar p3 e p4 Cqüe são,
respectivamente os 3ç e 4e momentos centrais) em função de p
e az, bastando fazer p = 2 e p : 3, respectivamente, en (3.7)
Deste modo , segue

u3 : a (2c-l)

P4 az(6cz-6c+1)+3ak

onde c =-g-
U

Mostrarehos a partir de (3.6), que a escolhadospâ
râmetros segundo o que foi descrito nos Itens i, ii e iii dg
termina as Distribuições Binomial,. Poisson e Binomial Negat.L
va de maneira Única.

f(r)
f(r-l)

a'''$(1..!)
r

(3.12) f(r) g!.}(r:l) .f(r-l)
T

a) Se então (3.12) se torna

f(r) : -$'f(r-l)

f(r)
r

-f:--' f(O )

Para que >lf(r)
T

toma-se f (0)

-a T

f(r) : e-i:g--



49

Esta Última expressão é justamente a Distribuição
de Poisson, conforme jã visto em (2.8)

b) Se B#0, reescrevemos (3.12) da seguinte forma

(3.13) f(T) : 'glg'''-ll.íü-n
Como

,l .,l : l{.,-:ll?.,-:l...l$1-1ÍI,
ven

f(r) f(O)

Toma-se f (0) (l-B)a/B e temos

(3.14) f(r) .êv' (l -B) '/ $

Dentro deste item b) , podemos considerar

bl) B positivo, isto é, 0 < B < l
Seja g=k e B : l-p. Então

f(r) ÉÇg.$E#..*

f(r) : jk'r'll.Pt(l-P)r,
ou seja, obtivemos a expressão da Distribuição Binomial Ne
gata.va como definida em (2.12)



b,) B < O.

Façamos a : -v e B =:ÊlllT' Então

,, : t&l'.qgSP.(:
Usando a identidade

1;1 : '-:,'.1-T'l-:l

fk) : lil .P''o'N
Esta é a expressão da Distribuição Binomial jã deã

Grita em (2. 1)

Identificando os parâmetros a e B, podemos sumarl--
zar os resultados como na Tabela 3.1

segue

v-r

3 . 1TABELA

--v l

Além disso, usando as informações acima,podemos rg
lacionar a e B através do seguinte gráfico:

DISTRIBUIÇÃO l  B a bl

Bínomlal q -i ( n + 1 ) p q

Poísson X 0 X  
Bínomlal Ne-

gativa kq L=  l
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Impossível

Área Impossível

Ord [29] uti]izou a mesma equação-diferença em
(3.5) para propor um critério discriminatório para todas as
distribuições de séries hipergeométri.cas que em particular
se aplica ãs três distribuições em questão. Esse critéri.o u
tiliza-se dos quocientes

(3. 15) l u2

-lt '
P3
P2

lq momento; p9 = 2ç momento central e ul
mento central

Nes s e caso temo s

3ç mo

DISTRIBUIÇÃO l S

Binomíal q 21 - 1

Poisson ! l

Bínamíal Negativa l/P 21 - 1
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Observa-se que para a Distribuição de Poisson l=S
=l; para a Bi.nomial 0<1<1 e -l<S<1, enquanto que para a Bi
nomial Negativa 1>1 e S>l

O plano (l,S) pode ser descrito do seguinte modo

Bínomlal Negativa

Polsson

Binomíal

Por outro lado nota-se que para essas três distri-
buições valem as relações 1 = n+l e S = 2n+l. Portanto, dopog
to de vista dos parâmetros populacionais, os métodos são e-
quivalentes.

Este mesmo autor [28] sugere um outro critério pa-
ra discriminação entre essas distribuições, que consiste em
colocar

(3.16) ur

contra r num gráfico de coordenadas cartesianas. De (3.12)
observa-se que u, = (a-B)+B.. Utili.zando a notação do autor,
ur:c0+clr, temos cO :u-B e cl :B, cujos va].odes podem ser
obtidos a partir da Tabela 3.1. e estão relacionadas na Ta-
bela 3.2
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TABELA 3.2

Podemos esquematizar graficatnente a tabela ante
Flor do seguinte modo

Blnomial Ne
cativa

Poís$on

Bínomíal

r

O autor sugere o uso desta técnica somente para

fr-l : 5.

NOTA No próximo capz'tule usaremos N para denotarumdos pâ
râmetros da Distribuição Binonial em lugar de g. o
qual resetvaremos para tamanho da amostra.

DISTRIBUIÇÃO cO cl

Bínomi.a]. (n+ 1) p/q -P/q

Poisson X 0

Bínomia]. Negativa ( k - 1 ) q  



CAPTTUL0 4

ANÁLISE DOS RESULTADOS

4 . 1 - E$T !dAÇ4g

Nesta secção discutiremos o problema de estimação
dos parânetros i.ntroduzidos no capítulo a-nterior com base nE
ma anostra aleatória de tananho n da distribuição (3.14) .

O logaritmo da função de verossimilhança tem a fol
ma

L(a.B) - ExilnB+ n } in(l-B) +

+ Elnr(g+ xj.) -ntnr(':) -Eln(xil)
de onde segue que

: . In(l-B)' EF(Ê-xi.- l)ê -nr(}- 1)''}

0

ah . .àl;à.. ..C-#l«Cl-© }) '

. Er(g ' xi-l) (-#})-nF({-1) (-#;')
5+
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ão digama, defi

F(a) : ià Inr(a)

duas últimas equações e somando

funç nada por

Igualando a zero as
a membro, vem

}zn([-B) 'EErcg' ' xj.-]) ](} - f;') -nrp(g

. (à' - á}) '!;i: + na (-jà'tn(l-B) +ÊÍ(]::©-)
Simplificando, vem

membro

(4.1) -;g= ' =:;ÍI B = (nédia amostrar).

Substituindo a, obtida em (3.15) na expressão
segue:

(4.2) n]n(]-B)+E[F(3:(1%Í:gl-+pxj.'])]l-nEF( B ])iil = 0.

A solução desta equação nos fornecera o estinadot
de B.

Observando (4.1) e (4.2).verá.fica-se que é conve-
niente. em termos de estimação, fazer uso da seguinte repa-
f'ame tri zação

E : :.=' l-B

n
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Então. em correspondência ãs relações acima construí.mos , a
parti.r da Tabela 3.1, a Tabela 4.1

É fácil ver qüe

rt Binomial < n Poisson < n Binomial Negativa

TABELA 4.1

O estimados de máxima verossimilhança para € é

» -

€ = x

e para n é a solução da equação .(4.3)

(4. 3) nln(iÍ}T)+ - ]) ] -nEF($Erc$ + x i nni
1) ]

Esta equação pode ser resolvida por métodos de aproximação
mas, dadas as dificuldades associadas à solução.recorreu-se
a um estinador que tivesse ao menos uma das propriedades do
esticador de inãxima verossimi.Ihança.l Usando-se n defi.nado
por

R'''X'

como está.nadar de n, podemos demonstrar, através dos teore

DISTRIBUIÇÃO € n

BinoDaial
Pois80n
Binomial

Negativa .:. :i,
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mas de Khintchin e S]utsky [i5], que rl é um estimados con-
sistente para n

Considerando que fi só esta definido para i#0, e
que nosso processo de simulação (conforme descrito ã pagina
62 ) . abandonava a distribuição que estava sendo gerada ca-
so

!.xi : ',
achamos interessante obter expressões exatas para E(ii) ,atr3.
vés da distribuição de

n

l

truncada no ponto zero, a fim. de compara'las com os resulta
dos simulados. A partir das expressões

E (x: -í) :
Sz . i:l '

n

n

obtidas de uma amostra casual de tamanho n de cadaum das
três distri.buições em estudo, vamos calcular o valor esper.â
do de ii.

1. Di.stri.buição de Poisson (À)

Para calculo da E(ii) vamos nos utilizar do seguin
te fato

Se XI'X2,....Xn for uma amostra casual de una dis-
tribuição de Poisson,a distribuição condicional de
X.í, lsjsn, dada

é Binomial
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,l:i:*:; il
Segue-se então que

(4 .4) 'l*3l:i:*: - .l R. (n -l) +l ?

Somando a expressão em (4.4) para todo j, l g j g n,
dividindo por l # 0, vem

e

(4.5) -(E :** . '] - n

Então temos que

-.õ, - 'H.'q - '
(4.6) EOi) : -}

Observamos que o valor esperado em (4.6) é calcul!.
do em função da di.atribuição de R truncada no ponta zero,dZ
da a restrição que colocamos ao estabelecermos (4.5)

Se tivéssemos usado (n-l) no denominador'de SZ ao
invés de n, obterá.amos um esticador não viciado para n, is-
to é. E(ii) nO. De (4.6) vemos que E(Íi) ---- 0 quando n --'- n.

2. Distribuição Binomial (N,p)

Se considerarmos uma amostra aleatória de tamanho

n desta distribuição, temos que, para l g j g n, a distribui-
ção condiciona]..de X.i dada



é hipergeomé

Dessa forma.

(4.7) E(X:lEXi B 1) : CnN'])rn-].' ' n: (Nn-l)
Somando (4.7) para todo j, l s j s n, e dividindo por Z# 0
mos:

r n

a esperança da variável aleatória

temos que consi.durar a distribuição da variável aleatória

como truncada no ponto zero, em virtude da restrição que
pusemos ao escrevermos (4 . 8)

im sendo,

'(:i:*:) - tH:$ - =#b

C4 .8) E ili1l :? *. , .l . (nN-O(«-D .&.

n X li1l''j "I n(Nn-l) n
iti'i J

i:*:i - ;;l:i:*:l

trica com parâmetros

»

Par

E

Ass
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n

T3\"T.:
n(Nn-l)

EÜI) x- l

U.D .© : àií4- (n-ll~:.j
De(4.9) observamos.que para p' l,E(íi) = -1. Além

disso. li.n E(1) ' -p.
R->oo

3. .Distribuição Binomi.al Negativa (k;p)

Para l g j sn. a distribuição condicional de Xi da-
da

é da forma

(4 . ]. 0 )

E

I' 'i-:l I'-' 'i";:' -:l/I'"f-:l
Com um pouco de calculo chega-se

'l*,t:i:*: - 'l
Somando (4.11) para todo j, l sj sn, e

por l # 0, vem

l:i:*:

Í 4.] 1 )

dividindo

(k+l)l-(l-n)k
Ci + nk)
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4.2 - ANÁLI SES

Como vimos anteriormente. Katz [24] propõe uma me-
dida di.scriminatória entre algumas distribuições discretas ,
cuja expressão é rl =g;:E. [lembramos que esta expressão êseE
pre defi.lida para nõs parque não estamos considerando dis-
tribuições degeneradas . onde a probabilidade de sucesso ény.
la]. Simulados através do computador varias vezes cada uma
dessas distri.buições, especificando em cada caso os respec-
tivos parâmetros. Isto foi feito para as Distribuições Bing
miai, Poisson e Binomial Negativa e passaremos a descrever
os .resultados obtidos en cada caso.

a) Di.atribuição Binonial B(N;p)

Foram selecionados 35 distribuições com os valores
de p variando entre 0,1 e 0,9 e alguns valores de n (5; 10;
20; 50). Para cada caso foram consi.deradas amostras de ta-
manho n(20, 100 e excepcionalmente 10.000), colhidas lO, 100
ou 500 vezes. Vamos chamar de T. o número de amostras de ta
manha n para cada B(N;p) . Em seguida.para cada amostra est.i
Ramos.o valor de íi através de â =ã;:-XI desse modo obtivemos
Tn valores de fl's, para cada distribuição considerada.

Não conhecendo a distribuição de r), tentamos fazer
uma analise de seu comportamento através da construção de i2
tervalos de tolerânci.a nãa paramétricos. Estes intervalos
nos fornecem dois valores limites, dentro dos quais espera-
mos .que, com probabilidade .y, esteja 100v% da população.

Os grãfi.cos abaixo, referem-se aos intervalos de
tolerância construx'dos usando y = lr= 0,90, e podem nos dar g
ma ideia geral do comportamento dessa medi.da di.scriminató-
ria
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(20)
F

(20)

1-- -: : : (100)

P

.0.9

.0.8

0,7

.0.6

4o,s(à

(20)

(100)
(20)

11911-H ( 20)

(100} 4(?9}

(loo)

(20)
(20)

O,g -0,8 -Oe7 -0.S -0,3 -O92 -0.1 0 +0.1 +0.2 }OP3 't0.4 n

a) N a lO

P

0.9

0.8

0.7

0,6

0.5

'C20)

(20)1
(100)

(100)
( 20) p-:

(20)
(20)

'0 . 8 w0,7'-'0+8

b) N - 20

17Z

5

0.2 -0.1 0 +0.1 +0.2+0.3'P0.4.+a.5+0'. +0'.-7 ÍI

28Z

0 . 9
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-50

qo

3S

30

2S

20

100/100

10

S20/S00

200/S00

c) pB0,1
0.9 +0.7 +0.5 -0.3 Oel 0.10 0.3 0.5 0.7 0.9 fi

9 p0' -7.0 ' -S.0 ' -3't0 '-1'.00 1+0 3.0 590

d) P - 0.5

n

Os números que aparecem ã direita de alguns enter
va].os de tolerância correspondem ã porcentagem de íi's > 0. E
xemplificando, nas 100 vezes que si.mulamos B(10;0,2) com a-
mostras de tamanho 20, obtivemos 15% dos valores > 0, embo-
ra o intervalo de tolerância determinando fosse (-0,609091;
0 ,373404)

Como os intervalos de tolerância podem ser influen-
ciados por valores extremos,resolvemos calcular os percentis
de.ordem 90, a fi.m de dar maior informação sobre a distri-
buição de íi.

Para alguns casos apresentamos médias e variâncias
dos T. Íi's. Os resultados estão na Tabela 4.2
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TABELA 4.2

B(N;p) n Tn 90ç i\ IB(Íi) (1 ) l /V't?D'( 2) lbiÉOiA(a) IDESViO .PAOltÃO(3)

Cs;o.l)
(5;0.1)

(10;0.1)
(10;0.1)
(20:0.1)

zoE soo
lO.ooo} lO

zolioo
10i0001 10

20lioo

0.2214
0.08S5
0.1026
0.0862
0.3000

0.1364
o.1001
0.1407
o.1001
0.1429

0.25Ó3+
0.0115
0,2708+
0.0121
0,2778
0,1242

091328
0,1019
,0.1879
0.0980
0.1694

0.2639
0.0124
0.2340
0.0092
0.2820

(50
Cso
(50
Cio

(20
(10
Cio
(20

(10
Cio

0.1)
Oil)
0.1)
0.1)
0.016)

ioolioo
20tioo
zolZoo

iootioo
20lsoo

0.0444
0.2288
0.2152
0.'0316
0.3S00

0.1086
0.1429
0,1441
0.1088
0,0643

0.2819+
0.1261

0,1792
0.1142

0'.2720
'0.1343

0.2)
0.2)
0.'2)
0.2)
0,3)
0.3)
0.3)
0.3)

zolioo
loolioo
Zofloo

ioolioo
zolioo

o.1000
0,0775
0.09SI
0,0502
0,0297

0.2362
0.2072
0.2381
0i2076
0.3317

o.z040'
0.1081

0.1106

0.2633 0.2484

ioolzoo
zolioo

ioolioo
zolloo

ioolioo

0. 2065
0.0524
0.1550
0.1617
0,3304

Oe3063
0.3333
0.3067
0.4271
0.40S4

0.09S0

0.0970

0.0'820
(20;0'.4)

(S;0 .5)
(5;0,5)

(10;0.s)
(10;0.5)

201100
20lsoo
Zo1 5QO
20}100

ioolloo

0;1933
-0.3147
0. 3276
0,3403
0,4220

0.4286
0,S202
0.5202
0,5226
0,S04S

o.ls4t'l+o.s07ó
o.0680 l-o.soir

0,161S
0.0S65

(10;0,5)
Cso;'o,S)
Cio:o,Ó)
(10';o,ó)
(10;0.7)

Zolsoo
20[500
zolioo

ID0:100
zolioo

0.3307
0.3.280
0.4374
0.S208
0,6111

0.5226
0.S245
0.6181
0,60S6
0,7136

0.0559

(10;0.7)
(10;0.8)
Cioi0,8)
(S;0,9)

(10;0.9)

ioolioo
zoltoo

ioolloo
201500
201500

0.6500
0.7088
0.7Ó41
0;8545
0,8909

0.7027
0.8090
0.8018
0.9040
0.904S

0,0428

0,0297
0,0412'
0,0367+

0.9027
0.g036

0.0394
0.0401

(1) Calculada segundo (4.9).
(2) Calculada segundo (4.14)
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COMENTÁRIOS

Como nesta dlistribuição n = -p, é de se supor que o
critério di.scriminatóri.o praticamente independa do parâmetro
N, o que pode ser observado ãs paginas 63 e 64. Entretan-
to notamos uma pequena influênci.a de N nosvalores de E(q) na
Tabela4.2,i.sto é, ã medida que N aumenta, a esperança decre!
ce

Ainda através da Tabela 4.2,concluímos que quando
p :0.1, obter-se, quase sempre, pelo menos 10% de íi's posi-
tivos, sendo que estes valores induziriam,pelo cri.sério, a
uma adaptação da Distribuição Binomial Negativa ou Poi.sson.
Os casos mais crz'tidos são aqueles provenientes de amostras
de tamanho 20.Esta percentagem não ocorreu somente nos dois
casos em que as amostras eram de tamanho 10.000: parece ra-
zoável. dada a consistência de ii.

Para p =0,2, só houve problemas com amostras de ta
banho 20. Para os outros casos, a porcentagem de â's posit.i
vos é i.nferior ao apresentado no parágrafo anterior.

A situação tende a melhorar. ã medida que aumenta-
mos o valor de p: o percentil determinado aproxima-se de -l
quando p ---p l. Observa-se também que, para uma mesma distri
buição, os valores de íl decrescem à medida que aunentamos o
t amanho da amostra

Em todos os casos, a medi.ana esta à esquerda da mê
dia, o que inda.ca uma assinetria da distribui.ção de íi.

Na mesma Tabela encontramos alguns valores exatos
de E(i\) e os valores do desvio padrão de íl. segundo (4.14).
Para um mesmo valor de N, o valor esperado e o. desvio padrão
decrescem ã medida que p cresce, enquanto que para un dado

p, o desvio cresce com N. Além disso, para valores iguais de
p o valor esperado decresce ã medida que N cresce. Apesar da
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ordem de aproxima.ção do resultado (4.1'}) , calculamos também
para alguns casos em que.n :: 20 (assinalados com asterisco)
porque tínhamos o desvio padrão aiüostra]. e gostari'amos de fl
zer. comparações, ainda que pouco precisas. Sendo assim, a-
presentamos na Tabela 4.3,odesvio percentual emmõdulo (IP. l)
de cada desci.o padrão at.astral com relação ao desvio padrão propor
to por Katz. Fizemos o mesmo com relação ãs médias aiaostrais e E(6)
(da Tabela 4.2) , chamando IP2 l ao desvio correspondente.

TABELA 4 . 3

B(N;p) I'n l IPll i IPZ B(N;P) .B.L3,P !

b) Distri.buição de Poisson

Para este caso também construz+mos intervalos de to
lerânci.a para r}, com y =lr =0,9, e os resultados podemsersZ
matizados no gráfico abaixo, onde CX,n,Tn) é tal que À é o

(H)

2a)

'(20)
(loc) .00

0.6 ' u'0.q -0.2 . 0 0.2 0.4
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parâmetro da Distribuição de Poisson, n é o tamanho da amos
tra considerada e Tn é o.número de amostras geradas.

Ai.nda aqui colocamos a porcentagem de valores de íi
encontrados aci.ma de zero .

Como mesa;lo objetivo indicado para o caso da Distri.
buição Binomial, calculamos os percentis de ordem 5 e 95 ou
seja, os valores que englobam os 90% centrais das observa-
ções (Tabela 4.4). Apresentamos também algumas médias e va-
riâncias .de íi, juntamente com a percentagem dos valores de
íl: a) maiores de -0,1; b) entre -0,2 e 0,2 exclusive.

TABELA 4.4
-( 2 )90t Cedi'rnuls la(íi)(o MÉDIA IDESVi0 PAORÃ01 8 l b

}ggjÍgg
201100
20E500
zolioo

0.14 0.21S7
C.25-0.18

4143:0.4269
0.'433 0.443

0.S071-0.42S

0.01.
0.01

-0.05
aiOS
.0.05

0.1414
0.1414
0.3162
0.3162

3162

-0.0138
D.0137

0645
-0.0549

0.0S28

0.131S
0.1353
0.2387
0.286S
0,3084

ZZl0Z
74186
59154
47t46
S4140

Zoltoo
201 10
201100

1001100
zo'l loo

0 0 44294962
0 2277 45

0 35454543
0

0.4402 09

'-:o .os
0.05

-o,os

0,3162
0.3162
0.3162
0.1414
0,3162

3162
0.3162
0. 3162.

0.0823

0.0483
0.0196
0,0S38

0.3236

0.259Ó
0.131g
0,277S

+ól40
Óllsi
74185
s2tóo
53146
56148
4S144

ZolZoo
201100
zolzoo

a0.4415:0.3774
-0.4i43:0.4366
0,4262;0,S967

-0.0738
.0.0102
0.0517

0.2540
0.3036
0,3018

(1) Calculam.a segundo (4.6)
(2) Calculada segundo (4.14)

COMENTÁRIOS

Aqui temos r} =0, uma vez que oz =U =À, onde À é o

p'arâmetro da distribuição. Vemos que n independe de X e su-
põe-se que íl também.

Apesar da grande maioria dos casos apresentar amor.
trás de tamanho .20, o que justificaria talvez a grande flu-
tuação dos valores íi em torno de zero, dada a ineficãci.a de
R e S',mesmo nos casos de amostras maiores (tamanho 100) no-
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ta-se que os intervalos deixam muito a desejar quanto à
preczsao.

A partir d.a Tabela 4.4,notamos desvios padrão mui-
to grandes em relação às médias, em todos os casos. As colu
nas a) e b) talabém apresentam resultados desfavoráveis, que
possibilitariam confusão indevida com as Distribuições Bi.ng
miai e Binomial Negativa. Sendo assim, pelo menos para pe-
quenas amostras, achamos delicada a discriminação, dada a iB
desejável flutuação dos valores de íi.

A Tabela 4.5,similar aquela apresentada àpãgi.na 67,
oferece desvi.os bastante grandes tanto no que se refere amê
dias como a desvios padrão. Quanto a esses últimos, ja se-
ria de se esperar, dado que V(fi) , segundo auQressão de Katz,
é . valida assintoticamente .

TABELA 4 . 5

X

0,1
0 , 2
0 ,5

0 ,6
0,7
1 ,0

2 , 0
3,0
4 ,0

lO ,o

c)])istribuição Bi.nomial Negativa

Foram escolllidas 176 combinações diferentes entre k,
p e n sendo que os dois primeiros são os parâmetros asso-
ciados à Di.str.ibuição Binomial Negativa e n é o tamanho de

n Tn l p. l IP 21

   

7,00
4 ,31

24,51
9 ,39
2 ,4 7
2 ,34

17,90
6 , 72

12,24
19,67

3, 98
4 ,-5.0

38,00
37,00
29 ,00

9 ,80
5,60

64 ,60
3,40

96,00
7,60

47,60
70,60
3,40
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amostra para cada caso. Para cada combinação simulamos T
distribuições do tipo Binomi.al Negativa e coletamos todos os
valores de

s' - x

n

X

calculados. Em seguida, como nos casos anteri.odes, construí.
mos intervalos de tolerância para íi com lr = =0,90. Aseguir
apresentamos contente alguns destes i.ntervalos, que cremos sg
rem sua..cientes para termos uma i.déia do comportamento do
cri.têri.o.

10.

9

f

6

5

q

3

2

l

.É100)(20)

!1100) (20)

=-1111n uo
(100)

(20)
(100)

(100) ; : (20)
(20)

--.f (100)
(100)

100)
(20)

(100)
(20)

( zq)
(lao)

(20)

} : :(l
20)

--'P'Pt")
(100)

F ; :--4
(20)

.!::==Úl?8à)
(100 20)

(20)

(20)

(20)
(100)

: -:l (20 )

0 2 4

a) P B 0,1
6 8 10 12 1q 16 18 20 6 1 0 1 2 3 n

.b) P -0.5

(20)
100)
(20)

]P)
l(20)

(20)
(100)

(100)

(100)

o 1 2 â
c) P '0.9

o 1 2 3 q s 6 7 8 9 io íi t2i36
d) kB6 nn100
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A Tabela 4.6,refere-se ã determinação do percentil
de ordem lO (isto é, o valor que deixa 90% das observações
ã sua direita), para algumas das distribuições simuladas A
crescentamos também alguns valores esperados e desvios pa
deão teóricos e, como os amostrais não foram calculados a

través da simulação, escolhemos algumas distribuições sinu
ladas (que estão assinaladas com un numero ã direita da mesim tabela) ,

e .calculamos média e desço padrão dos fi's para cada caso. Os resulta.
dos estão na Tabela 4.7.

TABELA 4 . 6

k

l
P n E(ii)' i vvl.H'.'

o.zl zolxoo
O.lt IOQ
0. 21 100
0,41 zo
0,4Eioo

s.cosile.047ó
s.08Zii0,8020
z.'6ó411 3,9010
a.sooolx,zózo
0,826Sj1,4S05

2.'2136
1 ,.0954 ( 1 )

0.5362
0.2962
0,'2S62
0,2250

l 0.7llootloo
0.8Ê 100
o.slloo
0.1} 20
o.llioo

o.ü07zl0,400s
0.010010.2ZS2
o .0900to.089i
4 .ssiila,saz7
ó,azó7t0,87ss

( 2 )

4

1,6S08
0.82164 o,zl looltoo

0.4 1 20
0,41 100
0.7E100
0,81 100

s.cz40l 3,9376
o ,szzzli,s4s7
l ,ios9li ,46a8
o ,!szz l0,4toa
0,0s0110,zs44

0.4070
0 .2292
0,1996

4

6

D,9
0,9
0,1
0,1
0.2
0,4
0,4
0, 7
0.8
D'.9

zoi l oo

100

0.40eolo.04zs
,o ,0944 1 0 ,0972
4.a9zsia.4zis
õ,9sesle,mass
s,os44ES,e4z7

0.1766

l,S759
0.78S3 ( 3)

6 zclzoo
100
100
100

0.463011,35b4
0,94s2li,4.700
0.12C410.4119
o.oizsio.zss4
o,ssoolo,04ó8

0.390Q
0 ,220S
o.192 3 ( 4 )

6
10

o.el iooi ioo
0 .1 [ 20
o,ilXoo
0. 2} 100
0.41 2Q

o.09ç9io.098z
4. 7860i8,4528
Ó.0SÕ71a.090i
Z.oz041s,94si
o,óli7ji ,só32

0.1703

1.5133
0,7550

10 0.4ltoolloo
o; 7lioo
o, 81 100o.ot 20
o, ol loo

1.0371:1.47Z5
0.094410.412 8
o.07Óolo,zsóz
o, 288110,0503
o,0830)0,0989

0.3758
0,2133
0 ;1863

0.16S2

( s )

# Calculada segunda (4.13)
#+ Calculada seÍ3undo (4.14)
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COMENTÁRIOS

Aqui n =lÊP- e i.ndepende de k, sendo provavel que r}
também independa desse parâmetro.

A partir dos gráficos conclui-se que não hã broblg
mas discriminatórios para grandes valores de p. Além disso,
percebemos claramente que a variância de íi é i.nversamente
proporcional a p e independe de k. Infelizmente, quandoovA
lor de p tende ã unidade (variânci.a mínima), é que ocorrem
problemas de discriminação entre as Distribuições de Pois-
son e a Binamial Negati.va, poi.s os respectivos valores de íi
estão em torno do zero, sendo que nem sempre são válidas as
condições de.convergência analisadas no Capz'fulo 2. O últi-
mo gráfico refere-se a um valor fixo de k, onde se percebe
ni.tidamente a influência de p sobre o valor de Íi e sobre sua
variância.

Os cinco últimos percentis apresentados na .Tabela
4.7,apresentam problemas discri.minatórios ,segundo o critério,
uma vez que hã valores de {i que poderiam ser interpretados
como provenientes de uma Poisson ou Binomial.

TABELA 4.7

Após todas essas si.mulações não nos pareceu que o
método proposto por Katz seja eficiente para pequenas amos-
tras, a não ser em casos onde a probabilidade de sucesso é

  MÉDIA DESVIO PADRÃO   Ip 21

 
3, 766a
0, 2110
3,9565
0, 2254
1,462 7

0,8844
0, 1871
0 , 7 ].7 ]-
0, 1Ó42

0, 3339    



73

muito grande na Distribuição Binomial ou muito pequena na
Distribuição Binomial Negativa. Evidentemente, como já ven-
ci.onamos, isto se deve â pouca efici.ência do estimados de n
para n pequeno.

Tentando nos colocar no papel do pesquisador em á-
reas apli.dadas, simulamos algumas distribuições de cada un
dos .três tipos, e os resultados obtidos estão apresentados
na Tabela 4.8.

Para alguns casos , conparamos , probabi.listicamente,
a distribuição gerada com aquela que seria sugeridapelo cr.i
têrio ao pesquisador, cabendo a este último anali.sar se as
diferenças encontradas nas caudas ou no meio das distribui-
ções são significantes,ao nz'vel de sua analise. Passaremos
em seguida às comparações

1) B(IO;OI)
n = ].00

â : o ,1027

O critério' sugere o uso da Poissón (À) ou da Bino
miai Negativa (k;p)

Para o caso da Poisson, o parâmetro estimado atra-
vés da amostra gerada foi À =1,1 e então as comparações fo-
ram feitas entre Poisson (1,1) e B(10;0,1).Encontranins 0,0632
como soma dos valores absolutos das diferenças entre as prg
babilidades das duas di.atribuições. As maiores diferenças ip:
dividuais são encontradas nos valores: 0: -0,0158; 1: -0,021ê
3:.0,0164. O nível descritivo associado ao valor 4 da varia
aleatória.com distribuição B(10;0,1) é 0,0128 e o associado
à variável aleatória com distribuição P(1,1) é 0,0257. isto
é. o dobro. Comparando P(1) com B(10;01) ,a soma dos valores
absolutos das diferenças seria 0,0584 e o nível descrita.vo
associado ao valor 4 na PCI) seria 0,02 <0,0257. Também nes
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te caso as maiores diferenças individuais são encontradas
nos valores 0 e l da variãvet aleatória.

Se adaptarmos o modelo da Distribuição Binomial Ng
gativa, com k = ll e Íi =0,91 (valores obtidos da amostra ge-
rada através do método dos momentos ,naif rtpi.do embora ne-
nos premi.se do que o de máxima verossimilhança), obtemos
0.0817, como soba dos valores absolutos das diferenças en-
tre B(10;0.1) e Bineg(11;0,91), valor esse bem maior que os
anteriores. Além disso, o nz'vel descrita.vo associado ao poB
to 4 vale 0.03 e a mai.or di.ferença indivi.dual se encontrano
valor l da variável aleatória e é igual a 0,0366. Diferen-
ças individuais senso'vens também são encontradas no meio da
distribuição.

Se fôssemos usar o critério sugerido por Ord, con-
forme descrito ã pagina 51, terz'amos o seguinte resultado:

ü3 : 1,384'758'

ü2 : 1.2019

ül : 1,09

1,102 7

1,152140 7

Esses valores apresentam o mesmo problema discrimi
natório de fi, o que seria de se esperar, uma vez que, como

vimos no capt+tu].o anterior, S = 2n+l. Evidentemente, como n
não é o esticador de máxima verossimilhança de rl, B,go temos
S = 26+1; entretanto cromos que a diferença entre 2n+i e 2fi+l
não seja tão grande a ponto de melhorar o critêri.o discrimi
natõrio.

2) Poisson (0,5)
h : 20

6 : -0,2278

A partir desse valor de Íi pensarz'amos em adaptar g
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ma Distribuição Binomial. No presente caso, através dos va-
lores simulados, terx+amo$ obtido f = 0.23 e íi = 2. A soma doé
valores absolutos das diferenças entre B(2;0,23) e P(0,5) ê
0,0875 e a maior diferença individual se encontra no.valor
l e vale 0 ,050935 .

3) Poisson (6)
n = 100

â : 1,877

Sabemos que este valor foi obtido da geração de u-
ma Poisson com X = 6. mas o resultado sugere a adaptação de
uma Distribuição Binomial e, neste caso, os parâmetros est.i
nados foran: $ = 0,19 e â = 31. Comparando as duas distribui-
ções mencionadas teríanos 0.1028 como sana dos valores abso
lutos das diferenças entre probabili.dados associadas ao mej.
mo valor da distri.bui.ção. A mai.or diferença individual en-
contra-se no valor 7 e vale 0,0179. O nível descrita.vo asse
dado ao valor 12 vale 0,2 na Poisson e 0,0085 na Binomial;
o associado ao vala.r ll vale 0,0425 na Poisson e 0,0231 na
Binomial

4) Poisson (4)
n = 100

â : o ,306

O resultado sugere a adaptação de uma Distribuição
Binomial Negativa. Nesse caso, os parâmetros estimados atra
vés .da amostra seriam: $ = 0,77 e k = 13,5. Como tivemos ages
se a tabelas, com k =13 e k=14, analisamos esses doi.s ca-
sos! a) $ = 0,77 e k = 13: a soma dos valores absolutos das di
ferenças entre as probabilidades dessa Binomial Negativa e
uma Poisson com parâmetro À = 4 resultou 0,1457. ocorrendo dl
ferenças maiores de T8-a para os valores de 0 a 6;b) p : 0.77
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e k =14: a referida soma vale, neste caso, 0,1235 e as dife
renças mai.ores de 0,01 se encontram nos valores 3, 4, 5 e8
da variável aleatória. Para a Poisson com À = 4 temos

P(X»8) : 0,051
No caso a) esta probabili.dade vale 0,0675 e no b) vale 0,0868.

5) Binomi.al Negati.va (k=1; p = 0,7)
n = 100

6 : o , 0 71 76

O pesquisador, mediante tal valor, estaria inclina
do a adaptar uma Poisson. Através da amostra gerada tería-
mos À =0,3. A soma dos valores absolutos das diferenças en-
tre as probabilidades associadas ã Binolnial Negativa (1;0,7)
e à Poisson (0,3) é 0,1061, sendo que a mai.or diferença o-
corre ã esquerda da distribuição, para o valor zero. Onível
descritivo associado ao valor 2 é igual a 0,037 para Poisson
e 0,09 para a Binomial Negati-va.

TABELA 4.8

DISTRIBUIÇÃO n DISTRIBUIÇÃO n

B(IO;O,l)

B(20;0,2)

20
100

20
100
100

20
lO.ooo

20
100

l.ooo
20

100
20

100

'0,2
0,1027
0,2
0,2826
'0,1849

-0,2278
0,0068

.g:á:,

.0,0543
0,2091 l
0,183
0,2714
0,306

P(6) 20 l 0,633
loo l o,1877
100 1-0.tÓ8
20 l 4,1738

100 \ 8,7414

100 1 2,8228
loo l 0,9668

10.000 i 0,9825
loo l 0,6427
10 E-0,2õõ7
20 1-0.i

loo l .o,0718
100 \ 0,3
20 l-o,t

P(lO)
Bineg(l;O,l)

B(IO;0,3)
P(0,5) B i.neg (1 ;0 , 3)

Bineg(1;0,4)
Bineg(1;0,5)P(1)

Bineg(1;0,7)
Bineg(1;0,7)P(2)

P(4) Bíneg( 1 ; 0 , 8)
Bineg(1;0,9)

H
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Seguem abaixo alguns dos programas em ''BASIC'' uti
lizados nas simulações deste trabalho

1. Distribuição Binomial

e0.34g

F lIdE . # t P qBIN0141 eLPt«

t'0R Nato -t0 2g BI' la
í'0R PS. t 't0 89 - 8Y.-+ t
Foto Ha2i) 'r0 tUO bY 80

RA(iDOnlZC
fOR..Jal. tO U
XlaX2sX3aB41.1iV80
Dig .B(3.}a)
FOR tei, '[0 H
$aXaa
CaRt10If G>P THE3. 2b9
SaS+l
XnX+l.
lr-x>&:.l TilEti 29ü
'CO 1'0 2J0

IF X>atJ lHeS 29Ç)
GO r0 2çlO
XleXt+$
xã X2+s++2
Y($)=y'(IS)+t
Kl=X1./4
V8(X2/'4ni4t++2)
€ z( Vn$ 1 ) /i} .L

C(J)st
Fi)R lsi. 'r0 Uel.
t'3i{ Jzi ! t9 0
IF eCI)Cabe(J) IREi{ '196
CI.=Ctl )
C( JI ) zE( J )
E'(J)=:t

,R:"T +t.'d:','H..:-P:-,P.'":",N
PAIS'r 81fPVAbQRCS Dê EIAq
FQB Kial 'ta U ÜV 5
PRIHT BtpECKI)pECtÇ.l l)pE(K1+2)
tiÉxl KI

l

C{.K 1 +3 ) f &( K t ++ )

77
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2 Distribuição Binomial Negativa

R BRSIC

ncnov. FOP HCLP vs'pc ncLP
OLD 81NEG. BRS

LISTNH
16 ' FILE #l. 'BINEG. LPT'
28 ' 'SCRATCH BI
38 D,llt P<1880>,E<1880). X<la88)
48 DJn Sl1888>
SQ P+INT +l,

88 'INPUT P
98 PRINT BI.108 Xa8i.18 1al
128 ' P<1)eP++K
13Q 5(1) P(1)
1+8 P<1+1)=(t-P>+P(1) <X+K)/"<X+J.}
158 S(1+1)nS<1)+PCl+l.)
168 iF S€1+1)>e8.9999 THEN 218
i.78 . XaX+l.188 NI X
198 1al+l
288 GO TO 14821Q Val+l
220 . RnNDOHIZE
238 INPUT N
246 . FOR U&l TO }t
2S8 HRT X-ZER<V)
26a DiN H<ia88)
2?8 SÍ.aS2a8288 FOR Nel TO N
29a GaRND
3Be IF G<,O. 9999 THEN 328
310 GO TO .298
328 Jal33e IF G<S(J> THiN 368
348 JeJ+l.3S8 GO T0 338360 X{J) X<J)+t
378 «EXT H
388 FOR Cel TO V'
39B SlaSl+X(C)+<Cnl)
488 ' S2eS2+((C )+X(C).
+lO NEXT C
428 RI,SI/N
4+0 R2e<N+S2 ++2)/(N+42)
45© E<U)a<R2-RI)/'RI
+68 NEXT U
+7e PRINT 1-1. '1C='K8 'Pz'P, 'Ne'N
488 PRINT +l,{PR}
498 F'RINT #l,'VRLOR[S D,E ETRB
S18 PÉINT#í, E(l>
348 PRINT
S50 MaT H=Z€1R(1{388)
S68 PRINT#Í., "K', '?ROÜ ', 'PROA. nC.

57e FaR Klel TÜ V
388 H<Kl>=H(KI )+X<KI)
S98 PRINTll,KI, P{K1),5(KÍ).X(KI)/N,H{KI)/N
608 NEXT KI
618 END

.SIHULRCâO POR HasTE CRRtÓ DR BINQHIRL NEGRTIVn

PROA. SIM. PROA. RC. SIH

KON
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