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CAPITULO O

INTRODUÇÃO

O problema de estimação de uma função de densidade
de probabilidade tem recebido pouca atenção na literatura,
visto que o primeiro trabalho usando técnicas modernas so-
bre o assunto surgiu caIR Roseinb]att, em ].956. No seu traba-
lho, primeiramente ele discute algumas propriedades gerais
da estimação de ulba função de densidade e, num segundo mo-
mento, sugere um está.nadar e estuda suas propriedades prin-
cipais. Um segundo trabalho importante da teoria,usando téc
ni.cas modernas, sui'-giu com Parzeln, em 1962. Tanto Partem co
mo Rosemblatt utilizaram estinladores baseados em funções pg
se. Além do que foi feito por Rosemblatt, Partem procurou
estabelecer condições sobre o estimados por ele considerado,
para que fosse assintoticamente normal.

Outros está.madores interessantes surgiram. Sugeri-
do pelas noções de aproximação (sob certas condições) de u-
ma função por uma série (de funções ou de polinõ.mias) orto-
gonal e usando as idéi.as básicas dos artigos precedentes,
surgiu um novo estimados de uma função de densidade, cujos
aspectos e propriedades foram desenvolvidos principalmente
por Schwartz (1967), Watson (1969) e Rosemblatt (1971). Ou-
tros aspectos da teoria da estimação de uma função de densa
jade foram abordados por Watson G Leadbetter (1963) e, por
Jades Pickands 111 (1969) , utilizando técnicas baseadas no
decrescimento algébrico e exponencial de funções caracteres
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tecas. Um outro método, ainda seria a estimação de uma fun-
ção de densidade por esticadores de mãxilna verossimilhança,
que foram introduzi-dos, principalmente por Robertson (1967),
Wegan C3-9õ0) e Wegan C1970)

O objetivo do ]losso trabalho é discutir detalhada-
mente duas das classes de esticadores citadas acima (por nós
julgada.s as mais importantes) , procurando apresentar os re-
sultados em forma didãti.ca e dar a eles uma maior formaliza
ção. Não exan]inaremos neste traba].ho, o problema da escolha
do esticador a usar. Vamos dividir o trabalho em quatro ca-
pi'tules, que organizamos da seguinte maneira: na primeira seç.
ção hã a proposição teórica do problema, juntamente com al-
gumas propri-edades gerais dos estimadores; no capi'tolo dois,
vamos discutir a classe de estimadores, baseado no que cha-
maremos de ''funções peso''; no capítulo três va.mos discutir
outra classe de estimadores, baseada em funções ortogonais
e, finalmente no quarta capítulo faremos uma discussão bre-
ve e bastante sua.nta a respeito dos outros métodos ci.to-
dos acima. Vamos ainda apresentar um apêndice com as defina
ções, teoremas e resultados utilizados para o desenvolvimen
to deste trabalho, bem coiro a bibliogra.fia adequada para o
estudo da estimação de uma função de densidade.



CAPÍTULO l

ÇqÇQÇ4Ç4Q PQ PROBLEMA E

CONA i DE RAÇOES GE REIS

Seja XI'X2,...Xn uma amostra aleatória de tamanho
n da di.atribuição de uma variável a.leatõri.a real X, com fup:
ção de densidade f, que é desconhecida. Nosso objetivo é el
ti.mar f. Podemos ter então duas situações. Por um lado,se o
pesquisador conhece suficientemente a forma da distribuição
da população a qual esta estudando bastaria que ele estimam.
se os parâmetros dessa distribuição por procedimentos para-
mõtricos e ele teria a densidade está.meda. Por outro lado,
se a forma da di.stribuição é bastalLte complicada, o expor.l
tentador para obter melhores resultados, devera usar os es-
ticadores ótímos (classe de estinudores que discutirems) , mas que
são bem mais compli.Gados do que os métodos de aproximaçãopor
histogramas, para a função de densidade, e. pela função de dij.
tribuição amostrar, para a função de distribuição.Esses mé-
todos são mais primitivos porém mais simples, eé claro tra.-
zem resultados menos precisos.

Quem primeiro se preocupou com o problema de está
mação de uma função de densidade, foi K. Pearson [9] e [lo]
Seu objetivo era obter unia expressão matemática que repõe
sentasse satisfatoriamente as observações.O si.stema de dis
tribuições de Pearson é representado pelo sistema de equa
ções diferenciais

(1 .1)
df
.x

(x - a)f
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que é a maneira de se expressar o limite da série hipergeo-
métrica. As constantes a, bo' bl' b2 são de tal forma que tg
dos os néon\entes dessas di.atribuições podem ser encontrados
a partir delas e, reciprocamente, podemos expressar as qua-
tro constantes a.,b.,b. ,bo, ein termos dos n\cimentos em torno
da ntédia u2'U3'u4' definidos por

)rdF,x-y l

onde u:, r=1,2,... é o r-ésilno momentos amostral. Ver Ken-
da[ e Stuart [3]. O si.stema de equações di.ferenciais (1.1)
envolve uma grande fama'lia de di.stribui.ções. Podemos citar
entre outras, a distribuição Beta, denominada do tipo 1, a
distribuição Gama, denominada da ti.po 111 e a distribuição
do tipo IV, que é usualmente escrita como

(1.2) f(x) : k(l + ãl7')''üe'v arc tg(x/a)

Esta distribuição é ilimitada em ambas as direções e unimo-
dal. Não é muito fácil manusear a expressão (1.2) na práti-
ca. A constante k aparece na maioria das distribui.ções de
Pearson e, para seu cálculo, é necessário tabelas especiais
de integração. O que é natãvel contudo, é quem sistema Peal
soniano contém quase todas as ,distribuições conhecidas em

sua era e, ati.agiu grande popul-aridade. O problema de deci-
dir qual ti.pa usar face aos dados de uma população com dis-
tribuição desconhecida também foi tratado por Pea.rson. Ele
consi.dera a. constante

B. (B,+3) '
(1 . 3)

ande

H2 l

132n+l
U3U2n+3

n+
P2

B2n
U2n+2

n+l '
U2
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comia luR critério para distillguir qual o ti.po da distri.bui-
ção adequilda de Hcldo que se k > 1, a distribuição a usar se-
ria do tipo 1; se k é infinito, seria a do tipo 111 e, se k
esta entre 0 e 1, usarl+alllos a distribuição IV. Todas as dis
tribuições Piar!;onianas são deternli.nadas pelos momentos .u.l ,
u;, uà, uà, exceto a].gumes distribui.ções degeneradas qtx: são
determinadas por ]nenos do que 4 momentos. Basicamente, o mé
Lado de ajustamento de Pearson consi.ste em:

1)

2)

3)

4)

deterlRiriaçãQ das velares nurriéricos dos quatro prime.i
ros momentos da distribuição observada
Calculo dos valores numéricos de B. , Bo e da constan
te k em (1.3) e então determinar a qual tipo a dis-
tribiiição pertence.
iguala os momentos observados caIR os momentos da dis
tribuição apropriada, expressada em termos de seus pg.
rametros.
resolver as.equações resultantes para aqueles parãmg
tios , determinando-se então a dis'cribui.ção.

Para ilustrar o processo, reproduzirenlos um exem-
Kenda].] e Stuart [3]Plo de

EXEMPLO 1.1 - A tabela abaixo mostra a distri.buição de fre-
quências de 9.440 feijões, de acorda com o comprimento e lal
Bufa.

+ Coaprimaneo m uu (vlLlofeg teatrais) #+ Largura em M (valareü centrais)

  17     15.5  lq,5 14 13.S  12.5 12     lO,s   g.s  
9.125

8.62S
B.375
8.12S
7.875
7.825
7,375
?.12S
6,87S
B.62S
6,37S               '{   
TOTAL 6   275 112g 2a82    929 437 19g 115    18   



De acordo com (1) va.mos encontrar em primeiro lu-
gar os momentos, usando a. correção de Sheppard (ver Kenda]].
e Stuart [3])

}ti (origem até 14,5)
u2

U3

u4

de onde vem que

BI
B.r

Quanto ao tipo da distribuição temos

-0 ,190 78389 8
3 ,2384 24 951

- 5 ,306566352
50,999624044

0 ,829135838

4 ,862944362

rã; : -0,910569

' 3) 'l 2

2'SBt) CZBZ l
51 ,262

Co)no k esta en.tre 0 e 1, temos que a distribuição
adequada para os dados é a do tipo IV. Escrevendo

tang 0 = x/a e 2m-2 = r
na equação (1.2) nós encontramos

R 1 2.

p' : k l an+lcosr-n0 senn0 e'veda

Integrando por partes (corri COMI'n0 $en 0 como unia
parte) temos

:i::::n.{ (n- 1 ) au :. 2

Então, os momentos em torno da média sãd dadospor

U3
4a'v(r' ! y:l)

r3 (r-l) (r-2)



.. : 3C' (!?*Vf) { (P.$11:CdJN.?).gP.l.L
' r' (r-l) (r-2) (r-3)

de onde segue-se quc

6 (B2'BI'l)
2B2-3Bl-6

r(r- 2)''ã;l

{16(r-l) -BI (r-2):}

{;á ló(,-n-Bli;-;;';l4Ta

Substi.ruindo í3?, BI e u7 por seus valores numéri
cos, nos encontramos

14,69772 8 ,34 886

18,38043 4 ,15949

C=alculando a constante k através de tabelas de in
tegração, obtemos

fcx) : o,s9stzill +:í:í:xz j-8f3488e'18,38043
, '';7:íim

Esse método tem sido criticado quando os dados ob-
servados são encarados ccHO amostra de uma população e desÊ.
ja-se encontrar uma expressão matemática para representar a
população. Em tais casos, os momentos calculados a partir
das observações são somente esticadores dos momentos populâ
cionais e eles em geral, não levam a esticadores eficientes
dos parâmetros populacionais. Outros métodos de ajustamento
de curvas serão apresentados no apêndice

Nosso objetivo neste trabalho não é procurar expreâ



iões ntatemãticas para representar Urna população, lulas sim,
procurar definir esticadores da função de densidade que te-
nham boas propriedades e blue possam ser melhorados de acor-
do com a teoria da estimação. Como veremos, existem situa-
ções cm que o próprio estimadas (qtle é função das observa-
ções) é uma função de densidade. l/Cremos também (o que é um

tanto desalentador) que não existe esticador não viciado de
uma função de densidade. Grande parte da teoria de estima-
ção não pode então ser utilizada neste caso; aquela que trg.
ta de estir1ladares não viciados

Sejam então XI'...,X variável.s aleatórias indepe&
dentes e identicamente distribuídas, com função de densida-
de f contínua. Seja Ê(y,xl'...,Xn) um esticador de f(y) ba-
seada nas n observações e satisfazendo as conde.ções

1) f(y,x].,...,Xn) z 0, Vy
2) f(y,xl'..-,Xn) é conjuntamente BoTeI mensurável em

(y,x. ,...,x,l).
Com estas suposições sobre a densidade f e sobre o

esticador f(y,xl'...,xn). Rosemb]att [i4] apresenta um dos
resultados mais importantes da. teoria, que está contido no
seguinte
TEOREMA [.] - Não existe esticador não viciado de f(y)
ceado na n-pla ordenada (X(1) ,.-..,X(n))
DEMOFiSTRAÇA0 - Suponhamos por absurdo que

3) EÊ(y,XI'... ,)h) ; f(y) , Vf e Vy.
Então, a col\dição (3) acima impli.ca para cada y que

ba-

Ef(y,XI,X2, ,Xn) < "

Vastos assulTtir que Ê(y,xl'... ,xn) seja uma fuTçãos}
métrica de x. ,...,x., desde que a n-pla. ordenada (X''' ,..',
X(n)) é UHa. estatística suficiente para o problema. Como



J Êb,x:
a

Xn)dy
b .

Ef(y,XI
a

,Xn)dy

b
r(9)úv

a
F (b) - F(a)

temos que

I' Êo,x:,.
a

,Xn)dy

é un\ estirador simétrico e não viciado de F(b) - F(a)

Por outro lado, como a n-pla ordenada XLXJ,
X(n)) é também, unia estatística completa temos que Fn(b)
- F.(a) é o único estimados de F(b) -F(a) não viciado e s.i
métrico baseado na n-pla ordenada (X(1) ,X(2) ,. . . ,X(nb onde
F.(y) é a função de distribuição amostrar definidaem(2.1.1).
Isto decorre do fato de que F.(b) - F.(a) é não viciado pa.-
ra F(b) - F(a) (também mostrado no capz'tulo 2) , simétri.co
nas observações e é baseado na estatística,completa e suf.}
ciente, que é a n-pla ordenada (X(1),...,X(n)). Temos por
tanto que

Fn(b) - Fn(a)
fb

f.(y,xl'x2' ,xn)dy
a

para todo a e b, a<b e para quase toda(XI'...,Xn). Con-
clux'mos então, que F.(y) é absolutamente continua em y pa-
ra quase toda (XI ,...,Xn) , o que é absurdo. ]]
OBSERVAÇÃO - Para a prova do teorema utilizamos o fato de
que a n-pla ordenada (X(1) ,...,X(n)) é uma estatz'ética su-
ficiente e completa, de onde se conclui. que a funçãode diê.
tribuição amostral Fi. é o estimados UMVU para F' Aprovadeã
te fato pode ser encontrado em [5]
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Aqui. esticador UbÍVU significa: estimados não vicia
do e de variância uniformemente mínima. É o esticador nãos.
dado cuja variância coincide cota o limite inferior da des.i
gualdade de CrâKléT-R&oJ.

Ura outro trabalho interessante, que aborda exclusi
valente a problen\a de existência do estintador não viciado de
f, foi publicado eln 1970 por A.}i.Seheult e C.P. Quesenberry
[12]. E]es formu]aram o problema num contexto bastante ge-
ral, não :fazendo nenhuma suposição sobre f e. obtiveram os
resultados em termos de esticadores não viciados de medidas
de probabilidade (ou funções de distribuição) , os quais seD
pre existem. Para discutirmos as teoremas de existência, sg.
ja (X, A, u) um espaço mensurável euclidiano onde u é uma

medi.da a-finita e seja P uma fama'lia de n\edidas de probabi-
lidade P em A, dominada por u. Seja ágata X uma variável a-
leatória com distribui.ção P e densidade p (p é aderivada de
Radar-Nikodyln de P ..com respeito a y) ; Xt''J : CXI'XZ'.. ,Xn) g
ma amostra aleatõri.a de ta)nan.ha n da distribuição de X e
x(n) : (x. ,...,x.) uma observação de X(n) . Vamos denotar por
X(n) o~elpaço amostrar das observações x(n); por A(n) a 'a-
álgebra produto dos subconjuntos de X(n) e por Q(n) a medi-
da produto em At"J correspondendo a qualquer medida Q em A.
Seja 'r uma função mensurável (Estatz'ética) de (X(n) ,ACn)) no

espaço euclidiano (T,B) e:denotamas por Q: uma versão da,m!
diria de probabilidade condicional (dado T) induzida em A\"/
por Q em A. Então, a classe de todos as ali.adros da forma
X(n-l)xA para AGA é uma suba-ãlgebra de A(n) e nós defini-
mos uma medida de probabilidade QT em A,por QT=QT(X(n"l)xA) ,
para todo AeA. Exclusi.valente nesta secção vamos denotarpar
P o esticador de P e, por $ o esticador de p.

.QF:.EINJ1.4Q 1 .1 - Um esticador p=$(.,T) é o estirador UBIVUde

P, se F(A,t) é o estjmador UMVU de P(A) para todo AGA, onde
T é uma estatz+stica suficiente e completa para P
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O lema seguinte garante a existência do está.nadar
não viciado de P, baseado na estatz'ética completa e sua-ci-
ente T, que é o estimados Uhn'U.

LEMA 1.1 - Sempre existe um esticador não viciado de P dado
por P: P' , onde P' é qual.quer determinação da medi.da de prg
babilidade condicional dado T, que comentaínos acima. Além
disso, se T é uma estatística completa e suficiente para P,
então P' é o estiinador UlçlVU de P

A demonstração segue-se como consequência i.media-
da das propriedades da esperança condicional e do fatode(pe
se P' ê o estimados não viciado para P e baseado na estatx's
teca completa e sua.ciente, então pelo Teorema de Lehmann-
Scheffé, ternas que P' é o estirador UlytVU de P. Se colocar-
mos X=R" e A={(al'...,ak); alsxl''..,aksxk} temos o caso
particular da estimação de t.!ma função de distribuição. Comia

consequência do Lema temos também que todos os esticadores
P que con.sideraremos, serão medidas de probabili.dado em A,
para cada. teT

0EFINICAO 1.2 - Dizemos que $ =Õ(';T) é o estimados UMI/U de
p, se T é suficiente e colapleta para P, p(x,t) é AxB-mensu-
rável e EÕ(x,T) = p(x) q.c

Os dois teoremas seguintes darão as condições para
a existência do estimados nãa viciado para p.

TEOREMA 1.2 - Um estimados não viciado $ de p existe se eso
mente se existe um estirador P=P" de P tal que:

a) para cada teT o esticador é absolutamente contínuo
cain respeito a U,

b) a derivada de Radon Nikadym é AxB-mensul'ãvel

PROVA - Suponhamos primeiramente que É$ =p, ou seja $ õ um

estimados não viciado de P e considezemas
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P (A)

Assim,

EP (A)
A

f uíDÚ« ; J pa" ' 'm),

aplicando-se o teorema de Fubini. Então, P é não viciado
u-contz'nuo, por construção.. Suponhamos agora que EP= P
P<<p , denotando $ = --Sli--. Então,

e

e

p'" ' 'J ''« (E$)dU
A
.f

Assin, pelo teorema de Radon Nikodym, temos que
E$ = P q.c.u. ]]

TEOREMA 1 .3 - Se T é uma estatx'ética suficiente e cotnpleta
para P, então nm esticador UMVU $ de p existe, se e semente
se, Pi satisfaz as condições a) e b) do teorema 1.2. Além
disso, cluand.o tal P existe, ele.é dado por

dpT

PROVA: Se Õ 6 UMVU, ele prece.sa ser, de acordo cam a. defin.{
ção, uma função de T e, então

é um está.mador UI.'íVU de P.

Segue-se pelo Lema 1.1 que P'<<u. Por outro
se P'<<p então

lado,

'dP'i' -
--'=3=:- ' Pdp ' p

é um esticador não viciado de p, pelo teorema 1.2. Como ele
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é uma fu)lção de T, temos que ê o IJbÍVU.

l~iote que o teorema 1.2 dá a$ condições para que e-
xista o estimad.or não viciado de p, enquanto, que o teorema
1.3, complementando o teorema 1.2, dã as condições para que
este estimados sej a UMVU .

EXEMPLO ]:l - Aplicação dos resultados dos Teorema 1.2e 1.3
ã família F de todas funções de distribuição abso].utamente
contínuas k-variadas.

n

Sabemos que T= (X(1),...,XCn)) . vetar das estatís-
ticas de ordem é uma estatística suficiente e completa para
F e que a função de distrib.unção amostral k-variada que éb2
suada em T, é o esticador UbÍV[J para a função de distri.bui-
ção desconhecida F em F

Mas, este estimados dão é absolutamente continuo.
Então, pela parte a) do teorema 1.2, temos que não existe
estimados não vi.dado de uma densidade, ou seja qualquer eã
timador não viciado de uma função de densidade não êulm deg.
sidade, o que não é muito bom. i]

Note-se que o teorema 1.1 segue como um caso kart.i
Guiar do exemplo 1.1. Partindo, então, do fato que não exi2
tem estirnadores não viciados para o caso das funções de diâ.
tribuição absolutamente contínuas , vamos procurar encontrar
o estimados ótimo, que minimize o erro quadrático, médio e
também possua boas propriedades assintóticas. Como uma meda
da da conveniência das classes particulares de esticadores
tomamos a integral. do erro quadrático médio, que tem sido
sugeridas por um grande número de autores. ]qos capítulos sg
guintes , discutiremos comi detalhes duas classes de estimada
res e farei\os uma discussão breve de algumas outras classes.
Discutiremos aplicações, ã teoria da confiabilid.ade e ã es
timação de funções de risco, que consideraremos no Capitulo
2

- Ü -



CAPITULO 2

E:STiilAÇÃO DC UmA rlJnÇÃ0 0E OErqSIOAPÇI..P!

PROBABILIDADE POR FuNçõES PESE

No capa'tolo anterior, apresentamos os resultados
mais gerais da teoria da estimação de função de densidade e
chegamos a importante conclusão de que não existe estinador
não viciado. Neste capítulo, vamos di-sentir com detalhes a
estimação de uula função de densidade por estimadores bases.
dos em funções peso, que alguns autores denami.ri.arar estica-
dores do ti.po algébrico. Privei.ro ztpresentalnos a definição
e as propriedades principais da função de dista'ibuição amor.
trai. Depois, canos de:finita classede estilaadores, apresen'
tendo um exemplo particular a, em seguida, procuraremos coB
dições convenientes, sobre a classe considerada, para que &
presente resultados Ótimos na sentido de boas propriedades
assintóticas e erro quadrático médio mi'niíno. Finalmente, vg
mos fazer aplicações do método pa.ra a teoria da confia.bili-
dade e para a estimação da função de risco. rafeiros também
algumas extensõespara o caso multivariado e algumas compara
ções com a estimação do espectro Os resultados que discut.}
remos encontram-se basicamente em Roseinb]att [15] ,Partem [8]
e Epanechnikov [2]

1. A CLASSE DE ESTICADORES

Seja XI'..-,X üna amostra aleatória de tamanho n
da variãve]. aleatõri.a X, cuja função de distribuição F(x) ê

14
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absolutamente contínua, com função de densidade f(x)

No capz+tulo anteri.or,mostramos que o esticador'UMVU
para rcx) existe e é dado pela função de distribuição amor.
trai, definida por

(2.1.1) Fn(X)
É x na amostra

para um dado ponto x

Com relação a função de distribuição amostral def.}
ninfa por (2.1.1) , pode-se notar que

1) Se x(1),x(2)'''''x(h) denotam as observacões ordena-
das e x(0) '0, x(Zl+l) '"' então Fn(x) salta l/n para
cada ponto xr.il e 'tem valor constante l/n para. todo
ponto x tal que x(i) sx <x(i+l)' t-1,2,...,n.

2) Uma definição alternativa de Fn(X) é a seguinte

FnCx)
n

l (x-Xi) ,: -.c )ln

onde

fl para x z 0

l(x) : {

tõ para x < 0
Então, a variável aleatória l(x-X) toma v'dores 0 e
l com probabilidades l-F(x) e F(x) , respectivamente.
Portanto, a variável

nFn(x)
n

i: ICx-Xi)

g a soma de n variáveis aleatórias independentes e .i
denticamente .distribut'das com distribuição de Bemoul-
li. Então,



-F.'*,::l4 : 1?11''*,]:h-..*,]"':, ::',:,. ,n's

de onde segue-se que

(2.1.D EP.(x)] : F(x)

(2 . 1 . 3) v''P. (x)
[F (x)] [l -F(x) ]

Então, (2.1.2) e (2.1.3) acima, i.aplicam que F.(x) é
um esticador consistente e não viciad.o para F(x)

3) Teorena de Glivenko-Cantelli. A convergência de F.(x)
para F(x) é uniforme em x, ou seja

pt suP IFn(x) - F(x)l---"''p ol : l
l-'"<x<" '' n+" l

Para a demonstração do teore)aa acima o leitor poderá
consu[tar Louve [ 6 ]

4)

CovEFn(x) ,Fn (y) ] -â--p (x) [ [-r(y) ]

para y 2 x

DEFINIÇÃO 2.1 .1 - Uma função integrável u(:..') é chanada gln.
S2g llg:g, se el-a satisfaz ãs condições:

( 2. 1 . 4) a) 0 ç co (y) < c < m

CZ . 1 . 5)

(2. 1 . 6)

b)

c)

d)

u (y) = co(-y)

IÍ '-'(y)ydy

co(y)dy = l

(2 . 1 . 7)
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Note que as
w(.), implicam que

condições especificadas acima sobre

l u:(y)dy« ®.

ou seja u(') é de classe Lz. Desde que todas as integrais
neste trabalho são integrais defi.ninfas sobre a Teta real,tg
das as integrais sem limites inferiores e superiores tem ll
cites de integração implicitamente definidos de -w a +m. Vg
mos, agora, definir nossa classe de estimadores.

DEE.!BIÇ:f\Q..!J=2 - Uma classe de está.dadores Ên(X) de f(x) é
uma função dos valores amo9trais de X, dada por

. : B Íx-X:'l

(2.1. 8) .f.(x) : ;i.sua' j'l ts'i.ió'J

onde b(n) é ulaa função de n, que tende a zero para n''"
Com as suposições feitas sobre m('),temos que fn(X)

definido acima é tina função de densidade, pois

fn(x) > 0, Vx

e

l Ên(y)dy : l. .'»(y)dy : l
EXEMPLO 2.1 . 1 - Temos que

Fn (x+b(n) ) -Fn (x-b.Cn) )

2b (n)
( 2..1 . 9) Ên(x)

é um particular esticador para f(x) da forma (2 . 1 . 8)

Para mostrar isso , temos
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Fn(xtb (n) ) -Fn (x-bCn) )

2b (n)

x+bCn)

2b(n) x-bCn) (y)

tt :i:«H

Ê..®

'i;ltí.r"B'õd".u
onde

ÍI/2 se lyl s l
.«(y) : l

10 se jyl > l
(2. 1.10)

O estirador (2.1.9) que é uma média ponderada da
função de distribuição amostral, foi sugerido pela defini-
ção de derivada e foi introduzido por Rosemb]att [i4] em

].956. Isso sugeriu que se 'pode ter uma grande quantidade de
estimadores de f(x), pais ao invés de u(y), definida em
CZ.l.lO) ,poderíamos ter escolhidos outras funções u(') que
satisfaçam as condições da definição 2.1.1. Daí a justifica
uva da nossa definição 2 .1 . 2 .

Nas próximas dual secções procuraremos discutir al
gumas propriedades do estinador definido em (2.1-8). Na seg
ção 2 vamos abordar a média, a variância e o erro quadráti-
co médio de f.(x); na secção 3 nos preocuparemoscoln a norma.
lidado do está.nadar .

2

LEMA 2.2.1 - a) o estimadas f.(x) é assintoticanente não vj;
dado.

var in(x) : a'(fn(x)) ; nb(n) l )du, para n'o.



PROVA: a) pe].a defina.çãu de esperança, telaos

EÊ.(x) : IÍ Ê.Q)rQ)ay : -ijl «IÊ.íli#l:ea)dy
(2. 2. 1)

u(li) f(x-b (n) u) du .

Fazenda n-»«, o resultado segue

-àFü@#:4#M}'l

ul (u) f(x-b(n)u)du - iJ u(u) f(x-b(n)uDdu] l

,nh- .l «' (")í(*-b(")»)a - -llÍ
s, para n'»"' temos

/ u'(ti)f(x-b(n)u)du -"-' f(x)j o'(ü)du

b) Var(fn(x)) ; Var .»hi:«ül : -à*«{#w}

se

Ma.

(2.2.2)

u Cu) f (x-b Cn) u)

l u(u)f(x-bCn)u) du --". f(x)

e então o resultado segue-se . Ü

OEFiNtÇ4P ?.:l:.! - O erro quadrático médio do estimados fn(x)
é definido par

(2.2.3) E[Ê.(x)-f(í)]: : a'(ê.(x)) + [E}.(;)-f(x)]'

)
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É uma medida da dispersão d-o estimados fnCx) em tomo de f(x)
Quando

[im E[Ên(x)-f(x)]' 0

dizemos que f.(x) é consistente em média quadrático.
O teorema seguinte data uma condição para que o e2

timador definido em (2.1.7) seja consistente em média qua-
drãtica.

TEOREMA 2.2.1 - Se nb(n) ---+ a, quando nw', temos que o está
mador íl.(x) , definido em (2.1.8:) , é consistente em nédia qug
drãtica
PROVA De acordo com (2 .2 1.) e (2 .2 . 2y! temos que

r '12

E[fn(x)-í(x)] - ii l Jw'(u)í(x-b(n)u)óu -ÊiU'w(u)í(x-bcn)u)óúa] +

['w(u){í(x-b(n)u)-í(x)}iu]

2

+

Usando o Lema ], o resultado segue-se. ]]

Então, as condições que ]\ós obtivemos sobre as funções peso
w(.), para que os estimadores.definidos em (2.1.8) sejam ag.
sintoticamente não viciados e consistentes em mé.dia quadtã-
tica, além dm jã estabelecidas na lbfiniçã.o 2.1.1, são:

( 2 . 2 . 4) lim b(n) = 0,
D.->u

( 2 . 2 . 5 ) lim nb(n)

Na secção 4 deste capa'fulo apresentaremos alguns g
xemplos de funções peso e discutiremos também o problema da



função peso ótiina

3 F401{MAHDADE ASSlF:íTÓTICA DE IÊ (x)

Temos que o estimados :E.Cx) dado por (2.1 8) pode
ser escrito como a média

f. (x) = -J-- >1 V:
n' ' n 4=i ]

onde Vj :-Mw('EKii'}), con b(n) '0, para n'", e u(') sa-
tisfazendo as condições da definição 2.1.1. De acordo com o
que foi discutido no Lema 2-2.1 sobre a média e a variância
de i.(x) , usando o teorema do limite central(quedo nb(n)-'-,
para n+", b(n) ' 0) , nõs obteirlos uma aproximação normal pa-
ra a distribuição de probabilidade de in(x) , ou seja,

n

XX

H-w L .a]?. (x) ] : J

.-y'/2dy = @(c)

Uma ideia. da proximidade, ou seja, do et'ro na aprg
ximação, é dado llelo limite de ferry-Esseen (Loeve [6] pãg
288) : para uma conveniente constante C, temos

1}. Cx) -E[ Ê. (x) ]
suP IPI tt :: " sc

-m< c<" 1 L aEf. (x) ]

CE IVs l 3

õ(c) l s nl/2aaEV]

l
[ nb (n) f (x) ] 1/ 2

uz(y)d'

..« «:Üp(H)
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4 ALGIJMAS ]:XTENSÕES PARA O (;ASO MULA'AVARIADO

Agora, proc'urarelltos estes.der para o caso ntultiva-
riadc, a]guils dos resc].fados obtidos rias secções anteri.ares,
onde os aTEi.gas básicos foram ROSCFrb]üt«c [14] e [lsle Parzen
[8] . Existem poucos tlaba]h.os neste sentido. Valaos discutir,
baiscamente o tuba-]ho de Epa.n.ec]lni.kCJV [2] , qlHC .apresenta
alguns das resultados no ca.se DtUI'LiV8TiddO. Varítos, ,prinleirZ
mente, definir nossa cla.sse de estilüadores.

Seja então,

Xi é (X.Í:) , ,X(i)) j--1,2, ,n

uma amostra aleatóri.a de tarlallho n, d.a distribuição de uma
variável a].ea.teria k-dimeisiona] X cam função. de densidade
de probabilidade k-variada f(xl'

OEFINIÇÃ0 2.h.l - a está.nado:' !t.(kl'...,xk) de:f(xl'...,xk)
ba.soado na aiaostra ãe ta.lilartho n da variãve] a].eatõria k-di-
mensionar X gera dada po.r

: :!: :l: :R ",llFI(2:4.1) :fnCx].

onde as constar.tes b;(n) '-0 para n+" e cada uma das fun-
ções peso sca'.is:E&zcR"a!; condições estabelecidas na defina.-
çao Z.4.1

g!.!.EB118ÊA0: CoIRo as xrariãveis aleatórias k-dimensionais XI '
,X. são Independentes, pois forrlan lnüa a.mostra aleatória

de tamanho n da distribuição da variável &lua&té;Ti& X, temos
aue

i:. « «H, ,€ ,$:«;H$ :::«
l

,n



23

Daí a justificativa de definirmos nossa classe de estimado
resdaforJna(2.4.1). Aindaseul: co?=...: = u a ox
pressão (2. 4. 2) acima ficara

bÍe-3.]'
No caso bi.variado , tomando bl Cn)::b2(n):b(n) , podemtns
nossa classe dc esticadores como

definir

:..*:'*:? :ü :t:q=F;=rl
que é a forma apresentada por Rosemb]att [ls], quando sep:Eg.
cura estinar uma densidade bivariada.'

Vamos ,agora, estudar as propriedades assintóticas
principais do esticador definido em (2.4.1). Temos, então

j-' " -EH41''':,. .. ,vp©:,...,wt(2.4.3) Efn(xl'... ,xk)

Como .u(.) é uma função par, usando a tra.nsformação

Y.-'x
, j :l ,... ,k

b.i (n)

temos que a expressão (2.4.3) toma a forma

Efn(xl ' . ' . ,xk) : J' ' '.l l 4a u(tb) lí(xl'pulbi(n) , ' ' . ,xk+lkbk(n))dyt' . .Wk
(2.4.4)

Observemos que a expressão (2.2.1) é obtidas partir de (2.4.4)
no caso em que k = 1. Expandindo
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f(xl+bl (n)ul ' ,xk+bk(n)uk)

em séries de Taylor com respeito a todos os xl , em torno do
ponto (xl'... ,xk), integrando o lado direito de (2.4.4) e fg
lendo n+", temos que o vício do estimadordefinido em (2.4.1)
seta dado por

,f(xl'...,xk)kl t,xk)] = a
8x'j:i J

EEfn(xl'...,xk)-f(xl'

Para o erro quadrático médio, temos

IEEfn(xl' ,xk) - f(xl' ,xk)]'

: Er:â(xl'. ..,xk)]-2f(xl' ... ,xk)Efn(xl;.. . ,xk)'f*(xl'. .. ,xk) :

: ;i: üta 'li: ,;:«: h$1:
- :''*:,. .. ,h? 'à]!: b;hT]'l:!: ,!:\ B$iH ' ''':\. . . ' ,h.

,r k ''l'

.[ ]j a].uj (uj ] f (xl'bl (n)ul '

..!aD'' ' ' J j=1"j ('P iC''l''\bl (n) ,

,xk'bk(n)uk)dul

.~,]',xk'bk(n)uk)dul

-2f(xl' ,:çJ.
, k

.l j=i j(uj)f(xl+bl(n)ul'-
,xk'bk(n)uk)dul

+f'(x]..,...,xk).

Expandindo novamente f(xl+ulbl(n) ,. .. ,xk+bk(n)uk) em série de TaZ
lor, com respeito a.xi' em torno do ponto (xl'...,xk),no ll
do direito de (2.4.5) e fazendo n-*m, temos
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k r- . f -T

- ,hP-Í(xl'. . . ,'t)]' - :f(xl'. ..' '"k j" bSfüíJ'"3Uq 'EEfn(xl

* -lll:;'T#v:-;.«,I'(2.4.6)

Provámos então

TEOREMA 2 .4 . 1 - Suponha que

b.(n) -- 0 e ' n R b:(n) ''' w
a 1 = 1 'p

quando H"b". Então o estimados definido an (2.4.1) é um est.L
maior consistente em média quadrãtica da verdadeira função
de densidade f, para cada ponto (x].,... ,xk).

Para o estimados (2.4.1) podemos definira integral
do erro,quadrático médio (l.E.Q.M.) , que chamaremos deJ,por

k

cz.4.7) J : J J E[Ê.(x:, . . . ,xk) ' f(*l' . .. ,xp]:ó:''i'..axk

Usando o resultado C2.4.6) na expressão acima,

' - { ,;:n-}«l«'',j',. J.. :JI,l: '3 .«,I'
dxl'..dxk,

que é uma expressão assintótica (n'-n) para i.E.Q..I''l. CalocaB
do u.i :u e b.i(n) nb(n) para j=i,2,...,k, podemos dispor o rg
sulcado acima como

J - =iilÊ-i-- +-;- b' (n)M,
( 2 . 4 . 8)
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onde

(2 .4 .9) uz(y)dy,

De acordo com a disposição (2.4.8) ; para. encontrar
a :função peso uO(') que minimiza l.E.Q.M. é suficiente mi.ni
mi.zar a expressão (2.4.9) para b(n) e n fixados e u(') satis-
fazendo.as condições da definição 2.1.1. Epanechnikov [2] e
Rasenb[att [15] encontram então que o mínimo dessa expres'
são; que é a função peso ótima, é dada por

2

dxl'..dxk,}: ;x:

8z f(xl ' . . . ?xk)

Í3 5'1/2(l-y /5) se tyl sB
(2.4.10) wo(y) T 'l

10 caso contrario

Podemos ver que a função peso Ótima uo(') é independente da
verdadeira função de: densidade, do tamanho da amostra e da
dinensão do espaço, o que é bastante importante.

Abaixo temos a tabela ]., reproduzida de Epal.echni-
kov [2], que apresenta exemp]ói de í:unções peso com o cor-
respondente valor de L e a razão r =L/L0' onde

Lo : l '-ã(y)dy
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TABELA l

$$UibIAÇ

Nesta secção vamos procurar definir estimadores pg
ra a confiabilidade e para a função de r:isco, baseadosno eâ
timador definido por (2.1.8). Procuraremos condições para
que sejam consistentes e assintoticamente normais. Uma ou-
tra abordagem sobre o assunto.. poderá ser encontrada em Mu.:
thyE7]. Seja, então, X].,X2,....X uma amostra aleatória de
tamanho n, da distribuição cla variável aleatória X, com fug
ção de distribuição F(x) que é absolutamente continua e com
função de densidade f(x) . Eín particular, quando a variável
aleatória X é o tempo de falha de um z#tem em um equipamento,
tentos que

(2 . 5 . 1) F(x) = P[X É x]

é a probabilidade de que o z'tem falhe até o instante x, en

uO(y) L  
uO(y) C2.4 . 10)

t/'v''6 - jy l/6 para jy l g -/i
D p ara jy l > /6

- 1/2a-yZ/2

i/2#'3 para l y l 5 #'3
0 para jyj > t/5

.}. -#l y l    
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quartito que

R(x) ' l-F(x)

é a probabi.].idade de que o x'tem falhe após o instante
x. R(x) é chamada J''unção de c'on/'i.zbiZÍdade, enquanto
que ã função

( 2 . 5 . 2) zc*) : -J#4
seta referida como .função cíe r gca

Como um esticador para R(t) , poderás ter

n9 dos X: > t na amostra
Rn(t) : : --:C2 . 5 . 3)

que ê não viciado e consistente, pois, cojao jã mostramos aB
teriormente para F.(t), temos que R.l(t) é uma variável alem.
teria bi.nomialmente di.stríbuída com

E Rn(t) : R(t)

Var Rn(t) : n

Usando para u(') as suposições da definição 2.1.1
e escolhendo a seqt.tência b(n) como na definição 2.1.2, va-
mos definir na$so esticador para R(t) , como

(2.5.4) R;(t)
l

nb(n

Definido o estirador, vamos procurar mostrar que g
le ê assintóticamente não viciado, consistente .e asse.ntõti-
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cadente normal. Então,

. n

' ";«) : 'bb'tn-j=i

#l"
-0Q

In l w(u)f(x-b(n)'u)dudx

Assim,

(2 . 5 . 5) lim E R;(t) f(x)dx
t

R(t)

que prova a não viciosidade assintÕtica do estimadorpor nos
definido em (2.5.4). Por outro lado, temos

CZ.S.ó) Var R;(t) Var

l
n

onde

r«[ü].]:: {l'l«ü ,}: c'«in).*ll:

['«(8)']' - ]:bh C«[=)'*1''',''*t -J -m' L '

(2 . 5 . 7) 'ú.r l « IÉi#l - ü) dr ,
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após uma integração por partes. Agora, fazendo as substitui
does

X t

(2 . 5. 7) pode escrito como

['«tn}.]' - :-, ]Ü]".r'.,l«'«,'':-''«,' '"t a -m ' U '

Assim, tomando rinite de ambos os ]-idos na expres
são acima , temos

r«(s)''4' - :- ''',t -J
(2 . 5 . 8) 1i.n

=-)'w

desde que
r' q

lnlf u(x)axj:u(.u)au - ]/Z (Murthy, [7]) .a3 i"U "'

Comparando os resultados (2.5.5) ,(2.5.6) .(2.5.8).tg
mos

lim n Var R: (t)' H R(t) [[-R(t) ]

que prova a consistência do e.stimador (2.5.4). Note-se que
Rn(t) e Rn(t) tem a mesma variância assintõtica

Chamando as variáveis

I' .êa "l;dl'* : ",
temos que o estimados' (2.5.4) pode ser escrito como a média

t
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f.(x) : â jlliVj

de n variáveis aleatórias i.ndependentes e todas com a mesma

distribuição . ]l)e :!corda com (2:5.5) ., (ã.5.8) e com- os resultados da seg

ção 2.3,usando ü teorema do li.mire central, obtemos a aproxl.
mação normal desejada

Quanta ã função de risco dada por

z«) - -r;É'g
vamos propor inicialmente o estimados

Ên(t)
(2 . 5 . 9) Zn(t)

onde i.(t) e R.(ty são dados respectivamente por (2.1.8) e

(2.5.3), Jã mostramos que i,.Ct) é um estimadas consistente
de f(t) e, que R.(t) é uin esticador coJ\sustente de R(t). n2
tão, unl teorema de convergência bastante conhecida que pode
ser encontrado em Cramer [1], página =1[4 conc]ui a consis-
tência de Z.(t) ou seja, Z.(t) é um estirador consistentede
z (t)

Por outro lado, na. secção 2.3, mostramos que fn(x)
é assintoticamente normal, ou seja

['',t;'-KH=i«]R'->'m
(2 . 5 .10)

Usando (2.5..10) e o fato de que R.(t) é um estima-
dos consistente de it(t) ,temos de acordo com o mesmo teorema
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de converliência citado acima que

:: 'lç« ,.;Úhbl-<'-;«(2 . 5 . 1 1)

Consi.datando aliou,

yn: jnb(n)l IKn(t)-K(t)l
Leiras

E y. - 0

var yn : b(n)R(t) ll-K(t)l ,

de onde conclui-se que y. é um estimados consistente. Este
resultado e (2.5.11) nos permitem concluir com auxílio do
teorema de convergência especificado acima que

i: - l«..«,l#' :(x)dx

o que prova que Z.(t) é assintoticamente normal.. Os resulta:
dos de consistência e normalidade assintotica que discuti-
mos , encontram-se em ],!urthy [7]

U)b outro esticador, que podemos considerar para a
função de risco é dado por

';co : -hra-'
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A prova de que este estintüdor é consistente e as-
sintoticarllonte nornla]., é exatamente igual a que fizemos Fia-
ra provar que o esticador (2.5.9) é consistente e assintotj;
c a.mente normal

6 . ALGUNS COMPA]UÇÕES COb.l A ESTíh®Ç:ÃQ.12A

FUNÇÃO DE DENSIDADE ESPECTliAL

Nesta secção procuraremos algumas relações entre a
estimação de função de densidade e a estimação de de i.ma fup.
ção de densidade espectral. Faremos observações sobre alguns
resultados da teoria da estimação espectral que sao compara
vens ou relaciananl-se com aqueles ntencionados na estimação
de uma função de densidade de probabi].idade.

Seja X(t), t'.-.,-1, 0. 1, ... um processo estacig
Ratio vetori.al de dimensão r, cam parâmetro discreto.Seo mg
mento de segunda ordem existe, então

CZ . 6 . i) x(t) itÀ dz(X)e

onde z(À.) é um processo vetarial de dimensão r (cola campo
Rentes complexos) de incremelttos ortogonais tais que

( 2 . 6 . 2) Edz (À) dz (uy $ (X+u) dF (À) , -n'<X ,u<v

Elb (2 .6 .2)

l se X n 0

0 caso contrario,
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F é urna .função matricial Hermitiana TXT nao decres
cento (r(x)-11(p) é positiva semidefinida) , e para toda ma-
triz A, A' denota sua transposta.Como os componentes de
X(t) são reais,

dz(-À)

e dF(X) = dF(-À)'. Seno perda de generalidade podemos supor
que

0

T iÀt dF(X)e

7

(t)(t) X
aa kl

B

dG
al

EX(t)

A matriz de covariância dada por

1lCt) : EZI(u)3(t+u) '

esta relaci.onada com a função de distribuição espectral de
2' ordem F por

r(t)

Considerando a existência de todos os ntomentos, tg
mos que estes são dados por

m
al! ,tk)

al'...,ak(tl+t ,'.. ,tk+t)

onde X.(t) é o a-ésimo componente de }(t). As
ções de Fourier para o$ momentos são dadas por

representa

(2.6.3) mal' ,s:, :J".
-T

n' is'+ '"
e" 'j'j

-T
.J (ul'...,wk)
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onde

«;, : 'l:i:«,;.«:,ldG
al)

e G é de variação limitada. A estacionari-dado do processo
X(t) implica que

dg ; g a menos que .E.©.Í ' 0 (mod. 2ü)

A representação (2.6.3) pode também ser co].ocada)u
forma

k

-T

" e j't juj
(2.6.4) Cal'. .,ak(ul'''.,cok)

onde

,wk) ,k}

e c(.) é a função culnulante correspondente. É çonveniente
considerar que os cu)nulantes

estão em L. como função de seus k-l (ou k) argumentos, pois
isto implica que

C

. ,~,- {',}:«,] ' : '~ , . . ,~,-t,}:«;l" , . . . ,~,dF
al'



(TI(u) HO se io# 0 (mod. 2v) c é igual a 1, caso conta'aria)ol.
de a fu1lção de densidade espectral f acima é conta-nua e e g
ma função de k-l variáveis u, jã que

k

.!:"j
(mod; 2x)

Para un] processo estacianãrio real X(t) de di.men

são 1, podemos considerar para a função de densidade espec
trai, o esticador

(2 . 6 . 5) f (N) (À)
j }l" :l )R=jMe'ijX

..ÇN)
]

T

e ij ÀWN (X) dÀ

e

. N N

N t1l -u1lX(t)X(u)
t-u=j

A expressão (2.6.5) também pode ser escrita como

f(N) (À) vWN (À -a) l(N) (a) dcl
-T{

com

l (N) (X) >l x(t)e'ltXI
t:l
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o periodogralza que sob certas condições de regularidade
assintoti.contente não viciado, sendo no entanto bastante
Lavei , pois

Var l (X) = f: (À)+0 (N' L)

e

ins

E conveniente supormos que

( 2 . 6 . 6) WN(u) ANBNIW(BNlu) se Euisr

com BN'}0 quando H'»n e AN como um fatal de normalização de mg
do que

(u)du = lN

Se \{ temi segundo momento finito, é não negativa e
simétrica em torno do z.ero e NBN'", com WN estendida perto'
dicamente, de período 2v, podemos mlostrar que

(2.ó.7) BN2lEÍ(N) (À)-:f(À)l - Ju'w(u)au E=:lÀ} ' o(BNs)

e

(z.ó.8) cova:f(N) (x) ,í(N) (u)l : zvN'lllvwN(x-a)wN(p'a)í'(a)aa'
l-'#

' rir.o-a)wwh-a) r' (.)da.o w-bl
De (2.6.6) e (2.6.8) , segue-se que



(2 . 6 . 9) ].ilít ljB.; Cov(f(N) CX) ,f(N) (u»
N+® ''

r'
2Tf'(X)l W (u)du

T

se À u

se X=p#0 ,lr

4líf' (À) W: (u) du se À.=p:0 ,'ü

quando OsÀ, pÉ'K

Note, com relação ao esticador Í'n(x) , que a utili
zação de (2.2.1) e o desenvo].vimento de Taylor para

Ê.(x-b(n)u)

no ponto x, nos dã

(2 .6.10) bn2IEin(x)-f(x)l : lu'u(u)Úu {::;©' + 0(b'(n))

que de c©rta forma é bastante parecido com o resultado (2.6.7)
Os resultados assintóticos obtidos na estimação espectral di
ferem um pouco daqueles obtidos na estimação de uma função
de densidade. O domínio básico onde (2.6.9) vale é 0<X<'K,

com resultado ligeiralltente diferentes para À:0 e lr. Por ou-
tro lado, o resultado definido em (b) do Lema 2.2.1 para a
estimação da função de densidade de probabilidade vale so-
bre todo o danlínio da variável X, sendo quem constante f(x)
em (b) do Lema 2.2.1 é substi.tuído em (2.6.9) por 2vf2CX).
Quanto ao erro quadrático médio, os resultados obtidos por
Epanechnikov [2] que discutimos na secção 4 continuam valem.
do para \'r(') , ou seja.. a função peso ótima WO(') é ainda da
forma (2 .4 . 10)

D



CAPTTUL0 3

ESTiFIAÇÃO nC :.jlaP. FUNÇÃO OE. ÜEiiSiOAW.,2E.

PROBABILIDADE POR siSTEi4AS ORTaGOí4AiS

Na secção aTitcTioF nÓs coEisidcTülRos o problema de
estimar uma fun.ção de densidade por funções peso. Vimos en-
tão que para se obter um estirador com boas propriedades é
necessário que as funções peso u(') satisfaçam propriedades
convenientes. Neste capitulo n6s consideraremos o problema
de estimação de uma função de densidade par séries ortogo-
nais. Discutiremos bas".icamente os artigos ãe Rasemb]att [i5],
Schwartz [17], Watsor! [lg] e Kronma1 8a Tartes [4]. A ideia
de se estimar uma função de densidade através de Sistemas
Ortogonal.s surgiu da expansão de uma função de densidade em
séries de polin6mios ortogonais, onde os mais usados são o$
po].in8lltios de Tchebychef-permite (\rer apêndice 2) . Essas a-
proximações são usadas para se obter uma expressão ]natemãti
ca que represente os dados de maneira satisfatória. Alguns
desses resultados serão discutidos no apêndice e encantram-
se basicamente em Kenda]] G Stuart [3]

1 . A CLASSE DE ESTlbHDOliES

Seja {+.i(x)} um sistema ortogonal completo com re-
lação a uma dada'função peso u('), que é considerada ser
não negativa. Vamos exigir que o sistema seja ortonormalcoE
pleto: porque esta suposição é mais conveniente para certos
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propriedades dos estimadores que discutiremos. No apêndice
procuraremos fazer uma breve e objetiva discussão sobre fuE
ções ortogonais. Suponhamos que a densidade f sejade quadra
do integrãvel (de classe Lz) , de modo. que a série ortogonal

CS. i.l)

com

}'j'j o')

(3. 1 . 2) 'j : lr:f(x)+TÍn'"(x)Úx

converge para f enl média quadrãti.ca em Lz. Do ponto de vis-
ta estatz'suco, a questão importante nao é se u-ma serie in-
finita pode representar una função de densidade, mas se um
número finito de termos podem conduzir a un\a aproximação SZ
tisfatÕria. O que pode ocorrer claT&lTlcnte é que a somade um
número finito de t.ermos pode ser negativa, particularmente
prõxi.mo das caudas. O nosso problema se resume então em es'
tomar as constantes c; , i:1,2,... , que são denominadas cona
tentes de Fourier. Seja então, XI'... ,X uma amostra aleatÊ.
ria de tamanho n de uma população com função de distribui-
ção absolutamente contínua F(x), função de densidade fCx) e
seja F.(x) a função de distribuição a.mostram baseada nessas
n observações. Então., em (3.1'2) sepassarmos param integral
de Stieljes, usando a função de distribuição Fn(lx) , teremos
que um esticador plausível de cj seta dado por

(3.1 s) êj(n) : l if;Íillw(x)dFn(x) : iÍ kntif'i(3(p'u(Xk)

Vamos ver, agora, algumas propriedades estatt'sti
cas desse esticador. Assim, como

CS.l.© nj(") : l à. EllW"(x):fm'k : J };Íiyf(x)"(x)d" : 'j'
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temos que ê.i é um estimados não viciado de cj' Quanto 'a CO
variância dêste esticador temos

covCêj (n) ,ck(n) t=1 j(Xt)u(Xt) ;ÍI illi4'k(Xj.)"(Xj.)

l
(X) cü (X) ,'bk(X) u(X) )

àeE"' (X)'Pj (X)?iÍ.n' - wj (x)"(x)BF;(©"(x)

(s.i.5) : :à{ l 'Pj (x)fi'(Íy":(x)f(x)dx - 'jêk.

Então, de (3.1.5) segue-se que

(3.1.6) var {.li+j(x) l '"'(x)f(x)dx - I'j l

Da expressão (3.1.6) podemos concluir que êj é ti'n

estimados consistente de c.i , no sentido de a variânciado eg.
timador vai para zero quando n-"'

Baseado no que discutimos até agora nesta secção e
com a suposição adicional de que as funções 'Pj(x) são conta
nuas no doma'nio de definição, temas a

p.!.Í!.!!.ç:8g..!.=lJ - Uma classe de esticadores fn(X') de f(x) é
dada por

( 3. 1 . 7 ) }n(x)
j=i j(n)Xj (n)+j (x)

onde a sequência {X.i(n)} é escolhida de moda a melhorar as
propriedades de f(x)

Procuraremos conde.ções sobre as constantes Xj(n)
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de modo que a estimados definido enl (3.1.7) seja consisten-
te, assintoticamente não viciado e minimi-ze a i.ntegral do e!
ro quadrático médio definida nesta caso por

EI (}n (x) -f (-x)) ' dx

CONA } STENC l A DE ?. (x)

Mostramos em (3.1.4) que êj é um estimados não vi-
ciado de c:. Isso implica que o estinador definido em (3.1.7)
é um estimados vi.dada da densidade f e o vi'cio do estima-
dos é dada por

(3. 2 . 1) E (fn (x) -f (x) ) (Xj (n) -l) $j (x)

Usando (3.1.5) temos que a covariãncia do estima
dor (3.1.7) é dado por

Cov(fn(x) ,fn(y)) : jEk'Pj (x)$il(iTxj (n) Àk(n)cv(êj (") ,ck(n))

l
n

j;*'ij )'õi(© Xj(n) xk(n) 'ÍI 'bj(u)$il(ii)u:(u) f(u)du-cjE;}

de onde segue-se que

-, i.(x) : { jllo '(")l$j(x)I'ÍIÍl+j(x) I''"'(x)f(x)dx-i'jl'}

Quanto ã l .E.Q.M. , temos
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nl(í(x)-Ên(x)):ax:Eljj=o j'bj(x) - jej(n)Xj(n)'Pj(x)l ax

llj!.('j ' êj(")xj(
Cn)I'dx

êj (n) Àj (n) ) '

Como

E(cj êj (n) Àj (n) ) cj (l-Àj (n))

e

E(cj ej (n) Àj (n) ) :cj (l-Xj (n) )

} x3 (n)va' 4'j(X)

temos que

(3 . 2 . 2)
EI(i.(x)-Í(x))'.: j11.''1 'j (l-xj("))' '

. }x3(n) "" +jn)}
Observamos, então, de acorda com (3.2.1) e (3.2.2),

que se para cada j fixado {À.i(n)}+l quando n'*n, o estira-
dor (3.1.7) é assintoticameni:e não viciado é consistente no
sentido da i.S.Q.M. Por outro lado, derivando o lado direi-
to de (3.2.2) com relação a X.i(n) , temos que o mínimo da eZI
pressão (3.2.2) é atingido para
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'â

!$el..(3 . 2. 3)
Àj (n)

Assim, substituindo (3.2.3) em (3.2.2) temos um mÍ
nimo para a integral do erro. quadrático medi.o, ou seja,

(s.2.4) min EI(in(x)-í(x))'dx
m FC! (E$! (X) - CIÍ 'l

jSOI.E$3 U)'(n-Dc3 J

:l cj v'' 'bj (X)

jS0 var 4,j (X) }cj

Como de (3.2.3) , temos que para j fixado, À.i(n)''l,
para n >", isto nos sugere que

ÍI para j = 1,2 , . . . ,M(n)

",«, - ll iiiiiiiiii.ii(3. 2 . 5)

de onde segue-se que (3.2.2) pôde ser escrito como

0.2.Q EI(;Ê.(X)-f(X))'dX : j9Ú : 4'j o')'j:Mll )''"l j

Comparando (3.2.4) com (3.2.6) a escola.adeÍX.i(n)}
seta ótima quando MCn) for escolhido de nado que os X.i(n)
(j sM(n)) sejam grandes comparados com n''var +.í(n) e os
à:(n) (j > M(n)) sejam despresíveis. A escolha ói:içados M(n)
consta basicamente de Watson [19] e Schwartz [17]
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EXEMPLO 3 .2. ! - Seja

'.-']Ç]nj (x)

o j-ésimo po]inõmio de permite. Sansone [16], pg.307-308,tg
mos que o si.stema

e'xz/2 H (x)

'bj(x) : JÍ j:0,t,Z,

ê um sistema ortonormal completo em LlnL?
que o estirador de c: é dado por

Neste caso,temos

J

C
©'':z / 2n.i (xk)

n k=1 2jj :lr1/2j

onde a sequência de constantes
acordo com (3 . 2 . 5) como

{X.f:en)} pode ser escolhida de

;' , - {: :::: : : :(3. 2. 7)

Aqui {o(x) : l

Como um segundo exemplo, vamos considerar um'sistemapa!
ti.colar de funções ortogonais, que discutiremos adiante com
deta].hes.

EXEMPLO 3. 2. 2 O sistema trigonométri.co

+. (x) : -e-- -" « x''"

é também um sistema completo e ortogonal com relação as fu2.
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ções peso u(x) 1. Neste caso temos

e'ZjXk

onde a sequência de constantes {h.i(n)} pode ser escolhida da
forma (3. 2. 7) . ' Ü

Para que possamos concluir a normalidade assintõtica do
estirador CS.1.7) é conveniente escreva-lo na forma

(3. 2. 8) fnCx) cü (Xi) kn (x + Xi) ,

onde

kn(x,y) xj (n) Àj Cx)lf;{7

Notemos que esta nova falha, sugerida par Watson [i9] é
apenas uma nova maneira de escrever a esticador (3.1.7),pois

. n

n'l .}l:«(xi)k.(x,Xi)
, n oo

n'" .E j=1 j(n)'Pj(x)4'j(Xi)"(Xi)

jEiXj (n) 4'j (") -T- klll ÕTÍ.Xi;Ju (xi)

j:t j(n)Xj(n)+j (x)
fn(x)

Temos que a esperança do estimados (3.2.8) é calculada
de maneira anãlaga ã do estilnador (3.1.7); é claro que (3.2.8)
é assintoticamente não viciado. Quanto a variância, temos
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va" :q(x)
n. '\ ., n

>l k.(x,Xp"ap.l : = "' *>1:k.(x,XP"HP

f 'L

.Ejk.(x,u) l :"'Cu) - IE küCx,u)"(u) l '}

(S.Z.9) : 'iÍI l n(x,u) l 'f(u)u(u)du- jlkh(x,u)"(u)í(u)dul'}

Para a caso em que u(x) : 1, kn(x,u) -kn(X-u)

l kn(x-u)du : l
e, por conveniência, k.(u) é ulaa função peso não negativa
que se comporta de malleira que

l kn(u)du - 0
lulzc

Ve>0, temos que o estimados definido em (3.2.8) continuasel:
do asse.ntoticamente não viciado e a variância em (3.2.9) se
reduz a

«a,[fnbO] ; '!49- 1 kâ(u)a"

Analogamente temos

Ejkn(x,u) Ekn(x,X)l f(x)j kl;(u)du

e então pela forma do teorema do limite central de Liapunov
a condição suficiente sobre a função peso k(u) para que o eã
timador (3.2.7) seja assintoticamente normal, para n - ", õ
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kl;(u)du

, ll*i.«,.«l:
-+ a

Este resultado encont:ra-se em Rosemb]att [.]s]. Uma

pequena observação que temos que fazer é sobre oproblema da
estimação de uma função de densidade inulti.Variada por sistÊ
mas ortogonais. Se a densidade poda ser representada na fo!
ma

f(x] ,. . .,xk) : .
J l , .j k'> j 1 ( xl) '+jkCxk)'

temos que cjt, . . . ,jk é estimado de maneira análoga a (3.1.3)
e em (3.2.7) usamos a função peso laultivarida como definida
na secção 4 do capz+tu]o 2. ])e man.eira análoga podemos encoB:
trai expressões para a esperança e variância, mas p.cuco se
sabe sobre a normalidade assintõtica

3 o usa DE SISTEMAS ORTOGOF.iA}5 TRiGOh10MÉTRiCOS

Nas secções anteriores dcs-uc capítulo, ao discuti!
mos o problema da estimação de .uma função de densidade por
sistemas ortogonais , procuram.os considera-lo de modo amplo
e geral. Nesta secção va.nos considerar o mesmo probülema,mas
vamos conduzi-lo de moda a chegarmos a esticadores mais pal
titulares. Para isso usaremos como sistema ortogonal lEDa clãs
se bastante particular que chamaremos de sistema ortogonal
trigonométri.co. Esses resultados encontram-se basicamente em
Kronma[ e Tartes [ 4]

Seja então {+k(x)} tlm sustenta ortogonal trigonomé
Esse sistema tem a propriedade de quetrigo
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'Ê - .*'*,l(3 . 3. 1)

forma ainda um sistema ortogonal trigonomé;trica. Vamos en-
tão procurar um estimados para F(-x) , baseado no sistema or-
togonal trigonométrico {$k(x)} e, por derivação, obterumeã
timador para f(x), que seja da forma

(3 . 3 . 2) fn(x) k:o k+k(x)

onde o número de termos m é escolhido de modo a melhorar as
propriedades do está.nadar. ]qotemos que as formas (3.3.2) e
(3.1. 7) são as mesmas . Como

F(x)
k :oAk$k( x)

com

Ak : IÍ$k(x)F(x)u(x)ax

onde {+k(x)} é um sistema ortóÉonal trigonométrico, podemos
defina.r nossa esticador para F(x) como

- B .

(3.3.3) Fn(x) : kljOAk'bk(x)

escolhidos de modo que

E(Ak) : Ak
C3. 3. 4)

E(âk) : ak



De(3.3.4) segue-se i.mediatamente

E (F (x) - Fm (x) ) k:m*IAk'Pk(x)

que é o vício do estimados (3.3.3)

O teorema seguinte de uma expressão para a'integral
do erro quadrático medi.o do estimados (3.3.3), expondo as
vantagens da condição (3.3.4). A integral do erro quadráti-
co medi.o é importante no senti.do de que facilita as avalia-
ções simultâneas dos valores ótimos de m e n para Fm(x) e
i.(x) onde n é o tamanho da amostra considerada e m é o nú-
mero de termos em F. e em f... Para facili.tar vamos chamarde111 4il A

J(Êm(x)) e J(Êm(x)) as i.n.Q.M. dos estimadoresFm(x) e fn(x).
TEOREMA 3.3.1 - Suponhamos que a condição (3.3.4) esteja v!
rificada. Então

(3. 3. 5) J(Êm(x))
f HI .

IF'(x)u(x)dx - kll0(A:'var Ak)

(3.3.6) J(IÊm(x)) : lf2(x)w(x)dx- kE0(ak'var âk)

onde Fm(x) e in(x) são dados respectivamente por (3.3.3) e
(3. 3. 2)

(A prova do teorema seta feita apenas para (3.3.5))
DE MONSTRAQAO - Temos

lÍP(x)-i,nC*)}'"(x)dx : ltP(x)-kll.Âk4'k(x)}'"(x)dx

:lp:(x)"(x)dx- Zt>1 Âtlr(x)'Pt(x)"(x)ax''"lÍtIo k * xjl "(x)dx:

:lr' (x)« (x) dx- Z*}.ÂkAk'''l l *!oÂÉo*(x) '''il7.}AIAk4'K(x) q' l ü)l « (x) dx:
r MT' ]Rí

:Jp' (x)"(x)ax-z*!.Âtlp(") 4'k(")"(*)úx'kE.Akl4'k(")"(")ax '
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IU ]ll f

''' kiIAkAll 'bk (")'bz(x)"(x) dx

IP' (x)" (x) dx ' kll. (Âk:Ak) '-KE.At

Tomando esperança de ambos os lados temos

J(Ê.) : lp'(x)'»(x)úx- k>1.AÊ k:o k'Ak):

e então

, m m .

J(Fm(x)) : IP'(x)u(x)ax - kEoA2 + kil0var Ak

de onde segue (3. 3. 5)

COROLÁRIO - Se as funções {+k(x)} formam unt sistema ortogo
nal completo e (3.3.S) é valida, então

J(Êm(x)) : kmOvarCAk)+k:maIA'(3. 3. 7)

A demonstração de (3.3.7) segue-se imediatamente do

fato de que

IP: (x) {o Cx) dx

ou seja, neste caso é valida a igualdade de Bens.el
Vamos, agora, encontrar urn estimam.or para Ak que sg

ja não viciado. Seja então XI'X2,... ,Xn uma amostra aleató-
ria de tamanho n da densidade f, que queremos estimar.A fuB
ção de distribuição :amostral relativa as n.observações con-
sideradas é dada por
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, n I''

(3.3.8) Fn(x) : ií j.Ettl(Xi'b)(x) .:(*)]
sendo que a densidade f tem região de suporte [a,b], onde a
e b são números reais. E então natural considerarmos

Ak
CS.3.9)l

onde

4'k(x)Fn(x)u(x)dx : -t .EJl4'k(x)c(x-.xi)u(x)dx

0 se x < 0

c (x)
l se x 2 0

Pode-se mostrar que o estimados (3.3.9) é um esti-
mados não viciado de Ai.,.' Este resultado consta no seguinte
TEOREFIA 3:3.2 - Seja AI.. o k-ésimo coeficiente de Fouri.er da
função de distribuição F(x) , cuja região de suporte é o in-
terva[o [a,b], onde a e b são reais e, sobre os quais as fug.
ções ortogonais {4)k} estão definidas. Seja Ak definido em
(3. 3.9). Então

E (At) : Av

.gE.Eglâl.B8SAg - Seja XI'X2,. . . 'kn unia amostra aleatória de tZ
Banho n da distribuição F. Como Ak é simétrico em XI'X2,

,X., temos que

E (Ak) i>1:]$k (':) ' (x-Xj. ) « (x) dx]

EIJ 'bk(x)' cx-xp"(x)axl

e essa expressão sõ é não nula se X.i g x Kb
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As s iín ,

'C'rCy k(x)«Cx)dxldFM
Usando integração por partes temos

E(Âk) : -tP(r)fr.}t(x)'''(")ax], ' C'p(v)+t(v)"(r)av : Ak
Ü

Os sistemas ortogonais trigonomêtricos completos
ecos klrx},{sen kKx}, ezknx são os sistemas .ttigõnonétricos
mais comumente usados e se {$1,.(x)} for escolhido como um dg.
les, temos que a condição (3.3.1) estala verificado. Para o
caso de estinação restrita a i.nterva]os finitos [a,b],temos
que a função de distribuição F pode ser definida de manei.ra
conveniente a esquerda do ponto a. Vamos então procurar es-
crever os sistemas trigononétri.cos apresentadas acima,de mg

Deita a atender a funções de distri.buição restrita a inter-
va[os finitos do tipo [a,b]. Então, cada uma das sequências
ortogonais

(3. 3. 10) -; *;l=1}
(3. 3.11) ;- *«IHl} ou

CS. s.1 2) .«'lnl}
são completas com respeito a uma função definida para ser

i) par no interva]o [2a-b ,b]
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ii) impar no interva]o [2a-b,b]
QU

iii) zero no interva]o [2a-b,a]

A função peso {o(x) é por conveniência definida pa-
ra toda Teta real. Todavia, quando a função de distribuição
F é restrita a interva]os finitos [a,b] a função peso w(x)
seta defina.da j:cÓnó

(3. 3. 1 3) co (x)
21[a ,b] (x)

b - a

e quando consideramos densidades com regiões de suporte in-
finita, tal como a distribuição normal, temos que as técni-
cas obtidas para densidades com região de suporte finito dão
métodos de estimação suficientemente precisos para essas fZ
tílias mais gerais de distribuições. Se tomarmos

(3. 3. 14)

temos

;- ]*« ]n]] }

AO : 0 e, para k 2 1

(3. 3. 15)
ill [b;..[t« ]f;Í]] ' b'-Xi.)"oo di

e a expressão (3.3.15) sõ é não nu].a se xz X: Assim,

:i: :â;'=o- r'«-b«l=ll'*Ak

:!: ;k-=a- ç:ip l--;B«l=lll:::



55

m'] : j.}l '.: ]*«]S-Ç'i]] :[,,b] up'(-Ukl

(b- a) êk- 2 (- 1) k

onde co$ kv (-1)k e ,

0.S.l Õ* : --- i: '.;Fk"lb'l:'ill:t,,bJKP

onde Xi é qualquer uma das n variáveis XI'. .. tXn que repõe
sentam uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição E.
Conduz'mos então que o estilnador de F baseado no sistema o!
togonal CS. 3.13) é , dado por

O. ;.:n Ê«(*) : i.:!:;."]k«@;â]] lp-T?\:iB?cl
Usando o fato de que ck é despresz'vel para k > m,pg.

ra um certo m, na maioria das distribuições que podemos co2.
sideral, e que

-+ *!:'P;-k«l=ll : -É=-
podemos reescrever o esticador (3.1.17) como

ea$ ;-:*« 1HI(3. 3. 1 8)

Uma observação que temos a fazer é que um resulta
do interessante obtida por Kronmal e Tartes foi

liam i.(x) Fn(X)



onde Fn é dada por (3.3.8), de onde segue-se qu

F(x)

e daí, que mim Fm(X) é um estimados não viciado de F(x)

Derivando (3.3.18) em relação a x temos

onde

cO
&

Temos que fm(x) é um estimados de
onde

{'*'*, : «:F«lnll}
com âO :c0/2, ãk:ck' k:l,... ,n e satisfaz ãs condiç
teorema CS.S.l) , pois

Eâk : ak

De maneira análoga podemos mostrar que o estimados
para f(x) baseado no sistema. (3.3.10) é dado por

onde

;* : ;É=- ;!:.-t*«IÊ=ll:

c. m

CS.S.t9) ]lm(x) - --2--+ k1l k cos kTr

m

(3.3.20) fm(X) : kEi;k sen

e

2)forma 3 . Z ) ,

ões do

)blCX['a, l

M-Foo
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O novo esticador (3.3.20) é baseado no sistema or
togone.l triganonlêtrico

+k(x) : senltnjs:ijl}

com âk:sk' Para este estimados, também as condições do teg
rema (3.3.].) estão verá.facadas, ou seja, podemos utilizar eg.
te terrena para avaliar J(IÊm(x)) e J(fm(x)). Umaobjeçãoque
podemos fazer contra estes estimadores é que eles próprios
não são densidades, ao contrário dos esticadores definidos
no capz'tule 2, os quais sempre definem uma densidade. Kron-
mal e Tartes [4:tüpi'ocuparam condições sobre m e n, de modo

que J(f.Cx)) convem'ge para zero. Este resultado constado sg
gui.nte

TEOREMA 3.3.3 - Se a série de Fourier de cosenas da densida
de f converge uniformemente e se m = 0(/ii) , então

lin E(}m(x)-f(n))' : 0

Uma observação importante a ser feita é que a im-
portância do teorema 3,3.31 hão reside no fato de que sob cel
tas condições a l.E.Q.M. vai para zero na limite e sim deva.
do ao fato dê:'.que a condição m: 0(vfn) indica que. o número de
termos do estimados pode ser mantido constante relativo ao
tamanho da amostra. Outro fato interessante a ser ressalta-
do é que nós podemos expressar os estimadores trigonométri-
cos com cosemos como esticadores algébricos da formaoonn dÊ
finimos no capítulo 2, usando

u(y) 4-PWÍq'
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Kronmal e Tartes discutiram ainda a escolha do nú-
mero de termos em f.(x) . Eles concl.uivam que o número õtimo
de termos, m, depende de (b-a)/B el. de natureza da distri-
buição a ser estimada. Aqui a, b e .B são respectivamente o
limite inferior e o limo.te superior do domi'nio da densidade
e um parâmetro de escala da d.entidade de interesse



CAPÍTULO 4'

[)UTROS MÉTODOS DE ESTINIÀÇÃC)
T

Para concluir, faremos uma breve discussão sobre
outros métodos de estimação, procurando discutir algumas de
suas propriedades. Os esticadores que consideramos no capa'
tu].o 2 são considerados esticadores do tipo algébrico, que
são casos particulares do que os autores chamam de ''Kernel
Estimates''. Diversos autores se preocuparam com esse tipo
mais geral de esticadores. Um trabalho i.ntêressante que v2
le a pena ressaltar ê:::@ .4' ãbiiilhÕ/]dê::Vãtson e Leadb]étter [ío]

Um passo thportante além de consid.eram a consistêE
cia de um esticador ''õtimo'' é determinar se umestimador pr.ã
tido (não baseado na densidade desconhecida) pode ser assim:
toticamente equivalente. a um está.maior ''ótimo''. Esse passo
foi considerado por Watson e Leadbetter [18]. Os estimado-
res por eles considerados, são de um tipo mais geral que a
queles que consideramos no capa.tule 2, podendo ser expressa
dos na forma abaixo, com k. satisfazendo condições convem.-
entes ,

C4 .1)
. n

in(x) : -'ií j>llkn(x,xj)J

onde X. , .. . ,X. representa uma amostra aleatória de tamanho
n da distribuição da densa.jade f, desconhecida. Notemos que
os estimadores propostas no capz'tule 2 para a densidade f
são tais que

-59-
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(4 . 2) kn(x,y)

onde u(.) é definida de acordo com a definição 2.1.1.Watson
e Lea.dbetter consideraram a í.E.Q.l.l. como uma medida da bop:
dado de seu estilnador e encontraram G k.(x,y) que minimiza

pli.cada, a qual depende em forma explz'ci.ta da densidade f
Watson e Leãdbct'LeF mostraram que o comportamento do estima
dor depende do comportamento da função caracterl'ética +Í'Cg
locando k.(x,y) = 6.(x-y) na definição (4.1) acima e usando
a fórmula de Parseval, temos que mínimo da l.E.Q M. é obti-
do tomando-se â. dado por

l$f(t) l :
([/n) + [ (n-]) /n] l 4'f(t) l '

(4 . 3)

Temos então que o mínimo da i.E.Q.M é dado por

(4.4) J"(in(x)) :-----

-leis.-- - ou/«)(4. 5) J *(in (x) )

desde que o segundo termo eín (4.4) seja dominado por

l Íl$;(t) 1: dt,
2lí(n-l) } '

onde ã.: é o 5. ótimó, que é encontrado invertendo-se a ex-
pressão (4.3). Como podemos ver o mínimo da i.E.Q.M. J* col
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respondendo a (S: depende de $.F

EXEMPLO 4.1

1) Distribuição de Cauchy,

f(x) (t)
T(l+x') 4' :f ( t )

-n-KI'L

6;(x) : ")'(l-e'"x) ''" ,}:1.41"' '
De (4.S) segue-se que (n/]g nJ)J*'- (]-/2n)

2) Distribuição dada por

Íi- it l sc it l É l

f(x) : i=li:tz-, com +f(t) : lo ee Itl ,i

õl; (x) l ;cos xç --atl
;0 ]-'' (n-l) (l-t)' J

Assim, de C4 . 5) temos nJ* '- l/v

.BE..E.!.N.!.ÇAO Zi. - Diz-se que a função caractert'sti'ca @f(t) dÊ
cresce algebricaniente com grau p > 0 se

lilT.ltlp +.a)
c > 0

Um estimados da forma (4.1) é dito ter forma algé-
brica se 6n(X) :b''(-n)k(b''(n)x). Se sabemos que 4'f(t) tem
decrescimento algébrico com grau p, um estimados da forma
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algébrica fn(x) pode ser encontrado cuja l.E.Q.M. J(fn(x))
satisfaz

J(fn(x)) ; l,

n'-m J*(fn(x))
(4 .6)

onde J*.(Ê.(x)) é a l.E.Q.M. correspondente a ân(x).Isto si.g
nifica que se a eficiência assintÓti-ca do estimados é def.}
ninfa pelo lado esquerdo da expressão (4.6), então o estima-
dos tem eficiência assintõtica 1. 0 estimados é o do tipo al
gébrico cola

4'Ó (t)
'n

(l+ltlzp)'i , e b(n) cn'1/2P

DEF !!Ç:4g !!.:!} ' Diz-se que a função característica @ decreã
ce exponencialmente com coeficiente P> 0 se

4)f(t) l g Ae'Pltl

para alguma constante a e toda t e se

ll [l+e2 Pvl+f(vt)I']':dt
0

Urn estilnador (4.1) tem a Iforma exponencial se a fun
ção característica de 6n é dada por

(4 . 7) h (Ane 'a i tl )

onde A.'F 0 para n->", a > 0 e h é limitada e de quadrado in
tegrãvel. Aqui também õn(x-y) :kn(x,y). Como no caso algo
brico, um estimados da forma exponencial pôde ser encontra
do para o qual (4.6) é verdadeira. O estimados do tipo ex
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ponencial, com ll-h(t)l É Bltl para itl g l (B é uma constan-
te) , A. : CD'D (b É 1/2) e a : 2pb é uln estimados cornaproprig
dada assintõtica ótiilla C4.6)

Estimadores de uma função de densidade que aparecem
em diferentes contextos são os esticadores de mãxilua veroê.
similhança encontrados principalmente em Robertson [i3] e
Wegan [20n,[2t]. Em gera], estirnadores de máxima verossimi-
Ihança para uma função de densidade não existem mas se alga
mas restrições apropriadas são colocadas na classe das den-
sidades, dos quais o estimados pode ser selecionado, então
um esticador de máxima verossimilhança sobre essa classe pg
de existir. O tipo de restrição considerada aqui é que os e.!
timadores são mensuráveis com respeito a uma ''a-lattice''.Sg
ja (ç2,A,u) um espaço mensurável, no qual a densidade estãdg.
finita e é totalmente finita. Uma ''a-lattice'' L(LcA) de
subconjuntos de Q é por definição uma classe fechada sobre
a formação de uniões enumerãveis e intersecções, contendo n
e o conjunto vazia. A função f é L-mensurável se o conjunto
[f> a] está em L, para todo número rea] a. Robertson [t3],g
sou o critério de máxima verossimilhança para escolher umeg.

timador, ou seja procurou encontrar uma densida.de f L-bens.g
rãvel, tal que o produto dos valores de f pelos pontos ob-
servados é pelo ]nenos tão grande quanto o produto dos valo-
res de qual-quer outra densidade L-mensurável por aqueles po2
tos. U)a caso interessa.nte considerado por Robertson [í3] ê
o caso de uma densidade unimodal, com moda conhecida. Uma

densidade unimodal com moda conhecida. pode ser caracteriza-
da como mensurável cojn respeito a uma a-lattice L, de intel
valas contendo a moda (isso é equivalente a: f é não decreâ
Gente para x < 1"1 e f é não crescente para x> b{, onde Mê a mg

da) . O esticador de Robertson tem a forma
k n. "A.t"J

U. i.(x) : jjl:-i' À.@j)
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onde A.i, j:l,...,k é un} intervalo em L e xl'.. .,xn é a par
ticular conjunto de observações. A função IAi é o indicador
de A: e n; é o número de observações eln A.i, li:1,2,...,k. A-
qui. À(A.i)'ê a }nedida de Lebesgue do intervalo A:j' j=1,...,t

O exemplo que consideranos a seguir,encontra-se em
Wegan [21]. Observaremos que uma característica peculiar do
estimados de P<obertson é um ''pico'' próximo da moda

EXEMPLO 4.1 - A figura aba-ixo é baseada em uma amostrado t&
manha noventa, obtida pelo método de Monte Cada, de uma de2.
cidade triangular. Este é o estimados de máxima verossimi-
[hança proposto por Robertson [13], commoda conhecida igual
a 1/2. Aqui, a densidade é dada por

Í4x 0 $ x < 1/2

f(x)
-4x+4 1/2 É x g l,

e a Teta foi. dividida em 19 intervalos (em (4.8) ,k=1-9)

2

+-----#'"' ' ...'\/
):"::+ \

'e':-H'.
/

/ . ' <"t

0 , 2 5 0 , 5 0 0 ,7 5

Fig. 1 - Derls]dade tr].angu].ar (linha J.nterrompida) junto com
estimativa de máxima varossímllhõnça (linha sólida)
quando a.moda é conhecida 8 igual a D,5.



TABELA l

lbITERVALO ADQR EM

0',0

0,360
0,490
0,674
IL,37

1,59
2,04
2,17
2,34
4,02
4,54
2,26
1,74

0,973
0,605
0,427
0,357
0,0

l

[-«,

[o,O]],
[0,135,
[0,248,
[0,264,
[0,375,
[0,4:L4,
[0,432,
[0,448,
[0,493,
[0,500,
(0,505,
(0,510,
(0,553,
(0,583,
(0,834,
(0,890,
(0,915,
(0,977,

o,Oll)
0,Í35)
0,248)
0,264)
0,345)
0,41i})
0,+32)
0,448)
0,493)
0,500)
0,505]
0,510]
0,553]
0,583]
0,834]
0,890]
0,915]
0,977]

« ]

Robertson mostrou que se f é contínua em x, então

li.mn fnCx) ; f(X)

com probabilidade um e, sob a suposição da continuidade de f, mtlostrou

também a consistência quase uniforme com probabilidade um. . Uma falha
particular desse estimadas, que pressupõe o conhecimento da
moda, esta no Mau comportamento do estimados prõxi.mo da mg
da, coIRo podemos observar na figura acima. ]Vegan [21] pro-
curou melhorar o comportamento do estimados próximo da mo-
da. Ele obteve então, esticadores de máxima verossimilhan-
ça quando a moda é desconhecida. Sendo [L,R] o interva]omg
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da,l, ele provou que ao se determi.nar o estirador de íriãxima
verossi.ntilhança com moda central- desconhecida, temos que ag.
sumir que uln dos pontos finais do interva]o [L,R] pertence
ao conjunto {yl'y2,''',yn}, que é o. conjuntodas observações
ordenadas. Temos então 2n interva]os da forma [L,R] onde L
ou R pertencem a {yl'y2,' '' ,yn}, dos qua,is somente um é se-
lecionado, aquele mais provavel. Para maiores detalhes so-
bre estes esticadores, o leitor poderá consultar os artigos
citados, pois llosso objetivo aqui foi, numa di.scussão geral
apresentar as conde.ções bastante especiais em que funcioTtaHb

Como um método bastante recente que não foi aborda
do neste trabalho, podemos citar a estimação de funções de
densidade por ''spline fun.cti.ons'' (ver por exemplo, Schoen-
berg, ].J. (1968) - Monosp].ines and quadrature formulam. -
Theary and Application o:f Spline Ft-inctions (T.N.E.Greville,
ed.) Academia, New York) . Pretendemos num próximo trabalho
discutir particularmente este método de estimação

Ü



APÊNDICE l

Vamos tratar, agora, alguns resultados básicos da
teoria das funções ortogonais que utilizamos frequentemente
no desenvolvimento do capítulo 3. A maioria das demonstra-
ções dos resultados que apresentarelBos poderão ser encontra
das em Sansone [1 6 ]

DEFINIÇÃO A.l.l - Uma funçã.o @ de quadrado i.ntegrãvel é di-
ta normal , se

+'(t)dt = l

DEFINIÇÃO A.1.2 - 1.Jm sistema {+k(x)} de funções édito ortogg
nal com respeito a :função peso w(x) , se

ê (X)

..m
'>k(x) 4'j (x) co (x) dx Ókj (x)

onde

l se k - j

$kj
0 se k ' j

No caso em que são válidas simultaneamente as con-
dições das duas definições para o sistema. [$k(x)}, dizemos

67
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que {4lt(x)} é uln sistema ortonoriílal-

Outro problema importante a ser considerado, con
riste em detcTtilin8T uma combinação linear

clfl+...+cnfn

de n funções f. ,f?,..., . todas de quadrado integrãlel e o!
tonormais que estão a uma distância mínima de uma outra fup.
ção F, também de quadrado integrãvel. }.fosso problema consiâ
te em determinar as constantes cl'c2,' ' ' ,Cn de modo que

(A.l.l) (F-cl:fl -c2f2' cnfn):dt

assume seu valor mi'nilno Temor então

(F->lcifi)zdt : l Fzdt+ ll >llcifiladt
Ff2 C ll

dt

Como fl'f2' , . é um sistema ortonormal,temos

CF->lcifi) 'dt FZdt +
nn

2 Ff.dtlii:li;l G

Igualando o zero as derivadas para.ais .com respei
to a cl'c2, ' ' ' ,c encontramos

(A. 1 . 2) ci Ffidt (i:1,2, ,n)

Reciprocamente, substituindo (A.1.2) na integral
(A. 1 . 1) , temos
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f ''
G

>lcifi)'dt FZdt + 2C l
G

n
Ff.dt2 =C lli-l

G

Fzdt +
n 2

F:f.dtC i li;l G

O único termo que depende de ci no segundo membro
e

2
Ff dti

G

que assume o valor zero quando os coeficientes ci são dados
por (A.1.2). Provámos então que

TEQBIHA.A.l.t - Se F é de quadrado integrãvel em G, e fl'
, são ortogonais em G. a combinação li.cear >jcifi'na qual

os c: , i=1,...,n são os coeficientes de Fourier de F,é acolá
binação linear de fa ,f?, .. . ,f.. que é a melhor aproximação em
méd.ia para. F de todas as possíveis combinações lineares de
f f1 ' )

As constantes c:, i=1,...,n dadas por (A.1.2) são
chamadas os coeficientes de Fourier de F com respeito a fl'

,f n

TEOREMA A..1.2 - Se {f.} é umá sequencia de funções ortogo-
nais em G, F é de quadrado integrãvel em G, {cn} ê a sequêp:
cia de Fourier de F com respeito a sequência {fn} então a sjl
rle
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é convergente e, mais ainda, as constantes ci' i:1,2,... sa
tisfazem a desigualdade de Bessel

>l c: É l p'ó:tnn=l
G

TEOREMA A.i.3 (Flscher-Ríez) - Se G é urn conjunto de medida
í?inata, {+.(x)} é uma sequência de funções ortogona-is em G,
{a.} é uma sequência de constantes para as quais a serie
>jaâ é convergente e finalmente, se nõs escrevemos

fn : al'bl+...+an$n'

então a sequência {f.} converge em média em G para uma fun-
ção f, a qual tem por coeficientes de Fourier os termos da
sequência {an}, ou seja

oçflBJÇAQ.4.J.:..} - Seja G un conjunto mensurável cle pontos na
Teta, p> 0 e jf(t)IP integrãvel em G. Então, f(t) é chamada
integrãvel LP em G, e nos escrevemos f(t)€1;P em G.

DEFINIÇÃO A.1.4 - Seja {f.} uüa sequência de funções inte-
grãveis LP em um conjunto mensurável G e f(t) in'tegrãvel em

G. Então {f.} é dita convergir em média de ordem p em G pa-
ra f(t), se

l f(t) - fn(t) l Pdt 0

Se p : 2 na definição. acima, dizemos simplesmente que {fn(t)}
converge em média para f(t).
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DEFINICAO A.1.5 - Um sistema de funções ortogonais em G é
chamado completo em G, quando a üniça função de quadrado il
tegrãvel a qual é ortogonal em G a todas as funções do sis-
tema 6 a função nula q.c

TEOREMA A.1.4 - Um sistema completo em um conjunto G de me
d.ida finita consiste de uma quantidade enumerãvel de fun
does

DEFINIÇÃO A.1.6 - A séri.e a14)l+a2$2+
vertente em méi.da para f en G se

+an@n é chamada con

:i= 1. 1' - :i:,:.:l '« : .
U

TEOREMA A.1 .5 - Se {f.} é .um sistema completo de funções o!
togonais em um conljunto G de medida finita e se fé qualquer
função de quadrado integrãvel em G, então a sequência {fn},
onde

fn ; a].$1+a2q)2+

com

ai : jí+iat, i=1,2

converge em média para f, isto é

lí zdt : 0

e consequentemente

:!:;{ : f:dt
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Notemos que convergência em média da série

para a função f não implica em convergência pontual da sé-
rie, pois se t é um ponto em G, não segue necessariamente
que

f(t) al$1(t) +a24)2(t) '" '''a.+n'''

TEOREFIA A.1.6 condição necessária e suficiente para
que a sequência artonormal {+n} em um conjunto G de medida
fi.nata forme um sistema completo é que, para toda função f
de quadrado integrãvel em. G,

Os resultados que apresentaremos a seguir dizem rej.
peito a secção 3 do capítulo 3, onde.discutimos o uso de sig.
temas ortogonais triganomêtricos.

DEFINIÇÃO A.1.7 - Seja f uma função integrãvel. de perx'odo
2v. Então as constantes dadas :pelas expressões

-F l f(x)dx
--T

aO

T
f(x)cos kxdx bk kxdx

k:1 ,2 , são chamados constantes de Fourier.de fCx) e a s1l



73

rie

}'. kx+bksen kx)

é chamada série de Fourier de f(x)

TEOREMA A.1.7 - Seja f(x) integrãvel em (-v,x). Se f(x) sa-
tisfaz a condição f(x) = f(-x), ou seja f(x) é uma:Eünçãopar,
então sua série de Fouri.er se reduz a série dos CQsenos. Se
f(x) é tal que f(x) : -f(-x), ou seja f(x) é uma função im-
par, então sua série de Faurier se reduz a série dos senos.

Notemos que os estimadores (3.3.19) e (3.3.20) são
bastante pareci.dos cam a expãnsãa de Fourier dos cosemos e
dos senos respectivamente, de uma função com ak : ck em
C3.3.19) e ak : ik em (3.3.20)
TEOREMA A.1.8 Os si.stêmas de funções

, cos lbiX , -:ÊP.-.bX-, k=1,2,

são comp]etos em [0,2Tr], isto é se 0(x) é de quadrado iate
grãve[ em [0 ,2Tr] , de modo que

IZlr (x)dx : o; IÍZvo(x)cos kxdx ' o; .f 6(x) sen kx ' o,

então 0(x) 0 em quase toda parte em [0 ,2n]

Como jã frisados anteriormente, a demonstração de tg
dos os resultados que apresentamos neste apêndice estai em
S ansone [ 1 6 ]



APÊíJDI CE 2
4

flo capítulo 1, para nativarmos o prob].ema da esti-
mação de uma função de densidade, apresentamos o método in-
troduzido por Pearsan, através do qual se procuraurna expreg.
são matemática para representar uma população. Neste apêndl
ce discutiremos outra representação, que consiste basicamep.
te em expressar a função de densidade por uma expressam em
série. Nos referiremos a esta expansão como séries de Gran-
Charlier do tipo A, cujos resultados constam de Kendall e
Stuart [3]. Escrevendo a normal padronizada como

a(x) l .-xz/2
T

denotando

e considerando as derivadas sucessivas com respeito a x, ob
temos

Da (x) = -xa(x)
D'c,(x) : (x' -l) cl(x)
D;aCx) : (3x-x') c:(x)

e assim por diante. O resultado é, em geral,um IÉ)olin6mio em
x multiplicado por a(x). Podemos defi.nir oÉ polinâlnios de

74



7S

Tchebychev-permite Hr(x) pela identidade

( -D) rc. ( x) nr(x)a(x)

Evidentemente H.. é de grau r em x e o coeficiente de x: é a
unidade. Por convenção Hn : 1. Temos

a(x-t) : ---;!: exp(-lx'+tx-;t') : a(x)exp(tx-2-t')

e então pelo toerema de Taylor

T

cl(x-t) - jlo =''j ' tjDja(x) : a(x)jE0 }''Hj(x)

Consequentemente Hr(x) é o coeficiente de ;T em exp(tx-2t:),
de onde segue-se

CA. 2.D n,(x) : x' - };;:x''2 .. !1111x''4 - l11i.!x'-''

Aqui,

r(r-l) . . . (r-k+l)

Os primeiros 10 poli.nõmios são

HO

HI
H2

H3
H4

H6
H7

l
X

xz-l
x3-3x
x4-6xz+3
xs-10x3+15x
x6 -1 5xq +45x2 -15

x 7 - 21 x s'+10 5x 3 - 10 5 x
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H8
H9

q.o

x 8 .- 28 x 6 + 210 x 4 -420 x 2 +105
xg - 36xv .+ 37 8x 5 -1. 26 0x 3 +94 5x
xio-45xo+630xs - 3 . 150xK l.4 . 725xz -945

Esses pol-inÕnios têm uma propriedade ortogonal
ou seja

i.mportante

(A. 2 . 2) Hm (x)nn (x) a(x) dx 0, m # n

n:, m=n

Pode-se mostrar também que o si.stema

e'x'/2nr(x)
2rr : ./T

é ortonormal em (-a,w). A prova desse resultado pode ser eg
centrada em Sansoiie [lõ], pagina 308.

Suponhamos agora que uma função de densidade pode
ser expressada formalmente em uma série de derivadas de clCx)
Mais tarde, discutiremos em que condições tal expansão é vg
lida. Temos então

f(x)
jEOcjHj (x) a(x)

Multa.pl i.canso ambos os lados da expressão acimapor
H,(x) e integrando de -n a n, temos em virtude ;de (A.2.2)
que

(A. 2 . 3) l :f(x)n,(x) dxcr
l

r:
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Substituindo em (A.2.3) os valores explícitos
Hr(X) dados por (A. 2.1) , temos

de

., : à-{«, -Í= T,-: .S ",-. .}
de onde segue-se que

cO

cl

c2

'c3

c4

c5

c6

'} (Ü2 -l )

{"3
:à'h4-Ópz'n
T$'6Cu 5 -louP
7'2T (uó ' ]. 5u4 '45u 2 -15 )

(A. 2 . 4)

e asse-m por diante Temos então a expansão forttlal

(A. 2 . 5) f(x) ü (x){l+;(P2-l)n2+àp 3H3+2T(u4-6ii 2+3)H4+ .}

Se a densidade é expressa em medida padronizada @g

diante o uso da transformação (x-u)/a) , temos que

(A. 2 . 6) f(x) ü (x) { l +àP3n s+gã(u4- s)n4'' }

As séries (A.2.5) e (A.2.6) são chamadas sáz'ies de
Grazz-C/za?Z er do tipo .4

En medida padronizada as relações (A.2.4) tornam-
$e em temos de cumulantes
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cO

cl

c3

c4

c5

c6

0C 2

k3/6

k4/24
k./120

D

'74'aKó ''' iOkÊ)

(A. 2 . 7)

onde

k3

k4

k5

k6

P3

U4

U5

U6

10U3P2

15U4U2-10U3+30U2

Notemos que ao transformarmos uma distribuição com
cumulantes k, para a distribui-ção padronizada corresponden-
te, os cumulantes da distribuição padronizada k; são dados
por

k; : kr/ar

onde a ê o desvio padrão da di:stribuição.

Em situações praticas., ao representarmos uma fult-
ção de densa.jade por uma série do tipo A, vaDIos levar emcoB
ta somente alguns termos. Usualmente vamos representar a de2
cidade desconhecida pela série

(A. 2 . 8)

desde que os termos remanescentes sejam despresx'vais
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EXEMPLO A.2.1 - Uti]izando novamente o prob].ema dos feijões
introduzido no exemplo Ct.l) vamos encontrar uma expressão
para f(x) mediante o uso de (A.2.8) . No exemplo 1.1 jã tí-
nhamos encontrado os primeiros quatro lnaiaentos . Emmedida pg
dronizada, para os primeiros seis momentos, encontramos

U3 ; '0,910569

U4 : 4,862944
U. : -12,574125

u6 : 53,221083

Então a série é dada par

9.440ct(x) {1 - 0,151762H3 + 0 ,1)7762'27H4 - 0 ,0289036F15 + 0,0142735H6}

A tabela seguinte dã as frequências tomando-se os pr:mineiros

3, pri.wieiros 4 e prilwiros 5 terlms na série acima respectivalwnte

T:APELA

  .:h: 5
TERMOS

}::: {i:; .iÉ:!

çÍlll : illll ::;illi
2.s03,0l2.s06,4Ê2.ii2,a

:g:21:'::Í:E ::::::á

9 a,7i iiz,ot l07,z
29,cl 43,sf 54,0
',,l io.'l :',-

'.,,l ':,,! ''.;
' E ' l '

9.440 9.44Ü 9.440
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Olhando a tabela vemos que a série com 3 termos com
porta-se de modo mais razoável do que as séries com 4 e 5
termos, visto que estas Últimas apresentam valores negati-

Os dois resultados abaixo estabelecem as condições
em que existe uma expansão em série (convergente) do ti.po A
da densa.dado f(x)

[) Kenda[[ e Stuart [3], pg.161. Se f(x) é uma função a
qual tem derivada contínua tal que

ex a/2dx

converge, e se f(x) tende a zero para lxl tendendo ao infi
nato, então f(x) pode ser desenvolvida na série

CA. 2 . 9) f(x) DJa(xl)
j :o

onde c.i é dada por

(x)dxf(x)HC jj

Esta série é absolutãhente e uniformemente conver-
gente para -" É x ç "

2) Kenda[[ e Stuart [3], pg.161. Se f(x) é de variação
limitada em todo intervalo finito e se

If(x)jex'/4 dx

existe, então a expansão de f(x) na série (A.2.9) converge
em toda parte para a soma {lf(x+o) + f(x-0)}. A convergênci.a
é uniforme em todo intervalo de continuidade fmi.to.

Ü



REFERENCIAS

[1]

[2]

CRAMÉR, H. t3.94S) - Mathamatiçg! Mathods af Statistics,Princeton
Uníx?. Press.

EPANECHNIKOV, v.A. C1969) - "Non-parametrJ.c astímatíon of a mul-

tívariate probabi].lty denslty", Theor. Prob 8pÊ)=... 14,PP.153
158

[3]

[4]

KENDALL, M.G. and STUARti A. (1958) - llW. Advancad Theorv.gasta
tlstica 1, Char'les Griffín and Co.Ltd., London.

KRONMAL, R. and TARTERt' M. (1968) - 'Tha estimation of prbbabl-
líty donsítíes an cumulatíves by Four'ler Series nnthods", J.
Amor. Statíst. Assou., 63, pp. 925-952

LEHMANN, E. C19Êo) - N91gg g2. 1bg. thoorv g! estímatlon, Uníversl.
ty of Ca]ífornla, Berke].ey.

[6]

[7]

LOEyE, M. CiOS2) - Probablllty Theory, D.Van Nostrand Co.Inc.,N.

MURTHY.v.K. (1965) - "Estimatíon of probability dt3nslty", ênn
Math. Statíst., 3B, pp.1.027-1.031

[8]

[9]

[10]

PARZEN. E. C1962) - "Dn tha estímatlün of a probability denslty
functlon and the made', Ann. Math. Statlst.,33,pp.1065-].076.

PEARSON. K. (1902) - "On the sistomatlc fi.ttíng of curves to ob
selvations and measurements, I",Biometrika 1, pp.265-303.

PEARSON, K. C1902) - "On tha slstomatic fítting of curves to ab
sorvations and measuromertts, 11" ,8íomot1}8g 2, pp-1-23.

[11] plCKANDS, J. (1969) - "EFficlant estimatíon of a probability deD

slty functi.ah",Ann. Math Statíst., 40, pp. 854-864.
8].



lJUESENBERRY, C.P. and SCHEULT, A.H. (1971) - "On unbiased estima.
tion of density functions', Ann- Math Statist.,42, pp.1434-
1438.

ROBERTSON, T. ti967) "CJn ostimatíng a density t-íích ís maasurable

wíth rospect to a o-latticQ", Ann. IHath Statist..42,pp.1815-
1842

RÜSETNBLATT, M. C1856] - "Remarks on some nonparametríc estima-
tlon o-f a density function", Ann. l"lath Statist. , 27,PP.832-
B37

RO$eNnt.4rt:j©.l. (1971) - "Curve estímates", Ann yath Statlst. ,42,
PP:i':i-819'-3i:.õ4'2

S/\NSONE, G. Cigsgl ctlons", Interscience Publi-
shers Ltd., Lorldon.

SCHWARTZ,s.c. (1967) - "Estimati.on oF a probabllíty density by an

ortogonal feri.es", Ann. Math Statíst., 38, pp-1.261-1.265.

WATSON. G.S. and LEADE]ETTER, M.R. (1963). - "On estinlating a pro'

bability denslty", 8ne.= lqath. Statíst. ,34, pp 480-491

UIATsoN, G.S. Ci9S9) - "Denslty estímatíon by ortogonal series"
Ann. Math. Statíst., 40, pp.1.496-1.498.

WEGMAN, E.J. Ci9Sg) - 'A note on estimating a unimodal densíty"
Ann. Math. Stati.st., 40, pp,1.661-]..667

WEGMAN, E.J. (1970) - "Maxlmum lílçelihood estimation oF a união
dal density 'Fínctíon", Ann. lvlõth Stati.st. ,41,pp.457-471

iPPMS90 1©:: $eTDR enÁFICO

uu
=NSTtTtnO DE LUTE?üTlcA E ESTATÍSTICA

UNIVERSIDADE DE SA8 PAULO

82

D

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[lg]

[20]

[21]


