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CAPTTULO O

INTRODUGAO

O problema de estimagao de uma funcao de densidade
de probabilidade tem recebido'pouca atencao na literatura,
visto que o primeiro trabalho usando técnicas modernas so-
bre o assunto surgiu com Rosemblatt, em 1956. No seu traba-
lho, primeiramente ele discute algumas propriedades gerais
da estimacao de uma fun¢ao de densidade e, num segundo mo-
mento, sugere um estimador e estuda Suas propriedades prin-
cipais. Um segundo trabalho importante da teoria,usando téc
nicas modernas, surgiu com Parzem, em 1962. Tanto Parzem co
mo Rosemblatt utilizaram estimadores baseados em funcées pe
so. Alem do que foi feito por Rosemblatt, Parzem procurou
estabelecer condigoes sobre o estimador por ele considerado

7

para que fosse assintoticamente normal.

Outros estimadores interessantes surgiram. Sugeri-

do pelas nogoes de aproximacdo (sob certas condigoes) de u-
ma fungao por uma série (de funcles ou de polindmios) orto-
gonal e usando as idéias bésicas dos artigos precedentes,
surgiu um novo estimador de uma fungdo de densidade, cujos
aspectos e propriedades foram desenvolvidos principalmente
por Schwartz (1967), Watson (1969) e Rosemblatt (1971). Ou-
tros aspectos da teoria da estimagao de uma funcao de densi
dade foram abordados por Watson § Leadbetter (1963) e, por
James Pickands ITI (1969), utilizando técnicas baseadas no
decrescimento algébrico e exponencial de fungGes caracteris
-1~



ticas. Um outro método, ainda seria a estimacdo de uma fun-
¢ao de densidade por estimadores de maxima verossimilhancga,
que foram introduzidos, principalmente por Robertson (1967),
Wegan (1969) e Wegan (1970).

O objetivo do nosso trabalho & discutir detalhada-
mente duas das classes de estimadores citadas acima (por nos
julgadas as mais importantes), procurando apresentar os re-
sultados em forma didatica e dar a eles uma maior formaliza
cao. Nao examinaremos neste trabalho, o problema da escolha
do estimador a usar. Vamos dividir o trabalho em quatro ca-
pitulos, que organizamos da seguinte maneira: na primeira sec
cao ha a proposicdo tedrica do problema, juntamente com al-
gumas propriedades gerais dos estimadores; no capitulo dois,
vamos discutir a classe de estimadores, baseado no que cha-
maremos de ''fungoes peso'; no capitulo trés vamos discutir
outra classe de estimadores, baseada em fungbes ortogonais
e, finalmente no quarto capitulo faremos uma discussdo bre-
ve e bastante sucinta a respeito dos outros métodos cita-
dos acima. Vamos ainda apresentar um apéndice com as defini
coes, teoremas e resultados utilizados para o desenvolvimen
to deste trabalho, bem como a bibliografia adequada para o
estudo da estimacao de uma funcdo de densidade.



CAPTTULO 1

COLOCACAQ DO PROBLEMA E

CONSIDERAGCOES GERAIS

_ Seja Xl’XZ"“Xn uma amostra aleatdria de tamanho
n da distribuicao de uma variavel aleatoria real X, com fun
¢ao de densidade f, que & desconhecida. Nosso objetivo € es
timar f. Podemos ter entao duas situacdes. Por um lado,se o
pesquisador conhece suficientemente a forma da distribuicao
da populagao a qual estad estudando bastaria que ele estimas
se os parametros dessa distribuicdo por procedimentos para-
métricos e ele teria a densidade estimada. Por outro 1lado,
se a forma da distribuigao é bastante complicada, o experi
mentador para obter melhores resultados, deverad usar os es-
timadores otimos (classe de estimadores que discutiremos) , mas que
sao bem mais complicados do que os métodos de aproximacao por
histogramas, para a fungao de densidade, e pela funcao de dis
tribuigao amostral, para a funcao de distribuigdo.Esses mé-
todos sao mais primitivos porém mais simples, e é claro tra~
zem resultados menos precisos.

Quem primeiro se preocupou com o problema de esti-
magao de uma funcao de densidade, foi K. Pearson [9]e [10].
Seu objetivo era obter uma expressiao matematica que repre-
sentasse satisfatoriamente as observacoes.0 sistema de dis-
tribuigoes de Pearson & representado pelo sistema de equa-
¢oes diferenciais

Cdf . (x-a)f
(1.1) dx b0+b1x+b2x§



que & a maneira de se expressar o limite da série hipergeo-
métrica. As constantes a, by. by, b2 sac de tal forma que to
dos os momentos dessas distribuigoes podem ser encontrados
a partir delas e, reciprocamente, podemos expressar as qua-
tro constantes ao,bo,bl,bz, em termos dos momentos em torno
da média Wy algally definidos por

o

= - €. =2
u,o= J (x ui) dF, r=0,1,2,...

=00

onde.u;, r=1,2,... € 0 r-ésimo momentos amostral. Ver Ken-
dal e Stuart [3]. O sistema de equacces diferenciais (1.1)
envolve uma grande familia de distribuigOes. Podemos citar
entre outras, a distribuicao Beta, denominada do tipo I, a
distribuic¢ac Gama, denominada do tipo III e a distribuicao
do tipo IV, que € usualmente escrita como

(1.2) £(x) = k(1+ %g_)-'me -v arc tg(x/a)

Esta distribuigdo & ilimitada em ambas as direcOes e unimo-
dal. N3o € muito ficil manusear a expressao (1.2) na prati-
ca, A constante k aparece na maioria das distribuicoes de
Pearson e, para seu calculo, €& necessario tabelas especiais
de integracao. O que € notavel contudo, & que o sistema Pear
soniano contém quase todas as distribuicdes conhecidas em
sua era e, atingiu grande popularidade. O problema de deci-
dir qual tipo usar face aos dados de uma populagao com dis-
tribuicdo desconhecida também foi tratado por Pearson. Ele
considera a constante

By (B,+3)?
(1.3) kK = 3 = (AE. 35 )
2790y 2”2k
onde
o . M3Mones g = _M2n¥2
2n+1l n+3 ’ 2n nt+l ?
Ho Hy



como um critério para distinguir qual o tipo da distribui-
cao adequada de modo que se k>1, a distribuiclo a usar se-
ria do tipo I; se k é infinito, seria a do tipo III e, se k
esta entre 0 e L, usariamos a distribuicdo IV. Todas as dis
tribuicdes Pearsonianas sfo determinadas pelos momentos‘ui,
Mo, By, Mg, exceto algumas distribuigGes degeneradas que sao
determinadas por menos do que 4 momentos. Basicamente, o m§
todo de ajustamento de Pearson consiste em:

1) determinacdo dos valores numéricos dos quatro primei
ros momentos da distribuicao observada.

2) Calculo dos valores numéricos de B,» B, e da constan
te k em (1.3) e entdo determinar a qual tipo a dis-
tribuicao pertence.

3) igualar os momentos observados com os momentos da dis
tribuicao apropriada, expressada em termos de seus pa
rametros.

4) resolver as equagoes resultantes para aqueles parame
tros, determinando-se entdo a distribuicdo.

Para ilustrar o processo, reproduziremos um exem-
plo de Kendall e Stuart [3].

EXEMPLO 1.1 ~ A tabela abaixo mostra a distribuicao de fre-

quéncias de 9.440 feijées, de acordo com o comprimento e lar
gura.

PP 17 {16.5) 16 {15,5{ 15 14,5} 14 |13,5} 13 {12,5| 12 |13,5] 11 {10,5} 10 } 9,5| TOTAL

9,125 - 21 - - 3 - -t - -
8,675 4 8] 17| 18] - - - - - 48
- 400

1483

%,625 2} 23} 101} i58) 93] 23 2y -
8,375 - 18} 105| 484 574} 227| 56 9

P
LI
[ |
roroy e

(I
[N |

i
L A

8,125 | - 4| aa{ 375 9ss| e13! se2|{ 73| 12} 3| -] ~-| ~| - -1 2732
7,875 | - | - 7| 81} 38s| a71| 794| 330| e8s{ g 3 -| -| -| -} - | 2579
7.625 | -] - 1| 4] s8s| 23s| 4sa| ae1| 75| ss| 27| a4l -| - -1 -| 1397
7,35 | - -1 -] - 6| 23] a1f 137| 124 78| 37| 22| 11 - 1 - 530
7,128 L - -] ~f -] - 1] 13] 18! 28] 3s| 25) 32 1y 8 1} - 170
6,854 -| -} - -] «{ -} - 1l o} el 2} 12] 13y 7| 1y - 72
8,825 [ -| -} -t -} -] -} -} -] -} - 2| - il a3 - 10
6,375 | -| - - ~| -1 -1 -} <} - FE I (R 1 1 ot 4
TOTAL 8{ 55| 275|1128]2082}2294|1767] s29| 437} 199] 115 70| 38| 18] 7| 1| 8440

# Comprimente em mm (valores centrais) #% Largura em ma (valeores centrais).



De acordo com (1) vamos encontrar em primeiro lu-
gar os momentos, usando a correcao de Sheppard (ver Kendall
e Stuart [31). )

i

nj (origem até 14,5) = -0,190783898

Mo .= 3,238424951
g = =5,306566352
My = 50,999624044

de onde vem que
By
B2

[}

0,829135838 /FI = -0,910569

H]

4,862944362

Quanto ao tipo da distribuigao temos

2
K = B (By*3) _ 51,262
4(4B4-38,) (28,-38,-0) 84,04

Como k esta entre 0 e 1, temos que a distribuicio
adequada para os dados € a do tipo IV. Escrevendo
tang 6 = x/a e 2m-2 =7
na equagdo (1.2) nos encontramos
’ﬂ/2
p! = k a® lcosT ™ sen™e e~
~/2

vede

r“=n
Integrando por partes (com cos 6 sen & como uma
parte) temos

! o= -3——{(n~1)au;_2 -vpu' .1}

L -y n-1

Entdo, os momentos em torno da média sdo dados por

v o L av
L T
= a® 2 2
Wy = —mimemem(pRay?)
r?(r-1)

_4adv(r? +v?)
i3 (r-1)(r-2)

)




Za* (r2+v2) {(r+6) (r2+v?)-8v?}
r* (r-1) (r-2) (r-3)

UQ -

de onde segue-se que
6(82_31"1)

T = :
282-331-6

r(r—Z)/§;

v o=

\/{16(r—1)—si(r-232f

U
a =-\/[0Té 16(r—1)—61(r-2)2}]

Substituindo B,, By & u, por seus valores numéri-

cos, nos encontramos:

r 14,69772 m = 8,34886

v = 18,38043 a = 4,15949

Calculando a constante k atravées de tabelas de in-
tegracao, obtemos:

X
arcter 15949

I

x2 -8,3488 -18,38043
f(x) = 0,395121[1+ 17730 ] e

Esse método tem sido criticado quando os dados ob-
servados sao encarados como amostra de uma populdcdo e dese
ja-se encontrar uma expressio matematica para representar a
populacao. Em tais casos, os momentos calculados a partir
das observacoes sao somente estimadores dos momentos popula
cionais e eles em geral, ndo levam a estimadores eficientes
dos parametros populacionais. Outros métodos de ajustamento
de curvas serao apresentados no apéndice.

Nosso objetivo neste trabalho nio & procurar expres



soes matematicas para representar uma populacao, mas sim,
procurar definir estimadores da funcgdo de densidade que te-
nham boas propriedades ¢ que possam ser melhorados de acor-
do com a teoria da estimagdo. Como veremos, existem situa-
. ¢Bes em que o préprio estimador (que € funcdo das observa-
cbes) & uma funcio de densidade. Veremos também (o que € um
tanto desalentador) que n3o existe estimador ndo viciado de
uma funcdo de densidade. Grande parte da teoria de estima-
cdo n3o pode entdo ser utilizada neste caso; aquela que tra
ta de estimadores nao viciados.

Sejam entdo Xy,...,X varidveis aleatdrias indepen
dentes e identicamente distribuidas, com funcao de densida-
de f continua. Seja f(y,xl,...,xn) um estimador de f(y) ba-
seado nas n observagdes e satisfazendo as condigoes:

1) %(y,xl,...,xn)z 0; Yy,
2) %(y,xl,...,xn) & conjuntamente Borel mensurdvel em
Cy’xl""’xh-)‘

Com estas suposigdes sobre a densidade f e sobre o
estimador %(y,xl,...,xn), Rosemblatt [1u4] apresenta um dos
resultados mais importantes da teoria, que estd contido no
seguinte

TEOREMA 1.1 - Ndo existe estimador ndo viciado de f(y) ba-
seado na n-pla ordenada (x(l);;..,x(“)),

DEMONSTRACAO - Suponhamos por absurdo que

3) EE(y,Xyse-en X)) = £(y), VE e Vy.

Entao, a condicao (3) acima implica para cada y que
BE(y,Xp o XgsenesX ) <€ .

Vamos assumir que %(y,xl,...,xn) seja uma fungao si
métrica de xl,...,xnh desde que a n-pla ordenada (X 1),...,

X(n)) ¢ uma estatistica suficiente para o problema. Como:



b b ‘
EJ f(y,Xl, ,Xn)dy = j Ef (y Xl”' X )dy =
a a
rh '
E J f(y)dy = F(b) ~F(a)
a

temos que

b
[ f(y,Xl,...,Xn)dy

a
& um estimador simétrico e nido viciado de F(b) -~ F(a).

Por outro lado, como a n-pla ordenada X(l),...,
Y(n)) & também, uma estatistica completa temos que F (b)
- F (a) & o Unico estimador de F(b) - F(a) nio v1c1ado e si
metrlco baseado na n-pla ordenada (X(l) X(Z) i X(n5 onde
F (y) € a fungido de distribuicdo amostral deflnldaenMZ]_D
Isto decorre do fato de que F (b)~ F (a) € ndo viciado pa-
ra F(b) - F(a) (também mostrado no capltulo 2y, simétrico
nas observagdes e & baseado na estatistica completa e sufi
ciente, que € a n-pla ordenada (Xfl) . X(n)) Temos por-
tanto que

B .
P - Fy@) = [ BOrxg g eex,)dy
a

para todo a e b, a<b e para quase toda (xl,...,xn). Con~-
cluimos entao, que Fn(y) & absolutamente continua em y pa-
ra quase toda (Xl,,..,X }, o que & absurdo. : i

0BSERVACAO - Para a prova do teorema utilizamos o fato de
que a n-pla ordenada (X(l),.. Y(n)) & uma estatistica su-
ficiente e completa, de onde se conclui que a funcio de dis
tribuicao amostral F. & o estimador UMVU para F. A provades
te fato pode ser encontrado em [5].
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Aqui estimador UMVU significa: estimador ndo vicia
do e de varidncia uniformemente minima. £ o estimador ndovi
ciado cuja varidncia coincide com o limite inferior da desi
gualdade de Cramér-Rao.

Um outro trabalho interessante, que aborda exclusi
vamente o problema de existéncia do estimador nao viciado de
f, foi publicado em 1970 por A.H.Seheult e C.P. Quesenberry
[12]. Eles formularam o problema num contexto bastante ge-
ral, nao fazendo nenhuma suposicado sobre f e, obtiveram os
resultados em termos de estimadores ndo viciados de medidas
de probabilidade (ou func¢des de distribuicdo), os quais sem
pre exiétem. Para discutirmos os teoremas de existéncia, se
ja (X, A, u) um espaco mensuridvel euclidiano onde uy & uma
medida o-finita e seja P uma familia de medidas de probabi-
lidade P em A, dominada por u. Seja agora X uma varidvel a-
leatdria com distribuicdo P e densidade p (p € a derivada de
Radon-Nikodym de P com respeito a u); X(n)= (Xl,Xz...,Xn) u

ma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao de X e
(n)
X =

(Xl""’xn) uma observacgao de X(n). Vamos denotar por
x (1)

o espacgo amostral das observacoes x(n); por A(n) a o-
algebra produto dos subconjuntos de X(n) e por Q(n) a medi-
da produto em A(n) correspondendo a qualquer medida Q em A.
Seja T uma funcio mensuravel (Estatistica) de (X(n),A(ﬂb no
espago euclidiano (7,B) e.denotamos por Qz uma versao da me
dida de probabilidade condicional (dado T) induzida em A(nT
por Q em A, Entao, a classe de todos os cilindros da forma
x(n=1) p para AGA € uma subo-algebra de AN ¢ 16s  defini-
mos uma medida de probabilidade QT em A,por QT=QZ(X(ni)xA),
para todo AEA. Exclusivamente nesta seccdo vamos denotar por
P o estimador de P e, por p o estimador de p.

DEFINICAO 1.1 - Um estimador §==§(-,T) € o estimador UMVUde
P, se P(A,t) € o estimador UMVU de P(A) para todo A€A, onde
T &€ uma estatistica suficiente e completa para P.
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0 lema seguinte garante a existéncia do estimador
nao viciado de P, baseado na estatistica completa e sufici~
ente T, que € o estimador UMVU,

LEMA 1.1 - Sempre existe um estimador nio viciado de P dado
“por P=p', onde T & qualquer determinagZo da medida de pro
babilidade condicional dado T, que comentamos acima. Além
disso, se T € uma estatistica completa e suficiente para P,
entdo P! & o estimador UMVU de P.

A demonstracaoc segue-se como consequéncia imedia-
ta das propriedades da esperanca condicional e do fatodeque
se Pl & o estimador nio viciado para P e baseado na estatis
tica completa e suficiente, entio pelo Teorema de Lehmann-
Scheffé, temos que PT &€ o estimador UMVU de P. Se colocar-
mos X =Rk e A=={(a1,...,ak); alsxl,...,aKSxk} temos o €aso
particular da estimacao de uma fungido de distribuicdo. Como
consequéncia do Lema temos também que todos os estimadores
p que consideraremos, serdo medidas de probabilidade em A,
para cada te€T.

DEFINICAO 1.2 - Dizemos que P =p(+;T) & o estimador UMVU de
p, se T & suficiente e completa para P, p(x,t) & AxB-mensu-
ravel e Ep(x,T) =p(x) q.c.

Os dois teoremas seguintes dardo as condigoes para
a existéncia do estimador ndo viciado para p.

TEOREMA 1.2 - Um estimador ndo viciado p de p existe se eso
mente se existe um estimador §==PT

de P tal que:
a) para cada t€T o estimador € absolutamente continuo
com respeito a u,

b) a derivada de Radon Nikodym & AxB-mensuravel.

PROVA - Suponhamos primeiramente que Ep =p, ou seja p € um
estimador nao viciado de p e consideremos:
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By = | pan.
A

Assim,

BB(A) = B[ fan = [ GBan = [ paw = P,

' A A A
aplicando-se o teorema de Fubini. Entao, P & nio viciado e
p-continuo, por construcdo. Suponhamos agora que EP= 1P e
= _ ~_ db .
P<<u, denotando p"~3§"' Entao,

f pdu = E[ pdu =_f (Ep) du

Assim, pelo teorema de Radon Nikodym, temos que
EP = P Q.C.u. I
TEOREMA 1.3 - Se T & uma estatistica suficiente ¢ completa

para P, entao um estimador UMVU p de p existe, se e somente
se, Pl satisfaz as condigoes a)

e b) do teorema 1.2. Alénm
disso, quando tal P existe, ele & dado por
arT .
dn

PROVA: Se p & UMVU, ele preciSa'ser, de acordo com a defini
¢ao, uma funcao de T e, entdo r

J pdu
A
€ um estimador UMVU de P. _
Segue-se pelo Lema 1.1 que PT<<u. Por outro lado,

T<<u entao

se P
ar’ .
—dw p

€ um estimador ndo viciado de p, pelo teorema 1.2. Como ele
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é uma funcio de T, temos que & o UMVU. ‘ 0

Note que o teorema 1.2 da as condigOes para que e-
xista o estimador ndo viciado de p, enquahto, que o teorema
1.3, complementando o teoremz 1.2, da as condigoes para que
este estimador seja UMVU.

EXEMPLO 1.1 - Aplicagao dos resultados dos Teorema 1.2e 1.3
i familia F de todas funcdes de distribuicdc absolutamente
continuas k-variadas.

Sabemos que T = (x(l),...,x(n)), vetor das estatis-
ticas de ordem € uma estatistica suficiente e completa para
F e que a fungado de distribuicdo amostral k-variada que e ba
seada em T, é o estimador UMVU para a funcdo de distribui-
cao desconhecida F em F.

Mas, este estimador ndo & absolutamente continuo.
Entdo, pela parte a) do teorema 1.2, temos que nao existe
estimador ndo viciado de uma densidade, ou seja qualquer es
timador ndo viciado de uma funcido de densidade ndo &uma den
sidade, o que nao é muito bom. 0

Note-se que o teorema 1.l segue como um caso parti
cular do exemplo 1.1. Partindo, entao, do fato que nao exis
tem estimadores ndo viciados para o caso das fungoes de dis
tribuicdo absolutamente continuas, vamos procurar encontrar
o estimador otimo, que minimize o erro quadrdtico, médio e
também possua boas propriedades assintoticas. Como uma medi
da da conveniéncia das classes particulares de estimadores
tomamos a integral do erro quadratico médio, que tem sido
sugeridas por um grande nimero de autores. Nos capitulos se
guintes, discutiremos com detalhes duas classes de estimado
res e faremos uma discussdo breve de algumas outras classes.
Discutiremos aplicagdes, a teoria da confiabilidade e a es-
timacdo de fungoes de risco, que consideraremos no Capitulo
Zs

- 0 -



CAPITULC 2

ESTIMACAO DE UMA FUNCAO DE DENSIDADE DE

PROBABILIDADE POR FUNCOES PESO

No capitulo anterior, apresentamos os resultados
mais gerais da teoria da estimagdo de funcdo de densidade e
chegamos a importante conclusdo de que n2o existe estimador
nio viciado. Neste capitulo, vamos discutir com detalhes =&
estimacdo de uma fungio de densidade por estimadores basea
dos em funcoes peso, que alguns autores denominaram estima-
dores do tipo algébrico. Primeiro apresentamos a definicdo
e as propriedades principais da fungdo de distribuigio amos
tral. Depois, vamos definira classede estimadores, apresen-
tando um exemplo particular e, em seguida, procuraremos CoOn
dicoes convenientes, sobre a classe considerada, para que a
presente resultados 6timos no sentido de boas propriedades
assintoticas e erro quadratico médio minimo. Finalmente, va
mos fazer aplicacoes do método para a teoria da confiabili-
dade e para a estimacdo da funcdo de risco. Faremos também
algumas extensoes para o <aso multivariado e algumas compara
coes com a estimagdo do espectro. Os resultados que discuti
remos encontram-se basicamente em Rosemblatt [15],Parzem [8]
e Epanechnikov [2].

1. A CLASSE DE ESTIMADORES

Seja Xy,...,X uma amostra aleatoria de tamanho n
da variavel aleatoria X, cuja funcgdo de distribuigdo F(x) &
~14~



- 18 -

absolutamente continua, com funcso de densidade f(x).

No capitulo anterior,mostramos que o estimador UMVU
para F(x) existe e & dado peia fungdo de distribuicdo amos
tral, definida por:

n? dos Xi <¥% na amostra
(2.1c1) F (X) = ?
. n n

para um dado ponto Xx.

Com relacdo a fungdo de distribuigdo amostral defi
nida'por (2.1.1), pode-se notar que:

1) Se x(l), (2);... (n) "denotam as observagoes ordena-
das e X0y = =, (nél) =w, entao B, (x) salta 1/n para
cada ponto x( ) e tem valor constante 1/n para todo
ponto x tal que x( b <X <x(1+1), i=1,2,¢0.,00.

2) Uma definicdo alternativa de Fn(x) € a seguinte:

I

1 n
Fo(x) = = § I(x-X;),

onde

1 para x =20

1

I(x)

0 para x <0

Entdo, a variavel aleatoria I(x-X) toma valores 0 e
1 com probabilidades 1-F(x) e F(x), respectivamente.
Portanto, a variavel .

n
nF_(x) = ) I(x—Xi)
i=1 :
& a soma de n varidveis aleatdrias independentes e i

denticamente distribuidas com distribuigio de Bernoul-
1i. Entao, '
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AN

P[Fn(x)r-iln] = m [F(x)]i[l‘-}?(x)]n-i, izO,l,;..,n,

de onde segue-se que

(2.1.2) E[FH(X)J = F(x)

F(x)I[1-F(x)
(2.1.3) Var[Fn(x)] = LF(x <]

n

Entdo, (2.1.2) e (2.1.3) acima, implicam que Fn(x) é
um estimador consistente e nao viciado para F(x).

3) Teorema de Glivenko-Cantelli. A convergeéncia de Fn(x)
para F(x) & uniforme em x, ou seja

P[‘ms<uXp<man(x) - F(x) 1;;: o] = 1

Para a demonstracZo do teorema acima o leitor poderad
consultar Loéve [6].

4)
CovE_(x),F_(y)] = %-F(x) (1-F(y)]

para y = X.

DEFINICAO 2.1.1 - Uma funcio integravel w(-) & chamada fun-
cdao peso, se ela satisfaz as condigoes:

(2.1.4) a) 0 cw(y)<c<o
(2.1.5 b w(y) = u(-y)
(2.1.6) ¢) fo w(y)dy = 1
(2.1.7) ) J w? (y)ydy = 1



T

Note que as condicoes especificadas acima sobre
w(e), implicam que

[[wrrray <o,

ou seja w(+) é de classe L?. Desde que todas as integrais
neste trabalho sio integrais definidas sobre a reta real,to
das as integrais sem limites inferiores e superiores tem 1i
mites de integragio implicitamente definidos de -« a +». Va
mos, agora, definir nossa classe de estimadores.

DEFINICAC 2.1.2 - Uma classe de estimadores fn(x) de f(x) &
uma fungao dos valores amostrais de X, dada por

-X.
_ . 1 n [x
(2.1.8) _fn(x) = S5T5T jzlw[szﬁ%]
onde b(n) & uma fungao de n, que tende a zero para nre.

Com as suposicdes feitas sobre w(-) ,temos que fn(x)
definido acima & uma funcdo de densidade, pois

fﬁ(x) >0, ¥x

[ 2,0ay = [woney = 1.

EXEMPLO 2.1.1 - Temos que

F_(x+b(n))-F (x-b(n))

(2.1.9) %n(x) =
2b(n)

& um particular estimador para £(x), da forma (Z.1.8).

Para mostrar isso, temos:
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? o0 F_ (x+b () -F (x-b(n)) 1 X+b[n]dF .
X) = - () =
’ i) DO gy
1 (% - 1 n X*'X.)
T T‘%" df_(y) = — - Y w
b(n) 4pm{b n_] n(y nb(n) jzl n
onde
, 1/2 se |yl =1
0 . se l}’l > 1 - . 1

0 estimador (2.1.9) que é uma média ponderada da
funcdo de distribuicdo amostral, foi sugerido pela defini-
cao de derivada e foi introduzido por Rosemblatt [14] em
1956. Isso sugeriu que se pode ter uma grande quantidade de
estimadores de f(x), pois ao invés de w(y), definida em
(2.1.10),poderiam65.ter escolhidos outras fungodes w(<) que
satisfacam as condicbes da definigao 2.1.1. Dai a justifica
tiva da nossa definigao 2.1.2.

Nas proximas duas secgo0es procuraremos discutir al
gumas propriedades do estimador definido em (2.1.8). Na sec
cdo 2 vamos abordar a média, a varidncia e o erro quadrati-
co médio de fn(x); na secc¢ao 3 nos preocuparemos Ccom a norma
lidade do estimador. -

2. NAO VICIOSIDADE ASSINTOTICA E CONSISTENCIA DE %n(x)

LEMA 2.2.1 - a) O estimador fn(x) & assintoticamente nao Vi
ciado.
b)

var fn(x) = cz(fn(x)) = £ J w? (u)du, para ne,
. nb (n) ' .
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PROVA: a) pela definicac de esperancga, temos:

[ 2a0e0ay = L [ o[Ead)smey

f w{w)f(x~-b(n)u)du. -

it

Efn(x)

(2.2.1)

1t

Fazendo n»», o resultado segue-se,

=
1 B oPX o 1 (x=X
v ““{ A5 (5) jéi“)[b(zig J} § ’EVQT{B‘@S‘*’[WTJ}

el - bl -

fi

b) Var(fn(x))

(2.2.2)

2
= = E(lﬂ— [ w% (W £(x~-b(n)u)du - U w(w £(x-bm)u) du} :l

e 2
_55%?13— f w? [u)f(x-b(n)u)du%%[} w(u)f(x—b(n)u)du}

Mas, para n-o>e temos

f w2 (W) f(x-b(m)u)du — f(x)[ w? (W) du

f w(v) f(x-b(mMu)du —= £(x),

e entao o resultado segue-se. 0

DEFINICAD 2.2.1 - O erro quadratico médio do estimador fnbd
é definido por

(2.2.3) E[%n(x)-f(i)Jz = o%(F_(x)) + [BE, (x)-£(x) 17
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E uma medida da dispersao do estimador %n(x) em torno de £(x).
Quando

lim E[En(x)-f(x)]2 =0

n-re
dizemos que f_(x) & consistente em média quadratica.

0 teorema seguinte dara uma condigao para que o eS
timador definido em (2.1.7) seja consistente em media qua-
dratica.

TEOREMA 2.2.1 - Se nb(n) —» «, quando n+w, temos que o esti
mador fn(x), definido em (2.1.8), & consistente em média qua
dratica. -

PROVA: De acordo com (2.2. 1) e (2.2.2), temos que

l 2
E [En x)-f (X)] ‘. nbtn) sz (u) f(x-b@mu)du - %Dw (W) £(x-b(M)u) du:\ +
2
+ Um (w) { f(x~-b(n)u)~-£(x) }dl;]
Usando o Lema 1, o resultado segue-se. d

Ent3o, as condigdes que nds obtivemos sobre as fungdes peso
w(+), para que os estimadores.definidos em (2.1.8) sejam as
sintoticamente nio viciados e consistentes em média quadra-
tica, além das ji estabelecidas na Definigdo 2.1.1, sdo:

(2.2.4) 1im b(n) = 0,
. -

(2.2.5) 1im nb(n) = «
Ti-+o0

Na secgao 4 deste capitulo apresentaremos alguns e
xemplos de fungdes peso e discutiremos também o problema da
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funcio peso Otima.

3. NORMALIDADE ASSINTOTICA DE fq(x)i

-~

Temos que o estimador £ (x) dado por (2.1.8) pode
ser escrito como a média

- o1
fn(X) = —ﬁ_ V.

1 J

[larslel

1 x-X. !
onde VJ —ET—T~W(BTE%), com b(n) +0, para n+«, € w(+) sa-
tisfazendo as condicces da definigdo 2.1.1. De acordo com o
que foi discutido no Lema 2.2.1 sobre a média e a variancia
de f (x), usando o teorema do limite central (quando nb(n)-e,
para n-o, b(n)-*O), nds obtemos uma aproximagao normal pa-

ra a distribuicao de probabllldade de fn(x), ou seja,

Co1 [T -y?re. L
= Tﬁ?j e dy o(c)

—00

® (x)-EE_(x)
lim P[P 2 ;;é}
n»o | off (x)]

Uma idéia da proximidade, ou seja, do erro na apro
ximagdo, €& dado pelo limite de Berry-Esseen (Loeve (6] pag.
288): para uma conveniente constante C, temos:

F (x)-E(F (x)} '., CE|V?|?®
sup |p|-BHoo B - o(c) - -
me0< C< 0 ol (x)] nt/%e V]
. [1oe) 12ay

3

[nb(n)f(x)]l/2
sz(y)dy

.1 x -~ X} .
com V B_(_ﬁ)_w (m}'] .
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4. ALGUMAS EXTENSOES PARA O CASO MULTIVARIADO

Agera, procuraremos estender pera ¢ caso multiva~
riado, alguns dos resultados obtidos nas seccoes anteriores,
onde os artigos basices foram Rosemblati [14] e [15]e Parzen
[8]. BExistem poucos trabalbos neste sentido. Vanos discutir,
baiscamente o trgbelho de Lpanech ivikev [2], que  apresenta
alguns dos resuliados no caso mult tivariado. Vamod, prlmelra
mente, definir nossa classe de estimadores.

Seja entao,
i) i . _
1,...,x§ )y i=1,2,...,n

uma amostra aieatdriz de tamanhe n, da distribuigao de uma
varidvel aleaztdria k-dimensional X com fungdo de densidade
de probabilidade k-variada f(nl,...,xk}.

DEFINICAOD 2.h.1 = C estimadO? f (X RERES X ) de f(xl,...,xP)

baseado na amcstre de tamanho n da var*avel aleatoria k-di-
mensional X serd dado por

i)
. n k 1 x.»xgl’
(2.4.1) F (xy,000.3) = ] O 0y | =L

i=1 =1 nb (n) J bj(n)

" onde as constantes b.(n) ~0 para n+« e cada uma das fun-
¢Oes peso satisfazen as condl coes estabelecidas na defini-
cao 2.4.1.

0BSERVACAO: Como as varidveis aleatdrias k-dimensionais X,

...,Xn s30 independentec. pois formam uma amostira aleatédria
de tamanho n da distribuicZo da varidvel aleatoria X, temos

que _
fxl~x$l) X, ~x£l) Kk %%
(2.4.2) wl Lok = Ty b} i=1,...,n
b, (n b, (n =1 b.
1) @) ] 58
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Dai a justificativa de definirmos nossa classe de estimado-
res da forma (2.4.1). Ainda se Wy = Wy = e =W = W@ a ex-
pressao (2.4.2) acima ficard:

D)
!_‘”rb?ﬁ) H

No caso bivariado, tomando b1(n)ﬁbzﬁﬂ=b0ﬂ, podemos definir
nossa classe de estimadores como

(i) (i)
o~ 1 n Xl"xl Xz"xz
£,(x0.%5) = “’{ }

nb?(n) i=1 | b(n) b(n)

que € a forma apresentada por Rosemblatt [15], quando se pro
cura estimar uma densidade bivariada.®

Vamos ,agora, estﬁdar as propriedades assintoticas
principais do estimador definido em (2.4.1). Temos, entao:

(2.4.3) B%n(xl,...,xk) =J JLE w

Como w(+) & uma funcio par, usando a transformagao

B A | P I T SRR
T —

Y.-x,""
. z_.;.)_._.l..,., j:l,.gu,k
’ bs (n)

temos que a expressao (2.4.3) toma a forma

. k ‘
Efn(xl" ceaXq) F f j[ 1 m(%):]f(xl-*-u bl(n) yeee ’kakbk(n))dyl' <odyy
(2.4.4) ‘

Observemos que a expressao (2.2.1) & obtidaa partir de (Z.4.4)
no caso em que k =1. Expandindo: '
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f(x1+b1(n)ul,...,xk+bk(n)uk)

em séries de Taylor com respeitc a todos os Xs s em torno do
ponto (xl,...,xk), integrando o lado direito de (2.4.4) e fa
zendo n >, temos que o vicio do_estimadordeﬁhﬁdoeml(2.4JJ
sera dado por

f(xl,

. o1k , “"Xk) -
E[fh(xl,...,xk)-f(xl,...,xk]] = 77‘-2 d - bj(n)
j=1 axj

Para o erro quadratico médio, temos:

BLE (%) 500008 ) = 0,000, =

h[fz(xl,..., D I2E 0 b e k)E;‘:“n(xl,'...,xk)+fz(x1,...,~xk) =

A
= % -~£-‘E % %(o fiﬁi-}] -
j=1 n2b;(n) i=1 j=1 3 bJ( n)
k n k x.-xgi) , |
- 2£(Xp,een, k) r_[ B‘TT B 121 3111!03 —%JT%T +f Fxl,...,xk) =

(2.4.5)

k
%[jnls—'l_ﬁﬁ]] LH w. (u, .l it'(m:1+b1 (n)u1 R ,}gk+bk(n)uk) dul. . .duk+
=L] R ,

k . ‘ 2

j= =1 J
k
-Zf(xl,...,xk)j...f jnlw (s )f(x1+b1(n)u1 k+bk(n)uk)du1...duk+
K+f2(.xl_,...,xk).

Expandindo novamente f(x +u1b (n),. ..,xk+bk(n)uk) em série de Tay
lor, com respelto a X;, em torno do ponto (xl,...,xk),no la
do direito de (2.4. 5) e fazendo n-o, temos:
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X .
v 2 - 1 2
E[fn(xl,...,xk)~f(x1,...,xk)] f(xl,'i"xk)»ﬂ %ﬁ;j?mjwj(Y)dY] +

J=11"]
k(X ,0005%) ‘
1 17,2
(2.4.6) + y 8% bi(n)
T[jﬂ 3}(; J

Provamos entao

TEOREMA 2.4.1 - Suponha que

.
b.(n) 0 e nlb,(n)
J j=1 J
quando n+e. Entdo o estimador definido em (2.4.1) & um esti
mador consistente em média quadratica da verdadeira fungao
de densidade f, para cada ponto (xl,...,xk).

Para o estimador (2.4.1) podemos definir a integral
do erro,quadrético*médio (I.E.Q.M.), que chamaremos deJ,por

(2.4.7) J = f e f E[fn(xl....,xk)-f(xi,...,xkj]ibﬁf..dxk

Usando o resultado (2.4.6) na expressao acima,

, _
k 9 f(xl’f"

g~1 ; : sz(yjdy+1f J[ )
n j=15j(n5 - A j=1 ax§

’Xk) 2 2.
b3 (“)]

'dxl...dxk,

que € uma expressdo assintdtica (n»+«) para [.E.Q.M. Colocan
do mj=tu<abjﬁo =b(n) para j=1,2,...,k, podemos dispor o r¢e
sultado acima como

k
L 1
(2.4.8) J o~ ;EEE;?-+15 b* (n)M,



[y

)

onde

(2.4.9) L = J mz(y)d);',

k 82f(x e e 3 X ) 2
o ~ R
M J...j[ ) - l dxg .o edxy

-j =1 ij

De acordo com a disposicao (2.4.8); para encontrar

a funcido peso wo(-) que minimiza I.E.Q.M. & suficiente mini

mizar a expressdo (2.4.9) para b(n) e n fixados e w(e) satis-

fazendo as condigoes da definigdo 2.1.1. Epanechnikov [2] e

Rosenblatt [15] encontram entfo que o minimo dessa expres-
sdo, que é a funcdo peso Otima, € dada por

% 571/ 2(1-y /5) se lyls/5
(2.4.10) wy(y) =
0 caso contrario
Podemos ver que a funcdo peso otima w0(~) é independente da

verdadeira fungio de densidade, do tamanho da amostra e da
dimensdo do espago, o que € bastante importante.

Abaixo temos a tabela 1, reproduzida de Epanechni-
kov [21, que apresenta exemplos de fungdes peso com o0 cCOI-
respondente valor de L e a razao r =L/Ly, onde

Ly = J ma(y)dy.
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TABELA 1
wg(y) ' L F
wyly)  (2.4.10) 3/5/% 1
1/V6 - |y|/6 para |y| </E /676 | 1,015
0 para |y| > /6 |
- - 2 ‘ .
(my -1/ 247V2/2 1/2/8 1,051
1/2/3 para |yl /3 | 1, n/3 1,077
0 para |y| >3
%B-ﬁlyl 17443 1,320

5. APLICACOES A TEORIA DA CONFIABILIDADE E A

ESTIMACAO DA FUNGAO DE RISCO

Nesta secgdo vamos procurar definir estimadores pa
ra a confiabilidade e para a funcdo de risco, baseados no es
timador definido por (2.1.8). Procuraremos condicdes para
que sejam consistentes e assintoticamente normais. Uma ou-
tra abordagem sobre o assunto, poderd ser encontrada em Mur
thy [7]. Seja, entdo, X;,X,,...,X uma amostra algatSria de
tamanho n, da distribuigdo da varidvel aleatoria X, com fun
cdo de distribuigdo F(x) que & absolutamente continua e com
funcio de densidade €(x). Em particular, quando a variavel

aleatdoria X é o tempo de falha de um item em um equipamento,
temos que '

(2.5.1) F(x) = P[X=sx]

€ a probabilidade de que o {tem falhe até o instante x, en-



guanto que
R(x) = 1-F(x]}

& a probabilidade de que o item falhe ap6s o instante
" x. R(x) & chamada fungdo de confiabilidade, enquanto
que a funcgao

(2.5.2) Z(x) = —p5s

sera referida como fungdao de risco.

Como um estimador ﬁara R(t), podemos ter

n? dos Xi >t na amostra

(2.5.3) Rn(t),= -

que € nao viciado e consistente, pois, como ja mostramos an
teriormente para Fp(t), temos que Rn(t) é uma variavel alea
toria binomialmente distribuida com

E Rn(t) = R{t)

R(t)[l-Rn(t)]
Var Rn(t) =

n

Usando para w(+) as suposicoes da definicao 2.1.1
e escolhendo a sequéncia b(n) como na definicao 2.1.2, va-
mos definir nosso estimador para R(t}, como

. o L on o x-X.
(2.5.4) Rn(t) = I fn(X)dX = m ‘zl J w ET;I% dx
t 17 e

Definido o estimador, vamos procurar mostrar que €
le & assintoticamenteé nao viciado, consistente e assintoti-
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camente normal. Entéao,

*
E Rn(t)
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'Jm Iww(u)f(x—b(n)-u)dudx
= GO t

Assim,

(2.5.5) 1im E R;(t) = rw(u)du I £(x)dx = R(t)

e
-cd T

que prova a nio viciosidade assintotica do estimador por nés
definido em (2.5.4). Por outro lado, temos

: . n o {x~X.)
(2.5.6) Var Rn(t) Var{—gr—y .E J N{Tﬁ?ﬂl dx

et [otle] - lto 1, Lot
onde |
E{.ﬁm jzl f:m {z_éﬂ dx] = J:[B‘Tlﬁj‘ [:w [T};T.ﬁ;] dx:l £(y)dy =

(2.5.7) = 1-b2in)__£ l%(%}dx}w{%{%)?(y)dy,
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ap0s uma integracao por partes. Agora, fazendo as substituil
goes

X = - t-§ -
—B—r-%—n =z € n u

(2.5.7) pode escrito como
1 [” (XX, 2 oo [ oo ' :
E 57aT J w[ETH}de = 1=2 J I w(z)dz|w(u)F(t-b(n)w du
t - Ly :

Assim, tomando limite de ambos os lados na expres-
sdo acima, temos

(2.5.8) lim B{Wlm— rw[%)dxy = 1-F(t)
Py, ,

desde que

Iw[me(x)dx]m(u)du = 1/2 (Murthy,[71).
®» qy :

Comparando os resultados (2.5.5),(2.5.6),(2.5.8)te
mos

lim n Var R;(t)- = R(t)[1-R(t)]

N>

que prova a consisténcia do estimador (2.5.4). Note-se que
Rn(t) e R;(t) tem a mesma variincia assintética.

Chamando as variaveis

[ vty oo -

temos que o estimador (2.5.4) pode ser escrito como a media:



n
fn(}() = - é V.

de n variiveis aleatoOrias independentes e todas com a mesma
' distribuicao. De gtordo com (2.5.5),(2.5.8) e com os resultados da sec
c30 2.3,usando o teorema do limite central, obtemos a aproxi
magaoc normal desejada.

Quanto a funcdo de risco dada por

() . _£(t)

Z(t) T=FCET © RO

vamos propor inicialmente o estimador

£, (0

(2.5.9) Zn(t) = ”ﬂ;TfT“

onde fn(t) e Rn(t)"séo dadgs respectivamente por (2.1.8) e
(2.5.3). Ja mostramos que fn(t) e um estimador consistente
de f(t) e, que Rn(t) € um estimador consistente de R(t). En
tiao, um teorema de convergéncia bastante conhecido que pode
ser encontrado em Cramer [1], pagina %4 conclui a consis-
téncia de Zn(t) ou seja, Zn(t) € um estimador consistentede
Z(t).

Por outro lado, na seccao 2.3, mostramos que fn(x)
€ assintoticamente normal, ou seja

- £ (£)-£(t) I
(2.5.10) 1lim P [pb(n) . — T75<X =‘7?j e “dy
o HSIEESE ot

Usando (2.5.10) e o fato de que Rn(t) € um estima-
dor consistente de R(t),temos de acordo com o mesmo teorema



de convergéncia citado acima que
- ) £ g 1 :
5 R (&) ~ R(T) 1 (% «l"—z-
(2.5.11) 1im P [‘nb(n}_! B - < X = [ = dy .
noves £t) 7 » . !
“w® (x)ax o0
R* (1),
Considerando agora,
1/2
R CICH) R LW R IO)
temos
E ynz()
Var Ty = b(n)R(t){l~R(t)},
de onde conclui-se que Yy ¢ um estimador consistente. Este
resultado e (2.5.11) nos permitem concluir com auxilio do
teorema de convergéncia especificado acima que
™~ 7 2
1 Z2,(t) = Z(t) “ _b'_zm
dy

-0

1
}1/2“‘ =’zz—rfe

. Z-
1im P|{nb(n) =
nvoo { [é%%%f w%(x)dx

L

0 que prova que Zn(t) é assintoticamente normal. Os resulta

dos de consisténcia e normalidade assintotica que discuti-
mos, encontram-se em Murthy [7].

que podemos considerar para a

Um outro estimador,

funcao de risco & dado por
£ (t}



- 3% -

A prova de que este estimador € consistente e as-
sintoticamente normal, ¢ exatamente igual a que fizemos pa-
ra provar que o estimador (2.5.9) & consistente e assintotl

camente normal.

6. ALGUMAS COMPARACOES COM A ESTIMAGAQ DA

FUNCAO DE DENSIDADE ESPECTRAL

Nesta seccdo procuraremos algumas relacoes entre a
estimagio de funcdo de densidade e a estimagdo de de uma fun
cao de densidade espectral. Faremos observacoes sobre alguns
resultados da teoria da estimacio espectral que sao compari
veis ou relacionam-se com aqueles mencionados na estimagdo
de uma funcdo de densidade de probabilidade.

Seja X(t), t=...,-1, 0, 1, ... um processo estacio
nario vetorial de dimensio T, com parametro discreto.Se o mo
mento de segunda ordem existe, entao

(2.6.1) x(e) = [ ' 4z

-7

onde z(A) €& um processo vetorial de dimensac ¥ (com compo-

nentes complexos) de incrementos ortogonais tais que

(2.6.2) Edg(l)dg{u)' = §(A+u)dE(A), -<h,udw

Em (2.6.2)
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F & ume funcio matricial Hermitiana rxr ndo decres
cente (F(R)-F(u) é positiva semidefinida), e para toda ma-
triz A, A' denota sua transposta.Como 0s componentes de
X(t) sac reais,

dZ(=X) = dZ(\)
e df(l)# dg(—x)'i Sem perda de generalidade podemos. supor

que

EX(t) = 0

A matriz de covariancia dada por

r(t) = EX(WX(t+u)*

esta relacionada com a fung#do de distribuicao espectral de
22 orden F por

T
r(t) = I et ar(n)
-
Considerando a existéncia de todos os momentos, te
mos que estes sao dados por

5w CBX. (£)...X, (t) =
1,---,ak al a'k

=
L)
o
Pt
ct
z‘
[
1]

i
=

(t,+t,...,t +t)
>tk
1’.."ak :

onde Xa(t) e o a-ésimo componente de X(t). As representa-
coes de Fourier para os momentos sdao dadas por

' 0 T . .
(2.6.3) mal’...,ak(tl,...,tk)==J ...J 1250 dGal,.__,ak(wl,...,uig

=T =i



onde

= x

{
dGa .3 (ml,,.,,wk) = El

dZ . (w.)

i=1 j
e G € de variacao limitada. A estacionaridade do processo
X(t) implica que

k
dG = 0 a menos que ¥ mj = 0 (mod. 27)
j=1

A representacdo (2.6.3) pode também ser colocadam
forma

k
A A R |
(2.6.4) Ca e..,d (tl','&”,tk) =J ~_.J e dFa B (wl,..‘,mk)
1 k 1 X
Sy -
onde
dpal,,..,ak(wl"“’wk) = C{dzaj(wj); j=1,...,k}

e c(-) 6 a funcdo cumulante correspondente. E conveniente
considerar que os cumulantes
ty,60.,C
Cals...,ak( 1- k)
estao em L, como funcao de seus k-1 (ou k) argumentos, pois
isto implica que

: k ‘ k
dF (Wy oo, ) _'2 w.|=f (004 50 e« U4 T Z w. {dwy ... du, )
Ayseeesay 1 wk_n(j=1 J] ORI ! “k [j=1 i1 ! 3
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(n(w) =0 se w=0 (mod. 2w) e € igual a 1, caso contrariojon
de a funcio de densidade espectral f acima & continua e & u

ma funcao de k-1 varidveis w, ja que

Z (.u‘j = 0 (mod. 2m).

Para um processc estacionario real X(t) de dimen-
sdo 1, podemos considerar para a funcio de densidade espec-

tral, o estimador

(N) a0y = 1§ (N)(N) _-ijA
(2.6.5) £V () = iﬁ;j zij Ry e
com
e 1 ]"eijxw () dx
j N
-
e
N N
) _ 1
RV = L X(£)X(u) .
] UL
t-u=j

A expressdo (2.6.5) também pode ser escrita como

i
eM iy = I WN(A-a)I(N)(a)da

-7

com
r .‘ . 2'
IkN)(A) _ ?%N itk

N
] X(t)e
t=1



o periodograma que sob certas condicoes de regularidade e
assintoticamente nio viciado, sendo no entanto bastante ins
tavel, pois '

var 1)) = £200)+0(N" 1y,

[ conveniente supormos que

(2.6.6) Wy () = ANB§1W(B§1U) se lulsw

com BN+O quando n-e e AN como um fator de normalizagao de mo
do que

(i
J WN(u)du =1
-

Se W tem segundo momento finito, ¢ nao negativa e
simétrica em torno do zero e NBN+w, com WN estendida perio-

dicamente, de periodo 27, podemos mostrar que

(2.6.7) B&z[Ef(N)(X)—f(A)} . juzw(u)du £:%£1-+0(B&3)

e

(2.6.8) Cov(f(N)(A),f(N)(u)) = 27N+ [WWN(x—a)wN(ﬁ+a)f2(a)da+

=T

T
+ [ WN(X—a)WN(u-a)fz(a)da+0(N_1)
-

De (2.6.6) e (2.6.8), segue-se que:
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(2.6.9) Lin NBy cov (M 0y, e My =
o .
i se Azu

T
znfz(x)j( W (u)du se i=p=0,mw
= J :—TT

T
4ﬂf2(k)j W2 (u)du se A=p=0,7
. -

quando 0sXx, usw.

Note, com relacdo ao estimador fn(x), que a utili-
zacdo de (2.2.1) e o desenvolvimento de Taylor para

%n(x-b(n)u)

no ponto x, nos da -

(2.6.10) b;z{Efn(x)~f(x)] = Juzm(u)du £3) 4 0 (b2 ()

que de certa forma & bastante parecido com o resultado (2.6.7).
Os resultados assintdticos obtidos na estimacdo espectral di
ferem um pouco daqueles obtidos na estimacao de uma fungéo
‘de densidade. O dominio basico onde (2.6.9) wvale & 0<xa<m,
com resultade ligeiramente diferentes para A=0 e w. Por ou-
tro lado, o resultado definido em (b) do Lema 2.2.1 para a
estimacdo da fungdo de densidade de probabilidade vale so-
bre todo o dominio da varidvel X, sendo quea constante £(x)
em (b) do Lema 2.2.1 & substituido em (2.6.9) por 2nf? (A) .
Quanto ao erro quadratico médio, os resultados obtidos por
Epanechnikov [2] que discutimos na seccao 4 continuam valen
do para W(+), ou seja, a funcido peso étima‘wo(-) ¢ ainda da

forma (2.4.10).
s [0 =



CAPTTULO 3

ESTIMACAO DE UMA FUHCRGADE DENSIDADE DE

PROBABILIDADE POR SISTEMAS ORTOGONAIS

Na seccfdo anterior nés consideramos o problema de
estimar uma funcio de densidade por fungoes peso. Vimos en-
tio que para se obter um estimador com boas propriedades é
necessario que as fungdes peso w(+) satisfagam propriedades
convenientes. Neste capitulo nds consideraremos o problema
de estimacdo de uma funcdo de densidade por séries ortogo-
nais. Discutiremos basicamente os artigos de Rosemblatt [15],
Schwartz (171, Watson [19] e Kronmal & Tarter [4]. A idéia
de se estimar uma funcdo de densidade através de Sistemas
Ortogonais surgiu da expansdo de uma fungao de densidade em
séries de polindmios ortogonais, onde os mais usados 5320 0S
polindémios de Tchebychef-Hermite (ver apéndice 2). Essas a-
proximacdes sioc usadas para se obter uma expressdo matemati
ca que represente os dados de maneira satisfatoria. Alguns
desses resultados serdo discutidos no apéndice e encontram-
se basicamente em Kendall § Stuart [31.

1. A CLASSE DE ESTIMADORES

Seja {¢j(x)} um sistema ortogonal completo com re-
lacdo a uma dada fungdo peso w(+), que & considerada ser
ndo negativa. Vamos exigir que o sistema seja ortonormal com
pleto, porque esta suposigado ¢ mais conveniente para certos

~-20-
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propriedades dos estimadores que discutiremos. No apendice
procuraremos fazer uma breve e objetiva discussao sobre fun
cdes ortogonais. Suponhamos que a densidade f seja de quadra

do integravel (de classe 1.”), de modo que a seérie ortogonal

(3.1.1) §Cj¢j(x)
com
(3.1.2) cj = Jf(x)$jixiw(x)dx

converge para f em média quadratlca em L?. Do ponto de vis-
ta estatistico, a questao importante nio & se uma série in-
finita pode representar uma funcdo de densidade, mas se um
nimero finito de termos podem conduzir a uma aproximagao sa
tisfatéria. O que pode ocorrer claramente é que a soma de um
nimero finito de termos pode ser negativa, particularmente
proximo das caudas. O nosso problema se resume entdo em es-
timar as constantes cC., i=1,2,..., que sao denominadas cons
tantes de Fourier. Seja entao, Xl,...,Xn uma amostra aleatd
ria de tamanho n de uma populagdao com funcao de distribui-
¢ao absolutamente continua F(x), funcio de densidade f(x) e
seja F (x) a funcgdo de distribuicdo amostral baseada nessas
n observagoes. Entao, em (3.1.2) se passarmos para a integral
de Stieljes, usando a fungao de distribuicgao Fn(x), teremos
que um estimador plausivel de Cs sera dado por-

(.13 & - [ FER,6) - 5

[ s §ee)

TR (X))

k=1 7

Vamos ver, agora, algumas propriedades estatisti-
cas desse estimador. Assim, cComo

~ . . _[1 n . ~ ‘ ~
(3.1.4) Ecj(n) = J ﬁ»kzl§jixkiwa)£(x)dx = j $jixi£(x)w(x)dx = Cj’
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temos que ¢. & um estimador nao viciado de Gy Quanto 3 co-

variancia deste estimador temos
" " _ 1 % .l B _
mw{cjﬁﬂ,ckﬁﬂ =cov(s tzl¢j(xt)w(xt),ﬁ i§1¢k(xi)wcxi) =
= & cov(t; (L0 4 (VBCD) =

=%{E‘DZ(X)¢ 3 COTCD = B 5 (0w COBR T wcm} -

(3.1.5) = %{.J ¢j(x)$k(xiw2(x)f(x)dx— chk}

Entao, de (3.1.5) segue-se que

(3.1.0) mm-éjﬁo= %‘{f|¢j(x){2m2(x)f(x)dx""{lez}

Da expressao (3.1.6) podemos concluir que Ej e um
estimador consistente de Cj’ no sentido de a varianciado es

timador vai para zero quando n=e.

Baseado no que discutimos até agora nesta secgao €
com a suposicdo adicional de que as funcoes ¢j(x) sao conti
nuas no dominio de definicao, temos a

DEFINICAD 3.1.1 - Uma classe de estimadores fﬁ(i) de f(x) €
dada por

(3.1.7) £,(x) = jilcj(n)xj(n)¢j(x)

onde a sequéncia {Xj(n)} & escolhida de modo a melhorar as

propriedades de f(x).

Procuraremos condicbes sobre as constantes lj(n),



w A2 w

de modo que o estimador definido em (3.1.7) seja consisten-
te, assintoticamente nao viciado e minimize a integral doer

ro quadratico médio definida nesta caso por

Ef(?n(x)—f(x))zdx

9 - NAG VICIOSIDADE, NORMALIDADE ASSINTOTICAS E

CONSISTENCIA DE ?r(x)

Mostramos em (3.1.4) que ¢. & um estimador ndo vi-
ciado de Cj' Isso implica que o estimador definido em (3.1.7)
& um estimador viciado da densidade f e o vicio do estima-
dor & dada por

(3.2.1) E(fn(x_.).-—f(x)) = jzocj_(xj(n)-le(x) |

Usando (3.1.5) temos que a covariancia do estima-
dor (3.1.7) & dado por

Cov(E, () ,£,0)) = jzk¢j CIHTI () @) cov(E; m) ,& () =

-5 j2k¢j ()63 G (n)kk(n%{J b3 (WD wz(u)f(u)du-cj?];}
de onde segue-se que
1
n

var %n(x) =

¥ a2 2 2, 2 _ 2
jéoxj(n)!¢j(x)| {[[¢j(x)| w? (x) £ (x)dx lcj‘ }

Quanto a I.E.Q.M., temos
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2

’

EJ(f(x)-fn(x))abc=EJkaocj¢j(x)-—%cj(n)xj(§)¢j(x)} ax =

y

ot - 2
jZOE(Cj - cj(n)xj(n))

’ 2
- 23y =
(cj - & (n)kj(n))} l(bj(n)l dx

o1 8

(j=0

i

Como
E(cj - Ej(n)xj(n)] = cj(l—kj(n)]
e
E(cj - Ejﬁn)kj(n)) = cj(l-kj(n)) =
=2 A (m)var 5 (X)
temos que
(3:.2.2) EJ(fn(x)-f(x))z‘f ]EO{ c (l-Xj(n))z

B P
nxj(n) var ¢j(X)}.

Observamos, entdao, de acordo com (3.2.1) e (3.2.2),
que se para cada j fixado {A (n)}+1 quando n+®, o estima-
dor (3.1.7) € a551ntot1camente nao viciado € consistente no
sentido da I.E.Q.M. Por outro lado, derivando o lado direi-
to de (3.2.2) com relagéo‘a Aj(n), temos que o minimo da ex
pressao (3.2.2) & atingido para
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cé

j
E¢2(X)

(3.2.3) r.(n) = J -

J " (n-1)ci ]

ECl

Assim, substituindo (3.2.3) em (3.2.2) temos um mi
nimo para a integral do erro quadratico médio, ou seja,

(o)

J
2 ~ 2
B2 (0 +(m-1) ¢

a C2(B¢2(X) ~ c?
(3.2.4) min Ej(fn(x)-f(x))de J J }

j=0

c; var ¢j(X)

i
N~ 8

j=0 r ¢.(X)+c?
j var ¢;(X)+cy

Como de ('3.2.3) , temos que para j fixado, )‘j (n)~1,
para n—+®o, isto nos sugere que

{1 para j=1,2,...,M(n)
(3.2.5) Aj(n) =
10 para j =M(n)+1,...

de onde segue-se que (3.2.2) pode ser escrito como

f R M(n) -1 03
(3.2.6) E|(f_(x)-f(x))2dx = & n “var ¢.(x)+ ) c?
) j=0 ] j=M(n)+1 ’

Comparando (3.2.4) com (3.2.6) a escolhade {)\j (n)}
serd o0tima quando M{(n) for escolhido de modo que os )\j (n)
(j =M(n)) sejam grandes comparados com n-lvar p.(n) e 0s
"Xj (n) (j >M(n)) sejam despresiveis. A escolha otima dos M(n)
consta basicamente de Watson [19] e Schwartz [17].



EXEMPLO 3.2.1 - Seja
. 2
. 2]d.e” %
H.(x) = (-1)%e* |-dre
J dXJ

0 j-€simo polindmio de Hermite. Sansone [16], pg.307-308,te
mos que o sistema

e"MZ/2 H. (x)

o, (x) = . J j=0,1,2,...
] 2d 51t

€ um sistema ortonormal completo em Llan. Neste caso,temos
que o estimador de Cj é dado por

onde a sequéncié de constantes {Aj(n)} pode ser escolhida de
acordo com (3.2.5) como

1 para j<n
(3.2.7) Ay(n) =

0 para j>n
Aqui w(x) =1. . ]

Como um segundo exemplo, vamos considerar umsistema par
ticular de funcoes ortogonais, que discutiremos adiante com
detalhes.

EXEMPLO 3.2.2 - O sistema trigonométrico

elix

=T <X<T

$5(x) =

m

€ também um sistema completo e ortogonal com relacdo as fun
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coes peso w(x) =1. Neste caso temos

i N e-lek
“5 T

I~

k=1 V/Zu

onde a sequéncia de constantes {Xj(n)} pode ser escolhida da
forma (3.2.7). 1]

Para que possamos concluir a normalidade assintotica do
estimador (3.1.7) € conveniente escrevé-lo na forma

- 1 B
(3.2.8) fn(X) =T lzl w(xi)kn(x’xi)’
onde

kn(f,y) ='f£1 lj(n)kj(X)¢jIy5

Notemos que esta nova forma, sugerida por Watson [19] é
apenas uma nova maneira de escrever o estimador (3.1.7),pois

-1 B .1 b o°
n iglm(xi)kn(x,xi) n 121 jgl A5 (05 ()85 (X ) (X;)

[ee] o n
jzllj(n)¢j(X) %; kzl @jtxkiw(xi)

3

J

i
pe~1 8
ot

& (A ey (x) = £,00.

Temos que a esperanca do estimador (3.2.8) é calculada
de maneira andloga a do estimador (3.1.7);é claro que (3.2.8)

¢ assintoticamente nao viciado. Quanto a variancia, temos:



- 4T =

. n
1 -
;;; var kzlkn(x,xk)w(xk)

var fn(x)

n
w.rar{%f L (X,Xk)m(Xk)} .

i

-Hﬁlkn(x,u)lzuﬂ(u) - |B kn(x,u)wCU)lz} =

(3.2.9) - =%{[{kﬂ(x,u)ﬁf(u)w(u)dmlfkn(x,u)m(u)f(u)dujé}

Para o caso em que w(x) =1, kn(x,u)==kn(x~u),

J kn(x-u)du = ]

e, por conveniéncia, kn(u) €& uma funcdo peso nao negativa
que se comporta de maneira que

kn(u)du + 0
fulze

Ve>0, temos que o estimador definido em (3.2.8) continua sen
do assintoticamente ndo viciado e a variancia em (3.2.9) se
reduz a

f(nx3 J k2 (u)du.

n

var[fn(x)]

Analogamente temos

i

B L A

Elkn(x,u) Ekn(x,X)l f(x)J kn(u)duA

e entao pela forma do teoremé do limite central de Liapunov
a condigdo suficiente sobre a funcao peso k(u) para queoes
timador (3.2.7) seja assintoticamente normal , para n > ®, €
que



k*(u)du
j n s

n[{k;(u)du)z

Este resultado encontra-se em Rosemblatt [15]. Uma
pequena observacao que temos que fazer & sobre o problema da
estimacao de uma fungdo de densidade multivariada por siste
mas ortogonais. Se a densidade pode ser representada na for
ma '

F(Xy,000,X,) = ) c. Code () et (%),
1 k jl""’jk Jpeeedy I 1 Iy k

temos que Cjy,...,Jjx €& estimado de maneira analogaa (3.1.3)
e em (3.2.7) usamos a fungdo peso multivarida como definida
na seccao 4 do capitulo 2. De maneira analoga podemos encon
trar expressoes para a esperanga e variancia, mas pouco se
sabe sobre a normalidade assintotica.

3 - 0 USO DE SISTEMAS ORTOGONAIS TRIGONOMETRICOS

Nas secgoes anteriores deste capitulo, ao discutir
mos o problema da estimagio de uma fungac de densidade por
sistemas ortogonais, procuramos considera-lo de modo amplo
e geral. Nesta sécgéo vamos considerar o mesmo pfoblema,mas
vamos conduzi-lo de modo a chegarmos a estimadores mais par
ticulares. Para isso usaremos como sistema ortogonal uma clas
se bastante particular gue chamaremos de sistema ortogonal
trigonométrico. BEsses resultados encontram-se basicamente em
Kronmal e Tarter [ul.

Seja entao {¢k(x)} um sistema ortogonal trigonomé-
trico. Esse sistema tem a propriedade de que
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3¢, (x)

(3,83.1) n%

= cplx)

forma ainda um sistema ortogonal trigonométrico. Vamos en-
tdo procurar um estimador para F(x), baseado no sistema or-
togonal trigonométrico {¢k(x)} e, por derivacao, obter umes
timador‘para f(x), que seja da forma

- m
(3.3.2) Ex) = Va6, (x)
(%) kgoak 3 (%

onde o nimero de termos m € escolhido de modo a melhorar as
propriedades do estimador. Notemos que as formas (3.3.2) e
(3.1.7) sao as mesmas. Como

F(x) = A, ¢y (X)
X kZO K%k

com

Ak = f¢k(x)F(x)w(x)dx

onde {¢k(x)} € um sistema ortdgonal trigonométrico, podemos
definir nosso estimador para F(x) como

- m
(3.3.3) F (x) = kZOAk¢k(x)
com ék e Rk escolhidos de modo que
E(Ak) = Ak
(3.3.4)
LE(ak) = ap



= & =

De (3.3.4) segue-se imediatamente

BFOO-F () = T Audy (x).
2 k=£f1 k7K

que € o vicio do estimador (3.3.3).

0 teorema seguinte de uma expressao para arintegral
do erro. quadratico médio do estimador (3.3.3), expondo as
vantagens da condigao (3.3.4). A integral do erro quadrati-
co médio & importante no sentido de que facilita as avalia-
¢oes simultaneas dos valores Otimos de m e n para ?m(x) e
Em(x) onde n é o tamanho da amostra considerada e m € o nu-

mero de termos em Fm e em fm. Para facilitar vamos chamar de
J(Fm(x)) e J(%m(x)) as I.E.Q.M. dos estimadoresﬁmﬁd e:ﬁ#x).

TEOREMA 3.3.1 - Suponhamos que a condicao (3.3.4) esteja ve

rificada. Entao

(3.3.5) J(?m(x))u, JFz(x)w(x)dx-k§O(A§-var Rk)

|

(5.5.6) J(%m(x)) sz(x)w(x)dx-kﬁo(ai-var ﬁk)

onde %m(x) e fm(x) sdao dados respectivamente por (3.3.3) e
(3.3.2).

(A prova do teorema sera feita apenas para (3.3.5))

DEMONSTRACAO - Temos

I{F(x)-%m(x)}zm(x)dx = I{F(x)~ ? Rk¢k(x)}2w(x)dx
2 m k=0 - A ,
=JF (x)w(x)dx-zkz AkJF(x)¢k(x}w(x)dx+J(kEOAk¢k(g)} w(x)dx=

m
=|F2(x)w(x)dx-2 ) A A, +
J x)w(x)dx kZO 1Ay f

m . ' m
=JF2(x)w(x)dx—szOAkIF(x)¢k(x)w(x)dx+kZOAif¢ﬁ(x)w(x)dx +

~ A . m m
.k£0A§¢§(x)+£#§A2Ak¢k(x)¢ﬁ(X)Jm(x)dx=
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m
#éAkAQJ¢k (X)¢2(X)w(x?.dx =

r m m
= JFz(x)m(x]dx+ kz (R -A) - ) Ay
=0

=

Tomando esperanga de ambos os lados temos

J(F_) = sz(x)m(x)dx— Yy A2+ § E(A -A)?
L k20 K k=0 K K
e entao
- m m &
J(F (x)) = IFz(x)m(x)dx- ) Ai*- ), var Ay
_ k=0 k=0
de onde segue (3.3.5). 1

COROLARIO - Se as fungoes {¢k(x)} formam um sistema ortogo-

nal completo e (3.3.5) & vdlida, entdo

var(ﬁk)+ ) Al

(3.3.7) J(E _(x)) =
m Kk=m+1 X

W
o~
o

A demonstracdo de (3.3.7) segue-sé imediatamente do
fato de que

sz(x)w(x)dx = Ai

k=0
ou seja, neste caso & valida a igualdade de Bessel.

Vamos, agora, encontrar um estimador para Akcum:sg
ja nao viciado. Seja entao Xl‘XZ""’Xn uma amostra aleato-
ria de tamanho n da densidade £, que queremos estimar.A fun
c¢ao de distribuigdo .amostral relativa as n'observagaes con-
sideradas € dada por
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(3.3.8) F () =~ 3} |1 (x) + +-I (xﬂ
n no.oy (Xi’b) 2 [Xi’xi]

sendo que a densidade f tem regido de suporte [a,bl, onde a
e b sao numeros reais. E entido natural considerarmos

. n ‘ '
Ak = f¢k(x)Fn(x)w(x)dx = %T .le¢k(x)g(x—xi)w(x)dx
(3.3.9) k=
onde
0 se x<0
e(x) =
1 se x=0.

Pode-se mostrar que o estimador (3.3.9) € um esti-
mador nao viciado de Ay - Este resultado consta no seguinte

TEOREMA 3.3.2 - Seja Aj o k-&simo coeficiente de Fourier da
funcido de distribuicdo F(x), cuja regiao de suporte é o in-

tervalo [a,b], onde a e b sdo reais e, sobre os quais as fun
¢oes ortogonais {¢k} estao definidas. Seja Ak definido em
(3.3.9). Entao

E(KQ = A,

DEMONSTRACAO - Seja Xl,Xz,...}Xn uma amostra aleatdria de ta
manho n da distribuigdc F. Como Ak ¢ simétrico em Xl’XZ"

..,Xn, temos que

i}
-
1
blw
B~

E(Ay) 1[¢k(x)e(x-xi)w(x)dx}

1

E[j ?k(x)e(x—xi)w(x)dx]

e essa expressdao s0 € ndo nula se Xis:stL



Assim,

E(Rk) = Ub ¢k(x}w(x}d:<] = EH;, Cbk(X)w(x)dx] -
y .

"J: [ Iby. e (x)w(X)'dX] dF(y) .

Usando integracao por partes temos

= y b b
Bty = -[F)[ oGowe0a] [ FmInmemay = A
b 0

Os sistemas oytogbnais trigonométricos completos
{cos kux},{sen kux}, eiXKTX 55 0s sistemas trigonométricos
mais comumente usados e se {¢k(x)} for escolhido como um de
les, temos que a‘;ondigéo,(S.S,l) estara verificado. Para o
caso de estimacdo restrita a intervalos finitos [a,bl,temos
que a funcgao de'diétribuigéo F pode ser definida de maneira
conveniente a esquerda do ponto a. Vamos entao procurar es-
crever os sistemas trigonométricos apresentados acima,de ma
neira a atender a fungéesrde distribuicio restrita a inter-
valos finitos do tipo [a,bl. Entdo, cada uma das sequéncias
ortogonais '

(3.3.10  {eos wnfi2)}
(3.3.11) '{sen kn(%%%]} © ‘ou

(3.3.12) {eik“(B"—:—i]}

sao completas com respeito a uma fungdo definida para ser:

i) par no intervalo [2a-b,b]



ii) impar no intervalo [2a-b,b]
ou
iii) zero¢ no intervalo [2a-b,a]

A funcao peso w(x) € por conveniéncia definida pa-
ra toda reta real. Todavia, quando a fungao de distribuicao

F € restrita a intervalos finitos [a,b] a funcao peso w (x)
sera definida como

2L, 51 (3)
b - a

(3.3.13) w(x) =

e quando consideramos densidades com regides de suporte in-
finita, tal como a distribuic¢do normal, temos que as técni-
cas obtidas para demsidades com regido de suporte finito dao
métodos de estimacio suficientemente precisOos para essas fa
milias mais gerais de distribuigbes. Se tomarmos

(3.3.14) RIGE Se“[““(ﬁm
temos

A0 = 0 e, para k=21

[ e

. 1
(3.3.15) A, = a

k 1Jbsen[kﬂ{%gg}]e(xuxi)w(x)dk

5%

e a expressao (3.3.15) sO € nao nula se x;in. Assim,

n 2I (X.) ¢b
La,b] i X-a
A, = ) : J sen[kﬂ[ ]]dx =
K af oam-a) b-a

2T (X)) S ey TYb
R

1
(R =]

i



_E%—(% izlcos[kﬂ{éﬁﬂ ra,b1 &)= ] )

(b—a)Ek-2(=1)k
km

onde cos k'n==(--1)k

( : L3 s (X.)
3.3.16) Cyp, B S cos[k'n( - ”I X,

k (b-a)n i=1 : aj| [a,b]™"1
onde X; & qualquer uma das n variaveis Xy,e.0,X  que repre-
sentam uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuigao E
Concluimos entdo que o estimador de F baseado no sistema or
togonal (3.3.13) é, dado por

(3.3.17) %m(x) = kzlsen[#“Ig :l]((b-a)ei;Z(-l)k]

Usando o fato de que Ek & despresivel para k> m,pa
ra um certo m, na maioria das distribuicgOes que podemos con
siderar, e que

X=-a

2 v -
- L —rse“[k“(mﬂ * —fa
podemos reescrever O estimador-(3.1.17) como

" x-a @ (b-a)c

(3.3.18) F_(x) = =2+ z ““TF’”E — k“(B‘E}

Uma observacao que temos a fazer € que um resulta-
do interessante obtido por Kronmal e Tarter foi

1im %m(x) = F_(x)

Mmoo



- Bf =
onde F_ & dada por (3.3.8), de onde segue-se que
E[lim ﬁm(x)]- ='F(x)
=fjj>roo

e dai, que lim ?m(x) & um estimador ndo viciado de F(x).
m-co

Derivando (3.3.18) em relacao a x temos

(3.3.19) F (x) = o, § ¢, cos km|X=2
Tt m 2 Lo~k T\ b-a
k=1

onde

o _ 1

2 b~a

Temos que %m(x) € um estimador de forma (3.3.2),

onde

e - (]}

com 50==EO/2, 5k==Ek, k=1,...,m e satisfaz as condigbes do
teorema (3.3.1), pois

De maneira andloga podemos mostrar que o estimador
para f(x) baseado no sistema (3.3.10) & dado por,

~1 m -
(3.3.20) £ (x) = kzlsk sen[kw(%rg)]
onde
s - 2§ senlin (g5 00
= . sen|km I X



0 novo estimador (3.3%.20) é baseado no sistema or-
togonal trigonométrico

\

{¢k(x) = sen[kwtb a}]}

com @ =s,. Para este estimador, também as condigoes do teo
rema (3.3.1) estao verificadas, ou seja, podemos utilizares
te teorema para avaliar J(%m(x)) e J(%ﬁ(x)). Uma objecgao que
podemos fazer contra estes estimadores € que eles proprios
nio sio densidades, ao contririo dos estimadores definidos
no capitulo 2, os quais sempfe definem uma densidade. Kron-
mal e Tarter [4}fprocuraram condigbes sobre m e n, de modo
que J(fm(x)) converge para zero. Este resultado consta do se
guinte

TEOREMA 3.3.3 - Se a série de Fourier de cosenos da densida
de f converge uniformemente e se m=0(/n), entdo

lim E(%m(x)-f(n))2 = 0
m—>00
0o

Uma observagao importante a ser feita € que a im-
portanc1a do teorema 3.3.3 ndo reside no fato de que sob cer
tas condig¢des a I.E.Q.M. vai para zero no limite e sim devi
do ao fato de que a condigdo m=0(v/n) indica que o namero de
termos do estimador pode ser»méntido constante relativo ao
tamanho da amostra. Outro fato interessante a ser ressalta-
do & que nbs podemos expressar os estimadores trigonométri-
cos com cosenos como estimadores algébricos da forma como de
finimos no capitulo 2, usando |

2
w(y) = le [seny(/yz/Z)]
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‘Kronmal e Tarter discutiram ainda a escolha do na-
mero de termos em %m(x). Eles concluiram que o nimero otimo
de termos, m, depende de (b-a)/B e, de natureza da distri-
buicdo a ser estimada. Aqui a, b e.B sao respectivamente O
limite inferior e o limite superior do dominio da densidade
e um parametro de escala da densidade de interesse.



CAPTTULO 4

OUTROS METODOS DE ESTIMAGCAO

Para concluir, faremos uma breve discussao  sobre
outros métodos de estimagdo, procurando discutir algumas de
suas propriedades. Os estimadores que consideramos no capi-
tulo 2 sdao considerados estimadores do tipo algébrico, que
sao casos particulares do qué os autores chamam de "Kerlel
Estimates'". Diversos autores se preocuparam com esse tipo
mais geral de estimadores. Um trabalho interessante que va
le a pena ressaltaréﬁ}igﬁ;ﬁéiho“dé?WétsoﬁeaLeadbetter [181.

Um passo importante além de considerar a consisten
cia de um estimador "timo" & determinar se umestimador pra
tico (naoc baseado na densidade desconhecida) pode ser assin
toticamente equivalente a um estimador "6timo'. Esse passo
foi considerado por Watson e Leadbetter [18]. Os estimado-
res por eles considerados,'sﬁo de um tipo mais geral que a-
queles que consideramos no capitulo 2, podendo ser expressa
dos na forma abaixo, com kn satisfazendo condigbes conveni-
entes, '

~

(4.1) £ (x) = %%

e~

1kn(x,Xj)

N
J

onde Xl,...,Xn representa uma amostra aleatoria de tamanho
n da distribuicZo da densidade £, desconhecida. Notemos que
os estimadores propostos no capitulo 2 para a densidade £
sao tais que '

-50-
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N | (x-y
(4.2) K, (9) = 5y w{ban)J

onde w(+) é definida de acordo com a definicao 2.1.1.Watson
e Leadbetter consideraram a I.E.Q.M; como uma medida da bon
dade de seu estimador e encontraram G kn(x,y) que minimiza
a 1.E.Q.M., denotado por 6;. Em geral 6; & uma expressao com
plicada, a qual depende em forma explicita da densidade f.
Watson e Leadbetter mostraram que o comportamento do estima
dor depende do comportamento da fungao caracteristica ¢f.Cg
locando kn(x,y)==6n(x—y) na definigdo (4.1) acima e usando
a formula de Parseval, temos que minimo da I.E.Q.M. & obti-

do tomando-se Gn dado por

lop(t) |7
(1/n)+[(n-1)/nl]eg(t)|?

(4.3) by (t) =
n

Temos entfo que o minimo da I.E.Q.M. & dado por

. §.(0) lo () }"
(4.4 IR 0) = —m - [t gt
1o (n-1) [ () ] ?
ou
o 5. (0)
(4.5) TE (1)) =~ 0(1/n)

desde que o segundo termo em (4.4) seja dominado por

1

bo(t)|?dt,
27 (n-1) I‘ e

A - - P - - - - » P
onde 6n e o 6§ otimo, que e encontrado invertendo-se a ex-

pressdc (4.3). Como podemos ver o minimo da 1.E.Q.M. J* cor



§
(@)
ormsd

t

respondendo a 5; depende de ¢..

EXEMPLO 4.1 -

1) Distribuicao de Cauchy,

1 3
£(x) = —2— , ¢p(t) = (V)
m(1+x*)
5% (x) = n e "X/2 copn X 1g(n-1) . 2n E {Ad.]r+1
B (n=1) (1-e ™ 2 T gyl x2+r?
De (4.5) segue-se que (n/lg n)J*-» (1/2%).
'2) Distribuicac dada por
1-]t] se [t] <1
f(x) = __].‘_:__C__C.)__S_.__.}.(_..a com (pr(t) = e
Tx? .
0 se |t]>1
5" %] = n [sen X‘"jl cos xt dt}
n (=tJm L x ) v -1y (1-1) 2 A
Assim, de (4.5) temos nJ* =+ 1/m. i
DEFINICAG 4.1 - Diz-se que a funcao caracteristica ¢f(t) de

cresce algebricamente com grau p> 0 se

Lim It[pi¢f(t)l = c>0.

[t]e
Um estimador da forma (4.1) € dito ter forma alge-
brica se 6n(x)==bﬂlﬁn)k(b"1(n)x)g Se sabemos que ¢.(t) tem

decrescimento algébrico com grau p, um estimador da forma



algébrica fn(x) pode ser encontrado cuja I.E.Q.M. J(%n(x)),

satisfaz

J(£, (X))
(4.6) 1im = i,
n+c J*(fn(x))

onde J*(%n(x)) € a 1.E.Q.M. correspondente a 6;(x).Isto sig
nifica que se a eficiéncia assintotica do estimador & defi
nida pelo lado esquerdo da expressdo (4.6), entao o estima-
dor tem eficiéncia assintética 1. O estimador € o do tipo al

gébrico com

by (1) = (+]e] )7 e bm) = en”H/PP
n

DEFINICAD 4.2 - Diz-se que a func@o caracteristica ¢ decres

ce exponencialmente com coeficiente p>0 se

|6 ()] < Ae~PIt]

para alguma constante a e todo t e se

1 1-2
1im [1+ezpvi¢f(vt)[2j dt = 0
V-=-co

0

Um estimador (4.1) tem a forma exponencial sea fun

cdo caracteristica de §_ ¢ dada por

(4.7) by () = h(Ane‘a%tl)
Tl

onde Anf}o para n>®, a>0 e h € limitada e de quadrado in-
tegravel. Aqui também Sn(x~y)==kn(x,y). Como no caso algé-
brico, um estimador da forma exponencial pode ser encontra-

do para o qual (4.6) é verdadeira. O estimador do tipo ex-
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ponencial, com |1-h(t)| <B|t| para |t| <1 (B & uma constan-
te), An==cn—b (b<1/2) e a=2pb € um estimador coma proprie
dade assintotica otima (4.6).

Estimadores de uma funcao de densidade que aparecem
em diferentes contextos sdo 0Ss estimadores de maxima veros
similhanca encontrados principalmente em Robertson [13] e
Wegan [201,[21]. Em geral, estimadores de maxima verossimi-
lhanga para uma fungdo de densidade nao existem mas se algu
mas restrigbes apropriadas sao colocadas na classe das den-
sidades, dos quais o estimador pode ser selecionado, entao
um estimador de maxima verossimilhanga sobre essa classe po
de existir. O tipo de restricgao considerada aqui € que 0s es
timadores sdo mensuraveis com respeito a uma "o-lattice".Se .
ja (2,A,u) um espago mensuravel, no qual a densidade esta de
finida e & totalmente finita. Uma '"o-lattice'" L(LcA) de
subconjuntos de 9 é por definigdo uma classe fechada sobre
a formacao de unioes enumeraveis e interseccgoes, contendo @
e o conjunto vazio. A fungdo f € L-mensuravel se o conjunto
[f>al estd em L, para todo numero real a. Robertson [13],u
sou o critério de mixima verossimilhanga para escolher umes
timador, ou seja procurou encontrar uma densidade £ L-mensu
ravel, tal que o produto dos valores de T pelos pontos ob-
servados & pelo menos tao grande quanto o produto dos valo-
res de qualquer outra densidade L-mensuravel por aqueles pon
tos. Um caso interessante considerado por Robertson [13] é
o caso de uma densidade unimodal, com moda conhecida. Uma
densidade unimodal com moda conhecida pode ser caracteriza-
da como mensuravel com respeito a uma o-lattice L, de inter
valos contendo a moda (isso & equivalente a: f & nao decres
cente para x<M e f é ndo crescente para x> M, onde Mé a mo
da). O estimador de Robertson tem a forma
& IAj(X)

(4.8) ¥ ixy = 5"
1 A(AS)

J

e
it 1R
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onde Aj’ j=1,....,k & um intervalo em L e xl,.f.,x11 € o par-
ticular conjunto de observacdes. A funcdo Ip. & o indicador
de A. e n. @ o nimero de observacoes em Aj, 321,25 00 s s Ko A

qui A(Aj) é a medida de Lebesgue do intervalo Aj’ j=l, ...k

0 exemplo que consideramos a seguir,encontra-se em
Wegan [21]1. Observaremos que uma caracteristica peculiar do

estimador de Robertson € um '"pico' proximo da moda.

EXEMPLO 4.1 - A figura abaixo € baseada em uma amostrade ta

manho noventa, obtida pelo método de Monte Carlo, de uma den
sidade triangular. Este & o estimador de maxima verossimi-
lhanca proposto por Robertson [131], com moda conhecida igual
a 1/2. Aqui, a densidade & dada por

4x 0<x<1/2
f(x) =
—dx+d 1/2<x<1,

e a reta foi dividida em 19 intervalos (em (4.8),k=19).

3 .
el
L Sreneey
L
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'
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,1 "v\—‘&
_’: e
0,25 0,50 0,75 1

Fig.1l - Densidade triangular (linha interrompidal junto com
estimativa de maxima verossimilhanga (linha solida)
quando & moda & conhecida e igual a 0.,5.



- 65 -

TABELA 1

VALOR DO

S
INTERVALO I ESTIMADOR EM I

[-e, 0,041) 0,0

f0,011, 0,155) 0,360
[0,135, 0,21u8) 0,430
[0,248, 0,264) 0,674
[0,264, 0,345) 1,37

(0,375, 0,41u) 1,59
[O,ui4, 0,432) 2,00
(0,432, 0,448) 2,17

(0,448, 0,493) 2,34
{0,493, 0,500) 4,02
[0,500, 0,505] 4,54
(0,505, 0,510] 2,26
(0,510, 0,553] 1,74
(0,553, 0,583] 1,48

(0,583, 0,834] 0,973
(0,834, 0,890] 0,605
(0,890, 0,915] 0,427
(0,915, 0,977] 0,357
(0,977, o ] 0,0

Robertson mostrou que se f € continua em X, entao

Lim_ Tfn(x) = £(x)

com probabilidade um e, sob a suposicao da continuidade de f, mostrou
também a consisténcia quase uniforme com probabilidade um. Uma falha
particular desse estimador, que pressupoe o conhecimento da
moda, esta no mau comportamento do estimador prékimo da mo
da, como podemos observar na figura acima. Wegan [21] pro-
curou melhorar o comportamento do estimador préximo da mo-
da. Ele obteve entdo, estimadores de maximd verossimilhan-

¢a quando a moda é desconhecida. Sendo [L,R1 o intervalo mo



dal, ele provou que ac se determinar o estimador de maxima
verossimilhanca com moda central desconhecida, temos que as
sumir que um dos pontos finais do intervalo [L,R] pertence
ao conjunto {YI’YZ"“’yn}’ que € o conjunto das observagoes
ordenadas. Temos entao 2n intervalos da forma [L,R] onde L
ou R pertencem a {yl,yzﬁe..,yn}, dos quais somente um & se-
lecionado, aquele mais provavel. Para maiores detalhes so-
bre estes estimadores, o leitor podera consultar os artigos
citados, pois nosso objetivo aqui foi, numa discussao geral
apresentar as condic¢Ges bastante especiais em que funcionam

Como um método bastante recente que nao foi aborda
do neste trabalho, podemos citar a estimacao de fungoes de
densidade por "spline functions" (ver por exemplo, Schoen-
berg, I.J. (1968) - Monosplines and quadrature formulae. -
Theory and Applicafien of Spline Functions (T.N.E.Greville,
ed.) Academic, New York). Pretendemos num proximo trabalho
discutir particularmente este método de estimacgao.

-0 -



APENDICE 1

Vamos tratar, agora, alguns resultados basicos da
teoria das funcdes ortogonais que utilizamos frequentemente
no desenvolvimento do capitulo 3. A maioria das demonstra-
¢oes dos resultados que apresentaremos poderao ser encontra
das em Sansone [161].

DEFINICAO A.1.1 - Uma fungdo ¢ de quadrado integravel € di-

ta normal, se

r) p2(t)dt = 1.

e

DEFINICAO A.1.2 - Um sistema {¢k(x)}<k3fungéesééﬁto ortogo

nal com respeito a fungao peso w(x), se

[ 4000 0ne08x = 8500

- 00

onde

1 se k=3
skj =
0 se k=j

No caso em que sao validas simultaneamente as con-
dicoes das duas definicoes para o sistema_{¢k(x)}, dizemos
' ~67~
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que {¢k(x)} & um sistema ortonormal.
Outro problema importante a ser considerado, con-
siste em determinar uma combinacao linear

f.o+...+c_f
i nn

“1
de n funcoes fl,fz,...,fn todas de quadrado integraiel e or
tonormais que estao a uma distdncia minima de uma outra fun
cdo F, também de quadrado integravel. Nosso problema consis

te em determinar as constantes Cl’CZ""’Cn de modo que

- - - - 2
(A.1.1) J (F-c 1 =Cpfpm.mcy £) 2dt
G

assume seu valor minimo. Temos entao

n 2 n
J (F-fc.f.)%dt = j det-+J {.Z Cifi] dtu-Z_E Cij Ff.dt
G G g 1=l =1 g

Como fl’fZ"“°’fﬁ & um sistema ortonormal,temos
j (F»XCifj)zdt = J F2dt +
G ¢ *

Igualando o zero as derivadas parciails com respei-
to a ¢,,CH,...,C_ encontramos
152 n

4
(A.1.2) gy = J Ff.dt  (i=1,2,....n).
G

Reciprocamente, substituindo (A.1.2) mna integral
(A.1.1), temos:



| (p_Zc,f_)2dt = F2dt + z c2-2 Z c.[ Ff.dt =
] i71 ia1 i e 1
G G G
n y 2 n 2
. f F2dt + z {c - J Ff.dtJ - z [J Ff.dt}
1 - i
=] i=1

@

que assume o valor zero quando os coeficientes ¢y sao dados
por (A.1.2). Provamos entdo que

TEOREMA A.1.1 - Se F é de quadrado integravel em G, e £,,..

..,fn sdo ortogonais em G, a combinagao linear Zcifi,na(nml
05 C;» i=1,...,n sdo os coeficientes de Fourier de F,ézacog
binacae linear de fl’fZ""’fn que & a melhor aproximagao em
média para F de todas as possiveis combinacOes lineares de

fl""’fn‘

As constantes s i=1,...,n dadas por (A.1.2) sao
chamadas os coeficientes de Fourier de F com respeito a fl’
I'B,fnl

TEOREMA A.1.2 - Se {fn} é uma sequéncia de fungbes ortogo-

nais em G, F é de quadrado integravel em G, {cn} & a sequén
cia de Fourier de F com respeito a sequéncia {f } entdoasg
rie

o~ 8
(g)
oo
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€ convergente e, mais ainda, as constantes c;, i=1,2,... sa
tisfazem a desigualdade de Bessel

TEOREMA A.1.3 (Flscher-Riez) - Se G & um conjunto de medida
finita, {¢n(x)} é uma sequéncia de fungdes ortogonais em G,

{a } é uma sequéncia de constantes para as quais a série
Zaﬁ é convergente e finalmente, se nos escrevemos

fn = a1¢1+...+an¢n,

entdao a sequéncia {fn} converge em média em G para uma fun-
cao f, a qual tem por coeficientes de Fourier os termos da
sequéncia {a_}, ou seja

a; = j f¢idt, i=1,2,....
' G

DEFINICAO A.1.3 - Seja G um conjunto mensuravel de pontos na
reta, p>0 e |£(t)|P integravel em G. Entdo, f(t) & chamada
integravel LP em G, e nos escrevemos f(t)GLp em G.

DEFINICAO A.1.4 - Seja {f } uma sequéncia de fungdes inte-

graveis LY em um conjunto mensurdvel G e £(t) integravel em
G. Entao {fn} € dita convergir em média de ordem p em G pa-
ra f(t), se '

lim f |£(t) - £, (t)[Pdt = 0
-+ G .

Se p=2 na definigdo acima, dizemos simplesmente que {fnﬁj}
converge em média para f(t).



DEFINICAO A.1.5 ~ Um sistema de fungGes ortogonais em G ¢

chamado completo em G, quando a Unica fungao de quadrado in
tegrdvel a qual & ortogonal em G a todas as fungOes do sis-
tema € a funcgdo nula q.c.

TEOREMA A.1.4 - Um sistema completo em um conjunto G de me-

dida finita consiste de uma quantidade enumeravel de fun-
¢oes.

DEFINICAO A.1.6 - A serie al¢1+a2¢2+...+an¢n € chamada con-

vergente em méida para £ em G se

o~
[A5)
<
u,:_z
~N
o
ﬂ
i
foms)

1im J (f—
- G i

TEOREMA A.1.5 - Se {f } & um sistema completo de funcbes or

togonais em um conjunto G de medida finita e se f & qualquer
fungdo de quadrado integravel em G, entdo a sequéncia {f },
onde '

£, = 819573,

» J¢2+...+§ ¢

n'n

com

Y
]

jf¢idt;' 121 .2, .0

converge em média para f, isto €

1im j |£-£_|2dt = 0
n-w G

e consequentemente

1

o~ 8

= j f2dt

i G



- 97 -

Notemos que convergéncia em média da série

[2e]

L %%n

n=1 ~

para a funcgado f nao implica em convergéncia pontual da sé-
rie, pois se t & um ponto em G, nao segue necessariamente
que

£(t) = a1¢l(t)+a2¢z(t)+...+an¢n+....

TEOREMA A.1.6 - Uma condigdo necessaria e suficiente  para
que a sequéncia ortonormal {¢n} em um conjunto G de medida

finita forme um sistema completo € que, para toda funcgao f
de quadrado integravel em G,

[ sar - ([ agter)’
- n=1 G

Os resultados que apresentaremos a seguir dizemres
peito a secgdo 3 do capitulo 3, onde discutimos o uso de sis
temas ortogonais trigonométricos.

DEFINICAO A.1.7 - Seja f uma funcao integrével- de periodo

2m. Entdo as constantes dadas pelas expressoes

1 (T
ag = - J f(x)dx

=

1 (" 1 ("
8y = - I f(x)cgs kxdx bk ol J f(x)sen kxdx

=T -

k=1,2,..., sao chamadcs constantes de Fourier de f(x) ea sé'
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rie

@

%ao".z

1-l(akcos kx+bksen kx)

& chamada série de Fourier de £(x).

TEOREMA A.1.7 - Seja f£(x) integravel em (-m,m). Se f(x) sa-
tisfaz a condigao £(x) = £(-x), ou seja £(x) & uma fungao par,

entio sua serie de Fourier se reduz a série dos cosenos. Se
£(x) & tal que f(x) =-£f(-x), ou seja £(x) & uma funcdo im-
par, entdo sua série de Fourier se reduz a série dos senos.

Notemos que os estimadores (3.3.19) e (3.3.20) sao
bastante parecidos com a expansdo de Fourier dos cosenos ¢

dos senos respectivamente, de uma fungao com - ay = Ek em
(3.3.19) e a, = Ek em (3.3.20).

TEOREMA A.1.8 - Os sistemas de fungoes

1 cos kx sen kx 4._q 5
/Zm /T /T

sdao completos em [0,2w1, isto 8 se 8(x) e de quadrado inte-
gravel em [0,2n], de modo que

2m 2m : 2m : -
f B(x)dx = 0; J 8(x)cos kxdx = 0; j o(x) sen kx = 0,

0 0 0
k=1,2,...

entdo 6(x) =0 em quase toda parte em [0,2m].

Como ja frisamos anteriormente, a demonstracao de to
dos os resultados que apresentamos neste apéndice estao em
Sansone [16]. ‘

_D’_



APENDICE 2

No capitulo 1, para motivarmos o problema da esti-
macdo de uma fungao de densidade, apresentamos o método in-
troduzido por Pearson, através do qual se procurauma expres
sio matematica para representar uma populagdao. Neste apéndi
ce discutiremos outra representacido, que consiste basicamen
te em expressar a funcao de densidade por uma expressao em
série. Nos referiremos a esta expansfo como séries de Gran-
Charlier do tipo A, cujos resultados constam de Kendall e
Stuart [3]. Escrevendo a normal padronizada como

o ?
a(x) = 1 e X /2’

Vin

denotando

e considerando as derivadas sucessivas com respeito a X, ob
temos

Do(x) = =xo(x)
D%a(x) (x2-1)a(x)
D3a(x) (3x-%x2) 0 (x)

e assim por diante. O resultado &, em geral,um polinémio em
x multiplicado por 0(x). Podemos definir o$ polinomios de
T



- J5 =
Tchebychev-Hermite Hr(x) pela identidade

(—D)ra(x) = Hr(x)a(x)

N - s s r =
Evidentemente H. ¢ de grau r em x e o coeficiente de x” ¢ a
unidade. Por convencao Hy = 1. Temos

a(x-t) = exp(—%x2+tx—%t2) = a(x)exp(tXm%iz)

™

e entao pelo toerema de Taylor

® o135 @ ]
a(x-t) = § LT ¢Ipla) = a(x) I HH (%)
j=0 Je j=0 Je ]
T

Consequentemente Hr(x) e o coeficiente de %T em exp(tx-%tzL
de onde segue-se

21 (u] L6l
(A.2.1) H.(X) ='XT‘“%_TTXT—Z‘+r r-4 r-6

Agui,
rEk} = v(r-1)...(r-k+1)

Os primeiros 10 polinomios sao:

HO = ]

H1 = x?

H2 = x“-1
H3 = x°-3x

Hy = x"-6x%+3

He = x°-10x7+15x

Hg = x®-15x"+45x2-15

H, = x7-21x5+105x%-105x
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Hg = x8-28x%+210x"-420x%+105
Hg = %% -36%x7+378x5%-1.260x%+945x
Hy, = WO 45%x8+630x6~-3.150x"+4.725x%~945

Esses polindmios tém uma propriedade ortogonal importante,
ou seja

i
o
=
»
=

(A.2.2) f H_(x)H_ (o (x)dx

-0

é ortonormal em (-»,®). A prova desse resultado pode ser en
contrada em Sansone [161, pdgina 308.

Suponhamos agora que uma fungao de densidade pode
ser expressada formalmente em uma série de derivadaschaa(x}
Mais tarde, discutiremos em que condigdes tal expansdo € va
lida. Temos entao

£(x) = 'ﬂHj(x)a(x).

) ¢
j=0

Multiplicando ambos os lados da expressao acima por
Hr(x)'e'integrando de -» a », temos em virtude :de (A.2.2)
que

(A.2.3) c‘ = f—T-Jmf(x)Hr(x)dx.

- OO



o TF

'Substituindo em (A.2.3) os valores explicitos de
Hr(x) dados por (A.2.1), temos

[2] [u]

1{ T : }
c. = Zriu,- TR T
T TR gqp TTE g gy T

de onde segue-se que

( &=
CO 1
¢y = 0
_ 1
¢y = z(uy-1)
, _ 1
(A.2.4) feg = gu,
1
¢y = gg(ug-6up*3)
I ! _
Cg = T7p(Mg~10u3)
1
Fcﬁ = 776(u6-15u4+45u2-15)

e assim por diante. Temos entao a expansao formal

(A.2.5) £(x) = a(x){1+%(u2—1)H2+%u3H3+%E(u4-6u2+3)H4+..J

Se a densidade & expressa em medida padronizada fme
diante o uso da transformagéd*(x—u)/c), temos que

(A.2.6) f(x) = m(x){i+%u3H3+%K(u4-3)H4+...}

As séries (A.2.5) e (A.2.6) sao chamadas séries de
Gran-Charlier do tipo A.

Em medida padronizada as relagdes (A.2.4) tornam-
se em temos de cumulantes:
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(€o = i

Cqg = ¢y 0

Cq = k3/6
(A.2.7) .C4 - R4/24

Cg = k5/120

e = 770 (K" 10KD)
onde

ky = Uy

ky = ugm3u3

kg = ug=10uzl,

ke = u6F15u4uz—10u§+30u§

Notemos que ao transformarmos uma distribuicgao com
cumulantes k. para‘a distribuigdo padronizada corresponden-
te, os cumulantes da distribuigdo padronizada k7. sao dados
por

% _ 1T T
kr = k™ /o

onde o & o desvio padrio da distribuigao.

Em situagbes praticas, ao representarmos uma fun-
¢do de densidade por uma série do tipo A, vamos levar em con
ta somente alguns termos. Usualmente vamos representar a den
sidade desconhecida pela série

k ky 5

3 k k6+10k§ ’
(A-Z.S) Q(X) (k +TH3 +-2-IH4+T2-6-1'15+——‘7-2'6—’_H6}

desde que os termos remanescentes sejam despresiveis.
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EXEMPLO A.2.1 - Utilizando novamente o problema dos feijoes

introduzido no exemplc (1.1) vamos encontrar uma eXpressao
para f(x) mediante o uso de (A.2.8). No exemplo 1.1 ja ti-
nhamos encontrado os primeiros quatro momentos. Emmedida pa
dronizada, para os primeiros seis momentos, encontramos:

g = -0,910569
u, = 4,862944
Vus = ~12,574125
wg = 53,221083

Entdo a série € dada por

9.4400(x) {1 - 0,1517621—13 +0,0776227H, - 0,02890361‘15 +0 ,0142735H6}

4

A tabela seguinte dia as frequéncias tomando-se os primeiros
3, primeiros 4 e primeiros 5 termos na série acima respectivamente.

TABELA

3 4 5
TERMOS | TERMOS | TERMOS

16,3  -15,2 2,0
12,8 13,7 -35,3
25,6 116,86 22,3
241,7 370,4) 438,1
1.012,7} 826,2{1.214,0
2.155,411.833,0|1.666,9
2.583,0}2.506,4(2.112,8
1.788,4|2.082,6(1.916,7
713,4} '921,6/1.183,4
280,7 189,0 371,2
258,7 132,1 66,9
206,2 178,1 101,2
88,7 117.,0 107,1
29,6 43,5 54,0
5,8 10,0 15,4

{1,7 3.3

8.440 9.440 9.440
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Olhando a tabela vemos que a série com 3 termos com
porta-se de modo mais razoavel do que as séries com 4 e 5
termos, visto que estas uUltimas apresentam valores negati-
vVOS. . f

Os dois resultados abaixo estabelecem as condigoes
em que existe uma expansdao em série (convergente) do tipo A
da densidade f(x). '

1) Kendall e Stuart (3], pg.161. Se f(x) € uma fungado a
qual tem derivada continua tal que

[0 w7

-=CO

converge, e se f(x) tende a zero para |x| tendendo ao infi-
nito, entao f(x) pode ser desenvolvida na série

C.

(A.2.9) T f(x) = 4 DI a(x)

We~18

j=0

onde > € dado por

o0

cj = I-f(x)Hj(x)dx

- OO

Esta série € absolutamente e uniformemente conver-
gente para == < X <, '

2) Kendall e Stuart [31, pg.161. Se f(x) € de variagao
limitada em todo intervalo finito e se

[M1eca e/ ax

-00

existe, entdo a expansao de f(x) na série (A.2.9) converge
em toda parte para a soma %{f(x+o)~+f(x-0)}. A convergéncia
é uniforme em todo intervalo de continuidade finito.

-0 -
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