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PREFACIO

No presente trabalho, procuramos analisar alguns aspectos do
problema do dimensionamento de uma amostra, quando o fator custo de a-
mostragem deve ser considerado. Nao nas preocupamos, entretanto, senao
superficialmente como problema da determinagaoc dos custos, poils este as-
sunto 6 mais especifico para um economista ou administrador,fugindo da

algada do estatistico.

A fim de ‘limitar a exposigao a um tamanho razoavel, restrin-
gimo-nos apenas a Amostragem Casual Simples e Estratificada. Na grande
maioria dos casos, o parametro em fungao do qual € realizado o planeja-
mento da amostra € a média populacional W, mas o total populacional T po

de eventualmente ser lembrado também.

0 trabalho se compoe de cinco capitulos. Cada capitulo esta
dividido em segbes, cujo titulo vem antecedido por um par de ndmeros. A
maioria das segdes esta dividida em subsegdes, indicadas por trés nime-

ros. Damos a seguir uma breve descrigao do conteldo de cada capitulo.

No capftulo I, ndo sao diretamente citadas técnicas de dimen
sionamento, mas tao somente os instrumentos em geral apropriades para
tanto, tais como alguns tipos de fungao custo e de fungao berda, preci-
sao absoluta, coeficiente de variagdo, etc., e que serao utilizados nos
cap{tulos subsequentes. 0 capitulo II refere-se a Amostragem Casual Sim
ples, no qual é dada 8nfase a duas linhas de pesquisa: a utilizagao da

_.iv..



funcéo perda,e a utilizagdo da idéia de custo marginal de uma unidade de
amostragem,a qual cremos ter mostrado ser um caso particular de aplica-
cao da fungao perda.

Os trés capitulos seguintes referem-se aAmostragem Casual Es
- tratificada. No capitulo III,analisamos os detalhes da Partilha de Ney-
man,bem como aspectos da utilizagdo da Fungao Perda na Amostragem Ca-
sual Estratificada. No capfitulo IV,estudamos dois problemas com os quais
em geral se defronta o pesquisador que tiver de planejar uma amostra ca-
sual estratificada, quais sejam, a determinagao do numeroc e dos limites dos
estratos em que a populagado devera ser dividida. No cap{tulo V sao estu-
dadas técnicas de dimensionamento quando duas ou mais variaveis precisam
ser consideradas. Os capitulo IV e V.incluem aplicagbes praticas dos res
pectivos assuntos neles tratados. Nos treés capitulos, sdoc apresentadas,
mediante a inclusdo do fator custo, frequentes generalizagbes de muitas
sitpagdes constantes da bibliografia basica.

As passagens matematicas mais importantes e as principais for
mulas s&o indicadas por um par de nimeros entre parénteses.0 primeiro nd -
mero representa o capitulo onde se encontra a passagem ou formula,e o se
gundo representa seu nimero de ordem dentro do capitulo. Ex.: (3:8) re-
presenta a sexta formula do terceire capitulo.

A bibliografia utilizada encontra-se relacionada no fim(i)tqg
bélho,em ordem alfabética dos autores.Quando houver necessidade de cita-
gao de alguma obra ai incluida,citaremos o Gltimo sobrenome do autor, se
guido de seu nimero de ordem na bibliografia,e,se for o caso,a pagina da o
bra citada onde se encontra a referénéia(ﬂ}iﬁﬁﬁrsseewEx;:Sampford[ie;85].

Concluindo,desejamos expressar nossos agradecimentos a todos
os que direta ou indiretamente colaboraram no presente trabalho,e em es-
pecial:

a) ao Prof. Dr. Lindo Fava, pela orientagao recebida;
b) aos Profs. Drs. Antonio Morales e Clovis de Araujo Peres, pelas
preciosas opinides e sugestoes oferecidas;
c) ao Sr. Joao Baptista Esteves de Oliveira, pelo paciente traba-
lho de datilografia. ,
Sao Paulo, margo de 1976

Ruy Donini Antunes



CAPITULO I

MODELOS GERAIS

1.1 = INTRODUCAO

Neste Capftulo, procuraremos citar os principais
instrumentos necessarios ac dimensionamento de uma amostra,
guer guando o fator custo de amostragem precisa ser inclui-
do no problema (caso da fungao custo e dos diversos tipos de
fungao perdal), gquer quando esta variavel pode ser dispensa-
da (caso do coeficiente de variagao e do erro admissivel ma

ximol .

Nao nos preoccuparemos em obter formulas de dimen-
sionamento; tais formulas serao obtidas, em carater bem es-
pec{fico, nos capfitulos seguintes, mediante a adequada uti-

l1izagédo dos modelos que agora passamos a estudar,

1.2 - A FUNCAD CUSTO

Como o custo de amostragem & fator basico em nos-
J :

so trabalho, comegaremos com o que seja uma fungao custo de

amostragam, bem como de seus principais componantes.

A selegao de uma amostra sempre custara algo; es-
se algo, na maioria das vezes, & expresso em termgs moneté
rios, mas dada a dificuldade de determind-lo com razoavel
rigor, pode também, como observa Sampford [16:;85],ser ex-

presso em tempo para selegdo, tempo de viagens, nimerc de
o



pesqguisadores, etc. Admitindeo que a selsgao da amostra cus-
te sempre alguma importdncia am dinheiro, ou traduzivel em
dinheiro, podemos dividir gualquer funcao custo em duas par
tes: 0s custos fixos €y’ que nao dependem dog tamanho n da
amostra, e os custos variaveis c, ause sdo fungdo direta da
amostra. A funcgdo custo, que indicaremos genericamente por

C, ficara entéao:
C = o, + C {1:1)

Os custos fixos podem incluir as seguintes compo-
nentes:

1) despesas de administragao (luz, telefone, aluguel,im
postas,etc.)] que devem ser adequadamente distribui-
das pelos custos das amostras em plansjamsnto, ou di
vididas entre as custos das amostras previstas para
o periodo a que se refarem;

2) despesas com pesscal técnico (salarios, material de
escritorio, treinamento dos entrevistadores, etc.l;

3) despesas com c lsvantamento de uma amostra prelimi-
nar (com o objetivoc de tomar um primeiro contato com
a populagédo a ser amestradal, a fim de avaliar mods-
los de questionarios, estimar variancias e custos,
etc. Versmos gue, se essa amostra preliminar puder
vir a fazer parte da amostra definitiva, parts de seu

custoc podera ser inclufdo nos custos variaveis.

0s custos variaveis dependsm diretamenfede tamanho
n da amostra. Sua expressao hais simnles ocorre quando to-
das as unidades amostradas tém o mesmo custo unitario de a-
mostragem; entretantc, podem ocorrer variagdaes desse custo
unitdric, o que ja sera assunto para uma analise posterior

mais especifica.



1.3 - A FUNCAD PERDA

1.3.1 - DEFINIGOES

Yates [20:;293] apresentou,pela primeira vez,uma so
lugado generalizada do problema do dimensicnamento de uma a-
mostra, com base na fungao psrda. Daremos, nesta segdo 1.3.,

as bases de sua solugao.

Consideremos uma populagao qualquer X gue dependa
do parametro 6, s seja 06 um estimador justo desse parametro.
Uma genérica fungao perda sera indicades por L{(B;6), e sera

definida por:

= A1[é~elb <= 0 20
L(B:8) : (1:2)
- kzls-éib o= 0 <0

onde A,, X, 8 b>0 sao constantes.

A fungdo perda traduz a perda em dinheiro (ou gual
gquer outra grandeza traduzivel em dinheiro) decorrente do er

ro cometido na estimacgaoc de 6.

Suponhamos que ¢ tamanho n da amostra nas influa na
forma da distribuigdo de §, isto &, que a distribuigdc de 6,
para todos os possiveis valores de n, tenha sempre da mesma
forma, digamos £(650), 6eQ. A fungao risco associado ao es-
timador 6 e ac valor do parametro 6 sera indicadgporRL(B),
e & definida pela esperanga matematica da fungao perda

L(6;0), HEn, ista &:
R, (6) = ELL(6:0)] ’ (1:3)

Admitindo que 8 tenha uma distribuicio normal, )
que, se nao & exato, é bastante razoavel gquando a amostra &

moderadamente grande, teremos:



¢

R, (8) = ) L(B;8)£(H;6)dB =

t
Q
+00 6
£ = - . . e - a~
“ 11[e~9)bf(8;6]d8+ j Azta&elbf(e;e)de (1:4)
P
9 2k

-

Fazendo a transformagao 6 -8 =20, onde g(z), zE6R. & a fun-

caoc densidade da variavel normal padronizada Z,e q;*%ci(é -

resulta:
4o g
bl b b )
RL{SJ Gotklf z g(z]dz-*lzj (-2) g(z]dz] (125]
8] -0

Chamando a expressao entre cclchetss de AO’ obtemos entao:

b .
RLEG] XOGO {1:8)

Para diferentes valores de b, o calculsc de:

roo . 4o _E:
J zbg[z)dz = 1 j zb'a ‘ dz
2 I
qus chamaremos de I(b). depende da utilizagdo da fungao ga-
ma : '
$+ 00
T'(m) = I x™lee™* 4x, m>0
0

Mediante a transformagao x = 22/2, obtemos:

+co 2
T{m)] = . ( 22m~1 e 2 dz
2m-1
G
Fazendo 2m-1=b, e introduzindo o fator 1/¥2% em ambos os ia
dos da igualdade, resulta:
a.n
i 72

I{b} = —= T(

/T

b+1
2

) 373



0 valor de F{E%i} node ser obtido em tabelas espe-
c{ficas; em casoc de nenhuma estar disponivel, damocs os prin
cipais valores de I(b). Os valores I{(1) =1//2m e 1I(2) = 1/2
foram calculados diretaments;os demais foram calculados com

base na tabela de Burington L4:;264%].

b 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

I(b} 0o,4110 0,3986 0,3889 0.4097 00,4360 0,45389 00,5000

TABELA 1.1

Na pratica, b= 1 e b= 2 sac os valores mais usados,pois pa-
ra ssses valores, o parametro Gg torna-as respectivamente o
desvio padréoe a varidncia de 8. Além do mais, para b= 2 ocor
rem outras simplificagoes muito convenientes qus serao cita

das logo a ssgulr.

1.3.2 -~ DIMENSIONAMENTC DA AMOSTRA

Suponhamos gue o custo do levantamentc de uma amos

tra de tamanho n sela dado por uma funcao custo gualquer:
C = C{n}

Se ndc for considerada a presenga de risco, isto &, se,gual
gusr gue seja a estimativa éO abtida com o estimader 8, po-
de-se tomar como nulo o prejuizo decorrente do srro de esti
magao, o tamanho da amostra pcae ser determinado mediante a

simples fixacdo da verba C destinada & selegao.

No caso que nos interessa pressntements, entretan-
to, o custo de amostragem hédoc ssra a Gnica dsspesa associa-
ds 3 selecdo da amostra; devemos agregar-lhe o risco (lsto
6, o prejufizo praviste) decorrente da utilizacao da estima-
tiva 6 ..

0

Seja entdo a fungao:



g = RL€6} +C

D

cnde poramocs RLiG)= R{C}, 1ste &, R, (8] =R{C(n)},significan

1
do que o risce fol coloccado como fungaoc direte do custoC de
amostragem, s como fungdo indirsta (fungic de fungdo) de ta

manho n da amostra. Decorre gue a guantia total empanhada

nessa amostra de tamanho n sera:
§ = Q(CY = Q{cin)i.

0 problsma consiste, basicamante, em minimizar Q.

Em carater geral, esta minimizacdo pode ser reali-
zada em fungao de C, obtendo-ss resultados genéricos que néo
exigem o conhecimaento imediato da expressao formal da fun-
¢ao custo C. Por cutro ladsc, como veremos opartunamente (sg
¢ao 2.3), esta maneira de abordar o probiema & importante,

por envolver a nogéo de custo marginal.

Sob este ponto ds vista (minimizacgdo de Q em rela-
a C), Yates [203292] propoe para a variancia do estima-

r 6 a forma genérica:

o«
Q
(o]

2 s g2 & N :
o?(6) = of — Kk (1:8)

=&,
onde h & k sac constantes gue dependem da populagao amostra
da e do método de amostragem escolhido, e g representa os
custos fixos no processo de amostragem. Ne Amostragem Ca
sual Simples e na Amostragem Casual Estratificadé, a estru-
tura de expressaoc (1:8) dsvera ficar mais expl{cita, em vir

tude das aplicagGes gue entao serac feltas.

A fungao QIC) resultara:

N o

h
QIC) XO(E‘_:‘E;*
4]
dg
dC

-k} +C (1:8)

8 passara por um minimo guando

=0, isto &, gquando:



)
. h ~ g
{C~-co)tc__c0 k)

. :10)
= Sh,bh (1:10)

Esta equagao & uma equacgao em C; resolvida, dara o
valor de C qus minimiza a quantia empenhada na amostra {is=
toc é, risco mais custo). Os calculocs do valor de § minimoc =

de RLIG) sag imediatos.

F interessante observar que, se b= 2.,as conclusdes
apresentadas podem ser obtidas mesmo dispensando a hipctese
da normalidade da distribuigio de 8. De fato, pare b= 2, su

ponhamos inicialmente uma fungac psrda onde 11= XZFX:

L(6:;8) = A(8-0)2, Ben (1:11)

0 risco essociado sera:

R, (8) = E[L(B;0)] = AE[(B-6)1% = x02(H) (1:12)

E; portanfc, suficiente admitir gque a distribuigao

de & tenha varifncia finita.

Para uma fungdoc custo C, devemos minimizar Q=RL+C=
h
C=g

Tomando a forma genérica 02(8) = -k, o minimo de § o-

corre quando:

(C-c.}? = Ah (1:13)

dvel se a distribuigéao

s
' =8. Obtemos:

(28
m
<o
.h
o
]
w
s
3
M
ot
L |
v
0
1}
o
=3
o]
®
o)
)
e
Q
m

R, (8) = %[l sh_)+g?(8)

(C-cg)? = 20h +h,)0n (1:14)




Para a determinagdac do tamanho ctimo n da amostra,
e necessario dispor da expressao de C em funcdo de n. adota
da como a mais conveniente para o caso. Se esta expressan
estiver disponfvel desde o infcio, sera mais adequado subs-
tituir C em (1:9), e calcular diretamente o valor de n, me-

diante a resolugdo da equagao em n:

.

iy 0 (1:15)

Para finalizar, observemos que todas as conclusoes
desta segao 1.3 sdo gerais, aplicando-se portanto aqualquer
processo de amostragem e a gualquer parametro cuja varian-
cia do respective estimador varie em sentido contrario ao de

ne

1.4 - COEFICIENTE DE VARIAQAO

Suponhamos uma populacéao qualquer X, finita ou in-
finita, discreta ou. continua, com média p=0 e variancia

02. ambas finitas e conhecidas.

0 coeficiente de variagao dessa populacao serd in-

dicado por C(X), e & definido por:

g

C(X) —_
M

{1:16)

Este parametro permite analisar a grandeza do des-
vio padrado em relacdo a média, pois ao dividirmos © por W,

estamos adotando U como unidade de comparacao.

Suponhamos agora que a populagao X dependa de um pa
rametro 6 e que ) seja um estimedor justo deste parametro.

Se

1im 02(8) = 0

n-—>co

® sera consistente, mas o importante & que 02(6) e n variam



em sentidos contrarios, ou seja, quanto malior o tamanho da
amostra, tanto menor a variacao dos valores de ® en torno de
E(6). Este fato pode ser aproveitado para o dimensionamento
da amostra, mediante a definigdo do cosficiente de variagao

de 0:

. ol(8) _
c(g) = -I—E(—é—r'— (1:17)

Para o dimensionamento, podemos fixar subjetivamen
te o valor de C(6), ou entdo fixa-lo como uma porcentagem B
de C(X):

C(B) = BCI(X)

Em seguida, em qualquer dos casos, desde que C(X) seja co-

nhecido, o calculo de n & imediato.

1.5 - ERRO MAXIMO ADMISSTVEL

Suponhamoé uma populacao X qualquer, com média U e
varidncia o2, ambas finitas. Desejamos estimar o parametro
6 mediante o estimador justo e consistente é.cuja variancia
& 02(8); uma forma de fazé-lo serd fixando uma probabilida-
o (0<a<l) de modo que seja de a a probabilidade de a estima
tiva a ser obtida se desviar, em qualquer sentido, por mais

de d unidades do verdadeiro valor do parametro 6.

Denominaremos d de erro absoluto maximo admissivel;

seu valor sera expresso sempre na mesma unidade de 0.

Entao:
P(|B-8]>d) = a

ou também:

plf-ol, d y_,

og(8) ()



ou

d

-

ag(6)

] = o

P(]z] >

onde Z é a varidvel padronizada, de média nula e variancia
unitaria. Se 6 tiver distribuicdo normal (ou aproximadamen-
te normal, o que & uma suposigéo razoavel em muitos casos.,e

principalmente no caso mais importante em que é‘=§), podere

mos por:
d -z 50 (1:18)
g(8) *
onde za € a abscissa da distribuigdo normal padronizada 74
tal que:
P(|z]>z) = «a
B a H

Portanto, d= zaoté] e a partir dai, dispondo-se da
expressao de o(6) (que depende de n), podemos calcular o va

lor requerido de n.

OBSERVACOES :

1) Se o estimador & nédo for justo, mas for possfvel cal
cular o valor do viés, o resultado acima pode também
ser aplicado, bastando-se apenas ter o cuidado de u-
tilizar um novo estimador 6' do qual ja se tenha ex-
traido a tendéncia.

2) Se o erro maximo admissivel nao for fixado em termos
aﬁsolutos, mas em termos relativos, como uma porcen-
tagem B de 0 (suposto nao nulo), deveremos reformu-
lar a questao de modo que seja de oo @ probabilidade
de a estimative se desviar, em qualquer sentido, por

mais de BB do verdadeiro valor de 6. Isto é:

P(|6-0]>80) = a



- 11 -

Usando as consideracoes anteriores, temos:
B8 = z o(8)
donde
o(8)
o 0
Como 8 foi admitido justo, entdo:

-

B = zaC(G) (1:18)

e a partir dafi determina-se o tamanho requerido da amostra,

jé que C(8) depende de o(8), gue por sua vez depende de n.

0 conhecimento do coeficiente de variacédo da populacgao,C(X),
serd necessario em geral.

3) Em certos casos, considera-se como ocorréncia de um

erro o desvio da estimativa apenas para um dos lados

da distribuigao. Nesta condigao, a probabilidade o

distribui-se de modo inteiramente unilateral (isto e,

apenas na lateral onde estd sendo considerada a hipé

tese de ocorrencia do erro):
P(6-06>d) =a ou P(B-08<-d) = a

Portanto, o valor da abscissa padronizada nao mais

sera Za e sim 2z , que sera tomada com sinal positivo ou ne

20.
gativo, conforme o caso.



CAPITULO II

AMOSTRAGEM CASUAL SIMPLES

2.1 - A FUNCAO CUSTO

Certamente a fungao custo mais simples neste tipo

de amostragem ée:
Co * €N {2511

onde o ja foi definido em 1.2, e ¢, € o custo unitario cors

1
tante para amostrar uma unidade (incluindo despesas do tipo
pagamento de entrevistadores, impressao de questionérios.tg

bulagao, ete.).
Entretanto, outras fungoes mais complexas podem ser
propostas:

+ ¢ nP p>0

C = ¢ 1n #

0

ou

n n n
C = c0[0)+~cl(1)+ 02[2)

Em ambas, o custo C ndo & mals considerado como fun
¢ao linear de n. No primeiro caso, mesmo admitindo-se que o
custo unitadrio de amostragem se mantenha constanfe, pode-se
depois de um ndmero relativamente grande de levantamentos,
chegar a conclusdo de que.a fungao custo mais adequada e da-

quele tipo, em virtude da introdugao de fatores varios e im
-12-



ponderaveis.
No segundo caso, ¢y representa o custo de amostra-
gem da primeira unidade amostral,mas esse custo ndo se man-

tém constante,variando em progressao aritmética de razéo ¢,
" (a variagao pode ocorrer, por exemplo, em virtude da aquisi-
gao de maior familiaridade dos entrevistadores com a tarefa,
diminuindo o tempo da entrevista: 02<0, ou,contrariamente,pe
la necessidade de entrevistar unidades amostrais cadavez mais
distantes, aumentando o tempo médio de cada entrevista:02>D].

Para maior comodidade,adotaremos semprea fungao cus

to proposta no infcio: C = Cu*cqyn-

2.2 - A FUNGCAO PERDA

2.2.1 - PARTICULARIZACOES
Ja vimos que a fungao:

b
b 2
Q(C) = A (x———~-k) +C (2:2) e (1:9)
o‘c - Cg
que representa a quantia total envolvida na selegao da amos
tra e na perda essperada pela tomada de decisoes em funcao
dos resultados obtidos, passa por um minimo quando
b
1...
. z

- 2¢_h ‘ = 1 : ;
(C-cy) (c— 5 k) 5\ gbh (2:3) e (1:10)

No presente caso, em que utilizaremos o estimador:

para estimar a média u de uma populagao mediante a amostra-
gem casual simples, distinguiremos duas situacgOes: amostra-

gem com reposigao (ou equivalentemente, amostragem sem repo
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sigao em populagao infinita) e amostragem sem reposicaoc em
populagdo finita. Lembrando gue a expressao generica da va-

riancia do estimador 6 era:

G2LB] 3 smmee = K (2:4) e (1:8)

faremos as particularizagoes de h e k para 6 =X, consideran

do as duas situacoes acima citadas.

a) Amostragem com Reposigdo (ou sem Reposigdo em Po
pulagao Infinita)

4 2 ~ -~
Sabe-se que 02%(X) = %Tu E conveniente entdo par:
= 2 =
h o] cy e K 0

Os valores de b e XO dependem a fungao perda adota

da. Por exemplo, para b=2 e A1= 12= A, resultara:

400 _ 0
Ao = A jzzg[zldz * jzzg(z)dz (2:5)
0 o= 00
isto é:
1 1
Ao”"[ﬁ”‘z‘]
ou seja:
AL o= A (2:8)

0
Portanto, em (2:5), substituindo devidamente, obtemos:
2
o 1z 1
-0) = 5-102'020

2,0
(e,n) ( 1

donde:



2
no= Al (2:7)
%
Se Alx AZ’ entéo 10=-%(ll4-kzl e portanto
(A,+A,)o?
SR et M de (2:8)
2c1

Novamente para l1= A2==X. e fazendo b= 1, a fungao

perda sera:

L{x;u) = A]x-u|, xer (2:9)
Entao:
Ay = 2 (2:10)
V2T
e dal, substituindo em (2:3), teremos:
1
2 2
[clnlz(%r) = % ng*l*czcl
V2T

isto é&:

(2:11)

Se Al ¢A2. conclui-se que:

s [T+ )02
AE NI S S (2:12)
201/§F




= Y]

b} Amostragem sem Reposigdo em Populagdo Finite

Nesta condicao, sabe-se que

2 - LN-n
o (X) = =1
onde N 6 o tamanho da populagdo. A fim de adaptar 0%(X)a ex
pressdo genérica de (2:4), é conveniente substituir 0% por

N-1 .2
W S¢, onde

N

1 2
s = — } (X,-u)%.,
N-T L0
Resulta entao:
2
» 2 o - _S__. N-n
o (X) bl
2 2
- S _S°
n N
. 52
Podemos entao propor h =Szc1 8 k=17r. Para b=2 =8
ll= 12= A, substituindo em (2:3), resultara:
(c,n)? = Lenepes?c
1 2 1
donde:

(2:13)

Notemos a semelhanga deste resultado com aquele encontrado
na Amostragem com Reposigdo((2:7)). Por outro lado, os re-
sultados (2:7) e (2:11) podem também ser obtidos diretamen-

te, como esta em Mace [10:177]1,por exemplo.

Se entretanto, b= 1 (ou qualquer outro valor dife-

rente de 2), o valor.de n m&o sera tao facilmente encontrado.
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Ainda supondo, por questao de comodidade, que A1= 12= A, pa-

ra b=1 resulta

1
Sz 52 -f ASzcl
(e,m)?(3=- 3T) = ———
B /2m

Quadrando os dois membros, resultara a seguinte e-

quagao de 4° grau:

5 202 ~
nd - m = AS . (2:14)
2wc§ ’

que podera ser resolvida por aproximacgoes sucessivas; o pri
meiro valor proposto a n poderéd ser o valor calculado medi-
ante a formula (2:11).

2.2.2 - UMA APLICAGAO

A presente aplicacao foi proposta por Cochran [5;
125], gue por sua vez a adaptou do artigo de Blythe [3]. Fi
Zemos algumas pequenas modificagﬁés de simbolos, e introdu-
zimos uma extensao para amostragem sem reposicao em popula-
gao finita.

0 prego de venda de uma partide de toras de madei-
ra comum € u-T,, onde U € o preco por unidade de volume, e
Tx o volume total das toras da partida. 0 volume de cada to-
ra sera representado pela varidvel X, com média P e varian-

cia 02, ambas finitas e positivas.

0 nimero N de toras da partida foi contado, e o vo
lume médio X por tora foi estimado através de uma amostra ca
sual simples de n toras. A estimativa € feita e custeada pe
lo vendedor, sendo aceita provisoriamente pelo comprador.
Posteriormente, o comprador deve verificar o volume exato

da madeira comprada,. e se houver pago mais do que aquilo que
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lhe tenha sido entregue, o vendedor se compromete a reembol
sd-lo da diferenga; se houver pago menos,0 fato nédo sera le

vado em consideracgao.

Estabelegamos inicialmente a fungdo perda do vende

dor. 0O preco exato de venda da partida & UeT = UNu, enquan-

X
to que o preco estimado mediante a amostra & UNx (onde Nx &

uma estimativa de TX). Entao:

se UN§2.UTX, o prego da partida foi super-avaliado (ou
avaliado corretamente); se fol super-ava-
liado, o vendedor devolvera o excesso rece

bido, mas ndo perde nada;

se UNX <UT,, o prego da partida fol sub-avaliado,eo ven

dedor perdera a quantia UTX-UNiﬁ UN(p-x) .

A fungdo perda, que indicaremos por L(x,u) sera

= 0 = 0+(x-p) <= x2u
Lix,u) = (2.15)
= UN(p-x) <= 0<x<y

UNu

X
i m X

Para calcularmos agora o risco do vendedor (isto &

qual sera a perda prevista por transagado), suporemos que X

tenha distribuigao normal.

Como vimos em (1:6):

= L] 2
RL[u) AO 00

onde Ay = (A;#A,)+I(b), I(b) dado em (1:7).
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No nosso caso, A1= 0 e X2= UN. Por outro lado, sen

do b= 1, decorre que I(b) = 1/¥Y27 (conforme tabela 1.1), de

modo que:

% UN

d VT

Conforme a amostragem seja com reposigao,ou sem re

posigado em populagao finita, teremos respectivamenta:

M= (X)) = S
Yn
b ou
9 4
= X = _1--..1- 2=-—-—-N 2
= 0(X)=28 q i onde S NoT o

e portanto o risco sera respectivamente:

(o UNo
Y21n

uRL(u) = 4 ou

. JUNs AT
| T n N

A Gltima providencia consiste em dimensionar a a-

mostra. Admitiremos uma fungdo custo C = co+cln.

No primeiro caso (amostragem com reposigéo],confcz

me (2:11), vem:

UNS

L . (2:186)
chlff

anquanto que no segundo caso (amostragem sem reposigéao em po
pulagaoc finita), conforme (2:14), deveremos resolver a equa

caa:



= (2:17)

ODBSERVACOES :

1) € interessante notar que a equacao (2:17) tem uma SO
lugao n8 maior que a da amostragem com repdsiqéo.nc.
De fato, admlitindo, para fins praticos, que 0 e S seg

Jam iguais, resulta:

3 n; 3
n° - = n
8 N
ou
N--ns . ;
n® = n
N 8 c
donde
s . Me ng
n® = sendo f = —< 1,
s l-fs g s N

Portanto, n_>n_.
s ¢

Como primeira aproximagao para o calculo de Ng» PO

demos calcular

e
fs B N
donde
n
n 2-"'_—"'!i_'—-
° VTTE,
A partir dai, valores mais exatos de ns podem ser obtidos

mediante a repeticao do processo (utilizando o valor recém
calculado de ng para o cdlculo do praximo fs] ou por algum

outro método iterativo.

2) Em problema correlato com o que acabamos de analisarn
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Blythe [3;67] observa que, engquanto o volume das to-
ras varia muito de regiao para regido, o coeficisn-
te de variagao do volume, ista &, C(X), permanece re
lativamente constante (pelo menos é o que foi consta
tado para os Estados Unidos, onde C(X) assume valo-

res entre 0,5 e 0,9).

Se pudermos admitir um valor M razoavelmente apro-

ximado para o prego da partida das N toras:
M = UNp

podemos fazer a seguinte transformacgdo:

UNO - UNuo . MC(X)
201/§ﬂ 2c1/2wu 2cl/2w

(2:18)

e substituf-la em ambas as férmulas de n (2:16) e (2:17) ob
tendo uma farmula aproximada poréem vantajosa principalmente

em locais onde ainda nédo € conhecido o valor de C.

2.3 - 0 CUSTO MARGINAL DE AMOSTRAGEM

2.3.1 - INTRODUCAO

Consideremos um lote de N itens. 0 precgo de cada i
tem sera fixado em fungdo de aiguma variavel X a ele asso-
ciada, com média ¥ e variancia g%, ambas fin%tas e positi-
vas, Seja U o prego da unidade de medida de ¥X. O preco to-
tal de venda do lote serd indicado por M, e valera, confor-
me j& vimos em 2.2.2,

M = UT

N
X’ onde TX = Z X

ou também M= UNu, onde =TX/N.

Em muitas situacgodes, principalmente se N for gran-
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de, pode ser conveniente estimar M mediante uma amostra; o

estimador justo adequado sera:

M = UNX
Certamente, quanto.meior for a amostra, tanto mais precisa
deverad ser a sstimativa obtida, o que poderia levar um even
tual comprador a solicitar um censo completo do lote. Con-
vencionaremos entao, de infcio,lque os custos de amostragem

correm por conta do comprador, e que este s0 estéd preocupado

com a hipétese de o lote ser super-avaliado, isto é,de M>M.

Admitindo a normalidade de f (jJ& que M é fungdo 1i
near de X), indiquemos por dc o erro absolutoc maximo admis-
sfvel para o nivel a. Teremos: '

dc = ZzaU(M)

au

d = z, <UNo(X) (2:19)

c 20

UNu

0 conjunto dos M, tais que P[ﬁ>M)=a. estad inteira-
mente localizado a direita da distribuigéao de ﬁ, 0 que jus-

tifica a representagao z em atengdo a Observacdo n® 3, da

20
segao 1.5.

Quanto maior n, tanto menor o erro de d . A partir

de certo valor de n, entretanto, o custo marginal[ } de uma

(*) A expressao custo marginal" tem conotagao estritamen
te economica, nao tendo qualquer ligagao com o sentido
do adjetivo "marginal" em Probabilidade. '
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unidade extra de amostragem se tornara maior que a possivel
redugdo do erra, de modo gque podera estar sendo gasto mais
na amostragem dessa unidade extra do que sera de se esperar
na redugdo do erro absoluto. 0 problema consiste entdo, em

calcular esse valor de n.

Se a amostragem for com reposigdo, temos:

O
dc ZZGUN——~— ‘ (2:20)

Vn
e para uma fungdo custo da forma habitual C= c0+cln, decor-

re que

d = d_(C) = z, UNg (2:21)
& c o

2

Calculemos inicialmente o custo C destinado & amostragem,de
modo que um pequeno acréscimo a ele atribufdo acarreteum de
créscimo do mesmo vé;or em dc. Este custo € evidentemente ob
tido igualando-se a -1 a derivada primeira de dc em relagao
a C:

(2:22)

donde

3 z?_a-UNca/c1 )
( )2 (2:23)

C~c, =
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0 valor de n decorre desse resultado:

(2:24)

Se a amostragem for sem reposigdoc, em populagao fi
nita, entao:
e portanto:

d = z ‘UNS LI § (2:25)
o n N

ou substituindo n:

d = (2:26)
c
Logo, para dé(C) = -1, obtemos:
z, *UNSc
_ 2 P 20 1 .
(c CU) = 5 (2:27)

e o tamanho adequado da amostra sera dado pela solugao da e

: ] fors

quagao em n: '

y z, -UNS 2 |

¥ o rdbian B i) (2:28)
201 .

0 valor de n, em cada caso (isto &, com reposigao,
ou sem reposigao em populagao finita) & aquele a partir do

gqual o custo c. de uma unidade amostral extra se torna maior

1
que a redugado Ad esperada no erro:

>
Gy Ad.



Para o tamanho n:

o
UN X
4
c
Para o tamanho n+1l:
a
UNX
+d’ -Ad~
c
Se o0s custos de amostragem correrem por conta do

vendedor (e o comprador estiver de acordo com essa clausula
pravavelmente jogando com a probabilidade de ter o lote sub
avaliado), o processo e praticamente igual, bastando defi-
nir o erro dv do vendedor (cuja expressao € a mesma da do er
ro do comprador), e localizando a regido dos M tais que

P(M-M< —dv) = 0 3 esquerda da distribuigéo de M.

Finalmente, os custos de amostragem podem ser divi
didos de comum acordo entre os dois, na proporgso de 50% pa
ra cada um (na verdade,a proporgao naoc precisaria ser igual;
porem, para uma larga faixa de variagédo dessa proporgao -
20% a 80% — os resultados encontrados sao sensivelmente cons

tantes).
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0 nivel o serd distribufdo igualmente nas duas la-
terais (para garantir um jogo honesto) e o erro maximo ad-

missivel sera dado por:

d =d = d_ = za'O(M]

0 custo de amostragem que cabera ao comprador sera
Cc= %(co+cln]= 0,50C. Do seu ponto de vista, o problema con
siste em calcular-se inicialmente a verba CC e o correspon-
dente tamanho amostral n, a partir do qual uma unidade ex-
tra custe mais do que a correspondente redugao esperada em
dc' Admitindo apenas a amostragem com reposigao, para maior

comodidade, obteremos:

(2:29)

Analogamente, do ponto de vista do vendedor, o ta-
manho n, adequado sera:
BoLE 8 . . C2:30)

com n, dado em (2:29).

Com esse tamanho amostral, mesmo sem saberem se o

lote estd sendo sub qu super-avaliedo, tanto o comprador co
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mo o vendedor podem esperar gue uma unidade a mais na amos-
tra provavelmente reduzird o erro de avaliagao, arcado por al-
gum dos dois (nao se sabe qual) numa quantia menor do que a

gue fol gasta nesta selegadn extra.

" OBSERVAGAD:

No dimensionamento em (2:24), bem como em todos os sub-
sequentes ate aqui, podemos introduzir o coeficiente de
variagao C(X), tal como j& foi feito em 2.2.2, observ.2
Esta medida sd & Gtil se C(X) for conhecido (ou admiti-
do como constante ja conhecida), e M puder ser avaliado

aproximadamente.

2.3.2 - RELACAD ENTRE A TEORIA DO CUSTO MARGINAL E A

TEORIA DA FUNCAO PERDA

Mediante a observagao do resultado (2:27):

cb 12 I -
(C CO) 5 Zog UNSc1
que reescreveremos:
) 1
C 2 2
e )2 157y .1 CUNS 2 .
(C-eg) (C_GU N ) 5 254 UNS®cg (2:31)

comparado com (2:3), parece ficar evidente uma intima rela-
¢ao entre a teoria do custo marginal e a teoria da ﬂmg&nper—
da anteriormente desenvolvida. De fato, se na férmula (2:3)
fizermos:

= = 2 = 2 = .
b = 1, h S Cy> k S“/N e XU Z,54 UN

resulta a formula acima (2:31). Resta t&io somente determinar
de modo explicito, a expressao da fungao perda.Admitindo que

a formula (2:31) seja adotada sob a ponto de vista do compra
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dor, entdo evidentemente nac havera nenhuma perda de sua par

te quando X< u, e portanto Az =0, Logo:

+00 0
AD = Al J zlg(z)dz + 0 f (-z)'glz)dz = ZZQ'UN
0 + ©

donde A, = V2mWez_ sUN.
1 20

A expressao de sua fungio perda ficara:

V2Tz a-UN[i-u] &= X

2
LC[X:U3 = (2:32)
= 0(p-x) = 0 < x<
e o risco associado sera:
RL(u) = E[Lc(x;u]] = ZZQ'UNG[X] = zza'G(M) (2:33)

isto e, o risco (esperanga da perda) nada mais é do que o er

ro absoluto maximo admissivel proposto inicialmente.

Sob a teofia do custo marginal, procuravamos calcu
lar o valor de C tal que dé[C]s=*1. Com a teoria da fungao per-
da, por outro lado, procuravamos o valor de C que minimizava
a fungao Q(C) = R(C)+ C, e que era a solugho da equagao

R'(C)+1 = O,
Comparandoc essas duas equagoes, vemos que a teoris do custo
marginal, apesar de aparentemente independente da teoria da

fungado perda, na verdade constitui um caso particular desta.

Cochran [5;125], percebeu esse fato, embora nido o
tenha analisado explicitamente, guando adaptou para a fungao
perda (conforme segdo 2.2) uma situacao analisada' por Blythe
no artigo "The Economics of Sample Size Applied to the Scal-
ing of Sawlogs", cuja estrutura, baseada na teoria do custo

marginal, serviu de alicerce para a presente segao 2.3.

A fungédo perda do vendedor, com raciocinio parale-



lo, sera:

fn
o
Xt
v
=

Lv(’_““) = (2:34)
/21r-zza-um(u—§<1 e x <

|

e o risco sera numericamente igual ao risco do comprador,com

idénticas conclusbes.

Finalmente, podemos propor-nos a calcular C, e con
sequentemente n, que minimizam & soma de C com o risco total
(assim considerado como sendo a soma dos dois riscos: o do com

prador e o do vendedor):

UNp
Ao nivel o, teremos:-
RL(HJ = 2'Zu'UNO(X]

Essa situagao ocorre quando o comprador e o vende-
dor concordam em repartir as despesas de amostragem. 0 valor

de n resulta, na amostragem casual simples cam reposigao:

(2:35)

gue coincide com o0s resultados (2:29) e (2:30).

- 0O -



CAPTTULD II1I

AMOSTRAGEM CASUAL ESTRATIFICADA:

DIMENSIONAMENTO E PARTILHA DA AMOSTRA

3.1 - A FUNCAO CUSTO

A Amostragem Casual Estratificada considera a popu
lagao X, de N elementos, partida em M subpopulagdes disjun-
tas, de tamanhos Ni' i=1,2,...,M, denominadas estratos, e co
lhe:dé cada uma. uma subamostra casual simples de tamanho ng
i=1,2,...,M. A amostra casual estratificada sera constituida

pela reuniao dessas M sub-amostras, e terd tamanho

A fungao custo mais-simples para uma amostra casual

estratificada e

M .
C = °0+.Z cyn, (3:1)
i=1
onde eh representa os custos fixos e cy i=1,2,...,M, repre-

senta o custo de amostragem de uma unidade em cada estrato.

Esta fungao serd adotada na exposigado a seguir, mas autros

tipos de fungao custo podem ser propostos, como por exemplo:
M

E: Bl # Z c.nP, p>0
0 y=7 i

-30-
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que & uma generalizagao de (3:1), citada, entre outros, por
Raj [15;77], ou

i“d

M M
C = g, * Z c,n, * Z t,vn,
: S &

=1 L

onde ti\/ni representa o custo para transporte entre as ni_g

nidades sorteadas no estrato 1. Este tipo de fungado e lem-

brado quando os n, elementos a serem sorteados dentro do es

trato i estao dis;ersos por uma regiao de area Ay Entéao, a
1ém do custo Ci para pesquisar cada elemento sorteado no es
trato, devera ser considerado o custo para transporte entre
os ni elementos. Um raciocinio pratice de Hansen, Hurwitz e
Madow [9;272], combinado com uma demonstragao teorica de
Beardwood [2;299],vmostra que o comprimento di do menor ca-
minho fechado através de ny pontos da regido de &area Ai e a
proximadamente proporcional a ¢K;FI, isto &, d =ki/F;F;,0ﬂ
de kif a constante de proporcionalidade, néo depende da for
ma da regido. Se, nessa regiao, o custo médio de transporte
por unidade de comprimento com gue se mede di for digual a

ti' 0o custo de transporte entre as n, unidades sorteadas no

. - - i A
estrato i sera t,k,YA.n,. Fazendo t,k,vA, =t,, tal custo re
1717174 - A SR ¢ i =
sulta thni para o estrato i, justificando-se entao a expres

sdo proposta para a fungao custo acima.

3.2 - A PARTILHA DE NEYMAN=

3.2.1 - INTRODUGAO

0 estimador da média My do estrato i, i=1,2,....M,

sera dado por
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enquanto que o estimador da média populacional § sera dado

por:
X = = N X, = W X,,
e N =1 14 g=q 14
N, M
sendo wi= ; » 0 peso relativo do estrato i, Z Wi= 1. A va
riadncia de ie sera: L=
2.3 2 g & ? 2,207
0°(X ) = 0o W, X = Wio®(X,)
e 121 i1 421 & i

j& que as subamostras sdo colhidas de subpopulagBes indepen

dentes entre si. Se a amostragem fol com reposigao:

2

) M o?
i=1 i
Se for sem reposicao:
M s2 N, -n M W2s?
o2(X ) = Zu;--ﬁl- 1N_ 1.y i i(l-fi)
i=1 i i i=1 i
Ni =7l ni
sendo 02 = —=—__ g2 4 variancia do estrato i, e f, = ~—— a
i N i i Ni

fragao de amostragem do estrato i.

Por questao de simplicidade, admitiremos doravante
gue a amostragem em cada estrato sera sem reposigao,mas com
~fragao de amostragem Fi desprézivel, de modo que a varian-

cia de Re ficara:

(3:2)

% sz u i1
o (X, ) = Z

3.2.2 - A PARTILHA ECONOMICA E A PARTILHA OTIMA

Consideremds a fungao custo (3:1).e suponhamos que
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esta reservada uma verba C para a selegao da amostra casual
estratificada. O problema consiste em dimensionar a subamos
tra a ser colhida de cada um dos M estratos (e por extensag
o tamanho da amostra total) de modo que, com a verba acima,
a variancia de ie seja minima. Isto &, devemos calcular os
ny» 1=1,2,....M, que minimizam Gz(ie], dada em (3:2),mas su
jeitos a condigao do custo (3:1).

Usando a técnica do Multiplicador de Lagrange, de-

vemos minimizar a fungao:

M o
¢ln sn,,.veunygsal = 02[)?8) +olc, + Z c,n,-C)

M 0 i 1_:f. i
M w?si
= = +oleg+ Zcini—cl
i=1 i i=1
Entao,
- 202
B T b S
ny n? i
1
donde
W
) 1 i Si
n = . .

-

M
Como ) n, = n, entao

1=1
|
W, S.
1 1
YC. '
n, = = on (3:3)
M W, S.
Z i 1
i=1 Vci

Como se Ve, ni € diretamente proporcional ao tama-
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nho e ao desvio padraéao do estrato i, e inversamente propor-
cional a raiz quadrada do custo c, de amostragem de uma uni

dade nesse estrato.

Resta calcular o tamanho n da amostra. Como o cus -

to C foi prefixado, substituindo n. na expressao (3:1), te-

i
remos:
W
i Si
YCy
C = cD+ ZCi- W5 °n
Z i i
YC,
i
ou
‘ ' wi i
- e = e w
(c cD] ) - ney iSiv/ci
i
donde
M Wi S1
(C-c_1)-
. g i§1 /ey
n = 7 (3:4)
) Wi S,.vc
i=1 &

Se substituirmos esta expressdo de n em (3:3), re-

sultara uma expressdo mais imediata de n

i H
W, s C - c '
n = 1 1 . L (3:5)
i Z W.s. Ve
121 i7i i

Se os cy . f=1,2,...,M, forem constantes e iguais a



c, a fungao custo (3:1) se simplifica para

C = CD + cn
C ~CO
donde n = As formulas (3:3) e (3:5) se reduzem a
Hi Si
n;, = g °n (3:6)
W s
i=1 + 1

Este Gltimo resultado e conhecido como baftilha de
Neyman, embora esse autor nao o tenha obtido nem deste modo
nem nesta forma. Neyman [13;580] chegou a conclusao de que

os tamanhos n, das subamostras que comporao uma amostra ca-

i

sual estratificada devem ser proporcionais a NiS ;quando en

téo Gz(ie] assumira seu valor minimo, mas nao iniluiu o cus
to de amostragem em suas consideracgoes. De qualquer forma,a
estrutura dos resultados (3:3) a (3:8) é& baseada no resulta
do por ele apresentado,Amotivo pelo qual a segao 3.2 leva o

sgu nome.

A fim de distinguir a partilha na qualos custos Cy
diferem de um estrato para o outro (resultado (3:3) a (3.5) )
desta Oltima (resultado (3:8)), designaremos a primeira por
Partilha Econémica e a Gltima‘por Partilha OGtima (ou tambem,

como € conhecida, Partilha Otima de Neyman).

0 resultado (3:6) dé Partilha Otima, que aqui foi
obtido como uma consequéncia da Partilha Economica,pode tam
bém ser deduzido sem se fazer consideragdo direta aos ocus-

tos, mas tado somente fixando o tamanho

n= J)n
je1 %

da amostra, e sob esta restrigao, minimizandoa variancia de



3.2.3 - A_DEMONSTRACAO DE STUART DA PARTILHA ECONOMICA

Em 1854, Stuart [18;239], publicou uma outra forma
de abordagem do problema da partilha econdmica, bastante e-
lementar, bassada na desigualdade de Cauchy-Schwarz. Segun-

> > i, = i a
N 0 e bi 0, i=1,2, n, entao

L) [Les) = [ £ een)]
b

0 minimo do primeiro membro ocorrera quando 3£= k (c
i

do essa desigualdade, se a

te

1

b
=1,2,...,n, e valerd evidentemente

{ g aibiJz = kz[iglaiJz

i=1

A base da. demonstragaoc apresentada por Stuart para
0s resultados da partilha economica consiste na minimizacao

do produto

202
. % WiSi | . ?

n Cini
i=1 i i=1

no qual os dois fatores representam respectivamente as par-

tes de 02(281 e de C que dependem de n, -

Pela desigualdade de Cauchy, teremas:

M y2s2 M M 2’
i i Z
J —= /. c,n > [ ) w,s,ve
1=1 Ny g=1 1 1 jep = A 4

e o minimo do primeiro membro ocorrera quando



vYe,n
i1 e
Vs ° k(=¢==)
i i
"y
ou seja, guando
W
1 Sl
ni = K
"y

A partir dal, exatamente como foi feito quando da
utilizagdo do multiplicador de Lagrange, obtém-se o resulta
do (3:3).

3.2.4 - A VARTIANCIA DE 02(281 NA PARTILHA ECONOMICA

E NA PARTILHA OTIMA

Substituindo a sxpressao (3:3) de n, na formula

(3:2) de dz(ie), obteremos a variancia de X, na partilha e-

-~

conomica, isto é:

o Loy s ) -
o (X)) = —=—| ] =[] L wys ] (3:7)
i=1 Vo J(i=1

Se os cj.-Forem todos iguais,ou se forem ignorados dquando da reall

zagaao da partilha, obtemos para Uz(ie]:

02 (X ) = —2o

st Xg - W, S 5 (3:8)

1 i i

i~ =

i

Podemos mostrar que, para os W, e Si ja conhecidos, o mini-

i
mo de (3:7) é (3:8), justificando entdo a expressao "parti-

lha 6tima”, e ocorre quando os c, forem todos iguais.

i

De fato, ainda pela desigualdade de Cauchy,teremos:



donde ¢

do n, e

1)
2)

3)

Ceo? (X ) = |ne

ou

o132
=
o
0~
=
w
e
n .
]
v
o133
=
w

(K

De tudo o que foi visto, conclui-se que,para um da

com as .M, e By jé conhecidos:

a variancia minima de 28 é obtida mediante a parti-
lha 6tima;

se 0s custos ci forem constantes, a partilha econémi
ca & também otima;

se, ao contrario, os cy diferirem substancisalmente en
tre si, entao G;C(ie) nao serad minima, mas o produto

S.vc
i i
1
% Y, Si i=1 i=1 R

M3

i

i



M .
L] 2 v - s
Ceo,(X,) _Z W.s, Ve, (3:9)
;:1,
sera minimo (3J& deduzidos de C os custos fixos).

3.2.5 - A MINIMIZAGAO DO CUSTO

Ate agora, o custo foi consideradeo fixo, e procura
mos minimizar a variancia de 28. Pode ocorrer, entretanto,

gque por questao de controle na precisaoc da gstimagéo de M,

a variancia ds ie seja prefixada (em VO = ,conforme (1:18)),

2
z
e procuraremos calcular os ni que minimizamao custo. 0O pro-
blema se resolve de forma igual a vista em 3.2.2. Propondo

a fungao:

w2 2
isi

n B VD
1 i

neV—=

¢(n1.n ,.-..nM;B) = o

2

g
+ c,n, + B
0",k %M

i
onde B é um multiplicador de Lagrange, acabaremos por obter

para n, o mesmo resultado de (3:3). Entretanto, a determina

i
géo do valor de n sera feita em fungao da variancia prefixa

da VD:

donde

n = (3:10)




0 custo minimo sera:

M %wi s;1-2
C =c,*n z W.S . Yc
L EE= B § S I

3.2.6 - ESTIMATIVAS DOS Si E DOS c

Como é bem sabido, dificilmente a variancia Si e o
custo c:i para cada estrato sao conhecidos, e o problema pre
cisa ser contornado de algum modo a fim de que as formulas

(3:3) e (3:4) possam ser aplicadas.

De infcio, observemos que nao sao necessérios os va
lores absolutos dos S, ®© dos c;; se for possivel obter de algu
ma forma os seus valores relativos, o problema esta resolvi

do.

Se isso nao for possivel, pode-se tomar alguma pro

vidéncia do tipo das descritas a seguir.

Estimagao dos S

4t
1) Levantamentos em épocas anteriores

Calculam-se ou, pelo menos estimam-se os Si com ba

se em levantamentos anteriores da mesma variavel;
2) Variavel auxiliar

Dispoe-se da lista Qohpleta de uma variavel bastan
te correlacionada linearmente com a variavel em estu
do. Os valores exatos ou no minimo as estimativas dos
5, dessa varidvel auxiliar devem servir para aplicagao
direta nas formulas ou para obtengao de boas estima-

tivas dos S, da variavel principal.

3) Levantamento Preliminar

Antes da selegado da amostra definitiva, pode ser co



1)

2)

3)
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lhida uma amostra preliminar com o objetivo precipuo
de tomar contato com a populagéo amostrada, isto €,
pesquisar custos, descobrir dificuldades de organiza
gao, estabelecer e testar certas diretrizes, etc. As
estimativas de Si podem entdo, concomitantemente,ser
obtidas; mesmo que imprecisas, serao de maior utili-

dade do que se as tivéssemos simplesmente igdorado.
Se os coeficientes de variagao dos estratos forem conhecidos

ou pelo menos admitidos com algum rigor, as estimativas. impre
cisas acime referidas podem ser substituidas pelas estimativas
-dgs'si obtidas a partir dos coeficientes de variagéo.

Estimagao dos ¢

i

Levantamentos anteriores

Se a pesquiéa Ja foi realizada anteriormente e admi-
tindo que seus objetivos ndo tenham variado substan-
clialmente,os custos precisarao provavelmente de uma

atualizagao para poderem ser utilizados.
Substituigdo nao dipe%ﬁmeﬁte monetaria

Como ja foi obéervado antes (segaoc 1.2),0s custos po
dem ser traduzidos por outras grandezas, tais como tem
po de viagem até a unidade amostral a ser pesguisada,
tempo para a pesquisa dessa unidade,custo de vida mé
dio (dado por algum Indice adequada) nessa unidade
(quando for o caso de permanencia mais ou menos lon-
ga), numero de entrevistadores, tamanho da unidade
(medido de alguma forma: nimero de habitantes, nume-

ro de empregados, patrimonio liquido, etc.),etc.
Levantamento preliminar

Realiza-se uma pesquisa piloto preliminar a fim de a

valiar os custos necessarios a pesquisa definitiva.

Sobre a questao do levantamento pfeliminar,podemos
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adaptar um recurso proposto para a Amostra Casual Simples
por Stein [17;2447], segundo o qual a amostra é saelecionada
em dois estagios sucessivos, o primeiro dos quais com o ob-
Jetivo de estimar a variancia populacional S*. No nosso ca-
so, referente a Amostra Casual Estratificada, se os objeti-
vos da pesquisa puderem ser incluidos na amostra preliminar
(primeiro estagio), esta amostra podera ser aproveitada pa-
ra a amostra definitiva da seguinte forma: dispde-se de uma
verba C para toda a pesquisa; nao se conhece nada da popula
gao. Colhe-se entao uma amostra preliminar de tamanho arbi-
trario n’,mediante uma partilha qualquer (prbporcional, i-
gual ou qualquer outra) n!

1
0s custos definitivos Ci e estimam~-se as varfancias dos es-

,né,...,nﬁ. Com ela, calculam-se

tratos, mediante o estimador

B

5)2 =

: : Z (x, —>'< )%, i=1,2,...,M.
i ni 1 j=1 i

0 problema consiste em determinar ok tamanhos ni
das subamostras adicionais, de modo que com hs subamostras
de tamanhos ni =n£4-n£ a partilha economica possa ficar a-

tendida, ou pelo menos razoavelmente atendidh.

A fungao custo &:
M
P~ 4 ' o M 3:11
» 6 E Qi(n1 niJ ' ( )
A variancia para efeitos de dimensionamento tera tomada co-

mo

_ M W§s!2 ’
o®(x ) = ] L1 (3:12)
i=1 ni+n;

Minimizando a funcgao:



P ]
¢(n.,Nny,e..,n_;0) = + ofec + c,n,-CJ
172 " 1=1 My ° 4 P
conclui-se que:
Wisy
"4
| LR @ - ! 3:13
ni ? Wi Si n-n; (3:13)
i=1 Vci

Substituindo n! + n” na fungao custo, resulta

n* = -n' (3:14)

onde n" & o tamanho da amostra adicional que completara a a

mostra definitiva de tamanho n.

3.2.7 - DESVIOS DA PARTILHA ECONOGMICA

Como acabamos de ver, em muitos casos a Partilha E
conomica néo pode ser atingida com rigor, em virtude de Si
e/ou Ci nao poderem ser tomados exatamente. O desvio resul-
tante, entretanto, pode ser considerado despreziyel, isto
significando que Gzctia] ficara pouco alterada, mesmo que a
~partilha encontrada seja moderadamente distinta da partilha

econaomica.

No caso de uma populagao dividida em M= 2 estratos,

este fato pode ficar mais bem evidenciado. A base das consi
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deragoes a seguir encontra-se em Raj [15:;232], onde este au
tor sugere ao leitor uma analise dos efeitos dos desvios da
partilha otima sobre 02(28). Generalizamos o problema com a
inclusao do fator custo; a solugao apresentada, se os cus-

tos forem iguais, € também solugdo do exercicio sugerido.
Sejam wl/w2==a, 81/82==b e »/’cl/c2 =c. Fagamos tam-
bem
(n1/n2]

p =
(nel/nezl

onde n, e n, representam uma partilha qualquer da amostra de
tamanho n, e nel e Ngo representam a partilha economica da
mesma amostra. 0 valor de p exprime a proporgao do desvio da
partilha qualquer (medida por nl/nzl em relaqég'é partilha

economica (medida por nelin8 ). 0 objetivo da amostra é es-

2
timar a média u da populacdo na amostragem casual estratifi

cada.

Calculemos inicialmente a precisao relativa o da
partilha qualguer em relagado a partilha economica,isto &, cal

culemos:

>

o? [
ec e

)

o (X))
q. e

onde 0; (Re] indica a variancia de ie quando & utilizada a

partilha qualquer, isto &,

w2g? w2s?
o? (X)) = s .22 ‘ (3:15)
q-. 1 n2
-e, como sabemos
W S W S
2 v 11 1, 2 2 .
Oec(xe) = == + [w181/01+ NZSZVCZJ (3:18)
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Como W1= aW2, S1 =b82 e Yo, =cv/e,, substituindo em (3:15) e

(3:16), e dividindo esta por aquela, obtemos:

%[azbzlr ab(%+ e) + 1]
o = -~ (3:17)
a™b . 1
n n,

Porém, na partilha economica, temos:

W Y
"e1 _ "151 VG2 ap
n92 c w1 S1 e
1
e portanto
Y Ry
nel ab
c
Ng
2
donde
n = n G-—a—b_E——-
1 2 c
Substituindo n, em (3:17), vem:
n, azb?-+ab(%4~c]+ 1
o = o 5 (3:18)
n abe ,
e ‘
n ‘ n
Como i, « 28p , entao 0 « —2Bp + 1. Substituindo
n, c : n, c n

em (3:18), concluimos finalmente que:

a’p? +ab(%-+c] + 1
o = = (3:19)
aZb?+ ab(BE+2) 41

c p
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A fim de verificar melhor os efeitos de um desvio

da partilha economica, podemos elaborar uma tabela com al-

guns valores de p & C. Pode-se constatar com facilidade

gque:

1 - P
1) ab e o sd0 intercambiavels;

2] 1im o = lim o = 1.
ab-++0 ab> 0
Em vista disso, organizaremos trés tabelas, uma pa
ra cada valor de ab:

ab=1l, 9, 10

TNEEAS.I:ab=l

P | 0,25 0,50| 0,75| 1,00 1,50} 2,00 2,50 3,00

0.25|1,563|1,389]1,172{1,000{0,765 0,617]0,517 0,444 |

1,080 1,000(0,844 0,720({0,625(0,551

0,50§1,0001,125
0,889/0,980 1,000{0,9600,889 0,816(0,750

1,000,640

P

2,00|0,444(0,720/0,893 1,000{1,102(1,125|1,111]1,080

1
0,853(1,000(1,185/1,280 1,322(1,333 |

A

3,00{0,379(0,653

TABELA 3.2: ab =5

] ‘ ! ;

| ! ‘ [ |
ht\\fl\ 0,25| 0,50 0,7si 1,00 1,50 2,00/ Z’SOE 3,00 |

! ! ] | 1
0,25[1,313/1,228 1,107|1,0000,831 0,708{0,618!0,541j

| 1

1,045/1,000(0,9020,815 0,740{0,677 |

A

|
0,50/1,000{1,070

. w1 Pt PP 1 ! {
1,00(0,7620,935/0,988 1,000(0,977]0,93510,889 {0,844 |

I

S : ‘
1,000}1,057 1’070§1a06211,046
; | | ‘1

C

B

2,00,0,578|0,815 0,934
4
1,1591»

3,0010,494{0,751 0,903 1,00011,108

|
SE7911,18
e -_-_-.J

M




TABELA 3.3: ab = 10

P 0,25} 0,50 0,75| 1,00| 1,50 2,00 2,50| 3,00

0,25)1,186(1,139{1,068]|1,000 0,882§0,787|0,710|0,647

0,50{1,000{1,041{1,027|1,000 0,938/0,878|0,82440,775

1,0010,843{0,960{0,993|1,000 0,986{0,960{0,931(0,901

2,00(0,691{0,878|0,959(1,000 1,03411,041{1,037|1,027

3,00)0,606{0,826{0,936|1,000|1,066 1,095(1,107(1,110

Mediante a analise da fungao o, e observando as ta

belas, pode-se constatar o seguinte:

1) Para uma larga faixa de valores de p e c, 0 fica en-
tre 0,8 e 1,2, isto é, a variancia Oé(ie] sera no maximo 20%
inferior ou superior a Ogc(ie). Essa faixa se alarga cada
vez mais, nos casos em que, sendo ab > 1, ab aumentar,ou sen

do 0< ab <1, ab diminuir, pois

c1lim o = lim o = 1
ab=+o ab=>0+
2} A partilha gualquer tera a mesma precisdo que a par-
tilha economica (isto &, a= 1), quando lig=B4t ,ou c?=p,
cq c c p

ou seja, quando p By
2

3) Se a partilha qualquer for particularizads como sen-
do a partilha otima, entdo sua precisdo em relacgdo a parti-

lha economica sera:

a’p? +ab[%4—c)+ 1
a = (3:20]
(ab+1)2
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e evidentemente nunca sera inferior a 1.

A expressac acima de o e obtida considerando que,

n
na partilha &6tima, E%-=ab, e portanto
- —ab ..
P ab
c

Elaborando uma tabela com os principais valores de
p=c, vemos que a partilha otima € no maximo 12,5% superior
a partilha economica numa faixa de p qgue varia de 0,50 a

2,00, para o caso menos favoravel em gue ab = 1.

TABELA 3.4
p=e | 1 1 'k
ab 7 Ou 4 3 ou 3 5 Ou 2 1
1 1,563 | 1,333 | 1,125 | 1,000
5 1,313 | 1,185 | 1,070 | 1,000
10 1,186 | 1,110 | 1,041 | 1,000

0 valor maximo de o, em (3:19), para ¢ e ab fixa-
dos, ocorrera porténto quando p =c, ja que Oét[ie] € o me-

nor valor que 02(28] pode assumir, para um dado n.

4) Quando ¢ =1 (isto &, guando cy = 02), a partilha eco-
nomica € também otima. Nesta condigdo, o minimo de o em re-

lagao a ab, para p fixado, ocorrerd quando ab=1 e valera

4p
[p+1]2
e o maximo absoluto para qualquer ab e 1, e ocorre quando

p=1,

Se M>2, o estudo de precisao de uma partilha qual

quer em relagao a partilha econdmica ndo pode ser realizado



como no caso de M= 2, em.virtude da impossibilidade de defi
nigao de um indicador do tipo de p. Cochran [5;162] apresen
ta uma analise do aumento proporcional da variancia de ie de
corrente de um desvio da partilha 6tima. Esta analise foi a
daptada a seguir mediante a inclusao do fator custo, de mo-
do a obter uma expressao da precisao de uma partilha qual-

quer em relagaoc a partilha econdmica. Seja:

W, S

1 i 1
e 1yws, /or ] L1
- eC[Xe) _ n §iti i 1 /Ci
g% (X ) M w2 g?
g. e z i i
i=1 "

Como na partilha economica temos:

W, S
i i
YCy
n = en
ei E Wi Si
i=1 vec
i
decorre que
¢ n M W, S
ws, = —=t ve, ] -2
+ i=1 Vci

W
1 Z - i i
= Yw,s, vo, j—=—=
n i i i i ] /E; n %wisi /ci
ol 2 2 ) 2
) "ei | Wi Sy joei, y.i 51
i nzni . { Vci i ni 3 1 ve
Finalmente, como
M W, S, W, S
Z i i 4i,.n )



substituindo no denominador, vem:

Yu,s, vc,

1 i 4 i

o = (3.21)
nei

z *W.S.vc,

i i i

T i

ou seja, a precisao

-1 g. e
ec e

da partilha economica em relagaéoc a partilha qualquer €& dada pe
n

la media aritmética dos i, ponderados por WiSi/oi.

n
i
Se houver interesse, os ni podem ser particulariza

do's como os ny da partilha otima.

Na relagao (3:21), admitamos que m'>1 e m"<1l sejam

. Nei P
respectivamente o maior e o menor valor de - Se substitui
Nei ; ; : -
mos — por m', o denominador ficara majorado por
i

M

ml
.Z W,s,ves,
i=1

PR . 1 .
e portanto & sera superior a Pt Por outro lado, se substi-

tuirmos por m”, o denominador ficara minorado por

M 3
m izl wisi/ci,

P 1
portanto o sera inferior a —.
m

3.3 - A FUNCAO PERDA

3.3.1 - INTRODUCAD

Como foi visto na secgao 1.3, quando os resultados

calculados a partir da amostra constituirem a base para al-
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guma acdo pratica, poderemos calcular em termos monetarios
a perda acarretada pelo erro na estimagao do parametro.A teo
ria desenvolvida (baseada em Yates, [20;292]) aplica-se pa-

ra qualguer método de amostragem, com as devidas adaptagoes

No caso da amostragem casual estratificada, sera pro

posta uma funcgao perda da seguinte forma:

i)

= b
- &
Al[xe u) X 2|

L(xe;u] =

i
>
=
t
x
—
x
A
=

onde b > 0, Al’ Az >0 (Al e Xz nao deveraao ser nuios ao mes-

mo tempo) sé&o constantes. Por questao de comodidade, farec
mos Al =A2 =A; se 1sto nao ocorrer, bastara substituir A por
1
3[}1+A2)-

A fungdo risco sera dada por (1:5) e (1:6) sendo

que agora:

Como ja vimos, o problema consiste em dimensionar
e repartir @ amostra de modo gue a soma @ = RL-+C seja mini-

mizada.

A situacao generica adapta-se mal nos resultados
(1:10) e (1:15), em virtude da dificuldade de colocagac ade

quada dos parametros C-c. e h em fungao de n. Entretanto,

dois resultados particulages, embora dos mais importantes
podem ser obtidos. , '

1) Sob a hipotese de a fungao perda ser quadratica (b=2)
(decorrera, conforme registrado em (2:5) e (2:6), que XO=AL

teremos:

=

£
i

Aoé#c = A+

[T s 4

b B )

N
+
(o]
o
+

[ e S
0
=]



Portanto:
2.2
20 . .%o
5n. 2 i
i n.
1
donde
Wi S .,
He & Vit (3:22)
1 /—Ci

‘ Como A, expresso em unidades monetarias, deve ser
conhecido desde o inicio, a partilha esta concluida, e por

extensao, a dimensao da amostra:

(3:23)

Dividindo membro a membro (3:22) por (3:23) decorre que:

que e resultado coincidente coh o da partilha economica (3:3).
0 valor de n, entretanto, nao € o mesmo do da partilha eco-
nomica, J& que naquela situachdo ou o custo ou a variancia e
ram prefixados, o gue nao acontece agora, em gue se procura

minimizar @.

Desta forma, vemos gque a utilizacao da fungao per-
da leva a uma partilha economica da amostra, mas so por coin-

cidencia a um dimensionamento economico como o visto em (3:4).
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A coincidéncia ocorrera quando o valor de n dado em (3:4) for

igual ao valor de n dado em (3:23), isto &, guando:

cC - e

B 0
= M

y ow,s. /e,
e i1 ]

i=1

Para os n, dados em (3:22), o valor minimo de @ (quantia to-

tal envovida na amostra, entre perda prevista e custo de amostragem) e:

M
N [cO+Zi§lwiSchi]

5 =
e o (Xe) assume o valor:

2) Para fungbes perdas nac quadraticas (b#2), € necessario fazer-se
a hipétese de que estd sendo adotada a partilha econdmica. A partir dai,
passa-se ao dimensionamento da amostra para diferentes valores de b, dos

quais o mais importanté e b=1,cujos detalhes analisaremos a seguir.

Sabemos que:

, - . M MW, S,
0ec(xa] T Th z wisi © Z y—
i=1 *i=1 /o]

Substituindo n conforme (3:4), obtemos:

(Yw.s.vc,)?
T 3 1 8

C = CU

' 2
Portanto, em (1:10), podemos fazer h= {EwiSiVCi]',k=0 (pois
estamos admitindo que a fragao de amost%agem & desprezivel)
e x0=iQL. Resulta:

V2T
[z 2 1*5
W S.VCJ
(c- oy ?|itt2 - 2.2k -[Zwis Ve )
C-c V21



donde:
7 2
(C-py)° = —= Yuw.s. /e,
vZm i=17 ¢t
B
W, S, 3 2 ‘
n o= J-—s—= : (3:24)
i /o, 2mYW, S Ve,
i i i i

Este mesmo resultadopoderia ter sido obtido por deri

vagao direta de Q::xcec(ie) +C em relagao a n.

3.3.2 - 0 CUSTO MARGINAL DE AMOSTRAGEM

Tal como foi visto na secgao 2.3 da Amostragem Ca-
sual Simples, podemos estar interessados em dimensionar uma
amostra casual estratificada com objetivo de estimar o veae-
lor de um lote de N itens, de modo que uma unidade extra cus
te mais do que a redugao esperada no erro de estimacao des-

se valor.

Suponhamos enté&o que o lote de N itens esteja divi
dido em M estratos de tamanhos Ni' i=1,2,...,M, respectiva-
mente, e que se pretenda colher uma amostra casual estrati-

ficada de tamanho n, segundo a partilha economica.

Recordando as condigoOes expostas no inficio de 2.3.1,
bastara agora adaptar a situagdo para a Amostragem Casual

Estratificada. Isto &, a relagao (2:19) ficara:




Devemos, entretanto, colocar n em fungao do custo C, confor

me (3:4):

ZWi Si
(C-c.)
0§ /E;

JW.S. Ve,
illl

Substituindo n em (3:25), decorre gue:

Zwisi/c.
d = z. sUNe——> = (3:286)

c 20 TETEE

0 custo C tal gue um pequeno acréscimo a ele atri-
buido acarreta um decrescimo de mesmo valor em dc ¢ obtido

fazendo-se dé[C] = -1,

Entao:

M
z a-UN-*Z WS, /ey | : = -1

2 j=1 & 1 2v/(c-c )’

donde
2
2, *UN M 3
C:c, =|—>—— 7} W,5,Vc (3:27)
0 : i i i
2 i=1
Como
Y W,s, Ve,
illl
C-c¢c, = n=°
0 . W, S,
i Yc,
1
entao:
MW s, f({z. -un)? 1 '
n= ) -1t 20 s (3:28)
i=1 °y ‘ 2 W.5.ve
i 1 1 1
: i=1




A semelhanga entre este resultado e o resultado
(3:24) sugere a pesquisa da funcao perda envolvida no pro-

cesso. Reescrevendo (3:27), obtemaos:

1
1-=
(JW.S,ve)? 2 z, *UN 2
(C-cy)? =N - ~39-~[Zw.s /c.}
C-c 2 i1 i
0

donde, comparando com (1:10), conclui-se:

2
h = [Zwisi/oi] ,» k=0, b=l ® A =z, UN
Tal como para a obtengao de (2:32), nota-se que

Xl = 2ﬂ'22a°UN e kz =0,

e portanto a fungado perda € aquela dada por (2:32), apenas
com a variancia de X dada diferentemente (isto &,
W, S

2 3 1 i i
62 (X ) = = YwW,s Ve, ) ——,
gc e nJ i1 i i /E;
2.5 s? N-n
em lugar do antigo 0°(X) = = °~RrJ



CAPITULO IV

AMOSTRAGEM CASUAL ESTRATIFICADA:

0 NOMERO E 0S LIMITES DOS ESTRATOS

4.1 - O NOMERO DOS ESTRATOS

4.1.1 - INTRODUCAD

Até agora, estivemos considerando a partilha econg
mica na hipétese de gue os estratos ja estivessem perfeita-
mente definidos, quer quanto ao nUmero, quer quanto aos limi
tes. No planejamento de uma amostra, entretanto, nem sempre
isso ocorre; o pesquisador precisaré frequentemente decidir
tanto o ndmero quantb os limites dos estratos em que a popu
lagho deverad ser dividida. Se isso for necessario, a escolha
serad feita de modo que determinadas condigoes de otimizagao,
a serem analisadas a seguir, pussém ser atingidas. Tais con
digbes sao de difficil consecugéao pratica; por esse motivo,se
rao atendidas de forma apenasAaproximada, mediante determina

das simplificagoes.

4,1.2 - A FUNGCAO CUSTO

Cada estratoc envolve um certo volume de trabalho,
tanto de planejamento.como de coleta da respectiva subamos -

-57-
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tra. Admitamos entao que seja C, © custo para atender as des
pesas de cada estrato; uma fungao custo a ser adotada antes

da escolha do valor de M seria:
g
C =c¢, +c_ M+ c.n,
0 e 121 i i

Entretanto, como o somatdrio depende de M, que e in
cégnito, fica mais adequado, como primeira aproximagéo, con-
siderar que o custo de amostragem em cada estrato seja cons-

tante, isto €, ¢, = ¢, i=1,2,...,M.

Este custo ¢ pode ser obtido em fungao de levanta-
mentos semelhantes jé realizados ou numa avaliagao de custos

prévia, a ser calculada pelo pesquisador.

A fungao custo, em sua forma mais simples, citada,

por exemplo, por Deming [7;492], fica entao:

C =c.+c *M+ecen (4:1)
0 e

M
onde n= Zrh.eéré o tamanho da amostra total, a ser partido con

i= -
veniente&ente depois que os estratos ja estiverem perfeitamen

te definidos.

4.1.3 - 0 NUMERO DE ESTRATOS EM FUNCAD DIRETA DA VARIAVEL X

EM ESTUDO

Fagémos inicialmente a hipotese simplificadora de
que X e uma variavel retangular, definida no intervalo [a;:;bl.
Entao:

) _ (b-a)? ,
g°(X) = g5

e, para uma amostra casual simples de tamanho n

(b-a)?

209 =
S (X)) = T5n

admitindo que a amostragem seja sem reposigao, mas com fra-



gao de amostragem desprezivel.

Se a estratificagao consistir em dividir a popula-

” = 1
gao X em M estratos de igual tamanho (isto e, wi==7r, i=1,2,
_+++,sM), entao cada estrato se constituird numa subpopulacéo
tambem retangular, de amplitude b&a e variancia
2
G_sz . _(b-a) 2352[
12m?

Como os custos de amostragem estdo sendo admitidos iguais em

todos os estratos, a partilha economica & otima, e

2 2
2 o, _ 1|9 il Y 1 bal 1 mea)? | s2x) \
Oét(xe) “n z wiSi Y z M Y ' 2
i=1 i=1 " M/12 12M M

ou .,seja, a variancia de Re fica reduzida a ﬁ% da variancia de

X (na amostragem casual simples). Assim:

TABELA 4.1

M 2 3 4 5

ﬁ% 0,250 0,111 0,062 0,040

Cochran [5;186] observa que, apesar das muitas hi
poteses simplificadoras adotadas, estes resultados continuam
a se verificar aproximadamente em muitas populagéesz@ais.Por
outro lado, Sampford [16:;76] ‘comenta que n&oc ha nenhuma van
tagem estatistica (isto &, redugdo de variancia) em partir um
grande estrato a menos que as partes resultantes. sejam mais
homogeneas internamente que o todo. E claro, entretanto, que
pode haver vantagens administrativas (isto &, maibr facilida

de de selecao).

A determinagao dos valores de M e n é feita com a

mesma tecnica vista em 3.2.2. Para um custo C prefixado, e a



dotando a fungéo custo (4:1), o problema consiste em esco-

lher M e n que minimizam

2 .z _ - (b=aj)?

12nM?

(4:2)

sob a condigao do custo C prefixada.

Com o recurso do multiplicador de Lagrange, forma-

remos a fungdo:

, - 2 P ~
$p(M3;n) = Gét(xe]-Fa[cO *o Mron-C)
que fornecera (f = ?27, donde, conforme Deming [7;4921,por
exemplo: e
2(C-c_) C-c
Mo ——0 e R (4:3)
3e 3c
e

Se for prefixada a variancia Gét[ie)= v deduz-se,

Dl
da mesma forma, que:

e

c M g ih=al?rc [

e e |

M e n ) - ’
2¢c 48¢c?y

’ |

(4:4)

4.1.4 - O NUMERD DE ESTRATOS CALCULADO EM FUNQAO DE UMA VARIAVEL
AUXILIAR

Suponhamos agora uma situacao mais provavel em que
X & uma variavel auxiliar, e a varidvel objeto de estudo e
Y. A determinagao do ndmero de estratos sera feita em fun-

cao de X. Supomos X retangular, definida em [a;bl, e com va



(b-a)?

. - 2 -
riancia S°(X) 15

Seja P(X) =E(Y/X) a regressao de Y sobre X, entao:

Y = YP(X) + e

Admitindo que a regressao de Y sobre X seja linear,

e que Y e € sejam nao-correlacionados, teremos:
S?(Y) = s*(P) +s®(e) = s®(arBX) +S%(e) = BSP(X)+ 8% ()
e portanto:
s2(Y) = B%s®(X)+ S%(€)
3e a amostragem for casual simples:

S2[¥%) . s2(e)

2 - p2.
S°(Y) B = =

Se, entretanto, a populagao X for dividida em M es

tratos de igual tamanho [Wi =7%n i=1,2,...,M), teremos:
_ ] 2
e 2 n
nM
Mas
B2s2(x) = p2s?(y)
e
s2(e) = S2(Y)(1-p*%)
Substituindo:
_ 2 2 .2
Sz(ye] . {32 S (Y] i ST(Y)(1-p“)
nM? n
. 2 2 '
ou 52(y ) = 2 W) 1P (12 (4:8)
e 2
n M




Pode-se mostrar que o sinal de = fica substituido
por 2 se o0s estratos tiverem tamanhos distintos, (Cochran,
[5;1877]).

Em (4:6), vemos que, a menos que p esteja muito pro-
ximo de 1, aumentos de M nao produzirao necessar%amente re-
dugoes apreciaveis em 52(98), jé& que, enqguanto %%F diminui,
a parcela (1—p2) se mantem constante.

Desprezadas inicialmente as consideracgoes sobre o
custao Cq pgde-se determinar o valor de M fixando subjetiva-
mgnte -%? como uma percentagem- Y de l—pz, de modo que

%T.possa ser tomado como desprezfvel em relagao a 1-p%:

p2

M2

= ye(1-p?)

donde

No corpo da tabela a seguir, para cada par (p;Y)
fornece-se o valor de M e, entre parenteses, a percentagem
de S%(Y)/n a que 82(98) se reduziu, em razao da criagao dos

M estratos.

TABELA 4.2
P 0,80 0,90 0,95 0,99

0,10 4(0,40) 4(0,21) 10(0,11) 22(0,02)

0,05 6(0,38) 8(0, 20) 14(0,10) 31(0,02)

0,02 9(0,37) 15(0,19) 22(0,10) 50(0,02)

0,01 13(0, 36) 21(0,19) 30(0,10) 70(0,02)




- B3 -

Como se ve, para cada P, o aumento exageradd de M
produz um aumento insignificante de precisao, de modo que a
primeira linha (para Y = 0,10} atenderia as necessidades de
precisae tao bem quanto as demais. Cabe ao pesquisador pro-

por um Y conveniente aos seus objetivaos de precisao.

Se a criagdo de um estrato envolver a nogao de um
custo C,» © estiver fixada uma verba C para a selegao da a-
mostra, o calculo conjunto de M e n pode ser feito pela fup

cao:
d(Msn) =S%Y ) +alc.+c _M+cn-C)
e 0 =]

onde SZ(?E) é dado por (4:8) e @ 6 um multiplicador de La-

grange. Obtemos:

3 2 3 2
e L S B L B B (4:7)
e 2np? (M? 2

e substituindo em (4:1), obtemos os valores de M e n. No fi
nal deste capitulo,serd apresentada uma aplicagao desta teo

ria.

Se Sz[qe]‘for prefixada em vez do custo, o proces-

so @ analogo.

4.2 - LIMITES DOS ESTRATOS

4.2.1 - INTRODUGAD

Na secgao 4.1, foi estudada a forma de calcular um
numero adequado de estratos. Naquela oportunidadé,Foram fel
tas algumas hipoteses simplificadoras, tais como a de os es
tratos terem o mesmo tamanho, ou de a variavel ter distri-
buigao retangular dentro do estrato. Entretanto, nem sempre
tals hipoteses sao as melhores guando se trata de calcular

ogg limites dos estratos.
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Ja determinado de alguma forma o numero de estra-
tos, o problema consistira agora na determinacao de seus 11
mites, com o objetivo de minimizar Uz[ie) na partilha otima

ou C'Oziie] na partilha economica.

4,2.2 - 0S LIMITES NOS ESTRATOS EM FUNQAO DIRETA

DA VARIAVEL X EM ESTUDO

Sejam Xa e Xy 08 valores extremos da populagao X;

deveremos determinar os limites intermediarios dos estratos,

isto &, x s Xoa e en s Xy 1 COM X < x,< de modo que

<
1 1 2 5w e XM~1,
o objetivo acima declarado possa ser atingido.

Na demonstragao a seguir, a parte I relativa aos
custos constantes & devida a Dalenius [6A], que dela apre-

senta entretanto apenas um resumo.

Seja F(x),'xD S x < Xy» @ fungdo densidade, admitida

conhecida, da variédvel continua X. Entao, para o estrato i:

%3
W, = f fltldt = F(x.) -F(x, ),
i i i-1
Xg-1
- oW
dF (t) _ i
nde —5r - f(t) e portanto axi = F(xi].
X,
1 o
Ui = Tﬁ— J tf(t)dt
T
i-1
X .
1 1 2
02 = = J t2f(t)dt - p?
i W i
i " !
-1

Consideremos a seguir duas situagoes, das quais a

segunda dependeré dos resultados obtidos na primeira.
I - Os Cy sao iguais em todos os estratos.

A partilha é, entdo, otima, e portanto:



e 1 M
G2 (X ) = —=—| } WS
8} n -

Como X4 s0 aparece em duas parcelas desse somato-
rio (as de ordem i e i+1}),para calcular a derivada de ogt(x I,

bastara calcular a derivada da soma dessas parcelas:

a(ZwisiJ d(W.S,) 3w )

i i . i+18i+1
a X 0 X, 99X,
i i i

(4:8)

Para o calculo da primeira derivada do segundo mem

. A :
bro de (4:8), parte-se de s;ztwisi).

a) Por um lado,

9 2 2 awi BSi 2 aSi
e (WiS3) = 8y 3t Wy g = 8y flxg)+ 2WS, &5
i i i i
donde
2 (W.82) - S2f(x.)
3s, ax; i°d 170
% = : (4:9)
i 20, S,

b) Por outro lado, o calculo direto de 5%_(wisi) forne-
i

ce:

a(wisil 3 Xy . )
5% = axi[ J t f[f)dt-wiui] =
X,
i-1 xi 2
. f & tFt)dt
i - X
- 93 f E2F () dt - = i-1
X . 0X .
i il wi
11
2 202
C ein ) 2uiwixif(xi) uiwiffxi) )
i 7 2
4

n

2 _ A - _ 2
xif(xi) 2x uif(xi)+ uif[xi] [xi ui] f(xi).

i
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TABELA 3.3
_ LEITURA |
IDADE  DE EDUCACAO | TREQUENCIA
LIVRO ‘ ¢ DT WM B
.
X Y Z F
ALTA 104 46 0 302 46 338 &
ALTA ‘
BATXA 36 0 163 185 -163 348 1<
UNIVERSITARIA
ALTA 163 0 36 312 -36 348 3¢
BAIXA
BATLXA 46 104 0 244 104 343 10
e R e, ;
ALTA 159|327 0 627 327 954 3&
ALTA ‘
BATXA 179 0 290 664 -290 954 29
COLEGIAL
ALTA 290 0 179 775 -179 934 1T
BAIXA
BATXA 557 159 0 795 159 954 1
ALTA 54 133 0 412 133 545 1
ALTA
335 0 24 521 -24 545 D
BAIXA MENOS QUE 545 2
ALTA COLEGIAL 2% 0 315 210 =335 545 3%
BATXA ]
BAIXA 133 54 0 491 54 545 24
__________,___,_____,___ﬁ__.,____,~L,.__,w
gue tres categorias de realizagao educacional nuniversita-

ria", '"colegial" € mmenos do que colegial'. Duas definigoes:
de pareamento serao consideradas: 2 primeira produzindo Uz
coeficiente de correlacao parcial direto, declara duas ob-
SCfvagééé{?&&éaww se sao empatadas em Z:; enquanto que a se-
o o coeficiente de associagao parcial de L:

gunda, produzind
declara-as pareadas somente se¢ elas sio empatadas em -

abela 3.3 mostra O

vis,
al-

s calculos com

mas nao em X ou Y. AT
- ~ . - 5. 3 . vo I 1 e
gum detalhe. La estao l1istados ©OS 12 possivels valores Gt



donde:

2
W, ,15541 i
5 =+ 82 Fx,)
141 xi i+l i
T = (4:14)
i

2wi+lsi+1

0

awi+lsi+l
bh) Calculando AT diretamente:
i

2 X
MiarS1e1 2 . £2608)dt - W, .u? | =
Sxi Bxi i+1ui+1

i

X, ~ _

Xi+1 2

f £F0E) dt

X

-x2Rlx) - 32 i .
1 W

1t

2 _ T A
2wi+1u1+1[ xif(xi)] wi+lui+1[ f(xi]] )

~xifﬂgi)— =

2
wi+l

= [(x ]zlf[xi).

1 Mya
Substituindo esse resultado em (4:14), resulta:

2 _ - 2 2 ~ ~ ' 2 .
3Si+l Si+lf(xil [{xi ui+1) ]f[xi] [Si+1 (xi ui+1) Jf(x.)

o = = e (4:15)
* M 15101 Wy o1 Si41

c) Portanto, substituindo (4:13) e (4:15) em (4:12},vem:

- 2 e . 2
SO (W, S, ) =S Fx,)+W L8170y Mian) PO .
dx, i+l i+l i+l i i+l

F(xi)

e w2 toa2 _re? . - 2
= 281+1{281+1 0S5, (X" %541) ]}



ou seja:
- flx,)
8 o = i 2 2 .
5w, Wie15541) T 7‘5‘.”‘"‘[("1 Hie1? " * 810 (4216)
i i+l
Finalmente, substituindo os resultados (4:11) e

(4:16) em (4:8), e anulando a derivada, resulta:

F(Xi] , f(xi) = ) ,
"—'—é'-s‘—'—'{:[xi‘ui) +Si]——§_‘3—,—_~ [Xi"Ll. }J© + 8 :[ = 0
i i+l -

(x, -, )2« 52
5 N 2 1;1 Lel 11,2, 0..,M-1 (4:17)
i 1+1

Deming [7:;491], observa que estes resultados sao va
lidos para amostragem com reposicao, mas podem ser aceitos

; - - n
como boa aproximagac na amostragem sem reposigao quando FQTT < 20%.

Dada a impraticabilidade desse resultado, ja que
Ui e Si dependem de X{ foram propostos metodos aproximados
de separagac dos estratos.

Dalemius e Hodges [6:;90] propuseram O método se-
guinte que, ao que parece, segundc Cochran [15;183]1 & o gue

melhores resultados da.

Seja f(x), Xg L% < X, 8 fungao densidade de probabi
lidade de X.Se supusermos que X tenha distribuigdo retangu-

lar dentro de um estrato, entao:

X
i

W, = f flt)dt = f,(x,-x, )

1 1 1 1

%i-1



} i Ti-1
Si =
V12
de forma que:
M M fi 1 M 2
) WSy = (xi—xi_ll2 = — ) [Vfitxi_xi—ll}
i=1 i=1 V12 VY12 i=1"%"

sendo fi o valor admitido constante de f(x) no i-esima es

trato.

Proponhamos agora a fungao

X
G(x) = J YF(t) dt

)

Entao

Glx;) - Glxy 4 = VO =%y )

e portanto:

M M [ 2
12 J w,s, = ) |6(x,)-G(x, _,)
i"‘l‘l i i i=1 1 i"l
Como:
M M
izl Glx,) - Blx, ;)| = Blxy) = f VF(t) dt
*0

que & fixo, decorre que

2

M
Y |otx,) -6(x, ,)
. i i=1
i=1

serd minimo quando todas as parcelas de



M
igl Glx;) - Blx; )

forem constante, isto &, guando:

M
_ j VF(E] dt
G(x,) X
- M ~ 0
G(xi) —G(xi_l) = i ~ 7 .

Portanto, a cada estrato correspondera %T de:

Y
j JFIE) dt

*0

Deve-se entao escolher os Xy de modo que a relagao:

X

M
J vE(t) dt
X

G(x,) -6(x, ,) = L , i=1,2,...,M-1
i i-

! M

fique satisfeita, o que ocorre tomando-se intervalos conse-
cutivos de amplitude igual, na tabela dos valores acumula-
dos de V/F(x). Na pratica, a fungao f(x) pode ser tomada co-
mo funcao densidade de frequéncia absoluta, sem qualquer gue-

bra da teoria.
Recordando que:

2

R

M
Viz ) WS, =

Gx,)-6x, ;)
i=1 i

1 1

vemos que este método consiste em escolher os xi de modo que
wisi
lha igual.

seja constante, o gue torna a partilha otima uma parti

No artigo ém gque expuseram tal resultado, Dalenius

e Hodges observam que as solugbes obtidas para os limites
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dos estratos devem ser encaradas como uma primeira aproxima

gdo, e fazem consideragoes sobre como melhora-las.

Além dessa forma de obter uma solugao aproximada pa-
ra a questao dos limites dos estratos, que consiste em to-
mar tais limites de modo que wisi seja constante, foram de-

duzidas algumas outras formas, das quals citaremos as seguintes:

Aoyama [1] - tomar os limites dos estratos de modo gue
X, = %X, seja constante;
i i-1
Ekman [8] - tomar os limites dos estratos de modo que
wi[xi ~xi_1) seja constante;
Mahalanobis [11] - tomar os limites dos estratos de modo que

Wiui seja constante (o que implica m1t0i
nar constante a constribuigdao de cada es

trato para o total populacional de X).
IT - 0Os Cy diferem substancialmente de estrato para estrato.
Ja vimos due, nesse caso, € mais interessante uti-
lizar a partilha economica. Como a partilha nédo € otima,
cztie] ndo sera minimizada, mas sim o produto C-G2(Xe], que

assumira o valor
: 2

Si Vo ,

M
LW :

i=1 .

conforme (3:9). 0 problema consiste entdo em determinar os
limites dos estratos de forma que

M
= Jo
B .z WS, Yeg
i=1
seja minima. Pelas mesmas razoes antes citadas, a derivada
de B sera calculada apenas para duas de suas parcelas:
a8 = : W.S, Yc, +—~§~— W
i7i i 3xi

Bxi 851

1+1°1417%1 41

Suponhamos que o custo de amostragem de uma unida-
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de em cada estrato ja esteja prefixado. Isto &, ja se sabe
quanto custara a selegao de uma unidade em cada um dos M es

tratos, restando apenas a definigao dos limites entre eles.

Havera duas derivadas a calcular:

aW.s, Ve oW, S, Flx I (x,-u,)2%+s52]
a) i A i - )/_C—.—' i i - /ET' i 1 i 1
Bxi i Bxi i 2S

i

conforme (4:11), e

_ 2 a2
. 3W1+1Si+1“°1+1 _ /E___.3w1+181+1 ) ~/3~—~.F[xi)[(Xi “1+1] +Si+l]
ax i+l ax i+l 2S
i i i+l
conforme (4:16).
aB
Igualando % & zero, acabaremos por obter:
i
©i [ 2.a2 Ci+1 2 a2
’§T"L[Xi—“i]'+si] - 757'”"[Xi‘“i+1) +Si+l] (#:18)
i i+l

Se o custo ci de uma unidade do estrato i for fun-

cio do limite superior deste estrato:

c; ~ g[xi], 1i=1,2,...,M

o problema se complica algo mais, pois devemos minimizar:

M :
B = ) WS vVglx_ )
i7i i
i=1
Além da extensao dos calculos, nao ha outras dificuldades

na solugao desse caso.

_ Tal como no primeiro caso (ci constantes), este re
sultado e impraticéyel, motivo pelo qual devemos procurar u

ma regra aproximada que permita contornar o problema satis-



fatoriamente.

Sob as mesmas condigoes ja vistas no primeiro caso,
(isto e, f(x) = fi’ constante dentro do estrato i, tal que

0w !
L WS Ve, = —=— Y of. (x

-X. ]ZVC.)J
g=1 + 1 1 g7 oqay 2L 1] i

a adaptagao consiste em redefinir a fungao G(x) por:

X
Glx) = [ flt)velt) dt

X0

Admitindo que o custo c(t) para amostrar a unidade

de Valor t seja constante e igual a c no estrato 1, decor

il
rera que:
G(xi] —G(xi~1] = fchi [xi—xi_ll
donde:
L ws,ver - ) 2
W,S,vYe, = G(x,) - G(x, .)
121 i1 4 121 i i-1
Como:
M Mmoot
Y le(x,) -6(x, )| = } J £,/c, dt
i’ i-1 o = i i
i=1 i=1 %
i-1

e fixo, entao

M
E Glxy) - 6lx; ;)

i=1

passara por um minimo quando todas as parcelas de

lVl -
-igl Gx,) - Glx; ;)
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forem constantes, isto &, quando

1 M i
G(xi] —G(xi_l) = Z J fifci dt
i=1
*i-1
Portanto, a cada estrato correspondera %% de

M xi

) f £, Ve dt

1=1 "

i-1

Os x:.L serao entao escolhidos tomando-se intervalos
consecutivos de amplitude igual, na tabela de valores acumuy

lados de V@[x]Vc(x) " (sendo c(x) o custo para amostrar uma

unidade de valor x).

A aplicacgado desta regra nao e tac imediata quanto

a primeira, na qual todos os c, eram supostos iguais. Sera

i
necessario um processo de aproximagbes sucessivas, gue con-

sistira no seguinte:

a) realiza-se a separagao dos estratos de acordo com a
primeira regra (isto é, sem incluir o fator custol;

b) com os estratos ja delimitados, e conhecendo-se pre-
viamente o valor de ci em cadé um, calcula-se para cada in-
tervalo de classe o produto VGK/E; [fk sendo a frequencia
absoluta da classe de ordem k);

c) constroi-se uma tabela dos valores acumulados de

FK/EI , @ reaplica-se da regra dos intervalos consecutivos
de amplitude igual;

d) repetem-se os dois itens anteriores, para-essa nova
divisao, guando provavelmente apenas leves diferengas serao
registradas. Quando for atingida a estabilidade em divisoes
sucessivas, o processo esta concluido. Se pequenas diferen-

gas continuarem se registrando, € conveniente calcular 0s



respectivos

M
Z W.Schi,
=1 *

e escolher a divisao que produziu o menor deles.

4,2.3 - 0S LIMITES DOS ESTRATOS EM FUNCAO DE

UMA VARIAVEL AUXILIAR

Quando e distribuigado da variavel X e conhecida, mas
esta variavel & tomada como auxiliar de uma outra variavel
Y, -objeto de estudo, Dalenius [6B] demonstrou que, se a re-
gressao de Y sobre X for da forma Y =o+BX+€, onde E(€)=0 pa
ra qualquer valor de X, e X e € sa&o nao correlacionados, os
limites de X para os quais 02(99] se torna minima sao dados

pelas equagoes:

2
1+lsx i+l;€"

Sl
Bsi+1fx¢€:s1+1;€/8 Si+1:x

2 _ 2. 02 2 a2 _ 2 o2
B [(.xi ub‘(.} +Six]f2‘§ie ) B [[xi ui+1;x] +S 1+25

‘ Conforme observa Cochran [5;184), se p(X;Y) for al
to, o resultado acima pode ser substitufdo, em termos prati
cos, por (4:17), e as regras aproximadas funcionam razoavel

mente bem.:

Damos, a seguir, uma aplicagao pratica de alguns

topicos deste capitulo.

4,3 - UMA_APLICAGAO

4,.3.1 - INTRODUGAQ

Na aplicagao a segulr da teoria exposta neste capi
tulo, procuraremos analisar a forma de dimensionar uma amos

tra casual estratificada, bem como abordar alguns problemas
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que podem surgir neste dimensionamento. A populagao conside
rada sera a das 200 maiores empresas do Brasil, classificadas
em ordem decrescente segundé o Patrimonio Liguido obtido do
balango de 1973 (conforme lista organizada e publicada pela
revista "Visao", edigdo "Quem & Quem na Economia Brasileira’,

de 31 de agosto de 18974).

Como o objetivo principal do trabalho consiste em
incluir o custo de amostragem como fator de dimensionamento,
e dada a caréncia total de exemplos reais na bibliografia
disponivel (quase toda ela estrangeiral,contentar-nos-emos
em utilizar custos ficticios propostos com base nas referéﬂ
cias assinaladas na bibliografia. A resolugaoc adotada no di
mensionamento devera, portanto, ser encarada como uma SUEES

tao apresentada para problemas desta natureza.

4,3,2 - USO DE VARIAVEL AUXILIAR

Como estad citado acima, dispomos da relagdo das du
zentas maiores empresas do Brasil,organizadas em ordem de-
crescente segundo o patrimonio liquido (balangos de 1873,pu
blicédos em 1974). 0 problema, nesta subsegao,consistira em
calcular o numero e os limites dos estratos, e em sgguida
dimensionar a amostra casual estratificada, tomando como va
ridvel auxiliar (X) o Patrimonio Liquido de cada uma das du
zentas empresas durante o exercicio de 1973 (conforme rela-
cao citada), e como variavel objeto de estudos (Y) o Patri-
monio Liquido destas mesmas empresas durante o exercicio de
1974. Suporemos que a relagao dos valores da variavel Y (Pa
trimonio Liquido de 1974) Hag - esteja disponivel quando da
determinagao do nidmero e dos limites dos estratos (situagao
que constitui uma simulagdo da situagao reall. A selegao e-
fetiva da amostra sera realizada em fungdo dos nimeros de
ordem constantes da;ediqéo de 1974; selecionada uma empresa

desta forma (conforme a tabela de nimeros ao acasc constan-
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te de Pereira [14;23]), o valor da variavel Y, objeto de es
tudo, sera pesquisado na edigao de 1975 da mesma revista

("Quem & Quem na Economia Brasileira",edicao de 31-08-1975).

A finalidade da pesquisa nao sera propriamente es-
timar o patrimonio liquido medio ou total das 200 maiores
empresas (pois estes dados, individualmente, nao seriam mui
to dificeis de serem obtidos) mas sim colher, nas empresas
sorteadas, informagoes diretamente relacionadas com este pa
trimonio, mediante um questionario adequadamente redigido.
Ha interesse, portanto, em selecionar uma amostra a mais re
presentativa possivel da populagado, e essa representativida

de sera tomada em fungdo do patrimonio 1iquido de 1974 (Y).
As etapas do problema serao as seguintes:
a) Determinagéo do Namero de Estratos

Quando e considerada uma variavel auxiliar X (no ca
so, 0 patrimonio 1iquido de 1973, ja vimos (formula (4:6))

gue:

o:(¥ ) - Y ["2 . (1—p21]

M2
onde p & o coeficiente de correlagdo linear entre X e Y na
populagdo nao estratificada. Esta formula foi deduzida sob
a hipotese de que todos os estratos terdo o mesmo tamanho
(hipotese irreal, mas que deve ser aceita de inicio,uma vez
gue nao e possivel determinar os limites dos estratos antes

de determinar o ndmero deles) .

Necessitamos entdo do valor de p. Uma boa estimati
va dele pode ser obtida se, em algum censo anterior recente,
todos os valores das duas variaveis (X e Y) estiverem dispo
niveis. Como isto nao ocorre, podemos estimar p colhendo u-
ma amostra preliminar rapida na qual seja perguntado as em-

presas sorteadas apenas o valor de X.
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Esta amostra preliminar sera uma amostra casual sim-

ples de 10% da populagao;as informagbtes obtidas foram as se

guintes: #

NQ DE ORDEM PATRIMONIO LIQUIDO NO DE ORDEM PATRIMONIO ' LIQUIDO

(Edicao 74) 1973 (X) 1974 (Y) (Edicao 74) 1973 (X) 1974 (Y)
80 350.636 581.667 16 2.060.683  2,125.380
146 209.772 206.109 3 11.775.820 15.550.610
125 235.558 252,273 15 2.147.802 3.034.891
54 464,882 497.869 163 189.930 194,542
185 163.330 226.398 171 179.249 208.021
177 175.048 224,658 10 3.492.747  4.522.283
60 426.281 514.726 53 469.089 703,218
87 334,981 430.631 | 168 186.179 219.788
119 248.418 268.776 109 274.248 398.042
198 155,011 224,081 39 681.304 793.178

Os calculos forneceram:
Yx = 24.220.968 Sy = 31.177.141
yx? = 1,61465-10™" Yy? = 2,78778°10™"

Yxy=2,11988-10"
donde

2,11988x10'"* - 3,77570x10'* _ 1,74231x10""
[
11.494.668 x15.171.585 1. 74395 x10™

oy

= 0,98806

Para o calculo do numero M de estratos, necessita-
mos ainda equacionar uma fungaes custo que leve em conta o
fato de que a criagao de um estrato acarreta trabalho extra
de planejamento, bem como de coleta (pois provavelmente de-
vera ser organizada uma equipe para cada estratp).Quando 0
nimero de estratos ja esta determinado previamente, as des-

pesas decorrentes deste fato sao incluidas nos custos fixos.

Na equagao proposta em (4:1), desprezando c te-

Ol
mos:

C = c_*M+cCceh
e



e admitiremos que ce=:300. Nesta equagao, ha o inconvenien-
te de se considerar que todos os c, sao iguais (a c), o gue
nao sera verdade no caso, de modo gue tomaremos para € um
custo médio previsto para cada elemento sorteado, igusl a
c = 10. Este valor devera posteriormente ser testado a fim de

se verificar se a suposigao foi razoavel.

A verba destinada ac planejamento e selegao da a-

mostra sera fixada em 1.800, de modo que (4:1) ficara:

1.800 = 300M+ 10n

0 cdlculo de M e n € feito resolvendo o sistema:

2
G = M }‘l o4 Mzu.]_'___—p__}

c 2n pz 3

C = c M+ c'n
e
conforme (4:7) e (4:1). Isto &:

0,0565M2% + 30M = 2n

n = 180 - 30M

Substituindo n na primeira equagao, e resolvendo a
equacao resultante de terceiro grau em M pelo méﬁodode apro
ximagdes sucessivas de Newton, obtemos para M o valor 3,961,
isto €, M= 4. Resultara dai que n =60. Lembremos gue, prin-
cipalmente quanto a n, o valor obtido deve ser epcarado ape
nas como uma primeira aproximagao, em virtude das hipboteses

simplificadoras feitas inicialmente.
b) Limites dos Estratos

0 nimero de estratos também foi ohtido sob a hipo-

tese de que todos os estratos deveriam ter o mesmo tamanho;



o processo adotado serve, portanto, apenas como um critéerio
de determinacgéc de M, j& que a partir de agora abandonare-
mos a hipdtese da igualdade dos tamanhos dos estratos e pro
curaremos calcular seus limites tais que o produto ' Custo X

Variancia seja minimizado.

0s calculos serao realizados tomando por base opro
cesso aproximado proposto em 4.2.2 - II, combinado com asub

segaoc 4.2.3.

0 primeiroc cuidado consiste em organizar uma tabe-
la com a distribuicdo das frequéncias das empresas (em fun-
cdo de X, isto &, do patrimonio liquido de 1873) por clas-
ses; quanto menor a amplitude das classes e malor o seu na-
mera, malis exata resulta a determinagé&o dos limites requeri
dos (apesar do aumento de cédlculos). Adotaremos entac a am-
plitude de 50.000, donde resultam 37 classes (ver tabela 4.3,
colunas (1), (2) e (3); os limites das classes estao expres

sos em Cr$10.000.000,00).

A primeira etapa de aplicagao de regra consiste em
determinar os limites dos estratos sem levar em conta o fa-
tor custo de amostragem c, em cada estrato. Na coluna (4)
dos valores acumulados de /?E, o (ltimo valor resultou 67;206.
Como sao 4 estratoé, a cada um devera caber a qguarta parte
deste total, ou seja, 16,801. .Logo, os limites dos estratos
serdo os limites superiores das classes cujos valores acumy
lados de /?; estiverem mais proximos de 16,801, 33,602 e
50,403. Nesta primeira etapa, ficam determinados entao os se

guintes limites: 15 + 30; 30 & 55; 55 + 170 e 185 + 1305.

A segunda etapa consiste em reformular estes limi-
tes mediante a inclusao do custo cy em cada estrato. Confor
me observa Raj [15;651, em geral & mais barato amostrar um
elemento de grande porte do que de peqguenc porte, pois en-

quanto no grande o questionario pode ser enviado. a empresa e
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TABELA 4.3

(1) (2) (3) (4) (5) (6)
k k k
CLASSES (k) INT.ORDEM £y, ) YE. ] y[€.ve. ) t[f.7e]
j=t 3 j=1V 3 o=y

15 +~ 20 156-200 45 6,708 15,000 15,000
20 +~ 25 119-155 37 12,791 28,601 28,601
25 = 30 96-118 23 17,587 39,325 38,193
30 ~ 35 81-95 15 21,460 47,071 45,939
35 ¢ 40 66-80 15 25,333 54,817 53,685
40 ~— 45 58-65 8 28,161 60,474 59,342
45 k- 50 50-57 8 30,990 66,131 64,241
50 — 55 43-49 7 33,635 71,422 68,823
55. = 60 42 1 34,635 73,154 70,556
60 — 65 41 1 35,635 74,887 72,288
65~ 70 38-40 3 37,367 77,887 75,288
70 ~ 75 37 1 38,367 79,619 77,020
85 +— 90 36 -1 39,367 81,351 78,752
95 += 100 30-35 6 41,817 85,593 82,994
100 ~ 105 28-29 2 43,231 88,043 85,444
105 ~ 110 26-27 2 44,645 90,492 87,893
115 ~ 120 24-25 2 46,060 92,942 90,343
130 — 135 23 1 47,060 9% ,674 91,757
135 + 140 20-22 3 48,792 97,674 94,206
150 — 155 19 1 49,792 99,406 95,621
165 — 170 18 1 50,792 101,138 97,035
195 — 200 17 1 51,792 102,552 98,449
205 — 210 16 1 52,792 103,966 99,863
210 + 215 15 1 53,792 105,381 101,278
230 ~ 235 14 1 54,792 106,795 102,692
240 — 245 13 1 55,792 108,209 104,106
245 — 250 12 1 56,792 109,623 105,520
335 — 340 11 1 57,792 111,037 106,934
345 + 350 10 1 58,792 112,452 108,349
375 = 380 8-9 2 60,206 114,452 110,349
385 ~— 390 7 1 61,206 115,866 111,763
420 — 425 6 1 62,206 117,280 113,177
470 — 475 5 1 63,206 118,694 114,591
530 + 535 4 1 64,206 120,108 116,005
1175 ~ 1180 3 1 65,206 121,523 117,420
1230 ~ 1235 2 1 66,206 122,937 118,834
1300 ~ 1305 1 1 67,206 120,248

124,351
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remetido de volta ja preenchido, sempre pelo correia, no pe
gueno talvez seja necessaria uma entrevista pesscal para es
clarecimento de dividas e orientagao das respostas. No pre-
sente caso, todas as empresas sao grandes, mas para ressal-
tar a influeéncia do custo cj no dimensiocnamento, proporemas
os custos 25, 16, 9 e 4 resﬁectivamente para o primeiro ate

o quarto estratos, guaisquer que sejam seus limites.

Deveremos organizar em seguida & coluna (5),na qual
serao registrados os valores acumulados de /?;7??, com 0S
Cy agora prefixados para os estratos cujos 1limites acabam
de ser determinados. 0O (ltimo valor da coluna (5) @ 124,351;
a quarta parte desse valor é 31,088, e portanto os novos 1i
mites devem ser determinados em fungao dos seguintes wvalo-
res acumulados: 31,088, 62,176 e 93,263. Resultam: 15 ~ 25,
25 = 45, 45 ~ 120 e 120 = 1305. Notemos que houve uma amﬂig
cAo dos estratos onde a amostragem & mais barata (dois (lti

mos) e uma retragaoc nos demais.

A proxima etapa consiste em repetir os calculos com
os novos limites, a fim de corrigir eventuais peguenas dis-
torgobes (coluna (B)). 0O Gltimo valor é 120,248; os gquartis se
rao 30,062, 60,124 e 90,186, que confirmam os limites ante-

riores calculados..

0s estratos economicos serao entao:15+25, 25+ 45,

45+ 120 e 120+ 1305 (valores expressos em Cr$10.000.000,00J.
¢) Dimensionamento e Partilha da Amostra

Ja dispomos dos seguintes dados:

i LIMITES INT. DE ORDEM N, wi' e
1 15 +— 25 119-200 82 0,410 25
2 25 — 45 58-118 61 0,305 16
3 45 — 120 24-57 34 0,170 9
4 130 +~ 1305 1-23 23 ' 0,115 4
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Para concluir, resta agora dimensionar e repartir e
conomicamente a amostra casual estratificada. 0 grande pro-
blema consiste em conseguir-se uma boa estimativa para cada
um dos Sz(Y]. No caso presente, ja dispomos de uma amostra
preliminar, colhida para estimar p. Podemos entao estratifi

céa-la a posteriori, obtendo:
& NQ DE ORDEM (Edigao 74)

1 146, 125, 185, 177, 119, 198, 163, 171, 168
2 80, 60, 87, 109

3 54, 53, 39

4 16, 3, 15, 10.

ou seja, as 20 empresas amostradas estariam repartidas de
forma grosseiramente proporcional (8, 4, 3 e 4¢, em compara
gao com 8, 6, 4 e 2, que seria a partilha proporcional exe-

quivel).

As estimativas dos Si(Y] resultarao:

si = 5,32912 x 10° (s, = 23.085)

sé = 6,89700 x 10° (s, = 83.048)
2 _ 10 _

55 = 2{29145 x 10 (53 = 151.375)

sz = 3,89403 x 10 (8, = 6.240.216)

Para o dimensionamento e repartigdo economica, uti

- lizaremos as formulas (3:4) e (3:3).

No caso, temos C=1.800 e, como O ndmero de estra-
tos ja esta definido, entao EB‘M==BDOX4= 1.200. Logo,
C—ce'M= 600 (verba destinada efetivamente a selegao dos ele

mentos da amostra)l.

Em ambas as formulas, O0s Si serdo substituidos por

suas respectivas estimativas. Resultara entao:

4 W, S,

2 St = 3.785,94;+8.332,41-+8.577,92-+358.812,42 = 377.508,69
=1 Voi

i



e
4
Yy W,S.v/c, = 1.708.417,81
- b N~ 9 1
i=1
donde
600x377.508,69
1.708.417.61  ~ 33
~ 3.785,94 ~ ) ) 3
n1 = 377.506.69 133 = 1, n2 =2, n3 =3 g n4 127.

Tal repartigcéo tem valor apenas teorico, psela peque
na importancia agribuida aos trés primeiros estratos, compa
rada com a desmeﬁéurada importancia atribufda ao Gltimo (em
virtude de seu si-alto e seu ci‘baixo). Aléem do mais,como a
ambstragem é sem reposigao, o valor de N, =127 € inaceita-
vel, ja que N4 = 23. Poderiamos contornar esse problema, pro
curando distribuir o excesso de 127 - 23 = 104 elementos pe-
los tres primeiros éstratos, mediante um critério qualquer,
masl pelo menos neste exemplo, a verba de 600 seria wultra-
passada, Ja que nesses estratos a amostragem €& mais cara que

no quarto estrato.

0 dimensionamento sera entao refeito da seguinte
forma: _ '
a) adotaremos Ny =N4 =23; a amostragem desses 23 elemen
tos (isto e, todo o estrato) custard 23x4 = 92, restando en
tao 600 - 92 =508 para a selecao nos demais estratos;
b) consideraremos uma populacdo composta apenas pelos tmes
primeiros estratos, e dimensionéremos uma nove amostra para

eles. Temos:

i N. Wi s, c.

i i i i
1 82 0,463 23,085 25
2 61 0,345 83.048 16

3 34 0,192 151.375 9



Portanto:

3 W s,
v i - 2,137,67+7.162,89+ 9.688,00 = 18.988,58
i=1 VYo,
s
e
3
AZ wisi/ci = 255,240,01
i=1
donde
L. . 508 x 18.988,56 _ 44
755.240,01 | ©
n1 = 4, n2 14 e n3 = 20.

Desta forma, o tamanho total da amostra sera n=61,
e ‘a partilha sera n1=4, né=14, n3=20 e n4=23. Esta solugan.
é razoavel, tanto porque n=61 estd bem proximo do valor (n=60)
calculado por ocasiao da determinagdo do numero M de estra-
tos, como proque dncusto médio de amostragem por elementos

sera:

596
61

9,77

ou seja; bem proximo daquele tomado no infcio (¢ =103,
d) Selecao da Amostra e Analise dos Resultados

Com o dimensionamento e partilha ja decididos, po-
demos levantar a amostra definitiva, que consistiria,na pré
tica, em consultar (mediante entrevista pessocal ou envio de
questionario pelo correio) as empresas selecionadas em cada

estrato.

Admitamos que a amostra preliminar seja a base des
sa amostra definitiva. A selecao dos elementos serd entao

feita da seguinte forma:



i)

no primeiro estrato, onde deveremos ter n. = 4,

con
1 =5

sideraremos apenas as fquatro primeiras empresas sor

no segundo (n2'=14] e terceiro (ng =20) estratos,a

colheremos as empresas ja sorteadas na amostra pre

e prosseguiremos o sorteio

tamanhos requeridos;

teadas;
ii)
liminar,
pletem os
iii) no quarto estrato,
A amostra resultara:
-19 ESTRATO 29 ESTRATO
(119-200) (58-119)
N©Q Y NQ Y
146 206.109 80 581.667
125 252.273 60 514,726
185 226.398 87 430.631
177'224.658 109 398.042
75 599,548
111  318.293
83 567.241
114 337.853
118 452,509
117 316.474
113 329.662
115 4102.098
101 .343.863
105 538.209

A media e variancia,

estimadas nos trés

faremos um censo

30 ESTRATO
(24-57)

NO Y

54 497,869
53 703.218
39 793.178
31 2.207.630
45 1,051,306
34 1.471.310
41 1.124,194
56 553.084
38 963.862
24 1.593,5009
50 561.495
51 570.220
25 1.144.671
52 616.860
33 1.222.603
b4 720.012
30 951.196
43 605,984
36 968.211
47 679.592

estratos, e reails no.ldltimo, resultaram:

ate que se com

completo.

49 ESTRATO

(1~23)
Y
1 18.807.360
2 15.370.496
3 15.550.610
4 6.152.202
5 5.058.109
6  4.601.072
7 5.048.087
8  4.785.848
9  4.180.451
10 4.522.283
11 4.073.731
12 3.668.242
13 2.549.901
14  3.167.916
15  3.034.891
16  2.125.380
17 * 2.468,893
18  2.339.261
19 2.931.345
20 1.897.320
21 ' 1.661.408
22 1.883.225
23 1.011.591

primeiros
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V.= 227.359,50 y_=416.486,85  y,=950.000,20 1,  =5,082.130,4
1 2 3 4;Y
s2= 3,60233x10° 2= 1,90238x10"° 5% =1,85189x10%"  of | =2,1742x10"
- - 7 - 430,348) s
(s, = 18.880) (s, = 137.927) (s, (0,,y=4.662.831,7)

0 patrimonio ligquido médio, estimado para o exerci
cio de 1974, das duzentas empresas (incluidas na relagao do

exercicio de 1973) resulta em:

4
oo S . 9B6.190,68
y Z Wy,

isto e, Cr$866.380.890,00

A variancia estimada de ?e deve ser calculada lem-
brando que a amostragem foi sem reposicéo. Na parte tecdrica,
tfnhamos por comodidade considerado a fragao de amostragem
em cada estrato como desprezivel, mas aqui i1sto nao ocorre.

A formula completa e:

com a qual obtemos:
2 G : 8
a [Ye) = 2,21886x10

0 erro padrao da estimativa encontrada.é
g (Ve) =14.899,19

de modo que um intervalo de confianca para o patrimonio 11 -

guido médio das 200 empresas, ao nivel de 5%, sera:

966.190,89+1,96x14.899,19 = (936.988,58; 995.383,20)

Cabe uma Ultima observagao guanto a estabilidade
das estimativas das variancias dos estratos. Com excegao do

terceiro estrato, as estimativas da amostra definitiva man-
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tiveram-se razoavelmente estavels am relagao as respectivas
estimativas obtidas com a amostra preliminar.No terceiro es
trato, entretanto, a variacao foi abreciével, o gue sugeri-
ria um recalculo do dimensiocnamento e da partilha da amos-
tra. Se, sob a expectativa de uma possivel instabilidade das
variancias, a amostra definitiva tiver sido colhida da for-
ma rapida (como © foi a amostra preliminar), o recalculo te
ria sentido e daria n1=2, n2=12 e n3=29, além de n4=N4=23].
pois a verba efetivamente destinada as entrevistas ainda nao
teria sido gasta. Se entretanto a amostra definitiva ja ti-
ver sido colhida, com o preenchimento dos questionarios e
consequente consungao da verba, o recalculo perde qualquer
sentido, em virtude da inexequibilidade de uma nova selegao.
Além disso, no presente exemplo este recdlculo poderia ser
dispensado, pois levaria apenas a um aumento da fragao de a
mostragem do terceiro estrate (que ja nao & peguena:
fgy = 20/34 = 58,8%)

com a consequente redugao das duas primeiras (que ja nao sao
muito grandes}

fl = 4/82 = 4,9% e f2 = 14/61 = 23,0%).



CAPTTULO Vv

AMOSTRAGEM CASUAL ESTRATIFICADA:

REPARTICAO COM MAIS DE UMA VARIAVEL

5.1 - INTRODUCAO

Suponhamos a situa¢ao frequente na qual o objetivo

da amostra nao é estimar simplesmente a média de uma (nica

1’ x2l
varias alternativas para a solugéo desse problema, mas ne-

variavel X, mas sim de duas ou mais (X ves). Existem
nhuma totalmente satisfatoria. A funcédo custo sera admitida
sempre & mesma, tanto para uma quanto para varias variaveis

em estudo.

A solugéo mais imediata, porém pouco rigorosa, con
siste em determinar a partilha para cada uma das variaveis
separadamente, e em seguida toﬁar a média aritmeética dos ny
calculados para cada variavel. Se o custo foi préfixado, o
valor de n ja estard determinado a priori: se,entretanto,as
variancias tiverem sido prefixadas, o valor final e defini-
tivo de n resultara como sendo a média dos n'’s 'calculados

para cada variavel.

0 processo acima nao leva em conta gue as varia-
veis podem estar correlacionadas entre si, ou que as respec
tivas variancias deéntro dos estratos ndo difiram muito. Des

-89-
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te modo, tais variaveis ficarao super "valorizadas” no prao-
cesso da partilha. Para contornar o problema (e simplifica-
lo também) pode-se analisar previamente os grupos de varia-
vels que se apresentem nessas situagdo, conservando-se ape-
nas uma por grupo, de preferencia a mais importante. Deve-~
rao resultar apenas variaveis que, em principioc, tém pouco

de comum. Se o0s custos C, nao diferirem muito, ¢é possivel

que se obtenha no computo final das médias um resultado a-
proximado & partilha proporcional, ja que os efeitos das va
riancias dos estratos tendem a contrabalangar-se (Hansen,
[9:2251; Dalenius [BA;2051; Yamane [19;1341).

5.2 - 0 MULTIPLICADOR DE LAGRANGE

A mesma técnica utilizada na éegéo 3.2.2 pode ser
utilizada para o dimensionamento e partilha da amostra ca-
sual estratificada quando duas ou mais variaveis estado em es
tudo.

Consideremos uma populagao com M estratos, na qual
v variaveis devem ser estudadas. Seja

2 al
wi Sij

1 Ny

Q
N
>
St
"
ne~3=

a variancia da média amostral, com amostragem casual estra-
2
S
id .
variancia da j-esima variavel no i-ésimo estrato.

tificada, da j-esima variavel, j=1,2,...,V. indicara a

Teremos também aqui duas alternativas:

I - Minimizagado do Custo ‘ : ‘

Em principio, dever{amos limitar superiormente as

variancias, isto é:
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em virtude da provavel impossibilidade de uma repartigado sa
tisfazer a todes as igualdades. Para efeitos de calculo, en

tretanto, fixemos inicialmente as variancias (Yates, [20;3381):
J=1,2,...,Vv. (5:1)

0 problema consiste em calcular os ni, i=1.2....,M, de modo
que o custo, dado por (3:1),seja feito minimo sob as condi-

coes em (5:1).

Seja a funcgao
M v § 5
¢(n1,n2,..‘,nM';al,az,...,aV]l= c0+i§ cini+j§1aj[b [Xej—aj}

onde os a,, J=1,2,...,v, sao multiplicadores de Lagrange.

]
Fazendo 5@£-=0, obtemos:
n
i
W2
i
s P Z %y 13
i

ou

2 «
n, = \/éilajsij (5:2)
i 1;211'13M

O0s o, devem ser determinados, e o cdlculo ndo apre

J

senta tratamento rapido. Para calcula-los, podemos substi-

L]

tuir os n, nas formulas de cads uma das v restrigbes Oztiej),

com o que obteremos um sistema de v equagoes (uma para cada

restrigdo) com v incognitas (os proprios o, ):

J
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Para o caso genérico, parece nao haver processo ra

pido e pratico de obtengaoc dos valores dos o Nenhum pro-

g
cesso grafico € totalmente satisfatorio, e para v > 3, qual-

quer processo grafico e inexequivel.

De qualquer forma, um processo matematico de apro-
ximagoes sucessivas (Milne, [12;46]) consistiria em calcu-
lar uma solugdo aproximada inicial, que pode ser dada, por

exemplo, pelo calculo dos a, quando se realiza a partilha

J

separadamente para cada variavel. Seja (ai,a'

2....,@&] essa

solugao aproximada inicial.

Sejam também:

& 2y - = =
Fj[al,az,...,avl = O (Xej] aJ 0, 3=1,2,...,V

as equagoes correspondentes as v restricgdes.

Desenvolvendo cada uma delas pela Formula de Tay-

lor, no ponto (ai,a‘,...,a&), e reonsiderando apenas os ter-

. 2
mos até o primeiro ‘grau, admitamos que (mi,ag....,dc) seja
uma nova solugao a ser determinada (e em principio melhor

que a anterior). Resultara entao o sistema linear:

. ' v L BFJ[ai,a',..,,aQJ
Fylaj.ob,....0r) +k§1[ak—qk)- o =0
cam j=i,2....,v
cujas incdgnitas sao os ug, J=1,2,...,v, e qus .pode ser re

solvido bem mais facilmente.

0 processo pode ser repetido tantas vezes quantas

1

for julgado conveniente.

Para alguns casos particulares de v e/ou M, exis-
tem solugOes mais especificas, conforme analisaremos a se-

guir.



al v=M

0 sistema pode.ser resolvido com facilidade. Por e
xemplo, consideremos a seguinte situagac ficticia, na qual
v=mM=2;:

o Wl Sil S12 ¢4
1 0,8 2 1
2 0,2 8 6 4

TABELA 5.1

Teremos:

0,8
Ny = —g—ve, e,
L 0,2 e
n2 = e 64u1+36a2
Fixando 0%2(X .) =0%(X _.) =0,01, e substituindo n. & n nas
el e?2 1 2
farmulas dessas variadncias, teremos:
Para Xel:
TR o ORRBA g 08, 25.8 g0
_ :
D,BV01+402 D,1¥G4a1+36q2 ¢d1+4a2 ' fB4a1+38a2
0,64)(4 + D,D4X38 =. D,Ol é&b 332 .t 14J4 = D,Dl
0, BJa1+4a2 a, 1"540.11-56&2 _/q1f4q2 !swlf«saaz

Resolvendo esse sistema, obtemos:

VQ1+4a2 = 628,53

= . »
V84a1+38a2 2 932'55
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donde n1 =503 e n, = 293, levando a um custo total (excluido

o custo fixo) de Cr$l1.86875,00. Notemos gue al e a2 néo sao in

dividualmente necessarios para os cédlculos de n, e n7_(de

qualquer forma,seus valéres séo a1=9l.718,4 e a2= 75.853,4L

Finalmente, observemos que quandc v =M, como fixa-
mos as variancias, podemos armar um sistema de M equagoes
(uma para cada variancia)l a M incdgnitas (os n, o i=1,2,....
..sM), cuja solugcao garante um custo minimo, pois todas as
variancias estard@o atendidas exatamente. 0 método do malti-

plicador de Lagrange torne-se, portento, dispensavel.
b)) v>2 e M= 2

Em esséncia, a solugcdo do problema é a mesma do ca

l,uz,...,av],

porém estas incodgnitas encontrar-se-aoc sempre agrupadas em

s0 anterior. Havera v equagoes 8 v incdgnitas (o

dois radicais

- :
o i=1,2,
§j§1 jsij , i=1,2

radicais estes gue entram no calculo de n i=1,2, conforme

1)
(5:2)) de modo que em Gltima andlise, heverd v equagoes

(v>2) e 2 incognitas (n, e n,J.

1
As v equagbes em fungéo dos radicais nao sao,em ge
ral, compativeis, mas sempre sera possivel escolher uma so-

lugao (n ;nz] que garanta que nenhum dos a, sera ultrapassa

1 3

do. Dal a conveniéncia de se reescrever as restrigoes,trans

formando-as para:

o2(X_ ) S a, , 3=1,2,...,V. '

Extendamos o exemplo analisado antes, para v=3 va

riaveis:



L} W 1 8:0 ]| Si0 | 8131 4
10,3 1 2 1
2 | 0,2 | 8 6 4 4

TABELA 5.2

e fagcamos sziej] <0,01, j=1,2,3. Resultara o sistema:

(0,84, 2,56 _ 0 01 (=a.)

1 ) 2

) 2,56 1,44

< 0,01 (=a,)
5 2

5378 . 0.64

LN n

< 0,01 (=a,)
1 2 3

0 tipo de .solugéo grafica a seguir apresentado é de
vido a Dalenius [68]. Para o sinal de igual,as trés equagbes
resultantes séo eqguagodes de hipérboles. 0 sinal < correspon
de a regido a direita e acima das respectivas hipérboles.

: n

1600} 2 a3

1400T
12007

10007¢

800" =1
600+
400+

2007 -

=L a8 "3 ofne "3 s .
p— 7.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
FIGURA 5.1
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Mediante a observacao do grafico, vemos queas trés

variancies serdoc no maximo iguais & 0,01 para valores de n,

e n, sobre a superficie hachurada. Quanto mais para aesquer

da e para baixo tanto menores n. @ n,, e portanto menor o
<

1
custo. 0O custo minimo (Cr$1.887,00% com todas as restrigoes

satisfeitas, ocorre para iy = 747 @ n,

boles 1 e 3 se interceptam. Portanto, ul eusnssréo estimg

= 280, quando as hipér

das com a precisaoc requerida (0,01) e U, sera estimada com

precisao maior que a requerida (0,00857).
c) v.=2 e M>2

Aproveitamos este casc para expor a forma de dimen
sionar uma amostra casual estratificada a ser colhida da po
pulagédo das 200 empresas, ja citada'na secao 4.3. Do con-
teudo daquela secgao, aceitaremos ji de inficio o0s limites

encontrados para os estratos.

Sejam Yl'o patfimanio iiquido e Y, o nimero de em-
pregados de cade empresa, conforme dados referentes a 1874 e
publicados em 1975 pela revista "Visao”. 0 pesquisador con-
sldera que essas varidveis sa&oc suficientemente dimportantes
a fim de que o dimensionamento seje realizado em fungao de
ambas; sa entretanto elas forem altamente correlacionadas,
Anéo haveré necessidade de que sejam consideradas em conjun-
to. Para estimar p, admitamos entédo a situagado simulada em
que, quando da selegao da amoétra preliminar de 10%, referi
da na secao 4.3, alem do paﬁfimﬁnib 1liquido, Ffdsse inquiri
do as empresas o ndmerc de empregados. Dispondo dessas in-
formagoes, a estimativa de p revelou-se baix{ssima (0,0549),

Justificando o dimensionamento em fungao das du&s variaveis.

Para efeito de calculo, consideraremos como varian
cias efetivas as estimativas obtidas nessa amostra prelimi-
nar. As estimativas das Variéncias dos estratos de Y1 ja fo
ram obtidas no item’'c da subsegao 4.3.2; observada a mesma

ordem de selegdo dentro dos estratos, indicada naquele item,



0os valores de Y2 resultaram:

i Yi2

1 3198, 1803, 805, 2790, 2808, 1125, 2363, 3635, 988
2 11100, 1468, 5089, 6459

3 3002, 8532, 14395

4 38979, 1018, 19167, 6916

com os quais podemos calcular as estimativas das variancias,

respectivamente:
1.064.846; 15.862.208; 32.459.510; 2,8132x10°

"Por outro lado, considerando que a variancia no quarto es-
trato resultou muito grande, e lembrando gue este estrato a
presenta o menor tamanho 8 o menor custo de amostragem, cer
tamente ira repetir-se o fato N, >N4, motivo pelo qual ja to
maremos desde o inicio Ny =N4 =23, e faremos a reparticao a
penas com os tres estratos restantes. Podemos entdo formar

a seguinte tabela:.

Y ¥y
o 2 2
L i1 854 Sy S50 Cy
1| 0,463 | 5,32912x10° 23.085 1.064.846 1.032 | 25
2 | 0,345 | 6,89700%10° 83.048 15.862.208 3.983 | 16
3| 0,192 | 2,20145x10"° | 151.375 32.459.510 | 5.697 | 9

TABELA 5.3

Para iniciar o processo do dimensionamento, conti-
nuaremos com a maneira anterior de propor as agora duas res

trigoes:

Utilizamos também a relagao:



W, ' ;

1 2 2
n, = ——— o.S + .S (5:3)
i /e \V/ 1911 Y9555

e todo o problema consistira em calcular-se 0., e O A solu

1 2"
cao apresentada a seguir é uma adaptagac baseada em VYates

[19;340].

Como os Ny ndo sdo muito elevados, as fragoes de a
mostragem nao poderado ser consideradas despreziveis; as va-
riancias, portanto, serdo limitadas superiormente sob a hi-
potese de que a amostragem sera com reposigdo (isto é,a par

cela

que nao é desprezivel, nao sera levada em conta agora, por

ser constante, mas devera ser lembrada no finall.

Fixemos entéo:

6%(Y ) < 10% e o©%(Y ) < 1,9%x10°
el e?

Faremos o calculo de o, e &, por aproximacgoes su-
cessivas, conforme o método a seguir exposto.Existem outros
métodos (por exemplo, Cochran, [5;173]) que nado serao anali

sados aqui.
As etapas sdo as seguintes:
1) Os primeiros valores a serem propostos a o, e 0, ad-

vem do céalculo da partilha para Y, e Yo, separadamente. Se

M ) M w,si
C = c,* X c.n e Gz(Ye] = Z S,
= i=1 i

e N

o valor de n, que minimiza o custo, sujeito a restrigao

o2(Y ) = a
e



@y

R % wisi ' 1 ?
g (Y ) = = W.S,Ye
e - W, S v k4 1
1=1 = 71 i vo i=1
Yo
i
Para Y steremos:
el
o5 1 g 8
gy ] = W.S5,.vc, = 10
el /&—- . 1=1 i1l i

e utilizando dados da tabela 5:3, teremos:

o, = 6,51474x10"°
‘Da mesma forma, para'02(792]= 1,9%10 que

a, = 3,45439%x102

Como tanto al como az constituem uma primeira apro

ximagao, fiquemos com:

= X -6 - = ¥ -3
al 6,5%10 e az 3,5%X10

Entao, conforme (5:3), teremos:

n1 = 8, n2 = 22 e n3 = 33

(custo : Cr$84§,00)

Com esta partilha, obtemos:

77.191.738 < 10° (restrigédc atendida)

Q
N
~
<
s
L}

Q
N
~
<
Nt
1

150.612,11 < 1,9%x10° (restrigdo atendida)l.

Observamos que, apesar de esta partilha permitir
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o atendimento de ambas as restrigdes, ela estd algo exagera

da para mais.

2) Reduzimos entao os valores de al e a2 para, por exem

plo, cerca de metade dos valores originais:

= X -6 = X -3
Gl 4X10 e az 2X10

com ¢ que obtemos:

n, = 6, n, = 21 e ng = 25.

(custo: Cr$711,003

Para eates valores, resultam:

Q
]
<
St
i

91.919.783 (restrigao atendida)

Q
nN
-.<
~—
4

175.813,21 (restrigac atendidal.

3) Poderiamos propor mais ou menos subjetivamente outro
par (al;azl, porém-comos os sentidos de variagao de a, e o,

nao sao evidentes, sera melhor langar mao de um artificio

grafico, que sera mais bem aproveitado na setapa 4.

S x107¢8 | . 5% 1073
o, %6,5%10 o, = 3,5%10
A . -
o2(Y .) =77.191.738 o®(Y ) = 150.612,11
el ) e2
= -6 = ~3
o, = 4x10 _ o, = 2x107°
B - -
o%(Y .) = 91.919.783 | o%(Y ) = 175.813,21 |
el e?

TABELA 5.4 '

Realizaremos uma interpolagac linear para locali-
zar, em primeira aproximacgdo, o ponto C correspondente as va

riancias a. = 10% e a_ =1,9x10°.

1 2
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a. (em 10°7%)

2 3
A
u_.
5l Z
i
, l
VA :
T B |
14 : :
| 5
v\/ } ; + 4 b o, (em 10°%)
3 [i 5 6 1

FIGURA 5.2

No caso de al (eixo horizontall:

91.919.783 6,5
-77.191.738 .
14.728.045 —— . 2,5 (em 10°°)

Logo:
100.000.000
77.181.738

22.808.262 ——— dl

donde

d1 = 3,87157

e portanto uma primeira aproximagao para o novo O, sera:
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]

(6,5-3,87157)%x10°°

1

2,62843%x10°°

De forma analoga para a2’ conclui-se gue 0 novo va
lor de o, sera:

o, = 0,56037x1073

1

Fica entdo definido um terceiro ponto:

il

C= (2,82843%x107%; 0,56037x107%)
Os novos valores de ny serao:
= = A =
n 4, n, 14 e ng 18

com os quais se calculam:

Q
N
o
—<
—
[}

5 1,34125%x10°% (restrigdo nao atendida)

Q
N}
~
—<
L
H

02 258.401,65 (restricao nao atendida).

4) Ambas as restrigbes resultaram nado atendidas. Uma 4l

tima etapa consiste em novas interpolagoes mais poderosas.

- -6 - . -3
a,= 6,5X10 o, 3,5%10
A - =
o?(Y ) = 77.191.738 o?(Y ) = 150.612,11
el e?
= > 4 -6 /, = X -3
o, 4%10 | o, 2x10
B - -
o?(Y .) = 91.819.783 c?(Y ) = 175.813,21
e? e
a, = 2,62843%x10°°% A, = 0,56037%x107°
C - =
o?2(Y ) = 1,34125%x10° o%(Y _) = 258.401,65
el e?

TABELA 5.5

Consideremos o ponto Pl’ de abscissa 2,82843X10'6,

sobre o suporte de AB. Esse ponto, conforme a terceira eta-
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o, (em 107%)
4
3 4
2
1 4
/"./-
Py
1 2 3 4 5 6 o, (em 107%)
FIGURA 5.3
pa, corresponde a variancia a1= 10%. calculemos a abscissa

do ponto Ql, sobre BC, que corresponde tambeém a ay =10° (res
liza-se uma interpolagao linear em fungao das abscissas dos
pontos B e C), obtendo-se a abscissa 3,73741X10"€ Portanto,

a reta Ty gue passa por Pl

reta sobre a qual os diferentes pares (a_;0,) conduzem a

. 1" 2
a1 = 107,

e Ql, pode ser admitida como a

Tomemos medidas analogas para as ordenadas (isto e,
trabalharemos agora com vistas a varianci'a a, =1,9X105)-COE
sideremos o ponto P2, de ordenada D,SBDB?XIU'{ sobre o su-
porte de AB. Calculemos (tomando os pontos B e C) a8 ordena-
da do ponto QZ’ sobre o supor?e BC. Esta ordenada resulta

1,75270 x 1073

Portanto, a reta r,, que passa por P2 & QZ’ pode
ser tomada como a reta sobre a qual osdiﬂﬂentespmres(al,ug
levam a a, =1,9x10°.

As equacgOes dos suportes de AB e BC séo:
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1

AB: O D,Ba0

2 1

5 1,04982&1 -2,198489

- 0,4

BC: a

com as quais se conclui que:

Pl =z (2,62843; 1,17708) e P2 = (1,60062; 0,56037)
Ql = (3,73741; 1,72438) e QZ = (3,76439; 1,75270)
A equagao de r (que passa por P1 e Qll sera:
az = U,49353a1 -0,12016

e a equacao de r, (que passa por P2 e Q2] sera:

a7 = 0,55104a1 - 0,32164

2

A interseccao de ambas definira o ponto I para 0

qual 02“?91) =10% e 02[?82) =1,9%x10°%:

I = (3,50333x107°%; 1,60887x1073

Com estas ordenadas, calculamos a partilha defini-

tiva: n1=8, n2=19 e n3=23 (ac custo minimo Cr$661,00) com am-

bas as restrigoes atendidas:

o?(Y % = 98.972.798
el
e
o?(Y__,) = 189.438,9
e?
II - Fixagao do Custo
Conforme nota Yates [203;338], quando o custo e pre
fixado, as v variancias Oz(iéj] naao podem ser minimizadas

individualmente, mas mesmo assim, a partilha pode ser con-
cretizada. Raj [15] sugere para tanto, algumas orientacgoes

do tipo das que se seguem:

3 R < - : Lo 2
1) Minimizar uma combinagao linear das varlaunas(I[Xej],

Jj=1,2,...,v:
2,35’ 2,3 203
Blo (x81)+820 (X92]+...+BVU (XBV)

onde os B, saoc tais que:

J



(sugestao de Raj [15;234].

Para a funcao custo (3:1), teremos:

v M
b(n.,n.,...,n.3a) = J B.02(X ) +ale,+ ) c,n -C)
172 M 321 j ej 0 P
donde
w2 v
._a.ahi)___ = - 1 X B.S§-+aci = [
i n? 3=1" L

Apos as passagens habituais, do mesmo tipo das gue foram vis

tas em 3.2.2, obteremos:

W,
1
Ve,
n., = = (5:4)
ok pzq W,
i=lvec, \
i=1,2, , M

0 valor de n e calculado substituindo-se o0s n, em (3:1).

2) Minimizar uma das variancias, digamcs GZ[Xell, e fi-

xar (além do custo) as precistes dos dembis estimadores Xej s

j=2,...,v emrelagao a ie (sugestao de Raj [15;781. Isto e,

1
devemos calcular os n; tais que UZ(Xell seja minima sob as

seguintes condigoes:

a) C seja atendido;

b) 02(281) =bjozliej], 3=2,3, ...,V

onde bj € a precisao de Rej em relacgao a ie e deve westar

1)



- 106 -

previamente fixada. Temos portanto 1+(v-1) =v restrigdes.

Com & técnica do multiplicador de Lagrange,definimos a fungao:

M W2 s?
_ A il
T L T T I
i=1 i
M v "M w; s?l M w2 sz.
+ o (CD+ 2 cini-C]+ 2 o Z - 1l .p z 1n J
1=1 j=2 Jli=1 ™ Jya0 ™
Portanto
W2 s2 v | w?s? wh s?
;f _ i 41 ajo, + ) a, |- i 741, 3 i3 - oo
i n? j=2 n? Jonl
1 1 1
donde
1 wl : 2 |
n. = : S * o (DS r
- szJj R

1 i
Substituindo ni em cada uma das v restrigaoes, ob-

temos um sistema de v equagbes com v incdgnitas (os aj):

r 1
M vV
Voo = =2 T w /o N\ 32+ )} a, (h,S2 -s2)
1 C “Cy im1 3 4 il 522 j 37iy il
M w.s?2. V. M w.s?, Ve
Z iil i - b Z iij i
i=1 ' Ji=1 '
15" X o (bjle slll ]85 X o (bjle 11)
L

J=2,0eeV

As v-1 Gltimas equacgoes devem ser resolvidas pri-

meiro; encontrados os valores dos aj, j=2,4..,v, substituin
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do-os na primeira equagao, obteéem-se o valor de o - Com is-

so, a partilha pode ser realizada.
3) Minimizar uma das variancias por exemplo, Gz(ielLsob
a condigdo (além do custo prefixado) de que os coeficientes

de variacaoc daos Re j=2,...,v sejam tambem prefixados (su-~

j 2
gestao de Raj [5;781).

Este caso tem tratamento semelhante ao anterior.As
condigoes sao:

a) C seja prefixado;

o(Xej)
bh) ————— = K,, J=2,...,V.

M. 3

J

Entao:
M wi sil M

PN aNyse e N3G sees 0 ) = ‘2 - ~+a1[co+.z c;n,-C) +
i=1 i i=1
v M w> s?2
e Y oa | ) 2 1j~k2.u§

j=2 Jli=1 M4 J

3¢

Fazendo Gy =0, acaba-se por obter:
V 1
/al /Ei j=2

Substituindo ni em cada uma das v restrigbes, obtemos:

1

r

(O v
Vo, = S Y z W, ve, S2 4 X 0,52
1 C "ty 421 i i il 4a2 Joild

i wisij "Cy 1
o y : = kju?, 152,000V,
i=1 . Y 2'
511* 2 3713




= L1038 =

cuja solugao (o, ,0

,...,Ci. DBIH.LtB . . F 2 R
LR )||l

5.3 - A FUNCAO PERDA

0 dimensionamenteo de uma amostra, envolvendo pro-
blemas de perda, pode ser feito em funcgao de mais de uma va
riavel. Em carater algo ampliado apresentamos a seguir a sg

lugido desta questao, sugerida por Raj [15;77].

Admitamos gque sejam consideradas v variaveis Xj’

com medias uj respectivamente, estimadas por Xej' j=1,2,...

.,V. As variancias dos Rej sado dadas da farma habitual.

Definem-se as funcbes perda para cada variavel Xj=

AL (kL mu P e x 2,

1 el

it
>
=
1
x
i
A
=

onde b >0, Ai >0 sao constantes, e nao sendo

» A A A

: o) A 1% ij ( A A
simultaneamente nulos. Admitiremos ; = = se # >
13 2] j 1 2]

Aj pode ser substituido, nos resultados a seguir, por:
Al L FAL
1] 2] )

5 .

A fungao risco para ecada J sera:

b
R, (p,) = E[L.] = X, .0
Ly 3 Ly 0503

onde

400

0
Ao, = A J zbg(z]dz + J [—z)bg(z)dz
0J J '

0 -0

e
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A base em que assenta o dimensionamento consiste em
calcular os n,; que minimizam a soma do risco total como cus

to de amostragem. 0O risco total 6 entendido como sendo:

\%
Q = Z RLJ + 0
454
ou
bahe ]
Q = A .0 ,+cC,+ c.n
=1 0j 0] 0 i=1 i i

Do ponto de vista formal, esta fungao somente aceil
ta tratamento com os recursos vistos anteriormente gquando
b=2 (que e provévél ser o valor mais importante de b). Te-

remos xDj =Xj e

f, it
R = A +c_ + c.n
g=1 3 151 M4 geg * %
donde
v w? S%
aQ z )\ - __j;_—?;j_ + C = 0
an j=1 3 ny i
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ety

.52 (5:5)

”f"j::*\/j“ g

Como os Aj devem ser conhecidos, entao:

Se M=1, este resultado pode ficar particularizado

para a Amostragem Casual Simples:

1
= A
n C]_ jzl j

cuja estrutura verificamos ser semelhante a do resultado

(2:13).
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