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P R E F A C l O

No prosento trabalha. procuramos analisar alguns aspectos do
problema do dimensionamento de uma amostra, quando o favor custo de a-
mostragem deve so].' considerado. Náo nos preocupamos, entretanto, senão
superfíclalmento com o problema da determinação dos custos. pois este as-
sunto é mais espocÍfíco para um economista ou administrador, Fugindo da
alçada do ostatÍstíco.

A flm do -limitar a exposíçãa a um tamanho razoável, restrin-
gímo-nos apenas à Amostragem Casual Simples e Estratificada. Na grande

maIorIa dos casos, o parâmetro om função do qual é realizada o planeJa-
manto da amostra é a média populacional u, mas o total populacional Tpg
de eventualmente ser ].ombrado também.

0 ti,abalho se compõe de cinco capítulos. Cada capítulo está
dividido em seçÕes, cujo títu].o vem antecedido por um par de números. A
maioria das seçÕes está dividida om subseçÕes, indicadas por três núme-

ros. Damos a seguir uma breve desci'íção do conteúdo de cada capítulo.

No capítulo 1, não sào díretamente citadas técni.cas de dime=
slonamento, mas tão somente os instrumentos em go-ral apropriados para
tanto, tais como alguns tipos de função custo e de função perda, premi'
são abso].uta, coeficiente de variação, etc., e que saltão utilizados nos
capítulos subsequentes. O capítulo ll refere-se à Amostragem Casual Slm
pies, no qua] é dada ênfase a duas ].unhas do pesquíba: a utí].]zaçáo da
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função perda,e a utilização da ideia de custo margi.riam de uma unidade de
amostragem,a qual cremos ter mostrado ser um caso particular de aplica-
ção da função perda.

Os três capítulos seguintes referem-se àAmostragem Casual Ej.
tratífícada. No capz'tubo ]]],ana]]samos os detalhes da Partia.ha de Ney-
man,bem como aspectos da utilização da Função Perda na Amostragem Ca-
sual Estratificada. No capítulo IV,estudamos dois problemas com os quais
em geral se defronta o pesquisador que tiver de planolar uma amostra ca-
sual astratíflcada, quais sejam, a determinação do número e dos limites dos
estratos em que a população devora ser dividida. No capítulo V sào estu-
dadas técnicas de dimensionamento quando duas ou mais variáveis precisam
ser consideradas. Os capítulo IV 8 V Incluem aplicações práticas dos ros
pectivos assuntos neles tr.atados. Nas três capítulos, são apresentadas,
mediante a Inclusão do fatdr custo, frequentes generalízaçÕas de muitas
situações constantes da bibliografia básica.

As passagens matemáticas mais Importantes e as principais fó=
mu].as são indicadas por um par de números ontrd pai'ênteses.O primeiro n.Ú

mero reprosanta o capítulo onde se encontra a passagem ou fórmula,e o SS.
fundo ropresonta sou número de ordem dentro do capítu]o. Ex.: (3:6] re-
presenta a sexta f'Órmu]a do torceíro capítu].o.

A bibliografia utilizada encontra-se relacionada no fim do trlg
banho,em ordem a].fabét]ca dos autores.Quando houver necessidade de cita-
ção do alguma obra aJI Incluída,c:itaremos o último sobrenome do autor, sg.
puído de seu númer'o dé ordem na bibliografia,e,se for o caso,a pagina da g.
bra citada onde se encontra a referênci.a da {Ht6rBtsaé..Ex.+9anpfordE16;85].

Conclui.ndo,desejamos expressar nossos agradeclÜentos a todos
os que díreta ou Indíretamento colaboraram no presente trabalho,e em es-
pecial:

a) ao Prof. Dr. Lindo Fava, pela orientação recebídaj
b) aos Proas. Drs. Antonlo Mordes e CIÓvís de Arauto Pores, pelas

preciosas opiniões e sugestões oferecidasl
c) ao Sr. Jogo Baptísta Estevas de Oliveira, pelo pari.ante traba-

lho de datilografia.
São Paulo, março de 1976

Ruy Donini Antunes



CAPITULO l

MODELOS GERAIS

!P18QÇlyÇ4o

Neste Capitulo, procuraremos citar os principais
l.nstrumantos necassáríos aa dímansíonamento do uma amostra.
quer quando o Fatos custo de amostragem precisa sor incluí-
da no problema (caso da função custo ad08 diversos tipos de
função perda), quer quando esta varíávü]. pode sar dispensa'
da acaso do coofíc]enta de variação e do erro admissível má
Rima)

Não nos preocuparemos em obtaF fórmulas de dímen
síonamentaj tais fi3Fmulâ9 serão obti.das. em caráter bem e3
pocÍfíco, nos capítu].os seguintes, medlanta a adequada utí
lízação dos modolos que agora passamos a estudar

1 . 2 - A ruuçAO..Çg$..Q.

Como o custo da amostragem é favor básico em nos-
so trabalho, começaremos com o que sela uma função custo de
amaste'agem. bem como de seus principais componantos.

J

A seloçáo da uma amostra sempre custará algo; es-
se algo, na maioria das vazas, B expresso em termas monotá
rias, mas dada a dificuldade de detormínã-lo com razoável
rigor, poda também, como observa SampFord [16;85],ser ex-
presso am tempo para seleção, tempo da viagens, número de

l



pesquisadores, etc. Admitindo que a se].oçãü da amost;ra cus-
te sempre alguma ]-mportâncía om dínhoíl.'o, ou traduz:fiel em
dinheiro, pademas dividir qualquer -função custo em duas pa=
tes: os custos fixos cn, que não dependem do tamanho n da
amostra, e os custos variáveis c., que são função díreta da
amostra. A função custo, que !ndicaremos genericamente oor
C, fl cara entãc}

C - cO
Ê 1 : i)

Os custos fixos podem incluir as seguintes campo'
bentos

1) despesas de administração (luz. telefone, aluguel,1lb
postos,etc.] que devem ser adequõdamento distribuí-
das polos custcls das amostras en} planejamonto, au dí
vididas entre as custos das amostras previstas para
G período a que se.l"eforemi

2) dnspes-as com pessoal técnico (saiãrl.os, material de
escritório, treinamento dos ontreví9tadores, etc.}

3) despesas com G levantamento de uma amostra prelimi-
nar [com ü objetivo de tomar um prímoíro contato com
a população ã ser amostrada], a fím de avaliar mode-
los do questionários, estínlar variâncias 8 custos,
etc. Veremos que, se essa amostra prBlírni.nana puder
vir a fazer pai'te da amostra dafinitíva, partl3 de seu
custo poderá ser incluído nos custos variáveis

Os custos vara.ávels dependam díretamentedo tamanho
n da amostra, Sua expressão Róis símpJ-es ocorre cluanda to-
das as unidades amestradas tem o mesmo custo unitário de a-
mostragem; entretanto, podem ocorrer variações desse custa
unitário, o que já será assunto para uma análise postorlor
mais específica.



A FUNÇÃO PERDA

!. 3:i - ÜEF INICOES

Vates [20;293] apresentou,peia primeira vez.uma SLn

].ração gene!'a]!fada do prob].en)a clo dimensíonamanta do uma a-
mostra, com base na função perda. Daremos, nesta seçãü 11.3..
as bases de suõ solução

Consideramos uma popuJ-ação qualquer X quü daponda
da parâmetro 8, 8 seja Q um astimadür justo dessa parâmetro
Unia genérica função per'da será indicada po!' L[8i8), e será
defíní da por:

À. [0-Q)b .cu: 0 2 0

Xo(8-ê)b .e;: 0 < Q

( 1 : 2}

onde À., À,). B b > 9 são constantes.

A -ftunção perda traduz a perda Qm dinheiro (ou qua.l
quer outra grandeza traduzÍvel em dínhoíro} decora'ente do ar
ro cometido nâ estimação de 0.

Suponhamos que o tamanho n da amostra não influa na
forma da distribuição de 8. isto é, que a distríbulçãa de 0.
para todos os possíveis velo!'es de n, tenha sempre da mesma

forma, digamos F[8i0), OeR. A .função risco associado ao es-
tlmador e a ao valor do parâmetro 0 sofá ind:lcada por R. (Q),
e é definida pela esperarlça matomáti.ca da função perda
L(8;8} , 8eQ, esta ã

Ri CO) B E[LC6;0) ]

Admitindo que 6 tenha uma dístribu:Leão normal, o
que, se nãa é exala, é bastante razoável quando a amostra á
modaradamonte grande, teremos



R: {e) ' l L[0le) 'rCÕ;8) dO

8 -n

Fazendo a t!'ansfornlação 0 -a - zarl' ando g(z], zeR. é a 'Fun-

ção densidade da var'lavei normal. padronizada Z.e (]0+
resulta:

RL(0) ' a:lxif zbg(z)dz'1211 (-z)bg(z)dzj (i:5)

Chamando a expressão entra cclchetos de XO' obtemos então

R. (0) Xna: [1: 6)

Para difarantas valc3res do b, o cálculo do

quü chamaremos de ](b], dapünda da utíli.zação da função ga-
ma:

I'(m} B l x''' '. e " dx, m> 0

f'cedi.ante a transformação x b z2/2, obtemos

Ffm} a : .:t-
.m-l

Fazendo 2m-l = b, B íntl'aduzindo c falar l/l/?ã' em ambclsos
dos da igualdade, resulta

icb) : --g-- rcÊ:l) (:1:7)

x .tojo) brcê, o) do (i:4}x,(ê -0) b+(81 Q) dO +

l

0a)
b b

g(z) dz + ÀXa=
20 l

D

2+a) Z
2bb

g( z) dz - dz'QZZ

00

} X dxXa

0



O valor de !'(!!-;L) pode ser obtido em tabelas espe-
cíficas; em caso de nenhuma estar disponÍva]., damos os prí.g.
cipai.s va]ores de ](b). Os va].ares iCÍ) = ]./)/'2lr B 1(2] = 1/2
foram ca].Guiados d:Lrotamenteíos demais fürarn ca].Guiados com
base na tabe].a de 8uringtonE4;264]

TABELA l.l

Nâ prática. bn ]e b= 2 são os va].ares mais usados,país pa'
ra ossos valores. o parâinatro an torna-se respectívamenta o
dasvío padrãoa a variância de a. Além dü mais. para b' 2 odor
r8m outras simplificações muitc3 canvententes quis Barão cítg.
das logo a seguir

}. 3.2 DiMENSiDNAMENTC OA AMosTRA

Suponhamos. que o custo do levantamento de uma amor
tra de tamanho n Gela dado por uma função custo qualquer

C n C {n}

Sa não for consídorada a p!"esença da risco, i.sto é.'se,qual

qual que sela a QstiFi3tiVâ 00 obtida com o estimados 8. pa'
da-se tomar coma nulo o prejuízo dBcoFFERxuB do a!.'ro de está
mação, o tarnõnha da amostra pode sar determinado mediante a
símplas fixação da verba C destinada à solidão.

No caso que nos interessa prasentemento, entretan-
to, o custo de amostragBmi nã0 cera a uníca despem.a associa-
da ã se].ação da amostra; devamos agregar-!he o risco [ísto
a, o preluízõ previsto) decox'rente da utilização da estima-
tiva 0.

SeJ a então â função

b 0 , 50 0 ,7 5 1 ,00 1 , 2 5 ! , 5 0 1 , 752,00

  0,4110 0,3986 0,3989 0;+097 0,4300 0,4599 0,5000



1] = R. (Q) + C

onde poramüs R. C6)H R(C}, isto á, R. [6) =RÍCCn)),sígnifícen
do que c] risco fo{ colLücadc como função díretõ da custo C de
aíitostregen}, B como função índiruta (função de função) do ta
manha n dõ am03tra. Oecür're que a quantia total empenhada
rles$a amostra de tamanho n será

Q = QCC} B Q(C(n)}

B problema consista basicamente, em mini.ni.zar Q

Em ca!"ater gana!, testa ml.nímízação pode ser reali-
zada em função do C, obtendo-se resultados genéricos que não
exigem o conhecimento ínlediato da expressão formal da fun-
ção custo C. Por outro !ado, como veremos oportunamente tse
ção 2.3), esta maneira de abordar o problema é !mportante,
por envolver a noção do custo marginal

Sob teste ponto da vista Cmi.nímizaçâo de Q em Pela
çã0 8 C), YatesE20 ;292] propõe para a vaz'!anciã do estima
dor 0 a forma genérica:

.' (o) ' '8

onde h B k são constantes que dependem da população amostra
da e da método de amostragem escolhido, e cn representa os
custos fixos no processo de amostragem. Na Amostragem Ca
dual Simples e na Amostragem Casual Estratificada, a estru-
tura de exprassao ci:a) devora ficar mais explícita. em vír
tudo das aplicações que ontâo serão faltas.

A função QCC) resultará
b

( ' k) ' + c0 E C 0

dQ
dc8 passará por um mínimo quando !sto o, quando



[ 1 : ]. (3 )

Esta equação á uma equação em C; resolvldta, dará Q
valor do C qut3 rnínírníza ã quantia empenhada nõ amostra Cís
to é, risco mais custos. Ds cálculos do valor de Q mínimo B
do R. (0) sãü !madíatos

É interessante observar qua, se b = 2,as concl.usões
apresentadas podem sar obtidas mosmü dispensando a hipótese
da nofmalídada da dl.stribuiçãa de 0. De -fato, para bu 2. su

ponhamos inicialmente uma -função parda onda À]. : X2 À

x.cê -o)', êen

Q z'isco associada será

E[LC0;0} ] = XEt(ê-a) ]z

É. portanto, suflcíonte admitir que a dístri-bu:lção
de 0 tenha variância finita.

Para uma função custo C, dávamos minimizar Q=RL+C

Tomando a forma genérica aZ{B) àl:r::!!i+- k. o mínimo de Q o-
corre quando

}-z = À h[c C 0 ( 1 : ]. 3 }

A híplitese X, =X? é díspar\sável se a distribuição
da 0 for simétrica 8rn relação â ECG) = 6, [3btemos

RL(o) ' l(Àl+À2' a (0)

B

,' : ;'*:'",,«{c 0
[ ]. : 14 }



Para a determinação do tamanho Ótimo n da amostra,
Ei necessário dispor da expressão de C em função de n, adota
da como a mais conveniente para o caso. Se esta expressão
está.ver. disponível desde o inx'cío, será mais adequado subs-
tituir C em (l:g), e calcular diretamente o valor de n, me-
diante a resolução da equação em n

( 1 : 1 5 )

Para Finalizar. observemos que todas as conclusões
desta seção 1.3 são gerais, aplicando-se portanto aqualquer
processo de amostragem e a qualquer parâmetro cuja variân-
cia do respectivo estlmador varie em sentido contrário ao de
n

COEFICIENTE DE VARIAÇÃO

Suponhamos uma população qualquer X, finita ou in-
finita, discreta ou contínua, com média U#O e variância
a', ambas finitas e conhecidas

O coefícíonte de variação dessa população será in
ducado por C(X), e é definido por

ccx) : --Íir- (i:i6)
Este parâmetro permite analisar a grandeza do des-

vio padrão em relação a media, pois ao dividirmos a por u,
estamos aditando li como unidade de cornparaçao.

Suponhamos agora que a população X dependa do um pa
rãmetro 0 e que 0 seja um estíínador Justo deste parâmetro
Se

lím a2(8) = o

8 será consistente, mas o importante é que arCO) e n variam



em sentidos contrários, ou seja, quanto maior o tamanho da
amostra, tanto menor a Variação dos valores de e a:n torno de
E[0) . Este fato pode ser aproveitado para o dímensi.onamento
da amostra, mediante a definição do coofícíante de variação
de 0

c(ê) : --igl.{;-- (:l:iz)
Para o dimensionamento, podemos fixar sublet:Lvamen

te o valor. de C(0), ou então fixa-lo como uma porcontagem B
de C CX)

c co) : BC (x)

Em seguida, em qualquer dos casos, desde que C[X) seja co
nhec[do, o cã].cu]o de n é imediato.

1 . 5 ERRO MÁXIMO AomtSSÍVEL

Suponhamos uma população X qualquer, com média u e
variância az, ambas finitas. Desolamos estimar o parâmetro
0 mediante o estímador Justo 8 consistente 0,Gula variância
é (JZCO); uma forma de faze-lo será fixando uma probabilída-
a (0<a<1) de modo que sela de a a probabilidade de a estima
uva a ser obtida se desviar, em qualquer sentido, por mais
de d unidades do verdadeiro valor do parâmetro 0

[)enominaremos d de erro absoluto máximo admiss:rve];
seu valor será expresso sempre na mesma unidade de 0

Então

P ( l ê - O 1 > d)

ou Lambem

p( lo -:01 >---g-)a(0) a(0)



1 0

ou

p t l z l > ----g---)

onde Z é a variável padronizada, de média nula e varíãnci.a
unitária. Se 8 tiver di.strlbulção normal Cou aproximadamen-
te normal, o que é uma suposição razoável em muitos casos,e
prínclpalmonte no caso mais i.mpoi'tanto em que 0.= X), poderá.
mos por:

d

a Ce)
( 1 : 1 8 )

onde z,. é a abscíssa da distribuição normal padronizada Z
ta l q ue

P (lz 1 > za) : a

Portanto, d= z.aC8) e a partir dali. dispondo-se da
expressão de a(0) (que depende de n), podemos ca].cu].ar o va
lor req ue rido de n.

OBSERVAÇÕES
1) Se o estimados 8 não for Justo, mas for possível cal

Guiar o va].or do viés, o resu]tado acima pode também

ser aplicado, bastando-se apenas ter o cuidado de u-
tilizar um novo estímador 0' do qual Já se tenha ex-
trai'do a tondêncía

2) Se o erro máximo admissz'vel não for fixado em termos
absolutas, mas em termos relativos, como uma porcen'
tarem B de 0 (suposto não nulo), deveremos reformu-
lar a questão de modo que sela de a a pro'babílídade
de a estimativa se dosvíar, om qualquer sentido. por
mais de BO do verdadeiro valor de 0. Isto é

p ( l Õ - 8 1 > Bo]



1 1

Usando as considerações anteríoros, temos

138 B z a(0)a

donde

a(0)

Como 0 foi admi.tido J unto, então

B = z C (0)a ( 1 : 1 9 )

e a partir daÍ determina-se o tamanho requer'ído da amostra,
Já que C(a) depende deaCQ). que por sua vez depende de n.
0 conhecimento do coeficiente do variação da população.c(x),
será necessário em gel'al

3) Em certos casos, considera-se como ocorrência de um
erro o desvio da estimativa apenas para um dos lados
da dlstri.buíção. Nesta condição, a probabilidade a
distribui-se do medo i,nteiramente unilateral Casto é.
apenas na lateral onde está sendo bons:Lderada a hipÓ
tese de ocorrência do erro)

P(0 -0> d) B a ou PCO - 0 < -d) = a

Portanto, o va].or da abscissa padronizada não mais
será z. e sim z..., que será tomada com sinal positivo ou nea 2a ' " '
gatívo, conforme o caso.



CAPÍTULO ll

AMOSTRAGEM CASUAL SIMPLES

2 . 1 - A..fyBÇAQ ÇU$TO

Certamente a função custo mais simples neste tipo
de amostragem é

cO ' cln C 2 : ]. )

onde c. Já foi definido em 1.2, e c. é o custo unitário com
tanto para amostrar uma unidade (incluindo despesas do tipo
pagamento de entrevístadoros, impressão de questionários,ta
bu loção, at c .)

Entretanto, outras funções mais complexas podem sor
propostas

'.'' .: .', P > o

ou

cO(:) ' cl (:) ' c2C:)

Em ambas, o custo C não é maí6 consídarado como Fun
ção linear de n. No primeiro caso, mesmo admitindo-se que o
custo unitário de amostragem se mantenha constante, pode-se
depois da um número re]atívamente grande de ].ovantamentos,
chegar à conclusão de que.a função custo mais adequada é da-
quele tipo, em virtude da introdução de fatores vários e im

12



1 3

ponderáveis
No segundo caso, cl representa o custo de amostra-

gem da primeira unidade amostral,mas esse custo nao se man-
tém constante,variando em progressão aritmética de razão c2
(a variação pede ocos"rer, por exemplo, em virtude da aquisi-
ção de maior familiaridade dos entrevistadores com a tarefa,
diminuindo o tempo da entrevista: c2<0, ou,contrariamente,PE.
la nocessldada de entrevistar unidades amostrals cadavoz mais
distantes, aumentando o tempo médio de cada entrevista:c2>0)

Para maior comodidade,adotaremos semprea função cuÊ.

to p reposta no início: C : c0+ c].n.

&f 118ÇAQ. PERDA

2 .2 . 1 PARTICULARIZAÇOES

Já vimos que a função
b
7

'ac') : xo(r'Eq-Q ' ' (2:2) B (1:9)

que representa a quantia tota]. envolvida na solução da amor.
tra e na perda esperada pala tomada de decisões em função
dos resultados obtidos, passa por um mÍnImo quando

7 l
.d'(rlk=-o bhcc =

02
(2:3) e (1:10)

No presente caso, ern que utilizaremos a estimados

E *;
í:l

n

para estimar' a média u de uma população mediante a amostra-
gem casual simples, .dístlnguiremos duas situações: amostra-
gem com roposlçao Cou equivalentemonte, amostragem sem repg.
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síção em população Infinita) e amostragem sem reposição em
população finita. Lembrando que a expressão genérica da va-
riância do ostímador 6 era:

(2:4) e Ci:8)

Faremos as particularizaçÕes de h e k para
do as duas situações acima citadas

X, cona i deram

a) Amostragem com Reposição (ou sem Reposição an Pg
pulação ]:nfinlta)

Sabe-se que ozCX) = -=-. É convem.ente então pâr
2

h = aacl e k = 0

Os valores do b e ÀO dependem a função perda adotg.
da. Por exemplo, par'a b:2 Q ÀI'À2 X' resultará

l +n

À 1 1 z'g( z) dz
1 0

xo (2:5)

Í sto é:

ou sej a

XO ' À C2:6)

Portanto, em (2:3), substituindo dovídamente, obtemos
n

1-.;2 C l
}. À . 2 ' 0Z c(c n) : ( 0)! l2

donde



(2:7)

Se Àl#À2' então XO: t(Àl+X2) e portanto

)a2
2l

2c l
C 2 : 8)

Novamente para ÀI : À2 : X' e fazendo
ra

L( iP) : Xl;-UI x6R

1, a função

c2 : 9)

"0

tuindo eM (2:3), t

l

[.:-):é )

2À

faremos

C 2 : 1 0)

3
2

(

l
(2 g l l)

S' ÀI ' X2 conclui - se que

2
l 2

2c l
( 2 : 12)
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b) Amostragem sem Reposição em População Finita

Nafta condição, Baba-se qua

.:.i, : --.:ç-.-;3.
onda N á o tamanho da população. A fim de adaptar az(X)b c3.E

pressão gonéríca de (2:4), é conveníonta substituir az por
N-l Sa, ando

N

s' ' N-b- .E. u,-w:
Resulta então

Sa
n

N

Podemos erltão propor h'Sac. B knâF Para
XI'À2 À' substl.tulndo em CZ:3), resultará

SZ

C'ln)
2 2 C+. X . 2 . S

2 l

donde

[ 2 : 1 3)

Notemos a semelhança deste resultado com aquele encontrado
na Amostragem com ReposíçãoC(2:7)). Por outro lado, os re-
sultados (2:7) e (2:11) podem também ser obtidos diretamen-
te, como está em Naco [10;177],por exemp]o

Se entretanto, b= 1 (ou qualquer outro velar díf.e
lento de 2) , o valor;de n nãc} será táo facilmente encontrado.
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Ainda supondop por questão do comodidade. que À. : À9= X, pa
ra b = 1 resulta

XSacl

Quadrando os dois membros, resultará a seguinte e
quação de 4P grau:

«'.4 C 2 : ]. 4 )

que poderá ser rasolvída por aproximações sucessivasi o pr.{
melro valor proposto a n poderá sor o valor calculado medi-
ante a fórmula (2:].1)

2 . 2 . 2 - UDA APÇIÇ 4ÇAO

A prosento aplicação foi proposta por CochranE5;
125], que por sua véz a adaptou do artigo de B]ythe [3]. Fi.
zemos algumas pequenas made Fi.cações de símbolos, B introdu-
zimos uma extensão para amostragem sem reposição em pápula'
çãa finita

O preço de venda de uma partida de taras de madei-
ra comum é U'Tv' onde U é o preço por unídado do volume, e
T,.., o volume total das Lonas da partida. O vülurne de cada ta-
ra será representado pala variável X, cair média 1} e variân-
cia az, ambas finitas e posít.ovas.

0 número N de taras da partida foi contada, e o v.g
lume médio X por tara foi estimado através da uma amostra cg.
dual simples do n taras. A estimativa é feita e custeada p.g
lo vendedor, sendo acalta provisoriamente polo compr'odor
Posteriormente, o comprador deve verificar o volume excito
da madeira comprada,. e se houver pago mais do que aquilo que



Ihe tenha sido entregue, o vendedor se comprometa a roembol
sá-lo da diferença; se houver pago menos,o fato não será ig
vado em cansldel'ação.

Estabeleçamos inícíalmanta a função perda do vende
dor. O preço exala de venda da partida e U'Tv =UNU, enquan-
to que o preço estimado medi.ante a amostra é UNx Conde Nx é
uma estimativa do T,) . Então

se UNx2UTv' o preço da partida foi supor'avaliado (ou
avaliado corretamente); se foi super'ava-
liado, o vendedor devolverá o excesso rege
bodo, mas não perda nada;

se UNx <UTv' o preço da partida foi sub-avaliado,eo veB.
dedos perderá a quantia UTv Nêle UN(y-x)

A Função parda, que indicaremos por LCx,u) será

r. o - o.(;-p) e zy

L (x,y). BI

IB UNCP -i) 'e= 0<x<U

C2 . 1 5)

Para calcularmos agora ü risco do vendedor Cisão é,
qual será a perda prevista por trens.ação), suporemos que X
tenha distribuição normal

Como vimos em C 1 : 6)

RL(P)

'nd. ÀO CÀ. +À.) .l Cb }, 1 ( b) da do em (1:7)
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No nossa caso. À.= 0 e X.=UN. Por outro lado, sen
do b=1. decorre que l(b)=1/l/21T Cconfarme tabela 1.1}, de
mo do que:

Cantai'me a amostragem seja com reposição,ou sem rg
posição em população finita, teremos respectlvamenta:

: a(!) : -g-

ou

H a(X) = s ]], .-'. ;' : A .'
e portanto a risco sofá respectlvamonta

UNa

RLCU) ou

UNS

A Última providência consista em dimensionar a a-
mostra. Admitiremos uma função custo C = cn+cln

No prlmBiro caso (amostragem com reposição),confo=
me (2: 11) , vem:

3 2UNS
n =

2c l

C 2 : 1 6)

enquanto que no segundo caso (amostragem sem repasíção em p.g
pulação flníta}, conforme (2:14), deveremos resolver a equa
çaQ
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«'-+ GI' ( 2 : 1 7)

OBSERVACOES

1) É Interessante notar que a equação (2:17) tem uma sg.

lução ne maior que a da amoatragam com repóslção,nc'
De fato, admJ.Lindo, para fins práticas, que a B s se
J am i gua]s, resu].ta

n+
-: - -+ n3

C

ou

N - n
n3

C

donde

.' : "' , ,.-.. .
Por'tanto, n > n

Como primeira apr'oxímação para o calculo de n.. po
damas ca]cu].ar

n

'p. - '--f
donde

A partir daÍ, valores mais oxatos de n. podem ser obt:idos
mediante a repetição do processo (utilizando o valor recém
calculado de na para o cálculo do pr(5xlmo fa) ou par algum
outro método iterativo.

$

2) Em problema correlato com o que acabamos de analisar,
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B].ytho [3;67] absorva que, enquanto o volume das tc)-
ras varia multo de região para rBgíão, o coeficien-
te de variação do volume. esta é, C(X), permanece re
latlvamente constante (pelo monos B o que foi consta
Lado para os Estados Unidos, onde C(X) assume valo-
res e ntr'a 0 , 5 e 0 , 9 )

Se pudermos adm].tír um valor m razoavelmanta apto
ximado para o preço da partida das N taras

M B UNP

podemos fazer a seguinte transformação

LNa : UNuo , MCCX) C2:i8)
2cl/2T' 2c.mU 2c. #'27

e oubstítuí.-la om ambas as FÓrmu].as do n C2:16) e (2:17) ob
tendo uma fórmula apl.'oxímada porém vantalasa prlnclpalmonte
em locais onde ainda não á conhecido o valor do C

2 . 3 Q..ÇQSTO MARGINAL DE AMOSTRAGEM

2.3.1 - INTRODUÇÃO

Consideremos um lote de N Itens. O preço de cada l
tem será fixado em função da alguma variável X a ele asso-
ciada. com media u e variância az, ambas finitas'e postES.-
vas. Seja U o preço da unidade de medida de k. O preço to-
tal de venda do lote sofá indicado por M, e l/alar,á, confor-
me Já vimos em 2.2.2,

M ' UTX' onde TX

ou também M = UNP, onde p = T...,/N

Em muitas situaçaas, principalmente se N for gran
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de, pode ser convanlento astlmar M medlanto uma amostra; o
estimados J unto adeq uado será

M - UNX

Certamente, quanto maior for a amostra, tanto mais precisa
deverá sor a está.matava obtida-, o que padaria levar um evon
tuas comprador a solicitar um censo completa do lote. Con-
venclonaremos então, de início,.que os custos do amostragem
corromper conta do comprador, e que este sÓ está preocupado
cam a hipótese de o ].ote sar. super-avaliado, Isto é.do M>M

Admi.tendo a normalidade do M (Já que M á função ll
cear de X), Ind:Lquemos por d, o erro absoluto máximo admis-
sível para o nível a. Teremos

d
C

ou

d
C ( 2 : 1 9 )

UNx

UNP

D conjunto dos M, tais que PCM>M)=a. está ínteír,a-
mante localizado à direita da dí3tríbuíção de M, o que Jus-
tifica a representação z2a 8m atenção à Observação nç 3, da
cação 1 . 5

Quanto maior n, tanto menor o erro de d.. A partir
de certo valor de n, entretanto, o custo marginal(+) de uma
(+)' rginal'' tem conotação esttitamen

te económica, não tendo qualquer ligação con o sentido
do adjetivo "marginal'' em Probabilidade.
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unidade extra do amostragem se tornará maior que a possllvel
redução do erro, de modo que poderá estar sendo gasto mais
na amostragem dessa unidade extra da que será de se osporar
na redução do arfa abso].uto. O problema consiste então, em
oa].Guiar esse valor de n.

So a amostragem for com reposição. temos

B Z 2aC ./ã
C2:20)

e para uma função custo da fc)rma habitual C= c0+cln, décor
re que

d , d (C3c c ( 2 : 21)

Calcu].cimos Inicialmente o custo C destinada à amostragem,de
modo que um pequena acréscimo a ele atribuído acarretaum d.g
créscímo do Mesmo valor em d . Este custo é evidentemente ob
tido igualando-se a -l a derivada primeira de d. em relação

Ca

dC

Ad
C

AC

C

1 35a

\

d' (c)e z 2 . u Na .''q' C 2 : 22)

donde

'':. . ( 2 : 2 3)
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O valor. de n decorre desse resultadc3

UNa 2Z3 2a
( )2c l

( 2 : 2 4 )

Se a amostragem for sem reposição,- em população fl
ni.ta, então

e portanto

dc : z2a'UNS

oü substit uindo n

C 2: 2 5)

'dc : z2a'UNS ( 2 : 2 6 )

Logo. para djCC) 1, obtemos

(C -c0)
z2a'UNScl

2 ( 2 : 2 7}

e o tamanho adequado da amostra se.rá dado pela solução da
quaçao em n

UNS 2Z2a
)- : ( 2cl

( 2 : 2 8)

O valor de n, em cada caso Casto é, com reposição,
ou $em reposição em população finita) é aquele a partir do
qual o custo c. de uma unidade amostral extra se torna maior
que a redução Ad esper'ada no eri'o:

cl > Ad
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Para Q tamanho n

UNx

Para o tamanho n+l

-Ad->
UNx

Se os custos de amostragem correrem por conta do
vendedor (e o comprador' ost:].ver de acordo com essa c]áusu].a,
provavelmente jogando com a probabilidade de ter o lote sub
avaliado), o processo é praticamente igual, bastando defi-
nir o erro d., do vendedor (cuja expressão é a mesma da do er
ro do comprador), o localizando a região dos I'l tais que
PCM -M< -d.,) = ct à asquarda da distribuição de M.

Finalmente, os custos de amostragem podem ser divã
dados de comum acordo entre os dois, na proporção de 50% pa
ra cada um Cna verdade,a proporção não precisaria ser igual;
porém, para uma larga faixa de variação dessa proporção
20% a 80% -- os resultados encontrados são sensivelmente cana
tanto $)
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0 nível cl será distribuído Igualmente nas duas la
terals (para garantir um Jogo honesto) e o erro máximo ad
missÍvel sopa dado por;

d = z a(M)a

{

C

UNU

d - d
V d = z 'a(M)c a

0 custo de amostragem que caberá ao comprador será
Cc: 7(c0+cln) ' 0,50e . Do seu ponto de vista, o problema con
síste em calcular-9e inicialmente a verba C. o o correspon'
dente tamanho amostrar n. a partir do qual uma unidade ex-
tra custe mais da que a corresponden.te redução esperada em
dc' Admitindo apenas a amostragem com roposíção, para maior
comodidade, obteremos

2UNaZ3 a
( )

n =

C C l
C2 : 2 9)

Analogamente, do ponto de vista do vendedor, o ta
manha n~, adequado será:

nv ' nc

com nc dado 8m (2:29)
C 2 : 30)

Com esse tamanho amostrar, mesmo sem saberem se o
lato está sendo sub ou super-avaliado. tanto o comprador co
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mo o vendedor podem esperar que uma unidade a mais na amos-
tra provavelmente reduzirá o erro do avaliação, arcada por al-
gum dos dois Cnáo se cabe qual) numa quantia RenoF do que a
que foi gasta nesta seloção e xtra.

DE3SERVAÇA0:

No di.mensionarnento em C2:24), bem como om todos os sub-
sequentes até aqui, podemos introduzir Q coeficiente de
variação C(X), tal como Já foi .Feito em 2.2.2, observ.2
Esta medida só é útil se CCX) for conhecido (ou admiti-
do como constante Já conhecida), e M puder ser avaliado
aproximadamente

2.3.2 - Çy$1O MARGINAL E A

TEORIA QA FUNÇÃO PERDA

Mediante a observação do resultado (2:27)

z2.'UNS'l

que reescreveremos;

''-'., ' (;l.i- {)
l

z2(x'UNS2 cl (2:31)

comparado corri [2:3), parece ficar evidente uma íntima rela-
ção entre a teori.a do custo mar.final e a teoria da função per-
da anteriormente desenvolvida. De fato, se na fórmula (2:3)
fizermos

S2/N À ''U N= e Z2a0

resulta a fórmula acima C2:31). Resta tão somente determinar,
de modo explícito, a expressão da função perda.Admitindo que
a fórmula (2:31) seja adorada sob Q ponto de vista do compra
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dor, então evidentemente não haverá nenhuma perda de sua par
te quando X< }1, e portanto À,):: O. Logo:

xl l zig (z) d z + [: z) lg(z) dz

donde XI : l/21r'z2u'UN.

A expressão de sua função perda ficará

Í: ,/2t'z2a'UN(i-U) '= ; Z U

Lc(x;P) :

1= Q(H-x) : o '= x< u

e o i'isco associado será:

( 2 : 32)

RL(y) E[Lc (;iP) ] z2a'UNaCX) C2: 33)

Isto é, o risco (esperança da perda) nada mais é do que o er
ro absoluto máximo admissível proposto ínicialmonte.

Sob a teoria do custo marginal, procurávamos calou
lar o valor de C tal que djCC).= -1. Com a tearíadá:.função per'
da. por' outro lado, procui'ávamos o valor de C que minimizava
a função QCC) = R(C) + C, 8 que era a solução da equação

R'CC ) + 1 = 0 .

Comparando essas duas equações, vemos que a teoria do custo
mar'final, apesar de aparentemente independente da teoria da
função perda, na verdade constituí um caso particular desta.

Cochran [5;125], percebeu esse fato, embora não o
tenha analísadc) explicitamente, quando adaptou para a função
pei'da tconforme senão 2.2] uma situação analisada' por Blythe
no artigo ''The Economícs of Sample Síze Applíed to the Scal-
ing of Sawlogs'', cuja estrutura, baseada na teoria do custo
marginal, serviu de alicerce para a presente seção 2.3.

A função par'da do vendedor, com raclocx'nío parale-
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lo, será

H

Lv(xip) [ 2 : 3 4)

UN (H-x) 'e= x < u

e o risco será rlumerícamente igual ao risco do comprador.com
idênti cas con alusões.

Finalmente, podemos propor-nos a calcular C, e con
sequentemente n, que rni.nímizam a soma de C com o risco total
(assim considerado como sendo a soma dos dois riscos: o do com

prados' B Q do vendedor)

UNP

Ao nível a, ter.amos:

RL (uJ' 2' z. 'UNatX)
í.x

Essa situação ocorre quando o comprador e o vende-
dor' concordam em repartir as despesas de amostragem. O valor
de n resulta, na amostragem casua]. simples com reposição:

( 2 : 3 5 )

que coincide com o$ resultados ( 2 : 2 9 ) e ( 2 : 30)



CAPITULO l l l

AMOSTRAGEM CASUAL ESTRATIFICADA

DIMENSIONAMENTO E PARTILHA DA AMOSTRA

FUN CAO C U STO

A /\mosto'agem Casual Estratificada considera a pop.g
loção X. de N elementos, partídü am M subpopulaçÕes dislun-
tas, de tamanhas N., í=1,2,.. .,PI, denominadas estratos. e co
Ihe.dé cada uma. uma subamostra casual simples de tamanho n.
i=1,2,...,M. A amostra casual estratificada será constituída
pela reunião dessas M sub-amosti'as, e terá tamanho

M

:;: ":
A função custo mais simples para uma amostra casual

estratificada ã

M

'o' :>1:'í'í
(3: 1)

onde cn representa os custos fixos e c., i=1,2,...,M, repõe'
senta o custo de amostragem de uma uni.dada em cada estrato.
Esta função será adorada na exposição a seguir, mas outros
tipos do f)unção custo podem ser propostos, como por exemplo:

C
M

'. * *!:.,-!, - ' '
30
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que é uma generalização de C3:1), citada, entre outros, por
RaJ [ 1 5 ; 7 7 ], o u

'-* :!:':': ' :!:',q
onda tl#'nl representa o custo para transporte entre as nÍ u
nídades sorteadas no estrato 1. Este tipo de função é lem-
brado quando os n. elementos a sarou sorteados dentro do es
trato i estão dispersos por uma região de área Ai' Então, g.
lém do custo c+ para posquísar cada elemento sorteado no es
trato, deverá ser considerado o custo para transporte entre
os n. elementos. Um raciocínio prático do Hansen, Hurwitz e
Madow [9;272], combinado com uma demonstração teórica de
Beardwood [2;299], mostra que a comprimento d+ do menor ca-
minho fechado ati'aves de n4 pontos da região de área A{ é a
proxímadamante proporclonall a s/Ã;ii;. isto é, di = kl?'AiliÍ'o9.
de k., a constante de proporcionalidade, não depende da Fo=
ma da região. Se, nessa região, a custo médio de transporte
pop unidade de comprimento cam que se made d.t far Igual a
t.. o custa de transporte ente'e a$ n, unidades sorteadas no

estrato l será tlki/AÍnÍ' Fazendo tikÍ+''Ãj. B tÍ' tal custo rg.
guita t.)/n. para o estrato i, Justificando-se então a exprej.
são proposta para a função custo acíina.

3.2 - A PARTILHA DE NEYMAN ê

3.2.1 - INTRODUÇÃO

O estimados da média p. do estrato í, í'=1,2,
será dado por

M,

ni

J ! :x ,J
nl

»xl
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enquanto que o estímador da média populacic)nal p será dado
por:

. M M

*. : à .!:~::: : *;:~:',,'
sendo WÍ= -.N--, o peso relativo do estrato í, .>1.wi
r.taRDIa de X será: Í:l '

e

va

.'',., : .:l:i:«*,;l . :!:«í.:'::,
Já que as subamosti'as são colhidas de subpopulaçõos indepen
dentes entre si. So a amostragem fot' com roposíção:

a2(i )e

Se for süm i'eboslção

e .l:«í .#.
NI - nÍ

;Í a variância do e str'ato 1, e -FÍ
8m do estrato í

2. 2M H SÍ ÍE )( l - +'=
ln

l : l Í

sendo az =
' Í

fiação de
nl
NÍ

a

Por' questão de simplicidade, admitiremos doravante
que a amostragem em cada estrato será sem reposição,mas com
fiação de amostragem f.t desprezível, de modo que a variân-
cia de X fí Dará:e

'2(i.) : ": [3 : 2)

3. 2 A PAnTz+LB EcoNomlcA E A PARTILHA ÓTlmA

Consíderemós â função custo C3 :1).e suponhamos que
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está reservada uma vex'ba C para a seleção da amostra casual
estratificada. O problema consiste om dimensionar a subimos
tra a ser colhida do cada um dos M estratos Ce por extünsãa
o tamanho da amostra tota].) de modo que, com a verba acima,
a vai'tangia de X. seja mzníma. Isto é, devemos calcular os
n:, í=1,2,....M, que minimizam az(x.), dada em t3:2),mas s.g
Jei tos à condição do custo ( 3: ].)

Usando a técnica do Multiplicador de Lagrange, de
vemos minimizar a função:

.nMJa)
M

oz (R ) + a(co + .>1.ctnÍ-c)
l =.L

,!:w + c)C n Íl0
í : l

Então.

9n'l

donde

ni

M

iljini ' h, então

(3: 3)

Como se vê, n+ é díretamente proporcíónal ao Lama
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nho e ac] desvio padrão do estrato í, e inversamente propor-
cional à raiz quadrada do custo c. de amostragem de uma unl
dado nesse est rato.

Resta ca].Guiar' Q tamanho n da amostra. Como o cus
to C +oí profíxado, substituindo n. na expressão (311), ta
r'Bmo s:

C + C= nÍ iE

ou

c c -.P . }l
wí sí

l
- 'E ":s, ''q

donde

M W Sl i[C-c ) .
0

í : l

}l w Si Í

C 3 : 4. )

Se substituirmos esta expressão de n em (3:3), re
sultará uma expressão inals ímedi.ata de n, ;

C3: 5)

Se os c. , :L= ]. ,2, ,m, forem constantes e iguais a
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c, a função custo (3:1) se simplifica para

cO ' cn

C - c
donde n =------..--.=. As fÓrmu].as C3:3) e (3;5) se reduzem a

Este ú[timo resu].Lado é conhecido como Partí]ha de
Neyman, embora esse autor não o tenha obtido nem deste modo
nem nesta forma. Neyman [13;580] chegou a conclusão de que
os tamanhos n4 das subamostz.'as que comporão uma amostra ca-
sual estratificada devem sei' pr'oporcíonais a N.S. ,quando e!!
tão a2CR.) assumirá seu valor mínimo, mas não incluiu o cus
to de amostragem om suas consÍdoraçÕos. De qualquer forma,a
estrutura dos z'esu]tados (3:3) a (3:6) é baseada no resu].ta
do por ele apresentado, motivo polo qual a seção 3;2 leva o
seu nome

/\ fím de distinguir a partilha na qual.os custos c.i
diferem de um estrato para o outro Cresultado (3:3) a (3.5) )
desta Última (resultado (3:6)), designaremos a prímolra por'
Partilha Econâmá.ca e a última por Partilha útima (ou também.
como é canhecída, Partilha atina de Noyman)

O resultado (3:6) da Partilha Ótima, que aqui Foí
obtido como uma consequência da Partilha Econâmíca,pode taD
bém ser deduzido sem se fazei.' consideração dlreta aos cus-
tos, mas tão somente fixando o tamanho

da amostra, e sob esta i'estríção, mlnímlzandoa.variância de

M

En níÍ l
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X e

DEMONS]RAÇAO DE STUART DA PARTILHA ECONÓMICA

Em 1954, Stuart [18;239]. publicou uma outra Forma
de abordagem do problema da par'talha económica, bastante e--
lamentar, baseada na dosígua].dado do Cauchy-Schwarz Segun-
do essa desíguãldado. se ai > 0 e b.t > 0, i=1,2,...,n, então

1,1:.íl l:l:.q : l:l:':':l'
o mínimo do primeiro membro ocorrerá quando :l
=1,2,...,n, e valerá ovidentemonta '

C c Ç g) , i

,}:':':l ' : *'l,l:'íl :
A base da..demonstração apresentada por Stuart para

o.s resultados da partilha económica consiste na minimização
do produto

.!:'q
no qual os doi.s favores representam r.espoctívamente as par
tes de a:CXe) e de C que dependam de n*

Pela desigualdade do Cauchy, teremos:

:1:41-1 . 1:!:.,-:1 .]'
e o mllnímo do priHeíro membro ocorr'erá quando
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ou sela , q u ando

'cl
nl

A partir daí, exatamente como foi foro quando da
utilização do multiplicador de Lagrange. obtém-se o resulte.
d o ( 3: 3)

3.2 A VARIANCI/\ DE 0Z(X ) NA PARTILHA ECONÓMICA

E NA PARTILHA ATINA
e

Substitui-ndo a expressão C3:3) de n. na Fórmula
C3:2) de azcx.), obteremos a varlânci.a do X. na partilha e-
conómica , í sto é :

.;.';., - -Fl*!:Tll:!:«:;,ql C3:7)

Se os c. forem todos iguais,ou se forem ignorados quando da reall
zaçáa da partilha, obtemos par'a az(x.)

Podemos mostrar que, para os W+ e S. Já conhecidos, o mÍn].-
mo de (3:7) é (3:8), Justificando então a expressão "parti-
lha Ótlma", e ocorre quando os c. forem todos Iguais.

Do fato, ainda pela desigualdade de Cauchy,tei'elas

(3:8).L
n ,}:":::'Êtd.'
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ou seja

: : T11:8:«,:+«,1 : 1:;:«:::1'
A igualdade ocorrerá quando

w,s : /i;
k. Cc ! g)

dando c: =k'

Do tudo o que foi visto, conclui-se qua,par'a um da
do n, e cam aa;.#+ e S. Já conhecidos

1) a variância mínima de X. é obtida mediante a paz'ti-
Iha ótlma;

2) se os custos c. -foram constantes, a partilha econÕmi
ca é também ótímai

3) se, ao contrário, os c, diferirem substancialmente en

tre sí, então aÊc(Xe) não será mÍnIma, mas o produto

M

1=1 /c.l

,! : ~,;: /q
' ' } :ll«:::c.a' (R )ec e

ou
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c.c%::(R ) l.}l.uj.s:L'''cil c3:9)

será mínimo (Já deduzidos de C os custos fixos)

3.2.5 - A MINIMIZACAO OO CUSTO

Atá agora, o custo foi considerado fixo, e procure.
mos minimizar a vara.anota de X . Pode ocorrer'. entretanto,
que por questão do controle na precisão da gsti.mação de U,
a variância dB XP saia pre'fixada (om Vn = ----:7---,conforme (1:18))
e procui'cremos calcular 03 n.T que minimizam'o custo. O pro'
blama se resolve de forma igual 3 vista em 3.2.2. Propondo
a função

B

onde B é um multiplicador de Lagrange. acabáramos por obter
para n4 o mesmo resultcado da (3:3). Entretanto, a determina
ção do valor de n será feita em função da variância prefixo.
da V.

M

n2'' '''nMi B) : cO + Eicíní + B ,!:q? - «.

vo
M

E
í : l

w :s j. / /q
[53''

donde

*l:«:?: «:l l:i:\;l
vo

( 3 : 1 0 )
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O custo mínimo será

,l l:!:YI ':cO >l.wís,v+ n

3 . 2 ESTIO/\l'OVAS 0DS S., E DOS c,

Como é bem sabido, di ficílmente a val'iãncla S: B o
custo c. para cada estrato são conhecidos, e a problema pr!.
casa ser contornado do a].gum modo a fim de que as fórmulas
(3:3) 8 (3:4) possam ser aplicadas.

Da início, observemos que nãa são nocessár:Los os vg.
[oros abso].fitos dos S. e dos c.; se for possíve]. obter de alg.g
mâ forma os seus va].ares relativos, o problema está resolvi
do

Se isso não for possível. pode-se tomar alguma prg
vldêncía do tipo das descritas a seguir

Estimação dos S.

1) Levantamentos em épocas anteriores

Ca],pulam-se ou, polo meros estimam-sa'as SÍ com bg.
se am lovantamentas anteriores da mesma variável;

2) Variáve ] auxí].í ar

[)íspõo-se da ]ista completa de uma variável bastam.
te correlacionada linearmente com a variável em est.g
do. Os valores exatos ou no mínimo as estimativas dos
S. dessa variável auxiliar dovom servir para aplicação
direta nas fórmulas ou para obtenção de boas estima-
tivas dos S, da variável princi.pal

3) Levantamento .Prollíminar

Antes da seleção da amostra defi.nitíva, pode ser cg.
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Ihída uma amostra preliminar com o obletíva'precípuo
de tomar cantata com a população amostrado, Isto é,
pesquisar custos, descobrir dificuldades do organiza
çao, estabelecer e testar certas díretrizes, etc. As
estimativas de SÍ podem então, concomitantemente,ser
obtídasi mesmo que imprecisas, serão de maior utili-
dade do que se as tivéssemos simplesmente ignorado.

Se os coafíetantes de variação dos astutos tarem conhocídos

ou pelo manos adnüti.dos:ç;oom algum..regar, aa . astlmatívaa . ímp!'g

casar - acll»ia.-it#f8rldae pa:dem sot. qubstltuÍdas pelas dstímatívas
dgs S:l obtidas :a partít' dos coeflcJ.entes de variação.

estimação dos c
Levantamentos anterior.as

Í

1 )

Se a pesquisa Já foi realizada anteriormente B admi-
tindo que seus ablotivos não tenham variada substan-
cialmente,os custos precisarão provavelmente de uma

atualízaçãci .para podar'em sep utilizados.

2) Sub9tltuíçãa não dírolÊünat+te monetária

Como Já foi observado antas (seção 1.2),os custos PO
dem ser traduzi.dos por outras grandezas, taíscomo tem
po de viagem atá a unidade amostral a ser pesquisada,
tempo para a pesquisa dessa unidade,custo de vida mé
dio [dado por algum Índice adequado) nossa unidade
aquando for o caso de permanência mais ou menos lon-
ga), número de entrevistadores, tamanho da unidade
Cmedido de alguma foz.'ma: número de habitantes, núme-
ro de empregados, património líquido. etc.),etc

3) Levan tamonto pl.'elimin ar

Roallza-se uma pesquisa pi.loto preliminar a fim de
valsar os custos necessários à pesquisa de Finitíva.

Sobre a questão do ].evantamento preliminar,podemos
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adaptar um recurso proposta para a Amostra Cc3sual Simples
por Steín [17;244], segundo o qual a amostra é salocianada
em dois estágios sucessivos, o primeiro dos ::iuaís com o ob-
jetivo de está.mar a variância populacíanal S:!. No nosso ca-
so, referente à /\mostra Casual Estratificada.. se os obJeti-
vos da pesquisa puder'em se].' incluídos na amo!;tra preliminar
(primeiro estágio), esta amostra poderá ser api'ovaítada pa-
ra a amostra definitiva da seguinte forma: dJ.apõe-se de uma
verba C para toda â pesquisa; não se conhece nada da pápula
çao Colhe-se então uma amostra preliminar dt} tamanho arbi-
trário n',mediante uma partilha qualquer (prt)poícional, i-
gual ou qualquer outra) ni,n;,...,ná. Com ellu, calculam-se
os custos definitivos ci e estimam-se as var!.anciãs dos es-
tratos, mediante o estimado r

nl..}-.

;, "i' .!..'**.-;:,', :::,:,...,«.
O problema consiste em determinar oti tamanhos n:'

das subamostras adicionais, de modo que com tts subamostras
de tamanhos nÍ=n;+n; a partilha econâmíca bossa ficar a-
tendida, ou pelo menos razoavelmente atendiclti.

A função cus to é:

M

cO ' {lllcí(n;. + n;) . (3:il)

A variância para e'feitos de dimensionamento terá tomada co-
ma

' 1 =: ':i'-=
Minimizando a função:

( 3 : 1 2)
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M

"''. ''' :;:'l":-c]
22

SÍ ÍEn +
=

M ní: l Í'> ( " 1 ' ' 2'

conclui-se que

n n
d ÍS

H n
( 3: 13)

S ubstltuindo n: n a fun ç ão ouse o , ].es ult a

n:'. ,":
w;. ;:i

M

:! :": ,i /q'

C 3: 14)

onde n" é o tamanho da amostra adicional que completará
mostra definitiva de tamanho n.

3. 2. 7 DESVIOS DA PARTILHA ECONÓMICA

Como acabamos de ver. em muitos casos a Partilha E
conâmica não pode ser atingida com rigor, om virtude de sf
e/ou c. não podem'em ser tornados exatamente. O desvio resul-
tante, entretanto, pode ser considerado desprezível, isto
significando que a:.(X.) ficará pouco alterada, mesmo que a
partilha encontrada sela moderadamente distinta da partilha
econãmí ca.

No caso de .uma população dividida em M = 2 estratos,
este fato pode ficar mais bem evidenciado. A base das consi



44

deraçóes a seguir encontra-se em RaJ [15;232], onde este au
tor sugere ao l8i.tor uma análise dos efeitos dos desvios da
partilha Ótima sobre azCXe). Goneralizamos o problema com a
inclusão do falar custos a solução apresentada, se os cus-
tos forem Iguais, é também solução do exorcícío sugerido.

Sejan} WI/W2 : a, sl/s2 ' b e l/cl/c2 : c. Façamos tam-
bém

( n. / n . )
' ( n . /n ::]B I' ''e 2

nl B n2 z'apresentam uma partilha qualquer d'a amostra de
tamanho n, e nol e na2 representam a partilha oconâmlca da
mesma amostra. CI valor de p exprime a proporção do dosvi.o da
partilha qualquer Cmedlda por' nl/n2) em relação' à partilha
economíca Cmedlda por nel/no2). O objetivo da amostra é es-
timar a média U da população na amostragem casual estratifi
cada.

Calculamos inicialmente a precisão relativa cx da
partilha qualquer em r'ilação à partilha económica,isto é,cal
culemos

onde aâ (xQ) Indica a variância de Xa quando é ultilízada
parti Iha q ua lq uer, í sto é,

a

.: .x , : .!i3::i
q. Q nl ( 3: 1 5 )

e, como sabemos

a' (i )ec e
- ''7çl :":::«ç' ":::«;:

( 3 : 1 6 )
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aW., S. = bS. e l/c. = ci/c.), substituindo em (3:15) e

e di.vidíndo esta por aquela, obtemos( 3 : 1 6 )
)s ef

.LCazb2+ abCl+ c) + ]]n c
aZbZ ].+

nl n2

( 3 : 1 7 )

Porém, na partilha económica, temos

n e ].

no2
w: s: /q ab

C

lo s t]

e portanto

nl
n2

ne ].
ri

e2

n l

n2
ab
C

donde

nl

Substituindo n, em C3:17) , vem

n2
n

aZbZ + abCl+ c) + lC

.gEÊ-- * l
C

C 3 : ]. 8 )

c...-b
n2

em ( 3: 18)

. - nentão n,)

concluímos finalmente qua

n.
S u b s t í t u i n d o-----==nn

az ba + ab( 1 + c) + l

a2bZ + abre + E) + lc P

C
( 3 : 1 9 )

0  
l 0,
2 0,

7 0,
7 [
8 ]' ,

!

{
65 0

44 0

50 0

2 1 ,

5 1 ,
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A fim d e verifi ca r melh o r os efeito s de um desvio 

da partil ha e c o n ~mic a , p ode mos elabor a r um a ta bela com al -

guns val o re s de p e c . Po de-se co nstat a r 

que: 

1) ab e 1 
ab 

sa o i n t erc am biáve i s ; 

2) lim a = li m a = 1. 

a b++oo at:r+ O 

com f a cilidad e 

Em vista disso , organi za r e mos t r~s tabe l as , uma p~ 

ra cada valor d e ab: 

ab=l, 5, 10. 

TABELA 3.1: ab ;:: 1 

~ 
1 ! 

,-·-·--·• 

0,25 0,50 0,75 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 

0,25 1,563 1,389 1 ,172 1,000 0,765 0,617 0,.517 0,444 

0,50 1,000 1,125 1,080 1,000 0,844 0,720 0,62 5 o, 55 1 l 

1,00 0,640 0,889 0,980 1,000 0, 960 0,88 9 0,816 0,7 50 

2,00 0,444 0,720 0,893 1,000 1,1 02 l, 1 2 5 1, 1 11 1 ,0 80 

3,00 0,379 0,653 0,853 1,00 0 1, 185 1, 2 80 1 ,322 1 , 333 

-
1 

TABELA 3. 2: ab =5 

~ 
! 

1 

0,25 0, 50 0,7 5 1,00 1 1, 50 2 , 00 3,00 2,50 1 
1 

0, 25 1,3 1 3 1,228 1 , 1 O 7 1 , 000 0,831 0 , 708 
1 

0,618 j 0,547 

0,50 1,000 1,07 0 1, 045 1 , 000 0 ,9 02 0 , 815 
1 

0 , 740 j 0,677 I 

1,00 
1 

1 , 000 0 , 977 0 , 935 0,8 89 / 0 ,844 
0 ,7 6 2 0 , 9 35 0,98 8 

2 , 00 0 , 5 78 0, 8 15 0 , 934 1 , 000 1,057 1,070 1, 062 1 , 046 1 

3 , 00 0 , 4 9 4 0 , 751 0 , 903 1 , 000 1 , 10 8 1,159 l , l 7 9 1,185 
-
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TIABELA 3.3: ab = lO

Mediante a análise da função ct, e observando as ta
belas, pode-se constatar o seguinte

1) Para uma larga faixa de valores de p e c, a fica en-
tre 0,8 B 1,2, isto é, a variância a2(x ) seránomáxímo 20%

inferior ou superíór a a;c(xo). Essa faixa se alarga cada
vez mais, nos casos em que, sendo ab>1, ab aumentar,ou sen
do 0 < ab < 1, ab diminuir, pois

q

lim
a b-» + oo

lim a = l
ab'»0+

2.) A partilha qualquer terá a mesma precisão que a par
filha econâmíca (isto é, a= 1) , quando ++ c= 2+: ,ou cZ=p

' C C D ' '

ou seJ a, quan do p = ---Z

3) Se a partilha qualquer for particularizada como sen
da a parti-lha Ótíma, então sua precisão em relação à parti
Iha económica será

2

a2bZ + ab [l + c) . ]

( a b + 1 ) 2
( 3 : 2 0 )

  0 , 2 5 0,50    ]., 5 0 2,00 2, 50 i 3 , o o

0 , 2 5 1, 1 86 1 , 1 39 1, 068 l,ooo 0, 882 0, 787 0, 710 0, 64 7

0, 50 l,ooo 1,041 1 ,0 2 7 l,ooo 0, 938 0, 8 78 0 , 824 0, 7 75

l, oo 0, 843 0, 960 0, 993 l ,ooo 0,986 0, 960 0, 931 0, 901
2,00 0, 6 9 1 0,8 7 8 0,959 l, ooo ]., 0 3 4 1 , 04 1 1 , 03 7 1 , 02 7

3,00 0, 606 0,826 0, 9 36 l, ooo 1 ,066 1,095 1, 10 7 l , l l o
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e evidentemente nunca será inferior a l

A expressão acima da ci é obtida considerando que,
na partilha ótíma, ;::=': ab, e portanto)

n

P
ab
ab '

C

Elaborando urna tabe].a com os principais valores de
p: c, vemos que a partilha Ótima é no máximo 12,5% superior
b partilha económica DUHa faixa de p que varia de 0,50 a
2.00, para o caso menos favorável em que ab: l

T:ABRIA 3 . 4

D valormáximo de a, em C3:19), para c e ab fixa-
dos, ocorrerá portanto quando p :c, Ja que aÉt(Xe) é o me-
nor valor que a2(Xn) pode assumir. para um dado n.

4) Quando c=1 Cisão é, quando c. =c7), a partilha eco-
nómica é também Óti.ma. Nesta condição, o mínimo .de a em re-
lação a ab, pai'a p fixado, ocorrerá quando ab : l e valerá

4

[P+ ]) 2

e o máximo absoluto para qualquer ab é 1, e ocorre quando
lP

Se M>2. o estudo de precisão de uma partilha qual
quer em relação à partilha econõrníca não pode ser realizado

  4 .« '     l

l 1, 5 63 1 , 33 3 1 , 1 2 5 l ,ooo

5 1 , 3 1 3 1 , 1 85 1,070 l ,ooo

10 1, 186 1 , 110 1 ,04 1 l,ooo
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como no caso de M = 2, erra.virtude da impossibilidade de defi
nação de um indicador do tipo de p. Cochranr5;162] apreseB
ta uma análise do aumenta proporcional da variância de X. de
corrente de um desvio da partilha Ótima. Esta análise foi a
daptada a seguir mediante a inclusão do favor custo, de mo-
do a obter uma expressão da precisão de uma partilha qual-
quer em relação ã partilha económica. Sela

{ ;",:,«; } \;>ec e
a' (i )

q . e

Como na partilha económica temos

H S

'cí

!b.-\
'Í

nel n

decorre que

«::: :+ "T ,::
wi sí

Substituindo no denominador de cz acima, vem

} }"::,"T } «T
-â:

' c

-'' :

2 w. sn BI i
Ín

ÍÍÍ

Fi na .Lmente , como

Í = 1 v'cl

w. s .i l n4'' »
n

c . e ll



50

substituindo no denominador, vem

>l w : s j. ,''q'l

i+' ": : : «T
1 1

C 3 . 2 1 }

ou seJ a, a p reco são

a-l q e
a' (k )ec e

da partilha económica em relação ã partilha qualquer é dada pg.
la Media aritmética dos ::gl, ponderados por W.S./ca

ii.l a. .l x

Se houver Interesse, os n.t podem ser partícularizg.
dos como os n, da partilha Ótima

Na relação (3:23.), admitamos que m'>1 e m"<1 sejam
respectivamente o maior e o menor valor' de --==. Se substitui
mos !SI por m'. o denominador ficará malorada por

.E . ":s : ''q,
e portanto OI será superior a ::l\-. Por outro lado, se substi-

r} . Fll

tuirmos :=gl por m", o denominador ficará mínorado por

l
M

l

Í
M

:!: ":::/q'
portanto Q será inferior a i;lr

3.3 - A FUNÇÃO PERDA

3 . 3 . 1 - 1 Nrnl? ÇlyÇ8Q

Como foi visto na secção 1.3, quando os resultados
calculados a partir da amostra constituírem a base para al-



gume anão pi'átíca, poderemos calcular em tei'mos monetários
a perda acarr'atada pelo err'o na estimação do parâmetro.Atei
ria desenvo[vída [baseada em Yates,[20;292]) aplica-se pa'
ra qualquer método de amostragem, com as devidas adaptações.

No caso da amostragem casual estratificada, será prlg
posta uma função perda da seguinte forma

À:(;.-.)' e ;.: U

L(x ;p)e

X2CU-x.) 'e= x < U0 '

onde b > 0, À., À. 20 CÀ. 8 À. não deverão ser nulas ac] mes-
mo t.empo] são constantes. Por questão de comodidade, farei
mos À. = À. = À; se isto não ocorrer, bastar'á substituirÀpor
.;cÀ.+x.)

A função risco será dada por [1:5] e (1:6) sendo
que agora:

Como Já vimos, o problema consiste em dimensionar
e repartir a amostr'a de modo que a soma Q = Ri + C seja mi.ni-
mi.zada.

/\ situação genérica adapta-se mal nos resultados
(1:10) e Cl:i5), em virtude da. dificuldade de colocação adE
queda dos parâmetros C-cn e h em função de n. Entretanto,
dois resultados particulares, embora dos mais importantes
podem ser obtidos.

1) Sob a hipótese de a função perda ser quadi'ética (b=2)
(decorrerá, conforme registrado em (2:5) e (2:6), que Àn:X),
ter'amos

Q : ÀaO ': c

2 2S Mi i
* . o ''' . >1.'' . -=

n
i : lii : l
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Pc:lrt a n to

+ cl

donde

[ 3 : 22]

Como À, expresso em unidades monetárias, deve ser
conhecido desde o Início,. a partilha está concluída, e por
exte.nsão, a dimensão da amostra

M

*!:', :..!;.x
t = 1 Jn

'Í
[ 3 : 2 3)

Dividindo membro a membro (3;22] por [3:23) decorre que

'ci

yb.-%
Í = 1 v'cl

n i

que é resu].Lado coincidente com o da partilha económica (3:3)
O valor de n, entretanto, não é o mesmo do da partilha eco-
nómica, já que naquela situação ou o custo ou a vàriâncía e
ram prefixados, o que não acontece agora, em que'se procura
mí n ími. za !' Q

Desta forma, vemos que a utilização da função per
da leva â uma partilha económica da amostra, mas supor com
cadência a um dimensionamento económico como o visto ern (3:4]
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A coincidência ocorrerá quando o valor de n dado em (3:4) for
igual ao valor de n dado em C3:23) , isto é, quando:

M

}' W.S . /c

C cO./T

Para os n. dados em C3:22), o valor mz'nimo de Q (quantia tc)
tal envovlda na amostra, entre perda prevista e custo de amostragem) é:

a' ['.'::;.wis,

l

M

e aa (X ) assume o valore

É- :l:«::,«i
2) Para funções perdas não quadráticas (b#2), é necessário fazer-se

a h[potese de que está sendo adorada a parta.]ha ecanõmlca. A partir daÍ,
passa'se ao dimensionamento da amostra para diferentes valores de b, dos
quais o mais importante é b=1,cujos detalhes analisaremos a seguir

Sabemos que:

ec q -} :;:"::,- wi sl
C i

Substituindo n conforme C3:4) , obtemos:

( }lw:s : /q') '
r - l-
' '0

Portanto, em (].:lo), podemos fazer h = 12wísÍ
estamos admitindo que a fiação de amostragem

-)1
e À.=--. Resulta:

' v'2'n

a: CR )ec e

%.l ,k:o cp'i;
é db sp rezíve l)

( C - c 0) x«:: : «il '
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donde

. , :Ê.lv:::.
e

J'q \l'«\"ts *J'q
C 3 : 2 4)

Este mesmo resultadopodaria ter sido obtido por dera.
vação direta de Q = Àa..(x.) + C em relação a n.

3 . 3 . 2 O CUSTO MARGINAL OE AMOSTRAGEM

Tal como fol visto na secção 2.3 da Amostragem Ca-
sual Simples, podemos estar :Lntoressados om dimensionar uma
amostra casual estratificada com objetivo de estimar o va-
lor de um lote de FJ Itens, de moda que uma urlídade extra cus
te mais do que a redução esperada no erro de estimação des-
se valer

Suponhamos então que o loto de N itens esteja divã
dado em M estratos de tamanhos N:, i=1,2,...,r'l, respect:iva-
mente, e que se pretenda colher uma amostra casual está'atí-
ficada de tamanho n, segundo a partilha econÕmic.a.

Recordando as condições expostas no i.nícío de 2.3.1,
bastará agora adaptar a situação pai'a a Amostragem Casual
Estratificada. Isto é; a relação (2:19) ficará:

dc : z2aUNaec(Xe] A .l:«:::«, :l:;:?.,:",
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Devemos, entretanto, co].ocas n em função do custo C, condor
me ( 3: 4)

>lw:s.A;
l

Substituindo n em (3:25), décor're que

>l w:s : /q'
Ndc : z2a'U

( 3 : 2 6 )

O custo C tal que um pequeno acréscimo a ele atrí
puído acarreta um decrescímo de mesmo valor em dc é obtido
fa ze ndo- se d' CC) = -].

Então

M

: : . . - ~ ' ': ! : ", ::/q
donde

2

:ç:«::. «,l;cO
( 3 : 2 7)

Como

l "::,"i
cO

então

3
Si iEn

i; l

2 lUNZ 2a
M

E . "*s : ''q
i - l

C 3 : 2 8)
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A semelhança entre este resu].Lado B o resultado
(3:24) sugere a pesquisa da função perda envolvida no pro'
cesso. Reescrevendo (3:27), obtemos

'' - .., 'l :rp«:;*«ü '
donde, comparando com (1:10), conclui-se

h : llwisi/cíl , k:O- b:i e XO:z2a'UN

Tal como para a obtenção de C2:32), nota-se que

XI : l/2'F'z2Q'UN e X 2 : 0,

8 portanto a função perda á aquela dada por (2:32), apenas
co.m a variância de X dada díferontemente (isto é,

. w . s .
''.'l., : é' l:",:,'''q' l:

''l ' i
':;='

Í

em lugar do antigo ozCX)



CAPITULO IV

AMOSTRAGEM CASUAL ESTRATIFICADA

O NUMERO E OS LIMITES DOS ESTRATOS

N(ME RO DOS ESTRATOS

4.1.1 - INTRODUÇÃO

Até agora, estivemos considerando a partilha econo
mica na hipótese de qua os estratos Já estivessem perfeita-
mente definidos, quer quanto ao número, quer quanta aos limo
tes. No plane.lamento de uma amostra, entretanto, nem sempre
isso ocorre; o pesquisador precisará frequentemente decidir
tanto o número quanto os li.mi.tes dos estratos ern que a pop.g

loção deverá ser dividida. Se isso for necessário, a escolha
sofá f:Dita de modo que determinadas condições de otimlzação,
a serem analisadas a seguir, possam ser ati.ngidas. Tais con
díçÕes são de difícil consecução prática; por esse motivo,se
rão atendidas de forma apenas aproximada, mediante detarming.
das simplificações

4. 1.2 - A FUNÇÃO CUSTO

Cada estrato envolve um certo volume de trabalho,
tanto de planalamento.como de colete da resp.ecu.va subamos-

5 7
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tra. Admitamos então que sela c. o custo para atender às des
pesos de cada estratos uma função custo a ser adorada antes
da escolha do velar de M será a:

C
M

'. * '.'" * :!:':":
Entretanto, como Q somatório depende de M, que é í.D.

cógníto, fica mais adequado, como primeira aproximação, con-
sídarar que o custo do amostragem em cada Estrato seja cons-
ta nt e , l st Q é , c. = c, í= 1, 2, . . . , M

Este custo c pode ser obtido ern função de levanta-
mentos semelhantes Já roallzados ou numa avaliação do custos
prévia, a ser calculada polo pesquisador

A função custo, em sua forma mais simples, citada
por exemp]o, por DemíngE7;q92], fica então:

C = c . + c 'M + c .n (4: 1)

nn }l nl eérá o tamanho da amostra tota]., a ser partido co0.

venlentbdente depois que os estratos Já está.verem perfüitameD
te definidos.

B
M

4. 1.3 - o NúmERO DE ESTRATOS Em FUNÇÃO oipFl&p8 VARIÁVEL x
EM ESTUDO

Façamos inicialmente a hipótese slrnplíf.icadora de
que X é uma varíáve] retangu]ar, definida no intervalo [a;b]
Então :

.:u, : -.!e.;;E.

e, para uma amostra casual simples de tamanho n

s''h : ---'i.7;--
admitindo que â amostragem seja sem !'oposição, mas com fra
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ção de amostragem desprezível

Se a estratificação consistir em dívi.dír a popula-
ção X om M estratos de igual tamanho (Isto é, W. = -:i-, í=1,2

.M), então cada estrato se constituirá numa subpopulação
também retangular, de amplitude ili-e- e variância

'Í ( b-a) 2

12M2

Como os custos de amostragem estão sendo admitidos iguais em
todos os estratos, a partilha económica ã ótima, e

ou .sela, a variância do Xe fica reduzida a Íq=; da variância de
X Cna amostragem casual simples). Assim:

'Ê*'R., : + :!:":::
l Cb-a)2 Sz (X)

n 12M2 Mz

2

l l b--a
!= e

"«/#n

TABELA 4.1

CochpanE5;186] observa que, apesar das muitas hí
póteses simplífícadoras adoradas, estes resultados continuam
a se verá ficar aproximadamente em muitas populações reais. Por
outro [ado, Sampford [16;76] comenta que não há nenhuma van
tarem estatística Casto é, redução de variância) em partir um
gl.'ande estrato a menos que as partes resultantes.. sejam mais
homogéneas internamente que o todo. É claro, entretanto, que
pode haver vantagens administrativas [ísto é, maior faci]ída
de de seloç ão)

A determinação dos valores de M e n é feita com a
mesma tçlcníca vista em 3.2.2. Para um custo C prefixado, B a

M 2 3 4 5

à 0,250 0,111 0,062 0,040



dotando a função custo (4:1), o problema consiste em esmo
Iher M e n que mini.mizam

'Êtü.' [b - aJz
12nM'

[4: 2)

sob a condição do custo C p Feri xado

Com o recurso do multiplicador de Lagrange
remos a -função

forma

+ c.M + cn - C)

que for'necerá C : lvl , donde, conforme Deming [7;492],por
e xernp l o: '

(X.) + a Cc+CM;n) : a ót 0

2 C C - c . )

3c e
(4 : 3)

Se for prefixada a variância a{. (x )
o t ' e

da mesma forma, que:
V 0' deduz-s e

r

[b - a) 2 .c2
e; Itu - .\:.d

6V0'.

c fle

2c
e

3

i

(4:4)

4.i.4 - y&N8PiÁVEL
AUXILIAR

Suponhamos agora uma situação mais provável em que
X é uma variável auxiliar, e â vara.aval objeto de estudo tÍ
Y. A determinação do número de estratos será feita em fun
ção de X. Supomos X retangu]ar, definida empa;b], e com va
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rí ân cí a SZ (X) = - 1.)

Seja @tX) :E(Y/X) â regressão de Y sobre X; então

Y = Q (X) + €

Admitindo que a regressão de Y sobre X sela linear,
e que Ü e E: sejam não-coF1'8lân.ionâdos, teremos

S2 (Y] sz CP) + s2 (e) Sz (a+BX) + S2 Ce) B2S2 (X) + S2 CC)

e portanto

B's' Ci) + s ' ( ê)

Se a amostragem for casua] s].mples

SZ CV) B : ..â.:lx2.. . .:.!.!g.n n

Se, entretanto. a população X for di.vidída em m e3

tratos de igual tamanho (wi =ir, i:1,2,...,M}, teremos

SzCY ) = B2--SztX] + '2r-l 4:5)
' nM' n

Mas

Í3zSz (X) = PzS2 (Y]

e

Sz (e} = SZ(Y) Cl-Pz)

S ubstit uín dcl:

S2(y ) = p2 ' 'v' + SZ(Y)(l-P2)
e nM2 n

o u S 2 CY]2 =
e

n
[4:6)
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Pode-se mostrar que o sinal da = fica substituído
por à se os estratos tiverem tamanhos distintos, (Cochran,
[ 5 ; 1 8 7])

Em (4:6), vemos que, â menos que p esteja multo pró-
ximo de 1. aumentos da M não produzirão necessariamente re-
duções aprece.áveís om SZ(Y.) , já quü, enquanto -=T- diminui,
a parcela (l-p:) se mantém constante

[lesprezadas Inicialmente as considerações sobre o
custo cP pede-se determinar o valor de M fixando subJetiva-
mente -ã-z como uma percentagem y de l-pz, de modo que
iZ possa ser tomado como desprezível em relação a l-p2

Mz
Y'( l -P2 )

donde

M

Y ( 1 - P2 )

No corpo da tabela a seguir, para cada par (pjy)
fornece-se o valor de M e, entre parênteses, a percentagem
de SZ(Y)/n a que S2(Yn) se reduziu, em razão da criaçaa dos
M est ratos .

TABELA 4.2

     
  4(0,40) 4(0,21) [O(o, ]]] 22(0,02.)

D,05 6(0,38) 0C0,20) 14(0, 10) 31(0,02)

0,02 9(0,37) 15(0, 19) Ê 22(0, 10) 50(0,02)

0,01 13(0,36) 21(0, 1g) 30(0,10) 70(0,02)
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Como se vâ, para cada P, o aumento exagerado de M
produz um aumento ínsigni Picante de precisão, de modo que a
primeira linha (para y:0,10) atenderia as necessidades de
precisão tão bem quanto as demais. Cabe ao pesquisador pro-
por um y conveniente aos seus obletívos de precisão.

Se õ cri.anão de um estrato envolver a noção de um
custo c., Q estiver fixada uma verba C par'a â seleção da a-
mostra, o cálculo ccJnJunto de M e n pode ser feito pela fun
çao :

4)(Min) = SzCYe) +aCc0+coM+cn-C)

onde SzCY.) é dado por C4:S) e a t3 um miiltipllcador de La
grande . Obtemos

y.--rp: . c i-p' )]
2-p' Lm' J

e substitui.ndo em (4:1), obtemos os valores do M e n. No Fi
nal deste capítulo,será apresentada uma aplicação desta teo

C
C e

M M3 l-Pz+ + -----b-
2 n 2n . 2

C4:7)

Se SZCY.) .+or prefixada ern vez do custo, o proces'
s o é aná logo.

4 . 2 LIMITES DOS ESTRATOS

4.2.1 - INTRODUÇÃO

Na secção 4.]-, foi estudada a forma de calcular um
número adequado de estratos. Naquela oportunidade,foram fel
tas a].gumes hipóteses simplíficadoras, tais como a de os es
tratos terem o mesmo tamanho, ou de a variável ter distri-
buição retangular dentro do estrato. Entretanto, nem sempre
tais hipóteses são a= melhores quando se trata de calcular
o$ limites dos está'alas.
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Já determinado de a].goma forma o número de estra-
tos, o pi'ablema consistirá agora na dotermínação de seus ll
rnites, com o objetivo de mi.nimizar a2(x.) na partilha ótima
ou C.aZCX.) na partilha económica.

OS LIMITES NOS ESTRATOS EM FUNÇÃO DIRETA

DA VARIÁVEL X EM ESTUDO

Sejam xO e xM os valores extremos da população X;
deveremos determinar os limites intermediários dos estratos,

íst-o é, xl'x2'''',xM-l' com xl<x2< '''<xM-l- de modo que
o objetivo acima declarado pos.sa ser atingido.

Na demonstração a seguir, a parta l relativa caos

custos constantes é devida a Da]enius [6A], que de]a apre-
ce nta entretanto apenas um resumo.

Seja fCx), x0$xÉ xM' a função densidade, admitida
conhecida, da vax'iá.vel contínua X. Então, para o estrato i:

l I'Ct)dt : F(xí) - F(xí.].)
xi

xi l

W
l

dF ( t)
ond' 'a:f -F C t )

awi f ( x.)e portanto =.
i

xÍ-l

Jxi tzf(t)dt - pí

X

tf(t) dt

a2l
xi-l

Consideremos a segui.r duas situações, das quais
segunda dependerá dos resultados obtidos na primeira.

a

l - Os c.í são iguais am todos os estratos
A partilha é,. então, ótlma, e portanto
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':*',., : -il,l:«::.I'
Como x. só aparece em duas parcelas desse somató-

rio (as de ordem ie l+l},para calcular a dei'ivada de. ali+CX.) ,
bastará ca]cu].ar a derivada da soma dessas parcelas

a [ >lwj.s: )

axi
a (wj.sl) a (wi..lsj..l)

a x. a x.

Para o ca].culo da primolra derivada do segundo mep

do (4:8), parte-se do iÍ}, CWÍS2)
a} Por um lado,

bro

Ê' "::: ' :ín.«, Sz f(xÍ) + 2WISÍ
asl

donde

así
axl

a
(w:sÍ)

(4:9)

torne-

91.1 q
'"l'í

b) Por o urro la'do,
ce :

o cá].cul o dí Feto de 7$ ' ".:Í ,l

a c w:s jl )
ãx l

X
a 2 2ftt) dtt U

=:
Í i

'x
X

Í tf(t) dt
a

axÍ
xÍ-l

xÍ-lat2f(t) dt
a x . N

Í

x: f ( x . )
1 1

2UIWÍxj.'f(xl) - P'Wif(xÍ)
w'

2xlUI fCkl)'F UI f(xi)x2 f ( x .)1 1 2 .F ( x . )l
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TABELA 3 . 3 

1 

LEITURA 1 

IDADE DE EDUCI\ÇÃO 
1 :REQUENCIA 

LIVRO 
c D T w V 1-:, --l -

X y z F 

104 46 o 302 46 3.:; 3 , -. 

ALTA 
ALTA 36 o 163 185 - 163 3!..8 1 f:~ 

BAIXA 
~ 

UNIVERSITÁRIA 
163 o 36 312 -36 348 

,, , 
.) ;: 

ALTA 
BAIXA 46 lOLf o 244 104 3!.. S F 

BAIXA ; 

1 159 32 7 o 627 327 9- 1 3::.-.::>--. 

ALTA 
ALTA 179 o 290 664 - 290 954 2 '.) ' 

BAIXA 
COLEGIAL 290 o 179 77 5 - 179 9 5-+ 1-:-: 

ALTA 
BAIXA 327 159 o 795 159 9 5 !.i 1 - : 

BAIXA 
54 133 o 412 133 545 1 -:- · 

ALTA 
ALTA 335 o 24 521 -24 545 --

BAIXA MENOS QUE 
COLEGIAL 24 o 315 210 - 335 5_1,,5 3- -- -

ALTA 
BAIXA 

-
133 54 o 491 54 5-+5 ::1., 

BAIXA 

gue três categorias de r ealização educacional "univers i t2· 

ria", " colegial" e "menos do que co l egia l ". Duas definiçõe s 

de par eamento serio conside radas : a primeira produ z i ndo e· 

coefici nt e de correla ç ão parcia l direto, dec l a r a du as ob-

s rvações , paJLe.adM se são empatadas em Z; enqu anto qu e a se ­

gunda, produzindo o co eficient e de associaçio parcial de Cc 

v i s , d e e 1 ar a - as paJLe.ada,:i s o :e.e nte s e e 1 as sã o empata d él s em 

ma s não em X ou Y. A Tabela 3 . 3 mostra os cálculos co3 al· 

gum de ta lhe . Lá estio lis- ados os 12 pa ssiveis val ores ~• 
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e4gL' ' 'í.:''*:,
a*1 2Wi...IS l...l

b) Calculando -!!Li:l:J:=:1 dlretamente
xí

!u:- - Ê[ J*:': *'''*'" - "*.:«í.:]
\

xÍ*l 'lZ

-*;''*,' - €

2W2+ luÍ+lE- xÍ'F ( xÍ)]-Wz. luz+lE-fC xl) ]

donde

C4 : 14)

x] 'f t: x+ )

[ ( xÍ-UÍ+l) z]fC xl)

Substituindo esse resultado em (4:14), resulta

sl...I'fCxl')-Etxi-uí...l)zl'F(xí) ; ESiq (xi'p :)2lt(xJ 4:15]
2Wj...ISÍ..l 2wj....l SÍ.ÍI

c) Portanto, substituindo C4:13) e C4:t.5) em (4:12),vem:

{'«:*::..:, :-::*:''**,.«,*:'w'==lil"''''
;:y"í . : -' :{. : - ' *: - *: . : : ' :}
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ou sej a

8 CWÍ.ISÍ...l) -;;c-]'*, - «:.:''. :í.:] '-::',
Fina[mente, substituindo os resu]tados (4:1].)

C4:16) erra (4:8), e anulando a derivada, resulta:
e

-:!!--l'*:-«:,:.:í1 - 4;É-l'*:-«:*:'' . :í.:l :
donde

Cx:-U:) ' ' SÍ
S i

2) 2 + S í+ l
, M- 1 (4: ].7)

Domine [7;491], observa que estes resultados são va
lidos para amosti'agem com reposição, mas podem ser afeitos
cano boa aproximação na amostragem sem reposição quando t--l;i- < 20%.

Dada a impratícabilídade desse resultado, Já que
U: e S. dependem de x* , foram propostos métodos aproximados
de separação dos estratos.

Da[emius B Hodges [6;90] propuseram o método se-
guinte que, ao que parece, seg,undo Cochran [15;183] é o que
melhore s res ultados dá.

Seja f(x) , xn gx< x. a função densidade de probab.l
lidado de X.Se supusermos que X tenha distribuição .retangu-
lar dentro de um estrato, então:

X

l í(t) dt
xÍ-l

W l fi [ xj.- ki - l)

e
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xj.' *j.- l
sí 12

forma que:

sendo FÍ o valor admitido constante de f(x) no i
ti.'at o .

Propúnhamos agora a função
X

G [ x) u .Í )/f ( t ].dt
xO

Então

G(xl) - GCxl.l) : ?''LCxt-xt.t)

:l:«.:, : :l: à.*.-*:.:': : % ::: ''''fj. C xj. -

de

*:-:,] '
ésimo es

l ' l

" .;.":s:
Como:

é fj.xo, de corre q u

M

E
i : l

do todas as D arcelas de

:!:
e

mz'nimo qual

.'.*., : J ''' -
xO

X

dt
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:! :t ' *:,
forem canse ante, isto é, qua ndo

rxM
l ./?'i'n dt

G(xl) - GCxl.l) : ''''

Portanto a cada estrato corresponderá -li- de

J*"
xO

'+ ( t ] dt

Deve-se então escolher os x, do modo que a relação

{ 'FTÍT dt

G Cxj.) - GCxÍ' l) , Í : 1 , 2 , ,fl - l
M

fique satisfeita, o que ocorre tomando-se intervalos conde
cutívos de amplitude igual, na tabe]a dos va].opas acumula
dos de l/?"Í'=T. Na prática, a função f(x) pode ser tomada co
mo função densidade de frequência absoluta, sem qualquer que
bra da teoria.

Recordando que

M

B ,!:":s:
M

E
i : l

2

'G ( xj.. l )

vemos que este método consiste em escolher os xí de modo que
W:S. sela constante, o que torna a partilha ótima uma parti
Iha i qual

No artigo ém que expuseram ta]. resultado, Daleníus
e Hodges observam que as soluções obtidas para os limites
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dos estratos devem ser encaradas como uma primeira aproxima
ção, e fazem conslderaçÓos sobre como melhora-las.

Além dessa forma de obter uma solução õlproximada pa
ra a questão dos limites dos astutos, que consiste em to-
mar tais limites de modo que W,S. se.Ja constante, foram de-
duzidas algumas outras 'flormas, das quais citar'amos as seguintes:

Aoyama [1] tomar os limítos dos estratos do modo que

xi ' xl - l s eJ a constantes
tomar os ].ímites dos estratos de modo que

WI (xl - xi . 1) sela constantes
tomar os limites dos estratos de modo que

WÍul sala constante (o que ]mp].íca an tor
nar constante a constrlbulção de cada e.g
trato para o total populacional de X)

Ekman [8 ]

Mahalanobís [11]

ll[ - Os c. diferem substanc]a]mente de estrato para estrato

Já vimes que, nesse caso, ã mais interessante uti-
lizar a partilha económica. Como a partilha não é Ótíma,

a2(x8) não será minimizada, mas sím o produto c'az(Xe), que
assumi.rá o valor

conforme (3:9). O problema consista então em determinar os
limites dos estratos de for'ma que

M

B = >1 ul.s

2

c!

li l

sela mínima. Pelas mesmas razões antes citadas, a derivada
de B será calculada apenas para duas de suas parcelas:

aB
l)x .l 1> ":;:q * -4- ":.:;,*:1 1

Suponhamos que o custo de amostragem de uma unida
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de ern cada estrato Jã estola preflxado. Isto é, Já se abe
quanto custará a seleção de uma unidade em cada um dos M es
tratos, restando apenas a definição dos li.mates entre eles

Haverá duas derivadas a callcular

. ;"*:*/q . ;"*:,') 'a,.I'. ' : /'i'---7t
conforme (4:11), e

f C xl ) [ [ xi -Pj. )

2SÍ
c .l

. : !ula
xí

aWl+lSl+l / xÍ)[CxÍ-UÍ+l)z+Sz+l]
fcÍ+l' axi : 'ícl+1' 2 Si+l

conforme ( 4 : 16 )

Igualando .iiil: a zero, acabaremos por obter

#['*:-«,':.;í] : get*,-«:*:':.:í.:] c 4 : 1 a)

Se o custo c. de uma uni.dado do estrato i For fun
ção do limite super'íor deste estrato:

c, : g C x: ) , i = 1 , 2 , ...,M

o problema se complica algo mais, pois devemos minírnizar

M

:!:":::
A].ém da extensão dos cálculos, não há outras dificuldades
na se l uç ão des se cas o.

Ta]. como no primeiro caso Cc: constantes), este re
sulcada é impraticável, motivo pelo qual devemos procurar u
ma regra aproximada que permita cor-itornar Q problema satís-
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fatorlamente

Sob as mesmas condições Já vistas no primeiro caso,
disto é, fCx) af., constante dentro do estrato í, ta] que

íq . M

:!:",:."ç : 7à ,!:':'*:-*:.:: :"ç'
a adaptação consiste em redefinir' a função G(x) por

X

xO

G C x) f ( t ) ./;'Í'ÍT dt

Admitindo que o custo cCt) para amostrar a unidade
de valor t sola constante B igual a cl' no estrato í, décor
Fera que

GCxj.) - G CxÍ.l) ( xJ.- xí . l)
donde

,l:«.::q : :!:l;'*:,
Como

M

E
í : l :!: J*:

xl-l

é fi xo, então

,!: l.'*,,
passará por um mínimo quando todas as parcelas de

M

E.
í : l
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foram constantes, i.sto é quando

. M rxi

B c xí) - t;( xi - i) : l :l! l l
x[-].

Portanto, a cada estrato corresponderá -lli- de

dt

,!: J**
xl-l

Os x. serão então escolhidos tornando-se intervalos
consocutlvos de amplítudo igual, na tabela de valores acém.g

lados de Vf(x)/ii"=T Csehdo cCx) o custo para amostrar uma
un.í dada de valor' x)

l

A aplicação desta roera não tÍ tão imediata quanto
a primeira, na qua.l todos os c+ eram supostos iguais. Será
necessário um processo de aproximações sucessivas, que con-
sistirá no seguinte

a) realiza-se a separação dos estratos de acordo com a
primeira r'eira (Isto é, sem incluir o falar custo)

b) com os estratos Já de].imitados, e conhecendo-se pre'
viarnente o valor de c, em cada um. calcula-se para cada in-

tervalo de classe o produto '«lfl:'?=='n Cfk sendo a frequência
absoluta da classe de ordem k)3

c) constrói-se uma tabela dos valores acumulados de

rflbt/cl , e reaplica-se da regra d09 intervalos consecutivos
de ampla t ude igual;

d) repetem-se os dois itens anteriores, para essa nova
divisão, quando provavelmente apenas leves diferenças serão
registradas. Quando for atingida a estabilidade em divisões
sucessivas, o proces.se está concluído. Se pequenas di Feren-
ças continuarem se registrando, é conveniente calcular os
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r'espe calvos

:! : " * ; : /q '
e escolher a divisão que produziu o menor deles

OS LIMITES DOS ESTRATOS Em FUNÇÃO DE

UMA VARIÁVEL AUXILIAR

Quando a distrlbulçãoda variável Xé conhecida, mas
esta variável ã tomada como auxiliar de uma outra variável
Y, obleto de estudo, Da].eníus [6B] domonstPou que, se a re-
gressão de Y sobre X for da Forma Y =a+BX+c, onde Ete):o pg.
ra qualquer valor de X, e X e c são náo correlacionados, os
limites de X para os quais a2(Yn) 9e torna mínima são dados
pelas equações

BZt ( xi-Ui+l, x} z+Szl. 11 xl+2Sz+li c .

BsÍ.:,* ; l7ã:sÍ:;,,:

Conforme absorva Cochran [5;184]', se pCX;Y) for a.L
to, o resultado acirra pode sei' substituído, em termos prata.
cos, por (4:17), 8 as regras aproximadas funcionam razoave.L
mente bem.

Damos, a seguir, uma aplicação prática de alguns
tópí cos deste capítulo

4.3 - UMA APLICAÇÃO

4. 3. 1 - 1 NTRODUÇAO

Na aplicação a seguir da teoria exposta neste capa.
tule, procuraremos analisar a forma do dimensionar' uma amor.
tra casual. estratí+i'cada, bem como abordar alguns problemas
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que podem surgir neste dimonsionamonto. A popLilaÇão convide
Fada será â das 200 maioresempresas do Brasí], c].assificadas
em ordem decrescente segundo o Património Lz'qui.do obtido do
balanço de 1973 (conforme lista organizada e publicada pela
revista "visão", od:l.ção "Quem é lauem na Economia Brasileira",
de 31 de ago sto de 1 9 74)

Como o objetivo principal do trabalho consiste 80't

incluir o custo de amostragem como favor de dimensionamento,
e dada a carência total de exeírlplos reais na blbl.lograria
disponível (quase toda ela estrangeira),contentar-nos-amos
em utilizar custos fictícios propostos com base nas referem.
clãs assinaladas na bibliografia. A resolução adorada no di
mensionamento deverá, portanto, ser encarada como uma sugo.g
tão apresentada para problemas desta natureza

4 . 3. 2 USO DE VARIÁVEL AUXILIAR

Como está citado acima, dispomos da relação das du
zentas maiores empresas do Brasll,organizadas em ordem de-
crescente segundo o patrímânío líquido (balanços de 1973,pu
blicados em 1974). O problema, nesta subseçáo,consistirá em
calcular o número o os llmítos dos estratos, e em seguida
dimensJ.onar a amostra casual estratificada, tomando como va
Fiável auxiliar CX} o rali'ímõnio Líquido de cada uma das dg.
zentas empresas durante o exercício de 1973 (con forme rela-
ção cí+«ada), e como variável obJeto de estudos (Y) o Pata'i-
mânlo Líquido destas mesmas empresas durante o exercício de
1974. Suporemos que a ralação d.os valores da variável Y (PÊ
trl.mõnío Líquido de 1974) Ra#l''estola disponível quando da
determinação do número e dos limites dos estrat09 Csituação
que constituí uma simulação da sítuaêaa real). /\ seleção e-
feti.va da amostra será realizada em função dos números de
ordem constantes da edição de 1974; selecionada uma empresa
desta forma (conforme a tabela de números ao acaso constan-
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te de Poreíra [14;23]), o va]or da variável Y, ob]eto de es
tudo, será pesquisado na edição de 1975 da mesma ravísta
["Quem é Quem na Economia BT'así]e]ra",edição de 31-08-1975)

A finalidade da pesquisa não sei'á propriamente es-
timar o patri.mÕnío líquido méd:lo ou total das 200 maiores
empresas (pois estes dados, individualmente, não sel'iam mui
to di FÍcels de serem obtidos) mas slm colher, nas empresas
sorteadas, informações diretamente relacionadas coro este pa
tri.mÕnlo, mediante um questionário adequadamente redigido
Há interesse, portanto, em selecíonar uma amostra a mais re
pr'esentativa possível da população. e essa representativíd.g.
de será tomada em função do património líquido de 1974 CY)

As etapas do problema serão as seguintes

a) Oetarminação do Número de Estratos

Quando é considerada uma variável auxiliar X Cno ca
se, o património aíquído de 1973, .]á vimos (fói'mula (4:6))
que

a2(V )e

2

Y
+ C 1 - P 2 )=

n

onde p é o coeficíerite de correlação linear entre X e Y na
população não estratificada. Esta fórmula foi deduzida sob
a hipótese de que todos os es gratos terão o mesmo tamanho
(hipótese ]-areal, mas que deve ser aceita de início,uma vez
que não é possÍve] determinar os ].imitei dos estratos antes
de determinar o número deles)

Necessitamos então do valor do P. Uma boa estimati
va dele pode ser obtida se, em algum censo anterior recente.
todos os valores das duas variáveis (X e Y) estiverem dispo
nlrveís. Como isto não ocorre, podemos estimar p colhendo u-
ma amostra prelimína.r rápida na qual seja p.erguntado às em-
presas sorteadas apenas o valor de X
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Esta amostra preliminar será uma amostra casual sim-
ples de 10% da população;as informações obtidas foram as se
gul ntes: p

mç nz om)EM PATRiMÓNio LíQuIDO l wç nE omE$ 1PATKl@oWio LÍQuiDO
(Edição 74) 1973(X) 1974(Y) l (Ed;li=='7'iT i97T'ÍÍ) 1974'(Y)

Ds cálculos fornecer'am:

>lx : 24 . 220 . 9 6 8 }lv : 3 1 . 1 7 7 . 141

>lxz = 1,61465'10i4 }jyz = 2,78778'10i+

>jxy = 2 , 1 1 9 8 8 ' 1 0 i''

donde

2, 119 8 8 x] Oik = 3, 7 7 5 70 x].0i3
].1 . 4 9 4 . 8 6 8 x ].5 . 1 7].. 5 85

1, 7 4 2 3 1 XI 0 lit

1 , 7 4 3 9 5 x.LO i4
0, 9 99 06

Para o cálculo do número M de estratos, necessita-
mos ainda equacionar uma função custo que leve .em conta o
fato de que a criação de um estrato acarreta traba].ho extra
de planeJamento, bem como do colete Cpoís provava.Imente de-
verá ser organizada uma equipe para cada estratç]).Quando o
número de estratos .]á está determinado previamente, as des-
pesas decorrentes deste fato são incluídas nos custos fixos

Na equação proposta om (4:1), desprezando c0' te-
mos:

C = c 'M + c'n
e

80 350.636 581.667 16 2 060.683 2.125.380
146 209.772 206.109 3 11 775.820 15.550.610
12S 235.558 252.273 15 2 147.802 3.034.891
54 464.882 497.869 163   189.930 194.542

185 163.330 226.398 171   179.249 208.021

177 175.048 224.658 10 3.492.747 4.522.283
60 426.281 514.726 53 469.089 703.218
87 334.981 430.631 168 186.179 219.788

119 248.418 268.776 109 274.248 398.042
198 155.011 224.081 39 681.304 793.178
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B admitiremos que c. : 3C10. Nesta equação, há o inconvenien-
te de se consíder'ar que todos os c{ sãn iguais (a c), o quQ
não será verdade no caso, de !nodo que tomaremos para c um
custo médio previsto para cada elemento sorteado, igual a
c = 10. Este valor deverá posteriormente ser testado afim de
se verificar se a suposição foi razoável

A verba desci.nada ao p]anelamento e se].eção da a-
mostra será fixada em 1.800, de modo que [4:1) ficará

1. 800 = 300M + 10n

O cálculo de M e n é feito resolvendo o sistema

C
C

e

C = c M + c n
e

co n foi'me (4: 7) e C 4: ].) l sto é

0,0565M3 + 30M = 2n

n :: 1 80 - 30M

Substitui.ndo n na primeira equação, e resolvendo a
equação resultante de terceiro gr'au em M pela mé,todo de aprg.
ximaçõgs sucessivas de FJewton, obtemos para M o valor 3,961,
isto é, ['1= 4. Resu]tará daÍ que n : ÉO. Lembremos que, prín'
cípalmente quanto a n, o valor obtido deve ser encarado ap!
nas como uma primeira aproximação, em virtude das hipóteses
simplí ficadol.'as feitas inicialmente

b) Limites dos Estratos

0 número de estratos também foi otltido sob a hipÓ
tese de que todos os estratos deveriam ter o rnQsmo tamanho



o processo adorado serve, portanto, apenas como um critério
de determinação de M, Ja que a partir de agora abandonare-
mos a hipótese da igualdade dos tamanhos dos estratos e prg
cui'cremos calcular seus limites tais que o produto Custo x
Variância sela minimizado.

Ds cálculos serão realizados tomando por base oprg
cesso aproximado proposto em 4.2.2 - 1.[, combinado com a sug
seç ã0 4 . 2 . 3 .

D pi'imeiro cuidado cortsíste em organizar uma tabe-
],a com a distribuição das frequências das empresas Cem fun-
ção de X, ís-to é, do patrímânio líquido de 1973) por clas-
sesj quanto menor ã amplitude das classes e mate)r o seu nu-
mero, mais exala resu]ta a determinação dos ].ímites requer.{
do.s Capesar do aumento de cálculos) . Adotaremos então a am-
plitude de 50.000, donde resu]tam 37 classes (ver tabe].a 4.3,
colunas (1), (2) e (3); os limites das classes estão expõe.!
sos em Cr$ 10 . 000 . 0Ü0, 00)

A primeira etapa de aplicação de regra consiste em

determinar os lírnltes dos estratos sem levar em conta o fa-
tal custo de amostragem c.t em cada estrato. Na coluna C4)
dos valores acumu]ados de l/fk, o ú]tirno va].OF resultou 67;206.
Como são 4 estratos, a cada urn devem.'á caber a quarta parte
deste total, ou seja, 16,801. .Logo, os limites dos estratos
serão os limites superiores das classes cujos va.lares acumy.

lados de l/fk estiverem mais próximos de 16,801, 33,602 e
50,403. Nesta primeira etapa, ficam determinados então os sg
guintes limites: 15 [- 30; 30 F- 55; 55 F- 170 e 195 F- 1305.

A segunda etapa consiste em reformular estes limi-
tes mediante a inclusão do custo c. em cada estrato. Cantor
me observa Raj [15;65], em geral tã mais bai'ato amostrar um
elemento de grande porte do que de pequeno porte, pois en'
quantono grande o questionário pode ser enviado à empresa e
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TABELA 4.3

( 1) (2) (3) (4)
k

.à:'q
(5) ( 6)

k

.!:V'."iCI.AS SES (k) INT.ORDEM fk

15
20
25
30
35
40
45
50
55
60

F-
}-

H

}-

}-
}-

20
25
30
35
40
45
50
55
60
65

156-200
119-155
96-118
81-95
66-80
58-65
50-57
43-49

42
41

45
37
23
15
15

8
8
7
l
l

65
70
85
95

105
1 1.5
130
135
150

}-

70
75
90
100
105
110
120
135
140
155

38-40
37
36

30-35
28-29
26-27
24-25

23
20-22

19

3

l
6

2
2
2
l
3
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
2

l
l
l
l
l
l
l

165
195
205
210
230
240
245
335
345
375

}-
t-

1-

}-

170
200
210
2.1 5
235
245
250
340
350
380

18
17
16.
15
14
13
12
11
10

8-9
385 » 390
420 h- 425
4 70 1-- 475
530 b 535

1175 t- 1180
1230 t- 1235
1300 F- 1305

7

6

5

4
3
2
l

61,206
62 ,206
63 ,206
64 ,206
65 ,206
66, 206
67 ,206

1 15 , 866
1 17, 280
1 18,694
1 20, 108
121 ,5 23
122 , 937
124 9 351

111 ,7 63
113, 1 7 7
11 4 ,5 91
116,005
1].7 ,4 20
11 8,834
120, 248

6,708 15,000 15,000
L2 , 791
17 ,587
21,460

28,601
39 , 325
47,071

28,601
38,1 9 3
45 ,939

25 , 333 54,81 7 5 3,685
28, 161
30,990

60,474
66, 1 31

59 , 342
64,241

  71,422
73, 154

68, 823
70,556

35 , 6 35 74,887 7 2, 2 88

37 , 367 7 7 , 887 75 ,2 88
38, 367 79 , 619 77,0 20
39 , 367 81 , 35 1 78, 75 2
41 , 81 7 85 ,593 82 ,994
43 , 231 88,043 85 ,444
44 ,645 90,492 87 , 89 3
46,060
4 7 ,060

921942
94 ,674

90z343
91 , 75 7

48 , 792 97 ,6 74 94,206
49 , 7 9 2 99 ,406 9 5 , 621

50,792
51 , 79 2

101,1 3 8
102, 552

97,035
98,449

52 , 79 2 103,966 99 s86 3
53 , 79 2 105 ,381 101 ,278
54,792 106, 795 102,692
55 , 792 108, 209 104 ,106
56, 792 109, 623 105 ,5 2Q
5 7', 7 9 2 l lJ-, 0 37 ].06 , 9 3 4
5 8, 792 112 ,452 108 ,349
60, 206 114,45 2 1].0 , 3 49
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remetido de vo-lta Já preenchido, sempre pelo correio, no pg.
quino talvez seja necessária uma ente'evi.sta pessoal para ej.
clarecimento de dúvidas e ol'tentação das respostas No pre-
sente caso, todas as empresas são grandes, mas para ressal-
tar a influência do custo c. no dimensionamento, proporemos
os custos 25, 16, 9 e 4 respectivamente para o primeiro até
o quarto estratos, quaisquer que sielarn seus llíni.tes.

Deveremos organizar em seguida a coluna (5) ,na qual
serão regístrados os valores acumulados de v/;i:7':T, com os
c. agora prefíxados para os estratos cujos limites acabam
de ser detoi'minados. O último valor da coluna (5) ti 124,3SI
a quarta parte desse valor é 31,088, e portanto os novos li
mates devem ser determinados em função dos seguíntos valo-
res acumulados: 31,C188, 62,176 Q 93,263. Resultam: 15 b- 25,
2g w- 45, 45 w- 120 e 120 1- 13(]5. Notemos que houve uma amplia

çáo dos estratos onde a amostragem é mais barata Cdois Últí
mos] e uma retração nos demais.

A próxima etapa consiste em repetir os cálculos com
os novos limites, a fim de corrigir eventuais pequenas dis-
torções (coluna (6)). Q Último valor é 120,248j os quartas SZ
rão 30,062, 60,124 e gO,186, que confirmam os limites ârite-
rio re s ca].cu lados.

]

Os estratos económicos serão então:15l--25, 25h-45.
45F-120 e 12Db-1305 (valores expressos em Cr$10.000.000,0C))

c) [)Imensionamento e Parti]ha da Amostra

Já dispomos dos seguintes dados
i

l
2

3

4

LIMITES INT. DE ORDEM N i

82

6 1

34

23

w.l

0,410
0,305
0, 1 70

0 , ].1 5

C i

25

16

9

4

].5 }.- 2 5

25 }.- 45

4 5 t.-- ].2 0

1 3 0 t-.- ].3 0 5

119-200
5 8-118
24-57

1-23
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Para concluir, resta agora dimenslonàre repartir g.
conomícamente a amostra casual astratíficada. O grande pro-
blema consiste em conseguir-se uma boa estimativa para cada
um dos S:(Y). No casca presente, Já dispomos de urna amostra
preliminar, colhi.da para estimar P- Podemos então astratif3.
cá-la a po sterío ri, o btün do

N9 DE 0RDEb{ (Edição 74)

1 7 7 , 1 1 9 , 1 9 8, 16 3, 1 71s168
109

i

l
2

3

4 10.

ou gela, as 20 empresas amestradas estariam repartidas de
forma grosseiramente proporcional E'9, 4. 3 e 4a, em compor.g
ção com 8, 6, 4 e 2, que seria a partilha pr'oporcional E?xe-
q u i ve ].J

As está.mativas dos S;tY] resultarão

s? = 5, 32912 x 1 0o (s

s : = 6 , 89 700 x ID 9 (s?

sl! = 2 , 2 9 1 4 5 x 1 0 io (s,\

sã = 3, 8940 3 x 1 0 i3 (s4 : 6 . 240. 2i6)
Para o dimensionamento e repartição económica, ut.L

ligaremos as fórmulas (3:4). e (3:3)
No caso, temos C = 1.800 e, como o número de estra-

tos .]á está dofínldo, então ce-M=3ÕOx4= 1.200. Logo,
c-c -M = 600 tver'ba destinada efetivamente à seleção dos elg.
mantos da amostra)

l

e

2 3 . 0 8 5 )

8 3. 04 8)

1 5 1 . 37 5)

Em ambas as fórmulas, os S. serão substituídos por
suas respectivas estimativas. Resultará então:

4 W. S
y zz: 3.785.94.+6.332,41+8.577,92+358.8l2,42 : 377.50B,6g

i =]. v''c.l

1 4 6 , 1 25 , 1 8 5 ,

80 , 60 , 8 7 ,

5 4 , 5 3, 39

16, 3 , 1 5 ,
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e

4

,! :":: , /q 1 . 7 0 8 . 4 1 7 , 9 1

don de

6 00x37 7 . 5 08, 69
! . 7 0 8 . 41 7 , g l

133

nl ,;;:Êiâ?g, ' :'' 1, n 2 : 2, n 3 n4 : 127

Tal folJartiçao .tem valor apenas teórico, pela peque
na Importância atribuída aos três primeiros estratos, comp.g
Fada com a dasmerisurada importância atribuída ao Último Cem

virtude do seu s, alto B seu c..baixo). Além do mais,como a
amostragem é sem reposição, o valor de na = 127 é inaceitá-
vel, Já que N4 : 23. Poderíamos contornar esse problema, prg.
curando distríbu].r o excesso de 127- 23= !Q4 elementos pe-
los três pi'imeíros está.fitos, mediante um critério qualquer,
mas, pelo monos nesta exemplo, a verba de 600 seria ultra-
passada, Já que nesses estratos a amostragorn é mais cara que
n.o quarto estrato.

0 dimensionamento será então I'efeito da segui nt e
forma :

a) adotaremos n4 : N4 : 23i a amostragem desses 23 eleme2.
tos (Isto á, todo o estrato) custará 23x4= g2, restando en
tão 600 - g2 =508 para a solução nos .demais estratosi

b) consíderarernc)s uma população composta apenas pelos três
primeiros estratos, B dímensíonaremos uma nova amostra para
eles. Temos

i N i

82

61
34

w!l

0,46 3

0,34 5

0, 19 2

s .l

23.085
83.048

15 1.37 5

C
l

25

1.6

9

l
2

3
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Portanto

y .1l--.:{ ; 2.137,67+ 7.162,ü9+9.688,00 : 10.9õa,s6
i = 1 t''cl

e

3

:! : 'Ji : * .''q'
2 5 5 . 240, D l

donde

508 x 1 8. 9 88, 56
255 . 24Q, QI

38 e

nl : 4, n 2 : 114 e n 3 :20.
Desta forma, o tamanho total da amostra será n:61

B 'a part]].ha será nl=4, n2:14, n3:20 e n4:23. Esta solução
é razoável, tanto porque n:SI está bem próxirrtc) do valor Cn=60)

calculado por ocasião da determinação do número M de estra-
tos, como proque o custo médio de amostragem por elementos
Será

4

.! :':':
n

596
, 7 79

ou sela, bem próximo daquele tornado no início (c = lO)

d) Seleçáo cla Amostra e Análise dos Resultados
Com o dimensionamento e partilha Já decididos, po-

demos levantar a amostra de flnítíva, que consistiria,na prg.
teca, em consultar Cmedlante entrevista pessoal ou envio de
questionário pelo correio) as empresas selecionadas em cada
est rat o.

Admitamos que a amostra prollminar sela a base deâ
sa amostra definitiva. A relação dos elementos ser'á então
feita da seguinte forma:
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Í ) rao prirneíro estrato, onde deveremos ter n. = 4, con
si.derarPmos apenas as quatro Órimeíras empresas sor
tBadasi

ÍI) no segundo (n 2 : 1 4 )

calhei'erros as empresas Já sorteadas na amostra pre
].i mina r, B prosseguiremos o sorteio até que se com
pletem os tamanhos req uerídt3s;
no quarto estrato fa!'amos um censo completo
A amostra resultará

19 ESTRATO 29 ESTRATO 3Ç ESTRATO 49 ESTRATO
(119-200)

N9 Y
(58-119)

N9 Y
(24-57)

N9 Y
(1-23)

Y
146 206. 109
125 2 5 2 . 2 73
185 226.398
17 7 '2 24. 658

80
60
87

109

581 .667
514. 726
430.631
398. 042

54
53
39
31

45
34
41
56

38
24

51

497.869
703.218
793 . 1 78

2.207.63Q

l
2

3

4

5
6
7
8

18. 807 . 360
15.370.496
15.550. 6'10

6. !52. 202
75

1 11
83

114

118
1 1 7
1 13
1 15

5 99.548
31 8. 293
367 .241
337.85 3

1.051 .306
1 .471 . 310
1.1 24 .194

553.084

5.058.109
4.601.072
5.048.087
4'. 7 85 . 848

452.509
316 .4 74
329.662
102 .098

963. 862
1.5 9 3.509

561.495
570. 220

9

10
11
1 2

4.180.451
4. 5 22.283
4.073. 731
3.668. 242

101 .34 3.863
105 538.2e9

25
52
33
44
30
43
36
47

1. 1 4 4. 6 7 1
61 6.860

1. 222.603
720.012

13
14
15
16

17
18
19
20

21
22
23

2 .549. 901
3 . 1 67 . 9 1 6
3.034. 89 1
2.1 25 .380

951 . 196
605 .984
968 . 211
6 79 . 5 92

2.468. 893
2.339.261
2. 931 .345
1'. 8 9 7 . 3 2 0

1.661.408
1 . 883 . 2 25
1 .01 1 . 59 1

A média e variância, estimadas nos três pr:Lmeiros
estratos, e reais no.último, resultaram:
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yl:227.35g,50 y2:416.4B6,B5 y3:950 000,20 U4jY:5.082.130,4

sÍ= 3,60233xlOo sl!= 1,90238x10io sã=i,a.sx99xioii a4;Y 2.1742xloi3

[5. = 18.9B0) (se = 137.927) Cs,l= 430.348) ((ya.v::4.662,831,7)

ü patrímÕnícl líquido médio, estimado para o exerci
cío de 1974, das duzentas empresas Cincluzrdas na relação do
exercício de 1973) resulta em:

4

:!:":':ya
966.190,89

isto é , Cr$966 . 190 .890, 0CI

A variância estimada de Y deve ser calculada lem-
br'ando que a amostragem foi sem reposição. Na parte teÓricca
tínhamos por comodidade considerado) a fiação de amostragem
am cada estrato como desprezível, mas aqui isto não ocorre
A fórmula comp lera. é

e

.'"., : :!: -$+.:-,,,
com a qual obtemos

a2(? )e 2., 21 g 8 6 Ê 1 0 '

O er'ro padrão da estimativa encontrada.é
ã. (V ) : 14.õ99,1g

de modo que um intervalo de confiança para o pau'ímânio lz'
quedo médio das 200 empresas, ao nível d.e 5%, se'rá:

e

9 6 6. 1 9 0 , 8 9:t1 , 9 6 x 1 4 . 899,].9 C 9 36 . 9 8 8 , 5 8; 9 9 5 . 393,20)

Cabe uma Última observação quanto à estabilidade
das estimativas das variâncias dos estratos. Com exceção do
terceiro estrato, as estimativas da amostra definitiva man-



tiveram-se razoavolínente estáveis em relação às respectivas
estimativas obtidas com a amostra prallmi.nar.No terceii'o ej.
trato, entretanto, a variação fot apreciável, o que sugeri-
ria um recálculo do dimensionamento e da partilha da amos-
tra. Se, sob a expectativa de uma possível Instabílidadedas
variâncias, a amostra definitiva tiver sido colhida da for-
ma rápida (como Q fol a amostra preliminar) , o rocálculo t.!
ria sentido e daria nl:2, n2:12 e n3:29, além de n4:N4:23).
pois a verba ePetívamente dostínada às entrevistas ainda não
teria sido gasta. So entretanto a amostra definitiva Já ti-
ver sido colhida, com o preenchimento dos questionários e
consequente conjunção da ve3i'ba, o recálculo perde qualquer
sentido, om virtude da inexequlbilidade de. uma nova seleção
Além disso, no pies.ente oxempllo este recãlculo poderia ser
dispensado, pois levaria apenas â um aumento da fiação de a
mostragem do torceir'o estrato Cque Já não é pequena:

f. : 20/ 34 : 58,8%)
com a consequente redução das duas primeiras (quB Já náo sãü
rnuíto grandes:

f. = 4/82 = 4,9% c3 f'. = 14/6.1 = 23,0%)



CAPÍTULO V

AMOSTRAGEM CASUAL ESTRATIFICADA

REPARTIÇÃO Cora FIEIS DE UMA VARIÁVEL

5.1 - INTRODUÇÃO

Suponhamos a sítuaêão frequente na qual o objetivo
da amostra nãó é estimar slmplesmonte a rnádía da uma Única
vara.aval X, mas slQ do duas ou mais CX,, X., ...). Ex:Lutem
várias alternativas para a solução desse problema, mas ne-
nhuma totalmente satisfatória. A função custo será admItI.da
sempre jlg' mesma, tanto para uma quanto para várias variáveis
em est udo.

A solução mais Imediata, por'ém pouco rigorosa, con
síste em determinar a partilha para cada uma das variáveis
separadamente, e em.seguida tomar a média aritmética dos n.
ca].curados .para cada variável. Se o custo foi pre fixado, o
valor de n Já estará determinado a priori: se,entretanto,as
var'iãncias tiverem sido prefd.xadas, o valor final o defíní-
t:Lvo de n resu].tara como sendo a média dos nis 'calculados
para cada varíávell

0 processo acima não leva em conta que as variá-
veis podem estar correlacionadas entre sl, ou que as raspe.g
tívas variâncias déntlro dos estratos não dífiram muito. Des

B9



te modo, tais variáveis ficarão super' "vallor'lzadas" no pro'
cesso da partilha. Pai'a contornar a problema (e slmpllfícá-
lo também) pode-se analisar previamente os grupos de variá-
veis quase apresenterri nessas situação, conservando-se ape'
nas uma por grupo, de prefei'ência a mais :Lmpol.'tanto. Deve-
rão resultar apenas variáveis que, em princípio, tâm pouco
de comum. Se os cus:tóo c. náo díforír'em muito, é possível.
que se obtenha no cômputo final das rnédías um resultado a-
proximado à partilha proporcional, Já que os efeitos das va
Flanelas dos estratos tendem a contrabalançar-se CHanson,
[g;2251i Da]eníus[6Ai2051; YamaneE19i134])

S . 2 O MULTIPLICADOR DE LAGRAFIGE

A mesma técnica utilizada na seção 3.2.2 pode ser
utilizada paz'a o dimensionamento e partilha da amostra ca-
sual estratificada quando duas ou mais varlávaís estão em es
t udo.

Consídoromos uma popu]ação com M estratos, na qua].
v variáveis dovom ser estudadas. Seja

Ç! "Í sÍ.
1 : 1 ''{

a variância da média am013ti'al, com amostragem casual estra-
tificada, da J-áslma variável,. J-1,2,-...,v. Sa. indicará a
variância da J-ésima var'lavei no !-ésimo estrato.

Tocamos também aqui duas altornati.vas:

Minimização do Custo

Em princípio- deveríamos limitar superlórmente as
vara anciãs, Isto é:

aJ ' J : 1, 2 , . . .,v
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em virtude da prrlvável impossibilidade de uma repartição s=.
tisfazer a todas as igual.dadas. Para efeitos de cálculo, en
tretanto, fíxemos ín]cía]mento as variâncias CYatos, [.20i33B]):

aJ ' J : 1, 2, . . . ,v
(5 : 1)

O problema consiste am calcular o$ n., i:1,2,...,M. de modo
que o custo. dado por (3:1),seja feito mínimo sob as condi-
ções em (5: 1)

SeJ a a função

, nM' Jal'a2' ,a )V
M v

'. ,;:',':'.!:'. [a''!..-'.]

onde os aJ' J=i,2,
. . a
Fazendo li=li="- : 0, obtemos:

J : 1 , 2 ,v, são multiplicadores de Lagrange

]i- :!:'.:í.ci

ou

(5 : 2)

,M

Os ct. devem sor determinad09, B o cálculc] não aprg
senta tratamento rápido. Para ca].Gula-los, podemos substi-

tuir os nÍ nas fórmulas de cada uma das v restríçõps a2CXeJ),
com o que obteremos um sistema de v equações (uma para cada
rostríçáo) com v incógnitas (os próprios al)

M W . S: . ./;'; : >1 t.:i!=!-.=:3., J:1,2,...,v
x /É..,:í,] . l J 'J
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Para o caso genérico, parece não haver processo rá
podo e prático de obtenção dos valores dos ct.. Nenhum pro-
cesso gráfico é totalmente satisfatório, e para v> 3, qual-
quer processo gráfico é Inexequível

De qualquai' forma, um processo inatemãtico de apro-
xírnaçóes sucessivas CMi]ne, [12;461] consistiria em ca]cu-
lar uma solução aproximada irlíclal, que pode 9er dada, por
exemp[o, peão ca]cu]o dos a. quando se rea].iza a partí]ha
separadamente par'a cada variável. Sela Ca{,ct;,..., ',) essa
solução aproximada inicial

Sejam também

,a )V al = 0 , J = 1, 2 , ,. v

as equaçoes correspondentes à 9 v vesti':Lç õa s

Dosenvo].vendo cada uma delas pela Fórmula de Tay-
lor, no ponto Ca{,a.b,,..,a.',) , gf60nsíderando aparas os ter-
mos até o pri.moiro grau, admitamos que (ct:,a;,...,a::) seja
uma nova solução a ser determinada (e om princípio melhor
que a anterior) . Rasuttará então o sistemas.Inear:

rJ c«i,'â, arJ cai .'à , .

com j =1, 2 ,..., v

cujas incógnitas são os a3. J=1,2,...,v, e que.pode ser rg.
so].vida bem mais facilmente

O processo pode sar repetido tantas vezes quantas
for J ulgado conveniente

Para alguns casos pai'tlculares de v e/ou m, oxís
tem soluções mais específicas, conforme analísarornos a se
guír
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a) v = M

0 sistema pode ser resolvido com facilidade. Por e
xemplo, consideremos a seguinte situação fictícia, na qual
v = M = 2

TABELA 5 . 1

Teremos

nl -gT-- /cl l ' 4ã é

n2 0'2 ./64ãiia6ã2

Fixando a2(xel) :a2(Xe2) :0,01, e substituindo nl 8 n2
fórmulas dessas variâncias, teremos

nas

di;Õ#Üli.-.. .-. ü,04x64

o,oA;iBã; o.iaSÜ'l.;ã®;
#

o,a! -pw :q-q-- .* 25,6

'ê ®?3ã%

0,64x4 +.....---glLg1:21----- n...Q.:01.'+.#.. 3,2 .t 14.4 : 0.01
o,aã n$ . :ú:g:;!Vgaa?3iq:; ' ';; '' ' ::-i!;l;ia; a©;;3iq

Resolvendo osso sísterna, obtemos:

a;i4a; : 62a, s3

B4ct. + 36a. = 2 . g32 , 55

l wi ::i 1 1 s i 2 c.

l 0 , 8 l 2 l

2 0 , 2 8 6 4
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donde n. = 503 e n,)= 293, levando a um custo total (excluído
o custo fixo) de Cr$1.675,CIO. Notemos que a. e a,, não sào in
dívldualmante necessários para os cálculos de n. e no .Cde
qualquer 'Forma,seus vala!'es ;são a.a91..716,4 B c19= 75.833,4).

Fínalmenta, observemos qua quando v =M, como fixa-
mos as variâncias, podemos armar urn slstome de M equações
(uma para cada variância) a M incógnitas (os n., i:1,2,

,M), cuja solução garante um custo mínimo, pois todas as
variâncias estarão atendidas Bxatamonta. 0 método do mÚlti-
plicodot' do Lagrange torna-se, portanto,- dispensável

b] v > 2 Q M = 2

Em essência, a solução do problema tã a mesma do CS
se anterior. Haverá v equações 8 v incógnitas (ctl'a2'''''aV),
porém testas Incógnitas encontrar-sa-ão sempre agrupadas em

dois radicais

>l cl.s Í . , i = 1 , 2,
j = ]. '1 ''J

V

radicais Estes que ente'am na cálculo de n., i=1,2, con forme
C5:2)) de modo que om ÚI.tina anal:ise, haverá v equações
[v > 2) e 2 1 ncógnítas Cn. e n?)

As v E:quaçÕes am função dos radicais não sáo,am ge
ral, compatíveis, mas sempre será possível escolher uma so-

lução Cnlin2) que garanta que .nenhum dos al será ultr.apassg.
da. Da{ a conveniência de se reescrever as r'astríçÕes,trens
formando-as para:

aJ ' J : 1 ,2, ,v

Extendamos o exemplo analisado antes, para v:3 va
Fiável s:



Sl i3i i2
o,a 32l l

2 8 40, 2

TABELA 5.2

B façamos az(x.l) g o.OI, J=1,2,3. Resultará o slstama

0, 64 .} 2, 56
nl n2

g o, 01 c:'l)

2, 5 6 .t 1, 44
nl n2

g 0, o l

nl
0, 64

n2

O tipo do .solução gráfica a seguir apresentado é de
vida a Da]ani].us [6B]. Para o sinal de igual,as três oquaçães
resultantes sáo equações de hípérbolos. O sinal < corraspoB.
do à rc3glão à díroi.ta e acima das respectivas h:Lpérboles.

1600

1200

l ooo

800

600

400

200

0 2 00' 400 600 8 00 1000 1200 1400

FIGURA 5.1
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Mediante a obsarvaçáo do gráfico, vc3rnos queas três
variâncias serão no máximo Iguais a 0,DI para valor'es de n.
B n9 sobro a superfície hachurada. Quanto mais para a esque=
da e para baixo tanto menores n. ü n., e portanto menor a
custo. 0 custo mínírno (Cr$1.B67,00), com todas as rostrlções
satisfeitas, ocorr'a para nl = 747 e n7 = 280, quando as hipé=
bolos l e 3 se interceptam. Portanto, U. eH. serão estima
das corri a precisão requerida C0,01) e u será estimada com
precisão maior que a requerida [0,00857)

z.

c) v,n 2 e M > 2

Aproveitamos esta casa para expor a forma do dímen
clonar uma amostra casual ostratlflcada a ser colh:Lda da po
pulação das 200 omprasas. Já cítadõi$.na ilação 4.3. Do con-
teúdo daquela secção, aceItaI.'nmosi Já de Indicio os limites
encontrados para os estratos

Sejam YI a património lÍquIdo e Yo o número de em-
pregados do cada êrnpresaJ confarrne dados reforontes a 1974 e
publicados em 1975 pela revista "Visão". O pesquisador co.n-
sldora que essas variáveis sao sufíciantomente Importantes
a fim do que o dimanslonamento sola realizado em função de
ambas; sa entreaüanto elas foram altamente correlacionadas,
não haverá necessldada de que sejam consideradas em conjun-
to. Para estlrnar P, admitamos então a situação simulada em
que, quando da seleção da amostra preliminar de 10%, referi
da na loção 4.3, além do pau'imÕnlo líquido, fôsse ínquír'i
do às empresas o número de empregados. Dispondo dessas In-
formações, a estirnatíva de p revelou-se bal.xÍss:lha (0,0549),
Justificando o dimensionamento em função das dua's variáveis.

Para efeito de cálculo, consideraremos como variãn
clãs e Fetlvas as estimativas obtidas nessa amostra prelími.-
nar. As estimativas das variâncias dos estratos de Y. já fo
ram obtidas no item. c da subseção 4.3.2; observada a mesma

ordem de seleçào dentro dos estratos, indicada naquela item,
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os va].ares de Y. re sult atam

i

l
2

3

4

3198, 18C)3, 805, 2790, 2808, 1125, 2363, 3635, 988
11.100, 1468, 5089 , 6459

3002 , 8532 , 14395
3 &979 , 1018, 19167 , 6916

Y

com os quais podemos cõlculaz' as estimativas das variâncias,
re spe ctí vamente :

1.064.846} 15.862.208i 32.459.510; 2,8132x10u

Por outro lado, considerando que a variância no quarto es-
trato resultou muito grande, e lembrando que este estrato a
presente o menor tamanho B o menor custo de amostragem, cer
temente [rá repetir-se o fato n. >N., motivo peia qua]. Já to

matemos desde o início n4 :N4 :23, e far mos a repartição a
penas com os três estratos restantes. Podemos então formal'
a seguinte t abe la:

TABELA 5.3

Para iniciar o processo do dímenslonalBento, conti-
nuaremos com a maneira enter'ior de propor as agora duas res
tríçóes

a: (?. 1)- ' '1 e az(Ye2) g a2

Utilizamos também a relação

  YI Y2  
l wi ;Í: sil ;Í: Si2 cí

l 0,463 5,32912x10a 23'.085 1.064.846 1.032 25

2 0,345 6,89700x10s 83.Q48 15.862.208 3.983 16

3 0,192 2,29145x10io L51.375 32.459.510 5.697 9
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w.l
ni

' 1

. 2

CE2aÍ 2
[ 5 : 3)

E Lado o problema consistira em calcular-se cll e cl?. A soou
ção apresentada a seguir é urna adaptação baseada em Yates
[ 1 9 ;34 0].

Como os N+ não são muito elevados, as fraçQes de a
mostragem não poderão ser consideradas desprezz'veia; as va-
riâncias, portanto, serão limitadas superior'monte sob a hi-
pótese de que a amostragem será com reposição Cisão é,a pa=

M

E
N i '

que não é desprezível, não será levada em conta agora, por
ser constante, mas devera ser lembrada no final)

Fixamos então:

a2 (Ye 2) g 1,9x].os

Faremos o cálculo de a. e a,) por aproximações su-
cessivas, conforme o mtãtodo a seguir exposto.Existem outros
métodos (por exemp]o, Cochran,[5;173]) que não serão anal.{
fados aqui

As etapas sáo as seguintes

1) 0s primeiros valores a serem propostos a a,l e a.7 ad
vêm do cá]cu]o da parti].ha para YI e Y7' separada.mento. Se

M

' o ''' : ! : ' í 'j.
C e a2CV )e

o va].OF de que minimiza o custo, sujeito à restrição

a:(V ) : ae



99

B:

0

: ./ã.--!L-1l-- , i.:i,2,. ..,m,

onde a é o multiplicador de Lagrange. Ente

M W?S' . M

.: .'.' : *!:'-:=t);" : :t' *;:"*;*'ç
Dana v + AnnMAn

el
4

''''.:' : :-Ér :!:"*;::';
e utilizando dados da tabela 5:3, teremos

a.. = 6, 51474x10'e

forma, para aZ(Ye2) : 1,9xlO'3 que

ü,) = 3, 45439x10'3

Como tanto al como a2 constituem uma primeira aprg
xímação, fiquemos com:

al : 6,5x10'6 e a2 : 3,5x10'3

Então, conforme (5: 3), teremos:

nl : 8, n 2 : 22 e n 3 : 33
(c ust o : Cr.$ Ó'40', 0 0)

Com esta partilha, obtemos

az(Yel) : 77.191.738 < 100 Crestríção atendida)

aZ(yo2) : 150-612,11 < 1,gxloSqaastrlção atendida)
rlln=---n---- H--n Ann.n- -ln nn4+K nnn4-+11hn nnnrT\++"qTI

Da mesma

»

].0 8
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1 00

o atendimento de ambas as restrições, ela está algo exagera
da para mais.

2) Reduzimos então os va].ares de a. e cl,> para, por exeD
plo, cerca de metade dos valores originais

al : 4x10'Õ e a2 ; 2x10'3

com o que obtemos:

nl : 6, n2 : 21 e n 3 : 2S
C cus t o: C r$ 7].1,QO)

Para estes valores, resultam:

az(Y.l) = 91.919.783 .Crestrição atendida)

aa(Y.9) = 175.8].3,2]. (restrição atendida)

3) Poderíamos propor rnaís ou menos subjetivamente outro

par Cal)a2), porém Gomos os sentidos de variação de al e a2
não são evídahtes, será molhar lançar mão de um artifício
gráfico, que será mais bem aproveitado na etapa 4

TABELA 5.4

Reallzaremos uma ínterpolaçào linear para locali-
zar, em primeira aproximação, o ponto C correspondenteàs v.g
rí anciãs a. : 10e B a.. = 1, 9x 10 s

  al ü'6, 5x 10'6 ü2 3,5x10'3

  a2CV ) ,77.191.738 azCYB2) : 150. 612,11B2

  al : 4x10'0 a2 2x10'3

  a2CYel) : 91.919 .783B l a2(? 2) : 175.813,2]
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a. (em 10'3]

l

ul(em 10'6)
FIGURA. 5.2

No caso de cl. [ei xo horizontal)

9 1 , 9 1g . 7 B 3

7 7 . 1 9 1 . 7 3 B

1 4 . 72 B . 0 4 5

6 , 5

4

2 , 5 Ce m 10'Õ)

lO o. o o o . o o o

7 7 . 19 1 . 7 38

22. 8Q 8. 262 dl

donde

d : 3 , 87 1 5 7

e portanto uma primeira apr'oximaçào para o novo cil sopa
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C 6 , 5 - 3, 8 7 1 5 7 ) x10'6 2, 6 2 84 3x 10''

De forma análoga para ct2' conclui-se que o novo vg
lor de a. será:

a.2 0, 5 6 0 3 7x 1 0'3
Ç

Fica então definido um terceiro ponto;

(2 , 6 2 8 4 3x 10'6 j 0, 5 6 0 37x 10 '3)

Os novos valores de

n.L : 4 , n 2

corri os quais se calculam:
14 e n 3 1 8

azCY.,) = 1,34125x10o CT'es':uri.ção nao atendidase l

a2(Y .) = 258.401,65 (restrição nao atendida)

4) Arribas as restrições resu].tartarn não atendidas. Uma ÚI
tema etapa consiste em novas ínterpolaçães mais poderosas

66 , 5x].0a
l

2 7 7.191. 7 38(Ya ol
64x10a l

9 1 . 9 }9 . 7 8 3=
e2

62, 62 843x l Da
l

8
]., 34125x lO81

33, 5x].0a 2

1 5 0 . 6 1 2 , 1 1e2

32x lOa

1 7 5 , 8 1 3 , 2 1e2

30 , 56 0 37x10a
2

2 5 8 . 40 1 , 6 5e2

TABELA 5.5

Consideremos o ponto PI' de abÉcissa 2,62843x10'Õ
sobre o suporte de A[3. Esse ponto, conforme a tercei.ra eta
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FIGURA 5.3

5 6 -]. (.. io-q

pa, corresponda a variância a. : 108. Calculemos a abscíssa
do ponto QI ' sobre BC, que corresponde tainbem a al : 10e (rea
liza-se uma interpelação linear em função das abscissas dos
pontos E3 e C) , obtendo-se a abscissa 3,73741xlO'6. Portanto,
a rata r., quepassa porPI e Q., pode seradmítida como a
rata sobre a qual os diferentes pares (al;a7) conduzem a

1 (] 8al
Tomemos medidas análogas para as ordenadas (isto é,

trabalharemos agora com vistas à variâncí'a a2 : l,gx10s).Con
síderemos o ponto P?, de ordenada 1],56037x10'', sobre o su-
porte de AB. Ca]cu].amos Ctomando os pontos B e C) a ordena-
da do ponto Q7' sobre o suporte BC. Esta ordenada resulta
1 , 7 5 2 70 x l Q ''.

Portanto, a rata r2' que passa por P2 e Q2' pode
ser tomada como a pela sobre a qual osdiferentes pares (al' a21

levam a a. : :L,g xlO '

As equações dos suportes de AB e BC sao:



IQ4

/\B : ct ,)

E3C: a2 : 1,04962al ' 2, 1984g

coH as quais se conclui que

C2 , 6 2 84 3i 1 , 1 7 7 0 6) eP9

(3,73741i 1,72438) e Q7 : (3,76439; 1.75270)

(que passa po r PI e Qi) será:
(x. = 0 . 4 9 35 3(x. -- 0 , 1 2 0].6'2 '' '' '' ''1

e a equação de r2 Cque passa por P2 B Q2} será
(X2 0 , 5 5 1 0 4(xl - 0, 321 6 4

P l
( 1 , 6 0 0 6 2 ; 0 , 56037)

Q l

A equa

A intersecção de ambas defíniz'á o ponto ! para o
qual a2(Y..) = 10 B e (J2 CY.,)) = 1,gx10S' e l e z

1 : ( 3, 5 0 339x 10'õ ; 1,60 8 87x10'3

Com estas ordenadas, calculamos a partilha defina
uva: n.:6, n.=19 e n.l=23 (ao custo rnínímoCr$661,00) com am
bas a s resta'í çÕe s aten di das

9 8 . 9 7 2. 7g 8

e

.:(?. :) 1 8 9. 4 3B , 9

11 - Fixação do Custa
Conforme nota Yates [20;338], quando o custo ti prg

fixado, as v variâncias (JiCXel) náo podem ser minimizadas
indívidualrnente, mas mesmo assim, a partilha pode ser con-
cretizada. Raj [15] sugere para tanto, algumas ariontações
do tipo das que se se quem:

1) Mini.mi.zar uma con'ibi.nação linear das variâncias
J : 1 , 2 , . . . , v:

Btaz(Xet)+B2a (Xe2]+' ' B azCXev)

s ão tais q ue
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J j : 1 . 2 , v

[sugest ão de R aJ [1 5 ;2 34]

Para a função custo (3:1), tererrios
M

"''.*:!:'*-:--'4'(n l ' n 2 ' , n rl ; ct )

V

,!:'..'
donde

Wz
l
9n'l

Após as passagens hábil uais
tas em 3.2. 2, opte remos

do mesmo tipo das q ue Foraríl vis

ni n

:l:} ~/.í:'.::.l

( 5: 4]

i : 1 , 2 , . . . , M

O valor de n é calculado substituindo-se os nl em (3:1).

2) Minimizar uma das variâncias, digamos a2(Xel), e fi
xar (além do custo) as precisões dos dernbís estimadores Xe{
j=2,...,v ernrelação a Xel (sugestão de Raj [15;78]. Isto é,
devemos calcular os n4 tais que a2(x.l) sela mínima sob as
segui nte s éondíções

a) C sej a aten di do;

b) o2 (xell) : bJa2 (Xej)

bj é a precisão de Xej em re-Loção a Xel

j : 2 , 3, V

e deve estar'
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previamente fixada. Temos portanto l+(v-l) = v restriçoes-
Com a técnica do multiplicador de Lagrange,defina.mos a função

2 SM W i liEa ) +a a
2l

i : l+ ( n l ' n 2' ' ' ''nM

:;:.:-: - ., * .{:-.[,;:qp- .. *!:qg
Portarlto

22
H S Vi i l

C

j É: :'jl i2
n i v.'',?

donde

ní

Substituindo n. em cada uma das v restrições, ob

temos um sistema de v equações com v i-ncógnitas (os a.l)
l

«ç : :-k :l:":"i

"::í: q
V

'::' *.;:". ' -.:Í. -'Í: '

M

bj .>1:-

l

V

':il:'.!:". ' ',.:í. -:í: '
j :2, ... ,v

As v-l Últimas equações devem sel' resolvidas pri
encontrados os valores dos a., J=2,...,v, substítuinmelro
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do-os na pr'imeira equação, obtém-se o va].or de cll' Com
se, a parti.Iha pode ser realizada.

3) Minimi.zar uma das variâncias por exemplo, azCXel),sob
a condição Cal-ém do custo prefíxado) de que os coeficientes
de variação dos X.., J=2,...,v sejam também prefixados (su-
gestão de Raj ü5 ;78])

Este caso tem tratamento semelhante ao anterior.As
condições são

a] C gela p Feri xado;

., =g : -., '::,
J

E ntão:

, v

H W' S?. M
4)(nl'n2'''''nM;at''..'a.v) : i>13.'í 'íi+ai(co+iEicini

Fazendo --FllÊ--=O, acaba-se por obter:
ani

' J!:'. :l:q? - «s«;

, nMi al '
, a. )

V
c ) +

Ó- «;«;]

22 Sa+

! Hni
'al '''c'l

Substituindo n, em cada uma das v restrições, obtemos

V

r;{ : '.! :". : * J'al

, v
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cuja solução (al'a2'''''av) permite calcular os nÍ' i;1.2
M

5.3 - A FUNÇÃO PERDA

0 dimensionamento de uma amostra, envolvendo pro-
blemas de perda, pode ser feito em função de mais de uma VÊ
Fiável. Em caráter algo ampliado apresentamos a seguir a sg
luçãa desta questão, sugerida por RaJE15;77]

Admitamos que sejam consi.deradas v variáveis XI

com medi.as ul respectivamente, estimadas por XeJ' J:1 ,2,
,v. As variâncias dos X.* são dadas da forma habitual

Definem-se as funções perda para cada vai'lavei XJ
h -

Í: XIICxeJ - Uj)' 'ç' xeJ ZPj

1.: X2jtUJ ,' ;eJ)n <-; ;oJ 'U"eJ 'J

1:==::=1=.1:i:*:z:l.;l=.::::::'; ;1,'::i:l : l Tl:xiJ#À'2J'

sendo

À: pode ser substituído, nos resultados a seguir, por:

À l J + x 2'J .
2

A função risco para cada J será

E [L .]J

onde

zbg(z)clz ' J
m

b
g (z) d z[ -z)

e

.E. : ['.:..,];



A base em que assenta o dimensionamento consiste em
calcular os n. que rnlnimízam a soma do risco total com o cug.
to de amostragem. O risco total é entendido comc] sendo:

RL

V

J! :''J

o custo é dado pela função habitual
M

c : 'o ''' :ll: ' í 'j.

Tomamos então a função Q [ n : , n 2 ' nM)

V

J ! :-'-J * '

ou

V

E baQ =:

ojoj + cO

Do ponto de vista formal, esta função somente ace.{
ta tratamento com as recursos vistos anteriormente quando
b = 2 (qUe é provável ser o valor mais i.mportante de b). Te-
remos

V

.!:*.
MM

* . . ' . E . 'j.'.ni: l i

donde

1) n .l

V

, ! :*.
e
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V

': : ---?Ív.!**'':Í. '':''
i : 1 , 2 , . . . , M .

Como os À, devem ser conhecidos, entãoJ

M W.
E ---.z::''qE

i = ]. v'c

Se m = 1, este resultado pode ficar particularizado
para a Amostragem Casiual Simples

V

. !:". ':3
cuja estrutura verificamos ser semelhante a do resultado
( 2 : ]. 3 )
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