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APRlj$W 1:4Ç.Ag

Esta dissertação pretende conter principalmente u-
ma exposição da Teoria Ergódica completa em si mesmo. apõe'
sentando-a da manei.ra mais geral possz'vel. (isto é, fazendo
suposições somente quando elas são realmente imprescindí-
veis). Além disso, pretende mostrar algumas dê suas aplica-
ções aos Processos Estocãsticos Estacionários.

A Teoria da l.cedida é, i.nfelizmente, utilizada em t2
do o trabalho. a não ser no Capz'tulo 6 e no Apêndice l.

O estudo da Teoria Ergódica ori.finou-se na I''mecâni-
ca Estati'stica. O Capx'fulo l pretende apresentar,junto com

as prímei.ras definições e propriedades. as situações físi-.
cas que motivaram essa teoria .

O problema da recorrência .é o mais antigo e um dos
mais importantes da Teoria Ergódica. O Capz'tu].o 2 ocupa'se
exclusivamente dele.

O Capa'luto 3 é, juntamente cam o Capa'tuta l e o C2
pítulo S, fundamental nesta dissertação. Nele encontram-se
a noção de ergocidade e alguns dos resultados mais i.mportaB
tes com e ] a re].acionados .

O Capítulo 4 apresenta algumas respostas ã seguin



te questão: ''que acontece ao sistema quando sua medida é
substituída por outra?''.

O Capa'Lula 5 apresenta uma questão que é bastante
pesquisada anualmente (o problema do isomorfismo) , uma claâ.
se de sistemas muito importante (Sistemas de lçtarkov) e uma

subc[asse muito especia] (Sistemas de Bernou].]i) , uma pro-
priedade definida apenas em sistemas probabill'sucos (''fi-
xing'') e as apli.cações mais importantes da Teoria Ergódica
aos Processos Estocãsticos Estacionários.

A noção de entropia é fundamental êm Teoria da In-
formação. O Capítulo 6 pretende apresenta-la detalhadamente
(seu significado heurÍstico, suas propriedades e algumas de
suas aplicações na Teoria Ergódica) , omitindo as demonstra-

O Apêndice l completa os aspectos intuitivos da ng.
ção de entropia. os outros apêndices são constituídospor tá
pi.cos relativamente i.nteressantes, mas desnecessãri.os para
compreender o que foi apresentado no corpo do trabalho.
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CAPÍTULO l

INTRODUÇÃO

OCljl N l ÇAQ ]:J Um ESPAÇO MENSURÁVEL é um par ordenado (X,A),
onde X é um conjunto não vazio. e A é uma a-
álgebra de subconjuntos de X

Um CONJUNTO MENSURÁVEL em um espaço mensur.Í
vel (X,A) é um subconjunto de X que perten-
ca a À.

DE FI NIÇAO 1.2

QIF.INlç4Q.. !==3 - Uma TRANSFORMAÇÃO MENSURÁVEL em um espaço
mensurável (X,A) é uma transformação T:X+X
que bati.afaz T''AcA

Pç:F!!Jç40 1.4 - Uma ESTRUTURA é uma terna ordenada (X,A,T),
onde (X,A) é um espaço mensurável e T é uma

transformação mensurável neste espaço.

EXEMPLO 1.1 - Seja X=Ril, A a a-ãlgebra de BoTeI de X e cGX
um ponto arbitrário fixado. A transformação
T:X-+X definida por Tx=x+c é mensurável, dé
modo que (X,A,T) é uma estrutura

Na definição 1.5, a palavra MEDIDA significa uma

função da a-ã]gebra no interva]o [0;+m] = [0;+o)ut+"}, conta
velmente aditiva e que leva o conjunto vazio no número zero
(ver [ ç] Ha]JÍmos)

P.EEJ.N.JÇ:4g .1.1.5 - Um ESPAÇO DE MEDIDA é uma terna ordenada
(X,A,u), onde (X,A) é um espaço mensurável
e u é uma medida em A.

}

A

-1



EXEMPLO 1.2 - Sejam X e A como no exemplo 1.1 e u a medida
de Lebesgue em Á. A terna ordenada (X,A,u) é

um espaço de medida. A
Consideremos um sistema físico que vai se transfo!

mando com o tempo. Os possz'veia estados (as possíveis fases)
do sistema físico formam um conjunto X, que é denominado Eê
PAÇO FASE. Cada ponto do espaço fase representa, com total
exatidão, todas as propriedades do estado que e].é carácter.i
za

EXEMPLO 1.3 - Consideremos k partículas livres no espaço eg
clidiano tri-dimênsional. Assumindo que as maã
sas giestas partículas e as forças que elas e-
xercem são completamente conhecidas, o estado
deste sistema físico num determinando instan-
te de tempo pode ser descai.to por 3k coordena.
das de posição junto com as 3k coordenadas de
velocidade correspondentes. (Estas 6k coorde-
nadas não são as únicas que poden ser usadas;
para certos propósitos, posição e momento são
muito mais convenientes que posição e veloci.-
dado.) Temos, considerando a posição e a vela
cidade, que X = R''~. Â

Escolhemos um instante no tempo para origem (t = 0)
e uma certa quantidade de tempo para unidade (esta quantidg
de pode ser l segundo, 3 minutos, 7 horas, etc.); deste mo-
do, cada instante no tempo é identificado com umnúmero real
Vamos assumir que o sistema físico sempre existiu, existe
neste instante e sempre existira. Esta hipótese ajuda muito
na construção de um modelo matemático para o sistema fz'sigo.

Enquanto o tempo vai passando, o estado do si.stema
fz'sêco vai mudando de acordo com as leis fz'sinas (equações
diferenciais) apropriadas; a história completa do sistema fÍ
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fico (passado, presente e futuro) fica representada por uma

determinada trajetõri.a no espaço fase, isto é, uma aplica-
ção de (-";+u) em X. De acordo com a Mecânica Clássica,ciêl
cia de carãter determi.nt'suco, a trajetõria é totalmente de
terminada por um de seus pontos (o estado do sistema ft'siga
em algum instante t)

Na prãti.ca, quase nunca hã meios para a determi.na-
ção exata e completa do estado do sistema físico em algum
i.nstante t. Dois fatores são básicos para isso:

(FI) as limitações da percepção humana (e dos aparelhos de
medição),

(F2) a necessidade i.rrealizável de parar o tempo no instar.
te t para anali.sar e medir (isto é, determinar) o es-
tado do sistema fz'sêco no instante t

Para transpor esse impasse, a Mecânica Estatz+stica abandona
o estudo determinístico de estadas (isto é, de pontos do e.g
paço fase) e passa a realizar o estudo estatístico de con-
juntos de estados (isto é, de sub-conjuntos do espaço fase)
A pergunta ''qual o estado do sistema no instante t,dado que
o estado do sistema no instante tn é xn?'' é substitui'da por
''qual a distri.buição de probabilidade no espaço fase Xdo e.g
tado do sistema no instante t, dado que o estado do sistema
no instante tn pertence ao sub-conjunto An?''. E neste ponto
que se torna necessário uma a-ãlgebra Á de sub-conjuntos de
X, que contenha todos os sub-conjuntos do espaço fase que il
temessem, e uma medida u em A. Esta medida é paratornarprg.
asa a noção de tamanho de um conjunto mensurável no espaço
fase

EXEMPLO 1.4 - Consi.deremas um resistir cuja resistência se
fre influência da luz (l i.ght dependent reais



tor). O estado do si.stema físico sendo a re-
sistência do registar (medida em ohms) , temos
que X= [0;+m), com, di.gamos, a a-ã]gebradeBg
rel e uma determinada medida de probabilidade
da famz'lia gama. A

D E F l N i.ÇAQ Uma estrutura (X,A,T) é uma ESTRUTURA INVER

SÁVEL se, e somente se, a transformação T õ
bijetora e TAÇA (isto é, T'Í:X..*X étana trans
formação mensurável)

Se (X,A,T) é uma estrutura inversl'vel.então (X,A,T'i)
é, também, uma estrutura; (X,A,T'l) é denominada ESTRUTURA
INVERSA de (X,A,T)

A estrutura mencionada no exemplo 1.1 é uma estou
tuta inversx'vel

A composição de uma transformação por si mesno re-
petidas vezes é representada sob a forma de potência

To Id

T'', para n > 0 (quando T é bijetora)

a) Se (X,A,T) é uma estrutura, então (X,Â,T")
ê uma estrutura , VnGN.

b) Se CX,A,T) é uma estrutura inversz'vel,
então (x,A,'r ) é uma estrutura,VneZ. []

Nas condições da proposição 1.1, a estrutwa(X,A,Tn)
é denominada n-ESIMA POTÊNCIA DA ESTRUTURA (x,A,T)
OBSERVACAO 1.1 - Somente as estruturas inversz'vei.s tem po

tência negativas

Tn

T'n

TT...T, para n > 0

T-lT-:

FBgPg$1ÇAO

Voltemos ao modelo que representa fielmente a rea-
lidade sem considerar a inexistência de meios para a deter-
minação exata e completa do estado do sistema fz'fico em al-
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gum instante t, isto é, ao modelo da Mecânica Clássica. Co-
mo a trajetõria (baseada na correspondência bijetora convem
cionada pelo instante 0. e a quantidade unitári.a de tempo jã
adorados) do sisteiaa físico é totalmente determinada por um
de seus pontos, vamos definir, para cada te(-n;+n), a tran2
forntação Tt: X-> X que a cada xGX associa o estado do si.ste-
ma físico no instante t dado que o estado do sistema fx'sêco
no instante 0 é x. Portanto

(CI) TO : Id

Com a hipótese física do sistema fz'fico ser conservativo,rSI
culta

(Hf) TSTt Tt+s ' Vt,sG(-";+")

Faremos também uma hipótese necessária do ponto de vista ma
temático

(Hm) T.: é uma transformação mensurável, VtG(-~;'")

Um sistema ''matelnãtico'' seria, então, a quadrupla
ordenada

(SI) (x,A,{'rt n < t < +m},U)

Adotar-se-ã, entretanto, outra definição de sistema, que sg.
rã justificada por comentários a serem feitos

MQDEl+ 2 - A situação fz'fica citada acima pode ser substi-
tuída por uma na qual se supõe que o sistema fz'fico ''nasce''
em algum determinado instante no tempo. Alternativamente,pg
demos supor que não hã interesse em analisar Ce medir) o sig.



tema físico nos instantes anteri.ares a algum determinado ins
tente no tempo. Da mesma forma, podemos supor que,embora ha
vendo interesse, não hã. informações que permitam analisar
(e medi.r) o sistejaa fz'fico nos instantes anteriores a algum
determinado instante no tempo. Em qual(quer destes casos, o
menci.onado instante no tempo é convencionado como t = 0 e
a) assumimos que o sistema físico existira para sempre, de

modo a i.dentificar [0;+n) com o tempo,
b) as trajetõri.as no espaço fase são aplicações de [0;m) em

c) assumimos as hipóteses (Hf) e (Hm) com [0;+u) no ]ugarde
f -m :'+m)

d) um si.stema ''matemático'' seria, então, a quãdrupla ordena

x,

9

da

(S2) (X,A.{Tt 0 É t « *m} ,U)

Adorar-se-ã, também neste modelo. a defi.nação de.si.stemaprg
metida após a expressão (SI)

O problema básico da Mecânica EstatÍsti.ca é o estu
do assintótico, isto é, quando t-'-+a, de (SI) ou (S2) para
responder a questões sobre o futuro do sistema fx'fico.

Faremos agora uma simplificação nos nossos modelos

A PASSAGEbí DE TEMPO CONTÍNUO PARA TEMPO DISCRETO. Ao invés
de analisar (e medir) o estado do sistema fz'sicoarR cada in.:
tante t, faremos isso apenas nos instantes do tempo identi-
ficados com os nÍímeros inteiros. Esse procedimento é relat.i
vamente razoável quer do ponto de vi.sta fx'sigo quer do pon-
to de vista matemático: procuramos informação sobre (SI) ou
(S2) tomando observações pari.odi.lamente no tempo.

OBSERVAÇÃO 1.2 A passagem de tempo conti+nuo para tempo di.g



creto d.eve influir na escolha da quantida-
de unitária de tempo. Cada intervalode teD
po [n;n+]) deve ser suficiente para regis-
trar a observação feita no instante n

A hi.põtese cnf) e a conclusão (CI) asseguram as sg

guintes conclusões

(C2)

(C3)

(C4)

Tn : TITI'..TI ' Vn z l

T.Írq . l .T.l ' Vn > ].

TIT.l : Tó : Id

De (CI) , (C2) e (C3) segue que e.studar

(Sla) (x,A , {'r. : -w < n < +n} ,u)

é, na verdade, estudar

(Slb) (X,A,{TTl:ls n < +n} uÍTil:Q s n < +"} ,u)

OB$ÇBy4Ç4O 1.3 - No modelo 2, as conclusões (C3) e (C4). não
tem sentido. De (CI) e (C2) segue que esta
dar

(S2a) (X,A,{T.:0 g n « +u},u)

é , na verdade , estudar

(S2b) (X,A , {Tl: : 0 g n « .n} ,U)

A conclusão (C4) e a hipótese (Hm) asseguramqueas
estruturas (X,A,TI) e (X,A,T.l) são inversx'veia e uma éaiB



versa da outra, de modo que estudar (Sla) ou (Slb) é,na vel
dade, estudar

(Slc) (X,A , {Tt: -n < n < 'u} ,u)

Em virtude de (Slc) e (Slb) e denotando T. simples
mente por T, será enfim definido matematicamente a sistema

PIEINIÇ4Q Um SISTEMA é uma quãdrupla ordenada (X,A,T,u),
onde (X,A,T) é uma estrutura e u é uma medi
da a-finita na a-ãlgebra A que satisfaz uX>0.

Q!!ÇBWAÇ4Q: ].J Um sistema é, neste traba].ho, uma estrutu-
ra com uma medida a-fmi.ta não nula na a-
ãlgebra A. A estrutura desempenhapapel mui
to mais importante que a medida, pois esta
nada'tem a ver con o sistema físico (é uma

convenção do observador) , ao passo que a ej.
trutura descreve totalnente o comportamen-
to do sistema fl'sigo nos instantes de tem-
po identificados con os números inteiros.A
importância da estrutura jã pode ser vista
nas definições e notações abaixo.

DEFINIÇÃO 1 :8 - Um SISTEMA INVERSÍVEL é um sistema cuja es
trutura é inversx'vel

Se S = (x,A,'r,u) é um sistema inversível,eütãÕ S'"
CX,A,T'l,u) é também, um sistema; .S'l é denominado o SIS

TEMA INVERSO de S.

PROPOSIÇÃO 1.2 - a) Se S = (X,A,T,u) é um sistema,então Sn

= (X,A,T'',u) é um sistema, VnGN.

b) Se S = (X,A,T,u) é um sistema ínversÍvel,



então Sn= (X,A,Tn,u) ê um sistema,VnGZ.

Nas condições da proposição 1.2, o sistema Sn é dg
nanindado n-ÉSIMA POTÊNCIA DO SISTEbIA S.

D

OBSERVAÇÃO 1.5 - Somente os sistemas inversíveis têm potên
clãs negati.vas.

O estudo de (SI) ou (S2) quando t-'>+n reduz-se, a
põs a passagem de tempo contínuo para tempo discreto,ao es
tudo dos sistemas S'' quando n'F+n

DEEjjNJç4g.!.!} - Um sistema (X,A,T,u) é um SISTEMA PRESERVA
TllVO se, e somente se, uT '' = u.

FBQPQ$!.ç4o i.3 - Seja.;.S: :(X,A.T,u) uü sistema inversz'vel
São equivalentes
i) S é preservativo;

ii) S'' é preservativo.

PROVA - Como hã una simetri.a, basta provar que (i'>ii). Su
ponhamos que S é preservativo. Seja AeA. Teíüos

u(T'l)'IA : u(TA) = uT'l(TA) = uA. []

PROPOSIÇÃO 1=4 - As potências de um sistemapreservativo são
sistemas preservativos .

PROVA A O-ésima potência é claramente preservativa. A l-g.
cima potência é preservativo, por hipótese. $uponhZ
mos que alguma n-ésima (nz 1) potência seja prever'
cativa. Sej a AGA . Temos

uT-(n+].)A : uT-nT-IA : uT-IA : uA,



o que prova que a (n+l)-ésima potência é preservat.i
va

Quando o sistema é inversz'vel, o caso n=-1 sg
gue da proposição 1.3 e a indução feita acima prova
os casos em que n < -1. 1]

q11ÇBV8mQ ] . é Mesmo que um sistena preservativo (X,A,T,tj
não seja inversa'vel, a imagem TX da trans
formação T é essencialmente o espaço X. De
fato: se' AnTX=g e AGA,então uA B uT'"A =
n' d$ = 0. Em particular: se TXGA, então
u(TX)'

QglÇBV8Ç4t !] Nos exemplos, sempre que X for um. sub-con-
junto de BoTeI de algum R'' e omitimos a
descrição da a-ãlgebra de A, fica subenteB
dado que se trata da a-ãlgebra de Batel de
X, isto é, o traço da a-álgebrade BoTeI do
Rn no conjunto X. Em particular: se X é um
sub-conjunt.o enumerável do Rn, então A é a
a-ãlgebra formada por todos os sub-conjun-
tos de X

EXEMPLO 1 .5 Seja c #O um número real. A estrutura com es-
paço fase X = R e transformação definida por
TÍ = c.x é inversa:vel

O sistema formado pela .: estrutura:' acima
com a medida de Lebesgue u é preservativo se,
e somente se, lcl = 1. A

O exemplo 1.5 fornece sistemas inversíveis preser-
vati.vos e não preservativos. Fazendo c = 0 no exemplo l.S,tg
mos um si.stema não +iivo:psÍvêí:fe não preservati.vo. O exemplo
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1.6 fecha esta questão, fornecendo sistemas não inversz'vais
preservativos.

EX.ç4P}O 1 6 - Sójà rz 2 um número intei.ro. Seja X = [o;]),u
a medida de Lebesgue e T a transformação def.}
nada por Tx=r'x (nõd 1). Este sistema é deng
minado SISTEMA r-ÁDICO . A

DEFINIÇÃO 1 .10 - Um sistema (X,A,T,u) é um SISTEMA PROBABI
LllSTICO se, e somente se, uX = l

Os sistemas do exemplo 1.6. são sistemas probabilx'j.
tidos. É claro que .sistemas probabilx'sucos podem ser infiel
sáveis ou não, preservativos ou-não; idem para os não probâ
bili'stiicas.

Una grandeza física escalar (tal..como energia, tempo.
natura ou pressão) descrevendo uma propriedade do sistema f.Í
sêco deve ser pensada cano uma função (mensurável) de X em

R. O conceito de FUNÇÃO MENSURÁVEL é o clássico, isto é,
f''BcA , onde B é a a-ãlgebra de BoTeI de R

Consideremos novamente (SI) ou (S2) e uma ''função
energia'' f de X em R. Para cada xGX, o caminho de (-m;+m) ou
[0;+u) en X definido por

é denomi.nado-CAMINHO DA FASE x. Para cada xeX, o caminho de
(-m;+m) ou [0;+m) em R definido por

C.'+ fTtx

é denomi.nado CAMINHO DE ENERGIA DA FASE x. A palavra ERGón2
CA vem do Grego e significa CAMINHO DE ENERGIA.
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Após a passagem de tempo contínuo para
preto os caminhos de energia da fase x são:

nGZ --. fT:'xGR (modelo l)

neN -+ fT:'xGR (modelo 2)

tempo dis

e

0

Em qualquer caso, para cada nz 1. o número

'a;r k:o kxGR,

é denominado ENERGIA MEDIA l)A }ZASE x }í) TRAJE'11) {0,1,. . . ,n}

Vamos finalizar este capítulo com um exempl-o impor
tante, que generaliza o exemplo 1.5

EXEMPLO 1 .7 Seja S um sistema com.espaço fase X:R'', T u-
ma transformação linear e u a medida de Lebeã
gue. O conjuntlo TX é um subespaço vetori.al de
X (portanto TXC4) e, caso dim TX<n (isto é,
caso det T=0), temos u(TX) =0. Portanto, pa-
ra S ser inversa'vel ou preservati.vo, é neces-
sarzo que

det T # 0

Esta condição é sua.ciente para T ser inversÍvel
A fórmula (valida para det T # 0 e obtida de um

caso particular da .mudança de variáveis em iB
tegrais múltiplas)

uT-IA '; l
Idet TI

uA, VACA

garante que S é preservativo se,e somente se,
Idet TI = 1. A



CAPTTUL0 2

RECORRÊNCIA

Se é.conhecido que, no instante t = 0, o sistema fí
si.co se encontra em um determinado- estado xGX, todo o futu-
ro (em particular, o comp.ortalnento assintõtico) do si.stema
físico esta determinado. Na pratica, :não se consegue deter-
minar exatamente qua]. o estado no instante t = 0, mas se coD:
segue .determinar algum conjunto AeA ao qual o estado no ing.
cante t = 0 pertença (na pior das determinações,temos A=X) .

EXEHPL0 2. 1 O comprimento de uma haste metálica varia com
o tempo. O sistema físico sendo a haste e o es
todo num insta.nte sendo o conprinento da has-
te neste instante, podentos escolher X = [0;+m)
e A de acordo comaobservação ]..7. Como deter
minar que o comprimento da haste é lí cn? Noen
tanto, é possível determinar que o comprimen-
to em ch da hasta pertence ao intervalo fecha
do [3 .0;S.g3eA. , A

Uma das primeiras questões assintÓticas surgidas na
teoria ergódica é a questão de recorrência. A respeito des-
ta questão existe um resultado clá-ssico (o teorema 2.1) es-
tabelecida por Poincaré em 1899. Se é determinado que, no
instante t = 0, o estado do sistema físico pertence a um de-
terminado conjunto AGÁ, o sistema físico retomara ao conjuB

13
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to A?

!HW ! Ç4Q ; : ] Sejam (X,A,T) uma estrutura e E um sub-con-
junto qualquer de X. Um ponto xeX é E-RECOR
RENTE se, e somente se, xGE e T"xÊE: para al
gum n> 0. Um ponto xGE é INFINITAMENTE-E-RE
CORRENTE se, e somente se, xGE e T''xGE para
infinitos n > 0.

!Ég.8É8êi:.]gi]. - Se (X,A,T,u) é um si.stena preservati.vo tal que

uX<m e AeA, então quase todo ponto de A é A-
recorrente.

PROVA gaja B o conjunto dos pontos de A que nunca retoman
a A, isto é, B=AnT'IAcnT-2Acn.... Pela proposição
1.1(a), BGA. Precisamos provar que uB =0

Se xGB, então Tx,Tóx,...$B. Logo
BnT'nB = g , Vn 2 l

T-kBnT-(n+k)B : T-k(BnT-nB) = g , Vn,kz l
(1)

C2)

(3)

Das expressões (1) e (2) segue:

B, 'r'IB, T-2É, ... são disjuntos dois a dais
Como o sistema é preservativo, segue:

uX > u(BuT'IBuT-2Bu. .-.)(3) uB+uT'IB+uT-2B+

> uB + uB + uB +

Se uB>0, a desigualdade acima implica que
uX = m; ]ogo uB = 0. '' []

TEO RE MA Nas condições do teorema 2.1, quase todo pon
to de A é infinitamente-A-recorrente.

PROVA Para cada nà, 1, seja B.e AnT'nAcnT'2nAcn Para ca
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da nz 1, os sistemas (X,A,T'',u) são preservativos,
conforme a proposição 1.4; aplicando o teorema 2.1 a
cada um deles , obtemos

B.GA

DaÍ segue que

u(U{B. : nzl} )

Seja xeA- Ü{Bn:nzl}. Como xGA-BI' existe nl>0
tal que T"lx6A. Corso xeA-BÜ], existe n2>0 tal que

;: i:!*it;.li:"= :::;:"g.;:i;;i",:::*:.»; ": .-"

)e uB = 0n

0 .

\

No teorema 2.1, a finitude de u e a preservação de
u foram usadas em UH sentido muito fraco: o essenci.al é a
não existência de um conjunto mensurável B de medida posit.i
va tal que (3) seja verificada. Eh outras palavras, o esses.
cial é a não existência de um conjunto mensurável relevante
(isto é, de medida não nu].a) B con a propriedade: se o sis-
tema fi'fico em algum instante nz 0 esta em B, então o sistÊ
ma físico nunca voltara a B.

111.[1.!J=ç4Q }:} - Sejam (X,A,T) uma estrutura e E um sub-con
junto qualquer de X. E é um CONJUNTO ESTA
VEL se, .e somente se, Tece (ou equi.valente
mente , Ec'F 'E)

Um conjunto estável E tem, então, a propriedade:se
o sistema físi.co esta em E em algum instante n> 0, o si.ste-
ma fz+sico permanecera em E para sempre.

P}.e!.!!ç4Q ;.:3 - Sej a (X,A ,ü :=bn :ê$pãça..:d é4ida: :e:::;Éjf:' iun+
ções mensuráveis. g é u-MAIOR QUE f se, e sg
mente se
a) gx 2 fx , VxGX.
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b) existe KeA tal que uK > 0 e
gx > fx , VxeK

PROPOSIÇÃO 2.1 Seja (X,A,T,u) um sistema. São equivalen-
tes:

i) Existe BG tal que uB > 0 e
B,T'IB,T-2B,... são disjuntor dois a
dois.

ii) Existe un conjunto estável AeA tal.;ãue

u(T'IA-A) : ulxgA:Tx6A} '> 0

iii) Existe uma função nensurãvel f.tê!'que
fT é u-maior que f

PROVA (i ' ii.) Faz-se A= (BuT'IBuT'ZBu...)c, isto é, A é a
conjunto dos pontos x tais. que x,Tx,Túx,...eB:; por-
tanto

xGA + Tx,TTx.T2Tx, . . .ÉB + TxeA + xeT'IA,
isto é, A ê estável. Além disso, A é mensurável e

fx G BuT'IBuT-2Bu . . . .» x G Ac
xGB -» <

ITxeBuT'IBuT-zBu... ...TxGA.

Logo, BcT'IA-A, o que implica u(T'IA-A) 2 uB > 0

(ii + i) Faz-se B = T'IA-A; então B é mensurável,uB>0

(') xeT'nB -+ TnkÊB :4.-, TTnxGA e TnxeA.

Como A é estável, segue de (+) que T'nB é o conjun-
to das fases que são ''absorvidas'' em A no::instante
n+l; logo

B,T''tB,T'';B, são disjuntor dois a dois
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(i.i.-,iii) Seja f = IA' Então f é mensurável
fT= IAT: IT-IA e A é estável, temos

e , cona

' }

IT-IAx z.IAx , VxGX.

Faz-se K=T' LA-A, então KGA, uK> 0 e

xeK'+ IT-IAx : 1 > 0 IAx

(iii-> ii) Como fT é u-maior que f, então
fx à c -+ fTx z c , VxeX e VcGR

Disso resulta

f'lEc;+«):cT'lf-llc;+.) , VcGR(1)

Para cada rGQ, seja

D... : {xGX:fTx > r > fxJGA

Se xeK, então fl'X> fx; logo, para algum rGQ
fTÍ. > r : > fx ..Portanto

Ç

tem-se

(2)

CS)

KcU{Dr:rGQ}.
Cono uK> 0, (2) implica a existênci.a de aeQ tal que

uD,l:. > 0 .

Seja Aaf 'Ea;+")eA. A expressão (1) afirma,
titular, que A é estável e, como

T'iA-A = {xGX:fx < a e fTx 2 aJ'aD,,

-1 em Dar

segue de (3) que, u(T'IA-A) > 0 D

D EF l N l Ç4Q ; :J [Jm SISTEMA COMPRESSfVEL é um sistema que s2

ti.afaz uma (e portanto todas) das expres-
sões (i) ,Cii) ou (i.ii) da proposição 2.1.Um
SISTEMA INCOMPRESSfVEL é um sistetna não com
t)re s s íve l

PROPOSIÇÃO 2.2 a) As potências positivas de umsistemacoD



18

pressível são compressz'vais.
b) As potências positi.vas de un sistema i.n

compre s sÍve is . ü

PROVA Seja S = (X,A,T,u) o sistema é seja n um inteiro po-
sitivo.
a) Decorre imediatamente da proposição 2.1 (i)

mos , então provar (b)

b) Por hipótese, .(X,A,T,u) é incompressível.Suponha
mos que (X,A,Tn,u) seja compressx'vel. Pela propg
sição 2.1 .(iii), existe uma função mensurável g
tal que gTn é u-maior que g. Seja

n-l .
f : "ll'.T3':.

k:O
A função f é mensurável e , como

Va-

fT-f
n nk+l 'i'g' :k:O k-O

gT"-g,

segue que fT é u-maior que f,isto é, (X,A,T,u) é
campres s ['ve ] . []

TEOREMA 2 Se (X,A.T,u) é um sistema incompressz'vel eAGA,

então quase todo ponto de A é A-recorrente

PROVA' Se a conclusão não for valida, então
B = AnT'IAcnT-2Acn. . . ,

que é mensurável, tem medi.da positiva. Como já
visto na prova do teorema 2.1,

B,T''B,T'&B,... são di.sjuntos dois a dois
Logo, (X,A,T,u) é compt'essx'vel

foi

D

TEOREMA Na.s condições do teorema 2.3, quase todo pon
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to de A é infini.talnente-A-recorrente

PROVA Para cada n à 1,. seja Bn : AnT'nAcnT'2nAcn.. ..Para c2
da nz 1, os sistemas (X,A,Tn.u) são incompressl'veia,
conforme a proposição 2.2 (b) ; aplicando o teorema
2.3 a cada uln deles, obtemos

B.eA e uB. = 0 , Vn z l.
DaÍ segue que ... (ver a prova do teorema 2.2)..[]

TEOREMA Todo sistema pteservati.vo de medida finita (em
particular, todo sistema preservativo probab.i
lz'suco) é incompressível .

PROVA Seja S = (X,A,T,u) o sistema. Se S é compressível, g
xiste BeA tal que uB> 0 e.B,T'IB,T-2B,... são dis-
juntor dois a dois, conforme a proposição 2.1 Ci)
Pela proposição 1.4, uB=uT'IB : uT-2B: .... Logo

UXZ u(BuT'IBuT'ÚBu...) = uB+uB+uB+... = +n.]]

O exemplo 2.2 mostra que um sistemaproÉêtVãt.t$o de
medida infinita pode ser compressz've].

EXEMPLO Sejan X={,..,-2,-1,0,1,2,...}, A de acordo
com a observação 1.7 e u a meiíida de contag.em.

Seja keX tal que k> 0. Seja Tk a transforma-
ção definida por Tkx : x+k
O conjunto A = {k+l , k+2 , k+3,
mensurável e tal que

u(Til'IA-A) : ull, . . . ,k}

Logo, o sistema Sk : (X,A,Tk'u)

} é estável ,

k > O.

compre s s levei
A

O teorema 2.4, que seria o resultado central deste
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capítulo, pode ser assim enunciado: se (X,A,T,u) é un sistg
ma i.ncompressz'vel e AeA, então

utxGA:' >l
n2u

IA é uma função real mensurável llipQ :$1liÚp;Éj,l@; ':êE,AalxGX : IAx>0}
O teorema 2.6 é uma generalização do teorema 2.4.

l Tnx < +u} =A

TEOREMA 2.6 Se (X.A,T.u) é um sistema incompressível f é
?e;:1uná :';funê$ Vléàf' :;;b #$q g êillli:4$1ó:!ii Éat:i+i.: ::ê:
A = {xeX : fx > 0] , então

ütxeA >l . fTnX < +m}
nz0

PROVA Para cada inteiro k > 0, seja Ak:lxeX:fx< 1/k}..Co-
mo f é mensurável, cada AI,. é um conjunto Bens.ürãvel
O teorema 2.4, apli.cada a cada conjunto Ak' garante
a existência de um conjunto BkcAk satisfazendo:

BkGA, uBk : 0, xeAk-Bk-'> x ã

infinit agente -A,' r ocorrente
Em outras palavras ,

(1) xeAk-Bk + nzo fTnxz +n.CI/k) '+",

pois f é não negativa
Comia A = U{Ai,.:k .> 0] , tem-se

xGA-tltBk :k>O} "> xGU{Ak-Bk:k>0J--!.!. nzOfTnX : +n.

Além disso,

.U{Bk:k>0}eÁ e u(ütBk:k>0}) D
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,Ê;lÉglLg..2.=.2 - Sejam X= {0,1,2,...}, A .de acordo com a obser
vação 1.7 e u a medida de contagem. Para cada
yeX, seja. T.r a transformação definida por

Considerenos um sistema S., = (X,A,T.,,u) . Temos
que Aa {0,... ,y} é mensurável, est.aTeI e

u(T'IA-A) : uly+l} l > o

Portanto, Sv é compressz'vol A

OBSEny4ÇA0 2 . 1 Se o sistena é inversível ,o$::; b$Üllt.%aéÊ$db
tidos neste capl'tulo apl i.cados'$$i©41$1 jãÊ+ma

inverso podem informar sobre a questão: se
é determinado que, no i.nstante t = 0, o es-
tado do sistema físico pertence a um deter
minado conjunto AGA, o sistema físi.co jã e.g
teve anteriormente em A?

Este capítulo não deve ser conduz'do sem um exeh
plo que nostre a exi.stêhcia de si.stemas incompressíveis.

EXEMPLO 2.4 Sejam X= {1,2,....r}, A de acordo com a obter
vação 1.7, T e u defi.lidos por

Íx+l, se x # r

Tx = { e uÍx}
11, se x : r

Os únicos conjuntos estáveis são X e g

T-lX : X e T'ig : g

u(T'lX-X) : 0 e u(T'lg-g)

Tentes
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Logo, (X,A,T,u) é um sistema incompressz'vel e,
apenas para recordar, não preservativo. A

OBSERVA Qualquer. medida a-finita nãó nula (ver de-
fina.ção 1.7) .colocada na estrutura do exem
plo 2.4 produzira um si.stema incompressí-



CAPTTUL0 3

ERGODICIDADE

Neste capz'tulo, são introduzidas outras duas a-ãl-
gebras e, portanto, diversas mensurabilidades são menci.ona-
das. Vamos introduzir alguma notação

M(S.,F) - represent.arã. o conjunto de todas as funções (a
valores reais). mensuráveis do espaço mensurã.-
vel '(S,F) ;

representara o conjunto de todas as funções Ca
valores reais) mensuráveis e i.ntegrãv.eis do es
paço de medi.da (S,F,m);
repõe.sentara :o conjunto de todas as funções (a
valores reais) mensuráveis e de quadrado inte-
grãvel do espaço de medida (S,F,m)

0EFINICA0 3.1 - Sejam CX,A,T) uma estrutura e E um subcon-
junto qualquer de X. E é um CONJUNTO INVARI
ANTE se, e somente se, T'IE : E

Sejam CX,A,T) uma estrutura e E um subcon-
junto qualquer de X. São equivalentes:

(i) E é invariante ;

(ii) E é estável e Ec é estável. []

Um conjunto i.nvariante tem, então,a propriedade hen
cionada após a defina.ção 2.2 e também a seguinte: se o sis-
tema físico não esta em E em algum instante nz 0.ele jamais

23

L l (S , F ,m)

1. 2 (S , F , m)

PROPOSIÇÃO 3.]
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''eRtT&Tã't em E

PROPOSIÇÃO 3.2 a) Se E é um conjunto invariante. então Ec
e um conjunto invari.ante.

b) A união e a interseção de uma classe (e
numerãvel ou não) de conjuntos invari.an
tos são conjuntos invariantes.

c) A classe formada por todos os conjuntos
invariantes é una a gebra. O

OBSERVACA0 3.1 - Anotaremos por l a a-ãlgebra dos conjuntos
invariantes em uma. estrutura (X,A.T) .A clãs
se Anl é una (sub-)a ?a (dB A). poi.s
ê uma interseção do a-ãlgobras.

.2EE.111.S89..2.J.& - Sejam (X.A.T) uma estrutura e f uma função
qualquer de X en R. f é uma FUNÇ.AO INVARIAN
TE se, e sonente se, fT B f.

!BRIga!.ÊÂg..2.J. - Sejam (X,A.T) umâ estrutura e f uma função
, qualquer de X em R. São equi.valentes

i) f é uma função invariante;
j.i) feM(X.l).

PROVA (i + i.i) como f é uma função invari.ante. segue
fxs a .4-+ fl'x g a, VxeX e Va6R.
f'l(-o;a] = T'lf'l(-n;a], Vier.
f'l(-n;aJ€1, VaeR.
feH(X,l).

Cii + i.) Se E€1, então IET- IT-IE'IE e. portanto.IE
ê uma função invariante.
A classe M. formada por todas as funções iD:
variantes, é fechada para combinações li-
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teares:
f€1{, geM + (f+g)T B fT+gT = f+g
ceR, feM + (c.f)T n C.fT = c.f.
AI é fechada para limites de sequências não
decrescentes do funções não negativas: se
fl.f2....eM, 0 g fl g f2 s

fT n (li.m fn)T 2 fkT - fk'Vkzl '+ fTzí'l fTuf
f = lim fn 2 fk - fkT, Vkz 1 -> fzfTJ
O teorema B (pg.85 - [4]) assegura que
H(X,l).H. 0

Para expressar a idéi.a de ergodicidade.é também nS
cessãria a ideia de cona.unto tri.vi.al. Una medida m em un ej.
paço mensurável (S.F) é una MEDIDA NÃO NULA se,e somente se,
mS > 0

DEFINIÇÃO 3.3 Sejam (x,A,p) um espaço de medida e Eum sub
conjunto qualquer de X. E é um CONJUNTO TR.!
VIAL se , e somente se ,
a) EeA
b) pE n 0 ou pE' B 0.

eBQ?lQllçÃg.3.+ - Seja (X.A.p) um espaço de medida. A classe
formada por todos os conjuntos triviais é
una (sub-)a-ãlgebra (de A). O

OBSÇBVAÇAç3.:4 - Anotaremas por T a a-ãlgebra dos conjuntos
triviais em um espaço de medida (X.A,p).

Pl11Nlç4Q1 3.4. - Sejam (X.A,y) un espaço de medida não nula
e f uma função qualquer de X em R. f é uma

FUNÇÃO U-CONSTANTE se, e somente se:
a) feM(X,A),
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b) existe aeR tal que 'utxeX:fx # a} R 0.
Nestes casos, a constante aeR éo y-VALOR de
f e {xeX: fx a alGA é o y-SUPORTE de f

P KOPOSJ Ç4Q 3.!} Sejam (X,A,p) un espaço de medida não nula
e f uma função qualquer de X em R. São e-
qui.valentes

i) f é una função p-constante ;
ii) ícM(x, 'D .

PROVA (i + ii) Seja a6R o p-valor de f e seja BeB.
aeB + f'lÍalcf'IB +p(f'IB)c B 0 + f'ÍBCT
aÉB -> f'IBc(f'leal')c +uf'ÍB n 0 + f'ÍBeT.
Logo f'lBcT.

(ii + i) Para cada inteiro k e cada inteiro positi
vo n, sela

-l xeX : -..5-- g fx <

Para cada n fixado. existe un Úni.co An kd)
medida não nu].a. Representemos por k(n) eâ
te inteiro. Segue que "toda a medida" esta
em An n'tAn,k(n):n z 1} e, claramente. .exis-
te um Único aeR tal que: xeA+fxn a. Logo,
f é u-constante. Q

Se um sistema Sn (X,A,y) é tal que X é a união de
dois conjuntos disjuntos A-mensurãvei.s XI e X2 que são invâ
dantes e tais que pXl> 0 e pX2 > 0. o estudo de Z é realneg;
te o estudo de dois sistemas

SI ' (XI'ÁI'TI'yl) e S2 ' (X2,A2,T2,p2), onde
A; n X:nA
T: é a restrição de T a X{
p: é a restrição de p a A.i.
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Quando isto ocorre, S é um SISTEMA DISPONÍVEL e {sl's2} é y.
ma DECOMPOSIÇÃO DO SISTEMA S; cada sistema da decomposição
pode ser estudado separado do outro, daí os Úni.cos sistemas
relevantes serem os indeconponÍveis , também denominados er-
gódicos.

plEIBJ.ç:4g..3.:!S - um sistema s B (X.A.T,p) é um SISTEMA ERGÓDI
CO se, e somente se, todos os conjuntos d-

áveis invariantes são trivial.s (isto
é, se d.nl c'r) .

OBS Eny4Ç:4o 3 .3 Ergodicidade é una formulação precisa, mas
não a única, da seguinte ideia: a transfol
nação T faz una perfeita ( em relação a p)
desordo:m.. no espaço fase X (considerado py.
ranente cano conj unto) .

/

EXEMPLO 3.t serenos o sistema S. no exemplo.2.2. Os
únicos conjuntos invariantes são g e X, logo
SI é um sistema ergódico. A

EXEMPLO 3.2 Consideremos o sistema SI) no exemplo 2.2.
{.... .-2.0.2,4....} é um A mensurável inva-
riante não trivial. logo S2 é un sistema não
ergõdico. A.J

EXEMPLO 3.3 Consideremos o sistema do exemplo 2.4.%la prg
posição 3.1, para E ser un conjunto invarian-
te é necessário que E seja un conjunto estã-
ve].. logo l B {g,X}. Portanto, o sistema bons.i
derado é ergõdi.co. A

EXEHPL0 3.4 Sejam z',s inteiros positivos-Seja S(T,s) o si:
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tema defina.do por .X=ll,.. . ,r,r+l,. .. ,r+s},

ft , se x - r
Tx B .Ir+l, se x : r+s

jx+l, nos outros casos ,

PÍx} - -$.
Como C. , {l,...,r} é um conjunto A-mensurável
invariante não trivia.l, o sistelüa S(r.s) é não
ergõdico.
Os únicos conjuntos estáveis são

C. e C. =tr+l.....r+s}A. U
Ambos são A-mensuráveis, porên

u(T'tCl-CI) - p(T'íC2-C2) - uO ' o.u ('r

Portanto, S(r,s) é um sistema inconpressz'vel.
A

É interessante ''aplicar" a observação 3.3 aos exeD
pios 3.1 e 3.3.

Apesar da proposição 3.1, ergodici.dade nada-tem em

conun com i.ncompressibilidade como mostra o seguinte quadro

Isto aconteceu porque as noções de conjunto invariante e cog
junto estável independem da medida. Q que não acontece con
as noções de sistema ergódico e sistema incompressz'vel.

PROPQ$!çÃg..3.:f - Seja S= (X.A,T,p) um si.stema. São equiva
].entes
i) S é um sistema ergõdi.co;

ComprasB1lvel Exemp].o 3.1 Ekomplü 3.2

incompraasível Exemplo 3.3 Exemplo 3 . 4
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ii) M(X,Anl) cA{(X, 'D

PROVA - (i + ii) real(X,Aól) -p f'IBcAnl + f'lBcT''' f€1{(X,T).
(ii "' i) AGAnZ+'IA6M(XiAnl)'' IAeH(X.T) '' AeT. a

PKQFIQ$1Ç4Q..3.:.Z Seja Sn (X,A.T.p) um sistema tal que uX<n
São equivalentes :
i) í ê um si.stena ergõdi.co.

ii) iy(X.Anl)nl.' (X,A,y)çM(X.T) .

PROVA (i + ii) Segue da proposição 3.6.
(ii + i)

A.c.;JIAeiiu'A«o
tAGA+/IA'dp'tiAstiX<- '''' IA€1 (X .A ,ti) "''

+ 1.6 (X.T)'+ A6T. a/

EXEMPLO 3.5 gaja x o conjunto dos números complexos de nê.
dolo unitário e A a a-ãlgebra gerado pelos al
cos. Para cada ceX. seja T.:X'+-X a transforma
ção defi.ninfa por T,x a c.x. Seja y amedida que
a cada arco asse.cia o seu comprimento divã.da-
do por 2lt. Assim S.u (X.A.T..ii) é um sistema
probabilÍstico. Blais ainda: Tc atua em .X sia
plosmente como uma .singela rotação do ângulo
que é o argumento do número complexo c,daz' Sc
ê inversível e preservativo.

Se ck -l, para algum k >0. então lc ê não er-
gótíco: a função f:X+ R definida por. fx'Re(x")
é una função A mensurável e invariante que
não é tt-constante, isto é,

fGAI(X,Anl) e fBl{(X.T)

(ver preposições 3.3. 3.5 e 3.6) À
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TIQncuA 3:l Seja X é uxa espaço tipológico con una base eng
merãvol. A é a a-ãlgeb?a de BoTeI de X (isto
é, a menor a-ãlglebra que contént todos os sub
conjuntos abertas de X) , u é Unia medida em A
tal que cada aberto não vazio tem nedida pos.}
uva e T:X+X é txiaa ti'ansíormação tal que
sn (x,A.'r.P) é lm si.stema inversível. Se s é
org6dico. então. para quase todo x6X. o cana
nho da fase x (i.sto 6. o conjunto {Tnx: n6Z})
é denso en X.

PROVA Soja {GI'G2...!'} uma base enujorável para a .topolo
gia de x. Para cada k z ]..seja '

Ci n (U{TaGk: n6Z})C

Tên-se :

1) Gi é um A-mensurável invariante;

2) .Çket.' pois -S ã ergódi.co;
3) -G;nGk - ©;

4) Plik> 0; se. Gk" g;
5) pé;-O, se Gk# Ó. por(2), .(3) o
Logo.

(4)

G ntJ{G;:k21 e Gk# ©lGÁ B pG aO

Seja xêX ilai#faso. SO o caminho de X não é denso ea
X, existe um aberto básico nãÓ vazio Gt,. tal . que
{Tnx: x6ZlnGk- g e, portanto. xeG;l; naif ainda,x6G.

Ü

O teorema 3.l podo.s.er utilizado cano una maneira
alternativa de mostrar que o sistema S).. no exemplo 3.5 é nãó
ergõdico se cKn 1. para algum 1( >0: para todo x6X, o cana
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nho de x é o conjunto finito (o.portanto, não denso exa X)

{x,c.x....,c

Nos casos .en que cK le 1. 'para todo k> 0, o carinho .'de=Êicada
fase xeX é denso oa X; entretanto. i.sto não garante a ergo-
dicidade de S.. pois a recíproca do teorema 3.1 é falsa.coB
fome ua exemplo na pãg. 27 - [ 5J'Ha]nos.

k

r

'.x}

O teorema 3.2 se.-encontra demonstrado bn [ s ] Ha]-
nos, nas pães. 26

TEOREMA 3.2 - Seja (X,.) ua grupo aboli.ano topológi.co con
pacto o con una base onunerávei. Sojan A e p
cano nas condições do teorema 3.1. Para cada
c6X. seja Tc a transformação definida por

São equivalentes:
i)..S. - (x,A.T,.y):é orgódico;

íi) {cn: n6Z} é denso on X. Ü

EXEMPLO 3.6 Se ck 8 1. para todo k> 0.o sisteaia $é. no ORBE
plo.3.5 é ergódico,. conforme o teorema 3.2. A

EXEMPLO 3.7 Seja S o sistema forrado pela estrutura do e-
xemplo 1.1 com a medida de Lebesgue. Soja d a
métrica euclidiana em X. Par.a cada fase y, sg
ja

B (y) n {xGX: d(x.y)sl} .

O conjunto U{B(k'c) : keZ} ê un A-mensurãvol 'ig
variante não trivial. logo S é não ergódico.A

OBSERVAÇÃO 3.4 nã vários resultados relaci.orando a Teoria
Erg6di.ca com outros ramos da Matemática na
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l i.teratura especializada. Neste trabalho.
os teor'anãs 3.1 e 3.2 foram noncionados a-
penas coro una ilustração deste fato: como
o objeti.vo é relacionar 8 Teoria Ergõdica
com a Teoria. das Probabilidades, este tra-
balho não prossegui.rã. nesta di.reção .

EXEMPLO. 3.8 Sojan Xn t0;1). y 8 medida do Lebosgue o, pa'
ra cada c6X, sejam T, a transformação defini-
da por Tx.'c+x (nod.l) e Sc ' (X,A,Tc'y).
se k.cn 0 (nod.l) para:algum k >0, então Sç é
não orgódico: a função f:*x '+ R .defina.da por
fx B k.x (üod.l) é una função A-nensutãvel o ig
variante que não é ti-constante (ver .. proposi-
ções 3.3. 3.5 o 3.6) .
se k.c # 0 (nod.l) para todo k > 0 .
org6di.co, conforme o teorema 3.2.

Bn qu41quor caso. Sc é un.sistema preservati
vo e inversa'vel. a

e

OBSERVAÇÃO 3.S Se (X,A.I'.ti) é up.ESPAÇO D! MEDIDA NÃO ATg
MIJO (i.é.;.A6A e pA>0{'+ existe BeA tal que
u(AnB) >Q; y.(AnBC)>0) e HXnn. não é fã-
éil"construir una úansfornação .. monsurã
vel T no espaço nonsurável CX.A) :de nodo
que (X.A,T,p) soja um sistema ergõdico.

O exemplo 3.9 mostra que exi.sten sistonas ergódi
cos nas condições da observação 3.5, nos casos en que

EXEMPLO Seja al'a2' una sequência estritamente de
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crescente de reais posíti.vos menores que l ta,l
que lin aa' 0. Seja X0' {(x;0)eRl:0 sx< 1} e,
para cada nz 1. seja Xn B {(x.n)6Rz:0 Sx< 8a}.
Seja

X n U{X.: nz0}.

Seja A a a-álgebra de BoTeI e seja p a medida
que 8 cada segnonto de Teta contido em X asse.
cia o sou comprimento.

Sojan AO ' XOnA,pO 8 restrição de H a A0' TO
XO + XO .uaa transformação tal que

So ' CXo.Ao.To'tib)
seja un'sistona preservativo. inversível. or-
gódi.co. (Estas transformações existon. confol
ne o. exemplo 3.8.) Vamos defina.r T pela elpnê.
sao

x,n+l),
B

,To(x.0).
se Osx<aü+l

se an+lgx'8n'
T(x.n)

n

Tersos que (X.A.I',p) é um sistona preservati.vo
e inversívol. $e A6Anl. seja AO 'AnX0'' Cano
A61. Ae{(x,n)6X: (x.0)6AQ} e AO é .invariante
en .S0' Portanto. ou pOA0 ' 0 ou yOA0 ' 1+ donde
conclui-se que lxAn 0 OU pAC n 0. iStO é ÂQT-. A

O teorema 2.4 afirma: nun bístena, incompressível
quase todo ponto de cada AeA retorüã ' 8 A infinitas vezes.É
natural perguntar durante que "fiação do tempo'' o estado do
sisteng físico ocupa un determinado conjunto A6A. Mais pre'
cisamente: dada uma fase x6X (para o presente propósito nao
õ necessário exigir que xeA) , forrámos. para cada inteiro
não negativo n. a razão n

à'*}.:«,}*
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e procuramos obter o limite desta sequência de razões qual
do n +n.

A existência deste liníte (en algum dos conceitos
de. l i.leite) e, quando ele existe, suas propri.cidades consti-
tuon os chanados TEOREMAS ERC6DiCOS. O problema do tempo m!.
dio do residência em A 6. então. o problema da convergên-
cia de.Cesaro para a sequência

IAx. IATE..'IATzx:. ....
e o prinoiro passo sigam.flcante. nesta +ireção fbi dado qual
do se procurou resolver este problona para una função

fGH(X.A)
no lugar da particular função IAeH(X,A) .

Existo una boa quantidade de Teoremas Ergódícos. O
toorona 3.3 é un deles. denominado TEOREMA ERGÓDICO INDIVI-
DUAL, devido a G.D.Birkhoff e F.Riesz. som dúvida algula8 0
mais i.nportante numa introdução à -Teori.a Ergódica. A donong.
oração pode ser encontrada em t S ] Malhas, pãg. 18-21.

p.!flB.!ç40 3.6 (X.A.p) um espaço de fodida e f61{(X.A).
Uma VERSÃO DB f e-qualquer função g6A{(X.A)
tal que yÍxGX: fx#gx} ú 0.

TEOREMA 3.3 Se 8 B (X,Á.T.u) é um sistema preservativo
rCP(X.A.p) , então:

d +f' {xex:Rà'. Eo 'g.}cA . pxi- o.
b) f':X +R definida por:

f'x B fn:n l ki0 ' se x6Xf
1. 0 , caso contrario

e

0
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é tal que f'el.l(x.A,ti),
o) f' possuo uma versão f' en H(X..AnJ).
d) Px< u iJ'f.ap B /f'.dp. O

A conclusão obtida no teorema 3.3.(d) pode não ser
válida se omitimos a hipótese adicional pX <n. coro mostra
o exemplo 3.10.

EXEHPL0 3.10 Sojün Xn R. T a transfomtação definida' por
TXn.X+l. p 8 nodída de-Lebesgue, 'f B lt0;1].
Claramente , f+ n 0 e

fí.ap n 1 + 0 n lí'.ap. Â

TEO se $n (x.A,T.P) é un sistema preservativo Br-
g6dico e se reLI(X,A.p). então f' (definida no
toorena 3.3) é p-constante com y-valor:

a) iàílí'dti. se tlX<n;
b) 0' . se pX n n.

PROVA O teorona 3.3(c) assegura que f' possue uma versão
f' en if(X.Ani). Cano S é ergódico. a proposição 3.6
assegura que f'6H(X.t), isto é. f' é y-constante.SÊ
ja aCR o y de f'. Como

{f # 8Jc{.f+ B f'. f' # aluÍf+ # f'}

segue plf+ #8ln 0 B, portanto. f+ é y onstanto.
a) Do teorona 3. 3(d) segue

Jí.ati . Jí'.aP . Ja.ap - a.yx+ a- -i$rÍf.dp .
b) Se o p-valor de f+ é a #O, então
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la.apl - la.pxl

contrariando.o teorema 3.3(b)

f+.dp B í'gP (x ,A , p ,)

n

Em outras palavras, o teorema 3.4(b) afi.rma:a ENEB
GIA MÉDIA ASSINTÓTICA f+x DA FASE xeX é igual, a menos que
x pertença q um conjunto de medida nula. à EI'lERGIA MÉDIA DO

SISA'EMA -illrlí'dp. Esta afirmação tem grande utilidade nas Z
aplicações &a Teoria Ergõdica ã Física

Condições suficientes para que um sistema seja er
gódico apresentam bastante interesse, quer do ponto de vis
ta matemático quer das apl i.cações.

TEOREMA 3.5 Seja S= (X,A,T,y) um si:stema preservativo tal
que yX <®. São equivalentes

i) S é un sistema ergódico;
ii) reli(X.A,p) +f' é p-constante.

PROVA afi.rmação (i + ii) é valida até sem a hipótese da
medida ser fi.alta, conforme o terrena 3.4. A afirma
ção (ii + i) seta provada utilizando a proposição
3.7: seja feMCX.Anl)nl.'(X.A,p), então f nfT e exis-
te f' (pela proposição 3.3 e pelo teorema 3.3) . lo-
go fuf+ e, por hipótese, f é y-constante, isto é,
feM(x,'r). o

Se Sa (X.A.T,y) é um sistena preservati.vo tal que
pXun e as energias médias assintõticas f' sejam p-constan-
tes para toda f€1.'(X,A,u), o sistema S não é necessariamen-
te ergõdi.co. Em outras palavras, se omi.termos a hipótese da
medida ser fi.ni.ta no teorema 3.5, (i.i) não é uma audição sg
ficiente para (i), como mostra o exemplo 3.11.
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EXEMPLO 3 .11 Sejam X=ZxZ. onde Z = {...,-2,-1,0.1.2....},T
a transformação definida por T(x,y) B Cx+l,y) ,
U anedidáde contagem.C].altamente; S = (X,A,T.y)
é um sistema preservativo e pXa o.. Coroas ''rg
tas horizontais" são conjuntos A-mensuráveis
invariantes hão triviais, S é um sistema não
ergõdico . Mais ai.nda

a) qualquer função não possua nenhuma versão
distinta de si mesma,

b) as "Tetas horizontais'' são os átomos de l,
c) gGH(X.Anl)nl.l(X.A.H) --É1-2-+ g B 0.
Portanto:

feLí(X.A,U) T:313 e (a)

f'61.l(X,A.p)nA((X.An l) .É-S2-> f'

....-.--...p f' é u-constante A

EXEMPLO 3.12 Sejam X= [O;l)x[0;1), T a transformação defi-
nida por T(x,y) ' (x,x+yEmod.]], y a medida de
Lebesgue. Com um pequeno esforço geométrico.
vê-se-que S-= CX,A.T,p) é um sistena preserva-
tivo. Como todo conjunto da forma BxEo;l),on-
de B é um boreliano.de [o;i), é A-mensurãve]
e i.nvariante, segue que S é não ergõdico.

Observe pXa 1 < n. Portanto, pelo teorg
na 3.5. existe feLÍ(X,A,p) tal que f' não ép-
constante: f= 1.. ande An[0;1/2)x[0,1), por
exemplo, é tal que f+ n f não é p-constante. A

Q!$ERVAc:Ag 3.:4 - Se Sn (X.A,T.P) é um sistema probabilísti-
co, preservativo e ergódico e AeA, o teorg
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ma 3.4Ca) afirma que a p-constante
precisamente PA. (Este fato possue una in
terpretação bem interessante).

ocriNiçAQ..:117 Sejam (X,A,T) uma estrutura e E um subcon-
junto não vazio de X. A :função

lrn: E + {1,2, . . . ,+n}
definida por

mi.nÍn>0 :T x\GE} , se este mz'numa exi.ste

caso contrario
é denoni.nada lç TEMPO DE RECORRÊNCIA DE E

P.8Q$$.! Ç4Q. 3. 8 Ca) Se (X.A,T) é uma estrutura e AeA, então
v. é mensurável (considerando em {1.2,

+n} a a-ãlgebra formada por todos os
subconjuntos).

(b) $e (X,A.T,p) é um sistema incompessÍvel
e AeA, então BÍxCA: lrAx nn} = 0.

PROVA (a) Se l s n < +n, então

An a&i lrA {n} ' AnT'laca. . .nT-(a-l)AcnT'BAGA

Por outro lado,

«::{.«} (U{An: l sn <e})cGA.

(b) É outra forma do teorema 2.3. 0

O seguinte teorema é devido a Kac (ver o boletim
da A.M.S. , 1947, pg. 1006) .

TEOREMA 3.6 - Se Sa (X,A,T.P) é um sistema probabilÍstico,
preservativo, inversível e ergódico, AeA e
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PA > 0 , então

J "*.., - :
A

Do teorema 3.6, obtemos

lk'JA'' p

cuja interpretação (bem interessante) é:o teD
po médio para um ponto de A retomar , pela l?
vez ao conjunto A é precisanente l/PA.
A ergodici.dado de S não pode'ser omitida no
teorema 3.6: se BeA é um conjunto invariante
(Tnx- 1, VxeB) não trivial (0< PB< 1) . então

H PB # ], Ü

OBSERVAÇÃO 3.7 Nos teor'elas deste capa'tule e do capx'talo
2, a hipótese do sistema ser preservativo
é frequentemente assumida. Também é bastan
te assumida a hipótese da medida ser fini-
ta



CAPITULO 4

KEÇ4ÇQEt 1111B.E.. UEOiOAS

Neste capítulo serão consideradas varias medidas
nun espaço nensurãvel (X,A) ou numa estrutura (X,A,T) e ce11

tas relações entre elas (rever a observação 1.4). Vamos in-
troduzir alguma notação:

M(x,A) representara o conjunto de todas as medidas a-fi
natas não nulas no espaço mensurável (X,A) .

M"(X,A) p (peM(X.A): UX < n}

M* (X.A) n qUeM(X,A) : UX = 1}

M(X.A ,T) B {v6M(X.A) : uT'' n u}
MbCX.A,T) = {HGM(X,A): tIT'ln p e uX< n}
MÍ(X,A.T) = {pGM(X,A): pT'Í= u e pX= 1}.

DE FiNiÇÃ0 +:l Seja (X,A,T) uma estrutura. Uma medida
uCMCX,A) é uma MEDIDA ERGÓDICA (respecti-
vamente ,: COMPRESSIVEL . INCOMpnESSfVEL , PRE-
SERVATIVO. PROBABILTSTICA) se , e somente se,

a sistena (X.A,T,p) é um sistema ergódico
(respectivamente , compressível , incompress.l
vel , preservativo , probabilístico)

DEFINIÇAQ 4.Z Um supor'rE DE ciMA MEDIDA peM(X.A) é um con
junto SeA tal que pS' = 0.

É Óbvio que cada medida peM(X,A) tem pelo menos um
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suporte: o conjunto X

ocrili14Q Sejam u,veM(X.A).
a) v é uma MEDIDA ABSOLUTAMENI'E CONTÍNUA(DM

RESPEITO A u (anote-se v<<u) se, e somem
te se, AeA e uA= 0 -+ vA = 0

b) v é uma MEDIDA EQUIVALENTE A u (anoto-se
v-u) se, e somente se,

v<<u e u<<v.
c) v é uma MEDIDA SINGULAR A y (anote-se

vlp) se, e somente se, existe um suporte
de v disjunto de algun suporte de p

K (p) = {'u : v6M(X,A) e v<<ul'

TEOREMA 4.1 Sejam (X,A,T) uma estrutura e u,veM(X,A).
a) v<<U e v compressz'vel -- u compressível
b) v<<u e u incompressível + v incompressível
c) v<<u e u ergódica + v erg6dica.
d) UeMD(X.A,T) + u incompressÍvel

eAQV4: - a) Segue imediatamente da proposição 2.1(i)
b) Segue imediatamente da proposição Z.ICii)
c) Segue inediatamente de :FucTD
d) É outra forma do teorema 2.5. ü

TEOREMA 4.2 Sejan (X,A,T) uma estrutura inversível e
UeM(X,A) uma medida preservativo e ergõdica
São equivalentes:

i) veM(X,A ,T) nK(u) ;

ii) existe c > 0 tal que

PROVA - (ii -, i) Trivi.al
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(i. -> ii) Pe].o teorema de Radon-Nikodym, existe uma
função feM(X,A) tal que

c') vA = 1 f.du, VACA

Seja AGA. Temos que

v(TA) - .IA f'dp.
Como vT'Í n v, segue

vT'l(TA)nv(TA) .'. v.Anv('rA) .'. f f-dynf f.dp
JA Jl&

e, como UT'''. = p, segue

L'.'« - L';..n,-b.
Pela ''mudança de variável'' , resulta

l í.du = 1 (fT).dp.

Da unicidade (em relação a p) da dera.veda de Radar
Nikodym. segue que f é uma u-versão de fT. Logo

D :Ê: {xeX: fx # fTxleA e uD = 0

T not U{TnD: neZJeA:n!

e, pela proposição 1.4, uD '0. A fuRGão f':X -> R dg
finada por

se xÊ$
se xe$'

satisfaz fiT = fl

xgiÍ+ TxeD ' f'(Tx) = f(Tx) = fx fl'x
xCS..+ TxeT+ f' (Tx) = 0 = f'x

Portanto, f'eM(X.Anl).
Cano p é ergódica, a proposi.ção 3.6 afirma que fl é
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U-constante com, di.gamas» u-valor c. De (') segue
vA = c'pA, VACA .

Como veM(X,A) , c é positiva. a

TEOREMA 4.3 Se (X.A,T) é uma estrutura inversível e

ueM'(X.A)

é uma medida preservativa e ergõdica, então,
para cada c > 0. a. equação vX : c possui uma Ú-
nica solução em M"(X.A,T) nK(y)

vc

PROVA ' v.eMb(X,A,T)nl{(p) e v.X=c. A uni.cidade decorre do
teorema 4.2. O

TEOREMA b.4 Se (X,Á..T) é uma estrutura inversível,
ueM'(X.A)

é uma medida preservativa e ergódica. uo
restrição de u a An,l,

v0€Mo(X,Anl) e v0<<p0'

e a

então exi.ste uma Única extensão de vO en
Mu (X,A ,T) nK(u) .

v.X
vl' é, pelo teorema 4.3, a única medida em
Mb(X,A.T)nK(p) que satisfaz vX:vOX. Falta provar
que vl é uma extensão de vO. isto é BeAn.l + vIB:vOB.
Seja BeAnl. Como p é erg6dica, ou uB B 0 ou vB' nO

0 -» vóB= 0

0

PROVA
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CC B'POB 0B

XUB : UX ''' vl 0

pBc
vOX

Ü

TEOREMA Se p.,p?CMbCX,A,T) são ergódicas,. então ou
UI ' U2 ou UllU2

Suponha que pl não ê uma medida equivalente a H2,iã
to é , existe BGA 'c&l que

ÍpIB - 0 e p2B > 0 o.u

i.tiIB > 0 e y2B ' 0
(')

pasta provar que plly2' Para cada iC11,2}, temos

lIB'dwi:piBS piX<n .'. IB6LI(X,A,pi).
Do teorema 3.4, segue que

\

, {*''-: :;*i :4}
ê um suporte da medida pj.. Por (+) , SlnS2: © 0

TEOREMA 4.6 Seja ueMb(X,A,T) . São equivalentes:
i) y é.ergódica;

ii) veK(U) + v é ergõdica;
iii) veMb(X.A,T)nK(p) + v é ergódica

PROVA - (i. + ii) Resulta do teoerema. 4.1(c),
(ii '+ j.ij.) Óbvj.o .

(iii + i) Trivial. pois HeMu(X,A,T)nK(p) Ü

TEOREMA 4.7 - Se p e v são medidas em Mb(X,A,T), p é ergód}.
ca e v<<u, então v - u.

PROVA O teorema 4.6 assegura que v é ergõdica.Segue do teg.
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rema 4.5 que ou v-p ou vlp (esta é impossível,pois
V<<P). Ü

Os três teoremas seguintes são as anãlogosdos três
teoremas anteriores para medidas de probabilidade. Suas de-
monstrações são, respectivamente, muito semelhantes .

TEOREMA 4.S' Se Pl-,P26Mi(X,A,T) são ergõdicas,
PI : P2 ou PllP2'

então ou
Q

TEOREMA 4.6t Seja Rema(X,A,T) . São equivalentes
i) P é ergódi.ca;

ii) veK(P) + v é ergódica;
iii) QCMÍ(X,A,T) K(P) + Q é ergódica Ü

TEOREMA 4.7' Se P e Q são nedidas em MÍ(X,A,T) . P é ergo
dica e Q<<P, então Q = P. ü

V(X,A) representará o conjunto de todas as medÍ-
dae aam tenaz finitas no espaço mensurável
(X , A.)

V(X,A,T) B {ueV(X.A): pT'* =p}.

Sejam V um espaço vetorial sobre R. ulGV, u2€V

[yl;p2] Batia.pl+(]-a)'y2: 0 sas l}.

OEFINIÇAO 1,+ - Seja V um espaço vetorial sobre R. EeV é un
CONJUNTO CONVEXO se, e somente se,

uleE. p2€E "> [pl;p2JcE.

DEFINIÇÃO 41:S - Seja E um conjunto convexo. peE é um PONTO
EXTREMO se , e somente se ,
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uleE, u2€E, ueEul;u2] '»u ' UI ou P: U2'

As afirmações abaixo são fáceis de serem verifica
das:

V(X,A) ,cam as operações abaixo, é um espaço veto-
rial sobre R

(Ul+P2)A : uIA+li2A,P/qq UIGV(X.Á) .y26 .V(X,A) .AeA

(a.p)A= a'pA. p/qq aeR, pCV(X,A) , AeA;
V(X,A,T) é um subespaça vetorial de V(X,A);

Ív é um espaço vetorial sobre R)
4' ; - ..;;:.-'. '-"'- .«.« }.E::.E*:".i'Ç:l"''
l.w é un subespaço vetorial de VJ
Mb(X,A) é un conjunto convexo em V(X,A) ;

Mb(X,A,T) é um conjunto convexo em V(X,A);
Ma(X.A) é um conjunto convexo em V(X.A) ;
MI(X,A,T) ê um conjunto convexo em V(X,A)

(A2)

(A3)

(A4)

(A5)

CAÓ)

CA7)

TEOREMA 4.8 Se u é um ponto extremo no conjunto
Mb(X,A), então p é ergódica.

convexo

PROVA Se p não é ergódica, existe Bemol tal que pB>0
pBc>.0. As medidas ul e y2 definidas por

pIA' UX.p(BnA) e p2A---!!X.p(BcnA)
satis fazem

e

pieMb (X,.4) ,P2€Mb (X ,.A) ,

p '-tÇ''ul + -liB' .p26[pí ;p2] ,

H # pl e U #p2

I'ogo, ti não é um ponto extremo. 0
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TEOREMA 4.8t Se y é um ponto extremo no conjunto
Mb(X,A.T), então U é ergódica.

convexa
0

TEOREMA 4.8ti se p é un ponto extreno no conjunta
MI (X,A) , então u é ergódica.

convexo
B

TEO RElhA l}.8iti Se u é um ponto extremo no conjunto
MÍ (X,A.T) , então u é êrgódica.

convexo
Ü

EXEMPLO 4.1 Seja X n {1,2,
da por

.r} . T a transfornação defin.}

fx+l, se x # r
Tx B {

1 1 , Se X = T.

Como Anl = {©,X}, qualquer medida em M(X,A) é

ergódica.
Para cada c > 0,seja p. a medi.da quea cada cog
junto unitário associa o número c > 0. Então
1) p,eMb(x,Á.,T)cMb(x.A), vc > o

2) tic ' 't'P3c+'T'Uc/3C[P3c;Pc/3], Vc >0

3) pc #y3c e Hc.# pc/3' Vc > 0
Portanto, p. não é un ponto extrema, quer em

Mb(x,A,T) quer em Mb(X.A) , apesar de ser ergo.
dica.. A

EXEMPLO 4.2 Sejam X = {1.2}. T a transformação definida par
TI = 2 e T2 = 1.

Cano An] = {g.X}, qualquer medida en M(X.A) é

erg6dica.
Para cada ce[0;1]. .seja P, a probabilidade em

M(X,A) tal que P,{l} =c, P.{2} : 1-c
Se cG(0 ;1/3) , então :
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1) Pc : T'P3c + T'Pc/3G[P3c;Pc/3]

2) Pc # P3c e Pc # Pc/3'

Portanto, para qualquer ce(0;1/3) , Pc nãos um
ponto extremo em M'(X,A) , apesar de ser ergõ-
dica. A

Os exemplos 4.1 e 4.2 mostran que as recíprocas dos
teofenas 4.8, 4.8' e 4.8'' são falsas, mas não hã templos pâ
ra mostrar que a recíproca do.teorema 4.8'" é falsa.

TEOREMA 4.9 - Se P é uma medida ergódi.ca em Mi(X.A.T) , en-
tão P é um ponto extremo no conjunto convexo
M'(X,A,T)

PROVA Se P não é àm ponto extreno em Ma(X,A,I'), exlsteH
PI'P2€MÍ(X,A,T) tais que PI # P2e existe ae(0;1) tal
que P = a'Pl+ (l-a)'P2' Portanto
1) Pl<<P

2) Pl# P (pois PI : P - PI : P2).
Pelo teorema 4.7', (1) e (2) constituem um absurdo.

0



CAPTTUL0 5

ALGUNS TÍPICOS RELEVANTES

os tópi.cos abordados neste capa'tela podem ser vis-
tos como ''aplicações'' da Teoria Ergódica aos Processos Esta
cãsticos Estacionários.

O termo''aplicações''esta entre aspas pela seguinte
nota no rodapé'iâa pg. 1002 do Boletim da A.M.S. (1947)

?hat the t;heoz'Z/ o.f otationaz'g etoo;zast c pz'aaeaaea
8 mat;hemat eaZZz/ equ'EoaZent ü t7z an rPergod c" t/zeg.

z,y (to toich one 8 azar &ed by dZ/nam caZ cone dera
t oneJ aaa eZea?Zy z'eaogné ed by J.E.Doou, St;oahal
t e Ppoceaaeo and Star 8t ea» Proa.Fat..Aaad.Sc{.t/.
$.4'., tJoZ.20 rZ934 9 Pg. 3'76-379.H

o ente matemático básico neste traba].ho é um RISTE.
MA. nã alguns sistemas que são fornalmente distintos,mas sao
idênticos do ponto de vista matemático. isto é.i.somorfos.

DE FINIÇAQ 5 .1 .1 (XI'AI'TI) e (X2'A2'T2) são ESTRUTURAS l
SOMORFAS se, e somente se, existo uma a
plicação +: XI'>X2 tal que:
a) + é injetora e sobrejetora

b) +AlcA2 e +''A2cAI .49
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c) 4'Tlx : T24'x. VxeXI'

Para definir sistemas isomorfos é necessário negl.}
genciar eventuais conjuntos de medida nula

DE F l N ! ÇAg (xl'ÁI'TI ul) e (X2'A2'T2'u2) sãa SISTE-
MAS ISOMORFOS se, e somente se, existem
dois conjuntos, YI e Y2' e uma aplicação

: YI + Y2 tais queJ. H

a) YieAinli' VieÍ1,2}
b) u.iY? ' 0, VieÍ1,2}
c) + é injetora e sabrejetora

d) +(YlnAI)cY2nA2 e +'l(Y2nA2)'Y].nAI
e) 4-Tly : T2$y, VYGYI

f) y2A :pl$'1A, VAGY2nA2'

Nas condições da definição 2, as estruturas
(Yi' YinAi' Si),

onde S: denota a restrição da transformação Ti ao conjunto
y.i, ieÍ1,2}, são isomorfas.

EXEMPLO 5.1 .1 Seja r 2 2 um número inteiro. Seja SI o sis-
tema r-ãdi.co Crer exemplo 1.6). Seja S2 o
sistema cujo espaço fase é o conjunto de tg
dos os números complexos de medula unitário,
cuja a-ãlgebra é a gerada pelos arcas, cuja
transformação é definida por

2

e a medida é aquela que a cada arca associa
Q seu comprimento dividido por 2'n, de moda

que u2X2 : l.
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E fácil ver que sl e s2 são isomorfos cam
YI : XI' Y2 : X2 e + definido por

+x = cos (2TX) + i sen(2lrx) . A

EXEMPLO 5 .1 .2 Sejam(Xt'AI'UI) e(X2,A2,U2) como no exem
plo 5.1.1. Seja ceX2' Sejam TI e T2 defina
das por

-JlJ11i..=-(mÓd.l) e 'r2z

Com Y. , Y? e + como no exemplo 5.1.1, temos
novamente dois sistemas isomorfos. Â

OBSERVAÇÃO 5 . 1 . 1 É bastante trivial verificar que isomor-
fismo, quer de sistemas quer de estrutu-
ras, possui as três propriedades de uma

relação de equivalência: reflexa.cidade,
simetria , transitividade .

OBS ERVACA0 5 . 2 . 2 Para cada inteiro nz o, as n-ésimas po-
tências de duas.esQ'usuras isomorfas (dois
sistemas isomorfos) são estruturas isa-
morfas (sistemas isomorfos). Se as estro
'Lutas (os sistemas) são inversa.fieis,este
resultado estende-se para todo inteiro n.

5 .2 - S l STEMAS DE BEKNOUÇÇ!

Nesta seção seta apresentada uma classe de siste-
mas muito importantes para a Teoria Ergódica, os Sistemas de
Bernoulli. Esses sistemas podem ser apresentados de diver-
sas formas; serão aqui introduzidos com um enfoque da Teo-
ria da Informação para dar uma pequena ilustração das apli-
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cações da Teoria Ergódica a esta teoria

Consideremos um ALFABETO finito com r LETRAS (isto
é, sinal.s distintos) n. A esse alfabeto associamos a a-ãlgg
bra 2sd, formada por todos os subconjuntos de Q.

Escolhemos um instante no tempo para origem (t = 0)
e uma certa quantidade de tempo para unidade (essa quantidâ
de pode ser l segundo, 3 minutos, 7 horas, etc.)

Imaginemos uma FONTE GERADORA que. em cada intervâ
lo unitário [n-];n) do tempo, esco]he uma letra w.eQ de a-
cordo com uma lei de probabilidade p em (Q,2") que, além de
não considerar as letras já escolhidas em perz+odos anterio-
res, não se modifica com a passagem do tempo. O experimenta
dor recebe as letras escolhidas pela fonte geradora através
de um CANAL DE TRANSMISSÃO no instante n.

Consideremos somente dois casos

a) a fonte geradora sempre existiu e assim procedeu, e-
xiste e assim procede, existira e assim procedera pg.
ra sempre (l= Z= {...,-2,-1,0,1,2....}) ;

b) a fonte geradora ''nasceu'' no instante t= 0, existira
para sempre, procedeu assim desde seu nascimento e
procedera assim para sempre (l :N: {1,2,...}).

Cada sequência l-infinita, leÍZ,N}, de realizações
do pequeno experimento (n,2''.p) pode ser vista como uma re3.
lização de um grande experimento (X,A.P) : o espaço de probg
bilidade produto do pequeno experimento (ver [ 4] calmos)
Assim, um particular resultado do grande experimento (isto
é, um ponto xeX) é uma sequênci.a l-infinita de pontos de n
(uma aplicação de l em çz) , denominada uma MENSAGEM l-infini
ta
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Í(...,w.2'w-l'wo'wl'w2'...),se l :Z
X B 'i

l(wt'w2 'w3' ' ' ') ,se l :N
(1)

O grande experimento nãa pode ser encaixado na teg
ria frequentista da probabilidade, uma vez que uma de suas
realizações utili.za todo o tempo futuro.

Para cada n€1, a aplicação mensurável h.: X+Q de
finada, usando a representação (1) acima, por

(2) hn(x) : wn

é denominada n-ÉSIMA PROJEÇAO.

Vamos intercalar nesta exposição uma interpretação
que pode ajudar a compreender o que vai ser apresentado.

tNTERPR!!AÇ4Q - Una mensagem xeX é escolhida pela fonte ge-
radora de acordo com a lei de probabi.lidado

P antes de ser iniciado o tempo. Em cada perz'odo unitário
[n-];n) do tempo, e]a envia ao experimentador através do cg.
nal de transmissão uma letra da mensagem x que ela escolheu
h.(x) , a n-ésima projeção da mensagen x. A mensagem x esta
determinada (ela foi. escolhida antes de inibi.aro tempo) ,mas
é desconhecida pelo experimentador, que vai conhecendo suas
projeções na medida en que o tempo se escoa. Ao tempo n. a
experimentador conhece apenas as projeções hk(x) , para ksn.
A mensagem x será inteiramente conhecida somente após todo
o tempo passar. ü

Desloquemos o tempo uma unidade.Seja T:X+X a tranâ
formação definida por

(3) hn(Tx) : hn+l(x) .

Na representação (1) acima, ten-se



1( . . . ,w.l 'wo 'wl ''w2 'w3 ' ' '
TX 'l(w,.w;,w.,...)

A transformação T possui as seguintes
(pl) T é A-mensurável
l.póJ ri : r

f[ = Z + T é ].-] e sobrem(ps) 4 '
l.i = N -- T é r-l é sobrej

portanto (X,A,T,P) é um sistema proba
vo (inversz'vel,no caso em que 1 = Z). C

(4) hn(x) :hl(Tn'lx) ,

a l-ésima projeção e T permitem conhec
e, portanto, a mensagem x (qualquer qu

INTERPRETAÇÃO (cont.) - Conhecer a mer
radora escolhe

ções hk(x), k€1. O deslocamento T traí
ao tempo n, o experimentador conhece a
ra k sn+l. Para cada m> 1, a transfonr
po m unidades de modo que, ao tempo n,
nhece as projeções hk(x) , para k sn+m.

Quando 1 = Z(l=N) , o sistema (
SISTEMA BILATEI{AL CUNILATERAL) DE E

OBSERVAÇÃO S.2.1 Se A é também un a]
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Í(... ,w.I'wO'wl'w2'w3'...), se 1 : Z
' 'Í (w2 'w3 'w4 ' ' ' . )

A transformação T possui as seguintes propriedades:
(pl) T é A-mensurável

(p2) PT'l : P
ÍI = Z + T é 1-1 e sobrejetora

(P3) 'çr+ .. ..+ .+
l.i = N -- T é r-l é sobrejetora,

portanto (X,A,T,P) é um sistema probabilística preservati
vo (inversa'vel,no caso em que 1 = Z). Como

, se 1 = N.

(4) hn(x) - hl(Tn'lx). Vn€1 e VxeX,

a l-êsima projeção e T permitem conhecer todas as prajeções
e, portanto, a mensagem x (qualquer que ela seja)

INTERPRETAÇÃO (cont.) - Conhecer a mensagem x que afonte ge

radora escol.heu é. conhecer as proje
ções hk(x) , k€1. O deslocamento T transforma x de modo que,
ao tempo n, o experimentador conhece as projeções hk(x) , p2
ra k sn+l. Para cada m> 1, a transformação Tn adi.anta o tem
po m unidades de modo que, ao tempo n, Q experimentador co-
nhece as projeções hk(x), para ksn+m. ü

Quando 1 = Z(l=N) , o si.stema (X,A,T,P) é denomi.nado
SISTEMA BILATERAL CUNILATERAL) DE BERNOULLI GEI{ADO POR
(n,2",P).

QgltBMAÇ4Q S.2:1 - Se A é também un alfabeto fmi.to oom r le
trás e q é uma probabilidade em (A,2n)
que ''atribui os mesmos valores que p'',iã
to é, existe uma aplicação a:Q+A tal que



i) a ê l-l (e, portanto, sobrejetora)
ii) pÍw} = qlaw} , VweQ ,

então os si.stenas bilaterais (unilate-
rais) de Bernoulli gerados por (Q.2",p)
e (A,2',q) são claramente isomorfos. Em

particular, se substituirmos p por uma
probabilidade p' em (S}.2") que atribui os
mesmos valores que p, os sistemas bi.lato.
Tais (uni.laterais) de Bernoulli gerados
por (Q,2'',p) e (Q,2".p') são claramente
isonorfos.

NOTAÇÃO Vamos representar (Q,2",p) pela matriz

u - ]:l :] ::: :](5) w2

P2

e, em virtude da observação 5.2.1, canos
anotar os sistemas (bilateral e unilate-
ral) de Bernoulli gerado por (n,2",p) sg
mente por

SBZ[PI ;P2 ; ;pr] e SBNtpl;p2;

respectivamente, omitindo qual é o alfa-
beto Q (que não é importante do ponto de
vista matemático) e a a-álgebra 2" (pois
sempre é ela a a-ãlgebra associada aos
conj untos finitos)

ÇXç[! 11çQ ! : ? : ] - Sejan

u - l,=. .1:0,4

C
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a b c

zero 0,4 0,4

m[ rl 2 3 4]
l l - l l .
Lqj L0,4 a,4 0,2 zeroJ

Quaisquer dois dos sistemas bilaterais (y.
ni].aterais) de Bernoulli gerados por

(Q.2Ç},P).(a,2Q,P'),(A,2A,q)
são isomorfos e representados por

SBZ Czero;0,2;0 ,4;0.4]
(SBNtzero.;0,2 ;0 ,4 ;0 .4]) . A

O exemplo 5.2.1 sugere as perguntas, cujas respos'
tas são afirmativas , abaixo :

SBZtzero;0,2;0,4;0.4] é isomorfo a SBZ[0,2;0,4;0,4]?

SBNEzero;0,2;0,4;0,4] é isomorfo a SBN[0,2;0,4;0,4]?

Prosseguindo nesta direção, são isomorfos:
SBZE1/2;1/2] e SBZE1/3;1/3;1/3]?
SBZE1/2;1/2] e SBNE1/2;1/2]?

SBZE1/2;1/2] e SBNE1/3;1/3;1/3]?

A resposta a questões deste tipo serão dadas utilizando o
conceito de entropia (Capz'Lula 6)

Vejamos dois exemplos de isonorfi.smas menos tri
viais que os da seça0 5.]..

EXEMPLO 5.Z Seja r 2 2 um numero inteiro. Sejam Q = {0,1,
r-l}. p a probabilidade em (Q,2") defi-

nida por pt0}:pllJ:...=ptr'll:F, SI '
: (XI'AI'TI'PI) o sistema unilateral de Bel
noulli gerado por Cn,2'',p) ,S2:CX2,A2,T2,P2)
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o sistema r-ãdico (ver exemplo 1.6)

Un número mexo = [o;]) é denominado um NÚME-

RO RACIONAL r-ÁDICO se, e somente se, exi.s
tem Reli,2,...} e kCÍO,l,...,r''-l} tais que
x =--E.-. Esses números admitem duas represen'
taçães na base r. Para exemplo.ficar, considg
remos r = lO .

0,0999l
=

o.1000
26

10z

2S999

26000

0,998999

999000
999
10a

Uma das duas representações de cada nÚmeror3
ci.anal r-ãdi.co é constituída por no máximo g
ma quantidade finita de algarismos diferen-
tes de zero.

Seja YI o conjunto cujo complementar é forma:
do por todas as mensagens constituídas por no
máximo uma quantidade fmi.ta de algarismos d}
ferentes de zero. Y? é uma união enumerãvel
de conjuntos fmi.tos , portanto enumerãvel ,po.=
tanto Y11eAI e PIYC nO. Além disso.TlIYC =YC,
portanto YÍ€1l' Logo YleÁlnll

Seja Y2 :X2'A aplicação p:YI 'Y2 definida por

W(wl'w2' .}:+
satisfaz as condições (c),(d).Ce),(f) da de-
fi.niçãa 5.1.2; portanto, SI e S7 são siste-
mas isomorfos. (Para verificar as condições
acima, deve-se usar o fato que os racionais
r-ádicos constituem um conjunto denso enume-
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rãvel em [0;1) e, portanto, a c]asse
C =1[0;qJ: q é um raciona] r-ãdi.co}

gera A2 e determina P2') A

EXEt4P L0 5 . 2. 3 Sejam r,a,p,XI'YI'X2 A2'P2'+ como no exem-
plo 5.2.2; seja s3:(X3'A3'T3,P3) o siste-
ma bilateral de Bernoulli gerado por

(Q,2",P)
A apl i.cação a:X3 '» XlxXI definida por

,w-2 'w-l 'w0'wl 'w2'' ' ') :
( (WI 'w2 + ' ' ') , (wo 'w-l 'w-2 '

a(.
) )

é claramente bijetora. Seja Y3 'a'x(YlxYI).n . V + +

Temos que Y!eA3' P3YC eO, YCe13' Y3€A3rt13

Vamos montar um sistema S4 : (X4'A4'T4'P4) .l
somorfo a S3' Aaplicação aeo exemplo 5.2.2
sugerem que (X4'A4'P4) seja o espaço de prg
babilidade produto (X2'A2'P2)x(X2.A2'P2) .ig
to é, X4 :[0;1)2, A4 a a'ã]gebra de Bore] de
X4 e P4 a medida de Lebesgue em (X4'A4); sg
gerem também que Y4 : X4' Sej am

ül'a2' X3 '> XI

as aplicações definidas por

al( pW- 2 IW-l sw0 !tvl +w2 + ) : (w]. ,w2 ' )

)W- 2 )W-l IW0 tWI iW2 l ) ' (w0'w-Í'w-2'' ' ')

Continuando as sugestões anteriores, seja
+: Y3 ' Y4 definida por

+y = (+aly,+a2y)

A defi.nação de + e a condição (e) da defin.i
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ção 5.1.2 determinam T4: X4 +X4' cuja fõrmg
la é

T4(',H ' I''a(«óó.n, tÇ}Ü'rl
onde [r'a] é a parte inteira do produto r'a
O desenho abaixo mostra como atua a trens
formação T4 no caso em que r B 3.

0 1 /3 2/3 1 0 l

O movimento feito por um padeiro quando es-
ta fazendo a massa para um pão é semelham
te ã transfonnação T4 no caso em que r = 2,
daz' s. ser denominado um SISTEMA DO PADEIRO.

Â

OBSEny4ÇAO s.2.2 Em virtude da simetria e da transitivida
de dos .isomorfismos, o sistema S. doexeD
plo 5.2.2 é isomorfo ao sistema S7 do e-
xemplo 5.1.1, pois cada um deles é i.so-
morfa ao sistema r-ãdico

Seja k um inteiro positivo. sejam QI'... ,Qk€2u su.b
conjuntos não vazios de Q e nl'... ,nk€1' o conjunto

(6) B H {xeX:hn.(x)enl' 'hnk(x)GQkleA
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é cha)nado um RETANGULO. Os números n. ,...,nt.€1 são denomi
nados COORDENADAS DO RETANGULO B. Anoto-se:

C(B) : {nl'. . . ,nk}

!glêSAO - Vamos representar por An a classe formada pejo coE
junto vazio e por todos os subconjuntos de X que
são ulaa união finita de retãngulos disjuntor

A classe AO é.uma ãlgebra geradora do a-álgebra A

A medida P é definida de modo a bati.afazer aseguiB
te propriedade: se A e B são retângülos tais que

C(A)nC(B) B 0, então P(AnB) n PA'PB.

Se. na expressão (6),todos os conjuntos QI'..., Qk
são conjuntos unitários, então B é denominado RETÃNGULO ATg
MUCO.

5 . 3 - ''MIX l N G''

OE F ! l! IÇAR 5..31 Um sistema probabilístico (X,A.T,P) é
SISTEMA ''MIXING'' se, e somente, se

lim p(AnT'nB) B PA.PB, VA,BeA.
11-»a '' ' -

um

TEOREMA'5.3 Se S = (X,A,T,P) é um sistema ''fixing'',então
S. é um sistema ergódíco.

PROVA Seja BGAnl. Então

T'nB = B e p(BnT'nB) P(BnB) = PB, Vnzl

Por hipótese
lim p(BnT'nB) n PB.PB
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Portanto:

PB=(PB)2 "+ ou PB=0 ou PB=1-+BeT. 0

TEOREMA S.3.2 Seja S = (X,A,T,P) um sistema probabilÍstico
preservativo inversz+vel. São equivalentes
i) S é um sistema ergódico;

ii) [:n l .knOp(AnTkB) n PA.PB, VA,BeA. []

TEOREMA S,313 Seja S B (X,A,T,P) um sistema probabill'sti.co
preservativo inversz'vel. São equivalentes:

i) S é um sistema ''lnixing'' ;

ii.) ]im p(AnT'nA) B (PA)a. VAGA. []

O conceito de si.stema ''mi.xing'' jã foi bastante ge-
neral i.fado. Definições , resultados e exemplos encontram-se
em alguns dos recentes trabalhos de Chacon, S. Kakutani, N.
A. .Friedman, D. Ornstein, England e bÍartin, V.A.Rokhlin, e2.
tr:e outros. Uma descrição sumária desse desenvolvimento po-
de ser encontrada, junto as demonstrações dos teoremas 5.3.2
e 5.3 . 3 ,em [6] Petez'sen.

LE14A l-Se (X,A,u) é um espaço de medida tal que yX<n,então

juA - pBI s y (AÂB) , VA,BeA.

PROVA - luA-pBI = ly(A-B) +p(AnB) -u(B-A) -pCBnA)l :

- ly(A-B) -p(B-A)lsp(A-S) +p(B-A) :u(AAB).0

LEMA 2-Seja c>0. Se x,y,a,be[0;1] são tais que

jx-al < c/2 e l y-b 1 < c/2 , então lx.y-a'b 1 < e
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PROVA - jx'y-a'bl = lx.y-x.b+x'b-a'bj= lx'(y-b)+(x-a)'bl s
s lx'(y-b)l+l (x-a)'bl =x.jy-bj+lx-al.b g jy-bj+jx-aj<
< e/2+ c/2 =c. . Ú

TEOREMA 5.3.4 Sejam S= (X,A,T,P) um si.stema probabilÍsti-
co preservativo, F uma ãlgebra geradora de
A . São equivalentes

i) S- é um si.stema ''fixing'' ;

ii) lzm P(AOnT'nB0) ; PA0' PB0. VA0'B0€F

PROVA (i-'ii) Trivi.al
(ii+i) Sejam A,BCA. (Precisamos provar que. para c2

da c>0, existe um inteiro positivo n. tal que

n2nr '+ IP(AnT'nB) - PA.PB l <c
Seja c > 0 arbitrário.

Pe[o teorema D ([ 4] Ralhos. pg.56),existem A0'B0€F
tais que
1) P(AÂA0) <e/8 e P(BABA) < c/8.
Por (1) e pela proposição 1.4
2) P(T'nBAT'nB0) =ptT'n(BAB0)] :P(BABA) < c/8, Vnzl

Apenas pelo fato de A,A0'T'nB!..T'nB0 serem subcon-
juntos de X:
3)(AnT'nB)A(AOnT'nB0)c(AAA0) u (T'nBAT'nB0) , Vnzl.

Por (1) , (2) e (3)

4) P[ (.AnT'nB)A(AOnT'nB0)] < c/8 + c/8 : c/4, Vnz]

Por (4) e pelo lema l
5) IP(AnT'nB) -P(AOnT'nB0)l <c/4, Vnzt

Por hipótese, para cada 6 > 0, existe um inteiro po-
s i.tive n. tal que

6) n zn6 -' IP(AOnT'nB0) - PA0'PB0 1 < 6.
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Por (5) e (6)

7) n 2 ne/+ 'p IP(AnT'nB) - PA0'PB0 1 < c/4+c/4=c/2.
Por (1) e pelo lema l

8) IPA0-PAI <c/8 e IPB0-PBl<e/8.
Por (8) e pelo lema 2

9) l PAo'PBo - PA'PB 1 < c/4 < c/2
Por (7) e (9)

n2nc/q '» IP(AnT'nB)- PA'PB I'<c/2+e/2nC. O
5 3.5 - Os sistemas de Bernoulli são sistemas ''fi-

xing'' (portanto ergódicos, pelo teorema
5 . 3. 1) .

TEOREMA

PROVA Vamos aplicar a teorema 5.3.4 na ãlgebra A0: sejam
A,BeA0' Inici.almente, vamos supor que A e B são doi.s
retângulos não vazios. Seja na a maior coordenada de
A e seja nn a menor coordenada de B. Então

n > 1+ jnAI + InBI + C(A)n.C(T'nB) =g,

portanto
p(AnT'nB) PA. PT'"B B PA. PB

Logo,

lim P(An'r'"B) = PA'PB
R'bn

$e A,BeAn, A # @ e B #g, então
a k

An UA: e B= UB:,
i=1 l j:l J

onde os AI 's,e os B.i's,são retãngu].os (atómicos,
necessário) dÍsJ'untàs. Portanto:

se
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lim P(AnT'nB) l iln }l
H+w i=! nT'nB:)E.P(Ai Jj=i

m k m k

i=1 j=1 R'!m P(AinT'nBj) : iEI jllipAi'pBj :
PA.PB

$e A,BGA0, A:g ou B=g, então é óbvia que
lim P(AnT'''B) = PA'PB. D

Todo .sistema probabilt'sti.ca não ergódico não
xing'' (teorema 5.3.1). Entretanto há também sistemas proba-
bilz'sucos ergódicos que não são ''fixing'', como mostram os
exemplos 5 . 3.1 e 5 .3 .2

EXEMP L0 5.3.1 Seja r 22 um número inteiro. Sejam Rali,2,
.r}, A de acordo com a observação 1.7, T

e P definidas por

{ e PÍx}
1 1 ; se x = r

9

Tx
Se X # T l

r

Como os {inicos invariantes são X e g, este
sistema ê erg8dica. Por outro lado, fazendo
A =B = {1} , tem-se

Íp€1} )se nele , 2.T, 3'r
caso contrario.

lim p(AnT'nA) ; logo,
il'kao

esse sistema não é ':fixing''

P(AnT'nB)
.)

Portanto, não existe

A

EXEMPLO 5 .3 .2 Seja S. o sistema considerado nos exemplos
3.5 e 3.6 com c" # 1, para todo k>0.



Seja A : B : semicircunferência superior.Como
{cn:nzl} é denso em X, hâ infinitos valores
çn prÓxi.mos de 1; para esses va.lotes,

P (AnT'nA) = PA = 1/2

Por'-anta,
lim P(ArIT'nA)

se existir, não seta PA.PA=1/4, ].ogo esse
sistema não é''fixing'',apesar de ser ergõdi-

Âco

4 -. s l STEnAS DE m8B.89y

Nesta seção será apresentada uma classe de siste-
mas mais geral que a classe dos sistemas de .Bernoulli. Eles
podem ser introduzidos e interpretados como na seção 5-2;P.â
ra evitar repetições, aqueles aspectos não serão expli.cita-
das novamente, mas é conveniente tê-los em mente

Sejam r,Q,2Q,Z,N,l.X,A,hn'T como na seção 5.2. A
medida P é. entretanto, diferente: hã possibilidade de cada
letra escolhida pela fonte influenciar na escolha da próxi-
ma letra da mensagem, mas a passagem do tempo (a transforma
ção T) não altera a lei de prababilidadé que rege. o grande
expe.cimento . Em outras palavras,

(1) PlhnGn0'hn+leQI'...,hn+k6Qk}

PÍhm.bnGQ0 'hn+n+leQI ' .. . ,hn+n+kefZk} '

VnCI , Vk,m > 0. V'Q0'íll''

Vamos introduzir a medida P. Seja 1: QxQ'- [0;1] U
ma MATRIZ ESTOCÁSTICA, isto é,
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(z) anil(wo 'w) ' 1, v\foca

Seja p: n+[0;1] um VETAR ESTOCÃST]CO invariante sobre lr.iâ
to e

(3) } P(w) : l

(4)
vBQP(w)'lí(w,wO) : P(wO) , VwOCQ

Seja P a ún.ica medida em (X,A) que satisfaz

(5) PÍhn:w0'hn+l :wl'... ,hn+k:wk} '

' p(wO) ''E(wO 'wl)' . ..'7r(wk-l'wk)

VnCI , Vlt>0, \r+J0 'WI ' ,wk"

Quando 1 = Z (1 = }4), o sistema (X,A,T,P) é denomina
do SISTEbíA BILATERAL (UNILATERAL) DE MARKOV GERADA POR
(Q ,2" ,lí ,P)

PROPOSJÇAg.S.4.1 - Os si.sterlas bi.],aterais (uni.lateral.s) de
Markov são si.stemas preservativos.Em par
'ocular, satisfazem a expressão (1). ü

OBSERVAÇÃO S.4.1 A estrutura de um sistema bilateral (un.i
lateral) de Markov e a estrutura de um
sistema bilateral(unilateral) de Bernou.}
li. são as mesmas (isto é, ismorfas),qual:
do ambos os alfabetos tem a mesma quant.i
dado de letras.

P RAPO SIÇA0 5.4.2 Os sistemas bilaterais (unilaterais) de

Bernoulli são sistemas bilaterais (unilZ
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tereis ) de Markov

PROVA - Basta escolher para F a matriz estocãstica definida
por

7r(wl'w) - rí(w2'w) ' pCw), Vw,wlF26Q'
D

OBSERVAÇÃO 5 .4. 2 Substituir Q por outro alfabeto Â com r
].eiras, estabelecer una aplicação bijetg
ra a: Q.+A, escolher a matriz estocãsti-
ca v' definida por

(6) 'n'(61'62) 'lr(a'161'a'162), V61'62€A

e escolher o vedor estocãstico p' defin.i
do por

(7) P' (6) = P(a':6) ,

é uma ati=vidade talvez interessante, mas
o sistema bi].ateral (unila'letal) de Mar-
kov gerado por (Â,2'b,K',p') é claramente
isomorfo ao sistema bilateral (unilate-
ral) de iqarkov gerado por (S},2",Tr.p). Em

particul.ar.se Q :Â e (r,p) :for substitui.
do por (I',p') dados pe].as expressões (6)
e (7), o sistema bilateral (uni.lateral)
de Markov gerado por (ç},2n,TT',p') é cla-
ramente .isomorfo ao sistema bilateral (E
nilateral) de Markov gerado por (n,2",n,
P)

NOTAÇÃO Para cada n zO. seja vn a n-ésima potência da ]üa
triz 'ae,para cada (wl'w2)Gaxn, seja
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qCwi'wP : i::i xn'*!."k(.:,.P
(Omitiremos a prova que cs'tc limite existe pat'a todo

(wl 'w2) eQXÍ2 ,

pois é uma decorrência imediata dos teoremas básicos sobre
Cadeias de Markov) .

As provas das proposições 5.4.3 e S.4.4 podem ser
encontradas em [ 2 ] Billingsley, pg. 31-33.

PBopo!!ÇAQ 5.4.3 Seja S um sistema de Markov tal que
P(w) > 0, VweQ.

São equivalentes:
i) S é um si.stema ergódico

ii) n é i.rredutzPvel;
iii) q(wl'w2) :P(w2) , V wl'w2€Sl;
iv) q(wl'Ü) :q(w2'w) , Vw.wl'w2€n;
v) q(wl'w2) > 0, Vwl'w2GQ'

l

n

PROPOR.lçA0 5.4.4 Seja S um sistema de Markov tal que
P (w) > 0 . VweQ.

São equivalentes
i) .S é um sistema ''mi.xing'' ;

ii) T é irredutível e aperiódica;
iii) lim x"(wl'w2) -p(v2). Vvl'w2m 0

N.A.Fri.edman e D.Ornstein (Advanced in Mathematics,
1970) provaram que cada sistema bilateral de Markov ''mixing'
é isomorfo a um sistema bilateral de Bernoulli.

0P$ERVAÇA0 5.4.3 - Para cada inteiro r z2 fixado:
a) a estrutura obti.da dos sistemas unil.g



Letais d.e Bernou].].i (ou de Níarkov) a-
pós a meti:Fada de unl conjunto enumer.ã
vel apropriado (ver exemplo 5.2.2) ê
isolnorfa ã estrutura do sistema r-ãdi
co: X = [0;1) e Tx = r'x (mad.l) ;

a estrutura obtida dos sistemas bi].a-
terais de Bernoulli(ou de btarkov) a-
pós a retirada de um conjunto não eng
merãvel apropriado (ver exemplo 5.2.3)
é isomorfa ã ''estrutura d.o padeiro'':
x = [o;l)2 e T B transformação do padei

b)

ã .PROCESSOS ESTOCÁSTICOS ESTACIONÁRIOS

Seja (Q,A,P) um espaço de probabilidade e seja X =
(XO,XI'...) uma sequência de VARIÁVEIS ALEATÓRIAS, isto é,

uma sequência de funções mensuráveis de (n,A) em (Rt,Bt) ,o2.
de Ri denota o conjunto dos números reais e Bi sua a-ãlge-
bra de BoTeI.

Seja (R",B") = (Rt,Bi)x(Ri,BI)x.... A sequência X

considerada como uma aplicação de (Q,A) -em (Rm,B"). é mensg
rãvet.

A quãdrupla ordenada (ç2,A,P,X) é denominada um PRg

CESSO ESTOCÃSTICO.. A probabilidade PX em (R",B") definida

CI) p.B : PX'l(B) : P(X'IB) 29Eé P{XCB}, VBeB'

é denominada DISTRIBTJ.[ÇAO DO PROCESSO ESTOCÃSTICO X (a ter-
na (ÍZ,A,P) será omitida, como é usual em Teoria das Probab.{
lidades)
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0B S E RVAÇ AO 5 :S ,J Algumas vezes é conveniente definir um
processo estocãsti.co como uma sequência
X=(....,X-l'X0'XI....). Em consequência,
defina-se
(R",B") =...(RI ,Bi)x(R' ,BI)x(R' ,B')x-

Um desenvo].virüento pára].elo ao que seta
feito nesta seção pode ser feito neste cg
se. Para evitar repetições.tais processos
estocãsti.cos bi.laterais serão omitidos.

Seja S R -+ R a transformação definida por

(2) S (xO 'xl ' (xl'x2' , V(xo.xl'...)eR'
Temos :

(3) (R".B",S) é uma estrutura não inversÍvel.

(4) para cada n zO, SnX é um processo estocãstico.

(5) (R ,B",S,PX) é um sistema probabilÍstico não inversz'vel,
denominado SISTEMA INDUZIDO .POR X.

Dizemos que X é um PROCESSO ESTOCÁSTICO ESTACIONÁ-
RIO se, e somente se, o sistema induzido por X é um sistema
preservativo , ou equivalentemente ,

C6) P{XO,X]....)eB} : P{(XI.X2....)eB}. VBeB

Como as potências de um sistema preservativo são sistemas
preservativos (proposição 1.4) . temos o segui.nte resultado:
X é um processo estocãstico estacionãri.o se, e somente se

(7) P{(X0'XI'...)GB} ' P{(Xn'Xn+l'..')eB}, VBGB' e Vnz0.
Heuristicamente, processos estocãsticos estacionários sao
aqueles que determinam, não importa quando as observações
(mediações) são iniciadas, a mesma di.stribuição.

l
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EXEMPLO 5 . 5.1 Cada sistema unilateral de Markov é, conve-
nientemente enfocado, um processo estocãsti
co estacionário. Neste enfoque, deve-se
a) tomar o alfabeto fot'nado por alguns

RUneTOS reaIS,
b) considerar o grande experimento como es-

paço de probabilidade,
c) considerar as projeções como variáveis &

leatõrias.
Em particular, os sistemas unilaterais de
Bernoulli são, enfocados desta maneira, prg
cestos estocãsticos estacionários. A

EXEMPLO 5.5.2 - Sc X.,X. ,... são variáveis aleatórias i.nde-
pendentes .identicamente distribui'das , en'uão

X' (X0'XI'...) é um processo estocãstico e2
tacionãrio. A

O teorema 5.5.1 fornece uma maneira de se obter,de
cada processo estocãstico estacianãrio, uma infi.nidade de
processos estocasticos estacionários .

TEOREMA 5.5.1 Se X é um processo estocãstica estacionário
e g é uma função mensurável de (R",B") em
(RI ,Bt),. então é estacionário a processo eâ
tocãstico Y =(Y0'YI'...) definido pot

Yn = gS''X, Vazo.

PROVA Pa.ra cada n 2 0, seja gn: R" '» Ridefinida por gn:gSn
Seja G: R' +R' de:finada por G: (g0'gl'...). As men-
surabilidades das funções gO,gl'... impli.cam na meB
durabilidade da transformação G. Além disso,
(*) Y = GX e . GS = SG
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Para cada BeB' , temos

= PvS'l(G'lli) = P{ GSXCB}(l:?P{SGXCB}(+)P{SYCB}

= P{YGS'IB} = Pv(S'IB) = (PvS'l)B,

o que prova que (R",B",S,PY) é um si.stema preserva
t ivo . []

Se X é um processo estocãstico estacionário. então
(R',B",S.PX) é um sistema probabilz'suco preservativo,por dg
fmi.ção.. O teorema 5.5.2 fornece uma maneira de se obter,de
cada sistema probabilístico preservativo, uma infinidade de
processos estocãsticos estacionários .

TEOREMA 5.5.2 Se T: Q -> ç2 é tal que (n,A,T,P) é um siste-
ma probabilístico pre.servativo e f duma fu2
ção mensurável de (Q,A) em (Rt,Bt),então é
estacionário o processo estocastico

Y : (YO 'YI' . . .)
definido por

= fTn, VnzoY.n

PROVA Para cada BGB", temos

Y'xB = {wC9: (fw,fTw,...)eBleA,
Y'lS-IB : {weç2:(fTw,fTzw,. ..)eB}GA,
weY'l'S-IB .+..-p TweY'IB, isto é, Y'lS-IB T-IY-IB

Portanto:

pyB : PU'lD-PT'lW'lD ' PU'IY'lD :

: P(Y'lS'IB) : PY.(S'IB). - (PYS'l)B. D

Para cada n zO, seja h.: R' -+ Ri definida por
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(8) hn(x0'xl'...) : xn' V(x0'xl'...)eR"

Seja H: R" '' R" definida por H.: (h0'hl'...).. E claro queh0'
h. ,... ,H são mensuráveis. O processo estocãstico
' (R",B",P.,H)

é denominado PROCESSO ESTOCÃSTICO INDUZA.DO POR X. O proces-
so estocãsti.co induza.do por X é estacionário se, e somente
se. o processo estocãstico X é estacionário (ambos induzem
ó mesmo sistema) .

Se feri(n.A.P), o.número real

é denominado ESPERANÇA DA FUNÇÃO f e anotado Ef
\

Se reli.(Q,A,P) e G. é uma sub-a-ãlgebra de A, a me
dada com sinal

(9) f.dPA€G
A

é absolutamente contínua com respeito à restrição de P a G.
Pelo teorema Radon-Nikodyn, existe uma Única função de Q em

Ri (esta função é Única no seguinte sentido: se duas ilações
tem as propriedades (lO) e (11) , então uma é P-versão da og
tra), anotada E(fje) , satisfazendo:
Ci0) E (fl G) é G-mensurável

l E(flC)'dP, VACA.
A

f.dP
A

A função E(fja) é denominada ESPERANÇA CONDICIONAL DA FUN

ÇAO f DADO' G.

Se f,fO 'fl ' são funções mensurável.s de Q em Ri ,
então
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{weSl: f+w ::: lim f.w exi.steleA
B->oa ''

e, portanto,
{f+=f} ::: {weQ:f+w=fwleA;

Se PÍf+nf} = 1, dizemos que f0'fl,... CONVERGE QUASE CERTA
MENTE a f e anotamos

l

TEO REMA 5.5 .3 Se T: Q + Q é tal que (Q,A,T,P) é um riste
ma probabilístico preservativo e

fGL''(n,A.P) ,
então

xn'l.:!.ÍTt ...E:E=. E(íiA«i) .
Q

TEOREMA 5.5.4 Se T: Q -, n é tal que (Q.A,T,P) é um siste-
ma probabíli'suco preservativo ergódico

fei.' (Q,A,P) ,

e

então

i l 'kno k q''.; Ef.
Ü

Os teoremas 5.5.3 e 5.S.4 são, respecti.valente, a-
daptações dos teoremas 3.3 e 3.4 áo contexto desta seção. Ê
conveniente reler: Obsevação 3.6, Definição 3.7, Proposição
3.8, Teorema 3.6 e Observação 3.7.

Queremos resultados análogos aos teoremas S.5.3 e
5.5.4 aplicados ao contexto desta seção: um processo esto-
cãsti.ca (Q.A,P,X) e o seu sistema i.nduzido (R",B",S,PX)

Seja I' = {BcR": B =S'IB}. Segue que:
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(12) BGI 4-+ B = S'nB. Vnz0

A classe I' é uma a-ãlgebra, logo B"nl' é uma a-ãlgebra. Pg
de-se pensar que B"al' é trivial (isto é. igual a {+,R'}).
por causa do modo como S atua, mas os exemplos 5.5.3 e5.5.4
mostram que este pensamento é incorreto.

EXEMPLO 5.5.3 - Para cada BeB" e para cada n zo, seja

K(B,n) : .Rl-4.! &Rt.ltB
n vezes

Para cada BeB ,

U K(B,n) € B"nl'.
n=0

Em particular .podemos considerar AeBi-Í$ ,Ri}
e B =AxAx. .. ; escolhendo aeA e bÊA tenos

Ca,b,a,b,a.b ,...) ÊB,

logo B #R". É claro que B 3'P. A

EXEMPLO 5.S.4 - Para cada bebi - {+,Ri},

Ã EgÚ n iÍ h;ltA e.B-.Z". An=0 ](=n "

Podemos trabalhar com o sistema (R',B",S.PV).Hã.e2
tretanto , muitos processos estocãsticos relevantes nos quais
uti.lizamos apenas parte da a-ãlgebra B' (por exemplo os prg
censos estocãsticos com espaço de estados enumerãvel ). Pa-
ra qué considerar os conjuntos BeB' tais que XweB, VwCQ?

Para contornar esse problema vamos definir novos
entes com as mesmas 3 palavras (invariante, trivial, ergódi
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co) e com os mesmos significados, porém, convém repeti.r.são
outros entes.

Um conjunto AGA é denominado tm EVENTO. Di.zelos que
um evento A é um EVENTO TRIVIAL se, e somente se, ou PA = 0
ou PA = 1. Sejam

.F' = {BeB': X'IB : (SnX)'IB, Vn>o} e

F B X'IF" : {X-IB: BeF-}

A classe FP'é uma a-ãlgebra tal que

l"'c 'F"',.ü'B"

A mensurabilidade de X implica, portanto, que F é uma sub-
a-ãlgebra de A. Dizemos que um evento A é um EVENTO INVA-
RIANTE se. e somente se, AGF. Dizemos que o processo esto-
cãstico X é um PROCESSO ESTOCÃSTICO ERG(ii)iCO se, e somente
se, todo evento i.nvari.ante é um evento trivial.

A expressão (13) implica: se X é um processo esto-
cástico ergódi.co, então o sistema induzido por X é um sist.g
ma ergódico.

TEO REMA 5.5.1' Se X é um processo estocãstico erg6dico e
g é uma função ]nensurãvel' de (R",B") en

CRi ,BI), então é erg6dico o processo esto-
cãstico Y = (YO,YI'...) definido por

Yn : gSnX, Vnzo

PROVA - A transformação G: R" + R", definida na provado teg
rema 5.5.1, é mensurável e além disso, YnGX eGS=SG.
Seja AeFY; existe BeF;lcB" tal que
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Y'IB = (SnY)'IB, Vazo

(GX)'IB : (SnGX)'IB, Vnzo

X'l(G-IB) :(SnX)'l(G-IB), Vnzo

Como G'IBeFX' AeFX e. portanto, A é trivial. 0

TEOREMA 5.5.Z ' Se T: Q + Q é tal que (Q,A,T.P) é um sistÊ.
ma probabilz+stico ergõdi.co e f é uma fun-
ção mensurável de (Q,A) em (R:,B'), então
õ ergõdicó o processo estocãsti.co

Y : (YO,YI ' . . .)
definido por

Yn : fTn, Vazo.

PROVA Na prova do teorema 5.5.2, obtivemos

Y'lS-IB : T-IY-IB, VBGB"

Seja AeFY; existe BeF'YcB" tal que
A = Y'IB : (SnY)'IB, Vnz0

Y'IB : (SY)'IB : Y-lS-IB T-IY-IB
AGAnl .'. AGT .'. ou PA = 0 ou PA = l

119BIHA j : 5 . 3 ' Se X é um processo estocãstico estaciona
ri.o tal que X061.'.(n.A,P) , então

PROVA Ver [ 3] Breiman, é o teorema 6.28 Ü

jlgBEHA 5 : 5 . 4 ' Se X é um processo estocãstico estaciona
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rio ergódico tal que XOCI.l(Q,Á,P) ,então

l
n'+.L EX0

PROVA Depor)'e do teorema 5.5.3'. Como X é ergódico, as Ú-
nicas funções F-mensuráveis são P-constantes (ver
proposição 3.5). Por (11), fazendo A=QeF segue que
o P-va]or de E(xolr) é precisamente EX0' []

Para cada nz 0, seja B. = (SnX)'lB", isto é, B. é a
menor a-ãlgebra eln relação a qual as variáveis aleatórias
Xn'Xn+l'..' são mensuráveis. É claro que:. anca, Vnz0. A a-
ãlgebra

(14)

é denominada a-ÃLGEBRA CAUDAL. Um evento A é um EVENTO)

CAUDAL se , e somente se , AeC.

TEOREMA 5.S.5 - Cada evento invariante é um evento caudal,
isto é,FcC.

PROVA - Seja AeF; existe BGF"dB" tal que

A = X'IB : (SnX)'IB, Vnz0

'. AC(SnX)'lB" = Bn' Vnz0 .'. AeC D

TEOREMA 5.5.6 Se X.,X. ,... são vara.ãveis aleatórias inde-
pendentes, então X = (X0'XI'...) é um proceâ
se estocãstico ergõdico.

PROVA - A independência assegura que os eventos caudais são
tri.viris (é um teorema da Teoria das Probabilidades).
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Pelo teorema 5.5.5, os eventos i.nvariantes são tri
viais. O

!!jQREHA 5.5.7 - Se X.,X. ,... são vara.ãveis aleatórias inde-
pendentes identicamente distribuí'das , então
X: (XO,XI'...) é um processo estocãstico es
tacionãria ergõdico.

PROVA Estacionário trivial Ergódi.co : teorema 5 . S .6.[]

TEOREMA 5.5.8 Se XO,XI,... .são variáveis aleatórias i.nde
pendentes identicamente distribuídas e

Xo€1.z(n.A,P) ,
então

n

â'*!.' q'c'-: EX0

PROVA resultado segue i.medianamente dos teoremas 5.5.7
S.5 .4 ' . 0

OBSERVAÇÃO 5.5.2 O teorema S.5.4' é uma generalização da
LEI FORTE DOS GliANDES NÚMEROS DE KOLMOGO

ROV, como é conhecido o teorema.5.5.8. O
teorema 5.5.9 é ai.nda mai.s geral: o teo-
rema 5.S.4' é o caso particular que se ob.
têm quando g = h0'

114BJB4 5 , 5 . 9 Se X é um processo estocãstico estacionário
ergódico e g é uma :função mensurável de
(R ,B") em (Ri,Bi) tal que gX€1.Í(Q,A,P) , e3:
tao

'''kl0'skx -tC:- ::.*:.
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PROVA Pelos teoremas 5.5.1 e 5.5.1', Y=(Yn,Y.,...) defi-
na.do por Yk: gSKX, Vkz0 é um processo estocãstico eg.
tacionãrio ergõdico. Como YO : gX. o resultado segue
do teorema 5.5.4 '. []

Vamos usar um pouco do teorema 5.S.9: suponhamos
que X = (X.,X. ,...) é um processo estocástico estacionário er
gódico. Se AGBi, defi.nindo g: R" + Ri por

fl. se x.eA

10, caso contrario

Se AGB]

g(x0'xl'

obtemos

(1 5)
iil . kn01{xkeA} ''l'""'--+ P{XoeA}

Se A0'AIGBi, definindo g: R" + Rt por

''*.'*:,..., -Í:: ::;:*:::::;:::":
obtemos

(ió) ii!+'k=o {xkeAo 'Xk+iaAi} "S'"""'"+ pfxocAo 'XiCAll;

no caso em que Xn,X.,... são variáveis aleatórias
dentes i.denticamente di.stríbuÍdas , temos

indepen

(16') iiilT'k=01txkeAO 'xk+leAl] '''3. c . P{XoeAo} 'P{XoeAl}

Se f:Ri '' Rt é mensurável e fX0€LI(n,A,P),deflniüdo g:R"'>Ri
por g(x0'xl,...) : fx0' obtemos

(17)
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Se f: Ra + Ri é mensurável e fCX0'XI)eti(n,A,P) ,
g: R" -' R: por g(xÓ,xl'...) :f(x0'xl), obtemos

=n k:0 (xk'xk..i) --g":E=- EEÍ(Xo 'Xi)]

definindo

As interpretações de (15),(16),(17),(18) são muito
interessantes. Naturalmente, o tereoma S.5.9 pode ser uti.li
dada para obter vãri.os outros resultados particulares.

Os exemplos 5.5.5- e 5.5.6 são alguns dos muitos rg
sulcados obtidos através da teoria ergódica para particula-
res processos. estocãsticos estacionários.

EXEMPL.0 5. 5.5 Seja XI,X2,. .. uma sequência de variáveis g.
leatõrias independentes identicamente dis-
tribuz'das tomando valores no conjunto

z : { . . . ,- l ,o , l , ...}
Para cada wGQ, sejam

SOv 0, S]w : X].w, S2w ; Xlw + X2w,

Para cada wGQ e cada n>0, seja

Ynw : cardtSlw,

Seja

- - ,f.i:';.*.,]
Ap[icando os conteiidos desta seção (ver [3]
Breiman, capz+tulo 6, seção 8), obtém-se

a)
EY

l im ----2
H'+'w n

P;



b)
Y

-=E. -X-----'''' P.
n

Á

EXEMPLO 5.5.6 Sejam X=(X0'XI'...) um processo estocãsti.-
co estacionário, MeBz , B..,=MxRixRix. .. eB

Como o sistema (R',B",S,Pv) é preservativo,o
teorema 2.2 assegura que quase todo ponü) de
BM é infinitanente-BM-recorrente ,isto é,

PX(BMn]lim suP S'nBM]) : PXBM'

Disso resulta

P({XoeMlnlXneM i.v.}) : P{XoeM}

Seja QM : {X0€1tlJnlXnGhl i.v.}.Para cada weçZI,{
selar

Ylw :milita > 0:XnweM}

Y2w 'minÍn>Ylv/:XnweM}

Y3w : mintn>Y2w : XnwGP4}

Tlw ; Ylw

T2w: Y2w-Ylw

T3w É: Y3lf-Y2w

Para cada n>0, a função Yn: QM 'F {1,2,...}
é denominada TEMPO DO n-ÉSIMO RETORNO A M e

a função Tn: QM '> {1,2,...} é denominada n-
Esino TEMpo l)E RECORRÊNCIA DE M (é fácil ve

rificar que Y. e T. são mensuráveis)
Para o que se segue, é necessário supor que
P QM :P{X0€M} > 0. Seja ÁM ::QMnA:ÍÍ\4nA:AeA}
e seja PM a probabilidade em (íIM'AM) defin.L
da por
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PM VAeAM

Ap[icando os conteúdos desta seção (ver [3]
Breiman, capl'fulo. 6, seção 9), obtém-se

Í - ' } '
a) se PI U {X.6M} 1 = 1, então

jn:o " J

(npí ' AM ' pM ' ('ri , T2 ' ' ' ') )
é um processo estocãstico estacionário e

l

ETI : EVI : -iÕ;ocu}

b) se X é ergódico, então

(QM'AM'PM,(TI,T2,

é um processo estocástico ergódico. A

) )

Pelo que foi visto nesta seção, a Teoria Ergódica
é um caminho para chegar a Lei Forte dos Grandes Números de
Kolmogorov, bastante conhecida e bastante íiti.l; mais ainda,
através dela chegamos i.nclusive a uma generalização relati-
vamente ampla dessa lei



CAPITULO $

ENTROPIA

O probl-ema do isomorfismo é fundamental na Teoria
Ergódica, como em qualquer outra teoria matemática. É uma

das partes da Teoria Ergódica que oferece atualmente muitos
problemas em aberto. O contei.to de entropia,introduzido por
Kolmogorov em 1958, permitiu que se obtivesse um bom desen-
volvi.mento nessa área.

Neste capa'tule, procura-se conceituar as idéi.as fun
damentais, dar algumas interpretações e apresentar, sem de-
monstrações, os resultados mais relevantes envolvendo entra
pia; embora algumas demonstrações sejam bem i.nteressantes,
as que predominam são essenci.almente técnicas ou então mu.l
to extensas

Os tópicos apresentados neste capi'fulo podem ser eg
centrados (com as demonstrações) em [1] Ash, [2] Bí]].ings-
[ey, [6] Petersen, [7] Reza e nos traba]hos pub]icados por
Donald Ornstein em 1970 e 1971 na revista Advanced in blathe
matics.

6.1 - !NVARIANTES

Neste trabalho vimos que um sistema pode satisfa-
zer, ou não, as seguintes propriedades: ser inversÍvel, ser

84
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preservativo, ser probabilt+stico, ser incompressÍvel,ser et
módico, ser ''maxi-ng''. l-iá, é claro, outras propriedades que
não foram apresentadas

DE riNiÇAQ 6.1 .1 Uma propriedade p Õ denoúi.nada uma PRO-
PRIEDADE INVARIANTE POR ISObíORFISF{O (uma

PIPA) se , e somente se ,

íS. é um sistema
l ' satisfaz p

(') -l . ' I'''S ? satisfaz p-' ' IS..õ um sistema
l ' morfo a S.

As P.[PI reso]vem o prol)tema de verificar se dois
sistemas dados são isomorfos ou não,apenas no seguinte caso:
um dos sistemas bati.sfaz uma PIPI e o outro não a satisfaz,
segue que eles não são isomorfos.Outra utilidade das PIPA é
o uso direto de sua definição (ver exemplo 6.1.3).

PROPOR !ÇA0 6 . 1 1 - As seguintes propriedades são PIPA: ser
preservativo, ser probabilístico, ser ip.
compressíve]..ser ergõdico , ser ''fixing''

Pelo teorema 5.3.5, os sistemas de Bernoul-
li são ''mixing''. Pelo exemplo S.3.2, as ro'
tições no ci'óculo unitãri.o, quando c não é
raiz da unidade, não são ''mi.xing'' (o mesmo

argumento lã empre.gado mostra que ,também nos

casos em que c é raiz da unidas.e, esses sij.
temas não são ''mixing''). Pela proposição
6.1.1, ser ''maxi.ng'' é PIPl; portanto,nenhum
sistema de Bernoulli, quer unilateral quer
bilateral, é isomorfo a alguma rotação no
círculo unitário (com a medida de Lebesgue

Q

EX Et-lP L 0 6 . 1 . 1



86

norDia].izada , é claro) A

EXEMPLO 6.1.2 - (:omo ser ergódico é uma PIPA, nenhum riste
ma de blarkov com matriz redutz'vel é isomor-
fo a algum sistema de híarkov com matriz ir-
redutx+vel, conforme a proposição S.4.3.A

EX EMPL0 6 .1 . 3 Os sistemas de Bernou].li são ''fixing'' (t;eo-
rema 5.3.5), ser ''maxi.ng'' ó PIPA (proposi-
ção 6.1.1) , os si.stemas r-ádicos e os si.ste
mas do padeiro são isomorfos a sistemas de
Bernoulli(exemplos 5.2.2 e 5.2.3). Por de-
finição de PIPI, temos que os si.stemas r-á-
dicos e os sistemas do padeiro são ''fixing''
Logo, pelo teorema 5.3.1, são ergódicos.A

P.Q}.E.By4ç:8Q ó. ] , l Ser inversível não é PIPA, isto é, exi.a-
tem sistemas isomorfos tais que um deles
ê inversível e outro não (ver exemplo
6.1.4). Os culpados pela existênci.a des-
ce fato estarrecedor são somente as defi
nações de sistema inversÍvel e de siste-
mas isolnorfos (mudando estas definições,
talvez ...)

EXEMPLO 6.1.Zt - Consideremos os sistemas indicados nas cabe
].as abri,xo:

b Ba C e al 2

T b T Be ea e al 2

1/ 2 1/2 0 00 L f't 'L I'tU2 P2

Temos: SI não é inversl'vel, S,7 é inversa
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vel, SI e S9 são isoiitorfos A

DEFINA CA0 6. { .2

!

Seja p uma PIPA e seja S uma determinada
classe de sistemas. A propriedade de p É;
dellominada. uma PIPA COMPLETA EM S se e se
mente $ e

$lGg e sl satis.faz pl

t '>SI e s2 são isomorfos.
s2€s e s2 satisfaz pJ

Se S. e S7 são dois sistemas que satisfazem p, uma
PIPI. não se pode dizer se eles são isomorfos ou não. Entro.
tanto, se ]) é uma PIPA completa em alguma classe de siste-
mas contendo {$1,S2}, então eles são ísomorfos

E X Er4PI.0 6 . 1 . 5

?

Ser ergódico não é uma PIPI completa naclag.
se dos si.stemas probabilÍsticos preservati-
vos inv-ersíveis. As rotações no círculo caE
pJ-exo unitário (com c"#l, Vk>0) com a medi-
da de Lebesgue normali.zada são ergódi.cos (Ê
templo 3.6) ,assim como os sistemas do pede.i
rc (exemplo 6 . 1 . 3)

Se uma rotação fosse i.somorfa a algum riste.
ma- do padeiro, seria isomorfa a algum sist.g
ma de Bernot1]].i(pela transitividade do isg
morfismo e pelo exemplo 5.2.3). Isto é uma
contradição (ver exemplo 6.1.1). A

B
Pelo teorema S.3.5, são ambos ''mixing''(isto é, ambos satis-
fazem uma propriedade PIPI), ma$ isto não é suficiente para
responder a pergunta acima, quer afirmativamente quer nega-
tivamente. Esta pergunta ficou du:ante longo tempo sem res-
posta. Em 1958, Kolmogorov in'uToduziu um INVARIANTE NUbíERl-

São isomorfas os sistemas SBZ g1 1
7'7 Re SBZ l l l

3'3'3
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CO, hoje denominado entrou)ia de um sistema e a resposta foi
finalmente abri.da; como os dois sistemas tem entropi.as difg
rentes, eles não são isonlorfos.

Ao introduzi.r o concci.to de entropia na Toori.a Er-
gódica, Kolmogorov ntodificou alguns aspectos do conceito de
entropia ({ue Shannon já havia il\traduzido na Teoria da lll-
formação. Esses dois contei.tos são varia.ções do conceito clãs
sêco de entropia pertencente à Fi'fica

gz2 DECOMPOR l CÃES

Em toda esta seção, seja (X,A) um espaço censura
vel

D EriNiÇ A0 6. 2 .1 Seja r zl um número inteiro. Uma aplica-
ção D de {l,...,r} em Á é denomi.nada uma

DECOF.'lPOSIÇAO DE TAntA.NHO r se , e somente se

a) i +j -, D] nD.i =g

b) U n:
r

onde D.i denota o palito i-mugem da aplica
ção D em i.eÍI,... ,r}. Cada D. é denomina
do um ÃTOltÍO DA DECOhTPOSIÇAO D.

NOTACAO - Uma decomposição D e anotada como uma lista orde
nada: D = (DI'...,Dr)

Seria natural exigir que os átomos de uma decompo-
sição fossem não vazios. Essa exi.gência foi omi.tida porque
acarretaria compli-cações formais e também i.mpediria certas
bons idcrações .
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NOTAÇÃO 0r denotarã o conjunto de todas as decomposições
de tamanho r. Quando necessário, seta utili.zado
D* (X,A)

NOTAÇÃO 0 - U Or.

Q !$!BVU4Q $ 4.: ] Uma decomposição de tamanho r desempenha
o papel de uma discretizaçãa, isto é, a
informação (determinação , 'precisão) mãx.i

ma que se pode ter sobre qualquer ponto
xGX é qual o átomo da decontposição a que
x pertence (é como se todos ospontos pe!
tencentes a um mesmo átomo fosse inda.s-
tingul+vei.s) . Assim,uma decomposição DGZ):

pode ser considerada uma função

xeX --2 !i'lD.(x)1 1

NOTAÇÃO Seja D€1)r e seja E€1)s

çãa (DIREI'...,DlnEs'
DvE denotarã a decomposi

,DrnEI'...,Danes)€1)r+s

OBSERVAÇÃO 6 .2.2 DvE é praticamente a conjugação (produto
cartesiano) das decomposições D e E. Co-
nhecer o átomo de DvE a que x pertence g
quivale conhecer o átomo de D a que xpel
tence e o átomo de E a que x pertence

NOTACAO - Sejam D,E€0. Anotaremos E gD se, e somente se, D
é um REFINAMENTO de E (i.sto é, cada átomo não va-
zio de E é uma uni.ão de átomos de D)

PROPOSIÇÃO 6 .2 .1 Se D,E€1}, então E g DvE Ü
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P RO PO.$J Ç4Q. 3 : 2 : 2 Se T é uma transformação mensurável em
(X,A) e DGOr, então

T'nD !!g:E(T'nDI'. . . ,T'nDr)eZ)r, Vnzo.
n

ÇDEFINIÇÃO 6.2.2 - Seja P uma probabi].idade em (X,A) e sejam
D,EeO. 1) e E são DECOMPOSIÇOES INDEPENDEN
TES se , e somente se ,

P(DinEj ) PDi'PEj' Vi e Vj

EX E14P L 0 6 . 2 . 1 Sejam X=t1,....6} é P a probabilidade que
a cada evento unitário associ.a o numero 1/6
Sej am

D = ({1 ,2 ,3} ,{4 ,5 ,6})
E = ({1 .3 ,5} ,{2 ,4 ,6})
F = ({1 ,2} .{3,4} ,{5 ,6})
Temos

DvE = ({1 ,3} ,{2} ,{5} ,{4 ,6})
E\-F =({1},{3},{5},{2},{4},{6})
DvF =({1,2},{3}, g , @ ,{4},{5,6})
O Único par de decomposições independentes
é E e F, pois D e E e também D e F não cisão.

A

OBSERV4ÇAQ 6.2.3 A independência de classes fi.natas e de
classes i.nfi.feitas de decomposições são dg
finidas de maneira a.nãloga a independên-
cia de classes fmi.tas e de classes infi
natas de sub-a-álgebras.

E importante ter eín mente que cada decomposição
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''quebra'' X em uma quantidade .finit;a de pedaços mensuráveis
disjuntor dois a dois.

o !$!By4Ç AQ .6.2 :+ Sejam r,s doi.s inteiros positi.vos tais
que r < s . A correspondênci.a

(DI,. .. ,D2)€0:' t""'»(DI'... ,DT'g,... .g)eDs

e a z' 'versão natural de Dr em Z)s. Esta i-
mersão é consistente com todas as defina
ções e notações introduzidas nesta seção
Desta forma, podemos escrever

Z)i cD2c..

(Q) é denoil\inata DECOMPOSIÇÃO TRIVIAL
verificar as segui.ntês propri.edades

D€1)t ''----- D = (Q)

É i.med i. at o

Dv (Q) = (S2)vD = D , VI)et)

(Q) g D, VDet)

T'n(Q) : (Q) , Vnz0

(Q) e D são i.ndependentes, VI)eO

6. 3 EFqTROPIA.EM ESPAÇOS DE PROBABILIDADE

Em toda esta seção, seja (X,A,P) um espaço de pro
bebi.lidade.

nã dois enfoques para apresentar a noção de entro
pia de uma decomposição: um deles esta no Apêndi.ce l (fique
].e que Õ o mai.s ''bom.to'') , o outro será ligeiramente expla
nado a seguir

Deseja-se ''medir'' a aleatori.cação de uma decompor.l
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ção. Por exemplo,decompondo um espaço de probabili.da.de de 3
modos

(D['DZ) tal que PD].:0,50 PD2:0,50
(E!,E2) tal- que PEl:0,75 PE2:0,25
CPI.F2) tal que PFl:0,99 PF2:0,01

sentimos que a decomposição.D é a mais aleatória, E é rela-
tivamente aleatória,F tem pequena aleatoriedade (é quase dÊ
terminl'ética).. Postula-se algumas propriedades desejadas pg
ra uma ''medida'' com essa finalidade e,baseando-se nesses po.â
tulados, procura-se determinar como ela é

Esse enfoque pode ser encontrado em [7] Reza, onde
chega-se a conclusão que a ''medida'' procurada é do tipo

(DI , . . . ,Dr)eO }----À---+ c..[(PDi) 'boga(PDi)] ,

com c<0, a>0, a#l arbi.trários. Escolhemos c=-1 e a=2. Os mo
tivos desta escolha se encontram no Apêndi.ce 1, cuja leitu-
ra,embora interessante e agradável,não õ necessária.Entretan
to é i.ndispensãve]. conhecer as convenções e notações que lã
se,encontram.

ÇQNVENÇAO .3 Em todo este trabalho log t-den.otarã lo92t

EXEMPLO 6.3.1 - Consideremos seis decomposi.ções detamanho 2

cujas probabi.lidades estão dados na tabela
abaixo.

PD
2

0 . 50

0,25

0 , 49

0 ,24

ZERO

n(DI) ' n(D2)
1, üoo
0, 811

080

, 7 9 5
ZERO
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Observemos que as entropi.as ca].culadas usan
do a fórntula

En(PDi)
l

estão em perfeita harmoni.a com o senso co-
úuln: a 6a decomposição é determinÍstica (lg
go não hã aleatoriedade) ,a 2? ea 5a têm pra-
ticamente a mesma aleatoriedade, a lfl é a
mais aleatória de todas, etc. A

KXEnPLb 6.3.z Consideremos ó exemplo 6.2.1. Temos

À.(D) = À(E) H 2.ri(1/2) = 2x0,500 = 1,000
À (F) = 3'r}(1/3) = 3x0 ,528 = 1,584
X(DvE) = À(D W)= R(1/3)+R(1/6)+rt(]./6)+Q(1/3)

=0,528+0 ,435+0,435+0 ,528 = 1,926
X(EvF) =6'n(1/6) n 6x0,435 = 2,610.

Observentos que, quando refi.nabos uma decom-
posição (ver proposição 6.2.1), a entropia
não decresceu (até aumentou). A

DEFINIÇÃO 6.3.i - O número real extendido não negativo

X = supÍÀ(D): DC?}

é denominado ENTROPlIA DO ESPAÇO DE PROBA
BILIDADE.

tXHlel:g.Çb3 Sejam X = [0;1) e P a medida de Lebesóaue. P.g
ra cada k zi, seja D(k) a decomposição

([0 ;1/k) , [l/k;2/k) , . . . ,[ (k-])/k ;]) ) .

X(D(k))= k'n(]/k)=k.[(-]og ]/k)']/k] =]og k

). zsupÍÀ(D(k)):kzl} =+m .'. À= +o. Â
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OBSEnv4ÇAQ Â entropia de uma decontposiçãa D€1)r não
depende propriamente da lista (DI'. . .Dr) ,

mias sim da ].isto (tl'.. . ,tr) ,onde ti:PDi'
Vi. Portanto:
a) tj 2 0, Vi;

Assim, quando for mencionada uma lista
deste tipo, fica subentendida alguma de-
composição de algum espaço de probabili-
dade que ''forneceu'' a l isca.

Para cada r zl, seja Kr: {atl'...,tr)eRr:tl+...+tr'
- l e tiz0, Vi} e seja gr: Kr '"-'" [0;+n) a função defina.da
por

gr (t l '' ' . ,tr)

PROPÔS l ÇQBS 6 . 3

l
2

3

Seja. r um inteiro positivo .
gr 2 0

K. é convexo (ver definição 4.4)
g..(t) : o ''-+ teta,o,...,o) ,(o,l,... ,o)

(o ,o ,. . . ,l) }}

4

5

6

7

8

g, é simétrica.
g, é contínua
K, é compacto.
suPÍgr(t):teKr} ' log r
g,(t) : log r '-' t = (1/r,l/r, ,l/r) D
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PROPOSIÇÃO 6.3.9 Para cada r z 1, a aplicação
D' xD' .-.+ [0 ; +n)dr

definida por

dr(D,E) : }lp(niAEi)

é uma pséudo-métrica 0

PKQP.QllÇÃ0 6 . 3 . io Para cada r zl, sejam (P:l,a:) o espaço
métrico obtido de (9',d,) e w,
definida por

xr(DI' .,Dr) : (PDI' ,PDr).

A aplicação vr é contínua n'

E fácil obter exemplos onde lr, não é sabrejetora
basta escolher espaços de probabilidade discretos. Em .espa-
ços de probabi].idade não atómicos , T.r. é cla.lamente sobreje-
tora (a recíproca é falsa). O exemplo 6.3.4 mostra um caso
em que lí, não é injetora

EX EMP L0 6.3 .4 Sejam B=Í].,2,3}, X= BxB, P a probabilidade
que atribui a cada evento unitário o valor
1/9 . Sej am

D: ({lJxB,{2}*B,{3}*B) .'. lí3(0) : (É','â,{)

E = (Bxtl} ,Bx{ 2} ,Bx{3} ) "sa) : ({,{,+)
Como

ds(D,E) : }lP(DiAEj)-{ '''+ ... 4 * o,

temos D+ #E' e, portanto, 'a3 não é injeto



Considerando a entropia como uma função À
em [0;+'.), obtém-se as proposições 6.3.11 e 6.3.12

r de D:

PROposlcOES 6.3 -Seja r um inteira positivo

It. Xr : grvr
]2. Xr e contínua D

No exemplo 6.2.1, as Únicas decomposições relevan-
tes sãp as de tamanho seis , poi.s as de tamanho menor que seis
também e'stão em OS (conforme a observação 6.2.4). As propo-
sições 6.3.7, 6.3.8 e 6.3.11 asseguram que

À : À6(Ev'F) : log 6 e 2,610

6.4 - ENTROPIA CONDICIOlIAL

Em toda esta seção, seja (X,A,P) um espaço de pro
babilidade

Para cada BeA tal que PB >0, P('IB) denota a prob2
bilidade em (X,A) definida por

P(AIB) : -J!(BnA

Heuristicamente, o experimento (X,A,P) é realizador revela-
se apenas que ocorreu B; não se dispõe de mais nenhuma in-
formação sobre o ponto ocorrida. Nessas condições,a probab.i
lidade P é substitui'da por P('jB)

ÜEriNicA0 6.+.i Para cada BeA tal que PB >0 e para cada
EGO, a vqriãvel aleatória $B(E,') defini-
da por

d'B(E,x) $EP(Ej l B) ] ' IE . (x)
3
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é denominada INDETERMINAÇÃO DA DECOMPOSI

ÇAO E DADO O EVElqTO B.

ügF.!Nlç.4g.&.!.!!.!.} - Nas condições da definição 6.4.1, o nome
ro real não negativo

XB(E) EP('lB)C+B(E,')] : 21nEP(EjjB)]

é denominado ENTROPIA DA DECOMPOSIÇÃO E DA
DO O EVENTO B.

üc11 1N LÇ4Q 6 .4.3 Para cada BeA tal que PB > 0, o número real
extendido não negativo

XB : suplXB(E): Eeí)}

ê denominado EN'fROPiA DO ESPAÇO DE PROBA
BILIDADE DADO O E'VENTO B.

COFl\lENÇÃ0 4 - P(AIB) = 0, quando PB

CONVENÇÃO. 5 XB(E) ' +n, quando PB

DEF IN l ÇAa 6 ,4 :11 Para cada DGD e cada EeO a variáve] a].ea
ti;ria $(E,'ID) definida por

#(E,xlD)
U'bEP(Ej l Di.)] ' IEj cx)l ' IDi (x)

é denominada INDETERMINAÇÃO DA DECOMPOSI
ÇAO E DADA A DECOMPOSIÇÃO D.

OErtNiCA0 6.4.5 Nas condições da definição õ.4.4, o nome

ro real não negativo
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X(EI D)'EE4' (E ,. lo)]-21E4'EP(Ej l Di) J'P(Ej nDi)

!PDi.' l:nEP(Ej IDi)Jj : }xD. CE) 'PDi.

é denominado ENTROPIA DA DECOblPOSIÇAO E DA
DA A DECOMPOSIÇÃO D.

Heuristicamente ,o experimento probabilístico (X,A,P)
seta realizado e, após isso feito,será revelado apenas qual
o átomo de D a que x, o ponto ocorrido, pertence. Isto nao
basta para determinar qual o átomo de E a que x pertence. A
aleatori.cação da decomposição E, após revelado
que x pertence,é expressa por ÀDi(E). Assim,

À (E l D)
}XDi(E)'PDi

é a média destas aleatorizações

OEriNicA0 6.4.6 Para cada D€0, o numero real extendido não
negativo

sup{ À (EI 0) :EGP}

é denominado ENTROPIA DO ESPAÇO DE PROBA
BILIDADE DADA A DECOMPOSIÇÃO D.

OBSERVA A entropia de uma decomposição Egos dada
uma decomposição Det)r não depende proprí.g
mente das listas (EI'...,Es) e(DI,...,DP,
mas sim da matriz

'1 1 ' 1 2 ' ' ' '].s

'2i '22''''2sl ,onde tij'P(EjnDi) ,Vi e vj

tx.l t r2
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Portanto

a) tij zO, Vi e Vj

n 121'ij ' :ZJ '

Assim ,ao ser mencionada
subentendido um para de
''forneceu'' a matriz.

tal matriz, fica
decomposições (Bn

EXEMPLO 6 .4.1

180 ,42

0 ,120 ,28

0,30 ,7

D e E são

À(DVE) =
+

decomposições independentes

n(0,42) + n (0 ,18) + n(0 ,28) +
r)(0 ,12) a 1 ,852 .

n (0,6) + n (o ,4) = 0,971

n (0 ,7) + n (0 ,3) = 0 ,881

.,b(w).«{w)] .
;btw].-fw)] - .,,,:
,'b(#}.-tw]] .
,4]n]gí#]*-]qí#]] - 0,88:

)

X(E)

X (DI E) : O

+0

x (Elo) : o

+ 0

Observámos que



100

). (D) À (DIE) : xEj (D)

x(Eln) : xDi(n)

vj

À. (E) vi

X (DVE) X (D) ''' À (E)

EX EMPL0 6.4.2

0,10
0 ,20
o .lO

0 ,20
o ,lO

0

0 .15
0,15

0

0,45
0 ,45
o .lO

0,40 Q,SO ,30 l

D e E não são independentes

X(DvE) s'n(o,lo) + 2'n(0,15) +
' 2'n (0,20) 2 ,746

1 ,368.
1 ,571

X (D)

X(E)
n (o,lo) + 2'n(0 .4 5)
n (0,40) ' 2'n(0.30)

À l ' 0,40]2.-]o.io1....1:8.20]] .

. ',;.b(&#] .-(##)] .

. 0,30lz.-lo'ull - i,175

xain : 0,4;]n]o.lo]..]&-ê]'-]o.is]] .

' ., ;b(W]. {W].-(H]] *
* o,lo'n1.8-.{i8'1 - l,s77
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Observemos que
x(Dlz) « x (n)
À (Ej D) « X (Z)

X(D«E) < À (D) ' À (E)

l?BQl?Q$1ÇQÇ$ $:! -Sejam D,E,FeO
1.
2

3.

D

X (EI (n)) : À (E) .

E sD ----+ À (EID) : 0.
À (DvE) : À (0) 'À (Eln) (FÓRMULA PUNDAUEE

À (DYE i F) a X (DI F) + À (EI DyF)
E s D ----- X(E) s À (D)
E s D ------ X (EI F) s À (DI F)
À(EID) g À(E) .
E s D .----- À(FI D) g À (FI E)
À (DvE) g À (D) + X (E) .

X(DvEIF) g X(OIP) + À (EI F).
D e E independentes,PDi>0 +ÀDi(E):X(E}
D e E independentes.----+ x(Ela) = x(E)
D e E i.ndependentes +À(DvE)nX(D)+X(E)

Em [2] Bil]ingsley, pg. 80-81,hã dois teoremas que
precisa a seguinte ideia: se d,(D,E)é pequena, então
e pequena.

4.
5.
6.
7.
8.
9

10.
11.
12

13.

to unam

X(EI D)

PROPÔS IÇA0 6.4 Seja T uma transformação em X tal que
(X,A,T,P)

é um sistema probabilístico preservativo
Sejam D,EeP

X (T ''D) B À(D) , Vnz0.
À(T'nEIT'nD) = À(EID), Vnz0. O

14
IS

PROPOSIÇÃO 6 .b.16 A aplicação 6:PxO --+ [o;+®) definida por
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6 (D,E) : À (EID) ' À (DIE)

é uma pseudo-métrica. O

PROPOSlçAQ..é.1]!.:].Z - Seja r um inteiro positivo.Sejam D,Eet)r.
Então:

d, (D,E) : O --"-, 6(D,E) : O. O

Em relação ã proposição 6.4.17. é interessante ob-
servar que d, considera a ordem das decomposições, ao .passo
que 6 é insensível a elas.

6.5 - ENTROPIA EM S ISTEMAS

Em todas esta seção, seja S : (X.A,T,P) um sistema
probabilÍstico.

Em nossas considerações,um ponto xex representa al
gum estado do sistema ao tempo zero e T"x representa o est.2
do do si.stema ao tempo n quando, ao tempo zero. o estado do
sistema é representado por xeX.

O número PT'nA, AGA, é interpretado como a probab.l
lidade de, ao tempo n, o estado do si.stema pertencer a A.

Uma decomposição DGOr =t)r(X,A) pode ser ''apl i.cada''
ao sistema em qualquer instante n, indicando qual o ãtolllo de
D a que o estado do sistema ao tempo n pertence.. Como

TnxGD. .+..-F xGT'nD j'IT-nD (x) : lil j

''aplicar'' a decomposição D ao tempo n equivale a ''aplicar''
a decomposição T'nD (ver proposiçdb 6.2.2) ao tempo zero.

Qp$ç:13y4ç8Q:$.:!::! - Para cada n, seja D(n,') a função
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*cx }2Q:-'} Ei. ' IT-nD . (x) ,

conforme a observação 6.2.1. As probabi-
lidades induzidas por D(n,') no espaço
nensurãvel

({l, . . . ,r)} ,2{l' ' ' ' ,r})
pode depender de n; entretanto, quando S
ê preservati.vo, isso não acontece (a
recíproca é falsa)

OBSE RVAÇA0 6.S.Z As decomposições D,T'ID,... ,T'nD não são
necessariamente i.ndependentes. Em muitos
casos, conhecer o D-átomo a que o estado
do sistema pertence ao tempo k ajuda adg
terminar (ou até determina) qual o D-ãtg
mo a que o estado do si.stema pertence ao
tempo k+l , e vice-versa.

DE FIN leÃO 6, 5.1 Seja DeO. Para cada n zO, a decomposição

Dn - DvT'IDv...vT'nD

é denominada n-ÉSIMA POTENCIA DA DECOblPO

SIÇAO D

Dn é a conjugação (produto cartesiano) das decompg
lições D, T'ID, ... , T'nD, ou equivalentemente,.das variá-
veis aleatórias D(0,'), D(1,'),... , D(n,'), que não preci-
sam ser nem independentes nem identicamente distribuídas,
conforme as observações 6.5.1 e 6.5.2. À(D:') é a aleatoriz.â
ção existente na decomposição D" e

-:=+r' À (D")
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ê a aleatorização média por repetição da decomposição D no
''i.ntervalo'' {0,1,... ,n}

.Plf.! BJ14q 1. 5 . ? Seja D€0 O número real não negati.vo

A(D) : lin,suP iiêl'À(Dn)

é denomi.nado ENTROPIA DA DECOMPOSIÇÃO D

EXEMPLO 6 . 5 . 1 Seja ç} = {1,... ,r} e p uma probabilidade em

(Q.2''). Vamos representar pÍI.} por p.i ,Vi.eí}.
Seja (X,A,T,P) o si.stena (bilateral ou uni
lateral, aqui não importa) de Bernoulli g.g

Fado por (Q,2",p).

Seja D a DECOMPOSIÇÃO DO TEMPO 1, isto é,

Di ' {xeX: hl(x)'i}

À(D) : }lrl(p.í) representa aaleatorização com

a fonte emite uma letra isolada emqua!
quer tempo n(aqui. D(0,') ,D(1,') ,... são vg:
Fiável.s aleatórias independentes identi.ca-
mente distribuídas). A proposi.ção 6.4.13 a2
segura que À(D")= (n+l)'À(D), Vnz0. Portan
to,

A (D) : À(D) : }n(Pj.) A

DEFINIÇÃO 6.5.3 numero real extendido não negativo

A = supra(D): D€0}

é denominado ENTROPIA DO SISTEMA

OBSERVAÇÃO 6.5.3 O calculo da entropia de um sistema pro



babilÍstico é geralmente difícil, confo.l
me se pode \reT pela definição. No exem-
plo 6.S.:l., elítbora a decomposição D seja
''natural'',nada impede, eiú ])rincípio, que

exista uma decomposição E tal que
A (E) ) A(D)

TEOREMA 6.5.1 A entropia de sistemas px'obabilz'sucos é um
lllVARIANTE NUÀ{ÉRICO POR !SOh10RFiSlü{0 , isto é,

SI eS2 são sistemas i.samarras -' A(SI)'A(S2)
IJ

mudo por X = {1,...,r}, A =2".
fx+l. se x # r

Tx B { ,
i. 1 , se x : r

PÍx} = 1/r, V)c

S.. ÉI um sistema probabilz'suco preservativo
irtversível

EX EMPL0 6. 5.2

Se:ja iD=({1},...,{r}). Como À(D) = log r e
). (T'"nln) = 0 , Wz0 , temos

À(DvT'"Dv...vT'"D) = log r, Vazo;
portanto A(D) = 0.

g intuitivamente claro que D é a decomposi-
ção mais aleatória. De qualquer forma, o rg
ci.ocz+nio aci.ma uti.lidado mostra que A(E)=0,
jEeP. Portanto A = 0. A

O exemplo 6.5.2 mostra que a entropia não é um IN-
VARIANTE blUlaÉRICO POR ISOMORFISMO COMPLETO (isto é,mesma eg
tropia não impl-ica isomorfi.smo) na classe dos sistemas pro-
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baba.lísticos preservativos invef'sívei.s, jã que os S, são clg:
r amente não isomor fos entre si

PROPOR l ç©ES 6 . 5 Seja S um sistema preservativo e sejam
D,EeO.

A(D) B lin À(T'nDIDvT'IDv. . .vT-(n-l)D)
R->n

A(D) e lim À(DIT'IDv.. .vT'nD)

lim il .À(On)
R-»oo

As sequências envo]vi.das em ],, 2, 3 são
monótonas não crescentes .
E g D ----+ A(E) s A(D) .

0 sj sk ----- A(T'jDv...vT-kD) : A(D).
k zl ---> a entropia da decomposição

Dk-l - DvT-IDv...vT-(k-l)D

no sistema Sk - (X,A,Tk,D) é i-
gual a.k'A(D).

A.(E) g A(D) + À (EI D)
T B Id ----..b A = 0 .

DeD' -----+ A(D) s log r.

l

2

3

4

5

6

7

A(D)

8

9

10 a

As proposições 6.5.1 e 6.5.2 têm interpretações ban
interessantes.

O teorema 6.5.2 é deva.do a Kolmogorov e Sinal, os
teoremas 6.5.3 e 6.5.4 são corolários, o teorema 6.5.5 é u-
ma aplicação.

T€0REHA 6 1.5z .2 Se S é preservativo inversÍvel eDeDr é uma
decomposição tal que {T'nD: : Igisr,-n<n<+m}
gera A, então A = A(D). Ü
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TEOREMA 6.5:3 Se S é preservativo, Det)r é uma decomposi'
ção tal que {IT'nD;:. lsisr, Osn<+n} gera A,
então A B A(D). ]]

TEORElIA 6 S.4 - Nas condições do teorema 6.5.3, se S é in
versa'vel, então A = A(O) = 0. Q

TEOREMA 6.5.5 Se íi=ll,...,r} e S é o sistema(bilateral
ou unilateral) de Markov gerado por

(Q,2",'K,p), então

a. n - Etp(j)' }l IT(j ,i)']og Tr(j ,j.)].
jcn icn

Em particular, se S é um sistema de Bernoul
li, então

ià [p(i)']og p(i)].
0

EXEMPLO 6.5.3
A

log 2
log 2
log 3

log 3

SBZE1 /2 ;1 /2]
SBN [1/2 ; 1 / 2]

SBZ [1 /3 ; 1 / 3 ; 1/3]
SBNE1/3 ; 1/3 ; 1 /3 ]

Temos

SBZ[;;.ài] e SSz]i i..}] não são isomorfos;

SBNll;111 e sana ; ;.11 não são isomorfos.
Da mesma forma

SBZ[#;.}] e SBNtt;l;:i] não são isomorfos;
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SBZ[;;#;.}] e SBN]i;.$i] não são isomorfos.
Não se pode responder, por enquanto,às pel
juntas

SBZ[;;]] e SSN]#;{.] são isomorfos?

SBZB';#;g e SBNB;.};ã são isomo,fos?

Se (ver observação 6.1.1) sor inversível
fosse uma.PIPA-, então poderz'amos responder
(negativamente, é claro) a essas duas per-
guntas. A

EXEllPL0 6.5.4 Seja S, uma rotação no círculo unitário com
c"#l. para toda k>0 (ver exemplo 3.5).Sejam

DI : {(cos t. sen t): Ost<'P} e D2 : OI'
A classe {T'nDI : lsiS2, 05D<n} gera A e, c2

mo S. é inversa'vel, o teorema 6.S.4 assegu-
ra que A(lc) 'A(D) :0, onde D:(DI,D2). A

TEOREMA 6.5.6 Se S é um sistema preservativo, então

A(SK) = k'A(S), Vkz0. Q

TEOREMA 6.S.7 Se S é um si.stema preservativo
então .&(S) : A(S'l).

inversz'vol,
D

EXEMPLO 6.5.5 Seja S. uma rotação no círculo unitário com
c"=1. para algum k>0 (ver exemplo 3.5).Como
Tkx :ck.x:x, VxGX, isto é. Tk:ld, temos.
conforme proposição 6.5.10,A(S:1) =0.
Pelo teorema 6.5.6, k'A(Sc) :0; logo,

A(S,) = 0. A
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Os sistemas do exemplo 6.5.4 sãa ergódicos e os do
exemp].o 6.5.5 não são. Como ergodicidade é PIPA, eles não
são isomorfos, apesar de terem a mesma entropia

TEOREMA 6.5.'8 A entropia é um invari.ante numérico por i.sg
mora.smo completo na classe dos si.stemas bi
laterais de Bernou].]i. ]]

EXEMP L0 6 .5.6 ;,,B;#;+;l . ; ,B;#;;;#:ã ;;. ::.«.,'.'.
pois ambos tem a mesma entropi.a. A

O resultado do exemplo 6.5..6 foi obtido por Mesha}
kin em 1959. anteriormente ao teorema 6.5.8.obtido por OTnâ
tem em 1970, que encerrou o problema da isomorfismonaclag
se dos sistemas bilaterais de Bernoulli.

Entre os t.rabalhos de Kolmogorov (19S8 e 1959) e os
de Ornstein C1970 e 1971) , Si.nai. (lç)62) foi responsável por
uma importante contribuição intermediári.a ao problema da i-
somorfismo na classe dos sistemas bilaterais de Bernoulli,
envolvendo o conceito de ISOMORFISMO FRACO (ver Apêndi.ce ll).

ÇllÇ111?çQ Ç : S ! Z - Sej am

Q e{ 1 , 2 , 3 , 4} 1r 2 2B
2 2
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';-':,:,''.-, ,;.]l{ ' ' -,.(+.à,},+]

Para cada iet1,2,3},sej:ã S+ o sistema bilat!
ral de Max'kov gerado por (Qi,2"z.lri,pi).

e 'fixing'i

sim
nao
nao

é ergódicai
sím
$ím
nao

Como ser ''fixing'' e ser erg6dico são PIPI,
nenhum deles é isomorfo a algum dos outros
dois, apesar de terem a mesma entropia. A

O exemplo 6.5.7 mostra que a entropia não é um in-
variante numérico por isomorfismo completo na classe dos si2
temas bilaterais de Markov, nem mesmo na classe dos siste-
mas bilaterais de Markov ergódicos. O comentário feito nop.â
rãgrafo imediatamente anterior ã observação 5.4.3 assegura
que a entropia é um invariante numérico por i.somorfismo coD
pleno na classe dos sistemas bilaterais de Markov ''mixing''
(essa classe é,,.na verdade, a classe dos sistenas bilate-
rais de Bernoulli).

Qg$EByAç;8Q.6.5.4 - O problema geral do isomorfismo e o este
do específico da entropia são áreas que
estão recebendo muita atenção pelos a-
tuai.s pesquisadores .da Teoria Ergódica.



APENDICE l

UMA "MEDIDA" DE ALEATORIZAÇAO

Seja (X,A,P) um espaço do probabilidade. A probab.{
li.dado de um evento é una "nedi.da'' da ce!'faze que se possui,
antes da realização do experimento, .em sua ocorrência. DesÊ.
ja-se construir uma "medida'' p que, considerando a probabi-
lidade de um evento como o seu tamanho, expresse quão peque.
na o evento é (isto é, quão difz'cil é determinar algum de
seus elementos na imensidão do todo). Posto isto, é razoá-
vel postular

Cpt) AeA ----+ pA 2 0

(P2) AeA, BeB, PAnPB ----» pA=pB
(p3) AeA , BeA , PA< PB ---+ pA > pB

CP4) ACA, PA= 1 --> PA =0

{PS) AeA . PA = 0 ----b pA : +m

Qual deve ser a uni.dade (o BIT) de pequenez CinceZ
reza. indeterminação, aleataridade)? O primeiro espaço de
probabilidade que as pessoas geralmente conhecem ê aquele
que representa o lançamento de uma moeda equilibrada. Não 3.
penas por esse motivo nostálgico, é razoável postular

(P6) AeA , PA = 1/2 ----+ pA : l .

Seja nz 2 um numero inteiro. A incerteza na ocos
-111
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rência de n caras no lançamento independente de n moedas e-
quilibradas é exatamente n vezes a incerteza na ocorrência
de l cara no lançamento .de l moeda equilibrada. Posto isto,
ê razoável postular

(P7) AeA , PA H 1/2n ----+ pA =n.

É também razoável postular

(p8) p depende continuamente de P

CONVENÇÃO l lo92 0 : --

NOTACAO - $: [O;l] --...-.» [0:+®]

t ---+ -lo92 t

A função +?:A ---> [o i+n]
satisfaz (pl),...,(p8) e será a-

dorada neste trabalho como ''medi
da'' de indeterminação. Para cada
AGA, o }túmero real eatendZdo +PA é denominado INDETERMINA-
ÇÃO DC) EVENTO A; heuristicamente, +PA é un indicador numéri
co da insegurança (intranquilidade, angústi.a) , antes da reg.
lização do experimento, de um jogador que apostou sua forte
na na ocorrência de A.

Para cada DeO, a parÍáüeZ aZeatlpda (D,.) defi
nada por

4,(D,x) : 21+(PDi) IDI(x)

é denominada INDETER141NAÇAO DA DECOMPOSIÇÃO D.Para cada xeX.
4)(D.') associa a pequenez (incerteza, indeterminação, alea-
toriedade) do D-átomo a que x pertence. Portanto, essa va-
riãve[ a]eatõria assume va]ores em [O;+n].
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.gg!)(ilÊ89...1 - (zero) ' (+n) : (zero) . (Essa convenção permiti-
ra, quando estivermos calculando alguma entra
pia, desprezar os átomos de probabilidade ze-
ro; em particular, os átomos vazios.)

NOTAÇÃO - n : [0 ;1] -.......> Ri

t : ; +(t) .t

Propriedades

0,53

l

2

3

4

n 2 0

n(o) = n(1) : o

vl e continua

rl é estai.tamente côncava

0.36

A função n esta tabelada na página seguinte. Uma a
proximação razoável para um valor 4)(t) pode ser obtido di.vi
di.ndo n(t) por t. Hã tabelas bem mais precisas em [7] Reza.

Para cada DeO, o número real não negatÍuo

À(D) E[4i(D,')] = E$(POi).PDi En(PDi)

é denomi.nado ENTROPIA DA DECOMPOSIÇÃO D. A entropia de uma

decomposição sempre exi.ste e é finita. além de ser não ne94
uva; heuri.sticamente, À(D) é a indeterminação média (a in-
deterni.nação esperada) da decomposição D.
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  t n(t) t n'(t) t n(t) t n(t)  

 

0,066
0 ,113
0,152
0,186
0 ,216
0., 244
0,269
0 ,292
0,313
0 ,332

0 ,350
0,367
0,383
0,397
0 ,411
0 ,423
0 ,435
0,445
0 ,455
0 ,464

0 ,473
0 ,481
0 ,488
0,494
0 ,500  

0 ,505
0 ,.510
0,514
0 ,518
0,S21
0,5 24
0,526
0 ,528
0 ,529
0.530

0,531
0,531
0,530
0,530
0,529
0 ,527
0.526
0,524
0,521
0,518

0,51S
0,512
0,508
0 ,S04
0,500  

0 ,495
0,491
0 ,485
0 ,480
0,474
0 ,468
0 ,462
0 ,456
0,449
0 ,442

0 ,435
0 .428
0,420
0 ,412
0 ,404
0,396
0.387
0 ,378
0 ,369
0,360

0 ,351
0 ,341
0 ,331
0 ,321
0 ,311  

0 ,301
0 ,290
0 , 280
0,269
0 ,258
0,246
0 ,23S
0 ,223
0,211
0,199

0 .187
0 ,175
0 ,162
0.150
0 ,137
0 ,124
o ,lll
0 ,097
0 .084
0 ,070

0 ,057
0,043
0 ,029
0 ,014
zero



APÊNDICE ll

ISOMORFISMO FRACO

Sejam sl: (XI'AI'TI'pl) e s2' (X2'A2'T2'p2) dois
sistemas. Dizemos que s2 é um FATOR DE sl se. e somente se.
existe um HOMOMORFISMO DE SI EM S?, isto ê,oxi.saem doi.s cog.
juntos, YI e Y2' e uma aplicação +: YI --"+ Y2 satisfazendo
todas as condições da definição 5.1.2, exceto a condição de
+ ser i.nj etora .

Dois sistemas são denominados SISTEMAS FRACAMENTE

ISOMORFOS se, e somente se, cada um deles é um falar do ou-
tro. E imediato que dois sistemas isomorfos são si.stemas
fracamente isomorfos

É fácil veria.car: se SI e S2 são sistemas probab.l
].ísticos e S2 é um fatos de SI, então A(S2) g A(SI). Conse-
quentemente: se SI e S2 são sistemas probabilz'sti.cos fraca-
mente i.somorfos, eles tem a mesma entropia; em outras pala-
vras: a entropia de sistemas probabi].z'sucos é um INVARIAN-
TE NUMÉRICO POR ISOMORFISMO FRACO.

Sinal(1962) provou que: dois sistemas bilaterais
de Bernoulli com a mesma entropia são fracamente isomorfos.
O resultado de Ornstein (teorema 6.5.8) assegura,então .que
isomorfismo e isomorfismo fraco são noções equivalentes pa-
ra sistemas bilaterais de Bernaulli.

115
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Ornstein(Advanced in Mathematics ,pg.349'ü364 ,1971)
provou que: se S é um fatos de um sistema bilateral de Ber-
noulli. então S é um isomorfo a algum sistema bi.lateral de
Bernoulli

É trivial verificar que: se S é um sistema(quer b.}
lateral quer unilateral) de Bernoulli. então S", k>1, ê um
sistena de Bernoulli. Para isso basta substituir (Q, 2", p)

(nk. 2Qk, pk) . No trabalho mencionado no parágrafo anta.
Flor, Ornstein . obtém um resultado suficiente para mostrar
que: se SK é um sistema bilateral de Bernoulli para algum
k>1, então S é isomorfo a um si.stema bilateral de Bernoulli.



APÊNDICE lll

SISTEMAS DE KOLMOGOROV

Sejam r,n,2lz,Z,N,l,X,A,h.,T como na seção 5.2. Pa-
ra cada nz0, seja A. a menor a-ãlgebra em relação a qual as
aplicações

hn' hn+l,

são mensuráveis, isto é, A. é a a-ãlgebra gerada pelos
tângulos que tem todas as suas coordenadas em {n,n+l,
Seja

re
. }

ÍI A.
n:0 "

Dizemos que um sistema (X,A,T,P) é um SISTEMA DE
KOLMOGOROV se, e somente se , a medida P bati.afaz

AGÁ ...-.-..> PA 0 ou PA = l

Quando 1 = Z (l=N) , a sistema (X,A.T,P) é denomina
do SISTEMA BILATERAL (UNILATERAL) DE KOLMOGOROV

PROPOSIÇÃO 11 1-1 - Se S e um sistema de Kolmogorov, então S
é um sistema ''mixing''. []

PROPOSICAO .lj1-2 S é um sistema de Bernoulli.,então Se
um si.stema de Ko]mogorov . []

!17
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PROPOSIÇÃO Se S é um sistema de fqarkov com matriz
estocãstica T irredutz'vel e apériódi.ca e
tal que p(w)>0, VwGQ, então S é um riste
ma de Kolmogorox. []



APÊNDICE IV

COMPLEMENTOS

Este apêndice é uma. miscelânea de alguns fatos que
foram omitidos nos capítulos 1,....6.

A

a/'
b

EXEMPLO Seja n um conjunto finito com r elenentos e se
ja 2" a a-ãlgebra formada por todos os subcoB
juntos de n. Seja X o conjunto de todas as sg.
quênci.as bilaterais de elementos de n e, para
cada nGZ, seja h.: X ---.... Q a n-ésima prójeêão
(conforme seção 5.2)
Seja A a menor a-ãlgebra em relação a qual as
apli.cações hl'h2'... são mensuráveis e seja T
o deslocamento defina.do na seção 5.2. Assim:

i) T é injetora e sobrejetora
ii) T é mensurável

iii) T'l não é mensurável.

Portanto. a estrutura (X,A,T) não é inversz'-
vel. A

B EXEMPLO Sejam X = {a.b,c,d,e},
finada por

2x, T a penlnutação dÊ

Ü



$e p é uma !medida presel'votiva (definição 4.1),

plla} H pilb} H pÍc} e utd} H ute}. Â

C - EXEFtPLO - $ejaln X,A como no exem])lo B aci.ma e seja T a
permutação definida por

a : :; b ...-+ c

ei-: d

Se P é uma probabili.dado preservativo, então

Ptx} B 1/5. VxeX. A

PRQPOSICAQ - Seja (X.A,T) uma estrutura. Para cada AeA,

A+ gg&. lim suP T'nAGAnl,

lim sup T'nA ê&É Í] ij T-kAeA.
R'+w nê O kZa

$em dÍixida. i'ara cada n20. seja

An : kUn'r'kA.
Dessa forma:

(1) Al3A2o. .

CZ) Â' g:.Éé n A. S2&

Portanto:
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(3) ':l.e. *y.,-*«l U T-(k'l)A -
kZn

R U T-kA
nZI kan É::2 A' .'. A'6Z.ü

e$Q PQS l ÇÃO Seja S = (X.Á,T,U) inversi+vel.São f:quivalen
i) S é ergõdico. tes

ii) S'l é ergõdíco.

PROVA Vamos anotar a classe das conjuntos invariantes de
S por l e a classe dos conjuntos inv'ariantes de S'l
por l '. Acontece que eles são iguais, pois:
E€1 -- T-:E : E -,. T(T-lE) : I'E --- E - TE .- EGl-l.

Seja (X,A,T) uma estrutura da seção 5.2. e
P uma probabili.date qualquer no espaço men
surãvel (X,A). Embora não se possa pensar
que hã unia fonte geradora emiti.ndo uma le-
tra em cada intervalo unitário do tempo, a
interpretação da seção 5.2 (a mensagemêes
colhi.da antes da início do tempo) se apli-
ca a esse caso gerall.

Q
F .g!!.ggy8ÇÃo

- Seja (Q,A,T,P)
um si.stema probabi].estico e DeZ)r(n.A) . Pa-
ra cada nz0, s'eja

Xn(w) * }i'!Di(Tnw), VweQ

Despe forma. Xu (XO.xl'...) é um processo
estecastico can espaçado estados {l,....r},
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que pede ser de laminada PROCESSO ESTOCÁ$TI
CQ !NDUZIDO PELA DECOlçlPaSIÇÃO D. Se o sis-
tema ê preservati.vo, esse processo. estacas
Ligo ê estacionário,

H EXEMPLO Sejam Xa [0;1)z, A a a-á]gebra de Batel,
medida de Lebesgue. PA
ra cada a = (al'a2)eX,
seja T. a transforma-
ção definida por

y a

Ta(xl'x.2) -

: (xl+al (mÕd. l) ,

.x2ta2(mõd. 2)).

É i.mediano qUe: Sa B (X.A,ll'a'y) é preservativo
e inv'ersivel. A parte hachurada da figura re-
presenta um conjunto À-mensurãve] não trivia].
que é invariante quando a= (1/2,1/2). A

Esta provado em [6] Petersen, pg. 65-66, que
são equiv'dentes

i) Sn. é ergõdico

ij.) kl.eZ, k2€Z, kl.'al+ k2'a2 '0 -"-> kl: k2 - 0.

l

Esse resultado vale também para ''quadrados u
nitãrios'' de dimensão maior que dois,

l EXEMPLO Sejam X n{...,-2,-1,0,1,2...} urna Õopüação op:
de. os negativos são indivi'duos solteiros e
{0.1}, {2,3} , {4.5.},... são os casais. Seja A

a a-ãlgebra formada por todos os subconjuntos
da popu].ação que não seÕaraín casais. Assim,
{-4,-3,0.1,8.9}eA, {1,2}$Â e {6,7.151ÉA.
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Seja T a transformação defi.nada por Tx =x+2 e
H a medida de contagem. A transforirlação T éb.}
jetara e mensurável. O sistema (X.A.T.p) é plg
servativo. Entretanto

{-1,0 ,].}eA e TÍ-1,0,iJ=lli,Z,3}flA,
o que mostra que T'J ; não ]nensurãvel. A

Esse exemplo mostra que l.lm sistema preservatj:
vo com transformação bijetora (ent particular,
uma estrutura comi transformação bijetora) po-
de não ser inversx'vel.
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