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APRESENTACAO

Esta dissertacao pretende conter principalmente u-
ma exposicao da Teoria Ergodica completa em si mesmo, apre-
sentando-a da maneira mais geral possivel (isto &, fazendo
suposicOes somente quando elas sao realmente imprescindi-
veis). Além disso, pretende mostrar algumas de suas aplica-
coes aos Processos Estocasticos Estacionarios.

A Teoria da Medida &, infelizmente, utilizada em to
do o trabalho, a nao ser no Capitulo 6 e no Apéndice I.

0 estudo da Teoria Ergodica originou-se na Mecani-
ca Estatistica. O Capitulo 1 pretende apresentar,junto com
as primeiras definigOes e propriedades, as situagoes fisi-
cas que motivaram essa teoria.

O problema da recorréncia € o mais antigo e um dos
mais importantes da Teoria Ergddica. O Capitulo 2 ocupa-se
exclusivamente dele.

0 Capitulo 3 &, juntamente com o Capitulo 1 e o Ca
pitulo 5, fundamental nesta dissertagao. Nele encontram-se
a nocao de ergocidade e alguns dos resultados mais importan
tes com ela relacionados.

0 Capitulo 4 apresenta algumas respostas a seguin-



te questdo: 'que acontece ao sistema quando sua medida &
substituida por outra?'.

0 Capitulo 5 apresenta uma questao que € bastante
pesquisada atualmente (o problema do isomorfismo), uma clas
se de sistemas muito importante (Sistemas de Markov) e uma
subclasse muito especial (Sistemas de Bernoulli), uma pro-
priedade definida apenas em sistemas probabilisticos ("mi-
xing") e as aplicagdes mais importantes da Teoria Ergodica
aos Processos Estocasticos Estacionarios.

A nogdo de entropia € fundamental em Teoria da In-
formagao. O Capitulo 6 pretende apresenta-la detalhadamente
(seu significado heuristico, suas propriedades e algumas de
suas aplica§6es na Teoria Ergédicé), omitindo as demonstra-
goes. ‘

O Apéndice I completa os aspectos iﬁtuitivos da no
¢ao de entropia. Os outros apéndices sao conétitufdospmr té
picos relativamente interessantes, mas desnecessarios para
compreender o que foi apresentado no corpo do trabalho.



CAP. 1 - INTRODUGAD . + « « « + + + .+ . S
CAP. 2 = RECORRENCIA. + « v v + v o+ o o v o & o o
CAP. 3" = ERGDDICIDADE ; ' 4 &5 s's's s s s s s 4 4
CAP. 4 - RELACﬁES ENTRE MEDIDAS . . .« .+ « .+ . v
‘CAP. 5 - ALGUNS TOPICOS RELEVANTES. + . « « « & & "a
5.1 - 0 Problema do Isomorfismo. . . . .
5.2 - Sistemas de Bernoulli. . . . . « .« .
5-3 - "MiXing“ . . . . ° « a . - N . . . e
5.4 ~ Sistemas de Markov . .« . « . . . a
5.5 - Processos Estocasticos Estacionarios
CAP- B - ENTRDPIA . . . v N LI va u . . » s 'l ® ® .
8.1 - Invariantes. . « « ¢ ¢« +« & o s o o
6.2 - DecomposigoBes. + + « « &+ + & o o . e
6.3 - Entropia em Espagos de Probabilidade
8-4 = EntI‘DpiE CondiCional . N « & ] . ® »
6.5 - Entropia em Sistemas . . . . . . . .
APENDICE I - UMA "MEDIDA"” DE ALEATORIZAGAO. . . . .

APENDICE II - ISOMORFISMO FRACO + . . . . .
APENDICE III - SISTEMAS DE KOLMOGOROV . . .
APENDICE IV - COMPLEMENTOS. . . . D

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS: + + « « « 4.4 o

13
23
40
49

49
51
60
65
69

84

84
a8
91
96
102

111
115
117
119
124



DEFINICAO

DEFINICAO

DEFINICAO

DEFINICAO

EXEMPLO 1.

CAPITULO 1

INTRODUGAO

Um ESPACO MENSURAVEL & um par ordenado (X,A),
onde X € um conjunto ndo vazio e A € uma o-
dlgebra de subconjuntcs de X.

Um CONJUNTO MENSURAVEL em um eépago'mensuré
vel (X,A) é um subconjunto de X que perten-
ca a A,

Uma TRANSFORMACAO MENSURAVEL em um espago
mensuravel (X,A) & uma transformagao T:X X
que satisfaz T 1AcA.

Uma ESTRUTURA é uma terna ordenada (X,A,T),
onde (X,A) & um espago mensuravel e T € uma
transformagao mensuravel neste espago.

Seja X=R", A a o-dlgebra de Borel de X e cEX
um ponto arbitrario fixado. A transformagao
T:X~+ X definida por Tx =x+c € mensuravel, de
modo que (X,A,T) € uma estrutura. A

Na definicao 1.5, a palavra MEDIDA significa  uma

fung@o da o-algebra no intervalo [0;+»] = [0;+=)u{+=}, conta

velmente aditiva e que leva o conjunto vazio no numero zero
(ver [4] Halfmos).

DEFINICAO 1.5 - Um ESPACO DE MEDIDA é uma terna ordenada

(X,A,u), onde (X,A) & um espago mensuravel

e u €& uma medida em A.
...1..



EXEMPLO 1.2 - Sejam X e A como no exemplo 1.1 e u a medida

de Lebesgue em A. A terna ordenada (X,A,u) e
um espago de medida. A

Consideremos um sistema fisico que vai se transfor
mando com o tempo. Os possiveis estados (as possiveis fases)
do sistema fisico formam um conjunto X, que é denominado ES
PACO FASE. Cada ponto do espago fase representa, com total
exatiddo, todas as propriedades do estado que ele caracteri
za.

EXEMPLO 1.3 - Consideremos k particulas livres no espago eu
clidiano tri-dimensional. Assumindo que as mas

sas destas particulas'e as forgas que elas e-
xercem sao completamente conhecidas, o estado
deste sistema fisico num determinando instan-
te de tempo pode ser descrito por 3k coordena
das de posicao junto com as 3k coordenadas de
velocidade correspondentes. (Estas 6k coorde-
nadas nao sao as Unicas que podem ser usadas;
para certos propositos, posicao e momento sao
muito mais convenientes que posicao e veloci-
dade.) Temos, considerando a posigao e a velo
cidade, que X==R8k. A

Escolhemos um instante no tempo para origem (t =0)
e uma certa quantidade de tempo para unidade (esta quantida
de pode ser 1 segundo, '3 minutos, 7 horas, etc.); deste mo-
do, cada instante no tempo & identificado com umnumero real
Vamos assumir que o sistema fisico sempre existiu, existe
neste instante e sempre existira. Esta hipotese ajuda muito
na construcio de um modelo matemdtico para o sistema fisico.

Enquanto o tempo vai passando, o estado do sistema
fisico vai mudando de acordo com as leis fisicas (equagoes
diferenciais) apropriadas; a histdria completa do sistema fi



sico (passado, presente e futuro) fica representada por uma -
determinada trajetéria no espaco fase, isto &, uma aplica-
gao de (-w;+») em X. De acordo com a Mecanica Classica,cién
cia de carater deterministico, a trajetoria & totalmente de
terminada por um de seus pontos (o estado do sistema fisico
em algum instante t). |

Na pratica, quase nunca ha meios para a determina-
cao exata e completa do estado do sistema fisico em algum
instante t. Dois fatores sd@o basices para isso: -

(F1) as limitacoes da percepgao humana (e dos aparelhos de
medicao),

(F2) a necessidade irrealizavel de parar o tempo no instan
‘te t para analisar e medir (isto &, determinar) o es-
tado do sistema fisico no instante t.

Para transpor esse impasse, a Mecanica Estatistica abandona
o estudo deterministico de estados (isto &, de pontos do es
pago fase) e passa a realizar o estudo estatistico de con-
juntos de estados (isto €, de sub-conjuntos do espaco fase).
A pergunta ''qual o estado do sistema no instante t,dado que

o estado do sistema no instante t, € x,?" & substituida por

0
"qual a distribuigao de probabilidade no espago fase Xdoes
tado do sistema no instante t, dado que o estado do sistema

no instante t, pertence ao sub-conjunto A,?". E neste ponto

que se torna necessario uma o-algebra A dg sub-conjuntos de
X, que contenha todos os sub-conjuntos do espaco fase que in
teressem, e uma medida u em A. Esta medida € para tornar pre
cisa a nocao de tamanho de um conjunto mensuravel no espago

fase.

EXEMPLO 1.4 - Consideremos um resistor cuja resisténcia so-

fre influéncia da luz (light dependent resis-



tor). O estado do sistema fisico sendo a re-
sisténcia do resistor (medida em ohms), temos
que X =[0;+»), com, digamos, a o-algebra de Bo
rel e uma determinada medida de probabilidade
da familia gama. A

DEFINICAO 1.6 - Uma estrutura (X,A,T) & uma ESTRUTURA INVER
SIVEL se, e somente se, a transformacdo T &
bijetora e TAcA (isto &, T T:X~+X & uma trans

formacao mensuravel).

Se (X,A,T) & uma estrutura inversivel,entao (X,A,T'i)
€, também, uma estrutura;‘(X,A,T'l) € denominada ESTRUTURA
INVERSA de (X,A,T).

A estrutura mencionada no exemplo 1.1 &€ uma estru-
tura inversivel.

A composigdo de uma transformagdo por si mesmo re-
petidas vezes & representada sob a forma de poténcia:

™ - 14

™ TT...T, para n> 0

1

TH e =g ..T—?, para n>0 (quando T € bijetora).

PROPOSICAO 1.1 - a) Se (X,A,T) & uma estrutura, entdo (X,A,T")
€ uma estrutura, VnéN.

b) Se (X,A,T) € uma estrutura inversivel,
entao (X,A,T ) € uma estrutura,V¥n€Z. 0]

Nas condigbes da proposigdo 1.1, a estrutura (X,A,T")
€ denominada n-ESIMA POTENCIA DA ESTRUTURA (X,A,T).

0BSERVACAO 1.1 - Somente as estruturas inversiveis tem po-

téncia negativas.

Voltemos ao modelo que representa fielmente a rea-
lidade sem considerar a inexisténcia de meios para a deter-
minagdo exata e completa do estado do sistema fisico em al-



gum instante t, isto €, ao modelo da Mecanica Classica. Co-
mo a trajetoria (baseada na correspondéncia bijetora conven
cionada pelo instante 0 e a quantidade unitaria de tempo ja
adotados) do sistema fisico € totalmente determinada por um
de seus pontos, vamos definir, para cada t€(-«;+x), a trans
formagdo T,: X+ X que a cada x€EX associa o estado do siste-
ma fisico no instante t dado que o estado do sistema fisico
no instante 0 &€ x. Portanto

(c1) T, = Id.
Com a hipotese fisica do sistema fisico ser conservativo,re
sulta

(Hf) T Ty = Topg » VE,SE(~w;4m) .
Faremos também uma hipotese necessaria do ponto de vista ma
tematico:

(Hm) T, € uma transformacao mensuravel, VtE(-w;+o),
t C

Um sistema '"matematico" seria, entdo, a quadrupla
. q
ordenada

(s1) | (XA, {T =0 < t < +o},u).

Adotar-se-a, entretanto, outra definicdo de sistema, que se
ra justificada por comentdrios a serem feitos.

MODELO 2 - A situacdo fisica citada acima pode ser substi-
tuida por uma na qual se supde que o sistema fisico "nasce'
em algum determinado instante no tempo. Alternativamente,po
demos supor que nao ha interesse em analisar (e medir) o sis



tema fisico nos instantes anteriores a algum determinado ins

tante no tempo. Da mesma forma, podemos supor que,embora ha

vendo interesse, nao hé in£orma§6es que permitam analisar

(e medir) o sistema fisico nos instantes anteriores a algum

determinado instante no tempo. Em qualquer destes casos, o

mencionado instante no tempo € convencionado como t=0 e

a) assumimos que o sistema fisico existira para sempre, de
modo a identificar [0;+«) com o tempo,

b) as trajetdorias no espago fase sio aplicagdes de [0;+») em
X, .

c) assumimos as hipoteses (Hf) e (Hm) com [0;+x) no lugar de
(=i4e) , :

d) um sistema "matematico" seria, entdo, a quadrupla ordena
da '

(S2) ' (X,A, {T,: 0 st <+w},u).

Adotar-se-a, também neste modelo, a definigdo de sistema pro
metida apoés a expressdao (S1).

0 problema basico da Mecanica Estatistica & o estu
do assintotico, isto &, quando t-+ +», de (S1) ou (82) para
responder a questoes sobre o futuro do sistema fisico.

Faremos agora uma simplificacao nos nossos modelos:

A PASSAGEM DE TEMPO CONTINUO PARA TEMPO DISCRETO. Ao inveés
de analisar (e medir) o estado do sistema fisico em cada ins
tante t, faremos isso apenas nos instantes do tempo identi-
ficados com os nimeros inteiros. Esse procedimento & relati
vamente razoavel quer do ponto de vista fisico quer do pon-
to de vista matematico: procuramos informagao sob:e (S1) ou
(S2) tomando observacoes periodicamente no tempo.

OBSERVAGAO 1.2 - A passagem de tempo continuo para tempo dis




creto deve influir na escolha da quantida-
de unitaria de tempo. Cada intervalo de tem
po [n;n+l) deve ser suficiente para Tegis-
trar a observacao feita no instante n.

A hipotese (Hf) e a conclusao (Cl) asseguram as se
guintes conclusoes:

(C2) | T =T,T,...T, , ¥n=21.
(C3) | T r;T T,.0.T ¥nz21l.
(C4) T T; = T‘lT_l = T, = Id.
De (Cl), (C2) e (C3) segue que estudér
(Sla) | (X,A,{Tn:-w<11<+w},u)

é, na verdade, estudar

(S1b) (XA, (T 11 £ n < =} o{T]:0 s n < +=},u).

OBSERVACAO 1.3 - No modelo 2, as conclusdes (C3) e (C4) nao
tem sentido. De (Cl) e (C2) segue que estu
dar |

(S2a) (X,A,{Tn:O <n < +»} u)
€, na #erdade, estudar
- (52b) (X,A, {T]:0 sn <+=},u),

A conclusdo (C4) e a hipotese (Hm) asseguramque as
estruturas (X,A,Tl) e (X,A,T_l) sdo inversiveis e uma € a in



versa da outra, de modo que estudar‘(Sla) ou (S1b) &,na ver
dade, estudar

(S1c) (X,A,{T?:—w'<n<<+w},u).

Em virtude de (Slc) e (S1b) e denotando T1
mente por T, sera enfim definido matematicamente o sistema.

simples

DEFINICAO 1.7 - Um SISTEMA é uma quadrupla ordenada (X,A,T,u),
onde (X,A,T) € uma estrutura e u € uma medi

da o-finita na o-algebra A que satisfaz uX>0.

OBSERVACAO 1.4 - Um sistema &, neste trabalho, uma estrutu-
ra com uma médida o-finita n3o nula na o-

algebra A. A estrutura desempenha papel mui
to mais importanfe que a medida, pois esta
nada tem a ver com o sistema fisico (& uma
convengao do observador), ao passo que aes
trutura descreve totalmente o comportamen-
to do sistema fisico nos instantes de tem-
po identificados com os numeros inteiros.A
importancia da estrutura ja pode ser vista
nas definicOes e notacgoes abaixo. '

DEFINICAO 1.8 - Um SISTEMA INVERSIVEL & um sistema cuja es-
trutura € inversivel.

_ Se $=(X,A,T,u) & um sistema inversivel,entdo g1
= (X,A,T-l,u) € também, um sistema;,sn1 é denominado o SIS-
TEMA INVERSO de S.

PROPOSICAO 1.2 - a) Se S = (X,A,T,u) & um sistema,entdo S" =
= (X,A,T%,u) & um sistema, Vné€N.
b) Se $=(X,A,T,u) € um sistema inversivel,




entao Sn==(X,A,Tn,u) é um sistema,Vn€Z.
0}

Nas condicbes da proposigao 1.2, o sistema S" & de
nomindado n-ESIMA POTENCIA DO SISTEMA S.

OBSERVACAO 1.5 - Somente os sistemas inversiveis tém potén-
' cias negativas.

0 estudo de (S1) ou (S2) quando t~ +» reduz-se, a-
pbs a passagem de tempo continuo para tempo discreto,ao es-
tudo dos sistemas S" quando n - +w,

DEFINICAO 1.9 - Um sistema (X,A,T,u) & um SISTEMA PRESERVA-
: TIVO se, e somente se, uT™ 1 =y, :

PROPOSIEEO 1.3 - SejaiS}r(X;K,T,u) um sistema inversivel.
Sao equivalentes: 2

i) S & preservativo;
ii) st g preservativo.

PROVA - Como ha uma simetria, basta provar que (i-+ii). Su-
ponhamos que S € preservativo. Seja A€A. Temos:

uer A

u(TA) = uT 1(TA) = uA. 0

PROPOSICAO 1.4 - As poténcias de um sistema preservativo sao

sistemas preservativos.

PROVA - A 0-8sima poténcia & claramente preservativa. A 1-&
sima poténcia & preservativa, por hipotese. Suponha
mos que alghma n-ésima (n=1) poténcia seja preser-
vativa. Seja AEA. Temos:

=1

ur” D) A o o yr a2 oy lA = ua,
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o que prova que a (n+l1)-ésima poténcia € preservati
va. _

Quando o $istema € inversivel, o caso n=-1 se
gue da proposicdo 1.3 e a indugdo feita acima prova
0S casos em que n < =1, O

OBSERVACAO 1.6 - Mesmo que um sistema preservativo (X,A,T,y

nao seja inversivel, a imagem TX da trans
formagao T & essencialmente o espaco X. De
fato: se AnTX =0 e AGA,entdo uA = uT *A =
= ufj = 0; Em particular: se TXEA, ‘entao
u(TX)€ =0.

0BSERVACAO 1.7 - Nos exemplos, sempre que X for um sub-con-
* junto de Borel de algum R" e omitimos a
descrigdo da o-algebra de A, fica subenten
dido que se trata da c-algebra de Borel de
X, isto &€, o trago da o~élgebra<k>Bore1 do
R" no conjunto X. Em particular: se X & um
sub-conjunto enumeravel do R™, entdo A & a
o-algebra formada por todos os sub-conjun-
tos de X. A

EXEMPLO 1.5 - Seja c #0 um numero real. A estrutura com es-

paco fase X=R e transformacgao definida por
Tx=cex € inversivel.

O sistema formado pela esfrdtura acima
com a medida de Lebesgue u & preservativo se,
e somente se, |c| =1. A

0 exemplo 1.5 fornece sistemas inversiveis preser-
vativos e nao preservativos. Fazendo c =0 no exemplo 1.5,te
mos um sistema ndo inversivel e ndo preservativo. O exemplo
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1.6 fecha esta questdo, fornecendo sistemas nao inversiveis
preservativos.

EXEMPLO 1.6 ~ Seja T 2 2 um numero inteiro. Seja X = [0;1),u

a medida de Lebesgue e T a transformacao defi
nida por Tx=r°x (mod 1). Este sistema & deno
minado SISTEMA r-ADICO. A

DEFINICAO 1.10 - Um sistema (X,A,T,u) & um SISTEMA PROBABI-
LISTICO se, e somente se, uX =1.

Os sistemas do exemplo 1.6 sdo sistemas probabilis
ticos. E claro que sistemas probabilisticos podem ser inver
siveis ou ndo, preservativos ou-ndo; idem para os nio proba
bilisticos. '

Uma grandeza fisica escalar (tal como energia, tempg
raturatou pressao) descrevendo uma propriedade do sistema fi
sico deve ser pensada como uma funcdao (mensuravel) de X em
R. O conceito de FUNCAO MENSURAVEL & o clidssico, isto &,
f—lacA; onde B € a o-algebra de Borel de R.

Consideremos novamente (S1) ou (S2) e uma "funcao
energia" f de X em R. Para cada xGX o caminho de (~«;+®) ou
[0;+®) em X definido por

t Ttx

é denominado CAMINHO DA FASE x. Para cada x€EX, o caminho de
(=2;+w) ou [0;+») em R definido por .

t-*thx

& denominado CAMINHO DE ENERGIA DA FASE x. A palavra ERGODI
CA vem do Grego e significa CAMINHO DE ENERGIA.
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Apos a passagem de tempo continuo para tempo dis-

creto os caminhos de energia da fase x sao:

n€Z -+ £T"xER (modelo 1) e
néN » FT™xER (modelo 2).

Em qualquer caso, para cada n21, O numero

Ii
—r- ] fTkxeR,
k=0

€ denominado ENERGIA MEDIA DA FASE x NO TRAJETO {0,1,...,n}. |

Vamos finalizar este capitulo com um exemplo impor

tante, que generaliza o exemplo 1.5.

EXEMPLO 1.7 - Seja S um sistema com espago fase X=¥Rn,'T u-

ma transformacdo linear e u a medida de Lebes
gue. O_conjunfo TX & um subespago vetorial de
X (portanto TXEA) e, caso dim TX <n (isto §€,
caso det T=0), temos u(TX) =0. Portanto, pa-
ra $ ser inversivel ou preservativo, € neces-
sario que '

det T = 0.

Esta condicdo é suficiente para T ser inversivel.
A férmula (valida para det T =0 e obtida de um
caso particular da mudancga de variaveis em in
tegrais miltiplas)

1 1

A=—2L A, VAGA
ldet T|

uT~

garante que S & preservativo se,e somente se,

|det T| = 1. A



CAPITULO 2

RECORRENCIA

Se & conhecido que, no instante t=0, o sistema fi
sico se encontra em um determinado. estado x6X, todo o futu-
ro (em particular, o comportamento assintdotico) do sistema
fisico estd determinado. Na pratica, nio se consegue deter-
minar exatamente qual o estado no instante t =0, mas se con
segue determinar algum conjunto AEA ao qual o estado no ins
tante t =0 pertenca (na pior das determinagoes,temos A=X).

EXEMPLO 2.1 - O comprimento de uma haste metalica varia com

o tempo. O sistema fisico sendo a haste eoes
tado num instante sendo o comprimento da has-
te neste instante;~pod¢mos escolher X =[0;+w)
e A de acordo comaobservagao 1.7. Como deter
minar que o comprimento da haste € m cm? Noen
tanto, é possivel determinar que o comprimen-
to em cm da haste pertence ao intervalo feéhg
do [3,0;3,31€A. _, A

Uma das primeirasAquest6es assintoticas surgidas na
teoria ergodica € a questdo de recorréncia. A respeito des-
ta questdo existe um resultado classico (o teorema 2.1) es-
tabelecido por Poincaré em 1899. Se € determinado que, no
instante t =0, o estado do sistema fisico pertence a um de-
terminado conjunto AGA, o sistema fisico retomara ao conjun

..13..
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to A?

DEFINICAO 2.1 - Sejam (X,A,T) uma estrutura e E um sub-con-

-

junto qualquer de X. Um ponte x€X & E-RECOR
RENTE se, e somente se, XEE e TnxGE_para al
gum n> 0. Um ponto x6E & INFINITAMENTE-E-RE
CORRENTE se, e somente se, X€EE e Tner'para

infinitos n> 0.

FEQ&EﬁE;Z}i - Se (X,A,T,u) & um sistema preservativo tal que
uX< e e AGA, entdo quase todo ponto de A € A-
recorrente.

PROVA - Seja B o conjunto dos pontos de A que nunca retomam
" a A, isto &, B=AnT 1ASaT 2 i
1.1(a), BEA. Precisamos provar que uB =0,

Se xEB, entao Tx,sz;...ﬁB. Logo

An.... Pela proposicio

(1) BaT™B =¢ , ¥n21

(2) 7Kg (K o K(gar By = g, vn,k= 1.
Das'expressées (1).e (2) segue:

(3) B, T‘lB, T-ZB, ... sao disjuntos dois a dois.

Como oAsistema é preservativo, segue:

uX > u(BuT 1BuT 2Bu...) ) uB+uT 1B+uT %B+...
>uB+uB+uB+ ...

Se uB >0, a desigualdade acima implica que
uX =«; logo uB=0. ‘ - D

TEOREMA 2.2 ~ Nas condigoes do teorema 2.1, quase todo pon-

to de A & infinitamente-A-recorrente.

PROVA - Para cada n2 1, seja B = AnT PACaT™21AC,. .. . Para ca
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da n>1, os sistemas (X,A,Tn,u) sao preservativos,
conforme a proposigao 1.4; aplicando o teorema 2.1 a
cada um deles, obtemos

BneA e uBn =0, ¥n= 17

Dai segue que

u(U{Bn:nzl}) 0.

Seja x€A - U{B_:nz1}. Como x€A-B,, existe n,>0
‘tal que T"1x€A. Como xGA-Bnl, existe n2>0 tal que
02 21xeA. Como x€A-B,, .

23]

, existe n3>0 . tal que
T3:02-NlyeA, E assim sucessivamente.

O

No teorema 2.1, a finitude de u e a pfeservagéo de
u foram usadas em um sentido muito fraco: o essencial & a
nio existéncia de um conjunto mensuravel B de medida positi
va tal que (3) seja verificada. Em outras palavras, o essen
cial € a ndo existéncia de um conjunto mensuravel relevante
(isto €, de medida ndo nula) B com a propriedade: se o sis-
tema fisico em algum instante n=0 estd em B, entdo o siste
ma fisico nunca voltara a B.

DEFINICAO 2.2 -~ Sejam (X,A,T) uma estrutura e E um sub-con-
junto qualquer de X. E & um CONJUNTO ESTA-
VEL se, .e somente se, TEcE (ou equivalente-
mente, EcT-1E).

Um conjunto estavel E tem, entd@o, a propriedade:se
o sistema fisico esta em E em algum instante nx>0, o siste-
ma fisico permanecera em E para sempre. '

DEFINICAD 2.3 - Seja (X,A,u)sum’espago.de;medida e g,f fun-
¢Oes mensuraveis. g € u-MAIOR QUE f se, e so

mente se:
a) gx > fx , ¥x€X.
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b) existe KEA tal que uk>0 e
gx > fx , ¥x€K.

PROPOSICAO 2.1 - Seja (X,A,T,u) um sistema. Sdo equivalen-

PROVA - (i=+ii) Faz-se A= (BuT

tes:
i) Existe BE tal que uB>0 e
B,T-IB,T'ZB,... sio disjuntos dois a
dois.

ii) Existe um conjunto estavel AEA tal que
u(T1A-A) = ulxgA:TxeA} > 0.
iii) Existe uma fungao mensuravel ftal que

fT ‘€ u-maior que f.

1 2

Bu...)%, isto &, A& o
zx,...ﬁgg por-

BuT~
conjunto dos pontos x tais que x,Tx,T
tanto o
2T%,...¢B > TxEA » x€T !

x€A~+ Tx,TTx, T A,

isto €, A € estavel. Além disso, A & mensuravel e

x € BuT 1BuT %Bu... » x € AC
XEB +

{TxgBur By ?

Bu... > TxEA.
Logo, BeT 1A-A, o que implica u(T 1A-A) > uB > 0.

(ii+ i) Faz-se B==T-1A-A; entdo B € mensuravel,uB>0
o ,

(*) x€T "B «+ TPxEB «+ TT"xEA e TUx@A.

Como A & estavel, segue de (*) que T "B é o conjun-
to das fases que sdo "absorvidas' em A no instante
n+l; logo

1 2

B,T "B,T “B,... sdo disjuntos dois a dois.
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(ii »iii) Seja f£=1,. Entdo f & mensuravel e, como
fT = IAT= Ip-1, © A € estavel, temos

‘IT'IAXZ IAx , ¥xeX.

1

Faz-se K=T “A-A, entdao KEA, ukK>0 e

x€K - IT-]_AX =1>0 = IAX.

(iii~»ii) Como £T € u-maior que f, entao
fxzc> fTx2c , ¥xEX e ¥YcER.
Disso resulta
s T ~1-1. .
(1) f "[c;+w)eT “f “[c;+») , YCER.
 Para cada r€Q, seja ' ‘
D, = {x€X:fTx>r> fx}EA.
Se x€K, entdo £Tx > fx; logo, para algum r€Q, tem-se
fTx:>r > fx.Portanto

(2) ' | KeU{D_:r€Q}.
Como ukK >0, (2) implica a existéncia de a€Q tal que
(3) uD# >0,
Seja A = f-l[a;ﬂ’D_)GA. A expressao (1) afirma, em par
ticular, que A € estavel e, como

T"lA-A = [xEX:fx<a e £Tx = a}sD_,

segue de (3) que.,u(T-lA—A) >0. 0

DEFINIGCAO 2.4 - Um SISTEMA COMPRESSIVEL & um sistema que sa

tisfaz uma (e portarito "todas) das expres-
soes (i), (ii) ou (iii) da proposicao 2.1.Um
SISTEMA INCOMPRESSIVEL € um sistema ndao com
pressivel. '

PROPOSICAO 2.2 - a) As poténcias positivas de umsistema com
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pressivel sdao compressiveis.
b) As poténcias positivas de um sistema in
compressiveis. o

PROVA - Seja S =(X,A,T,u) o sistema e seja n um inteiro po-

sitivo. ,

a) Decorre imediatamente da proposigao 2.1 (i) . Va-
mos, entao provar (b).

b) Por hipotese, (X,A,T,u) & 1ncompre551ve1 Suponha
mos que (X,A,Tv,u) seja compressivel. Pela propo
sigdo 2.1 (iii), existe uma funcio mensuravel g
tal que ng € u-maior que g. Seja

f = z ng
k=0
A fungdo f € mensuravel e, como
n-1
FT-£ = J gritl. Z Ltk gT"-g,
k=0 '

segue que fT € u-maior que f,isto &, (X,A,T,u) &
compressivel. 0

TEOREMA 2.3 - Se (X,A,T,u) & um sistema incompressivel e AEA,
entao quase todo ponto de A € A-recorrente.

PROVA - Se a conclusdo ndo for valida, entdo
B = AnT 1ASaT 2A%n...,
que € mensuravel, tem medida positiva. Como ja foi
visto na prova do teorema 2.1,

B,T'lB,T-zB,... sao disjuntos dois a dois.

Logo, (X,A,T,u) € compressivel. ‘ ]

TEOREMA 2.4 - Nas condigOes do teorema 2.3, quase todo pon-
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TEOREMA
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to de A € infinitamente-A-recorrente.

"InC, ... .Para ca

Para cada nx>1, seja Bn==AnT—nACnT
da n=21, os sistemas (X,A,Tn,u) sdo incompressiveis,
conforme a proposicao 2.2 (b); aplicando o teorema
2.3 a cada um deles, obtemos

BHGA_ e uB = 0 , ¥nz1.

Dai segue que ... (ver a prova do teorema 2.2).0

2.5 - Todo sistema preservativo de medida finita (em

PROVA -

particular, todo sistema preservativo probabi
1istico) & incompressivel. '

Seja S = (X,A,T,u) o sistema. Se S & compressivel, e
xiste BEA tal que uB> 0 e-B,T’lB,T'zB,... sao dis-
juntos dois a dois, conforme a proposigao 2.1 (i).
Pela proposigdo 1.4, uB=uT 1B = uT™%B =.... Logo

1 2

uX = u(BuT "BuT “Bu...) = uB+uB+uB+... = +=.[]

0 exemplo 2.2 mostra que um sistema preservativo de

medida infinita pode ser compressivel.

EXEMPLO

2.2 - Sejam X={,..,-2,-1,0,1,2,...}, A de acordo

com a obseérvagao 1.7 e u a medida de contagem
Seja keX tal que k> 0. Seja'Tk a transforma-
¢ao definida por T, x =x+k. .

0 conjunto A= {k+l, k+2, k+3, ...} & estavel,
mensuravel e tal que

u(Tp A-A) = ufl,...,k} = k>0.
Logo, o sistema Sk==(X,A,Tk,u) é compressivel
A

O teorema 2.4, que seria o resultado central deste
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capitulo, pode ser assim enunciado: se (X,A,T,u) & um siste
ma incompressivel e AEA, entao

u{x€A: ¥ IATnx‘<+w} -
n=0

I € uma fungdo real mensurévelrﬁbjﬁié@fw{'e:A={x€X:IAx>O}.
O teorema 2.6 & uma generalizagao do teorema 2.4.

TEOREMA 2. 6 - Se (X,A,T,u) € um sistema 1ncompress1ve1 f é

é uma fungao real meﬁsuravel nao negatlva e
A = {xEX: fx>'0} entao

ul{x€A: J - £fT'x< 4w} = 0 &
nz0

PROVA - Para cada inteiro k>0, seja A = {x€X:fx<1/k}. Co-
mo f € mensuravel, cada Ay & um conjunto mensuravel
O teorema 2.4, aplicado a cada conjunto Ak’ garante
a existéncia de um conjunto B,cA; satisfazendo:

B, EA, uB

e ¥ = (), x€A,-B, » * X &

k 'k
infinitamente—Akérecorrente.

Em outras palavras,

(1) xEA, -B

L ETxe e (1K) =t

k nz0

~pois £ € ndo negativa.
Como A==U{Ak:k> 0}, tem-se

XEA-U{B, :k>0} » XEU{A,-B, :k>0}—2Ls | £T7x = ven

k k” n=0

Além disso,

‘U{Bk:k>0}€A e u(U{Bk:k>0}) = 0. 0
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EXEMPLO 2.3 - Sejam X = {'0,1,2,...}, A de acordo com a obser
vagdao 1.7 e u a medida de contagem. Para cada

y€X, seja_Ty a transformagao definida por

x-1, se x>0

y, se x=0.

Consideremos um sistema S = (X,A,T ,u). Temos
que A={0,...,y} € mensuravel, estavel e

u(T 1A-A) = uly+1} = 15 0.

Portanto,-sy é compressivel. - A

OBSERVAGAO 2.1 - Se o sistema & inversivel,o§ res
' tidos neste capitulo aplicados®do $iste
inverso podem informar sobre a quest&o: se
& determinado que, no instante t=0, o es-
tado do sistema fisico pertence a um deter
minado conjunto AEA, o sistema fisico ja es
teve anteriormente em A?

Este capitulo ndo deve ser concluido sem um exen-
plo que mostre a existéncia de sistemas incompressiveis.

EXEMPLO 2.4 - Sejam X={1,2,...,r}, A de acordo com a obser
vagao 1.7, T e u definidos por

x+1l, se x#7r
1

Tx = 4 e u{x}=-——.

1, se x=r,
Os Unicos conjuntos estaveis sdo X e f. Temos
1 X e T_lﬂ =
0 e u(T lg-g) = o.

T *X

u(r ix-x)



- 22 =

Logo, (X,A,T,u) € um sistema incompressivel e,
apenas para recordar, nao preservativo. A

OBSERVACAO 2.2 - Qualquer medida o-finita ndo nula (ver de-

finicao 1.7) colocada na estrutura do exem
plo 2.4 produzira um sistema incompressi-
vel.



CAPTTULO 3

ERGODICIDADE

Neste capitulo, sdo introduzidas outras duas o-al-
gebras e, portante, diversas mensurabilidades sao menciona-
das. Vamos introduzir alguma netacido:

M(S,F) - representara o conjunto de todas as funcdes (a
valores feais) mensuraveis do espaco mensura-
vel (S,F); '

L*(S,F,m) - representard o conjunto de todas as fungoes (a -
valores reais) mensuraveis e integraveis do eg‘
paco de medida (S,F,m); ’

L*(S,F,m) - representari o conjunto de todas as funcgoes (a

' valores reais) mensuraveis e de quadrado inte-

gravel do espago de medida (S,F,m).

DEFINICAO 3.1 - Sejam (X,A,T) uma estrutura e E um subcon-
junto qualquer de X. E &€ um CONJUNTO INVARI

1

E=E.

ANTE se, e somente se, T

PROPOSICAO 3.1 - Sejam (X,A,T) uma estrutura e E um subcon-
junto qualquer de X. Sao equivalentes:

(i) E & invariante;
(ii) E & estavel e E€ & estavel. 0

Un conjunto invariante tem, entio,apropriedaden@g
cionada apos a definic3o 2.2 e também a seguinte: se o sis-
tema fisico ndo esta em E em algum instante n= 0,ele jamais

-23-



"“"entrara" em E.

PROPOSICAO 3.2 -
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a) Se E & um conjunto invariante, entdo ES
€ um conjunto invariante.

b) A unido e a intersecdo de uma classe (e
numeravel ou n3o) de conjuntos invarian
tes sao conjuntos invariantes.

€) A classe formada por todos os conjuntos

‘invariantes & uma o-algebra. 0

OBSERVACAO 3.1 - Anotaremos por 1a q-élgebra dos conjuntos

invariantes em uma estrutura (X,A,T).A clas
se Anl & uma (sub-)o-algebra (de A), pois
€ uma intersecdo de o-algebras.

DEFINICAO 3.2 - Sejam (X,A,T) uma estrutura e f uma fungio
qualquer de X em R. f & uma FUNCAO INVARIAN
TE se, e somente se, fT=f,

PROPOSICAD 3.3 -

)

PROVA - (i + ii)

(ii » i)

Sejam (X,A,T) uma estrutura e f uma funcdo
qualquer de X em R. Sdo equivalentes:

i) £ € uma fungdo invariante;
ii) feM(X,1).

como £ € uma funcdo invariante, segue

fxs a «+ fTx<a, ¥x€X e VaGR.

£ (~w;al = T 187  (~m;a1, VaeR.
£71(-=;a1€1, vaer.

feM(X,I).

Se E€I, entao IET'=IT_IE=IE e, portanto,IE
e uma func¢ao invariante.

A classe M, formada por todas as fungles in
variantes, € fechada para combinagdes 1i-
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neares:

fEM, gEM+ (£f+g)T = £T+gT = f+g

CER, fEM+» (cf)T=c.fT=c.f.

M & fechada para limites de sequéncias ndo
decrescentes de fungoes nao negativas: se

fl.fz,...eM, 0< fls y A

2
fT=(1im £ )T2 £, T= £, ,¥k21 » £fT2f
n k k =
. +fT-fo
f = 1lim fn’sz = fkT, ¥kz 1+ £f2fT

0 teorema B (pg.85 - [u]) assegura que
M(X,1)cM. o

Para expressar a idéia de ergodicidade,é também ne
cessaria a idéia de conjunto trivial. Uma medida m em um es

-

pago mensuravel (S,F) & uma MEDIDA NAC NULA se,e somente se,
mS > 0.

DEFINICAO 3.3 - Sejam (X,A,u) um espago de medida e E um sub
conjunto qualquer de X. E & um CONJUNTO TRI
VIAL se, e somente se,
a) EEA
b) uE=0 ou ch=0.

PROPOSICAO 3.4 - Seja (X,A,n) um espago de medida. A classe
‘formada por todos os conjuntos triviais &
uma (sub-)c-algebra (de A). 0

0BSERVACAO 3.2 - Anotaremos por T a o-algebra dos conjuntos
triviais em um espaco de medida (X,A,u).

DEFINICAO 3.4 - Sejam (X,A,u) um espaco de medida nao nula
e f uma funcdo qualquer de X em R. £ € uma
FUNGCAO p-CONSTANTE se, e somente se:
a) £EM(X,A),
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b) existe a€R tal que ‘u{x€X:fx =al} =0,
Nestes casos, a constante a€R & o u-VALOR de
f e {xEX: fx=2alEA € o u-SUPORTE de f.

PROPOSICAO 3.5 - Sejam (X,A,pn) um espago de medida nao nula

PROVA - (i =+ ii)

(ii » i)

e f uma fungdo qualquer de X em R. Sao e-
quivalentes:

i) £ & uma fungdo p-constante;
ii) fEM(X,T).

Seja a€R o u-valor de f e seja BEB.

a€B + £ {alef B+ u(£ 1B)C =0 > £ BET
agB » £ Be(£ Ha}) S »uf 1B =0+ £ BeT.
Logo £ 1BeT.

Para cada inteiro k e cada inteiro positi-
vo n, seja '

- .k k+l
An,k {xGX. —-—Zn _sfx<-———2n }

Para cada n fixado, existe um inico An'kch
: L
medida ndo nula. Representemos por k(n) es
te inteiro. Segue que "toda a medida" esta
em A= 2£Ah’k(n)n1zlj e, claramente, exis-
te um unico a€R tal que: x€A +fx=a. Logo,

f & u-constante. 0

Se um sistema S=(X,A,u) é tal que X & a uniao de
dois conjuntos disjuntos A-mensuraveis Xl e,XZ que sao inva
riantes e tais que uX;> 0 e uX, >0, o estudo de I & realmen
te o estudo de dois sistemas

5 = X

,Al,Tl,ul) e 32 = (XZ’AZ’TZ’MZ)'londe

Ai = XinA
T, é a restrigdo de T a X;
My & a restrigdio de u a A;.
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Quando isto ocorre, S € um SISTEMA DISPONIVEL e {31‘32} € u
ma DECOMPOSICAO DO SISTEMA S; cada sistema da decomposigao
pode ser estudado separado do outro, dai os unicos sistemas
relevantes serem os indecomponiveis, também denominados er-

godicos.

DEFINICAO 3.5 - Um sistema S= (X,A,T,u) & um SISTEMA ERGODI

CO se, e somente se, todos os conjuntos A-
- -mensuraveis invariantes sdo triviais (isto
e, se AnlcT).

OBSERVAQAO 3.3 - Ergodicidade & uma formulagao precisa, mas

/ s

EXEMPLO 3.1

EXEMPLO 3.2

 EXEMPLO 3.3

EXEMPLO 3.4

nao a unica, da segu1nte idéia: a transfor
macao T faz uma perfeita ( em relacgio a u)'
desordem - no espago fase X (considerado pu
ramente como conjunto).

Consideremos o sistema Sl no exemplo 2.2. Os
inicos conjuntos invariantes sao @ e X, logo
S, € um sistema ergddico. A

Consideremos o sistema S, no exemplo 2.2.
{...,~4,-2,0,2,4,...} & um A-mensuriavel inva-
riante ndo trivial, logo S, € um sistema nao
er§6dico. A

Consideremos o sistema do exemplo 2.4.Pela pro
posicdao 3.1, para E ser um conjunto invarian-
te & necessidrio que E seja um conjunto esta-
vel, logo I={@,X}. Portanto, o sistema consi

" derado € ergddico. A

Sejam r,s inteiros positivos.Seja S(r,s) o sis
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tema definido por X={1,...,7,r+l,...,r+s},

1 , se x=v¢
Tx = 4r+]l, se X =T+S
x+1, nos outros casos,

nix} =-§-.

Como Cy={1,...,7} & um conjunto A-mensuravel
invariante nio trivial, o sistema $(r,s) & nao
ergodico.
Os anicos conjuntos estaveis sao

C, e G ={r+l,...,T*s}.
Ambos sdo A-mensurdveis, porém

(171 -Cp) = w(TTeymCy) = up = 0.

Portanto, S(r,s) & um sistema incompressivel.
A

£ interessante "aplicar" a observacdo 3.3 aos exem
plos 3.1 e 3.3. g

Apesar da proposigdo 3.1, ergodicidade nada -tem em
comum com incompressibilidade como mostra o seguinte quadro

ERGODICO DECOMPONIVEL

Compressi?el Exemplo 3.1 Exemplo 3.2

Incompressivel Exemplo 3,3 Exemplo 3.4

Isto aconteceu porque as nogoes de conjunto invariantee con

junto estavel independem da medida, o que nao acontece com

as nogoes de sistema ergddico e sistema incompressivel.

PROPOSICAO 3.6 - Seja S= (X,A,T,u) um sistema. Sao equiva-

lentes:
i) S & um sistema ergodico;
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ii) M(X,AnI)cM(X,T).

PROVA - (i + ii) £EM(X,AnT) + £ 'BcAnl + £ 1BeT » £EM(X,T).
(i > 1) AGANT+ I, EM(X,AnT)> 1,6M(X,T) ~AET. O

PROPOSICAO 3.7 - Seja S= (x,A;T,p) um sistema tal que pX<e,

Séo equivalentes: ‘
i) T & um sistema ergoddico.
1i) M(X,AnT)al (X, A1) eM(X,T).

PROVA - (i + ii) Segue da proposigdo 3.6.

(11 + i)

" (1,6M(X,AnT)’
AGAnT g 2o
AGA+[1 ) «dumpAspX<o+ I,€L7 (X,A,u) +
-+ 1 As (X,T) + A€T. 0

EXEMPLO 3. 5 - Seja X o conjunto dos niumeros complexos de mo

dulo unitario e A a c-algebra gerado pelos ar
cos. Para cada cé€X, seja T :X+X a transforma
cdo definida por T x=c-X. Seja u a medida que
a cada arco associa o seu comprimento dividi-
do por 2n. Assim 3 = (X,A,T 1) € um sistema
probabilistico. Ma1s ainda: T atua em X sim-
plesmente como uma slngela rotagao do angulo
que é o argumento do nimero complexo c,dai Se
é inversivel ¢ preservativo.

k. =1, para algum k >0, entédo 1 é nio er-

Se ¢
gotico: a funcdo £:X+R deflnlda;nr fx-Re(x )
& uma fungio A-mensuravel e invariante que

nioc & p-constante, isto €,
ey
FEM(X,AnI) e £BM(X,T)
(ver proposigdes 3.3, 3.5 e 3.6). &
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TEOREMA 3.1 - Seja X € um espago topeldgico com uma base enu

merivel, A & a v-dlgebra de Borel de X (isto
€, & menor o-algebra que contém todos os sub-
conjuntos abertos de X), u € uma medida em A
tal que cada aberto ndo vazio tem medida posi
tiva e T:X+X & uma transformagdo tal que

S= (X,A,T,u) € um sistema inversivel. Se § &

ergodico, entdo, para quase todo x€X, o cami-
nho da fase x (isto é, o conjunto {T™x: n€zZ})
é denso em X. '

PROVA - Seja {GI'GZ""'} uma base enun{era’ivel para a topolo-
gia de X. Para cada k=2 1,seja B

o G]‘("f (U{TnGk:.nQZ})c.

| T'em-s'e .

1)

Gl: & um A-mensuravel invariante;

2) .GI:GT.' pois '$ & ergddico; -

£
4)
5)

Logo,

'G;‘\Gk'a;
ugk> 0; se Gy =@; .
Gy =0, se G =@, por (2), (3) e (4).

G=U{Gy:k21 e Gy = B}6A e nG =0,

Seja x€X uma‘fase. Se o caminho de X nio & demso em
X, existe um aberto bisico ndo vazio Gk tal = que

{"x: x€Z}nGy =@ e, portanto, xGG;; mais ainda,x€G.

o

0 teorema 3.1 pode ser utilizado como uma maneira
alternativa de mostrar que o sistema S_ no exemplo 3.5 & ndo
ergodico se ck- 1, para algum k>0: para todo x€X, o cami-
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nho de x € o conjunto finito (e;portanto, nao densoc em X)

{x,c-x,....ck'l?x}.

Nos casos em que ck:=1 ‘'para todo k> 0, o caminho 'de-:cada
fase x€X & denso em X; entretanto, isto ndo garante a ergo-
dicidade de S s, pois a recxproca do teorema 3.1 & falsa, con
forme um exemplo na pag. 27 - [ 51’ ‘Halmos.

0 teorema 3.2 se- encontra demonstrado Lm £ 51 Hal-
mos, nas pags. 26-28.

TEOREHA 3.2 =

"Seja (X,+) um grupo abeliano topologico com-
pacto e com uma base enuneravel .Sejam A e
como nas condigoes do teorema 3.1. Para cada
c6X, seja T_ a transformagdo definida por

K ‘o= e X .
Tcx C*X

 Sdo equivalentes:

EXEMPLO 3.6 -

EXEMPLO 3.7 -

i) S. = (X,A.Tc.h) e erg6_dico; '-

ii) {c™: n€Z} & denso em X. | 0
Se k. 1, para todo k> 0,0 sistema S no exem
plo 3.5 & ergod1co conforme o teorema 3 2. &

Seja S o sistema formado pela estrutura do e-
xemplo 1.1 com a medida de Lebesgue. Seja d a
métrica euclidiana em X. Para cada fase y, se
ja

B(y) = {x€X: d(x,y)sl}.
0 conjunto U{B(kec): k€Z} e um A-mensuravel in
variante ndo trivial, logo S & ndo ergddico.A

OBSERVACAO 3.4 - Hi varios resultados relacionando a Teoria

Ergddica com outros ramos da Matematica na
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literatura especializada. Neste trabalho,
os teoremas 3.1 e 3.2 foram mencionados a-
penas como uma ilustragado deste fato; como
o objetivo & relacionar a Teoria Ergodica
com a Teoria, das Probabilidades, este tra-
balho ndo prosseguirid nesta diregdo.

'EXEHPLO'3.8 - Sejam X=[0;1), n a medida de Lebesgue e, pa-
ra cada c€X, sejam T. a transformagao defini-
da por Tx =c+x (mod.1l) e SC- (X,A,T 1)

'Se kec=0 (mod.l) para algum k >0, entdo Sc &
ndo ergddico: a fungdp f: X * R definida por
fx = kex' (mod.1) é uma funcio A-mensuravele in
variante que ndo & u- -constante (ver prop051-
goes 3.3, 3.5 e 3.6).

" Se kec %0 (mod.l) para todo k> 0, entdo S. e
ergodico, conforne o teorema 3:ds

Em qualquer caso, S, - um sistema preservatl-
vo e inversivel. A

OBSERVAGAO 3.5 - Se (X,A,T,n) & um ESPACO DE MEDIDA NAO ATO
MICO (i.&, AGA e uA>0 # existe BEA tal que
U (AnB) > 0 & u(AnB®) > 0) e uX=w, ndo & fa-
¢il construir uma transformacdo mensura-
vel T no espaco mensuravel (X,A) .de modo
que (X,A,T,u) seja um sistema ergodico.

0 exemplo 3.9 mostra que existem sistemas ergodi-
cos nas condigoes da observagao 3.5, nos casos em que

a = o,
n21

EXEMPLO 3.9 - Seja a;,a,,... uma sequéncia estritamente de-
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crescente de reais positivos menores quel tal
que lim a_=0. Seja Xy= {(x; 0)ER%2:0sx< 1} e,
para cada nz1, seja X = {(x,n)6R?: 0Osx<a )
Seja .

X = U{Xn: nz0}.

Seja A a g-algebra de Borel e seja u a medida
que a cada segmehto de reta contido em X asso
cia o seu comprimento.

Sejam Ao-xbhk,uo a restrigdo de u a Ay, Tg:
Xg + Xo uma transformagdo tal que '
. So - (XO’AO.TO.%)_
seja um'sistema preservativo, inversivel, er-
 gbdico. (Estas transformagdes existem, confor
o me.o\exemplo.s.s.) Vamos definir T pela expres
sao ‘ '
(x,n+l), se Osxmn+1
sx<a .

T(x,n) = {
: : To(x,0), S€ 2,41

Temos que (X,A,T,n) & um sistema preservativo
¢ inversivel. Se AGAnI, seja Aq -Amxo.‘ Como
A61, A={(x,n)EX: (x, O)GAO} e A, € invariante
em SO' Portanto ou ‘*OAO =0 ou "OAO = 1, donde
‘conclui-se que pA=10 ou uAc-=0 isto € AeT. A

0 teorema 2.4 afirma: num sistema incompressivel
quase todo ponto de cada A€A retorng a A infinitas vezes.E
natural perguntar durante que "fracdo do tempo" o estado do
sistemg fisico ocupa um determinado conjunto A€A. Mais pre-
cisamente: dada uma fase x€X (para o presente propoésito nao
€ necessario exigir que x€A), formamos, para cada inteiro

nao negativo n, a razao

1
m' z IAT;‘,X
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e procuramos obter o limite desta sequéncia de razoes quan-
do n+w,

A existéncia deste limite (em algum dos conceitos
de. 11m1te) e, quando ele existe, suas propriedades consti-
tuem os chamados TEOREMAS ERGODICOS. O problema do tempo mé
dio de residéncia em A &, entdo, o problema da convergén-
cia de Cesaro para a sequéncia

IAx,.IATx.'IAT Xy oo

e o primeiro passo sighificante nesta diregdo foi dado quan
do se procurou resolver este problema para uma fungao

L fEM(X,A)
no lugar da partlcular funcao I GH(X A).

Existe uma boa quantidade de Teoremas Ergodicos. O
_ teorema 3.3 é um deles, denominado TEOREMA ERGGDICO INDIVI-
' DUAL, devido a G.D.Birkhoff e F.Riesz, sem diivida alguma o
mais importante numa introdugdio & Teoria Ergédica. A demons
tragio pode ser encontrada em [ 5] Halmos, pag. 18-21.

DEFINIQAO 3.6 - SeJam (X,A,u) um espago de medida e fEM(X,A),
Uma VERSAO DE f e qualquer fungdo geM(X, A)
tal que u{xGX fx*gx} =0,

TEOREMA 3.3 -Ses (XATu]é

fGL (X,A,u), entdo:

| n ok c

a) Xg= {xGX:mrk): £fTx converge}eA e uXg=0,
: =() .

b) f':x-+Rvdefinida por:

um sistema preservativo e

- iiz E'I I £Tx, se x€X
x-

0 -’ , caso contrario
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& tal que £'eLi(X,A,u),
¢) £ possue uma versdo £' em M(X,AnI),
d) uX<w =+ [fedu= [£*+du. 0
A conclusio obtida no teorema 3.3.(d) pode nido ser

vialida se omitimos a hipotese adicional uX <, como mostra
o exemplo 3.10.

EXEMPLO 3.10 - Sejam X=R, T a transformacao definida por
Tx = x+1, u a medida de Lebesgue, f = I . ,y.
Claramente, f* =0 e - ' '

[fodu =10 .If'-dﬁ. | A

TEOREMA 3.4 - Se S= (X,A,T,u) & um sistema preservativo er-
' godico e se. feLt (X,A,1), entdo £* (definida no
‘teorema 3.3) € p-constante com p-valor:

a) Tlx-[f-du_, se pX <o,
b) 0 , se pX=w,

!

PROVA - O teorema 3;3(;) assegura que f* possue uma versdo
£' em M(X,AnI). Como $ & ergddico, a proposigao 3.6
-assegura que £'EM(X,T), isto &, f' & u-constahte.s_e_
ja a€R o u-valor de f£'. Como

(£* wa)e{f* =£', £'wa}lu{f* 2 £')

segue u{f*=al=0 e, portanto, £* & u-constante.
a) Do teorema 3.3(d) segue
[f-du - ff*-dn - Ia-dn =aspX+as= mlr]ffdu.

b) Se o u-valor de £* & a =0, entdo
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= |aspX| == e £*gLt (XA, 1)

'If*'du

contrariando.o teorema 3.3(b). 0

Ia*du

Em outras palavras, o teorema 3.4(b) afirma:a ENER
GIA MEDIA ASSINTOTICA f*x DA FASE x€X & igual, a menos que
x pertenga a um conjunto de medida nula, & ENERGIA MEDIA DO
SISTEMA T%T fedp. Esta afirmacgao tem grande utilidade nas a
aplicagdes da Teoria Ergodica a Fisica.

Condigoes suficientes para que um sistema seja er-
godico apresentam bastante interesse, quer do ponto de vis-
ta matematico quer das aplicacgodes.

TEOREMA 3.5 - Seja s==(X,A;T;u) um sistema preservativo tal
que uX <», S3o equivalentes:

i) S € um sistema ergddico;

ii) fELl(X}A,u)-vf* é u-constante.

PROVA - A afirmaciio (i + ii) & valida até sem a hipotese da
medida ser finita, conforme o teorema 3.4. A afirma

gao (ii + i) sera provada utilizando a proposigao
3.7: seja fEM(X,AnT)nLY(X,A 1), entdo £ =£T e exis-
te £* (pela proposicdo 3.3 e pelo teorema 3.3}, lo-
go £f=f% e, por hipotese, £ € p-constante, isto €&,
fEM(X,T). 0

Se S=(X,A,T,n) & um sistema preservativo tal que
uX =® e as energias médias assintoticas f* sejam p-constan-
tes para toda fGLi(X,A,u), o sistema S ndo & necessariamen-
te ergddico. Em outras palavras, se omitirmos a hipotese da
medida ser finita no teorema 3.5, (ii) n3o € uma condigdo su
ficiente para (i), como mostra o exemﬁlo 3.11.
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EXEMPLO 3.11 - Sejam X =ZxZ, onde Z={...,-2,-1,0,1,2,...},T

EXEMPLO 3.12 -

a transformacao definida por T(x,y)} = (x+1,y),
u amedidade contagem.Claramente, S= (X,A,T,u)
€ um sistema preservativo e pX=e«, Comoas "re
tas horizontais" sdo conjuntos A-mensuraveis
invariantes ndo triviais, $ € um sistema nao
ergodico. Mais ainda:

a) qualquer fungido ndao possue nenhuma versao
distinta de si mesma,

b) as "retas horizontais" sdo os atomos de I,
c) geM(X,AnT)nl(X,A,u) =B, g=0,
Portanto:

fGLi(X,A,u) T.3.3 e (3)4

£*6L (X, A, ) aM(X,AnT) L2 £x o

—t £* & u-constante. ‘ A

Sejam X =1[0;1)x[0;1), T a transformacao defi-
nida por T(x,y) = (x,x+ylmod.1], u a medida de
Lebesgue. Com um pequeno esforgo geométrico,
veé-se que S= (X,A,T,u) & ﬁm sistema preserva-
tivo. Como todo conjunto da forma Bx[0;1),on-
de B € um boreliano de [0;1), € A-mensuravel
e invariante, segue que S € ndo ergodico.

Observe-se que uX=1<®, Portantd, pelo teore
ma 3.5, existe fGLl(X,A,u) tal que f£" nio ép-
constante: fﬁ=IA, onde A=[0;1/2)x[0,1), por
exemplo, & tal que f" = f nio & pu-constante. A

OBSERVACAO 3.6 - Se S= (X,A,T,P) & um sistema probabilisti-

co, preservativo e ergddico e AEA, o teore
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ma 3.4(a) afirma que a p-constante de I; é
precisamente PA. (Este fato possue uma in-
terpretagéo bem interessante).

DEFINICAQ 3.7 - Sejam (X,A,T) uma estrutura e E‘um subcon-
junto ndo vazio de X. A funcdo
E+{1,2,...,%»}

e
definida por

min{n>0:T™EE}, se este minimo existe
MeX = )
+oz , caso contrario

€ denominada 19 TEMPO DE RECORRENCIA DE E.

PROPOSI;AO 3.8~ (a) Se (X,A,T) &€ uma estrutura e AEA, entao
L € mensuravel (cons1derando em {1,2,.
ce.,*®} a o-algebra formada por todos os

subconjuntos).

(b) Se (X,A,T,u) & um sistema incompessivel
e AEGA, entio p{x€A: X =} =0,

PROVA - (a) Se 1sn<+», entao
A, pos ngl{n} = AnT ASn. .. (2" pc 7™ pgA .

Por outro lado,
m {40} = (U{A_: 1sn<w})CeA
A n’ *
(b) E outra forma do teorema 2.3. o

0 seguinte teorema & devido a Kac (ver o boletim
da A.M.S., 1947, pg. . 1006).

TEOREMA 3.6 - Se S=(X,A,T,P) & um sistema probabilistico,
preservativo, inversivel e ergodico, AEA e
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PA> 0, entao

[ wA-dP = 1.
A
Do teorema 3.6, obtemos

1 |
m'fA"A dP = -pr-s

cuja interpretacdo (bem interessante) €:o0 tem
po médic para um ponto de A retomar pela .12
vez ao conjunto A € precisamente 1/PA.

A ergodicidade de S n@o pode ser omitida no
teorema 3.6: se BEA &€ um conjunto invariante
(wa =1, ¥xEB) nao trivial (06< PB< 1), entdo

I ﬂB'dP = PB = 1. g
B

OBSERVACAO 3.7 - Nos teoremas deste capitulo e do capitulo
2, a hipotese do sistema ser preservativo

& frequentemente assumida. Também & bastan
te assumida a hipotese da medida ser fini-
ta.



CAPITULO 4

RELACOES ENTRE MEDIDAS

Neste capitulo serao consideradas varias medidas
num espago mensuravel (X,A} ou numa estrutura (X,A,T) e cer
tas relacgoes entre elas (rever a observagﬁo 1.4). Vamos in-
troduzir alguma notagao: .

M(X,A) representara o conjunto de todas as medidas o-fi
‘ nitas nio nulas no espago mensuravel (X,A).

MP(X,A) = (WEM(X,A): uX< w}

ML(X,A) = (uEM(X,A): puX =1}

M(X,A,T) = {u€M(X,A): uT™ % =y}

MP(X,A,T) = {uEM(X,A): pT 1=y e pX< o}

ML(X,A,T) = {MEM(X,A): uT Y=y e pX=1}.

DEFINICAO k.1 - Seja (X,A,T) uma estrutura. Uma medida
uEM(X,A) é uma MEDIDA ERGODICA (respecti-
vamente, COMPRESSIVEL, INCOMPRESSIVEL, PRE-
SERVATIVA, PROBABILISTICA) se, e somente se,

o sistema (X,A,T,u) € um sistema .ergodico

(respectivamente, compressivel, incompressi
vel, preservativo, probabilistico).

DEFINICAO 4.2 - Um SUPORTE DE UMA MEDIDA p€M(X,A) € um con-
‘ junto SEA tal que us©=0.

£ obvio que cada medida p€EM(X,A) tem pelo menos um
-40-
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suporte: o conjunto X.

DEFINICAO 4.3 ~

NOTACAC - K(u)

TEOREMA 4.1 - Se
a)
b)
c)
d)

PROVA - a) Segue

Sejam u,veEM(X,A).

a) v é uma MEDIDA ABSOLUTAMENTE CONTINUA COM
RESPEITO A u (anote-se v<<uy) se, e somen
te se, ABA e yA=0 » vA=0.

b) v € uma MEDIDA EQUIVALENTE A p (anote-se
v~u) se, e somente se,

v<<y e p<<v.

c¢) v € uma MEDIDA SINGULAR A u (anote-se
vip) se, e somente se, existe um suporte
de v disjunto de ‘algum suporte de u.

= {v: vBM(X,A) e ve<ul,

jam (X,A,T) uma estrutura e u,vEM(X,A).
v<<p e v compressivel » u compressivel.
v<<p € u incompressivel + v incompressivel
v<<y e p ergodica + v ergddica.
uSMb(X,A,T) + p incompressivel.

imediatamente da proposigaoc 2.1(i).

b) Segue imediatamente da proposigao 2.1(ii).

¢) Segue imediatamente de Tﬁch.

d) E outra forma do teorema 2.5. 0
TEQREMA 4.2 - Sejam (X,A,T) uma estrutura inversfvel e

UEM(X,A) uma medida preservativa e ergodica.
Sao equivalentes: ‘

i

) vEM(X,A,T)nK(u);

ii) existe ¢ >0 tal que v =ceu.

PROVA - (ii - i)

Trivial.
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(i + ii) Pelo teorema de Radon-Nikodym, existe uma
funcao fEM(X,A) tal que

*) VA= f fedu, VAGA.
A

Seja A€A. Temos que
v(TA) = L fedy.
A

Como vT ! =v, segue

VI 1(TA) = v(TA) .°. vA=v(TA) .°. J

f-du =I fedp
A

| TA
e, como uT'i= u, segue

: I fedp = [ feduT Y.
A TA

Pela "mudanca de variivel", resulta

I fedp = I (£T) edyp.

A A
Da unicidade (em relagdo a u) da derivada de Radon-
Nikodym, segue que f & uma p-versido de fT. Logo:

p 2% {x€X: fx = fTx}EA e uD=0.

7 2L y(r™p: nezleAnd

e, pela proposigio 1.4, yD =0. A fung¢do £':X + R de
finida por
£x, se xEﬁ
fi'x =
0, se x€D
satisfaz £f'T=£f":
x€D + Tx€ED + £ (Tx) = £(Tx) = fx = £'x
x€ED+ Tx€ED+ £'(Tx) =0 = £'x.

Portanto, f'€M(X,AnI).
Como p & ergddica, a proposicdo 3.6 afirma que f! &
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u-constante com, digamos,u-valor c. De (*) segue:
vA = ceuA, VAEA.
Como VvEM(X,A), ¢ € positiva. 0

TEOREMA 4.3 - Se (X,A,T) é uma estrutura inversivel e

neMP (X,A)

& uma medida preservativa e ergddica, entdo,
para cada c¢>0, a eqanao vX = ¢ possui uma u-
nica solugdoc em M (X,A,T) nK(u):

= c ® .
Ve T X

PROVA - vCGMb(X,K,T)nK(u) e ch==c. A unicidade decorre do
teorema 4.2, 0

TEOREMA k.4 - Se (X,A,T) & uma estrutura inversivel,

weMP (X, A)

Ty
o]

é uma medida preservativa e ergodica, u;
restricdo de pa Anl,

b
vOGM (X,Anl) e Vg<<ity s

entio existe uma unica extensao de v, em

MP (X, A, T) nK(u) .

v, X
PROVA - v, —5&5 p é, pelo teorema 4.3, a Unica medida em
Mb(x A ,T)nK(u) que satisfaz vX= vOX Falta provar
que vy € uma extensao de Vo isto & BEAnl -+ v1B=v0B.

Seja BEAnI. Como u & ergddica, ou uB =0 ou uB® =0.

H
uBaO +{0

v1B= 0.

B=20 +v03=0
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C _ C .. =
uBC=0+ uOB -0+v0B -0+\)0B vOX
B = puX =+ le"—'vOX. 0

PROVA -

TEOREMA

k.5 - Se ul,uZQM'b(X,A,T) sao ergodicas, entao ou
My ~Hg OU Uylily.

Suponha que My ndo & uma medida equivalente a u,,is
to &, existe BEA tal que
{nlB=0 e u,B>0 ou

ulB>0 e uZB==0

*)

\
B\asta provar que Hjli,. Para cada i€{1,2}, temos
. i . - 1
IIB'd"i." uiB.: uiX< . IBGL (X,A,ui).

Do teorema 3.4, segue que

B
Si E{XGX’IBX‘W. }

1

€ um suporte da medida ;. Por (%), §;nS,= g. 0O

L.6 - Seja ueMb(X,A,T). Sdo equivalentes:

TEOREMA

i) u € ergodica;
ii) v€X(u) + v € ergoddica;
1ii) veMP(X,A,T)aK(n) + v & ergddica.
(i + ii) Resulta do teoeremaz 4.1(c).
(ii» iii) Obvio.

(iii + i) Trivial, pois W€MP(X,A,T)nK(u). O

L.,7 - Se p e v sao medidas enm Mb(X,A,T), p & ergodi

PROVA -

ca e v<<y, entao v ~u.

0 teorema 4.6 assegura que v & ergddica.Segue do teg
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rema 4.5 que ou v~y ou vipy (esta & impossivel,pois
v<<u) . 0

Os trés teoremas seguintes sdo os andalogosdos trés
teoremas anteriores para medidas de probabilidade. Suas de-
monstracdes sdo, respectivamente, muito semelhantes.

TEOREMA 4.5' - Se Pl,PZGMi(X,A,T) sao ergodicas, entao ou

P1==P2 ou Plle. i}

TEOREMA L.6' - Seja PGMi(X,A,T). Sdo0 equivalentes:
i) P & ergodica;
ii) veK(P) + v & ergodica;
iii) QeM'(X,A,T) K(P) + Q & ergédica. [

TEOREMA 4.7' - Se P e Q sao medidas em Mi(X,A,T), P €& ergod-
dica e Q<<P, entao Q=P. 0

NOTAQRO - V(X,A) representaria o conjunto de todas as medi-
das com sinal finitas no espaco mensuravel

(X,A) .
V(X,A,T) = {u€V(X,A): uT ! =y},

Sejam V um espago vetorial éobre R, uIGV, uZGV.
Not
[ul;uzl S {a-u1+(1-a)-u2: 0sasl}.

DEFINICAO 4.4 - Seja V um espago vetorial sobre R, EcV & um
CONJUNTO CONVEXO se, e somente se,

uIGE, uZGE > [ui;u2]CE.

DEFINICAO 4.5 - Seja E um conjunto convexo. uEE & um PONTO
EXTREMO se, e somente se,
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(A1)

(A2)

(A3)

(A4)
(A5)
(A6)
(A7)
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uIEE, uZGE, u€[u1;u2]+11=u1 ou U=,

As afirmagoes abaixo sao faceis de serem verifica-

V(X,A) ,com as operagdes abaixo, & um espago veto-
rial sobre R:

(u1+u2)A==u1A+u2A,p/qq uy€V(X,A) ,u,6 V(X,A) ,A€A
(asu)A=a-pA, p/qq a€R, uEV(X,A), A€A;
V(X,A,T) & um subespaco vetorial de V(X,A);

V & um espaco vetorial sobre R
- . EnW € um conjunto
3
E ? um conjunto convexo em V convexo em V:
W € um subespago vetorial de V

Mb(x,A) & um conjunto convexo em V(X,A);
Mb(X,A,T) & um conjunto convexo em V(X,A);
M (X,A) é um conjunto convexo em V(X,A);

M1(X,A,T) € um conjunto convexo em V(X,A).

TEOREMA 4.8 - Se u € um ponto extremo no conjunto  convexo

Mb(X,A), entdo y € ergddica.

PROVA - Se u ndo é ergédica, existe BEAnl tal que uB>0 e

uBcZO. As medidas Uy € Uy definidas por

= BX, = BX . (B®
ulA w5 u(BnA) e uZA uBC p(B"nA)

satisfazem

uy EMP (X, A) 1, M0 (X,A)
c
= UB & B L s
R e i S AL
uE gy ey *u,.

Logo, u ndo € um ponto extremo. 0
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TEOREMA 4.8' - Se p & um ponto extremo no conjunto convexo

Mb(X.A,T), entdao p & ergodica. O

TEOREMA 4,8" - Se y &€ um ponto extremo no conjunto convexo

Ml(x A), entio p € ergddica. i}

TEOREMA 4.8"'- Se u & um ponto extremo no conjunto convexo

EXEMPLO 4.1 -

EXEMPLO 4,2 -

Ml(X,A,T), entéq u e ergodica. 8]

Seja X={1,2,...,r}, T a transformagao defini
da por

x+l, se x =7
Tx =
1, sex=r,

-

Como AnI={@,X}, qualquer medida em M(X,A) e
ergodica.

Para cada ¢ >0,seja u, a medida quea cada con
junto unltarlo assoc1a o nimero ¢ > 0. Entdo
1) e emP (X,A T)cM (X,A), ¥c> 0

2) Mg =F M I'“c/sef“sc'“c/sj* ¥c>0
3) u c*Mz. € H =M c/3° ¥c>0.
Portanto u. nao e um ponto extremo, quer em

(X A,T) quer em M (X,A), apesar de ser ergo
dica. _ A

Sejam X=1{1,2}. T a transformagado definida por
Tl=2 e TZ2=1.

Como Anl = {@,X}, qualquer medida em M(X,A) &
ergodica. |

Para cada c€[0;1]1, seja PC a probabilidade em
M(X,A) tal que Pc{l}=c, Pc{2}=1-c.

Se c€(0;1/3), entdo:
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21, 3, .
1) Po=7 P3c+ 3 pc/SSEPSC’Pc/?’]

2) l.)cxp?sc " Pcxpc:/?f

Portanto, para qualquer c€(0;1/3), P_ nao e um
ponto extremo em Mi(X,A) , apesar de ser ergod-
dica. A

, 0s exemplos 4.1 e 4.2 mostram que as reciprocas dos
teoremas 4.8, 4.8' e 4.8" sio falsas, mas nao ha exemplos pa
ra mostrar que a reciproca do teorema 4.8 & falsa.

TEOREMA 4.9 - Se P -é uma medida ergoddica em Mi(X,A,T) , en-
| tdo P & um ponto extremo no conjunto convexo
M (X,A,T).

PROVA - Se P ndo & um ponto extremo em M (X,A,T), existem
P,,P,EM (X,A,T) tais que P, = P,e existe a6(0;1) tal
que P = a-P1+ (1-a)-P2._ Portanto

1) P1<<P
2) PI:P (pois P1=P+P1=PZ).

Pelo teorema 4.7', (1) e (2) constituem um absurdo.

o



CAPTITULO 5

ALGUNS TOPICOS RELEVANTES

Os topicos abordados neste capitulo podem ser vis-
tos como "aplicagoes" da Teoria Ergodica aos Processos Esto
casticos Estacionarios. '

0 termomaplicacOes'esta entre aspas pela “seguinte

nota no rodapé-da pg. 1002 do Boletim da A.M.S. (1947):
"rhat the theory of stationary stochastic processes
is mathematically equivalent with an "ergodic™ theo
ry (to wich one is also led by dynamical considera
tions) was elearly recognized by J.L.Doob, Stochas
tie Processes and Statisties, Proc.Nat.Acad.Sct.U.
§.4., vol.20 (1934), pg. 376-379."

5.1 - 0 PROBLEMA DO ISOMORFISMO

0 ente matemitico bdsico neste trabalho & um SISTE
MA. Ha alguns sistemas que sao formalmente distintos ,mas sao
idénticos do ponto de vista matematico, isto &,isomorfos.

DEFINICAOD 5.1.1 - (X;.,A;,T;) e (XZ,AZ,TZ) sio ESTRUTURAS I-
SOMORFAS se, e somente se, existe uma a-
plicagdo ¢: xl-»xz tal que:
a) ¢ € injetora e sobrejetora

' -1
b) ¢A;cA, e ¢ TAjcA;

-39~
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c) ¢TIXE=T2¢x, VxGXl.

Para definir sistemas isomorfos & necessario negli
genciar eventuais conjuntos de medida nula.

DEFINICAO 5.1.2 - (Xl,Al,Tl,ul) e (XZ,AZ.TZ,uZ) sao SISTE-~
MAS ISOMORFOS se, e somente se, existem
dois conjuntos, Yl e YZ’ e uma aplicagao

$: Y1-+Y2 tais que:
a) YiGAinIi, vie{l,2}

b) uY§ =0, vie{1,2)
c) ¢ é injetora e sobrejetora
-1
d) ¢(Y1nA1)CY2nAZ e ¢ (YZnAZ)CYlnA1
e) ¢T;y =T,oy, Vy€Y;

£) u2A=ul¢‘1A, VAEY y0h, .

Nas condigoes da definicao 2, as estruturas
(Yi’ YinAi’ Si)’

onde S, denota a restricdo da transformagdo T, ao conjunto
Y, ie{1,2}, sao isomorfas.

EXEMPLO 5.1.1 - Seja r 22 um nimero inteiro. Seja S; o sis-

tema r-adico (ver exemplo 1.6). Seja 32 o
sistema cujo espago fase € o conjunto de to
dos os niimeros complexos de médulo unitario,
cuja o-algebra é a gerada pelos arcos, cuja
transformacao & definida por

I -
Tzz Z

e a medida € aquela que a cada arco associa
o seu comprimento dividido por 2w, de modo
que u2X2= 1.
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E facil ver que S; € 8, sdo isomorfos  com
Y1 =X1, Y2==X2 e ¢ definido por
dx = cos(2nx) + i sen(2wx). A

EXEMPLO 5.1.2 -~ Sejam (Xl,Al,ul) e (XZ,AZ,uZ) cCoOmo no exem-
plo 5.1.1. Seja c€X2. Sejam Tl e T2 defini-

das por
_ arg c - I
Tlx-x+ ——Tﬁr——(mod.l) e Tzz C*%s
Com Yl, Y2 e ¢ como no exemplo 5.1.1, temos
novamente dois sistemas isomorfos. A

OBSERVACAO 5.1.1 - E bastante trivial verificar que isomor-

fismo, quer de sistemas quer de estrutu-
ras, possui as trés propriedades de uma
relagdo de equivaléncia: reflexividade,
simetria, transitividade.

0BSERVACAO 5.2.2 - Para cada inteiro nz 0, as n-ésimas po-

téncias de duas. estruturas isomorfas (dois
sistemas isomorfos) sao estruturas iso-
‘morfas (sistemas isomorfos). Se as estru
turas (os sistemas) sao inversiveis,este
resultado estende-se para todo inteiro n.

5.2 - SISTEMAS DE BERNOULLI

_ Nesta secdo sera apresentada uma classe de siste-
mas muito importantes para a Teoria Ergodica, os Sistemas de
Bernoulli. Esses sistemas podem ser apresentados de diver-
sas formas; serao aqui introduzidos com um enfoque da Teo-
ria da Informacio para dar uma pequena ilustracdao das apli-
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cacoes da Teoria Ergbédica a esta teoria.

Consideremos um ALFABETO finito com r LETRAS (isto
&, sinais distintos) Q. A esse alfabeto associamos a o-alge
bra 29, formada por todos os subconjuntos de Q.

Escolhemos um instante no tempo para origem (t =0)
e uma certa quantidade de tempo para unidade (essa quantida
de pode ser 1 segundo, 3 minutos, 7 horas, etc.).

Imaginemos uma FONTE GERADORA que, em cada interva
lo unitario [n-1;n) do tempo, escolhe uma letra wneﬂ de a-
cordo com uma lei de probabilidade p em (Q,ZQ) que, além de
nio considerar as letras ja escolhidas em periodos anterio-
res, nio se modifica com a passagem do tempo. O experimenta
dor recebe as letras escolhidas pela fonte geradora atraveés
de um CANAL DE TRANSMISSAO no instante n.

Consideremos somente dois casos:

a) a fonte geradora sempre existiu e assim procedeu, e-
xiste e assim procede, existira e assim procedera pa
ra sempre (I=2={...,-2,-1,0,1,2,...});

b) a fonte geradora ''masceu" no instante t=0, existira
para sempre, procedeu assim desde seu nascimento e
procedera assim para sempre (I =N={1,2,...1)

Cada sequéncia I-infinita, I€{Z,N}, de realizacoes
do pequeno experimento (Q,Zn,p) pode ser vista como uma rea
lizacao de um grande experimento (X,A,P): o espaco de proba
bilidade produto do pequeno experimento (ver [ 4] Halmos) .
Assim, um particular resultado do grande experimento (isto
€, um ponto x€X) € uma sequéncia I-infinita de pontos de @
(uma aplicacao de I em Q), denominada uma MENSAGEM I-infini
ta:
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. .. {(...,w_2,w_1,wo,w1,w2,...),se I=1

(wl,w2,w3,...) ,se I =N.
0 grande experimento nao pode ser encaixado na teo

ria frequentista da probabilidade, uma vez que uma de suas
realizacgoes utiliza todo o tempo futuro.

Para cada n€l, a aplicacgdo mensuravel hn: X+Q de-
finida, usando a representacao (1) acima, por

(2) hn(x) =W,

€ denominada n-ESIMA PROJEGAO.

Vamos intercalar nesta exposigdo uma interpretacido
que pode ajudar a compreender o que vai ser apresentado.

INTERPRETACAO - Uma mensagem xEX € escolhida pela fonte ge-

radora de acordo com a lei de probabilidade
P antes de ser iniciado o tempo. Em cada periodo unitario
[n-1;n) do tempo, ela envia ao experimentador atraves do ca
nal de transmissao uma letra da mensagem x que ela escolheu:
hn(x), a n-ésima projecdo da mensagem x. A mensagem X esta
determinada (ela foi escolhida antes de iniciaro tempo) ,mas
& desconhecida pelo experimentador, que vai conhecendo suas
projecoes na medida em que o tempo se escoa. Ao tempo m, O
experimentador conhece apenas as projegoes hk(x), para ksn.
A mensagem x sera inteiramente conhecida somente apds todo
o tempo passar. ]

Desloquemos o tempo uma unidade.Seja T:X+Xa trans
formacao definida por

(3) h (Tx) = h_, (x).

Na representacao (1) acima, tem-se:



- 54 -

(...,w_i,wo,wl,w2,w3,...), se I =12

Tx = -
(w2,w3,wu,...) , se I=N.

A transformagdo T possui as seguintes propriedades:
(pl) T € A-mensuravel

(p2) PT ! =p

I=2+T & 1-1 e sobrejetora
(p3) _ _
I=N->T e r-1 e sobrejetora,
portanto (X,A,T,P) &€ um sistema probabilistico preservati-
vo (inversivel ,no caso em que I =2). Como

(4) h_ (x) =h1(T“‘1x), VnEI e VxEX,

a 1-8sima projecao e T permitem conhecer todas as projecgoes
e, portanto, a mensagem x (qualquer que ela seja).

INTERPRETACAO (cont.) - Conhecer a mensagem x que a fonte ge

radora escolheu é conhecer as proje
coes hk(x), k€I. O deslocamento T transforma x de modo que,
ao tempo n, o experimentador conhece as projecoes hk(x), pa
ra k <sn+l. Para cada m> 1, a transformagdo T" adianta o tem
po m unidades de modo que, ao tempo n, o experimentador co-
nhece as projecodes h, (x), para k < n+m. 0

Quando I =Z(I=N), o sistema (X,A,T,P) & denominado
SISTEMA BILATERAL (UNILATERAL) DE BERNOULLI GERADO POR
Q .
@,2%,p).

OBSERVAGAO 5.2.1 - Se A & também um alfabeto finito com r le
tras e q € uma probabilidade em (A,ZA)

que "atribui os mesmos valores que p",is
to €, existe uma aplicacdo a:Q~+ A tal que
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i) @« € 1-1 (e, portanto, sobrejetora)
ii) p{w} =qfow}, Vweq,

entao os sistemas bilaterais (unilate-
rais) de Bernoulli gerados por (Q,Zn,p)
€ (A,ZA,q) sao claramente isomorfos. Em
particular, se substituirmos p por uma
probabilidade p' em (ﬂ,ZQ) que atribui os
mesmos valores que p, os sistemas bilate
rais (unilaterais) de Bernoulli gerados
por (Q,ZQ,p) e (Q,Zn,p') sao claramente
isomorfos.

Vamos representar‘(Q,Zn,p) pela matriz

£x) E:I i} [:1 Wy oes wr:]
1 Py +e- Py

e, em virtude da observacado 5.2.1, vamos

anotar os sistemas (bilateral e unilate-
ral) de Bernoulli gerado por (Q,Zﬂ,p) SO
mente por

SBZ[pl;pz;..;;pr] e SBN[pl;pz;...;pr],

respectivamente, omitindo qual & o alfa-
beto 2 (que nio & importante do ponto de
vista matematico) e a o-algebra 28 (pois
sempre & ela a o-dlgebra associada  aos
conjuntos finitos),

EXEMPLO 5.2.1 -~ Sejam

Q a b c d
zero 0,2 0,4 0,4]



P’ lzero 0,4 0,4 0,2

© g e - =

A 1 2 3 4

q (0,4 0,4 0,2 zero]

Quaisquer dois dos sistemas bilaterais (u
hilaterais) de Bernoulli gerados por
@.2%,p), (2,2%p"), (4,2%,q)
sao isomorfos e representados por
 SBZ[zero;0,2;0,4;0,4]
(SBN[zero;0,2:;0,4;0,41). A

0 exemplo 5.2.1 sugere as perguntas, cujas respos-
tas sao afirmativas, abaixo:

SBZ[zer0;0,2:;0,4;0,4] € isomorfo a SBZ[(0,2:;0,4;0,41?
SBN[zer0;0,2;0,4;0,4]1 € isomorfo a SBN[0,2;0,4;0,4]?
Prosseguindo nesta diregao, siao isomorfos:
SBZ[1/2;1/2] e SBZ[1/3;1/3;1/317?
SBZ[1/2;1/21 e SBN[1/2;1/21?
SBZ[1/2;1/21 e SBN[1/3;1/3;1/317

A resposta a questoes deste tipo serao dadas wutilizando o
conceito de entropia (Capitulo 6).

Vejamos dois exemplos de isomorfismos menos tri-
viais que os da segao 5.1.

EXEMPLO 5.2.2 ~ Seja r 2 2 um numero inteiro. Sejam Q= {0,1,
...,r-1}, p a probabilidade em (2,2%) defi-
nida por p{0} =p{1} =... =p{r-1} =l $; =
= (X T ,P ) 0 sistema un11atera1 de Ber

nou111 gerado por (9, ZQ,p) S2 (XZ,AZ, 2)
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o sistema r-adico (ver exemplo 1.6).

Un nimero x€X, =[0;1) é denominado um NOME-
RO RACIONAL r-ADICO se, ¢ somente se, exis-
tem n€{l,2,...} e kG{O,l,...,rn-l} tais que
X =—%r. Esses nimeros admitem duas represen-
tacoes na base r. Para exemplificar, conside
remos v = 10.

{0,0999... 26 _ {0,25999...

0,1000... 10% 0,26000...

1
T0

999 9,998999...
108 0,999000...

Uma das duas representagoes de cada numerora
cional r-adico & constituida por no maximo u
ma quantidade finita de algarismos diferen-
tes de zero.

Seja Y1 o conjunto cujo complementar € forma
do por todas as mensagens constituidas por no
maximo uma quantidade finita de algarismos di
ferentes de zero. Yf € uma uniao enumeravel
de conjuntos finitos, portanto enumeravel ,por

tanto YJ€A; e P Y] =0. Além disso,TilYg =v¢,
{ &
portanto Ylell. Logo Y1€A1n11.

Seja Y, =X,.A aplicacao w:Y1-+Y2defhﬁda por

w(wl,wz,,..) = )

satisfaz as condigoes (c),(d),(e),(f) da de-
finicao 5.1.2; portanto, Sl e 32 sao siste-
mas isomorfos. (Para verificar as condigoes
acima, deve-se usar o fato que os Tracionais
r-adicos constituem um conjunto denso enume-
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ravel em [0;1) e, portanto, a classe
€ ={[0;q]: q € um racional r-adico}
gera Az e determina PZ') A

EXEMPLO 5.2.3 - Sejam r,ﬂ,p,xl,Yl,Xz,AZ,Pz,w como no exem-
plo 5.2.2; seja Sy = (XS,A3,T3,P3) o siste-
ma bilateral de Bernoulli gerado por

(Q,ZQsp) ¢
A aplicagao a:X; + X;xX; definida por

a(...,w_g,w_i,wo,wi,WQ,...) =

((wi,wz,...),(wo,w_l,w_2,...))

€& claramente bijetora. Seja Y3==a‘1(Y1XY1),
c

Temos que Y$EA;, P.YZ =0, YZ€I,, Y €A nlq.
Vamos montar um sistema 34 =(X4,A4,T4,P4) i
somorfo a 33..Aaplicagéo<xeo exemplo 5.2.2
sugerem que (X4,A4,P4) seja o espago de pro
babilidade produto (XZ,AZ,PZ)x(XZ,AZ,PZ);ig
to €, Xy =[031)%, Ay a g-algebra de Borel de
X4 e P4 a medida de Lebesgue em (X4,A4); su
gerem também que Y, =X,. Sejam

al,az: X3 -+ Xl
as aplicacoes definidas por
al(...,w_2,w_1,wo,w1,w2,...)=(w1,w2,...)
uz(...,w_z,w_l,wo,wi,wz,...)=(WOJ[1JQ2...J.

Continuando as sugestoes anteriores, seja
¢: Y3 - Y4 definida por

¢y = (Yo,y,va,y).

A definigao de ¢ e a condigao (e) da defini
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¢ao 5.1.2 determinam Tyt X, +X,, cuja formu
la €

T,(ab) = (r-a(msd.l), Lz}él.g]

onde [r+al € a parte inteira do produto r-a.

0 desenho abaixo mostra como atua a trans-
formagao T, no caso em que r =3.

t +
' bie .'Fii. 3 o E 3
| ! " .
! | 2/31‘; ------------ 3
l ! Ta
[ | — ¢ .
I, } 1/308 --------- 'E-
o dlg hlk 1| c al
] T ¥ S
o 1/3 2/3 1 0 1

0 movimento feito por um padeifo quando es-
ta fazendo a massa para um pao & semelhan
te a transformagio T, no caso em que r=2,
dai §, ser denominado um SISTEMA DO PADEIRO.
A

OBSERVAGAO 5.2.2 - Em virtude da simetria e da transitivida
de dos isomorfismos, o sistema S, doexem
plo 5.2.2 € isomorfo ao sistema S, do e-
xemplo 5.1.1, pois cada um deles € iso-
morfo ao sistema r-adico.

€2 sub

Seja k um inteiro positivo. Sejam EREERIUN b

conjuntos nao vazios de Q e nl,...,nkGI. 0 conjunto

(6) B = {x€X:hn1(x)€nl,..o,hnk(x)enk}GA



- 60 -

é chamado um RETANGULO. Os numeros nl,...,nkGI sao denomi-
nados COORDENADAS DO RETANGULO B. Anote-se:

C(Bj = {nl,...,nk}.

NOTAQRO - Vamos representar por AO a classe formada pelo con
junto vazio e por todos os subconjuntos de X que

' sao uma uniao finita de retangules disjuntos.
A classe Ay & uma algebra geradora do o-algebra A.
A medida P & definida de modo a satisfazer aseguin
te propriedade: se A e B sao retangulos tais que
C(A)nC(B) = @, entao P(AnB) = PA<PB.

Se, na expressao (6),todos os conjuntos Qyreee, R
sao conjuntos unitarios, entdo B é denominado RETRNGULO AT
MICO.

k
0

5.3 - "MIXING"

DEFINICAO 5.3.1 - Um sistema probabilistico (X,A,T,P) e um
SISTEMA "MIXING" se, e somente, se

iim P(AnT ™B) = PA-PB, VA,BEA.

1100

TEOREMA 5.3.1 - Se § = (X,A,T,P) & um sistema '"mixing",entdo
S € um sistema ergoddico.

PROVA - Seja BEAnI. Entao

T™B =B e P(BaT "B) =P(BnB) =PB, Vn21.

Por hipotese:
1im P(BnT "B) = PB-PB.

i
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Portanto:

PB = (PB)2 » ou PB=0 ou PB=1 + BET. o

TEOREMA 5.3.2 - Seja $ = (X,A,T,P) um sistema probabilistico
preservativo inversivel. S@o equivalentes:

i) § € um sistema ergodico;

R k
ii) lim =g § P(AnT"B) = PA<PB, VA,BEA, [J
nse BFL ogag

TEOREMA 5.3.3 - Seja S = (X,A,T,P) um sistema probabilistico
preservativo inversivel. Sao equivalentes:

i) S & um sistema "mixing";
ii) 1im P(AnT MA) = (PA)?%, VA€A. 0

n-+o

0 conceito de sistema "mixing'" ja foi bastante ge-
neralizado. Definigoes, resultados e exemplos encontram-se
em alguns dos recentes trabalhos de Chacon, S. Kakutani, N.
A. Friedman, D. Ornstein, England e Martin, V.A.Rokhlin, en
tre outros. Uma descrigao sumaria desse desenvolvimento po-
de ser encontrada, junto as demonstracdes dos teoremas 5.3.2
e 5.3.3,em [6] Petersen.

LEMA 1-Se (X,A,u) € um espago de medida tal que uX <=,entao
|uA - uB| s u(AAB), VA,BEA.

PROVA - |uA-uB| = |u(A-B) + u(AnB) - u(B-A) - u(BnA)| =
= |u(A-B) = u(B-A)|<u(A-B) +u(B-A) = u(AAB).0

LEMA 2-Seja €>0. Se x,y,a,b€[0;1] sao tais que

|x-a| <e/2 e |y-b| <e/2, entao |x-y-a+b| < €.



TEOREMA

= G =

|x.y-asb| = |xey-x-b+x+b-asb| = [x* (y-b)+(x-a)b| <
|x* (y-b) [+]| (x-2) *b]| = x-ly-b]| b < |y-b|+[x-a<
< e/2+€/2 =c. | |

5.3.4 - Sejam S= (X,A,T,P) um sistema probabilisti-

PROVA -

co preservativo, F uma algebra geradora de
A. Sao equivalentes:
i) 8 € um sistema "mixing";

ii) 1im P(A nT "B ) = PA PB . VAO,B EF.
n-—>oo

0'

(i+ii) Trivial.

(ii»i) Sejam A,BEA. (Precisamos provar que, para ca
da €>0, existe um inteiro positivo n tal que

nzn_+|P(AnT "B) - PA:-PB | <e.
Seja € >0 arbitrario.

Pelo teorema D ([ 41 Halmos, pg.56),existem AO,BOGF
tais que
1) P(AAA ) <e/8 e P(BABO) <g/8.

Por (1) e pela prop051gao 1.4:
2) P(T "BAT” Bo) =PLT (BABO)] —P(BAB0)< e/8 ¥n21.

Apenas pelo fato de A AO,T B -7 BO serem subcon-

juntos de X:
3) (AnT UB)a (AOnT‘nBO) < (AAAG) (T'“BAT'“BO) , ¥n21.

Por (1), (2) e (3):
4) PL (_AnT““B)A(-AOnT'“BO)J <e/8+e/8=¢c/b, Vna21.

Por (4) e pelo lema 1:
5) |P(AnT "B) =P (A nT "B,)| <e/4, Vn21.

Por hipotese, para cada 6 >0, existe um inteiro po-
sitivo n, tal que '

6) nzng - P(AgnT "By) - PA,-PB, | <.

0
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Por (5) e (6):

7 mz o, > |P(AnT ™B) - PA PBy | <e/d+e/b=¢/L

0
Por (1) e pelo lema 1:
8) lPA0 -PA| <e/8 e IPBO-PBI <eg/8.

\

Por (8) e pelo lema 2:
9) | PA,*PB, - PA-PB | <e/4 <e/2.
Por (7) e (9):

nzn_,, -+ |P(AnT ™B) - PA<PB | <e/2+¢e/2=¢. 0

TEOREMA 5.3.5 - Os sistemas de Bernoulli sao sistemas '"mi-

xing" (portanto erngicos, pelo teorema
50'301) °

PROVA - Vamos aplicar o teorema 5.3.4 na algebra AO: sejam

A,BGAO. Inicialmente, vamos supor que A e B sao dois
retangulos nao vazios. Seja n, a maior coordenada de
A e seja np a menor coordenada de B. Entao

n>1+[ny| +[ngl > C(A)aC(TT"B) =0,

portanto
P(AnT "B) = PA<PT "B = PA-PB.
Logo, |
1im P(AnT "B) = PA+PB.

]
Se A,BEA,, A= e B=@, entao
| k
A= A, e B = U B.,
i=1 | j=1

onde os A,'s,e 0s Bj's,séo retangulos (atomicos, se
necessario) disjuntos. Portanto: '
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i m k -n
lim P(AnT "B) = lim J J P(A;aT "B.) =
-+ n+oo =] j:]_ J

, m Kk - m ok
= y § lim P(A;nT "B;) = } ] PA;<PB.= PA<PB.
i=1 j=1 now 37 i=1 5= J

" Se A,BEAO, A=@¢ ou B=@, entdo & obvio que
lim P(AnT "'B) = PA+PB. o

I}i-»co

Todo sistema probabilistico nio ergédico nao & "mi
xing" (teorema 5.3.1). Entretanto ha também sistemas proba-
bilisticos ergodicos que ndo sio "mixing", como mostram os
exemplos 5.3.1 e 5.3.2.

EXEMPLO 5.3.1 ~ Seja r 22 um numero inteiro. Sejam X={1,2,.

.., ,r}, A de acordo com a observagao 1.7, T
e P definidas por

x+l, se x =71 1
Tx = e P{x} = =
1 , se x=vx

Como os Uinicos invariantes siaoc X e ¢, este
sistema é ergbdico. Por outro lado, fazendo
A=B={1}, tem-se

IP{l}

PG = 0 , caso contrario.

= —i— se n€{r,2¢r,3°r,.. }
P(AnT "B) =

Portanto, ndo existe  1im P(AnT "A); logo,
. ) i

esse sistema ndo € "mixing". A

EXEMPLO 5.3.2 - Seja SC o sistema considerado nos exemplos
' 3.5 e 3.6 com ck'tl, para todo k>0.
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Seja A =B = semicircunferéncia superior.Como
{c™:n21} é denso em X, ha infinitos valores
<™ préoximos de 1; para esses valores,
P(AnT ") = PA = 1/2.
Portanto, )
lim P(AnT "A),

]

se existir, nao sera PA.PA=1/4, logo esse
sistema nao é'mixing' ,apesar de ser ergodi-
co. . A

5.4 - SISTEMAS DE'MARKOV

Nesta secdo sera apresentada uma classe de siste-
mas mais geral que a classe dos sistemas de Bernoulli. Eles
podem ser introduzidos e interpretados como na secao 5.2;pa
ra evitar repeticoes, aqueles aspectos nao serao explicita-
dos novamente, mas & conveniente té-los em mente.

Sejam r,Q,Zg,Z,N,I,X,A,hn,T como na secao 5.2. A
medida P &, entretanto, diferente: ha possibilidade de cada
letra escolhida pela fonte influenciar na escolha da proxi-
ma letra da mensagem, mas a passagem do tempo (a transforma
cao T) ndo altera a lei de probabilidade que rege O grande
experimento. Em outras palavras, '

(1) P{hneﬂo,hn+1691,...,hn+k€Qk} =
= P{hm+negb’hm+n+1egl""’hm+n+keﬂk}’
Q
Yne€l, ¥k,m >0, VQO,QI,...,QREZ .

Vamos introduzir a medida P. Seja m: @xQ-=[0;1] u~
ma MATRIZ BSTOCASTICA, isto &,
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) w(wy.w) = 1, Vi €Q.

wEQ

Seja p: +[0;1] um

VETOR ESTOCASTICO invariante sobre w,is

to &
(3) ) pw) =1
wesl
4) L p(w)enw(w,wy) = p(wy), Vw,€Q.
weR
Seja P a unica medida em (X,A) que satisfaz:
(5) P{hn=w0’hn+1=w1""’hn+k=wk} =

Quando I =

p(w0)°w(w0,wl)'...-ﬂ(wk-l,wk),

YnEl, Vkr0, vwo,wl,...,wken.

Z (I=N), o sistema (X,A,T,P) & denomina

do SISTEMA BILATERAL (UNILATERAL) DE  MARKOV GERADO POR

@,2%,7.,p) .

PROPOSICAO 5.4.1 -

OBSERVACAO 5.h4,1 -

PROPOSICAO 5.4.2 -~

Os sistemas bilaterais (unilaterais) de
Markov sz@o sistemas preservativos.Em par
ticular, satisfazem a expressao (1). O

A estrutura de um sistema bilateral (uni
lateral) de Markov e a estrutura de um
sistema bilateral (unilateral) de Bernoul
1i s3o as mesmas (isto e, ismorfas),quan
do ambos os alfabetos tem a mesma quanti
dade de letras.

Os sistemas bilaterais (unilaterais) de
Bernoulli sdo sistemas bilaterais (unila
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terais) de Markov.

PROVA - Basta escolher para w a matriz estocastica definida
por

ﬂ(wl,w) = w(wz,w) = p(w), Vw,wlyzeﬂ. 0

OBSERVACAO 5.4.2 - Substituir @ por outro alfabeto A com ¥
letras, estabelecer uma aplicagao bijeto

ra a: Q+A, escolher a matriz estocasti-
ca w' definida por

I -1
(6) m'(8;,8,) =m(a 16;.,a776,), V8;.6,6A
e escolher o vetor estocastico p' defini
do por

(7) p'(8) = pla '8), YSEA

é uma atividade talvez interessante, mas
o sistema bilateral (unilateral) de Mar-
kov gerado por (A,Zﬁ,n',p‘) € claramente
isomorfo ao sistema bilateral (unilate-
ral) de Markov gerado por (Q,ZQ,w,p). Em
partitular,se Q=A e (w,p) for substitul
do por (w',p') dados pelas expressoes (6)
e (7), o sistema bilateral {unilateral)
de Markov gerado por (Q,Zn,n',p') e cla-
ramente isomorfo ao sistema bilateral (u

nilateral) de Markov gerado por (Q,Zﬁ,n,

p)-

NOTAgEO - Para cada nz20, seja a

triz me,para cada (wl,wz)enxn. seja

a n-ésima poténcia da ma-
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R 1
. 1 -k
W, W = lim o T (Wa ,Ws )
403 z) nee 0F kzo ("1 2)

(Omitiremos a prova que>este limite existe para todo
(wl,wz)EQXQ,

pois € uma decorréncia imediata dos teoremas basicos sobre
Cadeias de Markov).

As provas das proposicgoes 5.4.3 e 5.4.4 podem ser
encontradas em [ 2] Billingsley, pg. 31-33.
PROPOS!gﬁo 5.4.3 - Seja 8 um sistema de Markov tal que
' p(w) >0, YwER.
Sao equivalentes:

i) S € um sistema ergodico;
ii) w € irredutivel;
iii) q(wy.wy) =p(w,), V w,,w,€Q;
iv) q(wy,w) =q(w,,w), Vw,w, w,EQ;
v) q(wl,wz) >0, le,wzen. i}

PROPOSICAQ 5.4.4 - Seja S um sistema de Markov tal que
' p(w) >0, VweEQ.
Sao equivalentes: ‘
i) S € um sistema "mixing";
ii) m € irredutivel e aperiddica;
iii) lim 77 (w, ,w,) =p(w,), Yw,,w,€Q. ]
rove 1°¥2) TP . VW Wy
N.A.Friedman e D.Ornstein (Advanced in Mathematics,
1970) provaram que cada sistema bilateral de Markov "mixing'
¢ isomorfo a um sistema bilateral de Bernoulli.

OBSERVACAO 5.4.3 - Para cada inteiro r =2 fixado:
a) a estrutura obtida dos sistemas unila
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terais de Bernoulli (ou de Markov) a-
pos a retirada de um conjunto enumeré
vel apropriado (ver exemplo 5.2.2) @&
isomorfa a estrutura do sistema r-adi
co: X=[0;1) e Tx=1rx (mod.1);

b) a estrutura obtida dos sistemas bila-
terais de Bernoulli (ou de Markov) a-
pos a retirada de um conjunto ndo enu
meravel apropriado (ver exemplo 5.2.3)
¢ isomorfa a "estrutura do padeiro':
X=[0;1)% e T=transformagdo do padei

YO.

5.5 =~ PROCESSOS ESTQEAST!COS ESTACIONARIOS

Seja (2,A,P) um espago de probabilidade e seja X =
= (Xp:Xq+e..) uma sequéncia de VARIAVEIS ALEATORIAS, isto &,
uma sequéncia de funcgOes mensuraveis de (2,A) em (R!,B}) ,on
de R! denota o conjunto dos nimeres reais e B' sua o-alge-
bra de Borel.

Seja (R™,B”) = (R!,B})x(R!,B')x.... A sequéncia X
considerada como uma aplicacao de (2,A) em (R”,8"), & mensu
ravel.

A quadrupla ordenada (Q,A,P,X) & denominada um PRO
CESSO ESTOCASTICO. A probabilidade Py em (R”,B”)  definida
por

not.

(1) P.B = PX 1(B) = p(x 1B) P{XEB}, VBEB”

X

& denominada DISTRIBUICAO DO PROCESSO ESTOCASTICO X (a ter-
na (Q,A,P) sera omitida, como é‘usual em Teoria das Probabi
lidades).
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OBSERVACAO 5.5.1 - Algumas vezes € conveniente definir um

processo estocastico como uma sequéncia
X = (“"x—l‘XO’Xl"")' Em‘ consequéencia,
defini-se

(R”,B™) = ...(R!,BY)x(R},BY)x(R},B ) x....
Um desenvolvimento paralelo ao que sera
feito nesta secao pode ser feito neste ca

so. Para evitar repetigOes,tais processos
estocasticos bilaterais serao omitidos.

Seja S: R” =+ R a transformacao definida por
(2) S(XgXp,eee) = (XpaXg,ees), ¥(xg,Xg,.0.)ER,

Temos:
w . oo - - . ‘.-
(3) (R ,B ,S) € uma estrutura nao inversivel,
(4) para cada n 20, s™X & um processo estocastico,

(5) (Rm,Bm,S,PX) & um sistema probabilistico n3o inversivel,
denominado SISTEMA INDUZIDO POR X.

Dizemos que X € um PROCESSO ESTOCASTICO ESTACIONA-
RIO se, e somente se, o sistema induzido por X € um sistema
preservativo, ou equivalentemente,

(6)  P{Xy.Xy,...)€B} = P{(X;.,X,,...)€B}, vBeB”.

Como as poténcias de um sistema preservativo sao sistemas
preservativos (proposicao 1.4), temos o seguinte resultado:
X & um processo estocastico estacionario se, e somente se,

(7)  P{(Xy.X;,...)€B} = P{(X ,X_,4,...)EB}, VBEB” e Vn=0.

1 n+l
Heuristicamente, processos estocasticos estacionarios  sao
aqueles que determinam, n3o importa quando as observagoes
(mediacoOes) sao iniciadas, a mesma distribuigao.
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EXEMPLO 5.5.2 -~
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Cada sistema unilateral de Markov &, conve-

nientemente enfocado, um processo estocasti

Co estaqionériog-Neste enfoque, deve-se:

a) tomar o alfsbeto formado  por alguns
nimeros reais,

b} considerar o grande experimento como es-
paco de probabilidade,

c) considerar as projecoes como variaveis a
leatorias.

Em particular, os sistemas unilaterais de

Bernoulli 550, enfocados desta maneira, pro

cessos estocasticos estacionarios. A

Se X
pendentes identicamente distribuidas, entao

02Xy reee sao variaveis aleatorias inde-

X=(Xy,X;,..+) & um processo estocastico es
tacionario. o b

O teorema 5.5.1 fornece uma maneira de se obter,de

cada processo estocastico estacionario, uma infinidade de

processos estocasticos estacionarios.

TEOREMA 5.5.1 =

PROVA - Para cada nz0, seja g,° R~ + R'definida por gn=g5.
o0

Seja G:

Se X & um processo estocastico estacionario
- P - @ o

e g € uma funcao mensuravel de (R ,B ) em

(R',B'), entio & estacionario o processoc es

tocastico Y =(Yq:Yy,+--) definido por

Yn = gSnX, ¥nzo0.

n

R* +R” definida por G= (go,gl,...). As men-

surabilidades das fungoes gy 18yreee implicam na men

surabilidade da transformagdao G. Além disso,

)

Y = GX e .GS = SG.
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Para cada BEB™, temos:

PyB = P{YGB}(a)P{GXGB} = P{X€G~

- (hip)

Pes h(6™IB) = p{ csxen} & prsexen} (2 p{syen}

1

p{yes ip} = PY(s‘ls) - (st'l)B,

0 que prova que (Rm,Bw,S,PY) € um sistema preserva-

tivo. ]

Se X € um processo estocastico estacionario, entao
(Rw,Bm,S,PX) € um sistema probabilistico preservativo,por de
finigao. O teorema 5.5.2 fornece uma maneira de se obter,de
cada sistema probabilistico preservativo, uma infinidade de
processos estocasticos estacionarios.

TEOREMA 5.5.2 - Se T: @ + Q & tal que (Q,A,T,P) € um siste-
ma probabilistico preservativo e £ € uma fun
~ ¢cao mensuravel de (Q,A) em (R!,B'),entd3o &
estacionidrio o processo estocastico
Y = (YO’Yl"")

definido por

Y = £T", vn20.

PROVA - Para cada BGBW, temos:
Y18 = {wea: (fw,fTw,...)EB}EA,

v 1s71p = {wen: (£Tw,£T%w,...)EB}EA,
wey 1713 «— Twey 1B, isto &, Y ls7Ip= 1"ty s,
Portanto: .

PyB = P(Y-lngiE%T-l(Y-lB) = p(r iy 1p) =

= Py 's7TiB) = py(siB) = (pysTHB. O

Para cada n 20, seja hn: R” + Rdefinida por
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(8) h (XgsXqsees) = X, V(xo,xl,...)eR”,

Seja H: R* + R definida por H= (hgohysees). E claro que hy,
hl,...,H sao mensuraveis. O processo estocastico

| | (R”,B”,Py ,H)
€ denominado PROCESSO ESTOCASTICO INDUZIDO POR X. O proces-
so estocastico induzido por X € estacionario se, e somente
se, 0 processo estocastico X € estacionario (ambos induzem
0 mesmo sistema).

se feLl(q,A,P), o nimero real

[ewan
Q

& denominado ESPERANCA DA FUNGAO £ e anotado Ef.

se £fELY(Q,A,P) e G & uma sub-o-ilgebra de A, a me-
dida com sinal ’

(9) ' ; AEG [ £+dP

' A
€ absolutamente continua com respeito a restrigao de P a G.
Pelo teorema Radon-Nikodyn, existe uma uUnica fungao de Q em
R! (esta funcdo € Unica no seguinte sentido: se duas fungoes
tem as propriedades (10) e (11), entdo uma € P-versdo da ou
tra), anotada E(f|G), satisfazendo:

(10) E(f|G) € G-mensurivel

(11) J fedp = I E(f|G)+dP, VAEG.
A A |

A funcao E(f|G) € denominada ESPERANGA CONDICIONAL DA FUN-
CAO f DADO G.

Se £,f,,f;,... sao fungoes mensuraveis de Q em R!,
entao
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(weR: f*w 2L Jim £ w existe)€A

=+
e, portanto,

(£*=f} 22 {wEQ:f*w=fu}EA.
3
Se P{f*=f} =1, dizemos que £y.£1,... CONVERGE QUASE CERTA-

MENTE a f e anotamos

TEOREMA 5.5.3 - Se T: @ + Q & tal que (2,A,T,P) € um siste-
ma probabilistico preservativo e
feLtt(a,A,p),

entao

n
E%T-kzoka._2;£;+ E(£]1AnD). 0

TEOREMA 5.5.4 - Se T: @ » Q & tal que (2,A,T,P) € um siste-
ma probabilistico preservativo ergodico e
fetl (9,4,p),

entao
k

—i:ﬁ.—»Ef. 0O

1 n
w1, L T

k=0

Os teoremas 5.5.3 e 5.5.4 sao, respectivamente, a-
daptagoes dos teoremas 3.3 e 3.4 do contexto-desta secao. E
conveniente reler: Obsevagao 3.6, Definicao 3.7, Proposigao
3.8, Teorema 3.6 e Observaciao 3.7.

Queremos resultados analogos aos teoremas 5.5.3 e
5.5.4 aplicados ao contexto desta sec¢ao: um processo esto-
“castico (,A,P,X) e o seu sistema induzido (Rm,Bm,S,Px).

Seja 1I° = {BeR”: B==S'1B}. Segue que:
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(12) ‘ BEI® «+ B = S™B, vn20.

A classe I° & uma c-algebra, logo B”n1" & uma o-algebra. Po
de-se pensar que B nl” & trivial (isto &, igual a {6,R°1),
por causa do modo como S atua, mas os exemplos 5.5.3 e5.5.4
mostram que este pensamento € incorreto.

EXEMPLO 5.5.3 - Para cada BEB™ e para cada nz20, seja

K(B,n) = R¥x...xR!xB
R

n vezes
Para cada BGB”,
B 2% K(B,n) € B nI”.

n=0

Em particular,podémos considerar AEB'~{¢,R'}
e B=AxA%...; escolhendo aEA e bfA temos

(a,b-,a,b,‘a,b,...)ﬁﬁ,
logo B =R™. B claro que B=@. A

EXEMPLO 5.5.4 - Para cada AEB! - {¢,R'},

N Uht A 8”1 A
n=0 k=n

(a4

no

!i

A

Podemos trabalhar com o sistema (Rm,Bw,S,PX).Hé.eg
tretanto, muitos processos estocasticos relevantes nos quais
utilizamos apenas parte da o-algebra B (por exemplo os pro
cessos estocasticos com espaco de estados enumeravel ). Pa-
ra que considerar os conjuntos BEB” tais que XwgB, YwEQ?

Para contornar esse problema vamos definir . novos
entes com as mesmas 3 palavras (invariante, trivial, erg6di
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co) e com os mesmos significados, porém, convém repetir,sao
outros entes.

Umn conjunto AEA & denominado um EVENTO. Dizemos que
um evento A € um EVENTO TRIVIAL se, e somente se, ou PA = 0
ou PA = 1. Sejam

=1

F® = {BeB”: X718 = (s"X)7!B, vn>0} e

FeX1F = (x718: BeF™)
A classe F' é uma o-algebra tal que
(13) 1”7 ¢ Fe 87,

A mensurabilidade de X'implica, portanto, que F &€ uma sub-
o-algebra de A. Dizemos que um evento A & um EVENTO  INVA-
RIANTE se, e somente se, AEF. Dizemos que o prbcesso esto-
castico X & um PROCESSO ESTOCASTICO ERGODICO se, e somente
se, todo evento invariante & um evento trivial.

A expressao (13) implica: se X € um processo esto-
castico ergédico, ent@o o sistema induzido por X é um siste
ma ergddico.

TEOREMA 5.5.1' - Se X € um processo estocastico ergodico e

g & uma fungdo mensurdvel de (R",B”) em
- (R},B!), entdo & ergddico o processo esto-
‘castico Y= (Yy,Yq,...) definido por

Y, = gs"X, Vn2o0.
PROVA - A transformagdo G: R* + R, definida na prova do teo

rema 5.5.1, € mensuravel e além disso, Y=GX e GS=SG.
Seja A€Fy; existe BGF;cB°° tal que
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Y1 = (sPy)

@x) 1B = (sMex)

=1

B, ¥Yn=z0

_IB, Vnz0

e
]

leg 1) = (s™) 16 1By, vnzo.

e .

Como G lBEFK, A€FX e, portanto, A & trivial. ]

TEOREMA 5.5.2' - Se T: @ + Q € tal que (@,A,T,P) & um siste
ma probablllstlco ergodico e £ € uma fun-

cao mensuravel de (Q,A) em (R!,B!), entao
€ ergodico o processo estocastico
(YgrYpoees)

definido por :

n
Yn £T, ¥Vn=o0.

PROVA - Na prova do teorema 5.5.2, obtivemos:
yis7ip = 171y, ymes™.
Seja AGFY; existe BGF‘;:B°° tal que

A 1

Y1 = (s™Y)"1B, wn20

1 1.-1 ~1o~1

coA=YIB = sy) B = ylslg = 7lylg 2 171p

[

.« AEANT .°. AET .°. ou PA = 0 ou PA =1, ]

TEOREMA 5.5.3' - Se X & um processo estocastico estaciona-
rio tal que‘xoeLl(n,A,p), entdo

1

k=0
PROVA - Ver [ 3] Breiman, € o teorema 6.28. 0

TEOREMA 5.5.4' - Se X € um processo estocastico estaciona-
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rio ergddico tal que XOGLI(Q,A,P),entEO

n
X qDCI

k——.‘—‘*Ex.

A
n+ . 0

k=0
PROVA - Decorre do teorema 5.5.3'. Como X & ergodico, as u-
nicas funcgGes F-mensuraveis sao P-constantes (ver

proposicao 3.5). Por (11), fazendo A =QEF segue que
o P-valor de E(XOIF) € precisamente EX;- D

. - o » - -
Para cada n20, seja Bn= (SnX) lB , isto e, Bn e a
menor c-algebra em relagdo a qual as variaveis aleatodrias

{n,xn+1,... sdo mensuraveis..E claro que: B cA, Vn20. A o-
algebra
: o
(14) c= Ml B
' n=0
é denominada o~ALGEBRA CAUDAL. Um evento A € um EVENTO

CAUDAL se, e somente se, AEC.

TEOREMA 5.5.5 - Cada evento invariante € um evento caudal,
isto €,FeC, '

PROVA - Seja AEF; existe BEFT¢B” tal que

g = ™) 13, wvn20

1

A= X

Lt AES™X) BT = B, ¥n20 .'. A€C. 0

TEOREMA 5.5.6 - Se XO,XI,... sdo variéveis aleatorias inde-

pendentes, entao X = (Xp,Xyyeee) € um proces
so estocastico ergodico.

PROVA - A ipdependéncia'assegura que os eventos caudais sao
triviais (& um teorema da Teoria das Probabilidades).
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Pelo teorema 5.5.5, 0s eventos invariantes sao tri-
viais. 0

TEOREMA 5.5.7 - Se X;.X{,-.. sao variaveis aleatorias inde-
' pendentes identicamente distribuidas, entio
X.=(X0,X1,...) ¢ um processo estocastico es

‘tacionario ergodico.

PROVA - Estacionario: trivial. Ergodico: teorema 5.5.6.0

TEOREMA 5.5.8 - Se XO,XI,.;. sao variaveis aleatorias inde-

pendentes identicamente distribuidas e
Xo€Lt (2,A,P),

entao

1. ? Qe by
el Lok T BX

PROVA - O resultado segue imediatamente dos teoremas 5.5.7
e 50504‘. U

O0BSERVACAG 5.5.2 - O teorema 5.5.4' & uma generalizacio da
LEI FORTE DOS GRANDES NUMEROS DE KOLMOGQ
ROV, como & conhecido o teorema 5.5.8. O

teorema 5.5.9 & ainda mais geral: o teo-
rema 5.5.4' € o caso particular que se ob
tém quando g = hg-

TEOREMA 5.5.9 - Se X € um processo estocdastico estacionario

ergodico e g € uma funcdo mensuravel de
(R”,B") em (R',B!) tal que gX€Ll(,A,P), en

tao 1 -

k, 9g.c.
n+1-kzogs X ——'» E[gX].
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PROVA - Pelos teoremas 5.5.1 e 5.5.1', Y= (YO,Yl,...) defi-

k - - .
X, ¥kz0 e um processo estocastico es

nido por Yk= gS
tacionario ergodico. Como YO==gX, o resultado segue

do teorema 5.5.4°'. 0

Vamos usar um pouco do teorema 5.5.9: suponhamos
que X =(X ,X;,...) € um processo estocdstico estacionario er
godico. Se A€B', definindo g: R~ + R! por

) 1, se xOGA
g(xo,xl,...) = L
_ 0, caso contrario
obtemos
1 o gsCe
(15) HTT.kZOI{XkeA} i P{XGER]

Se AO,AleB‘, definindo g: R + R! por
1, se (XO’xl)GAOXAl
) =

0, caso contrario

s

g(XO’Xl""

obtemos

o

n+ k 1

. d.C.
maermets P{X.. EA
0 {xker,x 0

XleAl};

1 n
: 0

k1982

no caso em que XO’Xl"" sao variaveis aleatorias indepen-
dentes identicamente distribuidas, temos

n

1 q.C. |
(16" I e P{X,€A }P{X,€EA,}.
n+1 ke (X €Ag.X, €Al 0770 U |

Se f:R' + R! € mensuravel e fXOGLl(Q,A,P),definindo g:R +R!
por g(xo,xl,...) =fx0, obtemos

1 2 q.C.
(17) HII'kz £X, —— E[£X,].
=0
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Se f: R? - R! & mensuravel e £(Xg.Xy )GL (9,A,P), definindo
g: R” + R! por g(xo,x yeea) = f(xo,xl), obtemos

1

(18) n+l’ k

(xk,xk+1) —L:Cey BLE(X,,X) 0.

=]

0

As interpretacoes de (15),(16),(17),(18) sao muito
interessantes. Naturalmente, o tereoma 5.5.9 pode ser utili
zado para obter varios outros resultados particulares.

Os exemplos 5.5.5 e 5.5.6 sao alguns dos muitos re
sultados obtidos atraveés da teoria ergdodica para particula-
res processos estocasticos estacionarios.

EXEMPLO 5.5.5 - Seja XI’XZ"" uma sequéncia de variaveis a
leatorias independentes identicamente dis-
tribuidas tomando valores no conjunto

Z = foen;=1,0,150.0),
Para cada we€Q, sejam

Sow=0, Slw=X1w, Szw=xlw+ sz,....

Para cada w€Q e cada n>0, seja

an = card{Slw,...,Snw}.

Seja

[ 1 {s :o}}
n=1

Aplicando os conteudos desta secao (ver [3]
Breiman, capitulo 6, segcao 8), obtém-se:

EY
a) lim —2 = 2 4
n+®e n
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b) LR, A1 50 p» A

Sejam X= (X;,X;,...) um processo estocasti-
co estaciondrio, MEB', B, = MxR'xR'x... €B".
Como o sistema (Rm,Bm,S,PX) € preservativo,o
teorema 2.2 assegura que‘quase todo ponto de
By e infinitamente—BM—recorrente,isto e,

. =1
Py (Byn [11111 sup S BM]) = PyBy.

)

Disso resulta:

P({X EM}n{X €M i.v.}) = P{X,€M}.

Seja QM=={XO€M}n{XnGM i.v.}.Para cada we€Q
sejam

M,

Ylw =min{n > O:an(-IM} le = Ylw
Yzw =min{n>Ylw:an€M} T2w= Yzw-Ylw
Y3w==min{n>Y w:XnWEM} T, w= st-Yzw

2

e o o (N

Para cada n>0, a funcao Yooy @ {1,2,...1}
€ denominada TEMPO DO n-ESIMO RETORNO A M e
a fungao T_: @ + {1,2,...} & denominada n-
ESIMO TEMPO DE RECORRENCIA DE M (é facil ve
rificar que Y, e T, sao mensuraveis).

Para o que se segue, € necessario supor que
P Qy =P{X,EM} >0. Seja Ay = YnA={QynA: AEA}
e seja PM a probabilidade em (QM,AM) defini
da por
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_ PA
P, A = 'P-*'h—M—-, VAGAM.

M
Aplicando os conteudos desta secdao (ver [3]
Breiman, capitulo 6, secdo 9), obtém-se

0
a) se Pl U {X eM}| =1, entdo
n=0 =

(QM,AM,PM,(Tl,TZ,...))
€ um processo estocastico estacionario e

N S
P{X, €M}

b) se X é ergodico, entao

(R Ay Pys (15T 500+ 0))

€ um processo estocastico ergodico. A

Pelo que foi visto nesta secao, a Teoria Ergddica
€ um caminho para chegar a Lei Forte dos Grandes Numeros de
Kolmogorov, bastante conhecida e bastante Util; mais ainda,
através dela chegamos inclusive a uma generalizagao relati-

vamente ampla dessa lei.



CAPITULO 6

ENTROPIA

0 problema do isomorfismo & fundamental na Teoria
Ergodica, como em qualquer outra teoria matematica. E uma
das partes da Teoria Ergddica que oferece atualmente muitos
problemas em aberto. O conceito de entropia,introduzido por
Kolmogorov em 1958, permitiu que se obtivesse um bom desen-
volvimento nessa area.

Neste capitulo, procura-se conceituar as idéias fun
damentais, dar algumas interpretacoes e apresentar, sem de-
monstragoes, os resultados mais relevantes envolvendo entro
pia; embora algumas demonstracgoes sejam bem interessantes,
as que predominam sao essencialmente técnicas ou entao mui
to extensas.

Os topicos apresentados neste capitulo podem ser en
contrados (com as demonstracoes) em [1] Ash, (2] Billings-
ley, [6] Petersen, [7] Reza e nos trabalhos publicados por
Donald Ornstein em 1970 e 1971 na revista Advanced in Mathe
matics.

6.1 - INVARIANTES

Neste trabalho vimos que um sistema pode satisfa-
zer, ou nao, as seguintes propriedades: ser inversivel, ser
_8[,!,_
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preservativo, ser probabilistico, ser incompressivel,ser er
gbdico, ser "mixing". Ha, € claro, outras propriedades que
nao foram apresentadas.

DEFINICAO 6.1.1 - Uma propriedade p ¢ denominada uma PRO-
PRIEDADE INVARIANTE POR ISOMORFISMO (uma
PIPI) se, e somente se,

S, € um sistema que
satisfaz p
(*) -+Sz satisfaz p.
S, ¢ um sistema iso
morfo a S1 i

As PIPI resolvem o problema de verificar se dois
sistemas dados sao isomorfos ou nao,apenas no seguinte caso
um dos sistemas satisfaz uma PIPI e o outro nao a satisfaz,
segue que eles nio sao isomorfos.Outra utilidade das PIPI &
o uso direto de sua definicao (ver exemplo 6.1.3).

PROPOSICAO 6.1.1 -~ As seguintes propriedades sao PIPI: ser

preservativo, ser probabilistico, ser in
compressivel ser ergdodico, ser '"mixing".
O
EXEMPLO 6.1.1 - Pelo teorema 5.3.5, os sistemas de Bernoul-

1i sdo "mixing'". Pelo exemplo 5.3.2, as ro-
tacoes no circulo unitario, quando ¢ nao e
raiz da unidade, mao sao "mixing'" (o mesmo
argumento 1i empregado mostra que,também nos
casos em que C ¢ raiz da unidade, esses sis
temas nao sio "mixing"). Pela  proposigao
6.1.1, ser "mixing" é PIPI; portanto,nenhum
sistema de Bernoulli, quer unilateral quer
bilateral, & isomorfo a alguma rotagao no
circulo unitario (com a medida de Lebesgue
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EXEMPLO 6.1.3 -

_86-
normalizada, & claro). A
Como ser ergodico € uma PIPI, nenhum siste
ma de Markov com matriz redutivel & isomor-

fo a algum sistema de Markov com matriz ir-
redutivel, conforme a proposicao 5.4.3.A

Os sistemas de Bernoulli sao '"mixing" (teo-
rema 5.3.5), ser "mixing' & PIPI (proposi-
gao 6.1.1), os sistemas r-adicos e os siste
de

Bernoulli (exemplos 5.2.2 e 5.2.3). Por de-

mas do padeiro sao isomorfos a sistemas

finicao de PIPI, temos que 0s sistemas r-a-
dicos e os sistemas do padeiro sao "mixing".
Logo, pelo teorema 5.3.1, sdao ergodicos.A

O0BSERVACAOD 6.1.1 - Ser inversivel nao & PIPI, isto &, exis-

EXEMPLO 6.1.4 -

tem sistemas isomorfos tais que um deles

¢ inversivel e outro nao (ver exemplo
6.1.4). Os culpados pela existéncia des-
se fato estarrecedor sao somente as defi
- ~ . 2 - o« -

nicoes de sistema inversivel e de siste-
mas isomorfos (mudando estas definicoes,
talvez ...).

Consideremos os sistemas indicados nas tabe

las abaixo:

Xl a b c d e XZ o B

1 b a e e e T B o
1/2 1/2 © 0 0

1/2 1/2

Temos : S1 nao € inversivel, s, &€ inversi-
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(t

LS e
-
3,
Se S1 e

-. 87"
vel, 31 e SZ sao isomorfos. A

~ Seja p uma PIPI e seja § uma determinada
classe de sistemas. A propriedade de p @
denominada uma PIPI COMPLETA EM § se e so

" mente se,

satisfaz p

1 :
1>8, eS8, sao isomorfos.
€S e S, satisfaz p
S, sao dois sistemas que satisfazem p, uma

PIPI, nao se pode dizer se eles siao isomorfos ou nao. Entre

tanto, se p € uma PIPI completa em alguma classe de siste-

mas contendo {Sl

EXEMPILC 6.1.5 -

Sao isomorfos os sistemas SBZ[% 1] e SBZ[};%;—]?

,32}, entao eles sao isomorfos.

Ser ergddico nao & uma PIPI completa naclas
se dos sistemas probabilisticos preservati-
ves inversiveis. As rotagdes no circulo com
plexo unitario (com ck=1, ¥k>0) com a medi-
da de Lebesgue normalizada sdo ergddicos (e
xemplo 3.6),assim como os sistemas do padei
ro (exemplo 6.1.3).

Se uma rotacgao fosse isomorfa a algum siste
me do padeiro, seria isomorfa a algum siste
ma de Bernoulli (pela transitividade do iso
morfismo e pelo exemplo 5.2.3). Isto &€ uma
contradicao (ver exemplo 6.1.1). A

1

v 3

Pelo teorema 5.3.5, sao ambos 'mixing"(isto €, ambos satis-

fazem uma propriedade PIPI), mas isto ndao € suficiente para

responder a pergunta acima, quer afirmativamente quer nega-

tivamente. Esta
posta. Em 1958,

pergunta ficou durante longo tempo sem res-
Kolmogorov introduziu um INVARIANTE NUMERI-
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CO, hoje denominado entropia de um sistema e a resposta foi
finalmente obtida: como os dois sistemas tem entropias dife
rentes, eles nao sao isomorfos.

Ao introduzir o conceito de entropia na Teoria Er-
godica, Kolmogorov modificou alguns aspectos do conceito de
entropia que Shannon ja havia introduzido na Teoria da In-
formagao. Esses dois conceitos sao variacéesdo conceito clds

sico de entropia pertencente a Fisica.

6.2 - DECOMPOSICOES

Em toda esta secgao, seja (X,A) um espaco mensura-
vel.

DEFINICAOD 6.2.1 - Seja r 21 um numero inteiro. Uma aplica-

c¢ao D de {1,...,r} em A & denominada uma
DECOMPOSICAO DE TAMANHO r se, e somente se:

a) izj » DinDj =0

T
by U D, =q,

i=1
onde Di denota o ponto imagem da aplica-
cao D em i€{1,...,r}. Cada D; ¢ denomina-
do um ATOMO DA DECOMPOSICAO D.

NOTAQRO - Uma decomposicao D € anotada como uma lista orde-
nada: D= Uhf""Dr)'

Seria natural exigir que os atomos de uma decompo-
sicao fossem nio vazios. Essa exigencia foi omitida porque
acarretaria complicagoes formais e também impediria certas
consideracoes.
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NOTACAO - DY denotara o conjunto de todas as decomposicoes
J

de tamanho r. Quando necessario, sera utilizado
T (X,A).

o0
NOTAGAO - D = |J D%,
r=1

OBSERVACAO 6.2.1 - Uma decomposicao de tamanho r desempenha

o papel de uma discretizacao, isto &, a
informacao (determinacdo, precisao) maxi
ma que se pode ter sobre qualquer ponto
xEX & qual o atomo da decomposicao a que
x pertence (€ como se todos os pontos per
tencentes a um mesmo atomo fosse indis-
tinguiveis). Assim,uma decomposicido DEDT

pode ser considerada uma fungao

XEX L JieIp (x).
i D

NOTAgRO - Seja peDT e seja E€D®. DvE denotara a decomposi-
- - T+S
cao (DlnEl,...,DlnEs,...,DrnEl,...,DrnEs)GU A

OBSERVACAO 6.2.2 - DvE é praticamente a conjugacao (produto

cartesiano) das decomposicoes D e E. Co-
nhecer o atomo de DvE a que x pertence e
quivale conhecer o atomo de D a que xper
tence e ¢ atomo de E a que x pertence.

NOTACAO ~ Sejam D,EED. Anotaremos E <D se, e somente se, D
€ um REFINAMENTO de E (isto €, cada atomo nao va-
zio de E € uma unido de atomos de D).

PROPOSICAO 6.2.1 - Se D,EED, entio E < DYE. 0
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PROPOSICAO 6.2.2 - Se T & uma transformacio mensuravel em
(X,A) e DeP¥, entdo

not

T 0p === (T‘“Dl,...,T‘“Dr)evr, ¥nz=0.

a

DEFINICAO 6.2.2 - Seja P uma probabilidade em (X,A) e sejam
D,EEDP. D e E sao DECOMPOSIQGES INDEPENDEN
TES se, e somente se,

P(DinEj) = PDi-PEj,.Vl € ¥j.

EXEMPLO 6.2.1 - Sejam X={1,...,6} ¢ P a probabilidade que
a cada evento unitario associa o numero 1/6.

Sejam
({1,2,3},{4,5,6})

({1,3,5},{2,4,61)
({1,2},{3,4},{5,6}).

D
E
F

it

Temos:

DvE
EvF
DvF

({1,3},{2},{5},{4,0})
({1},{3},{5},(2},{4},{6})
({1,2},{3}, ¢ ’ ¢ ’{4}:{5,6})'

it

0 unico par de decomposicoes independentes
€ EeF, pois De E e também D e F nio o saa
A

0BSERVACAO 6.2.3 - A independencia de classes finitas e de
classes infinitas de decomposicoes sao de

finidas de maneira analoga a independén-
cia de classes finitas e de classes infi
nitas de sub-o-algebras.

E importante ter em mente que cada decomposicao
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"quebra'" X em uma quantidade finita de pedagos mensuraveis
disjuntos dois a dois.

OBSERVACAO 6.2.4 - Sejam r,s dois inteiros positivos  tais

que ¥ <s5. A correspondéncia

(DysevesDy)EDF o (Dy,.ve,D,0,... ,B)E€D°

1°°

& a imersdo natural de D' em D°. Esta i-
mersao € consistente com todas as defini
coes e notacoes introduzidas nesta segao.
Desta forma, podemos escrever:

DleP?c... .

(Q) é denominada DECOMPOSICAO TRIVIAL. E imediato
verificar as seguintés propriedades:

DED! «+— D = (Q)

Dv (2) = (2)vD = D, VYDED
(2) <D, VDED

T Q) = (@), Vn=0

() e D sao independentes, VDED.

6.3 - ENTROPIA EM ESPACOS DE PROBABILIDADE

Em toda esta secao, seja (X,A,P) um espaéo de pro-
babilidade.

Ha dois enfoques para apresentar a nocao de entro-
pia de uma decomposicao: um deles esta no Apendice I (aque-
le que €& o mais "bonito"), o outro sera ligeiramente expla-
nado a seguir.

Deseja-se "medir' a aleatorizagao de uma decomposi
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¢ao. Por exemplo,decompondo um espaco de probabilidade de 3

modos: -
(Dl’DZ) tal_que PD1= 0,50 PD2= 0,50
(El’EZ) tal que PE1 =0,75 PE2==0,25
(Fl’FZ) tal que PF1 =0,99 PP2==0,01

sentimos que a decomposicao D € a mais aleatoria, E ¢ rela-
tivamente aleatdria,F tem pequena aleatoriedade (é quase de
terministica). Postula-se algumas propriedades desejadas pa
fa uma "medida' com essa finalidade e, baseando-se nesses pos
tulados, procura-se determinar como ela €.

Esse enfoque pode ser encontrado em [7] Reza, onde
chega-se a conclusao que a 'medida" procurada & do tipo

)\ .
(Dy,+++,D)ED t—"r c~§[(PDi)-loga(PDi)],

com c<0, a>0, a=#1 arbitrarios. Escolhemos c=-1 e a=2. Os mo
tivos desta escolha se encontram no Apéndice I, cuja leitu-
ra,embora interessante e agradavel,nao & necessaria.Entretan
to € indispensavel conhecer as convencoes e notacoes que 1a
se encontram.

CONVENGCAO 3 - Em todo este trabalho log t denotara 1og2t.

EXEMPLO 6.3.1 - Consideremos seis decomposicoes de tamanho 2

cujas probabilidades estao dados na tabela

abaixo.
i PD1 PD2 ‘A =n(D1) +n(D2)
1 0,50 0,50 1,000
2 0,75 0,25 0,811
3 0,88 0,01 0,080
4 0,51 0,49 0,998
5 0,786 0,24 3,795
5 umM ZERO ZERO
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| DEFINICAQ 6.3.1

EXEMPLO 6.3.3 -
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Observemos que as entropias calculadas usan
do a formula

?_L:n {PDi)

estao em perfeita harmonia com o senso co-

mum: a 65 decomposicdo & deterministica (lo
- - - .:¥n -~

go ndo ha aleatoriedade),a 25 ea 5% tém pra-

ticamente a mesma aleatoriedade, a 12 & a
mais aleatoria de todas, etc. A

Consideremos o exemplo 6.2.1. Temos:

A(D) =A(E) = 2en(1/2) =2x0,500 = 1,000
A(F) =3en(1/3) = 3x0,528 = 1,584
A(DvE) =1 (D'WF) =n(1/3)+n(1/6)+n(1/6)+n(1/3)
=0,528+0,435+0,435+0,528 = 1,926
A(E VE) =6°n(1/6) = 6x0,435 = 2,610.

Observemos que, quando refinamos uma decom-
posicao (ver proposigao 6.2.1), a entropia
nao decresceu (até aumentou). A

- 0 niimero real extendido nio negativo
A = sup{A(D): DED}

€ denominado ENTROPIA DO ESPAGCO DE PROBA-
BILIDADE.

Sejam X =1[0;1) e P a medida de Lebesgue. Pa
ra cada k21, seja D(k) a decomposicao

(C0;1/%),0[1/k;2/k),...,[(k-1)/k;1)).
A(D(K)) =ken(1/k)=k-[(-log 1/k)-1/k] =log k
A zsup{A(D(k)):kzl} =+w ,°, A=+, A
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0BSERVACAU 6.3.1 - A entropia de uma decomposicao pDep’  nido

depende propriamente da lista.(Dl,...Dr),

S i 1 i s ¢ & . = .
mas sim da lista (tl, ,tr),onde t1 le‘
¥i. Portanto:

a) ty =0, Vi;

§) E t; =1.
Assim, quandc for mencionada uma lista
deste tipo, fica subentendida alguma de-
composicao de algum espago de probabili-
dade  que "forneceu" a lista.

. T R -

Para cada r 21, seja Kr— {(il,...,tr)C§ oyttt
=1let,; 20, ¥i} e seja g.: K, — [0;+») a funcao definida
por

go(ty.eee,t) = gn(ti)-

Ky
BT

o 1

o

PROPOSIEOES 6.3 -~ Seja r um inteiro positivo.
‘ 1. gr20¢ | )
2. K% e convexo (ver definicao 4.4).
5. g.(t) =0 «+ t€{1,0,...,0),(0,1,...,0),
ey (0,0,00.,1)}.
simétrica.

o

o
Lo

Dy

el
continua.

@y Oy

compacto.
7. sup{gr(t):teKr}==log T
8. gr(t) =log v +» t=(1/r,1/r,...,1/7). O
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PROPOSICAO 6.3.9 - Para cada r 21, a aplicacgao
' d_: DTxDT —» [0;4)
definida por

d_(D,E) = EP(DiAEi)

€ uma pseéudo-métrica. ¥

VPROPOSI;KO 6.3.10 - Para cada r 21, sejam tvi,d;) 0 espago
métrico obtido de (ﬂr,dr) e nr:Df — K
definida por

wr(Dl,...,D = (PDl,...,PD )

r) r

A aplicacdo m_ & continua. a

£ facil obter exemplos onde 7 mnao € sobrejetora:
basta escolher espagos de probabilidade discretos. Em espa-
cos de ‘probabilidade nao atomicos, m_ & claramente sobreje-

T
tora (a reciproca & falsa). O exemplo 6.3.4 mostra um caso

em que T nao ¢ injetora.

EXEMPLO 6.3.4 - Sejam B={1,2,3}, X=BxB, P a probabilidade

que atribui a cada evento unitario o valor

1/9. Sejam

D= ({1}xB,{2}xB,{3}xB) .'. my(D) = (3,75
_ ' . . 111

E = (Bx{1},Bx{2},Bx{3}) .*. m,(E) = (3,5.%)

Como
B 4 4 4
dS(D,E) = gP(DiAEi)-—-g tgtg * 0,

temos D* #E" e, portanto, m; ndo & injeto-
ra. A
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Considerando a entropia como uma funcgao Ar de Df
em [0;+»), obtem~se as proposicoes 6.3.11 e 6.3.12.

PROPOS ICOES 6.3 -Seja r um inteiro positivo.

11, Ar=gr1rr. |
12. A & continua. o
No exemplo 6.2.1, as Gnicas decomposicoes relevan-
tes sap as de tamanho seis, pois as de tamanho menor que seis
também estdo em D¢ (conforme a observacido 6.2.4). As propo-
sicbes 6.3.7, 6.3.8 e 6.3.11 asseguram que |
| A = A(BvF) = log 6 = 2,610.

6.4 - ENTROPIA CONDICIONAL

Em toda esta segao, seja (X,A,P) um espago de pro-
babilidade.

Para cada BEA tal que PB >0, P(+|B) denota a proba
bilidade em (X,A) definida por

P(AIB) = __IZL%EAL_

Heuristicamente, o experimento (X,A,P) € realizadoe revela-
se apenas que ocorreu B; nao se dispoe de mais nenhuma in-
formagao sobre o ponto ocorrido. Nessas condigoes,a probabi
lidade P é substituida por P(-|B).

DEFINICAO 6.4.1 - Para cada BEA tal que PB>0 e para cada
EEP, a variavel aleatoria ¢5(E,*) defini-

da por

¢B(E X) = Z¢[P(EJ lB) J'IE' (x).
J Y e )



-~ §7 =

& denominada INDETERMINACAO DA DECOMPOSI-
CAO E DADO O EVENTO B.

DEFINICAC 6.4.2 - Nas condicoes da definigao 6.4.1, o niume-
ro real nao negativo

Ag(E) = Bpe, pyLop(E, )] = gﬂEP(EjIB)J

e denominado ENTROPIA DA DBCOMPOSIQROIEDA
DO O EVENTO B.

DEFINICAO 6.4.3 - Para cada BEA tal -que PB> 0, o nimero real
extendido nao negativo

Ap = sup{Ag(E): E€ED}

B

¢ denominado ENTROPIA DO ESPACO DE PROBA-
BILIDADE DADO O EVENTO B.

COMVENCAO & - P(A|B) = 0, quando PB = 0.

CONVENCAO 5 = Ag(E) = +=, quando PB = 0.

DEFINICAO 6.4.4 - Para cada DED e cada EED a variavel alea-
toria ¢ (E,+|D) definida por

6 (E,x|D) = g[;zupcajzni)n-IEj ORME

é denominada INDETERMINAGAO DA DECOMPOSI-
CAO E DADA A DECOMPOSICAO D. :

DEFINICAD 6.4.5 ~ Nas condigoes da definicdo 6.4.4, o nume-
ro real nao negativo
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A(EID)=E[¢(E,'|D)]=XZ¢[P(EjIDi)]'P(EjnDi)
ij

.=§PD1-(§n[P(Elei)]] =§xni(E)‘ppi

& denominado ENTROPIA DA DECOMPOSICAO E DA
DA A DECOMPOSICAO D.

Heuristicamente,o experimento probabilistico (X,A,P)
serd realizado e, apos isso feito,sera revelado apenas qual
o atomo de D a que x, o ponto ocorrido, pertence. Isto nao
basta para determinar qual o atomo de E a que x pertence. A
aleatorizagio da decomposicdo E, apds revelado qual o Di a
que x pertence,é expressa por ADi(E). Assim,

A(E|D) = )A E) +PD.
D) = Jay (B)-PD;

€ a média destas aleatorizacgoes.

DEFINICAD 6.4.6 - Para cada DED, o numero real extendido nao
negativo

sup{A (E|D) :E€ED}

¢ denominado ENTROPIA DO ESPAGO DE PROBA-
BILIDADE DADA A DECOMPOSICAO D.

OBSERVACAO 6.4.1 - A entropia de uma decomposigao EED® dada
uma decomposicgao peD’ ndo depende propria
mente das listas (El,...,ES) e(Dl,...,Dg,
mas sim da matriz

tll t I‘t

ls

12°
t t ..-t
21 22 2s ks .
: : : ,Onde tij—P(EjnDi) ,vlevj.

trl trziiitrs
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Portanto

a) tij =0, ¥iel Vi3

b) J)t;; =

1j ‘
Assim,ao ser mencionada tal matriz,
subentendido um para de

1.

"forneceu" a matriz.

E

E

fica

decomposicbes que

1 2 3
Dy 0,42 0,18 0 0,6
D, | 0,28 0,12 0 | 0,4
0,7 0,3 0 1
D e E sao decomposicoes independentes.

+ n(0,12) = 1,852.

A(DVE) =
A(D) =
A(E) =
A(D|E) =o,7'}(95%ﬁ
+0’3}[0J8
A (E|D) =o,6'}{%§%3
- o,
*0,4 ”(TT

Observemos que

n(0,6) + n(0,4)
n(0,7) + n(0,3)

n(0,42) +n(0,18) +n(0,28) +

0,971.

0,881.

0,971.

0,881.
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= A(D|E) = KEj(D), vj
A(E) = A(E[D) = Ap;(E), Vi
A(DYE) = A(D) + A(E).
EXEMPLO 6.4.2 = _
Ey £y ik
Dl 0,10 0,20 0545 0,45
‘ D2 0,20 0,10 013 0,45
D3 0,10 0 0 0,10
0,40 0,30 0,30 1
D e E nao sao independentes.
A(DVE) = 3+n(0,10) + 2en(0,15) +
+2*1n(0,20) =2,746.
A(D) = n(0,10) +2+-n(0,45) = 1,368.
A(E) = n(0,40) +2+n(0,30) = 1,571.
- . (0,10 0,20
)\(DIE) 0’40L_2 T}[m)"‘ﬂ[m}] +
+ 0.30[n(3:28] n(8:39)] +
+ 0,30[20n[0:L5 1,175
28 211D, 30 STA
: ~
A(BID) = 0,45 [n($:38) on[8:28] n[ B35
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Observemos que

A(D|E) < A (D)
A(E|D) <A (E)
A(DvE) < A(D) + XA (E). A

PROPOS | GOES 6.4 - Sejam D,E,F€D.

L'

10.
11.
12.
13.

ACE] () = A(E).

E <D — A(E|D) = 0. _

A(DvE) = X(D)+A(E|D). (FORMULA FUNDAMEN
TAL)

A(DVE|F) = A(D|F) + A(E|DvE).

E<D — A(E) sA(D).

E<D — A(E|F) sA(D|F).

A(EID) < A(B).

E <D — A(F|D) <A(F|E).

A(DVE) <x(D) + A(E).

A(DvVE|F) <A(D|F) +x(E|F).

De E independentes,PDi>0 +ADi(E)=A(E}

D e E independentes. — XA (E|D) = A(E).

D e E independentes + A (DvE)=A(D)+A(E).

0

Em [2] Billingsley, pg. 80-81,ha dois teoremas que

tornam precisa a seguinte idéia: se dr(D’E)é pequena, entao

A(E|D) & pequena.

PROPOSICAO 6.4 - Seja T uma transformacao em X tal que

14.
15.

(X,A,T,P)

€ um sistema probabilistico preservativo.
Sejam D,EED.

A(T™™D) = A(D), Vnz0.
AT "E|T™™D) = A(E|D), Vn=0. 0

PROPOSICAO 6.4.16 - A aplicacdo &:DxD — [0;+») definida por
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§(D,E) = A(E|[D) + A(D|E)

& uma pseudo-métrica. O

PROPOSICAO 6.4.17 - Seja T um inteiro positivo.Sejam D,EEDT,
Entao:

dr(D,E) = 0 — §(D,E) = 0. 0
Em relagdo a proposicao 6.4.17, ¢ interessante ob-
servar que dr considera a ordem das decomposigoes, ao passo

que 6 & insensivel a elas.

6.5 - ENTROPIA EM SISTEMAS

Em todas esta secao, seja § = (X,A,T,P) um sistema
probabilistico.

. Em nossas consideracoes,um ponto X€X representa al
gum estado do sistema ao tempo zero e Tx representa o esta
- do do sistema ao tempo n quando, ao tempo zero, o estado do
sistema & representado por x€X.

O nimero PT MA, A€A, & interpretado como a probabi
lidade de, ao tempo n, o estado do sistema pertencer a A.

Uma decomposicao DED® =p¥ (X,A) pode ser "aplicada"
ao sistema em qualquer instante n, indicando qual o atomo de
D a que o estado do sistema ao tempo n pertence. Como

n a0 . .
T"x€D; <« X€T "D; <+ §3-1T-nDj (x) = i,

"aplicar'" a decomposicdo D ao tempo n equivale a ''aplicar"
a decomposicgao T D (ver proposiggb 6.2.2) ao tempo ZEro.

OBSERVAGAO 6.5.1 - Para cada n, seja D(n,-) a fungao
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D(n,*) .
- i i

conforme a observacao 6.2.1. As probabi-
lidades induzidas por D(n,*) no espago
mensuravel

({1’...,1.)}’2{1""’:})

pode depender de n; entretanto, quando S
¢ preservativo, isso nao acontece (a

reciproca € falsa).

As decomposigaes'D,T'iD,...,T~nD nao sao
necessariamente independentes. Em muitos
casos, conhecer o D-atomo a que o estado
do sistema pertence ao tempo k ajuda ade
terminar (ou até determina) qual o D-ato
mo a que o estado do sistema pertence ao
tempo k+1, e vice-versa.

Seja DEP. Para cada n =0, a decomposigao

p® = DvT Y pv...vT ™D

& denominada n-ESIMA POTENCIA DA DECOMPO-
SICAO D.

p" & a conjugacgao (produto cartesiano) das decompo

sicoes D, 71p, ..

., T"™D, ou equivalentemente,-das varia-

veis aleatdrias D(0,-), D(1,*), ..., D(n,+), que nao preci-

sam ser nem independentes nem identicamente distribuidas,

conforme as observagoes 6.5.1 e 6.5.2. A(D™) é a aleatoriza

2 \ R, |
cao existente na decomposigao D e

A 0
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€ a aleatorizagao média por repeticao da decomposigao D no

“intervalo" {0.,1,...,n}.

DEFINICAO 6.5.2 - Seja DED. O nimero real nao negativo

EXEMPLO 6.5.1 -

A(D) = lim sup ﬁ%T-x(D“)

N0

€ denominado ENTROPIA DA DECOMPOSICAO D.

Seja 9={1,...,r} e p uma probabilidade em
(Q,ZQ). Vamos representar p{i} por p,,Vi€Q.
Seja (X,A,T,P) o sistema (bilateral ou uni
lateral, aqui nao importa) de Bernoulli ge
rado por (Q,Zg,p).

Seja D a DECOMPOSICAO DO TEMPO 1, isto &,
D, = {xgx: hl(x)=1}.

A(D)==Zn(pi) representa aaleatorizacao com
que a fonte emite uma letra isolada em qual
quer tempo n (aqui D(0,°),D(1,+),... sao va
ridveis aleatdrias independentes identica-
mente distribuidas). A proposigao 6.4.13 as
segura que A(Dn)= (n+1)+A (D), ¥n20. Portan
to,

A(D) = A(D) = In(p;)- A
1

DEFINICAO 6.5.3 - O niimero real extendido nzo negativo

A = sup{A(D): DED}

€ denominado ENTROPIA DO SISTEMA.

OBSERVACAO 6.5.3 - O calculo da entropia de um sistema pro-
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babilistice & geralmente dificil, confor
me se pode ver pela definicao. No exem-
plo 6.5.1, embora a decomposigao D seja
"natural' nada impede, em principio, que
exista uma decomposicgo E tal que

A(E) > A(D).

TEOREMA 6.5.1 - A entropia de sistemas probabilisticos € um
INVARIANTE NUMERICO POR ISOMORFISMO, isto &,

31.e37 Sao sisfemas isomorfos-»A(Sl)nh(Sz).

e ' . ' ' D

EXEMPLO 6.5.2 - Seja rzl e seja Sr==(X,A,T,P) o sistema for
mado por X=1{1,...,r}, A =2X, '

Tx

3

[x%»l, se X#7T

{2 88 x=T

4]

P{x} 1/, ¥x.

Sr & um sistema probabilistico preservativo.
inversivel.

Seja D= ({1},...,{r}). Como A(D) = logr e
AT D|D) =0, Vk20, temos

A(VT IDv...vT™™D) = log r, ¥nz0;
portanto A(D) =0. '

E intuitivamente claro que D & a decomposi-
cao maisialeatGria. De qualquer forma, o ra
ciocinio acima utilizado mostra que A(E)=0,
YEED. Portanto A =0. A

O exemplo 6.5.2 mostra que a entropia nao & um IN-
VARIANTE NUMERICO POR ISOMORFISMO COMPLETO (isto &,mesma en
tropia nao implica isomorfismo) na classe dos sistemas pro-



bablllstlcos preservativos inversiveis, ja que os s sao cla
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ramente nio isomorfos entre si.

_ PROPOSIGBES 6.5 - Seja S um sistema preservativo e sejam

X

8.
9.
10.

D,EED.
A() = lim A(T "D|DvT Ipv...vr~ (2-1)py
N+
: : -1 -7
A(D) = 1lim A(D|T “Dv...vT "'D).
T ->co
A(D) = 1lim _*T A (D"
N> )

As sequéncias enVOIV1das em 1, 2, 3 sdo
monotonas niao crescentes.

E <D —+ A(E) sA(D).

0 <j sk — A(T IDv...vT %Dy = A(D).
k21 — a entropia da decomposicio

k-1 =1 T-(k-l)D

D = DvT "Dv...v

-

no sistema §¥ =(X,A,Tk,D) e i-
gual a k<A(D).

A(E) <A(D) +A(E|D).

T=1d — A=0,

DEP” —— A(D) <log r. a

As proposicoes 6.5.1 e 6.5.2 tém interpretagoes bem

interessantes.

O teorema 6.5.2 & devido a Kolmogorov e Sinai, o0s

teoremas 6.5.3 e 6.5.4 sao corolarios, o teorema 6.5.5 & u-

ma aplicacao.

TEOREMA 6.5.2 - Se S & preservativo inversivel eDEPY & uma

decomposicao tal que {T—nDi: l1sisr,-w<n<+o}
gera A, entao A =A(D). 0



TEOREMA 6.5.3 -

TEOREMA 6.5.4 -

TEOREMA 6.5.5 -

EXEMPLO 6.5.3 -
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Se § & preservativo, DEP’ & uma decomposi-
gao tal que {T_nDi:,lsisr, O<n<+»} gera A,
entao A=A(D). 0

Nas condigdes do teorema 6.5.3, se § € in-
versivel, entao A=A(D) = 0. 0

Se @={1,...,r} e § € o sistema (bilateral
ou unilateral) de Markov gerado por
(Q,ZQ,ﬂ,p), entao

A=~ 7 [p@(3)- ) w(j,i)°16g N3 1) s
jEQ ien

Em particular, se S € um sistema de Bernoul
1i, entao

A = ~'£ (p(i)-log p(i)1]. 0
i QA

S A
sBzli/2;1/21 log 2
SBN[1/2;1/2] log 2

SBZ[1/331/33;1/3] log 3
SBN[1/33;1/3;1/3]1 | log 3

Temos :
1 1] (1 1 1T e Tranis .

SBZLZ’ZL e SBZL§ 3 zd nao sao isomorfos;
[1,1] B Ay ol o F

SBN | e SBN|#;w; ao sao isomorfos.
2°2 13373 It & r

nao sao isomorfos;

w
&
[
g
N
. ¢}
%)
o
=
o
g
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TEOREMA 6.5.6 -

TEOREMA 6.5.7 -

EXEMPLO 6.5.5 -
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1 1 s Lo -~ .
532[3;3;%1 eSBN[%;l] nao sao isomorfos,
Nao se pode responder, por enquanto,is per
guntas:

SBZ[%;%] e SBN[%;%j sao isomorfos?

SBZ[%;%;%] e SBN[%;%;%} sao isomorfos?

Se (ver observacdo 6.1.1) ser inversivel
fosse uma .PIPI, entao poderiamos responder
(negativamente, € claro) a essas duas per-
guntas. A

Seja S_ uma rotagdao no circulo unitario com
ckal, para todo k>0 (ver exemplo 3.5).Sejam

D, = {(cos t, sen t): Ost<w} e DZ = Dg.

1
A classe {T-nDi: 15i<2, Osn<w} gera A e, co
mo Sé é inversivel, o teorema 6.5.4 assegu~
ra que A(IC) =A(D) =0, onde D= (Dl’DZ)‘ A

Se $ € um sistema preservativo, entao

AGSKY = keA(S), Vk=0. 0

Se S & um sistema preservativo inversivel,
entao A(S) = A(S-l). ]

Seja Sc uma rotacao no circulo unitirio com
c =1, para algum k>0 (ver exemplo 3.5).Como
T =ck'x=x, ¥xEX, isto €, Tk=Id, temos,
conforme proposicao 6.5.10,A(SE) =0,

Pelo teorema 6.5.6, k'A(Sc) =0; logo,

A(Sc)=0. A
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) Os sistemas do exemplo 6.5.4 siao ergddicos e os do
exemplo 6.5.5 nao sao. Como ergodicidade € PIPI, eles nao
sao isomorfos, apesar de terem a mesma entropia.

TEOREMA 6.5.8 -~ A entropia € um invariante numérico por iso
morfismo completo na classe dos sistemas bi

laterais de Bernoulli. 0

EXEMPLO 6.5.6 = SBZ[%;%;%;%] e SBZ[%;%;%;%;%] sao isomorfos,

pois ambos tem a mesma entropia. A

O resultado do exemplo 6.5.6 foi obtido por Meshal
kin em'1959, anteriormente ao teorema 6.5.8,obtido por Orns
tein em 1970, que encerrou o problema do isomorfismo na clas
se dos sistemas bilaterais de Bernoulli.

Entre os trabalhos de Kolmogorov (1958 e 1959) e os
de Ornstein (1970 e 1971), Sinai (1962) foi responsavel por
uma importante contribuicao intermediiria ao problema do i-
somorfismo na classe dos sistemas bilaterais de Bernoulli,
envolvendo o conceito de ISOMORFISMO FRACO (ver Apéndice II)

EXEMPLO 6.5.7 - Sejam

fa 1
12 2
: : 11
Q.={1,2} mw._ = p, = [—.-—]
1 1 101 1 2°'2
2 2
~ .
00 -2--5
_ 11
0 0= = 1111
Q2={1,2,3.4} T, 2 2 Py [’E'Z’Z'Z}
' S |
-2—5-0 0
1)
lg o 9 O
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11
55 00
11 s
‘ =-==00 1111
935{112)314} “38 2 2 psﬂ(z,z’z,zj.
11
6 0 55
11
0 0 5 3l

Para cada i€{1,2,3},seja §; o sistema bilate
ral de Markov gerado por (Qi,zni,wi,pi).

il s; é "mixing" 3 e ergodico A(S;)
1 sim ! sim log 2
2 nao sim log 2

nao nao log 2

Como ser "mixing" e ser ergddico sao PIPI,
nenhum deles € isomorfo a algum dos outros
dois, apesar de terem a mesma entropia. A

0 exemplo 6.5.7 mostra que a entropia nao e um in-
variante numérico por isomorfismo completo na classe dos sis
temas bilaterais de Markov, nem mesmo na classe dos siste-
mas bilaterais de Markov ergodicos. O comentario feito nopa
ragrafo imediatamente anterior a observacao 5.4.3 assegura
que a entropia & um invariante numérico por isomorfismo -com
pleto na classe dos sistemas bilaterais de Markov 'mixing"
(essa classe éﬁ/na verdade, a classe dos sistemas bilate-
rais de Bernoulli).

0BSERVAGAO 6.5.4 - O problema geral do isomorfismo e o estu

do especifico da entropia sa@o dreas que
estao recebendo muita atengao pelos a-
tuais pesquisadores da Teoria Ergodica.

=4



APENDICE I

UMA "MEDIDA" DE ALEATORIZACAO

Seja (X,A,P) um espaco de probabilidade. A probabi
lidade de um evento € uma "medida' da certeza que se possui,
antes da realizagao do experimento, em sua ocorréncia. Dese
ja-se construir uma "medida" p que, considerando a probabi-
lidade de um evento como o seu tamanho, expresse quao peque
no o evento & (isto &, quao dificil & determinar algum de
seus elementos na imensiddo do todo). Posto isto, € razoa-
vel postular:

(pl) AEA — pA20

(p2) A€A, BEB, PA=PB — pA=pB

(p3) A€A, BEA, PA< PB — pA> pB

(p4) A€A, PA=1 —— pA =0

{p5) A€A, PA=0 —+ pA =+

Qual deve ser a unidade (o BIT) de pequenez (ince;

teza, indeterminacdo, aleatoridade)? O primeiro espaco de
probabilidade que as pessoas geralmente conhecenm € aquele

que representa o langamento de uma moeda equilibrada. Nao a
penas por esse motivo nostalgico, € razoavel postular:

(p6) A€A, PA=1/2 — pA=1.

Seja n2 2 um numero inteiro. A incerteza na ocor-

-111-



- 112 -

réncia de n caras no lancamento independente de n moedas e-
quilibradas € exatamente n vezes a incerteza na ocorréncia
de 1 cara no lancamento de 1 moeda equilibrada. Posto isto,
& razodvel postular:

(p7) AEA, PA =1/2" — pA =n.

E também razoavel postular:

(p8) p depende continuémente de P.

CONVENCAO 1 - log, 0 =-=, +wh

NOTAGAO - ¢: [031] — [0;+m]
t e -logz t

A ¢
A fungao ¢P:A —» [0;+®] K\\“
satisfaz (pl),...,(p8) e sera a-
dotada neste trabalho como "medi 4
da" de indeterminacao. Para cada
AEA, o numero real extendido $PA & denominado INDETERMINA-
CAO DO EVENTO A; heuristicamente, ¢PA é um indicador numéri
co da inseguranca (intranqiiilidade, angustia), antes da rea
lizagao do experimento, de um jogador que apostou sua fortu
na na ocorréncia de A.

Para cada DED, a variqvel aleatoria ¢(D,e) defi-
nida por

¢(D,x) = Jo(PD,) Ip; (x)
g 1

€ denominada INDETERMINACAO DA DECOMPOSICAO D.Para cada x€X,
¢(D,°) associa a pequenez (incerteza, indeterminacao, alea-
toriedade) do D-atomo a que x pertence. Portanto, essa va-
riavel aleatdria assume valores em [0;+®],
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CONVENGAO 2 =~ (zerg)s(+=) = (zerc). (Essa convencio permiti-

rd, quando estivermos calculando alguma entro
pia, desprezar os atomos de probabilidade ze-
ro; em particular, os atomos vazios.)

NOTACAO - n:[0;1] — R}

t —r ¢(t) ot I0,53'b»»
Propriedades: %
1. nz20
2. n(0) =n(1) =0 L= a5
0 0,36 1

-

3. n & continua
4. n & estritamente céncava.
A fung@o n estd tabelada na pigina seguinte. Uma a

proximagao razoavel para um valor ¢(t) pode ser obtido divi
dindo n(t) por t. Ha tabelas bem mais precisas em [7] Re:za.

Para cada DED, o numero real nao negativo

A(D) = EC¢(D,*)3 = J¢(PD;)+PD; = In(PD,)

é denominado ENTROPIA DA DECOMPOSICAO D. A entropia de uma
decomposicao sempre existe e € finita, além de ser nio nega
tiva; heuristicamente, A(D) € a indeterminacio média (a in-
‘determinagdo esperada) da decomposicdo D.
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0,500

t n(t) t n(t) t n(t) t n(t)
0,01} 0,066 ||o,26 | 0,505 {{0,51 | 0,495 {|0,76 | 0,301
0,02 { 0,113 || 0,27 | 0,510 |{0,52 | 0,491 }{0,77 | 0,290
0,03 | 0,152 || 0,28 | 0,514 ||0,53 | 0,485 |{0,78 | 0,280
0,04 | 0,186 {| 0,29 | 0,518 {|0,54 | 0,480 {{0,79 | 0,269
0,05 | 0,216 || 0,30 | 0,521 |{0,55 | 0,474 |{0,80 | 0,258
0,06 | 0,244 || 0,31 | 0,524 {{0,56 | 0,468 ||0,81 | 0,246
0,07 | 0,269 {| 0,32 | 0,526 ||0,57 | 0,462 }{0,82 | 0,235
0,08 | 0,292 {|0,33 | 0,528 |{0,58 | 0,456 ||0,83 | 0,223
0,09 | 0,313 |{0,34 | 0,529 ||0,59 | 0,449 |{0,84 | 0,211
0,10 | 0,332 || 0,35 | 0,530 |{0,60 | 0,442 |{0,85 | 0,199
0,11 | 0,350 || 0,36 | 0,531 |{0,61 | 0,435 {{0,86 | 0,187
0,12 | 0,367 || 0,37 | 0,531 {|0,62 .| 0,428 |}0,87 | 0,175
0,13 | 0,383 {{ 0,38 | 0,530 |{0,63 | 0,420 |{0,88 | 0,162

10,14 | 0,397 ||0,39 | 0,530 {|0,64 | 0,412 {|0,89 | 0,150
0,15 | 0,411 || 0,40 | 0,529 ||0,65 | 0,404 |{0,90 | 0,137
0,16 | 0,423 || 0,41 | 0,527 {{0,66 | 0,396 |{0,91 | 0,124
0,17 | 0,435 (| 0,42 | 0,526 ||0,67 | 0,387 {{0,92 | 0,111
0,18 | 0,445 |/ 0,43 | 0,524 || 0,68 | 0,378 |}0,93 | 0,097
0,19 | 0,455 || 0,44 | 0,521 |/ 0,69 | 0,369 ||0,94 | 0,084
0,20 | 0,464 || 0,45 | 0,518 |/ 0,70 | 0,360 {{0,95 | 0,070
0,21 | 0,473 || 0,46 | 0,515 {{0,71 | 0,351 }{0,96 | 0,057
0,22 | 0,481 || 0,47 | 0,512 || 0,72 | 0,341 |} 0,97 | 0,043
0,23 | 0,488 |/ 0,48 | 0,508 || 0,73 | 0,331 |}0,98 | 0,029
0,24 | 0,494 (0,49 | 0,504 }j 0,74 | 0,321 [[0,99 0,014
0,25 0,50 | 0,500 |[0,75 | 0,311 |]|1,00

Zero




APENDICE I1I

ISOMORFISMO FRACO

Sejam $; = {Xl,Al,Tl,ul) e §,= (XZ,AZ,TZ,uZ) dois
sistemas. Dizemos que S, € um FATOR DE S, se, e somente se,
existe um HOMOMORFISMO DE §; EM §,, isto &,existem dois con
juntos, Y1 e Y,, e uma aplicacao ¢: Y1 —t Yo satisfazendo
todas as condicbes da definicdo 5.1.2, exceto a condig@o de
¢ ser injetora. '

Dois sistemas sao denominados SISTEMAS FRACAMENTE
ISOMORFOS se, e somente se, cada um deles e um fator do ou-
tro. B imediato que dois sistemas isomorfos sao sistemas
fracamente isomorfos.

£ fadcil verificar: se $; e S, sao sistemas probabi
Iistices e S, ¢ um fator de S;, entdo A(S,) = A(S;). Conse-
quentemente: se S, e S, sdo sistemas probabilisticos fraca-
mente isomorfos, eles tem a mesma entropia; em outras pala-
vras: a entropia de sistemas probabilisticos & um INVARIAN-
TE NUMERICO POR ISOMORFISMO FRACO.

Sinai (1962) provou que: dois sistemas bilaterais
de Bernoulli com a mesma entropia sao fracamente isomorfos.
0 resultado de  QOrastein (teorema 6.5.8) assegura,entao,que
isomorfismo e isomorfismo fraco sdo nogoes equivalentes pa-
ra sistemas bilaterais de Bernoulli.
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Ornstein (Advanced in Mathematics,pg.349-364,1971)
provou que: se § & um fator de um sistema bilateral de Ber-

noulli, entdo § & um isomorfo a algum sistema bilateral de
Bernoulli. ' '

E trivial verificar que: se S & um sistema (quer bi
lateral quer unilateral) de Bernoulli, entao Sk, k>1, € um
sistema de Bernoulli, Para isso basta substituir (@, 29, P)
por (ﬂk, ZQk, pk). No trabalho mencionado no paragrafo ante
rior, Ornstein obtém um resultado suficiente para mostrar
que: se sk & um sistema bilateral de Bernoulli para algum

k>1, entdo § € isomorfo a um sistema bilateral de Bernoulli



APENDICE 1III

SISTEMAS DE KOLMOGOROV

_ Sejam r,Q,ZQ,Z,N,I,X,A,hn,T como na secao 5.2. Pa-
ra cada n20, seja An a menor o-algebra em relacdo a qual as
aplicacoes

h h

n, n+1’ e 3 e

sao mensuraveis, isto €, An € a o-algebra gerada pelos re-
tangulos que tem todas as suas coordenadas em {n,n+l,....}.
Seja

Dizemos que um sistema (X,A,T,P) & um SISTEMA DE
KOLMOGOROV se, e somente se, a medida P satisfaz

A€A_, —+ PA = 0 ou PA = 1.

Quando I =12 (I=N), o sistema (X,A,T,P) € denomina-
do SISTEMA BILATERAL (UNILATERAL) DE KOLMOGOROV.

PROPOSICAO I11i-1 - Se S & um sistema de Kolmogorov, entdao S

€ um sistema "mixing". O
PROPOSICAO I11-2 - Se S € um sistema de Bernoulli,entdo S &
um sistema de Kolmogorov. 0
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PROPOSICAO 111-3 - Se S & um sistema de Markov com matriz
estocastica 7 irredutivel e apériodica e
tal que p(w)>0, VwEQ, entdo § € um siste
ma de Kolmogorov. 0




Este

APENDICE IV

COMPLEMENTOS

apéndice € uma- miscelanea de alguns fatos que

foram omitidos nos capitulos 1,...,6.

A - EXEMPLO -

B - EXEMPLO -

Seja @ um conjunto finito com r elementos e se

ja 39 a o-algebra formada por todos os subcon

juntos de Q. Seja X o conjunto de todas as se
quéncias bilaterais de elementos de Q e, para
cada n€Z, seja h : X —+Q a n-ésima projecao
(conforme secdao 5.2).

Seja A a menor o-algebra em relagdo a qual as
aplicagoes hyhy,... sdo mensuraveis e seja T
o deslocamento definido na segao 5.2. Assim:

i) T € injetora e sobrejetora
ii) T € mensuravel
iii) 1 ngo & mensuravel.
Portanto, a estrutura (X,A,T) nio é inversi-
vel. : : _ A
Sejam X= {a,b,c,d,e}, A= Zx

, T a permutagdo de
finida por ‘

_ a ' d
b{:—:‘t (;j}.
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Se 4 € uma medida preservativa {definicie 4.1),
entao

uf{al = ulb} = uf{c} e u{d) = uf{el}. &

C - EXEMPLO - Sejam X,A como ne exemplo B acima e seja T a
permutagdo definida por :

a —2b

N /

€ g0

Se P & uma probabilidade preservativa, entio

P{x} = 1/5, Vx€X. A

D - PROPOSIGAD - Seja (X,A,T) uma estrutura. Para cada AEA,

A" B2&  1in sup TMAgAnd,

lim sup TPa 885 U T Xaen,
Ti-roo az kzn

sem davida. Para cada nx0, seja

Dessa forma:

(1) AIDAZD.,. e

(2) A* def . n An g.; n’An.
nz0 nxl

Portanto:



B

(3) T A"

E - PROPOSICAD -
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=1 prtale gy,
n20 kzn 0z kzn

|
=1

Ut a= pa $2a* - a%er.n
n zn z1

k

S5eja 8= (X,A,T,u) inversivel.Sido equivalen
tes:
i) S & ergodico.

ii) 871 & ergdodico.

PROVA - Vamos anotar a classe dos conjuntos invariantes de
S por I e a classe dos conjuntos invariantes de s~1
por 171, Acontece que eles sdo iguais, pois:

BT «» TYE = B s T(T71E) = TE «» E = TB «» Fe1-l,

F = OBSERVACAQ -

G - DECOMPOSiCAD

0

Seja (X,A,T) uma estrutura da secdo 5.2, e
P uma probabilidade qualquer no espago men
suravel (X,A). Embora nio se possa pensar
que ha uma fonte geradora emitindo uma le-
tra em cada intervalo unitdrio do tempo, a
interpretacdo da secdo 5.2 (a mensageméeg
colhida antes do inicio do tempo) se apli-
Ca a esse caso geral. '

E PROCESSOS ESTOCASTICOS = Seja (Q,A,T,P)

um sistema probabilistico e DEPY(9,A). Pa-
ra cada nz0, seja

. n

Dessa forma, X==(XO,X1,...) € um processo
estocastico cam ‘espago de estados {1,...,r},
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que pode ser denominads PROCESSO ESTOCASTI
CO INDUZIDO PELA DECOMPGSICAO D. Se o sis-
tema & preservativo, esse processo. estocds

-

tico & estacionirio.

H - EXEMPLO - Sejam X=([0;1)%, A a g-algebra de Borel, u a

= EXEMPLO -

medida de Lebesgue. Pa

ra cada a= (al,az)ex, .
seja Ta a transforma- E'
-t
i
]
i
i
i

¢do definida por

Ta(x1*32) =

= (x1+al(m6d. 1),

N

.xz*az(mﬁd, 2})). 0 i

E imediato que: Sa==(X,A,Ta,u) € preservativo
e inversivel. A parte hachurada da figura re-
presenta um conjuntb A-mensuravel ndo trivial,
que & invariante quando a= (1/2,1/2). A

Estd provado em [6] Petersen, pg. 65-66, que
sdo equivalentes: '

i) S, & ergddico

ii) kIEZ, kZEZ, klfal+ kz-az = —¢-k1= k, =0,

2

Esse resulitado vale também para "quadrados u-
nitarios" de dimensdc maior que dois,

Sejam X={...,~2,-1,0,1,2..,} uma populagdo on
de os negativos sao individuos solteiros e
{0,1}, {2,3}, {4,5},... sdo os casais. Seja A
a o-algebra formada por todos os subconjuntos
da populacdo que ndo separam casais. Assim,
{-4,-3,0,1,8,9}€A, {1,2}¢A e {6,7,15}¢A.
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Seja T a transformacgao definida por Tx =x+2 e
u a medida de contagem. A transformacdo Tébi
jetora e mensurdvel. 0 sistema (X,A,T,u) & pre
servativo,‘Entretanto

{-1,0,1}6A e T{-1,0,1}=(1,2,3}¢A,
o que mostra que T ' & nio mensuravel. A

Esse exemplo mostra que um sistema preservati
vo com transformagdo bijetora (em particular,
uma estrutura com transformagio bijetora) po-
de nd@o ser inversivel, ‘
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