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CAPÍTULO l

l NJKQOUÇ4O

A analise de dados categóricos, isto é, de dados

que se apresentam como frequências com que Indivíduos, objÊ

tos, são classificados em um certo numero de categorias de

atributos, frequências essas que seguem uma distribuição mul

tínomlal, tem sido objeto de estudo por parte de muitos pes-

quisadores, devido ao crescente uso em diversas áreas, tais

como biologia, medicina, psicologia e sociologia.
Constitui objetivo pri.nc]pa] do nosso traba].ho â

presentar o método para analise de dados categóricos basea-

do em modem.os llnearesl proposto por GRIZZLE, STARMER e KOCH

em ].969. Eles propõem uma solução geral para diversos pro'
b[emas surgidos em tabe].as de classificação cruzada ut]].i.za2

do mÍnImos quadrados generalizados para calcular as estatís-
ticas de WALD.

A. justificativa para o uso da estatística de WALD

para solução de certos problemas surgidos em tabelas de clag

s[ficação cruzada foi baseada no traba].ho de BHAPKAR (1966) f

que mostra equiva].ência entre a estatística Xz modificado,



devida a NEYMAN, e a estatística de WALD, adaptada a dados

categóricos, na so]ução de prob]emas re].atados como funções

lineares e não lineares de probablli,date das caselas. Desse

estudo, conclui. se que os testes estatísticos utilizados na

solução dessas hipóteses pertencem à classe dos testes Xz

modificado e, como fol verificado por NEYMÀN em 1949, pos-

suem Õtlmas pl'opríedades assíntÓtlcas .

A apresentação do método geral de GRIZZLE e sua

fundamentação teórica são feitas no Capítulo ll

GRIZZLE. $TARMER e KOCH desenvolvem no seu artln

go a ap].lcação de seu método para hipóteses que podem ser

formu].abas como funções lineares e logarítmicas das proba-

bi].idades das cadelas, necessitando da construção de matri-

zes A e K e taitlbém de uma matriz de planejamento X, dife-
rente da usual

Nos Capítulos 111 e IV, procuramos aplicar o mé-

todo de GSK a vãri.os problemas relatados como funções line-

ares ou logarítmicas, tendo a preocupação de Identificar as

situações em que funções lineares ou logarítmicas são mais

apropriadas. Para isso, ut]].izamos a ]]nguagem "fatos" e

"resposta"r proposta por BHAPKAR e KOCH (1968) r na identi-

ficação das variáveis.
FORTHOFER e KOCH (1973) desenvolvem a aplicação



dlo méitodo de GSK ã anal.lse de funções que são relatadas co-

nto funções logarítmicas, exponencials e lineares das proba-
k-ili.jades das cadelas, construindo matrizes L e Q , além

das acima citadas, ampliando consideravelmente o campo dos

problemas que podem ser analisados em tabelas de classifi-

cação cruzada.

No Capítulo V, vamos apresentam as duas funções

compostas , propostas pelos autores acima citados, e algumas

de suas aplicações.



CAPÍTULO ll

ÇH..(asX
PARA ANALISE DE DADOS CATEGÓRICOS

2.7. INTRODUÇÃO

Ante;-J de expor o método de anã].i.se de dados cale

gõricos proposto por GSKr em 1969 111 1, vamos apresentar
dois tipos de tabelas de classificação cru?;ada. o pz'lmelro

com dados provenientes de uma população, e o segundo com dâ
dos de diversas populações.

É bem conhecido entre os pesquisadores o caso de

dados que se apresentam em tabelas de contingência quadra-
das, quando n elementos de uma amostra são classificados

segundo dois atributos, sendo n..i o numero de elementos

da cadela (ilj) , lrll a probabilidade associada à cadela

(irj)p com lrÍ. = E TrlJ e 'a.J= E 'KÍJ sendo as probablli.

jades mqrglnals, e de modo que }l E x..=l

É o caso, por exemplar da tabela abaixo, aprese2
fada por GSK liii

! J



Tabela 7477 mulheres; idade 30-39i distância de visão a
o.Lh o n u .

Olho direi.to querdo

2P grau 3e grau Baixo grau
6 6

alho es
Alto g rau

1 5 20

234
1 17

36

Tota].

Alto grau
2ç grau '

3Ç grau

Bai.xo grau

2 66 124

1 5 12 432

3 62 17 72

82 179

2222 2507

78

205
492

Total l 190 7

Para a analise dos dados acima podemos formular
varias hipóteses estatísticas.

Uma primeira hipótese que nos poderia ocorrer se

ria a da verificação de independência entre as di.stânclas

de visão dos olhos direito e esquerdo, que seria formulada

por no: vij: líi .lr.j Esta hi-põtese não ê muito adequada
para esses dados, porque, como os dois atributos são toma.

dos dos mesmos i.ndivÍduos, espera-se que haja uma natural

associação entre esses atributos .

Uma segunda hipótese de assoclaç:Ío mais adequa

da para esses dârjos é a hipótese de associaçlão sobre a dlq

tonal principal, que nos permite verificar s:e as distâncias

de visão dos o].h)s direito e esquerdo são as: mesmas. Essa
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rP

a por H0: lr. .= lí. T

Uma terceira hi.põtese. a de si.metria, para verá

fi.car se as cadelas situadas simetricamente sobre cR dlago
nal principal possuem as mesmas probabilidades, seria então

formulada por H0: lrij :Kjl (i#j)

E finalmente, uma quarta hipótese de grande in

temesse, principalmente na ausênci.a de simetria, e a mais

adequada para esses dados, seria para verificar a existên-

cia de diferença de distribuição entre as distâncias de vi.

são do olho direito e esquerdo. Para tal, a hipótese forrou

latia é a da homogeneidade das marginais, dada por
no: v: = lr :

Essa hipótese equivale a

hipótese formuladseria

x12+n ]3+lr14'7r21'7r31'lr411 1íl(!)
jlí21+v23+lr24'T12'n32'n42 l: lí2(!) 1= o

H31+n32+v34'lr13'n23'u43 l líS(!)

onde ! = (lrll ,n 12' ' ' ' 'Tr44)

isto é, uma hipótese formada por um vedor de u funções l
quais a zero, linearmente independentes.

As quatro hipóteses acima podem ser formuladas

como funções de probabilidades das caselas ou das probabi-
lidades marginal.s, e, de um modo geral, escritas como:



no: Fm(lr) 1,2, . . . ,u (1)

Vamos apresentar, a seguir. uin ti.po de tabela de

classificação cruzada, que descreve dados provenientes de di

versas populações; GSK baseiam todo o seu estudo nesse tipo
de tabe].a, que passaremos a chamar "mode]o geral de c].asse.fi

cação cruzada". Convém observar que uma tabe].a de contingên-

cia quadrada constitui caso particular desse modelo geral,

onde dados coletados de apenas uma popu]ação são c].asse.fí-
gados em categorias de respostasr que são todas as cortbina-
çoes das categorias dos dois atei.butos.

Consideremos s populações das qual.s extraímos

amostras com nj. elementos, i= 1,2,...,s , sendo que o$

nj. sao classe.fi.gados em r categorias, de modo que n:
representa o número de elementos da i-ésima população e da

i categoria de respostas/ i= ].,2,...,s e j= 1,2,..,r
Temos consequentemente o segui.nte

Tabela 2 geral de classificação cruzada

]

População Teta l

1 2 3 . . . r

 
n 1 1 n 1 2 n 1 3 '''nlr
n 2 1 n 2 2 n 2 3 '''n2r

n s l n s 2 n s 3 '''nsr n s .

n 2 .
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Por k'=1.põtese, as axnostras aleatÕJ:i.as independen-

tes são toiüadaE; dle ,S Fo])ul-ações e possllen.l distribuição mul
t.l.comi.al com para.metros n.r , ]= ]-,2,...,,s e

Xi : llril'ViZ'''''n i,l onde lríj representa a probabllida

de de um e].ement;o da i i.ma popul-ação ser classificado na

i.-êsima categori.a, e ainda de modo que E l. , =l
j =1 tJ

.?] tã])o].cã abril:o fornece a3 probal)ilidades espera-
das para as cas(']as da Tabe].a 2:

#

l r

Ta be ]ca 3 P robe b i } id odes esse rodas

»BP+ "» l

Post-Ilação l Ca i:egorías de respostas
V «

] 2 3 . . . r
--F--' -' .

1 1 nl l Trl 2 n1 3 ' ' ' ul r

2 n2 1 n2 2 lr2 3 ' ' ' V2 r

T{) ta l

l

l

Seja o valor de parâmexuros desconhecidos

representando um ponto lr no espaço cartesiano de dimensão

(rs-s) . Denotanios pol n o espaço de todos os pontos possa
fieis de lr e chapa..mos Q cle empa.ço paramÕtri.co. Teremos

.1l; : bí,!;,:'..,!;l ; ". , ," - :, ' ' .,«. .)



{('a ll lv12 ' ' ' ' ' 'üi q.;lr2 1' lr22'

> 0 e E lr. . = 1 } .
j =1 iJ '

;vs l 'vs2 '

(11)

A função densa.ande de probabilidades para cada

amostra i Õ dada por:

, n í r ; 'ü i l ' Vi2'
n . ! . n , .

F' :!, "'j '''j
n n . . =

j 21 iJ

e a função densidade de probabilidades conjunta das s amor
trás i.néependentes é dada por:

.b :ft { n. ! r v..nij}
i =1 fi n . . ! j :l 'J

j =1 iJ

Vamos mostrar a seguir um exemp]o do "mode].o ge

ral de classificação cruzada", apresentado por BHAPKAR ISI
e baseado num estudo de SCHOTZ (1966) , sobre motoristas de

sacompanhados envolvidos em acidentes que produziram feri

Bentos. Os dados da tabela abaixo z'epresentam a distribui

ção dos casos, de acordo com o ti.po de acidente indicado.
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íahela 4 - i'8otorlstas classificados de acordo com o grupo,
tipo .de âcideH'Le e grau de ferimento

Grupo l Tipo de l Gra\ridadedoferiHento
motori s ta l a ciden te l

leve rnode ra do se ve ro crítlcÓ

Capotame ntÓ 21

Não'':apor. l 9 9 6
S u b t(,t a 1 l ] 0 17

Ca poLemen td ] 8

Pião-ca pot. l 6 7 g
S u b tc ta 1 l 69 7

56 7

5454
6 0 2 1

1 3 56

2773

b1 29

644 2588

] 2 5 6 1 1 0 4 7 9

1 30671 90 0

Desacom
punhado

Com pas
sabei ros

553

45 6 1

5 1 1 4

1 73 4

25 1 6

4 25 0

869 l 3 1 74
88481 09 2

1 96 1 li 2 0 2 2

Tota]
:=.

83 79 3 86 1 l2so091 1 1 3 5

Nestes dados, as populações segui?m uma distribui.

ção mt\ltinomial e são folTl\âdâs pelas combinações de todos os

níveis de "grupo motorista" e "tipo de acídenEe", e portam

to, na notação do "modelo gera] de c].ossificação cruzada",

o número de populações, denotado por s , é igual a quatro,
e o numero de categc,rias de respostas ("gravidade do feri

mento") , denotado por r r é tainbõm igual a quatro.

Para a analise da 'l'abela 4, as hipóteses que po-
dem set fonnuladas são análogas às que aparecem na análise
de variância.
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assim, considerando os favores "grupo motorista"

e "tipo de acidente", e a resposta "gravidade do ferimento",
podemos verificar a existência dos efeitos dos falares na

resposta, e ainda, a i.nteração entre os favores.
Vamos a seguir relatar de modo sucinto os moto

dos usuais de solução para as hipóteses sugeridas nas Tabu
1.as l e 4

2.2. SOLUÇÕES USUAIS

Verificamos que , quando conslder.amos dados cate-

góricos extraídos de s populações distribuídas multinoml-

almente em r categorias de respostasp ou quando dados ca

tegõrlcos são extraídos de apenas uma popu]ação mu].tlnomlal,

os prob].elas que surgem podem ser traduzidos por hipóteses
do tipo

no: ! c QO (111)

onde QQ é um subconjunto de Q , o espaço paramêtrico, dado
por (11) da pãg.9
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Para Lçestar essas hipóteses, os t.estes estatísti.

cos usualmente empregados sao Xz d-e PEARsoN, Xz modifica

.lo, e Lccste (]c3 razão de verossi.milhança, dados resp('ci'{.va-
lente por:

s r .

X'= E E.l ( " Í i'n Í .pi i ) 2

n i . pi j

(lv)

*f:.Ê. ,:. .t.=.--:.;.. ,'
n i j

(v)

2 1og À
s r

i=1 j =1 nij {l o g n Íj log n i Êij } (VI)

Õij sãe os está.maiores de maxi.ma verossi.m]].dança de
rij sob HOr ou são quaisquer outros está.madores pertencen

tes ã classe dos estimadores BAN, por exemplos Xz modlfi
cada.

Às estatísticas (]:V), (V) e (VI), sob no, possuem

dístri.bui.ção assintõtica Xz com gra.t' de li.beldade dado por
(dlm.Q - dim.Q. )

Para o emprego de tais testes é necessário obter

os esticadores d3 n ij sob a restrição de que lí c QO
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lTOEFFLING, em ].965, estudou .l existência e as

proprie(jades de esticadores de n\ãxima verossimilhança no

caso geral, isto é, quando QO ó um subconjunto (!e Q.
vários estudos têm sido realizados para estima

dores de mãxiHcQ verosslmilhança em alguns subconjuntos pal

tlculares Qo' É bem frequente considerar Qo dado por

Qo :Í! c Q /Trij :4)( O: ,Om) ,O c Rm, m< rs -s} (Vll)

e Õij : 'bij (â),onde õ é o estlmador de máxima verossiml

Ihança de O. Nesse caso, inclui a hipótese de indepen
dência, onde êi i são facilmente obtidos.

Para outz-as hipóteses, como por exemplo, associa

ção sobre a diagonal principalr simetria e homogeneidade das

margi.naus, os estímadores de máxima verossi.mi.Ihança não po
dem ser obti.dos cle maneira analítica simples, exigindo

uso de métodos iterativos complicados. BOWKER, em 1948, e
STUÀRT, em 1955, verificaram a ínaplícabilidade do método de
maxi.ma verossimilhança para obtenção de estlmadores sob a hi

põtese de homogeneidade das marginais.

Por outro lado, NEYMAN, em ].949, apresentou um es

tudo sobre as propriedades e métodos de obtenção de está.nado

res Xz modifi.capo, nos casos particulares de Q. dado em (Vll)
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e também qual(llo Qo ê; dado por

n8; {lr c: Q / Fm(T) m=1 ,2, . . ,u , u$rs -s} (Vlll)

onde as F são u funções linearmente independentes de !
possuindo derivadas parcial.s contínuas de segunda ordem em
relação a ! , e! sendo u o posto da matriz

( r s - s )

Verificou NEYMAN que os estimados-es Xz movi.fica-

do, sob Qo ' dado em (Vlll), quando as funç:3es F são linea-

nÍj ' são mais fáceis de serem obti:los do que os eg.
ti.maiores de máxima Verossimilhança, e nesse caso obtidos

por uln sistema de equaçoes li.teares. Para o:; casos onde as

F não sao lineares de vii ' NEYMAN fornece um método de ].i.
nearizaçãor tornando possível a obtenção de estimadores a
través cle um riste.na de equações lineares.

Consi.datando ai.nda o particular Q. dado em (vlll)
NEYMAN demonstra que as estatísticas Xz e X2 usando estima

dores de maxi-ma verossimílhança ou esticadores Xz modifica-
do, são consistentes e equi.valentes a.o teste da razão de ve

rossimilhança er além disso, possuem distribui.ção assintõti

l
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c:a X: com u gr.]us de ].iberdade

'l'ratalt\os aqui. de dois ti.pos de está.andores, o de
irtãxima verossimilhançar porque Ó o mais utilizado, e o de

X; n\edificado, por ter dado origem, através de seu estudo,
aos tuba.lhos de BnAPKAR (1966) , os quais constituíram a mo

tivação fundamental da solução apresentada por GRIZZLE et
g:!=ii (1969)

2 . 3 solucÃO PE GRízzlE, STÁRMER E Rock

Para solução dos problemas apresentados no item

2.1. , envolvendo tabelas de contingência, GRIZZLE, STARMER

e KOCH apresentaram, em 1969. uma teoria utilizando modelos

de regressão li.near e mínimos quadrados pond-erados.

Essa metodologia apresenta vantagens na proposi-
ção de hipóteses e testes adequados a uma grande variedade

de situações experimentais, a].Õm de apresentar facilidades

na solução de problemas oriundos dessas situações.
À teoria desenvolvida por GSK foi baseada nos es

tubos de BHAPKAR (1966) l31, sobre equivalência da estatís

tida de WALD, quando adaptada a dados categóricos, e a esta

mística de NEY}4;IN, para testar hipótese geral do tipo

no: Fm(!) : 0 , m=1,2,3,...,u
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Iremos .a seguir re].atar de mo(ilo sucinto o estudo

dç; BH;à.PKÀR, sobre a adaptação da estat].stlca de WALD a da

dc,s categóricos e a equivalência desta última à estatística
de NEYMAN

2 . 3 . J

Consi.gerando N vara.avelã aleatórias X. ,
r=1,2,3, . . . ,N , independentes, identicamente distribuídas,

com densidade de probabilidades conjuntas f(x].rx21 ' ' rXN;O) r
0 : (O].,02'.. .,Ok) sendo o vetou de parâmet=ros desconheci-

dos, WALD, 1943 1261,estudou o problema de t:estar hipóteses
do tipo

}í0: Fm(O) : 0 , m=].,2, ,u u É k (lx)

isto é, hipóteses constituídas por u funções de O , que
possuem derivadas pcarciais contÍn.uas de segunda ordem em re

loção a O , de modo que a matriz da transformação

H = 1---ii--- seja definidal a Q J
i - l u x K

Para testar a hi.põtese (lx) , WALD propôs a estatís
bica



17

E E Xmn(9) É'n.(O)Fm(9) m,n:].,2,..,u (x)

onde

0 : (OI' 02'''''Ok) é o valor dos esticadores de
máxima verossimilhança de O,

Xinn é o recíproco de Xmn que ê a matriz de dís
pensão assintÕti.ca de Fm(O) , definida por

Xlnn :: H' I'xH ,

com

1 : Eo .[- a2log f:(X;O } m,n:1,2,...,u ,

-m .n

que é a Informação de FISHER

Desta forma, a estatística de WALD pode ser es
r

i'l )lun) z':: n(ê)I':r'a)
(XI)

IVALD demonstrou também que as estatísticas W e

-2 ].og À se equivalem assintoticamente em distribuição, e
possuem distri.buição X2 com u graus de liberdade sob HO

Além disso, têm "poderes equiva].entes" e possuem õtlmas prg
pri.edades assintõticas.
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I'aza adaptar a teor'ia (]e WALD a (lados categóri-

COS. sob o "modelc gez-al de classificação cruzada", BHAPKAR

consi.gerou as varia\reis aleatórias XJ . tais alce:lnl

1 1 se a rn ima observação da l-ésima amostra per-
Xmi : / tende à j-éslma categoria de resposta;

1 0 nos outros casos

rnÍ 1,2, ...,r e

l 2Xmi

A função densa.ande de probabilidades é dada por

s Íi ,..nij
Í=1 j=1 tJf(}:]]'x].2''''xni.,s; !)

Fazendo

a ser testada gera
com u É rs-s , a hipótese

no: Fm(!) 0 , m=1,2,..,u , uSrs-s (Xll)

onde as F' são u funções de nll, linearmente Independen-
tes, possuindo derivadas contínuas de segunda ordem em reza

çao a Kij e n : 1" 'm'=' 1 Õ de posto completo u.Fm (!)

rs

A est-a+-estica de ÇVALD dada em (xl:) para testar a
hipótese definida en (Xll) assume a forma
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(p) l n(p) v(E?) n'(P)I'i P(E?)
(Xlll)

onde

p : lp;,p;'''',p;l
lxrs ( l

'Pira ' i : IP2,...,s e pij

V(p) é o estlmador consistente da matriz de co

variância de n , a qual é dada por Var(p)= v(F) = 1'l(!),
onde 1[ ê a informação de FISHER. no caso:

sendo

11j. :
].xr

"ij
ni

" . . ( O; ' ..«I' IL )
0

0

0": . h; ' ,.«;:ol(x)=

' ' ... "; n;'+«;:o ls l
J

ag(Trll'lri2'''''Xir) e L - IÍI rx.
onde

O Inverso da Informação de FISHER. que é a matriz

de covarlâncía de lr , é dado, no casar poz':
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l il il-«.«;, o

I' l («) :V («) : '2 . (0«: -«:";)

0

0

o o -;' '';'-";«;,

O estirador dessa matriz é obtido trocando-se
T por p , e é denominado v(P)

A matriz

s = n(p) v(p) n' (p)
uxu ' ' ''

e um estlmador consistente da matriz de covarlância de F 8

A estatística dada em (xlll) , como demonstrou

WALD, sob a hipótese HO, definida em (Xll) , ê uma XZ cen-
tral, com u graus de liberdade

2'3.2. TATÍSTICAS OE
g€1196E.i2Ê.lato

BHAPKAR (1966) mostrou ai.nda a aqui.valênci.a al

gébri.ca entre as estatísticas de NEYMAN e de WALD. A esta

tisti.ca de NEYMA}T jã havia sido descrita por BHAPKAR, em
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196.L l41 , para testar hipóteses lineares do tipo

i=1 j=1 mij n ij + hm:Fm(!) :; 0 (XIV)

lS

amij e hm são constantes conhecidas. Essa estatística

ê obtida pela minimização da estatísti.ca Xz sujeito a reg.

triçÕes Fm(n) : 0 e 111 'nij'1 : 0 -, e ê dada por

Mi.n Xzl
sob HO

c -G'l c (xv)

onde

C
In

zi'c2P''rcul lcom

;míj Pij + hm : Fm(P)

m,m ' = 1 ,2 ,. . . .u , com

j=1 mij aÂij píj '(EamijPij)(EamljPlj)l

S - 1Eg n
m)m :1

A estatística (XV) , através do Lema 12 de NEYMAN,

possui distribuição X2 sob HO, em amostras grandes, com u
graus de liberdade

Por outro lado, a estatística de WALD adaptada a

dados categõri.cos, fiada em (Xlll) , se compõe dos seguintes
termos equiva].entes aos termos da estatística de NEYMAN:
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COm: Ci

S H V(P) H' ,

!r'''paul , com am : (amllan2/

';«i.2''''''mS.-l , ' p"'"":

s = H v(p) n' : jai V(p)ame.J

n;] ami (Dpi-pipa) amiJ

onde

G

Portanto, as duas estatÍsti.cas (Xll:l) e (XV) se

equi.valem algebricamente. Se as funções não são lineares de

Xij ' usando a llnearizaçao de NEYMAN, BHAPKAR obteve a mes
ma equivalência.

Desta forma, para testar hipóteses do tipo (xll)

a estatísti.ca utilizada é a de WALD, que através da equiva-
lência demonstrada por BHÀPKAR, pertence ã classe dos tes

tes Xa medi.fi.Gado, com distribuição asslntõtlca XZ com u
graus de liberdade, sob HO
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? . 3 . 3 4. 'FOBIA ;!j{..gl!/.z.z.IÊ,l..â11141g.yF8 E Koc l osKI

u3âsQãdo nos estudos de BHAPKÀR, GSK formularam

u.n ir.êxodo para resol.:/er problemas que aparecem em tabelas

de classificação cruzada, sob o "modelo geral d.e c].asslfi.-
cação cruzada", isto é, quando s amostras são retiradas

de s populações i.ndependentes, e os elementos de cada a

mostra classe.ficaclos em r categorias de respostas

Os F-:.oblemas são formulados por funções F.(7r) ,
n - .L,'r. ..,u , linearmente independentes, possuindo feri

vaclas parclai.s contínuas de segunda ordem em relação a lí: ,.

. -«. - :f..!u] -; -":: '' ..:. comple
l J

1 1) n'. . l
l J

tO l.l

GSK be.sejam o desenvolvi.mento do método nas mes

mas Conslde:açÕes feitas para a adaptação da estatística de

WALD a dados categóricos. /Assim, para dados categóricos sob

o "ntode]o geral. de c].assificaçao Cru-zada", consideram para

Ti : I'rí l 'ni 2 'lx r

':,;:llÍ,!;,..',!;l , ',; .;ti.m.d.-;

e



24

Pj. !Pil,Pi2' com pj.j:nj.j/nj.

ei,e l,..''e:1 e ainda, pa:ra

L Z

'lri l (l-lrÍ l) -Trl llr.2

lr i 2 ( l - lr i 2 )

h

ní l lr i r

'lr i 2lri r

l

var(pi)=V(11 )= 1/ni

Z

o está.maior ainostz.al ê

notado por V (Pz); erxr

do COvãFiâDcj-â ãe lr ,

nõltri:; bloco diagonal,
p;:inca-pal , isto é

'lri r7ri l ''Ki rtpi 2 u i r ( l -lr í , )

obtido trocando por pr e ê de
finalmente, para V (lr) , matrizrsx:(s-

o está.dador ê denota.!o por V(B),

tendo as matrizes v(gi) na diagonal

'i'('1:.-1:11:;) oV l

o ";'b13:-l:2l:;)

0

0v (P)

0

t

0

-; ' h. ; -l:; p;)
/

onde D dias(pilrpi2/ para i : 1,2,...,s
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As funções fm(lr) consideradas por GSK compõem
o vei:or

F(T) í]. (!) , í2 (T) ,

que. quando 11 = p p é escrito por

A matriz de covariâncla de F é estimada por

S = H V(P) H' , .....', -' « ',..'«~ -/'

Í a.Fm(T) l é u,na matriz uxu . Quando
l a T . . l
l iJ J IÍíj:Plj ! .,.

fm(e) é uma função linear de elementos de E? , S õ a mg:

Cruz exala de covarlâncía de F ; quando fm(B) ê uma fun-
ção não li.cear de elementos de p, S Õ a matriz de cova-

rlância assintÕtica de F, a qual é obtida pelo método "del
ta"

F': F(P) ': ÍÍi (e) ,Í2 (P) ,...,fu(B) 'l

onde

\

As f'unçÕes f.i('F) devem ser Independentes umas

das outras e sujeitas à restri.ção }l v:,= 1 , 1 = 1,2,..,s,

isto ê, ambos FI e S são de posto u . Entretanto, l:ara al

duns tipos de dados, se qualquer dos nl.i for Igual a zero,

S será (lle post:o menor que u . BERKSON, em 1955 111 , suga

re a substi.tui.ção desses n{.i iguais a zero por l/r r que
tem o efeito d3 fazer o estirriador de Tr,ú ser l/rn.

r

lJ
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Oefini.das as u funções de u , jrm(v)l , e os
s;eus .3stimaclores IÍm(P)l , e sua matriz de covariânci.a

S : H V(P) ll' ;. GSK consideraram a analise das u funções
.aüravês de mode].o linear do tiPO

uxl ' uxv vx] (XVI)

onde

X é Inda matei.z de planejamento de posto v 5 u,

B ê um valor de parâmetros desconhece.d

c: e o vedor dos erros,

de tal modo que

osf e

E {F(n)} =x B e var {p(!)} =var(c) =s= t\.xlw(ÉI.l

GSK uti].izaram o método dos mínimos quadrados gg
nerallzad.os a fim de estimar B ; o valor de B que minimiza

(P-XB)'S'l(P-XB) é o esticador (lte B, e é.dados por:

b = (X'S'lX)'lXS'lF (XVll)

que muitos traba].hos provam pertencer à classe de está.mado-

res BAN (por exemplar THEIL, 1973), A vara.anciã de b é da
da por

var(b) = (xs'lX)-l (XVlll)
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O teste estatístico do ajuste do modelo é dado por

ss ip(]1) = XÊI = p's'ip - k'(x's'zx)b (xix)

que possui distribuição Xz assintótica com u graus de
liberdade 50b-a hipótese d.o ajuste do mode].o.

Em muitos ocasos de dados provenientes cle apenas

uma população, as hipóteses estatísti.cas apropriadas são for

mulatas por Pl11) = 0 ; asse.m, não é necessária a construção
da matriz de planejamento X, e o teste do ajunte do modelo

se resume a F'S'IF , que e uma Xz central. com u graus de
liberdade

Se o modelo descreve adequadamente os dados, po-

demos necessitar de testes para testar os componentes do ve

tor í] . Podemos formular hipóteses da forma

H0: C B = O
dxv vxl

onde C é uma matriz de constantes adequadas de posto d S v
Para testar tais hipóteses, uti.lizamos:

;' lcE :o) : !'''lcu';':*,':.-)': c? (»n

(xx)

que possui distribuição asslntÕtlca Xz com d graus de li
beldade, sob a hipótese definida em (XX)



A :Forma ..le S depende de H e, através de H, da

função F(lr) « Além disso, para cada farnilia de funções P(TI) ,

S seta diferente. GSl< consideraram dois tipos de funções/ là
cear e logcar]tmica, definindo asÉ;ira (].uas famílias de funçoeís

A) F (1)
uxl

A T
uxrs rsxl

(XXll)

onde A é uma matriz de constantes a..i.i , de posto u<rs
e é dada por:

alll al12 ''alar; a121 a122 ''a12r;'''; alsl als2 ''alsr

a211 a212 ''a21r; a221 a222 ''a22r;'''' a2sl a2s2 ''a2sr

aula au12 ''aulr; au21 au22 ''au2r'
L

clu s l a u s 2 ' 'ausr

A matriz de derivadas parciais da transformação
F(7r) = À(lí) é

1.!slel :.
l a lríj Jlrij=piJ

e, portanto, a matriz de covariâncla estimada de F ê dada por

S = A V(P) A' (XXlll)



B) E' (1)
txl '

K log. A T
txu ' uxrs rê'xl

(XXlv)

ond.e K ê uma matriz t x u de constan+ues arbitrâri.as, cu-

jo posto Õ t S u < rsf A é a matriz cleflrlida no item ante

Flor, e logo transforma um vedor no vedor correspondente
de logaritmos natural.s.

A matriz de derivadas parciais da transformação

F(!) = K loge2n é dada por

l a T . . l
E J J

onde Da Õ uma matriz di.agonal com elementos do vedor a=Ap
na diagonal principal

A matriz de COVãFiânclc3 estimada de F é dada por

S : K Oal A V(P) A'D=1 K'

K D' l Aa

(xxv)

O estudo de hipóteses como aque].as que propusemos

para analise dos dados da Tabela 1, bem como para análise de
outros tipos cle tabelas, como a Tabe].a 4. através do método

de GSK, será feito nos capítulos segui.ntes.
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CAPITULO lll

8?liGAÇÃO A PROBL[PiAS 0E UP.IA POPULAÇÃO

3.7. INTRODUÇÃO

Vimos, no Capítulo 11, que a analise estatística

de dados categóricos previ-nãos de uma população com distri-

buição multinomial, poderia ser fei.ta, dependendo do objet.}
vo, por hipóteses como:

a) homogeneidade das marginais , formulada por

H0: lr: = T

b) simetria, formulada por:

lri j = lrj i t # j

c) independência, formulad.a por:

H0: n'.. = lr. lí .
l J 1 . . j

) associação sobre a diagonal principal, forrou
latia por:

d

HO : v.. = lr. T

as quais poderiam ser formuladas, d.e um modo geral, por
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H0: F' ('n)m . 0 , m=1,2,...,u

Neste capítulo , pretendemos estudar estas hipótg

ses através d.o método de GSK, i.sto é, transformando essas fun

çÕes de líii em funções do ti.po F('F) : Aa = 0 ou ainda,
F(T) = K in Alí = 0 ; além disso, pretendemos identificar o

modelo de classificação cruzada para o qual alguma dessas quâ
tro hipóteses Õ mais adequada..

A identi.ficcação de modelos de dados categóricos pg
de ser feita através dos termos "falar" e "resposta", cuja

distinção foi sa].tentada por BHAPKAR e KOCH. em ].968, l 5 l

e que propi.cia a formulação de hipóteses adequadas.
Devemos entender o termo "favor" como uma classe

flcação caractere.zada por uma descai.ção de alguns aspectos

da popu[ação ou subpopu].ação ãs quais os sujeitos pertencem

(por exemplo, blocos, tratamentos) , e nesse caso as marginais

totais referentes aos níveis do fatos são fixas; pelo termo

"resposta" / entende-se uma classificação caracterizada pela

descrição do que acontece com os sujeitos durante o expert'

mento (por exemplo, morre ou vive, ê baixo, médio, alto) , e

nesse caso as marginais totcRi.s não são fi.xas antes da reall

zação do experimento.

Os dados provindos de uma população possuem somen

te o tamanho n da amostlra fixo, e as marginais totais são
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].eat.árias, qualquer que seja o número de entradas considera
d.o na tabela.

As situações em que os n sujeitos retirados de

uma população sao classificad.os ein respostas, consta.tuem os

mode[os "mu].t]respostasr nenhum fatal", por exemplo, situa-
çoes em que n sujeitos são classificados de acordo com o

seu status e o status do paí, constituindo um modem.o "duas
respostas, nenhum favor"

Existem ai.nda si.tuaçoes experimentais nas quais

os n e].ementas de uma amostra retirados de uma população
sao expostos aos m níveis de um favor e classificados em

d categorias de resposta associ.ada a cada níve].. feri.a o

casos por exemp]or de n mu].heres submetidas a doi.s tipos

de diagnóstico do Ca do co].o uterino: exame histopatolõgí
co e exame co].poscÓPico. Tipo de exame seria o favor, com

doi.s níveis, o histopato]õg]co e Q co].poScõpicor e onde ca

da exame, por sua vez, seria classificado de acordo com ,
por exemplos três categorias de respostas - leve, moderado

e severo. Esse modelo Õ denominado "modelo misto de ordem

dois" e ê traduzido por uma tabela de conta.agência 3x3

De um modo geral, para m níveis do fatos e d categorias
de respostasr temos um"modelo misto de ordem m" , e o$ da-

dos sumarizados em tabelas de contingências dxdx. . .xd.
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AnÜ)os os modelos, "multiresposta. nenhum favor"

e "modelo mi.sto de ordem m" , representara expert.mentor en-

volvendo apenas uma distribuição }Bultinolnial. A identifica-

ção dos modelos é vantajosa, pois favorece a formulação da
hipótese adequada.

Como vamos restri.ngi.r o estudo a tabelas de clãs

slflcação cruzada bidimensi.anais e tridimensionais , consi.de
ramos os mod.elos:

"duas respostas, nenhum favor"

"três respostas, nenhum favor"

"modem.os mistos de ordem dois"

"modelos mistos de ord.em três".

Considerando esses modelos de tabelas, vamos a-

plicar a metodologi.a de GSK para testar hipóteses mais ade
quartas para cada modelo

3 . 2
g Alr 0

Vamos tratar aqui das hipóteses de homogeneidade

das marginais e de simetri.a, desenvolvidas como funções li-

aij ' e formuladas por H0: F(7r) = Alr = 0 , sendo
A uma matriz de constantes uxrs e lí o vetou de probabill
dados das cadela:s.
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Para testar essa.s hipóteses, considerando F = AP
o vetar estimado de F(7r) e S a sua matei.z de covariân-

cia, dada em {XXlJ:l) , a sorna dos quadrados ill fornecida por

F'S 'F , que possui. distribuição asse.ntõticc! xz com u graus
de li.beldade

3 . 2 . J ÁDE OÁS A{ARGINATS
!üSTOS PE ORDEM DOIS

EM MODELOS

Vamos considerar a seguir Situações em que n su-

jeitos meti.Fados de uma amostra são expostos segundo dois

nível.s de um factor e cla.ssi.picados em d categorias de res

postas, constituindo tabelas d.e contingências d x d.

Além do exemplo citado na pãç.32, referente ao

diagnóstico do Ca uterino, }l)odemos assinalar outras situa

çoes que se enquadrem nesse modelo. É o caso, por exemplos

de trabalhos experimentais que envolvem classe.ficaçÕes de

cada sujeito em respostas ãs Situações "antes e depois",

"controle e tratamento", onde cada sujeito õ o seu prõpri.o

controle. Podemos citar como exemplo dessa situação um ex-
perimento em que são tomadas as opiniões de um grupo de a

dolescentes sobre a aplicação de uma maior ou menor ação PB
nativa di.ante de uma certa foTRc3 de delinquência, antes e



35

ã3pois da exi.biç:Ío de um certo filme. Os dados são coloca-

:os en uma cabelo de çonting6nci.a 2 x 2, que é considerada

ulTI "in.)dolo )(tls'Eo de orderít clols", selad.o "fatal'" a caçado puni-

tiva com dois ni«eis, antes e dçapois da exibição do filme,

e "resposta" o nível da ação punitiva, com duas categorias,
maior e menor

lyo exemplo citado na pãS.32, a hipótese convenien

te para a anal.iae ê a de que não existe diferença entre os
dois métodos, o colPoscõpi-co e o hlstopatolõgíco, para o di

agnõotico do Ca uterino; no exemp].o referente ãs opiniões
sobre a anão pum.uva, podemos estar interessados em veria

car se as opi-ni-ões sobre o nível da ação punitiva diferem
ou nao antes e rlepoi-s da exi.bição do f]].me

As hipóteses propostas para a analise dos exem-

plos citados são hipóteses de homogeneidade das marginais
ou hipóteses de homogeneidade dos níveis do favor, e s5o

formuladas, para tabelas de contingência d x d , por:

j = 1,2,...,d

A hipótese de homogeneidade das marginais é mais
conveniente para a analise d.e modelos mistosi nesses mode-

los, a hipótese de i.ndepen(ãência. é irrelevante, desde que
se espera que as respostas de um mesmo sujeito para diferem
tes nÍveIs do fa+-or sejam naturalmente associadas
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Essa hipótese havia sido antena:dente estudada

por B)l-gKER (1948) e STrJART (1955) , os quais veü-ificaram a

inap]. Lcab:L].ida.dç3 rios mêltodos usual.s; IREI..AND, KU e KULLBACK

en 1959. utilizaram o F)rinc3.pio da informação para obtenção
de estimadores.

Vamos descrever a uti.llzação do método de GSK pa

ra o estu(:to da hipótese de homogeneidade das marginal.s.
Para i.sso, consi.devamos um "mode].o misto de ordem

dois", com d categori.as de respostas. O modelo é descai.to

por \una tabe].a de contingência d x d . po!-tanto, as fz.equên

nij ' z' j : 1,2,...,d são variáveis aleatõri.as com
dj.stribui.ção mu]tinomi.a]., com parâmetros n e lr. . .
i, i = 1,2,...,d , sendo E E n,: = ].

Segundo as notações do "modelo geral de classifí

cação cruzada", os valores para o numero de populaça'es e pa
ra o número de categorias de respostas, são s : :l e r= d2

A hipótese de homogeneidade das margi.naif, formu

J

leda por

vJ.. : u'.j ' j- : j :: 1,2,... ,d

d dn H

onde v. =jXI zj lr'j:iE].lrzj ' écomposta de

d - ]. restrições linearmente ind.ependentes, e pode ser es
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ci'ita PO.r

no: Fm(T) - nm. - rr.in

ou, de forno?. equiva].ente. porá

HO: E'(lr) = Àlí = 0

0 rn = ].,2,. .,d - l

onde A é uma matriz d.ada por

Í ' ' '

,:.; lll l
[ ' . '

l l ; - l o o
o o ; l o l
O O ; O G - l

o o ; - l o o o . . o o ; ...;-100
l l ; o - l o o . . o o ; ...;o-lo
o o ; l l o l . . l l ;...;oo-]

l o ; o o o o . . - l o;...;oooJ c ; o o o

["- . '"-:, ' ' ',"-.;":.,":: , ' ' ',":.; ' ' ' ;"..,"',, ' '. ,«..)

Para testar a hipótese de homogeneidade das mar-

ginais, numa tabela d x d, a soma dos quadrados é forneci-

da por F'S'IF , que é uma Xz assintõtica com (d
de liberdade sob HO.

Vamos i.lustral esse método de solução para hlpóte

se de homogeneidade das marginais, com um exemp].o de "modelo

misto de ordem doi.s", fornecido e resolvido por GSK llZI, e
cujos dados jã mostramos na Tabela ]. da pãg.S

Para esses dados, a hipótese de homog

marginais é formulada Dor
eneidade das
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C

vl

«.: 2 ":
Tr3

lr l

lr2

n'3

n'4

r'-«
)' y -n-. -

'r'Í "'à
<-

ou, em outros termos,

H0: F('n) = Alr

onde A Õ dada por:
'T.\ D'\'- Ti3

o l l
A: l o-i o

3x16

! ' ' -:

' !'; llÍ,!;,!;,!il 'nde !; :r«,I'«i2'"i3'"i4l'
Os va].ares de F e $ obtidos foram

',''682)

r
lí.q T. n %; ''ÜL

l -l o o o

0 l o l l
0 0

*b- T., 'X5 'ql 'RV- 'R'l:- nW5 'hV-l o o o -l o o o
o -l o o o -l o o

l l o l .o o -l o
/

: 1 , 2 , 3 , 4

!0 ,00923 0,00455

10'4
0,].50 7

'0,0894
0,0430

L

-o ,089 4 -o,0430')
o ,2601 -o,1420 l

-o,1420 0,2538j

S AA V(P)

Obteve-se o valor F'S'IF : 1].,98 , e como

7,81 , re:jeira-se no, isto ê, não hã homoge



[ioidade entre as margi.Dais, ou seja, existem diferenças siS
nificativas entre as di.stâncias de visão do olho direi.to e

esquerdo, ao nível de 5%.

3.2.2. WiPOrCSCS DE HOMOGENEIDADE OAS MÁRGTN'AIS EA{ A{ODELOS

MISTOS DE ORDEA4 TRÊS

Vamos considerar aqui situações em que cada um
dos elementos de uma amostra ê exposto a três níveis de um

fatal e classe.fi.Gado segundo d categorias de respostas,

cada resposta sendo associada a cada nível do falar, cons
tltuindo "modelo misto de ordem três"

Seria o caso, por exemplo, de um experimento rea

gizado por LESSLER (1962) , para estudo de respostas quanto

a natureza do simbolismo sexual em objetos. Para isso, um
grupo de pessoas foi solicitado a classificar como masculi-

nos ou femini.nos certos objetos, os qual.s haviam si.do pre-
viamente caracterizados como sendo cu]tura]mente mascu].lhos

e anatomicamente femininos, em três diferentes tempos de ex

posição: 1/5 seg., 1/100 seg., e 1/].000 seg. Assim, esse mo

pelo õ um "modelo misto de ordem três", sendo "favor" o tem

po d.e exposição, com três níveis citados acima, e "resposta"
o sexos com duas categorias, masculino e feminino.
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O objcti.vo desse estudo é a comparação das restos

tas nos diferentes tempos de observação, portanto, a hipóte-
se õ a da. homogeneidade dos níveis do favor

Para formulação desta hlpotese e seu estudo aLFa-.

vês do método de GSK, vamos descrever um "modelo misto de or

dem três", traduzido por uma tabela de três entradas dxdxd,

sendo cada entrada um nível. do favor com d categorias de
respostas . Assim, sejam:

nijk ' irj,k = ].,2,...,d , o número de pessoas

c].asse.ficarias segundo a i-éslma categoria de resposta osso

dada ao primeiro nível do fatos, i categoria de res-

posta associada ao segundo nível do fatos, e k ima patego

ria de resposta a.ssoci.ada ao terceiro nível do favor; e

Trj.jk a probabilidade associada à casela (i,j,k) r

demodotalque .dl jdi kdl Trijk= len l..=j=1 k=1 ijk
d d d d

Tr.j.:í:ll k=1 ijk e v..k:i2:l jlil ijk as probabilidades
m n }-r-r i rl = ] a

FTesse modelo, a hipótese de homogeneidade sobre
os níveis do fatos é formulada por:

T
j lr. .k l :j:k: 1 ,2, , d
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Desde qu.3 tentos u funções linda::mente índepen

(l:ente s, a hipõxcese agir.ta equ]va].e a

i :j : k : 1 , 2 , . ..,d-l

que se enquadra na forma F(lr) = Alr = 0 ; portanto, a soma

dos quadrados para testar essa hipótese é dada por F'S'IF ,

que é uma Xz assintõtica com (m-].) (d-l) graus de liberdade,
onde m ê o número de entradas da tabela e d ê o número

de categorias de respostas.

Vamos ilustrar a solução da hipótese de homogenei

jade das marginais utilizando o modelo misto estudado por
GSK (1969) e, anteriormente. por BHAPKAR (:t.965) e COCHRAN

(1950) . O exemplo consiste de dados indicando as respostas
"favo!'ãve]" ou "não favorável.", de 46 sujeitos submetidos ãs

drogas A, B e C. Esse Õ um exemplo de "modelo misto de ordem

três", com duas categorias de respostas, sendo o fatos a dro

ga, com três níveis - A, B e C -, portanto, m=3, e resposta

com duas categorias - "favorável" e "não favorável" portam
to, d=2. Os dados obtidos estão na tabela abaixo:
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T a be l 3 5 Tabus ]ção de respostas às drogas/\, B e C

Re 3 pos ta i\ i f.] vo rã v el

Res pos ta B l ro v . nãa fax/

fa vor
Re s p .C

não fav l 16
22

n3o fa vo rãvel
Total

Tota t 6

A hipótese de interesse é a da igualdade da pro-
babilidade da resposta favorável para cada tuna das três dro

gas, isto é, igualdade das correspondentes distribuições ma=
ginai.s. Logo,

H0: lr
í . . '' . j

n'l

H O Tr121 + T122

v1 1 2 + 7r1 2 2

i=j =k = 1 ,2 ou

q ue eq ui vale a

x2 1 ]

x21 1

lí2 1 2

Tr2 2 1

Desta forma, HO ê do tipo F(lr) = AV

A é uma matriz 2 x 8 dada por:
o l o l - } o

o o l l - l - l
J

onde

A matei.z de covariancia dada oor
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S = 1 /26

L2/'23
e sua inversa seta

s-l : 3.Õ x 23 f 4 -1 'l

:: J-: : J

e a soma dos quadrados F'S'IF resu].ta 6,58 com 2 graus

de liberdade, portanto rejeita-se HO, isto e, as drogas não
são igualmente eficientes

3 . 2 . 3 fízpOrE.sr DE SIÀ{ETRIA E1,{ 7'Ai3EI.ÁS Z)E CONTIMGgAJclA dxd

Em situações onde dados categóricos são classifi.

cabos em uma tabela de contingência dxd , possuindo os dois

abri.bufos as mesmas categorias de respostas, como descritos

para "modem.os mistos de ordeira dois" (por exemplo, visão do

olho di.leito e esquerdo, com categorias alto grau, segundo
grau, terceiro grau e baixo grau) , ou em modem.os "duas res-

postasr nenhum falar", num ca.se particular onde o número de

categorias das duas respostas é igual (por exemplo, status

do pedi e status do filho, com as ccategori.as alto, médio e

baixo) , além das hipóteses de independênci€1 e homogeneidade

das marginais, podemos testar outras hipó':eses como a de
símetri.a.



A hi.põtese de simetria. õ utiliza'Ja quando quere-
mos verificar se as cadelas si.toadas simetricamente sobre a

õi.agenal pri.nci.pa! t.êm a. mesma probabilidade de ocorrência.
e õ :formulada Dor:

STUART (1955) iã havia estudado o problema de

testar simetria em tabelas de contingência dxd , usando es

tlmadores de máxima verossi.milhançar e KUI.l,BACK (1968) pro-

pôs uma estatística bcaseâdã no prlncípi.o da informação.

Aplicando o método de GSK à hlpotese de simetria,

construímos d(d-1)/2 funções lineares de n.i.i , de modo que
essa hipótese equiva].e a

H0: F (n) = Alr

n'j j.

0

HO:
i,j : 1,2,...,d , i / j

onde A e uma matriz de constantes d(d-l) 2 e T e o

probabilidades das caselas

Para testar a hipótese de simetria, a soma dos

quadrados õ fornecida por F'S'l'F , que possui distribuição
X' assintõtica com d(d-].)/2 graus de liberd.ade sob no

Vamos ilustrar o uso do método de GSK para a hi.pê

tese de simetria utilizando os d.nãos da tabela 1. No caso, a
hipótese de simetria é formulada por:

vedor de
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0

0

0

0

0

que ê do tiPO NOg F(T) = Av onde A Õ dada por

r
0

0

0

0

0

0

l
0

0

0

0

0

9:r

0

0

Q

0

0

i o
0 }

0 0

0 0
0 0
0 0

t
0

0

D

C

0

&.

0

0

0

0

0

Z

0 0
0 0
0 0
0 ]
0 0
0 0

t

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

7

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

D

0

0

0

0

0

0

0

'A:
6 x16

Os esticadores de
riãncia resultam:

F(T) e da sua matri.z de cova

F (P) 0 , 0 0 4Z798

0 , 0 0 3 4 7 7

0, 0 0 0936 2 0 ,0 0 4 0 1 2 3 0 , 0 0 9 3 6 2 - 0 , 0 0053497

0 , 0 3 06
0 ,0 06 7

0 , 92 87

0 ,0669

2 8 6 , 1 9
0 ,9 2 b 88

0 , 1 9 9 0\.

o ,0 4 3 5
0 , 1 86 6
0 ,43 5 4
0 , 0 2 4 8

6 86 , 71

-3s:l o '

O Xz para testar essa hipótese resulta 19,155, com
6 graus de liberdade, o que significa rezei.ção de HO, Isto é,
nao existe simetria.

f "':   Tr2 1         x12   x2 1
x1 3   V31         rrl 3   n'3 1

     q ue eq u i v a l e } HO

v23  
n'2 4             v2Ü    
Tr3 4   Tr4 3         x34    

8 9 4 , 1 2 - 0 , 0 5 3 6 - 0 , 2 2 9 7 - 0 , 5 3 59
- 0 , 0 5 3 6 4 3 1 , 0 7 - D , 0 5 0 2 - 0 , 1 1 7 2
- 0 , 2 2 9 7 - 0 , 0 5 D 2 1 8 2 . 2 4 - 0 , 5 0 2 4
- 0 , 5 3 5 9 - 0 , 1 ] 7 2 - o , 5 0 2 4 1 4 1 9 , 1

D , 0 3 0 6 0 , 0 0 6 7 0 , 0 2 87 0 ,0669
- 0 , 1 9 9 0 - 0 , 0 4 3 5 - 0 , 1 8 6 6 -0 , 4 3 5 4



46

3 rrlP01Esrs oo irra no K .ên Álr 0

Vamos t!'atar agora do estudo de hipóteses como

es de independl;nci-a e assoc.i-.lção sobre a diaqona.]. princi-
pal/ as quais, para caplicação do método de GSK necessi.tam
ser escritas sob a forma H0: F(lr) = K in Av =0

Sabemos que as hipóteses de independência s5o fa

cilmente Solucionadas por métodos usual.s, deva.do ã fácil.Ida

de com que são obtidos os estimcRcloFes de máxima verossimi-

Ihançar e que, em algumas tabe].as com as de três entradas

(modelo "três respostas, nenhum favor") , nil uti.llzação do

método de GSK, existe grande dificuldade nata a construção
de matrizes K adequadas. Assim, para fac=1.1itar a obtenção
dessas matrizes, para as hipóteses de index)endência e de não

interação, apresentamos uma técnica sugerida por GRIZZLE e

WILLIAMS (1972) IJ.21 , e que consiste na construção de uma

tabela de contrastes.

Para testar hipóteses d.o tipo F(lr) = K in Av =0,
se F = K in AE? é o vetou estimado de F'(7r) , e S a ma-

triz de covariância de F , dada em (XXV) , a soma dos qua-

drados é fornecida por F'S'lF , que possui distribui.ção ag.
sintética Xz com t graus de liberdade sob HO



47

5 . 5 . 7
fl,{ TABELAS Z)[

ç941.!A/CÊÕ/CÍA e x d.

Uma situação que aparece comumente na pesquisa é

a que se refere a dados co].etados de uma população, classi-

ficados segundo categorias de respostas, A e B, cada uma com

c e d níveis respectivamente, e assumindo as frequências
uma simp].es distribui.ção mu.lti.comi.a]. .

Na notação do "modelo geral de classe.fi.cação cru
fada", o numero de popu].ações é dado por s=1 e o numero de

categori.as de respostas, que são todas as combi.nações dos ní
fieis de A e B, ê dado por r=cxd.

Utj.Ilibando os termos "favor" e nrOSposta", temos

um modem.o "duas respostas, nenhum favor". Situações "duas

respostas/ nenhum fatos", nas quais nenhuma das marginais é
fixa (por isso o modelo é chamado "nenhum fatos") e onde se

mente o tamanho da amostra é fixo, são, por exemplo, forne-

cidas em tabelas cxd (por exemplo, sexo x reação de Mitsu
da) e em tabelas particulares dxd (por exemplo, status do
pai x status do filho)

Consíd.eremos, para desenvolver a hipótese de in-

dependência, a seguinte tabela de contingência cxd
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6

Res posta A

Ta b:z l a Tabela de con t i ngêncía c x d

Res posta B

B 3 B
2 3

T 1 1

T 2 1

T
3 1

T T Tc2c l c3

IT T T2 3

AI

A2

A3

xl

lr2

Tr3

Seja lr.il a probabi.li.jade associada ã i-õsima
categoria de À, i.=1,2,...,c , e j-ésima categoria de B,

j=i,2,...,a , e 'ni = E nij ' lr.j : ii nlj as probabi.cida-
des marginais aleatórias, de tal modo que E E lr:a =l

Em modelos desse tipos o experimentador pode es-

tar interessado na anal.ise da associação entre as respostas

(por exemplos se a intensidade da reação de Mltsuda indepeg
de de sexo, se status do f]].ho independe do status do pai) ,

cuja hipótese ê a de independência entre as respostas, for
mudada por:

l ]

HO
xz.lr.j i:].,2 , j=i,2 ,... ,d

Tr1 2 lr 1 3 xl d

Tr2 2 n'2 3 Tr2 d

Vr3 2 Tr3 3 lr3 d
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bruma tabela partícula.r 2 x 4 teremos

H0: lr.. = lr. T 1 , 2 j =1 , 2 , 3 ,4ou

T 1'2

u'1 3

T 2.1

Tr2 2

x23
X24

xl
lr l

vl
vl
Tr2

lí2

v2
x2

Tíl l v24
lr2 1 lí1 4

v1 2 lí2 4

x22 v21HO HO

r1 3 n2 4

u2 3 lrl 4

que equivale a

n lr l

n vl

l n

l n

x21 + in v24

lí2 2 + in v21}

K23 + in lí24

H O

que ê uma hipótese do tipo HO F ( 'n ) onde

l o o
o l o

o o l

l
0

l

K
3x8

l
l
0

0

l
0

0

0

l

A uma matriz identidade 8x8 , e

lvll' lr 12 ' lí 13 'l l z} ' lí2 1 'v22 ''n23 ' u241
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De um modo gera]., numa tabela de contingência

c x d, a hi.põtese de independência entre du.as respostzts õ

descai.ta por (c-l) (d-J-) ftlnçÕes loqarÍ'migas do tipo
F(T) = 1{ in An = 0 ,

onde K é uma matriz (c-l)(d-l) x cd , A é uma matriz i-

dentidade cd x cd , e v' Õ o vedor das probabilidades das
caselas (l x cd)

A fim de encontrarmos essas funções logarítmicas
com maior facilidade. podemos nos uti.gizar do conceito de

não interação, que. em tabe].as de contingência. c x d, equi-

vale ao de independência, estudado por BHAPKAR e KOCH (1968);

segundo esses autores, o contei.to de não i.nteração entre duas

respostas esta relacionado com uma medida de associação AI
dada por

j

Â: : . 7rij vcd
T . T' .

cj "i d

e que satisfaz AÍ.j : l quando não existe interação.
Desse modo, a hipótese de independência

i = ] , 2 , . . , c - l j = 1 , 2 ,..,d-l,

HOg
lri. v.j i:lr2r..rc j=1,2,..,d

equivale a

HO 1 ,2 , ,c-]. j =1,2,..,d-l
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Se tomarmos es logaritmos de A:.i, obtemos

H0:lnA..=lnv..-lnlí.-lnlí+lnv =0
z] j-] c] ''' ''id ''' ''cd "

qüe Õ da forma NOg F(n) = K ].n Av = 0

O teste adequado para essa hipótese Õ fornecido

por F'S''F , que possui distribuição assintótica Xz com
(c-l) (d-l) graus de liberdade sob HO

3.3.2. uiporcsES oe INDEPENDÊNCIA E PE NÃO ÍNTERACÃO
EM SABEI.AS c x d x

Consideremos uma amostra de tamanho n meti.Fada

de uma população e classificada segundo três respostas, com

c, d e f categorias, respecti-valente, assumindo os resulta-

dos uma simples di.stribui.ção multinomial

Desse modo, na notação de GSK, s=1 e o numero de

categorias de respostas Ó r=cxdxff na linguagem de "favor"

e "resposta", Õ um modelo "três respostas, nenhum favor".

São situações como, por exemplo. sexo, idas.e e aproveitame2
to escolar; técnicos, tipos de testes e ti.pos de defeitos.

Seja 7rijk a probabilidade associada ã casela
(i,i,k), i=1,2,..,c, ij= 1,2,...,d e k=1,2,...,f

' ":.. : : il ":,* ' ".j.: }i"*,* ' "..* :i: ":j*
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as probabilidades margi.n.lis aleatÕri.as , tal que

} ; i ":,* : :
Na a11ãlise estatísti.ca d.esse modelo, podemos es-

tar interessados em testar varias hipóteses, como por exem

pior as de independência e de nâo interação

Em primeiro ].usar, iremos desenvolver as hlpõte
ses de i.ndependéncla do tipo:

a) Independência mútua completa, formulada por

i = 1,2,. ..,c
i: 1,2 ,. . .,a
k = 1,2 ,...,f

b) Independência parcial, quando duas cl.assificações são in
dependentes d.a tercei.ra, folmulcRdã Dor

'nj.jk ui. . v.j. lr..k

i = ].,2 ,. ..,c
j : 1,2,. ..,d
k = 1,2 ,...,f

c) independência condicional, para verificar se, dada uma

classificaçãor as outras duas são indpendentes, formula
da oor

vj.jk Tíl. . n'.jk

Vj.jk
,jk/lr k

i = 1,2 ,. .. ,c

j : 1,2,...,d
k = 1,2 ,. ..,f
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Essas hi.põteses d.e independência são formuladas

cln termos de hipótese de tipo F(T) = K ].n Alí = 0 , onde K

e uma matriz de constc3Rtes (t x cdf) , .h ê uma matriz idem

cidade (cdf x cdf) , e lí 8 o vetar dc probabilidades das ca
se[as (cdf x ].)

A soma dos quadrcados para testar essa hipótese é

dada por F'S'tF , que possui distribuição Xz assintõtica,
com t graus de liberd.ade, sob HO.

Verá.fiquemos, por exemplos um experimento 4x2x2 ,
onde os dados representam a produção defeituosa de quatro

maquinas Ai ' i= Ir2,3,4 , classificada segundo dois ti-

pos de testes Vj ' j = 1,2 , em dois tipos de defeitos DkP
K = 1 .?

Tabela 7 - Número de produtos manufaturados segundo tipo de
defei to , tipo de teste e maquina

Utilizaremos esse exemplo para ilustrar a aplica

çao dos testes de independência usando a metodologia de GSK

  AI A2

DI D2
::l;'''T -i

o l o2 l o 1 0 2
- Tota]

    2 8
7 1 3

l    9 2 1
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a) Para testar se nã(quinas, testes e tipos de defeí

tos são independentes, :a hipótese ã

lriljk :: lri. . P .i . lr. .k

ou, equivalentemente, no: F(T) = K in Aü = 0 , onde

l

0

0

l

0

0

0

9

l

U

0

l

0

0

l

l

C

0

l

0

0

l

0

0

l

l

0

0

l

0

n
U

l

0

n

]

0

0

l

0

0

0

l

0

l

0

Q

l

0

0

l

0

l

0

l

0

0

l

Q

0

0

l

0

l

0

0

l

0

0

l

0

l

0

l

Q

0

0

l

0

0

l

l

0

0

l

0

0

l

0

0

l

l

0

0

l

0

0

i

0

0

l

l

0

0

l

D

0

0

0

l

l

0

0

l

]

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

t

l

1 0 x] 6

A é uma matei.z Identidade 16x16 , e
T e o vetou de .probabilidades das cadelas

Com a matriz K da forma descrita acima., a estatís
Liga F'S 'F resulta 20,642 com 10 graus d.e liberta.de, que é

estatisticamente significante, ao nível de 5%. Isto slgnifi.-
ca que tipo de defeito, ti.po de teste e maquina. não são i.n-
dependentes.

De um modo gera.l, em tabelas cxdxf, a soma dos qua

arados para testar a hipótese de independêncica mútua completa
é uma X: com cdf-c-d-f+2 graus de liberdade
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b) Se o tc;alce de ind.ependência mútua completa resul

tar Significante, isto é, con\ rejeição de HO, podemos estar

i.nteressados em verificam se duas c].assificações são inde-
pend.entes da terceira. No nosso exemplo, se quisermos tes-

tar se máquinas e testes i1ldpendem do b-ipo de defei.to, isto
e, verificar independência parêlal, formulada por

lrijk : 7rlj . ll. .k

ou equiva].entemente, F('F) = K ].n An = 0 , K assume a forma

1 - 1 - 1 1 0 0 0 0 0 0 0 G-l-lll
o o o o l l - l - l o o o o-l-lll

K : } O O o o o o o o l l - l - lll-l-l
7 x 1 7 l l - l - l l l - l - l l l - l-lll-l-ll

l - l - l l o o o o o o o (l-lll-l
o o o o l - l - l l o o o o-lll-l
o o o o o o o o l - l - l l-lll-l

A é \lma matriz identidade 16x16 , e
lr e o vedor de probabilid.ad.es das cadelas.

A estatística F'S'lF resulta 16,047 com 7 graus

de liberdade, portanto slgnifi.cante ao nível de 58, isto ê,

maquinas e tipos de testes não são independentes do tipo de
defeito

!se qui.sermos testar se mãqui.nas e defeitos i.nde-

pendem do ti.po de teste, a hipótese ê formulada por

Vijk : Xj..k Tr.j
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our cquivalentemente, NOg F('F) ].n ÃT onde

l

0

D

l

0

'{ . '

l

0

0

l

l

0

0

l

0

0

l

l

0

0

l

0

0

t

l

0

0

0

l

0

l

0

l

0

0

0

l

0

l

0

Q

l

0

l

9

l

0

0

l

0

0

l

0

0

0

l

0

0

l

0

0

l

l

0

0

l

0

D

l

l

0

0

l

0

0

l

0

9

l

l

l

l

l

]

l

l

T

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

1 ).

l

l

l

t

7x16

A e uma matriz identidade 16x16, e

n- é o vedor de probabilidades das cadelas.

Assim, a estatística. F'S'IF resu].ta 16,494 com

7 graus de liberda(ãe. portanto signo.ficaste ao nível de 5%,

i.sto é, maquinas e defeitos não Independem do ti.po de teste

Se ainda quisermos testar se tipo de teste e tipo

d.e defeito i.ndependem de maquina, a hipótese adequada é

lr j. j k.

our equlvalentemente, no : F(T) ].n Alí = 0 , onde

l

0

0

l

0

0

l

0

0

l

0

0

l

0

0

]

0

0

0

0

l

0

0

]

0

n

l

0

0

l

0

0

l

0

Q

0

l

0

0

l

0

0

l

0

l

l

l

l

l

l

]

l

l

l

l

l

l

]

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

9xl 6
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A é uma matriz identid.ade 16x16, e
lr e o vetou de probabili(]]ades das case].as.

A. estatística F'S'lF resulta 19,158 com 9 graus
de liberdade, portanto significante ao nível de 58, isto é,

tipo de teste e tipo de defei.to não i.ndependem de maquina

De um modo geral, em tabelas cxdxf , a soma dos

quadrados para testar independência parcial entre (i,j) e k
ê dada por F'S'IF , que é UHc3 xz asse-ntÕtica com (cd-l) x

(f-l) = cdf-cd-f+l graus de liberdade, sob HO

c) Algumas vezes, estamos interessados em testar a

hipótese de que, dada uma classe.ficação, as outras d.uas são
independentes.

No exemplo, se quisermos verificar se, dado o ti

po de defeito, maquinas e testes são ind.ependentes, formula
mos a hipótese:

Vijk : lrl.k V.jk/lr .k

ou , equ í va l en temente , HO F ( n') K l n An = 0 , ond e

l - l - l l
o o o o
o o o o
[ - 1 - 1 ]

o o ú o
o o o o

0 0

0 0
0 0
l - l

0 0

0 0
l - l

0 0

0 0

o o o o
o o o o
T l - l - l

o o o c
o o o (
] - l - l l

l - l l l

l l - l - l
l l l - l
t l l - l

l l l - l

K
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A ê uma rnatr:.z identidade 16x16, e

n e o vetar de probabilidades das cadelas

A solnaa dos quadrados para testar essa hipóxuese,

F'S''tF resulta 14,052, com 6 graus de liberdade, portanto

significante ao níve]. de 58, isto é, dado o ti.po de defeito,
maquina e teste não são independ-entes.

De un modo geral, para tabelas cxdxf , a soma dos

quadrados para o teste de independência cor:.dicional, entre i

e j, dad.o k, pofssui distribuição X2 com file-l) (d-l) graus
de li.beldade, sob HO

Para facilitar a construção das matrizes K , pa-
ra hipóteses de independência em tabelas dc três entradas,

vamos desenvolver um procedimento geral, proposto por GRIZZLE

e WlILIAMS (1973) , e que consiste na elaboração de uma tabela

de contrastes. Nessas tabelas, os contrastes dentro de um mes

mo efeito não são mutuamente ortogonaisi no entanto, os con-

trastes entre os efeitos são mutuamente ortogonais.

Vamos i.lustral tal procedimento através da cons-

trução de uma tabe].a de contrastes para um experimento 4x2x2
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Ta bel a Tabela de contrastes parca Llm experimento 4x2x2

AI A
2 3 niT T T

2
D Õ 6 n Eb2 H 2 2

[ f e i

tos
TI

DI D2

T2

DI D2

0 0
0 0

1 1
0 0
0 0

0 0
0 0

1 1

1 1

0 0
0 0

l - l

l - l

l - l

1 1

l - l

l - l

l - l

l - l

A

T

D

AT

1 1

l - l

[ - ]

0 0
0 0

l - l

- 1

0 0
0 0

]

l

0

D

l

0

0

l

]

l

7

0

0

l

0

0

l

l

l - l

0 0
0 0

1 1

0 0

0 0

Q O
l - l

0 0

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

]

l

l

l

]

l

l

l

l - l

0 0
0 0
l - l

l - l

0 0

0 0

l - l

0 0

0 0
l - l

0 0

l

0 0
0 0
l - l

AD

DT

ATD
1 1
0 0
0 0

l - l

l - l

0 0

l - l

0 0
0 0
l - l

l l

l

l

l

[ - ]

0 0
0 0

1 ]

0 0

0 0
0 0

1 1

Nessa tabe].a, notamos que, para testar a. indepen
dência mútua completa entre maquina (A) , teste (T) e defeito

(D) , a mc3tFiz K corresponde aos contrastes de ] e -]. formados

pelas linhas das interaçoes AT, AD, DT e ATD; para testar as
independências parciais, Isto é, se
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maquina (A) , teste (T) , ind3pende de defeito (D) ,

- maquina (A), defeito (O), indcpende de teste (T),

- teste (T) , defeito (D) . i-ndepende de máqui-na (A) ,

as mau'ízes K corrQspondt3]n .]oE: contrastes de ]. e -]. formador

pelas ].ilhas das interaçÕes:
- AD, DT e ATD,

- AT, DT e ATD. e

- AT, AD e ATD respectivamente; e finalmente, para testar

a independência condicional entre mãqui.na (A) e teste (T) ,

dado o tipo de d-efeito (D) , a RALI'iz K corresponde aos con

trastes de l e -l formados pelas linhas das InteraçÕes AT
e ATD.

Vamos agora trcâtâl da hipótese de não interação.
Observa-se que, até este momento. utili.íamos a palavra não

interação li-gania ao problema de i.ndependência; assim, por

exemplar a independência mútua completa entre três respostas

A, B e C impli.ca em não i.nteraçao entre A e B, A e C, B e C,

e não interação entre À, B Q C; a independência parcial en-

tre (A, B) e C implica ncã nâo i-nteração entre B e C, entre

A e C, e não interação entre A, B e C; e a independência con

di.ciona]. entre A e B, dado C, implica na nâo interação entre
A e B, e não i.nteraçao entre A, B e C
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En tabe[zas de c].assifica.ç5o cruzada "três restos

+-as, nenhum f:atou", o corlcei-to de n5o interação esta ].ig.adn

{ natureza da associação erltrc as respostas; assim. .a hipó-

tese de n3o in geração Biltre três respsoxcas estabelece que
alguma medida de associação entre duas respostas é constan-

te sobre os nilveis da terceira resposta; esta hipótese é cha
nada de não interação de segund.a ordem.

Essa medidca de não interação de segunda ordem, a
presente.da por BHÀPKAR e KOCH,

:

ijk ,r..iÍ T'.dk "ijf "cdf

Í = 1 , 2 , . . , c - l

j : 1 , 2 , . . , d - l

k = 1 , 2 , . . , f - l

satisfaz Xj.jk.: ] , quando não existe i.nteração de segunda

ordem entre as três respostas. Se tomarmos os ].ogarítmos na
turais dessa relação, obtemos uma hipótese do tipo

no: F(T) = K ]-n Au = 0 ,

onde K Õ uma. matriz de l e -l relativos aos in v. ..
L IÍ\

Portanto, a soma elos quadrados para. testar a não

interação de segunda ordem. ã dada por F'S'IF , que possui.
distribuição Xz assintõtica com (c-l) (d-l) (f-l) graus de lí
herdade sob HO

No nosso exemplos a hipótese de nâo interação de
segund.a ordem ê dada por:
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l nv lll' l nt112' l nlí 12] + l nTi122- l n]r4] l+ ]nlr4 1 2+] nv42 1' } nlr422:0

l Inlr211-lnz212-lnTr22]+lnr222'lnTr411+ln7r412+lnTr421'lnvã22:0
l Inv311-lnx312'lnx321+lnv322'lnxbll+lnvq12+lnlíh21'lnvll22:0

t]0 : F (x)

ou, de modo equivalente, por:

no: F(Tr) = K in An onde

l

3*i 6 l o o o o
l - l - l l

o o o o - l
o o o o - l
l - l - l l - l

A ê uma matriz i.densidade 16x16, e

T é o vetar de probabilidades das cadelas.

A estatística F'S'JF resu].ta XZ = 1,8266 com 3

graus de liberdad.e, portanto não significante ao nível de 5%,
isto é, tipo de defeito, tipo de teste e maquina não íntera-

Notamos que essa matriz K corresponde aos contras

tes formados pelas linhas da interaçao ATD na tabela dos con
trastes do experimento 4x2x2 .

Dessa forma. outras hipóteses de não interação po
dem ser formuladas, tomando-se matrizes K adequadas, na ta-
bela de contrastes
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s.3.s. Hzpõrrsr OE 4ssocrAÇÃO PARcIAl soBRE A DIAGONAL
PRINCIPAL

Em dados classifi.Gados em tabelas de contingênci.a

dxd, nas situações "duas respostasr nenhum favor", ou "mode-
].os mistos de ordem dois", podemos estar interessados na as-

sociação dos elementos na diagonal principal, comor por exem

pior verificar se a visão do olho ó.preito e esquerdo se asse

clara segundo os mesmos graus. A hipótese ad.equada para esse
tipo de analise é dada por:

H0: w. . = n'. 'n .ll l. .l

que equivale a uma hipótese do tipo

H0: F(T) = K in Àlr = 0

1,2,...,d

Vamos desenvo[ver essa hipótese uti].izando os da

dos da Tabela 1. bTo caso, a hipótese é formulada por:

l :T22

Tr3 3

lr l . lr . l

x2 .'n .2

x3 .n'.3

Tr4 .'n . 4

Fazendo a transformação logarítmica , obtemos
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n n l

'n 2 2

l := :::
'ü l

'n 2

'n 3

'n4

0

í n n' 2

3

In T

HO

que equivale a wna hipótese do tipo
no: F'(T) = K in A.'n onde

1 0 0

o o o o
o o o o
o o o o
l l l l

0

0

0

0

Q

0

0

l

0

0

0

0

l

0

0

0

l

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

l

0

0

0

0

0

0

l

0

l

0

0

0

0

0

0

0

0

0

l

0

0

l

0

D

0 0
0 0
1 0
0 0
0 0

o o o o
o o o o
o o o o

o o o o
01 2 xl 6 l 0 0 0 0

o o o o
o o o o

o l o o

O Q O l

o o o
o o o o
l l ] l

o ] o o

0 10 0

l o o o - l o o o -1000
o 1 0 0 c - l o o 0-100

4 xl 2 l 0 0 1 0 0 0 - 1000-10
O O O ] O G O - l OQO-l

Os esticadores de F' (1) e de sua matriz de cova

riância obtidos com os dados foram
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F
fz,x039 0,8z33 0,7663 1,7127)

3

s : 1 0 - 4 1 - '
- 0

- 0

A estatística Xz = F'S'JF assume o valor

17909,0 com 4 graus de ].iberdade, portanto rejeitamos a

hi.põtese de não associação sobre a diagonal principal, is
to é, as distâncias de visão dos o].hos direito e esquerdo
se associam segundo os mesmos graus.

De um modo geral., em tabelas de contingência

dxd, a SOHcR dos quadrados para testar a hipótese de associ.a

ção parcía[ sobre a diagonal. principal. é fornecida por

F'S''tF , que possui. distribuição Xz assintÕti.ca com d
grcaus de liberdade, sob HO

, nJ 0 z} i} - C , 1 8 7 7 - 0 , 83 7'3 - o , 7 0 1 0]
, 1 8 7 7 2 , 3 75 8 0 ,0 89 7 0 ,45 86
, 8 3 7 3 0 , 0 B9 7 2 , 0 0 1 3 0 , 5 6 C 0
, 7 0 1 0 - 0 , 45 86 D , 5 6 0 0 9 ,2 5 22



CAPITULO IV

APLICAÇÕES A PROBLEMAS DE DIVERSAS POPULAÇÕES

4.7. INTRODUÇÃO

Neste capítulo, Iremos tratar da analise de da

dos categóricos provindos de diversas populações ou subpo-

pulaçÕes. Esses dados serão classificados em vários tipos

de tabe].as de c].assifícação cl'uzada.

Jã apresentamos uma delas, no Capítulo 11, refg.
rente a motoristas classificados de acordo com "grupos ti-
po de acidente e grau de ferimento" (Tabe].a 4) . Nessa tabe

la., os sujeitos pertencentes a todas as combinações de nl

vei.s dos fatores "grupo" e "tipo de acidente" foram classe
focados de acordo com a "gravidade do ferimento"

Assim, de um modo geral, \una tabela de classlfl

cação cruzada contêm a$ frequênci.as com que Indivíduos pel
tendentes às varias coitbi.nações dos níveis dos fatores são

classificados em varias combinações das categorias de res-

postas. Deste modo, as ma.rglnals totais dependentes da coD
binação dos níveis dos favores e o tamanho da amostra são

números fixos conhecidos antes da rea].lzação do experimento
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Identificando pelos ternos "fatos" e "resposta"

as tabelas de classifi.cação c:uzõ.da, vamos tratar dos mode
los seguintes:

"um fatos , uma resposta

"mu].tifator, uma resposta"

"um .Eator, multiresposta"
"multifator. multiresposta"

:1

Para cada um destes modelos existem análises es

tatisti.cas apropriadas. Por exemplo, em modelos "um favor,

uma resposta", podemos estar interessados em testar a hon.o

genes.date ent.re os níveis do :Eator; como veremos adiante,

essa hipótese pode ser formulam.a como El0: F('ü) = AT = 0.

Para outros modelos, podemos estar interessados em testar

hi.põteses análogas às que õ.i)a=ecerü na analise de variância

de dados contínuos por modelos lilieal'es; assim, GSK propõem

o aljuste do modelo linear F(T) = XB às funções que perte=
cem ou ã classe F('n) ::: An ou ã F(IT) = K in Av

A formu].ação de funções, do tipo linear ou log

linear, deve ser verificada com cuidado para cada situação
exposta aci.ma. Parece-nos que a dificuldade do método de

GSK consi.ste na identificação do tipo de função apropriada

para os dados e consequentemente na construção de matrizes
A e K adequadas.
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A seguir, vamos descrever os modelos de tabelas

de classificação cruzada citadas acima, verificar para ca'

da um as hipóteses de ma.lor Interesse e a solução através

da metodologia de GSK.

4 . 2 HIPÓTESE OE HOMOGENEIDADE ENTRE POPULAÇÕES

Vamos considerar o modelo geral de classe.flcação

cruzada, em que as amostras são retiradas de s populações

ou subpopulaçÕesP ca.da amostra sendo de tamanho nl ' para
i= 1,2,...,s . Os elementos de cada amostra são c].assifi.c2

dos em r categorias de respostasr sendo n.i.i o número de
elementos da i popu].ação classificados na j-ésima ca-

tegoria de resposta.

Uti.lizando os termos "fa.tor" e "resposta"f vamos

identificar o modem.o gera] descrito acima como um modelo "um

fatal, uma resposta", cada um com s e r níveis respecti-
vamente

Em modelos deste tipo/ a hipótese de principal i2

teresse é a da homogeneidade entre as populações ou subpopu-

laçÕes, que equivale ã hipótese de não-interação entre favor

e resposta, isto ê,

HO : lí. . 1,2 ,...,r
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lr.i Õ um valor comum para todas as populações dentro
da j-éslma categoria de resposta

Consideremos um exemplo deste modelo.

Tabu l a Classificação de índivfduos pertencentes aos gru
pos le ll segundo graus obtidos em um teste de
h a b i l i d a d e

Quer'amos examina.r a igual.dada das proporções dos
graus de habi.].idade nos dois grupos/ e portanto,

Vlj : V21j : j j : Ir2r3r4 , 0U

0

0

0
HO

a qual pode ser escrita como H0: F(IT) = A
uxrs

A ê uma matriz dada por:

onde

Grupos G ra us Total

 

  1 2 1 1 2 0 79 3 3

1 1 8 9 5 1 2 1 3 0  
lo t a l 2 39 2 15 2 0 0 63 7 1 7

    que equivale    
lí14   lr24          
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l o o o
o l o o
o o l o

l
0

0

0

l
0

A
3x8

e

1.ll8: llíiJ. ' lr12 ' n13 ' a14 ' v2]. ' K22 ' v23 'v241

A matei.z de covariânci.a de F é estimada por

A V(p) A', onde V(p) Õ o está.maior consistente para

triz de covariância do estimados de T , resultando:

1,239 -0,563
s : 10 ' l-0,563 1,165

-0,514 -0,453

O teste de homogeneid.ade é dado por F'S'IF, que

possui. distribuição asslntõtlca Xz com u graus de liber-
dade sob HO.

Assim,
Í2r57 2r05

o,079 -o/llo} loJ l2,02 2,64
2 ,05 2 ,02

-0 ,514
-0,453
1,103

lF'S p=fo,oi9
0,019
0,079
o,110

11,94 , com 3 graus de liberdade

Para testar a mesma hipótese, RAO obteve, usando

estimados de máxima verossimi.Ihançap o valor de Xz : 11,77

com 3 graus de liberdade. Concluímos que. ao nível de sígn3.

flcânci.a de 58, existem diferenças entre as proporções de

graus de habilidade entre os dois grupos.
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4 . 3 HIPÓTESE LllJ[AR GERAL NO MODELO F(T) , XB

Vamos descrever d-e início os tipos de tabelas de

classe.ficação cruzada com um número de entradas superior ou

igual a três e que apresentam os dados categóricos provindos

de diversas populações. A identificação das variáveis é fei-

ta em termos de "favor" e "resposta" favorecendo a formu].a-

não de hipóteses adequadas.

Um primeiro modelo denomi.nado "multífator, uma

resposta" traduz os resultados experimentais, de Indivíduos

agrupados nas diversas coiltbinaçÕes possíveis dos níveis dos

fatores, em varias categori.as da resposta.

De um modo particular, se considerarmos três va

Fiáveis, sendo dois favores A e B com c e d níveis

respectivamente, e uma z'esposta C com r categorias, as
populações ou SubpopulaçÕes das quais serão extraídas as a

mostras, serão compostas por s : cxd con\binaçÕes dos ní-
veis dos fatores A e B,

Assim, temos tabe].a do tiPOuma
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Tabela 10 - Tabela ''dois fatores, uma resposta''

Ca tegor í as de respos tas

C l C 2 C 3 ' . . . C r

vrl 1 1 n'1 1 2 'a 1 1 3

lr121 v122 V1 23

s ubpopulações Total

B l

'. ':
lr 1 1 r

K1 2 r

Bd xldl n'ld2 Vld3 vl dr l

B l

B2

A2

Bd

n2 1 1 lr2 1 2 lr2 1 3

lr2 2 1 Tr2 2 2 ü2 2 3

lr2 1 r

n2 2 r

V2drlr2 d l 'K2 d 2 'F2 d 3

B l

B2

Bd

Tc l l lrc 1 2 'nc 1 3

lrc 2 1 lrc 2 2 nc 2 3

TTc l r

lrc 2 r

xcdl vcd2 n'cd 3 xcd r

Aqui, xijk e a probabilidade de um indivíduo
do i-ésimo nível de A e j-Õsi.mo nível de B ser classifl

cada na k-ési.ma categoria da resposta C , e assim,

k=1 xjk : l para todo (i,ij).

r
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Oenotamos por !;j :: lvijlr vij2' vij3'''''vijrl o vetou
de probabili.danes de cada multínomial (í,j) e por

x': l1lJ.rli2' ' ' ' '!cdl o vetar composto
de probabilidades para a tabela toda.

No Capítulo [[, já mostFcâmos um exemp].o desse mo

pelo, quando apx-esentamos os dados de SCHOTZ, referentes ao

numero de motoristas classifi.cabos segundo "grupos tipo de
acidente e gravidade do ferimento'

Em modelos deste tipo, temos interesse em veri-

ficar os efeitos dos favores A e B na resposta C, além

da ínteração entre os favores À e B. A interação entre os

dois favores A e B e a resposta C significa aqui homo-

geneidade entre as subpopu].ações

Um segundo modelo denominado "um favor, multires-

posta" resulta de um experimento no qual indivíduos perten-
centes a um dos s níveis do fc3tol A são classificados em

todas as combinações possíveis das categorias de respostas.

De um modo part]cu].ar, se coHSldQFcãlmos três variãvei.s, sen-

do um favor A com s níveis, e duas respostas B e C com

c e d categorias, respectivamente, temos r = cxd catego-

rias de respostas? que são combinações das categori.as de B e C



74

Ta be l a l l Tabela ''um fator, duas respostas''

Subpop u

loções
Ca te go rias de res

B l C l B l C 2 . . .BI

n'l 1 1 'F 1 1 2

lr2 1 1 n'2 1 2

AI

A2

As vsll

Nessa tabela, uijk é a pz'obabi].idade de um in-
da.vÍduo do i imo nível de A apresentar resposta B.iCI,. e,
portanto,

,g: *g:":'* para Lodo i. = 1,2,...,s

O vetou de probabi-lidades para cada população mul

tínomi.al i Õ denotado por 7ri : lv.llrTi12'''''lricd) ' eo
vedor composto de probabilidades da tabela toda, então, seta

!': l":í,«;,...,";)
Neste modelo, o interesse princi.pal é veria.car

o efeito do favor A nas respostas B e C , e tairlbém verá

fi.car a associação entre as respostas B e C
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Um terceiro modem.o , denom]nad-o "mu].tiresposta ,

mu].tifator", traduz resultados de um experimento no qual in

dividuos classificados nas combinações de níveis dos favo-

res apresentam resultados que são combinações das categori

a$ das respostas. Por exemplo, se considerarmos uma tabela

"dois favores, duas respostas", com falares A e B possuin-
do a e b níveis z'espectivamente, com respostas C e D

com c e d categorias respectivamente, o numero de sub

populações será s = axb e o numero de categorias de respos
tas seta r = cxd

Assim, lrijhk e a probabilidade de um i.ndividuo
pertencente ao i-ésimo nível de A, j-ésimo nível de B, ser

c].asslfi.cada na h-ésima resposta C e k resposta D,
e de tal modo que

h:l k:l :'hk
dC

para i:1,2,..,a; j=1,2,..,b.

O vetar de probabilidades para cada multinomial (i.,j) é de
notado por:

!ij:Ívijll' lrij12 ' ' ' 'vj.j Id; nij 21 'xij22 ' ' ' ' nij2d; ' ' ; lrljcl ' ' ' '

e o vedor composto para a tabela toda Õ dado por

l"i:,«í:,
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O método de GSK permite uma formulação geral pa-
ra as soluções dos problemas propostos aci.ma nos diversos

modelos descritos. Deste modo, o objetivo, neste ponto, é

a formulação de u funções ].inearmente Independentes f.('F) ,
m = 1,2,.. .,u adequadas aos dados, em cada caso particular

Vi.mos, no Capítulo 11, que essas funções compõem vetores do

tipo F(lr) = An ou F(!) = K in Av . Vamos verificar, nos

modelos relatados acima, quais as funções que são do tipo
Alr ou K in Av

4.3. 7. CASO Fflç) = Av

Para analise dos modelos descritos, podemos for-
mular funções que são denominad.as escoras médios, baseadas

em estores atei.buÍdos .....às categorias de respostas .

Vamos considerar o modelo de classificação cru-
zada "doi.s favores, uma resposta", com falares A e B, ca-

da um com c e d níveis resp.activamente, e resposta C,

com r categorias ordenadas. Os asco:res são r valores,

arbitrários ou não, correspondentes a cada categoria de res

postal e denotados por aijk ' i: 1,2,...,c , j = 1,2,..,d

e k = 1,2,...,r . Os escoras médios são funções aljpij F
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onde
';l:i : I':j:,;:j :,

';lj : I':j:,p:j:'

e

Assim, para a tabela toda temos cxd estores mé-

dios, que compõem o vetar do tipo P(p) = A e , sendo A uma

matriz do ti.po

a a a111 112 llz'

'12

0 0

A

cdxcdr
laJ.22''a12r.l 0

Íjacaiaca2''acarl

e p Õ o vetou das probabi.li.dados estimadas de T

Muitas vezes empregam-se estores arbi.trãrios pa-
ra cada categoria de respostas e idênticos para todas as com

binações (i,j)i assim. a matei.z A é composta por velares

' : jalra2r'''rar) na diagonal principal

Em particular, se a resposta C possui apenas

duas categorias (por exemp].o, "morto; sobrevivido") , normal

mente atribuem-se os escoras 0 e 1 (0 para insucesso, e ].

para sucesso) , e os escoras médios são as probabili.danes d
resposta "sucesso"

O vetar dos estores médios F(p) = A p será ob-

a

0 0
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feto da analise de variância. Para estudar a variação dos
estores médios é ajustado o modelo linear F(T) = Xe,' sen-

do X uma matei.z de planejamento cdx(c+d+l) e €1 0 vetar
(c+d+l) xl de pcarãmetros desconhecidos .

4.3. 2. CAS 0 Fllrl K .Cn Av

Muitos problemas surgidos nos vários modelos de

Classificação cruzada jã descritos, pod.em ser resolvidos a

nalisando-se funções logarÍtmi.cas das probabilidades das ca

se].as, funções essas que compõem o vedor Fflr) = K in Av

vamos tratar aqui. de dois problemas que julgamos

de grande interessei o pri.mei.ro, de grande utili.date em peg.
quinas de estatística vital, trata da estimação e analise

das taxas de Sobrevivência através do método de GSK, o que

foi proposto por KOCH. JOHNSON e TOLLEY (1972) ; o segundo

trata da formulação e analise dos logits, quando as tabe].as

de classificação cruzada apresentam respostas ordenadas

Esse problema fai proposto por WILLIAMS e GRIZZLE (1972) e
resultou dos traba].hos de THURSTONE (1959) e BOCA e CONES

(1967)
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a) Para a estimação e análise das taxas de sobrevi

vencia, consideremos uma situação experimental envolvendo

pacientes com uma determinada doença, classificados de a-

cordo com a idade (fatal A , com dois níveis) , estágio da

doença (favor B, com dois níveis) e tipo de tratamento (fa

tor C, com dois nível.s) , observados ao longo de um período

(fatal D, com três níveis) . É anotado, ao fim de cada ano,

o resultado do desen].ace, em termos de número de óbitos du

unte o ano, número de sobreviventes ao ano, e numero de per

lidos da observação (resposta E, com três níveis)
Os resultados d.esse experimento são resumidos em

uma tabela do tipo "dois fatore, uma resposta", sendo o pr2.
mei.ro favor chamado "grupo Fj", i= 1,2,...,8 , composto

de oito níveis constituídos pelas combi.nações dos níveis dos

falares A,B e C; o segundo fatos ã o tempo de observação D.ir

j = 1,2,3 f e a resposta Ek r k : lr2,3 , isto é, sobrevi.-
verte, morto e perdido da observação.

Temos, portanto, uma tabe].a de c].assiflcação cru-
zada constituída de 24 populcaçÕes (s = 24) , fornecidas pelas

combinaçoes entre níveis de grupos Fj e tempo D.il e três
respostas (r = 3) , que apresentar(mos a segui.J , apenas no

que di.z respei-to a 12 populações, formadas pe].as combinações
A. B. C.

]
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Tabela 12 - FIÚmero de pacientes pertencentes aos grupos Fif
observados durante três anos e classificados se
gundo o desenlace

Para essa situação, o logaritmo do estlmador da
razão de sobrevivência para cada grupos é fornecido por:

F(p:) = K+ ].n A+ p.-.L -X

-" à. :lAi o o
6x9 lo AI o

O O AI

'"'. «:: [: : :;:)

G rupos (Fi)
Tempo de
observ

Res ul todo
TotalSobrem . Mortos Perdidosno ano da obserno ano da observa

 
B l

c l   n 1 1 1 n 1 1 2 n 1 1 3

n 1 2 1 n 1 22 n 1 2 3

n1 3 1 n 1 3 2 n 1 3 3  
C2  n 2 1 1 n 2 1 2 n 2 1 3

n2 21 n22 2 n 223

n 2 31 n 232 n 23 3  
'1

B2

c l   n 3 1 1 n 3 1 2 n 3 1 3

n 3 21 n 322 n 32 3

n 3 3 1 n3 32 n 3 3 3  
C2  n 4 1 1 n 4 1 2 n 41 3

n 4 21 n422 n42 3

nzt3 1 n 4 3 2 n 43 3  
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::.: [: -: : -: : -:)
ÍPill 'Pl12 'Pi13) 1, 2 , . . . ,8

ou

log Gi K+ in A+p: = log l 3 Pij].+0r5 Pij3

!::' -:,:*':,:'',' -:,:J
Para os oito grupos/ o vetar dos log estlmadores

da razão de sobrevivência é fornece.do por:

F' (P ) In A p Ílog Glrlog G2' ,:', '81

com

A+ O O
O A+ O
O O A+

K+ O O
O K+ O 0

K+ 0
A

48x72
, K

8x48
e

o o o A+ o o o K+

lp;, p;,'..,e l

Estimadas as razões de sobrevivênci.a de cada gru-

pos é possível, através desse método de analise, ajustando

se um modelo linear F(!) = X13 , com matrizes de planejameD
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tos X adequadas, testar o efei.to dos favores idade, está-

gio da doença e tipo de tratamento, nas taxas de sobrevlvên

cia, as interaçÕes possíveis entre falares, e ainda verifi-

car se as probabili.dados de sobrevivência para cada ano a-

pós o diagnóstico, seguem uma curva, linear ou exponencial.

b) Iremos estudar aqui. a estimação e analise dos lo-

gits. Para me]hor enten(cimento de como está.mar os ].ogits, va

mos considerar o modelo "dois favores, uma resposta" jã des-

crito. Neste modelo, os favores A e B possuem c e d nÍ

veia respectivamente, e a resposta C , r categorias.

O vetou de probabi]i.danes de cada mu].tínomial se-

rá denotado por lrilj : llrijl'vij2'''''nijrl ' As probabili-

dades acumuladas para cada (i,j) são:

4'i.ji : "j.:ji

+ij2 : lrilj ]. + 7rlj2

$ij3 : lrijl + lrij2 + xij3

4)ij (r-l) : vijl + 'Kij2

4'i:i. : l

(r-l)

Definem-se os logits das probabilidades acumula
das como:
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i' I'bijl/('''bíjl)l

I' I'pij2/(l-4'ijz)l

In Í+ij(r-l)/(l-'bij (r-l))l
que compõem o vedor dos (r-].) logits de cada multinomial
(i,j), isto é,

l J
] x ( r- l )

Z i j 2 ' ' ' ' ' Z i j (r-l))

que pode ser escrito por

K+ in A+ n .j.j
com

l -l o o o o o o
o o l -l o o o o
o o o o
o o o o

0 0
0 0

l -l o o 0 00

0 0 0 0l
K+

(r-l)x2(r-l)

o o o o 0 0 l

l o o o
o l l l
l l o o
o o l l

A+
2(r-l)xr

l l l l
o o o o
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O vedor dos loqits composto para a tabela toda
Õ denotado por

:xcd(r-l) lzxi'zl.2'...,;ia;...;z;i'z;2'
: Ke, portanto, F(IT)

tabe].a toda, com
In A'K , representa os logits para a

K+ c O ... O )

o K+ o ... o
O O K+... O

O O O ... K+

K

cd(r-l)x2cd(r-l)

A.+ O O

A = 10 A'v0 ...0
2cd(r-l)xcdr 10 0 A+... 0

O O O ... A#

O veloz- dos esticadores dos logits, representado

por 2 p ê obtido por F(p) = K in À p, onde çl é o estima-
dos de

Para me].hor visual.lzaçao, vamos colocar os loglts

nas case]as da tabe].a "dois favores, uma resposta"
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Tabel a Tabe] a dos log í ts

Su bpop ulações Ca te gorjas de resposta
C C C C C

( r 1 )2 3 r

Ê l l l

Ê 1 2 1

1 1 d l

221 1
'2 2 1

!2dl

Ê1 1 2

t1 22

21 d2

l2 12

l22 2

t2d2

Ê 1 1 3

Ê 1 2.3

Ê l d 3

Ê213

l2d3

! 1 1 ( r
2 1 2 ( r

Z l d ( r

2'2 1 ( r
2'2 2 ( r

Ê2 d ( r

1 )

1 )

1 )

1 )

1 )

1 )

Zc 1 1 t c 1 2 I'c 1 3

P'c21 lc22 Zc23

tcdl 2cd2 tcd3

Zc 1 ( r - l )

tc2 ( r' l)

tcd ( r - l)

A
C

Expressando os estímadores dos logits de cada mul
tinomial separadamente como um modelo aditivo da forma

Ph + ocj.h + ejh h : 1,2....,(r-l) ,

pode escrito0 mesmo sob formaser a

t ++ a +
j- j h ih



86

onde

uh e a média do h-õsimo logit;
aih e o efeito do i-ésimo nível de A no h

loglt;

li+h e o efeito do j nível de B no h-ésimo
logo.t

Vamos Ilustrar a análise dos escoras medi.os e dos

logits utili.zango os dados apresentados no Capítu].o 11, Tabe

la 4, deferente a um estudo feito por SCHOTZ, em 1966. sobre

a relação existente entre "grupo motorista, tipo de acidente
e gravidade do ferimento produzido"

Essa tabela constitui o resultado de um experimen-
to do tiPO "dois favores, uma resposta", sendo os fatores

"grupo motorista" (sÕ e acompanhado) e "ti-po de acidente"

(capotairtento e não-capotamento) , e a resposta, "gravidade do

ferimento" (leve, moderado, severo e crítico) . Em termos do

modelo geral de classifi.cação cruzada, o numero de populações

     +   +  
tij (r-].)   y(r-l)   ai.(r-l)   Bj (r-l)
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ê igual a quatro, e o numero de categorias de resposta ê tam
bêm quatro.

Nessa tabela, vijk õ a probabilidade de um inda
viduo classe.ficado no i-õsimo tipo de motorista, i= 1,2 ,

e j-ésimo tipo de acidente, j = 1,2 , sofrer ferimento do
k grau, k = 1,2,3.4 . Asse.m,

lrj.j :lTrj.ji''ni.j2 ''Kj.j 3'vrj.j41
e o vedor de probabili.danes de cada mu

k=i J'jK

ltlnomíal, tal que
4

f«' ,«' ,«'

e o vedor composto de probabi.lidcadcs para a tabela toda.

Analisamos os dados utilizando primeiramente os

encores arbitrários ].,2,3 e 4 para as categorias de respos
ta ].eve, moderado, severo e crítico respectivamente. Desse

modo, os escol-es médios compõem tlm vetar formulado por:

l 7rlll+ 2 7r112+ 3 v113+ 4 n'114

l lr121+ 2 lr122+ 3 7í123+ 4 lr124

l x21].+ 2 x212+ 3 n'213+ 4 7r214

l 'K22].+ 2 u222+ 3 lr223+ 4 v224

l 1 2 2 1

F ( n' )
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ou por F(T) = A.lr , onde

1 2 3 4 0 0 0 0 0 0000000
0 0 0 0 1 2 3 4 0 0000000
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2340000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0001234

A
4x16

Os estimadores, de F(IT) e da matriz de covarlân
cia estimada, resultam em:

F'' (P) Í3r0135 2,4093 3 ,0882 2r4545'l

1,9328 0 0 0

. .-4 l o 0,6409 0 0
xu l o o 1,4585 0

0 0 0 0 ,7326

Foi considerado o n\odeio linear F(lr) Xe , com

l l l

x : li l -i
4x3 jl -l l

l -l -l

e

,B:l '-
2

0ii:l

Os está.dadores b e a sua matriz de covariância
resultaram 8
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2 ,8399)
-o,1285 l

o , 30 21.l
/

Vb : IO'4
0,6051

:l-o,i2i9
0 ,4832

0,1219
0 ,2821
0,1602

O teste do ajuste do modelo resu]tou Xz= ].833,12
com l grau de liberdade, portanto, significante. ao nível

de 58. Isto quer dizer que o modelo não descreve adequada-

mente os dados e, portanto, torna-se necessária a procura
de funções convem.entes.

Uma reaná].ise dos dados foi realizada através dos
logits

Consideramos para ca.da multinorrtial (i. ,j)

';, : l;:,:' ;:,:' ':,:l
o vedor dos logits, que pode ser escri.to por

Zij = K+ in A+ lrij onde

P

3x6

l o o
o l -l
o o o
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l o o
o l l

o o l
l l l
o o o

Para a tabela toda, !'= lz;7,z;2'z;7,z;;l êo
vetar composto dos logits, e pode ser escrito por

Z = K in Alr , sendo K uma matriz diagonal prln
cj.pala com as matrizes K+ na di.agonal principal, e A ê
uma matriz (24x16) diagonal principal, com as matrizes A+
na diagonal principal

O esticador das funções F(T) tes'ultz:

T

P'(B) : l-4,8060 -1,2605 1p1048 -2.2535 0,3028 1,9938

-5,1667 -1.5491 0,9755 -2'4875 0,2344 1,9605)
Consi.der'amos os logo.ts para cada multlnomial e

prestos pelo modelo adi.ti.vo:
X

li.jh

ou pelo vetar

''ij zl

Uh + c'Gj.h + Bjh h = 1,2,3

#U al il
+a+

+U2 i2
#aU3 i3

'';:
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uh e um valor constante para as categorias de
respostasf

aih e o efeito do i-ésímo nível do favor "grupo
motorista" no h-ésimo ].ogit;

Bjh e o efeito do j-ésimo níve]. do fatos "tipo
dc acidente" no h-ési.mo ].ogit.

Para estudar a variação dos logits, ajustados um
modelo linear E {F(p)} = X€1 , com

onde

X
12x9 e

lui'u2'u3'at'a2'a3'Bi'o2'o31
lih o valor constante para cada categoria de res-

posta, h = 1,2,3;

ah o efeito do favor "grupo motorista" no h-ési.-
mo logit;

13h o efeito do fatos "tipo de acidente" no h
mo logit

com
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Utilizando as fórmulas

(X'S'lX)'lX'S-lF e V(b) = (x's'lX)-l,
foram encontrados os estlmadores dos parâmetros e os seus
desvios padrões, d.ados na tabela abri.xo:

Tabela 1 4 Estímadores e desvios padrões dos parâmetros

teste do ajuste do modelo calculado por

SS {F('a) = Xe} = F'S-lF - b'(X'S'lX)-lb

resulta Xz = 9,2376 com 3 graus de liberdade, portanto
significante (a = 0,05) , isto é, o modelo se ajusta aos
dos

0

nao

da-

A,ssim. podemos testar hipóteses do TIPO

( . o ,
dxv

uti].lzando

ss {ce :o} : y'c'ÍC(X'S'zX)-tC-J-i C b

que possuí di.stribulção Xz com d graus de liberdade

log Í t
P

es ti m. des vío estím des vio est i m . desvio

  -3 , 6 84
- 0 , 5 6 9

0 , 0 8 1 4
o , o 1 8 3

0 , 0 1 8 6

0 , 1 1 9 1

0 , 0 5 3 8

0 , 0 3 2 8

0 , 0 2 56

o , o 1 3 7

0 , 0 1 7 8

- 1 , 3 0 6
- 0 , 8 3 7
-0 ,4 70

0 , 0 8 1 &

0 , 0 1 8 3
0 , 0 1 8 7
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Se construirmos a matriz

c. = fo o o o o o ] o -].].
2x9 to o o o o o o l -tl

homogeneidade nos efeitos do fatos "ti.po de acidente" em re

loção aos graus de ferimento. O resultado X2 = 365,69 com
2 graus de liberdade é significante (a = 0,05) , isto é, não

hã homogeneidade nos efeitos do fatos "tipo de acidente"
nas respostas ordenadas.

Desse modo, a hipótese para a verificação do e

feito do falar "tipo de acidente" na grava.dado do ferimen
to, é formulada por

H0: C2€1 : 0 ? comC2 ' Í0 0 0 0 0 0 ]. 1 1),
produzindo Xz = 888,6329 com l grau de li.beldade. Rejeita-

mos essa hipotesep ao nível de 58, poz'tanto, existe efeito
do falar "ti.po de acid.ente" na gravidade do ferimento.

Do RI.ESMO mod.o, a hipótese H0: C,ae = 0 , com

c. : fo o o l o -i o ool
2x9 l0 0 0 0 1 -1 0 0 01

significa hipótese de homogeneidade nos efeitos do fatos

"grupo motorista" em re].ação aos graus de ferimento. O re

multado Xz : 8r4608 com 2 graus de liberdade ê significante

a hipótese H0: CIÊI = = 0 significa hipótese de
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(a = 0,05) , i.sto é, não hã homogeneidade nos efeitos do fa-
vor "grupo motorista" na grava-dado d.o ferimento.

A hipótese para verificação do efeito do favor

"grupo motorista" na gravidade clo feri.mento ê formulada po

HO: C4 € : O ,

c4 : to o o ] ]. l o ool
resultando Xz = 44,0965 com l grau de liberdade, portanto

significante (o! = 0,05) , o que significa que existe efeito
do favor "grupo motorista" na gravidade do feri.mento

r

Cola

Em suma, a analise através da formulação dos lo-
gits mostrou $er adequada para os d.aços da Tabela 4. devido

ao teste do ajuste do modelo resultar não signifi.cante, o
que nao aconteceu quando formulados encores médios utili.zan

do escoras arbitrários para cada resposta ordenada. Aind.a,

a anãli.se indicou a existência de efeito dos favores "grupo
motora.sta" e "tipo d.e acidente" na gravidade d.o ferimento.



CAPÍTULO V

EXTENSÃO PE FORTHOFER E KOCH

5.7. INTRODUÇÃO

Vimos nos capítulos anteriores que o método in-

troduzido por GSK (1969) restringe a analise de dados .cale

góticos aqueles problemas que podem ser relatados como fun
ções lineares ou log-lineares das probabilidades das cade-

las, isto é, funções que pertencem ao tipo F(T) = Av ,ou
F(n) = K in A.7r

FORTHOFRR e KOCH, em 1973. Í10) apresentaram uma

extensão da metodologia de GSK para anãli.se de dados catego

ricos consi.gerando funções mais corriplexas , obtidas por trans

formações compostas lineares , logarítmicas e exponenciais .

Assim, mui.tos problemas que não podiam ser formulados por

funções propostas por GSK podem ser relatados por funções
compostas e analisados por técnicas d.erivadas de modem.os li.
neares.
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5.2. FUNÇÕES COMPOSTAS

As funções apresentadas por FORTHOFER e KOCH per
vencem a duas classes:

A) A primeira c].asse de funções ê constituída por funções
do tj.PO

F(!) = QtexpÍK in (Alr)'l}

onde A é uma matriz de constantes uxrs f K uma matriz

kxu e Q una matriz qxk ; in transforma um vetar no ve

tor correspondente de logaritmos naturais, e exp transpor

ma um vetou no vetar correspondente de funções exponenciais
(i-sto ê, antilog)

A matriz de derivada

F (B) = Q exp K ].n A E? com

y = exp 1< in A p e a = A EI
ê dada por

da. transformaçãoS para.ai.s

Dy é uma matriz kxk com elementos do vetar y na
diagonal principal, isto é,

=f '":,'':,
1]
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yl
0

Dy

O O ...yk

e, Da é também uma matriz diagona.l principal uxu , com

elementos do vetou a na diagonal principia, i.sto é,

0 0a l
D 2

0

Assim, a matriz de covariância estimada de F

será dada por

Dy K Oa[ à V(e) A.'Da] K'Oy Q'

B) A segunda classe de funções é constituída E)or funções do
tiPO

F(T) = L in Q exp K in Alí

onde as matrizes A, K e Q são iguais ãs descai.tas na clãs

se anterior, e L é uma matriz de constantes ],xq.

A matriz das derivadas parcial-s da transfor
].n Q exp K in A p com

mação

F(P)
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g=lnQexpKlnAp ? y=expKlnAp e a=AE?
Õ dada por

6Fm ( lr ) l

Dg é uma matriz diagonal principal qxq / com elemen
tos de g na diagonal. principal, Isto é,

l&= '"::'':' : - .;:Q O* K ';: »

gl o

0 g2

0

0

g
D

0 0
'gq

Portanto, a matriz de covariância está.mania de F

será dada por

S : 1. Dgl Q Oy K Dal n' V(E)A'Oal K'Dy Q'Ogl L'

5.3. ÁPLTCAÇOES

FORTHOFER e KOCH apresentam diversas apILicaçoes

das duas classes de funções acima descritas; vamos tratar

aqui somente de dois tipos de problema.s enquadram-os nessas

classes de funções
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a) analise dos encores médios baseados em enco-

res percentis, como os propostos por WILLIAMS e GRIZZLE em
19 72;

nJ anaizse aos coeti.cientes ae correlação ae pos

tos, como os propostos por G00DMAN e KRUSKAL em 1954 e ].963

5 . 3 . 7 HIPÓTESE LINEAR GERAL NO MODELO F(T) XB

A.) Caso F(T) Q exp K in Av

Dentre as funções pertencentes a esta classe,
vamos desenvolver a.penas os escores médios baseados em es

cores percenti.s, propostos por WILLIAMS e GRIZZLE em 1972

Os escoras percentis são calculados usando as di-atribuições

marginais observadasp isto é, são baseados eln postos; são

adequadas nas situações em que a(s) resposta(s) se apresen-
ta(m) ordenada(s)

Para ilustrar a fol-mulação desses encores médios,

vamos considerar o modelo ''dois favores, uma resposta", com

A e B sendo os fatores com c e d níveis respectivamente

e C a resposta com r categorias ordenadas.

Vamos denotar os encores percentis por a:a,., calnr' -

F
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da um deles associado a cada pijk ' e escrever para cada
multinomial (i,j) o vetar dos estores percentis como

a;j : jaijllaij2raij3r''''aijrl

Se os níveis do favor A não representam b].ocos,
calcu].amos os encores percentis para os dados combinados da

tabela toda; assim, os alj são idênticos para todas as com
binações (irj). Se os níveis de A representam b].ocos não

homogéneos, calculam se os encores dentro de cada nive]. de

A; desta forma. os a;jj são idênticos dentro de cada nível
do favor A, e então, o vedor dos escoras percentls para ca-

da i. será denotado por aj. ; jaj.i'ai.2'...'airl
Considerando os níveis de A como b].ocos, o cal-

culo dos estores percenti.s correspondentes às r respostas
ordenadas , é feito Utilizando-se:

ail : pi.l / 2

ai. = pi.l + pj..2 / 2

air = pl.l + Pj..2 +.''+ Pi.r / 2

com pi.k : ni.k / ni.. sendo a probabilidade marginal ob
servada da k-õsima z-esposta C para o í-êsimo nível de A
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Assim, se consi.durarmos um i-Õsimo nível de A,

de uma tabela "dois favores, uma resposta"p com as frequên
aias nas caselas

os esgares percenti.s escritos em função das probabilidades
das caselas resultam:

x o + J. e B
all: Pi].l+ ni2 Pj.21+'''+ nld Pj.d].

t '::: '+ '::: *+ '::: 'h -::: '
n

ai2

+. . .+ -;t-ü' pl.di + ;àg':-- pide

a.ir
n nil il.

'111n Pi12 +

    C l C 2 - . . C r Total

 
n i 1 1 n i 1 2 ' ''nilr

n i 2 1 n i 2 2 ' ''ni2r

n i d l n i d 2 ' ''nidr  
n i . l n Í . 2 ' ''nl.r n i

Es co res
pe rce n ti s a i l a i 2 ' ' ' a i r  



102

.A. e o J. o + J. ip o*+,::: *b ::: * ... .b'::. .....
*b -:.: *b -:': * ... *h ':.:

Assim, os escoras médios baseados em percebeis
são cxd. funções do tipo

all plll + a12 pl12 +

all p121 + a12 p122 +

:

+ alr Pllr

+ alr P12r
e

+ a].r Piar

+ a2r P2dr

F(P) all pldl + a12 pld2 + '

a21 p211 + a22 p212 +

a21 p2dl + a22 p2d2 + ''' + a2r P2dr

acl pcd]. + ac2 pcd2 + ''' + acr Pcdr

e que serão objeto da anãli.se usando um modelo linear a

propriado.

Vamos ilustrar a formulação e a análise dos esco
res médios baseados em escoras percebeis utilizando os da-

dos apresentados na Tabela 4, já analisados no Capítu].o IV

Para a obtenção dos escoras médios, reagi.zamos
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uma sequência de transformações do vetar das probabilidades

das cadelas, com a construção de matei.zes Q, K e A, e uti-

lizando trens'ormações linear, logarítmica e exponencial.

O vedor a = A p , com

24x]. 6

onde l].6 ê uma matei.z identid.ade ].6x16,

o o l
0 0

0, 40 0
0 ,80 0 ,40

AI
4x8

o o )
0 0

0 ,36 0
0, 73 0 ,36

A2
4x8

ê o vedor das probabilidades observadas das casei..as e dos

escoras percentis para os dois níveis do favor "grupo mote
lista"

UV\ vdP \#I-/ J-f\-b4.. \+\UAX \--&na Á.\=D \,I.L L+CZII I..\;I= D(I\J Õ

a;l = (0r0388]. 0,30729 0,69437 0,92442)

a; : (0.02836 0,26572 0,65249 0,90874)

0

0,10 0 0 0 0,40 0

0,20 o ,lo 0 0 0 ,80 0 ,40
0 ,20 0 ,20 0,10 0 0 ,80 0,80
0,20 0 ,20 0 ,20 0,10 0 ,80 0 ,80

fo,i3 0 0 () 0 ,36 0

:l0,2õ 0 ,13 0 0 0 ,73 0 , 36
0,26 0,26 0,13 0 0 ,73 0 ,73

lo, :' 0 ,26 0 ,26 0,13 0 ,73 0 ., 73
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O vedor f = K in A p , com

r4
0

0

0

0

l4
0

0

0

0

l4
0

0

0

0

l4

l4
l4
0

0

0 )
0

l4
l4

K :

16x24

onde IÁ ê uma matriz Identidade 4x4 ,
0 ê uma matei.z 4x4 de zeros ,

Ó o vedor dos log dos produtos de cada pj.jk e seu respec
alvo escora percentil

Finalmente, o vedor g Q exp K in A p , com

l l l l o o o o o ooooooo
o o o o l l l l o ooooooo

4x16 loooo oooo 1111 oooo
o o o o o o o o o o001111

8 o vedor d.os esgares médios, que resu].ta

F'(P) (0,66149 0,45817 0 ,65172 0 ,4 36135)

com matriz de covari.anciã dcadã por

f o ,15693

].0-4 '0'03860

0
t

.0 ,03860 0 0
0 ,00949 0 0

0 0,11560 -0,04128
0 -0 ,04].28 0 ,01474

S
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A fim de vez-ificar a variação dos estores médios,
é ajustado o modelo linear F' ( lr ) X€1 , com

l l l
l l -l
l -l l

l -l -l

X
4x3

e

, B }

u a média constante;com

ai o efeito do i-ésimo nível. de "grupo motorista" na
z'exposta ci

B.i o efeito do j imo nível de "tipo de acidente"
na resposta C, e

}l cl .
i:l

2

Os estimadores de € e a matriz de covarlânci.a
resultam

0,55235)
o,o0935 l

o,10474)

l1,53230
:10-6

0,82665
0,10064

0,10064
0,01230
0 ,18660

1,53230}
o ,18660 l
0,28400 1

J

V
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O teste do a.fuste do modelo resultou Xz= 2,9259

com l grau de liberdade, portanto não significante , Isto é,

o modelo se ajusta aos da.dos.

As hipóteses do tiPO no: c€1 = 0 , com

c: : (o 1 0) . c: : (o o l)

testam a não existência dos efei.tos "grupo motora.sta" e "tl

po de acidente" respectivamente, na gravidade do ferimento

pz'oduzido. Os testes resultam X2 = 7100,4802 e

X: = 3862,5853 , ambos com um grau de liberdade, portanto
significantes. Conc].uivos que existe efeito "grupo motoris-

ta" e "tipo de acidente" na "gravidade do ferimento", o que
concorda com os result.nãos obtidos através da analise dos

loglts.

l

B) Caso F(u-) L in ç} exp K ].n Alí

Para estudar a formulação de funções pertencen-
tes a essa classe, vamos considerar a analise dos coeficien

tes de correlação de postosr descai.tos por G00DMAN e KRUS-

KAL (1954, ]-963) . Essa analise ê adequam.a em si.tuaçÕes ex-
perimentais do tipo ''um fatos, duas respostcas", quando es-

tamos Interessados na associação entre as respostas/ que pg
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de sez' medida através do coCEi.ciente de correlação de pos-
tos.

Os coeficientes de correlcação de postos, calcu-

lados pata cada nível do favor A , são baseados nas probÊ

bi.lidades de concordância 'nn r isto é, nas probabilidades
que dois Indivíduos, tomados a].eatoriamente, tenham a mesma

ordem em ambas as classificações de respostas, e de discor-

a na ' i.sto é, a pz'obabi.lldade que eles tenham ordens
diferentes de c].assificação, ou seja:

; ' 2l: E vijk {j-lij k'''k íj'k'}

vd : 2= E xij k {j -:j k'<k 'j 'k '}

Os coeficientes de correlação, para cada nível
do favor À, são dados porá

Y
T - T''s ''d

lís + vd

O objetivo õ construir funções que são estimado

res das razões de concordância e discordância para cada nÍ

vel do favor A, funções essas que pertencem ao tipo

P(p)= L in Q exp K in A p
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A analise desses estimadores das razões das probabilidades

de concordância e discordância é real.izada ajustando

deão [inear F(lr) = XB . A.]-êm disso, objetivamos estimar os

coeficientes de correlação para cada nível. do favor A.

Iremos ilustrar esta analise com os dados cla Ta

bela 4, rearranjados da segui.nte forma:

Tabela 15 - Número cle motoristas com ferimentos, agrupados
segundo ''grupo'' e ''tipo de acidente''

Ti po de
aci den te

G rau de
fe rimen to

G rupo motorista
só acompanhado Teta l

Capota
mento

leve
moderado
severo
c r Íti co

1 8

5 5 3

1 73 4

869

leve

Não po' l moderado
l ;'"' '.

rc ri ti co

Os dados são vistos como resultado da classe.flca-

ção de dois grupos motoristas, "sÕ" e "acompanhado" (1 = 1,2),

em tipo de acidente, "capotamento" e "não-capotamento"

1 11 1 se

      1 0 0 1 5

5 2 89

2 348
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(j = 1,2) , e gravidade do ferimento, "leve", "moderado",

"severo" e "crítico" (k = 1,2,3,4) . Asse.m, essa. tabela po

de ser vista como do tipo "um fatos, duas respostas", ou,
na notação do modelo geral, s = 2 e r = 8.

As probabilidades de concordância e dis

clc3 para cada grupo motorista são formuladas por:

2lrlll(lí122+'n 123+lr124) +Trl12(lr123+v12Z})+lí113 Tr124

2lr112 'n121 +7r113(n 121+v122)+lí114(lr121+K122+u 123)

2lr211(Tr222+lr223+lr224) +7r212(v223+lí224)+lr213 'K224

27r212 v221 +v213(v221+v222)+v214(v221+n222+7r223)

cordân

Os log dos esticadores das razões das probabili

dados de concordância e discord.ânci.a pertencem ã c].asse de
funções

P(E) = L in ] exp K in A E?

isto õ, obtidos através de transformações do vetar p e uti
li.bando as matrizes L, Q, K e A adequadas

Construímos as matrizes

l8 0

» : l"i o
28x16 lo i8

O AI
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com in uma matriz Id.ente.dacle 8x8;
0 uma matriz 8x8 de zeros ; e

o o o o
o o o o
o o o o
0 0 D 0
o o o o
o o o o

o l l l
o o l l
0001
l o o o
l l o o
l l l o

Al:

de ta]. modo que a = A p nos fornece os está.maiores das

probabilidades das cadelas dos grupos "sÓ'B e "acompanhado",

e ainda a soma das apropriadas conbinações concordantes e

discordantes para ca(ila grupo mo'uori.sta;

K :
12x28

com IK uma matei.z identidade 6x6;
0 uma matriz 6x14 de zerosí e

l o o o
o l o o
o o l o

o l o o

o o o l

o o o o
o o o o
o o o o
o o o o
o o o o
o o o o

Kl:

de taJ- modo que f = K in A p nos fornece o vetar dos log

das probabilidades de vários tipos de pares concordantes e
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discordantes

de modo que g = Q exp K ]-n A p nos fornece os esticadores

das probabilidades concordantes e discordantes para cada grg
po motorista, resultando

Q :
4x12

QI O
O QI

, com QI
l l l o o o
o o o l l l

Í0,02452
0,08922
0,02792
0,11210

exp K in

e, finalmente,

Íz -z o o)
2x4 l0 0 1 -11

de modo que F(p) : L in Q exp K in A p nos dã o log das

probabilidad.es concordantes e discordantes para cada grupo
motorista, Isto ê!

t

P

Plll(P122+P123+P124)+Pl12(P123+P124)+Pl13P124 l

Pl12P121+Pl13(P121+P122)+Pl14(P121+P122+P123)

PZlj(P22Z+P223+P224)+P212 (P223+P224)+P213P224

P21 2P221+?2 13(P22 1+P222)+P2 14(P22]+P222+P233)

F(P) =1 og
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p(P) -1,2927
-1,3899

com matriz de covariância dada por

00,123252s : lO
0 0,11919

É ajustado o modem.o linear E{F} = Xí3. , com

X : 'tl e Bo sendo uma medi.da de associação entre
L J tipo de acidente e grau de ferimento

O estimados de í3. , b , e a sua matriz de co-

variãnci.a resultam: b = 21 e Vh : 0.60594x10'3

O teste do ajuste do Rodei-o, que nos aã o teste

da não interação de segunda ordem, entre grupo motorista e

tipo de acidente em relcação aos seus efeitos na gravidade

do ferimento, resu]ta Xz = 3r8977 com ]. grau de liberdade,

portanto não si.gnificante (a = 0,025) , isto õ, não existe

Intcração entre "grupo motorista", "tipo de aci.dente" e
"gravidade do ferimento"

A hipótese no: CBo = 0 , com C = (1) nos

fornece o teste da não-interação entre tipo de acidente e

grau de ferimento, e resu]ta Xz = 2972.684]. com l grau de
liberdade, portanto significante. isto é, existe associacã0
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entre gravidade do ferimento e tipo de acidente.

Com o objetivo de está.mar os coeficientes de

correlação para cada grupo motorista, usando os resultados

obtidos em F (p) , utilizamos :

G : (Dg -b l2)'Z (g - J2)

VG : 2(Dg + l2)'2 Dg S Dg(Og + l2)'2

onde g = exp F , Da ê uma matriz bloco diagonal com ele-

mentos de g na diagonal principalr .J9 é um vetar 2xl e
l2 é uma matriz i.densidade 2x2 , e obtemos:

eFI -l

G :

eF2 -].

eF2 +1

-0,57

-0,60

Assim. y = -0,57 é o coeficiente de correlação

entre "tipo de acidente" e "grau de ferimento", para o grupo

motorista "sÕ"? y, = ê o coefici-ente de correlação e2
tre "tipo de acidente" e "grau de ferimento" para o grupo mo

turista "acompanhado". Esses coefi.cientes possuem as mesmas

magnitudes para os dois grupos e indicam, nesses dados, que

capotamento provoca acidente com ferimentos mais graves do
que o nao-capotamento.



CÁPÍruto vl

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Pretendemos, aqui, fazer breves comentários em

relação ã parte formal e à parte das aplicações do método
de GSK (1969) e da extensão de FORTHOFER e KOCH (1972)

Jã foi dito neste trabalho que a metodologia de

GSK para analise de dados categóricos apresenta uma vanta-
gem em relação aos mÕ.todos usuais, que Õ a de não necessi-

tar de estímadores de máxima verossimilhança dos parâmetros

sob HO. Leiribramos, mais uma vez, que algumas hi.póteses for-

muladas em tabelas de contingênci.as, comoP por exemplo, as

de homogenei.jade das marginais (GSK, ].969) , de associações
sobre as diagonais totais (FORTnol'ER e KOCH, 1972) , de si

metria e de associação sobre a diagonal principal (desenvol

vi.das por nõs) , apresentar\ di.ficuldadesna obtenção de está
dadores sob HO, pelos métodos usual.s, mas que são fácil.men-

te z-esolvldas pelo método aqui estudado.

Ainda, quando os dados são provenientes de tiver
sas populações, o método de GSK e a extensão de FORTHOFER e

(
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KOCH permitem a so].ução de diversos problemas através da

formulação e c3nã].i,SQ de funções ad-equadas. Assim, o método

proposto perdi.x.e a anã]ise,por exemp].o, de: esgares médios,

logo.ts, taxas de sobrevivência, coeficientes de correlação

de postosr ridits, associações parciais, estas Últimas prg
postas por MANTEL e HAEríZEL (].959) e MANTEL (1963) . Cada um

desses prob].elas é formulado por esticadores compostos en-

volvendo funções linear, logarítmica e exponencial; essas

funções devem obedecer ãs seguintes condições: ser linear
mente independentes e possuir derivadas pcarciais contínuas

de segunda ordem em relação a lr.i.3 ; além disso, se algumcas

das caselas possuir frequência zero, esta deve ser substl

traída por l/rlnj ' sendo r o número de categori.as de reg.
postas Obedecidas essas condições/ essas funções são es

crítas equivalentemente por uma sequência de matrizes A. K,

Q e L apropriadas, utilizando-se transformações do vetou de
probabilidades.

O programa utilizado para resolver os exemplos
aqui ilustrados foi o GENCÀT, pertencente ao acervo do IME.

Apesar de muitas dificuldades na ap].icaçgío do mÉ
todo de GSK apontadas por pesquisadores como: por exemplo,

G00DMAN, no seu trabalho "Analysis of multidimensional Con
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tingency 'Tables : stepü/i-se procedures and direct estimation

for bui.]]ding modem.s of multiple classifi.cata.ons"i in: TECA

NOMETR[CS, ].971, P.33-6]-, pcara hipóteses por ele tratadas,

e em que o referido autor asse.na].a. d.ifi.cu].dad.es computacio

Dais em modelos log-lineares, padeiros, de um modo geral,

concluir pela fácil caplicação do método.

Sabemos, nQ entcanto, que o inêtodo de GSK não 8

o único para solucionar os probJ-elas surgidos em dados ca-

tegóricos; ].embraríamos, a respeito, a existência de dois

métodos altez-nativos: um formulado por Blsnop (1969,1971)

e GooDbnN (1970,1971) ; o outro, por KU et alia(1971)

Ou.tro ponto de obsez-vação, que também encontra-
mos nos próprios autores do método, Õ o do desconhecimento

do comportamento estãtÍsxuico do método em amostra.s peque-

nas; apesar disso, reforçam el-es o fato de que os testes

estatísticos ne].e empregados apresentam Õtimas proprieda-
des asse.ntótlcas , como der:onstrou NEYMAN. Ainda consideran

do o problema de estímadores, RAO (]-963) demonstrou que os

esticadores de máxima verossimilhança apresentam menor va-

ra.anciã que os esticadores BÀN utilizados no método de GSK;

em contrapartida. BERKSON (1955) mostrou, em trabalhos prã
ricos , uma equiva].ência dos esticadores de maxi.ma verossi-
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milhança e Xz mínimo, forma equivalente da estatística de
WALD ut]].izada no método de GSK.

O tz-atalho que desenvolvemos procurou enfatizar

as aplicações do método de GSK. Restringe.mos nossa área de

aplicação a tabelas de classe.fi.cação completas, lembrando

que existem estudos sobre aplicação do método a tabelas in

completas p no sentido que a]gumas casei.as têm probabili.da-

te de ocorrência nu].a (GRIZZLE e IVILLIAMS, 1972) , e também

a velares ta incompletos, no sentido que a classifi

cação não abrange todas as categorias de resposta, devido

ã perda de dados, respostas incorretas ou incompletas (KOCH,

IBIREYr REINFURT, 1972)

Esperamos , com este trabalho, poder contribuir,

ainda que de forma modesta, paz'a a solução de vários pro-
blemas que envolvem dados categóricos nas diversas áreas
de pesquisa
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