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CAPITULO I

INTRODUGAO

A analise de dados categoricos, isto &, de dados
gue se apresentam como frequéncias com que individuos, obje
tos, sao classificados em um certo nimero de categorias de
atributos, frequéncias essas que seguem uma distribuicao mul
tinomial, tem sido objeto de estudo por parte de muitos pes-
quisadores, devido ao crescente uso em diversas areas, tais
como biologia, medicina, psicologia e sociologia.

Constitui objetivo principal do nosso trabalho a
presentar o método para analise de dados categdricos basea-
do em modelos 1ineare§, proposto por GRIZZLE, STARMER e KOCH
em 1969. Eles propSem uma solugao geral para diversos pro-
blemas surgidos em tabelas de classificagao cruzada utilizan
do minimos quadrados generalizados para calcular as estatis-
ticas de WALD.

A justificativa para o uso da estatistica de WALD
para solugdo de certos problemas surgidos em tabelas de clas
sificagao cruzada foi baseada no trabalho de BHAPKAR (1966),

qué mostra equivaléncia entre a estatistica xi modificado,



devida a NEYMAN, e a estatistica de WALD, adaptada a dados
categdricos, na solugdo de problemas relatados como fungoes
lineares e nao lineares de probabilidade das caselas. Desse
estudo, conclui-se que os testes estatisticos utilizados na
solugdo dessas hipoteses pertencem a classe dos testes X:
modificado e, como foi verificado por NEYMAN em 1949, pos-
suem Otimas propriedades assintoticas.

A apresentagao do método geral de GRIZZLE e sua
fundamentagado tedrica sao feitas no Capitulo II.

GRIZZLE, STARMER e KOCH desenvolvem no seu arti-
go a aplicacdo de seu método para hipOteses que podem ser
formuladas como fungdes lineares e logaritmicas das proba-
bilidades das caselas, necessitando da construgao de matri-
zes A e K e também de uma matriz de planejamento X, dife-
rente da usual.

Nos CapIitulos III e IV, procuramos aplicar o mé-
todo de GSK a varios problemas relatados como fungdes line-
ares ou logaritmicas, tendo a preocupacao de identificar as
situagdes em que fungles lineares ou logaritmicas sao mais
apropriadas. Para isso, utilizamos a linguagem "fator" e
"resposta",; proposta por BHAPKAR e KOCH (1968), na identi-
ficagdo das variaveis.

FORTHOFER e KOCH (1973) desenvolvem a aplicagao



o método de GSK A analise de fungOes que sao relatadas co-
mo fungoes logaritmicas, exponenciais e lineares das proba-
bilidades das caselas, construindo matrizes L e Q , além
das acima citadas, ampliando consideravelmente o campo dos
problemas que podem sSer analisados em tabelas de classifi-
cagao cruzada. :

No Capitulo V, vamos apresentar as duas fungoes
compostas, propostas pelos autores acima citados, e algumas

de suas aplicagoes.



CAPITULO II

METODO DE GRIZZLE, STARMER E KOCH (GSK)

PARA ANALISE DE DADOS CATEGORICOS.

Z.1. INTRODUCAQ

Antes de expor o método de analise de dados cate
goricos proposto por GSK, em 1969 [11], vamos apresentar -
dois tipos de tabelas de classificagdo cruzada, o primeiro
com dados provenientes de uma populagao, e o segundo com da
dos de diversas populagoes.

E bem conhecido entre os pesquisadores o caso de
dados que se apresentam em tabelas de contingéncia quadra-
das, quando n elementos de uma amostra sao classificados

segqundo dois atributos, sendo n,. o nimero de elementos
ij

da casela (i,j), Ty @ probabilidade associada a casela
(i,3), com L § Tyy @ TS ? Ly sendo as probabili-
dades marginais, e de modo que I LA

i3

E o caso, por exemplo, da tabela abaixo, apresen

tada por GSK |11]:



Tabela 1 - 7477 mulheres;

olho nu.

idade 30-39;

distéancia de visdo a

0lho direito L0 gaqusade Total
Alto grau 2° grau 3% grau Baixo grau

Alto grau 1520 2686 124 66 1976

29 grau 234 1512 432 78 2256

3? grau 17 362 1772 205 2456

Baixo grau 36 82 179 482 789

Total 1807 2222 2507 841 7477

Para a analise dos dados acima podemos formular
varias hipdteses estatisticas.

Uma primeira hipotese que nos poderia ocorrer se
ria a da verificacao de independéncia entre as distancias
de visdo dos olhos direito e esquerdo, que seria formulada
por HO: T LT Esta hipotese nao & muito adequada
para esses dados, porque, como os dois atributos sao toma-
dos dos mesmos individuos, espera-se que haja uma natural
associagéo.entre esses atributos.

Uma segunda hipotese de associagao mais adequa-
da para esses dados & a hipotese de associag¢do sobre a dia

gonal principal, que nos permite verificar ce as distancias

de visao dos olh»s direito e esquerdo sio ac mesmas. Essa



hipotese seria formulada por HO: M= T T

Uma terceira hipOtese, a de simetria, para veri
ficar se as caselas situadas simetricamente sobre a diago-
nal principal possuem as mesmas probabilidades, seria entio

formulada por HO: Uy =T (i#3) .

E finalmente, uma quarta hipotese de grande in-
teresse, principalmente na auséncia de simetria, e a mais
adequada para esses dados, seria para verificar a existén-
cia de diferenga de distribuigdo entre as distancias de vi
sdo do olho direito e esquerdo. Para tal, a hipotese formu
lada e a da homogeneidade das marginais, dada por

HO: m,o= T
Essa hipOtese equivale a:

r 25 R T |
RREMR A TR ShLE TR I LR

HO =|1

]

21234 Moy =Ty 35"y, £,(m) | =0

"3]+"32+”34'"13'"23'"A3J f3(1r)
\ \ J

onde m = ("ll’"12”"’whh)

isto &, uma hipdtese formada por um vetor de u fungdes i
guais a zero, linearmente independentes.

As quatro hipoteses acima podem ser formuladas
como fungdes de probabilidades das caselas ou das probabi-

lidades marginais, e, de um modo geral, escritas como:



HO: Fm(lr) =0, m=1,2,...,u (1)

Vamos apresentar, a seguir, um tipo de tabela de
classificag¢ao cruzada, que descreve dados provenientes de di
versas populagoes; GSK baseiam todo o seu estudo nesse tipo
de tabela, que passaremos a chamar "modelo geral de classifi
cagdo cruzada”. Convém observar que uma tabela de contingén-
cia quadrada constitui caso particular desse modelo geral,
onde dados coletados de apenas uma populagao s3o classifi-
cados em categorias de respostas, que sao todas as combina-
¢oes das categorias dos dois atributos.

Consideremos s populagbes das quais extraimos
amostras com n, elementos, i =1,2,...,s  Sendo que os

°

n sao classificados em r categorias, de modo que n,

ij
representa o numero de elementos da i-8sima populagao e da

1s

j=ésima categoria de respostas, i =1,2,...,s e j= 1,2,..,r.

Temos consequentemente o seguinte:

Tabela 2 - Modelo geral de classificacao cruzada.

Populacao Categorias de respostas Total
1 2 3 i r
1 Ny Nya Nyg e N Ny
2

Mot Mgy Mgz 5. N, Ra .

n

(7]

n

s s2 n53 i sr S.




Por nipdtese, as amostras aleatdrias independen-

tes sao tomadas de & populacies e possuen distribuigao mul

tinomial com pardmetros n. , & = 1,2,000,8 )
- . .
m,o= {W.1,ﬂ.2,...,ﬂi_! onde T, . representa a probabilida-
L i " ]
1xr
de de um elemento da i~&sima pepulagao ser classificado na
- N . : L
- J—esima categoria, e ainda de modo que X ﬂij = 1,
J=1

A tabala abaixo fornece as probasilidades espera-

das para as casclas da Tabela 2:

Tabela 3 =~ Probeizilidades esperadas.

Populacio g Cetigiilas de rcspostas Tots]
i 2 3 e r
1 T 19 ﬂ13 e ﬂ1r 1
2 T21 Tap T3 oo Ty, !
s ﬂs1 L) n53 ree Mo 1

Seja o vetor de pardmetros desconhecidos

5* [ my,. w‘} 7 T, 40 m
% (ielgeec - oelgl Dj, = SRR TIRERELET
Ixrs ’

representando um ponto 71 no espa¢co cartesiano de dimensao
(rs=-s). Denotamos por £ o espago de todos os pontos possi-

veis de m e charzmos Q de espago paramdtrico. Teremos:



L BaPRs |

gif % 5 2 P ey o

. >0 e T e [ (T1)

A funcao densidade de probabilidades para cada
amostra i & dada por:

PAngqamygs ey 5Ty oy,

e a fungao densidade de probabilidades conjunta das s amos

tras incependentes & dada por:

Vamos mostrar a seguir um exemplo do "modelo ge-
ral de classificagao cruzada", apresentado por BHAPKAR |5 |
e baseado num estudo de SCHOTZ (1966), sobre motoristas de-
sacompanhados envolvidos em acidentes que produziram feri-
mentos. Os dados da tabela abaixo representam a distribui-

cao dos casos, de acordo com o tipo de acidente indicado.
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Tabeta & - Motoristas classificados de acordo com o grupo,

tipo de acidente e grau de ferimento.

Grupo Tipo de Gravidade do ferimento
tOELE E THEn & Total
ik ste aciesnte leve moderado severo crftic?
Capotamento 21 567 1356 64k 2588
Desacom Nao-capot. 996 5454 2773 1256 10479
Panhade Tl subtegaill | 1017 5 G021 - Hiz9 1980 | 13067
eAnas Capotamento 18 553 1734 869 3174
sageiros Nao~capot. 679 4561 2516 1092 8848
Subtctal 697 5114 4250 1961 12022
Total 1714 11135 8379 3861 25089

Nestes dados, as populagdes segucm uma distribui
¢@ao multinomial e sio formadas pelas combinacdes de todos os
niveis de "grupo motorista" e "tipo de acidente", e portan-
to, na notagao do "modelo geral de classificacao cruzada",

o nimero de populagdes, denotado por s , & igual a quatro,
e o nimero de categorias de respostas ("gravidade do feri-
mento"), denotado por r , & também igual a quatro.

Para a analise da Tabela 4, as hipdteses que po-
dem ser formulades sao analogas as que aparecem na anialise

de variancia.



1] o

Assim, considerando os fatores "grupo motorista"
e "tipo de acidente", e a resposta "gravidade do ferimento",
podemos verificar a existéncia dos efeitos dos fatores na
resposta, e ainda, a interagao entre os fatores.

Vamos a seguir relatar de modo sucinto os méto-
dos usuais de solugdo para as hipdteses sugeridas nas Tabe

las 1 e 4,

2.2, SOLUCDES USUATIS

Verificamos que, quando consideramos dados cate-
gdricos extraidos de s populagdes distribuidas multinomi-
almente em r categorias de respostas, ou quando dados ca-
tegbricos sdo extraidos de apenas uma populagao multinomial,
os problemas que surgem podem ser traduzidos por hipoteses

- do tipo

(IIT1)

onde @, @ um subconjunto de 2 , o espaco paramdtrico, dado

por (II) da pag.9.
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Para testar essas hipoteses, os testes estatisti
CoS usualmente empregados sio x?* de PEARSON, y? modifica-
1
do, e teste da razio de verossimilhanga, dados respcoiva=

mente por:

I n n, p 2
2 -n, .
X°=3 I ( "1 1.7 )
=1 j=1 aid
n. o..
PP
. S r -n 5 2
x:=z (i) iR
Di=1 j=1 (V)
n, .
1]
5 r
=2 log A= ¢ % nij{log n;;= log n, pij} (VI)

onde 5ij sac os estimadores de maxima verossimilhang¢a de

ﬂij sob HO, ou s3o quaisquer outros estimadores pertencen

tes a4 classe dos estimadores BAN, por exemplo, xf modifi=-
cado.
As estatisticas (IV), (V) e (VI), sob HO, possuem
2

distribuig¢do assintdtica X~ com grav de liberdade dado por

(dim.Q - dim.Q,. ).

0
Para o emprego de tais testes & necessario obter

Os estimadores d= Wij sob a restricdo de que T ¢ 90



HOEFFLING, em 1965, estudou a existdncia e as
propriedades de estimadores de maxima verossimilhangca no
caso geral, isto &, quando QO & um subconjunto de Q.

Varios estudos t&m sido realizados para estima-
dores de maxima verossimilhanca em alguns subconjuntos par

ticulares 2, - E bem frequente considerar 2, dado por

o ={me @ /m; =¢(0,0,..,0) ,0 e R", m< rs-s} (VII)
7 A

e 5ij = ¢ij (0) ,onde 06 & o estimador de mixima verossimi=

lhanga de 0. Nesse caso, inclui-se a hipétese de indepen-

déncia, onde Bij sao facilmente obtidos.

Para outras hipdteses, como por exemplo, associa
¢cao sobre‘a diagonal principal, simetria e homogeneidade das
marginais, os estimadores de maxima verossimilhan¢a nao po-
dem ser obtidos de maneira analitica simples, exigindo-se o
uso de métodos iterativos complicados. BOWKER, em 1948, e
STUART, em 1955, verificaram a inaplicabilidade do método de
maxima verossimilhanga para obtencdo de estimadores sob a hi
potese de homogeneidade das marginais.,

Por outro lado, NEYMAN, em 1949, apresentou um es
tudo sobre as propriedades e métodos de obtengdo de estimado

res y?2 modificado, nos casos particulares de Q dado em (VII)
X1 0



e também quando 2, €& dadc por:
98= {7T e Q / Fm(ﬂ') = 0 5 m=1’29--9u ) USI"S"S} (VIII)

onde as F sao u funcdes linearmente independentes de 7
possuindo derivadas parciais continuas de segunda ordem em
relagdo a 7T , e sendo u o posto da matriz
fi ,
F
d m(f)
B
P j u x (rs-s)
Verificou NEYMAN que os estimadoies x? modifica-
1
do, sob QO » dacdo em (VIIT), quando as fungies F sdo linea-
res de ﬂij ; 520 mais faceis de serem obtilos do que os es
timadores de maxima verossimilhanga, e nesse caso obtidos

por um sistema ce equagles lineares. Para os casos onde as

F nao sao lineares de m;: ¢ NEYMAN fornece um método de 1i

j
nearizagao, tornando possivel a obtengdo de estimadores a-
través de um sistema de equacdes lineares.

Considerando ainda o particular @, dado em (VIII)
NEYMAN demonstra que as estatisticas y2? e xf usando estima-
dores de maxima verossimilhanga ou estimadores xi modifica-
do, sdo consistentes e equivalentes ao teste da razio de ve

rossimilhanca e, além disso, possuem distribuicdo assintoti
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ca x* com u graus de liberdade.

Tratamos aqui de dois tipos de estimadores, o de
maxima verossimilhanga, porque @ o mais utilizado, e o de
xj modificado, por ter dado origem, através de seu estudo,
aos trabalhos de BHAPKAR (1966), os quais constituiram a mo
tivagdo fundamental da solucdo apresentada por GRIZZLE et

alii (1969).

2.3. SOLUGAO DE GRIZZILE, STARMER E KOCH

Para solugao dos problemas apresentados no item
2.1., envolvendo tabelas de contingéncia, GRIZZLE, STARMER
e KOCH apresentaram, em 1969, uma teoria utilizando modelos
de regressao linear e minimos quadrados ponderados.

Essa metodologia apresenta vantagens na proposi-
cao de hipdteses e testes adequados a uma grande variedade
de situagoOes experimentais, além de apresenﬁar facilidades
na solugao de problemas oriundos dessas situagoes.

A teoria desenvolvida por GSK foi baseada nos es
tudos de BHAPKAR (1966) |3|, sobre equivaldncia da estatis-
tica de WALD, quando adaptada a dados categdricos, e a esta
tistica de NEYMAN, para testar hipotese geral do tipo

HO: F_(m) =0 , m=1,2,3,...,u



Iremos a seguir relatar de modo sucinto o estudo
de. BHAPRAR, sobre a adaptacdo da estatilstica de WALD a da-
dos categOricos e a equival3ncia desta Gltima 3 estatistica

de NEYMAN.

2.3.1. ESTATISTICA DE WALD E SUA ADAPTACAO A DADOS CATEGORICOS

Considerando N variaveis aleatdrias X
r=1,2,3,...,N , independentes, identicamentc distribuidas,
com densidade de probabilidades conjuntas f(xl,xz,.q,xN;Q),
0 = (01,62,.‘.,Ok) sendo o vetor de parametros desconheci-
dos, WALD, 1943 |26),estudou o problema de testar hipdteses

do tipo

HO: F _(0) =0 , m=1,2,...,u wugk (IX)

isto €, hipOteses constituidas por u fungSes de © , que
possuem derivadas parciais continuas de segunda ordem em re

lagao a 0 , de modo que a matriz da transformagao

o F (0)

seja definida.

9 Q uxk

Para testar a hipdtese (IX), WALD propds a estatis

tica
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W=z on ATHE) £(@)F_(8) m,n=l,2,..,u  (X)

onde

-~

0 = (él’ ©,s0..+6,) & o vetor dos estimadores de
maxima verossimilhanca de 0,

mn - o :
A € o reciproco de Apn due @ a matriz de dis

persao assintdtica de Fm(e), definida por

-1
=z V
Amn H' I "H ,

com

=4 - 2 .
I = Ee (= 3*log f(x,g )}

»)

m,n=1.2,...,u ,

a?m aen

~

que & a Informagiio de FISHER.
Desta forma, a estatistica de WALD pode ser es-

crita por:

-1 A

W= () [H(é) 1Y H(E;S)] F (8) “(x1)

~

WALD demonstrou também que as estatisticas W e
-2 log A se equivalem assintoticamente em distribuigao, e
possuem distribuigao x? com u graus de liberdade sob HO.
Além disso, tém "poderes equivalentes" e possuem Otimas pro

priedades assintoticas.



Para adaptar a teoria de WALD a dados categori-
Cos . s0b 0 "modelo geral de classificagd@o cruzada", BHAPKAR

consicderou as variaveis aleatdrias X;i tais que:
L

J 1 se a m-&sima observacido da i-ésima amostra per-
), = tence a j-ésima categoria de resposta;

mi 3
{ 0 nos outros casos.
2

reeerS , m=1,2,,..,n,

i 1,25600,r e

(N
]

14

1 2 r
= [x ., x°..... ,
[Hnl’ mi?® ’XmlJ

A fungao densidade de probabilidades & dada por:

I =o

f(xll’XIZ""Xni s My = i

n..
fiom, W
ioq 1

1

Fazendo-se 0 = T com u £ rs-s , a hipdtese

-

a2 ser testada sera:
HO: Fm(w) =0, m=1,2,..,u, uslrs-s (XTI1)

onde as F sao u fungdes de ﬁij, linearmente independen-
tes, possuindo derivadas continuas de segunda ordem em rela

cao a Ty © g =9 Fy(m é de pnsto completo u.

3 1Tij u X rs

A estatistica de WALD dada em (Xr1) para testar a

hipotese definica em (XII) assume a forma:
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W = F"(E)[ H(p) V(p) H‘(g))'l F(p) (XIIT)

onde

G

lxrs

-

B1 T [pil'piz"°°’pirJ g e AT L
1xr

p = {EilEéI‘G°IE;J sendo
1,2

V(p) & o estimador consistente da matriz de co

varidncia de 7 , a qual & dada por var(p)= v(m) = 1" 1(m),

~

onde I & a Informagdo de FISHER, no caso:

[ -1 -1 )
n]‘(Dn]+ﬁ1rL) 0 - 0
0 n (D-1+N~IL) . 0
2. ™, 2r :
I(m)=
0 0 n (0 lar 1)
s mosr
L )
-1 .
onde D = dlag(ﬂ‘l,ﬂiz,-..,ﬂir) e L = |1 xr

0 inverso da Informagao de FISHER, que @ a matriz

de covaridncia de 7 , & dado, no caso, por:

~



= 20 -

n 1(D - ) 0 0 w
1 ﬂ, 11
=1
- 0 n, (b_ " =m_7]) 0
| ](E)=V(E)= 2. Wz 2 2
0 0 no V(o= Vo ")
* s T s s

O estimador dessa matriz & obtido trocando-se
T POor p , e & denominado V(p) .

A matriz

S = H(p) V(p) H'(Q)

uxu

€ um estimador consistente da matriz de covariancia de F .

A estatistica dada em (XIII), como demonstrou
WALD, sob a hipdtese HO, definida em (XII), & uma x? cen-

tral, com u graus de liberdade.

2.3.2. EQUIVALENCIA ALGEBRICA ENTRE AS ESTATISTICAS DE
NEYMAN E DE WALD.

BHAPKAR (1966) mostrou ainda a equivaléncia al-
gébrica entre as estatisticas de NEYMAN e de WALD. A esta-

tistica de NEYMAN ja havia sido descrita por BHAPKAR, em
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1961 lhl » para testar hipoteses lineares do tipo

S "
HO: % L a .. m.. + h =F (n) =0 (XIV)
=1 j=1 m

onde amij e hm sao constantes conhecidas. Essa estatistica

€ obtida pela minimizagdo da estatistica x? sujeito a res
i 8

trigdes Fm(n) =0 e §£ m,.~1 =10, e & dada por
~ =1 j
Min xf =c6 e (XV)
sob HO

nde “= (c,,c.,.. com
O C { 17C97¢ rcu) 7

r

z

S
m = I joq mig Pigt T = Fulp)

G = I m,m' = 1,2,...,u , com

= g n_1 5 a a' -(za ) (Za? )
Im,mt T L2 M joq mij mij Pij mijPij mijPij

A estatistica (XV), atravds do Lema 12 de NEYMAN,
possuil distribui¢ao x? sob HO, em amostras grandes, com u
graus de liberdade.

Por outro lado, a estatistica de WALD adaptada a
dados categdricos, dada em (XIII), se compoe dos séguintes

termos equivalentes aos termos da estatistica de NEYMAN:



S =HV(p) H' |,
_ ] 1 1
[al]azl o 6 o ’auJ V4 Com am == [aml,amz #§ °© o o ,ams] e

= la_, a_ . R e anto:
[ mil’“mi2’ y mlr] + € portanto

@
i
0
]

H V(g) H' = [a& V(g)am.) =

S
- “J. ) - ]
[i§1 D, Pmi (Ppi~PyPj) ami)

~

Portanto, as duas estatisticas (XIII) e (XV) se

equivalem algebricamente. Se as fungdes ndo sdo lineares de

ﬂij ; usando a linearizagéo de NEYMAN, BHAPKAR cbteve a mes

ma equivaléncia.

Desta forma, para testar hipdteses do tipo (XII)

a estatistica utilizada & a de WALD, que atraves da equiva-

léncia demonstrada por BHAPKAR, pertence a classe dos tes-

tes xf modificado, com distribuigdo assintdtica y? com u

graus de liberdade, sob HO.



7.3.%. A TEORYA VE GRIZZLE, STARMER E KOCH (GSK) .

B2aseado nos estudos de BHAPKAR, GSK formularam
24 w@todo para resolver problemas que aparecem em tabelas
de classificagao cruzada, sob o "modelo geral de classifi-
cagao cruzada", isto &, quando s amostras s3o retiradas
de s populacges independentes, e os elementos de cada a-
mostra classificados em r categorias de respostas.

Os problemas sdo formulados por fungdes Fm(E) ’
m=1,2,...,u , linearmente independentes, possuindo deri
vadas parciais continuas de sequncda ordem em relagao a ﬂij,

e sendo H =| 9 :m(g) uma matriz de posto comple

to u.

GSK beseiam o desenvolvimento do método nas mes
mas consideragoes feitas para a acaptagao da estatistica de
WALD a dados categdricos. Assim, para dados categbricos sob

o "modelo geral de classificagao cruzada", consideram para

-
My =y, . ,T, 5555 e
~i [ f12%i2? ’ lr}
Ixr
I =(ﬂ;,n;, "’E;J s 0S8 estimadores



Bi T IPj1/Pypr-- plr} — pij=nij/n1 e
1lxr
o” ufp;,p:,oon,r;] : e ainda, para
o~ ( ~ L. ~ Ly -~ )
1Xrs
A, 7 H
- - - 3
Lfm Qemyy) i1 2 T T,
Tl Ty My () UPLI

var(Ei)=V(gi)= ‘-/ni

rxXr

' T LTy =T, T,

O estimador amostral & obtido trocando-se T por p, e & de

-~

notado por  V (p.,); e finalmente, para V (m) , matriz
FE rsSxr-s~

de covariancia de 7 , o estimador & denota o por V(p),
matriz bloco diagonal, tendo as matrizes V(pi) na diagonal

principal , isto 3:

1 )
-‘] -
M (Dp1 8181) ! 0
V{p) = 0 ”2.(Dp2'8282) 0
0 0 n (DpS-ESES)
¢ ~ )
onde D = diag(pil’piZ"° ’pir) ;» PAara i =1,2,...,s.



As fuagoes £,(m) consicderadas por GSK compCem

O veuor

~

[F(E)]'= [fl(g),fz(g),,,,,fu(n)]

J

que, quando T = p , & escrito por
Y

~

-

Fo= [F(E)) "= Ifl(g),fz(g),o--,fu(E)J

A matriz de covaridncia de F & estimada por

S = H V(p) H™ ,

g

H = 3 Fm(lr)

P e————

9 T,
I

onde € uma matriz uxu . Quando

J ﬂij=pij

fm(g) €& uma fungdo linear de elementos de P, S e a ma
triz exata de covariadncia de F ; quando fm(g) € uma fun-
¢ao nao linear de elementos de p, S & a matriz de cova-
ridncia assintbtica de F, a qual & obtida pelo método "del
ta’.

As fungoes £, (m) devem ser independentes umas

das outras e sujeitas a restricao .= 1 , 1=1,2;:+,8,

p H)

I ™M=

J
isto &, ambos H e S sao de posto u . Entretanto, gpara al-

guns tipos de dados, se qualquer dos nij for igual a zero,

S sera de posto menor que u . BERKSON, em 1955 |l| » suge
re a substituicdo desses nij iguais a zero por 1/r , que

tem o efeito d=2 fazer o estimador de 7 ser l/rni :

ij



Definidas as u funcdes de Ty [fm(E)J » € 0S
sz2us estimadores (fm(g)] » © sSua matriz de covariincia
S =H V(p) H , GSK consideraram a andlise das u funcdes
atraves de modelo linear do tipo

F(m) = X B+ ¢ (XVI)
ux! © uxv vxl

onde

uma matriz de planejamento de posto v £ y,

(013

X

(Dt

B um vetor de parametros desconhecidos, e

()

€ ¢ vetor dos erros,

de tal modo que

<

E {F(g)} =X B e var {F(E)} = var(e) = 8- H

GSK utilizaram o método dos minimos quadrados ge
neralizados a fim de estimar B ; o valor de B que minimiza

(F-XB)’S—l(F-XB) € o estimador de B, e & dados por:

b = (x°s tx) " lxs™1p (XVIT)

~

que muitos trabalhos provam pertencer & classe de estimado-

res BAN (por exemplo, THEIL, 1973). A varidncia de b & da

~

da por

var(b) = (xs 1x)"1 | (XVITI)

s



O teste estatistico do ajuste do modelo & dado por

=1

SS (F(E) = xg] =F's"F -~ b (x°s™t

X)b (XIX)
que possui distribuigao x? assintdtica com u=-v graus de
liberdade 5ob~a hipdtese do ajuste do modelo.

Em muitos casos de dados provenientes de apenas
uma populagao, as hipdteses estatIsticas apropriadas sao for
muladas por F(m) = 0 ; assim, ndo & necessiria a construcio
da matriz deu;ianejamento X, e o teste do ajuste do modelo
se resume a F’S-lF » que €& uma x? central com u graus de
liberdade.

Se o modelo descreve adequadamente os dados, po-=

demos necessitar de testes para testar os componentes do ve

tor B . Podemos formular hipoteses da forma

HO: C B8 =0 (XX)
dxv vxl

onde C & uma matriz de constantes adequadas de posto d 2 v,

Para testar tais hipoteses, utilizamos:

Ss {cg =o) = E‘c‘{c(x’s'lx)'lc‘}"l Cb (XXI)

~

que possui distribuicdo assintotica x? com d graus de li-

berdade, sob a hipdtese definida em (XX).
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A forma de S depende de H e, através de H, da
fungdo F(m). Além disso, para cada familia de fungdes F(m),
5 sera diferente. GSK consideraram dois tipos de fungdes, 1i

near 2 logaritmica, definindo assgim duas familias de fungéesz

A) F (1) = A 1 (XXII)
ux! uxrs rsxl
onde A & uma matriz de constantes aYij , de posto ulrs-s

e & dada por:

[ ]

111 12 %t fq21 %22 cr¥qgpicced 844 g2 ¥,

8211 %212 *r%1r7 Q221 92p ¥pgpicecd 8559 569 e¥p0.
A =

Fu11 12 cfuire? 21 22 tfuarit it g1 us2 sy

L J
A matriz de derivadas parciais da transformagao
F(r) = n(m) &
8 F_(m)

9 g 5 m, .=
J ii Pij

e, portanto, a matriz de covari&ncia estimada de F é dada por

S = A V(p) A7 (XXIII)
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B) F (m = X log A T (XXIV)
tx1 txu T uxrs rsxl

onc¢e K & uma matriz +t x u de constantes arbitrarias, cu-
Joposto @ t X uflrs: A & a matriz definida no item ante
rior, e loge transforma um vetor no vetor correspondente
de logaritmos naturais.

A matriz de derivadas parciais da transformagao

F(m) = K logeAn é dada por

d Fm(g)

da m, .,
ij T. .=p..

onde Da é uma matriz diagonal com elementos do vetor a=Ap
na diagonal principal.

A matriz de covaridncia estimada de F & dada por

K D;l A V(p) A‘D;1 K~ . (XXV)

S

O estudo de hipoteses como aquelas que propusemos
para analise dos dados da Tabela 1, bem como para analise de
outros tipos de tabelas, como a Tabela 4, através do método

de GSK, serd feito nos capitulos seguintes.



CAPTTULO 111

APLICACAO A PROBLEMAS DE UMA POPULACRO

3.1, INTRODUCKO

Vimos, no Capitulo II, que a analise estatistica
de dados categdricos provindos de uma populacdao com distri-
buicao multinomial, poderia ser feita, dependéndo do objeti

vo, por hipoteses como:

a) homogeneidade das marginais, formulada por:

b) simetria, formulada por:

¢) independéncia, formulada por:
ij i ]

d) associagao sobre a diagonal principal, formu-
lada por: ‘

as quais poderiam ser formuladas, de um modo geral, por:



~

HO: Fm(ﬂ) =0, m=1,2,...;U

Neste capitulo, pretendemos estudar estas hipote
ses atraveés do método de GSK, isto &, transformando essas fun
¢oes de "ij em fungdes do tipo F(E) = AT = 0 ou ainda,
F(m) = K ln AT =0 ; além disso, pretendemos identificar o
modelo de classificagao cruzada para o qual alguma dessas qua
tro hipoteses é mais adequada.

A identificacao de modelos de dados categoricos po
de ser feita através dos termos "fator" e "resposta", cuja
distingdo foi salientada por BHAPKAR e KOCH, em 1968, | 5 |
e que propicia a formulacao de hipdOteses adequadas.

Devemos entender o termo "fator" como uma classi-
ficagao caracterizada por uma descrigao de alguns aspectos
da populagao ou subpopulacgao as quais os sujeitos pertencem
(por exemplo, blocos, tratamentos), e nesse caso as marginais
totais referentes aos niveis do fator sao fixas; pelo termo
"resposta", entende-se uma classificagao caracterizada pela
descricao do que acontece com os sujeitos durante o experi-
mento (por exemplo, morre ou vive, & baixo, médio, alto), e
nesse caso as marginais totais nao sao fixas antes da reali-
zagao do experimento.

Os dados provindos de uma populagao possuem somen

te o tamanho n da amostra fixo, e as marginais totais sao



aleatdrias, qualquer que seja o numero de entradas considera
do na tabela.

As situagOes em que os n sujeitos retirados de
uma populagaoc sio classificados em respostas,; constituem os
modelos "multirespostas, nenhum fator", por exemplo, situa-
coes em que n sujeitos sdo classificados de acordo com o
seu status e o status do pai, constituindo um modelo "duas
respostas, nenhum fator",

Existem ainda situag¢les experimentais nas quais
©s n elementos de uma amostra retirados de uma populagao
sdo expostos acs m niveis de um fator e classificados em
d categorias de resposta associada a cada nivel. Seria o
caso, por exemplo, de n mulheres submetidas a dois tipos
de diagndstico do Ca do colo uterino: exame histopatoldgi-
CO e exame colposcdpico. Tipo de exame seria o fator, com
dois niveis, o histopatoldgico e o colposcdpico, e onde ca
da exame, por sua vez, seria classificado de acordo com ,
por exemplo, trés categorias de respostas ~ leve, moderado
€ severo. Esse modelo é denominado "modelo misto de ordem
dois" e & traduzido por uma tabela de contingéncia 3x3 .

De um modo geral, para m niveis do fator e d categorias
de respostas, temos um"modelo misto de ordem m" , e os da-

dos sumarizados em tabelas de contingéncias dxdx...xd.



Ambos os modelos, "multiresposta, nenhum fator"
e "modelo misto de ordem m” ;» representam experimentos en-
velvendo apenas uma distribuigao multinomial. A identifica-
¢ao dos modelos & vantajosa, pois favorece a formulacao da
hipbétese adequada.

Como vamos restringir o estudo a tabelas de clas
sificagao cruzada bidimensionais e tridimensionais, conside
ramos os modelos:

"duas respostas, nenhum fator"

"trés respostas, nenhum fator®

"modelos mistos de ordem dois"

"modelos mistos de ordem trés".

Considerando esses modelos de tabelas, vamos a-
plicar a metodologia de GSK para testar hipOteses mais ade-

quadas para cada modelo.

3.2. HIPOTESES DO TIPO HO: Flm) = An

i
S

Vamos tratar aqui das hipoteses de homogeneidade

das marginais e de simetria, desenvolvidas como fungoes li-

I

neares de ﬂij » © formuladas por HO: F(rm) = Afm 0 , sendo
A uma matriz de constantes uxrs e m o vetor de probabili

dades das caselas.



Para testar essas hipoteses, considerando F = Ap
O vetor estimado de F (1) 2 S a sua matriz de covariin-
zia, dada em {(XXITI), a sonma dos aquadrados ¢ fornecida por

F'S “F , que possui distribuicao assintdtica x? com u graus

de liberdade.

5.2.1. HIPOTESE DE HOMOGENEIDADE DAS MARGINAIS EM MODELOS
MISTOS DE ORDEM DOIS.

Vamos considerar a seguir situacoes em gue n su-
jeitos retirados de uma amostra sao expostos seqgundo dois
niveis de um fator e classificados em d cateqorias de res
postas, constituindo tabelas de contingéncias d x d.

Além do exemplo citado na pag.32, referente ao
diagndstico do ca uterino, podemos assinalar outras situa-
¢oes que se enquadrem nesse modelo. E o caso, por exemplo,
de trabalhos experimentais que envolvem classificagoes de
cada sujeito em respostas is situacoes "antes e depois",
"controle e tratamento", onde cada sujeito & o seu proprio
controle. Podemos citar como exemplo dessa situagcdo um ex~
perimento em que sao tomadas as opinices de um grupo de a-
dolescentes sobre a aplicacio de uma maior ou menor agao pu

nitiva diante de uma certa forma de delinguéncia, antes e



depois da exibigio de um certo filme. Os daios 850 coloca-

S03 en uma cabeia de contingdncia 2 x 2, que & considerada

un "modelo misto de ordem dois”™, sendo "fator" a a¢aoc puni-
tiva com dois niveis, antes e depeis da exibigide do filme,

e "resposta® o nivel da acdo punitiva, com duas categorias,
maior e menor. .

No exemplo citado na pag.32, a hipdtese convenien
te para a andlice @ a de que nio existe diferenca entre os
dois métodos, o colposcdpico e o histopatoldgico, para o di
agndstico do Ca uterino; no exemplo referente as opinioces
sobre a ac¢ao punitiva, podemos estar interessados em verifi
car se as opinides sobre o nivel da agao punitiva diferem
ou nao antes e depois da exibicao do filme.

As hipOteses propostas para a anilise dos exem-
plos citados sdo hipdteses de homogeneidade das marginais

ou hipdteses de homogeneidade dos niveis do fator, e sao

formuladas, para tabelas de contingéncia d x 4 , por:

HO: m.oo=om i i=3=1,2,...,d
A hipdtese de homogeneidade das marginais & mais

conveniente para a anadlise de modelos mistos; nesses mode~

los, a hipdtese de independéncia & irrelevante, desde que

Se espera que as respostas de um mesmo sujeito para diferen

tes niveis do fator sejam naturalmente associadas.



Essa hipOtese havia sido anteriornente estudada
©2r BIOWKER (1948} e STUART (1955) , os quais verificaram a
inaplicabilidade dos métodos usuais; IRELAND, KU ¢ KULLBACK
en 1959, utilizaram o principio da informagao para obtencao

de estimadores.

Vamos descrever a utilizagdo do método de GSK pa
ra o estudo da hipotese de homogeneidade das marginais.

Para isso, consideramos um "modelo misto de ordem
dois"™, com d categorias de respostas. O modelo e descrito

por uma tabela de contingéncia d x 4 , portanto, as frequén

cias nij » 1, 3 =1,2,...,d s3o variaveis aleatorias com
distribuicdo multinomial, com pardmetros n o iy v
i, 3 =1,2,...,4d » sendo % 7 nij = 1.

i

Segundo as notagdes do "modelo geral de classifi
cagdo cruzada", os valores para o nimero de populacgdes e pa
ra o numero de categorias de respostas, sao s =:l e r= d2.

A hipOtese de homogeneidade das marginais, formu

lada por

HO: w, =q . , i = j=1,2,...,d
d d
onde "L, E oM. e m,.= % w,., , & composta  de

d - 1 restricSes linearmente independentes, e pode ser es



crita por:

HO ¢ Fm(E) = ﬂmn - Wam =0 , m=1,2,..,d -1

ou, de forma equivalente, por:

HO: #(w) = Am = 0

~ ~

onde A & uma matriz dada por

{o 11 1 1;-100 0 0;-1 600 0 0; ;=100 0 o]
c-1 0 00; 101 1 1; 0-10 0 0 05...5 0-10 00 |
A !0 0-1 0 0; 0 0-1 005 110 1 1 15...; 0 0-1 00
(d=1)xd“ !
l €00 ..m1 05 000 ..=10; 0000 ..1 03...5 000 ..-10
e 1 = [ﬂ1],W12,...,ﬂ1d;ﬂ21,ﬂzz,...,NZd;...;ﬂd1,ﬂd2,...,ﬂdd)

Para testar a hipdtese de homogeneidade das mar-
ginais, numa tabela 4 x d, a soma dos quadrados & forneci-
da por F s 1p » que & uma x? assintStica com (d-1) graus
de liberdade sob HO.

Vamos ilustrar esse método de solugdo para hipbte
se de homogeneidade das marginais, com um exemplo de "modelo
misto de crdem dois", fornecido e resolvido por GSK |11], e
cujos dados ja mostramos na Tabela 1 da pPag.5.

Para esses dados, a hipOtese de homogeneidade das

marginais & formulada por:



(T, T T i I :
m =T T ol = 0 ‘
HO:{ 2 -2 <==> H: < 2. .2
T = w.3 WB' = ﬂ.3 = 0
{Mh, = Ty [Ty, T Ty =0
Ou, em outros termos,
HOs F(w) = AT = 0
onde A & dada por:
R Ta Ty Ty W T T i oy b (T Y T i 5
r 2 e e 22 zy 2 11z s 3 4l Yo g2 \
0 1 1 1 -1 o0 0 -1 0 0 0 =~1 0 0 O
B=10-100 1011 0-100 o -1 0 0
3x16
J 0O 0 =1 0 0 0 -1 0 1 1 0 1 0 0 =1 0
e m'= {E1’Ez’ﬂ3’ﬁh} onde ={ﬂi1,ﬂiz,ﬂi3,ﬂih}, i=1,2,3,4,
Os valores de F e S obtidos foram:
F" = [0,00923  0,00455 0,00682)
0,1507 -0,0894 -0,0430
S=avV(p) a"=10"" |«0,0894 0,2601 -0,1420
k=0,0430 -0,1420 0,2538}
Obteve=se o valor F'S_lF = 11,98 , e como

= 7’8]

x23;0’05 , rejeita-se

HO, isto &, n3o ha homoge-



neidade entre as marginais, ou seja, existem diferencas sig
nificativas entre as distincias de visdo do olho direito e

esguerdo, ao nivel de 5%.

3.2.2. HIPOTESES DE HOMOGENEIDADE DAS MARGINAIS EM MODELOS
MISTOS DE ORDEM TRES.

Vamos considerar aqui situagdes em que cada um
dos elementos de uma amostra & exposto a trés niveis de um
fator e classificado segundo d categorias de respostas,
cada resposta sendo associada a cada nivel do fator, cons-
tituindo "modelo misto de ordem trés".

Seria o caso, por exemplo, de um experimento rea
lizado por LESSLER (1962), para estudo de respostas quanto
& natureza do simbolismo sexual em objetos. Para isso, um
grupo de pessoas foi solicitado a classificar como masculi-
nos ou femininos certos objetos,; os quais haviam sido pre-
viamente caracterizados como sendo culturalmente masculinos
© anatomicamente femininos, em trés diferentes tempos de ex
posigao: 1/5 seg., 1/100 seg., e 1/1000 seg. Assim, esse mo
delo & um "modelo misto de ordem trds", sendo "fator" o tem
po de exposigao, com trés niveis citados acima, e "resposta”

O Ssexo, com duas categorias, masculino e feminino.



O objetivo desse estudo & a comparagao das respos
tas nos diferentes tempos de observacdo, portanto, a hipote-
se & a da hcmogeneidade dos niveis do fator.

Para formulagao desta hipdtese e seu estudo atra-
vés do m&todo de GSK, vamos descrever um "modelo misto de or
dem trés", traduzido por uma tabela de trés entradas dxdxd,
sendo cada entrada um nivel do fator com d categorias de
respostas. Assim, sejam:

nijk v 1,3,k =1,2,...,d , o nimero de pessoas
classificadas seqgundo a i-&sima categoria de resposta asso-
ciada ao primeiro nivel do fator, j-&sima categoria de res-
posta associada ao segundo nivel do fator, e k-&sima catego

ria de resposta associada ao terceiro nivel do fator; e

ﬂijk a probabilidade associada i casela (1,9:k)5
d d d d d
de modo tal que 53 b} b Tk = T ew, =% X Tk »
i=1 j=1 k=1 'J Per gt k=1 M
d d d d .
ﬂ.j.= E E ik e .k=.§ E Pk as probabilidades

marginais.
Nesse modelo, a hipotese de homogeneidade sobre

os niveis do fator & formulada por:



Desde que temos u fungoes linea:mente indepen-

centes, a hipotese acima equivale a:

T, i I
HO : L e P=j=k= 1,2,...,d=1
T, "™k =0
que se enquadra na forma F(m) = Ar = 0 ; portanto, a soma

dos quadrados para testar essa hipotese & dada por Fos”lp 7

que & uma y? assintdtica com (m-1) (d-1) graus de liberdade,
onde m & o numero de entradas da tabela e d & o numero
de cateqorias de respostas.

Vamos ilustrar a solucao da hipotese de homogenei
dade das marginais utilizando o medelo misto estudado por
GSK (1969) e, anteriormente, por BHAPKAR (1965) e COCHRAN
(1950) . O exemplo consiste de dados indicando as respostas
"favoravel" ou "n3o favoravel", de 46 sujeitos submetidos &s
drogas A, B e C. Esse € um exemplo de "modelo misto de ordem
trés", com duas categorias de respostas, sendo o fator a dro
ga, com trés niveis - A, B e C -; portanto, m=3, e resposta
com duas categorias - "favoravel" e "ndo favoravel" -, portan

to, d=2. Os dados obtidos estao na tabela abaixo:



Tabela &5 - Tabulagado de respostas as drogas A, B e C.
Resposta A favoravel nao favoravel
= = - Total
Resposta B fav. nao fav.|tot.| fav. n3o fav.|tot.
favor. 6 2 8 2 6 8 16
Resp.C
nao fav 16 b 20 4 6 10 30
Total 22 6 28 6 12 18 L6

A hipotese de interesse & a da igualdade da pro-
babilidade da resposta favord@vel para cada uma das trés dro
gas, isto &, igualdade das correspondentes distribuigdes mar

ginais. Logo,

HO: = ﬂ.j. =T i=j=k= 1,2 ou
HO : m LT que equivale a
i + o - - q = 0
HO : 121 122 211 212
112 * 122 7 Taqq = Tgpq = 0

D1

Desta forma, HO do tipo F(m) = Am 0 , onde

A & uma matriz 2 x 8 dada por:

A matriz de covariancia de F & dada por:



€ = 1/46 e sua inversa sera:

e a soma dos quadrados F‘S_lF resulta 6,58 com 2 graus

de liberdade, portanto rejeita~se HO, isto &, as drogas nio

sao igualmente eficientes.

5.2.3. HIPOTESE DE SIMETRIA EM TABELAS DE CONTINGENCIA dxd

Em situagdes onde dados categdricos sdo classifi
cados em uma tabela de contingéncia dxd , possuindo os dois
atributos as mesmas categorias de respostas, como descritos
vara "modelos mistos de ordem dois" (por exemplo, visdo do
olho direito e esquerdo, com categorias alto grau, segundo
grau, terceiro grau e baixo grau), ou em modelos "duas res-
postas, nenhum fator", num caso particular onde o nimero de
categorias das duas respostas & igual (por exemplo, status
do pai e status do filho, com as categorias alto, médio e
baixo), além das hipdteses de independéncina e homogeneidade
das marginais, podemos testar outras hipdieses como a de

simetria.



A hipotese de simetria & utilizads quando quere-
nos verificar se as caselas situadas simetricamente sobre a
diagonal principal €ém a mesma probabilidade de ocorréncia,

¢ & formulada pors

HO s ﬂij = ﬂji i,j=1,2,...,d, 1 #5

STUART (1955) j& havia estudado o problema de
testar simetria em tabelas de contingénecia dxd , usando es
timadores de maxima verossimilhanga, e KULLBACK (1968) pro-
pds uma estatistica baseada no principio da informac3o.

Aplicando o método de GSK 3 hipotese de simetria,
construimos d(d-1)/2 fungoes lineares de ﬂij , de modo que
essa hipotese equivale a

HO: F(m) = Ar = 0

~

d(d-1)
2

onde A & uma matriz de constantes x d eTm™eo

8
vetor de probabilidades das caselas.

Para testar a hipotese de simetria, a soma dos
quadrados & fornecida por Fs g » que possui distribuicdo
x* assintdtica com d(d-1) /2 graus de liberdade sob HO.

Vamos ilustrar o uso do método de GSK para a hipd

tese de simetria utilizando os dados da tabela 1. No caso, a

hipotese de simetria & formulada por:



12 21 Tizg T Mgy =0

n15 = ﬂ31 n13 ~ n31 = 0

HO:'{:14 . :A] que equivale a HO: 2:1h - :}1 N 3

23 32 23 32
Mol = Ty, Tay = Myy =0
T3y = Tys T3y " Tz = 0
( (

que & do tipo HO: F(m) = Am =0 , onde A & dada por:
(0 1 0 0<1 0 0 0 0 0 0 0 o0 o 0 o

0 0 1 0 0 0 0 0=-=1 0 0 0 0 0 0 0

sp= [0 0 0 1 0 0 0 0 0 0O 0 0 -1 0 0 0
6x16 |9 0 0 0 0 0 1 0 0-1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ¢ 0 0 0 1 0 0 0 0 0-1 0 0
© 0 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0- OJ

Os estimadores de F(m) e da sua matriz de cova-
ridncia resultam:

F(p)=[ 0,0042798 0,0009362 0,0040123 0,009362 -0,00053497
0,003477

894,12 -0,0536 -0,2297 -0,5359 0,0306 -0,1990
-0,0536 431,07 -0,0502 ~0,1172 0,6067 -0,0435
s=10"3 [=9,2297 -0,0502 182,24 -0,5024 0,9287 -0,1866
~0,5359 -0,1172 -0,5024 1419,1 0,0669 -0,4354

0,0306 10,0067 G,0287 0,0669 286,19 0,0248
=0,1990 -0,0435 -0,1866 -0,4354 0,72488 686,71)

N

0 x? para testar essa hipotese resulta 19,155, com
6 graus de liberdade, o que significa rejeigdo de HO, isto &,
nao existe simetria.



3. HIPUTESES DO TIPO HO: Flw) = K &n Am = 0.

Vamos tratar agora do estudo de hipoteses como
&8s de independancia e associagao sobre a diagonal princi-
pal, as quais, para aplicacao do método de GSK necessitam
ser escritas sob a forma HO: F(E) = K 1n AE = 0.

Sabemos que as hipdteses de independéncia sio fa
cilmente solucionadas por métodos usuais, devido a facilida
de com que sao obtidos os estimadores de maxima verossimi-
lhanca, e que, em algumas tabelas com as de trés entradas
(modelo "trés respostas, nenhum fator"), na utilizacdo do
método de GSK, existe grande dificuldade para a construgao
de matrizes KX adequadas. Assim, para facilitar a obtencao
dessas matrizes, para as hipdteses de independéncia e de nao
interacao, apresentamos uma técnica sugerida por GRIZZLE e
WILLIAMS (1972) [12| , e que consiste na construgdo de uma
tabela de contrastes.

Para testar hipoteses do tipo F(m) = K 1ln AT =0,
se F = K 1ln Ap € o vetor estimado de F(r) , ¢ S a ma-
triz de covariancia de F » dada em (XXV), a soma dos qua-=
drados & fornecida por F-S 1 » que possui distribuigdo as

sintdtica x? com t graus de liberdade sob HO.



2.3.1. HIPOTESE DE INDEPENDENCTA EM TABELAS QE
CONTINGENCIA ¢ x d.

Uma situagao que aparece comumente na pesquisa é
a que se refere a dados coletados de uma populagao, classi-
ficados segundo categorias de respostas, A e B, cada uma com
¢ e d niveis respectivamente, e assumindo as frequéncias
uma simples distribuicdo multinomial.

Na notagao do "modelo geral de classificagdo cru
zada", o numero de populagGes & dado por s=1 e o niimero de
categorias de respostas, que sdo todas as combinagdes dos ni
veis de A e B, & dado por r=cxd.

Utilizando os termos "fator" e "resposta", temos
um modelo "duas respostas, nenhum fator®, Situagoes "duas
respostas, nenhum fator", nas quais nenhuma das marginais &
fixa (por isso o modelo & chamado "nenhum fator") e onde so
mente o tamanho da amostra e fixo, sao, por exemplo, forne-
cidas em tabelas cxd (por exemplo, sexo x reagao de Mitsu-
da) e em tabelas particulares dxd (por exemplo, status do
pal x status do filho).

Consideremos, para desenvolver a hipdtese de in-

dependéncia, a seguinte tabela de contingéncia cxd:



&

Tabzla 6 = Tabela de contingéncia ¢ x d
Resposta A | Resposta B Total
81 52 83 v Bd
A "1 T2 Ti3 v Mg | My,
Ay "2i  Taz  Taz s Mg | Ty,
A
3 31 T3z T33 "3d | "3,
e et Te2 Te3 Ted | Me.
Total L LY n.3 L 1
Seja Ty @ probabilidade associada a i-&sima

categoria de A, 1i=1,2,...,c , € j-ésima categoria de B,

3=1,2;.0: ;4 , © mo= § ﬂij ’ ﬂuj = ? ﬂij as probabilida-
des marginais aleatdrias, de tal modo que I % 7m,. = 1,

ig

Em modelos desse tipo, o experimentador pode es-
tar interessado na analise da associagcdo entre as respostas
(por exemplo, se a intensidade da reacao de Mitsuda indepen
de de sexo, se status do filho independe do status do pai),

cuja hipotese & a de independéncia entre as respostas, for-

mulada por:

HO: .. =@, 7 . i

lj i. aj l,2,auey‘: j=l’25-co’d



= 49 =

Numa tabela particular 2 x 4 terecmos:

G = i=1 i= 2
HO: Wij T ﬂ‘j i=1,2 j=1,2,3,4 ou
r s
LR BRI (Mo,
~ 11 T2y
T = T, T = 1
12 1. .2 Tog T1g
Tz ® T, ".3
A Ty = Ty Ty p, Ti2 T2y - 1
Ho: €. "0 _ < > HO: § T, m,
21 = T2 g
T22 = T2.T 2 "13 Mok _
Tag ® 73,7 3 | 23 "1k
| Ton T T2 Ty
que equivale a
Jln Ty~ lq Ty ~ In Tt + In Moy = 0
HO: < In Tig = In P In Moy + In Tyy = 0
lln ﬂ13 = In Ty ™ In n23 + In Toy = 0
que & uma hipdtese do tipo HO: F(m) = K ln Ar = 0 , onde:

A uma matriz identidade 8x8 , e

{“11’“12’“13’“1&’“21’"22’“23’"2&}



De um modo geral, numa tabela de contingé&ncia
¢ x d, a hipotese de independ@ncia entre duas respostas &
descrita por (c-1l) (d-1) funcGes logaritmicas do tipo

F(m) = K In Aw = 0 ,

onde K & uma matriz (c=1)(d-1l) x cd , A & uma matriz i-
dentidade cd x ¢d , e m° & o vetor das probabilidades das
caselas (1 x cd).

A fim de encontrarmos essas fungoes logarItmicas
com maior facilidade, podemos nos utilizar do conceito de
nao interacdo, que, em tabelas de contingéncia ¢ x d, equi-
vale ao de independéncia, estudado por BHAPKAR ¢ KOCH (1968);
segundo esses autores, o conceito de niao interacdo entre duas

respostas estad relacionado com uma medida de associagao A,.

1]
dada por
T, . T
bij e cd qoq2, L em1 g=1,2,..,d-1 ,
cj Mid

e que satisfaz Aij = 1 quando nao existe interacgdo.

Desse modo, a hipotese de independéncia

HO: ﬂij =, ﬂoj i=1,2,..,cC j=1,2,..,d
equivale a

HO: A,. =1 i=1,2,00.0,c~1 j =1,2,..,4-1 .



= 51 =

Se tomarmos os logaritmos de Aij’ obtemos :

HO: 1n A,., = 1n 7.

ij ij

= 1n ﬂcj - 1n ﬂid + 1n ﬂcd = 0

que & da forma HO: F(m) =K ln Am = 0 .

O teste adequado para essa hipotese & fornecido
por F°s”lp » que possui distribuicdo assintotica x2? com

(c=1) (d-1) graus de liberdade sob HO.

3.3.2. HIPOTESES DE INDEPENDENCIA E DE NAQ INTERACAO
EM TABELAS ¢ x d x §.

Consideremos uma amostra de tamanho n retirada
de uma populagdo e classificada segundo trés respostas, com
c, d e £ categorias, respectivamente, assumindo os resulta-
dos uma simples distribuicao multinomial.

Desse modo, na notagéo de GSK, s=1 e o numero de
categorias de respostas & r=cxdxf; na linguagem de "fator"
e "resposta", & um modelo "trés respostas, nenhum fator".
Sao situagdes como, por exemplo, sexo, idade e aproveitamen
to escolar; técnicos, tipos de testes e tipos de defeitos.

Seja m, a probabilidade associada & casela

ijk
(i,3.k), 1i=1,2,c05¢4¢ 3 3 =172,0..,4 & %k

]

l,2,ouo;f

Tiik 9.

e ni = I
e o j

z PR | ) Mo e T =37 L m,.
% i ijk . oK i3 ijk



as probabilidades marginais aleatdrias, tal que
LIz ﬂi'k L .
igk 13

- 2

Na analise estatistica desse mocdelo, podemos cs-

tar interessadds em testar varias hiplteses, como por exem
plo, as de independéncia e de nao interagao.

Em primeiro lugar, iremos desenvolver as hipote=~
ses de independéncia do tipo:

a) independéncia mitua completa, formulada por

HO:¢ Wijk = ﬂioo n,jn Wnok 124000,;C
r2geespd
125000, F

o e

i
y
k

b) independéncia parcial, quando duas classificagOes sao in

dépendentes da terceira, formulada por

i =lp2,oou,c
j =l,2poon’d
=lp2'050’f
c) independéncia condicional, para verificar se, dada uma
classificagao, as outras duas sdo indpendentes, formula

da por

HO: m.,., = 1.

ijk i.k nojk/ % Li2s0000c

l,2pqnopd
llzyoooyf

o
()
]



Essas hipoOteses de independéncia sido formuladas
em termos de hipotese de tipo F(E) = X 1n Am = 0 , onde K
€ uma matriz de constantes (t % cdf), A & uma matriz iden
tidade (cdf x cdf), e m 2 o vetor de probabilidades das ca
selas (cdf x 1),

A soma dos quadrados para testar essa hipGtese &
dada por r s lp ¢ que possui distribuicdo y? assintotica,
com t graus de liberdade, sob HO.

Verifiquemos, por exemplo, um experimento 4x2x2,

onde os dados representam a producao defeituosa de quatro

maquinas A, i=1,2,3,4 , classificada sequndo dois ti-

pos de testes Tj » J =1,2 , em dois tipos de defeitos Dk'
K=1,2.
Tabela 7 - Numero de produtos manufaturados segundo tipo de
defeito, tipo de teste e maquina.
_A1 A2 Ai* Aq Total
D1 D2 D1 02 D] 02 D1 02
T] 24 8 7 13 7 2 5 2 68
Ty 11 13 2 & 7 7 3 5 56
Total 35 21 9 21 14 9 8 7 124

Utilizaremos esse exemplo para ilustrar a aplica

cao dos testes de independ&ncia usando a metodologia de GSK.



a) Para testar se maAquinas, testes e tipos de defci

tos sao independentes, a hipbtese &

HO® Mgk =My . Ty, Tk
ou, equivalentemente, HOs F(w) = K 1ln A = 0 , onde
1 I S 6 06 0 0 0 0 0 0 -1 -1 1 1)
0 0 0 o0 1 1T = -1 0 0 0 0 =1 =1 1 1
09 0 0 0 0 0 4 0 1 1T =1 =1 1 1 -1 =1
K = 1 =1 1 =1 0 0 0 0 0o ¢ 0 0 =1 1 =1 1
10x16 0 0 0 o0 1T =1 T =1 O ¢ 0 0 =1 1T =1 1
0 0 0 ¢ 0 0 0 0 1 =1 1 -1 -1 1 =1 1
1T =1 =1 1 1T =1 =1 1 1 -1 =1 1 1 =1 -1 1
T =1 -1 1 0 0 ) 0 2 0 0 0 -1 1 1 =1
0O ¢ 0 0 1T =1 =1 1 0O 9 0 0 -1 1 1 =1
2 0 0 0 C 0 0 0 1T =1 =1 1 -1 1 1 =1 3
€ uma matriz identidade 16x16 , e
T € o vetor de probabilidades das caselas.

Com a matriz K da forma descrita acima, a estatis
tica F'S_lF resulta 20,642 com 10 graus de liberdade, que é

estatisticamente significante, ao nivel de 5%. Isto signifi=
ca que tipo de defeito, tipo de teste e mAquina nao sio in-
dependentes.

De um modo geral, em tabelas cxdxf, a soma dos qua
drados para testar a hipdtese de independdncia mGtua completa

€ uma x? com cdf-c-d-f+2 graus de liberdade.



m 58 w

W

b) € O teste de independéncia mitua completa resul-
tar significante, isto &, com rejeicao de HO, podemos estar
interessados em verificar se duas classificagOes sdo inde-
pendentes da terceira. No nosso exemplo, se quisermos tes-

tar se maguinas e testes indpendem do tipo de defeito, isto
E p

e, verificar independéncia parc¢ial, formulada por

HOs mygp = Tyq. ™ g
Ou equivalentemente, F(mw) = K ln A1 = 0 ;, K assume a forma
(1 -1 =1 1 0 0 0 0o 0o 0 0 ¢ =1=1 1 1)
0 0 0 o0 1 1T =1 =1 0 0 0 0 =1 =1 1 1
K= 10 0 0 0 0 0 0 0 1 1 =1 =1 1 1T =1 =1
7x17 T =1 =1 i 1T =1 =1 1 1T =1 =1 1 1T -1 =1 1
1 =1 =1 1 0 0 0 0 0 0 0 @ =1 1 1 =1
0 0 0 O 1T =1 =1 1 0o 0 0 o0 -1 1 T =1
k0 0 0 o0 0 0 0 0 1T =1 «1 1 -1 1 1 -lJ

A & uma matriz identidade 16x16 , e

1=
1)

0 vetor de probabilidades das caselas.

A estatistica F'S™IF resulta 16,047 com 7 graus
de liberdade, portanto significante ao nivel de 5%, isto &,
maquinas e tipos de testes nio sio independentes do tipo de
defeito.

Se quisermos testar se maquinas e defeitos inde-

pendem do tipo de teste, a hipdtese & formulada por

HOs Misk = ik .5,



ou, equivalentemente, HO: F(E) = K ln AE = 7 , onde
(1«1 1 =1 0 06 0 0 0 0 0 0 =1 1-=1 1)
0 0 0 0 1 =1 -1 6 9 0 0 =1 =1 1 i
K = 0 0 0 0 0 0 0 0 1T 1 =1 -1 I 1 =1 =i
7x16 I =1 =t 1 11 =1 1 1 =1 =1 1 1 =1 =1 1
1«1 <1 1 0 0 0 0 0 0 0 O -1 1 1 -1
0 0 0 o0 1 =1 =1 1 0 06 0 O -1 1 1 =1
~ kO 0 0 0 0 6 0 0 1 =1 =1 1 -1 1 1 -1 )

A & uma matriz identidade 16x16, e
T € o vetor de probabilidades das caselas.
Assim, a estatistica F’S"lF resulta 16,494 com
7 graus de liberdade, portanto significante ao nivel de 5%,

isto &, maguinas e defeitos ndo independem do tipo de teste.

Se ainda quisermos testar se tipo de teste e tipo

de defeito independem de maquina, a hipdtese adequada &

HO: Mgk = T 5k Ti..
ou, equivalentemente, HO: F(E) = K 1n AE = 0 , onde
(1 -1 -1 1 060 0 ¢ 0 0 C 0 =1 =1 1 1)
o0 0 0 1T 1 =1=1t 0 6 0 0 =1-=1 1 1
8 0 ¢ 0 0 9 0 0 1 1 -1-1 T 1 -1 =1
K= [1 =1 1 =1 0 0 0 0 0 0 0 0 =1 1 =1 1
9x16 |0 0 0 T -1 1 =1 0 0 0 0 =1 1 =1 1
O 0 0 ¢ 0 0 0 0 1 =1 1 =1 =1 1 =1 1
1 -1 =1 1 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 =1 1 1 =1
c 0 0 0 1=t =-1 1 0 0 0 0 =1 1 1 =1
0o 0 ¢ 0 0 C 0 0 1=1-=11 =11 1 -1J




f
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& uma matriz identidade 16%16, e

|
HOL

O vetor de probabilidades das caselas.

A estatistica F°S lF resulta 13,158 com 9 graus

[}

de liberdade, portanto significante ao nivel de 5%, isto &,
tipo de teste e tipo de defeito nio independem de maguina.
De um modo geral, em tabelas cxdxf , a soma dos
quadrados para testar independéncia parcial entre (i,3) e k
& dada por F s g ; que & uma x? assintética com (cd-1) x

(f-1) = cdf-cd=f+1 graus de liberdade, sob HO.

e) Algumas vezes, estamos interessados em testar a
hipotese de que, dada uma classificagao, as outras duas sao
independentes.

No exemplo, se quisermos verificar se, dado o ti
po de defeito, maquinas e testes sdo independentes, formula

mos a hipotese:

HO= Ty5k = My x .4k/
T .k

ou, equivalentemente, HO: F(E) = K In AE = 0 , onde

(1 -1 =1 1 00 0 0 0 0 0 0 =1=1 1 1)

00 0 0 1 1 «1=1 0 0 0 0 =1-=1 1 1
K="1o 0o 0o o 00 0 0 1 1 =1 =7 11 =1 =1
L P R 0 0 0 0 ¢ -1 1 1 =1

0 0 0 0 1 -1=1 1 0 0 0 ¢ =1 1 1 =1

000 0 0 0 0 0 0 1-1-1 1 =1 1 1 -1




o
(0]

uma matrlz identidade 16x16, e

1=
DL

e o vetor de probabilidades das caselas.,

A soma dos quadrados para testar essa hipotese,
F“SmlF resulta 14,052, com 6 graus de liberdade, portanto
significante ao nivel de 5%, isto &, dado o tipo de defeito,
maquina e teste nao sao independentes.
De um modo geral, para tabelas cxdxf , a soma dos
quadrados para o teste de independéncia cordicional, entre i
e j, dado k, possui distribuigéo x?> com fic-1) (d-1) graus

de liberdade, sob HO.

Para facilitar a construg¢ao das matrizes K , pa-
ra hipoteses de independéncia em tabelas de trés entradas,
vamos desenvolver um procedimento geral, proposto por GRIZZLE
e WILLIAMS (1973), e que consiste na elaboracdao de uma tabela
de contrastes. Nessas tabelas, os contrastes dentro de um mes
mo efeito nao sao mutuamente ortogonais; no entanto, os con-

trastes entre os efeitos sao mutuamente ortogonais.

Vamos ilustrar tal procedimento através da cons-

trugao de uma tabela de contrastes para um experimento 4x2x2:



Tabela 8 ~ Tabela de contrastes para um exparimento 4x2x2.
A1 AZ A3 A“

Efei| 1 " T Ty Ty L T Ty

ton C1 D2 D1 D2 01 D2 01 02 D1 D. D1 DZ D1 02 D1 DZ

AT 0 0 0 0 T 1) =1 =1 0 0 0 0y -1 -1 1T 1

AD 0 o0 0 0 1 -1 1 -1 0 0 G 0 =1 1} =1 1

DT T =10 =1 1 T =1 =1 1 T =1 -1 1 ¥ =] -1 1@

ATD 0 0 0 0 T =17 =1 1 0 0 0 0} -1 1

Nessa tabela, notamos que, para testar a indepen-~
déncia mitua completa entre maquina (A), teste (T) e defeito

(D), a matriz K corresponde aos contrastes de 1 e -1 formados
pelas linhas das interag¢oes AT, AD, DT e ATD; para testar as

independéncias parciais, isto &, se:



~ maquina (A), teste (T), independe de defeito (D),
- maguina (A), defeito (D), independe de teste (T),

- teste (T), defeito (D), independe @e maquina (Aa),

as matrizes K correspondem aos contrastes de 1 e -1 formados
pelas linhas das interagdes:

= AD, DT e ATD,

= AT, DT e ATD, e

= AT, AD e ATD respectivamente; e finalmente, para testar
a independéncia condicional entre maquina (A) e teste (T),
dado o tipo de defeito (D), a matriz K corresponde aos con-
trastes de 1 e -1 formados pelas linhas das interagbes AT

e ATD.

Vamos agora tratar da hipbtese de ndo interacao.
Observa-se que, até este momento, utilizamos a palavra nao
interacao ligada ao problema de independéncia; assim, por
exemplo, a independéncia mitua completa entre trd8s respostas
A, B e C implica em nao interagdo entre A ¢ B, Ae C, B e C,
e ndo interagdo entre A, B e C; a independéncia parcial en-
tre (A, B) e C implica na ndo interacdo entre B e C, entre
A e C, e nao interacdo entre A, B e C: e a independéncia con
dicional entre A e B, dado C, implica na nio interacao entre

A e B, e nao interag¢do entre A, B e C.



En tabelas de classificagBo cruzada "trds respos-
tas, nenhum fator™, o conceito de nio interagao esta ligado

ol
3

natureza da assoziagdo entre as rospostas; assim, 2 hipo-

:

tese dec nao interacio entre trés respsotas astabelece que
alguma medida de associag@o entre duas respostas & constan-
te sobre os niveis da terceira resposta; esta hipotese & cha
mada de nao interagdo de segunda ordem.

Essa medida de nao interag¢do de segunda ordem, a

presentada por BHAPKAR e KOCH,

\ ) ﬂijk chk "cjk ﬂidf i =1,2,..,c-1
ijk Wcjk ﬂidk Wijf "cdf Jo=1,2,..,d=1
k = 1,2,..,f-1

satisfaz Aijk = 1 , quando nao existe interacao de segunda
ordem entre as tré@s respostas. Se tomarmos os logaritmos na
turais dessa relacao, obtemos uma hipotese do tipo

HO: F(m) = K 1In Am = 0 ,

onde K & uma matriz de 1 e -1 relativos aos In T3k
Portanto, a soma dos quadrados para testar a nao

interacao de segunda ordem, & dada por F’S—lF . que possui

distribuigdo x? assintdtica com (c-1) (d-1) (£-1) graus de 1i

berdade sob HO.

No nosso exemplo, a hipotese de ndo interagio de

segunda ordem & dada por:



Inﬂ]1l-lnn]12-lnu

HO: F(m) = 1 anZII-In“

]2I+Inn]22~lnnh]I+Inﬂq]2+lnnhz1-lnnk22=0

212-Inn ]+]nﬁ

22 2227 10Ty ¥ 10Ty o+ Inm, oL =Tnm, =0

1 = - - - =
'nn3]| In1r312 lnn32]+lnﬂ322 ]”"ql1+]n"q12+'n"421 ]n"uzz 0,\

ou, de modo equivalente, por:

HO: F(m) = K 1ln Am = 0 , onde
1 =1 =1 1 3 0 O 0 6 0 0 0 -1 1 1 -1)
K=10 0 0 0 1-1-1 1 0 0 0 0 =1 1 1 -1
WIB 16 0 B B O G B @ Telef T =1 t { =
A e uma matriz identidade 16x16, ¢
T & o vetor de probabilidades das caselas.

A estatistica F'S™IF resulta x?> = 1,8266 com 3
graus de liberdade, portanto ndo significante ao nivel de 5%,
isto &, tipo de defeito, tipo de teste e miquina ndo intera-
gem,

Notamos que essa matriz K corresponde aos contras
tes formados pelas linhas da interagdo ATD na tabela dos con
trastes do experimento 4x2x2.

Dessa forma, outras hipGteses de ndo interagao po-
dem ser formuladas, tomando-se matrizes K adequadas, na ta-

bela de contrastes.



3.3.3. HIPOTESE DE ASSOCTIACAO PARCIAL SOBRE A DIAGONAL
PRINCIPAL.

Em dados classificados em tabelas de contingéncia
dxd, nas situagoes "duas respostas, nenhum fator", ou "mode-
los mistos de ordem dois™, podemos estar interessados na as-
sociagao dos elementos na diagonal principal, como, por exem
plo, verificar se a visdo do olho direito ¢ esquerdo se asso
ciam segundo 0s mesmos graus. A hipotese acdequada para esse

tipo de analise & dada por:

HO: 7., = 1w, m , 1 = Y, 2,66,d
ii i. .1

que equivale a uma hipotese do tipo

HO: F(m) = K 1n AT = O‘

Vamos desenvolver essa hipdtese utilizando os da-

dos da Tabela 1. No caso, a hipdtese é formulada por:

( -
T = ™.T
Mg = Ty T 4

HO:J - -

33 3. .3
l Ty = Ty ™oy

Fazendo a transformacdo logaritmica, obtemos :



1 - . =

In “l? In ﬂ]. In ﬂ.1 0

In .- In m, = In T = 0
HO - J 22 2. .2

| - - = 1

n ﬂ33 In ﬂ3n In ﬂ.3

In nu4= In ﬂu.“ In ﬂ.“ =

\

que equivale a uma hipdtese do tipo

HO: F(E) = K 1ln AE =0 , onde
(1000 0000 0000 00O D)
0000 0100 0O0O0O0 0O0GO O
0000 0000 0010 0000
0000 0000 0O0O0O0 000 1
A=11 111 0000 0000 0000
"2x16 16 000 1111 0000 0000
0000 0000 1111 0000
0000 0000 0000 1111
1000 1000 1000 1000
0100 0100 0100 0100
010 00G10 0010 0O0T1020
0001000100010001J
(
(1 000=~-1000=10 9 0)
K=10100 0=100 0-1200
bx12 {0 0 10 0 0=10 0 0-10
0001 006O0-1 00 0-1

Os estimadores de F(m) e de sua matriz de cova-

riancia obtidos com os dacdos foram:
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FTo= [1y1039 0,8133 0,7663 1,7127}
3,004k -0,1877 -0,8373 =0,7010)

s =19~% |-0,1877 2,3758 00,0897 0,4586
-0,8373 0,0897 2,0013 0,560C0
~0,7010 -0,4586 10,5600 19,2522

A estatistica y? = Fs"'F assume o valor

1790%,0 com 4 graus de liberdade, portanto rejeitamos a
hipdtese de ndo associagdo sobre a diagonal principal, is
to &, as distancias de visido dos olhos dircito e esquerdo
Se associam segundo OS mesmos graus.

De um modo geral, em tabelas de contingéncia
dxd, a soma dos quadrados para testar a hipotese de associa
¢ao parcial sobre a diagonal principal & fornecida por
Fis”lp que possui distribuigdo x? assintotica com d

graus de liberdade, sob HO.



CAPITULO IV

APLICACOES A PROBLEMAS DE DIVERSAS POPULACOES

4.1, INTRODUCAOD

Neste capitulo, iremos tratar da analise de da-
dos categbricos provindos de diversas populacoes ou subpo-
pulagdes. Esses dados serao classificados em varios tipos
de tabelas de classificagao cruzada.

Ja apresentamos uma delas, no Capitulo II, refe
rente a motoristas classificados de acordo com "grupo, ti-
po de acidente e grau de ferimenté" (Tabela 4) . Nessa tabe
la, os sujeitos pertencentes a todas as combinagbes de ni
veis dos fatores "grupo" e "tipo de acidente" foram classi
ficados de acordo com a "gravidade do ferimento".

Assim, de um modo geral, uma tabela de classifi
cagao cruzada contém as frequéncias com que individuos per
tencentes ds varias combinagdes dos niveis dos fatores sao
classificados em varias combinag¢Oes das categorias de res-
postas. Deste modo, as marginais totais dependentes da com
binagao dos niveis dos fatores e o tamanho da amostra sao

nimeros fixos conhecidos antes da realizagdo do experimento.



Identificando pelos termos "fator" e "resposta"
as tabelas de classificagéo cruzada, vamos tratar dos mode
los seguintes:

"um fator, uma resposta®™

"multifator, uma resposta"

"um fator, multiresposta"

"multifator, multiresposta”.

Para cada um destes modelos existem analises es
tatisticas arropriadas. Por exemplo, em modelos "um fator,
uma resposta", podemos estar interessados em testar a homo
geneidade entre os niveis do fator; como veremos adiante,
essa hipdtese pode ser formulada como HO: F(m) = Am = 0.
Para outros modelos, podemocs estar interessados em testar
hipoteses andlogas as que aparecem na anilise de varidncia
de dados continuos por modelos lineares; assim, GSK propdem
o ajuste do modelo linear F(m) = XB &s fungdes que perten
cem ou a classe F(m) = Amr ou & F(w) = K 1n AT .

A formulagao de fungdes, do tipo linear ou log-
linear, deve ser verificada com cuidado para cada situagdo
exposta acima. Parece-nos que a dificuldade do método de
GSK consiste na identificagao do tipo de funcao apropriada
para os dados e consequentemente na construgao de matrizes

A e K adequadas.



A seguir, vamos descrever os modelos de tabelas
de classificacao cruzada citadas acima, verificar para ca-
da um as hipoteses de maior interesse e a solugao atraveés

da metodologia de GSK.

4.2, HIPOTESE DE HOMOGENEIDADE ENTRE POPULACOES.

Vamos considerar o modelo geral de classificagao
cruzada, em que as amostras sao retiradas de s populagoes
ou subpopulagbes, cada amostra sendo de tamanho n, , para
i=1,2,...,8 . Os elementos de cada amostra sao classifica
dos em r categorias de respostas, sendo nij o numero de
elementos da i-&sima populagio classificados na j=-ésima ca-
tegoria de resposta.

Utilizando os termos "fator" e "resposta”, vamos
identificar o modelo geral descrito acima como um modelo "um
fator, uma resposta", cada um com s e r niveis respecti-
vamente.

Em modelos deste tipo, a hipdtese de principal in
teresse @ a da homogeneidade entre as populagoes ou subpopu-
lagoes, que equivale a hipotese de nao-interacado entre fator

e resposta, isto &,

]

HO: m,. = M.« 3

13 5b 1,2;6:0,X
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onde “j € um valor comum para todas as populagoes dentro
da j-ésima categoria de resposta.

Consideremos um exemplo deste modelo.

Tabela 9 - Classificagao de individuos pertencentes aos gru-
pos | e Il segundo graus obtidos em um teste de
habilidade.

Grupos Graus Total

A B C D
I 121 120 79 33 353
Il 118 95 121 35 364
Total 239 215 200 63 717

Queremos examinar a igualdade das proporgoes dos

graus de habilidade nos dois grupos, e portanto,

HO: ﬂlj = ﬂzj = "j j=1,2,3,4 , ou
(111 = Ty J“ll = My =0
o <ﬂ12 = My, que equivale HO:.'rr12 =My, = 0
113 = Ta3 Tig T Ta3 = P
|"14 = T4
a qual pode ser escrita como HO: F(m) = A 7 =0 , onde
uxrs

A é uma matriz dada por:



1 0 0 0-1 O O O
D= e
3x8 0O 1 0 0 O0-=1 0 O

o o 10 0 0-1 0

T =
1x8 ["11'"12'“13'"14'“21'"22'“23'“24)

A matriz de covariancia de F & estimada por
S =AV(p) A", onde V(p) & o estimador consistente para
a matriz de covariancia do estimador de m , resultando:
1,239 =0,563 =0,514

-0,563 1,165 =-0,453
-0,514 -0,453 1,103

S =10

O teste de homogeneidade & dado por F’S"lF, que
possui distribuicdo assintdtica x? com u graus de liber-
dade sob HO,

Assim,

2,57 2,05 2,05 0,019
2,02 2,64 2,02 0,079
2,05 2,02 2,67 -0,110

1 3

F'S~ F=[0,019 0,079 -0,110) 10
= 11,94 , com 3 graus de liberdade.

Para testar a mesma hipotese, RAO obteve, usando
estimador de maxima verossimilhanga, o valor de x2'= 11,77
com 3 graus de liberdade. Concluimos que, ao nivel de signi
ficadncia de 5%, existem diferencas entre as proporgoes de

graus de habilidade entre os dois grupos.



4.3, HIPOTESE LINEAR GERAL NO MODELO F(m) = XB.

Vamos descrever de inicio os tipos de tabelas de
classificagao cruzada com um niimero de entradas superior ou
igual a trés e que apresentam os dados categdricos provindos
de diversas populagoes. A identificacdo das varidveis & fei-
ta em termos de "fator" e “resposta" favorecendo a formula-
cao de hipoteses adequadas.

Um primeiro modelo denominado "multifator, uma
resposta" traduz os resultados experimentais, de individuos
agrupados nas diversas combina¢oes possiveis dos niveis dos
fatores, em varias categorias da resposta.

De um modo particular, se considerarmos trés va-
riaveis, sendo dois fatores A e B com cC e d niveis
respectivamente, e uma resposta C com r categorias, as
populagoes ou subpopulagdes das quais serdo extraidas as a
mostras, serao compostas por s = cxd combinagaes dos ni-
veis dos fatores A e B.

Assim, temos uma tabela do tipo:



Tabela 10 - Tabela '"dois fatores, uma resposta'',
Categorias de respostas
Subpopulagoes Total
Ce 3 5 ssuse .
B, 111 Mr12 T3 Ty1r L
" By T121 122 123 Ti2r i
1
By T1d1 T1d2 143 LEF '
B, 211 "212 Ta213 Totr !
B, T221 222 223 Toor '
A,
By Tod1 M2d2 M243 Todr L
Bl TTc]] TTc12 cl3 Trclr ]
Lt Te21 Te22 e23 . ‘
C
By Ted1 "cdz "ed3 Medr '

Aqui, T ik € a probabilidade de um individuo

do i-&simo nivel de A e j-8simo nivel de B ser classifi

cado na k-ésima categoria da resposta C , e assim,

. 4
T o Mrwar" = 1 para todo (i,j).



Denotamos por Ty T {ﬂijl, LIEPY nija,,,o,ﬂijr} o vetor

de probabilidades de cada multinomial (i,j) e por

-

- [Eil’ﬂi2'°°"géd) o vetor composto
de probabilidades para a tabela toda.

No Capitulo II, j& mostramos um exemplo desse mo
delo, quando apresentamos os dados de SCHOTZ, referentes ao
nimero de motoristas classificados segundo "grupo, tipo de
acidente e gravidade do ferimento”.

Em modelos deste tipo, temos interesse em veri-
ficar os efeitos dos fatores A e B na resposta C, além
da interagao entre os fatores A e B. A interacao entre os
dois fatores A e B e a resposta C significa aqui homo-

geneidade entre as subpopulagdes.

Um segundo modelo denominado "um fator, multires-
posta" resulta de um experimento no qual individuos perten-
centes a um dos s niveis do fator A s&o classificados em
todas as combinagOes possiveis das categorias de respostas.
De um modo particular, se considerarmos trés varidveis, sen-
do um fator A com s niveis, e duas respostas B e C com
¢ e d categorias, respectivamente, temos r = cxd catego-

rias de respostas, que sdao combinagdes das categorias de B e C.
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Tabela 11 ~ Tabela "um fator, duas respostas''.

Subpopu- Categorias de respostas

lagGes ByCy BiC, ... B.Cy |... B.C; B.C, ... BC,
Ay 111 T112 Tiid Tiet ez T1ed
Ay T211 212 T1d Toct Mac2 Tscd
As ﬂs)I Tr512 Trsld Trsc1 Trsc2 ﬂscd

Nessa tabela, ik € a probabilidade de um in-
dividuo do i-&simo nivel de A apresentar resposta BjCk e,
portanto,

.S g "ijk = 1 para todo i =1,2,...,8.

j=1 k=1

O vetor de probabilidades para cada populacgao mul

tinomial 1 & denotado por o= [“111’ﬂ112'°’°'ﬂicd) r, € 0

vetor composto de probabilidades da tabela toda, entdo, sera

= (7, 72,c..,17) .

L [ 17%ger o~ s}
Neste modelo, o interesse principal & verificar

o efeito do fator A nas respostas B e C , e também veri-

ficar a associagao entre as respostas B e C.
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Um terceiro modelo, denominado "multiresposta,
multifator", traduz resultados de um experimento no qual in
dividuos classificados nas combinacdes de niveis dos fato-
res apresentam resultados que sao combinagoes das categori-
as das respostas. Por exemplo, se considerarmos uma tabela
"dois fatores, duas respostas", com fatores A e B possuin-
do a e b niveis respectivamente, com respostas C e D
com ¢ e d categorias respectivamente, o numero de sub-
populagoes sera s = axb e o nimero de categorias de respos
tas serda r = cxd .

Assim, ™ yhk €& a probabilidade de um individuo
pertencente ao i-&simo nivel de A, j-&simo nivel de B, ser
classificado na h~ésima resposta C e k-8sima resposta D,

e de tal modo que
c d ) .
h£l kilﬂijhk =1 para i=1,2,..,a; j=1,2,..,b.
O vetor de probabilidades para cada multinomial (i,3) & de-
notado por:
H£j={"ij11'"ij12”°°'"ijld;"ijzl'”ij22'°°'"ij2d7"°;"ijc1'°°’
nijcd)

€ 0 vetor composto para a tabela toda & dado por:

L LS PYRTEIL Y



0 método de GSK permite uma formulacdo geral pa-

ra as solugdes dos problemas propostos acima nos diversos
modelos descritos. Deste modo, o objetivo, neste ponto, &
a formulagao de u fungdes linearmente independentes fm(n),
m=1,2,...,u adequadas aos dados, em cada caso particular.
Vimos, no Capitulo II, que essas fungdes compoem vetores do
tipo F(E) = AH ou F(E) = K 1ln Am . Vamos verificar, nos
modelos relatados acima, quais as fungdes que sdo do tipo

AT ou K 1ln Am .

~

4.3.1. CASO F(®m) = Aq.

Para andlise dos modelos descritos, podemos for-
mular fungOes que sdo denominadas escores médios, baseadas
em escores atribuidos as categorias de respostas.

Vamos considerar o modelo de classificacao cru-
zada "dois fatores, uma resposta", com fatores A e B, ca-
daum com ¢ e d niveis respectivamente, e resposta C,
com r categorias ordenadas. Os escores sao r valores,
arbitrarios ou nao, correspondentes a cada categoria de res
postay e denotados por aijk s i=1,2,s0.€¢ ,; 9=1,2,..,4

e k=1,2,...,r . Os escores médios s3o funcdes a .p>. ,

1J71]



onde ajy = {aijl’aij2’°°°’aijr} e

Piy (pijlfpij2'°°°'pijr) .
Assim, para a tabela toda temos cxd escores mé-

dios, que compoem o vetor do tipo F(p) = A P , sendo A uma

matriz do tipo

, |
{5111a112°°a11r) @ - 0
A = 8 (21212122 212r) 0
CdXCdr ° e o o o o o o o © o o
\ ¢ 0 [acdlacd2'°acdr)J

e p & o vetor das probabilidades estimadas de T .

Muitas vezes empregam-se escores arbitrarios pa-
ra cada categoria de respostas e idénticos para todas as com
binagdes (i,j); assim, a matriz A & composta por vetores

-

a = {al,az,ueo,ar) na diagonal principal.

Em particular, se a resposta C possui apenas
duas categorias (por exemplo, "morto, sobrevivido"), normal
mente atribuem-se os escorcs 0 e 1 (0 para insucesso, e 1
para sucesso), e os escores médios sdao as probabilidades da
resposta "sucesso".

O vetor dos escores médios F(p) = A p serd ob-



jeto da analise de varidncia. Para estudar a variacao dos
escores médios & ajustado o modelo linear F(m) = X£, sen-
do X uma matriz de planejamento cdx(c+d+l) e £ o vetor

(c+d+1)xl de parametros desconhecidos.

4.3.2. CASO F(m) = K &n Am

Muitos problemas surgidos nos varios modelos de
classificagdo cruzada ja descritos, podem ser resolvidos a
nalisando-se fungoes logaritmicas das probabilidades das ca
selas, fungoes essas que compdem o vetor F(m) =K 1ln AT .

Vamos tratar aqui de dois problemas que julgamos
de grande interesse: o primeiro, de grande utilidade em pes
quisas de estatistica vital, trata da estimagao e¢ analise
das taxas de sobrevivéncia através do método de GSK, o que
foi proposto por KOCH, JOHNSON e TOLLEY (1972); o segundo
trata da formulagao e analise dos logits, quando as tabelas
de classificagao cruzada apresentam respostas ordenadas.
Esse problema foi proposto por WILLIAMS e GRIZZLE (1972) e
resultou dos trabalhos de THURSTONE (1959) e BOCK e JONES

(1967) .



a) Para a estimagao e andlise das taxas de sobrevi-
véncia, consideremos uma situagéo experimental envolwvendo
pacientes com uma determinada doenga, classificados de a-
cordo com a idade (fator A , com dois nivecis), estigio da
doenga (fator B, com dois niveis) e tipo de tratamento (fa
tor C, com dois niveis), observados ao longo de um periodo
(fator D, com trés niveis). B anotado, ao fim de cada ano,

O resultado do desenlace, em termos de numero de Sbitos du
rante o ano, numero de sobreviventes ao ano, ¢ numero de per
didos da observagao (resposta E, com tr@s niveis).

Os resultados desse experimento sdo resumidos em
uma tabela do tipo "dois fatore, uma resposta®™, sendo o pri
meiro fator chamado "grupo Fi", i=1,2,...,8 , composto
de oito niveis constituidos pelas combinagdes dos niveis dos
fatores A,B e C; o segundo fator & o tehpo de observagao Dj'
j =1,2,3 ; e a resposta Ek v k=1,2,3 , isto &, sobrevi-
vente, morto e perdido da observacao.

Temos, portanto, uma tabela de classificagao cru-
zada constituida de 24 populagdes (s = 24), fornecidas pelas
combinagoes entre niveis de grupos F., o tempo Dj’ e tres
respostas (r = 3), gue apresentarcmos a seguii, apenas no

que diz respeito a 12 populagdes, formadas pelas combinagoes

1 J k °
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Tabela 12 - Hamero de pacientes pertencentes aos grupos Fi’
observados durante trés anos e classificados se-

gundo o desenlace.

Tenpo de Resultado
N Mortos Perdidos
Grupos (Fi) observ. Sobrev. no ano da observse Total
I
D, My Ni12 113 Ny,
il Dy Ny21 Ny22 Ny23 Ni2.
Dy Ri31 N132 N33 Ris.,
By
D, Ma11 Na12 N213 Na1.
Cal D, Noat N922 N923 Noa.
D3 231 )32 N33 o3,
Ay
D n n n n
1 311 312 313 31.
Cyl Dy N394 N322 323 N3q.
Dy 331 332 333 fas .
B,y
D n n n n
1 511 12 513 41,
Cal Dy Ny21 Ny22 Nyos3 Ny2.
0, Ny31 M432 N33 CNy3,

Para essa situacao, o logaritmo do estimador da

razao de sobrevivéncia para cada grupo, & fornecido por:

F(Ei) = K* 1n A* R;

~

3
com _ A1 0 O onde A. = 1 0 1/2
s £ 1 1 1/2

6x9 |0 Al 0

0 0 A



K=1}1-1 1-=-1 1 -1
1x6 [ )

-

Bi = [Pi117Pi12/Py13) 1= 1e2se..,8
ou

= %* *® =
log Gi K# 1n A 17 log

Pi4170+5 P43 I
1

| ,
j
1 Pij1%Pi42%0+3 pij3J

= w

Para os oito grupos, o vetor dos log estimadores

da razdo de sobrevivéncia & fornecido por:

F(p) =K lnAp = {log G,s109 Gy,...,log GB]

com:
(Aa* 0 0 ... 0 ) (k* 0 0 ... 0 )
0 A* 0 ... 0 0 K*¥0 ... 0
A =10 o0 a* o | K=10 o xx 0 e
48x72 = 8x48 “us
0 0 0 ... A* 0 0 0 45 K*J

p = {E]‘_r E£'°°°'Eé} o

Estimadas as razoes de sobrevivéncia de cada gru-
po, & possivel, através desse método de andlise, ajustando-

se um modelo linear F(m) = XB , com matrizes de planejamen



tos X adequadas, testar o efeito dos fatores idade, esta-
gio da doenca e tipo de tratamento, nas taxas de sobrevivég
cia, as interacgoes possiveis entre fatores, e ainda verifi-
car se as probabilidades de sobrevivéncia para cada ano a-

pds o diagndstico, seguem uma curva, linear ou exponencial.

b) Iremos estudar aqui a estimagao e andlise dos lo-
gits. Para melhor entendimento de como estimar os logits, va
mos considerar o modelo "dois fatores; uma resposta” ja des-
crito. Neste modelo, os fatores A e B possuem c e d ni-
veis respectivamente; e a resposta C , r categorias.

O vetor de probabilidades de cada multinomial se=-

ra denotado por Ty = [ﬂijl,ﬂijz,oa.,ﬂijr) . As probabili=-

dades acumuladas para cada (i,j) sao:s

Py51 = 341

P52 = Ti51 t Tyy0
%393 T Ti41 T Ti92 F Tig3

M52 T Mgz et Tig(e-1)

Definem-se os logits das probabilidades acumula-

das como:



- B3 =

In [¢ij1/("¢ij1))

Lija = In [¢ij2/(1'¢ij2))

by (pmg) = 1D [¢ij(r-1)/("¢ij(r-1)))

que compbem o vetor dos (r-1) logits de cada multinomial
(i,3), isto &,

ij o {Zij1’zij2""’zij(r-1))
1x(r-1)

gue pode ser escrito por

1,. = K* 1n A* 7, .
ij ij
com
(1 =1 0 0 0 0 0)
0 0 1 - 0 0 0
K*¥ = c 0 O 1 -1 O .o 0
(r-1)x2(r-1) 0 0 0 0O 0 1 -1 0
0O 0 0 O O 0O o o0 . 1 _lj
( \
1 0 0 ¢ O ...0 O
0 1 1 1 2 waa d
A* = 1 1 0o 0 0 .,..0
2(r=1)xr 0 ¢ 1 1 1 ...1
1 1
L )
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O vetor dos logits composto para a tabela toda

é denotado por

1 = z

= 11’112’°°°'Zld;°°';ch’zc2’°°°’zcd)

e, portanto, F () K In Am , representa os logits para a

tabela toda, com
(K* ¢ 0 ..,

0
0 K*¥* 0 ... 0
0 0 K¥... 0

K =
cd(r=1)x2cd(r=1)

A = 0 A* 0 © o o
2cd(r=1) xcdr 0 0 A*,.., 0

0 0 .;. A*

O vetor dos estimadores dos logits,; representado
por % , & obtido por F(p) = K 1n A p, onde p & o estima-
dor de L

Para melhor visualizagao, vamos colocar os logits

nas caselas da tabela "dois fatores, uma resposta".



Tabela 13 - Tabela dos

“
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logits.

Categorias de resposta

Subpopulacgoes
C, ¢, Cy Ctr=1) "
By Yir Y12 s Yiir-1) T
A By Y121 Pia2 %3 Yia(r-1) T
1. . .
By Y1a1 %142 %143 Yyd(r-1) -
By Y211 %a12 a3 Yat(r-1)
B, %921 2922 2223 222(r-l) B
A, o . i
B Yrd1 %242 %243 Yad(r-1)
B, Yor1r Fer Yets 2c1(r=-1) )
" B, Yoo Fea 2c23 2c2(r~1) B
[ed & N
¥ Yed1 Pear %43 Led(r-1) .

Expressando os estimadores dos logits

tinomial separadamente como um modelo aditivo da

%540

O mesmo pode ser escrito sob a forma

= * *
Hp * ofp + B3y

de cada mul

forma

= 1,2,04.,(r=1) ,



, Y Y Y (a* )
151 My %1 By1
i2 Mo ¥y P
= * %
i33 H3 oo L
o o - ;Q *ﬁﬂ
2ij(r-=1)J (u(r—l)J [ui(r—l)J lsj(r-l)J

onde
Hy ¢ a média do h-ésimo logit:
a;h € o efeito do i-8simo nivel de A no h-&simo
logit;
B;h € o efeito do j-&simo nivel de B no h-&simo
logit.

Vamos ilustrar a analise dos escores médios e dos
logits utilizando os dados apresentados no Capitulo II, Tabe
la 4, referente a um estudo feito por SCHOTZ, em 1966, sobre
a relagao existente entre “grupo motorista, tipo de acidente
e gravidade do ferimento produzido".

Essa tabela constitui o resultado de um experimen-
to do tipo "dois fatores, uma resposta", sendo os fatores
"grupo motorista" (sd e acompanhado) e "tipo de acidente"
(capotamento e nao-capotamento), e a resposta, "gravidade do
ferimento" (leve, moderado, severo e critico). Em termos do

modelo geral de classificagdo cruzada, o nimero de populacoes
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é igual a quatro, e o nimero de categorias de resposta & tam
bém quatro.

Nessa tabela, TS5k € a probabilidade de um indi
vidup classificado no i-ésimo tipo de motorista, i = 1,2 ,
e j-&simo tipo de acidente, 3j = 1,2 , sofrer ferimento do

k-ésimo grau, k = 1,2,3,4 . Assim,

Tiy _[ﬂijl’ﬂijz’ﬂijB’nij4)

& o vetor de probabilidades de cada multinomial, tal que

I M+
=}
|
l—l
-
®

1

€ o vetor composto de probabilidades para a tabela toda.
Analisamos os dados utilizando primeiramente os

escores arbitrarios 1,2,3 e 4 para as categorias de respos

ta leve, moderado, severo e critico respectivamente. Desse

modo, os escores médios compdem um vetor formulado por:

L + 2 7 + 37 + 4 7

111 114

1 ﬂ211+ 27 + 37 + 4 7

221
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ou por F(m) Am , onde

1234 0 00O 0 00 0 000

A = 00 1234 0 00 0 00O
4x16 0o 00600 1 234 0 00O
00 0000 0000O0 1234

Os estimadores, de F(m) e da matriz de covarian

cia estimada, resultam em:

F'(E) = {3,0135 2,4093 3,0882 2,4545)

1,9328 0 0 0
oy 0 0,6409 0 0
& =10 0 01,4585 0
0 0 0 0,7326
Foi considerado o modelo linear F(7m) = X¢ , com
1 I 1
x = |1 1=1
4x3 |1 -1 1 2
1 -1 -1

£” ={u,a1,81) com

Os estimadores b e a sua matriz de covariincia

~

resultaram:



,

2,8399
0,3021

((0,6051 -0,1219 0,4832
1077 ={-0,1219 0,2821 =0,1602
i 0,4832 -0,1602 00,6434

[

zU‘<

O teste do ajuste do modelo resultou x2= 1833,12
com 1 grau de liberdade, portanto, significante, ao nivel
de 5%. Isto quer dizer que o modelo nao descreve adequada-
mente os dados e, portanto, torna-se necessaria a procura
de fungoOes convenientes.

Uma reanalise dos dados foi realizada através dos
logits.

Consideramos para cada multinomial (i,J),

;.= (1

ij L

ij17 tij27 Zij3)

O vetor dos logits, que pode ser escrito por

;s K*¥ 1n A* 71, . onde
ij ij

3x6

=

*

1}
—
o O =
!
S O
o = O

i
o = O
(]
o o
~—
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(1 0 0 o)
0 1 1 1
6§Z 11 1 0 o
0 0 1 1
1 1 1 o0
0 0 0 1)

Para a tabela toda, 17= {ZEJ’ZEZ’ZQZ’ZQZJ & o
vetor composto dos logits, e pode ser escrito por

. =K ln AE » sendo K uma matriz diagonal prin
cipal, com as matrizes K* na diagonal principal, e A &
uma matriz (24x16) diagonal principal, com as matrizes A%*

na diagonal principal.

O estimador das fungdes F(rm) reZulta:
F‘(B) = {-4,8060 ~=1,2605 11,1048 -2,2535 0,3028 1,9938
=-5,1667 =1,5491 0,9755 -2,4875 0,2344 1,9605}

Consideramos os logits para cada multinomial ex-

pressos pelo modelo aditivo:

= * %* -
Lish T My *ofy + B3 h=1,2,3
ou pelo vetor
1 () & ) (% )
Y151 My ot B51
o * *
2352 Mo | T |%ia| t |BE,
* *
Qij3j H3 a73 B33
\ \
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onde Hp € um valor constante para as categorias de
respostas;

a;h € o efeito do i-&simo nivel do fator "grupo

motorista” no h=@simo logit:

n & o efeito do j-8simo nivel do fator "tipo
de acidente” no h-ésimo logit.

Para estudar a variacao dos logits, ajustamos um

modelo linear E {F(E)} = X& , com

(1 0 0 1 0 0 1 0 o0
01 0 0 1 0 0 1 0
0 01 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 =1 0 0
12§9= 001 0 0 1 0 0-1 0 e
0 001 0 0 1 0 0 -1
1 0 0 -1 0 0 1 0 0
01 0 0=-1 0 0 1 0
© 01 0 0-1I 0 0 1
1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
01 0 0«1 0 0-=1 0
00 1 0 0-=1L 0 0 "lJ

g = [Ul7112:1131(11:/0(2pOLB;BlszpBB)
com M, © valor constante para cada categoria de res-

posta, h = 1,2,3;

oy © efeito do fator "grupo motorista" no h-ési-
mo logit;

By, © efeito do fator "tipo de acidente" no h-ési
mo logit.
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Utilizando as fOrmulas

b= (xs"hx ksl o vib) = (x"s"ix) 7,

~

foram encontrados os estimadores dos parametros e os seus

desvios padrdes, dados na tabela abaixo:

Tabela 14 - Estimadores e desvios padroes dos parametros.

u o B

estim. |desvio| estim. |desvio estim. ({desvio

logit

1 -3,684 |0,0814] 0,1191 0,0256| -1,306(0,0814
2 0,569 |0,0183| 0,0538 0,0137( -0,837|0,0183
3 1,506 |0,0186| 0,0328|0,0178 -0,470|0,0187

O teste do ajuste do modelo calculado por

p - b~ (x"s™1x) "1p

-~

ss {F(m) = Xx£} = F°s”

resulta x®> = 9,2376 com 3 graus de liberdade, portanto nio

significante (a = 0,05), isto €, o modelo se ajusta aos da-

dos.
Assim, podemos testar hipdteses do tipo
H08C€=Or
dxv
utilizando

Ss {ct¢ =0} = 13“c‘{c(x‘s"lx)'lc‘}'l Cb

~

que possui distribuigao x? com d graus de liberdade.
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Se construirmos a matriz

C, = fo o o 0 0 0 1 0 -1)
2x9 lo 0 0 0 0 0 0 1 -1J
C

Il

a hipotese HO: 18 {g% - gg) = 0 significa hipotese de
homogeneidade nos efeitos do fator "tipo de acidente" em rc
lagao aos graus de ferimento. O resultado x? = 365,69 com
2 graus de liberdade & significante (o = 0,05), isto &, nao
ha homogeneidade nos efeitos do fator "tipo de acidente"
nas respostas ordenadas.

Desse modo, a hipoOtese para a verificagdo do e-
feito do fator "tipo de acidente" na gravidade do ferimen-

to, & formulada por

HO: C,& = 0 , com C, = {o 0O 0 0 0 0 1 1 1]

produzindo x? = 888,6329 com 1 grau de liberdade. Rejeita-
mos essa hipotesc, ao nivel de 5%, portanto, existe efeito
do fator "tipo de acidente" na gravidade do ferimento.

Do mesmo modo, a hipotese HO: c3g =0 , com

C3 =10 0 0 1 0=1 0 0 O

2x9 6 0 0 0 1-1 0 0 O

significa hipotese de homogeneidade nos efeitos do fator
"grupo motorista" em relagdo aos graus de ferimento. O re

sultado x* = 8,4608 com 2 graus de liberdade & significante



(o = 0,05), isto &, nao ha homogeneidade nos efeitos do fa-
tor "grupo motorista®™ na gravidade do ferimento.
A hipotese para verificacao do efeito do fator

"grupo motorista® na gravidade do ferimento & formulada por

HO: C4 E =0 , com

resultando XZ = 44,0965 com 1 grau de liberdade, portanto
significante (o = 0,05), o que significa que existe efeito

do fator "grupo motorista" na gravidade do ferimento.

Em suma, a analise através da formulagdo dos lo-
gits mostrou ser adequada para os dados da Tabela 4, devido
ao teste do ajuste do modelo resultar nao significante, o
que nao aconteceu quando formulamos escores médios utilizan
do escores arbitrarios para cada resposta ordenada. Ainda,
a analise indicou a existéncia de efeito dos fatores "grupo

motorista" e "tipo de acidente"™ na gravidade do ferimento.



CAPITULO V

EXTENSAO DE FORTHOFER E KOCH

5.1. INTRODUCRO.

Vimos nos capitulos anteriores que o método in-
troduzido por GSK (1969) restringe a analise de dados .cate
goricos aqueles problemas que podem ser relatados como fun
¢Oes lineares ou log=lineares das probabilidades das case-
las, isto &, fungdes que pertencem ao tipo F(I) = AI ;ou
F(E) = K 1ln AT .

FORTHOFER e KOCH, em 1973, {10) apresentaram uma
extensdo da metodologia de GSK para andlise de dados categd
ricos considerando fungoes mais complexas, obtidas por trans
formagoes compostas lineares, logaritmicas e exponenciais.
Assim, muitos problemas que nao podiam ser formulados por
fungoes propostas por GSK podem ser relatados por fungoes
compostas e analisados por técnicas derivadas de modelos 11

neares.
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5.2. FUNCDES COMPOSTAS.

As fungbOes apresentadas por FORTHOFER e KOCH per

tencem a duas classes:

A) A primeira classe de fungbes & constituida por funcdes

do tipo

F(m) = Q{exp[K 1n (AE))}

onde A & uma matriz de constantes uxrs ; K uma matriz
kxu e Q wuma matriz axk ; 1n transforma um vetor no ve
tor correspondente de logaritmos naturais, e exp transfor
ma um vetor no vetor correspondente de fungoes exponenciais
(isto &, antilog).

A matriz de derivadas parciais da transformagao
F(E) = Q exp K 1n A P com

exp K 1In A p 2 a=Ap

~ ~

i

Yy

€ dada por

- |SF_(m) _ =1
S, . J J
ij j

onde Dy € uma matriz kxk com elementos do vetor y na

diagonal principal, isto &,



Yq 9 sz

0 v, «c. O
D_ = 2
Yy G 51 iamm G

¢ 0 s oo Y

e, Da € também uma matriz diagonal principal uxu , com

elementos do vetor a na diagonal principla, isto &,

( 3
a; ¢ ... 0
D = 0 a2 eeo 0
a
0 0 ...a
u

Assim, a matriz de covariancia estimada de F

sera dada por

S =Q Dy K Da

B) A segunda classe de fungdes & constitulda por funcdes do
tipo

F(m) = L 1In Q exp K 1n Am

onde as matrizes A, K e Q sao iguais as descritas na clas
se anterior, e L & uma matriz de constantes 1xq.
A matriz das derivadas parciais da transformacao

F(p) =L 1lnQexp XK 1lnAp com

~
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il

g InQexp KInAp , y =expKln i p e a=>~Ap

£ ~

é dada por

5Fﬁ(ﬂ)
w74y Fij
dﬂij

onde Dg & uma matriz diagonal principal gxqg , com elemen-

tos de g na diagonal principal, isto &,

9, 0 <o
0 g, ...
D_= 2
g e = ¢ m W &
0 0 244
gq

Portanto, a matriz de covaridncia estimada de F

sera dada por

avipya o7t x°p Q'D;l L” .

ul -
S =LD D KD
g g y a ~ a y

5.3, APLICACOES.

FORTHOFER e KOCH apresentam diversas aplicagdes
das duas classes de fungoes acima descritas; vamos tratar

aqui somente de dois tipos de problemas enquadrados nessas

classes de fungdes:



a) analise dos escores médios baseados em esco-
res percentis, como os propostos por WILLIAMS e GRIZZLE em
19723

b) analise dos coeficientes de correlagao de pos

tos, como os propostos por GOODMAN e KRUSKAL em 1954 e 1963.

5.3.1. HIPOTESE LINEAR GERAL NO MODELO F(w) = XB.

A) Caso F(m) = Q exp K 1ln A7

Dentre as fungodes pertencentes a esta classe,
vamos desenvolver apenas os escores médios baseados em es-
cores percentis, propostos por WILLIAMS e GRIZZLE em 1972.
Os escores percentis sao calculados usando as distribuigoes
marginais observadas, isto &, sao baseados em postos; sao
adequadas nas situagOes em que a(s) resposta(s) se apresen-
ta(m) ordenada(s) .

Para ilustrar a formulacao desses escores médios,
vamos considerar o modelo "dois fatores, uma resposta", com
A e B sendo os fatores com ¢ e d niveis respectivamente;
e C a resposta com r categorias ordenadas.

Vamos denotar os escores percentis por a,

ijk’ £8
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da um deles associado a cada pijk ¢ € escrever para cada

multinomial (i,j) o vetor dos escores percentis como

O T - S
alj [ ij1'7ij27%i§3” ! 1jr)
Se os niveis do fator A nao representam blocos,
calculamos os escores percentis para os dados combinados da

tabela toda; assim, os a sao idénticos para todas as com

ij
binagoes (i,j). Se os niveis de A representam blocos nao
homogéneos, calculam-se os escores dentro de cada nivel de
A; desta forma, os aij sao idénticos dentro de cada nivel
do fator A, e entao, o vetor dos escores percentis para ca-

da 1 sera denotado por a = (a..,a..,....a. .
P i i1*=i27 iy

Considerando os niveis de A como blocos, o cil-
culo dos escores percentis correspondentes s r respostas

ordenadas, & feito utilizando-sc:

3j1 =Py 1/ 2

32 TPy TPy o/ 2
%ir TPj1 TPy oot Ry /2
com p, , = ny oy / n, sendo a probabilidade marginal ob-

servada da k-&sima resposta C para o i-8simo nivel de A.
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Assim, se considerarmos um i-&simo nivel de A,
de uma tabela "dois fatores, uma resposta”, com as frequén-

cias nas caselas

C1 C2 Cr Total
Bil Mitr Mia B ir Riq.
" Ba | Mi21 Mia22 Nia2r N2,
i - .
Ba | Mid1 Mid2 Nidr Wid.
Total ni 1 ni'2 nI " nIo
Escores 2 a
percentis il a2 ir

0s escores percentis escritos em funcdo das probabilidades

das caselas resultam:

a = "il. n, n,
il p. + i2. p, +e s o id.
g, AL e i “2n, _ Pial
1. YXew
n
_ il. n, . n,
@12 T Tn, " Pyn1 oAl pygp t_£2. pyyy 12, pioo
1 2n, 1, 2n,
100 lDO l°°
n
id. id.
Foeet " Pia1 Y 7n— Pigo
lﬂﬂ l.‘
n n
oDy, il. i1.
4y T W, Pyt n,  Pil2 o ¥ = Piye t
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D2 Ni2 D2
* = Bigy * 3 joag ¥ eee Pijoy Feoot
oo 1o loo
n I n
id. id. id.
+ n, Pigr * n,  Pidz *oaes & n, Piar -

Assim, os escores médios baseados em percentis

sao cxd fungdes do tipo

+

@11 Pi11 " %12 P112 1r P11r

+

11 Pi21 T 215 Piaa 1r Pior

° © o ° ° © o ° o ° ° ° ° ° o ° ° °

F(p) = ¢ a7 Pya; * 315 Pygo 1r Piar

291 Paii * @23 Payo 2r Paar

° o ° ° o ° ° o ° ° ° ° ° o o °
° ° ° ° ° 2 ° ° ey ° ° ° ° ° ° o

231 Pag1 t 222 Pago or Paar

° o ° e ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° a ° ° o °

a + a

cl pcdl c2 pcd2 cr “cdr

\

e que serao objeto da analise usando um modelo linear a-

propriado.

Vamos ilustrar a formulagao e a analise dos esco-
res médios baseados em escores percentis utilizando os da-
dos apresentados na Tabela 4, ja analisados no Capitulo IV.

Para a obtencao dos escores mé&dios, realizamos
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uma sequéncia de transformagoes do vetor das probabilidades

das caselas, com a construcao de matrizes Q, K e A, e uti-

lizando trans “ormagoes linear, logaritmica e exponencial.

0O vetor

24x16

onde 116

4x8

Ry
4x8

(0,10

=10,20

0,20
0,20

\

(0,13
0,26
0,26
0,26

\

a =

0,10
0,20
0,20

0
0,13
0,26
0,26

A p , com

~

0 0 0,40
0 0 0,80
0,10 0 0,80
0,20 0,10 0,80

0 0 0,36
0 0 0,73
0,13 O© 0,73
0,26 0,13 0,73

€ uma matriz identidade 16x16,

0 0 0 )
0,40 © 0
0,80 0,40 0
0,80 0,80 0,40)

0 0 o )
0,36

0,73 0,36 O
0,73 0,73 0,36J

€& o vetor das probabilidades obsaervadas das casclas e dos

escores percentis para os dois niveis do fator “grupo moto

rista®.

Os

S

a

N

escores percentis resultantes sao:

il

(0,03881 0,30729

(0,02836 0,26572

0,69437 0,92442)

0,65249 0,90874)
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O vetor £ =K 1ln A p ;, com

2

—

K
l6x24

o O O H

oSO O H O

o H O ©
Py

H O© O O

O O H H

H H O O
S

.

-

onde I4 e uma matriz identidade 4x4 ,

0 & uma matriz 4x4 de zeros ,

& o vetor dos log dos produtos de cada pijk e seu respec-

tivo escore percentil.

Finalmente, o vetor g exp K In A p , com

1111 0000 0000
Q= 10000 1111 0000
ax16 0000 0000 1111 0
0000

0000 0000

€ o vetor dos escores médios, que resulta:
F*(p)= (0,66149 0,45817 0,65172 0,43685)

com matriz de covaridncia dada por

f0,15693 -0,03860 0 o )
_4 |~0,03860 0,00949 0 0
S =10
0 0 0,11560 =0,04128

0 0 -0,04128 0,01474
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A fim de verificar a variagao dos escores médios,

€ ajustado o modelo linear ¥ (m)

1 1 1

X =11 1-1
4x3 1 -1 1
1 -1 -1

E = {uy alpel)

~

com: U a média constante:

X& , com

o, o efeito do i-&simo nivel de "grupo motorista" na

resposta C;

na resposta C, e

2 2
2oy, =% B. =0
=1+ 4=1 3
Os estimadores de &
resultam:
(0,55235
b = [0,00935
0,10474
L )
(0,82665 0,10064
v, =107°|0,10064 0,01230
~ 1,53230 0,18660

B, o efeito do j=-ésimo nivel de "tipo de acidente”

e a matriz de covaridncia

1,53230
0,18660
0,28400
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O teste do ajuste do modelo resultou y?= 2,9259
com 1 grau de liberdade, portanto ndo significante , isto &,
o modelo se ajusta aos dados.

As hipoteses do tipo HO0: C& = 0 , com
c,=(0 10 e c,= (0 0 1)

testam a nao existéncia dos efeitos "grupo motorista" e "ti=-
po de acidente" respectivamente, na gravidade do ferimento
produzido. Os testes resultam xi = 7100,4802 e

x; = 3862,5853 , ambos com um grau de liberdade, portanto
significantes. Ccncluimos que existe efeito "grupo motoris-
ta" e "tipo de acidente" na "gravidade do ferimento", o que
concorda com os resultados obtidos através da andlise dos

logits.
B) Caso F(m) =L 1in Q exp K 1ln Armw

Para estudar a formulagao de fungOes pertencen-
tes a essa classe, vamos considerar a analise dos coeficien
tes de correlagadao de postos, descritos por GOODMAN e KRUS-
KAL (1954, 1963). Essa analise & adequada cm situagoes ex-
perimentais do tipo "um fator, duas respostas®, quando es-

tamos interessados na associagao entre as respostas, que po
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de ser medida através do coeficiente de correlagao de pos-
tos.

Os coeficientes de correlagdo de postos, calcu-
lados para cada nivel do fator A , si3o bascados nas proba
bilidades de concordincia Ty v isto &, nas probabilidades
que dois individuos, tomados aleatoriamente, tenham a mesma
ordem em ambas as classificagdes de respostas, e de discor-
dancia Ty 7 isto &, a probabilidade gue eles tenham ordens

diferentes de classificacdo, ou seja:

’ ik i7>) K>k
m = 20 % wm,., { X I m,.-, -}
d 5k ijk 5] Kk ij k

Os coeficientes de correlagdo, para cada nivel

do fator A, sdo dados por:

O objetivo & construir fungdes que s3o estimado-
res das razoes de concordincia e discorddncia para cada ni-

vel do fator A, fungdes essas que pertencem ao tipo

F(p)= L In Q exp K 1n A P -
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A anadlise desses estimadores das razdes das probabilidades
de concordancia e discorddncia é realizada ajustando-se mo-
delo linear F(m) = XB . Além disso, objetivamos estimar os

coeficientes de correlagao para cada nivel do fator 2.
Iremos ilustrar esta andalise com os dados da Ta-
bela 4, rearranjados da seguinte forma:

Tabela 15 - Namero de motoristas com ferimentos, agrupados

segundo '"'grupo' e '"tipo de acidente'.

Tipo de Grau de Grupo motorista S

acidente |[ferimento |  $6 acompanhado T
leve 21 18 39

Capota-

ments moderado 567 553 1120
severo 1356 1734 3090
critico 6Lk 869 1513
leve 996 679 1675

Nao-capo=-| moderado 5454 4561 10015

tamento | severo 2773 2516 5289
critico 1256 1092 2348

Os dados sao vistos como resultado da classifica-
¢ao de dois grupos motoristas, "sd" e "acompanhado" (i = 1,2),

em tipo de acidente, "capotamento" e "nao-~capotamento"



- 109 -

(3 = 1,2), e gravidade do ferimento, "leve”, "moderado",
"severo" e "critico™ (k = 1,2,3,4). Assim, essa tabela po=
de ser vista como do tipo "um fator, duas respostas", ou,
na notagao do modelo geral, s =2 e r = 8.

As probabilidades de concordancia e discordin-

cia para cada grupo motorista sao formuladas por:

i P 2T 391 Tyt ias*my0y) *+70, (7123 12004113 Ty
ol P 2Ty Tiaq *Myq3 (Mygqtmyg)4mygy (mypm pp+mp5)
sy = 2m, (M922%M23%Tp21) 751, (T023*T200) #5153 Topy
Td, ° 2Ma12 T221 *Taq3 (MopqtMypp)#yqy (Myy #7004, 03)

Os log dos estimadores das razdes das probabili-
dades de concordancia e discordincia pertencem A classe de
funcoes

F(p) =L 1n J exp K ln A p

~ =~

isto &, obtidos através de transformacdes do vetor p e uti-

~

lizando as matrizes L, Q, K e A adequadas.

Construimos as matrizes:
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com I8 uma matriz identidade 8x8;

0 uma matriz 8x8 de zeros: e

,

o O O O O O
O O O © O ©
o O O O O O
o O O o O 9
' o oo N = = (R > R ]
-~ = O ©C O M
= O O O - -
O © O K =

L J

de tal modo que a = A p nos forncce os estimadores das
probabilidades das caselas dos grupos "so® e "acompanhado",
¢ ainda a soma das apropriadas combinagoes concordantes e

discordantes para cada grupo motoristas;

com I6 uma matriz identidade 6x6;
0 uma matriz 6x14 de zZeros: e

’

1000 000O0)
0100 0000
K1 loo10 0000
0100 0000
0010 0000
0001 0000

( J

de tal modo que £f = K 1ln A p nos fornece o vetor dos log

~

das probabilidades de varios tipos de pares concordantes e
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discordantes;
0=19 0O , com  Q = 111 000
4x12 0 Ql 000 111

de modo que g = Q exp K 1n A p nos fornece os estimadores
das probabilidades concordantes e discordantes para cada gru
po motorista, resultando

(0,02452
0,08922
0,02792
0,11210

g =Q exp K 1In A p=

\

e, finalmente,

Lo [t-1 0 0
2x4 |0 0 1 -1
(

de modo que F(p) =L 1n Q exp K 1n A p nos da o log das
probabilidades concordantes e discordantes para cada grupo

motorista, isto e,

rp111(p122+p123+p12h)+p112(p123+P12h)+p113p124‘

p1129121+p113(P121+p122)+pl1h(p121+P122+p123)
F(p)=1log
p211(p222+p223+p224)+p212(p223+p224)+p213p224

p212P221+?213(Pzz1“’222)“’21u(pzz1+p222+p233)J

\
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F (p) = {-1,2927J

-1,3898

com matriz de covaridncia dada por

-g {0,12325 0
10

B F 0 0,11919

E ajustado o modelo linear E{F} = XBO , com

X =[1] e Bo sendo uma medida de associagao entre

tipo de acidente e grau de ferimento.

0 estimador de BO ; b, e a sua matriz de co-
3

varidncia resultam: b = ~1,3421 e V. = 0,60594x10 .

b

O teste do ajuste do modelo, que nos da o teste
da n§o~interagéo de segunda ordem, entre grupo motorista e
tipo de acidente em relagdao aos seus efeitos na gravidade
do ferimento, resulta x*> = 3,8977 com 1 grau de liberdade,
portanto ndo significante (o = 0,025), isto &, ndo existe
interagao entre "grupo motorista", "tipo de acidente" e
"gravidade do ferimento".

A hipdtese HO: CB =0 , com C = (1) nos
fornece o teste da nao-interacao entre tipo de acidente e
grau de ferimento, e resulta x? = 2972,6841 com 1 grau de

liberdade, portanto significante, isto &, existe associacgao
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entre gravidade do ferimento e tipo de acidente.
Com o objetivo de estimar os coeficientes de
correlagao para cada grupo motorista, usando os resultados

obtidos em F(E)' utilizamos:

G = (D, + I, (@ = J,)

_ =2 2

D SD (D + I.)
G g g( g 2)

il

exp F , Dg € uma matriz bloco diagonal com ele-

mentos de g na diagonal principal, J2 e um vetor 2x1 e

onde g

I, € uma matriz identidade 2x2 , e obtemos:

e I =1
eFl +1 -0,57)
G = =
eFZ -1 ~0,60
f2 11
( J
Assim, Y1 = -0,57 & o coeficiente de correlagao

entre "tipo de acidente" e "grau de ferimento", para o grupo
motorista "so"; Y, = =0,60 & o coeficiente de correlagdo en
tre "tipo de acidente"” e "grau de ferimento" para o grupo mo
torista "acompanhado". Esses coeficientes possuem as mesmas
magnitudes para os dois grupos e indicam, nesses dados, que
capotamento provoca acidente com ferimentos mais graves do

que o nao-~capotamento,



CAPITULO VI

CONSIDERACOES FINAIS

Pretendemos,; aqui, fazer breves comentarios em
relagao a parte formal e & parte das aplicacdes do mé&todo

de GSK (1969) e da extensdao de FORTHOFER e KOCH (1972).

Ja foi dito neste trabalho que a metodologia de
GSK para ahélise(de-dados categdricos apresenta uma vanta-
gem em relagao aos métodos usuais, que & a de n3o necessi-
tar de estimadores de maxima verossimilhanga dos pardmetros
sob HO. Lembramos, mais uma vez, que algumas hipoteses for-
muladas em tabelas de contingéncias, como, por exemplo, as
de homogencidade das marginais (GSK, 1969), de associagoes
sobre as diagonais totais (FORTHOFER e¢ KOCH, 1972), de si-
metria ¢ de associagao sobre a diagonal principal (desenvol
vidas por nos), apresentam dificuldadesna obtencao de esti-
madores sob HO, pelos métodos usuais, mas que sido facilmen-
te resolvidas pelo método aqui estudado.

Ainda, quando os dados sao provenientes de diver

sas populagoes, o método de GSK e a extensao de FORTHOFER e



= 115 -

KOCH permitem a solugao de diversos problemas através da
formulagao e anilise de funcgdes adequadas. Assim, o método
proposto permite a analise,por exemplo, de: escores médios,
logits, taxas de sobrevivéncia, coeficientes de correlagéo
de postos, ridits, associagdes parciais, estas Gltimas pro
postas por MANTEL e HAENZEL (1959) e MANTEL (1963). Cada um
desses problemas & formulado por estimadores compostos en-
volvendo fungOes linear, logaritmica e exponencial; essas
fungoes devem obedecer &s seguintes condigbes: ser linear-
mente independentes e possuir derivadas parciais continuas
de segunda ordem em relacao a My 3 além disso, se algumas
das caselas possuir frequéncia zero, esta deve ser substi-
tuida por l/rini , sendo r o numero de categorias de res
postas. Obedecidas essas condigdes, essas fungdes sido es=-
critas equivalentemente por uma sequéncia de matrizes A, K,
Q e L apropriadas, utilizando-se transformagoes do vetor de
probabilidades.

O programa utilizado para resolver os exemplos

aqui ilustrados foi o GENCAT,; pertencente ao acervo do IME,

Apesar de muitas dificuldades na aplicagdo do mé
todo de GSK apontadas por pesquisadores como, por exemplo,

GOODMAN, no seu trabalho "Analysis of multidimensional Con-
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tingency Tables: stepwise procedures and direct estimation
for building models of multiple classifications”; in: TECH-
NOMETRICS, 1971, p.33-61, para hipoteses por ele tratadas,
e em que o referido autor assinala dificuldades computacio
nais em modelos log-lineares, podemos; de um modo geral,
concluir pela facil aplicacgio do método.

Sabemos; no entanto, que o mdtodo de GSK nao &
o0 Gnico para solucionar os problemas surgidos em dados ca-
tegoricos; lembrariamos, a respeito, a existéncia de dois
métodos alternativos: um Formulado por BISHOP (1969,1971)

e GOODMAN (1970,1971); o outro, por KU et alii (1971) .

Ouvtro ponto de observacao; que também encontra-
mos nos proprios autores do m&todo, & o do desconhecimento
do comportamento estatistico do método em amostras peque~
nas; apesar disso, reforgam eles o fato de que os testes
estatisticos nele empregados apresentam &timas proprieda-
des assintdoticas, como demonstrou NEYMAN. Ainda consideran
do o problema de estimadores, RAO (1963) demonstrou que os
estimadores de maxima verossimilhanga apresentam menor va-
ridncia que os estimadores BAN utilizados no nétodo de GSK;
em contrapartida, BERKSON (1955) mostrou, em trabalhos pré

ticos, uma equivaléncia dos estimadores de maxima verossi-
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milhanga e x? minimo, forma equivalente da estatistica de
1

WALD utilizada no método de GSX.

O trabalho que desenvolvemos procurou enfatizar
as aplicagoes do método de GSK. Restringimos nossa area de
aplicagao a tabelas de classificagao completas, lembrando
que existem estudos sobre aplicagido do método a tabelas in
completas, no sentido que algumas caselas tém probabilida-
de de ocorréncia nula (GRIZZLE e WILLIAMS, 1972), e também
a vetores=-resposta incompletos, no sentido que a classifi-
cagao ndo abrange todas as categorias de resposta, devido
a perda de dados, respostas incorretas ou incompletas (KOCH,

IMREY, REINFURT, 1972).

Esperamos, com este trabalho, poder contribuir,
ainda que de forma modesta, para a solugao de varios pro-
blemas que envolvem dados categdricos nas diversas Areas

de pesquisa.
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