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PREFACIO

Ao escrevermos este trabalho procuramos apresentar
a teoria estatistica da Analise Fatorial, com énfase nos pro
blemas de estimagdo e testes de hipéteses,‘de-forma'clara e
- de acordo com os recentes desenvolvimentos do objeto.

No capitulo I expomos o que & Analise Fatorial, re
lacionando-a com outras técnicas de Andlise Multivariada e
incluimos’ uma nota histdrica sobre o assunto.

‘0 modelo. tedrico de Andlise Fatorial & apresentado
no capitulo II,que & complementado por uma breve exposigao
sobre Andlise de Componehtes Principais, comparando-se, en-
tao, os dois modelos.

0 capitulo 111 trata de estimacio e testes de hipd
teses no modelo fatorial. Nele sdo apresentados, com deta-
i1hes, o método de estimac@ao de madxima verossimilhanca e os
testes da razio de verossimilhanca em Andlise Fatorial. Ou-
tros métodos de estimacgdao sdc também abordados.

Os diversos modelos de rotacao e transformagao dos
fatores, com exemplos, sdo mostrados no capitulo IV.

b

No tltimo capitulo'apfesentamos dois exemplos da a -
plicag8o da técnica de Analise Fatorial
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CAPITULO I

INTRODUGAO

1.1 - 0 PROBLEMA

Nas mais diversas areas do conhecimento, como por
exemplo, Psicologia, Economia, Agricultura, Biologia, Educa
cdo, Ciéncias Sociais, o pesquisador, nao raras vezes se de
para com observacgles de varias variaveis para cada elemento
de uma amostra de individuos, de animais, ou de outros ti-
pos_de_unidadés experimentais.

Em muitas situacoes & desejavel examinar as inter-
relagoes entre as variaveis. Estas inter-relacbes podem ser
medidas ou pelas covariancias ou pelos coeficientes ‘de cor-
relacdo entre as varidveis. Se o nimero de varidveis & gran
de, o pesquisador pode estar interessado em estruturar‘asim'
plificar seus dados de maneira a conservay o maximo de in-
formagao expressa pelas variaveis originais.

Uma solucdo para este problema & encontrar varia-
veis hipotéticas que sejam combinagées lineares das varia-
veis observadas e que, mMesSmo em menor nimero possam ser mais
convenientemente estudadas.

s Duas técnicas estatisticas de Andlise Multivariada
sdo comumente utilizadas para tratar este problema: Andlise
“1-



de Componentes Principais e Analise Fatorial. Cqm‘ frequen-
cia,estas duas técnicas sdo confundidas. Nosso trabalho ver
sara fundamentalmente sobre Andlise Fatorial, mas com o in-
tuito de esclarecer idéias, distinguiremos os dois métodos.
No Capitulo II, secdo 2.3, apresentaremos de forma resumida
a técnica de Analise de Componentes Principais.

1.2 - 0 QUE £ ANALISE FATORIAL?

Andlise Fatorial € uma técnica de Andlise Multiva-
riada que trata das relagdes internas de um conjunto de va-
ridveis, substituindo um conjunto inicial de variaveis cor-
relacionadas por um conjunto menor de 'fatores" (ou varid-
veis hipotéticas) que podem ser nao correlacionados (Fato-
res Ortogonais) ou Correlacionados (Fatores Obliquos),e que
explicam a maior parte da variancia do conjunto original.

Como uma técnica de Andlise Multivariada & relevan
te mostrar como se situa a Andlise Fatorial em relagdo ds ou
tras técnicas. Segundo Kendall (1950), as técnicas de Anali
se Multivariada podem ser distinguidas em:

a) Andlise de Dependencia: quando queremos estudar a de
pendéncia de uma ou mais varidveis em relagdo s ou-
tras. Consideramos, entdo, dois subconjuntos, um no
qual as varidveis sao denominadas independentes e ou
tro em que tratamos das variaveis dependentes.

b) Andlise de Interdependéncia: quando estamos interes-
sados nas relagbes de um conjunto de variaveis entre
si, sem selecionarmos nenhuma delas, em especial, co
mo variavel dependente.

No primeiro tipo de Analise enquadram-se, por exem
plo, Andlise de Regressdo e Andlise de Variancia Multivaria
da, enquanto que & no segundo tipo de classificagao, salien



tando-se apenas o carater de interdependéncia das variaveis,
que se enquadram as técnicas de Analise de Componentes Prin
cipais e Analise Fatorial.

No caso bivariado vemos claramente esta distingao
entre Anilise de Dependéncia e de Interdependéncia: a corre
lagdo entre duas variaveis & uma questio de interdependen-
cia e & uma relacdo simétrica entre as variaveis, enquanto
que a regressao de uma variavel sobre a outra, trata-se de
dependéncia e nido & uma relacgdo simétrica, isto e, a regres
sdo de x sobre y ndo & a mesma que a regressao de y sobre X

Em Psicologia e em outras ciéncias esta distingdo
tem seu paralelo. Os psicélogos distinguem entre fidedigni-
dade, que trata de consisténcia interna ou interdependéncia,
e validade, que trata da concorddncia com um critério exter
no ou de dependéncia.

A Andilise Fatorial tem uma peculiaridade propriaem
relacdo a outras técnicas estatisticas, por ter sido desen-
volvida por pessoas que nao eram primariamente estatisticos
e sim psicdlogos. Por esta razao ela tendeu a adquirir uma
linguagem e técnica préprias. O assunto, como veremos no his
térico, era limitado i concepcdo psicolégica de fatores men
tais, tal que um estatistico comum teria dificuldades em T¢
laciond-lo aos métodos gerais da estatistica. Alguns estatis
ticos nem mesmo acreditam na Andlise Fatorial como um todo.
E entdo, Gtil uma exposigdo sobre Andlise Fatorial como uma
técnica estatistica, para que os pesquisadores, cujo inte-
resse principal estd em aplicagoes fora do campo da Psicolo-
gia possam utiliza-la. Este & um dos objetivos deste traba-
lho. |

Mais recentemente tem sido proposto um uso diversi
ficade da Andlise Fatorial, considerado por alguns estudio-
sos como seu valor principal, que & o de complementar técni



‘cas estatisticas convencionais. Uma destas técnicas & a And
lise de Regressao, e em alguns casos especiais,é'mostrado co
mo um melhor subconjunto de variaveis independentes pode ser
encontrado usando-se Andlise Fatorial, para predizer uma va
riavel dependente. Também, em um trabalho atual, Lawley e
Maxwell (1973) publicaram um artigo intitulado: "Regression
and Factor Analysis'", onde um modelo bdsico de Analise Fato
rial & empregado na estimac@o dos coeficientes de regressao.
Entretanto, & ainda pequeno o nimero de trabalhos publica-
dos a este respeito.

1.3 - NOTA HISTORICA

A Andlise Fatorial surgiu, no inicio deste século,
como um desenvolvimento natural da andlise de conjuntos de
varidveis correlacionadas.

A técnica de Andlise Fatorial foi desenvolvida ini
cialmente pelo psicélogo Charles Spearman, que em 1904 pu-
blicou o artigo intitulado "General Intelligence Objective-
lyADetermined and Measured". Neste artigo, Spearman exami-
na os trabalhos anteriores sobre medida de inteligéncia e a
presenta, pela primeira.vez, sua teoria de um fator. de inteli
géncia geral, seu famoso fator "g". Esta varidvel hipot&ti-
ca explicaria, em geral, as intercorrelagoes de um conjunto
de testes cognitivos.

Bartlett (1962) comenta que o modelo proposto por
Spearman, com apenas um fator comum, foi uma primeira apro-
ximagdo a situagdes reais, mas que, apesar de Gtil, era ina .
dequado. Assim, mais "fatores comuns" necessitaram ser in-
troduzidos no modelo, dando lugar a uma especificagdo mais
geral do mesmo.

~

Surgiram,entdo,os conceitos de "fatores multiplos"



que foram desenvolvidos por L.L.Thurstone, da escoia ameri-
cana, e também por Burt e Thomnson, da escola inglesa,que co
mo Spearman, eram psicdlogos. Estes foram 0S precursores
mais atives da Andlise Fatorial. Detalhes de suas contribui
Goes e referéncias aos primeiros artigos podem encontrar-se
em seus textos: Thurstone (1935), (1947), Burt (1941) e Thon
son (1951).

Como vimos todo o desenvolvimento inicial da Anali
se Fatorial foi no campo da Psicologia, para o estudo de hi
poteses sobre a organizacgdo da habilidade mental. A anilise
partia do exame das matrizes de carrelagéo'oucovariénciade
um conjunto, ou de uma bateria de testes cognitivos. 0s mé-
todos para obtencdo dos parimetros do modelo eram métodos em
piricos, aproximados. Varias controvérsias surgiram sobre o
assunto, que por um longo tempo desencorajaram o interesse
mostrado pelos matemdticos e estatisticos nos problemas ted
ricos envolvidos.

A primeira abordagem rigorosa da Andlise Fatorial,
do ponto de vista da estatistica tedrica, tratando do pro-
blema de estimacdo, foi feita por Lawley (1940).Através des
ta nova abordagem ao problema, Lawley eliminou as indetermi
nacdes e decisdes subjetivas que acompanhavam outros méto-
dos para a determinagéo dos coeficientes fatoriais a partir
da matriz de covariancia ou correlagdo das variaveis obser-
vadas, como por exemplo o Método Centroide de Thurstone.

Usando entdo os resultados de Inferéncia Estatisti
ca, a partir de suposicOGes impostas ao modela, a Analise Fa
torial passou a ser considerada um método estatistico pro-
priamente dito. Assim, teste de hipOteses, como o teste so-
bre a adequacidade de um modelo com "m" fatores foram desen
volvidos rigorosamente, pelo principio da razdo de verossi-
milhanga.



A partir de 1940, Lawley publicou outros trabalhos
tratando de diversos problemas sobre Analise Fatorial e ain
da outras contribuigdes foram feitas por Howe (1955), Ander
son e Rubin (1956) e Rao (1955), para citar apenas algumas.

Com o advento dos computadores eletronicos, novas
técnicas de Analise Fatorial foram desenvolvidas, tornando-
se cada vez mais facil o seu uso, nao s6 no campo da Psico-
logia mas também nos varios outros ramos da Ciéncia. Hi e-
xemplos de aplicagido de Analise Fatorial nas mais diversas

areas do conhecimento e que vem sendo publicados regularmen
te. '

_ 0 método de maxima verossimilhancga para a estima-
gao dos parametros do modelo ndo havia sido utilizado ante-
riormente porque o método implicava em cdlculos trabalhosos
que nao eram possiveis sem o uso do computador. Entretanto,
a partir de 1966, trabalhos devidos em grande parte ao esta
tistico sueco JBreskog proporcionaram procedimentos de esti
magdo rapidos e eficientes. Jdreskog usou inicialmente um mé
todo numérico para a minimizagdo de uma fungdo de varias va
riaveis e posteriormente desenvolveu ainda outros métodos
mais adequados.

O0s textos modernos sobre Analise Fatorial, conside
rando sua importancia histérica e sua diversificagao guanto
aos temas sao os de Harman (1960) e de Lawley e Maxwell
(1971). Nestas duas obras encontram-se referéncias biblio-
graficas numerosas sobre o assunto. Em vdrios textos de Ana
lise Multivariada, como os de Morrison (1967),Press (1972),
Afifi e Azen (1972) e outros, encontram-se capitulos com um-
bom tratamento do assunto.

Vimos entdo, e Harman (1960) comenta, que foram as
novas.técnicas de computacdo, os procedimentos objetivos pa
ra determinar as solugbGes e os testes de hipdOteses, os gran



des responsaveis por transportar a Analise Fatorial do abis
mo de uma visdo apenas psicoldgica para um respeitado ramo
da Andlise Estatistica Multivariada.



CAPITULO . II

ANALISE FATORIAL E SEU MODELO TEORICO

2.1 - CONCEITOS PRELIMINARES

Dado um conjunto de p varidveis, com N observacoes
para cada variavel, que formam o arranjo de valores

(Xik), i=1l,...,p, k=1,...,N,

denominado matriz de dados e supondo que as p variaveis sao
correlacionadas, pergunta-se se € possivel reduzir a dimen-
sdo inicial (p) do problema através de novas variaveis hipo
téticas que mesmo em menor numero explicardo a maior parte
da variagdo original. Assim, supde-se que cada variavel X
i=1,...,p & representada como uma funcao linear de um me-
nor numero (m< p) de variaveis hipotéticas, denominadas fa-
tores comuns (por serem comuns a varias variaveis) mais um
fator residual ou Unico para cada variavel.

Sejam X,, X,, ..., X, variaveis aleatdrias com
J 1* 2 p

Var X. = 0% = ¢.. . = g, ixx.
1 9i T %44 © COV(Xl’Xr) Iip> _

Como estamos interessados apenas na estrutura de covaridn-
-



cia dos dados, podemos supor sem perda de generalidade que
cada variavel tem media zero.

De acordo com o que foi exposto acima, podemos es-
crever cada variavel no modelo fatorial como:

m .
X' = Z >‘-“:f‘+eig' i“:}.,uo-,p (2.101)

onde fj é o j-ésimo fator comum, sendo que o nimero m  de
tais fatores € especificado e onde e é um residuo represen
tando fontes de variacdo que afetam apenas a variavel X;.0s

coeficientes Ay sao denominados cargas fatoniais e refle-

o~ J -
tem a importancia do j-&simo fator na composigao da i-ésima

variavel Xi‘

Supomos também que as p varidveis aleatdriase; sdo
ndo correlacionadas entre si e ndo correlacionadas comos fa
tores comuns. Estes fatores fj podem ser correlacionados en
tre si (obliguos) ou ndc correlacionados (ortogonais). A va
ridncia de €5, denominada variancia residual (ou especifici
dade), € denotada por by

As varidncias e covariidncias das variaveis observa
das, sob a suposicdo de fatores nao correlacionados, podenm,
entao, ser escritas como

m
.. = 02 = ) x€.1+¢i, 1i=1,2,...,p

iz7T T®E] 25 v sosPs
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A parte da variancia de cada variavel ,devida sG aos
fatores comuns & dada por

" m
hi = O’?""w. = .Z )\?

e & denominada comunalidade da variavel X; -

Na pratica, os parametros do modelo a serem estima
dos, a partir dos dados experimentais,sao 0s Aij (cargas fa
toriais) e os by (especifidades). '

Se os fatores f. sao supostos correlacionados, o0s
coeficientes de correlagao entre os fatores sdo parametros
adicionais que também requerem estimagdo, como Veremos na
préxima segao.

Apds as cargas fatoriais terem sido obtidas, o ana
lista deve interpretar os fatores comuns da melhor maneira
possivel. Com este objetivo faz-se.a Rotagao dos Fatores.

Finalmente pcde-se_estimar os valores dos fatores
comuns para cada individuo, como fungdo das varidveis obser
vadas. Estes valores denominam-se escoxres 5atoniaiA.‘Segun-
do Lawley e Maxwell (1971), estimagdo em Andlise Fatorial &
um procedimento em dois estdgios. Primeiro os parémetros do
modelo sdo estimados e entdc eles s3o usados para determi-
nar os escores fatoriais. |

Observando as equacgoes do modelo fatorial vemos que
a especificagdo de cada varidvel Xy & similar na forma,a es
pecificacdo da teoria de Regressao. Em Andlise Fatorial, en
tretanto, os fatores, que fazem o papel das variaveis inde-
pendentes, nao sdo observaveis.

Anderson e Rubin (1956) distinguem duas espécies
de modelos em Andlise Fatorial, um considerando os fatores
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como varidveis aleatorias, e outro considerando os fatores
como quantidades nio aleatdrias que variam de um individuo a
outro. Whittle (1953) considera também os fatores como pard
metros ¢ usa os procedimentos de minimos quadrados paraAes~
tima-los, minimizando a soma de quadrados residual. Esta a-
bordagem ndo & comum nas aplicagdes praticas e portanto nao
a trataremos neste trabalho. Deteremo-nos no Método de Esti
macao de Maxima Verossimilhanga desenvolvido por Lawley pa-~
ra a estimagdo dos parametros do Modelo de Analise Fatorial,
tanto no caso de fatores ortogonais, como obliquos.

2.2 - 0 MODELO FATORIAL E SEUS PARAMETROS

Na secao anterior introduzimos o modelo de Anialise
Fatorial. Consideraremos agora este modelo com maiores deta
lhes, concentrando nossa atencgao sobre seus parametros, do=me=
delo. A partir desta secdo usaremos a notacgao matricial por
conveniéncia. (Os vetores serao denotados em negrito (X) e
as matrizes por letras mailsculas):

Sejam X e e-os vetores colunas com elementos Xi e
e, (i=1,...,p) respectivamente e seja f o vetor coluna com
elementos fj (j=1,...,m). Entdo as equacoes 2.1.1 sdo escri
tas na forma matricial da seguinte maneira:

X = Af+e (2.2.1)
onde A.=[Aij] & a matriz pxm das cargas fatoriais. Estas e-
quacdes ndo podem ser verificadas diretamente pois as p va-
riaveis observadas $3o expressas em termos de p+m outras va
riaveis nao observaveis.

A matriz de covariancia de X & denotada por



L o= toir]

¢ € uma matriz simétrica, positiva definida e de ordem p.0Os
vetores aleatdrios € e f s3o supostos nio correlacionados e

entio
E(ef') = 0,

A matriz de covariancia de e & dada por

E(ee') = ¢

onde y € uma matriz diagonal de ordem p cujos elementos dia

gonais sao wl, Pos e, wp.

‘Incialmente consideremos o caso dos fatores nao cor
relacionados (ortogonais) e com variancias unitarias. Suama
triz de covariancia € entdo dada por

H i .
B(FF') = I

onde I € a matriz unitaria de ordem m. h

Das suposigoes consideradas acima, temos

i

L= E(XX") EL (Af+e) (Af+e) "]

ou

™
it

AR+ Y. . (2.2.2)

Esta representacdo de © & fundamental e os parame-
tros desconhecidos a serem estimados sao os elementos de A
e P. Assim, dada a matriz I ndés perguntamos se para um va-
lor de m, especificado, menos do que p, € possivel definir
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uma idnica ¥ com elementos diagonais positivos, e uma unica
matriz A, pxm, satisfazendo a equacao 2.2.2, para que possa
mos obter estimadores consistentes dos parametros.

As equagoes 2.2.1 e 2.2.2 sdo tambémsatisfeitas s®
se nos trocarmos f por M'f e A por AM, sendo M qualquef ma-
triz ortogonal de ordem m,e M' sua transposta. Assim existi
ra uma infinidade de escolhas para a matriz A, pois qualquer
solugdo A pode ser trocada por AM. Deve-se, entao, impor al
gumas restrigdes sobre A para que esta matriz possa ser uni
camente determinada, partindo-se da suposicdo que existe um
tnico V.

Anderson e Rubin (1956) denominam o problema de re
solver as equacgoes (2.2.2) de maneira Gnica de problema de
identificacio. Em seu artigo,eles apresentam varias condi-
¢Oes que sdo ou necessarias ou suficientes para unicidade de
A e ¢, nao havendo nenhuma condicao necessaria e suficiente.
Nés nio as discutiremos integralmente aqui, apenas nos refe
riremos a algumas restrigdes que podem ser feitas sobre os ¢
lementos de A, para identificacdo, e que serao convenientes
para os procedimentos de estimagao do Capitulo III.

No caso de fatores ortogonais, m> 1 e supondo que €
xista uma Unica matriz diagonal ¥ com elementos positivos,
escolhe~-se A tal que a matriz A'w"lA, que € uma matriz mxm,
-séja diagonal e que os elementos diagonais sejam positivos,
distintos e arranjados em ordem decrescente de grandeza.Com
esta restrigao sobre A, esta matriz é univocamente defini-
da. Os elementos diagonais da matriz A'w'lA sao as m raizes
"caracteristicas nao nulas da matriz w‘1/2(2~w)w’1/2 que &€
uma matriz simétrica e de posto m.

Consideremos agora a questdo de unicidade de ¥. Se
gundo Lawley e Maxwell, uma condigao necessaria simples pa-
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ra a unicidade de ¢ e que vale para qualquer valor de m, €
que toda coluna de A deve ter ao menos tres elementos dife-
rentes de zero.

Outras consideracoes sobre a unicidade dos parame-
tros sao as abordadas por Lawley e Maxwell (1971): Seja Hm
a hipotese que, para um valor especificado de m, uma dada ma
triz de covariancia £ possa ser expressa na forma L = AAT+Y.

A condigao que A‘wulA seja diagonal, para m>1, im
poe 7 m(m-1) restricoes sobre os pardmetros Assim o numero
de parametros livres em ¢ € A € p + pm-~ 7 m(m-1). Igualando-
se os correspondentes elementos das matrizes em ambos os la
dos da equagao I =AA'+y, obtemos 7 p(p+1l) equacoes distin-
tas. Seja C a diferenca entre o numero de equagdes € 0 nume
ro de parametros livres. Entao

™
]

7 p(p+tl) -p- pm'+7~m(m 1} =

1

%li (p-m)? - (p+m) ]

a) Se C=0 teremos tantas equacGes quantos parametros 1i
vres, e a hipotese H sera, em geral,trivialmente ver-

dadeira e ¢ sera univocamente determinado.

b) Se C< 0, existem menos equagdes do que parametros 1i
vres e H_ sera trivialmente verdadeira mas comuma in
finidade de escolhas para ¢ e A.

¢) Se C>0 ha mais equagdes do que parametros livres e
entao H € nao trivial, a menos que se facam restri-
¢oes sobre os elementos de I.

Antes de tratarmos o caso dos fatores obliquos fa-

remos a seguinte observacao sobre os parametros Xij’ Das su
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posicoes do modelo fatorial, no caso ortogonal, decorre que

Cov(X,f') = E[(Af+e)f']1 = ABFf'+E(ef') = A

isto €, os parametros Aij representam a covariancia da i-@si
ma variavel X; com o j-8simo fator comum. Em problemas pra-
ticos & comum transformar as varidveis observdveis em varia
veis padronizadas com média zero e variancia unitaria. Des-
ta forma, a matriz % sera a matriz de correlacao dos dados
observados e os parametros Aij serao interpretados como 0s
coeficientes de correlacdo entre a i-8sima variavel X, com

o j-ésimo fator comum fj.

Consideremos agora o caso em que os fatores fj, 3=

=1,...,m, m>1, sdo supostos correlacionados tal que

Var £. =¢. . e Cov(f..f =¢., , j2k, j=1l,...,m.
T j ¢J] ov( j k) ‘bek J* J i

A matriz de covariancia de f €& dada entao por

EFff' = ¢ = [o5],

sendo & uma matriz simétrica de ordem m.

A matriz de covariancia de X & entao dada por

% o= AGAT + (2.2.3)

Os parametros do modelo sdo agora A, y e ®. As e~
quacoes (2.2.1) e (2.2.3) continuam satisfeitas se nods tro-
carmos f por Uf, A por AU‘l e ¢ por USU', onde U € qualquer
matriz nao singular de ordem m.

A questdo da unicidade dos parametros, neste caso,
serd agora discutida. A matriz U tem m® elementos, assim ao

menos m? restricdes sobre os elementos de ® e A sao necessa
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rias para que eles possam ser definidas univocamente.

E usual supor que os fatores tém variancias unita-
rias, entao m restrigdes sao obtidas igualando-se os elemen
tos diagonais de ® 3 unidade. As restantes restrigoes saoim
postas requerendo que certos elementos de A sejam nulos. Se
gundo Lawley e Maxwell (1971) se a configuracao de zeros em
A & tal que ela possa ser destruida por qualquer transforma
cdo nao singular dos fatores, entao A e @& sao univocamente
determinados, dados & e ¢. No Capitulo III consideraremos o
problema de estimacdo quando as restrigdes sao dadas por e-
lementos zero em posicoes especificados na matriz A (modelo
restrito).

2.3 - ANALISE DE COMPOMENTES PRINCIPAIS

A Analise de Componentes Principais & uma técnica
de Analise Multivariada introduzida por K. Pearson em 1901
e desenvolvida posteriormente por H. Hotelling, a partir de
1933, pela qual um conjunto de p variaveis Xl’XZ""’Xp e
transformado linearmente em um nimero igual de novas varia-
veis YI’YZ"‘°’Yp’ nao correlacionadas e ordenadas por suas
variancias em ordem decrescente e de tal forma que a varian
cia total do conjunto inicial & preservada. Esta técnica é
relativamente bem conhecida e a apresentaremos aqui resumi-
damente.

Na pratica, o método de Componentes Principais € u
tilizado para encontrarmos combinacoes lineares com grandes
variancias pois, algumas vezes, as primeiras poucas COMpo-
nentes explicam uma grande proporgao da variancia total das
variaveis originais. Estas componentes principais podem, en
tao, para certos prop6ésitos, serem utilizados para descre-

ver com maior parcimonia a estrutura de dependéncia das va-



riaveis observaveis.

Em Analise de Componentes Principais nos nao par-
timos de um modelo assim como em Analise Fatorial. A exposi
cao que segue sera feita supondo que o leitor esta familia-
rizado com a teoria scbre raizes e vetores caracteristicas
de uma matriz.

A seguir definiremos componentes principais na po-
pulacao.

Seja o vetor aleatorio X de p componentes com
"E(X) =0 e EXX' = %.

Supomos que as raizes caracteristicas da matriz de cova-
riancia £, denotadas por 810 890 wens Sp sdo distintas e ar
ranjadas em ordem decrescente de grandeza. Da teoria sobre
raizes e vetores caracteristicos sabe-se que a matriz I (si
métrica e real) pode ser escrita como

Y = TAT!

onde
61 0 .o 0
0 61 . 0

e onde I' € matriz ortogonal de ordem p. A j-Seima coluna de

' é o vetor caracteristico normalizado associado a raiz 6j.

O vetor de componentes principais Y, cujas compo-

nentes sao Y Y

10 Yoo sees Yps ¢ definido pela transformagao 1i



near ortogonal

tal que amatriz de covariancia de Y & dada por

E(YY') = E(T'XX'T) = I''Sp = T'(FAT')T = A

e portanto as componentes principais Yl,...gYp $ao nao cor-
relacionadas e a variancia de Yj e Sj. Além disso, a j-€si-
ma componente de Y, Yj tem variancia maxima entre todas 4ds
combinacoes lineares normalizadas (tais que a soma de qua-

drados dos coeficientes & igual a 1) nao correlacionados com

RSP T

Outra propriedade importante na Analise de compo-
nentes Principais € que:

tr(Z) = tr(TAT') = tr(ATT') = trA = .E §..

Isto significa que a variancia total das variaveis
X € igual a variancia total das variaveis Y, ou seja, a va-
riagao total das variaveis originais € preservada por esta
transformacao linear nc métodc de Componentes Principais.

A importancia da j-&sima componente principal & me
dida por

§ .
- 1 =
f%%, J=l,e 3P

e a proporgao da variancia total explicada pelas primeiras
m componentes principais € dada por



5% wue * &

try o

51~%5

Observamos que existe uma relacdo inversa simples
entre as variaveis originais € as componentes deduzidas.
Isto €, cada variavel X; pode ser expressa como uma combina
¢ao linear das componentes principais. Assim temos:

X =TY e I =TAT

Este conjunto de equacdes & chamado o modelc de Componentes
Principais. Neste modelo a matriz de covariancia, I, pode

ser fatorada da seguinte maneira: seja B==FA1/2, entao

L= TAT' = TAl/ZAl/ZF' = BB’

onde Al/z

€ a matriz diagonal, cujos elementos diagonais sao
VS., V8,5, «u., /5;. Esta fatoracdo & Unica pois foi feita a
suposigao inicial de que todas as raizes caracteristicas de
L sao distintas e arranjadas em ordem decrescente de grande
za. Esta matriz B nao deve ser submetida a alguma pos-multi
plicac¢do por uma matriz ortogonal (rotacao), pois desta for
ma as novas componentes nio teriam mais a propriedade de ma
xima variancia. '

Uma importante diferenca entre as equacoes basicas
dos modelos de Componentes Principais e de Analise Fatorial
€ que no primeiro caso ndo ha componente residual. Em outras
palavras, o modelo de Componentes Principais atribui toda a

variagao original as p componentes.

Um método iterativo direto para obter os elementos

uij da matriz T' & dado por Hotelling em seus artigos origi-
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nais e encontram-se também em alguns textos de Analise Multi
variada, como o de Morrison (1967).

Em aplicacbes praticas é comum, quando as variaveis
estao medidas em unidades muito diferentes entre si, padro-
nizar cada variavel X, ja que combinacdes lineares das va-
riaveis originais poderiam ter pouco significado. Usa-~se,en
tdo, a matriz de correlacdo dos dados originais ao invés da
matriz de covariancia. Neste caso a variancia total das va-
ridveis padronizadas é dado por p. As componentes principais
obtidas da matriz de'correlagﬁo nao sao as mesmas do que as
obtidas da matriz de covariancia e esta & uma das desvanta-
gens do método de Componentes Principais.

A correlacdo entre a i-ésima variavel Xi e a j-€si
ma componente & dada por

T."

i

onde o, . & o desvio padrdo da variavel X,. Se a matriz de

Corr(Xi,Yg) S5 W 1,551, .0.,D

correlacao & usada para se fazer a Analise de Componentes
Principais, entao Corr(X,,Y, =aij/6j e a proporgao da vari
ancia total atribuida a j-€sima componente € dada por

P
s,
p

-

Supomos, agora, que I Nao e conhecida, como ocor-
re frequentemente em pesquisa aplicada. Entao o parametro I
deve ser estimado e a Analise de Componentes Principais de-
ve ser feita com base em dados amostrais. Supomos que uma a
mostra de N(>p) conjuntos de observacoes das p variaveis em
X foram obtidas. Destes dados os estimadores usuais,nao vie
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sados, das variancias e covariancias sao encontrados, for-

mando uma matriz S, simétrica e positiva definida, dada por
S = A (IX X' - NXX*")
N-1 o a’ o

onde Xa (¢=1,...,N) & o vetor coluna representando o o~é&si-
mo conjunto de observaces e X € o vetor de médias amostral

As componentes principais para a amostra sao defi-
nidas exatamente como para a populacao, usando S em lugar de
L e elas tem propriedades analogas. Além disso, se supormos
que X tem distribuicao normal multivariada e seguindo a teo
ria de estimacdo obteremos estimadores de maxima verossimi-
lhanga para A e I'. Estudos sobre isto foram feitos original
mente por Girshick (1936) e posteriormente por Anderson
(1958).

E possivel também encontrar-se as variancias e co-
variancias assintdticas das raizes caracteristicas Sj de S
e dos coeficientes das componentes principais. Estes resul-
tados foram obtidos por Girshick (1939) e encontram-se emal
guns dos textos modernos sobre Componentes Principais. Va-
riancias e covaridncias assintOticas das raizes caracteris-
ticas de uma matriz de correlagao amostral R foram também en
contradas por Girshick (1939).



CAPTTULO III

ESTIMACAO E TESTES DE HIPOTESES

NO MODELO FATORIAL

Numerosos métodos aproximados para a estimagao dos
parametros do modelo fatorial foram propostos desde os pri-
mordios da Analise Fatorial. Destes métodos os mais conheci
dos sic a Solucdo do Fator Principal e o Método Centrdide.
Na secdo 3.3 faremos comentarios sobre esses métodos. Mas pa
ra um enfoque rigoroso ao problema da estimagao em Analise
Fatorial o Método de Maxima Verossimilhanca, proposto mais
recentemente, € o mais indicado e o apresentaremos aqui com
detalhes. '

3.1 - ESTiMAQBO PELO METODO DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Os procedimentos de maxima verossimilhanca, em ge-
ral, s3o bem conhecidos em Inferéncia Estatistica. Os esti-
madores obtidos por este método satisfazem a maioria das pro
priedades frequentemente usadas para selecionar estimadores
entre varias escolhas possiveis, como as propriedades de con
siténcia, eficiéncia e suficiéncia.

0 método de maxima verossimilhanca para Analise Fa
-290-
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torial foi introduzido por Lawley em 1940 e nao era muito u
sado anteriormente por suas dificuldades computacionais. A-
tualmente, no entanto, devido aos trabalhos de Jéreskog ja
se encontram procedimentos rapidos e eficientes para a ob-
tencao dos estimadores por este método. Mas a principal van
tagem de utilizar o método de maxima verossimilhanga para A
nalise Fatorial &, talvez, a possibilidade de se desenvolve
rem testes de hipdteses com o objetivo de testar a adequaci
dade do modelo, o que nio era possivel através de outros me
todos, devido as suas caracteristicas nio estatisticas.

Além das suposicoOes habituais do modelo fatorial,
expostas no Capitulo II, suporemos que os vetores aleatdrios
f e e tém distribuicdo normal multivariada com vetores mé-
dia zero e com matrizes de covariancia ¢ e ¥ respectivamen-
te (quando os fatores s3ao ndo correlacionados, ®:=Iﬂ9. Da su
posicao de normalidade e das suposicoes feitas no Capitulo
IT segue que os fatores f e e sao mutuamente independentes.
Como X & expressoemtermos de f e e conforme a equacdo (2.1.1),
temos que o vetor das variaveis observaveis €& também normal
com média zero e matriz de covariancia I.

Descreveremos, a seguir, o método de maxima veros-
similhanca para obter estimadores dos parametros A e Y,quan
do os fatores sao supostos ortogonais e dos parametros A, ¥
e & quando os fatores sao supostos obliquos. Supomos que o
nimero m, de fatores comuns, & conhecido e supomos também
que estes parametros possam ser definidos univocamente, de
acordo com o que foi exposto no Capitulo II. Vimos que o pro
blema da unicidade dos parametros, no modelo fatorial, & re
solvido ap6s a imposicdo de certas restricdes. Bstas restri
¢oes podem ser apenas por conveniéncias essencialmente mate
maticas, quando, entdao, o modelo & denominado Modefo Nao Res
tnito, segundo a nomenclatura de Lawley § Maxwell (1971),ou
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podem ser restrigbes que além de especificar o nimero de fa
tores, especificam os valores de certos elementos em L, & e
até mesmo em ¥ de acordo com algum significado intrinsico aos
problemas tedricos da area em estudo. Um modelo deste segun
do tipo & denominado Modefo Restnito. Veremos a seguir 0 pro
blema estimagdo para estes dois tipos de modelos.

0 método de estimacdo de maxima verossimilhanga pa
ra o Modelo N3o-Restrito & apresentado apenas no caso de fa
tores ortogonais, isto &, quando os fatores sao supostos nao
correlacionados, enquanto que para o Modelo Restrito, os fa

tores, quando m> 1, podem ser correlacionados.

Pelo método de maxima verossimilhanca os estimado-
res dos parametros do modelo fatorial sao expresscs COmo SO
lucoes de equagoes matriciais implicitas que podem ser re-
solvidos apenas por processos iterativos. A origem destas €
quagdes € o que apresentaremos a seguir

3.1.1 - MODELO NAO RESTRITO

Consideremos o modelo fatorial, no qual os fatores
s3o ndo correlacionados, com as suposicoes feitas na segao
2.2, além das suposicoes de normalidade discutidas acima,

-
i

Af+e

™~
i}

AT+ ¥

Supomos, tambem, que os parametros Sao definidos univoca
mente, isto &, que exista um uUnico ¥, com elementos diago-
nais positivos e um Gnico A tal que A'Y A & uma matriz dia
gonal, cujos elementos diagonais sac positivos, distintos e
arranjados em ordem decrescente de grandeza. Nesta secao nos

mostraremos o problema de estimar A e ¥, a partir da matriz
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de covariancia amostral.

Supomos  que uma amostra aleatdria de N(>p) ob-

servacbes de X & obtida. Sejam X;, X;, ..., X,, os vetores co

N
lunas que representam estas N observacgoes. Seja S==(sij) a

matriz de covariancia amostral, definida por

N
L

¥p!
1
=1

Xy = )?)(xk- X3!

k=1

onde

e

1
n=N-1 e X=
N
k

R b~

Xk, tal que E(S) =Z.
1

Como X & N(0,&), os elementos de nS seguem a dis~-
tribuigao de Wishart com n graus de iiberdade (Anderson, 1958).
A funcdo densidade desta distribuigao & dada por

1 . 1 §
L = c(s[’z(n‘f’“l] |z]” 7" exp(~1/2trz"s)

onde C & uma constante.

De acordo com o modelo fatorial, toda a informagao
da amostra estd contida em S, portanto a fung@o de verossi-
milhanca da amostra & dada por L, definida acima.

0 logaritmo da fungao de verossimilhanca € entao da
do por

1 B I
L* = log,L = ~2—n[1ogelz| +tr (2 T8)1
onde se omitiu uma fungdo das observacoes. Como I =AA'+Y,te
mos ‘

Le = -1 nrlog [Antee| + tr(antew) TSI
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Lawley e Maxwell (1971) sugerem que € mais conveni
ente minimizar a funcgao

F(A,Y) = 1oge[Z|+tr(2—18)-1ogeiSl - P

0 que € equivalente a maximizar L, pois logeL & ~%n‘ vezes
F mais uma funcdao das observagoes apenas.

Entdo, derivando a funcdo F em relacao aos elemen-
tos de A e ¥ por meio de processos comuns de derivagao dema
trizes e igualando a zero, obtemos:

oF

et

2 257 z-9)s7th = 0

it}

3 - diagrz l(z-s)z™t1 =0
As equacoes do sistema acima podem ser simplifica-

das. Para a primeira temos:

ou
SL VA = A ' (3.1.1)

Apesar da expressao obtida ser muito simples elaen
volve a inversdo de uma matriz pxp. A fim de evitar este pro
bléma, podemos transforma-la em uma outra que envolve ape-
nas a inversdo de uma matriz diagonal. Para isto usamos um
artificio, que consiste em pos-multiplicar ambos os membros
da expressao I =AA'+Y por wblA, Assim obtemos:

sy ip = A(A'w"lA+I)



« 2% =

seTiayTiaen)T =

ou

=1 1

iy =y iaeny” (3.1.2)

Substituindo este resultado na expressao 3.1.1, obtemos
sy~ tacary iarny) ™t =
Finalmenté

sw’lA = A(A'w“1A+I)

Para a segunda equacdo do sistema, temos

diag(z™ 1) = diagzlsz ™y
pré e pos multiplicando as matrizes de ambos os membros pe-
la matriz diagonal (Z-AA') ,obtemos

1 1 1

diag(E-2A0"+AN'Z TAN") = diag(S-S7imn -antz i sean T s i)

Usando (3.1.1) temos que

diag(X) = diag(S)

diag(AA'+y) = diag S

Assim, as equacdes de maxima verossimilhanga na for
ma simplificada sao dadas por:

sp ln = A(TeatyT iR (3.1.2)



diag(AA'+y) = diag S ' (3.1.3)

Estas equacgoes podem ser resolvidas apenas por pro
cessos iterativos para entao se obter A e Y.

, Lawley § Maxvell dizem que para achar um minimo da
funcao F € conveniente usar um procedimento em dois estagios.
Primeiro encontra-se um minimo condicional de F para um da-
do ¢ que & denotado por f(y) e entdo se obtém ¢ que minimi-
za esta f(P). E possivel,sob certas condigoes, obterum A tal
que %%==0 e tal que AtpTin 8 diagonal. Assim além de minimi
zar F para dado y, este processo satisfaz as condicoes im-
postas sobre o verdadeiro parametro A para sua unicidade.

o

‘Rao § Maxwell sugeriram um método para asolugao nu
mérica das equacoes de maxima verossimilhanga que parece ter
bdas'propriedades de convergéncia. Este processo iterativo
esta exposto em Morrison (1967).

0 método computacional iterativo desemvolvido por
Jéreskog para resolver as equacoes de maxima verossimilhan-
ca converge rapidamente e os valores dos parametros . podem
ser obtidos tao precisamente quanto se queira. Este método e
um programa de computador em linguagem FORTRAN IV foi publi
cado por Jéreskog (1966). O programa & denominado UMLFA-"Un
restricted Maximum Likelihood Factor Analysis'. Este progra
ma pode ser obtido no "University of Chicago Computation Cen
ter'", através do codigo de programa UCSM718.

Uma caracteristica satisfatéria do método de maxi-
ma verossimilhanca para Analise Fatorial € que, quando a va
riavel & multiplicada por uma constante os estimadores das
cargas fatoriais para esta variavel sao multiplicados -pela
mesma constante e os estimadores de variancia especifica sao
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multiplicados pelo quadrado da constante (Anderson § Rubin,
1956). Assim ao realizarmos os calculos numéricos, podemos
padronizar todas as variaveis Xi e substituir S pela matriz
de correlacao amostral.

Antes de verificarmos a propriedade acima, vamos ver
0 que acontece com o modelo, quando a variavel X € multipli
cada por uma matriz diagonal D, cujos elementos diagonais sao
constantes nao necessariamente iguais e diferentes de zero.
Seja '

Assim,

EZZ' = DID

i

DA(DA) '+DyD = %,

Usando a seguinte notacdo,

e
1

7 = Ayhgt by

temos

v, = D¥D e A Ay = DA(DA)',

onde I, € a matriz.decovariéncia,hz a matriz de cargas fato
riais e wz a matriz das variancias especificas paraaS‘varié
veis transformadas. Com relacao d unicidade dos parametros ve
rificamos que a restricio imposta a matriz A quando a varia
vel € X implica a mesma restricdo quando a variavel & Z pois

1

(DAY ' (DyD) “Tpa = Ary LA,

Vejamos agora como o método de estimacao € afetado
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quando transformamos as unidades de medida das variaveis o-
riginais. Se DX =17, a matriz de covariancia amostral & dada
por DSD e as equacoes para obtencao dos estimadores de maxi
ma verossimilhanca sao, entao, dadas por

DSDx,b;lA = 0, (TeA0) 1h,)
diag(¢7+AZAé) = diag(DSD)

Claramente A =DA e ¢ = DyYD sdo as solugdes deste sistema
quando A e w sao as solugoes de (3.1.2) ¢ (3.1.3). Esta proprig
dade, verificada acima, salienta a vantagem do método de ma
xima verossimilhanca para Analise Fatorial.

Outro comentdrio a fazer & sobre os elementos dama
triz diagonal A'Y lA a qual nos referimos frequentemente.
Se as variaveis sao transformadas de maneira que sua varian
cia espec1flca se torne unitaria, entao

My
w.

i

representa a parte da variancia de X devida ao j-ésimo fa-
tor. Considerando todas as p V&TldVLlS a variancia total em
X, devida ao j-8simo fator & entdo dada por
2
o,
i ¥

que & o j-€simo elemento diagonal de A'w*lA. Fazer a restri

gao de que A'Y 1A seja diagonal e com 0S elementos diago-
nais arranjados em ordem decrescente de grandeza significaen
tio, que nossa escolha dos fatores & tal que o primeiro fa-
tor tem uma contribuigdo maxima 4 variancia de X, o segundo
tem uma contribuigdo maxima sujeito a ser niao correlaciona-
do com o primeiro e assim por diante.

Finalmente, faremos um rapido comentario sobre a



distribuigao assintdtica dos estimadores de maxima verossi-

milhanca. Supondo, como antes, que as observagdes sdo extrai
das de uma populacio N(0,Z), Anderson § Rubin (1956) mostram
que vyA(A-A) e /A(J-¢), onde A e § sdo os estimadores de mi-

xima verossimilhanca do modelo nao-restrito, sao assintoti-

camente, normalmente distribuidos. Expressces para as cova-

riancias e varidncia assintOticas dos estimadores podem ser-
~encontradas em Lawley § Maxwell.(1971).

3.1.2 - MODELO RESTRITO

Nesta seccdo nbs consideraremos o método de maxima
verossimilhanga para estimar os parametros do modelo fatorial,
quando os fatores podem ou nao ser correlacionados (m>1).0s
parémetros a serem estimados sao entdo A, ¢ ¢ ¢, onde & € a
matriz de covariancia dos fatores. As condigoes que determi
nam os parametros univocamente foram comentadas na Secgao
2.2 e sao do tipo que definem o Modelo Restrito considerado
no inicio deste capitulo.

Como vimos, o conjunto de restricdes que devem ser
feitas sobre os elementos de A, para cbter unicidade, con-
siste em requerer que certos elementos desta matriz sejamnu
los. Thurstone (1947) foi : originalmente quem  postulou
uma configuracac de zeros para a matriz A, através do Prin-
cipio da Estrutura Simples, composto por cinco regras.Estas
regras, no entanto, nao especificavam precisamente quais cax
gas fatoriais deveriam ser nulas, o que implicava em certa
in&eterminagio, inconveniente quando procedimentos de esti-
mag§0 estac sendo desenvolvidos.

Anderson & Rubin (1956) abordam o problema mais ob
jeticamente, formulando condigoes denominadas:"Elementos zge
ros em posicoes especificadas". Estas condigoes requerem al
guma informacao a priori, como por exemplo, que algumas va-



riaveis ndo dependem de alguns fatores. Assim, as condigoes
sao lij =( para certos pares (i,j), ou seja que o j-ésimo fa
tor nao afeta a i-é€sima variavel. Os coeficientes da j-ési-
ma coluna de A sdo Gnicos, exceto pela multiplicagdo de um
fator escala, se (a) existe ac menos m=-1 elementos zero e
{(b) o posto de A(j) £ m-1,onde A(j) € uma submatriz de A que
tem elementos zero na j-ésima coluna.

Lawley § Maxwell (1971) apresentam outros métodos
paré especificar a posicao exata de zeros em A e formulam
também condi¢Oes para definir os parametros univocamente. A
técnica mais recente para a estimag¢do por maxima verossimi-
lhan¢a no modelo restrito estd exposta na obra acima citada,
mas a abordagem € no sentido computacional do método, apre-
sentando o processo iterativo. Como nosso intuito & apenas
apresentar as equagées para obtencdo dos estimadores, segui
remos, entzo, Anderson & Rubin.

Sejam Xl, XZ’ “ o5 XN, N observagoes da N(0,%},
de £ =A0A'+Y. A matriz & niZo € necessariamente diagonalW§§n
a restricio que seus.elementos diagonazis sejam unitarios.Se
ja
X, . =0 i=i{1, 3),...,1(p »3)
ij j=1,.¢.,m,

isto &, na j-esima coluna de A, existem p., elementos nulos
e eles estdo nas linhas numeradas por i(l,j),...,i(pj,j),

Seja ainda T uma matriz pxm que tem elementos zero,
onde A nio tem, isto @&

- _-:0 111(1 3)’*"’1(13 53)
Vs
ij - 3j=1,...,m.

Seja, como antes, S, a matriz de covariancia amos-
tral. O lagaritmo da funcdo de verossimilhanga, comc na sec
¢ao 3.1.1 & dado por



1 “1a-
log L = m-fn{10g8[83+tr2 S3.

Agora, entretanto, £ =A¢A'+y. Devemos procurar va-
lores K,»@ e @ que maximizam a fungao G==10geL.Deriva-5e en
tdo a funcdoc G em relacdo apenas aos parametros livres de A
¢ e &, isto &, em relacio aos elementos nao restritos.

0 sistema de equagoes qﬁe se obtém, igualando a ze
ro estas derivadas, € simplificado de maneira andloga ao que
foi feito na secgdao anterior. Os detalhes deste procedimen-
to sao encontrados em Anderson § Rubin (1956, pag. 140).

As equacgdes para obtencao dos estimadores de maxi-
ma verossimilhanca no modelo fatorial restrito sao dados por

diag(S~A¢A' =)

#
o

r'A =0

it

_(¢"1+A‘w‘1A)r'¢ A'w‘lsnA'w”1A¢A'~A'.

Estas equagoes nao podem ser resolvidas algébrica~
mente; varios processos iterativos tem sido propostos para
obtencdo dos estimadores e trabalhos recentes tém mostrado
que estes procedimentos nem sempre convergem. '

Joéreskog e Lawley sﬁgerem um método, usando as de-
rivadas de segunda ordem da funcdoc de verossimilhanca, que
tem boas propriedades de convergéncia. Este método esta ex-
posto em Lawley & Maxwell (1971) e o programa do computador
para o método & devido a Jdreskog e Gruvaneus (1967). O pro
grama € denominado "RMLFA - Restricted Maximum Likelihood
Ractor Analysiéz Neste método, que & muito geral, nenhuma
distingdo essencial & feita entre os modelos ortogonal e o-
bliquo. E possivel, inclusive, ter casocs nos quais um grupo
de fatores podem ser correlacionados, enquanto que os fato-



res restantes sdo supostos nin correlacionados com este gry
po. O programa foi escrito em linguagem FORTRAN IV e permi-
te que quaisquer valores possam ser especificados em A, ¢ €
». Este programa pode ser obtido através do codigo UCSM 722
do "University of Chicago Computaticn Center', Chicago{

No modelo restrito, quandoc A & identificado por e-

lementos zeros especificados. Anderson § Rubin comentam que
' 0s estimadores obtidos pelo método de midxima verossimilhan-
ca sao também assintdticamente normalmente distribuidos.

3.2 - TESTES DA RAZAD DE VEROSSIMILHANCA NO MODELO FATORIAL

Nas seccoes anteriores n6és discutimos o problema da
estimacio dos parametros, supondo que o modelo & adequado
aos dados em estudo, em particular nds supomos que o nimero
n de fatores comuns é conhecido. A principal vantagem de u

sar o método de estimacio de maxima verossimilhanga € que s&

pode testar, através do critérioc da razao de verossimilhan
ca apropriadc, as hipéteses de que I, a matriz de covarian-
cia da populagdo pode ser escrita como & = AA'+¥ quando os m
fatores sio supostos naoc correlacionados,ou como Z = AL Y,
quando os fatores sdo correlacionados, onde A tem m colunas.
Ou seja, testa-se a hipbtese de que existam m fatores comms
para m especificado. Ha outras suposicoes no modelo,tal co
mo normalidade, linearidade de efeito de fatores, etc. que
podem ser questionadas, mas nic as consideraremos aqui. Ve-
jamos os testes da razfio de verossimilhanga no Modelo N3o
Restrito e no Modelo Restrito. B

3.2.1 ~ MODELO NAO RESTRITO

-

Sobre as suposigoes feitas para o modelo fatorial
nio restrito,e para um determinado valorde m seja H_: z =AN"+,



a - hipotese nula a ser testada. O critério da razao de ve
rossimilhanca apropriado para esta hipGtese & devido a Law-
ley. A :

Seja © um conjunto de todas as matrizes &, de . or-
dem p, simétricas e positivas definidas. Seja w={J€Q/T = AL’ +ph
Sejam LQ e Lm os maximos da funcio de verossimilhanca L em@
€ w respectivamente. Usando os resultados de Inferéncia Es-
tatistica [Anderson (1968)1, temos que L atinge seu maximo,
em 2, quando % =5, Na secgao 3.1.1 vimos que

1 o -3
log,L = =5nllog|Z|+tr (2 "8)]
portanto

logeL9 =-%n(logJS[¥p).

o
Considerando.os resultados anterieres temos éue L
atinge seu valor maximo em w quando % & igual a I =AA%+y,on

de K e ¢ sao os estimadores de mixima verossimilhanca obti-
do pelo método descrito anteriormente. Assim

o1 . s a=layq .
loggl, = -=»nllog|l|+tr(2775)1.

L .
A razao de verossimilhanca & A =—I§~ mas sua dis-

tribuicao exata ndo pode ser determinada. Sabe-se, entretan
to, que para grandes amostras, -2 log A tem distribuigdo a-
proximadamente ¥?, se H € verdadeira. Entdo, temos

-2 logek ==2 logeLm+2 logeLQ =

= nllog|%|+tr(s8 1) -10g|S|-pl.  (3.2.1)

Se %L & obtido com muita precisdo pelas equacdes de
maxima verossimilhanga para o modelo nio restrito, através
de processos iterativos, entdo, temos que
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1

‘tr(SZ ) = tr(Ip) = p.

Assim a expressao (3.2.1) pode ser simplificada
-2 log = nllog|i| - log|S] 3.

Observamos, no entanto, que se o algoritmo de cal-

culo para se obter £, nao converge rapidamente a uma solu-
¢ao precisa, a expressiao (3.2.1) deve ser usada.

Bartlett (1962) introduziu uma modificacdo na ex-
pressao (3.2.1) obtida acima para que a sua convergéncia a
distribuicdo limite, x?, fosse mais rapida. Ele sugeriu que
ao invés de n fosse usado o fator multiplicativo

2p+ 5 2
n - “'3‘]“-

Assim, o critérioc a ser usado para testar Hm é:

2p+5 2 : =~
L (n-—Rg--ugm)[log[ZI~10g[S|J

Sob H , U tem distribuigdo assintotica x;, onde
r = %—[ (p~m)* - (p+m) 1.

Observamos que o numero de graus de liberdade r &
obtido pela diferenca entre o niimero de parametros livresem -
@ e o nimero de pardmetros livres em w. Em Q temos p(p+1)/2
pardmetros livres; em w temos mp pardmetros em A e p parime
tros em ¥ a serem estimados, mas a condicao de que A'w"lﬁ
seja uma matriz diagonal impée m(m-1)/2 restrigoes amais pa
ra o problema, entao, em w,I tem mp+p-m(m-1) /2 parametros 1i
vres.

Desta maneira o teste-crit@rio usado rejeita a hi-
potese nula, ao nivel de significancia o, se Umz:x; s
_ . v .,

Da propriedade de invariancia dos estimadores dema



xima verossimilhanca segue que o mesmo valor do teste esta~
tistico seria obtido para uma solucdo fatorial em termos da
matriz de correlacio. '

Lawley § Maxwell (1971) sugerem ainda outros crité
rios para se obter uma aproximacio ao teste da razdo de ve-
rossimilhanga exposto nesta seccdo. Um destes critérios €

T, = (n-g(2p+S) - 5m) § 1(S;.-6,)%/b.0,

AR IR i’
a qual tem distribuicdo assintdtica x; e onde-

s -~

m - <
%5 = L Aintyne 123
b=l

Outro critériobbaseado nas raizes caracteristicasda
*@I/ZS@-I/Z

matriz ¥ e a estatistica para este critério & dada
por
1 o~ = 9 » ~ 2 -
® - = -
onde B

m+1""’ép sao as p-m menores raizes caracteristicas da
matriz citada. A distribuigdo assintética deste critério &

também x;.

3.2.2 - MODELC RESTRITO

Consideremos agora o modelo fatorial com as suposi-
coes feitas para o modelo restrito, onde os fatores podemser
correlacionados. A hipotese a ser testada neste caso € '

Hm: L= APA'+Y.

«

-0 critério da razao de verossimilhanca pode ser ob-
tido como anteriormente e temos
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-2 log,\ = n[logli[+tr(8§"1) - log|S!|-p]
mas agora z =K$E'+$,_0nde os elementos nao restritos de A,9d
e ¢ sdo estimados pelo método de maxima verossimilhanga, en
quanto que os elementos restritos tomam seus valores especi
ficificados. Sob a hipotese H,, quando n € grande, =2 logghr
tem distribuicdo aproximadamente y* com d graus de liberda-
de, onde

(= 9
it

p(p+1)/2 - (p+pm+m(m+1)/2-2) =

it

p*- %‘(pﬂn) (prm+l)+2,

sendo £ ¢ numero de parimetios fixos. Uma melhor aproxima-
cao. a distribuigio x* & obtida se na expressaoc de -2 logyh,
n é substituido por um fator multiplicativo conveniente.Law
ley sugere usar o fator n-(2p+5)/6.

Os processos iterativos para o método de maxima ve
rossimilhanga no modelo restrito n@o tem propriedades de con
vergéncia tao boas quanto para o modelo nao restrito. Este
fato nao pérmite a simplificacdo na estatistica do teste que
foi feita no modelo nao restrito. '

Portanto, o critério para testar a hipotese H usa
a estatistica :

ux = [n-(2p+5)/61(log|%|+tr(5i 1)-1og|5|-p)
a qual tem distribuicao xé, onde o nﬁﬁéro de graus de liber '
‘dade &

d = p? - %(p*‘m) (p+m+1) + L.

Como vimos, as hipoteses estabelecidas acima espe-
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pecificam o nimero de fatores no modelo. Frequentemente, ©
pesqulsador nao conhece este nimero e as vezes ele nem mes -
mo esta em condi¢oes de postular um valor espec1f1co m. Na
pratica, o problema ndo € usualmente o de testar uma hxpatg
se particular, mas sim o de determinar o nimero de fatores

tal que o modelo correspandente se ajuste adequadamente aos
dados.

‘ Uma das maneiras de résolver este problema & atra-
vés de procedimentos sequenciais. Assim, parte-se de algum
valor pequeno mog que pode ser 1, e entéo se estima os para
' metros com m==m0 Testa~se a hipétese nula para m-=mo ‘e se
a hipotese & rejeitada testa- se a hipdtese com m=my+l e as
sim por diante, com m crescendo uma unlaade‘em cada etapa,
até que a hipdtese ndo seja rejeitada para algum m.

Usar uma sequdncia de testes de raziio de verossimi
lhanga & computacionalmente dificil pois em cada estigio de
ve-se calcular A e}@ (e ¢) para um valor de m. Além disso,
0os critérios U, obtidos desta forma nado s3o independentes,e
o nivel de significancia verdadeiro do teste pode ser muito
diferente do valor nominal usado em cada estdgio do procedi
mento sequencial. Infelizmente ndo ha procedimento  para o
qual exista uma teoria estatistica adequada, nem mesmo unma
teoria assintdtica para esse problema.

3.3 = OUTROS METODOS DE ESTIMACAO

Antes de ter sido desenvolvide o método de maxima
'veréssimilhanga para Analise Fatorial, o problema da deter-
minacdo das cargas fatoriais e varifncias iinicas era resol-
vido por varios outros métodos, todos matemdticos em essén-
cia, 3em caracteristicas estatisticas. Entre estes méfpdos
estdo: Solucdo Bi-Fatorial, Solugio do Fator Principal, Mé-
todo Centr6ide,sSolu§50 de Grupos Miltiplos e outros. Estes



métodos ou solugoes fatoriais, como comenta Harman (1960) po
diam ser distinguidos com base na contribuicao total de um
fator f. para as variancias de todas as varidveis X; Esta
contribuicdo total de fj € definida como

Algumas solugbes forneciam fatores com contribui-
coes decrescentes em relacdo & commalidade total, outras fox.
neciam fatores com contribuicdes aproximadamente iguais dva
r1anc1a total de X,

Nesta. secgao exporemos a Solugdo do Fator Pr1nc1--
pal por ser ainda muito utxllzada e apenas faremos comenta-
rios. sobre o Método Centrdide.

— SOLUCAQ DO FATOR PRINCIPAL

A Solugdo do Fator Principal ou Métode dos Fatores
Principais originou-se no trabalho de Hotelling e & extrema
mente relacionada com a Analise de Componentes Pr1nc1pa15 a
presentada no Capitulo II.

Do ponto de vista .algébrico, a selecao dos fatores,
por este método, & equivalente a escolher um conjunto de fa
tores em ordem decrescente de sua contribuigfo & comunalidade
total das variaveis. A anilise comeca com um fator f cuja
contr1bu1§aoas;comunalldades das varlavels € a.maior p0551~
vel; um segundo fator fZ’ niao correlac1onado com fl’ com u-
‘'ma contribuigdo mdxima & comunalidade residual & encontrado.
E o processo continua até que a comunalidade total tenha si
do anglisada. - . s

Na pratica, as comunalidades verdadeiras ou o seu
complemento, as variancias especificas de cada varidvel,ndo



sao conhecidas e elas devem ser estimadas a partir dos da-
dos amostrais. Varios métodos para estimar as comunalidades
tem s1do propostos, mas nenhum tem se mostrado supéerior &ou

tro. Os estimadores de comunalidade de cada varlaveli&Lmals
COmuns SaO0:

a) o quadrado do coeficiente de correlagdo miltipla en-
tre a variavel X; e todas as outras

b) o maior valor absoluto da linha i da matriz de corre
lacdo amostral

¢) estimadores obtidos de analises preliminares por pro
cessos iterativos.

Apbs obter-se os estimadores das comunalidades de
cada variavel, substituimos a diagonal principal da matriz
de correlacdo amostral pelas comunalidades estimadas. A ma-
triz assim obtida & denominada matriz de correlacio reduzi-
da, e sera denotada por R.

A partir da matriz de correlac¢io reduzida, aplica-
se o método de componentes prlncxpals, como vimos no Capitu
lo II. Escolhe-se erntdo as m primeiras maiores raizes caraC
teristicas de R e os m vetores caracteristicas corresponden
tes, obtendo-se, entdo, a matriz das cargas fatoriais esti-
madas pela SolugBo dos Fatores Principais e que & dada por:

onde A & a matriz diagonal de ordem m, cujos elementos dia-
gonais sdo as m primeiras raizes caracteristicos e T & ama.

. triz pxm, cujas colunas sdo os vetores caracteristicos cor-
respondentes.

Em algumas aplicagdes, quando as comunalidades es-
timadas nao diferem muito da unidade, a matriz de correla-
¢ao ndo alterada, isto &, com unidades na diagonal, pode ser
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tomada como ponto de partida da analise.

Se as comunalidades verdadeiras fosseminseridas na
diagonal da matriz de correlacgBo, o posto da matriz de cor-
relacdo alterada deveria ser reduzido, isto &, deveria - ser
menor do que p, quando as suposicdes do modelo fatorial sao
validas. Idealmente, entdo, a questdo do numero de fatores
a serem extraidos poderia ser resolvido examinando-se o pos
to da matriz. Entretanto, erros aleatdorios de medida e a ap
séncia de um processc de estimagdo das comunalidades conve-
niente, fazem com que nidoc posSsSamos determinar o nimero m des
ta forma.

Para decidir o numero m de fatores comuns, varios
critérios sdo sugeridos na literatura. Os mais comuns sdo:
(Afifi e Azen, 1972}).

a) A estrutura fisica pode sugerir um determinado nime-
ro de fatores comuns intrimsicos. . :

b) Quando a matriz de correlagcdo ndo alterada € usada,
retém-se apenas os fatores correspondentes as raizes
caracteristicés da matriz que sio maiores do que a u
nidade. ' ‘

¢) Escolhe-se o nimero de fatores os quais explicam uma
proporcao especificada da comunalidade total oudava
riancia total.

0 critério b) esta de acordo com consideracoes de
‘significincia estatistica e fidefignidade psicométrica en-
tre outras coisas, mas nio & imune, aparentemente, ao criti
cismo. Este critério & devido a Kaiser.

Existem programas de computador para o Método do Fa
tor Principal, como por exemplo o sub-programa "FACTOR" do
SPSS. “Este programa assim como outros, oferecem ao usuério
varias opgOes e abrangem também outros métodos para Analise
Fatorial.



Algumas vezes uma solucgio pelo Método dos Fatores
Principais serve como a andlise final, podendo os fatores se
rem interpretados adequadamente. Outras vezes, serd deseji-
vel transformar tal solugdo a um sistema de referéncia dife
rente (ou'ortogonal, ou oblique) por meio dos processos de
rotacao que veremos no proximo Capitulo. A solugdo dos fato
res principais fornece sempre, inicialmente, fatores ortogo
nais entre si. Fatores obliquos serdo obtidos s6 apds algum
método de transformacio ortogonal.

- METODO CENTRGIDE

0 Método Centréide ou Método da Soma Simples para
obter as cargas fatoriais era inicialmente muito usado por-
que 03 cﬁl;ulos requeridos eram relativamente simples. NoOs
ndo discutiremos o método em detalhes e ele pode ser encon-
trado em Thurstone (1947) ou Harman (1960). BEste método u-
tiliza uma matriz Q, pxm, de pos%o m, com elementos 1 ou
-1, e os resultados obtidos nao diferem muito dos obtidod pe
la Solugao do Fator Principal. Com as facilidades . computa-
cionais atuais ndo hi justificativa para se voltar s apro-
xima¢Oes como as dadas pela Solucao Centrdide e.o seu valor,
tem, entao, se tornado apenas historico.

3.4 - ESTIMACAO DOS ESCORES FATORIAIS

i Em muitas aplicagles, principalmente quando Anali-
se Fatorial é preliminar a algum outro tipo de andalise mul-
“tivariada, ou quando o seu usorprincipal € para construgao
de indices, €& conveniente, além de estimar os parametros do
modelo fatorial, procurar descrever os fatores em termos das
varidveis observadas. Faéﬁgf;to estimam-se ok valorea de ca
da fator para cada individuo. Bstes valores sao denominados



escores fatoriais.

Os escores fatoriais ndo sao parametros do modelo,
sao valores atribuidos as variaveis hipotéticas e por isto
nao podem ser estimados no sentido estatistico usual.

_ Em Analise de Componentes Principais, as componen-
tes eram definidas como fungGes lineares das varifveis ob-
servadas e entdo, os valores de cada componente para cada in
dividuo podiam ser facilmente éncontrados. Em Analise Fato-
rial, os fatores ndo sdo funcdes lineares das varidveis ob-
servadas apenas e os escores de um individuo socbre eles ndo
podem ser encontrados da mesma maneira. B necessirio, entio,
introduzir um principio de minimos quadrados para se obter
razodveis estimadores dos escores fatoriais.

Dois métodos para a estimacdo dos escores fatoriais
serdo apresentados aqui: o Método de Regressdo, devido a
Thomson (1951) e o Método de Bartlett. Descreveremos 05 mé-
todos supondo que os fatores sao correlacionados, por ser
mais geral. No caso de fatores nde correlacionados e‘padro-
nizados, os resultadés sac obtidos do mesmo modo,consideran
do~se ¢ =1. :

Para qualquer dos dois métodos supomos'que 0s parg
metros do modelo fatorial, A, ¢ e & foram estimados por al-
gum dos procedimentos anteriormente discutidos,desprezando-
se erros de amostragem | '

1) METODO DE REGRESSAO (METODO DE THOMSON)

Seja X==(X1,X2,,..,Xp)‘ o vetor das observagobes.Se
ja f==(f1,f2,...,fm)' o vetor dos escores fatoriais e seja
e =(e1,...,ep)' o vetor dos residuos. As suposigGes do mode
lo fatorial discutidas no Capitulo II sdo mantidas.Assim te
mos :
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E(ff') = o
E(Xf') = BL(Af+e)£'] = AE(££') = A¢
E(XX') = £ = ApA'+Y,

onde A, ¢y, ¢ sao constantes por terem sido estimados confor
me afirmagao anterior.

0 método de Thomson, baseado na regressao de f so-
bre X & equivalente, segundo Lawley e Maxwell (1971) a en-
contrar para cada j, j=1,...,m, uma fungao linear das obser
vagoes que daria um bom preditor de fj dado por

onde a. € um vetor de ordem p, escolhido de tal maneira que
a variancia de (Ej"fi) & minima. Temos

Var(fj—fﬁj = E(X'aj*f}):

Derivando esta expressao em relacao a aJ e igualan
do a zero obteremos a seguinte expressao para f que € o ve-
tor cujas componentes sao f1 fZ""’fm:

Foaprr iy (3.4.1)

< « ) e . - 1
Para evitar a inversdo de uma matriz pxp, (2 ),pg
demos escrever esta expressao de forma alternativa. Para is
to fazemos usoc da seguinte identidade:

-1

-1 Aty

AT Aty Lae+T) -1 (3.4.2)
que pode ser verificada pré-multiplicando-se a expressdo L =
= ApA!+y por A'wnl. Substituindo-se (3.4.2) em (3.4.1) tere

mos:
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¥

Fo= o(renty L he) ™ Ly v ix

que & a expressdo para se obter os estimadores dos escores
fatoriais para o caso de fatores correlacionados (ebliquos).
Para ¢ =1, isto &, quando os fatores sfo nioc correlaciona-
dos (ortogonais), temos:

(Teaty iy Ayt

2) METODO DE BARTLETT

Este método, desenvolvido por Bartlett (1938) ado-
ta o principio de minimos quadrados. Os escores sio obtidos
de tal forma que a soma de quadrados dos residuos padroﬁizg
dos seja minima, em relagio aos elementos de f. Assim

5w

é derivado em relacdo ao vetor f e obtém-se:

ey le = (X-Af) 1yl (X-1F)

eib—‘ . N

=1 - !

Fro= (ary iy taryly

que € a expressdo para se obter os estimadores dos escores
fatoriais, tanto no caso de fatores correlacionados,camo no
caso de fatores naoc correlacionados.

¥ Para o caso de fatores nao correlacionados e quan-
do a matriz A'y A & diagonal, observa-se que os estimado-
res de f., pelos dois metodos descrltos dlferem apenas por um
fator escala.

- Lawley § Maxwell mostram que oS estimadores obti-
dos pelo método de regressao sdo viesados, enquanto que 0sS
obtidos pelo método de Bartlett sio nio viesados. No entan-



to, os estimadores do mé€todo de regressao tem menor varian-
cia do que os de Bartlett.



CAPITULO IV

TRANSFORMAGAQ E’INTERPRETAQEO

DOS FATORES

Apos as cargas fatoriais terem sido obtidas, a pro
xima etapa na andlise € a interpretacdo dos fatores. Para
procurar uma melhor interpretacdo dos fatores € pratica co-
mum  fazer uma rotagdo ou uma transformagdo dos fatores.
Varios métodos de rotacgio e transformagéo dos fatores sdo
propostos na  bibliografia sobre Andlise Fatorial. Expo-
remos os principais métodos, diferenciando-os com o intuito
de esclarecer os pesquisadores que utilizam a técnica.

L.1 - ROTACAO DOS FATORES

Nos capitulos anteriores ji nos. referimos a falta
de wunicidade das selugGes obtidas por Andlise Fatorial,is
to &, ¢ conjunto das cargas fatoriais, obtidas por qualquer
método de sclucio fatorial, quando o milmero de fatores co-
muns & maior do que um, ndo é {Unice, pois outros conjuntos .
equivalentes podem ser encontrados por transformacbes orto-
gonais das cargas. Em DutraS'palavras,'se nos multiplicar-
mos a matriz de cargas fatoriais, pxm, A, por uma matriz or
togonal M, de ordem m, a decomposicdo da matriz de covariin
cia ¥ nio & iUnica pois se M & ortogonal:

~38=



(AM)(AM)' +“¥ = AMM‘A' + Y = AA! +\? - E.

Assim, mesmo que os elementos de AM sejam diferentes das car
gas originais, sua habilidade em gerar as covariancias ob-
servadas € inalterada.

Na'ekpresséo X = Af+e se nds trocarmos f por M'f,
além de A por AM, observamos que ‘a expressao nao se altera
pois M & ortogonal. Na terminologia de Andlise Fatorial, te
mos o que se chama rotagdo d04;5atame4.

Uma figura geométricarajudarﬁ a intuigado, como em
todo problema de anialise multivariada. Podemos considerar as
" varifiveis como pontos em um espago m-dimensional (o espago
de fatores), no qual os eixos ortogonais representam os fa-
tores, e as coordenadas destes pontos sdo as cargas fato-
riais. Para facilitar a interpretagio dos fatores & conve-
niente, em muitos casos, mudar o sistema de referéncia ori-
ginal, o que corresponde a rotagdo dos fatores como defini-
do acima. Fazendo tal transformacio de Loordenadas a confi
guragao geométrica & _inalterada. '

Harman (1960) efplica este fato dizendo que.a ela-
borada férmula consistindo de seis termos:

AX? + BY? + CXY + DX+ EY+ F = 0

representa uma configuaragdo geométrica (uma elipse) em um
‘sistema (arbitrario) de referéncia, enquanto a expressao

e

representa precisamente a mesma configuragao em outro siste
ma de referéncia, selecionado para fazer a equacdo tdc sim-
ples quanto possivel. A Gnica diferenga & que os matemati-



cos tratam com a configuracgdo geométrica, usando o sistema
de referencia como ferramenta. Os psicéiogos, no entanto tra
tam com a interpretacao do sistema de referéncia, usando a
configuragdo de pontos meramente como um veiculo para obter
um eixo de referéncia que melhor satisfaz as necessidades
tedoricas e praticas do problema em pesquisa.

Assim, entdo, o objetivo da rotagdo dos fatores &
obter uma matriz de cargas mais facilmente interpretidvel ou
mais identificdvel com a natureza das variaveis observadas.

A seguir apresentaremos um ekemplo de rotacdo gra-
fica, que, cremos, tornara mais claro o problema rotagao dos
fatores. Este exemplo esta exposto no texto de Lawley e Max
well (1971) e segue o tipo de exemplos classicos em Analise
Fatorial, tratando com testes de natureza cognitiva..

A tabela 4.1.1 mostra os estimadores de maxima ve-
rossimilhanga das cargas fatoriais para tres fatores, obti-
dos -de uma andlise dos coeficientes de correlagao ehtre 0s
escores dos 10 testes para uma amostra de 292ncr1angas.

TABELA 4.1.1 - CARGAS FATORIALS OBTIDAS PELO METODO DE MAXIMA VEROS
SIMILHANCA PARA UM CONJUNTO DE TESTES COGNITIVOS
CARGAS ~FATORIALS .

4 COMUNA-
T E § T E .s I, XL, IIT, L IDADE

1. Compreensao.
2. Aritmética .

. 0,788 -0,152 ~0,352 0,768
3. Semelhancas. .

0,874 0,381 0,041 | 0,911
0,814 ~-0,043 -0,213 | 0,710
0,798 0,170 =0,204 | 0,707
0,641 .0,070 =0,042 | 0,418

0,755 -0,298 0,067 | 0,663
0,782 -0,221 0,028 | 0,661
0,767 «0,091 0,358 | .0,725
0,733 -0,384 0,229 | 0,737
. | 0,771 -0,101 . 0,071 |. 0,610 .

4. Vocabulario.
5, Memorizagao.
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, Complementacao de figuras
7. Arranjo de figuras . . .
8. Planejamento de blocos -.
9. Montagem de objetos. . .

10. Simbologia numerica. . .
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Ao observarmos as cargas fatoriais da tabela acima
vemos que todas as cargasvcorrespondendo ao fator I0 sao po
sitivas e relativamente altas. Este fator pode entdo ser in
terpretado como um fator de inteligéncia geral. A interpre-
tagdo dos fatores II, e III, nic & tio imediata, pelo niime-
ro de cargas negativas que aparecem e pelo pequeno tamanho
das cargas. Examinaremos o problema, eniao, através da Te-
presentagao geométrica para ptocufar classificar a interpre
tacdo dos dois Gltimos fatores. O ideal seria fazer um mode
"lo tri-dimensional, no qual os eixos ortogonais repfesentam
os fatores, mas como isto ndo & possivel aqui, devemos nos
contentar em olhar os fatores dois por vez. Para comegar,ve
jamos a representagdao dos fatores I, e 11T, na Fig. 4.1.1.

IIT '
70 ,III

0,5+ Y
0,4y . [/~
0,3+ /
0,24 /

O,t-f '. 5.¥p

-0,1%
=0, 2 S e ' 45‘3
"0,3"" i \\-
-0,u .

-0,5+ ' ' S~

Figura 4,1.1

Ao examinarmos os pontos num grafico devemos veri-
ficar-se eles ndo estdo concentrados em grupos. O exame da
fig. 4.1.1 mostra que se os eixos sao rotados ortogonalmen
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te na diregdo horidria, de tal forma que O primeiro fator pas
se atraves do ponto teste 1, entao todos os pontos estardo
no prlmelro quadrante e todos o0s sinais das cargas se torna
rio positivos. Em sua nova posicdo os fatores sao denotados
por I1 e III1 (os subescritos referem~-se ao nimero de rota-
¢oes). O fator I, pode ainda ser denominado inteligencia ge
nal, ja que o teste 1 & um teste -de compreensdo. Para se ob
ter as cargas sobre estes novos eixos ou fatores,devetse < pOs
multiplicar a matriz de cargas originais, 10x2,corresponden
-do 56.aos fatores I, e 111, por uma matriz ortogonal da for

ma
c0sH senb
-send coso
0 angulo 6 pode ser determinado ou medindo~se diretamente na

figura, ou por cilculo. No exemplo 6 & aproximadamente 240

e as novas cargas sobre os fatores I, e IiL, sao dadas na ta
bela 4.1.2.. ‘

TABELA 4.1.2 -~ CARGAS SOBRE OS FATORES ROTADOS

a) PRIMEIRA ROTACAO | ~ b) SEGUNDA ROTAGAO
TESTE
3 111, I I, ITly
1 0,863 0,000 | 0,863  -0,106 0,109
2 0,781 0,394 0,781 ~ 0,548 0,000
3 0,830 0,138 0,830 0,069 0,127
4 0,812 0,139 0,812 0,018 0,219
,, 5 0,602 0,223 0,602 0,209 0,105
6 0,622 0,369 | 0,622 ~ 0,058 0,471
- 7 0,703 0,345 . 0,703 0,094 0,399
8 0,554 0,640 0,554 0,397 © 0,510
9 0,576 0,508 0,576 0,098 0,629
10 0,675 0,379 0,675 0,202 0,363

-

Agora fazemos © grafico para os fatores II; e 111,
(figura 4.1.2) e observa-se que fazendo uma rotagao ortogo-
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nal, agora no sentido anti-horario, pode-se novamente elimi
nar quase todas cargas negativas. Neste caso € conveniente
fazer passar o eixo do fator II através do ‘ponto-teste 2,que
& o teste de Aritmética, pois isto pode auxiliar na inter-
pretagao deste novo fator. A matriz de rotacdo agora € do ti

po -
cos® ~send
senod - cos@
0 angulo 6 na figura & aproximadamente 46° e as novas car-

gas sobre os fatores, denotados agora por Iy e IT1,, junto
, com as cargas sobre Iy sdo dadas na tabela 4.1.2 (b)

. i
_ ‘IIIZ\\ III1 +11
< \; ,4’ 1
~
\\ 8 //’
\\\ .9 //
\\ I
N 2/
‘&7 >
N S 1 /
" P
» 3 ¢
\\\3 /,’
1 N
A e e e e S S S N IL

Figura 4.1.2

Finalmente olhamos o novo conjunto de cargas, mos-



trado na tabela 4.1.2,(b) para ver se os fatores podem ser in
terpretados com maior significado. O fator 1, pode ainda ser
descrito como um fator de intefigémncia geraf. Bobre o fator
IIIZ; as maiores cargas sao para oS iltimos cinco testes. A
semelhanca entre estes testes, apos o efeito do fatorIl_ter
sido removido, mostra tratar-se da habilidade para visuali-
zar, tal que este terceiro fator poderia ser denomxnado vd -
sualizagao. Sobre o fator III’ as maiores cargas s#o para A
ritmética (2) e Planejamento de Blocos (8). Como o teste Pla
ne)amento de Blocos nio trata com niimeros, seria imprudente
ver o fator como sendo habilidade numérica, e umauwlhordes
,crlgao dele deve ser conhecimento mecdnico ou mesmo memoiia

Este exemplo ilustra bem o tipo de problema de in-
terpretar 0Ss resultados em uma Andlise Fatorial. Mas, o fa-
to de que cutras matrizes ortogonais poderiam ter sido usa-
das para fazer a rotagdo dos fatores, deixa claro o elemen-
to subjetivo do probléma. Além disso dois ou mais pesquisa-
dores trabalhando com 0s mesmos dados poderiam obter dife-
rentes solugdes. Isto fez com que os analistas fatoriais bus
cassem métodos, que, em algum sentido pré-determinado, con-
diizissem a um conjunto de resultados Gnicos. :

Thurstone formulou, inicialmente, o conceito de ES
trutura Simples, cuja idéia geral & de que muitos testes (va
ridveis) nio dependeriam de todos os fatores, € entdo 0os coe
ficientes ou as cargas fatoriais destes fatores deveriam ser
nulas. Assim, como explicam Anderson e Rubin (1956), dada u
ma'matriz de cargas A, se consideraria todas -as rotagoes,is
to € todas as matrizes da classe_AM; onde M é ortogonal, e
se escolheria aquela com maior numero de coeficientes nulos.
" Esta matriz, considerada como a que fornece a estrutura mais
simples, proporcionaria uma interpretacao mais expressiva
dos fatores. Thurstone também sugeriu estrutura simples quan
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do fatores correlacionados sdo considerados. Ele formulou
cinco regras para se escolher a matriz de carga final, for-
mando o seu Principio da Estrutura Simples e que estdo ex-
postés nas obras de Thurstone (1947), Harman (1960) e . ou-
tros. '

~ Morrison (1967) comenta que estrutura simples sa-
tisfazendo as condigbes de Thurstone raramente existememso
lucoes fatoriais extraidas de dados reais.

O0s principios de estrutura simples foram emprega-
dos originalmente nos métodos grificos de transformagdo dos
fatores e mais recentemente tem sido adaptados a procedimen
tos ahaliticos..Estes procedimentos, ou métodos analiticos
além de simplificar a estrutura das cargas fatoriais, forne
cemﬁsoluéﬁes tnicas. Eles foram desenvolvidos tanto para ro
tacdes ortogonais dos fatores como transformagdes obliquas.

Veremos inicialmente os métodos analiticos de rota
¢des ortogonais: o Método Quartimax e o Método Varimax.

Seja M uma matriz ortogonal de ordem m, cuja.j«ési
ma coluna & denotada por'mj (j=1,...,m). Seja, como usual-
mente, A a matriz pxm das cargas fatoriais ndo rotadas. A
i-8sima coluna de A' serd denotada pelo vetor mxl, £i. A ma
triz T ’[Yij] das cargas rotadas & dada por '

I = AM

e entao

= ¥
Yy = Eimye

A matriz I' € comumente denominada estrutura fatorial cujos

elementos, y.., representam a correlagao entre as variaveis

ij
e os fatores rotados.



Apés a rotacao ortogonal ter sido feita, a comuna-

lidade de cada variidvel Xi’ permanece a mesma, isto €

2 ? 2 ' ? 2
hf = AL, = Y
17 52780 a4l

pois como vimos, devido a ortogonalidade da matriz M, temos

AA' = (AM) (M'A') = TT'.

0 objetivo do método analitico Quartimax & determi
nar a transformagao ortogonal M que transforma a matriz Ana
" nova matriz fatorial I para a qual a variancia dos quadra-
dos das cargas fatorlals & um maximo. Entdo, a matriz de ro
tagao M, deveria ser escolhida tal que maximizasse a expres

520 aba1xo -em relagao aos elementos de M (note que yx]=£f%)

A :
Q= 55 ,§ ,E Yzj*'(Yz)z

onde

R S R

{i gt vi

mp i=l j=1 ij°

Como Y? permanece copstante sob transformagdo ortogonal, e
termos constantes ndo "afetam o processo de maximizagdo, es-
tescritério € equivalente. a maximizagao da soma das quarta
poténcia das cargas fatoriais. Dai o nome Quartimax. Este
critério é devido a Nenhaus e Wrigley (1954), mas outros au
tores trabalhando independentemente chegaram a critérios e~
quivdlentes. '

Pela solucgao Quartimax, os grandes valores das car



gas tendem a se tornar maiores e os pequenos tendem a ser me
nores em valor absoluto, comparado com os tamanhos originais,
0 método Quartimax diz respeito i simplificacao da descricdo
de cada linha (correspondendo is varidveis) da matriz de car
gas fatoriais. Em contraposi¢do, Kaiser (1958) deu mais én-
fase @ simplificag@o das colunas <(correspondente aos fato-
‘res) da matriz de cargas, em uma tentativa para satisfazer
0s  requisites para estrutura simples e estabeleceu .o exi
tério Varimax.

0 critério Varxmax & uma modificagao ‘do metodo(mwr
timax e & o que mais se aproxima da estrutura 31mp1es. Kai-
ser definiu a simplicidade de um fator j como avaridnciade
suas cargas ao quadrado, isto &

1 :
j —I;“ ‘ﬁ (‘Y$ .)2"-““‘“'[ ? Y } s J’*l,-..,m.
i=1 - i=]
_ - . _ .. Cpov-
Quando a variancia atinge um maximo, o & tem

maior interpretabilidade ou simplicidade, no sentido de que
as cargas deste fator tendem ou & unidade, ou 3 zero. O cri
tério de maxima simplicidade de uma matriz fatorial comple-
ta & definido como a maximizacao da soma destas ‘simplicida-
des.

Como este crité@rio da igual peso &s varidveis com
comunalidades grandes ou pequenas, Kaiser sugeriu que antes
‘de iniciar o processo de maximizacdo, as cargas deveriam ser
divididas péla raiz Quadrada_da comunalidade correspondente,
.0 .que & equivalente a normalizar os vetores £;. Apbés a ma
triz M ter sido obtida, as cargas finais deveriam ser multi
plicadas novamente pela raiz quadrada da comunalidade. A es
te critério varimax modificado, Kaiser denominou Criterio Va
nimax Normal e € o mais utilizado.
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No método original de Kaiser, os fatores eram rotg
dos em pares até que as cargas convergissem para seus valo-
res finais. Horst em 1965 sugeriu o que ele denominou Solu-
¢ao Varnimax de fatores simufitdneos pela qual em cada itera-
gao todos os fatores sdo rotados simultaneamente. Este méto
do tem a vantagem de nao acumular erros de .arredondamento
e de ser mais rapido do que os anteriores. O processockacél
culo para este método estd exposto muito claramente no tex-
to de Lawley e Maxwell (1971).

Pelo processo Varlmax, os fatores também sdo rota-
dos de forma que as novas cargas tendem a ser relativamente
- maiores ou menores em tamanho absoluto comparado comseus ta
manhos originais, Como para. O Processo Quartimax.

0 método Varlmax parece ter suas limitagdes, segun
do Lawley e Maxwell. A primeira & que o padrdo de cargas ob
tido pode mudar muito se fatores adicionais sao11c1u1dosn;
rotagao. A segunda € que ele ndc & muito Gtil em casos onde
existe um fator geral dominante. '

Como exemplo, na tabela 4.1.3, apreéentaremoscnsrg
TABELA 4.1.3 - ROTAGAO VARIMAX DAS CARGAS DA TABELA 4.L1

CARGAS FATORIAILS ‘

VARIAVEL . T - _COMUNALIDADE_

1 0,759 0,329 0,289 0,768

2 0,340 0,849 0,274 0,911

3 0,633 0,450 0,327 0,710

4 0,657 = 0,345 0,397 0,707

5 6,370 0,453 0,276 0,418

. 6 0,464 0,263 0,615 . 0,663

7 0,485 0,332 0,561 0,660

- 8 0,183 " 0,472 0,684 0,725

9 0,354 0,209 0,754 0,737

10 0,408 0,423 0,514 0,610

MATRIZ DE ROTAGAO M
0,560 0,633 0,534

~0,311 0,758 -0,573
-0, 768 0,155 0,622




sultados da aplicagdo da solucdo Varimax para fatores simul
taneos para os dados do exemplo anterior (apresentados na ta
bela 4.1.1), como consta no texto de Lawley § Maxwell.

Estes resultados sac menos facilmente interpreta-
veis do que os resultados obtidos por rotagdo grafica ante-
riormente, devido a presenca de um fator geral, o fator de
inteligéncia. Deve ser notado, entretanto, que na'bibliogrg
fia encontram-se varios exemplos da aplicacfo do método Va-
rimax com Otimos resultados pafa a interpretacdo de fatores.

Os métodos Quartimax e Varimax fazem parte das op-

cOes oferecidas para Rotacgdo de Fatores do subprograma FAC-
TOR do SPSS.

L.2 - TRANSFORMAGAOG DOS FATORES — CASO OBLTQUO

Em muitas aplicacdes a configuragao das cargas fa-
toriais pode ser mais simplificada ainda se os fatores sao
transformados em fatores obiiquos ou correlacionados. Méto-
tos analiticos, assim como graficos, foram também elabora-
dos para este caso.Vamos nos referir,nesta seccdao, aos pri-
meiros métodos analiticos sugeridos, voltando nossa maior a
tencao a um método bem mais recente, devido a Hendrickson e
White (1964).

Os trabalhos iniciais sobre métodos analiticos pa-
ra obtencac de fatores finais obliquos foram desenvolvidos
principalmente por Carrol em 1953 e por Kaiser e Dickman em
1959. :

Nos métodos analiticos, para o caso obliquo, o pro
" blema & determinar uma matriz de transformagao, U, nao ne-
cessariamente ortogonal que transforme a matriz de cargasfa
toriais iniciais em uma nova matriz V, pxm, tal que



V = AU

Esta matriz V’=[vij] € denominada estrutura fatorial de ne-
fenencia, ou simplesmente, estrutura de referéncia e as no-
vas cargas"fétoriais"representam a correlagdo entre as va-
ridveis e os eixos (fatores) de referéncia. No caso de fato
res ndo correlacionados, os eixos de referéncia sdo os pro-
prios fatores rotados.

Existem varios tipos de solugdes obliquas, que po-
dem ser resumidos nos seguinte:

Uma solugao obliqua obtida sob :a: condigdo qﬁe 0
critério '

P /(F B
K = - Vs { ' : v..]
isl j=1 Y/ li=1 j=1 YJ

seja um maximo &€ chamada solugdo Oblimax, cujo termo foi su
gerido por Saunders.

: Além deste tritério existe uma classe de solugoes,
denoninados métodos Oblimin (indireto), que envolvem a mini
mizacao do critério geral:

B =
i=1

igiz Vijvik' ) Yf Vi § v;k]

onde y & uma constante arbitraria que pode assumir qualquer
valor entre 0 e 1. Quando y =1, o critério & denominado Co-
varimin (que é<13nélogo|qb1{quo do método Varimax). Para y=0,
temos o critério Quartimin (anélogo a0 método Quartimax).Se
vy =1/2, o critério € denominado Biquartimin. Além destes va
lores para y, qualquer outro valor entre 0 e 1 poderia ser
selecionado para y, com uma correspondente variagao do cri-

)



tério. Carroll sugere que os resultados sio geralmente mais
satisfatorios pelo método Biquartimin.

Ainda um cutro procedimento ahalfiicoenvolvendofﬁ
tores obliquos e um critério minimizante é o de Kaiser e Di
ckman e como explica Harman, mesmo que ele ndo seja um caso
especial da classe Oblimin, existe muita semelhanga na ex-
‘pressao formal, ou seja que '

J<I§:==1 121 {V;J"/hi}[ Vix/h }/(:;1" /0 H§ Vik/hﬂf

iel

o
]

seja um minimo e para o qual se considera as cargas normali
zadas.

Ao se fazer a escolha de uma forma de solucao, uma
1mportante con51deragao a fazer & o grau de correlacdo en-
tre os fatores finais.Nos estudos empiricos, feitos por Haz
man; o critéric Quartimin mostrou produzir fatores altamen-
te correlacionados. Pelo critério Covarimin, os fatores fi-
nais mostraram ser qﬁase ortogonais. Os critérios Biquarti—
min e o de Kaiser-Dickman produzem fatores nio muito corre-
lacionados, mas também ndo quase ortogonais. O critério Obli
max também leva a fatores finais altamente correlacionados.

Harman comenta também que nio hi experiéncia sufi-
ciente,para mostrar que exista superioridade de umdestes m§_
todos,para jﬁstificar a exclusao dos outros. Os critérios Bi
quartimin e Kaiser-Dickman tém a vantagem de produzir fato-
. rés nem tao obliquos e nem tdc ortogonais, mas a vantagemde
um em relacao ao outro,depende da natureza dos dados em con
sideracao: se es dados sdo particularmente simples,ou extre
mamente complexoé,o Critério de Kaiser-Dickman & melhor,mas®
se os dados sao moderadamente complexos,o critério Biquarti
min & superior.



E conveniente observar que ¢ método Oblimin comen-
tado acima € o método Oblimin Indireto. Para algumas modifi
cagoes no método resulta o método Oblimin Direto que € 0 que
consta no Subprograma FACTOR do SPSS:

Finalmente, exporemos com detalhes matemat1cos<>me
todo analitico mais recente para o problema de fazer uma
transformagao a fatores obliquos. O método & denominado Pro
max e € devido a Hendrlckson e White (1964) e tem mostrado
bons resultados na priatica. Segulremos a abordagem feita por
Lawley & Maxwell (1971).

O método Promaxa parte de uma matriz de cargas fa-
toriais rotadas pelo método Varimax, T =Lly;:1. Desta matriz
€ construida outra matriz pxm, (Qz[q } cugoselementosséo
definidos por |

k-1
= [Yij | oy,

9 ij

j

onde k € algum inteiro satisfazendo k>1. Entao qij ={, se
Vi =0, caso contrario q;; tem o mesmo sinal que Y;5 € tem
o mesmo valor absoluto que (Yij K. 0 valor escolhido. para k
€ obtido por tentativas, mas a experiéncia tem mostrado que
valores maiores do que quatro (4), apesar de poderem simpli
ficar a configuragdo das cargas, produzem fatores muito cor

relacionados.

Deve-se agora determinar uma matriz U, da seguinte
mapeira: sejam qj e uj a j~ésima coluna de Q e U, respecti-
'vamentg. Para cada valor de j, nos escolhemos uj tal que e-
"le minimize a expressiao

== k! ~Tu.3.
‘(qj uj) (a;J uJ)

«

Derivando esta expressdo em relagido ao vetor uj, temos:
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-2 (q. - Tu.
(a, 3)
e igualando a zero, obtemos
(r'r)uj = I'q..
Para todos os valores de j, temos finalmente

(I*r)u=r'Q

ou

U= (r'r)lrg.

Esta matriz U tem o efeito, em geral, de aumentar
as cargas em tamanho absoluto, que sio relativamente gran-
des e de diminuir as pequenas.

‘Na pratica é conveniente fazer uma mudanca de esca
la nas colunas de .U tal que os fatores transformados tenham
variancia unitiria. Para isto determinamos a matriz diago-
nal D, com elementos diagonais positivos, que satisfaz

D% = dia[ (u'u)~t

A matriz de transformacdo M, que substitui U, & entdo dada
por '

¥ M Gy UD
‘e a matriz de cargas transformadas &

A* = TM,

NGs agora temos
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w}

rTt o= AxM T IMeTIae
= A*(M'M) TTA*
= A*OA*

onde

s = (MMt = p7iegryy~ipl

Pelas equagoes do modelo fatorial obliquo,estd cla
ro que ¢ € a matriz de covariancia dos fatores transforma-~
dos e da definicdo de D, & evidente que ¢ tem elementos dia
" gonais unitdrios. Entdo ¢ & tambénm a matriZ‘decbrrelagiopg
ra os novos fatores, os quais de fato foram padronizados.

A aplicag@o do método Promax, com k =2, parao exem
plo dos 10 testes cognitivos,a partir das cargas Varimax da
tabela 4.1.3 mostra os seguintes resultados, segundo Lawley
& Maxwell (1971).

TABELA 4.2.1 - TRANSFORMAGAO PROMAX
‘DAS CARGAS DA TABELA 4.1.3

YESTE CARGAS FATORIALS
1 II III
1 0,737 0,139 0,086
2 -0,012 0,924 0,074
3 0,522 0,320 0,137
4 0,590 0,163 0,230
5 0,207 0,410 0,141
: 6 0,362 0,060 0,539
7 0,364 0,155 0,460
8 ~0,086 0,388 0,646
9 0,234 0,011 0,732
10 0,236 0,304 0,408
MATRIZ DE TRANSFORMAGAO MATRIZ DE CORRELAGAO
() DOS FATORES ()
1,222  -0,279  ~0,239 1.000 0,621 0,461
~0,459 1,277 0,183 1,000 0,481
-0,136  -0,238 1,134 | 1,000



Observa-se que esta configuragio das cargas & mui-
to mais simples do que a da tabela 4.2.1, havendo um grande
nimero de cargas pequenas. A interpretacgdo para os fatores
IT e III &€ a mesma que anteriormente, apenas o fator I pode
agora ser interpretadov como um fatorn verbaf,



CAPITULO V

ALGUMAS APLICACOES DA
ANKLISE FATORIAL

Como vimos, a Analise Fatorial tem aplicacac nos
mais: diversos campos da c1enc1a. Ja nos referlmos a alguns
exemplos, parcialmente. Neste capltulo mostraremos COmo Ana
lise Fatorial pode ser utilizada num problema na area da A-
gricultura, apresentando os resultados nas diversas etapas
do método. Em um outro exemplo ilustraremos o problema dade
terminagdo de um modelo de regionalizagdo, onde Andlise Fa-
torial foi utilizada.para a'construgéo de um Iindice sécio-e
condmico que permitiu obter uma hierarquizacdo 'de cidades
com a finalidade de estabelecer regides pfioritériasparaig
vestimentos na area de saneamento bésico.

Varias outras aplicagoes da técnica de Analise Fa-
torial poderiam ter sido apreSEntadas,_mas.infelizménte nao
& possivel nos referirmos a todas. Acreditamos que estes dois
exqmplos serao suficientes para dlzer da 1mportanc1a e ap11
cabllldade do método.

4

5.1 - EXEMPLO DO USO DA ANALISE FATORIAL EM PESQUISAS AGRTCOLAS  °

Este exemplo € parte de uma pesquisa sobre as cau-
sas dos diferentes rendimentos do fumo, em uma determinada
' ' -66-
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regido agrdria do Rio Grande do Sul caracterizada por gran-
de diversificacao quanto i capacidade do uso do solo e geo-
morfologia. O trabalho 8 de autoria do geografo José€ Alber-
to Moreno da U.G.C. — CEMAPA — Secretaria de Agricultura do
Bstado do Rio Grande do Sul e os resultados foram publica-
dos no Boletim Geografico do Rio Grande do Sul, Ano 18, n?
16, 1973 sob o titulo Pesquisa das Causas dos Diferentes Ren
dimentos do Fumo.

A técnica de Analise Patorial foi aplicada para a-
nalisar as intercorrelacdes entre 17 varidveis, relativas a
producao de fumo, com o objetivo de identificar-um menor nﬁ
" mero- de fatores que contivessem aproximadamente o mesmo to-
tal de informagﬁo expresso pelas variaveis originais.

As informacdes utilizadas sdo relativas & safra do
fumo de 1971, de 83 propriedades produtoras de fumo, cujos
proprietarios sio fornecedores de fumo em folha a Companhla
de Cigarros Souza Cruz.

As 17 variaveis analisadas si@o as seguintes:

Var 01 - Ares cultlvadafcem fume na proprledade
Var 02 - Numerc de pés de fumo por m”
Var 03 - Numerc de pés de fumo plantados
Var 04 - Fumo produzido na propriedade (em Kg)
Var 05 - Rendimento bruto com a venda do fumo (em Cr$)
' Var 06 - Preco médio por Kg pago pela Companhla Souza Cruz
Var 07 - Rendimento Kg/hectare
. Var 08 - Rendimento Cr$/hectare _
"~ Var 09 - F6rt1112antes aplicados (em Kg)
Var 10 - Inseticidas e fungicidas empregadas (em Kg)
Var 11 - Quantidade de lenha consumida (em m®)
~ Var 12 - Mao de obra empregada (dias-homem)
Var 13 - Renda liquida
Var 14 - Quantidade de inseticidas por pé plantado



Var 15 - Quantidade de adubo por pé plantado
Var 16 - Quantidade de lenha consumida por Kg de fumo
Var 17 - Mao de obra por hectare colhidos (dias-homem)

0 método de Andlise Fatorial empregado foi a Solu-
¢ao dos Fatores Principais descrito no Capitulo 111, pei-
to o processamento dos dados, utilizando-se o subprograma
"FACTOR" do SPSS, destacamos os Seguintes resultados .Na ta-
bela 5.1.1 apresentamos a matriz de correlagdo obtida.

THOELA Situ 1 < PATNE e CospeLacEy .

i L b 7.8 8  w.ow o H % 5w
] 108 6,74 8 846 6,70 0,98 0,97 0,08 0,01 -0,08 0,19 0,22
10,5 \10. 518 9,64 898 0,02 008 0,00 5.0% 0,69 -0.16 -0.08
e 4,99 8,5 982 8,85 6,71 289 0,98 6,06 0,01 <009 0,20 0,24

0,7 Les o4 0,85 - 0.3 0,71 6.7 0,66 -0,28 0,27 -0.48 -0.4%
51 e84 6,92 1,08 0.5 9,27 <080 6,5 061 -8,22 0.5 -0,52 -6,41
& £-0,20 -3,08 0,27 ~8.36 «0,12 -0,22 ~0,22 0,47 0,08 0,38 0,15 «8,17
7 §-8,28- 0,32 0,43 0,35 <046 -0,28 -6,% 9,75 -0,78 -8,23 -0,55 -0,02
8 §-0,31 6,30 48 *0,37 0,3 -0,3% <535 0,8 0,25 8,12 -0.55 -0.86
94 6.8 0.65 0.9¢ 1,06 6,93 6,95 0,8 0,63 000 0,28 0,29 0,33
1§ 6,7 6,32 6,27 6,73 1,80 9,72 6,75 0,23 0,68 £.37 0.% 0,42
tl 6.9 6,71 0,68 655 9,52 1,080 0.9 6,03 9,05 -0.06 0.2% 0.2
2] 0,97 0,76 8,5 6,9 073 009 1,000 0,00 0,64 5,06 025 0.%
3] ¢.08 3 8,66 0,88 “0,63 8,21 008 088 1,00 -5,3 -0,25 -0,82 -8.5%
| 2.1 . 8,28 6,22 862 665 -6,0% 6,08 -0,% 1,00 0,47 6.3 o.%
:z -0, 0,06 0,03 <820 .35 4,3 U2 8,32 0,06 0,08 -0,35 €27 1,60 6,24 6,28

BI9 0,100 3,20 <548 0,82 -5} 0.4 938 6,33 8,25 -0,8¢ 5,9 6,24 1,00 0.66
.3 0,32 <068 0,24 -9,45 -G48 9,55 9,47 0,26 6,3 -0,83 8,3 0,28 0,9 3106 '

O programa tem varias opgdes para determinacgio do
nimero de fatores a serem extraidos. Escolheu-se a opcao que
considera apenas os fatores associados s raizes caracteris
ticas maiores ou igual a 1,0. A varidncia total das varia-
veis padronizadas, & 17 e corresponde ao trago da matfiz de

TABELA 5.1.2
. RATZ - | PERCENTAGEM DA VARTANCIA | PERCENTAGEM
’ CARACTERTSTICA | TOTAL EXPLICADA PELO FATOR | ACUMULADA
1 8,80 ' 40,00 40,00
2 5554 32,60 72,61
3 1,60 . 9,40 82,01
4 1,10 6,46 | 88,47

(1) - Salientamos no Capitulo IIT que o método de maxima vercssimilhan-

-

g¢a e o que tem melhores propriedades, infelizmente 08 programas de

computador para este método nao est@o ainda disponiveis em nosso
-
pais.
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correlacdo. A tabela 5.1.2 mostra as raizes caracteristicas
e percentagem da variancia explicada pelos 4 fatores.

Observa-se entao que 88&,47% da varidncia total das
varidveis originais & explicada por 4 fatores. A matriz das
cargas fatoriais (Matriz Fatorial) e as comunalidades’ para
cada varidvel sdo dados na Tabela 5.1.3.

TABELA 5.1.3 - MATRIZ FATORYAL E COMUNALIDADES

VARIAVEL g A, 2 & §§ E i  COMUNALIDADES
i 0,94 0,31 =0,06 0,09 10,9894
7 0,05 0,13 . 0,36 0,61 0,5211
3 0,95 0,30 =0,08 0,00 0,9989
4 0,51 0,8 --~0,11 =-0,03 . 0,9787
5 0,33 0,90 0,14 0,07 0,9866
6 -0,27 0,24 0,68 0,23 0,6595
7 -0,52 0,76 ~0,06 ~0,26 0,9192
8 -0,56 0,76 0,24 ~0,12 0,9632
g 0,95 ° 0,18 0,05 0,06 0,9466

16 0,82 ~0,07 0,36 .~0,40 0,9669
11 0,95 0,27 ~0,07 0,01 0,9804
12 0,95 0,25 -0,06 0,01 0,9687
13 -0,22 0,93 0,17 0,09 06,9503
14 . 0,20 =~0,38 0,61 -0,59 . 0,9066 -
15 0,06 ~0,32 0,59 0,16 0,4797
16 0,46 =0,83 0,00 0,18 0,9174
17 0,50 -0,81. 0,05 0,12 0,9230

0 programa'fornece ainda a matriz fatorial rotada
pelo método VARIMAX, caso nenhum outro método de rotagdo se
ja.especificado. Analisando-se as matrizes fatoriais, com o
objetivo de interpretar os fatores, decidimos usar apenas a
matriz fatorial inicial por fornecer uma interpretacdo mais
simples dos fatores, neste exemplo.

- Observamos aqui, que na pesquisa original, a inter
pretacdo dos fatores foi feita a partir da matriz fatorial
rotada pelo método VARIMAX e as andlises e conclusdes poste
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riores basearam~-se nos fatores rotados, que diferem um pou-
co dos obtidos neste exemplo.

As cargas fatoriais, quando a Analise Fatorial par
te de uma matriz de correlagdo, sio os coeficientes de cor-
relagao entre as variaveis e os fatores. Entao, para inter-
pretar cada fator nds olhamos para as variaveis com grandes
cargas em valor absoiuﬁo, isto & para as varidveis altamen-
te correlacionadas com o fator. Neste exemplo,observando-se
a matriz fatorial, temos os séguintes fatores, tomando-se a
penas as cargas 20,60 em valor absoluto.

FATOR 1 — envolvendo as variaveis:
1 - drea cultivada
3 - Nimero de p@s plantados
9 - Quantidade de adubo empregado
10 - Quantidade de inseticida empregado
11 ~ Lenha consumida
12 - Méo de obra

FATOR 2 — envolvendo as variaveis:
4 - Pumo produzido (Kg)
5 - Rendimento bruto (Cr$)
7 - Rendimento Kg/hectare
-8 ~ Rendimento Cr$/hectare
13-Renda};quida ‘
16 - Lemha consumida por Kg de fumo (correlagao negativa)
17 - Mao de obra por hectare colhido (correlag@ic negativa)

a FATOR 3 — vepresentado pelas. varlaveis
6 - Preco médio/Kg pago p&h;Cbmpdua.SouzaChuz
14 - Gramas inseticida por pé de fum

FATOR 4 — enwolvendo a variavel:
. 2 - Pés de fumo por m?

Assim, vemos que o fator 1 que explica 40% da va-

i



riancia total das varidveis originais & o fator Invesiimen-
to. O fator 2, explicando 32,6% da variacia total diz res-
peito a Rendimento. O terceiro fator & o fator Qualidade do
gumo, explicando 9,4% e o ultimo fator & interpretado como

fator Espagamento, explicando apenas 6,46% da variancia to-
tal.

Uma das desvantagens do método de Anadlise Fatorial
é que, as vezes, os fatores ndao sio facilmente interpreta-
veis, mesmo ap6s a rotacio dos fatores. A interpretacao dos
fatores, como nos referimos no Capitulo IV, & subjetivae po
de variar de um pesquisador a outro numa mesma analise. Em
alguns casos, a interpretacdo ndo & tdo primordial,como quan
do se utiliza Analise Fatorial para a construcdo de indices,
por exemplo.

Os valores de cada fator para cada propriedade sdo
a seguir estimados. Ha varios métodos de estimacdo dos esco
res fatoriais (ver Capitulo III), mas o mais utilizado & o
método de regressdo. Na tabela 5.1.4 apresentaremos os eség
res fatoriais das 83 propriedades para o Fator 1 apenas,a ti
tulo de ilustracgdo.

TABELA 5.1.56 - GSC&RES ERIORIALS 60 ’/’&{fﬁ& R »_FAM‘\ &S 83 CHSERVACOES

- <0,0507  -0,6950  -6,7874 08695  -0,0287  -1,561. 4,183  -0.4563  5.%00 08171
“6,1116  -1,3091  -0,7609 - ~1,8603  -3,4007 16,3218  -7.9832  0.2484  -G.0387  2.5767
0,552 0,635 -12,3811 0,5786 15,1267 1,8106  <4,3321 59575  -2.2414  -3.26%

eL70LL -5,3560  -0,4960  -0,7063  1.6021 - 2,5174 16,2278 0,1%7 3,413  -0,1406
06,6282 2,414 71,5729 27,4698 26,8313 16,2278  +7.2850  -%.1987  1.5077 54165
0,0465 0,009  0,9786  5,I885 6,244 - -2,7435 ~7.2201  -D.9830 «6.2940  1.7202
~7,8683 L6518y SIu8 1,970 6,207 O -LIM8  -19M8 4,060

“3,4247 1,625 0,5023  -g,5083  2,1981  -7,6247 9,880 -0,8072  1,5005  -0.7798
L L2 L1 2,490 e RN T

e

Na pesquisa original, a qual nos referimos no ini-
cio desta secgao, a aplicacdo da técnica de Andlise Fato-
rial foi apenas uma etapa do trabalho. Apos terem sido obti
dos os escores fatoriais de cada fator para cada proprieda-



de, o autor utilizou o programa "ITERIM" de Andlise Discri-
minante, com o objetivo de obter grupos de fumicultores, se
gundo os diferentes valores dos fatores, pfincipalqey}gnWQm
relagao aos fatores Investimento e Rendimento. = - . ©s»

Como comentamos inicialmente, apresentamos aqui a-
penas uma parte da pesquisa, com o intuito de ilustrar a
técnica de Analise Fatorial, outras consideragbes deveriam
ter sido feitas caso o objetivo fosse apresentar os resulta
dos da pesquisa. ' ‘

Qutro comentadrio a fazer € sobre o uso dométodo do
Fator Principal, tanto neste exemplo comoc no préximo. Este
fato deve-se as facilidades computacibnais do método em re-
lagdo ao de Maxima Verossimilhanca, cujo programa nio & tdo
acessivel.

5.2 - MODELO DE REGIONALIZACAO

Apresentaremos aqui outro.exemplo do uso da técni-
ca de Analise Fatorial, onde um conjunto de 16 varidveis s
cio-economicas, observadas em 98 municipios do Estado de Mi
nas Gerais, foi estudado com o objetivo de 6bter uma hierar
quizacao das cidades, através da construgido de umihdiceque
representasse a situagdo dos municipios e seus moradores.

A finalidade desta hierarquizacio era estabelecer
regides prioritdrias para investimentos na Area de saneamen
to basico em Minas Gerais. Este estudo & de autoria de Nico
las Botto Correa, da Serete Engenharia de Sio Paulo, que gen
‘tilmente nos forneceu as informagoes para este exemplo.

A técnica de Andlise Fatorial, segundo o autor,foi
utilizada devido as caracteristicas do problema, que conti-
nha um grande numero de variéveis; todas elas, a priori,com
a mesma importancia, tendo como objetivo imediato obter um.
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nimero minimo de elementos que caracterizassem a importan-
cia socio-econdmica do municipio.

As 16 variiveis consideradas foram as seguintes:

1. SINS - (Populagao sem instrugdo)/(Populacio + de 5 anos)
2. LIGA - (N® de ligacbes d'agua)/(N° de domicilios)

3. NDEN - (N° de dentistas)/(Populacfio total)

4. NMED - (N° de médicos)/(Populacio total)

5. LIGE - (N? de ligacGes elétricas)/(Populacdo total)

6. DEPO - (Depdsitos em Bancos)/(Populacdo total)

7. RECE ~ (Receita Fe&eral}/(Pepulagﬁo total)

8. EMIN - (N° de empregos na indfistria)/(Populacio. total)
9. ENSE - (N® de empregos em servico)/(Populacio total)

10. EMAG ~ (N° de empregos na agricultura)/ (Populacio total)
Al ICM - (Receita ICM)/(Populacio total)

12. EFXl -~ (N° Pessoas com 1-5 anos estudo)/(Popul. + 5 anos)

13, EFX2 ~ (N® Pessoas com 6-9 anos estudo) /(Popul. + S’anos)
14. EFX3 - (N¢ Pessoas com 10-12 anos estudo)/(Popul. + 5 anos)
15. EFX4 -~ (N? Pessoas com 13~17 anos'estudo}/(Popul. + 5 anos)
16. NVEI - (N® de veiculos)/(Populagio total).

i

A Analise Fatorial feita a partir da matriz de cor
relacgio, cuja diagonal principal foi alterada,introduzindo-
se as comunalidades estimadas de cada variavel, como elemen
tos diagonais. O estimador inicial de cada comunalidade € da
do usualmente pelo quadrado do coeficiente de correlagdo mul
tipla. Varias iteracdes podem ser feitas para obter a comu~
nalidade estimada.

A Analise Fatorial foi feita pela Solugao dos Fato
res Principais. Este método produz fatores ortogonais, como
vimos. O programa utilizado & o "FACTOR" do SPSS.

- Feito o processamento dos dados, foram extraidos
dois fatores, associados &s raizes caracteristicas 2 1 da ma
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triz de correlacdo alterado. O trago desta matriz,correspon
de 3 comunalidade total das variaveis e & dado por 13,0366.

As raizes caracteristicas e as percentagens da va-
ridncia comum (comunalidade total) explicada pelos dois fa-
tores sao dados na Tabela 5.2.1.

TABELA 5.2.1

RATZ 4 DA VARTANCIA
FATOR | CARACTERISTICA | COMIM $ ACUMILADA
1 9,8708 75,7157 75,7157

2 1,8990 © 14,5672 90,2829

A tabela 5.2.2 mostra a matriz das cargas fatoriais
e as comunalidades de cada variavel

TABELA 5.2.2 - MATRIZ FATORIAL E COMUNALIDADES

| : T COMUNALI-
CVARIAVEL | FATOR 1 | EATOR 2 g
SINS 0,8011  -0,1273 0,8103
LICGA -0.7541 0.2901 0.6528
NDEN -0.77467  -0.3535 0.7249
NMED -0.7829Y  ~0.3068 0.7071
LIGE ~0,9112 . . 0,0497 - 0,8329
DEPO - -6.7605  ~0.354% 0.7039
RECE -0.6060 ©  0.5315 06498
EMIN -0.5721  0.5679 = 0,6498
ENSE ©  -0,8794/ -0,2448  0,8333
EMAG 0.8845  ~0.2408 08403
TIOM -0.3775 0.6446 05581
BFYXL -0, 7035 0,2816 0.5742
EFX2 -0,9304  -0,0166 0,8659
EFX3 -0.8865  -0.2408 08439
EFXA ©  ~0.7730  -0,3749 07381

NVEI -0, 8654 -0,1867 0,7839
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As cargas dos fatores rotados pelo método VARIMAX
sao apresentadas na tabela 5.2.3.

TABELA 5.2.3 - MATRIZ FATORIAL ROTADA VARIMAX

VARIAVEL ~ FATOR 1 ~ FATOR 2
-~ 4 SINS 10,6693 - -0,6019
LIGA -0,4649 20,6608

» NDEN | -0,8402 | 0,1376

+ NMED | -0,8211 0,1811
LIGE -0,7292 - 0,5487

- DEPO -0,8289 - 0,1291
RECE ~0,2074 »0,7789

. EMIN -0,1590 s 0,7903
» ENSE- ~0,8668 0,2862
+ EMAG 0,6006 -0,6925
ICM 0,0453 :0,7457
EFXL -0,4275. . 0,6256
EFX2 ~0,7821 0,5042

» BFX3 . - =0,8705 0,2935
« EFX4 -0,8508 0,1190
NVEI -0,8228 -0,3267

A seguir o programa fornece ps coeficientes de re-
gressao dos fatores sobre as variaveis, denominadqs coefi~
cientes dos escores fatoriais. Estes coeficientes sao utili
zados para determinar os escores fatoriais para cada obser-
cagdo, A tabela 5.2.4 mostra os coeficientes dos escores fa
toriais. '
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TABELA 5.2.4 ~ COEFICIENTES DOS
ESCORES FATORIAIS

VARIAVEL 1 2
SINS ~0,0192 -0,1533
LIGA 0,0300- 0,1334
NDEN -0,1364 <0,1090
NMED ~-0,1167 -0,0829
LIGE -0,0579 - 0,1206
DEPO -0,1262 -0,1023 .
RECE 0,0870 0,2078
EMIN 0,0961 0,2187
EMSE -0,1861 " -0,0925
EMAG - =0,0304 -0,2662
ICM 0,0954 0,1870
BEX1 -~ 0,0247 0,1046
EFX2 - -0,1109 0,0936
EFX3 -0,1975 -0,0950
EBX4 -0,1492 -0,1243

NVEI - ~0,1227 -0,0403

Finalmente, os escores fétoriais sao obtidos e te-
mos, entao, os valores dos fatores para cada mun1c1p1o. A
_partir destes valores foi possivel calcular um indice de
classificagao para os municipios. '

A metodologia utilizada para a comstrugao do,indi?
ce baseou-se no fato de que os. fatores resultantes sdo orto
gonais e, portanto,linearmente independentes. Calculou-se o
‘médulo da resultante da soma vetorial de todos os fatores de
_umﬁ mesma observagdo, ponderados cada um dele€s, POTr sua per .
,centagem da variancia explicada. Posteriormente estes indi-
ces (I. ) foram normalizados dividindo-se cada um deles pela
dlferenga entre o maior e o menor, de tal forma a obter in-
dices-entre 0 e 1.

Seja fij’ i=l,...,N, j=1,...,m o valor do escore



fatorial para a i-&sima observagdo e o j-€ésimo fator e seja
Pj a percentagem da variancia comum (comunalidade total) ex
plicada pelo fator j. O indice & dado por:

l,lll,N

ot
It

onde N & o nimero de observacoes e m é o nimero de fatores.

Calculou~se, entaoc, estes indices para as 98 cida-
des mineiras, normalizando-os entre 0 e 1. Classificou-se en
tdo as cidades e os resultados para as primeiras 5 e ulti-
mas 5 cidades, g@e sao os seguintes:

1. Belo Horizonte . . . 1,000
2. Juiz de Fora . . . . 0,820
3. Uberaba. . . . . . . 0,767
4. Pocos de Caldas. . . 0,698
5. Itajubd. . . . . . . 0,688

* s
s . s
“ - a

94, Aguas Formosas . . . 0,135
95, Salinas. « « » « « » 0,023
96, Brasilia de Minas. . 0,020
97. Monte Azul . . . . . 0,003
98. Sao Francisco. . . . 0,000

Como comenta o autor nas conclusées, o objetivo de
hierarquisar regibes foi plenamente atendido pelo modelo.

_ 0s indices, acima citados, poderiam ter sido obti-
dos sem a interpretacaoc dos fatores, mas a andlise relativa

a2 interpretacao dos dois fatores, neste trabalho € interes-
sante.

Observando-se a matriz de cargas fatoriais rotados
vemos que o primeiro fator di maior importancia (negativa)
as variaveis:

— Nuamero de dentistas



— Numero de médicos

— DepGsitos em Bancos

— Empregos em servigos

— Pessoas com 10 - 12 anos de estudo

— Pessoas com 13- 17 anos de estudo”
e di uma importdncia positiva 4s variaveis:

— Pessoas sem instrucgao
- Empregos na agricultura.

Conclui-se, entaoc, gue o primeirc fator representa
adequadamente a situacdo socio-economica-cultural da popula
¢cao do municipio.

0 segundo fator da uma importancia (positiva) dsva
riaveis: '
— Receita Federal

- [.C.M.

— Empregos na indistria
- 1iga§5es d'agua. \

Assim, o segundo fator representa adequadamente a
situacdao economica e industrial do munieipio.

Portanto, o indice obtido, representa uma resultan
te soma ponderada das situagées do municipio e de sua popu-
lagao.

& &)
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ERRATA

Prefacio: 17a. linha: 'Os diversos métodos de rotacao...'

Pag. 11 : l4a. linha: '... sobre seus parametros. A partir..."
- 033783
Pag. 20 : 15a. linha: Corr(X.,Y.) =2 1 s 1, =1,000,Ds
i’ 93 5
18a. linha: Corr(X.,Y.) = a../8.
1] 1) ]
Pag. 32 : 18a. linha: '...necessariamente diagonal mas com...”

Pag. 35 : l4a. linha: L = AA+V

Pag. 37 : 10a. linha: 'Outro critério §baseado...”

Pag. 43 : 9a. linha: 'transformacao nao ortogonal''. )
Pag. 43 : penultima linha: '...observadas. Feito isto estima-se o valor
de cada fator..."

Pag. 45 : 12a. linha: ‘°'(%j ~f].) € minima. Temos

Var(fj - fj) =E(X'aj - fj).
Pag. 49 : 19a. linha: '...explica..."

Pag. 52 : (tabela): b) Segunda rotacao
Il IIl IIIZ
Pag. 57 : 15a. linha: '"...o fator tem maior..."
Pag. 77 : 9a. linha: "... 5 cidades sao os seguintes:"

Pag. 78 : (apds a 17a. linha incluir: e da importancia negativa a
- Empregos na agricultura
— Pessoas sem instrugao
Pag. 80 : Maxwell, A E(1961) - 'Recent..."



