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PREFÁCIO

Aa escrevemos este t.rabalho procuramos apresentar
a teoria estatz'ética da Anal.isle Fatorial, cam ênfase nos prg.
blemas de está.mação e testes de hipóteses,' de forma. c].ara e
de acordo com os recentes desenvolvimentos do objeta.

No capa'talo l expomos o que é Analise Fatorial. rÊ.
laca.orando-a com outras técnicas de Anãtiso Multivariada e
inca.uim:og: una nota histórica sobre o assunto.

'node].o. teórico de Analise Fatorial é apresentado
no capítulo ll,que é complenentado por uma breve exposição
sobre Anãli.se de Componentes Principais . comparando-se. en-
tão, os dois modelos.

o capítulo 111 trata do está.mação b testes de hipê.
teses no modelo fatorial. Nele são apresentados, coú dela
].hos. o método de estimação do máxima ver.ossimi].hança e os
testes d& razão de vorossini.]hança en Anal.ise Fatorial. Ou-
tros nétodos de estinaçãó são também abordados.

Os diversos ma4elos. de rotação e transfornação dos
fatores, com exemplos. :são mostrados na capítulo IV.

' No Último capa'talo .apresentamos dois exemplos da g.

plicação da técni.ca de Analise Fatorial

Finalmente. gostaríamos de externas nossos agrade
+
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CAPITULO l

iNTllQP!!Ç8:Q

}.l - O PROBLEMA

Nas mais diversas áreas do conhecimento, cano por
exemplo,. PsicoJ-agia, Economia. Agricultura. Biologia, Educa
ção., Ciências Sociais, o pesquisador, não raras vezes se dÊ.
para cam observações de varias variáveis para cada elemento
de una amostra de indivíduos, de animais, au de outros ti-
pos de unidades experimentais .

Em nuitas situações é desejável examinar as inter-
pelações entre as variáveis. Estas enter-relações podem ser
medidas ou pelas covariâncias ou pelas coeficientes de cor-
relação entre as variáveis. Se o número de variáveis é grau
de, o pesquisador pede estar interessado em estruturar e silo
plificar seus dados de maneira a conservar o máximo de in-:
formação expressa pelas vara.ãveis originais.

Uma solução para este problema ê encontrar varza-
veis hipotéticas que sejam combinações lineares das variá-
veis observadas e que, mesmo em menor número possamsermais
convenientemente estudadas

. Duas técnicas estati'éticas de Análise Multivariada
são conumente utilizadas para tratar este problema: Análise

l
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de Componentes Principais e Analise Fatorial. Com frequên-
cia,estas duas técnicas são confundidas. }íosso trabalho ve11
safa fundamentalmente soba.e Análise Fatorial, mas com o in-
tuito de esc].arecer idéias, distinguiremos os dois métodos
No Capítulo 11, seção Z.3, apresentaremos de forma desunida
a técnica de Anal.ise de Componentes Principais.

1 . 2 o QUC E ANAL i SE FATORtAL?

Análise Fatorial é uma técnica de Analise Multiva-
riada que trata das relações internas de um conjunto de va-
riáveis, substituindo um conjunto inicial de variáveis .cor-
relacionadas por um conjunto menor de ''falares'' (ou variá-
veis hipotéticas) que podem ser não correlacionadas (Fato-
res Ortogonais) ou Correlacionadas (Fatores Oblz'quis),e que
explicam a maior parte da variância do conjunto original

Cama uma técnica de Analise Multivariada é relevam
te mostrar como se situa a Analise Fatorial em relação ãs ag
trás técnicas. Segundo Kendal1 (19S0) , as técnicas de Anãlá.
se Multivariada podem ser dista.nguidas em:

a) Anal.ise de Dependência: quando queremos estudar a d!
pendência de uma ou mais variáveis em relação ãs ou-
tras. Consideramos, então, dois subconjuntos, um no
qual as variáveis são denonninadas independentes e aE
tro en que tratamos das variáveis dependentes

b) Analise de Interdependência: quando estamos interes-
sados nas relações de un conjunto de pari.ãveis entre
si, sem selecionarmos nenhuma delas: en especial, cg
mo variável dependente

No prime.iro tipo de Aná].ise enquadram-se, por exeB
plo, Analise de Regressão e Analise de Variãnci.a Multivari2.
da, enquanto que é no segundo tipo de classificação, salie2
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tendo-se apenas o carãter de interdependência das variáveis,
que se enquadram as técnicas de Analise de Componentes Pri2.
cipais e Analise Fatorial

Na caso bivari.ado vemos claramente esta distinção
entre Analise de Dependência e de Interdependência: a corre
loção entre duas variáveis é uma questão de interdependên-
cia e é uma relação simétrica entre as variáveis, enquanto
que a regressão de uma variável sobre a outra, trata-se de
dependência e não é uma relação simétrica, isto e, a regreã
são de x sobre y não é a mesma que a regressão de y sobre x.

Em Psicologia e em outras ciências esta distinção
tem seu param.elo. Os psicólogos distinguem entre fidedigni-
dade, que trata de consistência interna ou interdependência,
e validade, que trata da. concordância com um critério oxte!.
no ou de dependência

A Analise Fatorial tela uma peculiaridade própria em
re].ação a otltras técnicas estatísticas, por ter sido desen-
volvi.da pior pessoas que não eram pí'imariamente estatísticos
e sim psicólogos. Por esta razão ela tendeu a adquirir uma
linguagem e técnica próprias. O assunto, como veremos no hiã
tóriéo, era limitado ã concepção psicológica de falares meB

tais, tal que um estatístico comum teria dificuldades em rS.
lacionã métodos gerais da estatística. Alguns estatí2
tacos nem niesna acreditam na Analise Fatorial como um todo.
É então, útil uma exposição sobre Analise Fatorial como uma

técnica estatística, para que os pesquisadores, cujo inte-
resse principal esta em aplicações fora do campo da psicolo-
gia,possam utiliza-la. Este é um dos objetivos deste traba-
lho

Mais recentemente tem sido proposto um uso diversa.
fi.cada da Analise Fatorial, considerado por alguns estüdío-
sos como seu valor principal, que é o de complementar têcnl
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cas estatx'éticas convencional.s. uma destas técnicas é a An.4

pise de Regressão, e em al-duns casos especiais,é mostrado cg
mo um melhor subconjunto de va.riãvei.s independentes pode ser
encontrado usando-se Analise Fatori.al, para predizer uma v.â
Fiável dependente. Também, em um trabalho atual, Lawley e
Maxwel1 (1973) publicaram um artigo intitulado: ''Regression
ànd Factor Analysis'', onde um modelo básico de Analise rata
real é empregado na estimação dos coeficientes de regressão.
Entretanto, ê ainda pequeno o número de trabalhos publica-
dos a este respeito.

1.3 - NOTA HISTÓRICA

A Analise Fatorial surgiu, no iníci.o deste século,
como um desenvolvimento natural da analise de conjuntos de
variáveis çorrelacionadas.

A técnica de Analise Fatorial foi desenvolvida in.i
cialmente pelo psicõ].ogo Charles $pearman, que em 1904 pu-
blicou o artigo intitulado ''General Intelligence Objective-
ly Deternined and Me.asured''.. Neste artigo, Spearman exami-
na os trabalhos anteriores sobre medida de inteli,gência e g.
presente,pela primeira.veh sua teoria de um fatos de intelâ.
gência geral, seu famoso fatos ''g''. Esta variável hipotéti-
ca exp]icaria, en gera]., as intercorrelações de um conjunto
de testes cognitivas.

Bartlett (1962) comenta que o modelo proposto por
Spearman, com apenas um favor comum, foi uma primeira apto'
ximação a situações reais. mas que, apesar dé útil, era i.nl
deqüado. Assim, mais ''falares comuns'' necessi.tarem ser in-
troduzidos no modelo, dando lugar a uma especificação mais
geral do mesmo.

Surgiram,então ,os conceitos de ''favores múltiplos''
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que foram desenvolvidos por L.L.Thurstone, da escola ameri-
cana, e também pór Burt e Thonson, da escola inglesa,que cg
mo Spearman, eram psiceilog.os. Estes foram os precursores
mais ativcs da. Anãli.se Fatorial. Detalhes de suas contribui
iões e referências aos prineiras arte.gos podem encontrar-se
em seus textos: Thurstone (1935), (1947), Burt (1941) eTha!!
son Ci9SI)

Corno vimos todo Q desenvolvimento i.nici.al da Anãli
se Fatorial foi na campo da Psicologia, para o estudo de hi
póteses sobre a organização da habi]idade iRenta]. A anã].ise
partia do exame das matrizes de correlação oucovari.ânciade
um conjunto, ou de uma bateria de testes coBRi.ti.vos. Os' mé-
todos para obtenção dos parâmetros do modelo erammétodos eD
pxricos , aproximados. Varias controvérsias surgiram sobre o
assunto, que par um longo tempo desencorajavam o interesse
mostrado pelos matemáticos e estatt'sucos nos problemas teê
ricos envolvidos.

A pri.medra abordagem rigorosa da Análise Fatorial,
da ponto de vista da estatística teórica, tratando da pro-
blema de estimação, foi feita por Lawley (1940).Acta,vés de2
ta nova abordagem ao problema, Lawley eliminou as indetermi.
nações e decisões subjeti.vas que acompan.hajam outros méto-
dos para a determinação dos coeficientes fatoriais a partir
da matriz de covariância ou .correlação das variáveis obser-
vadas, carão por exemplo o Método Centróide de Thurstone.

Usando então os resultados de Inferência Estatz'sti
ca-, a partir de suposições impostas ao modelo, a Analise F2
tonal passou a ser considerada um método estati'suco pro-
priamente dita. Assim, teste de hipóteses, como o teste so-
bre a adequacidade de um modelo com ''m'' fatores foram deseB.
volvi.dds rigorosamente, pelo principia da. razão de verossi-
mil-hança.
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A partir. de 1940, Lawley publicou outros trabalhos
tratando de diversos problemas sobre Analise Fatorial e aig
da outras contribuições fo.ram feitas por !!owe (1955) , Andei
son e Rubis (1956) e Ra.o (1955), para citar apenas algumas.

Cam o advento dos computadores e].etrÕnicos , novas
técni.cas de Analise Fatarial foram desenvolvidas, tornando-
se cada vez naif fãci.l o seu usa, não s6 no campo da Psico-
logia mas também nos vários outros ramos da Ciência. Uá e-
xemplos de aplicação de Analise Fatorial nas mais diversas
áreas do conheci.mento e que vem senda publicados regularmeB
te

O método de máxima verossimilhança para a estinta-
ção dos parâmetros do mode]o não havia sido uti].içado ante-
riormente porque o método imp].icava em cálculos trabalhosos
que não eram possíveis sem o uso do computador. ]3ntretanto,
a partir de 1966, trabalhos devidos em grande parte ao esta
tz'suco sueco JBreskog proporcionaram procedimentos de está
mação rápidos e eficientes. Jõreskog usou inicialmente ummÉ

todo numérico para a minimiza.ção de uma função de várias vg
ri.ãveis e posteriormente desenvolveu ainda outros métodos
mais adequados .

Os textos modernos sobre Aríâlise Fatorial, considg
rondo sua importância histórica e sua diversificação quanto
aos temas são as de barman (1960) e de Lawley e Maxwell
(1971). Nestas duas obras encontraTü-se referênci.as biblio-
gráficas numerosas sobre a assunto. Em vários textos de Anã
liso lqultivariada, como os de Morrison (1967),Press (1972),
Afia e Azen (1972) e outros, encontram-se capítu].os com um

bom tratamento do assunto.

Vimos então, e llarman (1960) comenta, que foram as
novas.técnicas de computação, os procediKientos objetivos pê.
ra determi.n.ar ELS soluções e os testes de hipóteses, os grau



des respansãveis por transportar a Análise Fatorial do abiã
mo de uma visão apenas psicológica para um respeitado ramo
da Analise Estatística Multivariada.



CAPITULO.ll

ANALISE FATORiAL E :SEIO MODELO TEóRiCO

2 . ] - CONDE }TOS PROL [ M! MARES

Dado um conjunto de p vara.ãveis, com N observações
para cada variãve]., que formam o arranjo de valores

(xik) i;l ,...,P, k:l,...,N,

denominado matriz de dados e supondo que as p variáveis são
correlacionadas, pergunta-se se é possível reduzir a dimen-
são inicial (p) do problema através de novas variáveis hip2
téticas que meslllo em menor número expli.carão a maior parte
da variação original. Assim, supõe'se que cada variável Xi,
i. = 1,...,p é representa.da como uma função linear de um me-
nor número (m< p) de variáveis hipotéticas, denominadas fa-
tores comuns (par serem comuns a varias v;ariáveis) mais um
fatos residual ou úni.co para cada variável

Sejam XI, X2, ..., XP' variáveis aleatórias con

Var X.l l aii e Cov(Xi.,Xr) air' l # T

Como estamos interessados apenas na estrutura de covariân
8



cia dos dados, podemos supor sem perda de generalidade que
cada variável tem média. zero .

De acordo con o que foi exposto acima, podemos es
cravar cada variável no modelo fatorial como:

m

+ ei' i:l,...,p (2 .1. 1)

onde f: ê o j-ésimo falar comun, sendo que o nünero . n de
tais falares é especificado e onde e.i é um resíduo represe2.
tardo fontes de variação que afetam apenas a variável Xi'Os
coeficientes X:4 são denominados canga datoA,.Ca,é.õ e refle-
tem a importância do j-ésimo fatos na composição da i-êsilaa
variável X:.

Supomos também que as p variáveis aleatórias ei são
não correlaci.onadas entre si e não correlacionadas canos râ
teres comuns. Estes favores f; podem ser correlacionadas eB
tre si Coblíques) ou não correlacionadas (ortogonais). A vl
riância de e; , denominada variância residual. (ou especific.}
jade), é decotada por W.i'

As variâncias e covariâncías das variáveis observa
das, sob a suposição de fatores não correlacionados, podem,
então , ser escritas como

a.. = a?
11 1

n
E

j :i xi.j ''' 'pi '
i:1 ,2,... ,P

m

'i, : , :* i # r r=1,2....,p
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A parte da variância de cada variável,devida sÕ aos
fatores comuns é dada por

aÍ. - Wi

m

:!: *Íj
e é denominada comuna.Cidade da variável X:i

Na prática, as parâme.Eras do modelo a serem estima
dos, a partir dos dados experimentais,são os Xij (cargas fZ
toriais) e os p.i(especi.cidades)

Se os favores f4 são supostos correlacionadas, os
coeficientes de correlação entre os :fatores são parâmetros
adi.c.zonais que também requerem estimação, Gamo veremos na
próxima seção.

Após as cargas fatori.ai.s terem sido obtidas, o ang.
lista deve .interpretar os fatores comuns da melhor maneira
possível. Com este objetivo faz-se-a Rotação dos Fatores.

Final.mente pode-se estinar os valores dos fatores
comuns para cada indivíduo. como função das variáveis obsel
fiadas. Estes valores denominam-se aóea,teó áa,toA.,[ai,ó . Segun-
do Law[ey e Maxwe]1 (197].) , estinação em Analise Fatorial é
um procedimento em dois estágios. Privei.ro os parâmetros do
modelo são estimados e então eles são usados para determi-
nar os esgares fatoriais.

Observando as equações do modelo fatori.al vemos que
a especificação de cada vara.ãvel X.i é similar na forma,ã eâ
pecíficação da teoria de Regressão. Em Analise Fatorial. e2.
tretanto, os fatares, que fazem o papel das variáveis inde-
pendentes, não são observáveis.

Anderson e Rubin (1956) di.stinguem duas espécies
de modelos em Analise Fatorial, um considerando os fatores



como variáveis aleatórias , e outro considerando o$ fatores
como quantidades não aleatórias que variam de um indivt'duo a
outro. Whittle (1953) cona.ideia também os fatores como para
metros e usa os procedimentos de mÍnilaos quadrados para es'
tina-los, rüinimizando a soma de quadradas residual. Est.a a-
bordagem não é comum nas aplicações praticas e portanto nãa
a tratarenos neste trabalho. Deteremo-nos no Método de Est.i
mação de Máxima Verossimilhança desenvolvida por Lawley pa-
ra a est.imação dos parârrletros do Modelo de Analise Fatorial,
tanto no caso de fatores ortogonais, como oblíquos.

2 . 2 O MODELO FATORIAL E SEUS PARÂMETROS

Na seção anterior introduzimos Q modelo de Analise
Fatorial. Consideraremos agora este modelo com maiores detg
lhes , concentrando nossa atenção sobre seus parâmetros.d9-;1&ée
de:lio- A partir desta seção usaremos a notação matrici.al por
conveniência. (Os velares serão denotados em negrito (X) e
as matrizes por letras maiúsculas)

Sejam X e e'os vetóres colunas com elementos Xi e
e: (i=1,...,p) t'espectivamente e seja f a vetou coluna com
elementos f.i(j=1,....m). Então as equações 2.1.1 são escrj;.
tas na farmà matricial da seguinte naneira

X = Af + e (2 . 2 .1)

onde A = [À;:] é a matriz pxm das cargas fatoriais. Estas e-
quações não podem. ser verificadas diretamente poi.s as p va'
Fiáveis observadas êão expressas em termos de p+m outras v.a
ri.ãveis não observáveis

A matriz de covariãncia de X é denotado por



E : [air]

e é uma matriz simétrica, .positiva defi.ninfa e de ordem p.Os
vetores aleatórios e e f são supostos não correlacionadas e
então

E (e f') : 0

A matriz de covariãncia de e é dada por

E(ee') : @

onde P é uma matriz diagonal de ordem p cujos elementos diâ
gerais são +1' +2' '''' ©P'

Incia].mente consideremos o caso dos fatores não cor
relacionados (ortogonais) e com variãnc;ias unitárias. Suamg
triz de covariância é então dada por

E(ff') = lh

onde 1. g a matriz uhitãria de ordem m

Das suposições consideradas acima, temos

X E(XX ' ) = Et (Af+e) (Af+ey ]

ou

E = A..i + Q (2 . 2 . 2)

Esta representação de E: é fundamental e os parâme-
tros desconhecidos a serem estimados são os elementos de A
e @. Assim, dada a matriz E nÓs perguntamos se para um va-
lor de m, especificado, menos do que p, é possz'vel definir
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uma Única W com elementos diagonal.s positi-vos, e uma Única
matriz A, pxm, bati.sfazendo a equação 2.2.2, para que passa
mos obter estimadores cona.istentes dos parâmetros

As equações 2.2.1 e 2.2.2 são tambémsati.afeitas =
se nõs trocarmos f por. M'f e A por AM, sendo M qualquer ma-
triz ortogonal de ardem m,e M' sua transposta. Assim exist.}
rã uma infinidade de escolhas para B. matriz A, pois qualquer
solução A pode ser trocada por AM. Deve-se, então, impor al
dunas restrições sobre A para que esta matriz possa ser un.{
lamente determinada, partindo-se da suposição.que existe um
Único W.

Anderson e Rubis (1956) denominam a problema de rÊ
solver as equações (2.2.2) de maneira iónica de problema de
identificação. Bm seu artigo,eles apresentam várias condi-
ções. que são ou necessárias ou suficíen:tes parauniêidade de
A e Q, não ha.venda nenhuma condição n.ecessãria e suficient.e.
Nós não as discutiremos integralmente aqui, apenas nos relê.
ri.remos ã algumas restrições que pedem ser fei.tas sobre osg
lementüs de A, para identif.icação, e que serão convenientes
para os procedimentos de estimação do Capl'talo lll

No caso de fatores ortogonais, m> 1 e supondo.que Ê.
dista uma Única matriz diagonal @ com elementos positivos,
escolhe-se A tal que a matriz A'©''.A, que é uma matriz mxm.

seja diagon.al e que os elementos diagonais sejam positivos,
distintos e arranjados em ordem decrescente de grandeza.Com
es.fa restrição sobre A, esta matriz é univocamente defini-
da., Os elementos diagonais da matriz A'W 'A são as m raizes
caracterz'sticas não nu].as da matriz @'i/2Ct-p)+'1/2 que é
uma matriz simétrica e de posto m.

Consideremos agora a questão de unicidade de +.. Sg
gundo Lawley e Maxwell, uma condição necessária simples pa-
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ra a uni.cidade de @ e que vale para qualquer valor de ]n, é
que toda coluna de A dcv'e ter ao menos três elementos dife-
rentes de zero

Outras considerações sobre a uni.cidade dos parâme-
tros são as abordadas por Law]ey e N]axwe]1 (197]): Seja H..
a hipótese que, para um valor especifi-cada de m, uma dada m.g

triz de covariãncia E possa ser expressa na forma E : AA'+©.

A condição que A'@''A seja diagonal, para rn> 1, i.n
põe ? m(m-l) restrições sobre os parâmetros. Assim o número
dc parâmetros livres em @ e A é p +pm'{ m(m-l). lgualando-
se os correspondentes elemel\tos das matrizes eln ambos os la

dos da equação E =AA'+@, obtemos â- p(p+l) equações distin-
tas. Seja C a diferença entre o número de equações e o nome

ro de parâmetros livres. Então

C ; p(p'' 1) - p - pm + } m(m-l)

{t (p-my - (p+m) ]

a) Se C = 0 teremos tantas equações quantos parâmetros lj:
vres, e a hipótese tl. seta, em geral,tri-aalmnente ver-
dadeira e @ será univocamente determi.nado.

b) Se C< o, existem menos equações do que parâmetros ii
ares e H será trivialrnente verdadeira fitas conlumain
fi-nidade de escolhas para @ e A

c) Se C> 0 hã mais equações do que parâmetros livres e
então H. é não trivial, a menos que se façam restri-
ções sobre os elementos de E .

Antes de tratarmos o caso dos fatores obli'quis fa-
remos a segui.nte observação sobre os parâmetros ÀÍJ' Das s.g



posições do modelo fatorial, no caso ortogonal, decorre que

Cov(X,f') Et (Af+ e) f'] ÂEff'+E (ef') A

isto é, os parâmetros Xjl representam a covariância da i.-ési
ma variável X; com o j-éiimo fatos comum. Em problemas prá-
ticos é comum transformar as variáveis observáveis em varia
vais padronizadas com média zero e vara.anciã unitária. Des-
ta forma, a matriz EI será a matriz de correlação dos dados
observados e os parâmetros Àjl serão interpretados como os
coeficientes de correlação entre a i-ésima pari.ãvel Xi com
o j -ésimo falar comum f

Consideremos agora o caso em que os fatores f.i ' j=
=l,.. .,m, m> 1, são supostos correlacionadas taj- que

]

Var fj:4'jj e Cov(fj'fk):+jk, j#k, j:l,...,m
A matriz de covariância de f é dada então por

Eff' ; $ ; E+jkl,

sendo © uma matriz simétrica de ordem m

A matriz de covaríância de X é então dada por

}l = A®A' + © ( 2 . 2 . 3)

Os parâmetros do modelo são agora A, P e ®. As e-
quações (2.2.1) e (2.2.3) continuam satisfeitas se nõs tro-
carmos f por Uf, A por AU'l e © por U$U' , onde U é qualquer
Hiatriz não singular de ordem m.

A questão da unicidade dos parâmetros, neste caso,
será agora di.scutida. A matriz U terra m2 elementos, assim ao
menos H2 restrições sobre os eleinerttos de 'D e A são necessa
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rias para que eles possam ser definidas univocamente

É usual supor que os fatores têm variâncias unitá-
rias, então m restrições são obtidas igua].ando-se os elemeB
tos diagonal.s de © ã unidade. As restantes restrições sao iB
postas requerendo que certos el-ementas de A sejam nulos. Sgi

fundo Lawley e bíaxwel-1 (1971) se a configuração de zeros em
A é tal que ela possa ser destrul'da por qualquer transforma
ção não singuJ-ar dos fatores, então A e ® são univocamente
determinados, dados E e $. No Capa'Lula 111 consideraremos o
problema de está.mação quando as restrições são dadas por e'
lementos zero em posições especificados na matriz A (modelo
restrito)

2 . 3 ANÁLISE DE COMPOFiENTES PR i NC } PA l S

A Analise de Componentes Principais é urna técnica
de Analise blultivariada introduzida por K. Pe-aTson em 1901
e desenvolvida posteriormente por H. Hotelling, a partir de
1933, pela qual- um conjunto de p variáveis XI'X2,.. ,XP .ê
transformado linearmente em uln número igual de novas va.Fiá-
veis YI,Y2,.. .,Yn' não correlacionadas e ordenadas por suas
variâncias em origem decrescente e de tal forma que a vara.an
cia total do conjunto inicial é preservada. Esta técnica é
relativamente bem conhecida e a apresentaremos aqui resum].-
demente .

Na pratica, o método de Componentes Principais é .g
tilizado para encontrarmos combinações lineares com grandes
variâncias pois, algumas vezes, as primeiras poucas cornpo'
nentes explicam uma grande proporção da variância total das
variáveis originais. Estas componentes principais podem, eD
tão, para certos propósitos, serem utilizados para descre-
ver com maior parcimónia a estrutura de dependência da.s va-
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Fiáveis observãvei.s

Em Analise de Componentes Principais nós não par-
timos de um modelo asse.m coma eln Analise Fatori.al. A expôs.Í
ção que segue seta feita supondo que o leitor esta familia-
ri.zado com a teoria sobre raízes e velares característi.cas
de uma matei.z.

A seguir defi.nirelnos componentes principais na po
pulação.

Seja o vetou a].eatÕrio X de p componentes com

E(X) = 0 e EXX' = }l

Supomos que as raízes características da matriz de cova-
riânci.a E, denotadas por õl' 62, '''' 6n são distintas e al
ranjadas em ordem decrescente de grandeza. Da teoria sobre
raízes e vetores característicos sabe-se que a matriz E (s.l
métrica e real) pode ser escuta como

onde

õl o

0 61

Ü

A

0 0

e onde I' é matriz ortogonal de ordem p. A j-teima coluna de
I' é o vetar caracterÍsti.co normalizado associado a rai.z ó.i

O vedor de componentes princi.pais Y, cujas campo'
nentes são YI' Y2, ..., Yp' é definido pelatransformaçãol.l
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near ortogonal

Y ; r'X

tal que a matriz de covariânci.a de Y é dada por

E (YY') : E (r' x x ' r) r'E r : r' (rAT')r : A

e portanto as componentes princi.pais YI,...,Y são não cor
relacionadas e a variância de Y; é (S;. Além disso, a j-ési
ma componente de Y, Y; tem variância máxima entre todas as
combinações lineares normal-izadas (tais que a soma de qua-
drados dos coeficientes é igual a 1) não corTeI-aci.onados com
'l ' ' ' ' f 'j - l

Outra propriedade importante na Analise de campo'
nentes Principais é que

tr(E) (rAF ') tr (Arr')

Isto significa que a variância total das va.riãveis
X é igual a variância total das variáveis Y, ou seja, a va-
riação total das variáveis clriginais é preservada por esta
transformação linear no método de Componentes Principais.

A importânci.a da j-ésima componente princi.pal é mg

dada por

â

trE' j :l ,. . .,p

e a proporção da variância total explicada pelas primeiras
m componentes principais é dada por



Õ]. + (52 + ' ' ' + (5

trE

Observamos que existe uma relação inversa simples
entre as variáveis originais e as cromponentes deduzi.das.
[sto é, cada variãve]. X4 pode ser expressa como uma combina
ção linear das componentes pri.ncipais. Assim temos

X = rY e E = i'AI''

Este conjunto de equações é chamado o Rodei-o de Componentes
Principais. Neste modelo a matriz de covariância, E, pode
ser fatorada da seguinte maneira: seja B = 1'A''', então

rA1/2A1/2r. : BB,

onde A1/2 é a matriz di-agonal, cujos elementos diagonais são
riSI' -/62, ...' i/8;. Esta fatoração é Única poi.s foi kit.a a

suposição inicial'de que todas as ral'zes características de
E são distintas e arranja.das em ordem decrescente de grand!
za. Esta matriz B não deve ser submetida a a.Lguma pós-mula.i
plicação por uma matriz ortogonal (rotação), pois desta fol
ma as novas componentes não teriam mais a propriedade de mã
xima variância

Uma importante diferença entre as equações bási.cas
dos mode].os de Camponentcs Principais e de Analise Fatorial
é que no primeiro caso não hã componente residual. Em outras
palavras, o modelo de Componentes Principais atei.bui toda a
vara.ação original ãs p componentes

Um método iterativo direto para obter os elementos
da matriz I' é dado por Hotelling em seus artigos origi-
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naif e encontram-se também em alguns textos de Analise Mult.i
variada, como o de blorrison (1967)

Em aplicações praticas é comum, quando as variáveis
estão medidas em uni.dados mui.to diferentes entre si, pa.dro-
ni.zar cada variável X.i , jã que combinações lineares das va-
riáveis original.s poderiam ter pouco significado. Usa-se,eB
tão, a matriz de correlação dos dados originais ao invés da
matriz de covariância. Neste caso a.variância total das va-
riáveis padronizadas é dado por p. As componentes principais
obtidas da matriz de correlação não são as mesmas do que as
obtidas da matriz de covariãncia e esta é uma das desvanta-
gens do método de Componentes Principais.

A correlação entre a i-ésima variável X.i e a j-ési
ma cotnponente é dada por

Cora(Xi,Y= i ,j :i ,. . . ,p

onde a;; é o desvio padrão da variável Xi. Se a matriz de
correlação é usada para se fazer a Analise de Compollentes
Principais, então Coar(xl ,Yi,) =allv''6.i e a proporção da vara
anciã total atribuída a j-égilBa componente é dada por

Õ

P

Supomos, agora, que E não é conhecida, como ocor-
re frequentemente em pesquisa aplicada. Então o parâmetro }l
deve ser estimada e a Analise de Componentes Principal.s de-
ve ser feita com base em dados amostrais. Supomos que uma &
mostra de N(>p) conjuntos de observações daspvariãveis em
X foram obtidas. Destes dados os estima.dores usuais,não vig
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fados, das pari.anciãs e covariânci,as são encontrados, for-
mando uma matriz S, simétrica e positi-\ra definida, dada por

S m'1l- ( >1 x.x.;a
NRR')

onde Xn (cl:l,...,N) é o vetar coluna- representando o a-ési-
mo conjunto de observações e X é o vetou de médias amostrar

As componentes principais para a amostra são defi.-
ninfas exatamente cano para a população, usando S emlugarde
}l e elas têm propriedades análogas. Além disso, se supormos
que X tem distribuição normal multivariada e seguindo a teg
ria de está.mação obteremos estirnadores de máxima verossimi.-
Ihança para A e I'. Estudos sobre isto foram feitos original
mente por Girshick (1936) e posteriormente por Anderson
(19 5 8) .

É possível também encontrar-se as variâncias e co-
variãncias assintÓticas das raízes características 6: de S
e dos coeficientes das componentes principais. Estes resuJ--
tados foram obtidos por Gi.rshick (1939) e encontram-se epal
gul\s dos textos modernos sobre Componentes Princi.pais. Va-
riâncias e covariãncias asse.nt(5ti.cas das raízes caracterís-
ticas de uma matriz de correlação amostral R foram tambémen
centradas por Giz'shick (].939)



CAPITULO lll

ESTIMAÇÃO E TESTES DE HIPÓTESES

NO MODELO FATORÍAL

Numerosos métodos aproximados para a estimação dos
parâmetros do modelo fatorial forawE propostos desde os pri-
mãrdi.os da Analise Fatorial. Destes métodos os mais conheci
dos são a Solução do Favor Principal e o bfêtodo Centrõide
Na seção 3.3 faremos coinentãrios sobre esses nétodos. luas pg
ra um enfoque rigoroso ao problema da estimação em Analise
Fatoria[ o FÍétoda de }Íãxima Verossimi].hança. proposto mais
recentemente, é o Irai.s indicado e o apresentaremos aqui com
deta].hes.

3 . 1 ESrinAÇÃO PELO MÉToDo DÇ M4)ÇJ.y4.yÇ.$9$SiniLHANCA

Os procedimenitos de máxima verossintilhança, em ge-
ral, são bem conhecidos em Inferência Estatística. Os esti-
madores obtidos por este método satisfazem a maioria das prg
priedades frequentemerLte usadas para selecionar estimadores
entre varias escolhas possíveis, coma as propriedades de cog
sitência, eficiência e suficiência

\ /

O método de máxima verossimilhança para Analise PZ
22
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tonal foi i.ntroduzido pclr Lawley em 1940 e não era muito u
fado anteriormente por suas di.faculdades computaci.anal.s. A-
tuallnente, no entanto, devido aos trabalhos de Jõreskog já
se encolLtram procedimentos rápidos e eficientes para a ob-
tenção dos estintadores por este método. boas a principal. vap:
tarem de utilizar o método de máxima verossimi-lhança para 4
nálise Fatorial é, talvez, a possibilidade de se desenvolve
rem testes de hi.póteses com o objetivo de testar a adequaci
date do modelo, o que não era posei'vel através de outros mé
todos, devido ãs suas características não estatx'éticas

Além das suposições habituais do modelo fatorial,
expostas no Capa'tule 11, suporemos que o$ vetores aleatórios
f e e têm distribuição normal- ]nultivariada com velares mé-
dia zero e com matrizes de covari.anel.a ® e I' respectivamen-
te (quando os fatores são não correlacionadas, © = 1..). Dasy:
posição de normalidade e das suposições feitas no Capz'tolo
11 segue que os fatores f e e são mutuamente independentes
Como X ê expressoemterlbos de fee conforme a equação (2.1.1) ,
temos que o vetou das variáveis observáveis é também normal
com média zero e matriz de covari.anciã }l.

Descreveremos, a seguir, o método de máxima veros-
similhança para obter está.lnadores dos parâmetros A e \',qual
do os fatores são supostos ortogonais e dos parâmetros A, 'r
e © quando os fatores são supostos oblíquos. Supomos que o
número m, de favores comuns, é conhecido e supomos também
que estes parâmetros possam ser definidos univocamente, de
acôrdo com o que foi exposto no Clapítulo 11. Vimos que oprg
hiena da unicidade dos parâmetros, no modello fatori.al, é rS.
sorvido após a imposi.ção de certas restrições. Estas restri
çõe$ podem ser apenas por converti.ências essencialmente mate
meti.cas, quando, então, o modelo é denominado lç4ade.eo Mão Ke.ê.

,t,t,éZo, segundo a nomenclatura de Lawley & Maxwel1 (1971),ou



podem ser restrições quc aléjli de especificar o número de fg
toros, especificam os valores de certos elementos em A, ® e
até mesmo em 'P de acorda com algum significado intrínseco aos
problemas teóricos da área em estudo. Um modelo deste segue
do tipo é denominado qodeZo ReóZ4,é,to. Veremos a- seguiroprg
blema estimação para estes dois tipos de modem-os.

O método de estimação de máxima veíossimilhança p.!
ra o Modelo Não-Restrito é apresentado apenas no caso de fg
tomes ortogonais, isto é, quando os fatores são supostosnao
correlacionadas, enquanto que para o Modelo Restrito, os f.!
teres, quando m> 1, podem ser correia.clonados.

Pelo método de máxima verossimilhança os esticado-
res dos parâmetros do modelo fatorial são expressos como sg
lições de equações matriciais i.mplÍcitas que podem ser re-
solvidos apenas por processos iterativos. A origexn destas g
quações é o que apresentaremos a seguir

3 . 1 . 1 MODELO NAO RESTRITO

Consideremos o modelo fatorial, no qual os fatores
são não correlacionadas, com a$ suposições feitas nêl seçao
2.2, além das suposições de normalidade di-scutidas acima,

X H Âf + e

EI = AÂ'+ V

Suponos, também, que os parâmetros são definidos unívoca
mente, isto é, que exista um único ', com elementos di-ago-
nais positivos e um único A tal que A''P'iA é uma matriz di3.
tonal, cujos elementos diagonais são positivos. distintos e
arranjados em ordem decrescente de grandeza. Nestaseçaonos
mostraremos o problema de estimar A e ', a partir da matriz
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de covariância amostrar

Supomos que uma amostra aleatória de N(>p) ob-
servações de X é obtida. Sejam XI' X2, ..., XN osvetorescg
lunas que representam estas N observações. Seja S ' (si.i) a
matriz de covariãncia amüstral-, definida por

s : { *>1: w* - b wt: - h '

onde

. N

n=N-l e i:&kElxk' tal que E(S):E

Como X é N(Q,E), os elementos de nS seguem a dis-
tribuição de Wishart com n graus de liberdade (.Anderson, 1958)

A função densidade desta distribuição é dada por

L : clsl t(n-b-t) IXl- àn exp(-i/2flrE'ls)

onde C é uma constante

De acordo com o mode].o fatorial, toda a in:formação
da amostra esta contida em S, portanto a função de verossi-
milhança da amostra é dada por L, definida acima.

O logaritmo da :função de verossimilhança ê então dg.
do por

L* : logel .{. nElogelEI + tr(E'lS)]

onde se omitiu uma função das observações. Como E 'AA'+'P,tg
mQS

L+ -; nElogelAA'''P 1* tr(AA'+'y)'lS]
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Lawley e Maxwel1 (1971) sugerem que é mais convenj:
ente mini.gizar a função

F(A,y) : logelEl+tr(}l'lS) - logelSI -P

o que é equivalente a maximizar L, pois logel é -=#n vezes
F mais uma função das observações apenas

Então, derivando a função F em relação aos elemen-
tos de A e '! par meio de processos comuns de derivação demo
trazes e igualando a zero, obtemos

2E-l(E-S)E'lA : 0

diagEE 'l (E -S) E' l] 0

As equações do sisterüa aci.ma podem ser simplifica
das . Para a primeira temos

(E'l-E'lSE-l)A : 0
ou

SE-lA : A ( 3. 1 . 1)

Apesar da expressão obtida ser muito simples elaeg.
volve a inversão de uma matriz pxp. A :fim de evita.resteprg
bléma. podemos transforma-la em uma outra que envolve ape-
nas a inversão de uma matriz diagonal. Para isto usamos um

artifício, que consiste em pós'multiplicar ambos os membros

da expressão E =AA'+v por W A, Assim obtemos:

E.r-l'.h : A (A.Y- l.R+l)



E@-lA(.R'@''A+l)'l = A
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E-lA ; ©-IA(A'@-lA+l)-l

Substi.tuindo este resultado na expressão 3

SP-lA. (A'W'lA+l)'l : A

(3. 1 . 2 )

obtemos

S+-J'A : A,(A.'©'lA+l)

Para a segunda equação do sistema, temos

dias(E'l) : dias(E'lSE-l);

pré e pós multiplicando as matrizes de ambos os membros pe
la matriz diagonal (E-AA') ,obtemos

dias(E-2M.'+M 'll'IAA') : diag(S-SE'IM.. -M 'E'JS+AA 'll'lSEl-IM. .)

Usando (3.1.1) temos que

dias([) = diag(S)

dias(AA'+W) = dias.S

Assim, as equações de maxi.ma verossimilhança na fo11

ma simplificada são dadas por:

sl,-iA : A(i+A'o'iA.) (s.i.z)
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di-ag(AA' PV) = dias S (3. 1 . 3)

Estas equações podem ser resolvidas apenas por prg
cessós iterativos para então se obter /i e @.

Lawl:ey G Nlaxvell dizem que para achar um mínimo da
função F é conveniente usar um procedimento em dois estágios.
Primeiro encontra-se um mt'Rima condicional de F para um da-
do 0 que é denotado por f(P) e então se obtém W que mini.mi-
za esta f(+). É possível,sob certas condições, obterum A tal
que -;f=o e tal que A'P'lA é diagonal. Assim além de mínima.
zal' F para dado Q, este processo satisfaz as c.ondições im-
postas sobre o verdadeira parânetro A para sua unicidade

Rao ê Mançell sugeriram um método para asolução ng
médica das .equações de máxima verossimilhança que parece ter
boas propriedades de convergência. Este processo iterativo
esta exposto em Morrison (1967)

O método computacional. iterativo desenvolvido por
Jõreskog para resolver as equações de máxima verossimilhan-
ça converge rapidamente e os valores das parâmetros podem
ser obtidos tão precisamente quanto se queira. Este métodos
um programa de computador em linguagem FORTRAN IV foi publl.
cada por Jure.skog (1966) . O programa é denominado UMLFA-''Ug
restri.cted Maximum Like].ihood Factor Analysis''. Este progrg
ma pode ser obtido no ''University of Chicago Computation CeB
ter'', através do cedi-go de programa UCSM718.

Uma caractere'ética satisfatória do método de máxi-
ma verossimilhança para .Analise Fatorial é que, quando a vã
Fiável é multiplicada por uma constante os esticadores das
cargas fatoriai.s para esta variável são multipli.Gados pela
mesma constante e os estimadores de variância específica são



29

multiplicados pela quadradun da constalate (Anderson í; Rubis,
1956). Assim ao real-izarlTlos o$ cálculos numéricos, podemos
padronizar todas as variãv.eís X: e substituir S pela matriz
de correlação amostrar

Antes de verificarmos a propriedade acima, vanns ver
o que acontece com o modelo, quando a vara.ãvel X é multipl4.
cada por uma matriz diagonal D, cujos elementos diagonais são
constantes não necessariamente i.quais e diferentes de zero.
seja

DX : Z

As s i.m ,

EZZ' = DE]) = DA(DÀ)'+npn : x7.

Us ando a seguinte notação ,

EZ : AFAZ + @Z

temos

$z D@D e AFAZ DA(DA) t
}

onde }lZ é a matriz de covariâ.nela,A7 a matriz de cargas rata
dais e Q7 a natriz das variâncias específicas pardas variêl
veia transformada.s. Com relação ã unia.dado dos parâmetros VÊ
rificamos que a restrição imposta ã matriz A quando a varia
vel é X implica a mesma restri.ção quando a variável é Z pois

(DA)'(DWD)'iDA A'q,-lA

Vejamos agora como o método de estimação é afe-todo
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quando transforlltalnos as unidades de medida das variáveis o-
riginais. Se DX =Z, a matriz de covariãncia amostrar é dada
por DSD e as equações pa.ra obtenção dos está.dadores de maxi
ma verossimilhança são, então, dadas par

[JSD@;l.Rz : Az(]+Az@ ziAz)
dias(@z+AzAz) : diag(DSD)

Claramente A. =DA e @. ;D$1) são as soluções deste sistema
ando A e W são as soluções de (3.1.2) e (3.1.3).Esta propriÊ.

dado, verificada acha, salienta a vantagem do método de m2
xima verossimilhança para Analise Fatorial.

Outro camentãrio a fazer é sabre os elementos dama
triz diagonal A'+'IA, a qual nos referimos frequentemente.
Se as variáveis são transformadas de maneira que sua variam
cia específica se torne uni.Latia, então

'P j.

representa a parte da variância de Xi devida ao j-ésimo fa-
tos. Considerand.o todas a.s p variável.s, a variância total. em

X, devida ao j-ésima fatos é então dada por

l
W l

que é o j-ésimo elemento diagonal de A'+'IA. Fazer a restr3.
ção de que A'W'lA seja diagonal e com os elementos diago-
nais arranjados em ordelx decrescente de grandeza significa eg.
tão, que nossa escolha dos fatores é tal que o primeiro fa-
tos tem uma contribuição máxima à variância de X, o segundo
tem uma contribuição máxima sujeito a ser não correlaciona-
do coh o primeiro e assim por diante.

rápido comentário sobre afaremosFinal. mente um!



distribuição assintõtica dos esticadores de máxima verossi-
mi.Ihança. Supondo, como antes, que as observações são extrai
das de uma. população N(0,E) , Anderson G R.ubin (1956) mostram
que vç(Â-A) e aí(W-©) , onde Â e W são os esticadores de má-

xima verossi-alilhança, do modelo não-restrito, são assintoti-
camente, normalmente distribuídos. Expressões para as cova-
riânc:ias e variância assintÓticas das está.dadores podem ser
encontradas em LêiwJ-ey ii Maxwíe]1 . (197].)

3,1.2 G ELa R $TR TO

Nesta secção nõs consideraremos o método de máxima
verossimilhança para estimar os parâmetros do modelo fatorial.
quando os fatores podem ou não ser correlacionados (nl>1).Os
parâmetros a serem está.nados são então A, p e o, onde $ é a
matei.z de covariância dos fatores. As condições que determl.
nam os parâmetros univocamente foram comentadas n.a secção
2.2 e sãa do tipo que defi.nem o Modelo Restrito considerado
no início deste capl+tulo.

Calão vimos,'o conjunto de restrições que devem ser
feita.s sobre os elementos de A, para obter uni.cidade., con-
siste em requerer que certas elementos desta matriz sejamn.g
los, Thurstone (1947) foi ; originalmente quem postulou
uma configuração de zeros para a matriz A. através do Pri.n-
cípio da Estrutura Simples, composto por cinco regras.Estas
regras, no entanto, não especificavam precisamente quais cal
gas fatori.ais deveriam ser nulas, a que implicava em certa
indeterminação, illconvehiente quando procedimentos de esti-
mação estão sendo desenvolvidcls.

Anderson G Rubis (1956) abordam o problema mais ob.
jeticainente, formulando condições dera)alhadas : ''Elementos zg.
ros em posições especificadas''. Estas condições requerem al
guma informação à priori, caIBa por exemplo, que algumas va-



Fiáveis não dependem de alguns fatores. Assim, as condições
são Xl:i BO para certos pares(i.,j), ou seja que oj-ésimo fg:
tor nãi) afeta a i-ésima variável. os coeficientes da j-êsim-
a coluna de A são Únicos, excito pela multa.plicação de. um
falar escala, $e (a) exi.ste ao menos m-l elementos zero e
(b) a posto de A(j) é m.l,onde A(j) duma submatriz de A que
Leal elementos zero na -j.-ésima coluna.

Lawley G Maxwel1 (1971) apresentam outros métodos
para especificar a posição excita de zeros em A e formulam
também condições para definir. os parâRietros univocamente. A
técnica mais recente para a estimação por máxima verossimi-
Ihança no modelo restrito esta exposta na obra aêilaa citada,
mas a abordagem é no sentido carnputaci.anal do método, abre'
sentando o processo iterativo. Como nosso intul'to ê apenas
apresentam' as equações pa.ra obtenção dos esticadores, segui
remos, então, Anderson G Rubis.

Sejam XI' X2, ..., XN' N observações da N(0,E), on
de E =AQA'+'y. A matriz © não é necessariamente dia.tonal üaln

a restrição que seus elementos diagonal.s sejam unitários.SÊ

x. . : o
ZJ

j )j.(Piai (l,j) j

isto é. na j-ési.ma coluna de A, existem p.i elemen.tos nulas
e eles estão nas li.abas numeradas por i(llj),... ,i(pl,j).

Seja ainda I' uma nnatriz pxm que tem elementos zero,
onde A não tem, isto é

'vij
i(Pi- ;j- (i ,j )

j m
. j )

Seja, como antes, S, a matriz de cavariância amos-
tral. O lagarÍtlno da função de verossimilhança, como na seS.
ção 3.1.1 é dado por
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logel ; n[ foge l E l '+trE ' iS ]

Agora, entretanto, E =/\@A'+W. Devemos procurar va-
lores A, @ e P que maximizar a função G= log.L.Deriva-s.e eg
tão a função G em relação apenas aos parâmetros livres de A,
Ü e ©, isto é, em relaçã.o aos elementos não restritos.

O sistema de equações que $e obtém, igualando a ze
ro estas derivadas, é simplificado de manei.ra análoga aa que
foi feito na secção anterior. Os detal-hes deste procedimen-
to são encontrados em Anderson G Rubis (19S6, pãg. 140).

As equações para obtenção dos esticadores de máxi-
ma verossimilhança rlo modela íatorial restrito são dados por

di.ag(S-A4,A'-P) = 0

r'A ' 0

(.b-i+A-P-lA)r '+ A.'+-lS-a.'©-lA..pA'-A'

Estas equações não. pedem ser resolvidas algébrica-
mente; vãri.os processos iterati.vos tem sido propostos para
obtenção das esticadores e trabalhos recentes têm mostrado
que estes procedimentos nem sempre convergem.

Jõreskog e Lawley sugerem um método, usando a$ de-
rivadas de segunda ordem da função de verossimil-dança, que
tem boas propriedades de convergência. Este método esta ex-
posto em Lawley & Maxwel1- (1971) e a programa do computador
para o método é devido a J6reskog e Gruvaneus (1967). O prg
graça é denominado ''RMLFA - Restricted Maximum Likelihood
Factor Ana.lysis. Neste método, que é muito geral, nenhuna
distinção essencial ê feita entre os modelos ortogonal e o-
blíquo. É possível, inclusive, ter casos nos quais um g.rupo
de fatores podem ser correlaci.arados, enquanto que os fato-



34

res restantes são supostos não correlacionadas éom este gry.
po. O programa fói escrito em linguageml FORTRÃiq IV e permi-
te que quaisquer velares possam ser especificados em A, $ e
ü. Ente pragraraa parte ser obtido através do código UCSM 722
do ''University af Chicago Computatiün Conter'', Chicago.

No modelo restrito, quando A ê identificado por e-
lementos zeros especificados. Anderson õ Rubis comentam que
os está.dadores obtidos pelo método de .máxima verossinílhan-
ça são também assintóticamente no malnente distribui'dos.

3.z TESTES PA. RAZÃO..QE..yel3g

Nas secções anteriores nõs discutimos Q problentada
está.mação dos parâlaetras, supondo que o modelo é adequado
aos dados em estudo, em parti-cHIar nõs supomos que o numero
m de fatores comuns é conheci.do. A principal vantagem de g
sar o método de estimação de máxima verossimilhança ê que se
pode testar, através do critério da razão de verossimilha2
ça apropriado, as hipóteses de que E, a matriz de covariân-
cia da população podo ser escrita como }l * ÀA'+'p quando os m
fatores são supostos nãa correlacionadas,ou como E : A+j.'+W,
quando os f4tores são correlacionadas, ande A tem m colunas.
Ou seja, testa-se a hipótese de qlle existam n! favores com.au

para m especificado. nã outras suposições no modelo,tal.cg
mo normalidade, li.nearidade de efeito de falares, etc. que
podem ser questionadas, mas nãc a$ consideraremos aqui. Ve-
jawas os testes da razão de verossimi.Ihança no Modelo Não
Restrito e no Modela Restritc}.

3.2. 1 - MODELO NAO KÇS:rB!:!g

Sobre as suposições feitas para o mod.e],o fatorial
não restrito,e para im detenni=nado valarde m gaja Hm: }l :AA'++,
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a hipótese nula a ser testada. O critério da razãodeve
rossimilhança apropriado para esta hipótese é devido a Law-

Seja e um conjunto de todas as matrizes X, de . or-
dem p. simétricas e positivas definidas. Seja u=tECn/X=M'+@}.
Sejam LQ e L.ú os maxi.müs da função de verossimilhança L emQ
e u respecti.valente. Usando os resultados de .Inferência Es-
tatística [Anderson (1968)]. temos que L atinge seu mã.ximo,
em í2. quando E =S. Na secção 3.1.1 vi.mas que

logel - - 7 nE]óg;jEj+tr(E'lS)]

portanto

logeLQ : - 2 n(log,lsl+p)

Coltsiderando-:os :t6$ulit&do$ anteriores tentes áue L
atinge seu valor máximo em u quando E é igual a = AAàtp.on
de Ã e iP são os esticadores de máxima verossinilhança obti-
do pelo nêtodo desci'ito anteriormente. Asse.m

P

nE[ogl1l+tr(Ê'lS)]

A razão de verossimilhança é À =--r!-- mas sua di.a-
tribuição exata não pode ser determinada. S;be-se, entretan
to, que para grandes amostras, -2 1og.À tem distribuição a-
proximadamente Xa, se Hm ê verdadeira. Então, temos

L
logeLw

2 1ogeX : -2 1ogeLu+2 1ogeLí2 :

: nE]oKl1l+trCs!'l). ]ogjSj-p]. CS.2.i)

Se E é obtido com muita precisão pelas equações de
máxima verossimíl.dança para o modelo não restrito. através
de processos iterati.vos, então, temas que
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'-» t

tr(SE: ') - tr(1.)

Assim a expressão (3.2.1) pode $er simplificada

2 1o%À - nt loglÊI logjSj]

Observamos, na entanto, que se o algarismo de cãl
Guio para se obter E, não converge rapidamente a ilha soou
ção precisa, a expressão (3.2.1) deve $er usada

Bartlett C19ó2) introduziu uma modificação n.a ex-
pressão (3.2.1) obtida acima para que a sua convergência ã
di.stribuição limite, Xz, fosse mais rápida. Ele sugeriu que
ao invés de n fosse usado o fator multiplicativo

- - &çJ - $
Asse:n, o critério a set' usado para testar Hm é

Um : (n -Z2Z:-â-âm)[[oglÊl-]oglsl]

Sob Hm' Um tem distribuição assintótica XT' onde

r [(p-m): - (p'm)]

Observamos que a número de graus de liberdade r é
obtido pela diferença entre o níimero de parâmetros li-vresem
ç2 e o número de parâmetros livres em u. Em Q temas p(p+1)/2
parâmetros livres; em a temos mp parâmetros em A e p parãmg.
tios em q' a serem estimados, mas a condição de que A'Ú'"A
seja uma matriz diagona.l impõe m(m-1)/2 restrições amais pâ
ra o prablena, então, em u,E ten mp+p-m(m-1)/2parãmetros l}.
vres.

Desta maneira o teste-critério usado rejeita a hi-
pótos$ nula, ao nz'vel de significância a, se Unz Xz.r

Da propriedade de invariância dos estimadores de mãl



xima verossimilhança segue que o mesjEO valor do teste esta-
ti+stico seria obtido para uma solução fatorial em termos da
matriz de correlação.

Lawley ê Maxwell (j1971) sugerem ainda outros critê
rios para $e obter umü aproximação ao teste da razão de ve-
rõssimilhança exposto nesta secção. Um destes critérios. é

Tn : (n -à(zp's) -êa:) 21 E(sij-aij):/oi.©j

a qual tem distribuição assintótica Xz e onde

aij ' K:jlxihxjh'
Outro cri.térioubaseado nas ral'zes CaracterÍsticasda

mata.iz @'1/2S+-1/2 e a estatística para este critério é dada
por

l

Tâ - IE(êm..t-l)'' '+(oP ):]
onde ên+l' ' . . ,6P são' as p-m menores ral'zes caractert'sti.cas da
matriz ci.fada. A distribuição assint6tica deste critério é
também X:

3.Z.2 - MODELO RESTRITO

Consideremos ágata o modelo fatorial cam as suposi-
ções feitas para o modelo Tese.rito, onde os fatares podemser
correlacionadas. A hipótese a ser testada neste caso é

Hm: EI ' A+A'+©

O critério da razão de verossimílhança pode ser ob
tido coma anteriormente e temos
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nElogjil+tr(S11'l) l-ügisl-pt

mas agora E eA+Â'++, onde os elementos não'restritos de 'A.$
e y são estimados pelo método de maxi.ma verossi.milhança.. eg
quanto que os elementos restritos tomam seus valores es.peca.
ficificados. Sob a hipótese HÜ. quando n é grande, -2 1ogel
tem distribuição aproximadamente -Xa com d graus de liberda-
de, onde

p (p+1) /2 - (p+pm+m(m+1) /2-1)

P'' 'Z(p'pn) CP+n+l)+l,

sendo l Q número de parânetras fixos. Uma melhor aproxima-
ção. à distribuição Xz é obti.da se na expressão de -2 1ogeÀ.
n é substitui+da por um favor multiplicativo conveniente.Lag
ley sugere usar o :favor n-(2pb5)/6.

Qs processos iterativos para o método de máxima vgt

rossimilhança no modelo restri.to não tens propriedades de cog
vergência tão boas qtlanto para Q modela não restrito. Este
fato não permite a simplificação na estatística do teste que
foi feita no modelo não restrito

Portanto, a critério para testar a hipótese Hm usa
a estatística

u; =En-(2p+5)/6](1oglEl+tr(S:'l)-loglSl-p)

dado é

d ' pz - '7(p+m) (p+m'l) + l

Como vi.mas, as hipóteses estabelecidas acha espe



pecificam o número de fatares no modelo. Frequentemen'üe, O
pesquisador não conhece este nünlero e ãs vezes ele nem mes-
no esta em condições de postular um valor especz'fico m. Na
pratica, o problema não é usualmente o de testar uma hipótg
se partiaul.ar, has sim o de dele!'minar o número de fatores
tal que Q modela correspondente se ajuste adequadanente ao$
dados.

Uma da.s maneiras de rbsolvet' este problena é atra-
vés de procedimentos sequenciais. Assin, parte-se de a].gum

valor pequeno m0' que pode ser 1. e então se está.ma os para
metros com mama' Testa-se a hipótese nula para 'mnmÜ 'o se
a hipótese é rejeitada testa se a hipótese con m umO+l e aê.
sim por diante, com m crescendo uma unidade em cada etapa,
até que a hi.põtese não seja rejeitada para algum n.

Usar una sequência de testes de razão de verossími
Ihança é computaci.finalmente difícil pois em cada estágio de.
ve-se calcular A e P (e ®) para um valor de in. Além disso,
os critêri.os U. obtidos desta forma não são i.ndependentes.e
o nível de significância verdades.ro da teste pode ser ]nuito
diferente do valor nominal usado en cada estágio do procedi
mento sequencial. Infelizmente não hã procedimento .IRAI'a o

qual exista uma teoria estatz+stica adequada. nem mesmo uma
teoria assintótica para esse. prob].efta

3 . 3 OUTROS HÉTaDOS JF. ESTÁ H4ÇÃg

Antes de ter sido desenvolvido o mêtlodo de máxima

verossimilhança para Anal i.se Fatarial, o problema da deter-
minação das cargas fatoriais e variâncias únicas era reso].-
vida por vários outros nétodos, todos matemáticos em essên-
cia, àem características estatís.tidas. Entre estes métodos
estão: Solução Bi-Fatorial, Solução do Falar Princi.pal, Mé-

todo CentrÓide, ,Solução de Grupos Mtiltiplos e outros. Estes

'1
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métodos ou soluções fatori.ai.s, como comenta barman (1960) ».
aliam ser distingui.dos com base na contribui.ção total de l.M

fatos f.i para as variâncias de todas as variáveis X:. Esta
contribuição total de fj é definida como

Algumas soluções forneç.jam favores com conta'ibui
iões decrescentes em relação à; comtmalidade total. outros fo&É;

Regiam favores cam contribuições aproxinadameiite iguais ãvR
Planeia total de X.

Nesta secção alcporenos a Solução do Fat.or Princi
pal par ser ainda muito uti.ligada e apenas farenos comenta
ri.os.sobre o Método Centrõide. ,

sgLUÇ0o .U .EêlgB. ;l?B!:uq:P:BÇ'::== :': :: =.. : :: .

\

.' 1 A Solução da Falar Principal. au Método áos Falares
Pri.ncipais originou-se no ttaba]ho de Hote]].ing e é extrema
mente relacionada com a Anal.ís.e de Componentes Principais g:
presentada no Capa,Lula ll.

Do ponto de vista algébri.co, a seleção das favores,
por este método, é equivalente a escolher um cona\mto de f4
taras en ordem decrescente de êu$ contribuição ã canamd.idade
total das vara.ãveis. A analise cameçal çom um falar f. cuja
contribuição ãs comunal-idades .:das varilãveis é .a«.maior possa'-
vel; um segundo fatos f?, nãó coar.elacionado com f. , com u-
ma contribuição nãxíma ã comunalidade residual ê encontradcb
E o processo continua até que a comunalidade total tenha si
do analisada.

Na prática, as comunalidades verdadeiras ou o seu
conplemento, as .variâncias especz'ficas de cada variãvet ,não
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dos amostrais. Vãri.as noto.dos para estimar as camunalidades
tem sida propostos, iras nenhum ten se mostrado superior aog
tro. Os estimadores de comunalidade de cada variável Xi.mais
COnUn3 S aa :

a) o quadrada do coeficiente de correlação múltipla en-
tre a vara.ãvel X: e todas;as outras

b) Q maior val.or absoluto :da linha i da natriz de carro
lação amostral

c) estinadores obtidos de análises prelintinares por prg
cestas iterativos

Após obter-se os esticadores das camunalidades de
cada variável. substituz+mos a diagonal principal da matriz
de correlação amostral pelas comunalidades estimadas. A ma-
triz assim obtida é denominada matriz de correlação reduzi.-
da. e seta decotada por R.

A partir da natríz de correlação reduzida. aplíCa-
se o método de componentes pri.ncipai$t cano vimos no capita
lo 11. Escolhe-se eíftão a$ n pri-moiras naiares ral'zes carne.
terísticas de R e o$ m vetores caractere'éticas. correspondog
tes. obtendo-se, então. a natTiz das cargas fatoriais esti-
madas pela Solução dos Fatores Principais e que é dada por:

Â . ?Â}/2

onde A é a natriz diagonal de ardem n, cujos elementos dia-
gohai.s são as m prineíras ral'zes característi-cos e I' ê a mg
tri'z pxm, cujas colunas são os vetores caractere.sucos cor-
respondem.tes.

Em algumas aplicações, quando as comunalidades es-
tá.nadas não diferem muito da unidade. a matriz de correla-
ção não alterada, isto é, com unidades na diagonal. pode ser
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tomada como ponto de partida da analise.
Se as comunalidades verdadeiras fossem inseridas na

diagonal da matriz de correlação, a posto da matriz de car-
tel.ação alterada deveria ser reduzido, isto é, deveria ser
menor do que p, quando as suposições do modelo fatorial são
vãtidas. Idealnente. então, a questão do numero de fatorês
a serem extraz+dos poderia se.r resolvido examinando-qe Q po2
to da matriz. Entretanto, erros a].eat6rios de medida e-ia ag
sência de um processa de estimação das camuhalidades conve-
niente, fazem com que não possamos determinado núnero :g. deã
ta forno

Para decidir a numero m de :fatares comuns. ú'ãri.os
critérios são sugeridos na literatura. Os mais comuns são:
CAíifi e Azen. ].972)

ã) A. estrutura fz'fica pode sugerir um determinado núme-
ro de fatores comuns intrínsecos

b) Quando a matriz de correlação nãó alterada õ usada,
retêm-se aÓonas os fatores corresponde.ates às ral'zes
caracteri'sticãs da matriz que são maiores do que a g
ni.dado.

c) Escolhe-se o número de fatores o$ quais explicam uma
proporção especi:ficado da camunalidade total ou dava
riância total.

O critério b) esta. de acard.o con considerações de
significância estatística e fidefignidade psicométrica en-
tre outras coisas, mas nâa é imune, aparentemente, ao criti
ci.sma. Este critério é devido a Kaiser.

Existem programas de computador para. o Método do rg.
tor Principal, como por exemplo o sub-programa ''FACTOR'' do
SPSS. 'Este programa assim cano outros. oferecem ao usuãrio
varias opções e abrangem também outros métodos para Analise
Fatorial.



Algumas vezes wna solução pelo Método áos Fatores
Principais serve como a analise final, podendc} os falares se
rem interpretados adequadamente. Outras vezes, seta deséjã-
vel transformar tal solução a um sistema de referência dife
rente (ou ortogonal, ou oblíqua) por maio dos processos de
rotação que veremos no próximo Capt'tule. A solução dos fato
res principais fornece sempre. inicia].mente, falares ortagg
Dais entre si. Falares oblz'quis serão obtidos só após algum
método de transformação ortogonal

MÉTODO CENTRólDE

O Método Cehtróide ou Método da Soma Simples para
obter as cargas fatoriais era ini,cia].neste muito usado por-
que os cálculos requeridos eram relativamente simples. Nós
não discutiremos a método eín detalhes e ele pode ser encon-
trado em Thurstane (1947) ou Barman (].960). Este método u-
tili.za uma matriz Q, pxm, de peito m, com elementos l ou
-l, e os Tcsul'Lados obtidas não diferem muito dos obtidoãp!
la Solução do Fatos Principal. Cam as facilidades ,-c03nputa-
cionais atuais nãa hã justificativa para se.voltar ã.s apro-
ximações como as dadas pela Solução Centr6ide e.o seu valor,
tem, então., se tornado apenas }tistóri.ca.

3 .4 .E$11t4AÇA0 00S ESGARES rATOniAiS

Em muitas aplicações , principalmente quando Anãli.-
se Fatoria]. é preliminar a algum outro tipo de aríãlise mul-
tivariada, ou quando o seu uso principal é para construção
de z+ndices, é conveniente, além de estimar as parâmetros do
modelo :fatorial, .procurar de.screver os fatores em termos (}as
variáveis observadas. }iãiéliÊJ''isto estintan-se oh valor6q de ca
da fatos para cada i.ndi.vx'duo. Estes valores são denominados
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esgares fatoriais

Os escapes fatoriais não sãa parâmetros do modela,
são valores atribuídos ã$ variáveis hipotéticas e por isto
não podem ser estimados na sentido estatz'suco usual

Em.. Analise de Componentes Principais , as componen-
tes eram definidas como funções .lineares das variável.s ob-
servadas e então, os valores de cada componente paracada iB
divÍduo podiam ser fa.êilmente encontrados. Em Analise Fato-
rial, os fatores não são funções lineares das variáveis ob-
servadas apenas e os esgares de um indivz'dua sobre eles não
pedem ser encontrados da mesna manei.ra. É necessário, então.
introduzir um princz'pio de .mz+nimos quadrados para se : obter
razoáveis estimadares dos encores fatoriais..

Do,is métodos para a estimação dos esgares fatoriais
serão apresentados aqui: o Método de: Regressão, devido a
Thomson C19SI) e o Método de Bartlett. Dekàreveremos os mé=

todos supondo que os fatores são correlacionadas, por ser
mais geral. No caso de fatores nãó barrela.clonados e padro-
nizados, as resultados sãc obtidos do mesmo Irado.considerar
do-se @ = !

Para qualq.uer dos dois métodos supomos que os pailg
metros do modelo fatarial, A, © e $ foram estimados por al-
gum dos procedimentos anteriormente discuti.dos .desprezando-
se erros de aatostragem

i) HÉTooo OE REGRESSÃO (HÉTODQ DE 'rHOHsoN)

Seja X H CXt'X2,... .'XO) ' o vetar das observações.SÊ.
ja fn (fl'f2,...,fn)' o vetar'dos esgares fatoriais e seja
e = (e)'... ,eo)' o vetar dos resíduos. As suposições da moda
lo fatorial iliscutidas no Capa'tulo .[l são mantidas.Assim tg
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E(ff')

nCXf') Ê[ (Af+e) f' ] = AE(ff')

E(XX') = E = A$A'+'!'

onde A, +, @ são constantes por terem sido estimados confo11
me afirmação anterior.

O método de Thomson, baseado na regressão de f so-
bre X é equiva]ente, segundo Law]ey e Maxwe11 (197].) a e.n-

contrar para cada j , j=1,. ..,m, uma função linear das obse11

vações que data um bom preditor de f.i dado por

f:. = a; X e X'a

onde al é um vedor de ordem p, escolhido de tal maneira que
a variância de (}l-fj) é mínima. Temos

j

var(fj-fâjl B E(x'aj-fj,).6
Derivando esta expressão ela re]açãa a a.i e igual.aB

do a zela obtereltios ã seguinte expressão para i que é o ve-
tar cujas componentes são fl,f2.. .,fm

A.E-lX (3.4.1)

Para evitar a inversão de uma matei.z pxp, (E' l) ,pg
demos escrever esta expressão de forma alternativa. Para iê.
to fazemos usa da seguinte identidade:

A'E-l (.h'+-lA$+1)'l.R'qp'l ( 3.4 . 2)

que pode ser verificada pré-ntu].tiplicando-se a expressão E =
= A@A!+W por A'P''. Substituind.o-se (3.4.2) em (3.4.1) ter!
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f +(l+A'+'lA4,)-lA'©-lX

que é a expressão para $e obter os estimadares dos e$cares
fatoliais para a caso de fatores correlacionadas (oblíquos).
Para + nl, i.sto é, quando os fatores são não correlacióna-
dos (ortogonais) , temos

Cl+A'W-l.K)'iA'+'lx

2) MÉTODO DE BARTLE'n

Este método, desenvolvido por Bartlett (1938) ano-
ta a princípio de mi+nimos quadrados. Os estores são obtidos
de tal forxna que a soma de quadrados dos resx+duos padrünizg:
dos seja ma'.numa, em relação aos elementos de f. Assim

j.el 0i e'+'le B (X-Af)'+'l(X-.Rf)

\
\

é derivado em relação ao vetar f e obtém-se

f' u C.K'@-l.R)'3'.K'+'i X

que e a expressão para se obter os estímadores dos escapes
fatoriaís, tanto no caso de falares correlacionadas,cama na
caso de fatores não correlacionadas.

. Para o caso de falares não correlacionadas e quan-
do a matriz A'+' tA é di.agonal. observa:se que os esticado-
res de f.i pelos dais métctdos descritos di.ferem apenas portam
favor escala.

. Lawley â Maxwell IBastram que as esticadores obti-
dos pelo método de regressão são viesados, enquanto que os
obtidos pelo método de Bartlett são não viesados. No entan-
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to, os esticadores do método de regressão tem menor variân
cia do que os de Bartlett



CAPÍTULO'iv

TRANSFORMAÇÃO E' INTERPRETAÇÃO

DOS FATaReS

Após as cargas rP&tori.ais terem sido:obtidas, a prg
Rima etapa na analise é a i.nterpretação dos fatares. Para
procurar uma.!melhor interpretação dos fatores é pr.atiça co-
mum : fazer. uma rotação ou uma transformação dos fatores.
Vários métodos de rotação e trens:formação dos fatores são
propostas na bibliogra:fia sobre Analise Fatorial. Expo-
remos os principais métodos , di.ferbnciando-cls com o intuito
de esclarecer o$ pesquisadores que. utilizam a técnica.

4.i - RaTAçÃa Do$ FATQRE$

Nos capítulos anteriores jã nos- referimos ã falta
de uni.cidade das soluções abti.das por Analise Fatorial,ig.
to ê, a conjunta das cargas fatoriai.s: obtidas por qualquer
método de solução fatorial, .quando o número de favores co-
muns é maior do que um, não é único, pois outros conjuntos
equivalentes podem ser encon.trados por. transformações orto-
gonais das cargas. Em outras palavras, se nós multiplicar-
mos a matei-z de cargas fatoriais, pxm. A, por uma matriz ol
togonal M, de ordem m, a decoDtposição da matriz de covariâB
cia E não é Única pois se M é ortogonal

48
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CAM) (j.M) ' -' 'P : j.MM'A ' '- 'r AA' + y = EI

Assim, mesma que as elemen:tos de AM sejam diferentes das car
gas ori.ginais, sua habilidade em gerar as covariâncias ob-
servadas é inalterada.

Na expressão X = Af+e se nós trocarmos f por M'f,
além de A por AM, observamos que a expressão não se altera
pois M ê ortogonal. Na terminologia de Analise Fato+ial, te
mos o que se chama .ta.tacão d0.61 da,taÀ.e.,6

Una figura geométrica ajudará a intuição, como em
toda problema. de anão.ise mu]tivariada. Podemos considerar as
variáveis como pontos em um espaço m-ãimensíonal (o espaço
de favores), no qual os eixos ortogonais representam os fa-
tores, e as coordenadas destes pontas são as cargas fata-
riais. Para fao.lotar a interpretação dos fatores é conve-
niente, em muitos casos, mudar o sistema de referência ori-
ginal. o que corresponde a rotação dos fatores como defini-
do acima. Fazendo tal transformação de coordenadas. a conf4:
guração geomêtri.ca é inalterada.

barman (1960) c;aplica este fato dizendo que.a ela-
borada fórmula consistindo de sei.s termos

AXe + BYa + CXY + DX + EY + F = 0

representa uma configuaração geométrica (uma elipse) em um

sistema (arbitrário) de referênci.a, enquanto a expressão

Xz ... -x-- - l
ba

represen.ta precisamente a mesma configuração em outro riste
ma de referência, selecionado para fazer a equação tãa si.m-
ples.quanto possível. A única diferença é que os matemãti-
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cos tratam com a configuração geométrica, usando o sistema
de referência Gamo ferramenta. Os psicólogos, no entanto trZ
tan cam a interpretação do sistema de referência, usando a
canfiguraçãa de pontos meramente como um vez'cujo para obter
um eixo de fere.rência que molhar satisfaz as necessidades
teóricas e praticas do problema em pesquisa.

Assim, então, a objetivo da rotação dos fatares é
obter uma matei.z de cargas mai:s facilmente interpretãvel ou
mais identificável con a natur:eza das variáveis obscTv8d&si-

A seguir apresentaremos um exemplo de rotação grá-
fica, que, cremos , tardará naif c]ara a prob].ema rotação dos
fatos'es. Este exemplo esta oxp.testo no texto de Lawley e NAZI

wel1 (1971) e segue o tipo de exemplos clássicos em Analise
Fatoria]., tratando com testes de natureza cognitiva

A tabela 4.1.1 mostra os esticadores de máxima ve-
rossinilhança das cargas fataríais para três fatare?... obti-
dos -de uma analise das coeficientes de correlação entre os
esgares das lO.testes para uma amostra de 292 .crianças

'TABELA 4.1.1 - CARGAS }ATORIAIS QBTIDA$ PELO }®:mlD DE }4ÃXIMA PERAS
si)aLtiANÇA PARA tm CONJt)}uo DE TESTES COGNITIVOS

T E S T E $
ÕÀMAÉ PAl0RIAIS .

10 nO lllo LÍDADE

1. Cotnpreensao. . . . . . . . .
2. Aritmética . . . . . . ' . .
3. $emelhança8. . - . . . . ' .
4. Vocabulário. . . . . . . .
5. Memorização. . . . . .
6'. Caiaplementaçao de íiguraü .
7. Arranjo de figura . . , . .
8. Planej acento de blocos .
9. )Matarem de obj et08. . . . .

10. Simbologia ntmêrica. . .

0,788 -0p352
Q,874 0p381 0p041
0,814 . -09213
0,798 0,].70 -0#204
0.641 .0p0.70 -0.042
0,755 +0,298 0p067
Q,782 +0,221 0s'028
Q,767 +0,091 Qp358
a,733 +Q,384 Q,229
0,771 -Q,IOI. Q,Q71

0,768
0.911
0p710
0,707
0,418
Q,663
a,661
a,725
0,737
Q961Q
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Ao observarmos as cargas fatoriais da tat)ela aci.ma

vemos que todas as cargas correspondendo aa .fatos 10 são pg
sitivas e relativamente altas. Este fatos pode então set ig
terpt'etapa como um falar de inteligência geral. A interpre-
tação dos fatores 110 e 1110 não é tão imediata, pelo núme-
ro de cargas negativas que aparecem e pelo pequeno tamanha
das cargas. Exaninal-Caos o problema, então, através da re-
presentação geonétrica para procurar classificar a interpr!
tação dos dois últimos fatarés:. O ideal seria fazer :um made.
lo tri-dimensional, no qual os eixos ortogonais representam
os falares, mas coma isto não é possz'vel aqui, devemos nos
contentar em olhar os fütores dois por vez. Pára começar,VÊ.
jantes a representação dos falares 10 e 1110 na Fig. 4.1.1.

Íll 0

a.$

0,3
0,'2-

0

.0.2-

.a,3'
-0,4
-0,5

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

Z
/

f

400.5 5

'~''''.
~'~

'-ll
)

Figura 4,1..1

Ao examinarnos os pontos num gráfico devemos veri-
ficar-se eles não estão concentrados em grupos. O exame da
fig. 4.1.1 mostra que se os.ei.xos são Patadas ortoganalmeB
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te na direção horária, de tal forma que o primeiro fatorpas.
se através do ponto teste 1, então todos o$ pontas estarão
no primeiro quadrante e todos os sinais daé cargas se torna
rão positivos. Em sua nova posição os fatores são denot.abas
por 1. e lll. (os subescritos referem-se ao número de rata.-
iões). O fatal 1, pode ainda ser denominado IKZe..e.égêltcla g.g

a.a.e, jã que o teste l é un teste de compreensão. Para se ob.
ter as cargas sobre estes novos eixos ou fatores,de'treiise põs
multiplicar a matriz de cargas: original.s, 10x2.correspondem
do só aos fatores 10 e 1110 por uma matriz ortogonal d& íol
ma

casa 3cas

0 ângulo 0 pode ser deterni.nado ou madinda-se diretamente na
figura. ou por calculo. No exemplo Q é aproximadamente 24o

e as novas cargas sobre as falares l] e 111] são dadas nata
bela 4.1.2.

TABELA 4.1.2 - CÃRt;A$ SOBRE OS FAlaRES ROTAlnS

a) PRll©IRA ROTA\ÇAO
'fE$'m

l

0,863
0,781
0,830
0,812
0,602

0,394
Q,].38
0,139

223

0,548
0,069
O,Q18
0,209

0,109
o,ooa
0.127
0,219
0,105

0,622
0,703
0,554
0,576
Q,675

0,369
0,M5
Q,640
0,508
0,379

Agora fazemos o gráfico para os falares 110 e 1111
(figura 4.1.2) e observa-se que fazenda una rotação ortogo-



nal, agora no sentido anel ãri.o, pode-se novamente elilni.
nar quase fadas cargas negativa.s. Neste caso é conveniente
fazer passar o eixo do favor ll atr.avos do ponto-teste 2;que
é o teste de Aritmética, pois isto pode auxiliar na inter-
pretação deste novo fatal. A matriz de rotação agora é do ti

-seno

cosa
os0

O ângulo 0 na figura é aproximadamente 46o e as naves car-
gas sobre as fatores. denotados agora por 111 e 1112' junto
com as cargas sobre ll são dadas na tabela 4.1.2 (b)

1111 ,'ni
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V i,'
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/
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llo

Figura 4.1.2

Finalnonte olhamos o nova conjunto de cargas, mos
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tudo na tabela 4.1.2,Cb) para ver se os fatores podemser i2:
terpretadas com maior significado. O fatal 1, pode aindaser
descrito cano um fatos de ante.e.igêrtcZa gea.a.e. cobre o fatos
llla, as naiores cargas são para os Últimos cinco testes. A
semelhança entre estes.testes, após Q efeito da fatos ll ter
sido removido, mostra tratar-se da habilidade para visuali-
zar. tal que este terceiro favor .poderia ser denominado vJ.-
.óua,eZzação. Sobre a fatos lll': as maiores cargas são para A
ritmética (2) e Planejamento de Blocos (8). Comooteste Plâ
nejanento de Blocos não trata com números. seria imprudente
ver o fatos cona sendo habilidade numérica, e uma melhor deg.
crição dele deve ser eanhecíme.nío .«ecanlca ou mesmo mama/üca.

Este exemplo ilustra ben Q tipo de proa.lema. de in-
terpretar os resultados en uma Analise Fatorial. Mas, o fa-
to dó que o.utras matrizes ortogonais paderíam ter sido usa-
das para fazer a rotação dos fatores, deixa claro o elemen-
to subjeti.vo do probl.ema. Além disso dois ou mai.s pesquisa-
dores trabalhando com os mesmos dados poderiam obter dife-
rentes soluções. Isto :fez com que os analistas fatoriaisbug
cessem métadas, que,'on algum sentido pré-determinado, con-
düzissen a um conjunto de resultados Únicos..

'Fhurstane formulou. inicialmente,. o conceito de EÊ.
trutura Si.mples, cuja ideia geral é de quemuitos testes (vg.
Fiáveis) não dependerá.am de todos as fatores, e então os caÊ.
ficientes ou as cargas fatori.ais destes falares deveriamser
nulas. Assim, como explican Andetson. e Rubis C10SÓ) , dada y.
ma-matriz de cargas A, se consideraria todas as rotações,iâ
to é todas as matrizes da classe.AM. onde M é ortogonal, e
$e escolheria aquela com matar nÚMero de coefici.entes nulos
Esta matriz. considerada cona a que fornece a estrutura anais

sünples, proporcionaria uma interpretação mais expressiva
dos fatores. Thurstone tanbém sugeriu estrutura sina)les qual



do :Estores correlacionadas são considerados. Ele formulou
cinco regras para se escol.her a matriz de carga final, for-
mando o seu Princz'pia da Estrutura Simples e que estão ex-
postas nas obras de Thurstone (1947) , barman (1960) e . ou-
tros.

Morrisan (1967) comenta que estrutura simples sa-
tisfazendo as condições. de Thurstone raramente existem em sg
luçõos fatoriais. extrai'das de :dados reais.

Os princt'pios de estou'Luta simples foram emprega-
dos originalmente nos métodos gráficos de transformação dos
fatores e naif recentemente tem sido adaptadas a procodipeB
tos analíticos. Estes procedimentos , ou métodos analíticas
além de simplificar a estrutura das cargas fatariais, fora!
cem soluções únicas. Eles foram desenvolvidos tanto para rg
taça:es ortogonais dos fatores como transformações obli.qual.

Veremos ini.cíalmente os métodos analíticos de rota
ções ortogonais: o Método Quartimax e o Método Vara.max.

Seja M uma matriz Qrtoganal de ordem m. cuja j-ési
ma coluna é denotado por m.i(j=1.. ..,n). Seja, como . usual-
mente, A a matriz pxm das cargas fatoriais nãa latadas. A
í-ési.ma coluna de A' seta denotado pelo vetar nxl, Z.i. A m&

tri.z r u [y{.i] das cargas notadas é dada por

e então

A natri.z ]' é conumente denominada estrutura fatoria]. cujos
elementos, y.i.i . representam a correlação entre as variáveis
e as fatores notados.
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Após a rotação ortogonal ter sido feita, a comuna

lidado de cada variável X.i , permanece a mesma, isto é

m

pois como vimos, devido a ortagonalidade da matriz M, temos

AA' n (A.M) (M:'A') ' rr'

o objeti.vo do método. analítico Quartimax é determj;.
nar a transformação ortogonal M que transforma a matriz A na
nova matriz fatorial I' para a qual a variância dos quadra-
dos das' cargas'.fatoriais é um máximo. Então, a matriz de r2
ração M, deveria ser escolhida tal que maximizasse a expreâ
são abaixo em relação aos elementos de M (note que Yi.i *eim.i):

Q ; "ib- :$: j!:'r;j' - (Çn'
onde

?' - à :Í: ,!:*:;
Como 'yz permanece constante sob transfomtação ortogonal. e
terlíos constantes não 'bfetam o processo de maximização, es-
te.fcritério é equivalente. a maximização da sana das .quarta
potêncj:a das cargas fatariais. DaÍ:o nome Quartimax. Este
critério é devida a Nenhaus e Wrigley (1954), nas outros ag
teres trabalhando independentemente éhegaran a critêtio$ e'-
quivajentes.

Pela solução Quartimax, os grandes valores das cal
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gas tendem a se tornar maiores e os pequenos tendem aserme
Dores em va]ar abso].uta , comparado com o$ tananhos origiluis.
C) método Quattimax di.z respeita ã simplificação da descrição
de cada linha (correspondendo às variãvei,s) da mata'i.z de car
gas fatoriais. En- contraposição.. Kaiser (1958) deu naif ên-.
fase ã simplificação das colunas ç-(correspondente aos favo-
res) da matriz de cargas, em uma tentativa para satisfazer
os requisitos para estrutura si.moles e estabeleceu-.o cri
têrio Varinax .

o critério vara.max é. una modificação do nétoda Qual
timax e ê o que mais se aploxi.ma da estrutura si.moles. K&i-
ser definiu a si.nplici.dado de un fatos j como &variância.de
suas cargas ao"quadrado, isto ê

v. - +- }:(v jy -tll!-í;l ' . jnl,...,n.

Quando a vatiãncia atinge.-um máximo. o :i$én. ten
maior interpretabilidade ou simplicidade, no sentido de que
as cargas desta fatos' tendem ou à unidade, óu ã zero. O cri
tõrio de nãxima simp]icidade de uma matriz fatoria]. êample-
ta ê definido como a maximização da sana destas simplicida-
des

Como este critério aã. igual .peso ãs variáveis com
contunalidades grandes ou pequenas, Kaiser sugeriu que antes
de iniciar o processo de maxi.mízação, as cargas deveriamser
divididas pela raiz quadrada da comunalidade correspondente.
o -q.tie é equivalente a normali.zar os vetoros Z . Após a m2
triz M ter sido obtida. .as cargas. finais deveriam ser multa
plicadas novamente pela raiz quadrada da comunalidade. A es
te critério varimax modifi.cada , Kai.ser denominou c/l.l.têiLZo t/a

It.íman Afo.tenaz e é o mais utilizado.



No método original de Kaiser, os fatores eran rot.g
dos em pares até que as cargas convergisseln para seus valo-
res finais. Horst em 19Éu5 sugeriu a que ele denominou SoZü-
ção Va/t.Cmax de áa.to.te.6 .6.ému.C.tãftao.õ .pela qual em cada i.tera-
ção todos os favores são notados simultaneamente. Este mota
do tem a vantagem de não acumular erros de óarpedondameilto
e de ser mais rápida do que os anteriores. O processo decai
calo para este método esta exposto muito claramente .no tex-
to de Law].ey e Maxwel1 (1971) .

Pelo processo Varimax, os fütores também são rala-
dos de forma que as novas cargas tendem a ser relativamente
mai.ares ou menores em tamanha absoluto comparado com seus tg.
manhas originais . como para,. o processo Quartimax:.

O método Vatinax pã+ece ter suas. limitações, segue
do Lawley e Maxwell. A. prineira é que o padrão de cargas ob.
tido pode mudar mui.to sa :favores adicionais são incluídos na
rotação. A segunda é que e].e não é muito Útil em casos onde
existe um falar geral doninante.

Como exeírtplo, na tabela 4.1.3, apresentaremos os rg
TABELA 4.1. 3 - ROTÇÃO VARlllAX DAS CARGAS DA TABELA 4.1;1

CêÂGA$ FÂTORIÀ!$
!

l
2

3
4
3
6

7
8
9

0,759
0,340
0,633
0,657
0,370
0,464
0,485
0.183
a,354
0,409

0,329
0,849
0,450
0,345
0,4S3
0,263
0.332
0,472
0,209
0,423

0,289
Ü,274
0,327
0,397
0,276
0,615
0,561'
D,684
0,754
0,514

0,768
0.911
0,710
0,707
a.418
0,663
0,660
0,725
0,737
0,610

}iATRIZ DE RGTÁÇAO M

0,560 0,633 0.534
-0,311 0,.758 -0,573
0.768 0,155 Ü,622
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sulcados da aplicaçãó da solução Varimax para favores simtil
tâncos para os dados dü exemplo anterior (apresentados na ta
bela .4.1.1), como consta no texto de Lawley G Mamvell.

Estes resultados são menor fao.Imente i.n.terprêtã-
veis da que os resultados obtidos por rotação gráfica ante-
riormente. devido a presença de um falar geral. o ;fatos de
inteligência. Deve ser notado, entretanto. que na bibliogrg:
fia encontram-se varias exemplos da aplicação do método Va-
rimax com õtimas resultados para a ilaterpretação de falares.

Os métodos Quartimax e Varimax fazem p.arte das op-
ções. oferecidas para Rotação de Favores do subpragrama FACl-
TOR dc} SPS$. ü

4 . 2 - !Bêlj:ro;:B:MAçÃo OQ$ ..E41.QBc} Caso OBLÍQUO

Em mui.tas aplicações & configuração das cargas fa
toríais pode ser mai.s simplificada.ainda se os favores êão
transformados em favores ablz'quis ou correlacio.nados. -Mêto-
tas analít.ices,- assim como gráficas, foram também elabora-
das para este caso.Vamos nos referir.!testa secção, aos pri-
meiros métodos ana]íticas sugeridos, .vo].tenda nessa mai.or g
tenção a um método bela mais recente, devido a Hendrickson e
Vüite (1964) .

Os trabalhos inicial.s sobre métodos anali'ricos pa-
ra obtenção de fatores finais oblíquos foram desenvolvidos
principalmente par Carril em 1953 e por Kaiser e Dicknan eín

1959

Nos métodos analz+ticos, para o caso oblx+quo, o prg.
blema ê determinar uiva matriz de transformação, U, não ne-
cessàriamente ortogonal ({ue transfo:rme a matei.z de cargas fâ
toriais iniciais em uma nova matriz V, pxn, tal que
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Esta matriz V = [vl 3 ] é denominada eó.CxüZtlxa áa.to.ft.íaZ de .te'-
áea.ê+tcZü, ou simplesmente, estrutura de referência e as no-
vas cargas''fatoriais''representam a correlação entre as va-
riável.s e os eixos Cfatores) de referênci.à. No caso de rate
res não correlacianados, os eixos de referência são os pró-
prias falares Patadas.

Existem vários ti.pos de soluções abli.quis , que po-
dem ser resumidas nas seguinte:

Uma solução oblz'qua obtida sob;jla}. condição que o
critério

« - :!: ,?:«;,/ l:!: ,!:,í.l;
seja um máximo ê chamada solução Oblimax, cujo terna foi sl
gerido por Saunders

A[ém deste Critério existe uma c]asse de sa],uções,
denominados métod.as Oblimin Cínd.preto) , que .envolvem- a mini
mização do critério geral

6

+

; .}.:{.:Í;«{, «;* *:Í:«;, :Í:«{;l

onde y é uma constante ürbitxãria que. pode assumir qualquer
valor entre 0 e 1. Quando y wl. G cri.tédio é denoninado Co-
varimi.n (que é o anã].oga oblt+quo do método Varimax) . Para y'0,
temos o critério Quartimin (análogo ao método Quartimax).Se
y =1/?, o critério é denominada Biquartimin. Além destes v.!
lotes pala y, qualquer outro valor entre 0 e l poderia ser
selecionado para y, com uma correspondente variação do cri-



tédio. Carroll sugere que os resultados são geralmente mais
satisfatórios pelo !notado Biquartimin.

Ainda um outro procedimen-to anali+tico envolvendo fa
toros obli'quis e um critério minimizante é o de Kaiser e Di
ckman e como explica barman, m.esmo que ele não seja um caso
especial d& classe i.)blimin, exisaLe muita semelhança na ex-
pressão formal, ou seja que

-. ' ,.}.. 1:1: i«i, «ii i«{*«{i/ i:$:«í,«;i i:i:«í*,-í}
seja um lnz'Rima e l)ara o qual $e considera as cargas normall
zadas.

Ao se fazer a escolha de uma forma de solução, uma
ilttportante consideração a fazer é o grau de correlação en-
tre os fatores final.s.Nos estudos empíricos, feitos por Hal
man, o critério Quartimin mostrou produzir fatores altamen-
te correlacianados. Pelo critério CovariHnin, o$ favores fi-
nais mostraram $er quase ortogonais. Os critérios Biquarti-
min e o de Kaiser-Dickmail produzem falares üãa. muito corre-
lacionadas. mas também não quase ortogonais. O éri.tédio Obli
max também leva a fatores finais altamente correlacionados.

barman comenta tambêra que não há experiência sua.-
ci.ente.,para mostrar que exista superioridade de umdestes mê.

todos,para justificar a exclusão dos outros. Os critérios Bi
quãrtimin e Kaiser-Dickman têm a vant.agem de produzir fato-
res' nem tão oblz'quis e nela tãc} ortogonais, mas avantagemde
um em relação ao outro,depende da natureza das dados em co2
sideração.: .se os dados são partãcu].aumente simples.au extra
mamen.tê complexos ,o Critêri.o de Küiser-Dickman g molho'r,uasP
se os dados sãó moderadamente complexos ,o; critério Biquart4:
mxn e superior.
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É conveniente observar que a métocla Oblímin comen-
tado acima é o método Oblimil} Indireto. Para algumas modifi
cações no método resulta o ]Détoda Oblimin Direte que é a que
consta no Subprograma FACTORx do $Pss:

Finalmente, exporemos cam detalhes matemáticos,o mé

todo analítico mais recente para o pi'oblema de fa.zer uma

transformação a falares oblz'qual: O matado é denominado Pro
max e é devido a flendricksan e: White (19ó4) e tem mostrado
bons resultados na pratica. Se.guiremos a abordagem feitapor
Lawley ê }qaxwe11 (1971) .

O método Pramaxa parte de uma matriz .de cargas fa-
toriaís.notadas pelo método Varimax, ]' e [y.;]. Des'ta matriz
ê c.ansttua'da outra matriz $xn, Q = [q{4] cubos elementos são
dofinidoÉ por

qi.j lv11j l l ."ri j

onde k é algum inteiro bati.'sfazendo k> 1. Então q:: aO, se

o nesmo valor absoluto quê (y.t.i)'. O VR].or escolhido. para k
é obtido par tentativas, alas a experiência tem nostrado que
valores maiores do que quatro (4) , apesar de. padcrem .sinlpl4:
ficar a configuração das cargas, produzem fatores muito cor
relacionados

Deve-se agora determinar uma natriz U, da seguinte
papeira: sejam q.Í e u.i a j-ésina calara de Q e U, respecti-
vamente. Para cada valor de j, nõs escolhemos u: tal que e-
le minimi.ze a expressão

(qj -ruja (qj-ruj ) .
Derivando esta expressão em relação ao vetar u;, temos
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Cqj - ruj )

e igualando a zet'o , obtemos

F 'qe
j(r 'r) uj

Para todos os valores de j, temos finalmente

(r'r)ul- r'Q

ou

u = (r'r)'lr'Q

Esta natriz U tem Q efeito, em geral, de aumentar
as cargas, em tamanho absoluto, que são relativamente gran-
des e de diminuir as pequenas.

Na É)Fálica é conveniente fazer uma mudança de es.ca
la nas colunas de .U tal que os falares transforalados tenham
varlanci.a tmitãria. Para. isto determinamos a matriz diago-
nal D, com elementos diagonais positivos, que satisfaz

Dz = dias (U'U)'l]

A matriz de transformação M, que substitui U, é então dada
por

M : 'UD

e a matriz de cargas transformadas ê

NÓs agora temos
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I'l'' : A+M'IM,-lA+-

H Ã.'(NÍ'M)'lA*'

A+.©Aú'

onde

© = (M'M)'l n D'l(U'U)-lO-l

Pelas equações do modelo fatorial oblíquo.está cll
ra que + ê a matriz de covariância dos fatores transforma-
dos e da definição de D, é evidente que $ tem elementos dia
Banais unitários. Então 4} ã também a Matriz de correlação pg.
ra os novos fatores, os quais de fato foram padronizados.

A aplicação do método Promax, çam k H 2, param exeB
plo dos 10 teste.s cognitivos,a partir das cargas Varimax da
tabela. 4.1.3 mostra os seguintes resultados, segundo Lawle.y
ê Maxwell C19 71)

TABELA 4. 2. 1 - TRANSFORlüÇAO PROliAX
DA$ CARGAS. DA TABE}Á 4.! . 3

(ÂRGA$ yÀ]DRIAIS
l ill

l
2

3
4
5
6

7
8
9

10

0,737
-Ü.012
0,522
0,590
0,207
0,362
0,36z+
0,08é
0,234
0,236

0,:].39
09924
0,320
Q,163
0,410
0.,C)'60
0,155
0,388
o,Oll
0,3C4

0,086
0.074
0.137
0,230
0,141
0,539
0,460
0,646
0,732
0,408

rRMSFORm.ÇAO
(M)

BÜTRIZ DE CORRELAÇÃO
mS F.ÃmMS (©)

1,222

-0,136

-0,279
1,277

-0i.238

-0,239
- 0, 183

lg134

0,621
1.0ao

0,461
0,481
l,ooo
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Observa-se que esta configuração das cargas é mui.-

to mais simples do que a da tabela 4.2.1, havendo um grande
número de cargas pequenas. A interpretação para as fatdres
11 e 111 ê a mesma que anteriormente, apenas o fatos l pode
agora ser interpretado como um áa,Ca,e vea.b4Z.



CAPITULO' V

:bt.gyHA&.4e Ç}.ÇAÇÕH. PA

ANALISE .FATORIAL

Como vimos. a Analise Fütorial tem -aplicação nos
mais: diversos campos da ciência. Jã nos referimos à alguns
exemplos, parcialmente. :Neste capa,tule nostrarenos como Anã

lisos Fatarial pode ser utilizada num problema na área da A.n

gricultura, apresentando os resultados nas diversas etapas
do Método. Em um outro exemp]a í]ustraremos o prob].ena dada.
terra:ilação de um modelo de regionalização, onde Anãtise Fa-
torial foi utilizada para, a construção de um índice .sócio-!
canónico que permitiu obter uma hi.erarquização :de cidades
com a finalidade de estabelecer regiões prioritárias para iB
vestimentas na área de sanear\cinto básico.

Varias outras aplicações da técnica de Analise Fa-
torial poderiam ter sido apresentadas.. mas.infelizmente nãa
ê possível nos referi.amos a todas. Acreditamos que estes dois
exemplos serão suficientes para dizer da importância e apli.
rabi,lídade da método.

5 . 1 EXEMPLO DO uso ÜA ANALISE rATOKiAL EM PESQUISAS AGRÍCOLAS +

Este exemp].o é parte de uma pesquisa sobre as cau-
sas dos diferentes rendimentos do fuma, em uma determinada
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região agrária da Rio Grande do Sul caracterizada por grau.-
de di.verei.ficação quarto ã capacidade do uso do solo e geo-
morfo].agia. O tuba.].ha é de autoria da geogrãfo José Alber-
to bbreno da U.G.C. -- CEMAPA -- Secretaria de Agri.cultura do
Estado do Ria Grande do Sul e os resultados foram publica-
dos no Boleto.m Geagrãfica do Ri.o Grande do Sul, Ano 18, n9
16. 1973 sob a tt'tule Peóqu,íóa.daó Ca.u4aÁ daó O,éáexe.}t;Ceó Ke.B
hímen.to.õ da Fumo.

A técnica de Analise Fatorial foi. aplicada para a-
nali.sar as intercorrelações entre 17 variáveis, relativas a
produção de fuma, com o objetivo de identifi.car .um nenor ng
mera de falares que contivessen aproxínadantente o mesmo to-
tal de informação expresso pelas variáveis ot'íginai.s.

A$ informações utilizadas são relativas ã safra do
funo: de 1971. de 83 propriedades produtoras do fina, .cujos
proprietários sãa :fantecedores de :fumo em falha ã Companhia
de Cigarras Souza Cruz.

As 17 variáveis analisadas são as seguintes:
- Área. cd.tirada. caa::Eüw.na propriedade
- Número de pés de feno por n2
- NÚnro de l)és de feno p].andados

- Fado produzido na propriedade. (em K8)

- %nd:imnto bruto com a vens ü f\m (m Cr$)

- Preço médio par Kg pago pela Coltq)anhia Souza Cruz
- Rendil®nto Kg./ltwctare
- Rendimento Cr$Aectam
- Ferti]iza1ltes ap].icados (em Kg)

- Inseticidw e fungicidas en4)regadas(em Kg)
- Qual'cidade de lenha comtzM.da (em m3)

- }âo de obra en4)regalia CÜ.u-holimn)
- %nda líquida
- Quantidade de iiweticidas por pê p].cintado

Var
Var
Var
Var
Var
Var
Var
Var
Val
Var
Var
Var
Var
Var

02

03

04

06

Ü8

09

11

!2
13

14
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Var 15 - Quanta.dade de aduba por pê plantado
Var 16 - Quantidade de lenha conlstanida por Kg de ft,am

Vm 17 - B6o de obra por hectare colhidos Cd:im-lloxnm)

O método de Anã]ise Fatoria]. empregado foi a Solu-
ção dos Fatores Principais descai.to no Capítulo 111(1). Fei-
to o processamento dos dados, uti].içando-se o subprograma
''l;ACTOR'' do $PSS, destacamos os seguintes resultados.Na ta-
be[a 5..]..]. apresentamos a matriz de correlação obtida.

H

.1

t

?ã8tlA $i't. f

B
aâ,
e .9ã

D.W
-G.a$
-8.:7
-Ü.&

-8.2}
-6.14

-g.IB

«õ.48

-e.ÜB

-0.4$

tz

o.w
0,}2,

©.42

e.®

,.0..{B

-8.S2
8

-0.8Z
6.W

l.®
6.«.

9,!+ -o.le
B.n -6.1Z
Ú.®
6.n

0
-6

o.u

.+

''#;$i
'$.49:. -©,Í?

e.e 1.0$G.M
«8.Ü{
9.13' -$.8Í

O programa tem varias opções para determinação do
numero de falares a serem extraídos. Escolheu-se a opçãoque
considera apenas o$ falares associados ãs raz'zes cüracterx's
tecas mai.ares.au igual. a 1,0. A variância total das variá-
veis padronizadas. é 17 e corresponde ao traço da matriz de

TABELA 5.-1,2

CARACTERÍSTICA
PERCENTAGEM DA VARIÂNCIA

TOT2U X)PtjCAIU PEIA FAVOR
PERCENTÂ(BM

1 6,80
2 5,54
3 1,ÕO
4..... l,lO

40,00
32,60
9,40
6,46

40,0a
72,6].
82,01

(1) Salientamos no Capítulo 111 que o método de máxima verossimilhan-
ça e o que tem melhores propriedades, infelizmente os programas de
computador para este método nãa eBt;o ainda disponíveis em nos80



correlação. A tabela 5.1.2 mostra as raízes ca.racterl'éticas
e percentagem da variância explicada pelas 4 falares.

Observa-se então que 88,47% da variânci.a total das
variáveis originais é explicada por 4 favores. A matriz- das
cargas fatoriais CMatriz Fatorial) e a$ comunalidades para
cada variãve] são dados na 'Tabe].a 3.1.3.

TABELA 5.1. 3 -. }ü3:RiZ FA?a&]AL z CGBí]jwÀLí])ÁDE$

CG: .EDABE$
432l

l
2
3
4

$

6
7
8

9

11
12

17

0,94
O,Q5
0,95
o,SI
0.39
'0,27
0,52
'0,56
0,95
0.82
0s95
0,95
.0.22

0,06

0,50

a,31
0,13.
a,30
0,84
0,90
0,24
a,76
0,76

0,27
0,25
0,93
a,38
'0.32
.0,83
0,81

.0.04
0,36
0,08
.o,ll
0.14
a,69
't),06
0,24
0,09
0,36
'0,07

G,1.7
0,61
C),5g

0,05

0,09
0,.5].

.0,03
0,07
0,23
0,26
0.12

'0,4CI
0,0!

0,09
.a,59
0,16
0,1B
0,12

.0,9894
Ü,5211
0,9989
0,9787

a.9866
0,6595
0,9192
a,9632
0,9466
0,9669
a,98a4
0.9687
a,9503
0,9046
0,4797
0,9174
0,923a

O programa fornece ainda a Matriz fatarial notada
pelo método VARIMAX, caso nenhum auto'o lnétado de rotação sg
ja,especi.ficado. Analisando-se as lrtatrizes fatoriais, com a
objetivo de i.nterpretar os favores, decidimos usar apenas a
matriz fatorial inicial por fornecer uma interpretação mais
simples dos tPatüres, neste exemplo.

. Observamos aqui, que na pesquisa origina]., a ínte11
pretação dos :falares :foi feita a partir da matriz fatorial
notada pelo método VARIMAX e as análi.ses e conclusões posta
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Flores basearam-se nos falares roladas. que diferem um pou-
co das obtidos neste exemplo

As cargas fatariaís, quando a Analise Fatürial pa!.
te de uma matei.z de cclrrelaçãa, são os coeficientes de .cor-
relação entre as variáveis e os fatal'es. Então, para inter-
pretar cada falar nÕs olhamos para as .variáveis comi grandes
cargas em valor absoluto. isto é para á$ variáveis altamen-
te correlacionadas com a fatal. Neste exemplo,observando-se
a natríz fatariâl, tersos os seguintes falares. tomando
penas as cargas )0.60 em valer absoluta.

FAVOR 1 -- a)volvendo w variáveis :
1 - área cultivada
3 - Núnro de pés plmudos
9 - Quantidade .de adtÊn elWregado

10 idade de üüeticida eii4)regado
11 - Lenha cam\nada
12 - }6o de obra

liAlr(Xt 2 -- elwolvenda as vüxbiãveis :

4 - ];tnn pvoduzí&) {Kg)
S - Rendímnto bruto (Cr$)

7 - Rendilwnto Kg/hectare
8 - Relidijlento Cr$/hectare

13 - Renda líquida
16 - Leira conswúda por Kg de flxm(co!'ro].anão negativa)
17 - b6a de obra por hectme caindo Ccorrelação negativa)

l !!A:llR 3
6

14

representado pelas.variáveis:
Preço médio/Kg pago pela Colwahia Souiza Cruz

Gramas ilueticida por pé de ftnw

mwolvendo & variável
Pês de fino por Hz2

Assin, vemos que o falar l que explica 4ü% da va
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riância total das variáveis ariginai.s é o favor Inve.6.tZman-
,to. O fatos 2, explicando 32,6% da variãcia total diz res-
peito ã Re.ndlmenÍo. O terceiro fatos é G fatos Qua.e,(dada da
dano, explicando 9,4% e o último íator é interpretada cano
falar E4paçanneptZo, explicando apenas 6,46% da variãücia to-
tal

Uma das desvantagens do método de Analise Fatorial
ê que, ãs vezes, os fatclres nã.o são facilmente interpretã-
veis, mesmo após a rotação dos falares. A interpretação dos
fatores. cano nos referimos no Capítulo IV, é subjetivaepg
de variar de um pesquisa-dor a outra numa mesma analise. Em

alguns casos, a interpretação não é tão pl'imordia]..cano qual
do se uti].iza Anal.ise Fatütial para a construção de z+ndices.
por exemplo.

Os valores de cada fatos para cada propriedade são
a seguir estimados. Hã vários métodos de estimação dos escg
res fatoriais (ver Capítulo 111), nas a mais utilizada ê o
método de regressão. Na tabela 5.1.4 apresentaremos os asco
res fatori.ais das 83.propriedades para o Fatal l apenas,.a tJ:.
talo de ilustração.

}»g u s. t.4
-0.0W7

-}.ni!
0.04Ó5

-7.8Óa
ú3.4247

4,4363 3,XÜ0 0.Bi7i
Ü.aM -$.$B7 2.3%7

uS.gS7$ Z.24i4 n}.26n
D.!Bf 3.aB q.14®

«3.!$87 i:WW S:416S
+9.9838 ; -6.2940 1.7202
»1.37B8 -1.9&9 4.$ @
+0,8972 -Ú.$Ü0$ -e.7798

Na pesquisa original, ã qual nos referimos no inx'-
cio desta secção, a aplicação da técnica de Analise Fato-
rial foi. apenas uma etapa do trabalho. Após terem sido obti
dos as escore$ fatoriais de cada fatal para cada proprieda-

-0.Ü95Ü
-3.©g!
P.õn$

4 . 7874
-0.76©-l:.nu

a.8e93
-i.©©3
o.$%6

.#.+Ü07
l$.1K7

-i.$@!
-lõ.3zze

4.}8 3
-7.g832
-4i3321

+S.3SÓ0
2.4414   27ó4$g$

8.lEIs
26,8313
6.$24+

z.g74
!Ó.Z?78 +7.289a.7.:H!

s.IÓ$1
1,62&
1.127Ü

«}.ê#S7
0,SÜ23
Z.+982

3.1118
»8.59#3   4.:492

-7.6a7 -9.©ãg'
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de, o autor utilizou o programa ''lITERl}4'' de Analise Discri-
minante, com o objetivo de obter grupos de fumicultorcs, s.!
fundo os di.ferentes valores dos falares, ptincipalmerite ...çü
relação aos falares Investimento e Rendimento. ' ! ;"7aa

b

Cama comentamós inicialmente, apresentamos aqui a-
penas uma parte da pesquisa, com o intuito de ilustrar a
técnica de Analise Fatoria]., outras considerações deveriam
ter sido feitas caso a objetivo fosse apresentar o$ resulta
dos da pesque.sa.

Outro comentário a fazer é sobre a usa do ]rlétodo do
Fatos Principal, tanto neste exemplo coIRo no próximo. Este
fato deve-se ãs facilidades computacionais do método em re-
lação ao.de Máxima Verossimilhança, cujo prograaia nãa ê tão
acessível

5 . 2 - BqPgÇ9..!g. .BFqlQN4Ç.J.!4Ç4Q

Apresentaremos aqui. outro exemplo da uso da técni-
ca de An.alise Fatoripl. ande um conjunto de 16 variáveis sê.
cio-económicas, observadas em 98 municz'pi.as do Estado de Mi.
nas Gerais, foi estudado com o objetivo de obter uma hiera=
quitação das cidades. através da construção de umi'ndice que
representasse a situação dos municípios e seus matadores.

A finalidade desta hierarquização era estabelecer
regiões prioritárias para investimentos na área de saneameB
to básico em Minas Gerais. Este estudo ê de autoria de Ni.co

las Botão Correm, da Serete Engenharia de São Paulo, que geZ
ti.Inerte nos forneceu a$ informações para este exemplo.

A técnica de Analise Fatorial, segundo o autor,fai
uti.li?ada devido às características do problema, que conti-
nha um grande número de variáveis, todas elas, a priori,con
a mesma importância, tendo como objetivo imediato obter um
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número mz'nilno de elementos que cara.cterizassem a i.mportân-
ci.a Sacia-económica do munícípi.o.

As 16 variáveis convidei'idas foram as seguintes

1. SINS - (População sem inistruçãa)/(População + de S anos)
2. LIGA - (N9 de ligações d'agua)/(NÇ de domicílios)
3. ÉDEN - (NQ de dentistas)/(População total)
4. NbED - (NQ de médicos)/(População total)
5. LI(E - (Nq de ligações elétricas)/(População total)
6. mPO - (Oepõsitos m Bancos)/(População total)
7. . 1ZE(E - CReceita Federal)/CPapulação total)
8. EMIR - (NQ de elWmgos na inda:stria)/(Popa.ação total)
9. ENTE - (NQ de elWregos wn serviço)/(População tata].)

].0. El\@G - (NQ de eiWregas na agl'icultulla)/(Popüação total)
ll. ICM - (Receita ICM)/(População total.)

12. EFXI - (NQ Pessaw con\ l anos estudo)/(Popul. + 5 alias)
13. EFX2 - (NQ Pessoas cam 6-9 anos estudo)/(Popul. + 5 anos)

14. EFX3 - (NQ Pessoas com 10-12 amas estudo)/(Popul. + 5 anos)
15. EFX4 - ®ç Pessoas com 13-].7 anos estudo)/(Popul. + 5 mos)
16. 1WEI - ('NQ de veículos)/(PtJpulaçãa total) .

A Analise Fatorial feita a partir da matei.z de car
relação, cuja di.agQJnal princi.pal fai. alterada,introduzi.ndo-
se as Comunalidades estimadas de cada variável, como elemen
tos diagonais. O esticador inicial. de cada coKtunalidade é da
do usualmente pelo quadrado do coeficiente de correlação múl
tipla. Varias iteraçães podem ser feitas para obter a comu-
nali.dade estimada.

A Analise Fatari.al foi feita pela Solução dos Fato
res Princi.pais. Este mêtoda produz fatares ortogonal.s, como
vi.mos. O programa uti].azado é o ''FACTOR'' do sps$.

* Feito o processamento dos dados, foram extraídos
doi.s fatores, associados ãs raízes características > 1 clama
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triz de correlação alterado. C) traço desta matriz,correspo2
de ã camunalidade total da$ variáveis e é dado por 13,0366.

As raízes caracteri+sticas e as percentagens da va
Planeia camlm (comunalidade total) explicada pe].os dois fa
toros são dados na Tabela 5.2.1

TABELA 5.2.t

MIZ 8 !A \JARIAl€1A

l
2

g.8708
1,8990

75.7157
14.5672

75.7157
90.2829

A tabe].a 5.2.2 mostra a matriz das cargas fatorid-s
e as comunalidades de cada variável

TABELA s.2.2 - }uTRiZ rATORiAL E conuNALtü8OÊ$

LI(A

Ll@

RE(E

0.8911
.0.7541
0.7746'''
0,7829'/

-Ü.1273
0.2901
.0.3535
0,3068

0.8103
0.6528
0.7249
0.7071

-0.9112
6.7605
.0.6060
.0.S721

0,0497
0.3S43
0.5315
0,5679

0.8329
0.703g
0'.6498
0,6498

EF)2

0 .8794/
0.8845
.0,3775
0.7035

0.2448
.0.2408
0.6446
0,2816

0.8333
0.8403
0.5S81
0,5.742

-0 ,9n4
.0,8865
.0,7730
0.8654

0.0166
0,24Ü8
0.3749
0.1867

0.8659
0.8439
0,7381
0.7839
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A$ cargas dos fatores ralados pelo método VARIMAX

são apresentadas na tabela. 5.2.3.

TABELA 5 . 2. 3 F@TRIZ FÂTORIÃL ROLADA \aRlt@X

+ SINS
LIGA

, NblH)

0.6693
-0.4649
0,8402
0,8211

0,6019
0.6608
0,1376
0,1811

.CEPO
.0.7292
.0,8289
0,2074
0.1590

0,5487
0,1291

p 0.7789
p 0.7903

.+ EW.G
ICM

0.8668
0,6006
0,0453
.0,427S.

0.2862
-0.6925
e0,7457

0,6256
E!;X2

p EFX3
e El:X4

0,7821
0,8705
-0.8508
.0,8228

0.S042
0.2935
0.1190
0,3267

A seguir o
dos :falares

programa fornece ps coeficientes de re
sobre as variáveis , denominados coefigressao

cientes dos escapes fatoriais Estes coeficientes são utili
zados para determinar os encores fatoriais para cada obter
cação. A tabela 5. 2 . 4 mostra os coeficientes dos esgares fa
toríais
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TABELA 5. 2.4 - COEFICIENTES DOS

ESGaReS FATORIAIS

Finamente, os escuros fatoriais sãó obtidos e te-
mos. então, oi valores dos fatores para cada municípi.o. A
parti.r destes valores foi. possível calcular un a'ndice de
classificação para os municípi.os.

A metodologia util i.zada para a construção do .índi-
ce baseou-se no fato de que os.. fatores resultantes são orla
gonais e, portanto .linearnento independentes. Calculou-se o
uódu[o da resu]tante da soma vetoria]. de todos os falares de
umi nesga observação, pondo.Fados cada un delas , por sua pel
centagen da variânci.a expl i.cada. Posteriormente estes z'ndi.-
ces (1.) foram nornalizados dividindo-se cada un deles pela
diferença entre o maior e o menor, de tal forma a obter I'n-
dices'entre 0 e l

Seja fij' i-l, ,N, j :i, .m o valor do esGoTe

VAltlÁVEL l 2

  -0.0192 -0.IS33
LIGA 0,0300 0,1334

  nO.].364 -0,1090
  -0.1167 -0,0829

Ll@ -0,0579 0.1206
  -0,1262 -0,1023
  0.0870 0.2078

EMIN 0.0961 0.2187
  -0,1861 -0,0925
  -0.0n4 -0.2662

l(N 0.0954 0,1870
  0.0247 0.1046

  -0.1109 0,09%
  -0,197S -0,0950

EFM uO.1492 -0.1243
  -0,1Z27 -0,0403
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fatarial para a i-ésima observação e o j-ésimo fatos e seja
P.i a percentagem da variância comum (colmunalidade total) eZI

plicada pelo fatal j. O índice é dado por

li F.!:'jfÍJ'
,N

onde N é o número de observações e m ê o número de fatores.

Calculou-se, então, estes índices para as 98 cida-
des mineiras, narmalizando-os entre 0 e 1. Classificou-se e2.
tão as cidades e os resultados para as primeiras 5 e últi-
mas 5 lida.desX q9+ são os seguintes

1. Belo }k)rizonte . . . 1,000
2. Juiz de Fora . . . . 0,820
3. Lberaba. . . . . . . 0.767
4. Paços de Ca].das. . . 0,698
5. ltajubã. . . . . . . 0,688

94. Ãgum Fom)osm
95 . Salina .
96. Brasa'lia de Mi.nw
97. }hnte .Az\J.
98. São Francisco. .

0,135
0,023
0,020
0.003
o,ooo

Como comenta o autor nas conclusões, o objetivo de
hierarquizar regiões foi plenamente atendido pelo modelo.

Os índices, acima citados, poderiam ter sido obti-
dos sem a interpretação dos falares, mas a analise relativa
ã 3.nterpretação dos dois fatares, neste trabalho é il-tteres-
sante.

C)bservando-se à matriz de cargas fatoriais datados
vemos que o privei.ro fatos dã maior importância (negativa)
as variáveis

Número de dentistas
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-- Número de médicos
-- Depósitos em Bancos
-- Empregos em serviços
-- Pessoas cam lO - 12 anos de estudo
-- }'escoas com 13 -. 17 anos de estudo

e dã una importância positiva ãs xariãveis:
Pessoas sem instrução

- Elapregos na agri. cultura.

Conclui-se, então, que a primeiro fatal .representa
adequadamente ã ÁI,tuação óõcZo-ecoKõm.éca-cu,eZü,ta.e da popaZg=

ção do município.

O segundo favor dã uma importância (positiva) às v3.
Fiáveis

-- Receita cedera!
- l.C.M.
-- Empregos na indústria
-- ligações d' agua ..

Assim, o segundc} favor representa adequadamente ã
.s,éíüação acoitam,Cea e. ,tndcc.s,t/t.íaZ do mu.n.éeZp,éo

Portanto, o x')ndice obtido, representa üma resultam
te soma ])onderada das situações do nlunicípi.o e de sua popu'
lação.

$) D,I' ,#,.post;lDcf NeÇ)d ttPá d

-.: e'lo P a.,lhos rv 4 ç)Rt coc.'Í'uR.Ê

- Fgs';-o4s Se'*" \WS'rP-oj:+'
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