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principais da Teoria da Renovagdao, com enfase nas diversas for

INTRODUCHKO L

~

-Dentre as aplicagoes da Teoria das Probabilidades, os

Processos de Renovacao se destacam por sua grande utilidade na

mais diversas areas cientificas e tecnologicas.

0 inTcio da teoria estd ligado a alguns problemas para{
ticulares em Probabilidades, relativos a "falha e reposicao def

componentes®.

0 objetivo desta monografia & apresentar oS resultado

mulagoes e demonstracdes dos teoremas centrais, os quais, ape‘
zar de propostos sob hipOteses bastante gerais, podem respon -
der a problemas especificos, ou, caso contrario, fornecer el
mentos para uma primeira analise. ' | \
Em teérmos intuitivos e simples, pode-se dizer que _
Teoria da Renovagio, estuda sequéncias de variaveis aleatﬁriasf
nao negativas,'{xk}, independentes e identicamente distribu?-—j
das. '
0 nome: Teoria da Renovagao, originou-se da interpre@gf
¢ao que se da a cada elemento da sequencia, como sendo o teﬁpa'
de espera para a ocorr@ncia»de um evento. ‘

Assim, por exemplo, éste evento poderia ser a substi -

tuigao de uma pega de algum equipamento, o término do atendi—
mento de um individuo no guiché de um banco, o fim de uma con-i

versa telefonica, etc.
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Podemos supor que no instante inicial t = 0, & insta— @

lado um determinado .Ttem . (isto &, comeca o atendimento no‘ ﬁ

guiche, do primeiro individuo em uma "fila de espera" ; inicia

-se a primeira chamada telefonica, etc).
Este Ttem, e substituido por outro do mesmo tipo, naf
epoca t = X; » que por sua vez € "renovado" atravéz de outro
Ttemem t = Xy + X, , e assim por diante. |
Desta forma, intuitivamente, estamcé olhando para as
variaveis aleatorias Xk s como o tempo de vida bu a duragio dé
k-esimo Ttem instalado. ’

As somas parciais da sequéncia'{xk}. dadas por

Sn = ) Xi » definem um processo de renovagao e representam

assim, a epoca em que ocorre a n-ésima substituigao.
Do ponto de vista formal, estamos estudando t3o somen-
te, somas de variaveis aleatorias independentes, com uma dis-

tribuicao F.

A forma desta fungdo F, basicamente, determina os.pro-“

blemas da teoria, sob o ponto de vista matematico.
Todo probiema em Teoria da Renovag3ao deve ser expresSG‘j

em termos de sequéncias de varidveis aleatdrias do tipo mencio

nado. E claro que, todos os resultados gerais da Teoria das Prp_

babilidades, que se referem a estas sequéncias, tem um signi -
ficado especial na linguagem dos Processos de Renovagdo. In~-

versamente, guando-surgem problemas analogos, ligados a outrasyﬁ
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areas de aplicagio em Probabilidades, os resultados fundamen-
tais da Tebria'da Renovagao, sao usados, devido ao seu inte -
resse intrinsico.

De qualquer angulo que se olhe a teoria, os estudam
visam, em Tltima analise, o conhecimento da “"populacao” de T
tens, pela determinacao do comportamento do numero de renova-
¢oes em fungao do tempo.

Nesta monografia, atingimos este objetivo, atravez de
varias fases, distribuTdas em capitulos, como se segue:

0 capitulo 1, contem algumas deffnicEes e resultados
sobre funcdes distribuigdo, restritos 3as suas aplicagoes nd*
restante do trabalho. ‘

No capitulo 2, introduzimos os Processos de Renovagw
varias definigbes e teoremas gefais, para que, possamos apre:
sentar, no capitulo 3, o Teorema Fundamental da Rgnovagﬁo,'n
suas diferentes formulagdes.

Finalmente, no capitulo 4; cbnciuimos o trabalho éom

um estudo historico do desenvolvimento da teoria.




CAPTTULO 1 ' 1.

"DEFINICOES E TEOREMAS BASICOS

SECARO 1: FUNCDES DISTRIBUICAOQ

Como veremos, no cqutuTq 2, um processo de renovagao, fica -
completamente caracterizado por uma fungao distribuicao F que
€ a distribuig3ao de probabilidade das variaveis aleatdrias que
compoem 0 processo. | ’
Neste sentido, necessitaremos cohhecer algumas propriedades de7f
fungoes distribui¢io que iremos recordar no que se seque.

Faremos, no presente trabalho, uma restrigao, considerando a-

penas, distribuigbes concentradas em [0, + ). As extensdes
dos resultados ‘aqui discutidos, para a reta toda, estao indi-

cados no capTtulo 4, mas n3o serdo estudados em detalhe, nes-

te trabalho.
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Definicao 1.1.1: Uma fungéo F definida em R @ uma FUNCAO DIS
; ' TRIBUICAQ, se

-

i) F e nao decrescente

ii) F e continua a direita

i11) lim F(x) = F(-=) = 0 e
K= 00
lim F(x) = F(+x) < &
X-rt0 .

Definicao 1.1.2: F & uma FUNCAO DISTRIBUICAO DE PROBABILIDAQ,

se F e uma fungao distribuicao e F(+x) = 1.

Diremos que F & uma FUNGAO DISTRIBUIGAO DE PROBA
BILIDADE DEFECTIVA se F(+w) < 1

A toda variavel aleatoria X, esta associada uma funcao distri

buigao de probabilidades, dada por

| (1) F(x) = P{X < x} , -m<x<tem

Se I = (a,b], associamos ao intervalo I, atravéz da funcdo F
a medida de probabilidade P, dada por: |
P{a<X < b} = F(b) - F(a) = P{I} = F{I}.: |

Sendo assim, quando usarmos a notagao F{ }, o argumento da fqgj}
¢ao F sera um intervalo (ou,‘mais geralmente um conjunto de ng
rel da reta) e, F, uma medida. Caso coﬁfririo, usando F( ),.q

taremos nos referindo a funcido definida em (1).

As igualdades sequintes, ddo a relac3o entre a funcdo F( ) e a




funcao de conjuntos F{ }:
F(x) = F{(-=,x]}
F{(a,b]} = F(b) - F(a)

-

Definigdo 1.1.3: Dizemos que a distribuigao F esta CONCENTRA-

DA no conjunto A, se,Ac (compiementar de A em qgf
lacdo a R) tem probabilidade zero, isto &, se

F{A®} = 0.

Definigdo 1.1.4: Um ponto x & um ATOMO da distribuicdo F, se
F{x} » 0 i : '

Definicio 1.1.5: F & dita uma DISTRIBUICAO ATOMICA, se esta

concentrada no conjunto dos seus atomos.

&

Observacao: Da definigao, decorre que, para todo x, existem

os limites de F, a esquerda e a direita de x.
Segue-se que uma fungao distribuigao s0 pode ter descentinui?':
dades de primeira espécie. Se x & um atomo de F, a fungdo F( )
€ descont¥nua em x; isto implica que uma FUNCAO DISTRIBUICAO ?
CONTINUA n3ao tem atomos.: -

Teorema 1.1.6 "0 numero de atomos de uma fungao distribuigdo

&, no maximo, enumeravel"
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A demonstracao deste teorema pode ser encontrada nos textos

classicos de Teoria das Probabilidades. (Por exemplo, Breiman

[4], Chung [6]).°

Definicao 1.1.7: Um ponto x & chamado PONTO DE CRESCIMENTO DE

F, se F{I} > 0, para todo intervalo aberto I, que
contém x. |
E interessante observar que td&o atomo de uma distribuigiowF é
um ponto &e crescimento de F, mas, a reciproca nao & verdadei—‘ 

ra. De fato, & possivel demonstrar:

Teorema 1.1.8 "Se A & o conjunto dos Stqmos de uma distribui-
¢cao atomica F, entdo, A (fecho de A na topologia

de R) & o conjunto dos pontos de crescimento da
.,

Exempio 1.1.9 Considere é fungdao distribuicao, definida por

0 - se x <0
E{x) ={ .

1-e™* se x>0

F &€ contTnua (portanto, nao tem atomos) e, & fa-
cil verificar que todos os pontos do semi-eixo
positivo dos x, sao pontos de crescimento de F.
0 exemplo seguinte & o dé uma distribuiéio atomica, cujo con-
junto de pontos de crescimento & um intervalo da reta. Ele ser

ve tambem para ilustrar qudo “mal comportada" pode ser uma fun




¢ao distribuigio.

Exemplo 1.1.10 Consideremos o intervalo (0,1), e, néste in —

tervalo, ordenemos o0s racionais, numa sequencia
Arys Fos....}, com denominadores crescentes.
Definimos F, como a funcao que atribue ao ponto‘
ri » @ probabilidade 2k

F & atdmica e todo nUmero real em (0,1) & um pon
to de crescimento da F. Mais ainda, o conjuﬁtp

de todos os pontos de crescimento da F & o in—

tervalo fechado [0,1] .

Vamos agora, introduzir o conceito de distribuigido aritmética
que ira desempenhar um papé1 bastante importante em nosso tra
balho.

DirTamps ate, q@e dentro da Teoria da RenoVacio, as distribui~
goes aritméticas tém um papel, de certa forma, "desagradavel,
no sentido de que, os resultados centrais da teoria, precisam
ser apresentados em separado, no caso de tais distribuicﬁes..
Alguns exemplos e resultados elementares, que discutiremos a
seguir, tem o objetivo de esclarecer a razio pela qual ‘a teo-

ria deve ser especial, se F & aritmetica.

Definicao 1.1.11 Dizemos que uma distribuicao F & ARITMETICA

(ou, segundo alguns autores, distribufdas "on a

lattice"), se F esta concentrada no conjunto de
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pontos da forma: 0, + 8, + 2 8,... . 0 maior 8

com essa propriedade & chamado de GERADOR DE ﬁ; .

No presente trabalho, sempre que nos referirmos a F como sen-

do uma distribuicdo aritmetica, gerada por 8, estaremos consi-

derando F, concentrada no conjunto {0,8,28,36,...}

E 1mportante ressaltar que, nem toda distribuicao atomica §“ff

aritmética. De fato, os lemas e as conclusDes que se seguem ,

completam a idéia da definicdc anterior.

Lema 1.1.12 "sejam a e b reais e F, uma distribuicao atﬁmi—‘ﬁi

ca concentrada no conjunto {a,b}.

Uma condig3o necessaria e suficiente para que F
seja jaritmética, € que exista um racional r,

tal que a = rb"

14

demostragace

Se um dos valores a ou b for nulo, nada ha a demonstrar, pois,

a cond%gio necessaria @ trivial e, inversamente, se por exem-
plo, a = 0, basta}tomar é = b e teremos uma distribui§§o arit-
metica.
Sejam entao a # 0 e b # 0.
a) A condig3o:é necessaria:

Como F & aritmeética, gerada por 8, concentrada em {a,b} ,

existem inteiros nao nu?os.k1 e k2 tal que

-a=9k1 e b=9k2 s 8 £ 0.




Assim & = “ =>» a = ‘1 b
S 2 i
k
1

Basta, portanto, tomar r = —p— €& escrevermos a = rb, r ra
, > _

cional, como queriamos.

b) A condigdo & suficiente:

- De fato, suponha que existe um racional r, tal que a = rb.

Entao, —%u e um racional nao nulo.

. k
Seja agora, r = "F%' s k} e k2 inteiros.
Segue~-se que
Ky
a=—-k-é—-.b a=9k1
== : ,‘donde
b 2 '
e = = b = 8k
kz k} 2

#

F €& aritmetica, gerada por 8.

E possivel extender 8sse lema para os seguintes resultados:
| 1: "Toda ﬁistribuig5§ F concentrada em um numero
finito de racionais @ aritmetica". |
2: "Seja F concentrada em {X;, Xps.... X}, com
X4 real, para todo i.
F e aritmética, se e so se, para todo 1,j

X, = xj X5 s kg racional®.

Como consequéncia do lema 1.1.12, temos:

Exemplo 1.1.13 "uma distribuicdo F concentrada em {1,/Z} ndo
e aritméetica". '




SEGRO 2. CONVOLUCAO DE FUNCOES DISTRIBUICAO

Definicao 1.2.1 Definimos a CONVOLUCKO de uma distribuigao F~g

com uma funcao h qua?quer, como sendo a funcao

g dada por:

oo
g(x) = J h(x-y)F{dy} .

Notagao: g = F * h
Se, em particular, h & uma distribui¢3o, a convolugio g tam-

bem resulta numa fungao distribuicdo.

E facil ver qqe:

Proposicdo 1.2.2: "A operagac de convolugdo entre distribui-

¢coes goza das propriedades comutativa e associ

tiva'.

0 uso de convolucoes entre distribuicdes @ frequente na Teori:

das Probabilidades. 0 teorema (ciass1co) que enunciamos a seaa

guir da uma ideia da importancxa déste conceito (veja [4], [5],

[161).

Teorema 1.2.3: "Sejam X1’ X se e Xn , n variaveis a1eat6riasf

. _ 1ndependentes, cujas fungoes distribuicao corr_;

pondentes sao F] . FZ""’Fn .

Nestas condigdes, a funcdo distribuicdo da va?{g

: :vel aleatoria s, = g y. ¢€ dada por (F'I*FZ*“f*Fﬁ
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Observacao: Se, alem de serem independentes, as variaveis glq
to?ias XT,'XZ,.“,Xn forem identicamente distribufdas, com dig‘
tribuigao comum F, Sp = Xy + Xy +...4 X, tem distribuicao dada
por (F*F*. . *F) que denotaremos por F"" |
0 Tema que se segue, relaciona os pontos de crescimento de duas
distribuigoes, com os pcntés de crescimento da distribuicao re
sultante da convbldgéo entre elas. Outro resultado importante,
diz respeito ao comportamenta assintot1co do congunto dos pon-
tos de crescimento das distribuigoes, que resultam das suces-’

sivas convolugoes de uma distribuigdao F, consigo mesma.

Lema 1.2.4 “Sejam:x] e X, , pontos de crescimento das‘dis-~

tribuigdes F1'e F, . Entdo, Xy + X, & um ponto

de crescimento de F, * F, ". | |
A demonstragdo ‘deste lema & trivial e pode ser encontrada em
Feller [16].

Lema 1.2.5 “Seja F uma distribuigdo n3o aritmética, concen
traéaaém’[p,+w), mas, nao na origem (isto &,
F(0)<1). |
Chamemos de A, o conjunto dos pontos de’cresci-;
mento de F, F2* | F3* |
Entao: A E'asSintoticameﬁte denso no infinito ,
no sentido que,:para um dado ¢ >v0 e x suf1c1§n¥

temente grande, o intervalo (x,x + €) contém pon




TO- :
tos de A"

demonstracao:

Sejam a e b, dois pontos em A, tais que O0<a<b e 6 = b-a .
Consideremos o intervalo In = (an,bn]-, construido de mbdo'qqa
se a <n @, In contem o intervalo (an,a{(n+1)), como subconjun{
to proprio.

Seja x um ponto tal que x ¥ _%;_ = X,

Entdo, x esta em pelo menos um dos intervalos Iis Ipse .
Seja I, o intervalo que contém x. |

Consideremos agora, os (k+1) pontos da forma:

ka + §8 , j =0,1,...,k '

Pelo lema 1.3.4, éstés pontos estao em A.

Mais ainda, eles particionam o intervalo Iy em subintervalos
de comprimentcﬁs. Entao, x esta em algum intervéié do tipo

(ka + §@, ka + (i+1)8] e, a distancia de x a um ponto de A &
menor que 6. A

Vamqsfagora, separar a demonstracao do lema em duas_partes_,!
sob as hipoteses das duas ﬁnicas alternativas possiveis:

1: ou, para todo € > 0 , fixado, podemos esco-

Ther a e b de tal forma que 8 b-a < e ,
2: ou, existe um & > 0 tal que © > § , para to
das as possiveis escolhas de 8.

Temos, entao:

Sob a hipotese 1, 8 < e. Assim, dado ¢ > 0 e x > ~1ruh,_o in

——
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tervalo (x,x + ¢) contém pontos de A, isto &, A @ assintoticg;;

mente denso no infinito. Na situagao 2, tomemos a e b de modcfi

que § < 2 & . Os (k+1) pontos da forma (ka + jO) constituem 8

totalidade dos pontos de A que estao em Ik. 0 ponto (k+1)a

desta forma; donde, todos os pontos de A, dentro de I, , sado
multiplos de 6. 4

Seja agora, o. , um ponto qualquer, de crescimento, da distriﬂf

0

buig¢do F.-Para n suficientemente grande, o intervalo In s CO

tém um ponto da forma j@ + o. . Este ponto esta em A. Entao

o

o, e um multiplo de 6.

Concluimos assim, que para n suficientemente grande, A conﬁémfj
todos os pontos da forma n 8 . |

Este ultimo resultado pode ser reestabelecido, na forma obvi

e natural, do seguinte:

Corolario 1.2.6 "Sob a hipotese 2. da demonstragao do Teméf

anterior, F & uma distribuigdo aritmetica, gera

da por Q.:$

Exemplo 1.2.7 Como ilustragdo do lema 1.2.5, voltemos ao
exemplo 1.1.13, de uma funcdo distribuicgdo F,
concentrada em'{i.li}. 0 conjunto dos pontos de

. 2* 3* - . ;
crescimento de F,F° , F¥ ,... e assintoticamen-

te denso no infinito. Tomamos, em particular,

este exemplo, para a interessante observacgao de

que o lema 1.2.5 fornece, de certo modo, uma no
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va demonstragao de um resultado conhecido em Teo
ria dos Numeros Reais, a saber: "o conjunto cu
jos elementos sao da fqrma n+n/Z , comm e n

inteiros, & denso no infinito".

Para finalizar esta secao, enunciamos um teorema que caracte-
riza, sob certas cqndigaes o comportamento de fungdes " cons-
. truTdas" via convolugdo e que, sera provado aqui, por ser ba-
sico e essencial, 3 demonstragio do Teorema Fundamental da Re

novagao, objeto do capTtulo 3.

Teorema 1.2.8 “Sejam F, uma dis%ribuigio concentrada em (Q;)

e f, uma funcdo limitada, uniformemente contTnua,
que satisfazem:
1) f(x) ¢ f(0) , ~=<x<w

40

i1) f(x) = ! f(x-y) Fidy}
‘ 0

Entdo: f(x) = f(0)"
demonstracao:

Observemos primeiramente que a convolugao de f com F reproduz

a propria fungdo f, isto &,
o0
(F*F) (x) ='j» f(x-y) Fldy} = f(x)
0
Entao:
(F*F) * F = f*F = f. Por inducdo, obtemos
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K*
F(x) = f fF(x-y)FX (dyy, &
0

]
—
w
Ny
“w

-----

Para x = 0, temos, por hipotese, f(-y) < f(0) e, a'igualdade:
oo

f(0) = j f(—y)Fk*{dy}. so se verifica, se
t]

f(-y) = f(0), pelo menos, para todo ponto do conjunto, onde F
esta concentrada (supcrte de F), isto &, se este ponto & um
ponto de crescimento de F, Fz* s F3* ye e |

Seja A, o conjunto déstes pontos.

Como f, por hipotese, & uniformemente continua, dado ¢ >0 e- :
xiste & > 0 tal que para todo Par Xy,X, com |xy-x,]| < &, te-
mos'if(xi}-f(xz)l < € ; ‘
Mas, como A e assintﬁtiéamente denso no infinito (lema 1.2.5)#{
dado & > 0, existe ¥y, tal que pafa Y 2 ¥, » 0 intervalo "
(y‘,y $6)“cnnt§m pontos de A.
Ou seja. para y 2y, existem pontcs X de A em (y,y+6). isto
e, pontos que estao a uma distancta de y que & menor que &. Don
de
(1) [f(-y) - f(x)| <% . Para x =0,

[£(-y) = £(0)] <% . ou,

f(-y) + f(0) , quando y » » .

Depois, como f e supbsté 1imitada,vtomamos M, tal que
(2) |f(x)]| < M, para todo x.

Por outro lado, FK* S » quando k + » , isto &, dados




18

e >0 e y >0, existe ko tal que para todo k > k0 s

y
k* €
3 [ e < g,
0

- Finalmente, dado ¢ > 0, escolhemos Y, que verifique (1).
Em correspondencia a esse Y, & € » escolhemos k, que veri ;
fique (3). 4 '

Sendo assim:

SR Yo "
1700 = £0)] = [ [f(xy) - £(0)] FK*(ey)
0
+oo ' ’
e[ 1oy - RO ey <
-
S2MYyt %=

0 que obtivemos & valido para todo x e para € ‘arbitririo.
Fazendo ¢ + o , concluimos que f(x) = f(0), o que comp!et&§

a demonstragao.




15,
SECAO 3. UMA INTRODUGCAG AO CONCEITO DE INTEGRABILIDADE DIRETA

Como veremos no capitulo 3, o Teorema Fundamental da Renovagac,
admite uma chamada “forma a?ternattva", que envolve fungoes z,
pertencentes a uma classe de fungoes que se caracterizam, porﬁ
serem "integraveis diretamente". _

A nogao de ?ntegrabi11dade éireta foi introduzida por Wiener s
em seus trabalhos sabre teoremds Tauberianos. Essa nogdo nEo
foi usada por Wiener, com esse nome, que & devido a Feller.
(veja [16]). |
Sabemos, pelo conceito classico, -que admitimos, na classe das
fung&eé integraveis,faqueias que oscilam no infinito.

A "nova" definicgdo, visa, basicamente, restringir esta classe,

eliminando dela, as funcgdes que oscilam “demasxadamente" no 1nf
finito. ' |
Para tanto:
Seﬁa f > 0 uma fungdo limitada que assuﬁe valo-
res reaisg;definfda ém [0,a]. Consideremos {6, }1?¢
uma particao do intervalo [0,a] em subintervalos
de comprimento §.
Sejam S e s, respectivamente, as somas superior

e inferior de Riemann, para éste dado §.

Definicao 1.3.1: A funcgdo f >0 & DIRETAMENTE INTEGRAVEL SE-

GUNDO RIEMANN, se S e s sio finitas e tendem ao
"mesmo limite, quando 6 + 0.
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Esta definigdo n3do faz distingbes entre intervalos finifos ou
infinitos.
Podemos, enééo, considerar

@ | ©

S=6 ] M e s=38 kzi m, » onde M, e m, s&o

respectivamente o sup e o inf da fungao f, no intervalo
[(k=1)8 , k8).

E facil ver que:

‘Tecrggg I:QLQ:V "A fungao f > 0 & diretamente integravel em
| (0,+2), se for int@grav&f'segundo Riemann, em
todo intervalo finito [0,a] e, se S < «» , para
algum 6. Algm disso, se, para algum §, S & fini-
ta, entdo, isso ocorre para todo 6" .

E, exatamente, a Ultima afirmagdo deste teorema que garante o

. . * ‘.. 0y "‘ 2 L i3
comportamento da fungao f, sem “grandes" oscilagoes no infini-

té'

i

A defini¢io e o resultado que se seguem, sao classicos em Ana
lise Real e colocados aqui, t3ao sOmente para facilitar refe —

rencias posteriores. (veja por exemplo, [22]).

Definicao 1.3.3: Dizemos que uma sequéncia'{fn}n>1 de funcgoes

& EQUICONTINUA, se, para cada e > 0, existe >0,
tal que |xy=x,[< 8§ 2> [f (x;)-F (x5)|< e, para

- todo n.
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Teorema 1.3.4 (Ascoli) "Seja‘{fn}n>r ., uma sequencia equicon-

tTnua de fungdes que verificam [f.l <1, para

todo n. Ent3do, existe uma subsequencia {f, 1 que
” k

converge uniformemente, em cada intervalo fini—~,ﬂ&

to, para uma funcao limite f, contTnua".




) 18.
CAPTTULO 2

PROCESSOS DE RENOVACAO

SECAO 1: CONSIDERACUES GERAIS

Definicdo 2.1.1: Uma sequéncia de variaveis aleatdrias (S}

n>1?
define um PROCESSO DE RENOVACKO, se S puder ser

escrita na forma, ,
Sn =Xy + Xy, +....4 X, , onde
as variaveis aleatdrias Xy s3o mutuamente inde-
pendenies.wcom éistribui;io comum F, concentra-
da em (0, # =), isto &, F(0) = 0.
De acordo com a 1ﬁterpretag50 mencionada na introdugao deste
trabatho, se otharmos para as variaveis aleatfrias X, como "o
tempe.&é vida de‘a1g&m item", podemos dfzer que Sn e a varia-
vel aleat&ria que representa a época em que ocorre a n-ésima ﬁgq
’nevagﬁé ou substituicdo. -
Para evitar trivialidades, vamos definir S, = 0. *
Se, além das condicgBes da definigdo 2.1.1, SO‘= Xo & uma varia
vel aleatoria independente das X{, mas- nao necessariamente dis

tribuida pela F (comum as X;), dizemos que a sequéncia

{S4s51sSps....} define um PROCESSO GERAL DE RENOVAGAO.

A variavel Xy pode ser interpretada como se conhecessemos a si .

tuagdo inicial do processo, em algum ponto no semi-eixo positi
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vo dos x, de acordo com alguma distribuigdo. E o processo que

Feller, chama de "processo de renovagio com retardamento”

Como as variaveis aieatﬁriasﬁxk, sao supostas nao negativas,

usande‘integracéo por partes, podemos ver que:

Teorema 2.1.2: "Para todo o > 0

$60 - e

fe x® F{dx} = a Lx““[}_—?(x)]dx ,

nc senttdo que, se um lado converge o mesmo a-
contece cam o outro"

Entdo, para o = T . ahtamos:
’ . 'v+»i . 400 "{ : :

1y EX,} = uej' x Fldx} = j [1 - F(x)]dx .

Se a integral diverge, colocamos u = » ¢ interpretamos u“1 =0

Consideremos agora, para cada x, real e positivo, o intervalo

[0,x] e a variavel aleatdria:

(2) N, = niimero de &pocas de renovagio S, » que sdo

. menores que X.
Em outras palavras: |
: in= numero de vezes que ds somas parciais Sﬁ
assumem valores no intervalo [0,x].

Mostremos, que:
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Proposicao 2.1.3: "Nk s para cada valor de x, §_uma variavel

aleatoria bem definida, isto é, N_ & finita com

b
probabilidade 1".

demonstracgao:

Provemos, primeiramente, que para tode x real e positivo,
. o o
(3) I FU(x) < e,
n=0 -

Existem dois casos a serem considerados:

10 caso: F & concentrada em [0, + <.
FU7™(x) = PLOXy # X, +.vot X) < X]

X } » 2 LI n__ ‘ |

Como as variaveis aleatdrias X, sdo independentes e identi

camente distribuidas ,

PL(Xy < x)n (X, < x)n cone A(X < x)] = FR(x)

+

mas,

{(?] + Ky b X)) < x}cﬂﬂx}gx) d(ngx)n...n(xn < x)}
E n(;t do: ‘ ;

F“*(x) < Fn(x), para todo n .

Segue-se assim, que
E F™(x) < 7 B"(x) = o F(x) < 1
nfo 0k T T TG ose T

Por outro lado, como F E’concentraqa em [0,+») , F(x) <1

para todo x neste intervalo, o que completa a demonstra —

cdo.
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29 caso: F & concentrada em intervalos finitos.
Nesta situagao, como a distribuic3o F n3ao € concentrada na

origem, existe Yo 0 , tal que
1 - F(yo) > 0.
Para cada x fixado, podemos determinar um intéiro r , que
verifique |
r Yo > X .
Usanda o fato:
(X735 DXy >Yg) N oo MK >y ) FEL(Xy + Xy +ouit XD 2 1 yp)
segue~se que:
0 «[-Flyy]" < ’f'{""!*";“*"r’ > rygh < PU(Xpto . 4X) 3 x}
Entao |
*
FI(x) = PL(Xy + Xy +ot X)) < x} < 1
Assdm,,p&ra cada x, existe r tal que
F*™ (x) <1

~ ~ . v ckr*
Tomemos agora, a serie ) F°  (x)
, k=0

Usando o mesmotargumento da demonstragdoc do 19 caso, essa
seérie converge, pois Fr¥%x) <1 .

Pelo mesmo motivo, sao éonvergentes, as (r-1) series do
tipo -
k§0 F(kr+?)*(x) s péra i=1,2,...,r=-1 .
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Por outro lado,

T OF) = TRy ¢ TR
n=r k=0 k=0 ‘

P TR G2 A8 PORUR S K DL o)
k=0 k=0

pois, qualquer elemento F""(x), com n>r , da série, no pri
meirc membro dessa iguaidade, pode ser escrito na forma

* . : ‘
F(kr+s) » para algum s, 0 < s < r-1

N o0 * )
Assim, J F" (x) converge, para todo x, como haviamos afir
n=0 : :

mado.
Voltando agora a proposicao, observemos que F™ & a distribui —
¢ao da variavel a?eaﬁﬁriaﬁsn {(veja o Teorema 1.2.35.

Defininﬁe'es~eveﬁtes A, = {a < S ¢ b} , temos:

P(Ry) = PLa<Sy g b} = F"(b) - F"(a)

CTP(A) = T Placs, <bb = T [F(b) - F"(a)]
n=0 " n30 R L
) o8 ) o
Como, para todo x, Fn*(x) converge, segue-se que J P(An)<w.

Pelo lima de Borel-Cantelli, (c.f [6]).,

P{lim sup An} = P{An ocorrer iﬁfinitas vezes} = 0

Este resultado demonstra a proposigao, pois, com probabilidade
1, S e(a,b], no maximo para um nimero finito de Tndices n.

Entao P{Nx finita}l = 1




Com esta proposicao, tem sentido agora, a seguinte:

Definigdo 2:1.4: Chamamos FUNCKO DE RENOVACAO 3 fungio que as

socia ao intervalo [0,x] , o valor

(4) U(x) = EN,)

Um dos objetives da Teoria da Renovacao, & exatamente, o estu-

do do comportamento assintdtico de U(x), quando x =+ o ,

A fungao ka) e tamb&m chamada MEDIDA DE  RENOVACAO, porque ela
pode ser considerada como uma gmedida concentrada em ﬁ9,+w],'cg
locando, para qualquer intervalo I = (a,b]

U1} = U(b) - U(a)

No caso discreto, como veremos no capTtulo 3, a medida U & co

centrada nos inteiros:

Un € a prabab%?idaée que para algum k, tenhamos Sn = k, isto‘E;~
que ocorra uma renovacao no n~ésimo ensaibf i
Em seguida, podemos obter de maneira expl¥cita a distribuicdo ;
de probabilidade para a bgriavef aleatoria N, -
Para tanto & mais simples, usar a conexio entre N, = nimero de
renovagoes em [0,x] e a variavel a?eatériafsn = gpoca em que o
corre a n-gsima renevagié;

Das definiéﬁes de N, e S, , e facil ver-que:

Rx < k &= Sk >oX
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Portanto:

#

PIN, < k} = P{S, > x} =1 - FK (x) .

Entao

(5) PIN. = k} = FK"(x) - F(K¥1) ¥y

X

Desta forma, a distribuigdo de probabilidade de N, pode ser
obtida explicitamente, para todo k. |

Em partigular, a eqé%qﬁo (S)AEIQais’conviniente. para oS c§1c3‘ ;
{os'guméffﬁos das probabilidades, com vé%éres pequénos de k.

E facil, agora, obter, a funcdo distribuig3o para a medida Y.

Senao, vejamos:

U(x) = E{N_} = 3 n P{N, =n} =
Ux) = Y = T onpon, -

= E} n:P{Ng < (n+1)} - P{N;‘< n}]

¢

%"‘Z”'n:P{Sn*l > x} - P{S. > x}] ="

Ton[1 - POy 5 1R, xt] -

"
He-3 8
pe- ]

:F"*(x) : F(“+‘5*(x)] .

#

fe~—18
e

w38
"1

3
*
P
b

o

n=]
Subtendemos que U(x) = 0O, para x<0 e que U tem um atomo de pe
so unitarioc na origem. Como, para todo x, FO*(x) = 0, podemos

reescrever o resultado anterior, na forma

6) © ux) = I F"(x .
: n=0
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Da demonstracac da proposicao 2.1.3, em (3), podemos estabele—

cer o seguinte:

Lema 2.1.5: “Y(x) = ZO Fn*(x) ¢ finita, para todo x"
. A=

Concluindo, vale a pena observar, que embora U seja uma medida
com as caracterTsticas que meﬁcibnamos, do‘ponto de vista pro-
babi??stic&, U(x) e %~nﬁmérc ésﬁerada'de»épocas de renavagﬁo‘,
no intervalo [b x] (a origem & incluida como uma gpoca de reno

vagae)

Vamas”fiagfiiar esta secio, com exemplos onde obtemos as dis —

trihﬁigoes ﬁara R e, coﬁgequentemente, as Funcdes de Renova -

X X , onde as variaveis aleatoOrias

Xi s3o indepandentes e i&enticamente distribui-
das. Consideremos, para todo i, X; uma variavel
com distribuicdo exponencial a um parametro 6>0,

isto &, com densidade dada por:

f(t) =0e® |, t>0

A variavel aleatoria S, = 2 X, tem distribuigao ‘
i=1 .
gama com parametros 8 e n, ou seja, sua densida-

de e da forma
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-8t n-1

8" e t :

g{t) = ™7) s, £ >0
0 » T <0

Tomemos agora a variavel aleatdria N, associada e este proces

so de wenovacao.
Como vimos, N,
sumem valores no intervalo [0,x].

Calculemos a sua digtribuigia de probabilidade:

Nx<'kmsk>x

Ent3c, para todo x>0 e todo k inteiro, n2o negabivo, temos:

$oo
r(k)

(7) P{Nx{;k} = P‘{Sk> x} = J dt
, ; ‘ N

- Para k = 1 , obtemos:

PN, <1} ='PN_ = 0} = j ge ®tat = o8

e et i . :

Para todo k > 1 ; usando novamente o resultado (7), temos:

PN, =k} = mx < k+1} - PIN, < Kk} = P{S .4 > x} -

- P{S, > x} _
*® g+l -0t e . i
& = B T A | of o0t k1
. I(k+1) T(k) -

Se desenvolvermos a primeira destas integrais, por partes, te-

remos:

€ o numero de vezes que as somas parciais S, a5
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to ' e -
- gkl -8t _k -
T (k+1) T (k+1)
. 40 .
. B riannk -0t k=1 -8t k-1 .
Ty {-(8t)" e + k 8 J e t dt}
x.
+ o0 + 0
_gk*l k-6t , I gk -0t (k-1
k
kT (k) « < r(k)

Levando esse resultado a (8), abtemos,
PIN, B k} =

Como, k+1 & um nimero inteiro, I'(k+1) = k!

k Finalmente,

P{N

a‘vartagg{ afeétéria N, tem uma distfibqigio de Poisson, com

parametro (éx)"wr |

3 simples, neste caso, determinar a fungi3o de renovacgao, asso- A

ciada a variavei ﬁx s pei%, §
U(x) = E{N } =

| A | o .
Exemplo 2.1.7:  Seja, agora, S, = .}.X, , onde as variaveis
i=1 : »

aleatorias X, sdo independentes e tém distribui-

¢do de Poisson com parametro 8 > 0, isto &,

R = J
P[xf =il =e v & » para todo i e para -
j = 0,1;2, .

h
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Ent3o,
P{Nx = k} = P{&x < k+1} - P{Nx < k} =
= P{Sk,f x} = P{S, 4 5 x}
Observemos, agora, que a variavel aleatoria S = lei tem tam
;& : .

bem uma dtstribuwcao de Poisson, néste caso, com parametro (Bn ‘

ﬂenotemns, como & usual, por [x], o maior inteiro contido em x

Temos, assim:

oo P
(9) PIN, = k} = J o9k E.k.z__ T e8(k+1) 87 (kt1)
p . 13-Q ‘, j=0 , 3=
Usando, o fato que
r-1 J iy S e 7
'XO ~8 ?. [ ~?%%7~ " 1 e tdt » podemos escrever 0o
I= ,

resu}t&do'(g), na forma:

et R

t - ——— 4t
ok P{{x+¥i) gk r([x+1])

" ;?(k+t} EEEE&:E_

Sk T [x+1])

Ou seja,

, P{N, =k} = P{Gk < ¥ g 8(k+l)} , onde Y & uma variavel ale
: tcria cem éistribuigaa gama, de parametros 1 e [x+1] .
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SECAQ 2: EQUAGCDES DE kENOVACKO

Para estudar assintoticamente, a medida U(x), e portanto, o com
portaﬁento, no infinito, do numero médio de renovagdes veremos,
;nesta segdo, a Equagdao de Renovagdo e o comportamento assintdti
co das suas solugdes. |

Posteriormente, serigestabelecfda a conexdo entre estes dofg fa

tos.

Podemos obter uma equagiao integral para U(x), condicionando es-
- sa funcgdo a época da primeira renovacao em um processo. Proce-

dendo desta forma, obtemos:
, s : ‘
U(x) = [ E(N, | Xy = y} Fldy}
0

Mas, se a prxmeira renovagao ocorre na epoca ys (y ¢ x), a par
tir déste ponte 0 processo recomeca, e, portanto, 0 numero es
perado de renovagGes no intervalo [0,x] & dado por 1 mais o ni
mero esperado de renovacdes ate a época x-y, a partir do incio

de um processo equivalente, isto &,

| T+ U(x-y), se y < x

0 se Yy > x
Assim,

X , } X
U = [ [0+ Utxew)] Flayd = FO0 + [ () Fras
0 0
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Essa equagao e conhecida como uma equagao de renovacgao, e pode,
muitas vézes ser resolvida para U(x).
Uma generalizagdo da equagio de renovagao € a seguinte:

. X
Z(x) = z(x) + f Z(x-y) F{dy}, x>0
0

onde z e F sdo conhecidas e Z & uma fungdo a ser determinada co
mo solugdo da equagio. |

De maneira formal, podemos estabelecer a seguinte:

fintgga 2 2, 1 Tamandé o ihte?va?o de integragao fechado,

f e, as fungaes ze Z tais que z(x) = Z(x) =0, pa

ra x*<0 éefinvmas a EQURGKO DE RENOVAQ de um

“ processo, através da re!agao ﬁ
| e X Gog
(1) zfxﬁ'* f(*} *;; Z{x*?) Fidy}, x>0
Se ebservarmcs 8 ferma de z(x), poderemos escreve-la como uma e

quagao de canvo?ucae
(2) Z=z+ (F*1),
‘bastando substituir em (1), os extremos de fntegragio por - » @

+ o,

A seguir, vejamos um resultado basico e essencial para que se
estabeleca a ligagio entre U(x) e a solugao da equagao (1), a

que nos referimos no inTcio desta sec3o.
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Proposicao 2.2.2: “Seja z, ﬁma funcao limitada e z(x) = 0 ,

para x<0. A fungao Z definida por
X
(3) Z(x) = [ z(x-y)u{dy} , x>0
-0 | .
é uma solugdo da equacao de renovagao (1). Além

disso, esta & a Unica solugdo que se anula em
(4w;0) e & limitada em intervalos finitos"

Com a mesma observagdo feita em (2), podemos escrever a solucao

Z na forma
{4) Z=1U*z,
demonstracgao:
X
Vamos provar, inicialmente, que a funcio Z(x)=j z(x-y)u{dy}, x>0 ,
.0
€ limitada em intervalos finitos.
Com &ste objetivo, mostremos antes, que:
X ‘ 5
(5) [0 - ey, tayd =1 - B0, once
. 0 :
(6) 0,0 = 1
- n k=0
De fato:
X x . X .
[ O - Fley] Py | FMayy - fRoeyy P ey -

0 0 0

- P - PR ¥ L bt
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X . X
n *
J [1—F(x—y)]un'{dy} = ; O-F(x-y)] 1} Fk'{dy} =
0 4 3 k=0
n X : e
= 7 { f [0 - F(x~y)] F* {dy} } =
- k=0 0 _

- T R - DRy

k=0

= {x) - F(n*‘)*(x) =1 - F(M™1)* (4, como haviamos pro
poste em (5). | '

Em sequida,vescolhemos dois nimeros positivos a e B que verifi

quem |
(7) 1 - Fa) > 8

Levando em consideragao 0 resu!tado (5) e o fato que sempre po

demos tomar a, de mado que 0 < a < x, temos
X. X
] [1 - Flx-y)]U, {dy} < [ 0o - F(x-y)]Uh{dy} .
X-a ' 0 )
| =1 - PO Yy o
Por outro lado, x-y < o , no intervalo (x - a, x). Entdo:
1 - F(a) <1 - F(x-y). Segue-se que
X ‘ e
[ D= Futay <.

X=0Q.

Agora, como 1 - F(a) > B , temos:
X ‘ X ‘ .
I Bﬁé{&y} <‘[ - F(a)]Uﬁ{dy} <71,

X=o X=0
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Mas,

X . .
8[ Hn{dy} = S[Un(x) - Un(x-a)] . Donde,
X=0 '

A
—t

8U(x) = U, (x-0)]
Fazendo n + » ; vem: a
B{G(x) ~%}(x~a)] < '§,isto e,
MQB%L} < } » onde L & um 1atervaTo‘quaTQuér de‘comprimeﬁtowf
Conciu?mas, entdo, que para todo intervalo J de comprimentevﬂgkﬁ

nor ou igual & o, temos: _

0oy < 871

Tamémés’agafa, ym intervalo arbitrario I, de comprimento 6 .
0 intervalo I pode ser escrito como a unido de no maximo Uffgq‘f
intervalos de comprimento o. n
Da¥, |

(8) u{1} = U(x) - U(k-e) < EE:§2 = kg -

Com eéstes resultados, fica claro, que U & uniformemente limitg
da na classe de todos os intervalos de um dado comprimento.
Anexando a este fato, a hipotese inicial que a funcido z e 1imi'f
. x > .
tada, concluimos que 2(x) = [ 2(x-y)U{dy} & ‘imitada em inter

0
valos finitos.
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Mostremos, agora que esta funcao & uma solugao da equagio de re
novagao.
Consideremos, para tanto, a sequéncia'{un} de medidas, definida .
por
Up(x) = T F" (x)
k=0

Em correspondencia, tomemos a sequéncia de fungdes {z,} defini-

das por
Zn ='Gn * 2 |
Observemos primeiramente, queﬂzﬂ = Un * 2 , satisfaz

zﬁ+§ ?fﬁ“ﬁpfF * Zﬂ) gfpais:

Une1 *'; 5 x + CF b (U * )] =z (F Up) * 2
as, F * U = F * (F" ity | -
 “ (F * FQ ) oot (F ¥ gn* ). = -
5~F}*f+ p2* 4 F(n+1)*
=l uﬁsgeaa;
Vg T2 =2 *jlﬁm%’“ 1) * 2z = z*-( K g)-z=U., %2 o

n+1

Agora.ucoma #rﬁ&&m&§*na 9rfmaira parte desta demonstragao,:u é
Timitada em interva?os finitos e, por hipotese, z & limitada.
Entio U * z & limitada. Por outro lado, a sequéncia {z,} e moq9‘ 
tona, crescente e limitada. Podemos finalmente, usar o teorema

da convergéncia monotonica para concluir que Zn:+Z =y *z .
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Resta mostrar agora, a unicidade desta solugdao.

Para tanto, sejam Z, ¢ Z, , duas solugdes da equagao de renova
¢do (1), limitadas em (0,x).

Comq Z} =z + (F * Zl) e ,

AZZ =z + (F * 22), vem que
Zy = 2, = F * (2 - 2,)
Seja Z = Z]}- Z; .

A fungao 1~§ tambem uma solugdo que verifica

— 7 & Timitada em (0,x)
— L(X) = [ Z(x=y) Fk'fdy}.upara x>0 e k =1,2,...
0

No entanto. quando k + o pk* (x) 0 , e, como Z & limitada em
(o, x) so-pode ocorrer que Z(x) = 0, para todo x>0, isto & .

Z1 B 22’. Absurdo, pois supuzemos 21 # 22 .

Enunciaremos e demonstraremos, a seguir, um teorema, q&?~cakac~fﬁ
teriza, sob certas condigdes, o comportamento das solugoes das
equagdes de Penovacae. Este resultado & destacado, aqui, - pgp_f
ser essencial a damnnstra;ao do Teorema Fundamenta1 da Rencva-_{

¢d0 (capftu?e 3).
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Teorema 2.2.3: "Seja z uma fungao continua que se anula fé-‘f
ra de (0,h). Entdo:
a) A correspondente solucio Z da equagdo de re-,ﬁ

novacao € uniformemente contTnua.

b) Para todo a, Z(x+a) - Z(x)-¥0, quando x - ",
demonstragio:

a) Como z, por hipGtese, & uma funcao definida e continua
em [0,h], z & uniformemente contTnua, isto &, dado ¢' > 0 , e~

xiste & > 0 tal que

lz(x+8) - z(x)]| < ?f
Tomemos a correspondente solugdo Z da equagao de renovagio, e,
x#68 : X . .
|Z(x+8) = Z(x)| = {'f z(x+8-y) U{dy} - J z(x-y)U{dy} <
o - | 0 | 0 e
ph ‘ h A
T 1 z(x+8-y) U{dy} ~,J
N 0
.h ' hd i -
= | | fz(x+s-y) - 2(x-y)} Uldy} <
0

h
0

EA

z(x-y) U{dy}| =

[ 7.9

|2(x¢8-y) = 2(x-y)| ULdy} <

. h S
e [g Uidy} .

A

Como U & uniformemente limitada em intervalos de um dado co‘ri?;-\---"-“ki
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primento [Ttem (8) da proposigao 2.2.2], temos
h .
[ Uldy} < €,
0

Entao, |Z(x+§) = Z(x)‘»< e'.Cp
Tomando ¢' = 5& R cenc!uTmas que Z €& uniformemente cont?nua ,V;V

pois, mestramas que gaéo e > G, existe § > 0 tal que para tado

x,, xg = x} + 6 |
izcx,ﬁ 4 Z(xgil <e.

h; ?ara‘d*ﬁenstrar a sagunﬁa parte do t&erema proposto, -

vamos pr&w eiﬁ&m&n e qae ela se ve?ifica para fungoes

2y cnntina&w'#t

kcam d&rivada cant?nua z!

As carrespandeates aquagaes de renevagae para z e 2! saa res - ,1

pectivamente lei! dadas per¢

e ; : . o
2(x) = 2(x) + [ Z(x-y) Fley)
. » .
: . X
2t (x) = 2'(x) +”+§§~-f Z(x-y) Fldy} =
o 0
.

= z2'(x) + I Z'(x-y) F{dy} .
0
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A fungdo z' satisfaz a hipotese deste teorema.
Portanto, a parte a); ja demonstrada, se verifica'para z', is-
to &, a carﬁespcndente solugae Z' da equagao de renovagao &
uniformemente cont¥nua. | |
Al&m disso, essa solugdo & limitada em intervalos finitos (ve; .
ja a proposigao 2.2.2)
Tomemos, entdao o = Tim sup Z'(x)
Existe uma saquencia {8 } tal que
7 {Eﬂn) +.a .

Definimes as fungdes

| ?“(x) 2! (8, + x), e, tomamos a sequenc1a Af }n>1 de tais
fungoes. \ ;
Observemos agora, que, dg;continaidade uniforme de Z', dado >0,
existe § > 0, tal que para todo X,y que verifique
Ix=y| < &, ]2 (%) - 2'(y)]< e .
Assim:

If(X)*f(yH = [2'(8, + x) = Z'(8 + y)|< e

A desigua?dade acima se verifica para todo n pois & € 1ndepen-fr
dente de n, donde a sequencia {fn}n>1 € equicontTnua (vega a8 V
definigdo 1.3.3). ) R
Assim, usando o tebrema de Ascoli (teorema 1.3.4), existe uma

subsequéncia’{fnk} tal que
fh + f, quando n + = ¢

f e uma fun¢do continua e limitada,
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isto &,
foo(x) =7'(8_ + x) - f(x)
i Ty
Mas, x+9nk
foo(x) =7'(8, + x) = z'(8_+ x) + f. (x-y) F{dy} .
"k My i "k
0
Quando 8_ + o , z'(8_ + x) =~ 0 , donde
ny ny
() £0x) = [ flx-y) Flayd .

0

(b)y Como f & limitada e continua, f e uniformemente con-
tinua.

Por outro lado,

f(x) = 1im fn (x) lim Z‘(an+ x) , e,

X 00 k X 00

f(x) = j f{x-y) F{dy} I Tim 2'(8, + x-y) F{dy} <
0 0 X k

o

< o j F{dy} = o
0

]

Para x = 0, temos:
f(0) = f f(-y) Fi{dy} = 1im fn (0) = 1im Z’(en ) < a
0 x> 'k X+00 k
Entao
f(x) < Vim sup Z2'(8

nk) = 1im sup fnk(O) = f(0)
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(c) Portanto, f(x) < f(0)
Com os resultados (a), (b) e (c¢), estao verificadas, para a fun .
¢ao f, as hipoteses do teorema 1.2.8 . Aplicando-o, vem:
f(x) = f(0) , para todo x .
Temos entaoc, que o > f(0) = f(x) para todo x.

Agora, £(0) = Vim f_ (0) = lim z'(8_ ) =
k Mk

Tim sup Z‘(Gn ) = o . Donde,
k

f(x) £ o , para todo x
Seja, finalmente, um numero a qualquer
2
I{(8_+ a) - Z(8_ ) = I Z'(8_ + x) dx =
Ny Ny 0 Ny
a a a
= J_fnk(x)dx 3;:;4 J f(x)dx = o J dx = a x
0 0 0
0 resultado obtido: Z(Gn + a) - Z(en ) + o a, vale para todo a.
k k

Alem disso, Z & limitada. Ent3o, isto sO ocorre se a = 0. Pelo
teorema do valor médio, lim sup [Z(x+a) - Z(x)] =0

De maneira analoga, podemos mostrar que lim inf[Z(x+a)—Z(x)]= 0
e concluir que Z(x+a) - Z(x) + 0, quando x ~ » , se a fungao z
e continuamente diferenciavel.

Seja agora z, uma fungao continua que se anula fora de (0,h) e
Z a sua correspondente solugao da equagao de renovagao.

Podemos aproximar z por uma funcdo z. , continuamente diferen -

o
ciavel, que se anula fora de (0,h) com a solucao correspondente .

Z, -
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lZ(x) -z (x)| = If [z(x-y)U{dy} - 2, (x-y)Uldy}]| <
0
X
< [ lz0xy) = 20em)| UEay)
0

Levando em conta que:
— lz-zol < e , para um dado e qualquer.
- (O,X)C(O,h)

— U & uniformemente limitada em intervalos de um dado com

primento [(8) da proposicio 2.2.2], vem:

h
[Z(x) - zo(x)l < € j U{dy} < ¢ Cg .
0
Finalmente:
Z(x+a) - Z(x)| = |Z(x+a) - Z (x+a) + Z (x+a) - Z(x) +
tZo(x) - I (x)] <
< 1Zxva) = Zo(xsa) | + 1Z(x) = Zo(x) |+|Z,(x+0) = 2 (x)] <

tA

€ Cé + € CA + € = ¢ Ch

Como e & arbitrario, basta fazer ¢ » 0 que obtemos

Z(x+a) - Z(x) - 0 quando x + o
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CAPITULO 3

0 TEOREMA FUNDAMENTAL DA RENOVACKO

Introducao:

Como foi mencionado anteriormente, a Teoria da Renovagdo, estu
da o comportamento assintotico da medida U, introduzida no ca-
pitulo 2, secao 1.

0 objeto deste capitulo @ exatamente o resultado déste estudo,
conhecido como "Teorema Fundamental da Renovacao", o qual, em
linhas gerais, estabelece, para todo h > 0, o numero esperado

de renovagoes no intervalo [x-h,x], quando x + o

Separaremos a demonstracao do teorema, nas duas situacoes se-
guintes: F aritmética e F n3ao aritmética.

Antes, porem, discutiremos um primeiro resultado, que tambem

diz respeito ao comportamento assintdtico de U(x).
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Secao 1: Resultados Preliminares

No capitulo anterior, foi definida a variavel aleatoria Nx = ng ,
mero de renovagoes no intervalo [0,x] e, introduzida a medida

U(x) = E{N} .

Vimos tambem, que &x € uma variavel aleatoria bem definida e que,

se o= Xy +...+ X, representa a época .em que ocorre a n-esima

rencvacao ne processo, o conjunto {w: Nx(w) <n} coincide «com o

conjunto {w: Sﬁ{w)> x} , para tedo n > 0 , supondo S0 =0
Veremos agora o
Teorema 3.1.1: “Tim N =+« g.t.p." , isto &, o nimero to

Ao

tal de renovacoes torna-se infinito com o tempo.

Apesar de ser um resultado obvio, passamos 3 sua:

demonstracao:

A variavel aleatoria N € crescente, em fungdo de x. Entao, pa-
ra todo w, existe o limite de %X , quando x &+ «

Suponhamos, por absurdo que, éste limite & finito, em um conjun
to com probabilidade estritamente positiva.

Existe assim, um numero inteiro M, tal que

P{ sup N_ < M} >0
X
Gfx(m

Isto, por sua vez, implica, pela relacao entre N es que

n &

P = =y
{554 + >0,

0o que e impossivel, pois a variavel aleatoria S, » tem distri-
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buicao dada por F'* ¢ estamos suypondo que F & uma distribuigao
propria.

Mostraremos agora, Qque, com proba&iYidade 1, 0 nﬁmero‘de reng-
vacoes por unidade de tempo, converge para u~t(u < w}, onde u
e a esperanca de F, distribuicao comum as variaveis de que se

compde o processo, isto &,

Nx -1
Teorema 3.1.2: " T u , quando x - "
demonstracao:
Vimos que
{wi N (w) < n} = {w: S (w) > x} para n20 e S,  =0.
Entao:
S < x <8 e,
Ne = 7 = TN+l 2
SNX % Sﬂx+i
(1) < < ,
Mx &x ﬁx

para x suficientemente grande de tal forma que Nx > 0.
Vamos supor primeiramente que p < «

Mostramos, no teorema 3.1.1 que Nx + o , guando x »+ = . A Lej
dos Grandes Numeros estabelece que, com probabilidade 1

S
—jém + u quando k + «

s

Em nosso caso, temos:

S
N
(2) -¥5~ + u quando x - « (com probabilidade 1).
X
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Com um argumento analogo, vemos tambem gue guando x =+ o
SN+ SN +T N+
(3) X X X

N7 TwWaT s R et e

X X

k

Fazendo x ~ » em (1) e, usando (2) e {3) obtemos finalmente

Resta mostrar que o resultado vale, no caso TR

Para tanto, definimos

3 < -
. Xk 2 S€ K%{ > M
Xk =
0 . se X, > M
e
R = nimero de vézes que as somas das variaveis aleatorias
truncadas X, assumem valdres menores que x.
Entao:
3 < X3
Ny < Ny

Demonstramos , na oprimeira parte, gue o teorema vale para as
variaveis truncadas.

Assim:

N N
(4) lim sup —~ < Tim —%

X-»c0 X0

[t}

"
ot
2y § et

k}
Fazendo agora, M - » , temos E{?k} + « e, portanto

Ny

X

+ 0, quando x + «, se p =
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0 teorema que vamos enunciar e demonstrar a seguir, teve sua

primeira prova feita por Feiler, usando metodos de transforma-~

e

das de Laplace. (Feller, [127).

-t

E hoje conhecido, como o "TEOQREMA ELEMENTAR DA REKQVACAO" o eg

e

tabelece que o nimero medio de renovagoes por unidade de tempo,

-1 .
converge para u © , ou seja:

s E{N_}
3t - it
Teorema 3.1.3: (x) = xx +~ oy 1 s quando X =+ o«

demonstracao:

Vamos supor, iniciaimente Gué u = = e que o resultado tenha si

———

do provado para py < o |,

Com o argumento das variaveis aleatirias truncadas, usado na de

monstragao do teorema 3.1.2, Ttem {(4), temos

E{N_}
Tim sup ﬁ%?l < 1im xx = E
oo X0 E{Xk}

Novamente, fazendo M + « , F{%.} » w » 0 que implica em
k

Uix)

el 0 quando x » = ¢ u .

]
8

E suficiente portanto demonstrar o teorema para p < w
Ao definirmos unm Processo de renovacao, Supuzemos que para tods
¢
ky P{X, = 0} < 1, isto &, gue as variaveis aleatdrias que defi-
k G .
nem o processo nao sao identicamente nulas.
Entao, existe & > 0, tal que, para todo k, P{Xk > 8} = p > 0,

Se substituimos X, por K /8 5 o significado do teorema nio se
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altera e podemos supor gue

i

PIX, >1} =p >0, e, definir

e

(5} e = 1, se K >0

0 , se Xk <1,

A correspondente variavel aleatoria ﬁx , para as ik € o nimero
ik

n
de vézes que as somas S, = 1 assumem valores no interva-
k=1
To [0,x].
E claro que:
Sy $8, e Ny < ﬁx
Assim:
Ny 72 PRE
(6} Tim sup E{Em*mj } o< lim sup E{[ ] Y.
X0 X X-+o0 X

-
éz

Calculemos E{[ }, para as variaveis ik » com distribuicao

de Bernoulli, como foi definido em (5}.

=

Se x & um nimero inteiro, R N, € o nimero de vézes que as

x+1
somas §n assumem o valor x, de tal forma que as renovacoes so
podem ocorrer nas etapas 0,1,2,...,x .

Seja [x], o maior inteiro contido em x.

E{N} = 7 E{N . - N} =EYg + Yy o0 Y},
k<[x] [x]

onde Y. representa o niimero de rengvagoes que acorrem no ponto

i, {ov seja, o tempo de @sSpera para a primeira ocorrencia do
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resultadoe "1"),
Estas variaveis aleaforias sao independentes, com distribuigao

geometrica, media igual a ~%— e variancia dada por il%Fl ;

p
Portanto:

.
[x] [x] +1
E{N_} = D 3 6 £ S
SR = P
An3¥ogamente, determinamos
Va?‘{ﬁx} = ([x] + 1) .G_';.).
P

Finaimente,

ﬁx * 1 2
E{[ X } 1 = '—);2—' {V&!"{Nx} + E {NX} =

: ilx}+¥)(?-p) . ([x]+1)2

e,
x2 pz X7 p

»

2

Nx ]
Tim sup E{[ 5 } }o= —

) p

Voltando a (6) , obtemos

2

N
. X 1
(7) Tim sup E{[ > ] } o< —

x>0 k. - p

0 argumento que usamos agora, para completar a demonstracao, ba
seia-se em um resultado que pode ser encontrado nos textos c1§§”€
sicos de Teoria das Probabilidades (Por exemplo, [4] e (5]). -
Trata-se da aplicac3o direta do teorema:

“Se uma sequencia {W } de variaveis aleatdrias converge em dis
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tribuicao para W, e se, para algum b > 0, sup E{Iwn{p} < © , en
n.

tao, para cada r < p ,

Tim E([W ") = E(JW|") <=

n-+oo

Em nosso caso, as hipoteses deste teorema estao satwsfe1tas pa* 
ra a sequencia {mm} que converge para uma distribuicgao concen—
trada no ponto yu -1 (basta usar o teorema 3.?.2).
Usando o resultado (7), p =2 e p =1 , obtemos,

lim E{i}} = lim E{i?} . ,

X-+eo X+00

como haviamos proposto.

0 teorema éue acabamos de demonstrar & um prime}ro passo na
vestigacao da caracterTstica estacionaria (assintotica) de um»i
processo de renovacao.

Intuitivamente, €le nos da o comportamento global do processo,
com respeito ao numerc medio de renovagoes.

No entanto, do ponto de vista pratico, estamos, em geral, inte-
ressados no nimero esperado de renovacoes (quebra de Ttens, squf
tituigoes, etc.), dentro de um periodo determinado (um interva-
1o de tempo qualquer, de comprimento h).

0 resultado principal da teoria, a ser apresentado neste cap?;g; 
lo, evidencia o carater estacionario de um processo de renova-

¢ao, nos moldes que mencionamos, pois, estabelece que, para x




50.
suficientemente grande, o numero medio de renovagoes no inter-
valo [x-h,x], h>0 , & praticamente independente de x, isto g,

que para todo h>0 ,

U(x) = U(x-h) = &-:u"g » quando x + o

0 primeiro resultado (teorema elementar da renovagao) embora
tenha importancia tedrica ndo implica necessiriamente que o com

portamento da medida U seja estacionario, como mostramos no se-

guinte:

Exemplo 3.1.4:

Como ja vimos, U & uma medida definida nos conjuntos de Borel

da reta com U{(~,0)} = 0.

A medida que definiremos a sequir, satisfaz a condigcao de con-

vergencia para ~L~l mas nao, para U(x+h) - U(x), no caso h = 1.;

Seja [x] o maior inteiro contido em x e, vamos definir, para

x>0 [x] +1

e , se  [x] € Tmpar.
U(x) =
1 - -£§l~ . se [x] € par.
”ggl“ + —é%~ . se [x] & Tmpar.
Uix) _
X
1 - ~£§%~ , se [x] & par
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Fagamos agora h =1

E facil ver que
x+1] + 1 X -
i;umgmm._ = E%l + 1 , se [x] & par
U(x+1) =

T - (x=-[x]), se [x] & par

U(x+1)-U(x) =

x - [x] se [x] & Tmpar
isto &,

U(x+h) - U(x) n3ao converge, no caso particular de h = 1

Graficamente, temos:

U(x+1) - U(x)
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Secao 2: 0 Teorema Fundamental da Renovacao

Caso da Distribuicao F aritmetica

“Seja F uma distribuigdo aritmética em [0, + =], gerada por 8

isto &, concentrada no conjunto {0,8,28,38,....}.

Denotemos por Une » @ probabilidade que ocorra alguma renova — -
¢aoc na epoca n8, isto €, a probabilidade que, para algum k,
tenhamos Sk = n8

Chamemos de u , a média de F (u < =)

Nestas condigoes:

1

¥
8

Uyg —> 81" quando n

‘i it

m
Lo

Se u = @ , interpretamos u~
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Veremos agora, que a demonstracao deste teorema pode ser, obti

da, como aplicagao direta de um resultado essencialmente numé-

rico, sem ligagoes aparentes com variaveis aleatorias ou Teoria

das Probabilidades. Referimo-nos ao seguinte:

Teorema 3.2.1: "Seja {an}n>ﬁ uma sequencia numérica, tal que
non2
a, 20, ] a =1 e, o maximo divisor comum

n=0
dos n para o0s quais a, >0 e 1.

Definimos uma sequéncia {b,} da seguinte manei-

ra.

b =1 e , para n # 0

azbn_z +.o. 04 anbo

1
Seja A = ) na . Entdo:
=]

i

b g , quando n -~ o

Precisamos,+agora, identificar os elementos de um Processo de
Renovacao, com as hipOteses do teorema anterior, para que posgg!;
mos aplica-lo. ’ ﬁ
Com este objetivo, relembremos a definigcao de Evento Recorren -
te, numa sequencia de ensaios repetidos:

“Dizemos que um evento E, definido em relacao a uma sequencia

de ensaios repetidos, € um evento recorrente , se 0s tempos de

espera entre as sucessivas ocorrencias de E, formam uma sequég

cia de variaveis aleatdrias independentes e identicamente dis- f
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tribuidas”.
E possivel, associarmos a cada evento recorrente E, duas sequen-
cias de probabilidades {fﬂ} e {uﬁ} , definidas por:
fn: probabilidade que o evento F ocorra pela primeira vez

no n-ésimo ensaio.

u,: probabilidade que o evento E ocorra no n-&simo ensaio.

Pela propria definicio de f. . temos:

Suponhamos agora que S, € a variadvel aleatdria definida como
sendo o tempo de espera para a n-esima ocorréncia de E.
A distribuigao de probabilidade F de Xi: tempo de espera para a

ocorrencia de E, & dada pela sequéncia o lnso

o

o .
Se EQ f, =1, isto &, se F & uma distribuicdo propria, as va-
riaigis aleatorias {s.}, formam um processo de renovagdo. Assim,
dizemos gque ocorre uma renovacao &a epoca n, se, para aigum k ,
tivermos Sk = n

Reciprocamente, dado um processo de‘renﬂvagée definido por uma
funcao distribuicdo F, concentrada nos inteiros, o evento E:
"ocorréncia de uma renovacao” & um evento recorrente. Mais ain-
da, na linguagem de eventos recorrentes, E & persistente. (Fel-
ler, [15]). |

Resumindo, podemos dizer que 0s Processos de Renovacao podem

ser olhados atravéz da Teoria dos Fventos Recorrentes, desde que
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a distribuicao F que define o processo seja propria, esteja con
centrada nos inteiros, e, vice-versa.
E ctaro, agora, que a associacao que fizemos eng?eba4tamhém as
distribui¢oes aritmeticas. Basta definirmos que, uma renavagéa\{
ocorre na &poca n, se, para algum k, tivermos Sk = né , onde 8
€ o gerador da distribuic3o aritmética F, que rege 0 processo.
Apos esta discussdao & facil ver, porgue, no teorema f&ﬂéamenta?i
para F aritmetica, as condigoes do teorema 3.2.1 estio sat%sf§i 
tas.
Senao, vejamos:
e {fng} ¢ a distribuig3do do tempo de espera para a ocorrencia

da primeira renovacgao, isto &, € a distribuicao F.

©>

— fog =1, pois F & suposta uma distribuicdo propria.
n=0

~— 0 maximo divisor comum dos n para os guais fne >0 e 1.

De fato, se o m.d.c. fosse algum inteiro k > 1, a distribui

cao F estaria concentrada nos miitiplos de {k8) e, 8 nao se

ria o gerador da F, como estamos supondo.

-— Finalmente, levando enm consideracao que:

f ?{S§ = XI = n@} e

ng

#

Ung P{exista algum k tal que Sk = n8}, podemos escrever:

Yne = Fo Yg(n-1) * Top Ug(nozy tooot Trg iy, -
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Sendo assim, a simples aplicacaoc do teorema 3.2.1 resuita em;
-1 d
Upg — A : QUango n > « , com,

A= ¥ nf

ne ng

Mas, a média u da distribuigao F & dada por

ng f = @ nf = 8
3 né n£¥ &n

® . interpretamos y*} = 0

1]

Se ¢

Deste modo, obtemos

Uyg — Qp'? » quando n > o e < w

!
8

ﬁn@ —— () s quande n » o e g

Resta portanto, demonstrar o teorema 3.2.1.
Com este objetivo, vamos usar dois resultados essenciais ao de

senvolvimento da demonstracao, que podem ser encontrados em Fel

Ter [15].

Lema 3.2.2: Principio da Selecio (método de diagonalizacao de

Cantor)

"Suponha que, para cada inteiro k >0, existe uma
sequéncia de nimeros
SOING

do 3.

. &é 5.+ tal que 0 < aék} < 1, para to-
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Existe uma sequencia
kﬁ}s k(z},.b, + « . tal que, quando k percorre

{k“)t k(z),.,.}, agk) + 3 para cada n fixa~

n

do".

Lema 3.2.3: égja {rk}kze , uma sequencia numerica, onde r&z&,;
I r,=1e, 0o md.c. dos k que verifica re>0 @
k=
1. )

Chamemos de
A: o conjunto de todos os inteiros k, para os
guais e > o .

- R . P~ s
A": o conjunto de todas as combinacoes lineares

s, COM 0S numeros

m
positivas, da forma ) p. a.
| i=p ']

a, ehA e os p; inteiros positivos.

Seja agora, {w_} uma sequéncia duplamente infini

n
ta (n=0, + 1, + 2,....) onde
o0
0 <wy <=, w = k§1 Fy Wo.g » Para cada n e
W, = a

o
Nestas condicoes:

a) Existe um nimero inteiro N, tal que o conjun-
+ - . : ‘
to A contem todos os inteiros n > N

b) W, = o , para todo n"
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Podemos agora, passa a

Demonstracao do teorema 3.2.1.

Seja B = 1im sup bn

n-+co
0 < B <1 e existe uma sequéncia {r } tal que

b, —— 8, quando k » «
"k

Vamos definir, para cada k inteiro uma sequéencia {bék)} » Oonde

(k) _ R
bn = brk+ n , se n > rk

0 s Se n < —rk

Pelo principio da selegio (lema 3.2.2), & possTvel determinar

uma sequencia crescente de inteiros k1, k2”"’ tal que, quando
k percorre {kI’ Koy oo}
(1) bék) — W, , para cada n fixado.

Como bék) = br - B, temos

k
(2} Wy = 8
Alem disso,
(3) 0 <w, <8

Agora, para cada valor de k e n > k-, temos, por hipotese

K
b{k) <

it 123

(k)
= 25 bn-j




59 .

Quando k percorre {kl’ gz,...},
(4) hik) 5w - ] a; W _. , para cada n.

Os resutados (2), (3) e (4) satisfazem as hipoteses do lema

(3.2.3). Aplicando-o, vem:

(5) w, =8 para todon .

Seja agora, a sequencia ® 5o » definida por:
50 = 1

S = Aper By toooos para k 21

Temos:
(6) 1 8, =X, pois:
k=1 K
(1) 18, = ] 1A,
k21 K kEy )yz0 KH
= Aqtagt...tagtagt.. . tagtat ...

Por outro lado,

(8) A= z na, = nzl ( § ak) =

n=1 k=n

= Aqtapt.. . taptagto-ctagtat.. ... .

que coincide com o resultado em (7).
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Tomamos a seguir, o termo geral da sequencia {bj}

b, = ay bn—T + az‘bn_2 t...+ 2 b, e somamos péra
n=1,2, oN
Dobes 1 tLags, o
b = ' a; b
n=1 " n=1 opm1 d N7

Desenvolvendo, temos:
bl + b2+...+bN = a4 b0+a] b]+a2 b0+a1 b2+a2 b]+a3 b +....’

ceetay by 4o+ Ay by o 4.4 ay by =

L]

(a}+az+...+aN)b0 + (a1+32+"'+aN-1)b] +
+ (a‘+a2+...+aN-2)b2+...+a] by.y + 2y by

(9) (1mamagm- =2y )by (1-ag-a - may 5)bpr . 4 (13 )by fﬁ

= -bN + 2, + ay +...t ay

Agora, como Gk l—araz-....-ak e 60 = 1, vem:

o~

a, =1 - §y e portanto, a relagao (9) fica:
G(Né]) b}+6(N_2)b2+...+61bN_1+60bN+6Nb0 z 1, isto e ,

(10) 60bN + slbn—] +...+ 6N-1b] + an s

0

Usamos agora, sucessivamente o resultado obtido em (10) para

N = k1, kZ’ .....

De (1) e (5) vem:
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bN—j — W_. = B , para cada j fixado, quando N percorre

J
{k], kz,....}

Temos entao

B kZ] 8 =1

BA=1=>8=21", isto &,

(11) bn —_— A'] » para a aproximacao de n + « | atrg'
véz da sequencia {kqs kz,;..‘}

Finalmente, para que esta demonstrac3o se complete, resta ago-
ra provar, que o resultado (11) se verifica qualquer que seja
a aproximagao n + « ,
Suponhamos ent3do que n + = de tal modo que b, — Bo
para todo n e 60 < B
Pela definigdo de limite superior, dado € > 0 e arbitrario, e-

xiste Ng tal que, para n > Ng
bn—j < B+ e, para caja j fixado.

Da relagao (10), vem:
8gBg * (51+"'+5r)(8+€)+(6r+} * 6o +....)B0 > 1
SpBg + 6B + 8,8 +... .4 SpB + (8y +...4 §.) e +

+ (6 t.... )R> 1

r+]
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Entao, 5r+7

6y + oo+ 6, <

Temos assim

6050+6,6+628 +....4 6r3+(61+ + 8.) ¢ +
+ kB - 608 - 618 - - (SrB > ] N iStO é:
60(30 - B) + MB + €) >

Como e e arbitrario, fazendo e¢ + 0 e considerando que AB = |

e 60 =1, vem
BO - B >0,

Mas, por hipotese 30 < B . Assim, s0 resta B0 = B 0 que comple

ta a demonstracao.
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Secao 3: 0 Teorema Fundamental da Renovacao

Caso da Distribuicao F nao-aritmetica

(1) "Seja F uma distribuig3o concentrada em [0, + w);?
ndo aritmética com média u < = . Q

Consideremos a medida U, como foi definida no capitulo 2, segiq{
1. |
Nestas condigoes, paratodo h > 0 , U(x) - U(x-h) converge para-f
™! » quando x tende ao infinito. |
1

- Oll

Se u = @ , interpretamos u~
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Antes de passarmos a demonstracao, apresentaremos um lema que
nos permitira considerar uma forma alternativa do teorema, a-

travez da solugdo da equacao de renovacio do processo.

Lema 3.3.1: “Seja z uma fungao diretamente integravel seguﬁ“ﬁ
do Riemann.
Suponhamos que
U(x}) - U(x=h) + a.h ,
quando x =+ o« , paratodo h > 0
Nestas condigGes, a solucao Z da equagao de reng‘f

vagao do processo satisfaz:

0

(2) I(t) - o I z(y)dy, quando t + « "
0

demonstragao:

Mostremos, primeiramente que o resultado proposto, vale para
uma funcao "indicador", isto &, para uma fungao do tipo:
z(t) =1, 0 5'a <t<b<w
0 , caso contrario.

Entao:
t t
I z{t-y)U{dy} = J z(t-y)U{dy} =
a

Z(t)

t-a
I U{dy} = U(t-a) - U(t-b)
t-b
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Mas, para t tendendo ao infinito, a hipotese do lema afirma quei
U(t-a) - U(t-b) =+ (b-a) a . .

Assim, temos
0

2(t) + (b-a)a = a j 2(y)dy, t + = .
0

Consideremos agora, z uma fungao diretamente integravel, nao

negativa.

Seja Z a solugao da equagao de renovacao correspondente a z .

Fixemos h » 0 e vamos difinir:
z,(t) =1 , (i-1)h < t < ih

0 , caso contrario.

Chamemos, para cada i .
t
Zi(t) = j z;(t-y)U{dy} = U(t-ai) - U(t-bi) ,
0

a solugcao da equacado de renovagao correspondente 3 Z;, que, pe

la primeira parte da demonstracdo verifica:
Zi(t) + a.h , para cada i, quando t » o
Definimos agora, duas fungoes, como se segue:

@
__Z_: Z m, 2.

zZ

u
e~ 8
=
~N
L
o
=
Q.
®
-

m; e Mi representam respectivamente, o inf e o sup de z em

(i-1)h < t < ih
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E claro que z < 7z < z e que, a integral de z € o valor comum
dos limites das integrais de z ez, quando h tende a zero.
As correspondentes solucoes da equacao de renovacao para°£ e

z sdo, respectivamente Z e I, dadas por:

t
2t) = [ zeyueays -
0
t .
. f I omy zi(t-y)U{dy} =
o =1
t o
= T m j z.(t-y)u{dy} = E m Zl
0 r=

De modo analogo, obtemos

Z(t)

He~1 8
e

.i

Sabemos, da demonstracio da proposicao 2.2.2 [Ttem (8)] que a
medida U e uniformemente limitada para a classe dos 1ntervalos‘ﬁ
finitos de um dado comprimento.
Entao:

Z,(t) = U(t-ai) - U(t-bi) < C, » para todo i e para todo t.
Assim, a serie

2(t) = ] my 7, < Cy, _Z m, @ uniformemente limitada, ocor

rendo o mesmo, por motivos analogos, com a serie Z(x)
Deste modo, os restos das series Z el , convergem uniformemen

te para zero, e obtemos:
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lim Z(t) = | m, lim Z;(t) =coh § m,

tos iz1 ' toe i=1 !
Tim 2(t) = 7§ My Tim Z.(t) = ah ] M,
T i=1  tow i=1
Mas,
L
hym =35
i=1 ]
«© -
h J M; =S , onde s e S representam respectivamente as somas
i=1 -

inferior e superior de Riemann. (integracao direta).
Entao, quando t » o

Z(t) » as

Z(t) » o S

Agora, como Z < Z <7 e z & diretamente integravel segundo Rie

mann, os valores de s e S s3o finitos, coincidem e dao o valor

da integral de z, isto e,

o

Z(t) +» o I z(y)dy , t + o
; 0
como haviamos proposto.

Chamaremos o enunciado em (1), de PRIMEIRA FORMA DO TEOQREMA DA
RENOVACKO .
-1

No caso em que o = yu » 0 lema 3.3.1, que acabamos de demons-

trar, estabelece a chamada FORMA ALTERNATIVA DO TEOREMA DA RENQ
VAGRO , isto &,
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(3) Z(t) + ! j 2(y)dy , t > = .
0

Podemos agora, passar 3

Demonstracao do Teorema Fundamental da Renovacdo

Considerando que qualquer fungcao z pode ser decomposta em suas
partes positiva e negativa, mostraremos que o resultado pro -
posto em (1) vale para fungdes z n3o negativas e continuas:

Sejam os intervalos

I = [o,8]

I+ x=T[a+x, 8+ x]
Pela proposigdo 2.2.2, Ttem (8), sabemos que a medida U & uni-
formemente limitada para todo intervalo finito I.
Podemos tamb&m, usar o teorema:
"Para uma sequéncia {v,} de medidas, onde a sequéncia numérica
vn{~x,x} e limitada para todo x, existe uma medida v e uma se-

quencia {n;}i5y » tal que Vo.* V" , para concluir que, em nos-
- i

$0 caso, existe {xk} » X * @ e uma medida V tal que
(4) U{xk + dy} + V{dy)

A medida V & finita em intervalos finitos, mas, ndo necessaria
mente concentrada em [0, + ) ~
Consideremos agora, yma funcao n3o negativa e contTnua Z, que

se anula fora de um intervalo finito (0,a) e Z, a corresponden
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te solugao da equagdo de renovacio, isto e,
xk+ﬁ
Z(xk+t) = j z(xk+t-y)U{dy}
0

Como X * © , tomamos Xy tal que X vt > a

A funcao z se anula fora de (0,a). Com isto, temos
a

Z(xk+t) = j z(x, +t-y)U{dy} .
0
. A seguir, subtraimos (X +t), do argumento da fungdo z, e obte- ;

mos
a
Z(xk+t) = j z(-y)U{xk+t+dy}
0

Entdo

U{xk+t+dy} + V{t+dy} , quando Xp > @

Pelo teorema da convergencia monotoma, vem:
a
(5) Z(xk+t) - f z(-y)V{t+dy}, quando Xp + = .
0

Repetindo o mesmo raciocinio para Z(x,) temos
a
(6) Z(xk) > j z(-y)V{dy}, quando Xp * @
0 .

Usando agora, a parte b) do lema 2.2.3 , concluimos que:

Z(x,*+t) - Z(x,) + 0 , quando X, * =, isto &,

(7) Z(x+t) > Z(x,)
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De (5), (6) e (7), vem:
| a a
(8) j z{-y)V{t+dy} = f z(-y)V{dy}
0 0

Este Gltimo resultado e valido, como vimos, para toda fungdo
da classe das funcoes continuas que se anulam fora do intervalo
(0,a). ﬁ

Como, esta classe & uma "classe separante", (veja Breiman [4]){;

segue-se que

V{t+dy} = V{dy} , ou seja,

(9) V @ uma medida invariante por translagdo.

Sabe-se que, toda medida definida nos conjuntos de Borel da rg ﬁ

ta, que e invariante por translacdo, e um multiplo da medida de

Lebesque na reta. (Royden [22]).
Concluimos assim, que para todo intervalo I, de comprimenté h,:%
V{I}= 8.h

Como U{xk+dy} + V{dy}, quando X, * © » segue-se que
U{xk} = U{x -h} + Vix,} - V{x,-h} = 8.h, quando X > @ .

.

Com isto, demonstramos que para a sequencia {x,}, quando x,»»,
k k

existe 8 (uma constante a ser determinada), tal que:
(10) U{xk} - U{xk—h} + 8.h

Para cpnhecer o valor de 8, tomemos o lema 3.3.1 para ka}, 8

e z = 1~-F.
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Entao:

o

Z(x) 9 | z(nay
0

onde, resta verificar se z = 1-F & uma fungao diretamente in—

tegravel segundo Riemann.
Mas, a funcdo z = 1-F & monotona pois F & nao decrescente e,
pelo resultado citado no Teorema 2.1.2,

o - -] <

[ 2y = [ DeFley = [ yrteyy = u
0 0 0

1-F e direta —

Consideremos o0 caso py < « . Entao, a fungao z

mente integravel em (0,+«), pois, para qualquer a finito,

o
f z(y)dy < j z(y)dy = u < » , isto e,
0 0
z & integravel em todo intervalo finito (0,a) (veja o Teorema
1.3.2).
Vale, entao, o lema 3.3.1 e, para a particular fungdo z = 1-F,
a solugao Z da equacao de renovacaoc e 1.
Temos assim,

1 =08 u, ou seja,
(11) 8 =yt

Se agora, u = » , podemos tryncar a fungao z:
o b ©

f 2(y)dy = f z(y)dy + j z(y)dy ,
0 0 -
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e, concluir que:

o

of z(v)dy > of 2(vray .

0 0
Para z = 1-F, Z(x,) 2 1 e, entao
b
of 2(nay < 1
0
Segue-se assim que
b
J z(y)dy < 87! e, portanto
0

©° = |y o= j z(y)dy > 8'* s 0 que implica em:
0

(12) 8

]
Q

Finalmente, determinado o valor da constante 8, resta mostrar

que o resultado obtido, vale para todo x.
Para tanto, suponhamos, por absurdo, que existe outra sequéncia

{x/} , x, > e, uma medida V' # V tais que:
k 3

U{xé + dy} » V'{dy}, quando xé +> o
De forma analoga ao raciocinio feito para {x,} eV, conciuimos
que

V'{t+dy} = V'{dy} , isto &,
V' & tambem, invariante por translacao, e, portanto,

V'{I} = y.h
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Ainda, de forma identica ao que foi feito para determinar o va
Tor de 8, obtemos

-1

Y =y s U < o

y=0 ,u=e
Entao, @ = y , o que & absurdo pois supuzemos V' # V.
Assim,

U(x) = U(x=h) » ™!, y<
U{x) - U{x-h) = 0 s B o= @

quando x + « e para todo h > 0 , como haviamos proposto.
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CAPITULO 4

CONSIDERACDES GERAIS SDOBRE 0 DESENVOLVIMENTO
DA _TEORIA DA RENQVACKO

Neste Gltimo capTtulo, faremos um breve histdrico da Teoria da

Renovagao, finalizando com a apresentacao de resultados mais re .

centes, que extendem o teorema central da Renovacao para algun
casos especiais, eliminando as restricoes sobre as fungoes digﬁ
tribuicao envolvidas no processo. ‘
Vamos nos referir, em particular, aos aspectos puramente teﬁri ;

cos e computacionais do tema.

E claro que, com o desenvolvimento de modélos teoricos, surge,

simultaneamente, uma linha de aplicagoes bastante ampla, que

por si so¢, poderia se constituir em objeto de pesquisa.
Acreditamos, ter evidenciado neste primeiro contacto com a Teo f
ria da Renovacdoe, a nossa opcio pelo aspecto teorico, visando
com isto, adquirir elementos que servissem de apoio para uma
melhor abordagem da 3rea de aplicacoes.

Entretanto, @ interessante, e cabe aqui destacar, que as apli-
cagoes, foram durante certo tempo, prejudicadas em seu desen —
volvimento, pela existencia de paradoxos (aparentes) que po-

diam, as vezes, conduzir 3 conclusdes erroneas.

Exemplificaremos com o chamado "Paradoxo da Inspecao" , utili-

zando a distribuicdo exponencial, mas o problema ocorre no ca-
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so geral, como o leitor poderd verificar consultando Feller -
[16].

Antes porem, observemos que, em geral, para qualquer processo,

no qual a ocorrencia de um determinado evento, depende de "im-

pulsos momentaneos” e nao, do que aconteceu no passado, o0s -
"tempos de espera" entre sucessivas ocorrencias deste evento

(isto e, as renovacgdes), tem distribuicao geoméetrica ou expo =

nencial, dependendo do parametro - tempo, ser discreto ou con-

tinuo respectivamente.
Isto porqgue, as distribuicoes citadas gozam da chamada propr i

dade da falta de memoria:

P{X =k / X > k-1}

o no caso discreto

o ®

H

P{X > t+s / X > s}

P{X>t} , no caso contTnuo.
Intuitivamente, todo processo cuja distribuicao gosa desta pro
priedade, ndo "envelhece" e, a cada etapa, a distribuicdo dé,‘
seu tempo restante de vida independe da sua idade.

E facil verificar que as distribuicoes geométrica e exponencial
satisfazem a falta de memoria e, mais ainda, que sac as unicas
(cada uma na classe das distribuigaes discretas e continuas)

com tal propriedade. Isto justifica o fato destas fungoes apa-
recerem com tanta frequencia em problemas de "tempos de eshera"rf

Voltando ao citado "Paradoxo da Iﬁspegio", podemos resumi-lo co

mo se segue:

"Uma peca de um equipamento (por exemplo, uma bateria e?étrica),
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instalada e utilizada ate que se quebre. Apos a falha, ela

(-3

(11}

imediatamente substituida por uma pega do mesmo tipo, e a;f

processo continua sem interrupcao. As epocas de "substituic3do"

definem um processo de renovacgao no qual a variavel aleatoria

X, @ a duracdo de vida da k-@sima peca instalada e tem distri-

buigao F, exponencial, com parametro A > 0 . Entio ECX, }= .
n 5

e S, = ] X, define a poca em que a n-ésima peca & substitul

i=1
da.

Suponhamos agora, que, o tempo real de vida destas pecas deve

ser testado por inspecdo, ou seja, que se toma uma amostra de
pecas em operagao na epoca t, > 0, fixada e se observam as suas

duragoes.

Se definirmos a variavel aleatoria wt como sendo o tempo res-
o}

tante de vida de cada pegd da amostra, concluiriamos que W

to'
tem a mesma distribuic3o exponencial das variaveis aleatorias
do processo, devido a falta de memdria da exponencial. Realmen

te, de W

£ = Sk -t pode-se demostrar que

o 0

PON, < x} = 1 - 2%
0

No entanto, o tempo total de vida de cada pecga inclufda na am9§f;
tra tem uma distribuicao diferente, o que contraria comp}etamgg[f
te a intuigao".

De fato, e facil ver que essa distribuicao coincide com a de um

elemento Xk para o qual
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Sk-? < te < Sk *

e, que este elemento tem densidade dada por

2 e-kx

T ox s para 0<x5to

ft (x) =
0 v -
A{1+xx)e AX s para X >ty

Ent3ao, a duragio total esperada de uma peca incluida na amostra

& portanto, 2A°'.

Esta densidade, obviamente, n3o coincide com a das variaveis 3 f
leatorias do processo, visto como um todo.

Resumindo, o fato de inspecionar uma peca na epoca to fixada , f
muda a distribuicao do seu tempo de vida e dobra a sua duracido
esperada (Intuitivamente podemos pensar que um intervalo mafari;

tem mais chance de conter o instante t, fixado).

Do ponto de vista pratico, a maneira de se evitar este prob!e;‘-
ma consiste num plano de inspecio em que se examina a primeira‘f
peca nova, instalada apos o0 instante ty -

Feito este parenteses, podemos iniciar um breve relato do de —
senvolvimento da Teoria da Renovagao, com enfase no seu aspecQ"'
to teorico.

Um estudo descritivo das origens e das varias fases de evolucao
da teoria ate 1958, pode ser encontrado no artigo de W. Smith:
"Renewal Theory and its ramifications® [26]. Este trabalho, a
nosso ver, constitue a referencia basica e a primeira leitura

para quem deseja conhecer, em linhas gerais, a historia da Teo
ria da Renovacao.
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A respeito deste artigo, Cox comentouy: "o........this paper is
a demonstration if one were needed, that elegance of a.general

theory and power in answering particular problems can well to-

gether",

As origens da teoria estdo ligadas a questdes de crescimentoi“
populacional e a analise de sistemas de Ttens auto-renovaveis,
A primeira referéncia a este respeito & feita por Lotka feo] |
em 1939, com um trabalho de especial aplicacdo as "renovacgoes k
em processos industriais® .

Em 1943, C.Palm , introduziu o conceito de "pontos de reprody-
¢do" dentro da teoria do trifego telefonico. Em particular, ég;i
se autor fez uso de um resultado que mais tarde seria denoming’i

do "Teorema Elementar da Renovacdo".

A partir desta epoca, 0 assunto comeca a despertar interesse
entre os matematicos, e, consequentemente surge uma grande vg‘:
riedade de resultados teoricos, o que poderia parecer surpreegkk
dente, dadas as origens simples da teoria.

O0s primeiros esbocos de ama'benstrugio’teErica", aparecem com4'
Doob [11] , em 1948 e, com Feller, [13] , [14] em 1948 e 1949,
onde ¢ primeiro aborda o tema sob o ponto de vista da Te&rié

das Probabilidades e, o segundo, com base na Teoria dos Even-
tos Recorrentes. (A1i3s, o que Feller, nestes artigos, chama

de um processo-evento recorrente, € 0 que essencialmente conhe

cemos como um processo de renovacao discreto).

O0s teoremas que chamariamos de fundamentais para a teoria sur-




79,

gem no periodo 1949 - 1960 e se Caracterizam pela presenca éé 

condicoes gue restringem extremamente as suas validades,
Quase todos os resultados descrevem ¢ “comportamento assint&ti
co" dos processos, e, essa grande enfase nos teoremas 11m1tes,

e naturalmente explicada pelo desejo de se obter conclusoges,
lidas em s:tgagees bastante gerais.
Em 1957, Skellam e Shenton [24], consequem uma série de “res&l
tados finitos" para casos especiais. -
Qutro fato, que chama a atencao € que 0s autores em sua granéa
maioria, pesquisam o comporfamento de um processo, atraves da
sua Fungae de Rengvag§e Ul{x) = E{Nx} » definida no capitulo 2,
como o numero médio de renovacdes no intervalo [0.x]. Conhecer
esta funcao, ou mesmo, © seu comportamento assintotico para -
grandes valores de x, & suficiente para responder a maior par-
te das questoes que surgem ao se estudar um processo de renové
cdo.

0 mais simples e antigo resultado sobre U(x) & o chamado “Teo-

- -1 .
rema Elementar da Renovacao" : §%§l — Y » quande x » o

(onde u = E(X;) <= e y™' =20 se y = w){cap. 3 - sec 1).

A primeira demonstracao rigorosa deste fato & devida a Feller,

em 1941 [12] , que fez uso de um teorema Tauberiang para inte-

grais de Laplace.
Nesta monografia, para demonstra-lo, seguimos a orientacao da-

da por Doob [11], por serem, os seus argumentos, de certa for-

ma, mais simples e diretamente ligados a Teoria das Probabili-
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dades. ;
Este resuyltado elementar, foi graduaimente extendido, chegando
a outro teorems, de grande importancia teorica, devide a Blac-

2

Kwell

F -

-
»

Constitue o gue chamamos de “"Teorema Fundamental da Rengvacdo®:

U{x) - Ux=h) > h v , quande x + = | para tedo h > 0, f%» 
xado,
A demonstracao feita por Blackwell, depende também da Teoria

das Probabilidades, mas, € um tanto dificil e complicada. Surgi

"

ram posteriormente, outras demonstracOes do mesmo fato, sem que

se conseguisse uma real simplificag3o dos argumentos.

(%21

No entanto, em 1954, Smith [25], consegue uma "versic® do teo-

rema de Blackwell, usando um teorema Tauyberiano de Hiener, e,

estabelece o resultado, que no capTtulo 3, denominamos de “For

ma Alternativa do Teorema da Renovacio”:

x 20
~ 3
Z{x) = f. z{x-y}uidy} » p*’ g z{y}dy. quando x » = |

o g
Se, nesta forma alternativa, fazemos

]
= %

£h . O0<t<h
z{t) = i

g s no compliementar
isto e,

X X
{ z(x-y)uldy} = n ' [ ugay)
0 x~h

R u(x) - U(x-h)} .

#
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obtemos o teorema de Blackwell. A situacao inversa, foi prova-
da, neste trabalho, pelo Jema 3.3.1.

Para a demonstracdo ée‘Teorema Fundamental, usamos, no cag?tu¥

To 3, as duas formas citadas, seguindo Smith [26] e a mais re-

cente prova dada por Feller [16].
A partir deste resultado, foram deduzidas entre outras, aplica
¢oes em Teoria das Filas, por Benes [1] e em Teoria dos Conta»,ﬁ

dores, por Pyke [21].

E importante salientar tambam, que Cox [9], em 1955, obtam as
linhas basicas das relacoes entre Teoria da Renovagao e pro-
blemas de Inferencia.

As primeiras extensSes do Teorema central (nas formas que deng‘f

minamos de "elementar” e ‘fundamental®), aparecem quando num

processo usual de renovacao, retiramos a hipotese que as vari
veis aleatorias X sdo ndo negativas. Pele menos, do ponto dém
vista matemdtico esta generalizag3o faz sentido e define o chg“:
made "Processo Extendido™. ‘
Os autores Chung e Pollard (1952)[7], Chung e Wolfowitz {1952)
[8], Blackwell (1953) [3], Karlin (1955) [18], Smith (1954)[25],
mostraram, sob condigdes diferentes, que o Teorema Fundamental
da Renovacao e valido para tais processos extendidos.,

Em 1954, Smith [25], supondo adicionalmente que ué = E{X%) < =,

preveu que:

Uxy - xu'¥ - pg(z;,;z)‘E - 1, quando x + o |
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A partir dai, a maioria das extensdes & feita para casos parti,f
culares com restricoes as fungées distribuicio.
Existem artigos mais recentes que estudam o resultado elementaf;\

sob as mesmas hipoteses, procurando obter maiores informagdes

sobre a convergencia de Eﬁil » quando X + ®, nO Caso py =
Nestas condigoes um estudo mais detalhado, requer métodos mate
maticos poderosos, e, em geral, os autores utilizam os chama — ;

dos argumentos Tauberianos, por serem mais adequados, em fun-

cao das restricoes impostas as caudas da distribuicgdo F.

Assim, em 1960, Smith [27], obtem resultados para os casos ge-

peciais em gue:

(a) 1. F(x) T
(b) 1 - F(x) ~ Ta%;

E facil ver que para estas situacdes temos u = =. 0 autdr, nés
te artigo, utiliza e extende um resultado devido a Feller [16]

e demonstra que, quando x + «

U{x)y ~ TE%"Y s nho caso (a)

U{x) ~ log x s no caso (b)) .
Mais recentemente, em 1968, Teugels [30], reformulou os resul-
tados de Feller e Smith em um Gnico teorema e obteve tambem uma
estimativa assintotica para E{NE}‘.

As extensoes feitas, com o objetive de eliminar as hipoteses de

independencia e de igualdade das distribuicbes envolvidas em
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um processo, ocorrem em relacao a forma elementar do Teorema da:
Renovagdoc. (Ndo seria de se esperar, naturalmente, que, e¥imi~;f
nando estas restricdes, o numero médio de renovacdes num integfi

valo de comprimento h, dependesse apenas de h).

Neste sentido, em 1963, Chow e Robbins [5] consideram uma se:
quencia de variaveis aleatdrias nio identicamente distribu?dasgé
(e, nao necessariamente independentes) e estabelecem cendigaesff
sobre a distribuicao conjunta, que garantem a validade do teo*iﬁ
rema elementar. 4 ‘ 
Em artigos publicados em 1964 e 1967, Smith [28] , [29], estu-iﬁ
dou o comportamento de somas do tipo E a, P{S < x}. (0bser~ f
vemos que, basicamente, o Teorema da g;lovacio fornece uma es-‘f
timativa assintotica para somas déste tipo, com a_ = 1, para

n
todo n),

Com a hipotese de nio-igualdade das distribuicoes, o autor ob~-
teve os mesmos resultados de Kawata, [19], em 1956, sob condi-
¢oes bem mais fracas do que as impostas por este uUltimo. Alem
disso, Smith estabeleceu relacdes de implicacao entre as suas
conclusoes e a lei fraca dos grandes numeros.

Com um estudo mais detalhado das hipoteses feitas por Smith ,
néstes artigos, Heyde [17], em 1968 conseguiu certas variagdes
importantes desses resultados.

Evidentemente, destacamos aqui, somente alguns dos trabalhos
que tiveram por objetivo uma generalizacao dos pontos basicos

da teoria.
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Os problemas, ainda em aberto, (como por exemplo: estimativas
de U(x), "velocidade" de convergencia de !{él » para p<e etc)
apresentam um carater essencialmente tecnico, e, as solugoes

s0 tem sido possiveis para familias particulares de funcdes dis

tribuicao F.
A grande atividade atual, dentro da Teoria da Renovagao esta [j;f

gada a area de aplicacoes de seus resultados, essencialmente, na

procura de condigoes que permitam a adaptacio de um modélo de];

renovagao a situacdes reais.
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