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No caminho percorrido atê esta

primeira etapa, convivemos com pessoas, .que pelas suas atum

ções em nossa formação cientifica. ligam a êste trabalho,
de uma maneira que nos ê muito gi"ata e significativa

Durante a fase das nossas primeiras inquietações,

na escolha de um campo de estudo, encontramos no Prof. Abl'-
lio Fiança Valente, a orientação segura de um grande educa

dor.

Desde a época do nosso cut'se de graduação em Mg.

temática, nos acompanha a figura am'iga do PT'of. Almerindo M!!'

quem Bastos, pelo seu constante Incentivo e exemplo de Mestre.

No caminho percorridQ atê esta 

primeira etapa, convivemos com pessoas, .que pelas suas atua­

ções em nossa formação cientifica, ligam-se a êste trabalho, 

de uma maneira que nos ê muito grata e significativa. 

Durante a fase das nossas primeiras inquietações, 

na escolha de um campo de estudo, encontramos no P.rof. Abí­

lio França Valente, a orientação segura de um grande educa­

dor. 

Dêsde a êpoca do nosso curso de graduação em Ma 

temitica, nos acompanha a figura amiga do Prof. Almerindo Mar 

ques Bastos, pelo seu constante incentivo e exemplo de Mestre. 
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Ingressamos na Univer'cidade Estadual de Campinas,

atravêz do então Diretor do Instituto de Matemática, EstatT.!
liga e Ciência da Computação, Prof. Dr. Rubens Murillo Mar-

ques. a quem devemos, profissionalmente, o tão impor'tante piS
melro crédito de confiança. Com o Dr. Murillo. iniciamos tal!
bém os nossos estudos e cursos na área de Probabil idades

Sob sua ct'iteriosa indicação, conhecemos o Prof.

Dr. Flãvio Ifagner Roda'igues. que extrapolou as funções de nQ$

se orientador, transmitindo nos amizade, incentivo e a sua a
tuação segura

Nestas etapas, a colaboração indireta dos nossos
amigos, tão Importante porque desinteressada e afetuosa...

A todos, sem dístjnção, agradecemos e apresenta

mos "Sôbre a Teoria dos Processos de Renovação" como resulta.
do do nosso esforço com unto
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Ingressamos na Universidade Estadual de Campinas, 

atravêz do então Diretor do Instituto de Matemãtica, Estati! 

tica e Ciência da Computação, Prof. Dr. Rubens Murillo Mar­

ques, a quem devemos, profissionalmente, o tio importante pri· 

meiro crêdito de confiança. Com o Dr. Murillo, iniciamos tam 

bêm os nossos estudos e cursos na ãrea de Probabilidades. 

Sob sua criteriosa indicação, conhecemos·o Prof. 

Dr. Fl ãvi o Wagner Rodrigues, q·ue extrapo 1 ou as funções de nos 
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! N T R Q D U

Dentre as aplicações da Teoria das Probabilidades, os
Processos de Re.novação se destacam por' sua gt'ande uti cidade nas
mais dever'sas áreas cientificas e tecnológicas.

0 inicio da teor'ia está ligado a alguns pr'obterás par-
ticulares em Probabilidades, i"elativos ã '-falha e Feros:lção de
component.es"

0 objetivo desta monografia ê apt"esentar os resultados

principais da Teoria da Renovação, com ênfase nas diversas fot
mutações e demonstr.ações dos teoremas centrais, os quais, ape-
zar de propostos sob hipóteses bastante gerais, podem respon -

der a problemas específicos, ou, caso contrario, fornecer ele

mentor para umq primeira analise
Em termos intuitivos e simples, pode-se dizer que a

Teor'ia da Renovação, estuda sequências de variáveis aleatórias

não negativas, {Xk}, independentes e identícamente dista'ibul' --

0 nome: Teoria da Renovação, or'iginou-se da interpl''et3
ção que se dã a cada elemento da sequência, como sendo o tempo

de espet"a para a ocorrencja de um evento.

Assim, por exemplo, êste evento podem''ia ser a substi
tuição de uma peça de algum equipamento, o término do atendi--
mento de um indiv:iduo no guichê de um banco, o fim de uma con
vet'sa tel ef8n f ca , etc

I N T R O D U Ç A O I . 

. Dentre as aplicaç~es da Teoria das Probabilidades, os 

Processos de Re.novação se destacam por sua grande utilidade nas 

mais diversas ãreas científicas e tecnolÕgicas. 

O início da teoria estã ligado a alguns problemas par­

ticulares em Probabilidades, relativos i "falha e reposição de 

componen t_es 11
• 

O objetivo desta monografia ê apresentar os resultados 

principais da Teoria da Renovação, com ênfase nas diversas for 

mulações e demonstrações dos teoremas centrais, os quais, ape­

zar de propostos sob hipõteses bastante gerais, podem respon -

der a problemas especlficos, ou, caso contririo, fornecer ele-· 

mentas para umq primeira anãlise. 

Em têrmos intuitivos e simples, pode-se dizer que a 

Teoria da Renovação, estuda sequências de variãveis aleatõrias 

não negativas, {Xk}, independentes e identicamente distribui -

das. 

O nome: Teoria da Renovação, originou-se da interpreta 

çao que se dâ a cada elemento da sequência, como sendo o tempo 

de espera para a ocorrência de um evento. 

Assim, por exemplo, êste evento poderia ser a substi -

tuição de uma peça de algum equipamento, o término do atendi­

mento de um indivlduo no guichi de um banco, o fim de uma con­

versa telefônica, etc. 



Podemos supôr que no instante inicial t = 0, é inata--

lado um determinado item (isto é, começa o atendimento no

gu'ichê9 do pr'ime'iro {nd'ivl'duo em uma "f'ila de espera" ; 'in'ic'i.g

-se a primeira chamada telefÕnjca. etc)
Este item, ê substituído por outro do mesmo tipo, na

época t = XI . que por sua vez é "renovado" atravêz dé outr'o
Item em t = XI + X2 , e assim por diante

Desta forma, intujtívamente, estamos olhando para as

variáveis aleatórias Xk , como o tempo de vida ou a duração do
k-êstmo Item Ins tal ado.

As somas parciais da sequência {Xk}, dadas por

Sn : .íEI X.i . definem um processo de t'enavação e representam

assim, a época em que ocorre a n-êsima substituição.
Do ponto de vista fot'mal, estamos estudando tão sòmen-

te, somas de var'iãveis aleatórias independentes, com uma dis
tr''ib u'i ção F

A forma desta função F, fisicamente, determina os pr'o-

blemas da teoria, sob o ponto de vista mateüitico.
Todo problema em Teor'ia da Renovação deve ser expresso

em termos de sequências de variáveis aleatõt"ias do tipo menclg

nado. E claro que, todos os resultados ger'ais da Teoria das Pt'o

babil Idades. que se refez'em a estas sequências, tem um signo

ficado especial na linguagem dos Processos de Renovação. In
versamente, quando: surgem pt'oblemas análogos, ligados ã outras

n

II. 

Podemos supôr que no instante inicial t = O, ê insta­

lado um determinado .item , (isto i, começa o atendimento no 

guichês do primeiro individuo em uma "fila de espera" ; inici! 

-se a primeira chamada telefônica, etc}. 

Este item, - s ubs ti tui do e por outro do mesmo tipo, na 

êpoca t x, - 11 renovado 11 atravêz d·e outro = , que por sua vez e 

item em t = x, + X2 , e assim por diante. 

Desta forma, intuitivamente, estamos olhando para as 

variãveis aleat~rias Xk • como o tempo de vida ou a duração do 

k-êsimo item instalado. 

s = n 

As somas parciais da sequência {Xk}, dadas por 
n 
I Xi , definem um process-0 de renovação e representam 

i = l 

assim, a ipoca em que ocorre a n-;sima substituição. 

Do ponto de vista formal, estambs estudando tio samen-. 

te, somas de variâveis a1eatõrias independentes, com uma dis­

tribuição F. 

A forma desta função F, bãsicamente, determina os pro­

blemas da teoria, sob o ponto de vista matemãtico. 

Todo problema em Teoria da Renov~ção deve ser expresso 

em têrmos de sequências de variãveis aleatõrias do tipo meneio 

nado. t claro que, todos·os resultados ·gerais da Teoria das ,ro 
habilidades, que se referem a estas sequências, tem um signi -

ficado especial na linguagem dos Processos de Renovação. In -

versamente, guandó 1_,s urgem prob 1 emas anãl ogos, li gados ã outras 
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ãt'eas de aplicação em Probabi l idades, os resultados fundameD

tais da Teoria da Renovação, são usados, devido ao seu ante

rês s e intrlns.i co.

De qualquer ângulo que se olhe a teor'ia, os estudam

visam, em última analise. o conhecimento da "população" de I-
tens, pela determinação do compor'talento da número de t'inova-
ções en função do tempo.

Nesta monogt'afia. atingimos êste objetivo, atravéz de
vir'ias fases. distríbuTdas em capítulos, como se segue:

Q capitulo 1, contém algumas definições e resultados
sôbre funções dtstv'ibuição, restritos ;s suas apl ícaçÕes no
r'es tan te do trabalha.

No capitulo 2. introduzimos os Pv'acessos .de Renovação,

virias definições e teoremas gerais, pat'a que, possamos apre-
sentar-, no capitulo 3, o Teor'.ema Fundamental da Renovação, nas

suas difei"en tes formal ações.
Finalmente, no capitulo 4. concluímos o trabalho com

um estudo histórico do desenvolvimento da teoria

III. 

ãreas de aplicação em Probabilidades, os resultados fundamen­

tais da Teoria da Renovação, são usados, devido ao seu inte -

risse intrinsico. 

,De qualquer ângulo que se olhe a teoria, os estudam 

visam, em 'última anâlise, o conhecimento da "população" dei­

tens, pela determinação do comportamento do numero de renova~ 

ções em função do tempo. 

Nesta monografia, atingimos êste objetivo, atravêz de 

vãrias fases, distribuidas em capítulos, como se segue: 

O capitulo 1, contem algumas definições e resultados 

s~bre funções distribuição, restritos is suas aplicações no 

restante do trabalho. 

No capitulo 2, introduzimos os Processos ~e Renovação, 

vãrias definiç6es e teoremas gerais, para que, possamos apre-. 

senta~. no capltulo 3, o Teo~ema Funda~ental da Renovação, nai 

suas diferentes formulações. 

Finalmente, no capitulo 4, concluimos o trabalho com, 

um estudo hist5rico do desenvolvimento da teoria. 
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CAPITULO l

DEFINIÇÕES E TEOREMAS BÁSICOS

SEÇAO l: ryNçaES .p.PIR! BulçAO

Como veremos, no capitulo 2, um processo de renovação, fica
completamente caracterizado por uma função distribuição F que

ê a distribuição de probabil idade das variáveis aleatórias que

compõem o pt'acesso.

Nêste sentido, necessitaremos conhecer algumas propriedades de
funções distribuição que it.emos recordar rlo que se segue

Faremos, no presente trabalho, uma restrição, considerando a-

penas, dista'ibu'ições concentradas em t.0, + u). As -extensões

dos resultados 'aqui discutidos, para a t'eta toda, estão indi-
cados no capa'tule 4, mas não serão estudados em detalhe, nes-
te tribal ho.

CAPITULO l 

·oEFINIÇOES E TEOREMAS BÃSICOS 

SEÇÃO 1: . FUNÇOES DISTRIBUIÇÃO 

,. 

Como veremos, no capftulo 2, um processo de renovaçi6, fica~ 

completamente caracterizado pof uma funçio distribuição F que 

ê a distr.ibuição de probabilidade das variaveis aleatõrias q1.1e 

compoem o processo. 

Niste sentido, necessitaremos conhecer algumas propriedades• 

funçaes distribuição que iremos recordar no que se segue. 

Faremos, no presente trabalho, uma restrição, considerando a­

penas, distribuições concentradas em lo, + 00 ). As ·extensões 

dos resulta dos •aqui discuti dos, para a reta toda, estio i ndi -

cados no capitulo 4, mas não serio estudados em detalhe, nes­

te trabalho. 
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Definjcão 1.1.1: Uma função F defjnjda em R é uma FUNÇÃO Dl$
T:R l BW ÇAP , se

i) F é não de crescer te

ii ) F ê con tlnua ã di rei ta
{íi) ljm F(x) : F(-H) : 0 e

X'+nao

lim F(x) : F(+m) $ HX+l'aa

Defínicão 1:1.2: F ê uma FUNÇÃO DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE

se F ê uma função distríbu'ição e F(+m) = l

Diremos que F é uma FUNÇÃO DISTRIBUI.ÇÃO DE PROSA

}LLIDADE DEFECjlJ.A se F(+n) < l

A toda vat'lavei' aleatória X. está associada uma ft/nção distri
buíção de probabil idades, dada por

(1) F(x) = P{X S X} , -n<X<+n

Se l = (a.b]. associamos ao enter.vala 1, atravêz da função F,
a medida de probabilidade P, dada por:

P{ a < X $ b } = F(b) - F(a) = PÍl} : Fll}
Sendo assim, quando usarmos a notação F{ }, o ar'gumento da fila

ção F será um intervalo (ou, mais geralmente um conjunto de Bo

r'el da neta) e. F, uma medida. Caso contrario, usando F( ), eâ
tarecos nos referendo ã função definida em (1)

As igualdadeisegüfntes,dão a relação entre a função F( ) e a

2. 

Definição 1 .1.1: Urna função F definida em Reuma FUNÇÃO OI~ 

TRIBUI,ÃO, se 

i } F - decrescente e nao 

i i ) F e continua ã direi ta 

i i i ) 1 i m F(x) = F(-00) = o e 
x+-oo 

lim F(x) = F ( +00) < 00 -x++oo 

Definição 1.1.2: F ê uma FUNÇÃO DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE 

se F e uma função ~istribuição e F(+00 ) = 1. 

Oi remos que F é uma FUNÇÃO DISTRIBUIÇÃO DE PROBA 

BILIDADE DEFECTIVA se F(+00 } < l 

A to d a v a ri ave 1.. a l e a t õ ri a X , e s t ã as s o e i a d a um a f U'n ç ão d i s t ri ... 

buição de probabilidades, dad~ por 

(1) F(x) = P{X ~ x} , -oo<x<+oo 

Se 1 = (a,b], associamos ao intervalo I, atraviz da função F, 

a medida de probabilidade P, dada por: 

P{a < X ~ b} = F(b) - F{a) = P{I} = F{I}. · 

Sendo assim, quando usarmos a notação F{ }, o argumento da fun 

ção F serã um intervalo (ou, mais geralmente um conjunto de Bo 

rel da reta) e, F, uma medida. Caso contririo, usando F( ), es 

taremos nos refertndo i função definida em (1). 

As i gua 1 d ades s~gointes, 'dã·o a relação entre a função F ( ) e a 
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função de cona untos F{ }

F( x) : F{ (-m, x] }

F{(a,bJ} = F(b) - F(a)

P$fjniçãQ 1.1.3: Dizemos que a distribuição F esta CONCENTRA-

DA no conjunto A, se Ac (complementar de A em rg
cação a R) tem probabilidade zero, isto é, se
F{Ac} = 0

Definição 1.1.4: Um ponto x é um ÁTOMO da distribuição F, se
Flx} $ Q

Definição 1.1.5: F ê dita uma DISTRIBUIÇÃO.ATDjiCA, se esta
concentrada no conjunto dos seus it(idos

H

9blgrvação: Da. definição, decorre que, para todo x, existem

os limites de F, ã esquerda e ã díl'efta de x.
Segue-se que uma função .dista'ibuição sÕ pede ter descontinui-
dades de primeira espécie. Se x ê um átomo de F, a função F( )
ê descontínua em x; isto implica que uma FU!!ÇAQ DISTRIBUICAO

CONTINUA não tem átomos.

Teorema 1:1:6 "0 número de átomos de uma função distribuição
ê , no maxi mo . enumeravel "

função de conjuntos F{ }: 

F ( x) = F { ( -oo, x] } 

F{(a,b]} = F(b) - F(a) 

3. 

Definição 1.1.3: Dizemos que a distribuição F estã CONCENTRA­

DA no conjunto A, se Ac (complementar de A em re 

lação a R) tem probabilidade zero, isto ê, se 

F{Ac} = O. 

Definição 1.1.4: Um ponto x ê um ÃTOMO da distribuição F, se 

F{x} > o· 

-;J 

Definição 1.1.5: F ê dita uma DISTRIBUIÇÃO ATÕMICA, se estã 

concentrada no conjunto dos seus ãtomos. 

Observação: D~ definição, decorre que, para todo x, existem 

os limites de F, i esquerda e i direita de x. 

Segue-se que uma funçio•-distribuiçio s6 pode ter descontinui­

dades de primeira·•spicie. Se x ê um ãtomo de F, a função F( ) 

e descontinua em x; isto implica que uma FUNÇÃO DISTRIBUIÇÃO 

CONTINUA não tem ãtomos. · 

Teorema 1.1.6 "O nfimero de ãtomos de uma função distribuição 

ê, no mãximo, enumerave1" 
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A demonstração dêste teorema pode ser encontrada nos textos
clássicos de Teoria das Probabilidades. (Por exemplo. Breiman

[4] , Chung [6] )

4

Definição 1.1.7: Um ponto x ê chamado PQ.81.0 DE CRESCIMENTO DE

F, se FÍi] > 0, para todo intervalo abei"to 1, que

contém x.

E interessante obter'var' que todo átomo de uma dista'íbuição F é
um ponto de cr'esclmento de F, mas, a recTpt"oca não é verdadei-
ra. De fato. ê possível demonstr'ar:

Teorema 1.1.8 "Se A ê o conjunto dos átomos de uma distribui-
ção atómica F.. então. Ã (ficha de A na tipologia
de R) ê Q conjunto dos pontas de crescimento da

CQnsider'e a função dista'ibuição. definida por
fO se x < 0

F'{ x) : {
Ll-e' x se x > 0

#
F"

F ê continua (portanto, não tem átomos) e, é fi-
cíl verificar que todos os pontos do semi-eixo
positivo dos x, são pontos de crescimento de F

0 exemplo seguinte ê o de uma djstribulção atÓmIca, cujo con-
junto de pontos de cv"escímento é um {ntev'vala da neta. Ele sqr
ve também pata ilustrar quão "mal comportada" pode ser uma fuQ

4. 

A demonstração dêste teorema pode ser encontrada nos textos 

clissicos de Teoria das Probabilidades. {Por exemplo, Breiman 

[4], Chung [6]). · 

Definição 1. 1.7: Um ponto x ê chamado PONTO DE CRESCIMENTO DE 

L_ se F{I} > O, para todo intervalo aberto I, que 

contem x. 

[ interessante observar que todo itomo de uma distribuição F ê 

um ponto de crescimento de F, mas, a reclproca não ê verdadei­

ra. De fato, ê possivel demonstrar: 

Teorema 1.1.8 "Se Ai o conjunto dos itomos de uma distribui­

ção atõmi ca F" então, Ã (fêcho de A na topologia 

de R) i o conjunto ~os pontos de crescimento da 

F". 

Exemplo 1.1.9 Cpnsidere a fu~çio distribuição, definida por ., 

{

o · se 

f{x) = . 
1-e-x se 

X < 0 

X ~ 0 

F i contfnua (portanto, nao tem itomos} e, i fi­

cil verificar que todos os pontos do semi-eixo 

positivo dos x, são pontos de crescimento de F. 

O exemplo seguinte e o de uma distribuição atômica, cujo con­

junto de pontos de cres~imento i um intervalo da reta. Ele ser 

ve tambim pa~a ilustrar quão "mal comp~rtada" pode ser uma fm 



©
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ção di s trio ui ção .

Exemplo 1.1.10 Consldet"emos o intev'vala(Q,l). e, nêste in--
tervalo, ordenemos os racionais, numa sequência

{lrl , r2'' ' ' '}, com deram.inador'es ct"escentes.
Definimos F, como a função que atr'ibue ao ponta

rk ' a prob abilidade 2'k

F ê atómica e todo número real em (0.1) ê um pq9

to de crescimento da F. Mais ainda, o conjunto

de todos os pontos de ct'escimento da F ê o in--
tervalo fechado [0,1]

Vamos agora. Introduzir' o conceito de dTlstribuição ar'itmética

que 'irã desempenhar um papel bastante Impor'tanto em nosso tr.!
b alho.

Diríamos até. que dentro da Teoria da Renovação, as distribui-
ções aritmêtlcas. têm um papel, de cet"ta forma, "desagradável",

no sentido de que, os resultados centrais da teoria, precisam

ser apresentados em separado, no caso de tais distribuições
Alguns exemplos e resultados elementares, que discutiremos a
seguir, têm o objetivo de esclarecer a razão pela qual a teo-
r'fa deve sel' especial, se F ê aritmética

+

Defln:i:ç$g 1:1111 Dizemos que uma distribuição F é 4jliTmETicA

(ou, segundo alguns autores, distribuídas "on a

lattlce") , se F est; concentrada no conjunto de

5. 

çao distribuição. 

Exemplo 1.1.10 Consideremos o intervalo (0,1), e, nêste in -

tervalo, ordenemos os racionais, numa sequência 

{r1 , r 2 ••.•• }, com denominadores crescentes. 

Definimos F, como a função que atribue ao ponto 

rk , a probabilidade 2-k . 

F ê atômica e todo numero real em (0,1) ê um pón 

to de crescimento da F. Mais ainda, o conjunt9 

de todos os pontos de crescimento da F ê o in­

terva 1 o fechado [o, 1] . 

Vamos agora, introduzir o conceito de distribuição aritmética 

que irã desempenhar um papel bastante importante em nosso tra 

balho. 

Diriamos atê, que dentro da Teoria da Renovação, as distribui­

ções aritméticas, têm um papel,· de certa forma, 11 desagradavel 11
, 

no sentido de que, os resultados centrais da teoria, precisam 

ser apresentados em sepà-rado, no caso de tais distribuições. 

Alguns exemplos e·resultados elementares, que discutiremos a 

seguir, timo objetivo de esclarecer a razão pela q~al ateo­

ria deve ser especial, se F i aritmitica. 

Definição 1.1.11 Dizemos que uma distribuição F ê ARITMtTICA 

(ou, segundo alguns autores, distribufd~s "on a 

lattice"}, se F esti concentrada no con)unto de 
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pontos deforma: 0,l.e,+ZO,... . OhajorQ
com essa propriedade ê chamado de GERADOR DE f

No presente tuba'lho, sempt'e que nos referirmos a F como sen-
do uma dista'ibulção aritmética, gerada. por 8, estaremos consi
det'ando F, concentt'ada no conjunto {0,g,28,3Q....}

6

E Importante ressaltar que. nem toda distrl!!tição atómica {
arltmêtica. De fato, os lemas e as conclusões que se seguem

completam a :ldêla da definição antes'ior

Lema 1. 1.12 "sejam a e b reais e F, uma distribuição atam'l-

ca concentt.ada no conjunto {a,b}.
Uma condição necessária e suficiente para que F
seja ,aritmética, € que exista um racional r
tal q ue a p r b "

]

+

P

demostr.açjdü

Se um dos valores a ou b fõr' nulo, nada hã a demonstram', pois,
a condição necessária ê trivial e, inversamente, se por exem-

plo. a = 0, basta tomar 8 = b e tei"eras uma distribuição arit
mítica

Sejam então a # 0 e b # 0

a) A condição: ê necessã ría
Como F ê aritmética, gerada por Q, concentrada em {a,b} ,
existem inteir'os não nulos. kl e kp tal que

Qkl e b = ek2 , 0 # 0.

6. 

pontos da forma: O,::_ 8, :t 2 9, ..... O maior 8 

com essa propriedade i chamado de GERADOR DE~­

No presente trabalho, sempre que nos referirmos a F como sen­

do uma distribuiçio aritmitica, gerada por 9, estaremos consi­

derando F, concentrada no conjunto {0,9,29,38, ... } . 

t importante ressaltar que, nem toda distribuição atômica -e 

aritmética. De fato, os lemas e as conclusões que se seguem , 

completam·a ideia da definição anterior. 

Lema 1. 1. 12 

demostr.a~iõo 

"sejam a e breais e F, uma distribuição at5mt-
. 

ca concentrada no conjunto {a,b}. 

Uma condição necessãria e suficiente para que F 

seja :aritmitica, i que exista um raciorial r, 

ta 1 que a = r b 11 

Se um dos valôres a ou b fôr nulo, nada hã a demonstrar, pois, 

a condição necessirta i trivial e, inversamente, se por exem­

plo, a= O, basta tomar 8 = b e teremos uma distribuição arit­

meti ca. 

Sejam então a; O e b; O. 

a) A condição;ij necessãria: 

Como F i aritmética, gerada por 8, ~oncentrada em {a,b} , 

existem inteiros não nulos. k1 
. a = 9k 1 e b = 8k2 

e 

t 

k2 tal que 

8 ; O • 
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k :

.+'
-;l- e escrevermos a = rb, r iBa

Assim, --Ê- = kl

Basta, poi"tanto, tonal'' r =

ci anal , como quer'lamas .

b ) A condição ê suflcl ente

De fato, suponha que existe um racional r,

Então. --Ê-- e un racional nãa nulo.

Sejaagora. r' =-'F9 ' kl e k2 inteiros
Segue-se que

tal q ue a B rb

+.-
+

Okl

b a

F ê aritmética, gerada por 9.

, donde

Qk2

E possível extender êsse lema para os seguintes resultados:
1: "Toda distribuição F concentrada em um numero

finito de racionais ê aritmética"

2: "Seja F concentrada em {xl ' x2 '

x.i rea't , para todo l

F ê aritmética, se e sõ se, para todo í ,i

x{ : x:l x.j ' x{ -'a c{ o«al "

Como consequência do lema 1.1.12, temos

Exemplo .llJ=13 "uma d'isto'ibu'ição F concentrada em {l ,vq'} não
é aritmética"

Assim, a 
T a = 

k1 
-y:-b 

2 

7. 

Basta, portanto, tomar r = 

cional, como queriamas. 

k1 ½ e escrevermos a= rb, r ra 

b) A condição ê suficiente: 

De fato, suponha que existe um racional r. tal que a= rb. 

Então,+ ê um racional não nulo. 

kl 
Seja agora, r = -r:--, k 1 e k2 inteiros. 

2 

Segue-se que 

k1 
a =---r;:-. b 

2 

b a 
8 =-ir:-= 

2 7<, 

F ê aritmêtica, gerada por 9. 

, donde 

t possível extender êsse lema para os seguintes resultados: 

1: "Toda ~i stri bui ção F concentrada em um número 

finito de racionais ê aritmética". 

2: "Seja F concentrada em {x1 , x2 , ...• ,xn}, com 

X; rea 1, para todo i. 

F ê ari tmêti ca, - todo i ,j se e so se, para 

Xi = X~ xj 
·j racional 11. 

1 
, X; 

Como consequência do lema l.1~12, temos: 

Exemplo 1.1.13 11 uma distribuição F concentrada em {1 ,12"} nao 
ê a ritme ti ca tt. 
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SEÇÃ0 2 ÇO8VOLUÇAO OE fyB.CAIS OI$1.RIBUIÇÃO

Definição 1.2.1 Definimos a CONVOLUCA0 de uma dista'ibuição F

com uma função h qualquer, como sendo a função
g dada por:

g(x) : l h (x-y)FÍdy}

Not:ação: g B F + h

Se, em pat'ticulat', h ê uma distribuição, a convolução g tam-

bém resulta numa função dista'lbuição.
E fã cil vev' q ue

Prooos:l:çqg ]:?!?: "A operação de convülução entre distribui-

ções goza das pr'opriedades comutativa e associa
tl va"

0 uso de convoluções entre dista'ibuições é frequente na Teoria
das PT'obabil Idades. 0 teorema (clisslco) que enunciámos a se-

guir di uma ideia da importância dêste conceito (veja [4], [6],
[16] ).

!SglSag:..!.=.ê.J: "Sejam XI, X2,... ,X. , n var$aveis aleatórias
independentes. cubas funções distribuição correm

ponden tes s ão FI . F2 , .. ,Fn

Nestas condições, a função distribuição da varia

vel aleatÕv'ía Sn = :n.X.i ê dada por (Fl+F2+---+Fn

8. 

SEÇÃO 2. CONVOLUÇÃO DE FUNÇOES DISTRIBUIÇÃO 

Defini~io 1.2.1 Definimos a CONVOLUÇÃO de uma distribuiçio F 

com uma função h qualquer, como sendo a função 

g dada por: 

g(x): 1::h(x-y)F{dy} . 

Notação: g = F * h 

Se, em particular, h e uma distribuição, a convolução g tam­

bém resulta numa função distribuição. 

t fãci 1 ver que: 

Proposição 1.2.2: "A operaçao de convolução entre distribui· 

ções goza das propriedades comutativa e associa 

1ri va 11
• 

O uso de convoluções entre distribuições ê frequente na Teoria 

das Probabilidades. O teorema (clãssico) que enunciamos a se• 

guir dã uma ideia,da importância dêste conceito (veja [4], [6], 

[16] ) . 

Teorema 1.2.3: "Sejam x1 , x2 , ... ,Xn , n variaveis aleatõrias 

independentes, cujas funções distribuição corre1 

pondentes são F1 , F2, ... ,Fn . 

Nestas condições, a função distribuição da varia 

vel aleatõria n 
~ x. 

i ~ l 1 



111.g.L)Clç.it: Se, além de serem independentes, as var'haveis ale!
toFiaS XI, X2,.. .,Xn forem {dênticamente distribuídas, com di.E
tribulção comum F, Sn : X] + X2 + ..+ Xn tem dístribu'ição dada
por (F+F+...+F} que denotaremos por Fn+

0 lema que se segue, relaciona os pontos de crescimento de dua

distribuições. com os pontos de crescimento da distribuição tB
sultante da convolução en.tre e.las. Outro resultado importante,

dlz respeito ao comportamento asslntÕtico do conjunto dos pon-

tos de crescimento das distribuições, que resultam das suces-
sivas convoluções de uma distribylção F, consigo mesma

Lema 1.2.4 "Sejam x.l e x2 , pontos de crescímerito das dis-
tribuições FI e F2 ' Então, xl + x2 é um ponto
de cresc'i mento de FI + Fa "

A demonstração'deste lema ê trív.lal e pode ser. encontrada em

Feller [16]

9

Lema 1 . 2 .5 "Seja F uma dista'ibuição não aritmética, conceB

tt'ad:a:'em [0.+n), mas, não na origem ('isto ê.

F(O) « l )

Chamemos de A, o conjunto dos pontos de crescl-
men to de F . F2+ . F3+ ,...

Então: A é assintotícamente denso no infinita ,
no sentido que..:para um dado c > 0 e x suficien-

temente grande, o intervalo (x,x + c) contêm pqD

9. 

Observação: Se, alim de serem independentes, as variaveis al~ 
to~ial x1 , x2 , ••• ,Xn forem idinticamente distribuldas, com dis 
tribuição comum F, Sn = x1 + x2 + .•• + Xn tem distribuição dada 
por (F*F* ... *F) que denotaremos por Fn*. 

O lema que se segue, relaciona os pontos de crescimento de duas 
distribuições, com os pontos de crescimento da distribuição t! 
sultante da convolução entre elas. Outro resultado importante, 
diz respe~to ao comportamento assintõtico do conjunto dos pon­
tos de crescimento das distribuições, que resultam das suces­
sivas convo1uções de uma distribµição F, consigo mesma. 

Lema 1.2.4 "Seja-- x1 e x2 , pontos de crescimerito das dis­

tribuições F; e F2 • Então, x1 + x2 ê um ponto 

de crescimento de F1 * F2 ". 
A demonstraçio~iste lema ê trivjal e pode se~ endontrada em 
Fel ler·· [16]. 

Lema 1.2.5 "Seja F u~a distribuição nio aritmêtica, conce! 

truta t~em [o ,+oo}, mas, nao na origem (is to 

F{O)<l). 

-e, 

Chamemos de A, o conjunto dos pontos de cresci -

menta de F, 2* 3* F , F , .••• 

-· . Entio: A e assintoticamente denso no infinito , 

no sentido que,;para um dado e> O ex suficien­

temente grande, o intervalo (x,x + e:) contêm p~ 



tos de A"

demonstração:

Sejam a e b, dois pontos emA, tais que 0<a<b e 8 = b-a

Consideremos o intervalo in : (an'bn] , consta"uTdo de modo que

se a < n 9, 1. contêm Q intervalo(an,a(n+l)), como subconjun-
to pi"ÕP rio.

Seja x um ponto ta'l que x y --!Ü-- : xo
Então, x esta em pelo menos um dos intervalos l1, l2....
Seja lk o in tervalo q ue con tém x.
Consideremos agora, os (k+l) pontos da fot'ma:

k a + j 0 . j = 0 ,1 ,. ..,k
Pelo lema 1.3.4, êsses pontos estão em A.

Mais ainda, êles particionam o intei"vala lk em subintervalos
de comprimento.e. Então, x esta em algum intet'vàlq do tipo
(ka + ]e, ka +(i+l)Q] e, a distancia de x a um ponto de A ê

menor que Q

Vamos agora, será:rar a demonstração do lema em duas partes ,
sob as hipóteses das duas ãnícas alternativas possíveis:

1: ou, pat"a todo c > Q , fixado, podemos esco-

lher a e b de tal forma que 8 = b-a < c ,

2: ou, existe um 6 > 0 tál que 0 3 6 . pat"a tg.
das as possíveis es calhas de 8

Temos. então:

Sob a hipótese 1, e < c. Assim, dado € > 0 e x > ---!Ü.-- , o il.

1 O. 

tos de A· 11 
• 

demonstração: 

Sejam a e b, dois pontos em A, tais que O<a<b e e= b-a. 

Consideremos o intervalo In = (an,bn] -, construido de modo que. 

se a< n 9, ln contim o {nterva1o (an,a(n+l)), como subconjun­

to prôpri o. 
ª2 Seja x um ponto tal que x )1 --V- = x

0 

Então, x ~sti em pelo menos um dos intervalos I1 , 12 ,... • 

Seja Ik o intervalo que contêm x. 

Consideremos agora, os ( k+ 1} pontos da forma: 

ka + j8, j = 0,1, •.. ,k . 

Pelo lema 1.3.4, istes p~ntos estio em A. 

Mais ainda, êles particionam o intervalo Ik em subintervalos 

de comprimento 8. Então, x estã em algum intervãl~ do tipo 
# 

(ka + 19, ka + {i+1)8] e, a distância de x a um ponto de A ê 

menor que 9. 

Vamos agora, separar a demonstraçic do lema em duas partes , 

sob as hipóteses das duàs Ünicas alternativas passiveis: 

Temos. então: 

1: ou, para todo e> O , fixado, podemos esco­

lher a e b de tal forma que 8 = b-a < e • 

2: ou, existe um a> O til que e> a , para to 

das as passiveis escolhas de 9. 

ª2 Sob a hipõte~e 1, 8 <e.Assim, dado e> O ex> --V-, o in 



tervalo (x,x + E:) contêm pontos de A, isto é, A ê assintotic3.
mente denso no Infinito. Na situação 2, tomemos a e b de modo

que Q < 2 6 . Os (k+l) pontos da foi"ma (ka } jO) constituem a

totalidade dos pontos de A que estão em lk' 0 ponto (k+l)a é
desta forma; donde, todos os pontos de A, dentro de lk, são
múltiplos de 8.

Seja agora. a. . um ponto qualquer, de crescimento, da dístr!

buição F. Para n suficientemente grande. o intervalo !n ' caB.

têm um ponto da forma je + an . Este ponto esta em A. Então,
ü. é um mGI tiplo de 8.

Concluímos assim, qu-e para n suf'icientemente grande, A contém

todos os pontos da forma n 0
Este ãltino resultado pode ser reestabelecido, na forma óbvia
e natur'al . do seguinte

Cot.Diário 1.2.6 "Sob a hipótese 2. da demonstr'ação do lema

anterior, F ê uma distribuição aritiietica, ger.ã

da por' Q

Exemplo 1.2.7 Como i lustração do lema 1.2.5, voltemos ao
exemplo 1.1.13. de uma {lunção distribuição F,
concentrada em {l.+fZ}. 0 con.junto dos pontos de

crescimento de F.F2+. F3+,.. . ê assintotícamen-

te denso no Infinito. Tomamos, em particular,
êste exemplo, para a Interessante obter'fiação de
que o lema 1.2.5 fornece, de certo modo, uma ng

11. 

tervalo (x,x + E) contêm pontos de A, isto ê, A e assintotic! 

mente densd no infinito. Na situação 2, tomemos a e b de modo 

11'4:t 8 < 2 6 • Os (k+1) pontos da forma (ka + j8} constituem a 

totalidade dos pontos de A que estio em lk. O ponto (k+l)a 

desta forma; donde, todos os pontos de A, dentro de Ik, 

múltiplos de e. 

-e 

são 

Seja agora, a
0 

, um ponto qualquer, de crescimento, da distri 

buição F.-Para n suficientemente grande, o intervalo I
0 

, con 

têm um ponto da forma j8 + a
0 

• Este ponto estã em A. Então, 

a
0 

ê um múltiplo de e. 
Concluimos assim, qu~ para n suficientemente grande, A contêm 

todos os pontos da forma n 8 • 

Este ultimo resultado pode ser reestabelecido, na forma Õbvia 

e natural, do yeguinte: 

Cotoli~io 1.2.6 "Sob a hip5tesé 2. da.demonstração do lema 

Exemplo 1.2.7 

anterior, F ê uma distribuição aritmetica, gera 

da por e .. 

tomo ilustração do lema 1;2.5, voltemos ao 

exemplo 1.1.13, de uma função distribuição F, 

concentrada e·m {1 ,12'}. O conjunto dos pontos de 
2* 3* - . 

crescimento de F,F , F , ... e assintoticamen-

te denso no infinito. Tomamos, em particular, 

iste exemplo, p~ra a interessante observação de 

que o lema 1.2.5 fornece, de certo modo, uma no 
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va demonstração de um resultado conhecido em Teo

ria dos Números Reais, a saber: "o conjunto cu-
jos elementos são da forma n + niQ' . com m e n
'in teí ros , ê denso n o in fERi to"

1 2

Pat'a finalizar esta seção. enunciámos um.teor.ema que caracte-
riza. sob cer'tas condições o campal"lamento de funções " cons-

truí'das" vla corvo'lução e que, ser; pt'ovado aqui , por ser bá-

sico e essencial. ã demonstração do Teorema Fundamental da Rg
novação. objeto do capitulo 3.

!eot'ema 1.2.8 "Sejam F, uma distribuição concentrada em (0.+®)

e f. uma função limitada, uniformemente continua,
que satisfazem:

!) f(x) S f(0) , -u<x«n

{{) f(x) : IÍ f(x-y) r'tdv}
G

En tão: f(x) = f(0) "

demonstr'ação:

Observemos primeit"agente que a convolução de f com F reproduz
a prõp ria função f, is to ê .

(f*F) f(x-y) Fedy} : f(x)

Então
(f+F) + F = f+F = f Pop indução, obtemos

12. 

va demonstração de um resultado conhecido em Teo 

ria dos NGmeros Reais, a saber: "o conjunto c~ 

jos elementos são da forma n + n/2" , com m e n 

inteiros, i denso no infinito". 

Para finalizar esta seçao, enunciamos um. teorema que caracte­
riza, sob certas condiçijes o comportamento de funções" cons-

, tru1'das 11 via convolução e que,· serã provado aqui, por ser bã­
sico e es·sencial. ã demonstração do Teorema Fundamental da R.!, 
novação, objeto do capítulo 3. 

Teorema 1.2~8 .. Sejam F, uma dis.tribuição concentrada em (O;t-00) 

e f, uma função 1 imitada, uniformemente continua, 

que satisfazem: 

i ) f (X) < f ( 0) , ;..e,< xt<Soo • 
+oo 

11) f ( x) • Jo f ( x-y) F { dy} 

Entio: f{x) 5 f(O) .. 

demonstração: 

Observemos primeiramente que a convolução de f com F reproduz 
a prõpria função f, isto ê,. 

Então: 

+oo 

(f*F)(x) = J · f(x-y) F{dy} = f(x) 
o 

{f*F) * F = f*F = f. Por indução, obtemos 



l f(x-y)Fk+tdy}, k : l ,Z

Para x = 0. temos, por hipótese, f(-y) S f(0) e, a igualdade

l f(-y)Fk+tdy}. sÕ se verifica, se

f(-y) = f(0), pelo menos, para todo ponto do conjunto, onde F
esta concentt.ada (s;aparte de F.), Isto ;, se êste ponto é um

ponto de cr'escimento de F, F2+ , F3+ ,..
Seja A, o conjunto dêstes pontos

Como f, por hipótese, ê uniformemente continua, dado & > 0 e-

xiste ó > 0 tal que para todo pat" xl,x2 com lxl-x21 < 6, te-
mos jf(xl)- f(x2)l < € .

Mas. como A ê assintõticamente denso no infinito (lema 1.2.5),

dado 6 > 0, eíl'ste yo tal que para y : yo ' Q intet'vala
(yo'yoi6) colttêm pontos de A.

0u sela. para y : yo ' existem pontos x de A em (y,y+6). isto

ê. pontos que estão a Unia distância de y que ê menor que 6.DqD
de

(1) jf(-y) - f(x)l < cZ2 ' Para x : 0 ,

It(-V) - t(0ll « c72 . ou.
f(-y) -F f(0} . quando y + n

Depois. como f é suposta limitada, tomamos M, tal que
(2) i f( x) l S M. pat'a todo x.

Por' outro lado, Fk+-+« , quando k+n , 'isto é, dados

$
a

0

1 3.

f(O)

+00 

f(x) = f f(x-y)Fk*{dy}, k = 1,2, ..••. 
o 

13. 

Para x = O, temos, por hipõtese, f(-y) ~ f(O) e, a igualdade: 
+co 

f(O) = J f(-y)Fk*{dy}, so se verifica, se 
o 

f(-y) E f{O), pelo menos, para todo ponto do conjunto, onde F 

estã concentrada (s'uporte. de F), isto e, se êste ponto· ê. um 
ponto de crescimento de F, F2* , F3* , ... 

Seja A, o conjunto dêstes pontos. 

Como f, por hipõtese, e uniformemente contínua, dado€.> O e­
xiste ô> O tal que para todo par x1 ,x2 com lx1-xi1 < ô, te­
mos lf(x1}-f(x2) 1 < E •. 

Mas, como A e assintõticamente denso no infinito (lema 1.2.5), 
dado ô > O, eii•ste y

0 
tal que para y ? y

0 
, o inte'rvalo 

(y
0

,y
0

+6) contêm pontos de A._ 

Ou seja, para y? y
0 

, existem pontos x de A em (y,y+ô), isto 
ê, pontos que estão a u~a distância de y que ê menor que ô.Don 
dé 

(1) lf(-y} - f(x)I < e,2 • Para x = O , 

lf(-y) - f(O)I < E/2 , ou, 

f{-y) + f(O) • quando y + 00 • 

. -Depois, como f e suposta limitada, tomamos M, tal que 
(2) lf{x)I ~ M, para todo x. 

Por outro lado, Fk* + 00 t -quando k + 00 , isto e, dados 



c > 0 e y > 0, existe ko tal que para toda k : ko '
V

( 3) l rk+Ídt} < c/4.M
0

F'inalmente, dado € > 0, escolhemos yn que veY'if'ique {l

Em cora'espondência a êsse yo e € , escolhemos ko que verá.
fiq ue ( 3) .

Sendo assim:

@

l f(x) - f(0) f(0) l Fk+tdy} +

+ao

+ l if(x-y)
yo

f(0)l Fk+Ídy} s

2 +

0 que obtivemos ê vãl ído par'a todo x e para c arbitr;rio.
Fazendo c + o , conclulioos que f(x) : f(0), o que completa

a demonstração .

: 1) fÍ l l l :

; :

e:> O e y > O, existe k
0 

tal que para todo k > k
0 

, 
y 

{3) f Fk*{dt} < e:~M 
o 

14. 

Finalmente, dado e:> O, escolhemos y
0 

que verifique (1). 

~m correspondência a êsse y
0 

e e: , escolhemos k
0 

que veri 
fique ( 3). 

Sendo assim: 

Yo 
lf(x) - f(O)I = J lf(x-y) - f(O)I Fk*{dy} + 

o 
+<K> 

+ f I f { x-y) - f ( O } 1 F k * { dy} < 

Yo 

~ 2 • M • e:/4M + e:/2 = e: 

O que obti\femos ê vâ1ido para todo x e para e: 'arbitrãrio. 

Faiendo e:+ o , conc1u1mo~ que f(xJ 5 f(O), o que completa 

a demonstração. 



SECAM 3. DE INTEGRABILIDADE DIRETÂ
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Como veremos no capitulo 3, o Teor'ema Fundamental da Renovação,

admite uma chamada "forma altar'nativa", que envolve funções z,
per'tendentes a uma classe de funções que se caracterizam, por
serem "integraveis diretamente"

A noção de integrabílidade dlreta foi introduzida por' Wiener ,
em seus tt''abalhas sôbre teoremas Taubev'lados. Essa noção não
foi usada poi'' Wíener, com êsse nome, que ê devido a Feller
(vej a [16] )

Sabemos. pelo conceito cl;ssico, ,que admitimos, na classe das
funções Integraveis, fique'las que oscilam no infinito.

A "nova" definição, .visa, basicamente, restringir esta classe,
el'im'mando dela, as funções que oscilam "deHâs$ãdâHCRteii no in
f{ nato . '

Pat.a tanto:

8'

Seja f : 0 uma função limitada que assume valo-

definida em [0,a] . Considet'erros {õ.lln:l:
uma ,partição da enter'vala [C.a] em subintervalos
de compra mento õ .

Sejam S e s, respectivamente, as somas superior
e inferior de Rlemann, para êste dado 6

Defínicão 1.3.1: A função f : Q ê DIRETAMENTE INTEGRAVEL SE-

GUNDO RIEMANN, sê S e s são finitas e tendem ao
mesmo l iml te , quando 6 -» 0

.'!-'

15. 
SEÇÃO 3. UMA INTRODUÇÃO AO CONCEITO DE INTEGRABILIOAOE DIRETA 

Como veremos no capftulo 3, o Teorema Fundamental di Renovaçio, 
admite uma chamada "forma alternativa", que envolve funções z, 
pertencentes a uma classe de funç~es que se caracterizam, por 
serem "integraveis diretamente". 

A noção de integrabilidade direta foi introduzida por Wiener, 
em seus trabalhos s5bre teoremas Tauberianos. Essa noçio nao 
foi usada ·por Wiener, com isse nome, que i devido a Fel ler. 
( veja (l 6] ) . 

Sabemos. pelo conceito clissico, ~ue admitimos, na classe das 
funções integraveis, aquelas que oscilam no infinito. 
A "nova" definiçio, visa. bisicamente, restringir esta classes 
eliminando dela, as funções que oscilam 11 demasiadamente 11 no in 
finito. 

Para tanto: 

Seja f ~ O uma função limitada que assume valo• 
res reais,_ definida em [o,a]. Consideremos {ô;}~~1i 

uma ,partiçãô do intervalo [o,a] em subintervalos 

de comprimento ô. 

Sejam Ses, respectivamente, as somas superior 
e inferior de Riemann, para êste dado ô. 

Definição 1.3.1: A função f > O é DIRETAMENTE INTEGRAVEL SE­
GUNDO RIEMANN, ses e s são finitas e tendem ao 
mesmo limite, quando ô+ O. 



1 6 .

Esta definição não faz .distinções entre intervalos finitos ou
í n fl ni tos .

Podemos , en tão, consider'ar
C0' .' .' ' aB

kel k e s : 6 k ll mk ' onde Mk e mk são

i"espectivamente o sup e o Inf da funç:a f, no intervalo

[(k-1 )6 , k6)
E fictl ver que:

Teor'ema 1.3.2: "A função f Z 0 ê diretamente integra\fel em

(0,+n), se f6r integravel segundo R'iemann, em

todo 'intet'vala f'in'l'to [0,a] e, se S < n , para

algum â. Além disso. se, pat'a algum 6, S ê fmi
ta. então, isso ocort'e para todo 6"

E. exatamentê. a última aflt'mação dêste teorema que gat'ante o
comportamento da função f, sem "grandes" oscilações no infini
to.

+

#'.

.:.:.:.'l -.. :'l '.; '

A definição e o resultado que se seguem, são clássicos em An.Í
pise Real e colocados aqui , tão sòmente pat"a fao titat' refe -
r.ências posterlot"es. (veja por exemplo, ]:zz])

.21.Í!.BlSão 1.3.3: D'iremos que uma sequência {fnln?l de funções
ê t(IUiCQUTT$iUA, se, para cada e > 0, existe 6>0,

tal que ixl-x2l< 6 $" jfnlxl)-fn(x2)l< e , pat"a
todo n.

16. 

Esta definiçio nao faz distinções entre intervalos finitos ou 

infinitos. 

Podemos, entio, considerar 

to 00 

S = ô t M,. e s = ô ~~=l mk , onde Mk e mk são 
k;l "'. i<.

4 

respectivamente o sup e o inf da funçio f, no intervalo 

[(k-l}ô , kô). 

E fic11 ver que: 

Teorema 1.3.2: 11 A função f ? O ê diretamente integravel em 

(0,+00 ), se fSr int•gravel segundo Riemann, em 

todo intervalo finfto [O,a] e, se S < 00 , para 

algum~. Alim disso, se, para algum a, si fini­

ta. entio, is~o ocorre p~ra todo ô" .. 

!, exatamentê, a iltima aftrmaç~o diste teorema que garante o 
~ 

comportament'b da função f, sem ugrandes 11 oscilações no infini-

to. 

A definiçio e o resultado -que se seguem, sao clissicos em Ani 

1ise Real e coloc~dos aqui, tão sõmente para facilitar refe -

rências posteriores. (veja por exemplo, (22]). 

Definiçio 1.3.3: Dizemos que uma sequincia {fn}n~l de funções 

i EQUICONTJNUA, se, para ~ada E> O, existe &>O, 

tal que lx1-x2 1< d~ 1fn(x1)-fn(x2 )1< E, para 

todo n. 



Teores!:::l.B.4 (Ascoli) "Seja {fnln>1 , uma sequência equjcon-

tX'nua de funções que verificam jfnl S 1 , pav'a

Lado n. Então, ex'êste uma subsequência {f. }, que

convem'ge uniformemente, em cada intervalo fmi--
to, pat'a uma função limite f, cantTnua"

1 7

k

©

1 7. 

Teorema 1.3.4 (Ascoli) "Seja {fn}n>l , uma sequência equicon­

tfnua de funções que verificam lfnl ~ 1 , para 

todo n. Então, existe uma subsequência {f n }, que 
k 

converge uniformemente, em cada intervalo fini-

to, para uma funçio limite f, contlnua". 
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CAPTTUL0 2

eBQÇ EJws.nE. KENOV4ÇÃO

SEÇXO 'l: ÇgWS.iP.E.11.4ÇgFS GE Réis

.ggl!!D.!.Êão 2.1.1: Uma sequência de variáveis aleatórias {Snln>1,

define um PROCCS90 DE RENOVAÇÃO, se S. puder' ser
es crl ta na forma ,

Sn ' XI + X2 +... .+ Xn ' onde

as vat'haveis aleatórias X. são mutuamente inde-
pendentes, com dlstt"íbulção comum F, concentra-
da em (0, + «:), {s.to ê, F(0) : 0.

De acÕi"do com a Intet'predação mencionada na Intr'adução dêste

trabalha, se olharmos pal"a üs val"haveis aleatêÕrias Xk como "o
tempo de v'ida de a'lgum item", .podemos d'izer que Sn ê a var'la-
vei aleatória que repr'esenta a época en que ocorre a n-êsima t'S.

novação ou substi tuíção..
Para evitar trtvta:l Idades. vamos definir Sa = 0

Se. além das condições da definição 2. t.l , SO = Xo é uma var{3.
vei aleatória Independente das X.i , mas. não necessãrjamente di.!

tribulda pela F (comum ãs Xi), dizemos que a sequência

{S0,SI,S2,....} define um PROCESSO GERAL DE RENOVAÇÃO

A variável XO pode set' interpretada como se conhecessemas a $.!
tuação inicial do processo. em algum ponto no gemi-eixo posit.!

.#

€!:

18. 

CAPITULO 2 

PROCESSOS DE RENOVAÇÃO 

SEÇÃO 1: C0NSIDERAÇOES GERAIS 

Definiçio 2.1.1: Uma sequincia de variaveis a1eat6rias {Sn}n?l' 

define um PROCESSO DE RENOVAÇÃO, se Sn puder· ser 

escrita na forma. 

Sn = X l + X2 + •••• + Xn , onde 

as variaveis aleatBrias Xk sio matuamente inde­

pendentes,~com distribuiçio comum F, concentra­

da •m (O, t ~), is~o i, t{O) = O. 

De acirdo com a tnterpretaçio mencionada na introdução diste 

trabalho, se olharmos para as variaveis aleat;rtas Xk como 11 0 

tempo de vida de algum item", ~odemos dizer que Sn ia varia­

vel a1eatõr1a que representa a êpoca em que ocorre a n-êsima r!. 

novaçio ou substituiçio._ 

Para evitar trivialidades, vamos definir s0 : O. 

Se, alêm das condições da definição 2.1.1, s0 = X
0 

ê uma varia 

vel aleatória independente das x1 , mas· não necessãriamente dis 

tribuida pela F (comum - X.) , dizemos que a sequência as , 
{s0 ,s1,s2, •••• } define um PROCESSO GERAL DE RENOVAÇÃO. 

A variavel x0 pode ser interpretada como se conhecessemos a si 

tuação inicial do processo, em algum ponto no semi-eixo positi 
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vo das x, d.e acôrdo com alguma dlstribbuição. É o processa que
Fel ler, chama de "processo de i"enovação com retardamento"

Como as vat'iavels aleatórias xk' são supostas não negativas,
usando Integração pot' partes. podemos ver que:

Teorema ?.: 1 .2: "Para todo a > Q

l xa Ftdx} = a

no sentido que. se um lado converge Q mesmo a
contece com o outro"

Então. par'a a a 't , óbteiRos:

qe:':- ' ',1:';

[l-F(x)] dx ,

E{Xk} ' pe] x Fedx} : Í [] - F(x)] dx
+: ::: 11);: : .: {11'

Se a 'in,tegral d+ verge, ca'focamos p B n e 'interpr'atamos P'l

( 1 )

Consldéremos agot'a, para cada x. real e positivo, o intet'vala
[0,x] e a variável üleaeÕrÍa:

{2) Nx a número de épocas de renovação S. , que são

menor'es que x.

Em outras palavras:

de vozes que ãs somas parciais S.
assumem valores no intet'vala [0,x]

Mos tr'erros . aue :

19. 

vo dos x. de ac6rdo com alguma distribuição. E o processo que 
Fe11er, chama de "processo de renovaçao com retardamento• 

Como as variaveis aleatõrias·~k' são supostas nao negativas, 
usando· integração por partes, podemos ver que: 

Teorema 2.1.2: "Para todo a> O 
+co co 

J
0 

xª F{dx} = a J
0 

xa-l [1-F(x)]dx , 

no sentido quei se um lado converge o mesmo a-
' . 

contece com o outro" . 

Então. para a = 1 , óDtemos: 

+co 

(1) E{Xk} = µ•J x F{dx} 
• o 

Se a t ttte9ra 1 di·verge, co 1 o e amos µ 

+co 

= J [1 - F ( X ) ] d X • 

o 
= 00 e 1 nterpretamos µ -l E O. 

Constd,remos agora, para cada x, real e positivo, o intervalo 
(o,x] e a variavel aleatória: 

{2) Nx = número de épocas de renovação Sn , que são 
_ menores que x. 

Em outras palavras: 

Nx = nimero de vizes que 1s somas parciais Sn 

assumem valôres no intervalo [O,x]. 
Mostremos, que: 
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20.

"N* , para cada valor de x. é uma variave'l
aleatória bem definida, isto ê, N. é finita com

p rob abíl idade l "

demonstração:

Privemos. primeiramente, que para todo x real e positivo,

(3) E Fn+(x) < «

P roposj ção 2.1 .

Existem dois casos a serem considerados:

.gl}.g: F ê concentrada em [0, +q

Fn*(x) : P [(XI + X2 +....+ X.) S x]

Cama as variáveis aleatõrjas xk são independentes e idenB
camen te dista'Eb ul'das ,

P [(XI S x) n (X2 S x) n .

{(XI + X2 +....+ Xn) S xJclil(Xlsx) n(x2SX)n... n(x. S xl}

En.tão:

Fn+(X) S Fn(x). para todo n
Segue-se assíh, q ue

n,0 (*) : T:f-(q- ' se F(x) ": l

Por outt'o lado, como F ê' concentrada em [0,+u) , F(x) <]

pat'a todo x neste i.éter'vala, o que completa a demonst
çao

#
n (X. $ x)] : Fn (x)

n
<

20. 

Proeosiçio 2.1.3: "N~, para cada valor de x, i uma variavel 

aleatória bem definida, isto e, Nx e finita com 

probabilidade 1". 

demonstração: 

Provemos, primeiramente, que para todo x real e positivo, 

(3) 

Existem dois casos a serem considerados: 

19 caso: F ê concentrada em [o,+«>}. 

Fn*(x) = F[(Xl + x2 + ••.• + Xj,) ~ x] 

Como as variavefs aleat5rias Xk sao independentes e iden~ 
camente distribuidas , 

P[(X 1 ~ x) fl (X2 ~ x) n .... n (Xn < x)] = F"(x) . 

mas, " 

Então: 

F"*(x) ~ F"(x). para- todo n . 

Segue-se assi~. que 

1 
1 _ F ( x ) , s e :F ( x } < 1 . 

Por outro lado, como F i concentra~a em [O,+(IO), F(x) <1 

para todo x neste intervalo, o que completa a demonstra -

çao. 
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al.
2Ç caso: F ê concentrada em intervalos finitos

Nesta situação, como a distribuição F não ê concentr'ada na
or''icem, existe yn > 0 . tal que

1 - F(y.> » O.

Par'a cada x fixado. podemos deter'minar um inteit"o r , que

ve.ríflque

r yO S x
Usando o fato:

{(Xl>yo)n(X2>y0)n... n(Xr>yo)}c{(XI + X2 +-..+ Xr) : r y0}

segue-se que:

0 <'Ct-F(yO)]r S P{(Xl+....+Xr) : ry0} 5 P{(Xl+...+Xr) : x}

Então

Fr (x) : P{(XI + X2 + ...+ X.) < x} < l

Ass.im, para cada x. existe r tal que

F'*(x} « :

Tomemos agora, a série }l Fkr+(x)
k*Q

Usando o mesmo at"aumento da demonstração do IQ caso, essa

sêde converge , pois Fr (x) < l

Pelo mesmo motivo, sãa convergentes, as (r-l} séries do
tiPO

i F(kr+ll'(x)
k:O

r-l

2:1. 

2Q caso: F ê concentrada em intervalos finitos. 

Nesta situação, como a distribuição F não ê concentrada na 

origem, existe y
0 

> O • tal que 

Para cada x fixado, podemos determinar um inteiro r , que 

ve.ri fique 
e 

r Yo > x • 

Usando o fato: 

{(Xl >yo)t'l(X2>Yo)O ••• n(Xr>Yo)}é:{(X1 + X2 + ••• + Xr) ?! r Yo} 

segue-se que: 

Então 

Ass~m. para cada x, existe r tal que 

00 

Tomemos agora, a sirte I Fkr*(x) . 
k:=0 

Usando o mesmo argumento da demonstração do lQ caso, essa 
- r* serie converge, pois F (x) < 1 • 

Pelo mesmo motivo, sao convergentes, as (r-1) series do 

tipo 

para i = 1 , 2 , ..• , r- r . 



Por outro lado.

T F"*(x) - E Fk"*(x) + }l F(kr'l)*(x) +n=r k=0 k=0

.t SI F(kr'p2)'(x)+...+ E Ft(k+llr-lJ'(*) .k:O k:O

pois, qualquer elemento Fn+(x), com n:r . da série, no pl=
melro membro de:ssa igualdade, pode ser escr'ito na forma

F(kr+s)+ , par.a algum s, 0 S s $ r-l
ae .'.' .''. '''.''.'

Ass'im. j Fn+(x) convem''ge, par'a todo x, coma havíamos afia'
nado.

Voltando agora a proposição, observemos que Fn+ ê a d.ístr'ibui

ção da variável a'leatÕT'ta Sn (veja o Teor.ema 1.2.3)
Def'ln'Inda os eventos An n {ã < Sn S b} ,' temos

P(An) : Pea <Sr} S b} : Fn+(b) - Fn+(a)

nl0P(An) - nEOPÍa<Sn S b}.' nE[Fn'(b) - Fn'(a)]
<XI'..'''.''.'. .-'.':.'..'.'.' .' '. .' ..-.-' .-' «l

Como. pay'a todo x. } Fn+(x) convem'ge, segue-se que }l P(An)<"

Pelo Ilha de Borel-Cantelli ,(c.f [6]),

Pll Im suP An} ' P{An ocorr'er Ittfinítas vêzes} = 0
Este resu'atada demonstra a p.roposlção, pois, com pt'obabilidade

1. Sn c (a,b]. no mãilmo pat''a um número f'mito de Índices n.
Então P{N. f'in'íta} B l

22. 

Por outro lado. 

I F ( k r+ 2 } * ( x ) + ••• + I F [ ( k + 1 ) r- 1] * ( x) 
k=O k=O 

+ t 

pois, qualquer elemênto F"*(x), com n~r , da série, no pri 

meiro membro de,ssa igualdade, pode ser escrito na forma 

F(kr+s)* , para algum s, o·~ s ~ r-1 . 
00 * Assim, I F" {x) converge, para todo x, como havTamos afir 

n=O 
mado. 

Voltando agora a proposição, ob.servemos que Fn* ê a distribui 

ção da variavel aleatória Sn (veja o Teorema 1.2.3). 

Definindo os eventos A
0 

-, · {à < sn ~ b} ·; temos: 

P(An) = P{! < sn ~ b} = F"*(b) - F"*(a)· 

00 * * 
b}. = I [F" ( b) - F" (a)] 

n=O 
00 co 

Como, para todo x, I F"*(x) converge, segue-se que I P(An)<co. 
n=O n=O · · 

. ...-""' 

Pelo lima: de Borel-Cante111, (c.f [6]), 

P{lim sup An} = P{An ocorrer infinitas vêzes} = O 

Este resultado demonstra a proposiçio, pois, com probabilidade 

1. Sn e: {a,b], no miximo para um numero finito de indices n. 

Então P{Nx finita}= 1 . 
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Com esta proposição, tem sentido agora, a seguinte

Defínicão 2.1.4: Chamamos FU:NÇKO DE RENQVAÇAO i função que aâ.
s oci a ao in te rvalo DO ,x] , o valor

(4) U(x) : E{N *}

Um dos objetlvas da Teoria da Renovação, é exatamente, o estu-
do do comportamento ass'lntõtico de U(x}. quando x -- H
A função U(x) ê também chamada B!.ÊIP4:...PÇ.:llÇ.$Qy4.Ç4P. por'que ela
pode set' cona'ldet"ada como uma #ed'lda concentrada em ÜÜ,+n], cg.

locanda, para qualquer intervalo l=(a.b]

Ut!} : U(b) - U(a>

©

llo caso d'iscretas como verentos no capa'tule 3, a med'ida U ê coB.
centrada nos in melros:

Un ê a probab'll Idade que para algum k, tenhamos Sn = k. isto ê,
que ocas'i"a uma t"gravação no n-êsimo ensaio.

Em seguida, podemos obter"' de maneio'a explTc'ita a distribuição

de probab'í'cidade para a var''lavei aleatõr'ia N)t

Para tanta ê ma'is s'lmp'lesa usam" a conexão entre N. H numero de

renovações em. [ü+x] e a var'iave] a]eatõp'ía Sn B época em que
corre a n-ês'lma renovação

Das definições

g

6

t

.#-

R TR:rl l VPF-atlP

Sk > x

2 3. 

Com esta proposiçio, tem sentido agora, a seguinte: 

pefin1çio 2~1.4: Chamamos FUNÇÃO OE RENOVAÇÃO i funçio que as 

socia ao intervalo [O,x] , o valor 

Um dos objetivos da Jeoria da Renovaçio, i exatamente, o estu­

do do comportamento assintõti co· de U(x), quando x + co • 

A funçio U(x) ê tambim chamada MEDIDA DE· RENOVAÇÃO. porque ela 

pode ser considerada como uma ~edi da concentrada em [D ,+00 J, co 

locando, para qu~lquer intervalo I = (a,b] 

U{I} = U(b1 - U(a) 

No caso discreto, como v•remos no capftulo 3, 

centrada nos inteiros: 

a medida U ê con -

Un ê a probabilidade que para algum k, tenhamos Sn -= k, isto e, 

que ocorra uma renovação no n-êsimo ensaio. 

Em seguida, podemos obter de maneiia explicita a distribuiçio 

de probabilidad• para a vartavel aleat6ria Nx. 
; ' 

Para tanto ê mais. simples. usar a conexio entre N = nijmero de 
X . 

renovaçoes em_(o.x] e a variavel aleatõria Sn = época em que~ 

corre a n~istma renovaçio. 

Das definições de Nx e Sn , e fâcil ver·que: 

"x < k .... sk >.X. 
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Portanto:

P{Nx < k} : P{Sk > x} Fk*( x)

Então

(5) P{N x ' k} : Fk*(x) - F(k+l)+(x)

Desta forma. a distribuição de probabi cidade de Nx ' pode ser
obtida explicitamente. para toda k
Em par'titular'. a equ:ação (5) ê mais convincente, para os cale.g

los numéricos das probabi'cidades, com va16i"es pequenos de k

E fãc'il. agopas obter', a função d'isto"'ibu'ição pat'a a med'lda U.
Senão, vejamos:

U(x) ' E{N*} : EO n P{N* : n}

(n+l } } - P{N * < nlJ

fEi; i.

@

' 'à!. « L-';.*. , *' - -';«' » *;J
n r' l

n=o l P{Sn+l .5 xl} - 1 + P{Sn $ xlJ

Subtendemas que u(x) = o, para x<o e que u tem um átomo de pê.
se unitário na ar'icem. Como. pav'a todo x, FO (x) = 0, podemos

reescr'evel' o resultado anterior, na forma

[' : E Fn'( x)
n =1

®.

: E «
n=0

Fn (x) - F(n+l )+(x}

(6) ' . U(x)

24. 

Portanto: 

Então 

(5) 

Desta forma. a distribuição de probabilidade de Nx , pode ser 

obtida explicitamente, para todo k. 

Em particular, a equação {5) i mais conviniente, para os cilc! 

los num~ri~os d~s probabilidades, com va16res pequenos de k. 

E ficil, agora, obter, a funçio distribuição para a medida U. 

Senão 11 vejam-os: 
00 

= I 
n=O 

n P {N = n} = 
, X 

00 

n [P{N x n}] = í < (n+l)} .. P{N < = 
n=O 

X 

• 
00 

n [Ptsn+ 1 x}] = ··r > x} - P{S . > =· 
n=O n 

= I n [F n * ( x ) - F ( n + 1 ) * ( x >] = I . F n * ( x ) 
n=O n=3 

Subtendemos que U(x) = o, para x<O e que u tem um ãtomo de pê 

so unitãrio na origem. Como, para todo x, FO*(x) = O, podemos 

reescrever o resultado anterior, na forma 
00 

(6) U(x) = }: F"*(x) • 
n=O 



Da demonstração da proposição 2.1.3, em(3) , poderás estabele--
cer o seguinte

25

Lema Z.!.:.b. "U(x) ' E Fn'(x) é finita, pat"a todo x"

Concluindo, vale a pena obter'var, que embora U seja uma medida

com as características que mencionamos, do ponto de vista pt'o-

babillstico#. U(x) ê b n8met'o esperado de épocas de renovação ,
no InteFva[o [0,x] (a or'icem ê inc]uTda como uma época de rena
vação}.

R

Vamos fina:llz&t' esta .seção, com exemplos onde obtemos as dis

tríbulções papa Nx e. coniequent.emente,. as Funções de Renova

çio U(x), assücÍad+s a estas variáveis.

Sn : iEIXi , onde as variáveis aleatórias
X{ são Independentes e identicamente dista"ibui-
das. Consideremos, para todo í, XI uma vat'lavei
com dista'i.bulção exponencial a um parâmetro 0>Q,

isto: é, com densidade dada por

f(t) : 8e'Qt , t > 0

R

o , t s o

A vav'lavei aleatória Sn i .iEIXi tem distribuição
gama com parâmetros Q e n, ou seja, sua densida-
de é da forma

R

25. 

Da demonstração da proposição 2.1.3, em (3), podemos estabele­

cer o seguinte: 

Lema 2.1.5: "U(x) = j F"*(x) i finita, para todo x" . 
n=O 

Concluindo, vale a pena observar, que embora U seja uma medida 

com as caracteristi cas que mencionamos, do ponto de vista pro­

babi listtco,. U(x) i b n&mero ~sperado de ipocas de renovaçio , 

no tri'térvâlo (o,x] (a origem ê incluída como uma êpoca de reno 

vação). 

Vamos finalizar esta seção., com exemplos ondt obtemos as dis -

tributçõies ,ara· Nx e. coniequentemen_te,. as funções de Renova -

çio U{ x), assoei adas a estas vari.avei s. 
n . 

Ex•ae1o 2.l.6: • Seja Sn = .I x1 • onde as var·iaveis aleatõrtas 
1 =1 

Xt sio independentes e identicamente distribuí-

das. Consideremos, para todo i, x1 uma variavel 

com distr(butçio exponencial a um parimetro 8>0, 

isto i, com densidade dada por: 

, t > o 

o t t < o 
n 

A variavel aleatória Sn ~· l x1 tem distribuição 
i =1 

gama com parâmetros 9 e n, ou seja, sua densida-

de ida forma 
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g (t )
n0 t >=

Tomemos alar'a a var'lavei aleatória Nx ' associada e êste pr'oce!

se de t'ertovaçãa.

Como vimos, Nx ê o nãmer'o de vozes que as somas par'cials Sn as-
sumem valores no {ntepvalo [Q.x].
Calculemos a sua dista''ibuição d-e probabilidade

$'

Nx < 'k - Sk > x

Então, pat'a todo x > 0 e toda k inteiro. não negativo, temos

( 7 ) P{Nx < k} ' P{Sk > x} r(k )

Para k B 1 . obtemos:

P{Nx<1} :'P{Nx :o} :J Qe'Qtdt ; e-êx

Para fado k : 1 , usando novamente a t'esultado (7), temas

P{Nx : k} : P{Nx < 'k+l} - P{Nx < k} : P{Sk+l > x}

X

P{Sk > x}

: Jl" 'ehP « }*" é':# .*J r(k)
X

(8)

Se desenvolvermos a prlatelt'a destas integrais, por pat'tes. te

26. 

g(t) t t > o 

o t t < o 

Tomemos agora a variavel a1eatõria Nx , associada e êste proces 

so de renovação. 

Como vimos, Nx i o nGmero de vizes que as somas parciais Sn as­

sumem va1ôres no intervalo [O,x]. 
' Calculemos a sua distribuiçio d~ probabilidade: 

Nx < k ===== Sk > x 

Então, para todo x > O e todo k inteiro, não negativo, temos: 

Para k • 1 , obtemos: 
+01) ' 

P{Nx < 1} :/P{Nx = O} = J 8e-etdt = e-ex 

X 

Para todo k ~ 1 , usando novamente o resultado (7), temos: 

(8) 

- P{Sk > x} 

eJk+l e·9t tk dt _ 
r(k+l) 

' +cio 

I 
X 

8k -8t k-1 
e t dt • 

r(k) 

Se desenvolvermos a primeira destas integrais, por partes, te-

remos: 
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ftm k+l e-et tk .. 8
}x ilki''ÍÍ '' ' ÍTi;i'D'

(Ot)k e-Qt dt :

B li-i;%0' {-(Qt)k e-8t + k 8k-l l e-8t tk-l dt} :

'':h''" 1" . {1" '';J' «

Levando esse resultado ã (8), obtemos

X

$

P{Nx B k} B e '"Í9x
r(k+l)

Como. k+l ê um nãmet'a Inteiro, r(k+l) : k:
Finalmente,

Ü.

P{Nx B k}

a variável aleatória Nx tem uma distribuição de Poisson, com

parãnêtro (Qx).

E slnpl.es. neste caso. determinar a função de renovação, asse
c'i ada ; variável Nx ' po"ts.

Ulx) a E{N .} ': 0x
::i8:!ii

Ê:g92.!o 2 1.7: Sela, agora, Sn B {E:X.i , onde as var'lave'is

aleatórias X.f são independentes e têm distrfbu'l
ção de Polsson com parâmetr'o Q > 0, isto ê,

P[X.l a j] : e'8 81 . para todo { e pat'a
J - O ,1 .2 , . . . .

+ao 
9k+1 e-8t k +00 

f' t dt 9 f {8t)k -9t dt = = e - r (k+l) r(k+l) 
X X 

+ao 
9 k e-8t + k ek-1 f -8t tk-l dt} = kr(k) {-(Qt) e = 

X 

_8k+1., tk -9t +oo +co 
gk -et k-1 e 

+ J e t = 
kr(k) 

X X 
r(k) 

levando esse resultado i (8), obtemos, 

Como, k+l i um n&mer~ inteiro, r(k+l) = k! 

Fina latente, 

j; 

dt • 

27. 

a vtrfay,1 aleatiria Nx tem uma dtstrib~içio de Poisson, com 
parâmetro (8x). . 

E simples, neste caso, determinar a funçio de renovação, asso--r-

ciada ã variivtl Nx , po1"'s, 

U(x) • E{Nx} ~ 9x 

Exemplo 2.1.7: 
n 

Seja, agora, Sn = f~l x1 , onde as vari avei s 

a1eat6rias x1 sio independentes e tim dfstrfbut­

çio de Pqisson com parimetro 9 > O, isto i, 

[ ] 
-9 -9J 

P Xi = j = e TI, para t~do i e para 
j = 0,1,2, ...• 
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En tão,

P{N x : k } : P {Nx < k'pl } - P{N x < k } :

: P{Sk+l > x} ' P{Sk > x}

= 1 - P{Sk+.l 5 x} ' 1 + P{Sk S x} =

n

P{Sk $ x} - P{Sk+l S x}

Observemos, agora. que a variável aleatória Sn : :ll,X.i tem tag
bêm uma distribuição de Polsson, nêste caso, com par'âmetr.o (Qlt)

Denotemos. como ã usual, por [x] , o maior inteiro contido e.m x.
Temos, assim:

[*]
-gk ,8(k+l)e(9) P{Nx = k} B

+

Usando, o fato que

p-l
E

' .";-";-'.' -lqif r- e'tdt , pudemos escr'ever o

r'esultado (g), na fot"ma:

- '"* - *, : ( áã,'
-:i

'8(k+l )

0u seja,

P{Nx = k} B P{Qk S Y S Q(k+l)} , onde Y é uma var'lavei alem

tõrla .com dlstt'ibulção gama, de parâmetros l e [x+]]
B

a
W

28. 

Então, 

P{Nx = k} = P{N < k+l} - P{N < k} = X X 

= P{Sk+l > x} - P{Sk > x} = 

= 1 - P{Sk+l ~ x} - 1 + P{Sk < - x} = 

n Observemos, agora, ~ue a va_riavel aleat5ria sn = f X tem ta~ 
i ~1 i 

bem uma distribuição de Poisson, nêste caso, com parâmetro (9n). 
Denotemos, como ê usual, por [x] • o maior inteiro contido em x. 
Temos, assim:· 

(9) 

Usando, o fato que 

+oo 

f _.,...l...,_ .tr-l e-tdt , podemos escrever o r(r) a 
result~do (9), na forma: 

Ou seja, 
. ' 

P{N = k} = P{9k ~ Y ~ 8(1<+1)} • onde Y e uma variavel al!f' . . X 
'.tõria ,eom distribuição gama, de parâmetros 1 e [x+l] 
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$eçA0 2 : EQUACÜg:$; ;DÇ BfI.BgY8ÇAO

Para estudar assíntõtlcamente, a medida U(x), e por'tanto, o co11

parlamento, no Infln:lto, do nÜmev''o mêd'lo de renovações veremos,

nesta seção, a Equação de Renovação e o compor'talento assíntõti
co düs suas soluções

Posteriormente. serã*estabelecfda a conexão entre estes dois fa
:-: I'4:,

Podemos optei'' uma equação integral para U(x), condicionando es-
sa função ã ê.Foca da primelt'a renovação em um processo. PT'oce-

dendo desta forma. obtemos

U(x) ' l E{N* l X.i : v} Fldv'}

Mas. se a prímelr'a t'enovação ocorre na época y, (y 5 x), a pa!
tfr dêste ponto o.processo recomeça, e, portanto. o número e!
pelado de renovações no intervalo [0.x] é dado por l mais Q nü
mero espet'ado de renovações atê a época x-y. a partir do in:feio

de um processo equivalente, Isto é,
f 1 + U(x-y), se y $ x

E{Nx l XI : y} i {
t- 0 se y > x

Q

Assim.

u(x) : J [] + u(x-y)] r]dv} : F(x) + l uex-y) rí®}

29. 

SEÇÃO 2: EQUAÇOES DE RENOVAÇÃO 

Para estudar assintõticamente, a medida U(x), e portanto, o CO,!! 

portamento, no infinito, do nijmero midio de renovaç5es veremos, 
. nesta seçio. a Equaçio de Renovação e o comportamento assint5ti 

co das suas soluções. 

Posteriormente, seri'estabeleci~a a conexio entre istes doi~ ~· 
tos. 

Podemos obter uma equação integral para U(x), condicionando es­
sa funçio i ipoca da primeira renovação em um processo. Proce­
dendo desta forma, obtemos: 

+• 
U ( x ) = f E { N x j X l = y } F { dy} 

o 
,/; 

Mas, se a primeira renovaçao ocorre na ipoca y, (y ~ x), a par .. 
tir diste ionto o processo recomeça, e, portanto, o nijmero es 
perado de renovações no intervalo [O~x] e dado por l mais o nQ 
mero esperado de renovaçies até a época x-y, a partir do inf cio 
de um processo equtvalente, isto i, 

{

1 + U(x-y), se y < x 
E{Nx I x1 = y} • . 

. O se .Y > x 

Assim, 

X . X 
U ( x) = f [~ + U ( x-y)] F { dy} = F.( x) + J U ( x-y) _ F { dy} 

o o 



Essa equação e conhecida como uma equação de renovação, e pode

multas vozes ser resolvida para U(x)

Uma generalização da equação de renovação ê a seguinte

z(x) = zex) + l Z(x-y) Ftdy}, x > 0

onde z e F são conhecidas e Z ê uma função a ser deter'minada co
mo solução da equação.

De Maneira for'mül, pode

g

X

0

estabelecer©8$ seguinteã

.211111.ÊÍo 2.2.1: Tomando o intervalo de integração fechado,

e, as funções z e Z tais que z(x) : 2(x) : o, P!
r& x < 0. deflnfnos. a 11gl4ç4g..P11.PINO.VAGÃO de um

pt'oees$oB atrüvês da relação

Ztx) ' z(x) +

&'

R

:.i:i'.-'.:. X

Z(x-y)( 1 )-. .

Se observarmos 8 fornta de Z(x), poderemos escreve-la como uma e
quação de coÀvolução: ..;

(2) Z B 'i + (F + Z) ,

bastando substttu'lt. em (}) , os extremos de 'Integração por - n e

Fldy} x > Q

A seguir. vejamos um resultado bistco e essenc'ial para que se
estabeleça a ligação ente'e U(x) e a solução da equação (1), a
que nos referimos no inl'cio desta seção.

30. 
Essa equaçao i conhecida como uma equaçao de renovaçao, e pode, 
muitas vêzes·ser resolvida para U(x). 
Uma generalizaçio da equaçio de renovaçao ia s~guinte: 

X 

Z {X) = Z (X) + f Z ( X• y) F { dy} , X > 0 
o 

onde z e F sio conhecidas e Z i uma função a ser determinada~ • 
mo solução da équaçio. 

De m.anei ra formal, podemos es tabe 1 ecer à seguinte: 

To11tando o i nte·rva lo de integração fechado, 
e, as f·unçõês z e Z tais que z(x) = Z(x) = o, ·f)a - -
tta x<O, defihimos,a EQUAÇÃO DE.RENO.VAÇÃO de um 

processo, ãt:ravis da re 1 ação 
, X 

Z(x) • t(~l + J Z(.x•y) F{dy}, x > o 
o· 

Se observarmos a for,ma de Z ( x). poderemos es creve·-1 a como uma e -
(2 ) Z • , z + ( F * Z ) , 

bastando substituir em PJ, os extremos de integração por - CIO e 
+ CIO • 

A seguir, vejamos um resultado bisico e essencial para que se 
estabeleça a ligação entre U(x) e a solução da equaçao (1), a 
que nos referimos no inicio desta seção. 
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PPooosi+ao 2.2.2: "Se.ja z, uma função limitada e z(x)
para x < 0. A função Z defi ni da por'

Z(x) : l z(x-y)UÍdy} , x > 0

é uma solução da equação de renovação(1). Além

disso, esta ê a única solução que se anula em

(-®,0) e ê l Imitada em intervalos finitos"

Com a mesma observação feita em (2). podemos escrever a sol;ução
Z na forma

X

G

( 3)

(4) Z : U + z

demonstração:

Vamos provei", In'lcialmente. que a função

ê limitada em Intet.valas finitos.

Com.êste objetivo, mostremos antes, que

1 [1 - F( x-y)] U. {]óv} : l

+

X

Z(x): z( x-y )Ut® } x>0 ,

( 5 ) F(n+l)+(x) . onde

(6 ) u.(;;) ' *! Fk*(x)
De fato:

X

[l - F(x-y)] Fk+]dy}
Q

X

f'
0

F(x;y) Fk+Ídy}

. Fk+(x) - F(k+l)+(x} . DaT

31. 

Proposição 2.2.2: "Seja z, uma função limitada e z(x) =O~ 

para x <O. A função Z defini da por 
X 

( 3 } Z ( X ) = J Z { X - y ) U { dy} , X > 0 
o 

e uma solução da equação de renovação (1). Alem 

disso, esta ê a Ünica solução que se anula em 

(-=,OJ e ê limitada em intervalos finitos" 
Com a mesma observação feita em· (2). podemos escrever a solução 

Z na forma 

(4) Z = U * z • 

demonstração: 
X 

Vamos provar, inicialmente, que a funçã·o Z(x)=f z(x-y)U{dy}, x>O, 
. o 

ê limitada em intervalos finitos . 
• 

Com.ist, objetivo, mostremos antes, que~ 

X 

(5.) J '[1 - F(x-y)]un·{dy} = 1 - F(n+l)*(x), onde 

o ' 

De fato: 
X X X 

'f [1 
o 

F(x•y)] Fk*{dy} ~ f Fk*{dy} .'." f': f'(xW:y)· Fk*{dy} = 
o o 
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lEl-r(x-V]]un {dy} , lEl-F(x-y)] .;. rk*ídv}

32

kl0 1) [ - F(x-y)] rk*ÍdvJ}U

klo k'(x) - F(k+l)'(x) } ,

, F0+(x) - F(n+ll+(x) B 1 - F(n+l)+(x), como havíamos prp.

pasto em (5)

Em sega'tda.'escolhemos do'is nümer'os pos'ítivos a e B que veria
quem'

(7) 1 - F(a) > B

Levando em considet'ação o resultado (5) e o fato que sempre

demos tomar a. de modo que Q < Q < x, temos

x-a 0

: 1 - F(n+l
Por outr'o l ado . x , no {nterval o

1 - F(a) 5 1 - F(x-y). Segue-se que

A.

X-Q

Agora, como 1 - F(a) > B . temos:
x x

x-a x-a

[l - F(X-y)]UnÍdy} < 1 [l - F(x-y)]Untdy} :

BUntldy} < 1 [l - F(a)]UnÍdy}

Pg.

Então:

F(a)] Unldy} < 1.

$

X 

J [1-F(x-y)]U
0 

{dy} 

o 
n X 

• l { J [1 - F ( x -y ) ] F k * { dy } } • 
k=O o 

32. 

= Fº*cx) - F(n+l)*(~) = 1 - F(n+l)*(x), como haviamos 'pr9. 

posto em (5). 

Em seguida,1'cll'@Scolhemos dois números positivos ex e a que verifi 

quem· 

(7) l - F(a) :/ B 

Levando em consideraçio o resultado (5) e o fato que sempre P! 

demos tomar«, de modo que O< ex< x, temos 
x .. 

f (1 - F ( ,ç .. y ) ] U n { dy } 
X"."<l 

= 1 - F(n+l)*(x} < 1 

Por outro lado. x-y; 'S ex , no intervalo (x - a, x). Então: 

1 - F(a) ~ 1 - F(x-y). Segue-se que 

( [1 • F (,. ) ] U n { dy } < 1 • 
x-a 

Agora, como t - F(cx) > e , temos: 

( $Un{êly} 
x-a x-cx 
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Mas,

U.{dy} ' B[U.(x) - Un(x-a)] Donde,

B [U.(x) - U.(x-a)] < l

Fazendo n + n . vem:

B[U(x) - Uex-a)] < 1 . isto i.

BU{L} < 1 . ande L ê um Intervalo qualquer de comprimento

Conclu:fenos, então, que para todo Intervalo J de compt'ímento mg

nor ou igual i a, temos:

U{J} S B-l

Tomemos agora, qm 'intervalo arbltPãrio 1, de comprimento 0 .

o tntervülQ l nade ser escrito como a união de na mãxtmo (l+ -g)

Intervalos de comprimento a

Da;i ,

(8) UÍl} : U(x) - U(x-Q) S 9iÍIBa : ke

Com estes resultados. fica claro, que U é uniformemente limit.g
da na classe de todos os intervalos de um dado comprimento.

Anexando a êste fato. a hipótese inicial que a futtção z ê lilni

toda, concluímos que Z(x) B l z(x-y)tJtdy} e 'lím'atada em 'lntel
;..

X

val os fmi tos..

Mas, 
X 

af U
0
{dy} = a[U

0
(x) - Un(x-a)] • Donde, 

x-a 

Fazendo n •~,vem: 

e(u(x) - . il(x:O«')J < 1 , . isto i, 

33. 

SU{LY < l , onde Li um interialo qualquer de comprimento 

Conclutmos, enti&, que para todo 1ntervalo J de comprimento m!t 

nqr ou igttal i a, temos: 

Tomemos agora, l(ffl i·ntervalo arbitrãrio I, de comprimento e . 
O intervalQ I pode ser escrito como a união de no mãximo (1+ l..) 

a 
intervalos de comprimento a. 

Dai, 

(8) e + a U{t} = U(x) - U(x-8) ~ a a =kg. 

Com istes resultados, fica claro, que Ui uniformemente limita 

da na classe de todos os intervalos de um dado comprimento. 

Anexando a iste fato, 

tada, concluímos que 

valos finitos•. 

a hipÕtese inicial que a função zê limi 
X 

Z(xf = f z(x-y}O{dy} i 1imitada em inter 
o· 
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emos, agoi"a que esta função é uma solução.da equação de rlg

navaçao.

Conslder'emos. para tanta, a sequência {Un} de medidas, definida
pot"

Mosto

+

U.(x) : kEoFk*(x)

Eio col"respandêncta, tomemos a sequência de funções {Zn} defini-
das por'

Zn : Ün * z

Obter'vemos pt'ímelr'amante, que Zn = Un

Zn+l. B t + (F + Zn) 9 po'ls:

z , satisfaz

Un+l + Z n Z + ÍIF +(Ult + z]] = z +(F + U.} +z

MúS, F Un e F + {F0+ +....+ Fn+) B

(F + F0+) +....+ (F + Fn+).

. F'l+ + F2+ +....+ F(n+l)+

Õ

=

' Un+l - 'l ..:En tão

Un+l ' z - z +(Un+l - 1) + z : 2 +(Un.tl * z) - z : Un+l 'z

Açor'a. como pt'ovamoP na primeira parte desta demonstração, U ê
limitada em Interna'los fInItos e, pot' hlpatese, z ê l Imitada.
Então U + z ê l Imitada. Por outt"o lado, a sequência {Z.} ê mono

tona, crescente e l imitada. Podemos finamente. usar o .teorema

da convem'gêncta monotõnlca par'a concluir quê Z. .+z = u + z

34. 

Mostremos, agora que esta função ê uma solução da equação de re . 
novaçao. 

Consideremos. para tanto, a sequência {Un} de medidas, definida 
por 

Em correspondência, tomemos a sequência de funções {Zn} defini­
das por 

zn = on * z 

Observemos primei rarnente. que. Zn = Un * z , satisfaz 

Zn+ l • z, + ( F * ;n) • pois: 

Un+ l * z • z + (F * ( Un * z}] = 

Mas • F * Un • F * ( FO* + •••• + Fn * ). • 
' 

• ( F * FO * ) + • • ••. + ( F * F" * ) . = 

= 

.. " 
un+l * z = z + {Un+t • 1) * z = z + (Un+l * z) - z = un+l * z. 

-

Agora. como prova.llfot- na primeira parte desta demonstração, U ê 
limitada em intervalos finitos e, por hip6tese, z ilimitada . 

. ., 
Então U * z e limitada. Por outro lado, a sequência {Zn} ê monõ 

tona, crescente e 11 mi ta da. Pod·emos fina 1 mente, usar o teorema 

da convergênct a monotôni ca para concl ufr quê Zn + Z = U * z . 
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:$b

esta mosto'ar agora, a unicidade desta solução.

Para tanto, .sejam ZI # Z2 , duas soluções da equação de renov.!
ção (1 ) , 1ími todas em (0 ,x}

Como ZI : z + (F * ZI) e ,

Z2 ' z + (F + Z2), vem que

ZI - Z2 ' F ' (ZI

Sela Z ' ZI - z2

A função Z é também uma solução que vet'ifica

F + Z

lím{ tada em (o,x)

Z(x) = / Z(x-y) FktÍdy}. para x >0

No entanto, qual'ao k + n , Fk+(x) + 0 . e, como Z ê limitada am

(0.x) $Õ pôde ocorrer que Z(x} : 0, para todo x>0, isto é

ZI = Z2 ' Absut'do, pois supuzemos ZI / Z2

R

X

9

Z2 )

1 . 2 ,

Enunclaremos e demonstrar.erros. a seguir', um teorema, qual.:.:carac-

teriza, sob certas condições., o comportamento das soluções das
equações de r'enovação. Este v'esultado ê destacado, aqui, por
ser essencial ã demonstração do Teorema Fundamental da Renova--

çio ( capa'tule 3)

i..:.l#'

+
©

R
B

W

35. 
Resta mostrar agora, a Unicidade desta soluçio. 
Para tanto, . sejam Z 1 ; z2 , duas s o 1 uções da equação de renov! 
ção {1), limitadas em (O,x). 

Como z1 = z + {F * z1) e , 

, z2 = z + {F * z2), vem que 

z1 - z2 = F * (Z 1 - Z2 ) 

Seja Z = z1 - z2 • 

A função Zê também uma solução que verifica 

.;.__z=F*Z 

Z e fimitada em {O,x) 
X . 

Z(x) = f Z(x-y) Fk*{dy}, para x'>O e k = 1,2, .... 
o 

• k* . -No entanto, quando k + 00 , F (x) .• .: O • e, como Z e limitada em 
(O,x) $Ô<pode ocorrer que Z{x) .1::·o, para· todo x>O, isto e, 
z1 E z2_. Absurdo~ pois supuzemos z1 ; z2 • 

Enunciaremos e demenstraremos, a seguir, um teorema, qui(carac­
teri za, sob ce~tat condtç5es. o comportamento das soluções das 
equaçies de renovaçio. Este resultado e destacado, aqui, por 
ser essencial i demonstração d..9 Teorema Fundamental da Renova­
çi·o ( capitulo 3). 
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36.

"Seja z uma função continua que se anula fe-
ra de (0 ,h) . En tão:
a) A correspondente solução Z da equação de re-

novação ê unifor'demente continua

b) Para toda a, Z(x+a) - Z(x) +0, quando x + m".

Teorema Z.Z:.3:

demonstração:

a} Como z. por hipótese. ê- uma função definida e continua

em [0.h], z ê unifot"Rebente contínua. isto ê. dado e' > 0 , e-
xis te 6 > 0 tal que

ã

lz(x+õ) - z (x) 1 < 'c'
Tomemos a cora'espondente solução Z da equação

l z(x+6-y) üedy}
n

de renovação , e ,

lz(x+ó) - z(x) z(x-y)UÍdyJI S

h

$ 1 Í z(x+6-y) UÍdy}
'o ' '

,h '+
l l {z(x+õ-y) l- ;z(x-y)} ljldy} $

0 .
h

i l lz (x+6-y}
G

h

l z('x-y) UÍdVJI ,
0

b .;
z(x-yll UÍdy} $

h

S e' l üÍdy}
0

Como U ê uniformemente limitada em intervalos de um dado com-=

36. 

Teorema 2.2.3: "Sejí z uma funçio continua que se anula f6-

ra de (O~h). Então: 

a) A correspondente solução Z da equaçio de re­

novação é uniformemente contínua. 

b) Para todo a, Z(x+a) - Z(x} -+O, quando x-+ oon. 

demo.,s:traçio: 
ffe 

a) Como z, por hi põtese. ê- uma função defini da e continua 

em [O,h]. ·z ê uniformemente continua, isto ê, dado e: 1 > O , e­

xiste 6 > O tal que 

1 Z (X+&) - Z (X} 1 < ·e: 1
. 

Tomemos a corresponde·nte sol uçio Z da equação de renovação,· e, 

Como 

X~6 X 

(Z(x+ô) .. Z(x)I = J z(x+6-y) U{dy} - J z(x-y)U{dy}I ~ 
o o 

~ 

h h 

~ ··t f z(x+6-y) O{dy} .. f ~(-,x-y) U{dy} 1 = 
o ' " . o 

= 

( .. 

< -
u 

h 

fo 

h ,. f {z(x+&-y) '... -~(x-y}} U{dy} < 

o 

1 z ( x+ô-y) - z(x-y) 1 U{dy} < -
h 

e i 
fo 

O{dy} • 

... 
uniformemente 1 imitada i nterva 1 os e em de um dado com...! 
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prlmento [l'tem (8) da proposição 2.2.2] , temos
h

! uldy} S ch .
e

Então. l Z(x+6) - Z(x)l S e '.Ch

Tomando c' B %: ' conclui'mos que Z é un'lformemente continua ,"h

pois, mosto'amos que gado e > 0. .existe 6 > 0 tal que pat'a todo

xl. x2 ' xl + 6

IZ(xl) - 2(x2)l < € .

b} Pat'a .d$hoüstrar a segunda parte do teorema pr'oposto,

vamos pr:oval. pi"lmeit'&mente. que ela se vet'ificõ pat"a funções

z. cona'inu&ltentê d#fêi'éncl avê'ls.
0 objetivo. naturalmente, é depo'tsí apraxlmar qualquer função
poP unü dêsse tl'Po.

Sela eneiü, z uü8 função conta'nuü, que se anula fera de (0,h),
com der'lvada continua z' .

As cov'respottdente$ equüçêes de renovação para z e z' são pes ü

pectlvamente Z e Z!; dadas pot':

Z(x) a z(x) + l Z(x-y) Ftdy}

X

0

'il.':-::.;;':

H

H H

X

IÍ Z(x-y) rtdr} :Z' ( X) B Z ' ( X)

X

: z' (x) + l Z' (x-y) Ftdy}
'0

primento [Ttem {8) da proposição 2.2.2], temos 
h 

f U{dy} ~ Ch 
o 

Então. 1 Z ( x+6) • Z ( x,) 1 ~ e • • eh • 

37. 

Tomando e 1 = 6/ic , concluímos que z é uniformemente continua , 
. h 

pois, mostramos que ~ado e > O, ,existe & > o tal que para todo 

x1 , ia. • i 1 + a 

ã) P•rt.;,fl1mens,tràr a sesu•da·.parte do teorema proposto, -

vamos pr'ôvijf, prilfteirltlffntê, que e 1 a se verifica para funçõe·s 
. ' ' .:.~~ ,' 

z, con,ti nuaatetfti · -rénei ave1$.· 

O ooj,ti vo, flaturalrnetrte, e depoif s • aproxi m~r qualquer função 

por u11a dissé tt'\fo. 

Seja ,!ltiô~ % ••• fc.ntção c:ontff\ua. que se anula fÕra de . ( o .h}, 
. . 

com deri Vldtt contfttua z • • 

As cerr·~sp-oftdéntes equaç9es de renovaçao para z e z • são res - . 
_:,•:;;.~~ 

peetivan,ente Z ê Z.!, dadas por: 
X 

Z{x) = t(X) + Í Z(x-y) F{dy} 
o , 

X 

Z'(x) = z'(x} + --fx- f Z(x-y) F{dy} = 
o 

X. . 

= z'(x) + J Z'(x-y) F{dy} ~ 
o 
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A função z' satisfaz a .htpõtese deste teorema.

Pot'tanto. a parte a), iã demonstrada, se verifica para z' , is-
to é, ã cat''t'espondente solução Z' da equação de renovação é :
uni fo rmemente continua

Além disso. essa solução ê l tntttada em intervalos finitos (ve-
.ja a proposição 2.2.2) .

Tonenas. então a : l Im sup Z'(x)

Existe una sequência {Qn} t&l que

Z' (e.') ''' a .

Definimos as funções

fn(x) :.Z'(en + x), e, tomamos a sequência {f.}n>1 de tais
funções

observemos agot'a. que, d# cantin@idade uniforme de. Z' , dado c>0,
existe 6 > a. tal que pai"ü todo x,y que verifique
l x-yl < 6 . IZ'(Í) - Z'(V)l< c
As s l m :

jfn(x} - fn(yll : IZ'(On + x) - Z'(8n + y)l< €

A desigualdade acima se verifica para todo n poli 6 é indepen-

dente de n, donde ,a sequência {fnJn>1 ê equicontlnua (veja a
de fí nação 1 . 3. 3)

Assim, usando o teorema de escol i(teorema 1.3.4), existe uma

s ubsequêncla {fn. } tal q ue

fn. + f, quando

f ê uma função cantlrtua e l imitada,

$gl

n + e

38. 
A funçio z' satisfaz a .h1p5tese deste teorema. 

Portanto. a parte a), jã demonstrada, se verifica para z 1
, is­

to ê, a correspondente solução Z' da equação de renovação e 
uniformeménte contlnua. 

Alem disso, essa solução ilimitada em intervalos finitos (ve­
ja a propostçio 2.2.2) . 

Tomemos, então a= 11m sup Z'(x). 
" 

Existe U:llta sequência· {en} tal q·ue 

z • <fn') + (l • 

Definimos as funções 

fn(x) =~Z•(9n + x), e, tomamos a sequência.{fn}n::l de tais 
f~nções. 

Observemos agora, que, dt contintíti dade ·uni forme de Z •, dado e>Ot 

existe 6 > O, tal qué para todo x,y que verjfique 

lx-yl < 6, rz•ci) - Z1 (y)f <e. 

Ass.i m: 

1 fn ( x) .. f n (y) 1 = 1 Z • ( 9 n + x) ... Z 1 
( 9 n + y) 1 < e 

A desfguardade acima se .verifica para todo n pois & é indepen-,. 
dente de n, donde ,a sequência {fn}n~l ê equicontinua (vêJa a 
definição 1.3.3). 

Assim, usando o teorema de Asco11 (teorema 1.3.4), existe uma 
subsequência {fn} tal que 

k 

fn + f, quando n + m e 
k 

f ê uma função contfnua e limitada, 
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i s to é ,

f. k ( * ) Z'(8.k+ x) ' f(x)

Mas ,

f. k( *)
(e +X =

RR k k f.. (x-y) FÍdy}k

z ' (e n k+ x) '' 0 ' d on de

l f(x-y) rÍdy}
0

(a) f(x)

(b) Como f ê limitada e continua, f ê uniformemente

tTnua

Po r out ro ] ado ,

f(x) : l(.:m fnk(x) : *lim
Z ' <Q. + xn

e
k

'0
f( x-y ) F{ dy}f( x) x-y) Fldy} S

0

5 a. Ftdy}

P a ra x : 0 , temos

f f(-y) Ftdy}
'0

f(O) l.'= í.k o) i ü" z'(e..) s «

Então

f(x) S ]jn' sup Z'(enk) : lim suP fnk(0) : f(0}

39. 

-is to e, 

f (x) = Z'(B + x) + f(x) . 
nk nk 

Mas, 

Quando 9 + 00 

nk 
t z 1 (8 + x) + o 

º1< 
, donde 

00 

(a) f(x) = J f { x-y) F { dy} 

o 

(b) Como fé limitada e continua, f e uniformemente con­

tinua. 

Por outro 1 ado, 

Para 

Então 

f(x) = 1im f
0 

(x) = lim Z'(9n + x) , e , 
x+oo k X-+oo k 

00 00 

f(x) = f f(x-y) F{dy} 
o 

= f 1 i m Z ' ( e n + x-y) F { dy} < 
O x+oo k 

X = o, temos: 
00 

f(O) = f f (-y) 
o 

F{ dy} = 

00 

< a. f F{dy} = a 
o 

1 i m fn {O) = 1 i m 
x+oo ·k X-+-00 

Z'{8
0

) 

k 

f(x) < lill' sup Z'(B
0 

) = lim sup fn (O) = f(O) 
k k 

< (l 



a fun

( c) P o otan to , f( x) S f(0 )

Cam os resultados(a),(b) e(c), estão verificadas, para
ção f, as hipóteses do Leal"ema 1.2.8 . Aplicando-o, vem:

f( x) = f(0) , para t odo x
Temos então. que a : f(0) = f(x) par'a todo x

Agora, f(0) : 1im fnk(0) : 1ím Z'(e.k) :

11 m s up Z' (0. ) : a . Don de ,

f(x) : a , para todo x
Seja, finalmente, um numero a qualquer'

k

z (e z (o (8 dx.+
k

a a

( x)dxf=
R Ukk 0

f(x)dx = a i dx = ax

0 r'esultado obtido: Z(Qn. + a) - Z(0..) -' a a, vale para todo a.k ''k

Além disso, Z é limitada. Então, isto sõ ocorre se a = 0. Pelo
teorema do valor médio, lim sup [Z(x+a) - Z(x)] : 0
De mare íra análoga, podemos mostrar que lim infEZ(x+a)-Z(xll= 0
e concluir' que Z(x+a) - Z(x) -, 0, quando x '- m , se a função z
ê continuamente di ferencjave]
Seja agora z, uma função continua que se anula fará de (0,h) e
Z a sua correspondente solução da equação de r'enovação

Podemos aproximar z por uma função z..\ ' continuamente diferem -
clavel, que se anula fera de (0,h) com a solução correspondente

a

0

Z a

40. 

(e) Portanto, f(x) ~ f(O) 

Com os resultados (a), {b) e (c), estão verificadas, para a fun. 

çao f, as hipóteses do teorema 1.2.8 . Aplicando-o, vem: 

f(x) = f(O) , para todo x . 

Temos então. que a~ f(O) = f(x) para todo x. 

Agora, f (O). = li m f (O) = 1 i m z ' ( e ) = 
nk nk 

= lim sup Z'(9n } =a. Donde, 
k 

f(x) =a, para todo x . 

Seja, finalmente, um numero a qualquer 
a 

Z(9 +a)-Z(9n)=J Z'(9 +x)dx = 
nk k O nk 

a 

= J fn (x)dx 
O k 

a X 

O resultado obtido: Z(9n + a) - Z(9n ) + a a, vale para todo a. 
k k 

Alêm disso, Zé limitada. Então, isto sõ ocorre se a= O. Pelo 

teorema do valor mêdio, lim sup [Z{x+a) - Z(x)] = O . 

De maneira anãloga, podemos mostrar que 1im inf[Z(x+a)-Z(x)J= O 

e concluir que Z(x+a) - Z(x) + O, quando x + 00 , se a função z 

é continuamente diferenciavel. 

Seja agora z, uma função continua que se anula fõra de (O,h) e 

Z a sua correspondente solução da equação de renovação. 

Podemos aproximar z por uma função z
0 

, continuamente diferen -

ciavel, que se anula fÕra de (O,h) com a solução correspondente, 

zo . 
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lz(x) - Z.(x)l : il [z(x-y)UÍdy} - z.(x-y)UtdylJI
0

X

S l lz(x-y) - z.(x-y) l UÍdy}
G

Le vando em con ta q ue

lz ' zo 1 < c: . pa r

(0 , x) c (0 ,h )

U ê un iformemente }jmitada em intervalos de um

primento [(8> da proposição 2.2.2], vem:
h

IZ(xl - z.(x)l S € / UÍdy} S c: CÂn

dado q ualq ue ra €

<

dado com

Finalmen te

IZ(x+a) - Z(x)l : IZ(x+a) - Z.(x+a) + Z.(x+a) - Z(

+ Z. ( x) - Z . ( x> l$

$ 1Zjx+a) - Zo(x+a>1 + IZ(x) - Z.(x)j+lZ.(x+a)- Z.

'h

Como c: ê arbjtl"aria, basta fazer" c -, 0 que obtemos

Z(x+a) - Z(x} -» 0 quando x -» m

x) +

( x ) l $

X 

IZ(x) - Z
0

(x)! = !f [z(x-y)U{dy} - z
0

(x-y)U{dy}]I < 
o 

X 

< J / Z ( X - Y ) - Z 
O 

( X - Y ) 1 U { dy } . 
o 

Levando em conta que: 

!z-z
0
l < E: , para um dado E: qualquer. 

(O,x)c(O,h) 

41. 

U e uniformemente limitada em intervalos de um dado com 

primento [(8} da proposição 2.2.2], 

h 

1 z < x) - z O ( x > 1 ~ €: f u { dy} :: e: 
o 

F i n a l me n te : 

vem: 

jZ(x+a) - Z(x) 1 = !Z(x+a) - Z
0

(x+a) + Z
0

(x+a) - Z(x) + 

+ Z
0

{x) - Z
0
(x)! ~ 

< IZ(x+a) - Z
0

(x+a)I + IZ{x) - Z
0

(x)!+IZ
0

(x+a)- Z
0

(x)I < 

Como E: e arbitrãrio~ basta fazer s + O que obtemos 

Z(x+a) - Z(x) + O quando x + 00 • 
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CAPTTUL0 3

o.TEOREMA ruNDAUEtlj4:j: !A RENOVAÇÃO

In tr'od ução

Como foi mencionado anteriormente, a Teoria da Renovação, est.g
da o comportamento assintÕtico da medida U, introduzida no ca-
pa tubo 2 , seçao ]

0 objeto deste cap:ítula ê exatamente o resultado dêste estudo,
conhecido como "Teorema Fundamental da Renovação", o qual, em

linhas gerais, estabelece, para todo h > 0. o número esperado

de renovações no intet"vala [x-h,x], quando x +@

Secar'cremos a demonstração do teorema, nas duas situações se-
guintes: F aritmética e F não aritmética

Antes, porém, discutir'emos um primeiro resultado, que também

dlz respeito ao comportamento assjntõtico de U(x)

42. 

CAPlTULO 3 

O TEOREMA FUNDAMENTAL DA RENOVAÇÃO 

Introdução: 

Como foi mencionado anteriormente, a Teoria da Renovação, estu 

da o comportamento assintótico da medida U, introduzida no ca­

pitulo 2, seção 1. 

O objeto deste capitulo ê exatamente o resultado dêste estudo, 

conhecido como "Teorema Fundamental da Renovação", o qualt em 

linhas gerais, estabelece, para todo h > O, o número esperado 

de renovações no intervalo [x-h ,x], quando x + 00 • 

Separaremos a demonstração do teorema, nas duas situações se­

guintes: F aritmética e F não aritmética. 

Antes. porem, discutiremos um primeiro resultado, que também 

diz respeito ao comportamento assintõtico de U(x). 
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Senão ] Res u] fados Pv'e] { mi nal"es

No capot ]o andei"ior. fa{ def]r!$da a varjãve] a]eatÕ+"Ía N, = ni]
meY'o de t"eno'cações flo {Rxtet'vala [0,x] e, {rttfoduz ida a medida

U ( x } : E {N . }

Vimos também, que N* ma var'$ave] aleatória ben definida eque,

se Sn ; X] +. . - + Xn representa â epoca .em que oco!"re a n-ésÍma

renovação no processo, o con.juntoÍw: N*(w)<n} cojnclde cam o

conjunto {w: S.(w) > x} , paP"a todo n : 0 , supondo So : 0
Ve r'eras agot'a o

Teor'eF!!a 3 1. : "1im N. = 1- ''; Q.t.p." , isto ê, o rtCmet"o to
X-»w

ta] de renovações tarda-se $nf$nito con o tempo,

Apesar de ser um f"esultade Óbvio, passamos a $ua

demonstração:

Â var'$êve} aleatli!"la Nx e cr'escente, em função de x. Então, pa-
y'a todo w, existe Q :lmjte de N* , quando x--m
Suponhamos, por' absurda que, êste lImIte ê finito, em um can.jun

to com pr'o5ab$1jdade está'itamen+.e positiva

Existe ass ím, um rtümeY"o inteiro M, tal que
P{ suP F{. < M} > 0

0<x<'»

Isto. por sua vez, {mpl$ca, pela relação entre Nx e Sn ' que

P{Sm = +. @} > 0 ,

o que é impossível, pois ã varlave: aleatÕrqa S. , tem dístrj-

43. 

Resultados Preliminares 

No capitulo anterior, foi definida a variãve1 aieatõrla Nx = nu 
mero de renovações no intervalo [o,x] e, introduzida a medida 

U(x) = E{N)IJ • 

Vimos tambêm, que Nx ê uma variave1 aleatória bem definida e que, 

se Sn = x1 + ..• + Xn representa a ~poca ~m que ocorre a n-isima 

renovaçao no processo~ o conjunto {w: Nx(w) <n} coincide com o 

conjunto {w: Sn(w) > x} , para todo n: O , supondo S
0 

= O 

Veremos agora o 

Teorema 3. 1 . 1: 11 1 i m N x = + 00 o,. t. p . 11 
, is to ê , o n üme ro to 

X-+o:» 

ta1 de renovaçoes torna-se infinito com o tempo. 

Apesar de ser um resultado Õbvio, passamos ã sua: 

demonstração: 

A variave1 a1eatõria Nx é crescentei em função de x. Então, pa­

ra todo w, existe o 1imite de Nx , quando x-+ 00 

Suponhamos, por absurdo que~ êste limite é finito, em um conjtm 

to com probabilidade estritamente positiva. 

Existe assimi um numero inteiro M, tal que 

P{ sup Nx < M} > O . 
O::x<oo 

Isto. por sua vez, implica, pela relação entre Nx e Sn. que 

P{S = + oo} > O , 
M 

o que e impossivei, pois a variave1 a1eatõria Sn , tem distri-
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buição dada por Fn e estamos supondo que F ê uma distribuição

Mosto'arenas agoi''õ, que. cam probabilidade 1. o nÜmet"o de r'ena-

vaçõe$ pav" unidade de tempo, convem"ge para u':(p :l "}. onde v

ê a esperança de F, distribuição comum 'as variáveis de que se
compõe o processo. isto ê ,

Teo rema 3. 1.2 quando x -+ m"

demonstração

Vimos q ue

n } {w S. (w) > x} pa ra n?0 e So
Então

SN S x S SN +] , e ,x x
S N .. .. S N ...+'l

''''K x x x

para x suf]c]entemente grande de ta] foi"ma que Nx > 0
Vamos supi3r pt"imelramente que P < m

Mostramos, nQ teor'ema 3.].} que N* -» m , quando x -- m . A

das Gt'armes Números estabelece que, CQm probabilidade ]

'J Ê,

-"-'F;""" -' p quando k -' w

$

( 1 )

Lel

Em massa caso , temos

oN
(2) x -. p'quando x "»w(com prabablljdade l)

44. 

- n* - -buiçao dada por F- e estamos supondo que F e uma distribuiçao 

prÕpria. 

Mostraremos agora, que, com probabilidade 1, o numero de reno­

vações por unidade de tempo, converge para µ- 1(µ ~ 00 ), onde µ 

e a esperança de F, distribuição comum às variaveis de ~ue se 

compõe o processo. isto e~ 

Teorema 3. 1.2: li -1 
+ µ , quando X+ °'11 • 

demonstração: 

Vimos que 

{w: Nx(w) < n} - {w: S
0

(w) > x} para n>O e S
0 

= O. 

Então: 

SN < X < SN +i J e ~ 
X X , 

SN 5N +1 
(1) 

' X 
< X < 

X 

Nx - -iç- - A-
X 

para x suficientemente grande de ta1 forma que Nx > O. 

Vamos supôr primeiramente queµ< 00 • 

Mostramos, no teorema 3.1.1 que Nx + 00 , quando x + 00 • A Lei 

dos Grandes Números estabelece que, com probabilidade 1 • 

Em nosso caso, temos: 

SN 
( 2) ___ x_ + µ ~uando x + 00 (com probabilidade 1). 

N X 



tamÊ)eN Que quando x -- m

X

Fazeftdo x '- w em(1) e. usando(2) e {3) obtemos finalmente

N x .]i-- ' u , x -'-" e u <"

Com a rg u me n Lço ã ãl ogo l )

-F y U( 3 )

Resta mos+,,rar que o resta:Lado vale, no caso
Para tanto . defí n nos

: $e X: < M
K -

Xk

. se Xk > M

e

Nx ; numero de vozes que as somas das va!"$avets aleatórias

tr'fincadas Xk assumem vallires menores que x

E:n tão:

x - x

l)emonstrames . nê: prjme$ra Farte, que o teor'ema vale para as
va r{ ãveis truz dadas
Â$ $ 'i m :

N .. IÇ

:!= ;«P
}{. ....L
X-»oo X

Fazendo agora, M -- m , temos EÍlk}

( 4 ) '}

e , po otan to

quando x -* w, se

Com um argumento anãlogo, vemos 

( 3) 
Su , SM +1 

!1 X+! n , , 
X ,-X ,,_ N +7 
X 

também que quando x + 00 , 

Fazendo x + 00 em (1) e, usando (2) e (3) obtemos finalmente 
N 

X 
X 

-1 +µ ,x+oo e 

Resta mostrar que o resultado vale, no casou= 00 

Para tanto, definimos 

e 

45. 

N = número de vêzes que as somas das variaveis a1eatõrias X 

truncadas Xk assumem va1Ôres menores que x. 

Então: 

N < N X X 

Demonstramos * na primeira parte, que o teorema vale para as 
variãveis truncadas. 

Assim: 

(4) 1 i m s up < 1 i m 
x+oo x-+oo 

Fazendo agora, M -+ 00 

' temos E0\1 -+ 00 e, portanto 

Nx 
o quando X se 00 + -+ 00, lJ, = X ~ 
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H"c -afnv) eflyltciõf e aemonst!"'aF' a seguir, teve sua

pr'$meir'a Pt'ova feita por Fe:ler', usando Mê'Lados de tran$fGt"me-
das de Laplace. (i:eTley', :rali)

: ho.je ccnhecjdo, como o "T[0 ÇÀQ" e es

tabelece que o nümer'c médio de renovações pat" unidade de tempo
can ve rge pal"a u ' , o u sej a

0 tear"emâ

3

X
Te óre ma 3.]. 3:

demonstração:

Vamcts super', {n'icjalmente que u = m e que o resultado tenha s'i
do provado pat'a u < m

Com o argumento das variáveis aleatÕr'$as truncadas, usado na de
monstração do teorema 3.} .2, item(4), temos

, qiiando x -> m

'l'im sup -l!-(.!}. < ]'im .[ll.Nx} ; l
X-*m X EilR,}

Novamente, f'azendo M -- w , Etik' "' " ' o que implica em

qtlando X -+ m e Lt = a'

E Suficiente portanto demonstrar Q +ceoF©Nã pa?"a U < m

Ao definirmos um pt"acesso de renovação, supuzemos que para todo

k. P{Xk : 0} < ], isto ê, que as var$aveis aleatórias que defi-
nem o processo não são {dentícamente nulas

Ent:ão, existe çS > 0, ta i que: par'a todo k, p'Íxk ? 6} : P > {)
Se subs+L$tu$mos Xk poP' Xk/:S , o s gni fii:ado do teorema nãa $e

Q

46. 
O teorema que vamos enunciar e demonstrar a seguir, teve sua 
primeira prova feita por 

das de Laplace. {fe1ler1 

usando métodos de transforma-

[ hoje conhecido, como o "TEOREMA ELEMENTAR DA RENOVAÇÃO" e e! 
tabelece que o numero médio de renovações por unidade de tempo~ 

-1 converge para 11 · , ou seja: 

Teorema 3. 1. 3: '' U (X/ 
X 

li 

, quando x -+ °" 

demonstração: 

Vamos supôr. inicialmente queµ= 00 e que o resultado tenha si 
do provado para u < 00 

Com o argumento das variaveis aleatõrias truncadas, usado na de 
monstração do teorema 3.1 .2, item (4), temos 

1 i m 
x+oo 

~ S UP X < li m 
x+oo 

1 
X 

Novamente, fazendo M + 00 , E{Xk} + oo, o que impiica em 

~+O quando x + 00 e X it = 00 

t suficiente portanto demonstrar o teorema para v < 00 : 

Ao definirmos um processo de renovação, supuzemos que para todo 
k, P{Xk =O}< 1, isto e~ que as variaveis a1eatõrias que defi­
nem o processo não são identicamente nulas. 
Então, existe 8 > O, tal que, para todo k, P{Xk ~ 6} = p > O. 
Se substituímos Xk por Xk/ô ~ o significado do teorema nao se 
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al tet'a e p ode mos s upoi"' q ue

P { Xk 3 1 } = p > 0., e , de f{ nif

s e X:,

0 , $ e Xb < ]

A correspondente var+ãve l aleatõr.ia Nx ' para as Rk é o ni;mer'o

de vozes Que a$ somas in : kÊ] RK assumem võlõr.es no interva-

E cla ro que

( 5 } "k

S. s S. e N * $ N*

Ass n:

(6 }

9

Calculemos E.{Í- x J '' para as var$aveis Rk , com dístl'íbuição
de Bernou} 1{ , como foi defirt ído em (5>

Se x ê um nGnet"o {ntelr'o, Rx+{ - Nx é o nÜmet"o de vozes que as

somas Sn assumem Q valor x, de tal for'ma que a$ renovações sõ
podem ocort"er' nas etapas 0,} ,2,.,. ,x
Seja ['x] , o Hâjov' ante }''O CONE ido eN x

Então:

}jm sup E{
x'$@

' ;' x ] } 5 m sup EÍf':ls-l:}

r.,, EiÍNk+.'i - Nk} : 'E{'ÍQ 't Y] +...+ Y. }

ande Y: representa Q nÜmet'o de renovações que ocorrem no ponto
, {o seja, Q tempo de esper'a para a pf'jmejt"a ocorrênç$a do

47. 
altera e podemos supor que 

P{Xk > 1} = p > O, e, definir 

A correspondente· variivel aleat5ria Rx , para as Xk i o nijmero 
n 

de vezes que as somas sn = 1 Xk assumem va1Ôres no interva­
k = 1 

1 o [o, x] . 

E'. claro que: 

Assim: 

(6) lim sup E{[ N/ l 2
} ~ 1im sup !:{[ N/ ] 2

} • 
x+oo J x+oo 

r R .. 2 
Calculemos E{L-f-J 1~ para as variaveis Xk , com distribuição 
de Bernouili, como foi definido em {5). 

Se x ê um número inteiro, Nx+l - Nx é o numero de vezes que as 
somas Sn assumem o valor x, de tal forma que as renovações 
podem ocorrer nas etapas O, 1 ,2, •.. ~x 

Seja [x], o maior inteiro contido em x. 

Então: 

I 
k< [x] 

f{Y 0 + Y1 + •.. + Y } , 
[x] 

-so 

onde Y1 representa o numero de renovaçoes que ocorrem no ponto 
i, (ou seja, o tempo de espera para a primeira ocorrência do 
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W48.

re s u] fado "] " )

Estas variáveis aleaÍorjas são independentes, com dista''ibuição

geométrica, média igual a -;- e variância dada por -(Jjlf..L
Po rta nto: '

i x l

:'' ** : : :. :' *: ;
Analogamente, dete rmlnamos

va-ÍN*} : (]:x] ' l} .(:lÕP-
P'

[x] * ]
P

Final mente .

:.F4:' :t '"--'~*,
x' P' x' P'

e ,

::T.:-- .'FU'' : $.
Voltando ã (6} , ob temas

]+m sup E{ l----!--l } « -].
X-+eo ê- " J 8&'

0 ar'aumento que usamos agora, para completar a demonstração, ba
sela-se em um resultado que pode ser encontrado nos textos clãs

sacos de Tearía das Probabilidades (Por exemplo, [4] e [5])
Trata-se da aplicação dlreta do teor'ema

"Se uma sequência {Wn} de variáveis aleatórias converge em diâ

2

( 7 )

48. 

re s u 1 ta d o 11 1 11 
) • 

Estas variaveis aieatorias 

geométrica, mêdia igual a 

Portanto: 

sao independentes, com distribuição 
1 

e variância dada por~ p p 

[x] [ ] + 1 l E{Y.} = _x __ 
i =0, 1 p 

'" Analogamente. determinamos 

F i na 1 mente , 
- 2 

E([ \x] l = + (Var{Nxl + E2{flx} = 

- ([x]+1){1-p) 
- x2 P2 + e, 

li m s up 
x+oo 

E{Clxx ]\ = 7 
Voltando ã (6) , obtemos 

( 7) 
N 2 1im sup E{[-+] } < 

x-+oo 

1 

7 
O argumento que usamos agora, para completar a demonstração, ba 
seia-se em um resultado que pode ser encontrado nos textos clãs 
sicos de Teoria das Probabilidades (Por exemplo, [4] e [5]). 
Trata-se da aplicação direta do teorema: 

"Se uma sequincia {Wn} de variaveis a1eat5rias converge em dis 



trjbuição para W, e se, para algum p > 0, sup EÍIW.IP} < « , en

tão . pa ra ca da r < p ,

llm E( IWnl') : E(IWI') «: m
n-+® ''

Em nosso caso, as hipóteses dêste teorema estão satjsfe ítas pa-
ra a sequência {. n} que converge para uma distribuição concen--

tr'ada no ponto p'l(basta usar o teorema 3.1.2)
Usando o resultado (7), P = 2 e r= 1. obtemos

N

l í m E {--.ã}
X'»w

como ha víamos pr'oposta

n

9

- 1
»

0 teorema que acabamos de demonstrar é um primeiro passo na in

vestjgação da caracterTstÍca estacjonãria(assjntõtica) de um

p rocess o de renovação

Intuitivamente, 81e nos dã o campal'lamento global do processo
com respeito ao número médio de renovações

No entanto, do ponto de vista pr'ético, estamos, em ger'al, inte-

ressados no nümer'o esperado de renovações (quebra de itens, suas

tltuÍções, etc.), dentro de um período determinado(um interva
la de tempo qualquer, de comprimento h)

0 resultado pr'lncjpal da teoria, a ser apresentado nêste capíty
lo, evidencia Q carater estacjonãrio de um processo de renova-

ção, nos moldes que mencionamos, pois, estabelece que, para x

)

li;ill lill)!i iliiilll:l : ::;i .:;;;.:: ;l.

49. 
tribuição para W, e se. para algum p > O, sup E{ IWnlp} < 00 , eE 

n 
tão, para cada r < p , 

1im E(!Wnlr) = E(iW!r) 
n+oo 

li 

< 00 

Em nosso casot 

ra a sequência 

trada no ponto 

as hipóteses dêste teorema estão satisfeitas pa­N 
{...!!.} que converge para uma distribuição concen­,n 

11- 1 (basta usar o teorema 3.1.2). 

Usando o resultado { 7) , p = 2 e r = 1 , obtemos, 

N N 
-1 1 i m E{2} ::: 1 i m E{...!!.} = l1 

x-+oo X 
x-+00 n 

como haviãmos proposto. 

O teorema que acabamos de demonstrar ê um primeiro passo na in 
vestigação da caracteristica estacionãria (assintótica) de um 
processo de renovação. 

Intuitivamente, ê1e nos dão comportamento global do processo, 
com respeito ao numero médio de renovações. 
No entanto, do ponto de vista prático, estamos, em geral, inte­
ressados no numero esperado de renovações (quebra de itens, subos 
tituições, etc.), dentro de um período determinado (um interva­
lo de tempo qualquer, de comprimento h). 

O resultado principal da teoria~ a ser apresentado nêste cap1tu 
lo, evidencia o carater estacionãrio de um processo de renova­
ção, nos moldes que mencionamos, pois, estabelece que, para x 



@

$o

nte gt'ande, o número médio de renovações no inter-

valo [x-h,x], h>0 , é praticamente independente de x, isto é
q ue para todo h > 0 .

U ( x 1 - U ( x - h )--hp'l

0 primeiro resultado (teorema elementar da renovação) embo)"a

tenha {mportâncía tear.{ca não implica necessãt'lamente que o com

portamenta da medida U seja estacionário, como mostramos no se-
gui n te

sua cienteme

$

q fiando X ->}

fllgPPI o 3 : 1 . 4

Como jâ vimos, U é uma medida definida nos conjuntos de Darei
da neta com U{(m,0)} = o

A medida que deflniremos a seguir, satisfaz a condição de con-
vergência para i11;ia. mas não, para U(x+h) - U(x), no caso h = l

Seja [x] o major' inteiro contido em x e, vamos definiu', para
[x] -- ]

.(© : l
L . . [*]

[*]
Í' 2 x ''

$ se [x] é Tmpat''

t se [x] ê par

[x] é impar'

X

, se Lxj ê pa r

X''bw
X

50. 
suficientemente grande, o nijmero midio de renovaçoes no inter­
valo [x-h,x],, h>O , e praticamente independente de x, isto e, 
que para todo h > O , 

U(x) - U(x-h) + hp-l , quando x + 00 • 

O primeiro resultado (teorema elementar da renovação) embora 
tenha importância teórica não implica necessãriamente que o com 
portamente da medida U seja estacionãrio, como mostramos no se­
guinte: 

E xemp 1 o 3. 1 . 4: 

Como jã vimos, Ué uma medida definida nos conjuntos de Borel 
da reta com U{(oo,O)} = O. 

A medida que definiremos a seguir, satisfaz a condiçio de con­
vergência para U{:) mas naot para U(x+h) - U{x}, no caso h = 1. 
Seja [x] o maior inteiro contido em x e~ vamos definir, para 
X> 0 

U (X) = { 

{ 

[x] + 1 
2 

1 -

[x] 
2x 

l -

[x] 
2 

[x] 
2x 

1im ~ = 1 
X -r x+oo 

se [x] - ... e 1mpar. 

se [x] e par. 

[x] ... e 1mpar. 

, se [x] e par 
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Façamos açor'a

E fácil ve r q ue

[x* ]] ..

1} f .. 1 1 \

[*:
[*]

'i$ ta

'-"n-- + l ,

[x*]] [x]
2 ; À ' ''2'

ÍI - (x - [x]) , se [x] é p

u ( x+ 1 ) - u ( x } :l
' ' l

l.x - [x] se [x] ê impar

U(x+h) - U(x) nao convem"ge, no caso partícula

Grãf{ comente . temos

U ( x+l ) - U ( x )

e par

[x] é T

Façamos agora h = l . 

t fã ci 1 ver que 

[x+l] + l 
2 

[x] 
= -r 

51. 

+ 1 , se [x] e par 

U(x+l) = 

X + 1 -
[x+ 1] 

2 = x - 1;J. + + , se [x] é Ímpar 

1 - ( x - [x]) • se [x] é par 

U(x+l)-U(x) = 

X - [x] se [x] e impar 

is to e, 

U(x+h) - U(x) nao converge~ no caso particular de h = 1 • 

Grâficamente, temos: 

U(x+1) - U{x) 

1 2 3 4 
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$eção 2:

]a

Seja F uma dis+urjbujção aritmética em [0, + n] , gerada por e,
isto ê, cclncentrada no conjunto{0,8,2Q,39,. ...}

Denotemos por UnQ , a probabjljdade que ocorra alguma remava

ção na época n8, isto ê, a probabÍljdade que, para algum k
tenhamos S. = n8

Chamemas de u , a média de F (U S m)
Nestas con dições

u.. --.- ' -]

3

quando n -, w

S ]nterp retemos Q

52. 

Se_ç_ão 2: O Teorema Fundamental da Renovação 

Caso da Distribuição F aritmética 

11 Seja F uma distribuição aritmética em [o, + =], gerada por 8, 
isto e, concentrada no conjunto {0,0,29,39, .... }. 

Denotemos por U09 , a probabilidade que ocorra alguma renova -
ção na êpoca ne, isto ê, a probabilidade que, para algum k, 
tenhamos Sk = n9 

Chamemos deµ , a média de F (µ < 00 ) • 

Nestas condições: 

-1 li Seu= 00 , interpretamos µ _ O 
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Vet"emos agora, que a demonstração dêste teorema pode ser, obti
da, como aplicação dlreta de um resultado essencialmente numé-

rico, sem ligações aparerltes com varjavels aleatórias ou Teoria

das Probabilidades. Referira-nos ao seguinte

5 3

Teorema 3.2.1
"Se.ia {anJn>0 uma sequencia numérica, ta l que

e, o mãxjmo divisor comum

dos n par'a os q ua{ s an > 0 é l
Definimos uma sequência {bn} da seguinte manei

ba = ] e , p a ra n / Q

b n : al b n -.l + a 2b n . 2 + . . .+ anbo

Sej a À : >1 n a . . Eln t ão:

R

b -+
'i+

Precisamos, agora, identificar os elementos de um Pt''acesso de

Renovação, com as h ípõteses do teorema anterior, par'a que posqg
mos apl i cã -l o

Com êste objetivo, relembremos a definição de Evento Recair.en

te, numa sequência de ensaios r'epetídos

"Dizemos que um evento E, definido.em relação a uma sequência
de ensaios t'epetjdos, ê um evento recorrerlte , se os tempos de

espera entre as sucessivas ocorrências de E, formam uma seque,E

cla de variavejs aieatõr,ias Independentes e {derttlcamente dls

53. 

Veremos agora, que a demonstração dêste teorema pode ser~ obti 

da, como aplicação direta de um resultado essencialmente nume­

rico; sem ligações aparentes com variaveis aleatórias ou Teoria 

das Probabilidades. Referimo-nos ao seguinte: 

Teorema 3.2. 1: 
00 

ªn ~ O , l a = 1 e, o mãximo divisor comum 
"""º n -dos n para os quais ªn > O e 1. 

Definimos uma sequência {bn} da seguinte manei­

ra: 

b 
O 

= 1 e , para n # O 

bn = ª1bn-l + ª2bn-2 + ••• + ªnbo 
00 

Seja À= I n ªn . Então: 
n= 1 

b + À-l , quando n n + oo 

li 

Precisamos. agora, identificar os elementos de um Processo de 

Renovação, com as hipõteses do teorema anterior, para que poss~ 

mos aplicã-10. 

Com êste objetivo, relembremos a definição de Evento Recorren -

te, numa sequência de ensaios repetidos: 

"Dizemos que um evento E. definido em relação a uma sequincia 

de ensaios repetidos~ e um evento recorrente , se os tempos de 

espera entre as sucessivas ocorrências de E, formam uma sequê~ 

eia de variaveis aleatõrias independentes e identicamente dis-
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E possível, associarmos a cada evento recorrente E, duas sequên-

çjas de probabqTidades {fn} e {un} , definidas por

fn: probabilidade que o evento E ocorl'a pela primeira vez
no n-ês{ mo e nsai a.

un: probabilidade que o evento EI ocorra no n-ésjmo ensaio

Pela própria definição de f. , temos

Suponhamos açor'a que Sn é a var'lavei aleat3r$a definida cama

sendo o tempo de espera para a n-Êsima ocorrência de E

A djstribulção de probab i tldade F de X.i: tempo de espet"a para a

ocarrêncja de E:, ê dada pela sequência {fnJn>0

n=0 fn : 1, isto e, $e F é uma d$str'ibulção pl'opt"$a, as va-
riáveis aleati5rias {Sn}, for.mam um pr'ocessa de r'enovação. Assim,
dizemos que ocos"re uma renovação na época n, se, para algum k ,
tí vet"mos S, : n

Reclpl"ocamente, dado um processo de renovação deflrtldo por uma

função dlsLcr'$bujção F, cancentt''õda nos jntejros, o evento E
"ocorrência de uma renov'ação" ê um evento record'ente. Mais ain-

da, nã 'linguagem de cveR+uos recot"rentes, EI é persistente. (Fe'l-
T e - , ]:] 5] }

Resumindo: podemos dizer que o$ ?roce$sos de Renovação podem

ser' olhados att"avêz dõ Teor'ja dos Eventos Recorrentes, desde qw

54. 
tribuidas 11

• 

t possivel., associarmos a cada evento recorrente E, duas sequên-­
cias de probabilidades {f,,..} e {u } , definidas por: " n 

fn: probabilidade que o evento E ocorra pela primeira vez 

no n-esimo ensaio. 

u · probabilidade que o evento E ocorra no n-ésimo ensaio. n· 

Pela prÕpria definição de fn , temos: 
00 

Suponhamos agora que Sn ê a variãvel aleatória definida como 
sendo o tempo de espera para a n-êsima ocorrência de E. 

A distribuição de probabilidade F de X1 : tempo de espera para a 
ocorrência de E, ê dada pela sequência {fn}n>O 

00 

Se l f~ = 1, isto e. se F ê uma distribuição prÕpria, as va-n=O n 

riaveis aleatórias {Sn}, formam um processo de renovação. Assim, 

dizemos que ocorre uma renovação na época n, se. para algum k, 
tivermos Sk "'n 

Reciprocamente~ dado um processo de renovaçao definido por uma 
função distribuição F, concentrada nos inteiros, o evento E: 
"ocorrincia de uma renovaçio 11 i um evento recorrente. Mais ain­
da, na linguagem de eventos recorrentes, E é persistente. (Fel-
1 e r, (15]) . 

Resumindo. podemos dizer que os Processos de Renovação podem 
ser olhados atravêz da Teoria dos Eventos Recorrentes, dêsde que 
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a distribuição f tive define o pr'ocesso seja pt"õpt'ía, esteja c.on

centrada nos inteiros. e, vice-versa

Ê claro, agora, que a assac$ação que fizemos engloba também a$

distribuições ai'$tmÊtlcas. Basta deflnlt'mos que, uma renovação

ocorre na epoca n, se, pêra algum k, tivermos Sk : nQ , onde ê
e o get'odor" da djstr{5uição ar+tmêtlca f:, que rege o processo
Após esta discussão é fácil ver, pol"que, no teorema fundamental

pal"a F aritmética, as condições do teor"ema 3.2.1 estão satisfez
ta $

Sertão , vej amos

{fnQ} ê a dÍstr'ibu$ção do tempo de espet'a para a ocorrência
da primeira renovação, Isto é, ê a d+strÍbu$ção F

1:. fng = 1 , pois f $ suposta uma dlstrjbujção pv'õprla

0 máximo d$viscr' comum dos n para os q ã s f.a > o ê }
De fato, se o m.d.c. fosse algum nte ro k > ], a dista'íbu{

ção F estaria (oncentrada nos mClt Pios de {kg} e, e não sç
ría o ger'odor da F, como estamos supondo

na[mente, levando em consideração que

fn0 ; P{S] = X] = rtQ } e

unQ = PÍexlsta algum k ta} que Sk : nQ}, podemos escrever':

un8 : f8 uO(n-l} + f2D uQ(n-2} 'b .. F fnQ uo

55. 

a d i s t r i b ui ç ã o F q u e d e f i n e o p r o e e s s o s e j a p r Ô p r i a , e s te j a c"O.,!! 
centrada nos inteiros, e~ vice-versa. 

r claro, agora, que a associação que fizemos engloba também as 
distribuições aritméticas. Basta definirmos quel uma renovaçao 
ocorre na epoca n. se, para algum k, tivermos Sk = nQ • onde 8 
e o gerador da distribuição aritmêtica F, que rege o processo. 
Apõs esta discussão e fãci1 vert porque, no teorema fundamental 
para F aritmêticat as condições do teorema 3.2. 1 estão satisfei 
tas. 

Senão. vejamos: 

{fne} ê a distribuição do tempo de espera para a ocorrência 
da primeira renovaçao, isto ê, e a distribuição F. 

00 

I f n ;:: 1 • pois F e suposta uma distribuição prÕpria. n=O ncr 

O mãximo divisor comum dos n para os quais fne > O e 1. 
De fato, se o m.d.c. fosse algum inteiro k > 1, a distribui 

çao F estaria concentrada nos mÜ1tip1os de (k9) e, e não se 
' -

ria o gerador da F. como estamos supondo. 

Finalmente, l~vando em consideração que: 

f ne = P{s1 "" x1 .. nQ} e 

une= ?{exista algum k tal que sk = n0}, podemos escrever: 
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Mas, a média p da distribuição F ê dada por

« }] n fgn ; eÀ
nQ fnQ

En tão :

Se P = H , {nterpr'atamos U'l
Deste modo, obtemos

UnQ ----+ 9P- , quando n + m e U < @

UnQ """"+ 0 , quando n -* w e u = m

Resta portanto, demonstr'ar o teorema 13.2.}

Com êste objetivo. vamos usar dois resultados essenciais

servo'lvlmêR'co da demos':stração, que podem ser encontrados
l e « [1 5]

]À - ]

aa de

em Fel

Lema 3 . 2 . 2

.Q n to r )

"Suponha que, para cada inteiro k > 0, existe uma

seq uência de números

al k ) . ( k ) , . . .tanque
do j

{ cação de

S 1 , pa ra to-

56. 
Sendo assim. a simples aplicação do teorema 3.-2.1 resulta em: 

-1 
À % quando n + 00 , com, 

00 

Mas, a mêdia µ da distribuição F ê dada por 
(,lO 00 
l;' ne fne e I nf Gn 9À µ ::: , 

"' "' l,, 

n = 1 n::: 1 

Então: 

-1 9 9µ = 1 À ;;: 

,X- ::: 

Se 00 interpretamos -1 o 11 ::::: , J,1 - . 
Deste modo, obtemos 

U -··--·Í n,.-1 d ne ___,.. ~~ t quan O n + OO e j,1 < 00 

, quando n + oo e µ = oo 

Resta portanto, demonstrar o teorema 3.2.1. 
Com êste objetivo, vamos usar dois resultados essenciais ao de 
senvolvimento da demonstração, que podem ser encontrados em Fel 
1 er [15] . 

Lema 3.2.2: Pr1n~!pio da Sele~io (mitodo de dia90naliza~io de 
Cantor) 

ºSuponha que, para cada inteiro k > O, existe uma 
sequência de números 

{k) {k) 
ª1 'ª2 , ... tal que O 1, para to-
do j. 



Ex$ s te uma sequenc{ a

k(}), k(2) ,... :.. . , tal que, quando k percot"re

{k(1), k(2),.. .}, açjk) ,.. an ' para cada n fixa-
da"

Lema 3.2 .3
Seja {rkJk:0 ' uma sequência numêt"ica, onde

k=0 k : l e, o m.d.c. dos k que verifica rk>

Chamemos de

A: o conjunto de todos os inteiros k, para os
q vais rk > 0

A+: o conjunto de t:odes as combjnaçães l ineat'es
m

posjtÍvas, da forma }l p{ aj , cam os números

aj e A e os p{ i n te{ ros pos i ti vo s .
Seja agora, {wn} uma sequência duplamente {rtfin{
ta (n=0, ! 1, 1 2,....) ande

0 S wn < ", wn : ,}l. rk wn-k , para cada
wo = u

Nes tas condições

a) Existe um numero {nte]ro N, ta] que o con.jun-

to A'b can têm todos os inte{ ros n > N

b) wn = a , para todo n"

l

n e

Lema 3.2.3: 

5 7. 

Existe uma sequência 
(1) (2) k t k , ... -+ 00 , ta 1 que, quando k percorre 

{k(l), k( 2 ), .•. }~ a~k)-+ ªn , para cada n fixa­

doº. 

Seja {rk}k>O ~ uma sequência numérica. onde rk~O~ 
00 

}: rk = 1 e, o m.d.c. dos k que verifica rk >O ê 
k=O 

1. 

Chamemos de 

A: o conjunto de todos os inteiros k, para os 

quais rk > O . 

A+: o conjunto de todas as combinações lineares 
m 

positivas. da forma . l P; ª; , com os números 
1 = 1 

ª; EA e os P; inteiros positivos. 

Seja agora~ {wn} uma sequência duplamente infini 

ta ( n =0, + l , ,:t_ 2, .... ) onde 
00 

O< w < 00 ~ w = I rk wn-k • para cada - n n k=1 
n e 

w = a o 

Nestas condições: 

a) Existe um nümero inteiro N, tal que o conjun-
+ -to A contem todos os inteiros n > N . 

b) wn = a. li para todo n 11 



roaemos agora , passa ã

g:l

Sej a 13 : 1{ m

0 $ B S le existe uma sequência {rk} tal que
b. -.-.-.} B , quando k -* mrk

Vamos defínjr, para cada k {nteíro uma sequênciaÍbák)} , onde

k

n
, se n < - rk

Pelo principio da seleção(lema 3.2.2), é passível determinar

uma sequencia crescente de {ntelros kl , k2,.. ., tal que, quando

k per'cafre {k} , k2, . . . . ]

(1) bnk) ---.-+ wn ' para cada n fixado.

c.«. ..Çk) temas

(2) wO

AI ém disso ,

( 3) 0 S w. S B

Agora, par'a cada valor de k e n : k., temos, por' hipótese

R . .J

Podemos agora, passa ã 

Demonstração do teorema 3.2. 1. 

Seja B = lim sup bn 
n-+oo 

O< B ~ 1 e existe uma sequência {rk} tal que 
br ----t $ , quando k-+ oo • 

k 

Vamos definir, para cada k inteiro uma sequência 
b(k) = n b + 

rk 
n , se n > -r - k 

o 
' 

se n < -rk 

58. 

{b(k)} 
n , onde 

Pelo principio da seleção (lema 3.2.2}, ê possivel determinar 
uma sequência crescente de inteiros k 1 , k

2 , ..• , tal que, quanoo 
k percorre {k

1
, k

2 , •••• } 

(1) b~k)----+- wn , para cada n fixado. 

Como b(k} = br--+ B, temo·s O k 

Alem disso, 

Agora, para cada valor de k e n > k-, temos, por hipÕtese 
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uan do k perco rre {kl , k.2 '

(4) b.k) .....-"> Wn : j>ll aj wn-j ' para cada n.

Os reputados(2),(3) e(4) satisfazem as hipóteses do
( 3. 2. 3) . Apl i bando-o , vem:

(5) w. : B par'a todo n

Seja agora, a sequência 16klk>0 ' definida por

60

6k : a k+l + a k+ 2 + . . ' ' ' pa ra k :l
Temos

(6 )

( 7 )

Q

lema

k :l k : À ' po'is:

*}. '- : *}. l;}. .«,}

al+a2+ ''+a2+a 3+ .. +a3+a4+

Por outro lado

(8)

)

.}. - .. : .}. (*}. ;*) :
alça 2+ '..+q2+a 3+'''+a 3+a4+

que coincide com o resultado em (7)

}

@

©

Quando k percorre {k 1 , ~2 , ... }, 

b{k) --i" w = I ªJ· w J. , para cada n. ·n n . 
1 

n- · 
J= 

( 4) 

Os resutados (2), (3) e (4) satisfazem as hip5teses do lema 

(3.2.3). Aplicando-o, vem: 

(5) w = B para todo n . n 

Seja agora, a sequência ~k}k>O , definida por: 

Temos: 
00 

(6) I 
k = l 

ôk = À 
' 

pois: 

( 7) 
00 00 

{ 00 ªk+j} I ôk = I .I = 
k =l k =l J =0 

= a1+a 2+ ... +a 2+a 3+ ... +a 3+a 4+ 

Por outro lado, 

que coincide com o resultado em (7). 

..... " 

5g . 



Tomamos a seguir, o turma geral da sequência {bi}

bn : al bn- 1 + a2 bn-2 +..'+ an bo ' e comamos para
1 , 2

N N n
n1l b n : nllt {. EI aj bn -j }

Desenvolvendo, temos

bl + b2+...+bN : al b0+al bl+a2 b0+al b2+a2 bl+a3 b0+..

+al bN-l + a2 bN-2 +..'+ aN bO :

(al+a2+'''+aN)bO +(a]+a2+...+aN-])bl +

+(al+a2+...+aN-2)b2+...+al bN-l + aO bN

([-al-a2-.. .-aN-l)bl+(]-al-a2' ' ''aN-2)b2+ . - .+(l-al)bN-l

-bN + al + a2 +. ..+ aN

Agora, como 6k : I'al'a2''''''ak e 60 : 1, vem:
N

j:l aj : 1- 6N e portanto, a relação(9) fica

6(N-l) bl+6(N-2)b2+. . .+'51bN.l+6obN+ÕNbo = 1, isto é

(lO) 60bN + 61bn-l +...+ 6N-lbl + 6nb0

Usamos agora, sucessivamente Q resultado obtido em

N : k 1 , k 2 ,
De (1) e (5) vem:

)

(l o ) pa;ra

( 9 )

Tomamos a seguir, o têrmo geral da sequência {bj} : 

bn = a1 bn-l + a2 bn_ 2 + ... + ªn b
0 , e somamos para 

n = 1,2, ... ,N 

N N 
l bn = l 

n=l n=1 

n 
{ta.b .} 

l J n-J n = 1 

Desenvolvendo, temos: 

= 

= (a 1+a 2+ ... +aN)b 0 + (a 1+a 2+ ... +aN_ 1 )b 1 + 

+ (a1+a2+ ... +aN-2}b2+· · .+a, bN-1 + ªo bN 

Agora, como ôk = 1-a1-a 2- .... -ak e ô0 = l, vem: 

N 
Í aj = 1 - ôN e portanto, a relação (9) fica: 

j =1 

ô(N-1) b1+ô(N-2)b2+· .• +ô1bN-1+ôobN+ôNbo? l, isto -e , 

60. 

Usamos agora, sucessivamente o resultado obtido em (10) para 

N = kp k2 , ••••• 

De (1} e (5) vem: 
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bN-j --''+ w-j : B , para cada j fixado, quando N percorre
{ k 1 , k 2 , . . . }

Temos então

' . !. ' -
-+ B : À'' , isto ê

bn '-'--+ À' . para a aproximação de n -. m , att'g.

vêz d a seq uê n ci a { k 1 , k 2 , . . ..}

Finalmente. pat''a que esta demonstração se complete, resta ago-
ra provar, que o resultado(11) se verifica qualquer que seja
a aprox'i mação n + n

Suponhamos então que n -- n de tal modo que bn "----'» BO , bn S l
para todo n e Bo S B
Pela definição de limite superior, dado c > 0 e arbitrário, e-

xis te nO tal q ue , para n 3 n 0

b n - j « B + c ' pa ra ca j a j fi xado

Da rel ação (lO) , vem:

60B0 +(61+...+6.)(B+c:)+(6,+] + Ór+2 +'''')80 : l

ÓOB0+ 61B+ 62B+''''+ 6rB+(61 +...+ 6r) e +

+ ( 6 r+ l + . . . .)B:ll

( 1 1 )

Mas, k>ll ók

1. i.ll:l.l l:ini:.i iÜl:ini;i;ll:lill;:ll

61. 

bN . --+ w . = 8 , para cada j fixado, quando N percorre -J -J 
{k 1 , k 2 , •••• } 

Temos então 

00 

8 I 
k =l 

ºk - 1 

8 À 1 ~8 -1 is to - = À , e, 

(11) b
0 
~ À-l , para a aproximação de n-+ 00 , atra 

vez da sequência {k 1' k 2 , .... } 

Finalmente, para que esta demonstração se complete, resta ago­

ra provar, que o resultado (11) se verifica qualquer que seja 

a aproximação n + 00. 

Suponhamos então que n + 00 de tal modo que bn ~ a0 , bn < 1 

para todo n e 8
0 

~ 8 

Pela definição de limite superior, dado€> O e arbitrãrio, e­

xiste n0 tal que, para n ~ n0 

b . < 8 + E, para caja j fixado. n-J 

Da relação (10), vem: 

00 80 + (ô 1+ ..• +ór) (8+e:)+(ôr+l + 0 r+2 + ..•. )Bo > l -
60 80 + º1ª + ó2S + •.•• + ó s + (ô1 + •.. + ºr) €: + r 

+ ( º r+ 1 + .... ) 8 ~ 1 

00 

Mas, I 
k = l 

ºk = À 
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Então, 6 r+l + 6r+2

ÕI + . . . + 6 r. < À

Temos assim

60 BO ''' 61 B ''' 6 2 B+

' XB - âOB - 61 B

B ) + À ( B + c ) : l

60 - 61 - Ó , , ' ,

Õr.B + (61 + . . .+ 6 r) c +

Õ .B : 1 , j s to é

ÕO(BO

Como e ê arbitrário, fazendo c -- 0 e considerando que ÀB
e âO = 1 , vem

BO - B : 0

Mas, por hipótese BO 5 B . Assim, sõ resta BO = B o que complg.
ta a demons tr'ação

Temos assim 

- ô 8 > l , isto e: r -

62. 

Como e: e arbitrãrio, fazendo e:-+ O e considerando que ÀS = 1 
e ô0 = l , vem 

Mas, por hipõtese s0 < s . Assim, so resta s0 = 8 o que compl! 
ta a demonstração. 



6 ;3; :

}tÊi2J:

(1) "Seja F uma distribuição concentrada em [0, + «),
não arítmêt'ica com mêd'ia u S n

Consideremos a medida u, como foi definida no capitulo 2, seçãa

Nestas condições, paratodo h > o , u(x) - U(x-h) converge para
hu'' , quando x tende ao infinito.
Se u B n , enter'pretamos U'l : o"

l

63. 

Seção 3: O Teorema Fundamental da Renovação 

Caso da Distribuição F não-aritmética 

( 1 ) "Seja F uma distribuição concentrada em [o, + cio), 

não aritmética com mêdia µ~cio. 

Consideremos a medida U, como foi definida no capftulo 2, seçao 
1. 

Nestas condições, paratodo h > O , U(x) - U(x-h) converge para 
hµ -1 , quando x tende ao infinito. 

Seµ= cio , interpretamos µ-l E o" . 



W
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Antes de passarmos ã demonstração. apresentaremos um lema que
nos permitira considerar uma forme alternativa do teorema. a-
travêz da solução da equação de renovação do processo.

Lema 3. 3 . } "Seja z uma função diretamente integravel segu!
do Riemann

Suponhamos que

U(x} - U(x-h) '' a.h ,
quando X + n . paratodo h > 0 .

Nestas condições, a solução Z da equação de rena.
fiação do processo satis faz

( 2 ) z ( t ) z(y quando t + n

demonstração

Mostremos, primeiramente que a resultado proposto, vale

uma função "indicador", isto ê, para uma função do tipo
z(t) : 1 . 0 S a S t < b <n

0 . caso contrario.

para

En tão :

z(t-y)Ufdy} = 1 z(t-y)UÍdy}
a

t
z ( t )

Ulldy} : U(t-a) - U(t-b)

64. 

Antes de passarmos ã demonstração, apresentaremos um lema que 

nos permitirã considerar uma form~ alternativa do teorema, a­

travez da solução da equação de renovação do processo. 

Lema 3.3.1: 

(2) 

demonstração: 

"Seja z uma função diretamente integravel segu! 

do Riemann. 

Suponhamos que 

U(x) - U(x-h) + a.h , 

quando x + oo, paratodo h > O . 

Nestas condições, solução z da - de a equaçao reno -
vação do processo satisfaz: 

00 

Z(t) J z(y)dy, quando t ti 
+ (l + 00 

o 

Mostremos, primeiramente que o resultado proposto, vale para 

uma função "indicador", isto e, para uma função do tipo: 

z(t) = l ' o ~ a ~ t < b < oo 

o , caso contrãrio. 

Então: 
t t 

Z(t) = J z(t-y)U{dy} = I z(t-y)U{dy} = 
o a 
t-a 

= J U{dy} = U{t-a) - U(t-b) 

t-b 
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nfinito, a hipótese do lema afirma que

U(t-a) - u(t-b) + (b-a) a . .
Ass i m , temos

Z(t) '''(b-a)a :a l z(y)dy, t-.n

Consideremos agora, z uma função diretamente integrãvel, não
nega tava

Seja Z a solução da equação de renovação correspondente ã z
Fi xemos h > 0 e vamos di tinir:

Mas t tendendo! l

0

('i - 1 ) h S t < 'í h

caso contraria
Chamemos, para cada i

z{(t) : l z.i(t-y)UÍdy} : U(t-a{

a solução da equação de renovação correspondente ã zl, que, pe
la primeira parte da demonstr.ação verifica

Z{ (t) -' a.h , pa ra cad a i , q u

Definimos açor'a, duas funções, c

T= } M; z: , onde

m{ e Mi representam respectivamente, o inf e a sup de z em

(i - ] )h S t < { h

$
t

)

t -P H

se segue

9

zi ( t )

u ( t -b.i

:: ill i :ll: li:ii:l ;iiiii::i:ll;i .:::

65. 
Mas, para t tendendo ao infinito, a hipÕtese do lema afirma que 

U(t-a) - U(t-b) + (b-a) a. 

Assim, temos 
00 

Z(t) + (b-a)a = a J z(y)dy, t + 00 • 

o 
Consideremos agora, z uma função diretamente integrãvel, não 
negativa. 

Seja Z a solução da equaçao de renovaçao correspondente ã z • 
Fixemos h ~ O e vamos difinir: 

z1(t) = 1 

o 

, {i-l)h ~ t < ih 

caso contrãrio. 
Chamemos, para cada i , 

t 
Z1 (t) = J z;(t-y)U{dy} = U{t-a 1 ) - U(t-b 1 ) , 

o 
a solução da equação de renovaçao correspondente ã zi, que, P! 
la primeira parte da demonstração verifica: 

Z;(t) + a.h , para cada i. quando t + 00 • 

Definimos agora~ duas funções, como se segue: 
00 

z = . t ffl; zi 
1 = 1 

00 

z = . t M. z. , onde, 
1 = 1 1 , 

mi e Mi representam respectivamente, o inf e o sup dez em 
(i-i)h ~ t < ih • 



E claro que .! S z S z e que, a integral de z ê o valor' comum

dos limites das integrais de Z e : , quando h tende a zero

As correspondentes soluções da equação de renovação pat.a z
z sao, respectivamente Z e Z , dadas por

Z(t) : l .i(t-V)Ufdv}

E ":

O illl mi zi(t-y)UÍdy}

e

t

Q

t

}z .i ( t-y ) U{ dy }
{ . "j :j

De modo análogo. obtemos

2 ( t ) : . }l. Mí Zi

Sabemos. da demonstração da proposição 2.2.2 Citem (8)] que a
medida U ê uniformemente limitada pai''a a classe dos intervalos
finitos de um dada comprimento
Então:

Zi ( t ) : U ( t- ai

Assim, a sêrí e

Z(t) : .}l m{ Zi S ch

renda o mesmo, por motivos análogos, com a série 2(x)
Dêste modo, os restos das séries Z e Z , convergem uniformemen
te para zel''o, e obtemos

\

U(t-bi) S Ch , para todo i e para todo t

uni firmemente l imitada, ocos

66. 
E claro que!~ z < i e que, a integral dez i o valor comum 
dos limites das integrais dez e i , quando h tende a zero. 
As correspondentes soluções da equação de renovaçao para z e 
i são, respectivamente Z e i , dadas por: 

t 
I(t) = J !(t-y)U{dy} = 

o 
t 

= J 
o 
Q) 

= . >: 
, = l 

00 

l m1 z;(t-y)U{dy} = 
; = 1 

t 
mi J Z;{t-y)U{dy} = 

o 
Oe modo anãlogo, obtemos 

00 

Z(t) = l M. Z, 
. 1 1 ' 1 = 

00 

t m. Z. 
i ~l , 1 

Sabemos, da demonstração da proposição 2.2.2 [item (8)] que a 
medida U e uniformemente limitada para a classe dos intervalos 
finitos de um dado comprimento. 
Então: 

Z; (t) = U(t-a 1 ) - U(t-b;) < eh , para todo i e para todo t. 

Assim, a serie 
00 

I{t) = .r m. Z; ~ eh r m. ê uniformemente limitada, ocor i=l 1 
i=l 1 

" 

rendo o mesmo, por motivos anãlogos, com a sêrie i(x} . 
Oêste modo, os restos das séries Z e i , convergem uniformemen 
te para zero, e obtemos: 



!.:m Zj (t) : ah illl mi

1;.:= zj(t) : ah

67

llm Z(t)
t-- '' '

]im 2(t}

Mas ,

onde s e S representam respectivamente as somas

inferior e superior de Riemann. {integração direta).
Então, quando t + n

Z.(t) -- a s

Z(t) + a S

Agora, como Z S Z S Z e z ê díretamente integrãvel segundo R'ie
mann, os valÕT'es de s e S são finitos, coincidem e dão o valor
da i ntegral de z, {s to ê ,

z ( t ) z(y)dy

como havíamos proposto

Chamaremos o enunciado em (1), de PRIMEIRA FORMA DO TEOREMA DA

811gvAÇAO .

No caso em que a B u''l , o lema 3.3.1. que acabamos de demons-

trar". estabelece a chamada TREMA DA RENA

.!ê.S8g , i sto ê ,

67. 
ClO ClO 

li m f(t) = r m. 1 i m Z;(t} = ah .l m; t+co i = 1 1 
t+co l = 1 

00 ClO 

l im 1(t) = l M. 1 im z i ( t) = ah l M. t+oo . 1 1 t+&> . l , 1= , = 

Mas, 
00 

h}: m. = s . 1 1 1= 

ClO 

h}: M; = S • onde se S representam respectivamente as somas i = 1 

inferior e superior de Riemann. (integração direta). 
Então, quando t + = 

I{t} +as 

Z(t) +as 

Agora, como I ~ Z ~ i e z e diretamente integrãvel segundo Ri~ 
mann, os valôres de se S são finitos, coincidem e dão o valor 
da integral dez, isto e, 

00 

Z(t) + ex f z{y)dy t t + 00 

' o 
como havlamos proposto. 

Chamaremos o enunciado em (1), de PRIMEIRA FORMA 00 TEOREMA DA 
RENOVAÇÃO . 

No caso em que a -1 = µ , o lema 3.3.1, que acabamos de demons-
trar, estabelece a chamada FORMA ALTERNATIVA 00 TEOREMA OA RENO 
VAÇÃO , is to ê, 
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( 3 )
0

z(y)dy , t -- nz ( t)

Podemos agora , passar ã

Consider'ando que qualquer função z pode ser decomposta em suas
partes positiva e negativa, mostraremos que o resultado pro
posto em (1) vale para funções z não negativas e continuas:
Sejam os intervalos

l : [a,BJ
l ' x : [a + x , 8 + x]

Pela proposição 2.2.2, atem (8), sabemos que a medida U é un.i-
for'memente limitada para todo enter'vala finito l
Podemos também, usar' o teorema

"Par'a uma sequência {vn} de medidas, onde a sequência numérica

vnÍ-x,x} ê limitada para todo x. existe uma medida v e uma se-

quência {n.i}.i>] , ta] que vn:+ v" , para concluir que, em nos-

so caso, existe {xk} , xk ' " e uma medida V tal que

UÍxk + dy} + VÍdy}(4 )

A medida V ê finita em intervalos finitos, mas, nãa necessãr'ía
mente concentrada em [0, + n) '

Considet'erros agir'a, uma função não negativa e conta'nua z, que

se anula fera de um intervalo finito (0,a) e Z. a correspondem

00 68. 
(3) Z(t) -+- 11 -1 J z ( y) dy , t • co • 

o 

Podemos agora, passar ã 
Demonstraçio do Teorema Fundamental da Renovaçio 

Considerando que qualquer função z pode ser decomposta em suas 
partes positiva e negativa, mostraremos que o resultado pro -
posto em (1) vale para funções z não negativas e continuas: 
Sejam os intervalos 

I = [a,B] 

I + X = [a. + X , 6 + x] 
Pela proposiçio 2.2.2, ftem (8), sabemos que a medida U ê uni­
formemente limitada para todo intervalo finito I. 

Podemos também, usar o teorema: 

"Para uma sequincia {vn} de medidas, onde a sequ~ncia numirica 
vn{-x,x} ê limitada para todo x, existe uma medida v e uma se­
quincia {ni}i>l , tal que vn.• v" , para concluir que, em nos-- 1 

so caso, existe {xk} , xk • m e uma medida V tal que 

(4) U{xk + dy} + V{dy} 

A medida V e finita em intervalos ~initos, mas, nao necessãria 
mente concentrada em [o, + 00) "" 

Consideremos agora, uma função não negativa e contfnua z, que 
se anula f;ra de um intervalo finito (O,a) e Z, a corresponde! 
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te solução da equação de renovação, isto é,

,xk+t
z(xk+t) : l z(xk'Ft-y)UÍdy}n

tomamos xk ta] que xk + t > a
A função z se anula fera de(0,a). Com isto, te

a

z(xk+t) : J z(xk+t-y)Ufdy}
0

A seguir, subti"almas (xk+t), do ar'aumento da função z, e obte

a

z(xk+t) : J z(-y)uÍxk+t+dy}
Q

Então

UÍxk+t+dy} + VÍt+dy} , quando xk ' n

Pelo teorema da convergência monõtoma, vem:
a

(5) Z(xk+t) - j z(-y)Vtt+dy}, quando xk + n .
0

epetirtdo o mesmo raciocínio para Z(xk) temos
a

(6} Z(xk) ' l z(-y)VÍdy}, quando xk '-
a

sarda agora, a parte b) do lema 2.2.3 , concluímos que

Z(xk+t) - Z(xk) ' 0 , quando xk ' ", isto ê

(7) Z(xk+t} -'' Z(xk)

R

y

+

te solução da equaçao de renovaçao, isto e, 

xk+t 
Z(xk+t) = J z(xk+t-y)U{dy} 

o 
Como xk + ®, tomamos xk tal que xk + t > a . 
A função z se anula fÕra de (O,a). Com isto, temos 

a 
Z(xk+t) = f z(xk+t-y)U{dy} . 

o 

69. 

A seguir, subtraimos (xk+t), do argumento da função z, e obte­
mos 

a 
Z(xk+t) = Jo z(-y)U{xk+t+dy) 

Então 

U{xk+t+dy} + V{t+dy} , quando xk + ® 

Pelo teorema da convergência monõtoma, vem: 
a 

(5) Z(xk+t) + J
0 

z(-y)V{t+dy}, quando xk + m. 

Repetindo o mesmo raciocinio para Z(xk) temos 
a 

( 6} Z(xk) + J
0 

z(-y)V{dy}, quando xk 

Usando agora, a parte b) do lema 2.2.3, concluimos que: 

(7) 
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De (5), (6) e (7), vem:

(8} l z(-y)VÍt+dy} : l z(-y)VÍdy}

Este intimo resultado ê valido, como vimos. para toda função z
da classe das funções continuas que se anulam fera do intervalo
(0 ,a }

Como, esta classe ê uma "classe separante", (veja Breíman [4]).
segue-se que

Vtt+dy} = Vldy} , ou seja,

(9) V ê uma medida invariante por tt'anulação.

Sabe-se que, toda medida definida nos conjuntos de Borel da re
ta, que ê invariante por tt"anulação, é um múltiplo da medida de
Lebesgue na neta. (Royden [22] )

Concluímos assim, que para todo intervalo 1, de compr'imenso h,
v { i } : e .h

Como UÍxk+dy} ' VÍdy}, quando xk -r - , segue-se que

Uexk} - UÍxk-h} + VÍxk} - Vtxk-h} : 8.h, quando xk +

Com isto, demonstramos que para a sequência {xk}, quando xk-»",
existe 8 (uma constante a ser determinada), ta] que

(lO) Uexk} - UÍxk-h} ' 0.h

Para conhecer Q valor de 8, tomemos a lema 3.3.1 para {xk}, 8
e z = 1 -F

«

De (5), (6) e {7), vem: 
a 

(8) J z(-y}V{t+dy} 
o 

a 
= J z(-y)V{dy} . 

o 

70. 

Este Último resultado ê vãlido, como vimos, para toda função z. 
da classe das funções continuas que se anulam fÕra do intervalo 

Como, esta classe ê uma ºclasse separante", (veja Breiman (4]). 
segue-se que 

V{t+dy} - V{dy} , ou seja, 

(9) Vê uma medida invariante por translação. 

Sabe-se que, toda medida definida nos conjuntos de Borel da re 

ta, que ê invariante por translação, ê um múltiplo da medida de 

Lebesgue na reta. ( Royden [22]). 

Concluímos assim, que para todo intervalo I, de comprimento h, 

V{I}= 9.h 

Como U{xk+dy} + V{dy}, quando xk +~,segue-se que 

Com isto, demonstramos que para a sequência {xk}, quando xk+w, 

existe 9 (uma constante a ser determinada), tal que: 

Para conhecer o valor de 9, tomemos o lema 3.J.1 para {xk}, 9 

e z = 1-F. 
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Então:

z(xk) -'' B l z(y)dy ,

onde, resta verificar se z : l-F ê uma função diretamente in--
tegrãvel segundo Ri emana

Mas, a função z = 1-F ê monótona pois F ê não decrescente e,
pelo resultado citado no Teorema 2.1.2

o ' o ' o

bons'ideremos o caso u < u . Então, a função z = T-F ê d'treta

mente {ntegrãvel em(0,+n). pois. para qualquer a finito,

z(y)dy : 1 0-F(y)]dy : l yredy}

0

$

z(y)dy z(y {s to ê,

z ê integrãve] em todo intervalo finito (0,a) (veja o Teorema

1 . 3 . 2 )

Vale, então, o lema 3.3.1 e, para a pat'tícular função z = 1-F,
a solução Z da equação de renovação ê l
Te mos ass i m,

1 = 8 u , ou seja ,
]

y( 1 ] )

Se açor'a podemos truncar a função z

z(y)dy + l z(y)dy ,
b

z(y)dy

71. 

Então: 
00 

Z(xk) + 9 J z(y)dy , 
o 

onde, resta verificar se z = 1-f ê uma função diretamente in­

tegrãvel segundo Riemann. 

Mas, a função z = 1-F e monõtona pois F e não decrescente e, 

pelo resultado citado no Teorema 2.1.2, 

00 

f z(y)dy 
o 

= J 
00 

o 

00 

[l-F(y)]dy = J yF{dy} = µ • 

o 

Consideremos o casoµ< 00 • Então, a função z = 1-F ê direta -

mente integrâvel em (O,+oo). pois, para qualquer a finito, 
a oo 

J z(y}dy < f z(y}dy = µ < oo, isto ê, 
o o 

z e integrãvel em todo intervalo finito (O,a) (veja o Teorema 

1.3.2). 

Va 1 e, então, o lema 3.3. 1 e, para a particular função z = 1-F, 

a solução Z da equação de renovaçao ê 1. 

Temos assim~ 

1 = Q µ t ou seja, 

( 11) Q -1 
= µ 

Se agora, µ = 00 , podemos truncar a função z: 
00 b 00 

J z(y)dy = J z(y}dy + J z(y)dy 
' o o b 
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e , cone luar que
« b

o ' o

Pa ra z = 1 - F, Z ( xk)

z(y)dy > 01 z(yldyg

e , então

nz(y)dy

Segue-se assim q ue

e , portar to

w'-= z(y)dy q ue impl ica em

(] 2) Q : O

Finalmente, determinado o valor da constante Q, resta mostrar

que Q resultado obtido. vale para todo x.
Para tanto, suponhamos, por absurdo, que existe outra sequencia

{x&} , x& -. H e, uma medida V' # V ta'ís que

Utxl + dy} . v'tdy}, quando xl + n

De fot"ma análoga ao raciocínio feito para {xk} e V, conciul'mos
que

V'tt+dy} B V' {ldy} , 'isto ê,

V' ê também, invariante por translação, e. portanto
v ' { l }

9

e~ concluir que: 
00 

eJ z(y)dy 
o 

b 

> 0J z(y)dy 
o 

Para z = 1-F, Z(xk) _ 1 e, então 
b 

8 f z { y) dy ~ 1 . 
o 

Segue-se assim que 
b 

J 
-1 z(y)dy < 8 e, portanto 

o 
CIO 

cio=~= J z(y)dy > 9-l , o que implica em: 
o 

(12) 9 = O 

72. 

Finalmente, determinado o valor da constante 9, resta mostrar 

que o resultado obtido, vale para todo x. 

Para tanto, suponhamos, por absurdo, que existe outra sequência 

{X'} k 
+ 0G e, uma medida V1 r V tais que: 

U{xk + dy} + V'{dy}, quando xk + oo. 

De forma anãloga ao raciocínio feito para {xk} e V, conciuimos 

que 

V'{t+dy} = V1 {dy} , isto ê, 

V' ê também, invariante por translação, e, portanto, 

V'{I}=y.h 
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Ainda. de forma Idêntica ao que foi feito para deter'minar o \ra

lor de 8, obtemos

Então. Q : Y , o que ê absurdo pois supuzemos V' / V
Assim,

U(x) - U(x-h) + hu'l
U(x } - U ( x- h ) -. 0

quando x -+ n e para todo h > 0 , como havl'amos proposto.

- }Y = y

Y : 0

ê QY

73. 

Ainda, de forma idêntica ao que foi feito para determinar ova 

lorde 9, obtemos 

-1 Y=u ,u< 00 

y=O ,u=oo 

Então, 9 - y, o que e absurdo pois supuzemos V' r V. 

Assim, 

U(x) - U(x-h) + hµ-l , u < oo 

U(x) - U(x-h) + O ~ µ = oo 

quando x + 00 e para todo h >O, como haviamos proposto. 
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CAPYTUL0 4

TO

Nêste Última capitulo, faremos um breve histórico da Teoria da

Renovação, final ízando com a apresentação de resultados mais N

gentes, que extendem o teorema cento'al da Renovação para alguns

casos especiais, el ímínando as r'estríções sôbre as funções di}
tribuição envolvidas no processa.

Vamos nas referir, em particular, aos aspectos puramente teõri
cos e computaci orai s do tema .

E claro que, com o desenvolvimento de modelos teóricos, surge,
S'imu'ltâneamente, uma linha de aplicações bastante amplas que
por si sÕ, poderia se constituir em objeto de pesquisa.
Acreditamos, ter evidenciada nêste primeiro contacto com a Teo
ria da Renovação, a nossa opção pelo aspecto teórico, visando
com isto, adquirir elementos que servissem de apoio para uma

melhor abordagem da área de aplicações.

Entretanto, ê interessante. e cabe aqu'í destacar, que as apli-
cações, faltam durante certo tempo, pr'ejudicadas em seu desen

volvimento, pela existência de paradoxos (aparentes) que po-
diam, ãs vozes, conduzir ã conclusões erróneas

Exempliflcaremas com o chamado "D'-',''i""- da Inspecão" . ut.ili-
zando a distribuição exponencial, mas o problema ocorre no ca

l

@

"Pai"adoxo da Ins pecão $

CAP!TULO 4 

CONSIDERAÇÕES GERAIS SOBRE O DESENVOLVIMENTO 

DA TEORIA DA RENOVAÇÃO 

74. 

Nêste ultimo capitulo, faremos um breve histõrico da Teoria da 
Renovação, finalizando com a apresentação de resultados mais'! 
centes, que extendem o teorema central da Renovação para alguns 
casos especiais, eliminando as restrições sôbre as funções dis 
tribuição envolvidas no processo. 

Vamos nos referir, em particular, aos aspectos puramente teõri 
cose computacionais do tema. 

t claro que, com o desenvolvimento de modêlos teõricos~ surge, 
simultâneamente, uma linha de aplicações bastante ampla, que 
por si sÕ» poderia se constituir em objeto de pesquisa. 
Acreditamos, ter evidenciado nêste primeiro contacto com a Teo 
ria da Renovação, a nossa opção pelo aspecto teórico, visando 
com isto, adquirir elementos que servissem de apôio para uma. 
melhor abordagem da ãrea de aplicações. 

Entretanto, ê interessante, e cabe aqui destacar, que as apli­
cações, foram durante certo tempo, prejudicadas em seu desen -
volvimento, pela existência de parQdoxos (aparentes) que po­
diam, ãs vêzes, conduzir ã conclusões errôneas. 

Exemplificaremos com o chamado "Paradoxo da Inseeçio" , utili­
zando a distribuição exponencial, mas o problema ocorre no ca-



su geral, como a l©ltor poderá verificar consultando FelleP

Antes porém, observemos que, em geral , para qualquer pr'acesso,

no qual a ocos'rêncja de um determinado evento. depende de "im-
pulsos momentâneos" e não, do que aconteceu no passado, os

"tempos de espera" entre sucessivas ocorrências dêste evento

(isto ê, as renovações), têm distribuição geométrica ou expo -
rlencial, dependendo do parâmetro - tempo, ser discreto ou con
tTnua respectivamente

Isto porque, as dista'ibuÍções citadas gozam da chamada propr.)
dade da falta de memÓrIa

P{X = k/ X > k-'í} = pn ' no caso discreto
P{X > t+s/ X > s} = P{X> t} , na caso continuo

Intuitivamente, todo processo cuja distribuição gola desta pt"g

priedade, não "envelhece" e, a cada etapa, a dlstribujção do
seu tempo restante de vida independe da sua idade

t fãcí i verificar que as distrjbuíções geométrica e exponencial
satisfazem a falta de memõrja e, mais ainda, que são as únicas

(cada uma na classe das distribuições discretas e coREI'nuas)

com tal propriedade. Isto justifica Q fato destas funções apa-
recerem com tanta frequência em problemas de "tempos de espera"
Voltando ao citado "Paradoxo da !nspeção", podemos resuma-lo co
mo se segue

"Uma peça de um equipamento (por exemplo, uma bateria

75. 
so geral. como o leitor poderã verificar consultando Feller 
[16] . 

Antes porem, observemos que, em geral, para qualquer processo, 
no qual a ocorrência de um determinado evento, depende de "im­
pulsos momentineos" e nio, do que aconteceu no passado, os 
"tempos de espera" entre sucessivas ocorrincias diste evento 
(isto ê, as renovações), têm distribuição geométrica ou expo -
nencial> dependendo do parâmetro - tempo, ser discreto ou con­
tinuo respectivamente. 

Isto porque, as distribuições citadas gozam da chamada proprie 
dade da falta de memõria: 

P{X = k /X> k-1} = p
0 

, no caso discreto 

P{X > t+s / X > s} = P{X > t} , no caso continuo. 
Intuitivamente, todo processo cuja distribuição gosa desta pr~ 
priedade, nio "envelhece" e, a cada etapa, a distribuiçio do 
seu tempo restante de vida independe da sua idade. 

t fâcil verificar que as distribuições geométrica e exponencial 
satisfazem a falta de memõria e. mais ainda, que são as Únicas 
(cada uma na classe das distribuições discretas e contlnuas) 
com tal propriedade. Isto justifica o fato destas funções apa­
recerem com tanta frequincia em problemas de "tempos de espera". 
Voltando ao citado "Paradoxo da Inspeçio", podemos resumi-lo m 
mo se segue: 

"Uma peça de um equipamento (por exemplo, uma bateria elétrica) 



é instalada e utí gizada atê que se quebre. Após a falha, ela
ê imediatamente substituída por uma peça do mesmo tiPO, e o

processo contínua sem interrupção. As épocas de "substituição"
definem um processo de renovação no qual a variável aleatória
Xk ê a duração de vida da k-ês íma peça instalada e tetn distri-

buição F, exponencial , com pal"âmetro À > Q . Então E{XkJ: À'l
e Sn : ;ll. X.i define a época em que a n-êsima peça é substitui

Suponhamos agora, que, o tempo real de vida destas peças deve
ser testada por inspeçãa, ou seja, que se toma uma amostra de

peças em open'ação na época to > 0, fixada e se obset"vam as suas
durações.

Se definirmos a variável aleatória wt como sendo o tempo res-
tante de vida de cada peça da amostra, concluirá'amos que W+

tem a mesma djstr buição exponencial das variáveis a'leatõrias
do processo, devido â falta de memória da exponencial. Realmen

Sk - to pode-se demostrar que

76

da

-l v
e '''

No entanto, o tempo total de vida de cada peça incluída na amos

tra tem uma distribuição diferente, o que contraria completamen
te a i ntuição"

De fato, ê fácil ver que essa distribuição coincide com a de um

elemento Xk para a qual

76. 
e instalada e utilizada atê que se quebre. Apôs a falha, ela 
e imediatamente substituída por uma peça do mesmo tipo, e o 
processo continua sem interrupção. As ipocas de "substituiçio" 
definem um processo de renovação no qual a variãvel aleatõria 
Xk ê a duração de vida da k-êsima peça instalada e tem distri-
buição F, exponencial, com parâmetro À> O . Então E{Xk}= À-l 

n r Xi define a epoca em que a n-isima peça e substituf i=l 

Suponhamos agora~ que, o tempo real de vida destas peças deve 
ser testado por inspeção, ou seja, que se toma uma amostra de 
peças em operação na época t

0 
> O, fixada e se observam as suas 

durações. 

Se definirmos a variavel aleatõria Wt como sendo o tempo res-
. o tante de vida de cada peça da amostra, concluiriamos que Wt 

o tem a mesma distribuição exponencial das variaveis aleatõrias 
do processo, devido ã falta de memõria da exponencial. Realmen 

l - -ÀX e 

pode-se demostrar que 

No entanto, o tempo total de vida de cada peça inclulda na am~ 
tratem uma distribuição diferente, o que contraria completameE 
te a intuição". 

De fato~ ê fâcil ver que essa distribuição coincide com a de um 
elemento Xk para o qual 
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S k- 1 < to 3 S k ,

e, que êste elemento tem densidade dada por

À2 x e-X x , para 0<xSt Q

f t ( x )'0

Q

a mo s t r' aa

aspec

À(}+X x)e'x x , pa ra x > t

Então, a duração +..oral esperada de uma peça incluTd
ê portar to , 2À' ' .

Esta densidade, obviamente, não coincide com a das variáveis a
leatÕrias do processo, visto como um todo.

Restam'indo, o fato de {nspecionat" uma peça na época ta f'ixada ,
muda a distribuição do seu tempo de vida e doba"a a sua duração
esperada (!ntuítivamente podemos pensar que um intervalo maior

tem mais chance de conter o instante tn fixado)
Do ponto de vista pr'ética, a maneira de se evitar êste pt'obTe-

Rá consiste num piano de inspeção em que se examina a primeira
peça nova, instalada após c instante t.
Feito êste parenteses, podemos iniciar um breve relato do de -
senvolvÊmento da Teoria da Renovação, com ênfase
to teõt.ico

Um estudo descritivo das origens e das varias fases de evolução

da teoria até 1958,. pode ser' encontrado no artigo de 11. Smith

"Renewal Theol'y and its ramifjcatiens" [26]. Este trabalho, a

nosso ver, constÊtue a referência básica e a primeira leitura

para quem deseja conhecer, em linhas gerais, a história da Teo
ri a da Renovação

e, que êste elemento tem densidade dada por 

para 

para 

O<x<t 
- o 
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Então, a duração total esperada de uma peça inclu1da na amostra 
e portanto, 2Ã- 1 • 

Esta densidade, Õbviamente, nao coincide com a das variaveis a 
leatõrias do processo~ visto como um todo. 

Resumindo, o fato de inspecionar uma peça na época t
0 

fixada , 
muda a distribuição do seu tempo de vida e dobra a sua duração 

esperada (Intuitivamente podemos pensar que um intervalo maior 
tem mais chance de conter o instante t

0 
fi~ado). 

Do ponto de vista prâtico. a maneira de se evitar êste proble­

ma consiste num plano de inspeção em que se examina a primeira 

peça nova, instalada apôs o instante t
0 

• 

Feito êste parênteses~ podemos iniciar um breve relato do de -

senvo1vimento da Teoria da Renovação, com ênfase no seu aspec- · 
to teõrico. 

Um estudo descritivo das origens e das vãrias• fases de evolução 

da teoria ate 1958, pode ser encontrado no artigo de W. Smith: 

"Renewal Theory and its ramifications 11 [26]. tste trabalho~ a 
nosso ver, constitue a referência bãsica e a primeira leitura 

para quem deseja conhecer, em linhas gerais, a histõria da Teo 
ria da Renovação. 



A respeito dêste artigo, Cox comentou: ".........tais paper is
a demanstt'at$on if one fere needed, that elegante of a.general
theory and poder ín answet"ing pa''tÍcular prablems can wel f to
gether"

As origens da teoria estão ligadas ã questões de crescimento
populacional e ã analise de sistemas de Itens auto-renováveis

A primeira referência a êste respeito e feita por Lotka [20] ,
em ]939, com um trabalha de espec$a} aplicação 'às "renovações
em processos i ndus tri a{ s "

Em }943. C.Pala , introduz iu Q conceito de "pontos de reprodu-

ção" dente'a da teoria do tráfego telefónico. Em particular, ê}
se autor fez uso de um t'esultado que mais tarde set''ja denomina

do "Teorema Elementar da Renovação"

A partir desta época, Q assunto começa a despertar interesse

entre os matemáticas, e, consequentemente st;rge uma grande va

Piedade de resultados teõt"ices, o que poderia parecer surpl"een
dente, dadas as origens simples da Leal"ía

Os primeiros esboços de uma 'construção teõt'$ca", aparecem com

Doou 1:11=1 , em ]9a8 e, cam FeT]et', []3] , [14] em 1948 e 1949,

onde o primeira aborda o tema sob a ponto de vista da Teoria
das ProbabÍljdades e, o segundo, com base na Teoria das Even-

tos Recorrentes.(Al$ãs, o que Feller, nestes artigos, chama

de um processo-evento recorrente, é o que essencialmente Ganhe

Gemas como um processo de renovação discretas
Os teoremas que chamará'amos de fundãMêR'uãls

78

teõy'$&a
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A respeito dêste artigo, Cox comentou: 11 

••••••••• this paper is 
a demonstration if one were needed, that elegance of a.general 
theory and power in answering particular problems can we11 to­
gether11. 

As origens da teoria estão ligadas ã questões de crescimento 
populacional e ã anãlise de sistemas de itens auto-renovaveis. 
A primeira referência a êste respeito ê feita por lotka {20] ,. 
em 1939, com um trabalho de especial aplicação às "renovações 
em processos industriais" . 

Em 1943, C.Palm, introduziu o conceito de "pontos de reprodu­
ção" dentro da teoria do trifego telef5nico. Em particular, i! 
se autor fez uso de um resultado que mais tarde seria denomina 
do "Teorema Elementar da Renovação•. 

A partir desta êpoca, ~ assunto começa a despertar interêsse 
entre os matemãticos, e, consequentemente surge uma grande va 
riedade de resultados teõricos, o que poderia parecer surpree~ 
dente, dadas as origens simples da teoria. 

Os primeiros esb~ços de uma ~onstruçio te5rica". aparecem com 
Ooob [11] , em 1948 e, com Feller, [13] , [14] em 1948 e 1949, 
onde o primeiro aborda o tema sob o ponto de vista da Teoria 
das Probabilidades e, o segundo, com base na Teoria dos Even­
tos Recorrentes. (Aliãs~ o que Feiler, nestes artigos, chama 
de um processo-evento recorrente, ê o que essencialmente conhe 
cemos como um processo de renovação discreto). 

Os teoremas que chamaríamos de fundamentais para a teoria sur-



sç''- -'v pe' :uuu iy'iy - !ybu e se caractel"$zam pe a presença de

condições que restringem extr'emamente as suas valldades

Quase todos os resultados desci"evem c "comportamento asslntõti

co" dos processos, e, essa grande ênfase no$ teoremas l irrites,
e naturalmente explicada pela dose.jo de se obter conclusões, vã
]jdas em situações bastante gerais

Em 1957, Skellam e Shenton [Z4:], conseguem uma sêr'ie de "resul
todos fjnítos" para casos especiais.

Outro fato, que chama a atenção ê que os autores em sua grande
maioria, pesquisam o comportamento de um processo, através da

sua Função de Renovação U(x\ = E{Nx} , definida na capitulo 2,
como o numero médio de renovações no intervalo ]:0,x]. Conhecer

esta função, ou mesmo, o seu comportamento assintotíco para -

gr"andes valÕre$ de x, é suficiente obra responder ã maior par-
te das questões que surgem ao $e estudar um pr'acesso de renova

0 ma is st$pTes e antigo resultado si;bre U(x} é o chamado "Teo-
rema Elementar da Renovação" : g=1-L""' '""'+ - , quando x -> ®

(onde u : E(X.i} $ n e y'; = 0 se u : n)(Cap. 3 - sec l)

A prime ira demonstl"ação rigorosa dês'.e fato ê devida a Feller,
em ]941 Í:l?] , que fez usa de um teorema Taubet"jante para ante
orais de La pl â ce

Nesta monogrõfla, pal''a demonst.rã-la, seçu$mas a ot"tentação da-

da pot'' Doou ]:ll], llo!" se!"em, o$ seus arçument:os, de certa for-
ma, mais simples e d]reta.mente ]jgados ã Teoria das Probabili-

79
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gem no perlodo 1949 - 1960 e se caracterizam pela presença de 
condições que restringem extremamente as suas validades . 

• Quase todos os resultados descrevem o 11 comoortamento assintõti . -
co» dos processos. e~ essa grande ~nfase nos teoremas limites, 
ê naturalmente explicada pelo desejo de se obter conclusões, vi 
lidas em situações bastante gerais. 

Em 1957, Ske11am e Shenton r24l, conseguem uma serie de 11 resul ..... 
ta.dos finitosº para casos especiais. 

Outro fato, que chama a atenção ê que os autôres em sua grande, 
maioria, pesquisam o comportamento de um processo, atraves da 
sua Função de Renovação U(x} = E{N} , definida no capitulo 2~ .. X 

como o número medi o de renovaçoes no intervalo (o.x]. Conhecer 
esta função, ou mesmo, o seu comportamento assintõtico para 
grandes vaiôres de x, e suficiente para responder ã maior par­
te das questões que surgem ao se estudar um processo de renova 
çao. 

O mais s lese antigo resultado sôbre U(x) e o chamado 
rema Elementar da Renovação" : ~ ---+ µ-l , quando x X 

11 Teo-

(ondeµ= E(X 1 ) ~ oo e u- 1 = O se u = oo)(cap. 3 - sec 1). 
A primeira demonstração rigorosa dêste fato e devida a Feiler, 
em 1941 Q2] ~ que fez uso de um teorema Tauberiano para inte­
grais de Laplace. 

Nesta monografia, para demonstrã-lo, seguimos a orientação da­
da por Doob [11], por serem* os seus argumentos. de certa for­
ma, mais simples e diret~mente ligados i Teoria das Probabili-



jades

Este resultado elementar', foi çi'aduajmente extead$do, chegando

ã outra te recue: de grande poftãncla teÕv:''Ê(a, devida a Blac-
Kwe} l ÍZT

çcnst$tue o que chamamos de "Teorema f'uHdêNCR+Lül da Renovação

U(x) - y!ex-h) -''' h y'i , quando x ''- n , para todo h > 0. f'i

A demonst!"açãe feita po!'' BÊackwe]] , depende também da Teor'ia

das P?'obabilldõdes, nas, e um tanto diflcj} e complicada. $ut'g:!
raR pos+Lel''Íorme8te, oyt.f'âs demonstrações da mesma fê&cQ, sem que
se conseguisse una rea i slmplÍf$cação des a!'aumentos

No ent:anta; em i?$4, sn$th [l?S.], consegue uma "ve?'são" do teü

rema de 13}ackwe]], usando un teorema Taubefianc de i#iener, e,
estabelece Q }"esültada, que nc cõpTtulo 3, denominamos de "For

na Alternativa da Trai"ena da Renovação"

Z(x} : l zex-y Ç Óyli -*u-' l z(3'ldy, quando x-'.w

Se, nesta fol'ma alterna+ç'Êva, fazemos

y{ x- h )

, O < t < h

z ( t }

, no complementa!'

i$tQ e ,

K

lí z(x-.y UÍdv}
0

Utdy} ; h': {lU(x} tj ( x- h } }

80. 
dades. 

Este resultado e1~mentar, foi graduaimente extendido, chegando 

a outro teorema~ de grande importância teórica~ devido a Blac-

Constitue o que chamamos de "Teorema Fundamental da Renovaçio•: 

U{x) 

xado. 

A demonstração feita por B1ackweil, depende também da Teoria 

das Probabiíidades~ mas~ ê um tanto difícil e complicada. Surgi 

ram posteriormente, outras demonstrações do mesmo fato, sem q• 

se conseguisse uma real simplificação dos argumentos. 

No entanto, em 1954, Smith [25] i consegue urna "versãoº do teo­

rema de 81ackwe11, usando um teorema Tauberiano de Wiener, 

estabe1ec~ o resultado, que no capftulo 3, denominamos de 

ma Alternativa do Teorema da Renovação": 

X 00 

Z(x) = f - . 

-1 f z{x~y)U{dy} + µ J z(y)dy~ quando x ~ ~. 
o o 

Se~ nesta forma alternativa. fazemos 

is to ê. 

X 
f 
J z ( x-y) U { dy} 

o 

O< t < h 

no complementar 

X 

= h- 1 f U{dy} :.: h- 1{U(x) = U(x-h')} ,, 
J 

X'"'.h 

11 for -



uuceuius o \eoremõ ae !ackwel!. Ã situação inversa. fol nrnvn
da, neste trabalho, p€1un lema 3.3.]

Para a demonstração do Teor'ema Fundamental, usamos no caPTou

]o 3, as duas fct"mas citadas, seguindo Smith Í26] e a mais re
cente prova dado ?er feller Í:lfi]

A partir' dêste resultado, f:eram deduzidas entre outras, aplica
çÕes em Teoria das Ellas, por 13enes [t] e em Teoria das Conta
dor'es, pai'' Pyke [2]]

E impor'tanto salientar +-amb;m, que Cax [9]. em 1955, obtêm as

linhas básicas das re loções entre Teoria da Renovação e pro-
blemas de inferênêi a

As pt"lmeÍPas extertsãe$ do Teclrema cento'al (nas formas que deng
m Ramos de "elementar" e "fundamental"): aparecem quando num

p["acesso usual de renovação, retiramos a hjp15tese que as vat'ia

fieis ajeatõr as Xk são não nega vas. Pelo menos, da pon+,o de
vista matemático esta gemer'alÍzação faz seno ido e define o c:ha

nada "?l''acesso E xte nd-ldo "

üs autores Chunç e Po]]ard(]952)L7], Chung e Holfowltz { Í952}

[a[!, B]ackwe1](]953) Í]3], Karl$n(}955) L]8], Sm$th(19154]]:25],
mostraram, sob condições diferentes, que o Teor-ema Fundamental

da Renovação ê vã} Êdo para tais pf'acessos extendides.

Em }954, Sm$th [25], Supondo ãd'ic+ontã me te que u2 r(Xii) <n,
provca que

U(x} - xu'] ''' uPe?L:2)-] q {# {X fÇ\2 Lj Ã 'P \N

81. 
obtemos o teorema de 8lackwe11. A situação inversa, foi prova~ 
da, neste trabalho, pelo lema 3.3.1. 

Para a demonstração do Teorema Fundamental, usamos, no capitu­
lo 3, as duas formas citadas, seguindo Smith [26] e a mais re­
cente prova dada por Fe 11 er [16]. 

A partir dêste resultado~ foram deduzidas entre outras, aplicA 
ções em Teoria das Fi 1 as~ por Benes [1] e em Teoria dos Conta­

dores, por Pyke [21] . 

E importante salientar tambim, que Cox ~], em 1955* obtim as 
linhas bãsicas das re1ações entre Teoria da Renovação e pro­

blemas de Inferênêia. 

As primeiras extensões do Teorema central {nas formas que den~ 
minamos de "elementarª e "fundamental"), aparecem quando num 
processo usual de renovação, retiramos a hipótese que as varia 
veis a1eatõrias Xk são não negativas. Pelo menos~ do ponto de 
vista matemãtico esta generalização faz sentido e define o cha 
mado "Processo Extend1do". 

Os autôres Chung e Pollard (1952) [7]. Chung e Wolfowitz {1952) 

[ 8] ~ B i a e k w e 11 (1 9 5 3 ) [ 3 J . K a r li n (1 9 5 5 ) [1 8 J , S mi t h (1 9 !5 4 ) [ 2 5], 

mostraram~ sob condições diferentes. que o Teorema Fundamental 
da Renovação e válido para tais processos extendidos. 

~ Em 1954, Smith [25], supondo adicionalmente que µ 2 ~ E(Xi) < m, 
provou que: 



A pat"tir' daT, a maioria das extensões é feita para casos parti
cuTares com l"está'lções as funções d ístl"'ibuíção

Existem artigos mais recentes que estudam o resultado elementar,

sob as mesmas hipóteses, procurando obter malares informações

sôbre a convergênc'ia de 14-ÇI'} . quando x -- m, nQ caso u B n

Nestas condições um estudo mais detalhado, requer métodos mate

mãtlcos poderosos, e, em geral, os autores utilizam os chama --

dos argumentos Tauberianos, por serem mais adequados, em fun
ção das restrições impostas ãs caudas da distribuição F
Assim, em 1960, Smith [27], obtem resultados para os cas
peciaís em que

82

e)s

( a }

W

F(x) ' --t

';w ' TJn
E fácil ver que para estas s'ituações temos U = n. 0 autor, nê!
te antiga, utiliza e extende um resultado devido a Fe] ]er []6]
e demonstra que, quando x -. m ,

Uex) ' Tiíâ'-x . no caso (a)

U(x) - ]og x , no c a se (b)

Ma ís recentemente, em 1968, Teugels [30], reformulou os resul-
tados de Feller e Smith em um iónico teorema e obteve também uma

estimativa asslntõtica pav'a E{Nil}

As extensões feitas, cam o objetivo de e} imitar as hipóteses de
independência e de água idade das distribuições envolvidas em

(b )

82. 
A partir dai, a maioria das extensões e feita para casos parti 
culares com restrições is funções distribuiçio. 

Existem artigos mais recentes que estudam o resultado elementar. 
sob as mesmas hipóteses, procurando obter maiores informações 
- - . ~ sobre a convergenc,a de x ~ quando x + 00 , no casou=~. 

Nestas condições um estudo mais detalhado, requer métodos mat! 
mãticos poderosos, e, em geral, os autôres utilizam os chama -
dos argumentos Tauberianos, por serem mais adequados, em fun­
çao das restrições impostas ãs caudas da distribuição F. 
Assim, em 1960, Smith [27], obtem resultados para os casos es­
peciais em que: 

(a} 1 - F(x) ~ 1 
X 

(b) 1 
1 - F(x) - logx 

t fâcil ver que para estas situações temos u = ~. O autôr, nês 
te artigo, utiliza e extende um resultado devido a Feller (16] 
e demonstra que, quando x + ~ 

U(x) - x log x 

U{x) - log X 

, no caso (a) 

, no caso (b) • 

Mais recentemente, em 1968, Teugels [30], reformulou os resul­
tados de Feller e Smith em um Único teorema e obteve tambêm uma 
estimativa assint5tica para E{N!} . 

As extensões feitas, com o objetivo de eliminar as hipóteses de 
independência e de igualdade das distribuições envolvidas em 
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processo, ocorr'em em relação ã forma elementar do Teorema da

Renovação.(Não seria de se esperar, naturalmente. que, elimi-

nando estas restrições, Q número médio de renovações num enter

vala de compr'jmento h, dependesse apenas de h}

Nêste sentido, em 1963, show e Robbins [5] consideram uma se-
quência de variáveis aleatórias não identjcamente distribuídas

(e, nãa necessariamente independentes} e estabelecem condições
sôbre a distribuição conjunta, que garantem a validade do teo-
rema elementar

Em artigos publicados em 1964 e 1967, Smith [28] ,[29], estu-

dou Q comportamento de somas do tiPO nEI an P{Sn 5 x}. (Obser-
vemos que, basicamente, Q Teorema da Renovação fornece uma es-

t'imat'iva ass'intõt'ica para Somas dêste tipo, com an = 1 , para
todo n)

Com a hipótese de não-igualdade das dista'ibuições, o autor ob-
teve as mesmos resultados de Kawata, [19], em 1956, sob condi-
ções bem mais fracas do que as impostas pot" êste intimo. Além

disso, Smith estabeleceu relações de implicação entre as suas
conclusões e a lei fraca dos grandes niimeros.

Com um estudo mais detalhado das hipóteses feitas por Smith ,
nestes artigos, Heyde [17], em 1968 conseguiu certas variações
'importantes dêsses resul todos

Evidentemente, destacamos aqui, sòmente alguns das tr'abalhos

que tiveram por objetivo uma generalização dos pontos básicos
da teoria

8383. 
um processo, ocorrem em relação ã forma elementar do Teorema da 
Renovação. (Não seria de se esperar, naturalmente, que, elimi­
nando estas restrições, o numero médio de renovações num inter 
valo de comprimento h, dependesse apenas de h). 
Nêste sentido, em 1963~ Chow e Robbins [5] consideram uma se­
quência de variaveis aleatórias não identicamente distribuídas 
(e, nio ne~essiriamente independentes) e estabelecem condições 
sôbre a distribuição conjunta, que garantem a validade do teo­
rema elementar. 

Em artigos publicados em 1964 e 1967, Smith [28] ~ [29], estu-
oo 

dou o comportamento de somas do tipo í a
0 

P{Sn < x}. {Obser-
n=l vemos que, bãsicamente, o Teorema da Renovação fornece uma es-

timativa assintõtica para somas dêste tipo, com ªn = 1, para 
todo n). 

Com a hipótese de não-igualdade das distribuições$ o autor ob­
teve os mesmos resultados de Kawata, [19], em 1956, sob condi­
çoes bem mais fracas do que as impostas por êste ultimo. Alem 
disso, Smith estabeleceu relações de implicação entre as suas 
conclusões e a lei fraca dos grandes numeros. 
Com um estudo mais detalhado das hipóteses feitas por Smith , 
nês tes artigos, Heyde [17] , em 1968 conseguiu certas variações 
importantes dêsses resultados. 

Evidentemente, destacamos aqui, sõmente alguns dos trabalhos 
que tiveram por objetivo uma generalização dos pontos bâsicos 
da teoria. 



Os problemas, ainda em aberto,(como por exemplo: estimativas

de U(x), "velocidade" de convergência de ll4iX} , para US" etc)
apresentam um carater essencialmente técnico, e, as soluções

sÕ têm sido possíveis para famílias particulares de funções d.!s
trib u{ ç ão F

A grande atividade anual , dentro da Teoria da Renovação esta li

gado ã área de aplicações de seus resultados. essencialmente, na
procura de condições que permitam a adaptação de um modelo de
renovação ã si tuações re ais .

8484. 
Os problemas, ainda em aberto, (como por exemplo: estimativas 

de U(x), "velocidade 11 de convergência de~, para }.1~ 00 etc) 
apresentam um carater essencialmente têcnico, e, as soluções 
sõ têm sido possiveis para familias particulares de funções dis 
tribuição F. 

A grande atividade atual, dentro da Teoria da Renovação estã li 
gada ã ãrea de aplicações de seus resultados, essencialmente, na 
procura de condições que permitam a adaptação de um modilo de 
renovação i situaç5es reais. 
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