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A G R A P E C l M ENTES

Ao terminarmos este traba].ho, não podemos esquecer toda a ajB

da que muitos, di.teta ou inda.retamente. nos prestaram. De algumas até

mesmo nao conseguimos lembrar. Todavia. não poderíamos deixar de men

clonar particularmente:

o professor Dr. Cardos Alberto garbosa Dantes, que sugeriu o te

ma desta di.ssertação e nos orientou durante uma boa parte do trg

o professor Dr. Flávio Waqner Rdori.quem que. quando da vi.agem do

Dr. Dantes ao exterior, amei.tau de bom grado substi.tuí-lo,nos ap.

xlli.ando na parte final- e na relação;

o apoio e estímulo dos membros do Departamento de Estatística do

Instituto de Mateinãtica e Estatística da Uni.versidade de são Pau

lo, e o cuidado dispensado [)or nosso colega -Todo Baptista Este-

ves de Oliveira. na datiJ-agrária dos manuscritos



A introdução da Teoria das I'unçÕes de Decisão Sequenciais por

Neild ei:' foanda.tionó ol a (;enc't«f Tliec'.l :{ c} Sequellclae Peca-:sion Furtcil4

a+ls (].947) . estendendo os f)ri.melros resultados aue deram origem a Tcg

hla da Pi'c,chão t.ófafiaZllca, motivou a cobertura de ulT\ novo canta)o de el!

todos que cu.Lniinou com a formulação da Teoala 3e'ua,e a Pa.,fada 0,Cima

Àrrow, B]ackwe]]. & Girshick (1949) tratando o }lroblenla da de-

Lerr!\mação de soluções de Ba\'es l-)ara problemas de decisão sequência.l.

introduzi-rara a l)rinleira técnica para a obtenção de procedimentos se-

'luerlci.tíi-s (regras de parada) õtiP\os e uue é conhecida pelo nome de

Bücf:LLÜRí{ ]iiduc.{4üH. ]Va].d & \Vo]f]owitz (].950} n\ostrararl que o problen\a

da existênci.a de soluções de Bab'es r)ara t)roblemas de decisão sequen-

cial. poalan\ ser considerados como Í)robleínas de existência de regras

üe })brada õtlmas })ara f)recessos estocásticos, COHt r)arâmetro discreto.

convenientemente escol.hirtos. Sne].]. (1952) . Chow & Rot)bi.ns (196]., 1963

e 1967}, Haggstron (1966) e :;i.eqnlund (1967) estudaram o })roblema da

f)brada Óti.r\a e desenx-olveri3m os fuiadanlentos de uma teoria geral para

f)recessos estocâsticos con\ E)arâpleti-o discreto. Uma outra abordaqen: do

problema da p Fada atina.pode ser encontrada nos trabalhos cie [)ynkin.
}
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Griqe].ionis, Shiriaev e Dantes que uti].i.param técnicas baseadas na

T€044ü P40bab.(.e,c.sÍlIca do Po,tenda,e,no caso de Processos de Markov com

parâmetros discreto e contínuo.

Neste traba].ho, discutiremos a].quis aspectos da Teoria da Pa-

rada atina ta]. couto foi sugerida por Chow & Robbins, procurando disco

ti.r seus resu].todos principais apresentando-os em forma didáti.ca e a-

companhados de demonstrações formais.

o traí)alho se divide em cinco senões e dois apêndices, orqani.

zados da seguinte forma: na seção l descrevemos e ilustrados com al-

guns exenlE)]os, problemas de parada ótima; na seçao 2 o prob].ema é for

n\u].ado com })decisão e de forma genérica; na seção 3 desenvolvemos a

teoria para processos con\ parâmetro discreto; na seção 4 tratamos tég

ni.cas [)ara determinar regras de parada otimas e na seçao 5 e feita u-

ma comparação dos resultados da seção 3 com aque].es obtidos por Snell.

Nos apêndices foram inclui'dos alguns resultados da Teoria das Probabá.
cidades que são utilizados, acompanhados de uma bibliografia adequada,

a fim de tornar mai.s completo o trabalho.
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Z O PROBLEMA OÁ PARADA OrlWA

Suponha que será r'eaJ-izada uma sequênci-a de partidas de um dg

terminadç) jogo de apostas e que um joEado].' deseja par'ticipar delas

mas pz'atende abandonar' o joÍ3o após haver' z'eal-içado um certo nÚme].'o de

partidas, r'etír'ando-se então com a fortuna obtida ate aqueJ-e instan-

te. Obviament:e estamos suoondo que o jo8adol' não tem capacidade de

pr'ofe+.-azar e po}.'tanto a esco].na do instante em ;lue irá abandonam' o jg

go deverá basear-se apenas rlc, seu conhecimento anel'ca do passado e

nr'eseilte. Assim, após a realização de cada partida, com base nos r'e-

su].todos obtidos ate aqueJ-e instante, o ]oEador deve optar entre: pa-

}.'al' i.'etít'.Indo-se com a fol'tuna obtida até aquele instante; c,u lagar a

pr'oxida partida. Seu objetivo, com :isto, é tor'nar máxima a fortuna

(lue esf)era recebem' no instante eín que a})andara o .logo.

Neste contexto o p,tob.fama da pa/fada otJ-md fica caracterizada

de forma natur'al e podemos considerar' como caracterl+sticas esserlciais

de tal p!'obj- ema

}l un? mccan,temo a,eeafãxio regida pa4- uma ee,é }3aobab.te.i.s;t,éca

que ,(4cm04 óupox conhecida;
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üna 4 rompe.nóa e

,s,éóeema,s de dec,irão (Zue, apã.s cada ob.seÂvaçãa da ''po.s,i-

ção'' do mecal1{.8nlo, pzo re.\.alfa arfa/t eneaÉ'

al pa4a4 e 4ec bçl4 a ptecalFipen,5a deu,Cda aÍã aqu Ze In6,tapa

bl cón{,(nuas afé clb.S€4uQ4 itouürllcn,(c a pc-.óXçãc, da mecãltl.s

í) !;erve ainda que no caso do .ja8ador, a soJ-ução pa!.'a o seu

[ll'o!)lema cora:;êste na dete!''m:mação, caso exista, de urn sistema dt! deck

são satisfazendo ao c['itéri.o de otima].idade por e].e esta!)e].ecido, ou

se.ja, aque].e que cora.'esponde ao seu objetivo.

}jeste tribal-ilo, trai.arenas o Dt'QtllcHã da })at'.ida oti.na num cc:n

texto !!era.L e [.ara tdHtcn e!;tal.c.Lcceren'.os na pz''ox.ima seçao umd estrutu

[a matemática formal- r\a qual este })!'oL].ena ç)odeia ser forno.Lado con

f)rec]sao c' estudarem.os cora (]est.3lrlc d existência e deterá.=inaçao de scl
]'Jçoes ;)ara o i=esn\o.

Lritretanto, abates dc: i)r'oiis:epuil'n-.üs vamos ilu:3t:'ar com [al! urss
exeiR=-!os

E.Kt'1})1.0 } - Suponha (!ue uma :pessoa (!uezra f)i'ocupar' e!:lT)ruFO. ]:].a sabe

airlda ]ue at)Ós c.ila visita a um em;)!'e8ador, eJ-a pode deck

{.lir ent!'e -)a!'ar de orocurar enoreEO, .aceitando o melhor

entre o'3 blue ja o;süi infol.'mações ou continuar su.l or{)cu

ra invest:i jlando ou-tra oferta de tFã]).l].tio. .\. questão e lue

procedimento deve aclotar' nã pl'ocas.l a fln-: de que possa es

L-el.'al' aceitar a i-.el}.or afeita



EXE.\4PL0 2 Um :jogador pode fazer
te maneira: cada vez -

cada com probabilidad

dado ]-p. A questão é

ra parar de apostar.

EXEttPL0 3 - Suponha que iremos ex.

aleatória,e que dentr-

me].hor. Após examinar

].hê-lo ou rejeita-lo .

el l e [eí nt.L nax urn nté to(

o melhor obJeto, no i.i

com a maior f)robabili{

O exemplo 3 . nos di.versos

cede os fetais diferentes nortes, en:

ou ainda o problema do corlcurso d.

EXE.'.tPI.01 4 - 0 paob.ee.ma do e.sfac4a

trai um local para es

szstir uma peça num d.
se aproxima do teatro

passar do teatro sem l

os quarteirões adjace]

pessoa quer che(;ar ao

tratéqia deve adorar l

nor tempo possível !)a=

EXE l.4PLC) 5 - Sul)oRLa aue um equipa

3

Um :jogador pode fazer uma se(luência de apostas da segui-n-

te maneira: cada vez que e].e aposta, sua fortuna é dupli-

cada com probabilidade p ou reduzida a zero com probabi].i

dado ]-p. A questão é dual deve ser o melhor instante pa-

ra parar de apostar. supondo que sua fortuna inicial é a.

E xfl âfp Í. c} 3 Suponha que iremos examinar v (VZ2) objetos em uma ordem

aleatória,e que dentre esses objetos desejamos escolher a

me].hor. Após examinar cada um dos objetos, devemos esco-

].hê-lo ou rejeita-lo definitivamente. r) problema consiste

em determi.nar um ntétodo tal que seja possíve! di.scriminar

o melhor obJeto, no i.estante em (;ue o mesa\o é exame.nado,

com a maior Í)rol)al)ilidade possível

O exemp].o 3. nos di.versos contextos ein aue e apresentado, re-

cebe os fetais diferentes nomes, entre eles, o prob].ema da secretaria

ou ainda o problema do corlcurso de be].eza.

0 paob.ee.ma do e.sfac4al'talnen o - Un\a pessoa deseja encon-

trar um ]oca] para estacionar seu automóvel., a fi.m de as-

sistir uma peça num determi.nado teatro. Suponha que ela

se aproxima do teatro a uma distância de = unidades e se

passar do teatro sem haver estacionado, a pessoa circula

as quarteirões adjacentes na procura de uma vaga. Como a

pessoa quer chegar ao teatro o mai.s cedo poss31ve]., que es

tratéqia deve adorar para que possa esperar gastar o me-

nor tempo possível para checlar ao teatro.

i xfÊ{PLO $ Suponha que um equipantento tenha probabiJ-idade p., de
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Içar entre os instantes k e k+l. Existem oportunidades pg
riÕdi.cas de substituição, nos instantes 0, ]., 2. .... e o
equipamento é novo no instante 0. Em ({ua].quer instante n,

ele pode ser substituído por um novo, a um custo el , se
estiver em funcionamento, e o equipamento que o substitue
será consi.durado novo no i.nstante n+].. Por outro lado, se

o equipamento 1lalha entre os instantes n e n+l',ele é subo

tituido a um custo cl+c2 e o novo e(Julpamento entra em o-
peração no instante n+2. O objetivo consiste em estabele-

cer uma [)olÍtica de substituição que minimi.ze o custo por
uni.jade de tempo.

Ü

EXtl\fPL(} 6 - Um pesque-sabor toma observações independentes de uma di.a-

tribui.ção F, sobre a teta. com média 0 e variância fini-

ta. Supondo que e].e deseja parar de tomar observações em
a].gum instante, que procedimento e].e deve adorar na esco-

lha deste. a fim de que possa esperar obter a mai.or média

de observações possível
Alguns exemplos mencionados acima,encontram-se basicamente em

show, Robbins & Siegmund (].971) . são problemas clássicos da Teoria da

Parada ótima, e foram antp].agente estudados. Outros exemplos poderão

ser encontrados ©ln grei.man (1964) . Não será nosso obljetivo nos refe-

rir a e].es eventualmente. O leitor interessado nas soluções poderá

consultar a bibliografia i.ndicada no final deste trabalho
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Na seção anterior, introduzimos e ilustrados com alguns e-

xemplos, problemas de parada Óti.ma. Nesta seção vamos estabelecer u-

ma estrutura matemática na qual poderemos formu].ã-].os com precisão e

trata-].os de um modo genérico. Para tanto, consideraremos i.ni.cia].men

te o exemplo l da seção anterior.

Suponha que a pessoa esteja interessada em apenas um ti.po
de atividade, e que deseja fazer sua escolha com base nas Informa-

Çoes relativas a salários. Duas coisas são óbvias: a pessoa nao vai

f)rocurar emprego indefinidamente e além disso a deck.são de parar de

procurar emprego aT)Ós ter se entrevistado com n empregadores só pode

depender das informações obtidas nas n primeiras entrevistas.

Vamos introduzir uma sequência {YnlnGN c]e variáveis a].eató
rias, com distribuição conjunta conhecida, para representar os salá-

rios que ].he são oferecidos nas sucessivas visitas aos empregadores.

Assim, podemos indicar a oferta fi.na].mente aceita. através de uma va

Fiável. a].estória, definindo, })ara cada neN, Xn = max (YI' ..., Yn).

Neste contexto, um si.stema de decisão f)ara a escol.ha do ins

tente em que deve parar a f)rotura. pode ser descrito por uma varia

$
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)res intei.ros post.uivos e tal que o even

L visita) sÕ depende de YI' ...í Yn' Es-
.nada Jteg'ta de panada.

ou me].hor, que regra de parada esta pes

le em!)rego, a fim de que possa esperar a

;posta a esta pergunta. reside a solução
lnsideFãdo.

:a t pai-a est:e problema, ê possível osso

p ({ue representa a Oferta ri.na.Lmente a-

-ar Ext' (quando exi.star, como a perfor-
.qrafo anterior pode ser reformu].ada em

espectivas performances,e o objetivo da

.r, caso exista, a regra de f)atada cuja

ntuitivo, vamos co].orar o prob].ema de u

ra tanto, consi.deraremos dados a partir

ilidade (S2, F , P} ;

ente. {Fnln8N' de sub-a-ã].febras de F;
de variável-s a].eatóri.as defi.ni.das

ue Xn é Fn-mensurável, V neN.

deste traba].ho,a menos que seja feita

os em mente o espaço de probabili.jade

as vara.ãveis a].eatóri.as e definições

6

ve]. a].estória t assumindo va].odes intei.ros post.uivos e tal que o even

to {t=n} (parar após a n-ésima visita) sÕ depende de Y., ..., y.. Es-
ta variável. a].eatória é denominada Jteg'ta de panada

Qual o procedimento, ou me].hor, que regra de parada esta pes
soa deve uti].azar na procura de em!)rego, a fim de que possa esperar a

ceifar a me].hor oferta? Na resposta a esta pergunta. reside a solução
do prob].ema de parada óti.ma considerado

A cada regra de parada t para este problema, é possível osso
dar uma variável aleatória X., que representa a oferta fi.nalmente a-

ceita pe].a pessoal e i.nterpretar Ext.' (quando exi.star, como a perfor-
mance de t. A pergunta do })aráqrafo anterior pode ser reformu].ada em

termos de regras de parada e respectivas performances,e o objetivo da

pessoa consi.stirã em determi.nar, caso exista, a regra de f)atada cuja
})erformance é máxima.

Com este background i.ntuitivo, vamos co].orar o prob].ema de u

ma maneira precisa e geral.. Para tanto, consi.deraremos dados a partir
desta seção:

a) um esf)aço de probabilidade (S2, F, P} ;

b) uma sequência crescente. {Fuln8Nf de sub-a-ã].febras de F;

c) uma sequência, {XnJnGN' de variável-s a].eatóri.as defi.ni.das
em (í2, F. P) , tal que X. é F -mensurável. V neN

Durante todo o desenvolvimento deste traba].ho,a menos que seja feita

alguma menção explícita, teremos em mente o espaço de probabili.dado

(í2, F, P) , de sorte que todas as vara.ãveis a].eatóri.as e definições
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serão relativas ao mesmo. Além disso reservaremos a letra X para re

presentar o processo estocãstico {Xn' FnlnGN considerado em (c) . e
que denomi.maternos pxoce.s.bo de ,teconTpen,sa

DEFTNIÇÃ0 2. 7 - Uma aeg,ta de pa,fada relativa a uma sequência cres-

cente, {BnlneN de sub-a-á].febras de F é uma variá-
vel aleatória t com valores em N e ta]. que

a} {t=n} e B , V nQN;

b) P(t < n) = l

(]8SERt/ANÃO - Em a],duns casos, torna-se natural a consideração de vg,

fiáveis a].estórias com valores em N que bati.sfazem apg

nas a condição (a) da defi.nação 2.1. Estas variável.s a

].estórias são denominadas aeg4a de pa ada ex,tendZdaó.

Neste trabaltlo não nos dedicaremos ao estudo de tais

regras, podendo o ]e]tor interessado consu].tar Sieq-

mund (1967} ou Chow-Robbins & Sieqmund (].971)

Com respeito a wm processo estocásti.co qualquer. Y = {Y.,

BnJnGN' wna regra de parada relata.va a {BnlnGN será denominada uma

regra de parada para Y. o exemplo seguinte, dá uma interpretação pã.

ra as condições (a) e (b) da defi.nação 2.1. em termos do backgpoz4nd

intuíti.vo do iníci.o desta seção.

EXEIA{PL0 2.1 - Como Xn = max(YI' ..., Yn)' se tomarmos Fn = F(YI'.
Yn) , um sistema de decisão que indica a pessoa

o instante em que deve parar de procurar emprego na-

da mai.s é do que uma regra de parada para o processo

e
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de recompensa {Xn' Fnln6N' Note que neste caso a cona
ção (a) da defi.nação 2.1 é equi.vaJ-ente a dizer que

lttnn } : $ (YI' .... Yn)

para alguma função Botei-mensurável. $ e pode ser consi.-
derada portanto como representativa do fato da decisão

de parar no i.nstante n sÕ depender das informações obti

das até aque].e instante. A condição (b) garante a nessa
a que e].a não irá procurar indefi.nidamente

i

É impor'tarte observar que se t é uma regra de par'ada para X)

os eventos {t S n}, {t < n}, {t :l n} e {t > n} são elementos de Fn'

V n e N. A seguir' vamos considerar' a]-duns exemp].os de I'eiras de para-

da que encontraremos no décor-rei' deste tribal-tlo.

EXEMPLO 2.2 - Seja {BnJn©N Um'3 uequêrlcia de eventos ta]. que para cada
neN, B.eF. e P( U B.) = ].. [)efi.na' a ' a' ' '...'':nn@l

finf {n: o e B }t(w) = 1 n
to' se o conjunto acima e vazio.

Obsel've então que t é uma variãve] a].estória com vaJ-a-

res em N, e além disso {t=n} = B:n...nBli.lnBn e Fn

pois , Bi e Fi C Fn+ i-l,'..,n-l

nUIBn C {t<m}, P(t<m) = 1 e consequentemente t e
uma l.'eRT'a de i)al'ada relata.va a {FalaCN

EXEMPLO Z.3 - Sejam tl e t2 reET'as de oar'ada re].a t:idas a {Fnln6N' De-
fi.na

e
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t(u) = max {tl (u) , t, (w) }

É fácil ver que t é também uma regra de parada re].atava

a (FaJn8N pois

{t=n} =({tl:n} ílÍt2Sn}) U({tlSn} ntt2:nl})e Fn e

{tl<n} n {t2<n} = {t<@}.

EXEMPLO Seja {tkJkeN uma sequência de regras de parada re].ati-

vas a {FnJnCN e seja {AnJnGN uma sequência de eventos 2

a 2 disjuntor em FI tal que P( UIAn) = 1. Defi.na

1. n se u € n Ac
Dnl n

Ê fácil ver que t assume va].ares em N e além disso, se

keN, {t=k} = UIAnflÍtn=k} e An € FICFk' V nCN' Logo se-

gue que {t=k} e Fkp v keN. Como P( U {tn=«}) = 0, temos

que P(t<n) = 1. Portanto, t é uma Feri'a de paz'ada rela-
tiva a {F }' n'a6N'

uma I'egz'a de parada, t, para X definimos a variáve]. a].ea

t(u) n)lttn(w)IAa(u) se u € UIAn

toda

(w) se t(w)
(2. 4 )

Xt ( to )

se t(u)

que repl.'ementa a recompensa fina]. quando anotamos a regra de parada t
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Note que

ln q.c.

A seguinte definição estabe]ece formal.mente o critério de OR
tima].idade que adotaremos

t?EFINlçÃ0 2.Z - Seja T uma classe não vazia de regras de parada para

o processo de recompensa X, tal que EXt. existe,VtCT
Se t.eT e

+

Exto : v(T) : ?gçi EXt

a regra de parada tO é dita ÕÍima em T. O número v(T)
é denominado ua,eo de x xeZaX:.ivamen.(e a T.

\ramos denotam' por C d c].as!;e de todas as possi+veis regras Je

parada }).lra X, para as (!vais EXt ex.isto. Uma Febra de oarada Ótima em

C é denunFRiHãdü simpl-esmente ã,t,chia, e v(C) é chamado apenas de va.eot
de X.

Com os e].ementas q'ue ja di.soomos podemos foi"'mudar, com pr'eci-

são e de forma 8enéri.ca, o F)roblema da par'ada atina, da seglüinte n\a-
mei.ra: 'fdddo o i)rocesso de reconf)e11sa X,

a) qu.a! o valor' de v(C>?

b> existe uma rcE!.'a de o.lra(]a otirla [.a!-a >:?

c) se existe, .!ual g esta ref:ra?''

G pi'oblei?\a acima não está suf:icieíltemente bem formulado, no



sentido de que nâo há nada (]ue nos garanta que a c].asse C seja não va

zia. De uma maneira geral não fica claro a existência de regras de pg

Fada t para um processo de recomilensa arbi-trãri.o, X, tais que EXt e-
xista. Àssi,m sendo, estabeleceremos uma hif)ótese inicial. para evitar

es})eculaçoes em torno deste problema. Es+-e procedimento é comum na J.i.

teratura, onde encontramos frequentemente hipóteses como:

1) EXn exi.ste, vneN;

2) EXn exi-ste, VneN;

3} E su}) X. < o

A adoção de qualquer uma dessas hi-póteses acarreta de i.media

to a existência de regras de f)atada t para X tais que EXr exista. No

caso das hi.!)õteses l e 2 acima as regras de parada t : n bati.sfazem a

esta condição, enquanto (]ue so}) a }\inótese 3 fica garanti.da a exi.stên

cia de EXtr (qualquer (.lue selva a regra de f)atada t alara X })oi.s
X. s sull X. (!.c.

n

n

exEÊ{PLO z . s Pat'a mostrarmos que, dado um processo de r'econnens.a X =

= {Xn} FnJnGN' nei;! semFI'e existe um.} re ra de f)brada a-

tina , consilel.'e .i seguinte situação: su;)ortla lue Q é

um conjunto unitário, Q ; {uOJP Xn(UO) : 1 - 1 e F =

= Fn ; {g, í2} para cada neN. E fáci! vez' ({ue se t é uma

I'eEI'a de pa).'ada p.lra X = {Xn' FnlneN' então t = n q.c
Para a].8um neN. Lof.o, v(C) : ]- e coí.sequentemerlte não e

Riste regra de ;la!'.ada oti-n..l f)az.'a este processo. Eritre-

tarlto, d.ido c > 3 existem reco'as de pal'ada t, tais que
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EXt > v(ê) - e. Tais regras são denomi.nadas e-ã,Cimaó.

DEFINIÇÃO 2.3 - Se T é uma c]..asse não vazia de regi.IS de par'ada para

o processo de r'ecompensa X, ta]. que EXt existe V teT,

e e > 0 ar'bltpár'io, dizemos que tQeT' '; c'ã,t.éma em T,
se

EX > viIT)[ 0

É fácÍ]. ver (!ue tOeC é ótima se e somente se for c-Ótima en C, V c>0.

}~lote aind.a que dado c>0, segue da defi.rlição de v(T) cíue existe tneT,
e -õt i,ma nesta classe

EXEMPLO 2.6 Outro exempJ-o de pr'oblema de I'Cera de parada onde não e

Riste uma re8r'a de [)atada atina, é o exeni).Lo 2 da seçao

anterior, quando tomamos p > 7' Vamos introduzir,então,

var'lavei.s aleatórias yl'Y2'... par'a t'epresentar os re-
su].todos das sucessivas apostas, onde ãs -.rãFiáveis alem

to-rias Yi, ieN, são ir\dependerltes e ident.ícamer\te di.s-

tribuÍdas com P(Yi:J-) : ]--P(Yi:0) = p, onde o evento
{Yi=1} significa que o jof.adoi' verlceu a i-esina aposta

}.leste caso, ã sequ';ncia Jas recompensas XI ,XP,. .. é de-
fl-ninfa pop:

D.

Xn : 2"c(illIYi),
neN .

indicando que o joE.odor i'ecei)e 2nc se parar no instante

n tendo vencido todas as a})ostas anteriores, e se e].e
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per'det' a].Ruma aposta seu capital é reduzido a zer'o, as-

se.n pel'manecendo indefinidamente. Não é difÍci.]. ver que

neste caso, as Únicas regi'as de parada que interessam

são as i'Ceras de parada tk : k. Entretanto,

:*tk :k. P' l l

;;:' ; ';nrí;ní : -;T « : -':' - ' T''k+!

Portanto
)

EX. > EX
'k 'k+l

e conseaÍuentemente não existe uma r.e81.'a de pal.'ada Óti.-

ma. Vale a pena 110tar ainda que no caso em que p < } a

I'egr'a de parada Ótima será tl ao passo que se p = { to-
das as i'egx'as de pai'ada tk) k > 1) são Ótima$.

Na próxima seção vamos estudar o problema da exi.stênci.a de

regras de parada para o processo de recompensa X : {Xn' FnJn6N que eg
tacos considerando dado, e responder com i.sto a questão b) colocada
na pagina ].0 q
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Na seção anterior, ao formularmos o problema da parada ótim&

em termos do processo de recompensa x. colocamos questões referentes

a exisxçãDCÍâ e caracterização de regras de parada Ótima paz'a tal pro
cesso. \rimos então que ocorrem situações nas quais não existe uma re-

gra de parada õt:ima e situações em blue existem vá!'ias. Nesta seção i-
remos expor as resultados da 'Teoria da Pax-ada Õtima que tratam deste

problema es})ecx'fi.co. Estes resu].Lados constam basicamente em flaqq
strom(}966} e show & Fobbins(1963 e 1967}

{)ávido a grande quanta.dado de resulLçados e no-Loção que é en-

contrada nesta seção, vamos fazer um breve sumária a fím de que Q ].ei
tor não perca tempo com problemas de notação e deta].hes técnicos de
xe$ tul fado $ *

Os !chãs 3,! e 3.2 mostram ({iue na n!'oculta de soluções para

um problema de f)atada ótima podemos nos rest.Fingi.r a subclasse das re

aras de parada que satisfazem a condição de regularidade, introduzida

na defina.çâo 3.1. O lema 3.3 nos dá algumas p!.'of)!.iedades das regras
de })atada nessa subclasse. Em seguida, o ]enla 3.4 estabe].ece uma con-

}4



dlção necessária e suficiente para que uma regra de parada na subclas
$e mencionada acima seja ótá.ma, no caso em que v(C) < n. O teorenu

3.1 no$ dã condições que são suflci.en+.es para garanta.amos a existên-
cia de uma regra de parada ótima. e o teorema 3.2 aã uma Caracteriza-

ção para a regra de parada ótima, utilizando a noção de supremo essen

cia3. de uma famí].ia de variáveis aleatórias, Introduzida no Àpêndí.ce
X

A partir desta seção, a menos que seja feita alguma ressalva

explícita, estaremos supondo que Q processo de recompensa x é tal que
EX. < n, V n e N.

Vamos denotar por CDr n e N, a classe das regras de parada

t e C para as quais P(t : n) a ].. Observe que em virtude da hipótese
feita no parágrafo anterior, estas classes são não vazias e

f . ) ã n ê. D C, D

Podemos interpreta.r os elementos das c].esses introduzidas acima,da sg

gulnte maneira: "se já houvermos observado os valores de XIP . . . PXD-lr
os elementos da classe C,t !'apresentam todas as pgggívels conta.Bgpções
do processo sequencial de tomar obsenrações".

LEMA 3.} - Pala qualquer t e Õ.; n e N fi.xado, defina

r3.2; t:' u ti. + nl.c

onde A n {lE(x.i F.) : X.}. Então:



a) EX;: < m

b} E(X. l Fn) .< E(X.}l f:\) q.c

p.tava: Que t' é realmente unu regra ãe puxada segue i-imediatamente do

exemp3.o 2.4. como X. : O, temos:

''.;, «;. * J *;." ;A' x;'" * J *;" .*;''*'*=
Por outro lado sabemos que EXn > rtanto.

consequent;emente l.xtap < m. com Isto, segue de (3.3) que EXt < ® o
que prova a item (a).

AE(XtiFu)dP =
x dP *

A t
x+dP

Observe ainda que pela definição de t' , tem-se que

E{XtlÍFu) n max(XnpE(XtlIFn) : E(XtlFn)

o que completa a demonstração do leite. l

Vaixns deno+uar por Cí a classe das regras de parada t e c tala

que EX;l < n, e por Cn a c].asse das regras de parada t e C para as

quais P(t ?l n} m ].. O lema que acabamos de demonstrar, nos leva por-
tanto a uma redução do probJ-ema inicial. no sentido de que podenns

nos restringir as c].esses Ca' n e N. na procura de regras de parada
ótimas para o processo de recompensa X. Formalmente, temos o resu].La-
do segui.nte.

CORaiÃRla As classes C., n e N são nâo vazias ea'

C ' CIP C2



À].ém disso,

C c C e

(3. 6} v(Cn) H v(ên) , V nCN

prova: colnbO EXa ( n, tem-se que ta : nega' Portanto as classes Cn são
não vazias, e é fácil ve!' que valem (3.4) e (3.5) . 1)e (3.5) sg

gue ainda que v(Cn) É V(Cn) . Pelo ].ema 3.].f dada anta regra de

parada teca' existe t'eCn tal que EXt$ EXti e consequentemente,

v(ên) $ v(Ca) f o que prova (3.6}. l

Vale a pena notar ainda que se t é Õtiitu em Cn' a regra de

parada t'ecn definida em (3.2} ê Ótima em Cn e em Cn

O ].ema seguinte mostra que podemos reduzir ainda mais o pra'
hiena í.niciaZ.

LEMA 3.2 - Para qual.quer teC., n6N fixado, defina

liní {k E n : E{Xt lrK) É Xk}
t' n {

In se Q conjunto acima for vazio

a} t'ecn e t' $ t q.c.

b) E(xt'iFn) Í E(XtIFa) q.c

c) V k 2 n, E(xt'lrk} > xk q.c

Para provarmos (a) observe que

E(Xtli:k) : Xk q.c. em {t=k}.

em {t ' >k}
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De (3.7) segue que t' S k q.c. em {tnk} e consequentemente

r3.0; t' S t q.ç

Como t é uma regra de parada para X, segue de (3.8) que t' < H q.c

e segue do exemp].o 2,2 que t' ê uma regra de parada para X.

Da definição de t' e da desigualdade de Jensen para esperan

ças condicionais, vem;

»;. - .}
.s E

{ t ' uk}{ t \ =k}
E'(xtirk)ap S

' *!. ..l.**''*;í'*'" x'dp = EX' < ao''t'' '"t

De (3.9) segue finalmente que t' e Cn' O que completa a demonstração
de {a} .

Para provanwos (b} , tomemos À e F{ com ii : n fixado.
De (3. 7) vem:

X .dP w&
Alta :j }

}

k j
E (xt l F:k) dP

A{ t ' nk l}

x.dP
AÍtl Zj }

Tomando-se ] = n em (3.10) teinns:

j* *:.'- : ;* *.', * » . '.
A Última desigualdade demonstra o item (b} do teorema.

De (3.10) decorre que:

(3.11} E(xt'jFj) ?i E(xtjFj) q'c. EDIL'>j}



Levando em conta a defi.nação de t' , segue de (3.1].) que

E(xt' ir.i) > xj q.c. em {t'>j}

Plotivados pelo lenta que acabanus de demonstrar.dainns a segul2.

te defi.nação

DEFINIÇÃO 3.} - Uma regra de parada t e C., n e N, é dita lt-regKZar
se para cada k : n

r3.1ZJ E(XtIFK) > Xk q.c. em {t>k}

Em partlcu].ar. se teC = cl é l regular diremos simplesmente

que t é regular. Para cada neN, a subclasse de Cn constituída pelas
regras de parada n lares têm Importância fundamental na Teoria dg.
senvolvida por Chow & nobbi.ns. É dentre as regras de parada n

res que iremos procurar aquela que satisfaz aa critério de otimallda-

de estabelecido na seção anterior.

Vamos denotar por C+, n e N. a classe das regras de parada

t e C. que são n-regulares. De maneira análoga ao coral.aria 3.1 é fá-
cil. verificar o resultado seguinte.

COROLÁRIO 3.Z classes C:, V n e N, sao nao vazias e

f3. 1 5) c' - ala c} D

Além disso,

C+ c= C c ê en n n

(3. }$} V(C+} H V(C ) = v(ê ) ,n n n ' 'V n © N
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Portanto,a procura de regras de parada ótima para o processo

de recompensa X pode se restringir as classes C+, nCN. Cabe novamente

notar que se exi.ste uma regra ãe parada ótima, t. em Cn é possível aS.
tinir através dos ].Chás 3.1 e 3.2 uitB regra de parada t'ec: Óti.ma em
C:, C. e C.. Reciprocamente se t é Ótima em C: então por (3.15) t é ê

X&' 'a. "a ' ''" D. ' ' ' :$+

tina em Ca e em Cn' A veriflícação de que as classes C=, nCN.são não
vazias é feita observando que as regras de parada tn : n, neN, são
tais que t.ec e v j > n, {t. > j} H #.

Pode ocorrer entretanto a seguinte pergunta. Existem realmen-

te regras de parada que não sejam n-requ].ares? A resposta a esta per-

gunta é afirmativa, conforme o exemplo seguinte.

EXEMP1.0 3.Z - Suponha que um estatístico observa sequenc]a].mente as

variáveis aleatórias Y., YT, ... independentes e tais

que P(Yi :l) -P{Vi=-1) =--t--, i=1,2...., eque a

recompensa recebida se parar de tomar observações no

Instante n é definida por

Desta forma, tomando-se Fa » F(YI' ..., Yn) , o processo
de recompensa X é um parti.nga] e peia gema A.2.]. do a

pêndi.ce 2, se t é uma regra de parada para X tal que pg.

ra a]gumN ?l ]. Pet Sn) * l E(XtjFn) nXu q.c. em {t :

> n}. Consequentemente a regra de parada definida por

tn = m]n(t,K) onde t = ]nf {n: Y. = ].}. por exemn].o, e
K > 1 inteiro fixado não é uma regra de parada regular.

l i :l i l í l :l



Para referência futura, dareitn8 abaixo unu propriedade das SS.
quênclas de regras de parada n-regulares.

LEMA 3. 3 - Seja {tklkeN uma sequência de regras de parada em C:, nêN
fixado. Defina para cada i e N

, ti)

Então, V l e N,

(3. !6}
l<kli(XtkIFn) S E(X.tXIFtx) S E(Xxi+llFn

q.c

p40va: Seque imediatamente do exemplo 2.3 da seção anterior que 't{ é
uma regra de parada para X, V i> 1. Coívn X, < }1 X. segue

que 'ti e Cn' Tomando-se À e rj' j > n fixado, terenns
l

r3. ] 7; X
!j } 'A { .t . nk;l '1 ':.: x. " -!':.:,*::',] .

x. ''' *'',-*l::.:,x.:..:''J-: .}: [*..:,*l::*:,

Observando que TI 5 'r7 < e usando (3.17) obtemos

(3. }8}
E(x.tilFj) S E(x.t lrj) S ... q .c . em {'r: >j }

À.

Como T] = tl é n-regular segue-se de (3.18} que



: :l :l: ll !'ill?:li:1lli?"l:li':l;:il':íi::!11if 1111111

22

X
)

q.c. em {tl>J}

Por simetria. temos que para l S k < i

r3.79; xj < E(xtkiFj) S E(x.t irj} S .-. q.c. em {tt>j}.

Portanto, cm { i>j} c .U {tk>j} seque de (3.19) quek«l

i

E(x.t lrj) > xj q.c. em {'ti>j}

e consequentemente 'r

Para final.izarmos a demonstração, tomando-se i=]. e j=n em 3.18

segue que

l F.) - E(X.r. IF.)

X

lr.) s q.c.

Novamente por si.metria, t;erros para l S k S l

{3. 2©} E(Xt. IFa) Sk IFa) S E(X.t.+ IFn q.c.

De ( 3 . 20} obtêm-se finalmente

l<kliE(XtkjFa) S E(X.r IFa) S E(X.ti+ IFa) q.c. l

O lema seguinte, estabelece uma condição necessária e unu coB

lição suficiente para que uma regra de parada t e C:, n e N fixado,sg.
ja õt[ma nesta c].asse.

LEMA 3.4 a} Para n e N fixado, selva tO e C=. Se V k : n
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(3. 21) xk : E(xtlrk) q.c. em {t0'k} . v tec:l+i'
então t. é ótlma em C+

b) Se v(C:) < n e toec+ é Ótlma nesta classe. então vale
(3 .21)

pa.ava: Suponha que tO e c: e satisfaz (3.21) e seja t e c:. Para cada
k :l n, defina t(k+l) = max(k+l,t) . E fácil ver que t(k+l) pe:
tende a Ck.PI' Ainda,

r3.221 EX
tO

E
k«n

Observe entretanto que pe].a n-regularidade de ta vem

..!..,''*.. '.''' : .*..!..,*-" -& e{k»t<t

X t
}{kntkt Q

Como t = t(k+l) q.c. em {t>k}, segue de (3.21) que

J .E(xt(k+l)IFk)dP -
{knt.<t}

X X dP :t k
Q{k-t {k=t

Q Q

Xt
0



24

x...O]tt iscas uu.as u.]c]..mas aeslqualaaaes, segue de {3.2Z) que

{tn

x dP +
XtdP - EXt

e e

EX X +t €Q
}{ t«L

Q

Isto demonstra a parte (a) do lema.

Suponha agora que tO é ótima em C=. Para k > n e t e Ck+l' de

A - {to * k, E(xtlrK) > xk}

e considere a seguinte regra de parada

t' n tIA + tOIÀC

r que t' e Cnp e além disso

'*.. - J.*..- * J..*..., : J.*...- * J*.*'..,
Como EXtO:v(C+) .vale a igualdade em (3.23) ,e como v(C:l<n pode.
mos cance].ar l XP dP em ambos os men\aros da igual.jade

J.Àc 'Q

/.*.'- ' ;..*'.'' ' ;.*..'- * J*.*'..-.

É fácil .ve

(3. 2 3;

Portanto.

JA(E(xtlrk) - xk) dP : o.

Como (E(xtlrk) - xk) > O q.c. em A, seque que P(.h) = 0, isto é,
V k > R se &em

xk ?l E(xt lrk} q.c. em {t0=k}, v teck+l'

? 1])111 iil : 1 ) :: í l ii:
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Em partlcu].ar, va].e (3.21) país c++l c Ck+l' l

08SERt/AÇÃO - O ].ema que acabamos de demonstrar é uinia reformulação de
do ].ema l de Chow & Robbíns (1961} . Uma condiçãc> suficj.-

ente para que Va < n, é que E Êup x:l < ® . Nestas condl-
çoesp note que uma regra de parada teC: seja óti.itla nesta
c3.asse.

Entretanto, verá.ficar a otimi],Idade de uma regra de parada a
partir de (3.21} não é uma tarefa convidativa. Naturalmente,seria bom

que pudéssemos antes de tudo, baseados apenas nas Informações que díg
pomos acerca do processo de recompensa x. saber se existe ou não uin\a

regra de parada óti.ma para este processo. O teoreirta seguinte estabele
ce um resultado neste sentido

TEOREMA 3.J - Se E suP Xn < " e :lm Xn = -® q.c., então existe em C+,
V neN, uma regra de parada ótima para X.

p40va; Para nCN fixado, sabemos que existe em Cn sequência {tnJtt8H de
regras de parada tal que

skP EXtk * v(C')

Defina, para cada keN

tk ' max(tl, . . . , tk) .

Pe].o ].ema 3.3 sabemos que a sequência {EXTkJkeN e crescente
que v keN

r3. 24;

e

IÚa EXtj. É EX'tk É V(Cu)

Tomando-se o limite quando k-FW em (3.24) , temosi
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r3.25; v(C:} = SBP EXtk É klmm EXTkS V(Cn)

Defina agora a seguinte variãve]. aleatória

T H lj.m ?,,

E fácil verificar que 't assume va].ares em N e satisfaz a canal.

ção (a} da defi.feição 2.1. A.lém disso, como 111 Xn = -® q.ç. aE.
corre da definição de Xv que

26; X, = 3.Im X,. q.cT Ê;= ''Tk

Coiro XT É suP Xn, EX.t existe e por (3.25) e (3.26) segue do ig.
ma de Fitou que

EX.t à ZS.y EX,t. = v(C:)k"»'} 'k

Suponha entretanto que P(t=") > 0. Neste caso, como EX.t existe

EX.t = -m , o que contradi-z (3.27) pois, v(C'} >-n. Portanto,
Teca e é ótima nesta classe.

Observe ainda que pelo lema 3.3 tk é n-regular V keN e por
(3.18) segue que para cada j z n

281 Xj < E(XtkIF.i} É E(XTk+tIFj)

v keN. Pelo lema de Fitou para esperanças conde.ctonais segue
de (3.28) que

q.c. em {'rk>j}

E (X.tKJFj) « E(XTJFj) q em { tk >j }

v keN e portanto:

x: < E(x-lr:) q.c. em U {'r >j} 3 {'r>li}.
J l ' J ' kn]. k ' '
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Lertibrando que

EXt l X dP = EXn >
{ .t ; n }

< n o que prova que 't é õtlma em Cn'

0.

{ -t ) n }

segue-se que EXr

EXEMPLO 3.Z colTD apli.cação do teorema que ãcabâtTDS de demonstrar ,cola

sidere a seguinte situação: Sejam Y, YI' Y2P .'' variá-
veis aleatórias definidas em (í2,F,P) , identlcamente dis

tribuídas e que EY' < n. Suponha que os valores dessas

varlávei.s aleatórias sejam observados sequenclalmente e

que a recompensa recebida por parar no instante n. neN.
seja definida por

X. = max(YI, Yn) - g(n)

onde g(n) representa o custo das n pri.melros observações

Seja Fn = F(YI, ..., Yn).
Suponha que existam constantes positivas a e B tais que
E(Y+)B'+a < n. Oesta forma, se g(n) = cna, c > O, temos

XR
++ a! max(Y + )+ 'yk n

e pelo lema A.2.3. segue que llm X. = -n q.c. e que

E sup x= ! Ejsuptmax(V+, ..., Yn) - cnall < n.

Consequentemente, existe uma regra de parada ótima para

o processo de recompensa X : {XnrFulu6N definido acima.
O problema de parada õtima neste exemplo.é conheci-do PSi
lo nome de S.4#PZ;JNG v.rT# PE'a4.EÉ.
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Se no exemplo anterior definimos a recompensa quando pa
rainns no infante n , nQN por

X; = Yn - 9(n}

segue ainda do lenn A..2.3 que se existem constantes a e

B positivas tais que E{Y+)$+a'' < «: lim X' = -u q.c. e
E suP(X:) ' < n. Portanto, existe unu regra de parada ó."

ti.iRIa para o processo de recompensa X; = {Xa'FnJaQN' O
problema de regra de parada definido pe].o processo de

recompensa X' é conheci.do pelo nome de S.4MPL.rNG PITXC)Ur

0BSERUAÇÃ0 Nos exemp].os 3.2 e 3.3, se Y tem vara.anciã fInIta, exls
tem rege-as de parada ótimas para os dois processos de re
compensa definidos, com g(n) = cna, V a z l.

No exemplo 3.2, seja Mn = max (Y]., .... Ya) . Suponha que
as vara.áveis aleatórias YI' Y2r .. sâo independentes e
que 0 s q(l} < g(2} < ... . Se EY+ < n. podemos definir

constantes an' únicas. a+-revés da igualdade

E(Y - an)'P : q(n+l) = q(n) = Bu

Nãa é dift'ci]. ver que

E(Mn+llFn)

onde F é a função de distribuição de Y. Portanto,

, yn+l) dF(yn+l} ,

E (Xtl+ l i Fn } X n E(Y M )+n

lí l : .
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g fácil ver que

E (Xn.+ ]. tFn} É Xn 'e--' > Q '

Assim. se $x É $z É .. . terenws

{E(xn+llFn} É X } c {E(Xn,p2lFn'p!} S Xa.pl},

De uma ilianeira geral., se o processo de recomperlsa satis-
faz a inclusão acima, dizemos que o problema de parada g

tina é monótona. Podemos encontrar um estudo detalhado

deste problema em show & Robbins (1961 e 1963) .

Na demonstração do teorema 3.1 exiblmos uma regra de para-

da Ótima para Xr tomando-se Q supreitn de uma sequência {taln8N de re'

aras de paradas regulares, tais que SEP Extb - vec} . Outras caractere.
zações da regra de parada ótíma quando esta existe,são encontradas em
Sne].1 (1952) , que utilizou resultados da Teoria dos Marti.ngals,Chow &

Robbins (].967) e fiaggstrom (1966) que o fizeram utilizando respectlvg

mente as noções de supremo e Ínfiiln essenciais. Prosseguindo, vamos a

presentar os resultados obtidos por Chow & Robb]ns (resu].fados análo-

gos foram obtidos independentemente por Haqgstrom) .

A. fim de darmos ao leitor uma ideia intuitiva sobre a ma-

neira pela qual. o problema fol abordado, observe que é razoável. supor

que o i.estante ótima para terminarmos o processo sequencial de tonal

observações deva $er um instante n, neNr para Q qual não exista uma

aopztdlnuação zJantalosa, isto é, uma regra de parada teC=+1 para a qual
E(x.lr.) (w} > x.{u} . :quivalentemente, deveríamos parar o processo SS

quêncial de tonal' observaçÕesp na instante n se e somente se



llf'X! !:=i)l:::;;íi:F! f;ll ll:=lT::v 'TI l
' . : ' . . ' ; : . .'. . . .. . ; ' . . . '. ' '

xa('d) z ã:S E(x:ír.) (ü'}

Todavi.a não podemos garantir que a função teci+iE(xtlrn} 8e$a nF -men
surãve]. e consequentemente qtle (a função definida por

fi.afim: Xn(W) à .g8€ E(X.IFn) (wl}! '''R+}
.z'e&i} % '{

l.op se a con:junto acima for vazio

seja uma regra de parada para Xr ou melhor.sat5.Braça as condições {a}

e {b} da definição 2.!. Esse prol)lema é superado através da definição

{@ se o conjunto acima flor vazio.

Para a definição e propriedades do suprento essencial de uma família
de variáveis aleatórias veja o apêndice ]. no final, do traba].ho.Nessas

condições 6 é uma variável aleatÓli.a assumindo valores em N e satisfa

lendo a condição (a) da definição 2.1, pois sygç$+s E(XtjFn) é Fn-nwa.
surãv'e].. Não podemos garantia entretanto que 4 seja uma regra de pare.
da para X, isto é, que P(4 < n) = 1. mas se 6eC+ é possível mostrar,

como veremo$r que ó é Ótima. Iní,cialmente, demonstraremos um lema que
rios permitirá reescrever ó numa forma mais conveniente

infln: Xn(w) su E:(Xt Fü} ( )}

LEMA 3. S a cada neN. teliws :

sup e:$ E{XtjFn) M max (Xn' supCess E(XtlFn)) q.c.R '''©+}

pa.ava: Seja teca e defina t' = max(n+l,t) , é fácil ver que tiecu.}l
coTIm t=ti q.c. {t'>k} 'V k>n+]. seque que

©
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E(Xt'lFk} : Eexi:lrk) > Xk q.c. em {t'>k}

e portanto tteC:+l' Selva. A = {t=nJ; LeIRas

f3,3c71 E(X.IFn} ; E(jxniA. + Xt'l.&ct iFn} '

Rala + E (Xt 1 1 Fn) 'LAC S

S xnIA 'F stpCess E(XtlFn)IAc S

<. max (Xn' sup .es$ n(xt jFn))" tG

Coiro (3.30) va].e V teca, tentos

(3.3]; sup eis E(XtIFn) S nux(Xn' supCesl E(X.IFn)) q.c.

Por outro lados como t:n e C+, terlnsn''

f5.3ZJ sup eis E(XtIFn)

segue-se que

suP8C:; :U.ir.} : '' ';; EU:lr.) q.c

i)e (3. 32) e (3.33} seque que

r3.34; sup e:s E(X.ifn} : max(Xa' suP ESS E(XtlFn) q.ç.

De (3.30} e (3.34) o resu].Lado segue

Para cada neN. seja n = sugc$ss E(XtiFa) . Das propriedades
B.

supremo essencial e da parte (b} dos lemas 3.1 e 3.3 segue-se que

e

q.c

Como C+n
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'n sup eES Eex:lí,} sup es$ U(x: E (X: i Fa)

com probabilidade [. E,emblemas a].nda que

f3.56 v(Cü) = v<C }3'. ' ©

e deno+uemos este valor comnn !)or v ' Poltant.o, Q lema 3.5 segue que

yn à Xn q.c. e nortantc a variável aleatóri.a 4 deeini.da fnr (3.29}pq
de $er reescrita na segui.nte folinta

rinÍÍn: X. (w}

r3. 5p; 4 (®} « 'l

l.w $e o conjunt acima for vazio.

Os ]-ema$ que apresentam s a seguir são uti].izados na dornas

oração das propriedades d va!.i.ável aleatória introduzida em (3.37) .

T.. {u} }

[Ê:MÂ $,6 - P r c&ãa n Ni

a existe uma sequência rtklkeN en Cn tal que

*. s ;'*.:::E'.* k'« '
q..c

h} E:~.

p,tava: Sabervns que existe. para cada ngN. uma sequência {t'klk6N em
C* t-al que

SVP E(Xt;lFn; * rn ' stG ess E(XtiFn)
©

Tlodenos supor' ai.nda t.l = n. $e tolmarnns agora

tl:: B m-(t;i , , . . , t:;}
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segue da !ema 3.13 que {Z(Xtt,iFnJkGN e uma sequênci.a crescente
de variáveis aieatõ!.ias e que

l<klj. :k ' {x::lr,) S 'vn
{eN.

Po!'tanto,

'Y. H s:P E(X.;:lP.} S ixm E(x.. lr,) S y,

o que prova o i.&ucM (a)

Observe agora qtle pela parte (a) , e flelo teor.ema da convergên-
cia iwtenãtona seque que:

38; E'n ' :lim Z(E(X.klfa)) '

= IÍm EX. ( v
k-boh tk ' n

Coilt'o por defina.ção E(XtjFn) : Yn q,C. V teC:. tem-se que

EXt: S E"rn V teC e consequen+-ementa vn S EYn' Oeste última

designa date e ãe (3.30) a parte (b) do lema segue. l
3.7 - Se teC. então para cada nCN

=(XtiFn} S Yn q.c. em {t>n}

p.tava: Se teC, definirão t' = max(n,t) , segue que +.'eC. e portanto
por (3 , 35)

r

F

E(Xt' IFn} 3 'Yn q.c.

Coiln t=t' q.c. em {t>n} segue que

E (XtiFa) - E(X:. iF'n} S yn q.c. em {t>n}



34

?ara cada neN, defina a pari:ãve]. alea+»ária

.línfÍK à n; Xk {w} ' yk (u)}
l.© se o conjunto acima for nazi.o

Note que para n*l, al cairei.de com a variáv'et aleatória s defina

(3.37) . Temos e:leão o seguinte lema.

LEMA 3.& - Se teca' defí-na t' = min(t.an) , Então, t'eCn e

E {Xt:' iFn} : E(Xt IFn} q.c. .

fg.{a}

pa.ava: Seja ÀeF.. E:Deão:

''.',, ; *;» -*../ *; «*..l.:?;" -**.l..;;-«*.}, :..í- *."
Pe].a desigualdade de Jensen. segue o lema 3.7 que V kZn

E(XtiPk) : B (XtlFk) : Yk q'c. em {lt>K}

Poztan+-o,

:»,.-* *;" »:-,i.-* ::*:i;;;

Pela defi-niçgo de an'

1 *;«; í <«: í *:,"
Á.{t>aRnk} Á.{t>an=k} A.{t>&nnk}

pois t'=k em {t>aRnk}. Logo, segue de (3.42) e {3,43} que

X X>

t 't
Â Â
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'remando-se A.={2, +-cm-=e que EX;. S BXt < õ' o que prova que
a

Do 3.ema 3 . 7 seque que

í *: - f *:,;, * í í *:'' .
A AÍt$an} k'n Aet>an=k}

: ...!..;*.." *}« ..:.j,-*,**" « { *:''
pois, Xk : yk q'c' em aRnk>n, e Q lema íli-ca der estrado.

Podemos agora d6iitonstrãr as propriedades da6 regras de parada

aqP ileN, d finiãa3 m (13.40} , e que constituem um dog resultados pnB
cipais desta ;eção.

TEOREMA 3.2 - Para cada n«lç

} Se an C: ©Dxc&Q a é Óti.ma nesta classe

b} $e \n < 'o e exí.ste uma regra de parada atina em
então a.eCl:, é ótima a minimal nesta ci.asse

prova: Pela definição de Gn segue que V k:r}. neN fixado,

':,

Xk ' k " Sutl®EES E(x.irK) : suP' ESi Z(x:lÍk) )- Eex:irK} q'e,

en {aa=k}, v tec;l,p}.

p'ortan+.o,pela Falte {a} do lema 3.4, o 6 atina em C: o que ag.
nonstxa B parte (a)

Pala dencnstralnaç a narre (b), observe que e ec ê a :egla
de p&3:ada que nQF hípõ&uese estamos supondo ótima. ent.ãn
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(3.48) xk: ' 'yk q.c. em {Ã=k}. V kZn

k3ln, ta! que

?({.8=k; z(x! lík} > xk}) > o

àefi.ainda ó''t:B+óiBc onde B=14wk; EexÊ:iíK' > Xk} é fáci!
que ó 'eC; e além disso, como v'Q ( '. segue-se que

$e QXâ$t&r

ver

EX4; - E€1aZ{XtiFk} 'F IBcX.$} > EeX.61B '+ Xó=Bc} - EXa f

que é absurdo. Portar'o Xk :l E(Xtif:k} q'c' em {ó=k}, V tee{ e

consequentalwnte Xk>yk q.c, en {4=k}. Logo, (3.46} vale e

f'3,g7; a < .ã

Suponha agora que para algum k:n; o evento

{aa > k; E{Xa irk) < Ykí

tenha pl'ohabiliãade post.Lui.va. Como

';'''' J *.." - { :'*.. ;»''' « 2 **"
para a].çum c > O. Feio ].el:n 3.6, i)edemas escolher

'; ';; j **'' - ; ' J *:',
tal que

Se definirmos agora t:=AulIA'faR'AC' leque de {3.48} , (3.49} e do
lema 3.8 que

":' : { *:" * { *'," ' { *'*'; * {. *.;''



que é uma contladiçãa F'o:"tanto; PeÀ} = 0 e V k>n

(3. 8G} g(Xa iÍk} > 'kR
q.c. em {c >k}' u

Pelo ema 3.7, vale a i'g=alãad er\ (3.$0} e Pala deíi.feição a.

r3,51; =(XalFk yk 'k q'''em{ >k}

&

=(xa lrk} «

De (3.47} , {3.53.) e do lema 3-8 eçue finalmente que
8+uima neat:a c].asse e mini.ma!

ote q=© ;e = 'up X ' " ; :ill'* X, n -n q-c., g, é 8tá.:w
em C' e aa<'T q,c-. ando T é a z'eira ãe Falada ótí:ia exibida no teore-
ma 3.1, C lema seguinte, estabelece !anão ent:e a, 8 a calact:e-
:lzação de regi'a8 de pa:'ada õtinaa ãi.8cuti.da no t ox-8Hâ 3.j..

i.EMA 3.9 - Sulonla (iue bata neN fixado, v < n. Então 8Q l-k'k6N e u'

n sequência c:e ce te ãe regras de atada en C, +-al que

8

e

k il.m tk'
R:-#®

q.c.

p.tava Suporlha que para alça: i. : n o evento

+uenha prohabiiidaãe post.uva , Como

> Xi an /N, exi. te : > O dual que

j *:;' - :; ; j ::;;

> eR+ X'1R Y. >
' 1

?ara cada keN, considere o ementa
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{ / . \B k k n

a fãci.! ve:ifi.car (iuo

'T

a'B,K 'y! :$i:: -- "y! :Â.

X: l ' ~ . E i 'y: l ' n . ?kê,

l x: i ' i '' 1 !: S
&.

seque pelo teorema da conta-alqênci.a (ãoninaãa qua

B

x.ap ---+ l x.ap a

k A

j *:'' - ; *:"
sk A

Por (3 . 53} e {3,54} existe kn suf?icientemente grande +-ai

f f

j l
F
4

Ã Bk

'Cp

i 'v:ã?
.Í :-

f
' 1

A

De (3.52} , {3-$S) e {3-56} Temi

; ::', {

}

j
/

x.d?
.&

Â

f X.6?
.&

3€ <

Â

f

/

f

j



(3. 5 7)

e

Í
J ''Êãp'
Bk

?alo iç! a 3.6, exi.8te para cada

:;e'; :;: q-
(:. S8}

!n a regra ãa na.!ada

f
}

Bk

Í

.l 'r1'3p

Defina Tk ' 'k'''3k ' tk'$Ê

verificar ';ue TkeCn e poi (3.S7) e (3,S8) tem-se que

EX
X j.::k ' ; x:

TAPE que é wm absurdo. ?o:+.anta,Con6equentenente,

P À} = e o lema

.-q.'-- ' A' 'n -..' '.. '. ..&

?G - Suoonha çue = sup X. < " e que pa::a algum n6N fixado edis

ü-e u:iu :'eq:a de parada. tO' óti.na en C:l. Então se {tkik8N
é wm sequênci.a crescen+-e ãe leç:a3 de parada em

que =Xtk k.:. vn e t - :lm tk, teC; é óx-i.na nesh.a
tSt. q.c

3uponh.a çua Da:a

Tk G
$ 9ue

ç> a ieN o eve to

tenha probabi.!idade nosi.uva Se ãefini: o t
max(k'F!. tã} f
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tenns que tÍeC;+l e pelo lema 3.4 (b}

r3.591 E(Xt.jFk} S Xk q.c. em {tO=k<ti)
l

Como ti=ti q.c. em {ti>k} segue de (3.59) que

E(xt.lrk) S xk q.c. em {tO=k<ti}

o que cone'ráfia a n-regularidade de t . Portanto, FITO:k<til'na
V k::n e leN, o que acarreta

t S tO q.c

Consequentemente, t é uma regra de parada e temos

X. = lím X. q.c.
k-b® 'k

A demonstração de que t é ótima em C: é idêntica a feita para
't no teorema 3.].. Bastando para isto verificar que neste caso

Tk ; max(tl' r tk} : tk q.c

e portanto

1;!= '* 1;:= '*
Observe então que nas condições do teorema 3.]., segue dos

lemas 3.9 e 3.1a que a regra de parada 't do teorema 3.1, calhei.de com

a., isto é,

q.c

Portanto, se E sup X. < a' e existir uma regra de parada óti.ma em C:.a

regra de parada ótima é mínima! e dada por a. e pode ser caracteriza-
&



3.10, são Impraticáveis. Na próxima seção vaitns tratar

trminação de soluções para problemas de parada Ótí.ma.

bem como a escol.ha de uma sequênci.a crescente {tklk6N c

regulares conforme Q lema 3.10. Er\tretanto, a determina

da também como !imite de sequências crescentes de regra

41

da também como !imite de sequências crescentes de regras de parada n-

regulares conforme Q lema 3.10. Er\tretanto, a determinação de Tn'neN.

bem como a escol.ha de uma sequênci.a crescente {tklk6N conforme o lema
3.10, são impraticáveis. Na próxima seção vanns tratar o problema da

detrminação de soluções para problemas de parada õtí.ma



iv - TÉCNICAS PARA A DETERMINAÇÃO

OE REGRAS OE PARADAS PriMAS

Na seção ]]] estudamos o prob].ema da exi.stênci.a de regras de

parada Ótimas para o orocesso de recompensa X, sob a hipótese de que

EXn < u, V nQN. Ainda naque].a seçãa, vimos que sob determinadas conde.
çÕes a regra de parada õtima podia ser caracterizada como o primeiro

instante em que o processo de recompensa x atinge o processo estocãs-

tiCO Y = {'Yup FnJn6N (conforme (3.37)) . Nesta seção estudaremos procg
dlmentos que nos r)ermitas, a partir do processo de recompensa X deter
minar regras de parada Ótimas Dará o mesmo.

Com o i.ntuz+to de orientar o feitor a fim de que não se envo].-

va com problemas de notação e detalhes técni.cos, vamos fazer novamen-

te um breve resumo dos resu].Lados que apresentaremos nesta seção.

introduz-se inibi.a].mente a noção de pro ed mento t;juncado, ig.
to é, regras de parada que decidem com base em. no máximo,um número v

prefixado de observações.O teorema 4.2 mostra então que se EX= < ep. V
neN, exi.ste um procedimento truncado óti.rlo, para cada inteiro positi-

vo v prefixado, dando também o nFOC©SSO de construção da regra de pa-
-42-
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rapa Ótima para este caso

A questão que se co].oca cín segui.da é se uma regra de parada õ

tina para X pode ser obtida através do ].imite de procedimentos trunfa

dos Ótimos. O ].ema 4.2 apresenta um resultado neste sentido, e o leIRa

4.3 dã uma condição suficiente para que este resu].fado possa ser apl&.

Gado desde que exista uma regra de parada ótima para X. Finalmente, o

teorema 4.3 perdi.te tarlü)ém a determinação de regras de parada óti.mas

para X sela que seja necessária lidar .com Q processo estocãstlco

v =qv .' F }'rRr ; n'a6N

Dentre as técnicas utilizadas na deterJv\mação de uma regra de

f)alada õtima para um dado processo de recomDensaf destaca-se uma que

consiste em aproxima-las através de regras de parada Óti.mas Bala os
pz'acessos de recompelzsa í:runcadoe. Por processos de recompensa tranca

dos, entendemos as subsequências fmi.tas, XV = {Xn' FnJISnSv' Vàlr do
processo de recompensa X. As regras de parada para os processos trun-

cadas Xv, và]., são comumente denominadas pz'oced menu;os í;juncados ou

[ m t;aços. Especificamente temos a definição seguinte

e

DEFIAllÇÃ0 4.1 - Uma regra de parada para o processo de recompensa

truncado X", vàl fi.xado, é qualquer regra de parada t
para x tal que P(t $ v) = 1.

A técni.ca de aproxi-mação oor procedi.mentes truncadas otimos .

foi. i-ntroduzida ori.gi.na]mente por Arrow-B].ackwe]]. e Girshick (1949) ,

na determinação de so].rações de Bayes para problemas de decisão sequêg.

cia].. Enunci.amos a seguir o resu]tado nor e].es obtido.
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TEOREMA Suponha que o processo de recompensa X é tal que

EIXnl < «, V neN,

e considere o processo truncado Xv, vàl fixado. Defina

e B= = max(Xn' E(Bv+tIFn)), ]Énsv-]..

Então, a regra de parada defi.ninfa por

sv : infÍk : 1 : xk : Bv}

é ótima para o processo de recompensa truncado Xv

({. 2)

P. técni.ca para determinação de regras de parada ótimas para

os processos truncados X", vàl, descrita neto teorema 4.1 é conhecida

pelo nome Backwa.td lptdac.tX.a#t e sõ necessita das informações acerca de
X". Esta técnica pode ser justa.ficaria informalmente da seguinte ma

nei.ra: "vamos supor que serão tomadas, no máximo, v observações e que

estamos utilizando um procedimento ótímo. Se já tiverem sido tomadas

v-]. observaçõesr deflnliaos a recompensa atingível quando podeinns to-

mar no mãxlinn mais uma observação . cainn

Bv-l ; max(xv.I' E(xvIFv.tl} .

A decisão ótli.ma com base em v-l observações será.a parar no i.nstante

v-l se e somente se xv.]. ; Bv-l' Continuando Q caminho de volta,se ijá
ti.vermos tomado v-2 observações , defi.mIlHos a recompensa atingível

quando podenns tomar no máximo mais duas observações como

Bv-2 : max(xv.2' E(Bv-tifo.2)) .

Asse.m, a decisão õtima com base em v-2 observações feri.a parar no i.ns
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tente v-2 se e somente se Xv.2 : Bv-2' Prosseguindo com este argumen-

to, definimos para cada n, l É n sv, a recompensa atingível, Bn' qual
do podemos tomar no máximo inals v-n observações. À decisão ótima

com base nas n primeiras observações pode ser tomada comparando

B" Com X.".

Chow & Robbins (]-963> utilizaram o processo recursivo de índu
ção descrito aci.ma e provaram o teorema 4.1 uti].izando novas técnicas.

Neste mesmo artigo, Chow & Robbins mostraram ainda (t;eopema 2 do apt;

go c fado) que sob certas condições, B = SBP sv é uma regra de parada
Ótima para o f)rocesso de recompensa X.

Seguindo a mesma ].inl\a de abordagem da senão 3 para o proble-

ma da parada ótima. vamos fazer agora a].quinas considerações a respei-
to do caso truncado

Para cada vàl e lsnÉV, vamos denotar por C: a.classe das re

aras de parada t para xv tais que EX. existe, e P(nKtcv) = 1. Denota-

remos por C= a classe das regras de parada tecji para as quais EXt< n.
Desta forma,se para cada v à l e l s n s v,

r4.31 .Yv:stpCessE(XtIFn) e vV:supVExt '

q

temos o ].ema seguinte

LEMA 4.7 - Para cada vàl e lsnsv, temos:

r4.4; a) y = supÕSss E(XtjFn} q.c

r4.51 b) v; = su2v EXt
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(4 . 6} d -'.IÍ : «=

Ainda, para ]únív-].

'vf4. 7} E(V=.ilr.)) q.c

prova: O])servindo que os ].eras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.6 se ap].i-cam ao pro-
cesso de recompensa truncado Xv, os resultados de (a) a (c) se

quem. Privemos (4.7)

Seja teca e defina t' = max (n+l, t) . Ouvi.agente t'ec=+lf e $e
À = {t=n} tem-se:

E(XtIFn) : XnIA+ E(Xt'IFn)IAc : XnIA + E(E(Xt'jFn+l) IFn)IAc S

Í XnlA+ E(vlÍ+llrn)iAC s max(Xn' E(Yn+tlFn)) q.c.

Para provarmos a desigualdade no sentido inverso, note que

t : n e Cnv. Consequentemente

r4.8; Yn Z E(XtjFn) : Xn q.c.

Do ].ema 3.6 segue que existe uma sequência {tkJkeN em Cv+l

tal que E(XtkIFn+l) t yv+l' Pelo teorema da convergência mono

tona para esperanças cordial.anais segue que

rg.9; E(Y=+ljFa) - E(].Im E(XtkIFa+t)IFa) = lim E(XtkIFu} á y=

De (4.8) e (4.9) a desiqua]dade contrária segue trivial.mente

0BSERUAÇaES: a) Note que se tec:l, p(t=v) = 1, e consequentemente

'r= : *.;
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b) Como por defi.ni.ção y: : Bv : xv (ver tma.4.1) , é fá-
cil ver que y= = B= q.c. lsnív. Assim, os y= e os
8" definidos no teorema 4.1 coincidem.

o teorema seguinte const]tue uma pequena general.ilação do teg
rema 4.1

IFflPFMA 4 Para vàl fixado, considere o processo de recompensa

truncado Xv. Para cada n=].,2,... ,v defina

alÍ = infÍk: k à n, xk : yv}

Então a= ec= e além di.sso E(XovjFn) : 'y=.

prova: Observe inicialmente que pe].a observação (a) av é uma regra de
parada para Xv. Além disso,

(4. 10)

V
Ek-l

V
E

k-l

O resultado acima se deve ao fato de que (y:)' s xv' ISkSV. e
à defi.nação de av. Portanto alieclÍ. Para provanlns que
E(XavjFn) : Y= observe que P(a:l = v} = 1 e consequentement.e vâ
[e a igua].date se n=v. Suponha agora que a iqua]dade va]ha ob-

ra a].gum 2sn<v. Desta forma se AeF..l , teremos:

r4.11J jxav aP:l XavdP + l Xav dP
á. 'n-l i.{Xn-tàE(Y=IFn.t)} Alxn.i<B('VIÍJFn.i)} n'l

Da defi.nação que

r4.]2; a=-l q.c E ('rnV l Fn-l) }
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Como av.l à v q.c. em A{Xn.l < E('YvIFn.t) } segue que

r4.1z31 an-l : an q.c. em A{Xn.l < E('Y=IFn-t)}

Por (4.12) , (4.].3) e pela hipótese de indução segue de (4.11)

que
f

l Xn-ldP +

Â{Xn.làE(Y:lFn.l)}

+ l E(v=lr..t)dP =
ieXn-l E('Y=jFn-l)}

max(Xn.I' E(YüIFn-l} )dP .Yv.ldP q.c.

Portanto,

E(Xav . IFn-t) ' E(Yn-tjFn-t) ' Yn-l

Observe que decorre imediatamente do teorema 4.2 e de (4.6)

que para cada vàl e lsnsv,

EXt

Isto mostra que a: é Õtima em C:l. Note ainda que se tomarmos
teorana 4.2 teremos exatamente o resultado do teorema 4.1.

O Lema 4.]. e o teoreilu 4.2 nos dão um a]goritmo mais ou menos

construtivo para a determinação de soluções para problemas de parada
óti.ma, quando o número de observações é limitado. A técnica contida

nos dois Últllnns resultados apresentados, conheci.da pelo nome de

Backwa,td Znduc,t.éopt, foi aplicada com sucesso em Chow & Robbins (1965)
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para provar a existência de uma regra de parada ótima para o processo

de recompensa X = {Xtt'FuJu8Np onde Xn :i:lt Ylr sendo Ylp Y2f .'. va-
ra.ã+els aleatórias independentes e identicamente distribuídas com

P(Yl:-l) ; P(Yl:l) : -'7- e Ftt n F(YI' .... Yn) . Este problema é um cg.
se particular do exemplo 1.6f para o qual Dvoretzky (].967) provou ha-

ver uma solução. No exemplo abaixo daremos um exemplo da aplicação da

técnica mencionada, considerando o exemp].o 1.3 da seção].. Uma variam

te deste problema encontra how, Morlgutl, Robblns & Samuels
(1964) onde a mesma técni.ca é ut]].içada.

n

EXEMPLO Para colocarmos a exemplo 1.3 no contexto da teoria de

senvolvida neste trabalho, vamos representar por (al r..

av) f tma permutação qualquer dos inteiros 1,2,...,
v, onde ]. corresponde ao melhor objeto,2 coxreaponde ao

segundo melhor, . ... , e v corresponde ao pior objeto.Tg

mando-se Q com o conjunto de todas as pérmutaçÕes (al '.
av) p F como o conjunto das partes n e P como a me-

di.da de probabilidade definida em F que atribui probabí

cidades Iguais a cada permutação. podemos representar

nossas observações introduzi.ndo as variáveis aleatórias

Ylr ...l YV deflni.das da seguinte maneira:

Yn(a].,...,aV) = +Íai : ]' $ 1$ n e ai É auJí lsnSV.

Observe que Yn representa a posição relativa do n
objeto examinado, an comparação com os objetos examina-

dos anteriormente. Não é d]fíci]. ver que Y. , ...,Y*. são
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pata cada l s n s v, P(Ya=j) = --:à-

Chow, Robblns & Siegmund, defi.na pã

Xn : P(an»lira)

,Yn) . Conforme a referência acima,

: ''T' 'ttYn-l} q'a' r

le parada para Q processo de reGoU

definido acima, EXt : P(at;l) .Pã
3gra de parada ót]ma para x ut]].i.za2

;ão backwa d, observe que y: = Xv '
para [ánsv-], e por (4.].4) e pelo

de parada õtlma é dada por:

:Ín : Yn : l e -'T- z E'yv+l}

:insistência definimos y:l+i=0. e fã-
pode ser reescrita como

3 = infinàr : Yn=1}

- : ' ,:...:}.
(k) = maxi--j--, Ey=+1}. Assim.

- çK) Ê ''" n'r:+l(l - Ê')

ae da expressão acima que, para

n

independentes e que para cada l s n s v, P(v.=j) = --$

l É 1} s n. Seguindo Chow, Robblns & Siegmund, defi.na pq
ra cada ]. s n s v,

Xn ; P(aunljFB)

onde Fa = F(Ylp ...,Yn} . Conforme a referência acima,

Xn ' -V ltYnn]].

e se t é uma regra de parada para Q processo de reGoU

pensa x : {Xa'FaJIÉnSlv definido acima, EXt : P(at;l) .Pâ
ra determi.naz' a regra de parada õt]ma para x ut]].i.zaE

do o método da Indução backwa4d, observe que y: = xv '

y= = max]XDr EVV+].} para ]ánsv , e por (4.].4) e pelo
teorema 4.2 a regra de parada õtlma é dada por:

s = i.nfÍn : Yn : l e n Z EYv+ }

onde por razões de consistência definimos y:l+i=0. e fá-
cil v'er então que s pode ser reescrita como

q.c.f

s = infinàr : Y =1}n

onde r = inftk : k z Eyv l}.

Para lsksv defina c(k) = maxi--$--r Ey=+1}. Assim.

E'v: = c(k) ê' + E'v=.i(i - })

Como Ey:l = -----r segue da expressão acima que, para
l<k<v,



EY:=c ) >'c U+l) ij't(i-à)+.. .+c Nl{(i-iÍ$t)

- R-U } c (j}

j nk j (j-i)

Queremos determinar r = inftk : c(k) = -li--}. Como

c(k') B --!S-- acarreta c(k) = -'ê'- V k à k',

+ : * :.{.:l#gF'.r = i.nflk

Àss i.m ,

r = Infek

No inÍci.o desta seção, dissemos que uma das técnicas uti.li.fa-

das na determinação de uma regra de parada õtíma para Q processo de

recompensa Xr consistia em aproxima-].a através de regras de parada
Õtlmas para os processos de recompensa truncadas. Note que o teorema

4.2 nos aá uma forma de obter estas últimas (pelo menor teoricamente)

diretamente a parti.r do processo de recompensa X. A obtenção de uma

regra de parada Óti.ma para X como limite de procedimentos truncadas õ

Limos é objeto do lema seguinte. Antes porém vamos fazer algumas ob-

servações. Observe inicialmente que

C Ce

Portanto,

(4 . 1 $ ) *. : ": . .:': . q.c. Ç

(4.16} -n < EX = Vn S Vn+l Sn n n
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Defina então

'': : :l:" *= e ": ; l;!=vva

l.EMA 4.2 - Se Dará nCN fixado exi.star cm Cn uma regra de parada óti.ma

para x e llm yk - yk V kànr então

é ótlma em C

Observe ini.ci.aumente que , como CncCv+l

y= c .yv+l q.c. V VZn

téilios:

Portanto, segue da definição de av que a=sa=+1, V vàn
quentemente tem-se:

e canse

av.
n

Para provarmos a otlmicidade de sup a:r basta mostrar

s$p an ; a; onde a: é definida por
V que

{k z. n: Xk : yk}

e o conjunto acima é vazio

A conclusão segue do teorema 3.2 poi.s yt.. = y:, V kàn. Note en

tão que se sup a= : k<", para vo suficientemente grande a=o= k

e portanto Xi < 'ri0, nslsk-l. Lego Xi < yip nÉISk-lr e canse

quentemente a;àk. Se sup a= ' ', dado M>0, exi.ste vo tal que

auvo>M. Por outro lado, da desigualdade y=eSYn segue-se que
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'n'utl ' t'ortanto, an>M. aonde decorre a;=n. Com Isto, tem-se

que sup a; í a;. Para provannos a desigualdade no sentido con

traria, $e a: = k teremos Xi < yi' nslsk-l e para v suficiente
mente grande teremos Xi < yv, nÉI.sk-l e consequentemente a=2k.
Além disso. $e a: = o', xi < Y!, V làn e dado M>O, existe v tal

que Xi < y:, nÉlsM. Portanto, a: > M. Logo,temos que

s$p an" Z an'

Vt

Em Chow & Robbins (1963) encontramos o seguinte conjunto de
condições que, se satisfeitas pe].o processo de recompensa X, são suei
cientes para que SRP ar seja ótima:

r4.]8) EsupX+<n e EIXnl<" VneN;

r4..29; Xn = X:-Xn = Xn-Xa+ onde cada parcela é Fa arável;

(4.20.1 Esup(Xu)+<n, 0SX;SX;s... e llmXn=n q.C.

r4.2]) {(Xn)'ln6N uni.fortemente i.ntegrável e Xn+ 5 c Xn para alguma
constante O < C < n.

e

Note que de (4.20) segue que ].Im Xn = -n q.c. , e como E sup x: < n fi
B..+n &' ' a,

ca garantida a exi.stênci.a de uma regra de parada ótima para X (condor

me o teorema 3.1) . Mais adiante veremos que as condições em (4.2].)

sâo suficientes para garantir as i.qualdades y==y., V nCN. Oe (4.15) e

(4.16) segue que vnZv; e que YnàY:, V neN. O exemplo segui.nte mostra
que a Igualdade nem sempre se verifica.

EXEMPI.0 4.2 - Suponha que um estatz'sulco observa sequencialmente as

vara.ãvei.s a].estórias Y]. ,Y2 ' ' ' ' independentes e Identicg
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mente distribuídas, cuja distribuição é dada por

P (Y{ =].) = P (Yi=-].)

Se o estatístico para de tomar observações no instante

n, neN, ele recebe como recompensa Xn : .[.Yi' Neste câ

se, tomando-se Fn = F(YI'...,Yn), X = {Xn'FnlnON é UM

martingal e consequentemente pelo lema A.2.1

E(XtIFn) : Xn

para toda regra de parada teca, vàn. Com isto,

Yn : Xn q.c. V vànàl.

q.c

Logo,

'': : 11« '.=
V-»ao '

Por outro lado, como Yn : sugCess E(XtIFn) tem-se que

YaZXk q.c. V kàn e portanto YnZ lim..FSUP Xn'
Como ].Im+sup Xn : +n q.c. , segue que Yn : +" q.C. Não é

verdade portanto que vn = v: e Yn: Ya'

lema seguinte nos aâ uma condição sua.ciente para que aé í

Yn : yn se verifiquem.

0

gualdades

LEMA 4.3 Se para qual.quer nCN

llm í.nf ; y.3)' dp = 0
{4.22)

Para toda regra de parada teca ta]. que P(tÉan) n 1. então

Yn : y:. e vn : v: V nCN.
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prova: Pelo lema 3.8, se teca' t' = mln (t.an) é tal que E(xt'jFn) à
à E(XtiFn) q.c. Sabemos ai.nda que yl: à Xk q.c. V kZI e portan-
to Y;. 2 Xtv q.c. Pelo lema A.2.2

r4.23; Y; à E(Y:.IFn) Z E(Xt'jFn) Z E(XtlFn)

Portanto, Y Z Yn e a i.qual.date segue do fato de y: s yn' À I-
gual.dade v = v! agora é Imediata' n n '

Observe que se a sequência {X=lnON é uniformemente integrável
teremos:

0í.].Iminf l (yv)'dPSllmi.nf l xvdp=o vtecn
{t;«} ' "'" {t{»} " '

Portanto (4.22) estará satisfeita. Em particular (4.22) vale $e

E suP X. < ".

Como havíamos dito anteri.Demente, as condições (4.21) são suficientes

para garantir que Yn = Y: V nQN. Com efeito. não é difícil. mostrar
(!ue se teca

(4. 24) 0 á lim inf
V'»oo

á lim inf +)(xV
{t;v}

(para uma demonstração com deta].hes de (4.24) o leitor pode consultar

por exemplo chow & Robbins (1963) .) . Segue i.medi.atamente de (4.24}
que vale (4.22)

EXEM?LO Considere novamente os exemplos 3.2 e 3.3 da seção anta.
Pior. Suponha que g(n):cna, c>0 e a>0. Tomando-se

X: = max (YI' ..., Yn) - cn'
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X: = max (YI' ..., Ya)

cna

e supondo que existe B>0 tal que E(V+)B+a é fácil

ver que as conde.ções (4.20) e (4.21) se verá.fi.cam, uti

lidando o lema A.2.3. Em particular, a verificação de

que (X:) ' é uniformemente integrãve]. segue do fato

[max (Y].P . .p Yn)]'S Y]. V neNr pois E]V] < u.

A verificação no caso do exemplo 3.3 é inteiramente ané.

].oga. Portanto nestes casos a determinação de uma regra
de parada Ótima pode ser feita através do processo re-

cursivo de indução

Finalizaremos esta seção, com wn teorema cujo resultado nos
perdi.te determinar regras de parada Ótimas para X sem que seja neces-

sário nos referir a sequência {y

TEOREMA 4.3 - Se para cada kàn, nCN fixado, exi.star um conjunto AkeFk
tal que

i) xk >- E(xtlrk) q.c. em Akí v teck+l

11) xk < sup.$ss E(XtjFk) q.c. eito A.k'
tuçk+l

a variâve] a].estória a. definida em (3.40) é tal que.
com probabl].idade ].

k l

an(u) : k se e somente se u e Ak ' jUa A'j'

f

e



a
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prova: Observe inicial.mente que por (i) Xk 2 suBcess n(xtlrk) q.c. em
Ak consequentemente, segue do lema 3.5 e de (3.35) que Xk : yk

q.c. em Ak' Se levarmos em conta (ii.) teremos que Xk < yk q'c'
em A:. Desta forma, tendo em vista a defina-ção de an'se aa(u)=

- k, xi(u) < yi(w) , nsí<k e Xk(w) : yk(w) e pelo visto aclina,

u e Ak ' i1l Aj exceto para uCÀ com P(A) : 0. A recíproca é
trivJ.al

O exemplo seguinte nos aá uma i.dela de como esta técni.e& é u-

tilizada na determinação de uma regra de parada Ótima para um dado

processo de recompensa

EXEM?L0 4.4 - Tomemos o exemplo 3.2 da seção anteri.or.Vasta autor que

as variáveis aleatórias Ylr Y2r ..'r são independentes
e que existem constantes a<b. tais que asYaáb q.c,VneN
Como vimos na observação que segue o exemplo 3.2í

E(Xn+llFn) - Xn : E(Y - Mtl)' - Bn

Vimos também que para cada neN, existe uma única cons-

tante an tal que E(Y - an)' = Bn'
Tomando-se Att = {Mn Z arar tereiros:

1) Xn Z E(Xn+ljFn) q.c. ein Aa;

2) Xn < E(Xn+lIFn) q.c. en À:.

Segue imediatamente de (2) que

xk < supCess E(xtlFk) q'c' em A;.
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Portanto,a conde.ção ii) do teorema 4.3 esta satisfeita.

Suponha agora que Bn é nâo decrescente. Nestas condi-

ções, a sequência {AnJnON e crescente. Defina agora, pg
ra cada jZO, e nCN

Z
3

A.ssim, Zj é Fn+j-mensurável, de forma que,por (1) .o pro.

cesso estocãsti.co {zj ; Fn+j]j20 e um supermartinga]..Ai.g:
da. se mZk

Mm-g(m) É b-g(k)+(Mk-a) : Xk+(b-a)

Suponha agora que g(k) = ckap onde c>0 e aàl. Pela des{

gua[dade acima, segue dos ].elas A.2.3 e A.2.4 que o prg

cesso estocãstlco {Zj 'Fn+jlj>0 e um supermatingal tal

IA Xn à E(XtIFn)IAn n

Isto garante a vala.date de i) no teorema 4.3

ma. para cada nCN a regra de parada definida

li.nílk.>n : Mk ? ak}
s = {

1.« se o conjunto acima é vazio

é ótlma em Cn' para o processo de recompensa
Fado.

Desta fór

DOr

X consi.de
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0 8SE Pt/Açã:0 No exemplo acima. vimos aue nun casa particu].ar de um

prob].ema de parada Õtin\a monótono, a solução é dada por

Jj.nLFÍkàn : E(Xk'FIIF'K) S Xk}
tao Se 0 CQ junta acena for' vazio

De wna. maneio'a Flãis ge!'aã, $e estamos no caso monótono,

defi.ni.ndo-se t' = minem,v} , volt inteiro fi.dado, é possí-

vel. mostra.r que t' coincide cor.\ a , e que

supÍminet,v}

t

V

Co!\sequentemente, $e exista.r cp't C. uma regra de parada

ç3tima para X. esta é dada por t e pode ser obtida coam

limite de procedimentos truncadas Õtí.mos.



SLfP[RMfikTZNGÁ7S; UMA COMPARA

ÃO CÚM O TRABALHO DE $NELL

Um dos t;cabal.hos mais im.portantos abas'dando o prob].ema da

parada Ótima foi dcscRvol\rido pox' Sne]X {!952) uti].içando resu].ta

dos da q'eori.a ãos Mar+uinqais. OTÊqi.na3«menu(t Snell trabalhou no se-

guinte problema: "considex'c um processo e$ acãf tj.CO Z = {ZnP6nJnONr

definido em um esF'éàço de pxobab cidade (n, ç,P: , t.al que Ext exista

para qualquer regra. ãe paTaCa +ü para Z. Se a T ã classe de todas as

regras de ?ara ã t pax'a Z. ExisP-e tn e T tizl q'ie EZt = inf EZt:?"
" 'ü e©'F '

NOt:'3 alia o Frob: lna Rcí.!'r:ã}. e, nL].m <:cFti) sentido,dual do que

foi es+-udõ.d por show & Robbins. lesta seçÍI.o p:ocuraremos verificar

até que pol\to esta dualidade se es+-onde ao$; r' su].Lados obtidas nas
duas teorias . Cona este obletivc .aplesen+-arçlmos inibi.aumente alguns

resultados que !içaln ê teori-a desenvolvi.da na senão 111 com a Teo-
ria dos Hartinçai.s.

z.EM/\ 5.7-Para cada n N:&) 'r = maxeXn' E(y::.r1l n}

b} I'' = "mxex., z(v;l:.,tl :.>}



OBSERVAÇÃO: À den\onstração da parte a) do ]..ena 5.1 é idêntica a de

monstração do leIRa 4.]. na seção ntelior. A demanstl'ação

da parte b} segue imediatamente de (4.7} e do teorema da

convergênci.a monótona para esperanças condicionais.

i)o ].ema 5.1 decorre í.medianamente que y = {yDpFRluON e 'yn :

= {Yn'FnlFa6N são supermarti.ngals tais que V nêN yn : Xn q.c. e 'y; Z
à x. q.c. Assim fica caracterizada uma classe particu].ar de sequênci.

a$ de variáveis aleatõri.as, aãap+.abas à família {FH}Q6Np parcialmen
te ordenada segundo a definição seguinte.

22E FINIÇÃO $.1 - Se:jam tT = {UnrFnlnQN e V : {Vn'Fnln6N doi.s processos
estocãsticos. Dizemos que U dentina V, e escrevemos:

U z V, se V neN U. à V. q.c

Especificeilnente, a classe mencionada itcima , e que denotare-

mos por S, é a classe dos supermarti.ngaís V' M ':Yn'Fn} que comi.nam o
processo de recompc'nsa X.

A definição seguinte estabelece duas formas de regularidade
relativamente aos elementos de S.

0EflNZÇÃ0 Seja Y = {Yn'FnlnQN um eles\ente de S. Dizemos que Y

a} !'eguZaP, se para toda reg):a de i)alada t para Y,

EY~ existe e

E{Y IFn) q.c. em {tànl; VneN

b} ü'-i'aduz.a2'. se ?ara toda. x:iql'a de parada teC,va
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[e (5 .].)

A noção de regularidade foi originalmc:nte introduzida por
Sne].]. e cansei.traiu a base í?undamenta! para o desenvolvimento de seu

ti'aba]ho. A noção de C-regue.ali.date. além da noção de seml-regulari-

dade que não aparece na definição acima, foran} Introduzidas ituis taE.

de por Chow & Robbins (].967. pág. ].33) f que ampliaram o trabalho de-

senvo].vJ.do par Snéll . Em particu.lar . um dos res;u].fados estabelecidos
neste últlno trabalho. sobre as propriedaeies de: regularidade possuí'

das por T e 'y'. é o seguinte

TEOREAIA 5.7 - y' é o e].evento min
lar minimal de S.

A demonstração do resultado acima não apresenta grande di-

ficuldade, podendo o leitor, referir-se a chow & Robbins (1967) . Z9.

tretanto, uma nova técnica é introduzida para dennnstFar que y é

C-regue.ar, técnica esta utilizada com ênfase pc'r Siegmund (].967) e

que consiste em trabalhar com os processos de x'ecompensa X(af b) l

! a < 0 < b <. +m, definidos da seguinte maneira:
b se X., > b

x. se a € X. <. b

a se X. < a

A técnica mencionada acima provou'se bastante Útil no tra-

tamento das regras de parada estendidas para ml dado processo de rS.

compensa. Para detalhes, sugeri.mos que Q leitor consulte Síegmund

f1967} ou chow.Robbins & Siegmund (1971)

elemento Câ.m&}. d regra$ e ©Y©

X (a,b)n



Snel1 (1952) ao propor uma solução para o problema descrito

no início desta seção sup6sf em relação a z, a existência de uma vg.

r[ãve[ a].eatÓri.a U ]ntegrãve] ta] que Z. à U q.c. V neN.hipótese que
denominou A. Sob a hipótese À, Sne]1 (].952, teorema 3.4) lnnstrou que

existia um submartlngal generalizado regular maxímal, relativo a Z,

no qual fundamenta seus resultados subsequentes.

como dissemos no inlci.o desta seção estaríamos Inçeressg.
dos em veria.car uma possível dualidade entre os resultados de Snell

(1952) e show & Robbins (1967) . Entretanto, a diferença ente'e as hi

póteses iniciais consideradas num e noutro caso, acarretarem dlfex'eg.

ças sutÍs nos resultados. Por esse motivo seria interessante verlfl

car qual. o efeito da introdução de uma hipótese que fosse dual da hi.

pótese A, na teoria desenvolvida por Chow & Robblns. Neste sentido,o

natural seria supor a existência de uiüia variável a].eatória u i.ntegrã.

ve[ ta[ que X. s U q.c. V neN, o que é equiva].ente a supor que

< n OU E(sup Xn)' < "

O resu].tado seguinte é uma consequência da introdução desta hipótese.

TEOREMA 5.2 - Se E sup xl: < ", y ' {y.,F.} é :egu].ar.

0BSERI/AÇÃO - Para uma demonstração sugerimos que o leitor consulte
Chow & Robbíns (1967) .

Observe que se YeS é C guiar temos:

Yn E(YtjFn) à E(XtIFn) q.c. V teca

Segue-se então que:
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Yn :l suP.?ss E(Xt iFn) : Yn q.c.
" t©c

Como regularidade implica C-regue.aridader segue-se do teorema 5.2

que sob a hipótese E sup X: < ". y é o elemento regular minimal de

n

S

Note que a introdução da hipótese E sup X:l < e' juntamente

com a hipótese ini.cial. E X= < n V neNf acarreta EIXnl < n V n e N.
Haggstrom (].966) trabalhando no mesmo problema que Snell .supondo que

E(inf Z.)' < m (equivalente a hipótese A) l inbuToduziu o processo e$'

tocãsti.co a = {aRIGulD6N' onde Cln = inf ess E(ZnIGn) e Tn represen'
tava a classe das regras de parada t param Z tais que t z n q.c. Sob

a hipótese adicional de que EIZnl < - V neNP Haggstrom mostrou que a
era um submartingal generalizado regular maxi.mal relativo a Z. e o
teorema 5.2. acima é um resultado dual deste. Entretanto, Snell

(1952) não necessitou da hipótese adicional fei.ta por. Haggstrom para

provar a exlstênci.a do supermartingal generalizado regular relativo
a z e mai.s tarde Chernoff (1967) mostrou que a caracterização de

Haggstrom valia independentemente desta hipótese adl.cíonal . Em nosso

caso é possível mostrar também que o resultado do teorema 5.2 vale

mesmo que seja elimi.nada a hipótese E Xn < " V neNP considerada no
início da seção 111, ficando desta forma estabelecido um resultado
dual ao de Sne].], mais precisamente a existência (e caracterlzação}

de um supermarti.nqa] (generalizado) regue.ar minimal relativo a X. Pg.
ra isso são necessárias, entretanto, certas adptações na notação bem

como a verificação da validade dos resultados anteriores utili.fados
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na demonstração do teorema 5.2 quando substitc.i.amos a condição inlci
a]. E X. < n V nCN por E sup Xl: < n. C) leitor poderá notar que as de-

monstrações dos novos resu].todos são essenci.aumente as mesmas. e pa-

ra que fiquem claras as adaptações a serem efetuadas, observe inici-

almente que, sob a troca de hipóteses, E xP existe qualquer que seja

à regra de parada t para X. Introduzi.ndo-se as classes T = TI 3 Ta 3
) ... de regras de parada para X, onde T é a c].asse de todas estas

c'eiras e Tn : {max(t,n) ;teT}, não é di.fíci.l ver que o lema 3.2 per-
manece válido quarto substituímos C. por T. e continua portanto a fa

aer sentido a noção de regra de parada n-regular. As definições de

r e vn são modificadas de forma natural e se T+ representa a classe
ias regras de parada n-regulares, o ].ema 3.2 nos dá:

', = stPT!: EU.lr.) s EU.lr.) q.c.

= suP E Xt = suP.E Xt
Cata t6T+

Outro resultado estabelecido por Snell consiste no seguinte

'EOREMA 5.3 - Suponha que o processo estocãstico Z, satisfaz a hi.põ-

tese À e seja Y = {YUpGH}RQN o submarti.ngal general.lza
do regular maximal relata.vo a Z. Defina

f i.nfln: Zn $ Yn + e}
1. n se o conjunto aci.ina é vazio

i) Se c>Q. m é uma regra de parada para Z tal que

E Z. É inf E Z. -b €
m ' teT t

e

(5.2)
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ii) Se c=0 e H<n q.c. então vale a igualdade em (5.2).

O resu].todo seguinte pode ser encontrado com detalhe em Chow

& Robbins ( 1967 ) .

TEOREMA 5.4 - Para eà0 arbitrário, defina

s n J' {n: Xuà Y - e}
t u se o conjunto aci.ina é vazio

Suponha que:

a) s < n q.c.
b) E X existe' $

c) llmlnf l B+(v..tlr.} : 0
"' " ' {8>n}

Então E X. 2 v - e.

É possível mosto'ar que, se v<" e e>0, P(Xnà Yn - c l.o) = 1.
Se notarmos agora que E sup X: < n impli.ca v<n (a recíproca não é ng
cessariamente verdadeiras bem como os itens (b) e (c) do teorema 5.4,

teremos:

COROLÁRIO 5.4 - Suponha que E sup X+ < ".

i) Se e>0, E X. à v-e

ii.) Se c=0P S<n q.C., E Xsi = y

Com os resultados acima não dependem do fato de E Xn < 'or pa'

ra cada neN, esta hipótese pode ser suprimida e com i.sto o resultado

do corolário 5.4 juntamente com o do teorema 5.2 é dual ao resultado
do teorema 5.3. devido a Snell. Podemos concluir que a todos os re-

&
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su].todos de Snell sobre o problema da parada Õtima, corresponde um
resultado dual na teoria desenvolvida por Chow & Robblns substitui.n

do a hipótese E X. < n V nCN por E sup X: < H

Para final.azar faremos a seguir ur.l quadro contendo os resul

tacos pri.ncipa]s das duas teorias para que se torne mais fác]]. a com

paração dos mesmos. os resultados são validos sob as hipóteses orlgl.
naus, isto é, que. Z satisfaz a hi-pótese A no caso de Sne]]. e que
E X. < n V nCN no caso de Chow & Robblns.

n

CROV & ROBBIRS

] Existe um submartingal venera

llzado regular maximal relata

vo a Z. (Este subinarti.ngal se

rã representado por:

Y = {Y ,Gn} eN

no que se segue).

l Y = {YnIFnJn6N é o elemento
C-regular mInImal de S. Se

E sup xl; < " (e de fato esta
hipótese é suficiente)

'Í - {Y...FaJnBN

é o e].ementa regue.a= nlni.mal
ãe S

Defina, para e à 0:

.li.ní n: Zn S Yn + e}
l.n se o conjunto aci.ma é

Defina. para € z Q:

.l:«' :': x. : «. - :'
i.n se o conjunto acima é

vaza.ó

2. Suponha que € > 0. Neste caso,

s < - q.c. e E Zs É inf E Zt+
+ e.

2 s < H q.c., E X. existe e

].i.m.i.nf J E+(Yn+tIFn)dP = o,
' {:;n}
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então E Xs à sup E Xt ' c.

Se E sgn X=1 < m (esta hipóte-
se é sul:icíente) então para

c > 0 L.em-se que s < ® q.c. e

E xs > suP E xt - e.

2a.Suponha que € = 0. Neste caso,

se m < n q.c.rE Zm = inf E Zt'

Reciprocamente se existe uma

regra de parada m' para Z tal

que E Zni = inf E Zt' então

E Zn = E Zn' e m S m'.

2a.Suponha que € = 0. Entãof se

sQcü E }Ís : sGC E Xt' No caso
em que E SRP xn < " (e de fa-
basta isto) se sec, E x. =

= sun E xt' Reciprocamente se

se el:]s'-e s'©C ta]. que E Xs B

= tQC E XtP então sgC+ E XB =
= E X.. e s $ s' q.c.

O quadro acíina apesar de não conter todos os resultados de
aitibas as teorias é suficiente para que possamos compara'las. Observe

que apesar de Chow & Robbins terem exigido menos do processo de re

compensa X obti.velam resultados mais gerais q\:e os de Sne].l. De fato,
resu[tados duais aos de Sne].] podem ser obtidos da teoria de show &

Robblns trocando-se a hipótese i.nlcial

E x. < " VnCN por E SUP Xn < ".

Um detalhe interessante é que sob a hipótese de que E Xn < 'or V nCN

foi. possível em Chow & Robbins (1967) substituir a utilização de le

ma de Fatour que exige uma condição de dominaçãop pela uti].lzação do
teoreitn da convergência monótona como por e)templo na demonstração da
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parte b) do lema 3.6
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A P E N P l C E l

Neste apêndice faremos um breve swliári.o dos resultados da

Teori.a das Probabi.cidades mais frequentemente utilizados neste trabg

Iho, com o objetivo de torna-lo mais completo. Não apresentaremos as

demonstrações da mai.orla dos resu].Lados, podendo estes serem encon'
trapos em textos de probabilidades que se utilizam da Teoria da Medi.

da. Daremos. entretanto, uiüla bi.b].i.ografia para facili.tar a consulta

do ].eitor interessado.

DEFINIÇÃO A.}.l - Um espaço de pz'obab Z dada é uma tripla (Q, Ar P)l
onde Q i5 um coinjunto abstrato, Á uma a-álgebra de

subconjuntos de Q e P uma medi.da definida em A tal

que P(Q) = l

Consideraremos dado um espaço de probabi.].Idade (nl A, P) e

denomlnaremos zlal'ÍãueZ aZeaí;5z'ia rentendCdaJ toda função X: Q --+ St.

A -mensurável .

TEOREMA A.l.l - Para toda a família {XX}Xel de variáveis aleatórias,
exi.ste uma variável. aleatória Y, única a menos de e-

lência. tal que para toda variável aleatória Zquiva
?G



se t;em

XX $ Z q.c v Xel '+'+ Y s z q.c

OBSERVAÇÃO Para uma demonstração veja deveu (1964P pãç 43)

Em virtude do teorema aci.ma podemos definir

t)EFINIÇÃO A.7.2 - Seja {XÀ}Xel uma famili.a de variável.s aleatórias
Qualquer variável aleatória X tal que

a) X z XX q.c. v xel

b) Se Y à XÀ q.c. V Xel +' Y à X q.c

é denominada supremo essencial da família {XX}Àel
e denotado por sup ess X..

Xel

Da demonstração do teorema A.l.l segue que o supremo eg.

sencia[ de uma famí].ia {xÀ}Àel de variáveis aleatórias, pode ser tg
nado como o supremo de Dirá subfamÍ].i.a enumerãvel, Isto é,existe uma

sequência {Ài[j.:l em L ta] que sup XÀz é uma versão do su?8Êss XÀ'

É fácil ver ainda que se L'CL, suSleess xx S suçQess xX q.c.

LEMA Â.} Se {XÀ}X6L é uma família qualquer de variáveis aleató
rias, temosi

a) Se U é uma variável. aleatória finita e não negati

va, então

U suo ess X. @ suo ess i} X.
Xel '\ l.0L '\
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b) Se Z é uma var]ãve] a].eatóri.a tal que Z à XÀ q.c. em
AeA, v Xel, então

suç6:ss XÀ S Z q.c. em à..

c) Se L'CL e para cada Xel existe X'eL' tal que XXi > XÀ

q.c. então suT Lss xx = suç8Lss XÀ'
Observe inicialmente que existe uma sequência {Àili21

em L tal que suçaEss xx : sup xxi q.c. Consequente
mente

p40va:

l

'Ç.:;' x* sup uxxi. s suç Ess uxx q.c.

À desigualdade . no senti.do contrario segue Imediata-

mente do fato de que u sup.ess XX 2 UXX q.c. v Àel.

Para provarmos o Item b) basta notar que ZIA z XÀIA
q.c. V Xei. e utilizar a parte a} . A demonstração de
c) é simples pois como para cada Àel existe XleEi con

XXi Z XX q.c. tem-se que suç6e8s xÀ à XX V Àel.. o
resto da demonstração segue da definição e do fato
de L'CI..

DEFINIÇÃO A Se x é uma var]ãve] a].eatória, definlimos média

uaZaz' espel'ado de X, denotado por E XI coro

E X : i x dp

quando esta integral existir.

Õ
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DEFINIÇÃO A.1.4 Uma famí].la de pari.ãvels aleatórias {XX}Xel é di-ta
uniformemente integrãvel se

t:= ':' 1 ::t
Uma conde.ção necessária e suficiente para que a fama
lia {XÀ}Xel seja uniformemente Integrável é que

sup EIXXÍ < 'o e P (A) ''''0 stP lixxlap = o

no sentido de que dado e > 0, existe 6(c) > 0 tal

que para qual.quer ÀeA com P(A) < 6.slP /lxXlaP < c.

0BSERI/ANÃO - Para uma demonstração deste resultado Q leitor poderá
consultar Chung (].968).

Se X ê uma variável aleatória tal que EX existe e B é uma

sub-a lgebra de A, sabemos que

).(À} = 1 x ap , A.eB

define uma medida sinal.ízada em B , absolutamente contínua em re].ação

a P. o teorema de Radon in ÜAsh (1972, pãg. 63)] garante a exlE
tênci.a de uma variável aleatória Y, B-mensurável, Única a menos de e

qulvalência, tal que

(+) ap : l x dp , v AeB
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DEFINIÇÃO Á Se X é uma variável aleatória tal que EX existe,e

B uma sub -á]-febra de A. qualquer var]áve] a].eatêi
ria Y B-mensurável tal que e+) vale a denominada u

ma versão da eepel'altça cana c anal de x dado B, aS,
notada por E(xiB).

Sejam Y e Y' variáveis a].estórias taJ.s que EY e EY'
existem e BCB', sub-a-álgebras de A.

a) Se a,b e it e aEY + -bEY' está bem definido. então

E(aY + bY' l B) = aE(Y i B) + bE(Y' IB) q.c.

b) Se Y' e B mensurável e EYY' existe, então

E(YY' l B) H Y'E(Y l B) q.c.

c)E(E(YIB) iB')=Z(E(Vl8')IB)=E(vlB) q.c.

d) Se Y à 0 q.c. E(Y i B} à O q c+

OBSERVAÇÃO

DEFINIÇÃO Á

Para uma demonstração veja Àsh (1972)

l.ó - Uma coleção de pares {XÀ' A).}XeL' onde (LíÉ) é um
conjunto parcialmente ordenado ,é denominado tlm pz'g

aaaaa 8õtaeáat'íco se v Xel, AX é unu sub-a-álgebra

de A, XX é uma variãve] a].eatórla A.-mensurável e

AXCAX. se XSÀ'. UM processo estocãstlco {XXpAX}X6L
é denominado um nartinga& se

a) EX, existir , v Àel

b) E(XÀ i AÀ.) : XÀ. q.c. se X' S À



Se o sinal de igualdade ena b) é substituído por (2)

í o processo estacástica {x,;\'AÀ}).BL é denomJ.nado un
raubmartengaZ eupez''maz'traga Z.

Um caso particu].ar i.mportante de pr(.acessos estocãstlcos é a-

quele em que o conjunto de i.ndices é o conjuuito !{ dos números natura-

is com sua ordem usual. Neste caso o processo é dito aom papãmet!'r

discpeÉa. Observe que um processo estocãst aa oom parâmetro d apaÜ(:

{XRTAulRQN é um parti.ngal se V nQN: EXn exi.ste e E(Xn.hl l An} n }(:
q.c. ou alternativamente.

Xn+ldP ' J XndP ©

Uma condlçãa análoga vale no caso de submartlngais ou supenrurti.nqaí.i.,

Outros resultados Importantes da teoria das Probabilidades

que são frequentemente utilizados em nossa exposição, dizem respeito

a convergência de sequências de variáveis aleatórias. Mais especi.fi-
camer!te, resultados que permitem a troca dos síiitbolos de limite e i.n-

tegral. Para uma demonstração dos teoremas amai.xo o leitor poderá cc.ll
sulcar Ash (1972) .

7'e04ema da Coftve4gênc.ia Mono.Cana - Seja {XnJnãl uma sequência de va-

riáveis aleatórias tais que Xn+x q.c. (Xn'tX q.c.) e EXI < n (Ex;<o} ..
então, EX.+EX (EX.+EX).

Lema de Fa.tou - Se {XuJa21 é t:ma sequência de variáveis aleatóri.as
tal queXn àYq.c.(Xn 5 Z q.c.) Vnàl e EY' < « (EZ+ < n), entãoF
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E lí.m Inf Xn S lim inf EXn {]]mnsup EXn S E ].imnsup Xn)

Te04ema da Coptve gêlteZa amZptada - Se {Xnlu>1 é uinia sequência de va
Fiáveis aleatórias tal que IXnl S Y q.c. V nzl e EIVI < n. então, se

Xn "'-> X q.C., EIXO < 'o e EXa --» EX

Os teorellus que acabamos de enunci-ar acima, têm um análogo
no caso de esperanças condicionais, bastando trocar na conc].usão dos

teoremas aci.ma, EXn e EX respectivamente por E(XnlB) e E(xIB) onda B
é uma sub -ãlgebra de A. A demonstração destes resultados poderá
também ser encontrado em Àsh (1972)

7;6
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Neste apêndice uti.lizareinios a notação da seção lll.

2. 1 = {Xn'Fnln6N é um martlngal e t uma regra de para'
da para x tal que t s M q.c., para algum M > 0, então

E(XtjFn) - Xn q.c. em {tzn}

Seja A.eF.arbitrário. Carta X é um martingal teima

Ap].lcando umento acima rei.teradamente , teremos:

l X dP = 1 XtdP + l Xk+ldP f k 2 n
Attàn} AlaStlk} Att>k}

s M q.c., tem-se finalmente

J *.'- - l *..'
A{ tZn} Att:n}

2.2 - Seja Y = {Ya'Faln8N é um supermarti.ngal e t uma regra de
paz'ada para Y ta]. que t Z n q.c. e EY. < u. Se

XadP = J xtdP +
t>n} Attna} A

Xn+ldPx dP -n
tZn} A

x dP +

tnn} AA

t

PA.ova

-77-



}im l.nf
k então E(YtjFn) S Ya q.c+

prova: Ut]].l.bando o mesmo argumento do lema anteri.ot e o fato de que

-Yk K Yk q.c. é fácil ver que:

Y dP 2n
tZa} A.

Ytdp + l vkdp Z l YtdP -
n$tÉk ]' A:lt>k} AtnStgk}Â

Pe].o lema de Fitou terenüos finalmente

.l.::T' ; -"*'"' .l.::::, t
A{ tZti }

LEMA A.2.3 Sejam Y. Ylr Y2r .... varlãvei.s aleatórias não negativas
e identícamente distribuídas. Para quaisquer c e a post

Lives, seja z = sgplmax(Yt' .... Ya) - cna}.
Então,

a) EYa < n e P{Z < ® , Y. - cna ----b

b) EYa +B < n para algum B > 0 + E(z+lB < n

OBSERVAÇÃO Para uma demonstração do lema acima. o leitor pode con
su].tar Chow bi.ns & Siegmund (1970)

Seja X = {Xn' FnlnQN um supermartlngal e t uma regra de
parada para X. Então, se

1) EIX.l < n

2) 11m sup l x' f a
n. +p.. \

0 P

LEMA A.2.4



H 1= 1 i::: : ::il: l ii :

E(Xt IFn) S Xn q.c. {t>n} , VnCN.

Em particular se X é um supermartinga]. e t uma regra de

parada para X ta[ que va].e (1) ,a condição (2) é verifi-
cada $e existe uma variável a].eatõrla Z z a q.c., com

EZ < u, e uma sequência ji < jZ < ''' de intei.ros tal
para k à j{ , l à l.

Para uma demonstração do ].ema acima,sugex'anos que o ].ej:.
tor consulte Ooob (1953, Cap. VII) onde um resultado a-
nálogo é provado para submartingais.

+
<que i

0BSERPAÇÃ0
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