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INTRODUCALCD

A introdugdo da Teoria das Fungoes de Decisao Sequenciais por
Waid e Foundations o4 a General Theord o4 Sequenc«al Decdsion Functd
ons (1947), estendendo os primeiros resultados gue deram origem a Teg
nia da Pecdasao bstatistica, motivou a abertura de um novo campo de es
tudos que culminou com a formulacdo da Teordia Geral da Panada Jtima.

Arrow, Blackwell & Girshick (1949) tratando o problema da de-
terminagao de solugoes de Bayes para problemas de decisao sequencial,
introduziram a primeira técnica para a obtengac de procedimentos se-
quenciais (regras de parada) Otimos e que € conhecida pelo nome de
Backward ITnduction. Wald & Wolfowitz (1950) mostraram que © problema
da existéncia de solugdes de Bayes para problemas de decisac sequen-
cial podiam ser considerados como problemas de existéncia de regras
de parada Otimas para processos estocasticos, com parametro discreto,
convenientemente escolhidos. Snell (1952), Chow & Robbins (1961, 1963
e 1967}, Haggstron {1966) e Siegmund (1967} estudaram O problema da
parada Otima e desenvolveram os fundamentcs de uma teoria geral para
processos estocasticos com pardmetro discreto. Uma outra abordagem do

problema da parada Otima,pode ser encontrada nos trabalhos de Dynkin,
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Grigelionis, Shiriaev e Dantas que utilizaram técnicas baseadas na
Teondia Probabilistica do Potencial ,no caso de Processos de Markov com
parametros discreto e continuo.

Neste trabalho, discutiremos alguns aspectos da Teoria da Pa-
rada Otima tal como foi sugerida por Chow & Robbins, procurando discu
tir seus resultados principais apresentando-os em forma didatica e a-
companhados de demonstragoes formais.

O trabalho se divide em cinco secoes e dois apéndices, organi
zados da seguinte forma: na segao 1 descrevemos e ilustramos com al-
guns exemplos, problemas de parada Otima; na segao 2 o problema é for
mulado com precisao e de forma genérica; na secaoc 3 desenvolvemos a
teoria para processos com parametro discreto: na segao 4 tratamos téc
nicas para determinar regras de parada 6timas e na segao 5 é feita u-
ma comparagac dos resultados da secgao 3 com aqueles obtidcs por Snell.
Nos apéndices foram incluidos alguns resultados da Teoria das Probabi
lidades que sao utilizados, acompanhados de uma bibliografia adequadg,

a fim de tornar mais completo © trabalho.




Suponha que sera realizada
terminade jogo de apostas e que um
mas pretende abandonar o jogo apos
partidas, retirando-se entao com a
te.

Obviamente estamos supondo que

profetizar e portante a escolha do

go deverd basear-se apenas no seu conhecimento acerca do

presente. Assim, apds a realizagao
sultados obtidos
rar retirando-se

proxima partida.

Seu objetivo, com isto, € tornar maxima a

I - 0 PROBLEMA DA PARADA JTIMA

uma sequencia de partidas de um de

jogador deselja participar delas
haver realizado um certo nimero de
fortuna obtida até aquele instan-

o jogador nao tem capacidade de
instante em que ird abandonar o jo
passado e

de cada partida, com base nos re-

atée aquele instante, o jogador deve optar entre: pa-

com a fortuna obtida até aquele instante; ou jogar a

fortuna

que espera receber no instante em que abandona o jogo.

Neste contexto o problema da parada o0tima fica

caracterizado

de forma natural e podemos considerar como caracteristicas essenciais

de tal problema:

1} um mecanismo aleationic negido por uma Led probabifistica

que {remos supor conhecida;




2} uma necompensda e

3) sistemas de decdisac que, apos cada observagdo da "posdi-
¢ao” do mecanismo, nos permita optan entre:

a) parar e neceben a recompensa devida ate aquele instan
te;

b] continuar ate observan novamente a posigac do mecandis

mo.

Observe ainda que no caso do jogador, a solugao para 0 ..sey
problema consiste na determinacao, caso exista, de um sistema de deci
sao satisfazendo ao critério de otimalidade por ele estabelecido, ou

seja, aquele que corresponde ao seu objetivo.

Neste trabalho, trataremos o problema da parada otima num con
texto geral e para tanto estabeleceremos na proxima secao uma estrutuy
ra matematica formal na qual este problema poderd ser formulado  com

precisao e estudaremos com detalhe a existencia e determinacdo de so-
lugoes para ¢ mesmo.

Lntretanto, antes de prosseguirmos vamos ilustrar com alguns
exemplos:
EXEMPLO 1T - Suponha que uma pessoda queira procurar emprego. Lla sabe

ainda que apos cada visita a um empregador, ela pode deci

2

dir entre parar

&

€ procurar emprego, aceitando o© melhor
entre os que ja possui informacdes ou continuar sua procu
ra investigando outra oferta de trabalho. A guestao € que
procedimento deve adotar na procura a fim de que possa es

perar aceitar a melhor oferta.
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EXEMPLC 2 - Um jogador pode fazer uma sequéncia de apostas da seguin-

EXEMPLO 3

te maneira: cada vez que ele aposta, sua fortuna & dupli-
cada com probabilidade p ou reduzida a zerc com probabili
dade I-p. A guestao € gual deve ser o melhor instante pa-

ra parar de apostar, supondo gue sua fortuna inicial é e¢.

Suponha gue iremos examinar v (v22) objetos em uma ordem
aleatdria,e que dentre esses objetos desejamos escolher a
melhor. ApOs examinar cada um dos objetos, devemos esco-
lhé~lo ou rejeitd-lo definitivamente. O problema consiste
em determinar um método tal que seja possivel discriminar
© melhor objeto, no instante em gque o mesmo € examinado,

com a maior probabilidade possivel.

O exemplo 3, nos diversos contextos em que €& apresentado, re-

cebe 0s mais diferentes nomes, entre eles, o problema da secretaria

ou ainda o problema do concurso de beleza.

EXEMPLO

4

0 problema do estacionamento - Uma pessoa deseja encon-
trar um local para estacionar seu automovel, a fim de as~-
sistir uma peg¢a num determinado teatro. Suponha que ela
se aproxima do teatro a uma distdncia de z unidades e se
passar do teatro sem haver estacionado, a pessoa circula
os quarteirces adjacentes na procura de uma vaga. Como a
pessoa quer chegar ao teatro o mais cedo possivel, que es
tratégia deve adotar para que possa esperar gastar o me~

nor tempo possivel para chegar ao teatro.

EXEMPLO 5 - Suponha que um equipamento tenha probabilidade Py de fa-
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lhar entre os instantes k e k+l. Existem oportunidades pe
riddicas de substituic¢adao, nos instantes 0, 1, 2, .... e o
equipamento € novo no instante 0. Em qualquer instante n,

ele pode ser substituido por um novo, a um custo e se

ll
estiver em funcionamento, e o eguipamento que © substitue
sera considerado novo no instante n+l. Por outro lado, se
0 equipamento falha entre os instantes n e n+l,ele & subs
tituido . a um custo ¢,*e, € O novo eguipamento entra em O~
peragao no instante n+2. O objetivo consiste em estabele-

cer uma politica de substituicdo que minimize o custo por

unidade de tempo.

EXEMPLO 6 - Um pesquisador toma observagdes independentes de uma dis-
tribuigao F, sobre a reta, com média 0 e variancia fini-
ta. Supondo que ele deseja parar de tomar observagoes em
algum instante, que procedimento ele deve adotar na esco-
lha deste, a fim de que possa esperar obter a maior média
de observagoes possivel.

Alguns exemplos mencionados acima,encontram-se kasicamente em

Chow, Robbins & Siegmund (1971). Sao problemas classicos da Teoria da

Parada Otima, e foram amplamente estudados. Outros exemplos poderao

ser encontrados em Breiman (1964). Nao serd nosso objetivo nos refe-

rir a eles eventualmente. O leitor interessado nas solugdes podera

consultar a bibliografia indicada no final deste trabalho.




11 - FORMULACAO D0 PROBLEMA

Na segao anterior, introduzimos e ilustramos com alguns e-
xemplos, problemas de parada Otima. Nesta secao vamos estabelecer u-
ma estrutura matematica na qual poderemos formuld-los com precisao e
trata-los de um modo genérico. Para tanto, consideraremos inicialmeg

te o exemplo 1 da secao anterior.

Suponha que a pessoa esteja interessada em apenas um tipo
de atividade, e gue deseja fazer sua escolha com base nas informa-
goes relativas a saldrios. Duas coisas s3o Gbvias: a pessoa nao vai
procurar emprego indefinidamente e além disso a decisao de parar de
procurar emprege apds ter se entrevistado com n empregadores s& pode

depender das informa¢oes obtidas nas n primeiras entrevistas.

Vamos introduzir uma sequéncia {Yn}nGN de varidveis aleatd
rias, com distribuigao conjunta conhecida, para representar os sala-
rios que lhe sao oferecidos nas sucessivas visitas aos empregadores,

Assim, podemos indicar a oferta finalmente aceita, através de uma va

ridavel aleatdéria, definindo, para cada néN, X = max (Yl’ . ey Yn)'

Neste contexto, um sistema de decisao para a escolha do ins
tante em que deve parar a procura, pode ser descrito por uma varia-

~5-
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vel aleatdria t assumindo valores inteiros positivos e tal que o even
to {t=n} (parar apds a n-8sima visita) s& depende de Yir eees Y . Es-
ta variavel aleatdria é denominada regna de parada.

Qual o procedimento, ou melhor, que regra de parada esta pes
soa deve utilizar na procura de emprego, a fim de que possa esperar a

ceitar a melhor oferta? Na resposta a esta pergunta, reside a solucao

do problema de parada 6tima considerado.

A cada regra de parada t para egte problema, € possivel asso
ciar uma variavel aleatdria Xt’ que representa a oferta finalmente a-
ceita pela pessoa, e interpretar th, quando existir, como a perfor-
mance de t. A pergunta do paragrafo anterior pode ser reformulada em
termos de regras de parada e respectivas performances,e o objetivo da
pessoa consistira em determinar, caso exista, a regra de parada cuija

performance € maxima.

Com este background intuitivo, vamos colocar o problema de u
ma maneira precisa e geral. Para tanto, consideraremos dados a partir
desta secgao:

a) um espaco de probabilidade (Q, F, P);
b} uma sequéncia crescente, {Fn}nem‘ de sub~g-algebras de F;
c¢) uma sequéncia, {Xn}neu, de variaveis aleatdrias definidas

em (2, F, P), tal que Xn é Fn~mensurével, ¥ néN.

Durante todo o desenvolvimento deste trabalho,a menos que seja feita
alguma mencao explicita, teremos em mente o espago de probabilidade

(2, F, P), de sorte que todas as variiveis aleatdrias e definigoes

R
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serao relativas ao mesmo. Além disso reservaremos a letra X para re

presentar o processo estocastico {Xn, Fn}nGN considerado em (¢}, e

que denominaremos phocesso de necompensa.

DEFINICAO 2.1 - Uma negra de parada relativa a uma sequéncia cres-
cente, {Bn}neN de sub-o-3lgebras de F é uma varia-
vel aleatdria t com valores em N e tal que:

a) {t=n} e Bn, ¥ né€eN;

b) P{t < ) =1,

OBSERVACAO - Em alguns casos, torna-se natural a consideragao de va
ridveis aleatdrias com valores em N que satisfazem ape
nas a condigdo (a) da definigdo 2.l. Estas varidveis a
leatdrias sdo denominadas regras de parada extendidas.
Neste trabalho nao nos dedicaremos ao estudo de tais
regras, podendo o leitor interessado consultar Sieg-

mund (1967} ou Chow-Robbins & Siegmund (1971).

Com respeito a um processo estocastico qualquer, Y = {Yn,

B }neN' uma regra de parada relativa a {Bn}n sera denominada uma

n €N

regra de parada para Y. O exemplo seguinte, d3 uma interpretacao pa
ra as condi¢oes {(a) e (b) da definicao 2.1, em termos do background
intuitivo do inicio desta secao.

. M Y - = Y = .
EXEMPLO 7.1 Como Xn max (YI’ .ot Yn), se tomarmos Fn F(Yl,
s r Yn), um sistema de decisdo que indica a pessoa

0 instante em que deve parar de procurar emprego na-

da mais € do que uma regra de parada para o processo
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de recompensa {Xn, Fn}neN’ Note que neste caso a condi=-
gao (a) da definigdo 2.1 & equivalente a dizer que

I{t“n} """@(Yl, . x5z Yn)

para alguma fungao Borel-mensurdvel ¢ e pode ser consi-
derada portanto como representativa do fato da decisao
de parar no instante n sé depender das informacoes obti
das até aquele instante. A condicao (b) garante a pesso

a que ela nao ird procurar indefinidamente.

f importante observar que se t € uma regra de parada para X,

os eventos {t < n}, {t < n}, {t > n} e {t > n} s3ao elementos de F

n’

¥ n € N. A seguir vamos considerar alguns exemplos de regras de para-

da que encontraremos no decorrer deste trabalho.

EXEMPLO 7.2 - Seja {B}

(2.1)

EXEMPLO 2.3

uma sequéncia de eventos tal que para cada

nEN .
néN, BnéFn e P(nngn) = 1. Defina

inf {n: w € B_}
t(w) =
© se o conjunto acima e vazio.

Observe entao que t € uma variavel aleatoria com valo-
= - . - . nC c
res em N, e aléem disso {t=n} Byn...nB__,nB € F

. c .
pOlS, Bi. e Fi C Fn’ 1’1,00.,“"10
m -
Como Uan C {t<e}, P(t<=) = 1 e consequentemente t e

nﬂ
uma regra de parada relativa a {F_ } ...

[y 3 o i -
Sejam t, e t, regras de parada relativas a {Fn}neN' De

fina




(2.2)

EXEMPLO 2.4 -

(2,3)

t(w) = max {tl(w), tz(w)}

E facil ver que t é também uma regra de parada relativa

a {Fn}neN pois

{t=n} = ({t1=n} n {tzsn}) U ({tlsn} n {t2=n})e F, e

#

{t) =} n {t,<=} = {t<=},
Seija {tk}keN uma sequencia de regras de parada velati-
vas a {Fn}nSN e seja {An}neN uma sequencia de eventos 2

a 2 disjuntos em F1 tal que P( UlAn) = 1. Defina
ns=

g o
ngltn(w)lan(w) se w € nglAn

t(w) = -
o se we n A

n=1

£ fdcil ver que t assume valores em N e além disso, se
oo
= = = 1 -
keN, {t=k} nglAnn{tn k} e A, € F,CF , ¥ neN. Logo se
gue que {t=k} € Fk, ¥ k€N. Como P( U {tn=m}) = 0, temos
n=}

que P(t<w) = 1. Portanto, t é uma resra de parada rela-

tiva a {Fn}neN'

Dada uma regra de parada, t, para X definimos a variavel alea

toria

(2.4)

Xn(m) se t(w)

]
o]

Xt(w) =z

lim sup Xn(w) se t(w)
n

H
8

que representa a recompensa final quando adotamos a regra de parada t.
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Note que

o
n=l

A sequinte definigao estabelece formalmente o critério de op

timalidade que adotaremos.

DEFINICAO 2.2 - Seja T uma classe nio vazia de regras de parada para
O processo de recompensa X, tal que EXt existe,VteT,

Se toeT e

EX = v{T) = sup EX
cer ot

o
a regra de parada ty & dita 6fima em T. O nimero v(T)

€ denominado valor de X nefativamente a T.

Vamos denotar por C a classe de todas as possiveis regras de
parada para X, para as quais EXt existe. Uma regra de parada Stima em
C e denominada simplesmente §tima, e v(3) & chamado apenas de valon

de X.

Com os elementos que 3ja dispemos podemos formular, com preci-
sao e de forma genérica, o problema da parada oOtima, da seguinte ma-
neira: "dado o processo de recompensa X,

a) qual o valor de v(C)?
b} existe uma regra de parada Gtima para X2

c) se existe, qual € esta regra?"

O problema acima nao esta suficientemente bem formulado, no
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sentido de que nao hi nada que nos garanta que a classe C seja nao va
zia. De uma maneira geral nao fica claro a existéncia de regras de pa
rada t para um processo de recompensa arbitrario, X, tais que EXt e~
Xista. Assim sendo, estabeleceremos uma hipStese inicial para evitar
especulagoes em torno deste problema. Este procedimento € comum na 11
teratura, onde encontramos frequentemente hipGteses como:

1) EX, existe; ¥nen;

2} Ex; existe, ¥né€N;

3) E sup X, < =,
n

A adogac de qualquer uma dessas hipSteses acarreta de imedia
to a existéncia de regras de parada t para X tais que Ext exista, No
caso das hipbteses 1 e 2 acima as regras de parada t I n satisfazem a
esta condi¢ao, enquanto que sob a hipndtese 3 fica garantida a existén
cia de Ext, qualguer que seja a regra de parada t para X pois

X+S )X+
¢ sgg a q.C.

EXEMPLO 2.5 - Para mostrarmos que, dado um processo de recompensa X =

= {X , F } nem sempre existe uma rerra de parada G-
n n nEN’ k > '

tima , considere a seguinte situagdc: suponha que R €

. e - . 1
um conjunto unitario, Q@ = {w.}, X (w,) =1 - = e F =
0 n 0 n
= F = {8, Q} para cada neN. £ fdcil ver que se t € uma
regra de ada par = F entac t = .Cu
sra parada para X {Xn, n}neN’ tao t = n q.c
para algum n€EN. Logo, v(C) = 1 e consequentemente nao e

xiste regra de parada otima para este processo. Entre-

tanto, dado & > 0 existem regras de parada t, tais que
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EX, > v(C) - €. Tais regras s3o denominadas e-0timas.

DEFINICAO 2.3 - Se T é uma classe nao vazia de regras de parada para
O processo de recompensa X, tal que EXt existe ¥ t€T,
?

e € > 0 arbitrdrio, dizemos que to€T € e-0tima em T

se

EX. > v(T) - ¢
Yo

E facil ver que t,€c € 6tima se e somente se for e-Gtima em C, ¥ €>0.

Note ainda que dado €>0, segue da definigao de v(T) que existe toeT,

€-Otima nesta classe.

EXEMPLO 2.6 - Outro exemplo de problema de regra de parada onde nao e

xiste uma regra de parada Gtima, € o exemplo 2 da segao

i 1 . . -
anterior, quando tomamos p > . Vamos introduzir,entao,
variaveis aleatdrias Yl’YZ”" para representar os re-
sultados das sucessivas apostas, onde as varidveis alea
térias Y, 16N, sao independentes e identicamente dis-
tribuidas com P(Yi=l) = l—P(Yi=G) = p, onde o evento
{Yi=1} significa que o jogador venceu a i-ésima aposta.
Neste caso, a sequencia das recompensas XI’XZ"" & de-
finida por:

a n
X = 2¢O Y.), n€N,
n . i
1=1
.. . , n :
indicando gque o jogador recebe 2 ¢ se parar no instante

n tendo vencido todas as apostas anteriores, e se ele
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perder alguma aposta seu capital € reduzido a zero, as-
sim permanecendo indefinidamente. Nao € dificil ver que
neste caso, as unicas regras de parada que interessam

k. Entretanto,

Hi

sao as regras de parada t

K
By 2%e p* 1 1
= =z <1 pois p > ——.
EX, 2k+ly pktl 2 p 2
k+1
Portanto,
EX. > EX
tx tr+l

e consequentemente nao existe uma regra de parada oti-
. 1

ma. Vale a pena notar ainda que no caso em que p < ¥ a
-, - 1

regra de parada otima sera tl a0 passo que se p = to-

das as regras de parada tk, k > 1, sao otimas.

Na proxima secdo vamos estudar o problema da existéncia de

regras de parada para o processo de recompensa X = {Xn, Fn}neN que es

tamos considerando dado, e responder com isto a questdo b) colocada

na pagina 10,




ITT - 0 PROBLEMA DA EXISTENCIA E CARACTE-

Na se¢ac anterior, ac formularmos o problema da parada otima
em termos do processo de recompensa X, colocamos questoes referentes
a existéncia e caracterizacdo de reqras de parada Otima para tal pro-
cesso, Vimes entdo que ocorrem situacoes nas quais nao existe uma re-
gra de parada Otima e situacdes em que existem varias. Nesta secao i-
remos expor os resultados da Teoria da Parada Otima que tratam deste
problema especifico. Estes resultados constam basicamente em Hagg-

strom (1966} e Chow & Robbins (1963 e 1967} .

Devidc a grande quantidade de resultados e notacac que é en-
contrada nesta segaoc, vamos fazer um breve sumirioc a fim de que o lei
tor nac perca tempo com problemas de notacao e detalhes técnicos de

restultados.

Os lemas 3.1 e 3.2 mostram que na procura de solugGes para
um problema de parada Stima podemos nos restringir a subclasse das re
gras de parada que satisfazem a condicac de reqgularidade, introduzida

na definigao 3.1. 0 lema 3.3 nos da algumas propriedades das regras

de parada nessa subclasse. Em seguida, o lema 3.4 estabelece uma con-

14
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digac necessiria e suficiente para que uma regra de parada na subclas
se mencionada acima seja Gtima, no caso em que V(E) <®w, O teorema
3.1 nos d3 condigdes que sdo suficientes para garantirmos a existén-
cia de uma regra de parada Stima, e o teorema 3.2 di uma caracteriza-
Gao para a regra de parada Stima, utilizando a nogao de supremo essen

cial de uma familia de varidveis aleatdrias, introduzida no Apéndice

I,

A partir desta segao, a menos que seja feita alguma ressalva
explicita, estaremos supondo que o processo de recompensa X & tal que
EX < ®, ¥n €N,

-~

Vamos denotar por Ca, n € N, a classe das regras de parada
tec para as quais P(t > n) = 1. Observe que em virtude da hipGtese

feita no paragrafo anterior, estas classes s36 ndo vazias e

(3.1) C&C:{S Czn sas e

Podemos interprétar os elementos das classes introduzidas acima.,da se
guinte maneira: "se ja& houvermos observadc os valores de xl""'xn~1'
0s elementos da classe Cﬁ representam todas as possiveis continuéngg

do processo sequéncial de tomar observacgoes”.
LEMA 3.7 - Para qualquer t € 5n’ n € N fixado, defina
(3.2} £t o= tIA + nIAc

onde A = {E(X_| F ) > X }. Entdo:
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b} E{thFn) SEMXIF)  q.c.

preva: Que t' & realmente uma regra de parada segue imediatamente do
exemplo 2.4. Como X_ > 0, temos:
(3.3) EX, . = ijt,d? + jAc X, 4P = ]Axth + j and? < } Xth+EXn

A A

Por ocutro lado sabemos gue Exn > ~= e portanto,

e = |

+ -
A Xth - j Xth e

~@ < | X 4P < j E(X_|F_ )dp = J
JA n A B o® A

A

consequentemente j X:dP < @, Com isto, segue de (3.3) que Ex; < ® 0o
A ,

gue prova o item (a}.
Observe ainda que pela definicdo de t', tem-se que

E(X ([Fy) = max(X E(X,,[F) > E(X_|F) q.c.

© que completa a demonstracidc do lema. ‘ I

Vamos denotar por C, a classe das regras de parada t € ¢ tais
que EXZ <®,epor C a classe das regras de parada t € C para as
quais P{t > n} = 1. O lema que acabamos de demonstrar, nos leva por-
tanto a uma redugao do problema inicial, no sentido de gue podemos
nos restringir as classes C“, n € N, na procura de regras de parada
otimas para o processo de recompensa X. Formalmente, temos o resulta-

do seguinte.
COROLARIO 3.1 - As classes C,r n €N 530 nao vazias e

(3.4) C“CIQ CoaD eon o

2
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Além disso,

™m
1]

(3.5) cnc

(3.6) vic,) = v(En} , ¥ néen.

paova: Como Ex; < =, tem-se que t_ = necn. Portanto as classes Cn sao
nac vazias, e & facil ver que valem (3.4) e (3.5). De (3.5} se
gue ainda que V(Cn) < V(En). Pelo lema 3.1, dada uma regra de
parada te&n, existe t*ecn tal gue Exts Ext' e consequentemente,

v(én) < v(C_), o que prova (3.6). l

Vale a pena notar ainda que se t & oOtima em Cn, a regra de

parada t'€C  definida em (3.2) €& Otima em c, eenm 5n.

0 lema seguinte mostra que podemos reduzir ainda mais o pro-

blema inicial.
LEMA 3.2 - Para qualquer tecn, ne€N fixado, defina

inf {k 2 n : E(xtsz) < X, }
(3.7} t' o=

» se o conjuntc acima for vazio.
Entao:
al t'eC“ e t?' £ £t qg.c,
b) E(Xt,}Fn) < E(xt§Fn; g.c.

c) ¥k 2 n, E(xt,iFk} > X, g.c. em {t'>k}

prova: Para provarmos f{a) observe que

E(XE}FR) = X, q.c. em {t=k}.
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De (3.7) seque que t' < k g.c. em {t=k} e consequentemente

(3.8) t* <t g.c

-

Como t &€ uma regra de parada para X, seque de (3.8) que t' < = qg,c.
e segue do exemplo 2,2 que t' & uma re§ra de parada para X.
Da definicdo de t' e da desigualdade de Jensen para esperan-

¢cas condicionais, vem:

o« «©
(3.8) EX (= ] X, dp < ] E (X [Fap <
k=n {tq-k} k=n {t"‘k}
o0 o
< 7 I E(X_|F)ap = ] X dP = EX_ < o
K=n {evek} k=R {¢7mk}

De (3.9) segue finalmente que t' € Cn, o que completa a demonstracao

de (a).
Para provarmos (b}, tomemos A € Fj com j > n fixado.
De (3.7) vem:
[ o »
(5.10) | X, .8 = kgj X, dap > kg' Jg(xtzrk)dp = X dP.
Alt* >3} A{t =k} 4 A{t =k} A{t">j}

Tomando-se 3 = n em (3.10) temos:
X _,dP > J X dp ¥ hefF
jA t A t n

A dltima desigualdade demonstra o item (b) do teorema.
De {3.10) decorre que:

(3.11) E(Xt,}Fj) > E(XtiFj) g.c. em {t*>j}
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Levando em conta a definicdo de t', seque de (3.11) que

E(xt.iFj) > X, g.c. em {t'>3} !

Motivados pelo lema gque acabamos de demonstrar,damos a seguin

te definigao.

PEFINICAO 3.1 - Uma regra de parada t € C,»n €N, é dita mn-regular

se para cada k > n

(3.12) E(XtIFk) > X, q.c. em {t>k}

Em particular, se te€C = Cy é l-regular diremos simplesmente
que t é regular. Para cada néN, a subclasse de C, constituida pelas
regras de parada n-regulares tém importdncia fundamental na Teoria de
senvolvida por Chow & Robbins. E dentre as regras de parada n-regula-

res que iremos procurar aquela que satisfaz ao critério de otimalida-

de estabelecido na segao anterior.

Vamos denotar por C:, n € N, a classe das regras de parada
t € C que sao n-regulares, De maneira andloga ao coroldrio 3.1 é fa-

cil verificar o resultado seguinte,

CORéLEKIG 3.2 - As classes C;, ¥ n € N, sao nao vazias e

(3.13) C* = C{:D C; D oeee o

Além disso,

« -
(3.14) Cn < Cn c Cn e

{3.15) V(C;) = V(Cn} = V(Cn} , ¥ n €N.
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Portanto,a procura de regras de parada Otima para o processo
de recompensa X pode se restringir as classes C;, neéN. Cabe novamente
notar que se existe uma regra de parada Otima, t, em én é possivel de
finir através dos lemas 3.1 e 3.2 uma regra de parada t‘ecz Stima em
C;, C, © én‘ Reciprocamente se t € Otima em C: entao por (3.15) t € &
tima em C_ e em §R5 A verificacao de que as classes C;, neéN,sac nao

vazias é feita observando que as regras de parada t, = n, néN, sao

tais que t €C e ¥ j > n, {tn > 4} = @.

Pode ocorrer entretanto a seguinte pergunta. Existem realmen-
te regras de parada que nao seijam n-regulares? A resposta a esta per~

gunta & afirmativa, conforme o exemplo segquinte.

EXEMPLO 3.1 - Suponha que um estatistico observa sequencialmente as
variaveis aleatSrias Yig Yz, ... independentes e tais
que ?(Yi = 1) = P(Yi = -1} = —%—, i=1,2,..., e que a
recompensa recebida se parar de tomar observagoes no

instante n € definida por
n

xn = ‘z Yi
i=}

Desta forma, tomando-se Fn = F(Yi’ ce ey Yn), O processo
de recompensa X € um martingal e pele lema A.2.1 do a-
péndice 2, se t € uma regra de parada para X tal Que pa
ra algum N 2 1 P(t < N) =1, EQX_[F ) =X q.c. em {t 2>
> n}. Consequentemente a regra de parada definida por

ty = min(t,K) onde t = inf {n: Y = 1}, por exemplo, e

K > 1 inteiro fixado nao € uma regra de parada regular.
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Para referéncia futura, daremos abaixo uma propriedade das se

quéncias de regras de parada n-regqulares.

LEMA 3.3 - Seja {tk}keﬁ uma sequéncia de regras de parada em C:, neéN

fixado. Defina para cada i € N
T, = max(tx, e ti)

Entaoc, ¥ i € N, T, € c; e

(3.16) max E(X_|F_ ) < E(X_ |F) < E(X F)< ... q.c.

prova: Segue imediatamente do exemplo 2.3 da secao anterior que T é

1
uma regra de parada para X, ¥ i > 1. Como X < Z X, segue
i k=1 "k
que Ti e Cn. Tomando-se A € Fj’ j > n fixado, teremos
&
(3.17) j X, dp = { J X  ap + X, dpl <
. i k=} i i
.2 - . .= .
Al1;25} Alr, =k2e, ) A{r =k<e, o}
I ]
< +
"kgi[{ si }XTi”dp A ..kl }xti”dpa
AT mk2tin TRt
- ok e
a{x.>j} **!
1-«
Observando que T, £ T, £ ... e usando (3.17) obtemos:
.18 : ) < F.) < ... ,C. em . >
(3.18) E(xtilfg) < E(Xti+1l J) < q.c. em {tl j}

Como T = t1 € n-regular segque-se de (3.18) que:
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X < E(xtllrj) = E(X_ zFi) < E(xtzirj) < ... q.c. em {t,>j}

1

Por simetria, temos que para 1 < k < i

(3.18) xj < E(xtktFj; < E(xtiirj) < ... g.c. em {tk>j}.

i
Portanto, como {1,>j} ¢ U {t, >j} seque de (3.19) que
k=1

E(xtile) > X, q.c. em {r;>3}

e consequentemente T, € C;.
Para finalizarmos a demonstracao, tomando-se i=1 e j=n em 3.18

segue que

E(X

tlan) = E(XTI}Fn) <EX, [F) < ... q.c.

2

Novamente por simetria, temos para l < k < i

(3.20) E(X, [F)) 2 E(xrilsn) < E(X,

[F.) < ... gq.c.
. n

s

i+l

De (3.20) obtém-se finalmente

max E(xt

[F ) < BE(X_ |[F) < E(X
lskf’.i k n i Ti n - T.

1+1irn) < ... g.c. I

O lema seguinte, estabelece uma condicao necessaria e uma con
dicao suficiente para que uma regra de parada t € C;, n € N fixado,se

ja Otima nesta classe.

LEMA 3.4 - a) Para n € N fixado, seja t; € C.. Se ¥k > n

Q
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(3.21) X, 2 BE(X|F)  q.c. em {tg=k} , v tecy .,

entao t, é Stima em C;

b) Se vfcg) < we toec; é Gtima nesta classe, entdo vale

(3.21).

prova: Suponha que t, € C; e satisfaz (3.21) e seja t € C;. Para cada

k > n, defina t(k+l) = max(k+l,t). E facil ver que t(k+1) per

%
tence a ck+1‘ Ainda,
(3.22) EX, £ = I X dp + X, dpP + j X 4dp =
ty ty ts ty
{e<e } {t=t,} {t>e )}
o« L
= ] j X, dp + X, dp + J J X,  dp.
k=D (kme<t } Fo {t=t_} ‘ k= {e>t) =k} Fo
0 0 0
Observe entretanto que pela n-regularidade de to vem:
xtsdp = j E(xtQSFk)dp > j X, dp =
{k~t<t0} {k-t<t0} {k-t<t0}
-] xe
{kme<e )

Como t = t(k+l) g.c. em {t>k}, segue de (3.21) que

x‘odp = j X, ap > j E(xt<k+1)le)dp -
{k't0<t} {k-t0<t} {k=t0<t}
- xa
{k=t <t}
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Com estas duas ultimas desigqualdades, segque de (3.22) que

EX
to

iv

X, dP + J X, 4P + I X dP = EX_
{t<:Q} {t'to} {t>c0}

Isto demonstra a parte (a) do lema.

Suponha agora que ty é o6tima em C:. Para k > ne t € Ck+1' de-

fina:
A= {t, =k, E(XtiFk) > X}
e considere a sequinte regra de parada
t' = tIA + tOIAc
E facil ver que t' € Cn, e além disso

(3.23) EX , = } X dP + j X, dp > j X ap + j X_ aP = EX
t At ac %o A %o ac %o to

Como EX, av(C:),vale a igualdade em (3.23),e como v(C¥)<e pode

o
mos cancelar Xt dP em ambos os membros da igualdade
A¢ 0
X, 4dp + j X dp = j X dr + J X,  dap,
jA ¢ A¢ %o A %o A fo
Portanto,

} (E(Xt{Fk) - X.) dP = 0,

A

Como (E(xtiFk) ~ X.) > 0 g.c. em A, segue que P(A) = 0, isto §&,
¥k 2>n se tem

X, 2 E(X [F) gq.c. em {ey=k}, v tec .
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*
Em particular, vale (3.21) pois ck+1 c Ck+1‘ : I

OBSERVACAO - O lema que acabamos de demonstrar & uma reformulacdo de
do lema 1 de Chow & Robbins (1961). Uma condigado sufici-
ente para que v_ < ®, & que E sup X5 < = . Nestas condi-

41 kzh k
goes, note que uma regra de parada t€C) seja Stima nesta

classe.

Entretanéo, verificar a otimilidade de uma regra de parada a
partir de (3.21) nac & uma tarefa convidativa. Naturalmente,seria bom
que pudéssemos antes de tudo, baseados apenas nas informacgodes que dis
pomos acerca do processo de recompensa X, saber se existe ou nio uma

regra de parada Otima para este processo. O teorema seguinte estabele

ce um resultado neste sentido.

TEOREMA 3.1 - Se E sup x; < ® e %i& Xp = -* g.c., entao existe em C},
n

¥ n€N, uma regra de parada Stima para X.

prova: Para n€N fixado, sabemos que existe em C; sequéncia {tn}nen de

regras de parada tal que
sup EX, = v(cH
kp tk n
Defina, para cada keN
Ty = max(tl, ooy tyd.

Pelo lema 3.3 sabemos que a sequéncia {Extk}ken é crescente e

que ¥ keN

(3.2¢) max  EX, < EX
X

*
<
oex, < v(Cn)

Tk"'

Tomando-se o limite quando k+« em (3.24), temos:
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® — *
(3.25) v(Cy) = syup Extk < éi& Eka$ v{Cyq)
Defina agora a seguinte variidvel aleatédria:

T = lim Ty

£ facil verificar que T assume valores em N e satisfaz a condi
¢3o (a) da definigdo 2.1. Além disso, como lim X, = -» g.c. de
s =2

corre da definigao de X, que

(3.26) Xe = %iﬁ er q.C.

Como X, < sup x;, EX, existe e por (3.25) e (3.26) segue do le

ma de Fatou que

. %*
. > =
(3.27) EX, 2 lim EXTk v(Cy)

.

Suponha entretanto que P(t==) > 0. Neste caso, como EX, existe
EXy = -= , 0 que contradiz (3.27) pois, V(C*) D00, Portanto,
1€Cp e & Stima nesta classe.

Observe ainda que pelo lema 3.3 Ty '@ n-reqular ¥ k€N e por
(3.18) segue que para cada j 2 n

(3.28) X5 < E{XTR1Fj> < E(XTR+IIF3) < v g.c. em {1,>j}

¥ k€N. Pelo lema de Fatou para esperangas condicionais segue

de (3.28) que

X; < lim sup E(ka]Fj) < E(XT{Fj) g.c. em {1x>j}

¥ k€N e portanto:

X; < E(X/|F;)  qg.c. em kgz{Tk>j} > {r>3}.
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Lembrando que:

EXY = f XTdP + j XTdP > j XndP + I XndP = Exn > —®»
{t=n} {t>n} {t=n} - {1>n}

- - - ®
segue-se que EXT < ® 0 que prova que T & otima em Cn. l

EXEMPLO 3.2 - Como aplicagao do teorema que acabamos de demonstrar,con
sidere a seguinte situacgao: Sejam Y, Yir You oo varia-
veis aleatdrias definidas em (R,F,P), identicamente dis-
tribuidas e que EY < o, Suponha que os valores dessas
varidveis aleatdrias sejam observados sequencialmente e
que a recompensa recebida por parar no instante n, néN,
seja definida por

Xn = max(Yi, ceas Yn} - g(n)

onde g{n) representa o custo das n primeiras observacdes
Seja Fn = F(Yl, ocasly Yn).
Suponha que existam constantes positivas a e 8 tais que

+)S+a_1

E(Y < =, Desta forma, se g{(n) = cn“, c > 0, temos

X <« max(Y* + ve. + Y+) - cna
n - ) n

e pelo lema A.2.3. segue gue lim Xn = -®» g.C. € que
n-oo

+
E sup X; < E{sup{max(Y;, ey Y;) - cna}} < o,
n n

Consequentemente, existe uma regra de parada Otima para
O processo de recompensa X = {xn'Fn}neN definido acima.
O problema de parada &tima neste exemplo,& conhecido pe

1o nome de SAMPLING WITH RECALL.
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EXEMPLO 3.3 - Se no exemplo anterior definimos a recompensa quando pa

ramos no intante n, néN por

L. - y
Xu Y. g (n)

segue ainda do lema A.2.3 que se existem constantes o e
; + 6+a’1
B positivas tais que E(Y ) < e: Jim Xé = ~® q,C. @
n
E sup(Xé}+ < =. Portanto, existe uma regra de parada &~
n
- 4 :
tima para o processo de recompensa X: {xn'Fn}aeﬁ’ 0
problema de regra de parada definido pelo processo de

recompensa X' € conhecido pelo nome de SAMPLING WITROUT
RECALL.

OBSERVACAKO - Nos exemplos 3.2 e 3.3, se Y tem variincia finita, exis~
tem regras de parada Gtimas para os dois processos de re.
compensa definidos, com g(n) = cn®, ¥ a > 1.
No exemplo 3.2, seja Mn = max (Yl’ sy Yﬁ}. Suponha que
, as variaveis aleatérias YI' Yor ove sao independentes e
que 0 £ g{(1) < g(2) < ... . Se EY' < @, podemos definir

constantes @ tnicas, através da igualdade
B

E{y - an) = g{n+l) = g{n) = Bn
Nao &€ difficil ver que

E(M F

n+l£ n) = ] max{yl, e yn+1} dF(yn+l)’

onde F & a fungdo de distribuic3o de Y. Portanto,

E(X

+
iFn}-xaE_{Y-.—Mn} - B .

n+l n
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€ facil ver que

.

E€xn%1£

Fl $ X <o M > G .
n n n n

&®

Assim, se 82 < B, £ ... teremos

{Eéxn Fl < xﬁ} < {E{X F 1} ¢ X

a2l Fael b, ¥nem

..;1* ﬁi’l

De uma maneira geral, se o processo de recompensa satis-
faz a inclusdo acima, dizemos que o problema de parada &
tima & mondtone. Podemos encontrar um estudo detalhado

deste problema em Chow & Robbins (1961 e 1963).

Na demonstracdc do teorema 3.1 exibimos uma regra de para-
da &tima para X, tomando-se o supremo de uma sequéncia {tn}nex de re-
gras de paradas regulares, tais gue sgp Extk = v(é}. Outras caracteri
zacSes da regra de parada Stima quando esta existe,sao encontradas em
Snell (1952), gue utilizou resultados da Teoria dos Martingais,Chow &
Robbins (1967) e Haggstrom (1966) que o fizeram utilizando respectiva
mente as nogées de supremo e infimo essenciais. Progsseguindo, vamos a
presentar os resultados obtidos por Chow & Robbins (resultados anidlo-

gos foram obtidos independentemente por Haggstrom).

A fim de darmos ao leitor uma idéia intuitiva sobre a ma-
neira pela qual o problema foi abordado, observe que & razoavel supor
que © instante otimo para terminarmos © processo sequéncial de tomar
observacdes deva ser um instante n, néN, para o qual ndo exista  ums
continuagdae vantajosa, isto €, uma regra de parada tecg+1 para a qual
E(thFn)(m} > Xn{m}‘ Eguivalentemente, deveriamos parar © processo sg

guéncial de tomar observagoes, no instante n se e somente se
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X (w) 2 sup E(thFn)ﬁm}.

n x
cacn§1

Todavia ndo podemos garantir que a funcio su E{(X_|F ) seja F_-men~-
E ‘ tecg+1 t'n L
0]
surdvel e consequentemente que a funcio definida por
infin: X (w) 2 sup E(X_I|F_ ) ()}
n t§£§+1 ts 11
L{w) =

® ge ¢ conjunto acima for vazio.
seja uma regra de parada para X, ou melhor,satisfaga as condigoes (a)
e (b) da definigao 2.1. Esse problema € superado através da definigdo

inf{n: X_(w) 2 tggg E(XtEFn}€w)}
(3.29) b{w} = n+l

= ge o conjunto acima for vazio.

Para a definicd3o e propriedades do supremoc essencial de uma familia
de varidveis aleatdrias veja o apéndice 1 no final do trabalho.Nessas

condigGes 4 € uma varidvel aleatdria assumindo valores em N e satisfa

zendo a condicao (a) da definicao 2.1, pois-sggciss B{XtiFn) e F_-men

_ n+l
suravel. Nao podemos garantir entretanto que 4 seja uma regra de para

da para X, isto &, que P(4 < =} = 1, mas se $§€C* & possivel mostrar,
comoc veremos, que 4 € Otima. Inicialmente, demonstraremos um lema gque

nos permitird reescrever 4 numa forma mais conveniente.

LEMA 3.5 « Para cada n€N, temos:

sup ess Eixtl

D es Fu} = max (X _, sup ess E(X IF )} g.c.
41

#
e;eCn+l

preva: Seia tecg e defina t' = max(n+l,t), & ficil ver que t'eC_ e

+1

como t=t' g.c. {t'>k} ¥ k>n+l segue que




E(thka) = E(XtIFk} > X, g.c. em {t'>k}

e portanto t'ecz+1‘ Seja A = {t=n}; temos

1
}f::({}{u}:ﬁi + xt,IAcliFn} =

i

(3.30) E(X [F)

#

X I, + EX  |F)I,c <

A

X I, + sup ess B(X |F )I,c <

A
tSCn+1

in

max (X , sup ess E(X, [F 3

tac* n+l
Como (3.30) vale ¥ tec;, temos
(3.31) sup ess E(X, [F ) < max(X_, sup ess E(X, {F )} q.c.
n - n
tﬁC tGC +1
Por outro lado, como tEn &€ C:, temos
(3.32) sup ess E{X, Fn} > X, g.c.
tGC
Comeo C o C +1¢ Segue-se que:
(3.32) sup ess E(X, |F ol 2 sup ess E(X, n) g.C.

t&C tGC +1

De (3.32) e (3.33) segue que:

(3.34) sup ess E (X, Fn} > max(X_, sup ess E(X, IF } g.C.
tGC tGC +1

De (3.30} e (3.34) o resultado segue. §

Paré cada n€N, seis Yo = sggcgss E{XtEFa}. Das propriedades do

Supremo essencial e da parte (b) dos lemas 3.1 e 3.3 segue-se gue
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(3.35) y_ = sup ess E(X_|F_}=sup ess E(X_|F_)=sup ess E(X_|[F )
" egct e tec_ T ceC_ £em

com probabilidade 1. Lembremos ainda gque

K g*m 3"’
{3.38)} vxcn} v{Cﬁ} V{Cﬂ)

e denotemos este valor comum por Vo Portanto, o lema 3.5 segue que
Yo 2 Xﬁ g.C. € portantc a variavel aleatdria & definida por {(3.2%)po
de ser reescrita na seguinte forma:

finf{n: X (@) = v (w)}
(3.37) 4{w) =

« se o conjunto acima for vazio.
Os lemas que apresentamos a seguir sao utilizados na demons-—
tracao das propriedades da varidvel aleatdria introduzida em (3.37).
LEMA 3,6 - Para cada n€N:

a) existe uma sequéncia {t } em C: tal que

kER

> £y iy T
X < E(htngn} e Y, 49-¢.

} : ==
b} ETG Var

prova: Sabemos que existe, para cada n€N, uma sequéncia {t°

kien ©°

# -
Cn tal que

sup E(X_,|F_} = y_ = sup ess BE(X_|F }
K tk n n cack ti n
n
podemos supoy ainda ti Z n. Se tormarmos agora

. . P H
tk = maxé&l, e e s tk}
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segue do lema 3.3 gue {E(Xt zgn}kex € uma sequéncia crescente
k

de variaveis aleatdrias e que

max EB{X ,IF < E{X_|F < ¥ ien.
R L
Portanto,
N - .. . -
Y, = Sup E(Atngn} < 1lim E(Xt.i'n) S AN

k k it i

O gue prova o item {a)
Observe agora gque pela parte (a), e relo teorema da convergén-

cia monGtona segue que:

(3,38} Eyn = Jim E{(E{X

Como por definigio E(th?n} <v, 9.c. ¥ tec;, tem-se que
EX, £ Ey, V t€C. e consequentemente v, < Ey_. Desta Gltima
desigualdade e de (3.38) a parte {(b) do lema segue. §
LEMA' 3.7 - Se t€C, entdo para cada neN
E{X;iFn) < v, g.c. em {t>n}

prova: Se te€C, defininde t' = max{n,t), segue gque t'ecn e portanto,

por {3.35},

-

3 o
(3.39) BOX L F) < v,

Como t=t' g.c. em {t>n} segue gue

E(XtiFn> = EX L F ) <y, g.c. em {t>n}
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Para cada n€N, defina a variavel aleatdria

infik 2 n; X _(w} = v, ()]}
(3.40) cn{w) =

= se o coniunto acima for vazio

Note que para n=1, ¢; coincide com a variavel aleatéria s definida em
(3.37). Temos ent3o o segquinte lema.
LEMA 3.8 - se teC_, defina t' = min(t,0_ ). Entdo, t'€C_ e

EGX L (F ) 2 E(XtiF A

S n

prova: Seja A€F . Entao:

o«
(3.41) j Xch = f Xth+ j Xth = ] Xt,dp+k§ Xtd?
A A{tgan} A{t>an} A{tﬁﬂn} 2 A{t}caﬂk}

Pela desigualdade de Jensen, segue © lema 3.7 que ¥ k2n

E(X _[F) > B X F) 27, g.c. em {t>k}
Portanto,
(3,42} f X 4P = { B{X_|F) > Y, 3P
A{t>c =k} Af{t>g_=k} Af{r>g_=k}
n 13 k11

Pela definicdo de S e

(3.43) j Y, dP = j X 4P = [ X_,dp
g

A{t>cn=k} af{e>g =k} A{t>cnak}

pois t'=k em {t>@ﬁak},‘Logo, segue de (3.42) e (3.43) que

(3.44) j xgdy > I x;? apP.
A
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Tomando-~se A=(R, tem-se que Ex;, < Ex; < ® O gue prova que
® d
t'ec_.

Do lema 3.7 segue que

£ { py 1
(2.45) } X, = o X s I X 8?7 <

A a{t<o_} T a{e>o_=k}
- n
& o £ {

< } X, «dP kén J TP = | x.ap
. S 3 { =
a{tgo 1 Ale>o =k} A
pois, Xk = Yy Q.0 em snak>n, ¢ 0 lema fica demonstrado. E

Podemos agora demonstrar as propriedades das regras de parada
T neN, definidas em (3.40), e gue constituem um dos resultados prin
cipais desta segdo.
TEQREMA 3.7 - Para cada n€éN:
a) Se Ga@cg, entao o é Otima nesta classe.
i
b} 8Se Vv, © @ e existe uma regra de parada Otima em C:,

o e e e, . - -
entac Gﬁﬁcng € otima ¢ minimal nesta classe,

prova: Pela definigao de ¢, Segue que ¥ k>n, n€N fixado,
. z

) i - =
X, = v, = sup ess E(thFk} > sup ass E(htﬁrk) > E{XtiFk} g.c.
t%Ck t‘.@Ck+1

®
k+1°

‘ - - *
Portanto,pela parte {a) do lems 3.4, g_ & otima em C_ © gue de

pE3

em {Ga=k}, ¥ teC

monstra & parte (a}.

' 3 s . . 3 - r -~
Para demenstrarmos a parte (b}, observe que se éecﬂ 2 a xegra

de parada que por hipdtese estamos supondo Stima, entdo
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(2.46) Xy = Yy g.c. em {s4=k}, ¥ k>n.

definindo &'=tI +4I,c onde B={é=k; E(XﬁéFk} > X, } & facil vex

que 4°'€C_ e além disso, como ¥v_ < =, segue-se gue

% 8 !

EX,, = E{I

=iy iE ; = £y

que €& absurdo. Portanto, Xk > E(XtQFk} g.c. em {s=k}, ¥ teC; e

conseguentemente X, >y, g.c. em {4=k}. Logo. (3.46) vale e

(3.47) G % 4 g.cC.

]

Suponha agora gue para alqum k>n, o evento

= { k- >
tenha probabilidade positiva. Como v =
(2.48) { X_dp = ? E{X_ |F x1aew < | oy ap
o iy i o k
A A A

para algum & > 0. Pelo lema 3,6, podemos escolher tec; tal que

{3.48) J yde - g < j Xtd?
A A

Se definirmos agora ti=tI, +0 I,.. segue de (3.48), (3.49) e do




gue € uma contradigac. Portanto, P(A} = 0 e ¥ k>n

(3.50) E{X §Fk} > vy, q.c, e {6_>k}

~Pelc lema 2.7, vale a igualdade em {3,590} e pela definigao o

3.531} BEY O OIF. Y = > X C. em i >
(3.51} ui}ig..*‘ p = Yy Ry g-S. 2m 10 k}
£33
- -‘ # -
PDe {(3.47), €2.51) e do lema 2.8 segue finalmente gue ¢ €c_ e
&
Stima nesta classe e minimal, %

e - .
Note gque se E sup X < = ¢ lim X = ~= g,C.. & £ OStima
" see D F:

am C; e GniT g.c., ondes T & a regra de parada Stima exibida no tecre-

|V
3
D
}nl
D
@]
D

ma 3.1. O lema seguinte, sst uma relacac entre ¢_ 8 & caracte-

rizagcac de regras de parada Otimas discutida no teorema 3.1.

£

141

MA 3.9 - Suponha gue payxa n€N fixado, v_ < =. Entdo se {tk} & u-

k
ma sequencia crescente de regras de parada em € tal gue

n

tenha probabilidade positiva. Como « > Va 2 Yae: 2 ree @ ¥, 2
> X, em A, existe 2 > ¢ tal gusz

Lo ; [ s

(3.52) i ¥;872 - 3¢ > | X. &7

i % i3

A A
Para cada k€N, considere o evento




X k n
facil verificar que Iz, — Iy @ consequentements
X: Ig X: I . I —s yi: I
At <8, —— 2(1 LA 2 “{3 +35. .\L A
k k
moE | X, i<e, E| ¥y, | <= e ¥Xkeé€N,
A =
i - : :
- o+ HE 1 a i Y HEN L i ¥:
{ ;‘3.?-_ i fg < i Ri { i 2y i
k
gue pelo teorema da convergéncia dominada que
X8RP —+ X.Gép 2

kzkg
{ {
£ 1. - = £
- e— %} X.3D - X .38P «
2__}01 ‘élal?_'—i‘”‘
A By
ISP | v . &P - f v. 3P < e
IS B S S Sl
-
A S
{2.52}, (32.55) 2 {2.5%8} vem:
£ {
- —— X { X.6p - ¢ X.4p <
2 -~ £ 3 $ 3 -
i i
A By
(L am = [
< Y.8P - X, 8P ~ 3z <
S ERE ot 2
A By
€ f ¢ .
2 —— - | Y.,8P - X.GP - 3g
~ £ : i i z
re
By 3

wl




. f £
(5,87} } X.87 < } ¥.4P9 - 2z
Lo -
By By
P2lo lema 3.6, existe vara cads kgko, uma regra de parada
£28CT tal que
14 kS -
£
(3.58} { X, .8P > | v.dP - ¢
} tk - f S
B =
k Px
Defina T, = £ I, + £ 1
= S »Kaak Tk §§
£ f3cil verificar Ggue '{kec3 e por {(3.57) e (3.58) tem-se gue
- kzkg

Ty X . Tk PR %
By X k 3y
Consequentemente, gu? EXy 2 ¥1+€ que e um absurdo. Portanto,
>% L T R
~*g 7
P{A} = 0 e o lema seque. §

+ PRI
LEMA 2.7¢ - Suponha gue E sup R, ° = e gue para algum néN fixado exis
te@ uma regra de parada, t,, Otima em C*, Entdo se {t.}. _
? g n k' kan
- -~ - *
€ uma sequencia crescents de regras de parada em Ca tal
4
e s * e -
que BX, I, V, e t = lim &, t€C. & Stima nesta classe o
“k ke koo E
tgtg G.C.
pAgva: Suponha guae para aligum X>n 2o i€¥ o evento
A=ty =k <t}

= max{k+l, ti}‘
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temos que tgec;+l e pelo lema 3.4 (b)

(3.59) E(XtiiFk} < X, g.c. em {t =k<t.}

~ Como ti=ti g.c. em {ti>k} seqgue de {(3.59) que

E(xtiQFk) < Xy q.c. em {t =k<t.}

o0 que contraria a n-regularidade de t . Portanto, P{t0=k<ti}=ﬁ

V k>n e i€N, o que acarreta

t < t0 g.c.

Consequentemente, t € uma regra de parada e temos:

X, = lim X g.C.
£ ke Bk

A demonstragado de que t € Otima em C; € idéntica a feita para

T no teorema 3.1. Bastando para isto verificar que neste caso

T = max{tl, ceey tk} = tk g.c.
e portanto
T = lim T lim t, = t, ‘
k4o k koo k g

Observe entiao que nas condigOes do teorema 3.1, seque dos

lemas 3.9 e 3.10 que a regra de parada T do teorema 3.1, coincide com

sto &
Gn, i ’

c_ =T g.c.

Portanto, se E sup X; < = e existir uma regra de parada Otima em C;,a
n

regra de parada 6tima € minimal e dada por g, © pode ser caracteriza-

i
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da também como limite de sequéncias crescentes de regras de parada n-
regulares conforme o lema 3.10. Entretanto, a determinacao de Yﬁ,nENg
bem como a escolha de uma sequéncia crescente {tk}kaN conforme o lema
3.10, sdo impraticdveis. Na prdxima segdo vamos tratar o problema da

detrminacao de solugdes para problemas de parada otima.




IV - TECNICAS PARA A DETERMINACAQ

DE REGRAS DE PARADAS {(TIMAS

Na segao III estudamos o problema da existéncia de regras de
parada 6timas para o processo de recompensa X, sob a hipbtese de que
Ex; < ®, ¥ n€N. Ainda naquela segao, vimos que sob determinadas condi
¢oes a regra de parada Otima podia ser caracterizada como o primeiro
instante em que o processo de recompensa X atinge o processo estocas-
tico y = {yn, Fn}neu (conforme (3.37)). Nesta secao estudaremos proce

dimentos que nos permitam, a partir do processo de recompensa X deter

minar regras de parada otimas para o mesmo.

Com o intuito de orientar o leitor a fim de que nao se envol-
va com problemas de notagao e detalhes técnicos, vamos fazer novamen-

te um breve resumo dos resultados que apresentaremos nesta segao.

Introduz-se inicialmente a nogao de procedimento truncado, is
to &, regras de parada que decidem com base em, no maximo,um nimero V
prefixado de observacOes.O teorema 4.2 mostra entdo que se Ex; < »w, ¥
nenN, existe um procedimento truncado 6timo, para cada inteiro positi-

vo v prefixado, dando também o processo de construcao da regra de pa-

-d2-




rada 6tima para este caso.

A questao que se coloca em seguida é se uma reqra de parada 3
tima para X pode ser obtida através do limite de procedimentos trunca
dos Otimos. O lema 4.2 apresenta um resultado neste sentido, e o lema
4.3 da uma condigao suficiente para que este resultado possa ser apli
cado desde que exista uma regra de parada 6tima para X. Finalmente, o
teorema 4.3 permite também a determinacao de regras de parada Otimas

para X sem que seja necessarioc lidar com o0 processo estocastico

Y ={yn. Fn}neN"

Dentre as técnicas utilizadas na determinacao de uma regra de
parada Otima para um dado processo de recompensa, destaca-se uma que
consiste em aproxima-las através de regras de parada 6timas para os
processos de recompensa truncados. Por processos de recompensa trunca

}ISnSV'
processo de recompensa X. As regras de parada para OS processos trun-

dos, entendemos as subsequéncias finitas, Xv = {Xn, vz2l, do

F

n
v ~ . .

cados X', v21, sao comumente denominadas procedimentos truncados ou

limitados. Especificamente temos a definigdo seguinte.

DEFINICAO 4.1 - Uma regra de parada para o processo de recompensa
truncado Xv, vzl fixado, & qualquer regra de parada t

para X tal que P(t £ v) = 1.

A técnica de aproximacdo por procedimentos truncados &timos,
foi introduzida originalmente por Arrow-Blackwell e Girshick (1949),
na determinagao de solucdes de Bayes para problemas de decisdo sequén

cial. Enunciamos a seguir o resultado por eles obtido.




Y Y- £
TEOREMA 4.1 - Suponha que o processo de recompensa X & tal que
E[xn[ < ®, ¥ neN,
e considere o processo truncado Xv, v2l fixado. Defina

v o v o_ v
(4.1) B = X e | Bn = max(xn, E(Bn+1

IFn)), l<ngv-1.

Entao, a regra de parada definida por

(4.2) s, = inflk 21 : X_ = 8}

- = v
e otima para o processo de recompensa truncado X' .

A técnica para determinagdo de regras de parada Gtimas  para
0s processos truncados Xv, v2l, descrita pelo teorema 4.1 € conhecida
pelo nome Backward Induction e sd necessita das informagdes acerca de
Xv. Esta técnica pode ser justificada informalmente da seguinte ma-
neira: "vamos supor que serac tomadas, no maximo, v observagdes e que
estamos utilizando um procedimento otimo. Se jd tiverem sido tomadas

v-1 observagoes, definimos a recompensa atingivel guando podemos to-

mar no maximo mais uma observagdo, como

AY

Bv-l

= max (X, _,., E(xv!Fv-l))'

A decisao Otima com base em v-1 observacdes seria parar no  instante

v-1 se e somente se Xy = BX—I‘ Continuando o caminho de volta,se ja
tivermos tomado v-2 observagoes, definimos a recompensa atingivel

.quando podemos tomar no méximo mais duas observagdes como

PRV v
8v~2 - maX(xv—Z’ E(Bv-liFv-z))‘

Assim, a decisao Stima com base em v-2 obseranSes seria parar no ins
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tante v-2 se e somente se X BV Prosseguindo com este argumen-

v-2"

i

v-2
to, definimos para cada n, 1 € n <v, a recompensa atingivel, 8:, quan
do podemos tomar no maximo mais v-n observacdes. A decisao otima

com base nas n primeiras observacgoes pode ser tomada comparando-se

Y
BB.

com X ™.
n

Chow & Robbins (1963) utilizaram o processo recursivo de indu
¢3o descrito acima e provaram o teorema 4.1 utilizando novas técnicas,
Neste mesmo artigo, Chow & Robbins mostraram ainda (teorema 2 do artt
go citado) que sob certas condicdes, 8 = sgp s, € uma regra de parada

otima para o processo de recompensa X.

Seguindo a mesma linha de abordagem da sec3o 3 para o proble-
ma da parada Otima, vamos fazer agora alqumas considera¢oes a respei-

to do caso truncado.

Para cada v2l e lgn<v, vamos denotar por En a classe das re-
gras de parada t para x¥ tais que EXt existe, e P(n<tg<v) = 1, Denota-
remos por C: a classe das regras de parada teex para as quais Ex;< =,

Desta forma,se para cada v 2 1 e 1 ¢ n g v,

v v
{(4.3) = sup ess E(X_|F e v' = su EX
"n tgcv elF) o tegV
n n

’

t

temos o lema seqguinte:

LEMA 4.1 - Para cada v2l1 e l<ngv, temos:

v o
(4.4) a) y, = sup_ess E(thFn) q.c.
. tec
v n
(4.5) b} v_ = sup EX

n t

tecV
n
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(4.6) c) Eyz = VX

Ainda, para l&ngv-1
‘ v o v
(¢.7) Y, = max (X, E(yn+1}Fn)) qg.c.
prova: Observando que os lemas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.6 se aplicam ao pro-
cesso de recompensa truncado X', os resultados de (a) a (c) se
guem. Provemos (4.7).
Seja tecz e defina t' = max (n+l, t). Obviamente t'ec§+1, e se

A = {t=n} tem-se:

E(xtan)

X I,+ E(xtJFn)IAc =X I, + E(E(XCJFn+1)|Fn)IA¢ <

v AV
xnIA+ E(Yn*-l iFn)IA“- $ max (xn’ E(Ym—liFn)) q.c.

A

Para provarmos a desigualdade no sentido inverso, note que

t = né€ Cx. Conseguentemente

(4.8) yz 2 E(X_|F ) =X g.c.

Vv

Do lema 3.6 segue gue existe uma sequéncia {t a1

k}keN em C

tal que E(xtlen+l) 1 Y§+l' Pelo teorema da convergéncia mond-

tona para esperancas condicionais segue que

(4.9)  Elyy,IF) = E(in E(Xe }F ) [F) = Lim E(Xe [Fy) & vy
00

ko

De (4.8) e (4.9) a desigualdade contraria segque trivialmente.

OBSERVACDES: a) Note que se teéz, P(t=v} = 1, e consequentemente

R
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b) Como por definicdo y: = s: = X, (ver tma.4.1), & fa-
cil ver que yz = Bx g.c. l<ngv. Assim, os y: e os

v C , .
Bn definidos no teorema 4.1 coinciden.

O teorema seguinte constitue uma pequena generalizacao do teo

rema 4.1.

TEOREMA 4.2 - Para v2l fixado, considere o processo de recompensa

truncado X'. Para cada n=1,2,...,v defina
(4.10) o’ = inf{k: k 2 n, X, = YV}
n * " Tk k

~ N .V - i Y
Entdo ¢ €C_ e além disso E(XGXIFn) =y .

=}

AV

prova: Observe inicialmente que pela observacao (a) o,

€ uma regra de

parada para xV. Além disso,

- - b4 vV, -
EX = X, dp = J dP < =
on kgl f k kgl vy ,

{oV=k} oY=k}

O resultado acima se deve ao fato de que (yz)~ S X, 1<kev, e
a definicao de cz. Portanto ciec:. Para provarmos que

E(XGXIFn) = Y: observe que P(UX = V) = 1 e consequentemente va
le a igualdade se n=v. Suponha agora que a igualdade valha pa-

ra algum 2<n<v. Desta forma se Aan-l' teremos:

(4.11) ijv ap= X_ydP + X

n-1 v n-1 AV
A{Xn-le(Yn‘Fn~1)} A{xn—1<E(YnIFn—l

Da definigao de cx_lsegue que

(¢4.12) 02_1 =n-1 g.c. em A{Xn_1 2 E(YZ]FH_I)}




-48~

v v
Como o _, 2V g.c. em A{X _, < E(y_|F__,)} segue que

(4.13) ov =gV g.c. em A{xn

v
n-1 n -1 < E(YnIFn—l)}

Por (4.12), (4.13) e pela hipdtese de indugdo segue de (4.11)

que
j xcxaldP = I . Xn__}_(ip +
A A{xn_lzs(yn{Fn_l)}
+ J E(y |F._,)dP =
v u' n-1
A{xn~1 E(Yn}Fn-l)}
= | max(X E(yY|F__.))dP = vy’ .dp q.c.
n-1"* n' n-1 n-1
A A
Portanto,

v v
E(xax_lan—l) = Ely 1)) = Yam

Observe que decorre imediatamente do teorema 4.2 e de (4.6)

que para cada v2l e lgngv,

v
Excx 2 EXt ;. ¥ tecn

Isto mostra que cx é Otima em Cx. Note ainda que se tomarmos n = 1 no

teorema 4.2 teremos exatamente o resultado do teorema 4.1.

O lema 4.1 e 0 teorema 4.2 nos daoc um algoritmo mais ou menos
construtivo para a determinagdo de solugOes para éroblemas de parada
6tima, quando o nimero de observagOes é limitado. A técnica  contida
nos dois dltimos resultados apresentados, conhecida pelo nome de

Backward Induction, foi aplicada com sucesso em Chow & Robbins (1965)




A
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para provar a existéncia de uma regra de parada Stima para o processo
n

de recompensa X = {X ,F } .., onde X =i§1

riaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com

= = = --—L A = : =
P(y,=-1) = P(Y,=1) = 5 € Fn FOY e onns Y ). Este problema € um ca

Yl' sendo Yl' Y2, «ees Va-

so particular do exemplo 1.6, para o qual Dvoretzky (1967) provou ha-
ver uma solugao. No exemplo abaixo daremos um exemplo da aplicagao da
técnica mencionada, considerando o exemplo 1.3 da segd3ol. Uma varian-
te deste problema encontra-se em Chow, Moriguti, Robbins & Samuels

(1964) onde a mesma técnica & utilizada.

EXEMPLO 4.1 - Para colocarmos o exemplo 1.3 no contexto da teoria de-

senvolvida neste trabalho, vamos representar por (al,..
cesr oay), uma permutagao qualquer dos inteiros 1,2,...,
v, onde 1 corresponde ao melhor objeto,2 corresponde ao
segundo melhor, ...., e v corresponde ao pior objeto.To
mando-se Q com o conjunto de todas as permutagoes (al,.
csery av), F como o conjunto das partes Q e P como a me-
dida de probabilidade definida em F que atribui probabi
lidades iguais a cada permutagao, podemos representar

nossas observagoes introduzindo as varidveis aleatdrias

Yl' cooy Yv definidas da seguinte maneira:

Yn(al""'av) = #{ai : 1

A

i<nea;c an}, l<ng<v.,

Observe que Yn representa a posigao relativa do n-ésimo
objeto examinado, em comparagao com os objetos examina-

dos anteriormente. Nao & dificil ver que LERARTRY: & sao




(4.14)
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independentes e que para cada 1 £ n 5 v, P(Yn=j) = 1

n .
1 £ 3 £ n. Sequindo Chow, Robbins & Siegmund, defina pa

racada l £ n g v,

X = P(ansl]Fn)
onde Fn = F(Yl’ ...,Yn). Conforme a referéncia acima,

n
xn = T I{Yn'},} q-c"

e se t € uma regra de parada para o processo de recom-

pensa X = {X ,F } definido acima, EX = P(a =1).Pa

1<ngv

ra determinax a regra de parada Otima para X utilizan

do o método da indugdo backward, observe que y: = X

v
Y, = max{xn, Ey

v ?

Vo3 para lg<ngv-l, e por (4.14) e pelo

n+l

teorema 4.2 a regra de parada Otima & dada por:

. : _ n v
s = inf{n : Y =le——2 Eyn+1}

v

v+150. £ fa-

onde por razdes de consisténcia definimos y

cil ver entao que s pode ser reescrita como
s = inf{n2r : Yn=l}

onde r = inf{k : X 2 Eyv }

v k+l1l°°

Para lgkgv defina c(k) = max{—§—, Ey:+1}. Assim,

Eyz = c(k) % + EY;+1(1 - %)

N o
Como Eyv = -%~, seque da expressao acima que, para

l<k<v,
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Ey = (k) e (k+l) hr (- 4. be M- oo a-p) =

v .
= (k-1) § <) __
i=k

F{(3-1)

Queremos determinar r = inf{k : c(k) =»~%~}. Ccomo
3
clk'} = t acarreta ci{k) = ~%—»v k 2 k',
v .
r=inflk : S 2k ] g4
jmk+1 3
Assim,
v-1 1
r = inf{k : }: TSI}.

j=k

No inicio desta segdo, dissemos que uma das técnicas utiliza-
das na determinagao de uma regra de parada 6tima para o processo de
recompensa X, consistia em aproxima-la através de regras de parada
Otimas paka 0s processos de recompensa truncados. Note que o0 teorema
4.2 nos 43 uma forma de obter estas ultimas (pelo menos teoricamente)
diretamente a partir do processo de recompensa X. A obtengao de uma
regra de parada Otima para X como limite de procedimentos truncados <)
timos & objeto do lema seguinte. Antes porém vamos fazer algumas ob-~

servagoes. Observe inicialmente que

c? c Cn+1 c ... cC .
n n n
Portanto,
= 0 n+1l
(4.15) Xn Y, § Yo € .0 £ Yo g.c. e
4.16 - = ¢o n+l
{ J © < EXn v, SV, € oo € v




Defina entao

(4.17) y! = lim YX e vy = lim v:

'
n Voo Vi

LEMA 4.2 - Se para neN fixado existir em Cn uma reqgra de parada Otima

para X e lim yz = Y, V¥ k2n, entao
Vo

v

V o 4
sup 0 lim %

v Vo

é 6tima em Cn‘

+
prova: Observe inicialmente que, como C:CCX 1 temos:

g.c. ¥ van

Portanto, segue da definicgao de cz que 02502*1' ¥ v2n e conse-

quentemente tem-se:

sup oY = lim o,
v n v O
Para provarmos a otimicidade de sup UX, basta mostrar que
v

v - ,
sup 0 = ¢! onde ¢' €& definida por
v n n n

inf {k > n: Xk =y

© se o conjunto acima & vazio

A conclusao seque do teorema 3.2 pois Y = yﬂ, ¥ k2n. Note en-

~ .. v
tao que se sup OX = k<e, para v, suficientemente grande cn°= k
v

e portanto Xi < Yzo, n<igk-1. Lego xi < Yi' n<i<k-1, e conse-

quentemente o;zk. Se sup oz = o, dado M>0, existe v tal que
v

0

o:°>M. Por outro lado, da desigualdade yzﬁsy; segue-se que
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oézo§°. Portanto, o;>M, donde decorre o£=w. Com  isto, tem-se

que sup c: < o;. Para provarmos a desigualdade no sentido con-
v .

trario, se o, = k teremos X; < v{, nsigk-1 e para v suficiente
mente grande teremos Xi < yg, ng<igk~-1l e consequentemente U:Zk.

Além disso, se c; ==, X, < yi, ¥ i2n e dado M>0, existe v tal

que Xi < yz, n<i<M. Portanto, o: > M. Logo,temos que

By

: ]
sgp On % 0.

Em Chow & Robbins (1963) encontramos o seguinte conjunto de
condigOes que, se satisfeitas pelo processo de recompensa X, sao sufi

cientes para que sup or seja Otima:

+ .
(4.18) E sup X < @ e E|]X | <= ¥ neNn

-

— tawn o LIRS 3 o - - .
(4.19)’ xn = Xn Xn Xn Xn onde cada parcela & Fn mensuravel;

(4.20) E sup(x')+< ©, 0 SX?<X) < ... € limX" = o g.c.
a n 1 2 n
n+ow ,

(4.21) {(X:)..}nGN uniformemente integrivel e X;* $ ¢ X para alguma

constante 0 < ¢ < o,

Note que de (4.20) segue que lim Xn = -® q.c., e como E sup X: < o fj
n—+o

ca garantida a existéncia de uma regra de parada 6tima para X (confor
me o teorema 3.1). Mais adiante veremos que as condicdes em (4.21)
sdo suficientes para garantir as igualdades Y;=Yn, ¥ né€N. De (4.15) e
(4.16) seque que vnzv£ e que Ynzyé, ¥V n€N. O exemplo sequinte mostra

que a igualdade nem sempre se verifica.

EXEMPLO 4.2 - Suponha que um estatistico observa sequencialmente as

variaveis aleatdrias Yl'YZ"" independentes e identica
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mente distribuidas, cuja distribuicido é dada por

- - — - 1
P(Yi-l) = P(Yi— 1) = = .

Se o estatistico para de tomar observacées no instante
: n

n, neN, ele recebe como recompensa X, = Z Y.. Neste ca
im=]

so, tomando-se Fn = F(Yl,...,Yn), X = {xn’Fn}nGN € um

martingal e consequentemente pelo lema A.2.1

E(xtIFn) =X, q.c.

para toda regra de parada tecz, v2n. Com isto,
Y. =X g.c. ¥ v2n>1l,

Logo,

' = v =
Yo lim Yo xn g.c.

Vo
Por outro lado, como Y, = sggciss E(Xt]fn) tem-se gue
Y,2¥y g.¢. ¥ k2n e portanto y_2 lim sup X_.
n n n+o n

Como lim sup X = +» g.c., segue que y_ = +® q.c., Nao &
n+o n n

verdade portanto que v, = v; e y = y;.

0O lema segquinte nos da uma condicao suficiente para que as i-

gualdades Y, = y; se verifiquem.

LEMA 4.3 - Se para qualquer n€N

(4.22) lim inf I (vy) dap =0
AVE T v
{t>v}
Para toda regra de parada tecn tal que P(tscn) = 1, entao

Y. = Y; e v, = v; ¥ né€N.
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prova: Pelo lema 3.8, se t€C , t' = min (t,0 ) & tal que E(X . [F) 2

2 E(Xt)Fn) g.c. Sabemos ainda que yé 2 X, g.c. ¥ k21 e portan-

to yé. 2 Xt. g.c. Pelo lema A.2.2

(¢.23) Ya 2 E(OLGIF ) 2 B(X,[F) 2 E(X_[F)

Portanto, y; 2 Y, © 2 igualdade segue do fato de yé < v, A i-

gualdade v, = vg agora & imediata.

Observe que se a sequéncia {X;}neN € uniformemente integravel

teremos:

0 £ lim inf j (v.) dP < lim inf f X dP =0 ¥ teC
Voo v VR v n
{t>v} {t>v}
Portanto (4.22) estarad satisfeita. Em particular (4.22) vale se

E sup Xn < o,

Como haviamos dito anteriormente, as condicoes (4.21) sao suficientes

para garantir que Yo = YA ¥ n€N. Com efeito, nao é dificil mostrar

que se tecn

(4.24) 0 € lim inf j X_ap < lim inf j (X*)—dP = 0
‘ V> v v+ v
{t>v} {t>v}

(para uma demonstracao com detalhes de (4.24) o leitor pode consultar

por exemplo Chow & Robbins (1963).). Seque imediatamente de (4.24)

que vale (4.22).

EXEMPLO 4.3 - Considere novamente os exemplos 3.2 e 3.3 da segao ante

o

rior. Suponha que g(n)=cn~, ¢c>0 e «>0. Tomando-se

a
cn

t = -
xn max (YI' ceeyp Yn) —
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X" = cna
n 2
*
Xn = max (Yl’ ey Yn)
a
* %k cn
xn = __T..

e supondo que existe B>0 tal que E(Yﬂﬁﬂx"1 é facil
ver que as condigoes (4.20) e (4.21) se verificam, uti
lizando o lema A.2.3. Em particular, a verificagac de
que (X;)— € uniformemente integravel segue do fato

[max (¢;, ..., Y )]'<¥] ¥ neN, pois E|Y| < =,

A verificacdo no caso do exemplo 3.3 € inteiramente ana
loga. Portanto nestes casos a determinacao de uma regra
de parada 6tima pode ser feita através do processo re-

cursivo de indugao.

Finalizaremos esta secao, com um teorema cujo resultado nos
permite determinar regras de parada Otimas para X sem que seja neces-

sario s eri s éncia .
a nos referir a sequénecia {y_} o

TEOREMA 4.3 - Se para cada k2n, né€N fixado, existir um conjunto AkeFk

tal que:

*

i) X, 2 E(Xt]F K+l

Kk g.c. em A, , ¥ teC

k) k
ii) X, < sup ess E(xtiFk) g.c. em Ai,

téCr i1 )

a variavel aleatdria cn definida em (3.40) e tal que,

com probabilidade 1,

k-1
on(w) = k se e somente se w € Ak - U Aj
j=n
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Observe inicialmente que por (i) X, 2 sggcifs E(xtle) g.c. em

A, consequentemente, segue do lema 3.5 e de (3.35) que Xk = Yy

gq.c. em Ak. Se levarmos em conta (ii) teremos que Xk < Y, 9-C.

em A;. Desta forma, tendo em vista a definigao de o rSe cn(w)n

= k, Xi(w) < yi(w), n<i<k e xk(w) = yk(w) e pelo visto acima,
k=1

wea - .U Aj exceto para w€A com P(A) = 0. A reciproca e
j*n

trivial.

O exemplo seguinte nos dd uma idéia de como esta técnica é u-

tilizada na determinagdo de uma regra de parada otima para um dado

processo de recompensa.

EXEMPLO 4.4 - Tomemos o exemplo 3.2 da segao anterior.Vamos supor que

as varidveis aleatdrias YI' Yz, «ess S3O independentés
e que existem constantes a<b, tais que asYnsb q.c,¥neN.

Como vimos na observagado que segue O exemplo 3.2,

.
E(X_,,|F) - X, =E{ - M) - By

vimos também que para cada n€N, existe uma Unica cons-

+
tante o tal que E(Y - an) = Bn.

Tomando-se An = {Mn > an}, teremos:
1) x 2 E(Xn+1|Fn) q.c. em A_;

c
2) X < EX [Fn) g.c. em A_.

n+l

Segue imediatamente de (2) que

Xk < sup ess E(X

*
teCk+1

c
tiFk) q.c. em A_.
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Portanto,a condicdo ii) do teorema 4.3 estd satisfeita.
Suponha agora que Bn € nao decrescente. Nestas condi-

coes, a sequéncia {An}ne é crescente. Defina agora, pa

N
ra cada j20, e n€N

Zj = xn+jIAn‘
Assim, zj é Fn+j-mensurével, de forma que,por (1l),0 pro
cesso estocastico {Zj; Fn+j}jzo € um supermartingal.Ain

da, se m>k

X, = Mm~g(m) < b-g(k)+(Mk~a) = Xk+(b-a).

Suponha agora que g(k) = ck®, onde c>0 e a2l. Pela desi
gualdade acima, segue dos lemas A.2.3 e A.2.4 que O pro

}

cesso estocastico {zj,F € um supermatingal - tal

n+j 3>0

que se tec;,

I, X 2 E(thFn)IA
n n

Isto garante a validade de i) no teorema 4.3. Desta for

ma, para cada né€N a regra de parada definida por

inf{k>n : M, 2 ak}

© ge o conjunto acima € vazio

€ Otima em C,» para o processo de recompensa X conside-

rado.




0BSERVACAO - No exemplo acima, vimos que num caso particular de um

problema de parada oOtima mondtono, a solucdo € dada por

{
£ = 4
{® se o conjuntc acima for vazio

i zn D, )

infilkan : BE(X,  ,[F) s X}

De uma maneira mais geral, se estamos no caso mondtono,
definindo-se t' = min(t,v}, v>n inteiro fixado, & possi-.

s v
vel mostrar que t' coincide conm o, e que

supimin{t,v)} = %,
W

Conseguentemente, se existir em Cn uma regra de parada
Gtima para X, esta & dada por t e pode ser obtida como

limite de procedimentos truncados Otimos.




V - SUPERMARTINGAIS: UMA COMPARA-

CARO COM 0 TRABALHO DE SNELL

Um dos trabalhos mais importantes abordando o problema da
parada 6tima foi desenvolvido por Snell (1952) utilizando resulta-
dos da Teoria dos Martingais. Originalmente Snell trabalhou no se-
guinte problema: "considere um processo estocdstico 2 = {Zn'gn}neﬂ‘
definido em um espago de probabilidade (@, G,P;, tal que EX_ exista

para qualguer regra de parada t para Z. Seda T a classe de todas as

regras de parada t para Z. Existe t 2 € T tal que EZ = inf EZ 2"
) ) ¢ "o ter °

Note que o problema acima €, num certo sentido,dual do que
foi estudado por Chow & Robbins. Nesta secao procuraremos verificarx
até que ponto esta dualidade se estende aos resultados obtidos nas
duas teorias. Com este objetivo apresentaremos inicialmente alguns
resultados que ligam a teoria desenvolvida na segdc III com a Peo-

ria dos Martingais.

i

F 1)

LEMA 5.7 -Para cada n€N:a) v ﬁ+1§§ﬂ

maxéxpg Ely

; o : 4 = : I & )
b} Y, m&xéxﬁ, AéYﬁélg, 3}

-6 0=
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OBSERVACAO: A demonstracdo da parte a) do lema 5.1 & idéntica a de-
mansﬁzagée do lema 4.1 na secdco anterior. A demonstracao
da parte b) segue imediastamente de (4.7} e do teorema da

convergéncia mondtona para esperancas condicionais.

. - | S
Do lema 5.1 decorre imediatamente que y = {Yn’Fn}neN e Y,
- b = ¥ : 2 ]
{Yn‘Fn}aeN sao supermartingais tais que ¥ n€N y_ 2 X qg.c. e y 6 2
z'xn g.c. Assim fica caracterizada uma classe particular de sequénci
as de varidveis aleatdrias, adaptadas a familia {Fn}neN’ parcialmen-

te ordenada segundo a definicao seguinte.

DEFINICAO 5.1 - Sejam U = {U_,F_} eV ={v_ ,F 1}

nf n néN dolis processos

N
estocdsticos. Dizemos que U domina V, e escrevemos:

U 2V, se ¥ né€N Un 2 Vn T.Ce

Especificamente, a classe mencionada acima, e gue denotare-
mos por §, € a classe dos supermartingais Y = {YR,FH} que dominam o

processo de recompensa X.

A definicdo seguinte estabelece duas formas de regularidade

relativamente aos elementos de S.

DEFINICAC 5.2 - Seja ¥ = {Y_,F_}

nfa um elemento de S. Dizemos gue Y

néN
é:

a) regular, se para toda regra de parada t para Y,

EY& existe e

Y o2 E(YtiFn} g.c. em {t2n}; ¥neN

b} C-regular, se para toda regra de parada te€C,va-
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le (5.1).

A nocao de regularidade foi originalmente introduzida pox
Snell e constituiu a base fundamental para o desenvolvimento de seu
trabalho. A nocdc de C-regularidade, além da nogao de semi-regulari-
dade que ndo aparece na definigdo acima, foram introduzidas mais tar
de por Chow & Robbins (1967, pdg. 133), que ampliaram o trabalho de-
senvolvido por Snell. Em particular, um dos resultados estabelecidos
neste wltimo trabalho, sobre as propriedades de regularidade‘pﬁssui—

das por vy e y', € o seguinte:

TEOREMA 5.1 - yv' & o elemento minimal de S e Y € o elemento C-regu-

lar ninimal de S.

A demonstracdo do resultado acima ndo apresenta grande di-
ficuldade, podendo o leitor, referir-se a Chow & Robbins (1967). En
tretanto, uma nova técnica é introduzida para demonstrar que Yy é
C-regular, técnica esta utilizada com énfase por Siegmund (1967) e
que consiste em trabalhar com Os processos de reccompensa X(a, b}, -

- < a < 0 < b ¢ +=, definidos da seguinte maneira:

b se Xm > b
Xn(a,b) = xn se a < xn i
a se X < a

A técnica mencionada acima provou-se bastante Gtil no tra-
tamento das regras de parada estendidas para um dado processo de re
compensa. Para detalhes, sugerimos que © leitor consulte Siegmund

(1967) ou Chow, Robbins & Siegmund (1%71).
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Snell (1952) ao propor uma solugao para o problema descrito
no inicio desta segao supds, em relagao a %, a existéncia de uma va
ridvel aleatdria U integravel tal que zZ,6 2 Ugqg.c. ¥ néN,hipdtese que
denominou A. Sob a hipdtese A, Snell (1952, teorema 3.4) mostrou que
existia um submartingal generalizado regular maximal, relativo a 2,

no qual fundamenta seus resultados subsequentes.

Como dissemos no inicio desta segdo estarfamos interessa
dos em verificar uma possivel dualidade entre os resultados de Snell
(1952) e Chow & Robbins (1967). Entretanto, a diferenca entre as hi-
pOteses iniciais consideradas num e noutroc caso, acarretaram diferen
¢as sutis nos resultados. Por esse motivo seria interessante verifi-
car qual o efeito da introdugdo de uma hipStese que fosse dual da hi
pOtese A, na teoria desenvolvida por Chow & Robbins, Neste sentido,o
natural seria supor a existéncia de uma varidvel aleatdria U integra

vel tal que X, s Ug.c. ¥ néN, o que é equivalente a supor que

E sup X; < o ou E(sup Xn)+ < o,

O resultado seguinte & uma consequéncia da introdugdo desta hipdtese.
TEOREMA 5,2 - Se E sup X: < o vy = {yn;Fn} é reqular.

OBSERVACAO - Para uma demonstragao sugerimos que o leitor consulte

Chow & Robbins (1967).
Observe que se YE€S & C-regular temos:

Y 2 E(Yt]Fn) 2 E(xttFn) g.c. V tec,

Segue-se entao que:
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Y > sup ess E(XtiFn) =y, 9-C.
tecC
n
Como regularidade implica C-regularidade, segue-se do teorema 5.2

gue sob a hipétese E sup X; < ®, y & o elemento regular minimal de

S.

Note que a introdugao da hipotese E sup X; < ® juntamente
com a hipdtese inicial, E X; < =» ¥ neN, acarreta E|xn} < ®» ¥n &N,
Haggstrom (1966) trabalhando no mesmo problema que Snell ,supondo que
E(inf Zn)- < » (equivalente a hipotese A), introduziu O processo es-
tocastico a = {an’Gn}nGN' onde ao_ = infegss E(ZnIGn) e T  represen-
tava a classe das regras de parada t para 2 tais que t 2 n g.c. Sob
a hipOtese adicional de que Eizn] < « ¥ n€N, Haggstrom mostrou que a
era um submartingal generalizado regqgular maximal relativo a 2, e o}
teorema 5.2. acima € um resultado dual deste. Entretanto, Snell
(1952) nao necessitou da hipOtese adicional feita por Haggstrom para
provar a existéncia do supermartingal generalizado regular ;elativo
a Z e mais tarde Chernoff (1967) mostrou que a caracterizagao de
Haggstrom valia independentemente desta hipdotese adicional. Em nosso
caso é possivel mostrar também que o resultado do teorema 5.2 vale
mesmo que seja eliminada a hipOtese E'X; < o ¥ né€N, considerada no
inicio da segao III, ficando desta forma estabelecido um resultado
dual ao de Snell, mais precisamente a existéncia (e caracterizagéo)
de um supermartingal (generalizado) regular minimal relativo a X. Pa
ra isso sdo necessarias, entretanto, certas adptagdes na notagao bem

como a verificacdo da validade dos resultados anteriores utilizados
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na demonstragao do teorema 5.2 quando substituirmos a condigdo inici
al E X; < o ¥ néN por E sup X; < w, 0 leitor poderad notar -que as de-
nonstragoes dos novos resultados sdo essencialmente as mesmas, e pa-
ra que fiquem claras as adaptagoes a serem efetuadas, observe inici-
1lmente que, sob a troca de hipOteses, E xt existe qualquer que seja
a1 regra de parada t para X. Introduzindo-se as classes T = TI:: Tz o
> ... de regras de parada para X, onde T & a classe de todas estas
cegras e T = {max(t,n) ;te€T}, nado é dificil ver que o lema 3.2 per-
nanece valido quado substituimos C,por T e continua portanto a fa-
zer sentido a nogao de regra de parada n-regular. As definicgoes de

ra © Vg s3o modificadas de forma natural e se T; representa a classe

n

las regras de parada n-regulares, o lema 3.2 nos da:

Y. = supess E(X_|F_ ) = supess E(X_|F_) g.c. e
" ters nor teT, noon
n
v = sup E X, = sup E X
n teT, t teTx t

Outro resultado estabelecido por Snell consiste no seguinte

"EOREMA 5.3 - Suponha que o processo estocdstico 2, satisfaz a hipo-

tese A e seja ¥ = {Yn'Gn}neN o submartingal generaliza

do regular maximal relativo a Z. Defina
inf{n: 2_ <Y _ + €}
n n
© gse 0 conjunto acima é vazio

i) Se >0, m € uma regra de parada para Z tal que

{(5.2) E Z < inf E Zt + £
o eeT
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ii) Se €=0 e m<w g.c. entdo vale a igualdade em (5.2).
0 resultado seguinte pode ser encontrado com detalhe em Chow

& Robbins (1967).

TEOREMA 5.4 - Para €>0 arbitrario, defina

. - { inf {n: X2y, - €}

» gse o conjunto acima & vazio

Suponha que:
a) s < = g.c.
b) E Xs existe

¢) limingf J EY (v, IF) =0

+ o
n {s>n}

EntéoExs 2V - €.

E possivel mostrar que, se v<» e €>0, P(xnz Yo ~ € i.0) = 1,
Se notarmos agora que E sup x; < ® implica v<® (a reciproca nao € ne
n
cessariamente verdadeira) bem como os itens (b) e (c¢) do teorema 5.4,

teremos:
COROLARIO 5,4 - Suponha gue E sup X; < o,
i) Se €>0, E XS 2 V-g
ii) Se e=0, s<= q.c.,'E xs = v
Com os resultados acima nao dependem do fato de E x; < ®», pa-
ra cada néeN, esta hipOtese pode ser suprimida e com isto o resultado

do corolario 5.4 juntamente com o do teorema 5.2 € dual ao resultado

do teorema 5.3, devido a Snell. Podemos concluir que a todos os re-
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um

resultado dual na teoria desenvolvida por Chow & Robbins substituin=-

do a hipdtese E x; < ® ¥ né€N por E sup X; < o,
n

Para finalizar faremos a seguir um quadro contendo os resul

tados principais das duas teorias para que se torne mais facil a com

paragao dos mesmos. Os resultados sao vilidos sob as hipoteses origi

nais, isto €, que 2

satisfaz a hipétese A no caso de Snell e que

E X; < ®» ¥ néeN no caso de Chow & Robbins.

1.

2"

SKRELL

Existe um submartingal genera-
lizado regular maximal relati-
vo a &, (Este submartingal se-

ra representadc por:
LA SPLCHD S
no que se seque).

Defina, para € 2 0:

Y + e}

{inf n: 2
n
8 =

©» se o conjunto acima &

vazio

Suponha que € > 0. Neste caso,
s <» g.¢c. e EZ < inf E Z_+

s N t
+ €.

1.

CHOW & ROBBINS

Yy = {Yn.F }neN € o elemento

n
C-regular minimal de S. Se
E s:p x: < » (e de fato esta

hipStese € suficiente)

T = {Yann}nEN.
€ o elemento regular minimal

de S,

Defina, para € 2 0:
.. {1nf n: X 2y - €}

© se o conjunto acima €

vazio
s < ® g.c., E Xs existe e
. + _
lim inf ! E (yn+lan}dP = 0,
n
{s>n}
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entao E X, 2 sup E X - €.
t&cC
Se E sup X; < » (esta hipdte~
se & suficiente) entdo para
€ > 0 tem-se gue s < ® g.C., €

EX >sup E X_ ~ €.
f tec £

2a.Suponha que € = 0. Neste caso, 2a.Suponha gue € = 0. Entdo, se

sem< qg.,c,,E Z = 1inf E Z_. sec” E X_ = sup E X_. No caso

Reciprocamente se existe una em que E sgp X: < o (e de fa-

regra de parada m' para Z tal basta isto) se seC, E Xs =

gque E Z_, = inf E Z_, entao = gsup E X _. Reciprocamente se
m t t t6c t

E Zm = E Zm. em¢<nn'. ‘ se existe s'€@C tal que E xs =

= sup E X,, entdo s€C* E X =
téc t 8

=EX ,es (g s' g.cC..

0 quadro acima apesar de nac conter todos os'resultédos de
ambas as teorias & suficiente para que possamos compara-las. Observe
que apesar de Chow & Robbins terem exigido menos do processo de re~
compensa X obtiveram resultados mais gerais que os de Snell. De fato,
resultados duais aos de Snell podem ser obtidos da teoria de Chow &

Robbins trocando-se a hipotese inicial

E X < © Vn€N por E sup XD < =,

Um detalhe interessante & que sob a hipdtese de que E x; < o, ¥ néN
foi possivel em Chow & Robbins (1967) substituir a utilizacao de le-
ma de Fatou, que exige uma condigdo de dominagdo, pela utilizagao do

teorema da convergéncia mondtona como por exemplo na demonstragao da




..69-

parte b) do lema 3.6.
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APENDICE I

Neste apéndice faremos um breve sumirio dos resultados da
Teoria das Probabilidades mais frequentemente utilizados neste traba
lho, com o objetivo de torni-lo mais completo. Nao apresentaremos as
demonstragdes da maioria dos resultados, podendo estes serem encon-
trados em textos de Probabilidades que se utilizam da Teoria da Medi
da. Daremos, entretanto, uma bibliografia para facilitar a consulta

do leitor interessado.

DEFINICAO A.1.1 - Um espago de probabilidade é uma tripla (R, A, P},
onde R & um conjunto abstrato, A uma o-dlgebra de
subconjuntos de 1 e P uma nedida definida em A tal

que P(Q) = 1.

Consideraremos dado um espago de probabilidade (Q, A, P) e
denominaremos varidvel aleatdria (extendida) toda fungdo X: 2 —» R,

A-mensuravel.

TEOREMA A.1.1 - Para toda a familia {xx}xen de variidveis aleatdrias,
existe uma variavel aleatdria Y, tnica a menos de e-
quivaléncia, tal que para toda variavel aleatdria 2

~-70-
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se tem

xx $Z g.c. ¥ A€L Cmensl Y <Z g.c.

0OBSERVACA(0 - Para uma demonstracao veja Neveu (1964, pag. 43).
Em virtude do teorema acima podemos definir

DEFINICAO A.1.2 - Seja {Xl} uma familia de varidveis aleatdrias.

AL
Qualquer varidvel aleatdria X tal que

a) X 2 X, q.c. ¥ AeL

b) Se Y 2 X, qg.c. ¥ AeL => Y 2 X q.c.

é denominada supremo essencial da familia {xx}AeL

e denotada pbr sup ess XX‘
AEL

Da demonstragao do teorema A.l.l segue-se que O supremo es

sencial de uma familia {Xk} de varidveis aleatdrias, pode ser to

AEL
mado como o supremo de uma subfamilia enumerdvel, isto &,existe uma
sequéncia {ki}igl em L tal que sgp xli € uma versao do sugeiss X, .

£ facil ver ainda que se L'CL, sug ess X, £ sug ess X, g.c.
eL’ eL

LEMA A, 1.1 - Se {XA}AGL € uma familia qualquer de varidveis aleatd-

rias, temos:

a) Se U & uma varidvel aleatdria finita e nao negati-

va, entao

U sug ess X, = sup ess U X
A § A
6L 8L




b) Se Z é uma variavel aleatdria tal que Z > X, q.c. em

A€A, ¥ A€L, entao

ReL =~ A 4

c) Se L'CL e para cada A€L existe A'€L' tal que Xp > Xy
g.c. entao sup ess X, = sup ess X,.
ReL >~ "2 ReL =~ A
prova: Observe inicialmente que existe uma sequéncia {Aikzl

em L tal que sup ess X, = syp X,, dg.c. Conseqguente~-
ReL A i A

mente,

U sugegss XA = sup kai < sufeiss UxX g.C.
i

A desigualdade no sentido contrdrio seque imediata-

mente do fato de que U sup ess X, 2 UX, q.c. ¥ A€L,
Para provarmos o item b) %:gta notar que 2zI, 2 XAIA
g.C. ¥ A€L e utilizar a parte a). A demonstragao de
c) é simples pois como para cada A€L existe AieL' com

XA' 2 Xk g.c. tem-se que sugegss XA 2 X, ¥ A€L. O

A
resto da demonstragao segue da definicdo e do  fato

de L'CL.

DEFINICXO A.1.3 - Se X & uma variavel aleatdoria, definimos média ou
valor esperado de X, denotada por E X, como
E X = j X ap
Q

quando esta integral existir.
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DEFINICAO A.1.4 - Uma familia de varidveis aleatdrias {XA}AGL é dita
uniformemente integravel se
lim sup } lxx{dP =0
Vo DY
{lxl}>v}

TEOREMA A.7.2 - Uma condigdo necessiria e suficiente para que a fami

lia {XA}kGL seja uniformemente integrivel & que

f
[

sup E[X,| <=e Pdffio syp l[xxldP =

no sentido de que dado € > 0, existe 6(g) > 0 tal

que para qualqguer A€A com P({A) < é,sgp flxkldP < €,
A

OBSERVACAO - Para uma demonstracdo deste resultado o leitor podera

consultar Chung (1968).

Se X & uma varidvel aleatdria tal que EX existe e B & uma

sub-o-dlgebra de A, sabemos que

A(p) = j X ar ¢ A€B
A

define uma medida sinalizada em B, absolutamente continua em relacao
a P. O teorema de Radon-Nikodin [Ash (1972, pdg. 63)] garante a exis
téncia de uma varifvel aleatdria Y, B-mensurdvel, @inica a menos de e

quivaléncia, tal que

(*) ' J Y dp = J Xdr , V A€B
A A
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DEFINICAO A.71.5 - Se X @ uma variavel aleatdria tal que EX existe,e
B uma sub-o-dlgebra de A, qualquer varidvel aleatd
ria Y B-mensuravel tal que {(*) vale a denominada u

ma versao da esperanga condicional de X dado B, de

notada por E(X|B).

LEMA A.7.2 - Sejam Y e Y' varidveis aleatdrias tais que EY e EY'

existem e BCB', sub~g-adlgebras de A.
a) Sea,beR e aEY + bEY' estd bem definido, entado
E(ay + bY' | B) = aE(Y | B) + bE(Y' |B) q.c.
b) Se Y' e B mensuravel e EYY' existe, entao
E(YY' | B) = Y'E(Y | B) q.c.
c) E(E(Y | B) | B') = E(E(Y | 8*)] B) =E(Y | B) q.c.
d) SeY 20 gq.c. E(Y | BY 2 0 gq.c.
OBSERVAGAO - Para uma demonstracido veja Ash (1972).

DEFINIGAO A.1.6 - Uma colegdo de pares {X,, Ay} gL onde (L,5) & um

A€L
conjunto parcialmente ordenado,é denominado um pro
cesso estoedstico se ¥ A\EL, Ak é uma sub-~g-algebra
de A, X, € uma varidvel aleatdria Ak-mensurével e

A,CA,, se Ag)A'. Um processo estocdstico %, A b

€ denominado um martingal se
a) Exi existir , ¥ A€L

b) E(x, | Ak') = Xy, q.c. se 1A' <AL
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Se o sinal de igualdade em b) & substituido por (2}
£ 0 processo estccistico {X}’AA}AGL € denominado un

(submartingal) supermartingal.

Um caso particular importante de processos estocasticos & a-
quele em que o conjunto de Indices & o conjurito W dos numeros natura-
is com sua ordem.usual. Neste caso o processoc & dito com parametrc
disereto. Observe que um processo estocastico com parametro disereto

{xn'An}neN € um martingal se ¥ ne€N: BEX_ existe e E(X .,y | Ay = Xﬁ

g.Cc. ou alternativamente.

j X 9P = j,xndp V ReA_
A A

Uma condi¢do andloga vale no caso de submartingais ou supermartingai:

Outros resultados importantes da teoria das Probabilidades
que sao frequentemente utilizados em nossa exposicéo, dizem respeito
a convergéncia de sequéncias de varidveis alcatdrias. Mais especifi-
camente, resultados que permitem a troca dos simbolos de limite e in-
tegral. Para uma demonstracdo dos teoremas abaixo o leitor poderd con

sultar Ash (1972).

Teorema da Convergéncia Monotona - Seja {Xn}n>1 uma sequéncia de va-

ridveis aleatdrias tais que X X q.c. (X ¥X q.c.) e EX,

< © (Exi<m}¢
entao, Exnfﬁx (EXn+EX).

Lema de Fatou - Se {Xn}nal € uma sequéncia de varidveis aleatdrias

tal que X 2 Y g.c. (X, €2 qg.c.) ¥n2l e EY < w (£2° < =), entdo,




E lim inf X_ ¢ lim inf EX {(1lim sup EX < E lim sup X_ ).
n n n n n n n n

Teorema da Convengencia Pominada - Se {Xn}n>1 € uma sequéncia de va-
ridveis aleatdrias tal que }xnl $ Y g.c. ¥ n2l e E|Y| < =, ent3o, se

X — X q.c., E[X] < = e EX_ -+ EX.

Os teoremas que acabamos de enunciar acima, tém um analogo
no caso de esperangas condicionais, bastando trocar na conclusio dos
teoremas acima, EX e EX respectivamente por E(anB) e E(X|B) onde B

€ uma sub-g-dlgebra de A. A demonstracao destes resultados podera

também ser encontrado em Ash (1972).




APENDICE 11

Neste apéndice utilizaremos a notagao da secgao III.

LEMA A.2,1 - Se X = {xn'Fn}neN € um martingal e t uma regra de para-
da para X tal que t < M g.c., para algum M > 0, entao

E(thFn) =X  q.c. em {t2n}
prova: Seja Aanarbitrério. Coric X € um martingal temos

{ X dp = l X, 4P + J x dP = | X dP + j X 9P
A A

t2n} t=n} A{t>n} A{t=n} A{t>n}
Aplicando-se o argumento acima reiteradamente, teremos:
{ XndP = { Xth + l Xk+1dP ’ k2n
A{t2n} A{nct<k}  A{t>k}
Como t < M q.c., tem-se finalmente
[xa0 - |5
A{t2n} A{t2n}

LEMA A.2.2 - Seja ¥ = {Yn,Fn} € um supermartingal e t uma regra de

nEN
parada para Y tal que t 2 n g.c. e EY: < =, Se
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lim inf Y; dP = 0 entdo E(Yt[Fn) S Y, qg.C.
k >k} _

prova: Utilizando o mesmo argumento do lema anterior e o fato de que

-Y; <Y, g.c. & ficil ver que:

j Y ap 2 f y.de + I Y. 4P 2 ] Y ap - j Y;dP
A{t2n} A{n<t<k} A{t>k} A{ngt<k} {t>k}

Pelo lema de Fatou teremos finalmente

[ Y ap > lim inf J Yde : | vap
A{t2n} A{ng<t<k} A{t2n}

LEMA A.2.3 - Sejam Y, Yor Yo, onn varidveis aleatdrias ndo negativas
e identicamente distribuidas. Para quaisquer c e a posi
tivos, seja z = sgp{max(Yl, ceer X)) - en®}.

Entdo,

-1
a) EY® < w == P{Z < » , Y - cn

-1
b) EY® *B ¢ = para alqgum 8 > 0 == E(zH)P < =

e — wm}m ]

OBSERVAQAO - Para uma demonstragdo do lema acima, o leitor pode con-

sultar Chow~Robbins & Siegmund (1970).

LEMA A.2.4 - Seja X = {xn, Fn}neN um supermartingal e t uma regra de

parada para X. Ent3o, se
1) Eixtl <

2) lim sup ! x; aP = 0 ,
" {t>n}




0BSERVACKO -
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E(xt{Fn) <X, q.c. {t>n} , vnen.

Em particular se X & um supermartingal e t uma regra de
parada para X tal que vale (1).a condigao (2) & verifi-
cada se existe uma variivel aleatdria 2 2 0 g.c., com
EZ < », e uma sequéncia J; <3y € +.. de inteiros  tal

que Xk <X, + 2 qg.c. para k 2 j. , 1 2 1.

Ji i
Para uma demonstracgac do lema acima,sugerimos que 0 lei
tor consulte Doob (1953, Cap. VII) onde um resultado a-

nilogo & provado para submartingais.
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