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11 • O PROBLEMA GENETICO 

Vamos supor que uma fêmea do tipo A está em presença 
de dois machos,um do tipo A e outro do tipo B. Vamos definir o valor 
preferencial da fêmea pelo macho do tipo A,ao valor da probabilidade 
de haver cruzamento do tipo (AxA) e pelo macho B,ao valor da probabi 
lidade do cruzamento do tipo (AxB). Supondo que haverá sempre cruza
mento,vamos representar a primeira probabilidade por g então,a segu~ 
da ser; 1-g. Se g = 1-g = 0,5,dizemos que nio existe preferência. Se 
g < 1-g dizemos que existe preferência negativa e se g > 1-g existe 
preferência positiva. O organismo de interêsse é a DrosÕphila Melano 
gaster. 

Em nosso trabalho,vamos estudar a fêmea selvagem Hete
rozigota (e+) em presença dos machos: selvagem heterozigoto (e+) e 
ébony (ee). Então,os tipos de cruzamentos possíveis são: 

I - (e+)x(e+) e II - (e+)><(ee) 
~ o .... ~ O-"' 

tes tipos de 
bilidade do 

A hipótese que o .Prof. Edmundo levantou,foi de que,nê~ 
cruzamentos,existe preferência positiva,ou seja,a prob~ 

cruzamento ser do tipo I é maior que a de ser do tipo II. 
Pelas Leis genéticas sabemos que: 

i) ô cruzamento do tipo I produz descendentes nas seguintes 
.., 

proporçoes: 
a) ébony (ee) ... 

de 1/4; na proporçao 
b) selvagem na proporção de 3/4,dos quais temos 1/4 de 

homozigotos (++) e 1/2 de heterozigotos (e+). 
ii) o cruzamento do tipo II produz descendentes da seguinte ma 

neira: 

a) ébony (ee) na proporção de 1/2; 
b) selvagem na proporção de 1/2. 

iii) Os descendentes de um cruzamento,são produzidos independen 
temente. Então,se temos~ descendentes em um cruzamento, o 
número de selvagens,X,é uma variável aleatória binomial.Se 
fÔr do tipo !,temos uma binomial com narâmetros n e 3/4 e 
se fÔr do tipo II,temos n e 1/2 como parâmetros. 

O nosso experimento foi construido da seguinte forma: 
dentro de uma caixa de população,foram colocadas N fêmeas (e+), N m~ 
chos (e+) e N machos (ee) e aí permaneceram durante 3 (três) horas. 
tste é o tempo estipulado em experiências dessa natureza,dando opor
tunidade para tôdas as fêmeas cruzarem.~ importante acrescentar,que 
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uma fêmea não cruza mais de uma vez antes de pôr os ovos. Mas, o ma

cho pode cruzar mais de uma vez,sendo que o tempo estipulado diminui 

bastante esta possibilidade.A relaçªo de 2N ·machos para N fêmeas foi 

fixada,exatamente,para haver maior concorrência entre os machos e as 

sim,diminuir a probabilidade de um macho cruzar mais de uma vez. Me~ 

mo assim,não podemos garantir que houve no máximo um cruzamento por 

macho. Pretendemos,em estudos posteriores,verificar qual a relação ô 

tima entre o número de fêmeas e de machos. 

Se considerarmos um número N,bem grande,é razoável ad

mitir que os cruzamentos são assintÕticamente independentes. Então 

nestas condi~Ões, teremos u'a amostra aleatória simples de N cruza

mentos. A imposição de tomarmos um N grande vem do fato de que se N 

fÔr pequeno,as probabilidades em cada cruzamento serão,significante

mente,diferentes. Por exemplo,consideremos N = 2,o que implica em 2 

fêmeas (e+) ,2 machos (e+) e 2 machos (ee). Neste caso,se não existe 

preferência,a probabilidade de um primeiro cruzamento ser do tipo I 

é l/2,mas,a probabilidade do segundo ser do tipo I,dado que o outro 

foi do tipo I,é 1/3. 

t claro que se a amostra é grande,torna-se impossível 

a um observador contar,diretamente,o número de cruzamentos do tipo I 

e do tipo II nos N cruzamentos. Então,o primeiro problema que surge 

é o da classifieação de uma fêmea,como tendo sido cruzada com um de

terminado tipo de macho. Mas,dado um cruzamento com~ descendentes, 

conhecemo~ a distribuição da variável X (número de descendentes sel

vagens),~os dois tipos de cruzamentos. Então,podemos utilizar ateo

ria da classificação. 

O segundo problema que vamos enfrentar, é o de en

contrar um estimador do parâmetro g (que ê a probabilidade a prio

ri do problema da classificação),utilizando as observações classifi

cadas. 

Nos dois capítulos que seguem, fizemos uma generaliza

ção teôrica,utilizando algumas particularizações do problema e em se 

guida fizemos a aplicação ao nosso problema. 
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111 - O PROBLEMA DA CLASSIFICAÇÃO 

Seja X uma variável aleatória definida em duas popul~ 

ções, w1 e 'IT 2 ,com densidades - f 1 (x) e f 2 (x),respectivamente. Conside 

remos uma observação x de X. O nosso problema é classificar essa ob

servação como sendo proveniente de w
1 

ou w
2

• Nestas condições, ava

riável X será denominada: va1t~ável de cla~.6l6icação. 

Vamos supor que existe um conjunto S tal que,se xes en 

tão, f
1

Cx) ► O e f
2

(x) > O e se xes,então,f
1

(x) = O e f
2

(x) = O o 

que equivale a dizer que f (x) > O t f (x) > O e então Sé o conjun-
1 2 

to seguinte: 
S {x/f

1
(x) ~ O e f

2
(x) > O} 

cujo complementar é: 
S : {x/f (x) = f (x) = O} 

1 2 

Vamos considerar: 

1) O espaço das açõe~ A {a
1

, a
2

} onde: 

a
1 

classificar a observação x corno proveniente de w
1 

e 

a classificar a observação X como proveniente de 1' 
2 2 

2) o espaço dos e.6tado.& da. n.a.tuJtt z a. 8 {81,82} onde: 

81 a observação "" proveniente de X e '1T 
l 

ª2 a observação 
.-

X e proveniente de ff 2 

3) A 6un~~c de peJtda L(a1 ,e3) _que é a perda de classifica~mos x como 
.-

proveniente de w1 dado que o estado da natureza e ej. No caso pa~ 

ticular do nosso problema é razoável admitirmos a função: 

(III-1) 
se i = j 

se i ~ j 

onde i,j = 1,2 e C é uma constante positiva. 

Representando em quadro, teremos: 

ª1 

8 2 

ª1 ª2 

o 
e 

e 
o 

Uma óunção de deci~ão estará determinada por urna parti 

ção (S
1

, S
2

) do conjunto Se urna correspondência do tipo: 

(111-2) 
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Supondo que a observação é de n
1

, ternos: 

a) Probabilidade de tomarmos a ação a
1 

dado que o estado. da na

tureza é o
1

, que será representada por: 

Pr{a 1 /e 1 } = fs f 1 (x)dx = p 
1 

b) Da mesma maneira se tomarmos a ação a
2

, vem: 

Pr{a
2

/o 1 } = fs f 1 (x)dx = 1-p 
2 

O valor dessa probabilidade é denominado ê~~o de 7a.e~ 

pé e.-<. e. 

Supondo aue a observação é de n
2

, temos: 

a) Probabilidade de tomarmos a ação a
2 

dado que o estado da na

tureza é 0 2 , que será representada por: 

Pr{a2 /s 2 } = fs f 2 (x)dx = 1-q 
2 

b) Da mesma maneira se tomarmos a ação a , vem: 
1 

Pr{a 1/s } = fs f (x)dx = q 
2 l 2 

O valor dessa nrobabilidade é denominado i1t~o de Za.e~ 

P ê.c.-le. 
Dada a função de perda (1 11-7) e a função de decisão 

(III -2) podemos escrever: 

L(a; e) = L(d(X); 6) 

- ., 1.ie é uma variável aleatória. 

Podemos' então' definir a Je,t:iiçc..o de lt,lhé!O' çomo: 

= 1. = 1, 2 

--que representa a perda esperada quando o estado da natureza e 01
. En 

tão, a função de risco será: 

(111 -3) 
= IºP + C(l=p) = 

lcp + 0<1-q) = 

C(l-p ) 

Cq 

se 

se 

i = 1 

i = 2 

Se o estado da natureza é uma variável aleatória,vamos 

representar sua distribuição (também chamada distribuição a priori) 

por(IT!-4) Pr(si) = {0 se~= 1 

11-g se 1. = 2 

onde, Pr(s 1 ) = probabilidade do estado da natureza ser 01 . 

Considerando que 6 é uma variável aleatória com distri 

buição (111 -4 ) , então, r(e,d) passa a ser,também,uma variável aleató 
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ria e a f unção de Baye~ para o problema, será: 

(11 1-5 ) S(d) = E{r(e,d)} = gC(l-p) + (1-g )Cq 

que reoresenta o risco médio. 

Sornando e subtraindo , em {III - 5) ~ (1- g)(l-q ), temos: 

(III-6) S(d) =gC(l-p ) - (l-g )C(l-q )+(l-g )C =fsC{ gfl (x) - (l-g )f2 (x)}dx+ (l- g) 
2 

A partiç~o de Bayes ser~ e nt;o , B(S) = (S
1

, S
2

) , onde 

S 
1

: { xi 
f l ( x ) 

> K} 

(111- 7) 
f 

2 
(x) 

s : {x/ 
f

1
(x) 

< K} sendo K 
2 f (x' 2 / 

Vamos agora r:leJitorn, t rar- um teorema que será Útil ,pos terior;nente , 

'.ffOREMA_l_ - T)ada a f unção de de cisão {II I -z i , cuj a partição de S é 

(S
1

, S
2
), onde: 

f l ( x) 
S • f v _: ._, ____ _ __ > K } , , ' -"" 

" f
2 

(x) 

f l ( x) 
S

2
:{x/---- < K} e 

f 
2 

(x) 

S:{x/f 1 (x)>O, f
2

(x)>O} CUJO complementar é S:{x/f
1
(x) = f

2
(x) = O}. 

Então, p = q se e sÕmente se p = 1 ou p = O. 

PROVA 
a) Se p = 1 temos, fc f , (x)dx = 1. 

u 1 .1. 

Se f 1 (x) é uma função de densid,=ide ~então , fs f/x)dx = l; 

pois, se X l s + f 
1 
(x) = O.Logo , f 8 f 1 (x)dx = 1 -+- f 

1 
(X) =O 

l 

qualquer· q ue sej a X @ s 1 • 
t:' -L,ntao, s = Sl e s2 = <I> • Temos,en-

tão, q = f S f (x)dx = Ís f
2

(x)dx = 1, logo, p = q. 
l 2 

Da mesma forma 
.. o o ' provariamos que: se p = -+- q = pois. nes 

te caso s
1 

= <f> e S
2 

= s. 

Ê fácil ver também ,q ue se p f.-0 + qtO e se p.tl -+ qfil. 

b) Vamos s upor por absurdo que p = q onde, p /; 1 e p /: O. 

Se p=q -+ f 8 f 
1 
(x)dx - f 8 f 2 (x)dx :: 0-:--J S {f 

1 
(x)-f

2 
(x) }dx = O 

1 1 l 
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Como em s
1

, f
1
(x) ~ f

2
(x)K + 

+O= fs {f 1 (x) - f
2

(x)}dx > (K-l)J8 f
2

(x)dx = (K-l)q 
1 l 

então (K-l)q ~ O. Como estamos supondo p-/:. O, vem K < 1, 

pois, p F O+ q F O. 

Além disso p=q + (1-p) = (1-q) + / 8 f
2

(x)dx - J8 
f

1
(x)dx=O 

2 2 

Corolário 

+ Ís {f
2

(x) - f
1
(x)}dx = O. Como em S , f (x) < Kf (x) vem: 

2 2 l 2 

O = fs {f (x)- f
1
(x)}dx > (l-K)/ 8 f (x)dx = (1-K)(l-q) 

2 2 2 2 
então, (1-K)(l-q) <O.Como q F O e q-/:. l,vem K > 1, o que 

é um absurdo ,:r_:iois, tínhamos encontra.do K < 1. Então p 1- q 

quando p # l e p 1- O. 

Se p 1- 1 e p 1- O, então p > q. 

Prova - Vamos provar por absurdo. trotando, neste caso, que p-/:. q, 

suponhamos por absurdo que p < q. 

P < q + Ís f
1
(x)dx - J8 f

2
(x)dx <O+ / 8 {f

1
(x)-f

2
(x)}dx < o, mas,em 

1 1 1 
3 1 temos, f 1 (x) ~ Kf

2
(x),então ü>J

81
{f

1
(x)- f 2Cx)}dx~(K-1)J's

1
f

2
(_~)d1< 

= (K-l)q. Logo, (K-l)q < O e como q > O, temos K < 1. 

Além disso, se p < q temos (1-p) > (1-q) entio vem: 

/
8 

f 1 (x)dx > /
8 

f 2 (x)dx + /
8 

{f
1
(x) - f

2
(x)}dx > O. 

2 2 2 

Como em s
2

, f
1
(x) < Kf

2
(x)) então: 

(K-1)/8 f
2

(x)dx > J
8 

{f
1

(x) - f
2

(x)}dx > o 
2 2 

então, (K-1)(1-q) > O e corno (1-q) > O, temos K > 1, o que é um ab-

surdo, pois, tinha:rr.os encontrado que K < 1. Então, concluimos que 

p > q quando p 1- O e p-/:. 1, pois, demonstramos que p-/:. q. 
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IV ESTIMAÇÃO VE g 

Suponhamos, agora, que temos uma amostra aleatória simples de 

tamanho N da variável de classificação X, especificada no capítulo 

III, e queremos estimar a probabilidade a priori, g, dada por (111-

4). Como não conhecemos o valor g, não conhecemos também, o valor de 

K = (1-g)/g, que caracteriza a partição de Bayes (111-7}. 

Vamos, então, fixar - de la. especie, ( 1-p) ' implica o erro o que 

em fixar p. Utilizando a partição ( s 1 ' S2 ) do conjunto s especifica-

rio em III, onde: 

s : {x/ 
f 

1 
(x) 

K} s :{x / 
f 

1 
(x) 

K} > e < , 
1 f 2

(x) 2 f 
2 
(x) 

podemos encontrar o valor de K fixando p. Ao encontrarmos o valor de 

K, estamos caracterizando urna partição do conjunto Se, consequente

mente, a função de decisão, d(x), dada por (111-2). ~ claro, então, 

que podemos calcular o êrro de 2a. espécie, q, pois,a partição assim 

está fixada. tste procedimento equivale a construção de um teste da 

razão de verossimilhança com alternativa simples para uma amostra de 

t:?.rn2nho 1 (um). 

Se temos urna amostra aleatória simples de tamanho N de X, pode

mos supor que t eir.o~ ;,; re r:, c t.i,;-,3eP- de üma variável de Bernoulli, W*, 

com probabilidade g, ou seja: 

t: observação de X - proveniente de se a X e 'lrl 
W* = 

observacão de X - nroveniente de se a X e 'ff2 

onde, Pr{W* = l} = Pr{e 1
} = g. 

Se variável z, representa - de observações da popula-a o numero 

çao ir
1 

nas N repetições, temos que Z tem distribuição binomial com 

parâmetro N e g, ou seja: 

IIV-1} 

Vamos, agora, considerar a variável V, onde: 

V= Íl se classificarmos a observação x de X em ir 1 

{o se classificarmos a observaçio x de X em 'ff 2 

Temos, então, as condicionadas: 
-8-
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com 
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:probabilidade p 

probabilidade 1- p 

probabilidade q 

probabilidade 1- q 

Consideremos a variável Y, q ue representa o número de observa

ç oes de X classificadas em n
1

, dentro de N. 

A distribuição condicionada de Y/Z é dada por: 

(IV-2) Pr{Y = y / Z = z} = I r~i j(l- )z - j [N-~l y - j(l- )(N- z) - (y - j) 
j=O J p p . y-J q q 

Podemos encontrar,ent~Ó 9 e::través do pr oduto de {!11 -- 1) por ( IV- 2) 

a distribuição conjunta de Y e Z, ou seja: 

Pr{Y = y, Z = z} = Pr{Z = z}Pr{Y = y / Z = z} 

ô temos a marginal de Y: 
1 N 

í1V- 3) Pr {Y = y} = L Pr{Z = z ; Y = y} = 
z =O 

= ~ [Nl z(l- )N - z 1: [~] j(l- )z - j [N-~J y - j(l- )(N-z ) - (y - j) 
l z g g .l J p p y-J q q 

z=O J =O 

Apôs ter efetuado tôdas as transformações algébricas, necessá

r i as (vide apêndice ) , vamos encontrar: 

{ I V- 4} Pr{Y = y} = [~] {g(p- q ) + q}Y{l- g (p - q ) - q}N - y 

q ue nada mais é que, urna binomial com parâmetros N e {g(p-q) + q} . Po 

demos verificar, também, que g ( p - q ) +q = gp+ ( l - g)q é a probabilidade 

de classificarmos uma observação em n , ou seja: 
l 

Pr (V = 1 ) = gp + ( 1- g)q 

Vamos encontrar, agora o estimador de máxima verossimilhança de 

g . Para iss o ,vamos considerar , q ue t e mos uma amostra aleatória sim

ples de tamanho N,da variável V. Então,a função de verossimilhança .. 
s era: 

(IV- 5 ) L( g ) = {g ( p - q ) + g}Y { l - g ( P-q) - q}N - y 

Tomando o logarítimo neperiano em ( I V-5 ) . temo s: 

lg L( g) = y lg{g ( p - q) + q} + ( N- y)lg{l- g(p- q) - q} 

Para encontrar o máximo de L ( g ) , vamos derivar lgL(g ) em rela

ç ao a g e igualar a zero, isto é: 



1 

1 

{ 

1 
1 

dlgL(g) 
dg 

teremos, então: 

= Y- p-g 
g(p-q)+q- - (N-y) t - 1 

1--g p-q -q 

y - N{g(p-q) + J = 
logo, teremos a t· q O 

es imativa g* de g: 
( 1 V- 6) 

: o 

g* = {y/N - q} 1/(p-q) , 
pois, sabemos que (p-q) > 

O (ver corolário). 
xi mo verossimilhança de g ;: Ent;o o estimado~ de 

{IV-7) ... 
g = {Y/N - q} 1/(p-q) 

Pelas pr · d 
. o:nrie ades da. binomial' sabemos que: 

E{Y} = N{ ( ) g p-q + q} e 

-10 

V{Y} = N{g(p-q) + q}{l-g(p-q) _ q} 
Onde, E{YJ é a média d y e e V{Y} é a variância de y .. • Podemos ,então, , calcular 
te: 

a media e a variância do estimador g'"', . 
que são respectivamer,'. 

(Tli-Bi E(g} .. (E{Y}/N - q) 1/(p-q) = {g(p-q) + q - q} 1/(p-q) = g 

iTV-9) V{g} = CV{Y}/N 2 )1/(p-q)2 = {g(E-g>+7}{1-gCE-g) - g} 
N p-qJ2 

Verificamos, então, que g é um estimador não viciado de g. 

Po d f° · -. r e iniçao, sabemos que O ,!_ g ,!_ 1, então, só tem sentido ut~ 
lizarmos g quando O~ g* ~ 1 ou seja, quando q ~ Y/N ~ponde, g* é 1 

dado em iIV-6). Podemos verificar que: : 

a) Se y < Nq temos que o número de classificados em w
1 

é menor 

que o número esperado de classificações erradas em rr
1

• ! 
1 

b) Se y > Np temos que o 

que o número esperado 

número de classificados em w1 é 
de classificações certas em w1 • 

maior / 

No primeiro caso o valor 
caso será g;' =1. 

estimado de g será g*=0 e no segundo 

O problema maior que surge, quando da utilização do estimador 
dado por (1V-7}, é a escolha do valor de p. Para cada valor fixado 

de P, vamos encontra:,:-, '.11"! estirnad:::r c.ifez,ente, e por conseguinte, es-

_., _.:_ v2s --!i f .:.,.;. ~ 1ri.:es. Então, na verdade, o que encontramos foi uma 
classe de estimadores g. Mas, esta.mos interessados, em apenas, um es 

1 timador de g. o mais razoável seria encontrar o valor p tal que a 

Variância do estimador fôsse mínima, isto é, encontrar a partição o~ 1 

a função de decisão que nos dá o estimador com mfoima variância, de, ,· 



' tre a classe de estirnadore~ g~. Mas 
. ~ . ) para isso 

trar a funçao que liga p e • ~ q' isto P. a funçã·o 
rna se torna bem difícil, pois) para cada par 
teríamos uma particular q( p ). 
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seria ~ec~ssârio encon 

9c'p) _. Assim ~ o proble:- I 
de funções ffl(x),f?(x)} 

Para resolver êste problema, vamos utilizar -\J!!l~ sol.ueão aproxi
tima função de ·ti_ecisão que nos . dê ~ estima-mada . Isto ê, encontrar 

dor, dentre a classe de est· d -irna ores f., com variâneia próxima da mini 
ma . Analizemos~ então, a fun ção (IV-9f: 

I-: otemos riue o numerador de V{g}, no máximo, 

pois; temos {g(p-q)+q}{l-g(p•q)-q}. Então: 

IIV-10) V{g•} / " ~ 1 4-N(p-q)"' 

assume o valor 1/~, 

SE:! o tarn ar.ho da ani.ostra, N ~, fÔr um número bern grande e se torna!: 

mos o máximo valor de p-q , poderemos r.arantir que l/4N(p-q)2 será um 

nCune ro razoàv2 lCTente pequeno. r ntão, se fixamos p de tal forma que 

p-q se j a máximo, o e s timador g terá uma variância pequena: lembrando 

IIV-10). Sendo ~ue ao tornarmos o estimador e on<le p-q é máximo, sup~ 

mos intui ti vame ntc 0.ue estamos utilizando um estimador, dentro da 

classe de e stimadore s ê~ que possui a menor variância. F.sta nossa su 

oosic:-ão v 12m do f ato ct0. que c_ uando trahc3.lhâvamos com 0 nosso exemplo 

de ap licação , calculamos as estimativas T;)e.ra vários r's e ao calcu

larmos a s variâncias, veri f icamos que o ~enor valor foi nncontrado 

q uando p-q era mtxirno. 

TEOREMA 2 

Conside r emos: 1) A variável de classificaçio X, nas condiç5cs 

do capitulo III, onde existe um c?njunto S tal que, se k€S•f1(x) >O ' 

e f 2 (x) > o e se x~S+f 1(x) ~ f 2 (x) = O; 
, . . 2) .Uma partição (S1, S2) de S onde: 

f l (x) 

S1:{x/ f2<x) 
> K} e 

Nestas condiç5es, se K = 1, entio, p-q 

PROVA 
Seja a partição (St, s:), ºnde: 

f l (x) 
S*l: {x/-....,1"--c"'- > 1} f 

2 
(x) • 

e 

f 1(x) 

82: {x/ f 
2 

Cx) 

é máximo. 

< K} 

< 1} 



e rer1resentemos: 

p* :: f S*f / ·x)dx 
l 

e q* = Ís*f2 (x)~. 
1 
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a) Se K < 1, temos ~ue S*
1 

está contido em s e S estâ _contido em 
-r· t-o 1 2 
....., !l él. ' 

P = Ís f l ( X ) dx = 
1 

q = J 
5

· f 2 (x) dx = 
1 

o q ue ira~lica er: 

P '!e + f f ( ) S -S* I x dx 
l 1 

( T f/ - 1 1 ) p-q :: p ,·: - q * - JS -s * { f 2 ( x) - f 1 ( x)} dx 
1 1 

e 

S - S* é o f 1 (x) Fot E': ~o~, CJUe 1 1 conjunto {x/K 2, f
2

{x) < l} então, 

f 
1 
(x) < f

2
(x) nêste conjunto. Logo, admi tine.lo que S1 - S* ~ . ' temos . 

l 

Ís -S*{f2(x) - f 1 (x) }dx > o 
1 l 

En tão, verificando fJV-71), temos: 

b) Se K > 1, temos que 

Então, 
p :: 

q :: 

o c:i,ue implica em: 

(IV-72) p - q 

Notemos que S* -1 

escrever: 

p - q -< p* q* se s1 S* l ~ ~ e 

q = p* q* se s Si: = ~ p - l 1 

~* s-1: - contido s2 '. ~ contic1o eIT. e esta em 
Sl esta .., l 2 1 

Ís*-S f1(x)dx Ís f1<x) dx :: p{: - e 

1 
l l 

Ís f2(x) dx = q'': - Ís*-S f2(x)dx 

1 
l l 

q"= f S*-S 
{f

1
(x) - f (x) }dx 

2 - -e p>'r 
- l l 

-{x/1 .,, conjunto 
Sl e o 

S* _ S :: {A ou B} 
l l 

f
1
(x) 

A:{x/ f2Cx) 

f 
1 
(x) 

B: {x/1 .c:-i-
2 
(x) 

= l} 

< K} 

f 1 Cx) 
K} e podemos 1 

t
2 

Cxl 
< < -

onde: 

e 

1 

l 1 
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Então ~ vamos escrever (IV-72 ) da seguinte forma: 

p - q = p* - q* - JA{f
1 (x) - f

2 (x)} - JB{f
1
(x) - f

2
(x)}dx 

mas, JA{f
1

(x) - f
2

(x)}dx = O pois, em A f
1

(x) = f
2
(x), ent~o,podemoE 

e screver : 

(IV-13) 

Se o conjunto B f-. e/> , então, como em B 

' 
fB{fl(x) - f (x) }dx 

2 .. 

Log o, verificando (IV-73) , temos: 

p - q < p* - q* se 

p - q = p* se 

Através de a) e b) , podemos Verificar 
o valor p*-q*. Como p*-q* ~ o valor de p~q 
cluir que: Se K = 1 então, p-q 

.. ... . 
e maximo. 

f l (x) > f
2
(x), vem: 

> o 

B f-. 
e/> e 

B = e/> 

... que p-q assume , no rnaximo 

quando K = 1, podemos con 

Em alguns casos particulares, p-q será m~xirno se e sÕrnente se 
K = 1. Por exemplo, no caso em que Pr{f

1
(x)/f

2
(x) = c} = O, onde~ e ... 

e uma constante qualquer. 

Após todos êsse coment"ários, verificamos qüe um bom estimador ... 
de g, e : 

(I V- 14) - {Y/N-q}l/p-q) onde, g = 

p = fs f 1 (x)dx, q = fs f
2 (x)dx, 

l l 

f (x) f 
1 

( x) 
S 1 : {x/ > l} e s2: {x/ < l} 

f 
2 
(x) f 

2 
(x) 



V - APLICAÇÃO AO PROBLEMA GENETICO 

te, 

Como vimos r.o capítulo II O t h 
' aman o de nossa amostra,é exatamen 

0 nÚrrlero N de cruzamentos e co t-d -

m~ro de fêc eas. O ta~anho 
mo o as as ferneas cruzam, N é o nG 

da amostra foi fixado em N = 250,forarn per
fº àidas líl fê~P-as e, então, .. 1c2mos reduzidos a uma amostra de N = 232 

fêmeas. 

A variável de classificação X, observada em cada cruzamento, foi 

0 número de descendentes sel vafens, que é uma variável binomial. 

\/amos considerar, que do i-ésimo cruzamento·,resultaram n descen 
1 -

dentes c!os quais x 1 era.m selvagens. Então, queremos, através da obseE_ 

vação xi, claEsificar êste cruzamento como sendo do tipo I (população 

11
1

) ou do tipo II (nopula~ão 1r 
2

). Podemos verificar que x1 a.!:=sume va

lores de z~ro a ni, com ~robahilidade positiva: em qual~uer dos ~ois 

tipos de cruzamentos. Então ;podemos dizer oue {x/xS{O ,n1 }} é o conjl.l!!. 

to S especif icado no capítulo III. 

'.:' abemos o ue: 

) ~ t ~ do tipo I ( estado da natureza e 1 ), a ,_.e o cruz amen o ,. 

r

n l x n1-xi 
Pr{X = x} = i (3/4) i(l/4) 

i xi . . 

b) Se o cruzamento 
da natureza 82 ), 

Pr{X = 

será: 
•
A_ i i) do i- ... esimo cruzamento ~ . r,articão (S 1 ,S 2 

n -x 
X i i 

(3/4) i(l/4) < K) 

(1/2) 
ni 

... . e 
F - necessarias 

't· o de 
d se o loeari im toman o- -

azendo-se as transforma~oes 

cima1~ vamos encontrar: 



-lSi Notemos que os cruzamentos nroduzem descend t • 1 
en es em numeros dif~ : 

rentes (ver TABE!.A I). Então' Para um deteminacto cruzamento i' fixa➔ " 

do K' vamos encontrar os erros (1-pi) e qi' que podeo: ser diferentes i 
em outro cr~zamento. Para fazer com que os erros sejam constantes e i 
partição se J a a mesma em todos co cruzamentos , tomamos apenas os !! pri 1 
;,eiros descendentes de cada cruzamento e observamos o nÚmero de selv;/ 

X dPntre os n. CoJT!o o número mínimo de descentes das N = 232 '· gens , • , - - .. 

fêmeas foi de 40 (quarenta.), fixamos n = 40. A variavel de classifica' .. 
desta maneira, - x~ tera, as seo;uintes distrihui~Ões: cao 

,. 

a) Se o cruzamento fôr do tino I' temos: 

Pr{X x} [ 40 )(3/4)x(l/4) 40 -x = = 
X 

b) Se o cruzamento fôr do tipo II, temos: 

Pr{X = x} = [ 4~ ] (1/2)40 

S) de S para um cruzamento qual-L t emos agora., uma partição ( S 1 ; 2 ogo~ 

quer , dentre os N~ o!lde: 
40-x (3/4)x(l/4) 

s i : { x ;___:...:.;_..:...<;_1_1_2_>'i'4ior-~ > K} , 

< K} e S:{x/x€(0,40)} 

f . .-. em (V-1), temos que: Da. mesma forma que izemo.:, 

> log K + (0,631)40} s 
1

: {x/x 

K + (0,631)40} s2: {x/x < log 

No capítulo 
d y f";v;:,rlf"\ . ue o valor e .. 

anterior verjficamos q a 2 sabemos que 
ser um valor que torne 

P-q é máximo. Então, a 

Pois , log 1 - O • 

Como X é binomial, 

• . Pelo teorem i 

p-q ma.ximo. ,. ( S 
1 

, 
52

) , onde: 
- - fixada sera pa.rtiçao 

s = {x/x 
l 

s :{x/x 
2 

> 

< 

25,24} 

25,24} 

-devera 

li 
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A fun ção de decisão fixada 
~ 

sera , desta meneira, a seiuinte: 

Suponhamos que em um determinado cruzamento encontramos, x selvagens 

dentre os 40 primeiros descendentes. Se x > 25,24,classificamos o cr~ 

zamento como sendo do tipo I, se x < 25,24 classificamos o cruzamento 

corno sendo do tipo II. 

Como x é uma variável binomial, com parâmetros 40 e 3/4 ou 1/2, 

podemos utilizar a aproximação da binomial para a normal (Ve r Feller, 

1968), para os cálculos de p e q. Logo, vem: 

a ) Se o cruzamento é do tipo I, temos: 

X~ N(30; 7,5) que equivale à z = (X-30 )/ ✓-r:"'5 ~ N(O,l) 

então, 

b) Se o cruzamento é do tipo II, temos: 

X~ N(20; 10) que equivale à z = (X- 20)//Iõ ~ N(O,l) 

então, 

q ~ J;~, 24 f 2 (x)dx = J;, 66 t(z)dz = 0,04846 

onde,~(•) . representa a densidade da normal padrão e f ( 0 ) e f {•) r e 
1 2 -

presentam as densidades quando os cruzamentos são do tipo I e do tipo 

II, respectivamente. 

O valor máximo de p-q 
~ 

sera, dêste modor 

p - q = 0,95907 - 0,04846 = 0 , 91061 

Na tabela II, vamos encontra.r os resultados com apenas os 40 pr_i 

meiros descendentes de cada cruzamento e uodemos verificar que ova

lor y assumido pela variável Y, que representa o número de classific~ 

dos corno cruzamentos do tipo I, foi de y = 140. A estimativa de g, u

tilizando o estimador (1V -14 ) , será: 

g* = {lW0/232 - 0,04846}1/0,91061 = 0,60947 

Sabemos que a variável Y, tem distribuição binomial (IV-4) com 

parâmetros N = 232 e g(p-q ) + q = g(0,91061) + 0,04846. Se fizermos 

aproximação · da binomial para a normal, temos que: 

Y ~ N(µ;a 2 ) onde, ~ = 232{g(0,91061) + 0,04846} e 

o 2 = µ{l-g(0,91061) - 0,04846} 

Corno g é combinação linear de Y, vem: 

g ~ N(E{g}; V{g}) 
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Mas, uor (IV-8) e (IV-9) podemos escrever: 

g""' N(g; V{g}) onde, 
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V{g} = {g(p-q)+q}{l-g(p-q)-g} ~ g(0,004275)-g 2 (0,004310)+ 0.000240 
N(p-q)2 

Se quizermos, agora, testar a hipótese da não existência de pre
fer~ncia, contra a alternativa, da existência de preferência positiva 
basta tomar: 

H ~ g = 0,5 e o g > o,s .. 
Se H e verdadeira, temos: o 

.. i ~ N(0,5 ; 0,0013) 
A um nível de significância, a, a região crítica será: 

e :{g*/g* >os+ z ✓o 0013} a ' a ' 
Se fixarmos a= 0,05, vamos encontrar z = 1,64. Logo, a região críti a ca do teste, com nível de significância de 5%, será: 

e ·{g*/g* > o 55904} o,os . ' 
Como o valor observado g* de g, foi g* = 0,60947, rejeitamos H

0
,pois, 

g* e e • 
O, O 5 

A conclusão a que chegamos, através do teste estatístico, é que 
existe preferência positiva da fêmea (hetehozigota) selvagem,ou sej~~ 
a fêmea (hete~otigota) seivagem, tem preferência do cruzamento pelo 
macho (hete~ozigoto) selvagem, 

O válor estimado da preferência é g* = 0,60947. Para a constru
ção de um intervalo de confÍahça de g, vamos sunor vilida a aproxima
çao: 

V{g}=g<o,00421s)~g 2 (o,oo431)+ 0,00024 ~ g*Co,00421s)-g* 2 <o,oo431)+ 
+ 0,00024 = 0,001244 

Fixado um coeficiente de confiânça. de 90%, temos o intervalo de 
confiança: g € {g*-1,64 ✓v{~} ; g*+l,64 ✓v{i}} com 90% de confiança. 
Valendo a aproximação V{g} ~ 0,001244, ternos g € {0,55163 ; 0,66731} 
com 90% de confiança. 
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V1-0 ESTIMAVOR VE g QUANVO OS ERROS SÃO VIFERENTES EM CAVA UNI VAVE 

AMOSTRAL 

Considerando, t;das as suposic5es do capítulo III, vamos ad~itir. 

agora, que oi-ésimo elemento amostral Xi,tenhamos a partiçãõ <sf ,s;i '. 
o que nos dá! 

pi= fsi fl(xi)dxi e qi = Ísi f2(xi)dxi 
i i .. 

onde, (S
1

,S 2 ) e a partiç~o que nos dá p1 - qi máximo, ou seja: 

f 1 (x i ). 

f2<xi) 
► l} 

f (x ) 
Si ~ {X. /__,,_l __ i.....-. <· 1 } 

2 1 f (xi) 
2 

Imaginemos uma variável aleatória W1
, tai que: 

W. - tl 1 -

o 

se classificarmos 

se classificarmos 

a 

a 

. . .... 
i-esima observação 

,,. 
i-esima observação 

X. em 
1 

xi em 

Então Wi é utna variável aleatÕria 

= gpi + (1-g )qi , ou seja: 

de Bernoulli com parâmetro 

Pr{Wi = l} = ri 

Pr{Wi = O} = 1-·r. 
1 

1T 1 

1T 
2 

r. 
1 

= 

Consideremos urna sequência de variáveis aleatórias independentes W, 9 
l, 

h' , ••• ,_ WN e uma observação de cada uma da s variâveis, w , w , ••• , wN 
2 _ N 1 2 · 

A variã·vel aleatÓPia Y = I Wi , representa o número de classificações 
· i=l -

em n 15 nas sequências das N variáveis. Podemos ent~6 escrever adis-

· 1, • - d y tri i. uJ~ç a.o e . 

Seja. y = 
N 
l w., temos: 

i=l 1 

Pr{-Y = y} = n Cl-r )1 
K=l K 

K=# i j 

onde íl é•· o conj'unto de tôdas y- uplas possÍ'veis formadas nc 

das N observações. N 

Consid•erando,agora,as N observações, w
1 

,w2 , . . •• ,wN se i~/J1 = Y, 

podemos ordenar as Wi, de tal forma que as y primeiras sejam iguais a 

1 e que as N-y restantes sejam iguais a zero. Daí, a função d e veros -

similhança, será: y N 
·L(g) = ~ r 1 

~ (1-ri ) 
i=l i=y+l 
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Tornando-se o logarítirno neperiano, vem: 

N 
lg L ( g) = L J.g 11 • + l lg ( l~r

1
) 

i 1 J. = i=y+! 
Para encontrar o máximo de L(g),vamos derivar lg,L(i)e iguaU1r a zero: 

= 
! p i - qi 

i=l r:i_ 

p odemos ainda escrever : 

I (pi-qi)(l-ri ) 

i=l ri(l-ri) 

ternos finalmente a funçio: 

N 

I 
i=y+l 

N pi - qi 
I 1 -r. i=y+l 1. 

r pi-qi N pi-qi 
i=l ri(l-ri) - i~l l•ri - O 

... 
o que e o mesmo que: 

= o 

i pi - qi N pi-qi 
:l~l Lg(pi .:q;Y:+'CiJTl-g"(i)i-·qi )-q-~'T ~ i~l I=i"(p~;:.qi )-qi 

r ~ gpi + (l-g)qi = g(pi-qi) + qi. 

= o 

Então,a estimativa de máxima verossimilhança de g, será o valor 
de g que satisfaz a igualdade acima. 

Se considerarmos a gora,nosso exemplo de aplicação,podemos ver 
rw • ..,,,. . • . • 1 . -. i i _ ,_ q ue a partiçao_ par·a o J. ~· es1.mo ~ J..em-sn .. ;..o s e :".•O. ~- :::i 1 ,S

2
1, on de: 

S~:{xi/xi:n1 > 0,631} 
i S 2 :{x

1 /x1 :ni < 0,63 1} 
Na coluna 4 da tabela I, vamos encontrar os valores observados das va 
riâveis w1 . Podemos ver também que o valor observado y de Y foi 
\ ·:·,, = 145 
,~ 'J . ~- • 

Então,o~denand~ªSe as observaç5es de modo que as 145 classifica-
ções de n 1 estejam em primeiro lugar, temos que, a estimativa de g, _,., 
"" ~i ·•::'. · ·-~lor de g* que satisfaz a equação: 

145 p. - q. 232 pi - qi 
\ J_ 1. \ -----..- = o 1 ~ 1 { g ~( <p~ -q ~1' + q--~T{ 1 - · g :7r e P 1 ~ q_ :~ 1 .-~ 1 ~ 1 1 - g ,, < P 1 -q i ) -q 1 

Êste cálculo é mui to trabalhoso ;r,-c:is ~ teriâmos que calcular os 
232 valores dos p. e dos q,. SÕmente com o auxílio de um computador 1 -1 -
isto seria possível. tste c;lculo n;o nos inter~ssa muito,pois, não 
sabemos qual a distribuiç~o do estimador~- Assim sendo , não poderfa
mos construir um intervalo d~ confiança .. para g. 

Ficará em aberto, o estudo das propriedades da estimativa g* de 
e~ calculada dessa maneira. 
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TABELAI 
(i) ordem do elemento amostral; (n.) total de descendentes de cada 

1 

cruzamento; (x1
) número de selvag ens em cada cruzamento e (w

1
) de-

terminações da variável w
1

• 

1 n. xi wi i ni xi wi i ni xi wi 
l. 

---- ··-
1 141 77 o 51 118 67 o 101 7 4- so , 

~ 

2 75 57 1 52 12 3 63 o 102 103 81 1 
3 121 62 o 53 91 70 1 103 62 44 1 
4 93 76 1 54 144 111 1 104 123 66 o 
5 65 42 1 55 10 3 76 1 105 89 56 o 
6 75 52 l 56 115 79 1 106 75 51 1 
7 98 54 o 57 122 62 o 107 54 44 1 
8 88 49 o 58 110 55 o 108 72 38 o 
9 74 57 1 59 137 10 3 1 109 101 51 o 

10 67 36 1 60 109 87 1 110 105 41 -o 

11 64 53 l 61 102 70 1 111 78 60 l 
12 116 62 o 62 138 74 o 112 108 67 o 
13 94 44 o 63 115 84 1 113 84 47 o 
14 88 63 1 64 135 69 o 114 112 63 o 
15 10 7 58 o 65 110 93 1 115 84 43 o 
16 74 55 1 66 114 88 1 116 116 93 1 
17 97 49 o 67 99 74 1 117 41 33 1 
18 137 107 1 68 90 69 1 118 109 77 l 
19 76 45 o 69 93 41 o 119 92 63 1 
20 97 55 o 70 118 63 o 120 64 39 o 

21 111 51 o 71 121 61 o 121 87 · 64 l 
22 81 64 1 72 91 63 1 122 110 88 l 
23 118 81 l 73 122 89 l 123 113 84 l 
24 79 52 1 74 1 3 -3 68 o 124 112 48 o 
25 43 28 1 75 84 64 1 125 84 34 o 
26 58 5 0 1 76 90 64 1 126 64 34 o 
27 122 92 1 77 100 71 1 127 57 33 o 
28 58 32 o 78 70 53 1 128 91 67 1 
29 127 9 2 1 79 16 3 84 o 129 73 57 l 

- i I \ 65 o 80 40 31 1 130 82 62 1 
···- :- ,·. 

31 146 62 o 81 100 81 l 131 60 50 1 

32 135 61 o 82 115 64 o 132 80 60 l 

33 87 76 1 83 73 33 o 133 112 79 1 
34 105 74 1 84 10 3 60 o 134 101 57 o 
35 95 60 1 85 93 66 1 135 104 54 o 
36 98 56 o 86 96 59 o 136 98 76 1 
37 75 48 1 87 135 104 1 137 111 85 l 
38 86 69 l 88 104 79 1 138 110 57 o 
39 109 55 o 89 62 46 1 139 1 0 8 86 l 
40 133 60 o 90 98 78 1 140 110 '74 1 

41 108 57 o 91 74 60 1 141 103 70 1 

42 106 54 o 92 104 74 1 142 110 52 o 
43 126 63 o 93 99 76 1 143 119 90 1 

44 107 62 o 94 71 52 1 144 118 88 1 

45 105 85 1 95 82 61 1 145 72 41 o 
46 102 80 1 96 106 56 o 146 107 74 l 

47 90 70 1 97 144 68 o 147 111 84 1 

48 79 60 1 98 83 63 1 148 80 61 l 
49 127 76 o 99 60 46 1 149 126 91 1 

50 91 48 o 100 107 79 1 150 49 33 l 

- 20-
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 � �� ! ��� �� ��� � ��� ��
��� �� � ��� �&� ��� ! ��� ��
 ��� ! ����  � � � ���  $
  �� � ��$ "!� � � ���  !
��� �� � ���  � �� � ��� ���
�� $� ! ���  � '� ! ��� ���
�! ��� � ��� ���  � � ��� �!�
�!� �� � ��� ��� �� � ��� ��
 � ��� � ��   �� � �� ��
 � �! � � ! � �� � ��! �� 

�� �! � � � �� �� � ��� �� � 
��� �� ! � � ��� �� ! ���  � ��
�!� �� � � ��  �� �� � ���� �!! ��
���  � � � �  �� �� � ��( �! ��
��� �� � � �� �!�� �� � ��� ��� ��
�!� �� � � � �� �� ! ��� ��� ��
�� ��� � � � �� �� � ��� ���  !
 �� ��� ! � � ��� $� ! ��� �� �!
�� � ! �   �� �� � �� �� �!
��� �� � �!! �� �� � ��! ��� ��

��� $� ��
���  � ��
��� ��� �!!
��� ���
��� � �
��� �! �)

T·ABELA .I ,contin-uãção e conclus;o ) 

i ni xi wi 
. 
1 ni xi wi i ni xi wi 

1 51 95 51 o 181 81 58 1 211 78 65 1 
152 83 66 1 182 107 63 o 212 75 35 o 
15 3 93 44 o 183 96 69 1 213 94 49 o 
154 99 72 1 184 106 79 1 214 90 68 l 
155 115 85 1 185 96 73 1 215 122 91 l 
156 84 45 o 186 96 46 o 216 113 69 o 
157 80 63 1 187 117 91 1 217 108 86 1 
15 8 106 81 1 188 63 52 1 218 77 52 1 
159 94 68 1 · 189 99 76 1 219 75 61 l 
16 0 97 70 1 190 69 46 1 220 129 80 o 
161 43 30 1 191 87 67 1 221 83 59 1 
16 2 113 61 o 192 114 57 o 222 96 72 1 
16 3 102 68 1 19 3 97 76 1 223 100 48 o 
164 118 92 1 194 93 73 1 224 70 48 1 
165 124 88 1 19 5 105 76 1 225 118 61 o 
166 108 77 1 196 86 42 o 226 142 75 o 
167 77 58 1 19 7 77 61 1 227 121 90 l 
16 8 95 53 o 198 116 47 o 228 71+ 50 1 
169 129 69 o 199 96 72 1 229 81 60 1 
170 115 82 1 200 84 64 1 2 30 118 66 l 
171 46 27 o 201 135 61 o 231 glj 41 o 
172 92 78 1 202 106 88 1 232 119 100 1 
17 3 124 100 1 203 90 67 1 
174 77 41 o 204 65 46 1 y : tw - l~S 175 79 41 o 205 98 40 o i -
176 50 34 1 206 94 70 1 ., 

6 9 35 o 2 0 7 90 63 1 - · . . 

178 10 3 52 o 208 120 61 o 
179 113 76 1 209 48 32 1 
180 92 64 1 210 69 51 1 

-21-
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TABELA _II 

(i) ordem do elemento amostral; (xi) número de selvagens dentre os 4( 
primeiros descendentes de cada cruzamento; (vi) determinação da varii 
vel Vi. 

i X · 
i vi i xi vi i xi 

. 
i x · vi 1 xi vi i vi 

1 17 o 51 23 o 101 26 1 15i 20 o 201 19 o 2 30 1 52 21 o 102 31 1 152 26 1 202 37 1 3 21 o 53 30 1 103 34 1 153 18 o 203 26 1 4 36 1 54 34 1 104 22 o 154 32 1 204 32 1 5 29 1 55 28 1 105 26 1 155 34 1 205 12 o 6 32 1 56 30 1 106 27 1 156 18 o 206 28 1 7 23 o 57 21 o 1 07 38 1 157 27 1 207 25 o 8 25 o 58 18 o 108 25 o 158 31 1 208 19 o 9 34 1 59 29 1 109 17 o 159 28 1 209 26 1 10 19 o 60 34 1 110 14 o 160 30 1 210 26 1 
11 38 1 61 24 o 111 26 1 161 26 1 211 29 1 12 21 o 62 19 o 112 23 o 162 20 o 212 23 o 13 15 o 63 32 1 113 26 1 163 29 1 213 21 o 14 31 1 64 17 o 114 21 o 164 34 1 214 28 1 15 23 o 65 33 i 115 20 o 165 36 1 215 33 1 16 26 1 66 32 1 116 34 1 166 29 1 216 20 o 17 20 o 67 32 1 117 33 1 167 29 1 217 34 l 18 39 1 68 29 1 118 29 1 168 26 1 218 29 1 19 24 o 69 16 o 119 27 1 169 23 o 219 39 1 20 21 o 70 20 o 120 25 o 170 32 1 220 20 o 
21 13 o 71 20 o 121 22 o 171 20 o 221 26 1 22 27 1 72 26 1 122 34 1 172 36 1 222 39 1 23 34 1 73 32 1 12 3 34 1 173 40 1 223 10 o 24 28 i 74 17 o 124 15 o 174 14 o 224 28 1 25 27 1 75 26 1 125 12 o 175 23 o 225 20 o 26 35 1 76 27 1 126 17 o 176 30 1 226 25 o 27 30 1 77 26 1 127 13 o 177 20 o 227 39 1 28 25 o 78 26 1 128 26 1 178 13 o 228 36 l 29 27 1 79 20 o 129 30 1 179 25 o 229 33 1 30 20 o 80 31 1 130 34 1 180 30 1 2 30 14 o 
31 10 o 81 30 1 131 37 1 181 31 1 231 19 o 32 17 o 82 21 o 132 39 1 182 27 1 2 32 24 o 33 38 1 83 16 o 133 30 1 183 30 1 34 27 1 84 19 o 134 18 o 184 33 1 Y =!vi= 140 35 24 o 85 28 1 135 18 o 185 29 1 36 21 o 86 23 o 136 27 1 186 11 o 37 21 o 87 31 1 137 34 1 187 39 1 38 22 1 88 30 1 138 18 o 188 31 1 39 20 o 89 27 1 139 34 1 189 28 1 40 11 o 90 36 1 140 26 1 190 27 1 
41 18 o 91 27 1 141 24 o 191 29 1 42 23 o 92 26 1 142 18 o 19 2 13 o 43 20 o 93 35 1 143 35 1 19 3 34 1 44 25 o 94 27 1 144 34 1 194 37 1 45 37 1 95 29 1 145 26 1 19 5 26 1 46 39 1 96 18 o 146 26 1 196 25 o 47 28 1 97 13 o 147 34 1 197 38 1 48 33 1 98 29 1 148 31 1 198 15 o 49 23 o 99 31 1 149 35 1 199 26 1 50 15 o 100 30 1 150 27 1 200 27 1 
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A P ~ N D I C E 

LEMA 

Seja Y uma variável a.leatória com função· de probétbilid.ade dada 

por (IV-3 ). Então, Y tem distribuição binomial com parâmetros N e 

{g(p-q)+q}. 

PROVA 

Pr{Y =y } = I (~)gz(l-g)N-z .I (z]pj(l-p )z -j (N:~)qy-j (l-.q)(N-z) - (y-j) = 
z=O J=O j y J 

(N-z ) ! = 
(y-j) ! (N-z-y+j) ! 

( N-y) ! = (YN) (YJ.) (Nz--YJ.) 
( z-j) ! (N-y-z+j) ! 

~ ::: (N) _I (~1 (I)g 'j{ç(l•·,g ; }Y -" JNiy (N;y){g(l-p)}k{(l-g )(l-q )}(N-y )-k = 
y J=O ·--- 1 k=O 

=(N) _! (5:)(pg)j{q(l-g )}y-j{g (l-p)+(l-g )(l-q)}N-y = 
y J=O J 

=(;){pg+q(l-g)}Y{g(l-p)+(l-g)(l-q)}N-y={;){g(p-q)+q}Y{l-g(p-q)-q}N 

então, Pr{Y=y} = (;) {g(p-q )+q}Y{l-g (p-q ) -q }N-y 

C.Q.D. 

" .. 
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