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INTRODUÇÃO

1

Um processo forte de Markov ê um processo markoviano que, adi^

cionalmente , tem a propriedade forte de Markov. Duas questões, 

primeiramente construir um processo de Markov;

portantoi

depois caracteriza-lo co­

mo fortemente markoviano.

0 primeiro problema, e tratado no §2; lã, utilizando a Teore-

nos construímos um processo de Markov, a par-ma da Extensão de Daniell,

tir de um semigrupo de operadores de transição.

Na primeira metade do §3, nos mostramos que uma condição su­

ficiente para um processo de Markov ser forte e que ele tenha trajetória

seja realizaçao de sm semigrupo de Feller.contínuas ã direita eas

Na segunda metade do §3, nos apresentamos o Movimento Brownia

no, como exemplo de um processo cuja família de operadores de transição 

e de Feller. Em seguida, utilizando a teoria dos martingais, nos mostra 

mos que o Movimento Browniano admite uma versão com trajetórias contínu

Isso o caracteriza como processo forte de Markov.as .

0 §1 e um resumo de analise, inspirado no capítulo IV,

Il^do texto clássico de Feller. Sendo algo raais longo do que o estrita­

mente necessário para a sequencia, ele e dedicado aqueles que, compulso 

liamente, tem lido o Dixmier.

No final de cada paragrafo hã notas e referencias.

Fara a redaçao dos parãgrafos 2 e 3, consultamos e baseamo-nos

vo1ume

i

nos seguintes textos

extended Markov property".Trans.Amer.M.Scc. ,Blumenthal,R.M. "An

85,1957 ,p57-72 .

- "Martingales et Processus de Markov"Monographies de 

la Societe Mathematique de France.
r

-"Probabilites et potentiel"Publications de lvInstitut

Ilun t, G . A .

Meyer, P.A.

de Math. de lfUniv de Strasbourg

-I-



Meyer, P.A. Processus de Markov". Lectura Notes im Math.Sprin-

ger-Verlag.

Nosso roteiro geral foi fornecido pelas notas de aula e seminá­

rio 5 escritas pelo Dr« Hans FHllmers durante a eua estada no I.M.E,

linha da paginai.»

por erro de datilografia, o símbolo <_ foi substituído pelo s ímbolo< ; apa_ 

rentemente, essa substituição datilografica ocorre com uma certa frequen

também, um salto na numeraçao das paginas, de

j>a.Para finalizar uma primeira erratas na

cia ao longo do 51. Houve 

sorte que, a pagina 19 simplesmente nao existe.

s>
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F
! ,f Os martingais e as esperanças condicionais se situams por sua 

generalidade s entre os instrumentos de base da Analise fí

(tiunt)

§1 - Preliminares de Analise

A . Funções de Baire.

indicaremos por 

Ha uma ordem natural para , definida como se segue:

Seja ti um conjunto qualquer; o conjunto das

funções de em R.

/ ^ g > se /(ai) ,< g(o))s em ponto to de ft, sendo / e g dois elementos quai£ 

quer ae R . Por essa ordem, pares quaisquer de funções sempre possuam sij 

premo e ínfimo ( em R^), assim definidos :

sup (/, g) : to e ■> sup (/(10) , g (to) ) e R ,

inf (/, g) : to e -> inf (/(to) , g (to)) e R .

Ha, também, 

tural sobre R^,

uma adiçao e ura produto por escalar, definidos de maneira na

como segue :

/ + g : to e fí -> /(to) + g (to) e R

\f : to e ti

elementos quaisquer de R^ e

/ A (/(to) ) e R , sendo / e g

X sendo um numero real qualquer.

S
um subconjunto de R^ . Diremos que S e um retiSeja, agora, S

com respeito as operaçoes de adiçao, produto por esca-- 

definidas acima sobre R^ , se ; (1 .1) com relação 

produto^escalar, S e um espaço vetorial sobre R;

definidas sobre R^ , S e fe

culado vetorial, 

lar, supremo e ínfimo, 

ãs operaçoes de adiçao e 

(1.2) com relaçao as operaçoes de sup e inf,

chado .

Como|a |= sup(a,o) - inf(a,o), a sendo um real qualquer,(1.1) e- 

(1.2) acarretam:

(1-3) Se / e um elemento de S , então a aplicação

I /I* 1/ (w) | e Rto e ti

também e .

Seja, então, S um reticulado vetorial de funções numéricas, defi­

nidas sobre Í2. 

í -L
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!2t.!.{g:{.iaE. : Um elclr.lento dc RS2 será chamado de !.glS.;o de Baile, relati-

-.,:Dente a SP se cle f3r o limite, ponto a pontos de una sequência d
elementos de S

É iraedi atc

do vet oríal

Se A ; un subconjunto :le ç2 , usaremos a notação IA' para indicar

a função indicadora dc A, isto ;, a função assumindo o valor 1, nos pcn
tos de A. e o valor 0 nes pontos do comp].emendar de A

liidÍcarernos n FQmnlom.=ntal- Hn A n.. ÀC

d a$que 0 funçoesconjunto de Baile tambéme Uln

C0].8

S

!b..É.i.Bi.ç.ão : Se A 8 unl subconjunto de Q , tal que IJ\ 8 uma função de
re, então A seta chamado c{3iljunto dc! Baile

Usaremos a notação Ba($) , para indicar 3 classe de todos c:s
conjuntos dc Baile

Se Q é um espaço topo].o'Bico, então o reticulado vetorial emprega

i será geralmente a ( Q ) , o conjunto Jas funç;es de ç2 em R. Nesse ca

si, escreveremos também Ba( Q), cu simplesmente Ba, se não houver pe
figo de confusão

(1.4) !E2E.2.g.!=.S3:g. : Ba ( S ) é estável sob operaço es de reunião e intcr

secção enumeriveis. Se IQ = uma função de Baile, então Ba ( S ) 1; um

a - 51gebra

As afirmaç;es sac Je verificação imediata, sc n6s lema

:'.". : ;-- :». ; ::l.}:'.:":
e IAc : l - l.-. : IÇ2 - IA

Se .f é uma função de Q em
v ''r - - -= - u -+ +r -.A ,iJ b+ x + %n q-f x-Óp %+ .Ü.b ) 4-J. C? -==

remos a notaç;a {J:'c B } , para in-:içar o subconjunto .f ] ( B ) de Q
Em geral , es crevemo s

{ /< r } , para indicar o conjunto{ u E: n l .f( co)< r }

{ f< g} , para indicar o conjunto { u c Q Ir( w)< g( u)]

l

.]er amos

R e

etc



(lo5) Proposição : Uma função f e de Baire, se e so 8Q,para todo numero

real r, o conjunto{ / < r) for de Baire.

Demonstração : Se f e de Baire, ±-)então as funções sup( f ,r +
n

e sup ( f 9 r) também são de Baire, para todo n. Lego { / < r} é um cout 

junto de Baire, pois
1

sup ( f,r + n ) - sup (f ,r)
Xíf < r} 1 im 

n 1
n ne N

Reciprocamente, se I todo r, então as funções Ipara{ f< r } * (s<f< r}

Z{ f< r} ‘ 1 { f< s* e

2n-l n(-n + k+ r'n ! = ) I , (K-l)n Kn{/< -n} { -n } +</<-n+K = 1
2n_1n -12

+ n n
{ f *>A>

também serão de Baire,

jã que f= l£m <f> 
n ->- 00 n

qualquer que o natural u considerado. Donde f se­

rá de Baire, (o limite sendo tomado ponto a ponto).

Definição ! Se Í2 e um espaço topologico, a sua a -algebra de Borel,

por B ( )j é a menor a -algebra contendo todos os aber

que

nos indicaremos

to s do espaço .

Pcdemos, agora, enunciar uma consequência da proposição (1.5)

(1.6) Corolário i Sendo 1^ uma função de Baire, então um elemento/ de
■D -* ,R e de Baire, 

conj unto { fz B }

Dos termos do corolário, nos tiramos a seguinte definição:

• Seja Çl um conjunto qualquer, munido de o -algebra 4;seja F

se e so se, para todo subconjunto B, de Borel, de R, o 

for de Baire,

Definiçãof
um espaço topologico.

í
Uma aplicação

/ : 8 F

serã chamada de mensurável A se {/ e 3} pertencer a 4,para todo con­

junto ' Bem B (F)

3



E:.tão, a que o corolário(1.6) esta dizendo ; que as funções de Baile sl;o

tlensurãveis - B a

cais precisamente, Ba é a menor a-algebra tornando tidas as funções

reticulado original S , metisuraveis

(1.7) 1=2Eaz.ixâÊ : Se çz ; um espaço topol8gico, então

e.(arn)J eguã contido e:i a(n)
IZSn92.!.Elas.2Z: Seja b un subconjunto aberto, qllalquer de R. Se f e'

uin.a função contínua de !2 em R, então { f c B } e, por definição, um sub-

conjunto aberto de Q e, portanto, pertencente a B( ç2 )

Ora, por definição, os abertos geram B(R), donde a pertin;nela de

{f e B} a B( S2) permanece verdadeira,se B 8 um boreliano qualquer dc

lias, então, tôda funç;e contínua de ç2 em T{, é; mensurável- B ( Q ).Como

B.(a(ay)-. - . ; a menor a -ãlgebra tornando mensur;veia todos os elemen -

tos do teticulado C'( n), segue que B,(a(â)) e:st=ã contido em BTQ).

R
(2 )

#

(1.8) !J;2E.2.Z=1:iÊg.: Se Q 3 um espaço n8tric~:, ent;ío : B.rCríJ) = B ( Q)

.l.Ê=ilg.2.11.:S.S.a2. : Seja A um subccn.junta aberto de n . Para todo natural n,dÉ

fininosAn:cüKAB(u , 1) , sendoB( w) l3 abolaabertade centro

" .-',. -t
Pelo lema de Urysohn (3)existe uma função real contínua +n ' definida s8
5rc n , assumindo valor l em A e valor 0 em A8.

Ora, IA : Itm +n ' donde IA e uma função de paire

Em outras palavras, B, ÍC:f''n)) / contém todos os subconjuntos aber-

E=s dc Q e, portanto,B,rÍCTÊ)y coaté B(a).l : ., j; que B ( O ), por defi-
'niçãc., 8 a menor a-ãlgebra contento todos os abertos de ç2

& . Integral de Daniell

Outra vez, sejam Q um conjuntc, qualquer e $ um reticulado vetcrial

]c funçoes numéricas .definidas sabre ç2

&



Seja,agí.ra, uma aplicação U :S -> R, satisfazendo as condiç;es
(1 . 9 ) U ê l ine a r

(1. 1 0): U 8 PO s i t

P ( f ) > C .

. Daqui por diante, nÕs usaremos indiferentemente as notaçl;es U(f)

e IZní( u)( du) para in.ficar a imagem de f,pela aplicação u, sendo
f um elemento de S .

2EE.}g.IÇAR : Um subconjunto /\, de Q , será dito g.S.!.grezivel, se exista

uDa sequ;ncia (fn)n, nona;tona, :le elementos de $ , tendendo para @ nes

?:ntosdeA= tal que a sequência( U(f)) limitada
n n

fiva , i ste e ]. e ne n t e dee , $se e positivoU então9

l

r

Directos que uma propriedade relativa a í2 vale''quase certamente'',

se clâ f3r verdadeira exceto para um subconjunto desprezível de pontos

de Q . Assim, por exemplo, escreveremos que li4.g fnqg f, se o conjunto
J fn -» f }f;ir despreza-vel (''qc'' será usado como abreviatura de ''quase
c e r t ámen t e '' )

A partir da aplicação y , e possível definirmos uma gemi-norma

1, sabre $ , da segui.nte tnanei.ra

sefêumelemcntoleS, f. :=:H(if )

É fácil verificar quem..ilt ep efetivanente, uma sem-norma':

Seja, agora, uma seque;ncia (fn)n' de eleElentos de S . DÍ.remos que(fn)
e !e C auchy , sc

lim l fn - fml l. = 0
!11 , n. -+oo

Munidos dessas definições, ; possa-vel ca

Juntos fundamentais de R:l'

!!&11.!.!SXOXO : Um QICHQDtcn f Je Rn , pertencera a L]( S ,U), se existir

uua sequência (fn)n' de Cauchy, de clcmcRtcns de S, con\rer8inLlo quase qui:
Ber Lamente p 3ra f

Um elemento f de Rii sb'ç'.'.,ç''*-cta d &' \ o j ; se exIstIr uma sequencza

(fn)n, qualquer, de elementos de S , convergindo quase certamente p-ara f

dci.srac t e ri z armo $ subco11

- :



Chamaremos as funções Je Z](S,[l) de l.BI.S.8raveis-u; as de Z,rS,pJ
serão chamadas Je mensuráveis-Li

questão tunaamentaJ., em Teoria da Integraç.ão, 8 a extensão da in

te3ral u,de S a La' Essa questão e' respondida completamente pelo seguint
teorema fundanenta],

: Se p ; uma aplicação linear e positiva,s;bre
ul] reticulado vetoria] S e, se a].gr.} dí.sso

(1 12) u(fn) -- 0, sempre que (fn)n fl;r una sequênc
mantos ]e $, convergindo quase certamente pata 0;

então : i) li admite unia extensão a L ;

ii) em Z}' estão tôdas as funç;les que são limites quase certamente

de sequ;ncias de Cauchy de elementos de L].(Em outras palavras, o proces-

so de extenslio que levou a Z;J,encerra-se nele(4))..

.llS.Êi1:2.{.Ç.âg. : Um par (S,u) formado por um reticulado vetorial, mais uma apl{

cação linear positiva, satisfazendo(1.12), seta por nl;s chamado de Siste"
ma. de Daniell

Em partiax''''---»''''-'-'' ou v'.jp7 xul. uul o.LSLema ae uanlell satlslazendoa.aln

da as condições

(1 . 13) S contém as

(1 . 1 4 ) U (l o ) =1,

nÕs :i chamaremos de '' ii. Nesse caso, nQS

usaremos a letra E, para indicar a integral

A

decrescente de elela

c on s t an t e s



;llS.!.LZJ=.ç.aa : 'lP = { ,- e Í2 1.\ ; riensur;v=1-U }

e una a

Seja F ur=la a-al :.el.,ra .L i):!nes la ç2. i:)$ -:.irem'.s qu- F e

lota, con regi:eit:- aU . sc co't;= t)]os s su::..'nj--t)s -!. n ; Je.-

..'..ziveis cilu res!;eito aU . $e n=o É centpla'u:, ncs indicarem)s i.'r FU 'a

a- alJebra obtida,''c=nplet:==dc-sn.:: f',isto 3, a l:tenor a-alCcbra contendo i'
2 -s con:juntos desprezilveis.

17) .. ; '.':p:'t:;.l.) .rSJ ;.4 : B"''rn''

;ZÉÍ i lti Çio

(j .]]]) 'F;-!3 função mensurável -p 8 -,lcnsur;ívil-Á c reGI''Fracamente

Chamaremos os eleínent=-s Je ,4P Je c-lnjuntc mensuráveis- .,. }Jo caso de ur;l
SP:!ço ':e F'robabili(!alas; êles serão chama'los simplesmente de eventcs

::= que o espaço ç2 É; necessl;ríamente um event), em virtude de(1.13) . 1;

V;zDto certo.

Sü f e uma funç;lo mensurãvej-p,post uva, mas nlio inte8r;vel, nl;s .!iri-

s, l)cr convcnçãs, aiuc Q val.:r dc U en f 1; + ®. Cora essa convençam,

a partir .la integral, definirmos uí:ia ''mc=li]a'' sabre os e ].ementas
seguinte ]nane ira

l

Ac.4 +
P J'n IÂ (u ) u (d u )

Como é habit:ual, n8s indin.ater:los a integral c .a medi.ia (!priva.da dela,

i;cla mesma letra; escreverelaos, ;)ortanto, Ur.4) : ;1,.(U) U (du). ?lo casc. c

uin espaço Je probabilidades, po?'i;n, por razões históricas,a metli:la associa

= in'uei;ral será chamada ctc prolnbi]i(]acle c indicada pela letra l,

i: Es )eranc a Condicional

1:!Zi!.11.taX.Í.ag. : Um subconjllnto # de ü=! espaço de ?rcbabilidades Z}''rS,!.) se

chari.\do .]e subes? açc de prol)al)iliJade sc ;le f'Tr ucl sub-reli.Gula.Jo ve -

ital de E',con) letc. cora regi)e.ito ; samí-nor-taj\ \ll ' contenda' as const :

3e 3 ; um] a-ãlEeL-:a contida el:! ÁE' rios US'fc=los a notação J:.IZr2,c;p)

=ra in:licor o conjunto dos elementos .'e í,JTS,E) quc são mensuráveis-G.É

:i-:i L ver '.ui Z;'r;2,G,P) 1; um suLespaçJ -ie pro' ?bili'Jade dc Z} Zr$,E)
7



n, /l, ,p ) :.: z;'! rs,E J

una t..nÍ li :: Je .i l.incnt.: s:: - ( f . )j J c rJ; E J , in.:ican.:.s con

(Íj):l E J o ['menor reticu]=] VCt'Jlin-l contem.:{ 3s funç;es f: e 3s c,n

E dar-,, cnt=3, :.1e (r(í:j)j . J' E) ; un eslioçc tlü cs.l)aço .i= :r

:=:ilidacles e = es?açc construí:is a ;.artir d;le ; un subesÊ:-aç) ü :,rol:
i liça.le Je Zla rS', EJ

[a tes

z,' rçz, z?;(r(íj)j2J':')

Un subesl)aço Je probal.-ili-ia(ie ã um .is:'.aço dc probabilidade. Possuiseli

suas i.rãprias fupçl:es iaensur;v( ís.iTÉ;s as chamaremos de variáveis =.l

spaço, para identifica-las no meio de tidas ;ls

«ariaveis a.].eatorias Jo espaço maior de probabilidades considerado.Assim

or exemplo, se G ; urna sub a-ãlgebra dÉ aE' .as variáveis aleatÉ;rias asilo

ci=d=s ao subespaço L rí2;G,P) sSo os elementos de Z;r$.E)quem; 0 mensur '!.F

G

l.') t Q 7 rr (f : ) , ;:) =J

ilni cveílto ê dit:o associado 3 um subespaço dc probabilidades, se a sua fu,-

';.::o indicadorn f;r associ;3d: ao subespaço

Se f 3 u;:t elegi.:ní:o de LIZ c À' 8 um sub-..spaço de probabilid,t}

L', nõs cllnnarcmos dc csper=nca concl'-:- ' .!.: f, dado /7, a qualqu.ir
.: lcílicnto -Je 8 =e # ta]. qu :-

(.; .19) =(hf) = E(h,3), para tl;da variiv.:l aleatória liinitaCa h, aosücial.
& H,

sperança condicional de f, dedo # sãa iguais

.iâsc Cera:=!Dente(i-sso ; uma decora;ncía da :efinição). Qua]quer .]as v:Jr
st: c s s e r a inda c IJ a p o r i;(f/ã )

# =Z} r 0,G,P) , sendo G uma.

s it..; lcsnen tc , E (f/G)

#= Z,'rr(fj).l.J ' E), sü.:do(fj)j.J uml fama.lía J: el.incnt:os .i. L'Í

ü;, :los cs=rcv=r=rlos siDFle.mente n(í/(Íj)j : J)

versas daversoe$ e

i:. H: in i ç;lo

a -ã18e b r a .]= nO S e:S Clave remo $ 3



2- i..!} teorema . Dado s f

;i::!!g.:'st:racho ; Se ]T cZ,' rS, E)

eçao ortogonal de f no

rto8o=al estando =ss.38u

ç 3 s .:ie i:i l b c r t (3 ))

/
existe E (f IXJ

tomamos lpnua 1 , quase c.=r temente

;espace fac':adc Z;2 /'"\ # (Jxistl:nci.: da proj

d: pelo Teores.a cla Proj=çao Ortogonal en c

(=xist:

(:G

.i :') t 3 q u =

f. a(i tJ ; de

sc h e um =lcm. nt:i l.iniSrdo dc #:2ilt:2Q

# Z:; d sorte qut = projeç=o irtoluanal
f;letamente a condiçã:,(1.11})

ji c Lira3 dc #,c

d e f i;g

elemento , na vcr
9

ri # n L' satisf

3 na

az

j\, agora, f um elemento positiva au..]

oral n, definir:lcs fn ínf(f,n). Assina,

estando assegurado :: cxist:ncia de E(f.. IÀ,J

SS.: ini:Caça ) 8 nit-strar qu. l scqu=ncia (i$(Í n #JJr converge quase cer:
nLcnte, seu liítit= sendo, precisamente: E(ílõ'J. H

pela forma como definir.lss ü$;;ei'onça condiciona!, nli

=r i'. sitivo, faz c.;n qu.. .: roriotonoci-ia.}c crcsc:nte de(f.)
(n (R (í. l #J J Ji' n

S

n

]Ldeq q'-íe r

defí ilo f
S

a
n

sendo prc

l 8b

€

Par.a t odo 11Úmerc n :

. ê um t. lenerito

f:a.to de

acarret(

'z ' : (f . ) < = ( f )

e,(E(E(fnl#JIJ. L una seqüanci.a ln-=riit(

l o g'] , .! . C au chy , En t ;o , su

#rJ'mlXJllt : ; Ellt(f.:il#) - E(f
=(E(fnl/fJ - E(fr..l#JJ :; E(E(fnl#)J - E(E(f,:. /rJJ

(E(fm #JJ - E(E(fnl XIJ 1 -0, quando, nc e n tenderá a infinito

S.,:l.!o, copio acaL:!nc.s '-e v'cr, uma sü(iuenci.\ Je C..luchy .:e el..menu:c.s Je L Z

(E(fnl#JJn ccnt3m una subsequl;nci.e c.-nverginia qual.sc cert3Hclitc (6)

ncn'-t'-'n ,(E(fnl#JJ S; Pu'Ju admitir uma Subsüque nci

quase ccrtancnte, se ela pr::Fria convergir qu.asê cert:anent

t; ., limite quase c--rí:s -le (E(f. ã'JJ

Pula segunda parte 4n T. :FcR. l: l)nniell, ilã.) }l; .IÚvi:a de que 8 é url el
:=J] t: Jt! //.

lr= tc:star(1.19), tonian)s cn elcrncnt:o h, qtlalquur, l i.:litad, dc /7

l

..l .,rl J ! S SO = (E (f
Q

C

r=:::: r O C: T C l $ . c

: En

=

e

R nc lna cz"=$c ente $

>n

Ü

]. n l t a.

f: n:.'e r g i n:!.



lc Teorema d= Con-.,erç;;ncia =1 n;tona(4), n=s t:im:s que

(hg) = E( h lin E(f. NIJ - lil E(h E(f../!)J
n "'> oo '' ll -» c'

í8íi, pe]a ]efiniça.~ c esl)erariç:: c nliciorlal

= (h E(fn IXJ) : E(h fn)

Imente, c 'iccT..-!t.3 dn C )nvirggncií' Domina-la(5), assegur

lim E (h f ) = E (h li=1 f ) = E (hf )' n' n
n. -+oo

€')

..=.:a..leandc-se t;das ê.s igualda::es, =bt=nos r:ali=ala a

:(].\:3) = E(hf), s::ndru ,l un elemento .qualquer, liriitado,

3 c.lsc e!'' que f e ur! eltm.intu, de sinal {lual-=iu=r, Jc /.' c reduzi'o a:,

dor, orla Jccomposiçlic habitual Je f n;ls ::u.'s partes positiva neg

IVa.

D . i;r : gessos Estacas [zcos

Un i:rcc.:sso .:stocãstico l; -lm cbjeto f',rmadc pcr

i) um cs:-.ç: '!e Lrobabili=alas L'rS,
i.i ) uma f anil i:

esFanx .- ;!c prol't:ilila=lcs, assumi

ur:].! =clas seno - :.i.:nsuz-;vens- /},

i:; sin.?re i:c.lerem s J( I'0, ' m )

.: ::s;açc to,,olE;Bico F sct:l chntna:!c de e!::.aç? !j:jLfase d.' i:rt.c.:ss-:.

í;hâr:tatet.lcns .'.e trajetÓria ass :,cia,]= ;!c \:,3nt.:, u .:., esi)açs amostral

l

n.,j.o val ? =Çr.ü s C

S

( L . 1 9 )

'f .
.i un m l n. l ..=funÇ=ü s) id(x c {=} 'ln;] €]

= s{)aç': a!!iü s t r a

t''P')] ; 8 i c -. r

s en .'= :: :

ÇU '+ X4(u)cF
S ü T a,= Ci'!a!.la.dü s j.

F s..:r; china.]o =e esta!. Jc procasss no instancc j,

Frcciuentencnte, no s identificarem'Fscom r tra-jct;ri? q.i.; lil.: 8 :ss ~ci=

=:;r.::alc-, kart:auto, i .,spaçc an'isca:l Q c:.:l:. stit'c:n.junte .e Fl0,")' itens
c.=s:.; ç2 e un esl)aço t ,;c]];gic'(num :.o .]a t ?.ilogin produto), n;s ton !r--''

rc'.iculaJ:: -oasico Jo es:;aço !e }.r ,b-bililadc a cl:sse Crn; c l:f

rc..]*s X. com(: senda f! pr-;jüç:. n.l j-i;si in. c cr(tina-!:' !e ç!

cadains tantos t .p a,r;3 JL

ORdCQ.dunres a U

lnl

Os })cintos tie J
r's

c o :lj'l - :l!



Ass im =ef ini ::a , seta un e].enfant
J .lc C rn ,P) sendo post anta , ne11

FinalT.tente, se f ; um cl2ment:o cle C(F), a campos:a í('{) será ur:l e

*:n o da ieticul;,do lü;fico C'(Q), h.nvc:ndo, pari:::nto, sentido e:] considera

nos ' sua esperança E(f(:: ))

Un f,robes se dâs sc t: ipo ser;

-'.i F r o cc:s se d&s s e t ip e .

os esforçaremos; doravante, en =ot!:r as aplicações de Saem R com as l.:tr? ;

gregas $, Q , etc.; as aplicações d= S2 eTn F alia a''. letras latinas maiÚsc

[as X,Y,:],ctc e as .3p]icaçoes de F em i], cola as letras r.linuscu].as Latia

f , g , h ,

!

J
d e''c an;n i c o'chamado $ío n c o n t ]: a r ;] [! o saos

) dc =ubJ C J
P I'':'-

r$,E),(Xj)jE:J) um ?roccsso. Unc:l família crescente (#j
SFaços dc probabilidade dc Z)a,s-:r.n clianada dc famÍli: de ?.ass',dos do

c ;sso, se, para toda função f, dc F enl R, sendo i.i.Jnsur3vel -B(F), : p...ra

t:odo instante j, a função composta f(X;) f;r uma vara;vel nlúatãria assou;
ld'! a #

a

]

) }ll.!:!.i.e.i.:g.a : Uma =p]icaçno T : ç2 -- J , sendo ç] o espaço amostrnl

.!r-l espaço de probabilidades, seta ci} meda tcrlpo aleatório; cota respcico

. se ; p ai'a tod a instar te jCJ

(1.21) o conjuntoÍT<j}, f8r um evento associado .!o passado /] ;

Sej-,(Z;JTS;E),(X:),,0) um proc''sso csEocist:ico, tendo

}:' ''se de fase; sej.a(#t)t»0 'UHâ Í:Filia dc passlldos do processo

e um aberto dc F, cnt,!ü a aF.!i.cação

"'A' a' E s2 infls:.e ; :Ís(u)E:AJ}

; uti tempo aleatório, com respeito a(À't)t:,0(7),

cada instani.e t ;içado, nés temcs:

: \JÍlâ (:Ís) : l}s < t '' '

scQ seq

:ns, para cada instante s, o conjunto {T,~(::s) :: 11; um evento associ.-do
;1,. 3 , pari:anta; ass)dado a /.'., Para t>s, Ji que a família(N:): ; cresc

como

fl)e

t

ato, p ara

{T ~ «r}



:. :!;l: a fa.nlllia d:,s evcntcs zssociíldos ] àt forma uma ü-;]gebra,c::rtc].ui

q,-. 2 reuni:lo enumc-r:iv=1 L/{l...(X.) : 1} ;, t?!nl:'era, un :/tinto associado
s<t
sc0

sa vcriíi.caç30que n)
F

(i.2:)) .E.!.:2.2.11.:.ii92. : .'. aplicação T dc n en 0,+n) = UÍ.* tempo aleat3riu,cl

famÍli?(#t)t»0' s e s:l:lance se; a a?locação inf(l-,t) r5:, P
uma variável ale't:;ria asse,dada a

=oristrnçao EI feita cüm técnica se=elilan.tc 'i que ünpregamos para aim{.,ns

trai (l . !ç )

t

r (: í; P c l t a

3: .?\ cada t

i\ .: .:

j!::.i.i.!!.i:S.g.Ü: Seja \' uí:t [eilpo a]eat:brio, con r2$peitc, ;i famzr] j..:l(#t)t:»f)

{!:.]':r:mos dc '::)ass:ld) atü o instante nl:Jatori) T;' e indicaremos por /7.r)

cl.:sse das furtç=es 4), inte=r;iveis, tais que, qualquer quc sej;! c inst. lr-

considerado, a funçãc} 'fl{.r< t} é url '1lo:mento Jtt t
tRIplas v(iria:tear que N. c un subcspr.ç:, d:' prüb=biltd:'dcs

Indicarem.-s p)r /:. .' classe d:o eventos ass'cia({os a: suba.spaçc:

a

que # T

3
T

(i.?4) Prepüsiç;io = Ur:t subccnjunt:c ..'., Jc í2, pc:t::!ncz " Á. se e sã SC, Fpr

t ;.i) instant.: t >-], cc,njuntc, , {'l < i:} f;r ur1 ;-::/:3nt.:: css.cl=.do a #*

ui na.. hã c que -i':::!nnstr.ar

=. hli dia culd ade erl se v lr

( 1. .25) ã'=. : Z}' r2,Av'P)

c) 'i-e:::l):.s aleat:oric,s aparec';:l ell codex.--) con proccsscs es:ocasticcs.Seja,
um !)ro ce s s g

.z-Eac, (Z;'(S,E) , (}it)t >ÓJ, tend:, o esp'!çcl tipo'l:lgic . F con:. espaço d

f:.se e munido de um8 flmÍlil de passa.dos(Nt)t:> J' }: ja T um tec.po aleac3r

ri' c:r- respeita ;i família(dt)L =0

i f içar que

)oit.{i:)s .'l aplicação XT c :n' =

u c: Ç2 -» X (w)c F

P.ira q,ie a aplicaçã.: X. fulLcicr.i ela t.;n quc ser una variável .Rica'ui;ri

aqs- dada a #.

&



*\ proposição seguir-te. cu.ja demonstração sc =ncontr-. .no :icyer(''ProLabil
L;s et...' , IV - 1.47 e T/u9), :-os uá u ='1 condiç;o suficieitc para 'iu.

3 ,.: acon i: e ç. a

(1.26) Proposição ; Condiz;o sufici,Dita p'tra t! . (. s,ja uma vara;v.--

atl;ria associada a #v ; qu. ::s trajccE;rií:ç dc, processo sej=rl contínuas
d lícita

D . : i/LRT l ioGA l S

;!j:JI.:l;.!ti:.g2. : U: proa:ss.-. (LZroo,E);(::j)j..J), t rdo R como tsp'lçc'

r; dito u!.l m=rti:2.&g:.]=.., cora rCS:;eitnJ : l::m:li.L J:. passados(Hj)jCJ. sc

-:cdo par de insCí:ntcs iü j, seild

(.-.24) K; E- um elcmerl o dc: ;l:

(i.25) := (xj /Ji): 'Íi

.n-nplo: Seja LlrS,E) uí! -;s?aç.) de prcbabili'Jades, s-.ja (.uj)jE:J ui'a far::--

li.-. cr=scc=t.. qualquer ( 'lub .si-.aç)s Jc L', fi -lr.(.ntt:. '{ um clel"tens,l qu!:

:ÍU =r , f il:ado , J ü L '

:.fmi'nos ;:l ' = Ü(XI/J'l), pi\t otl:: j n

--:;cu'rre, ente , Ja -efiniç3cn dc IJs.:erlnç3 con:iciúnil, quc o proa'-ssl

:'LJTS, EJ , r Xi)i.t) ; un nartlngal

era vez .]- (1 . 25) ,

(l.zõ) E(xj lai)=xi
i':0S ÜI rCt:10S qUe 0 F'

X

< tiv3 l J 2

seJ a

]r t] n ga lroc ssn super!ui a

f. s c

tiveírüos a cindiç;í ) anis fraca

:ilrLingaÍs .: su?er'nartinEais sao as nrJss2s Í:errancntas L;isicas !! : :t=qtie

c problema dc Dirichlct. A razl;o dis::; cst; n-: bl.n corlort)rl:nt. dos n..r
esta re sumido

i:.c.leais, l:sse b-n c )í'lE,ürtamento nos tc'renas seguintes, cujas ducR'Jnstt3

(.den ser t-nc3ntr=das n: i.yer(''i'r=b?bilit:;ls ct,..'' C3:. VI)

.\.ntcs, :crl;n, dui\s {ilt:iTlas el:iniç;es

iZ.:..!..}:!!.i..S.aS. : Uma faí.:inca .ü l,;'ss.=Ccs(/3 Í;J . ,0

insc=ntc t

t : ''""} ;~

$ > t

= ita cone.inca se t(



9etinicac = i)'J:s =iis }rJC''usos(L'rS.,=) ,(x:):;0) c(L'rf,[),(y:),,.n)
sôbre ui: nes'l(, =sl =ç:- c :lr ,b:bill ..,. ;s Z) zr$,=i), n;s .liz er:;s quc ur! i

l:s L uns noiificaçao -ip .i.tro, $- ;t: : ;\. q.c., para tí;dc t>0.

S.:ir , -=nci.;(L Z r5.=),(={.)..0) uí: :3;.er--i:n'tiaêJU, .:.r' r:=1,eito

( // . ) . , o

(1.27) :92.!Ê!!g. : Se (À't)t»0 1; contínua-., cnti. existe un - =:odificaçãc

(I' rS,E),(XÉ)t;0) üc pr-lcess' original, con trajes:lri=s

sui'cr:nartinbal c''í] respeite' ' família (d=)t.,}: !.L

t E 0, m ) '- E(X.)e R

-r' h l. -

c Oi[t:truz .] airt:i t a

8

P

-iP .i. t r o ; $ - ;{ :t

7
) ) c (L

C Ç, :] i: ]. il L! â S q .-':

(1.2t3) 'ikyrey} çl ççpyçlgilpç4$ :S: .-LS tra.jet:afins ') su?erm=rtinl3al s;

c.:ntíuuas ; !ir it::::. .:: s-! sui) =(.:;) <", ent.;') as variáveis ]t..]ti;ri's

ccnvcrg=ri qual.- cercam:nte L)=ra u:na variável ..l. ltn ti3 inteÍ3r;Ív3L

;{,., qu :n{D ' '

(1.29) Teclgpt da ;-ara:a : Sej,zn S c: : .;i= L-n.-os ]e para:!-; cc::l r:;

Í:eit:' ;i f:tiÍlia (#..)... .- L.:is qu. S <T. S. .:):istlr una v..Fiável

í:.Ir i:. in tcgrãvc l

E(Y l/7.) <1{. ; .=ra tJJ.- t>0, =nt=', X. .- :'i. s:=: varia\cis

ü:árias irzEcgr3vcis c s.'=tisfa=.-n::., = clesíliu"l.!:t:=: ,:!c's su.'.:rm.artirii3:

S(XT IJ7s) > Xs q .c

(1.30) Teorema : 5ej= (Z,'rS,=),(Xn):,0) nc]] uun.z seque;ncia ]: n.trtín&.=

com rüsi,eito à família .!c F=ss3c :s (r.':)..0 ' tod(s 3lt:s t=n.i.: tr':
jet;rias contIDo;,s ; direita c t:'l quJ; para cada t, a seque;nci

(X:l)nÉ:N é r.lona;tona crescente

?at: ca.:ia t > 9 e ::;ara ca.:.l ocntc: H

);. (.«) : su. X: (.«)
n

1.

.-+

1?.n.r a

(# c [.3 1 S
t-' t > 0

[ :: ! qt: c ,Y

$

espaço amr'si:ral, nlls :.:eíiniia.='s

Então a$ trajeto rias -!e (Z;=Zr$';=),(.{.)..0) s:': quase cercam.nt=e co::ti
aç li =!ireit:a e .es;,rovilas .ü cccc.tinui,a...;s c;scilatã. ias.

14



lotas e referências

') natürill dos itens A e !i foi base ]c l:rincil?..l!.lente no c',. Ítul ll?

volume ll, =o livro de =..:ller, 'antro.ucti)n tc ['robot,i]ÍEy ]'iicory =n. iu:

1,.,1icatior-s:'. O r:iat.:ri.?.l sabre 3. Iate:;r=1 .!e L íliell !,s'= ser ncontr:

n: texto clássicnu ü.: Ricsz e .{aÊ;,r, ::L.içons J'Analyse Fcnction.;ll*= '. L:!-}

rticu[nr, noss;is .]efiniç8::s s];o b..-sedas numa v?.diante .lo caminll.-,

=aniell, subcri.lo l,ür ilochner. Essa variante ; muito-bem exposta, no cil;,

.!= integral dc i,ebesE;ue, rio Rn , par l)iximiere':Integral Je Lebesguc; ,I'or

i.;i"i=tier - na col:çl;o ::e =Jotas -e .iate-;iática, .:. l:,:r;a)

$içao :

Seja i! um conjunto, !:união da a-ãlE.:bra ."-í, seja f uma a!:lic ç;Ln

1{, seja //. uma cla:;se qu::lquer d- subconjunto i.- bJ. Ení=i), conjiç

necessária e suficiente ?.q-ri quc {f c:\. } E: : f, para tcJ(. .sjCrtCRtO l: .e

se11,lo /V a a-ãlgcbra geral!.a I'cr i'/o' ;l que {t c l\ } e '/, .:\ra to-io conju-
p er t enc en t e a /y

( 1 ) (2 ) Em am

0

i enan s t r aç ao lne

bos os casos elapregat:os, scn mencionar, 3 seguinte prof(

! L l: !dente cl:; f atc qu L

f'l (:.c) = (f'l (.,,) )c,' 1 ( i.J A : \.Jt'i (A )ri

qualquer que sc.j a l

E!:i (1) rios valemos .lo fa+.o Ja classe

{ (- " , x) : x c R } gerar Zi (R)

(3) 1c ia Jc Urysohn ; Seja ;i um esi.aço to},o

is subcspaços iisjuntos e fech.dos := 11.

Então exi.st:e 'uuã função contínuas Jefini].l .':m 1{, tende imagem c::n

ti.Ja cln (0,1) e tal que f(.L) :0 e f(6)

(é) É precisamente :sse fale quc gar:.lte, - i)ri ri. 2 viabíli:ale J-;s

rc,:las limites. raz;o d.- sir da Ta-)ri l d«. liltegraç; ', 'Jes::!. LebesguJ

v'-je a .'ena, alias, .!nunca;-los aqtic 'c uma vez ::ur t;.Jas

IÓgi co filia l ,n e s e .] an l

f



T.!.')ÍL;G8. :].g !g;)po" L::vi(..:u !a c :.nv.=rgârci- lí:.n15tona):Se (f.).. u-na seqtJ;i\

cia =t?n3tona :e funçl;'zs integrÃveis cujas inte8r .is formar um c)njult : i

-ic, ent;lc (f.). converl3= quf.se cctt=Del.tc F'rí. .:lHu:na funciT int=.:r -

\rc ]. f e

e

: l gu:na

.r f = fila J' íl

rle Falou

i:luas, então

J'l i:.: f < lia J'f

Urna SeqUenCJ-a .v +u''lw.. ...t:egraVeiS C IJ:)SI' ' .}.: flln . a... í n ' '

l:ccr.::-:a J... Lebus:,u.: ( :a cc.1lv.:rg;ncia Jn.!in:lla) :Sc (f..). ; u:'t8 sequinc

c funç('es inte8rlvlis, cinv-rEinjo quase certamente :lra -r, : t31 quu

..i < ,, s.indo 8 uiiü funç:', inte8rãvel, entic f : {-alas'rÃv.il c li'i.rC.=J E
D-»n

T'E

l

qc

(5) Tcorein.a 3 Pr-j=çl;. Ortog:.nal ; Seja !:: u . cst,=tço =e uilberE e sc.ja

l sub=si)açü f2c1la ) de ]]. En.tão a todo e]emento x .]: !í, cü:'res!,)alc l:n

un s; e]e=!ente xF ie F, ta] qu:, (x - xPI y) = '] , qualqu)r quc

dei.!ent:' y d e F

O elanento xF ; chan;n-'!: ?rcJeçao c rtsSnnai Jc x em F

s =J '

(í3) 'F:!a seque;nci.a -ic Cauchy :e eles-entes

ve rt3 i.ndu qual i cer tan.:n te

(7) Para que o e.xe'nplo funcione ê preciso que o processo tenha t:rajetõl}.
.+ -. .. .. ...a---n.n--. -üa++tn.''ç n/'x'p'FQ'm.=>'TI'l-nn fl !tl\É3'7" tll A

a uma C

continuas e qu

s ubse q ui;itc i



'ijo sentido amp'Lo. a FY'ot)r'í,eãai.c de largou s'tgn'i.fica ittdüp.3'ndancia do

faZ;ul'o ,Í .+u do pz'ocü e;o.do passa-do Xs-u' quarzdo o p7'uJ8eFlte Xs ; con;zecl:

lo. Sega;'nc'i.as atüatê3r'Lae X0'':l 'tq''' terão essa -prol)r{,edadc fêlram ycs-
qu{,fadas, pela t)FERI.,{r'a 'uc'z, ?or lürkoo cr.-- 1307:'(Dynk{,n)

À- i)ci:iniçãç : V?.n.)s, sü': l

qu c ç2 : ul- e s, aç : t L ÊO l;l.::ico .

iJ::: ir- cesso .:stcc;sticn(I'ZTO\' -"I '//L/'\''Lt:/[>n/F t--LLLL(., I'5 CO[I= CSIlaÇO

fas-;., ScFi clip:., :e !!n-k(,v c': r. s. silo :: fac.Ílí.? dü l.-ass.ad's(/]t)b.>0se

(2.1) E(f(Xt) ..s) - E(f(Xt)(3(Xs));-.C'rF)) :;nr:-.

todo eleine:\tc. f ic C'rF) c ,ar.\ t-l .i.' :;:'r J.; :;nst:antes s = t,c:rn s<t

De a:,cra et:: :iiantc, escriv.]r.=i:üs : cslür--nça csllict)nal quc fiar

sei;unto r:!-mbr: ]'. ex},reis;o (2.1-) si'li l.:sll.nt:e cor')E(f(>:t) l Xs)

Isso nao acarrecara nünhu.n.' .lr:!)i.ui:a.Jü; j; quc }eq vizinho ; o qu

tin=ue : subcsl'aça E'rr:'C;S))=c.;rF) 'E'

içio? Os süb=sFaçís ''-'. c L Z((E(Xs)gcCTF) ;i:) rE-

s':nt:sn -ccrv.;s .. c.)nElcci.l..nt: :N. : - coDh.cí.!.lc:itc .It. t"'i= a história

l.r:c':ss:.,aEc itiscant:e s, ist' ]; instante Çrcscnte,LJrrgrXs))EcCTF)'E

e - c. nheciiient: Ja situa.ç;: :rt-s-nte =: :-r cess . Urna :sLer:\nç: c.'alicia

nal e un= Freúiç 10 J: futuro, f;.it:p = ..:o.rtir ('o c.:Dh:cííicntc .iu =(..suLt.8-

Jos jlí cccoricos n: sisa:np..9 -lue [l i.:ual.!a.ic(2.1) esta =izen(!o,então, l;

quc i,rocess.s .::= :=rkcv sa( aqu'l=s n .s .!anis ur:!] .;r;:diçlc s;abre o icuturc

Jo sisa:ama é i}.u;llt.ente 1,,. :, quer s--: b'seio ní-: cnnh=ci :cnti ='c t:!a n his

teria -i) :.rncess), tlu.r se b ';:ie n:,- si':-: lcs c:n1l-ci:.:nt,

sc n t e .l: F r o c esse

.isszi]) : =)çai ]e ..r.;c(ss: .l.. 1l-.rk..v ;=.-neraltza a noção i pr.:cesso Jc

terminis t ic(

Process l:a r kS V

qual-qu limitlaÇ;oU l s s S r su or

ece

e i..j.l S

eaten(!er € $ s.a

ar: 1) í .

3 e b '. ;

B - C..nstruçao :J'i u;l i;r-Jc(ssl'. :.'e }Í8[}.'1\r

11=sso :iontn Je: l)argila ; um cs!'-.ç: ':- fase F(isto 3, uil cs?aço toFo13

gic.; que, .].ir razões tecnic',s,será t?mb..;n-. cc=]i''ct? c c.]ln b:-LF;c enumcr;ivel

de ab:-rt:os) e um sü:-i:;rulc: -'e )pcralnras :.e transição(Ft)t:0



Um -:.cr:-.i(-r J:: t:rar-siç;lo ; ulle -i f(rr'is«*.. '.e =rF)(. cs!.açc- CTF) .!s

tanjo nuniid( dc su.: tc: ~l.::i= unir tli. h.abitual) t:al qu;i, s-. f 3 um cle-

nentc :e C'(F) = t, uln inst:ant..: qual:iu::r, anta-:,

(2 . 2 ) f > 0 a c a r r c t a ;)<Ftf'f

Suporen= s ain.] a =.u=

(2 . 3 ) P . l o : L

Os c pe ra !or es .le transe ; ;o

expressa . ela relação :

(2.4) Pt:Ps : Pt+S ' [ e s sana- instantes quaisquer

Vcrer:!os,cn sc:luila, luü ) caratcr iiarkcvianc do processo a s'iT bons

i:ruilc cstÃ coREi:..:; erl !;ernli nc caratcr J:i se1li-l:ru:,) Ja família inibi

a l =e ope r :c!: r ü s - c t r'!nsi-ç ãa

articular Huna .:struttir? .!;. sem-çlruk,s l

Fi.xan.lo-se am elenentc x, =o ficas , CH F: obtemos

fcC'(F) -' (I'tf)(x) cR .lue ' ccntínul, linear e L'=sitiva. :- ela correspo2

d-i, se=un.]c c 'i'eorerna :le Riesz(1) , u:..*p nte.fila p.(x,dy), definida s:'brc

:s b:re]ianc-s(2) t]ú F, aJJt:].". csf:? l,)sitiva, dü massa total iE;ual

tal que

(2 .5) (P.f) (x)L .r ( y ) P ( }{ , J y )tF

Com essa representação, fica claro : si: ,lifíc.a = d.,s OFeralí,res

transição= se .* : un bcrelian= .!e F, cnt;l

(i'.l.\)(x) : / IA(y) pt(x,:y) = J' ?t(x, !y) = Ft(}::'/-)

e exatantente 3 probnbili:.aJ.: :.e LIDE un pr:'c-:ss.': quc no instante inibi.al

est::i nc, estado x , esteja, t instantes depois, na re-

gião A ::c e s? aç Q Jc i ases.

Pass-.n-'s aE-=ra : cc'nstruç;c d,. i~racess') 'ic {arl(ov '"realizar:!o' L gemi

i.,ru;'o (Pt)t.0' Definimos es;.aç .:e trajatÕri:s P como sen't: [xatamcE.
aO \ --

' . ,luni.!c :a topcllo;:ia proclu-u:, o conjunt:c !'; i:Erra-sC uEI espaç:

topo[3:ic-p. L]:, ent;o, senti.]c cn sc cc:nsi'!arar - conjunt: CriZJ .!as fun

çoes nu[ncricas c.]RtÍTi=us co]] .!(rlÍni:-) S2.

- 1 8-.



ÍJ csnlunt:: (,i ';; e un reticular'= veturial de funçoes; c:-:í=ten.io l,..Tra

ta-se, =!.-ora, dc defi.lir u - .},,e:'a.]c! le Daliucll sr OF:: C'!':s)

Par.\ isso, ccnsi-ier.2':os; :r.li:niné:t''n.:'atc; - s:::.c-)n.junCO C'Í(çó), :las

funço:s :)eri:=:ncentes " ='('':} íl.: de:,Ê:ilc': :pí-:lias 1. 1] nullürc fmi o JL'

c :- o r í3 ei! .a d a s = e a,

Seja. x un ?ont) qualquer '.; F, fixalc. D=,i:i,nirr:cs

iue a c.a.Js funç:ío f, -Jei,:nL]cnJ'', ape! s !as coor].inal3s tl,
n'=;aer

s Í'b I'e C', (F') -: a ? lj.

X f / , J' f ( xlF ' x:,) i) t. (x,
'" ' l

;t -* (x l '-!x.)
'' :! " ] ''

(x ,{lxq -t Án lh-ln

De teor.t eLI J! nt= coagida.rarenos. ..l:'rc!, s=lv. Ft:ÍcrcHclc

Cf(ç2) c C'(ç2) r'.ut:lias dl t )clo8i.a la convem :;. :-Lci.? uniformll

(2.7) 11g1?991ç:o .z] al.]icaçic, í:x;C*:(:! ) ' [ 1; ]-iilcar, contÍnlta, dc noTEI

i ç:ua]. a ] {:: nos{ t{ va

${:}.a c ( ntrario

Deinorstraç:o :Va;nu's verific:r = line=ril3.!u ni c'se cí:i qu.: c.-.Ja u!']] .:as

funções .cl'-.,:i :.cenas '.c. unt:! [i; icr co.)rleti.'i la, . v..!-ift'.lça e .:Halo!;a

para c case : ra]. S=j lm,3r:t:3;;. f .:.:::-"::cn!:' :Fün-s .]a coordenada t:, e

liepen-den'lo apenas cla coordenadat2 (s::nJo tl# t2' i) :'tnirnos ?-g'r= f e g
come' segue

f(xl) : f(x1:'l2) , ::'ar '. }Jc > 2

g (xi :;;9) , para t ;c.' xl

lxll:J'J' i(xl'x2)?tl(x,'!xl):-t2-tl(xl

J'Exf .;t2-tIrEI:':x2) = =j<f

e , :la mesma fornln , Exg= 11>:

Pc.-r outro ]-::d), ?e].., line=rida.:i .-la int:..:.ra3.

Ex(11+ b) = :=xi+ Ex:: ; :. uc enc;rra a verifí

, cx. ) =/.ff (x. ) :,
2 l tFF l (x ;d x l)I''L 2 -tl (xl 'dx2 )

3a suei l P



/'L c = rl t in u i ;J a.C L ç]

i .xh :: .f . . - ,'
F

/ . . . / h (x.

l h . J'

Fi !:l,lente, a P )sitlvi:la,.l. !e E" i üx=!t.:::lí.=t.- '~ quc (2.2)

r ci;x a lC In

l

], i í:ii = '!ç ao :i a.

x ) )P ( }: , ,J x lt l (x
)

dx
n -l

n -la

s 'i: a. a s c € ,": u I' ,a. !'l

(2.i3) !!j;L:ii.;=.i!.i.ig:g. : :) O c..ajunte C'f(fà) :l :tcnsü

b) E'' admit:.= .;1'!.' .::çtcns ic, ;-li' c,.nt:i11

Den-nnstraç: , : Licc)FI':.. ii',c !iatai:!.!rlt.!

qUu Cr.(Si) ; bens:, .:r-! CrnJ. .;l n! dias

i) Ex .as$unii v=ll.ires e:: i :iue ;, ';tlvian=ntü, ml;trica c cclmpi=!t.c

ii) !x $ unif=i:icL:=nt:c csntÍrun, :ois 1; ccntÍn:ia e linear

VeriEic ..:os :s éter:s .a), i) e íi), estar:is cin canil.ç8es d

Teor-.:.n.a .! (4); .!31c }cCIFTC b)

U

9

ap].

[.: ]:! .=

]e SFnn:: p \.í..{'~'.::.,..(3)

e xtcn ;clü t.:

C:::mo ; \isu.a]., c.;r.tinuart11i :: usam' a nit:aç:o = , ::.ra ill.ficar, =.=c 13, a

fuítçãc c s c enchi ]'!

(2.9) E.=S!.=.i;!.g..!=.Si.:!2. ;(C'r''':.L::) : ltn esb;;. Jc .Jsl:'ç'' l ''roga.Lilil:le

2SZiljln.!.Ç.J;::&g.=. : [J:.: ::a :} qu.:: .!cr:-onstl: ,r , exc.3t.:,, .:lvez, quc c :lxi.;-\a(1.12)

da :;ccntinui.!aCe::; .sti satisfeita. tí.3s iss : clcc=.rr:: . ) lem! clãssic." Je

mini(5) -2 1- í:at.: J.; .x s::i. !itleal.- -. contínua

l)efini~:: ) cs?aç ::c pi .babiliclndês ..o r! cais':; rcsp- l-n.-s '.)res:untar

a fa,-:lha (x.);.,n : -1lls funçl;cs .!- übservaç;.;s. EI.2s s; Jcfini:!as :ia ma

n.:iro ãbvi.!; com'' sen.:.: '!s i:,rijeç .:s .cQ en

Isto :l; ?ar.x ce:l: t> O, .:..fini}.cs

-> U(E:) c l?

c a(l.=

Es s c p r o c.: s s

a s s im i c. f i i: Í. {l.

;:'. :: É'ZrrJ(Xs));::C'rF.)' ' )

;lu.\{. c, -'.t'uralncnt:c; Jn i:a;:-:alta ,=.; ;'nssJ-'s(#:)t»0



C: ':' c'r8ui'ler.tc=, an;l(':;os, ;i-iu :lc.s i=v)ca::' s nrs .rr~:)osiç3es(2.8) c

(2.9), mostra-s: .lue c,(Fto'tl): :!ens' m C(F}'t)) c qu.::

. .: J, ZTCTFI.9't)\ Ex). lss ncs scr; :l;til en s-=ui;=a.

(2.10) .E.L::!ilS:.EJ:.S.E:S : O :,rocessc('.'rCf:l:),=:'),(.{.)..,0) l .:e [l.!rkov co!:l r..!s-

peice : famÍli : != i'?.ss-:os(#:)t:,0

0 t'l(F /

f

;i-

i'70 't ' H rO Ce $ S 0 (J..

2x.glg.l!.!.Ç.!.!.iã:2. : Seja:: f; e i: :!ois instantes fix':::,s ao acaso, sen.!o s«t. 3:

ja í uma funç;'; I'ertencenl.: ! C'rF) = se.lc .: um: i:onça':' pertencente .a arF'),
senão n um irlteirc qual:l::'r fixado. Sejam fil\. lí:!ente n i1lstant=s quaisquer

tl'. ..,t., jã escrit.s n: o- .':: cr.scent. , c.:* t.:,

Vamos mo s t ra

(2 . 1 1 )

r qu

l
E" (f (X ) = (x ,x ) )t : t S], ' n-l

Lqess= intença3 1; clara; fcit.'-s tod.=s .IS exteris:les,(Pt-sf)(Xs)seta

exataí-tenta Ex(f(Xt)l//s) e c''mo(Pt:.sf)(Xs) ; um elemento -= À;rh(Xs);hÉ:C'rF)),

esta):ã assim dci:i'nsErado iuc Ex(f(x.} as) : Ex(f(Xt)iXs).
Voltemos ü (2 . ll )

E'(f(<t)=(Xtl'- . .'':s))' Éj: F' . .J'f(y)C(xl

(Xn'Jy) : /..]'(P...st)(:::.)-à(xl' . . . ,x:.),
(Xt '... ,}is))

Trata'se, adora: =: cstenler(2.11) 3 /':s' ra c)nleçar, seja$una funçã: qual

quer cm unir(C,s)) ; e>tiste -Jma seJul;nci-: (@..)n :'= eles:antas !e C;(E'(0,S))
is que ll .in- (b . '' 0, (iuanclc n -: + m. tias

i) ?ara cada ;l, -.,al*: (2.11),ist- ;: Ex(f(;<t:)q) : Ex((l;t:..sf)(X,» n)

ii) Ex(f(.{t)$n) - Ex(f(Xt)q)) T. Ú:'; (Xt:) . bn- (b .

e

Ex((Pt.sf)(Xs) (blz)-=:'((É:t-sf)r .;) $) :

l)c rtanto quü

l:m il $n - $ '« ; 0 -c::re*: li-m Ex(f(x:) +.) : E:'(f(:{.) +) '

lim E"((I':...sf)(Xs)'dn) ; Ex((?t-sf)(}:s} q')

E'' ( (P..S f ) (XS ) 3 (Xt

), x ) ; (x ,]x Plt s tl n l
(xn-l ,dxn)

)'gf Ex( (1 [)n t - s '
;' (P. ... t ) (:: ) 'à[ "sF

.:-; l

i l (i':.s f ) (;Ç:) L ..-.. l . .

XE
)

[



r ?

Fazendo-se a conexão dos dois limites 

funções de C (F C° 5 0
através de i), obtemos a ex­

tensão de (2.11) para as
' ) •

:
}Seja, agora, ^ um elemento de H = L1 (C TF * s3 , EX) e sejafí )

s n n uma

sequencia de elementos de C(F^sS') d
) convergindo na norma de L^ para 4> . if

!
iii) Pela extensão ja obtida de (2.11)„

X<f(xt)*n) =

;ísabemos que, qualquer que se­nos

ja n, vale a igualdade E EX<ow)(V*n)
: |EX(f (Xt) (<|>£-cf>)) j< EX | f (Xt ) I |<fr -4> | < | | Íiv) Alem disso 4» - <f> I In 11 1co

e lEX((pt_sf)(Xs)í*n-«)) < Ex

lim | ](f) “b | | .= 0 acarreta que lim EX(frx )4> ) = 
11 L t n

!Então , EX(f(Xt)<í>) e que
n->°° n-voo

EX((pt_sf} (xs)<j>n) = EX((Pt_sf)^. Conectando-se os dois limites, através

‘de iii ) s obtem-se a extensão de (2.11) a ;rH . Isso encerra a demonstração.s

Noto que procedimento analogo ao adotado na 2a. 

usado, para estendermos ainda uma vez a formula (2.11), dessa vez para 

pa*ra íunçoes f,’.de Bàire, em F.

extensão, pode ser
J|

-
i:
i

nos notamos que o resultado e, de certa forma, 

que nos obtivemos foi nao um processo, 

um sistema de processos, cada um deles correspondendo a 

[escolha do ponto x de F, que aparece indexando o operador de Daniell construi 

1 do.

Construindo o processo,

rior às expectativas , pois o

s u p e -

e sim to

do uma particular I

:

ío semi-grupo (P<.)f.>00 significado disso e claros 

que rege a sua passagem

0 começo do processo, sobre seu
~ xdefinição de E ,

processo. De fato, se A e

fornece ao processo
1i

a 11 lei»» de um estado a outro. Mas nada e dito sobre
«*

estado inicial. A escolha de um ponto x do es
|■ h corresponde a escolher x como estado inicialÇo de fase na-

boreliano qualquer de F, então :do um

(2*4)P2*l2) eX d e f fTt t \ / \ = (P0X^(x) IA(X)I{X eA} 
O

conjunto das trajetórias do rpocesso que tem x= x} e o0 evento (Xo
Cqujq estado inicial.



Então c ;ue (2.12) =st:!i dizen].. ã quc; a prc.ba'i]i.Jade definida ;.:.r
tôda a sua nass3 concentra::a em X

=x} ,isco 3, l{x = x}0
Ü

Se n:s dispomos de un tal sistema ZlJTCrn) ,E::)..F 'Je processos de }íar
kclv, então .: condição (2.1) :)ole ser fc:rmul.lda com

(2.1y Ex(í(Xt)l/7s) : EXs(Í(x.t=-s))

Essa nova formulaçl;a t111vez indiqutz -tais claramente que um prcncessc

de lqark)v g essencialmente um processo ;ue Tece-meça a cada instante

C. S& n;s trabalharmos cora [lrocesso de lyícarkov canónicos, isto é, s:) identi-

ficarmos o espaço am-.stral com .; espaço das trajtt3rias, erttlío êl p.;ssível

dar ã F,ro?riedadc Je fl1lrk.v, um.a formulaç;Í : mais flexível. Fazemos, isso

atrãves da n.çi. Je .Ll3=.ã.1.2S2.g. n' esFaç. Jas trai.to ria.

Seja, então, s>0, um real qual.luar;.!efini:nos a translação 0., 1e am-
plitude s, corlc sun~i.: a aplicaça')

c q -* 0 ( u) c ÇZ

t:al que:0s(u)(í:) =u(t + s) , :,ara tod',

j\ iléia EI a seguinte:'3S( u) 3 = traj=térí.l 4ue se nbt:éH ?erccrrendo-

se (ou ccrisilerandc-sc) -. trajetEria ani:i:,a u: al:-'=nas a ?artir do instante

s, tomado como oriGcin da novo! trajetória

Lembramos, outra vez, que í2 = FI''), de sorte ciue a definiç;o aci-
ma faz senti do .

0

9

U aE'enas

Volta:nos, chora, ã cxl)r3ssão(2.1)'

(2.1)' Ex(f(Xi=) Ã's) : E's(fiXE..s)); sendo 0.<s3t:

om a ajuda de es nos rüescrcvei:lo.s(2.1-)' c

Ex(f(Xt-s)o0; IXs) : EXs(f(X.t:2s))

Indicando f(Xt-s) t'el'l letra .b, a fórmula ;o.:ic ser, finalmente,reis
cr 'it 3 como :

(2.13) =x(.bo8sl//s) :: EX$ (q,)

o'mo



No caso,Ü= f(x!.s), !nas o fato e que se a condição vale para as

funções cont;lnuas, dt G en R, dependendo apenas de una coordtn=da, então

ela vale para t;das ;= falem..ntos :le Z; ZTCTÉ2),Ex). Essa afirmação pc.le ser'

demonstrada, usan(!o c)no rot.zirc as pr.3pcsiç;es(2.8),(2.9) e(2.10) e su-
as respectivas dem:,nstraç;cs

Em sana, será'ÍCTQ),=x)xeF'(Xt)t::»0) ; uma família de processos ca-

B:j:g.ices, munidos dc un= família de Í,assados (#t)t>0' n6s tliremos que se tr3.

ta de um process(, tle }!arkcx/, se(2.13) se verificar, l.ara todo s3.0 e para

tôda #le L'. E Essa nova (]efíniçao e equiva].ente a anteriors para as pro-

cessos nos quais f:z sentido ::definir-se translação

llOTAB E REFERÊNCIAS

(1) Tecrem=3 (!e íiiesz : ''Se -p:CTK) -'R é uma aplicação linear, contínua

e positiva, sendo K um espaço topologico compactos então existe uma medida

positiva sobre a a--ãlgebra de paire de K, segundo a qual todas as funções
pertencentes a CTK) s;o integrãveis e tal que

@(f) = .ff(t)u(dt), qualquer quc seja
K

f E: C' (K) ''

2.Ê.J:.tJ!.tÊg:g : A a-.zlgebra de Bairc de um espaço toPologico é a menor a-ãl-

gcbra quü tom.a menisuraxreiÉ :idas as funçoes contínuas do espaço

tToto quc o Teorema dc Riesz nada mais = quc um casca particular do Teo-

rema de Daniell. ii imediato quc (C'rK),qJ) for:nan um sisa:ema de D.lniell, o

axioma ( t.ID decorrendo dc. faíloso e utilíssimo .!:.S.g.a...g.g..Jl!.!.=J:., segundo o

qual se(fn)n ; um sequ;nela duc funç;es contínuas s;bre um compacto, tal

que fnq'0p então jiínll « '1' 0.
J

W(fn): $(fn] : ll'lll IÍ nll
a 0, agarrei:a a de (%(f )n n

Una função @, (io tira dcscritc. .acima, 1; G que Bourbakí chama d
medida de Radon. n;;hrP

€

esp G c omp 3 c t o

d)nde a convergência mc.nc't(na Jc(f.) n

25



Nc $2, ao cit:p-r o Terrena de Riesz, nl;s jã usamos c fato de que,eía es

paços métricas, a a-ã18et)ra :ie paire coinci.le con Q ü-algebra de Borel

(2) Num espaço t:opo138ico, a a-ã]gebra ]e l)oral ; a menor c:-ã18ebra coi

tendo t:caos os abürtmüo esp.lço. Se X designa o espaço, nos a notaremos
usualment e come B rX)

(3) : Dados um espaço compacto K e uma

ãlgebra A de funç;es contínuas, contendo as constantes e separantes(isto ;

tal que, se x e y são pontos distintos =e K, então existe Lna função f em
d i s t unto s '

A assumindo valores eln x e em y), então A 3 denso em a(K)

(4) = Sejam S um subconjunto

denso üe um espaço metrico 1{ e f:S -> N una aplicação uniformemente c)nt-í,--

ande i{ 8 um espaço metricc. completp. Existe, ente;o, uma Única função f

['] -» N que ; contínua(e mesmo, é; uniformemente conti'nua) e ctt.i=- restriçã
a S e f

Q

]'

Noto que essa versão dn teorema nos 1; suficiente, de vez que o espaço

com o qual estamos lidan.!o, EI comilacto, com base enumerávt:l .lc abe:to'i
portanto , nxctTiz ax?el

(5) lema !c Di.ni. : Seja i< um espaço com?act:o. Se (f.). é urna seqt'.e ncia

de funções continuas s;bre K, tais que, fl(x):f2(x):. . :.fn(x)3...., e\

n-!g fn(X) : 0 , para todo x em K, ent:ão (fn)n converge uniformemente para

zer.o
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í'PQ2''ü Hma oeste classe de pz'acessos est;ocãst;ecos, ncZ zzdo o pz'aCeSSO

de M elzez', a pz'opz'iodada de Maz'koo á pz'eseroada, se o pz'acesso á oZ/fado

nao apetzas como Xt» paz'a t; .finado, mas t;andam como XTa paz'a aZgt4mcZ!.aZed'

tÓz.{o. Poz' e=cempZo, o moz>Ímend;o bz'ouneano sâbz'e a z'eta, começando em zlm

post;o a > 0, se campal'ta, aros at;ãlngÍz' o zez'o reza pz'ÍmeÍz'a ueB, eaata-

me7zte como m processo dlnÍcÍado no aez'o. Z?sta a.fÍz,mação,apesar' da oua a-

faz'ente oboiedade, necess ta de demon8t anão. . . "rDynki?z)

$ 3 - Movimento Browniano

A. A propriedade forte de Mar

Doravante,desde que nao haja perigo de confusão, na s nos referire-

mos a famílias de passados e processoss sem mencionar explicitamente o

espaço de probabilidade que lhes serve de base, os processos sendo ind

Gados por suas fam;lilás de funções de observação.

Seja, então,(J?t)tCR. uma família de passados e sejam S,T e Tn'ncN,

tempos aleatórios com relação a essa família de passados.E imediato que

(3.1) se S : T , então #S( XT ;

(3.2) se (Tn)n ã uma sequência RODE;tona decrescente, convergindo quase
certamente para T , então :

«,:o ",.
Na verificação da propriedade forte de Markov, nos precisarenos de

tendas aleatórios satisfazendo a uma condição mais forte que(1.21); n6s

quer emo s que

(3.3) o conjunto {T 5. t} seja um evento associado a Xt' para todo ipstan

te t (veja bem: menor ou igual, e não estritamente menor, como em(1.21))

kov

l

n



(3.4) Proposiçqg : Se (N.). íl8r cont;lnua, então (3.3) será automaticamen-

te verificado por todos os tempos al-eatorios

Demonstração : Seja t un instante qualquer e seja T um tempo alem

Eclaro que { T5.t } =/'"\ÍT<t + l} :f] {T<t +--à--} sendomum
n 1 - n=m

inteiro positivo qualquer.
A Última intersecção é, por(1.21) e pela nonotonicidade da família

de passados, um evento ass':dado a J7t;+ l 'Como m ; um in'Leito :ositivo ar

b:ritiário,concluímos queÍT5.t} e um evento associ-ado a/p''\ãt+ l :s>t#s 'Xt+
Corno, por hipi;tese, a família de passados e conta.nua, os subespaços

#te Ht+ coincidem, verificando-se, assim (3.3)

No que segue, (Xt)t>0 será; sempre um processo de Markov, com respel.

to ã família de passados (#t)t>0 ' tendo o espaço compacto F como espaço

de fase e admitindo o semigrupo (Pt)t>0 ' de endomorfismos de arF), como

família de funções de transição

t or].o

m.

(3.5) 11=22a2.i:Íag : Se T 8 um tempo aleatório com respeito a (#t)t;0 '

ndo apenas um conjunto enumerãvel de valores e satisfazendo (3..3),Ch-

ás

s'umi

tao:

(i) g(XT) ; um elemento de #T' qualquer que seja g c C'(F);

(ii) E(f(XT+s)(NT) : E"T(f(xs)):(Psf)(XT) , qualquer que seja fcC'(F)

e s € R

Demonstra

i) Seja t um ins

g(XP) lfV

+

0

< t

ve! a].eat

eja {t0'tl'...} o conjunto imagem de T

tente qualquer ; então

. = E g(X. ) l
} t . : t ' ~''t j' { T : t .}

l ' l

MaB essa e a expressão de uma variável aleatoria associada a Ht' iá

que g(Xt:) é uma variável aleatória associada a #t;(pois(#t)t>0 é uma fa

tília de passados do processo), o mesmo acontecendo com lIT;t:}(em virtu-
de de (3.3)) , de sorte que o produto das duas funçê;es também é uma varia-

i;ria associada a X. ; a função soma, para tl<t, ê; uma variável

n S



aleatória associada a Ht(em virtude da monotonicidade üe (at)t>0)'

Além disso, g i; limitada(pois é uma função contt'nua sl;bre um compacto),

de sorte que a função g(XT) ê integrãvel

ii) Flotemos inicialmente que PSf sendo um elemento de arF),
a função(Psf)(XT) será, por(i.), um elemento de #T' fazendo, pois sentido a

afirmação (i- i)

Sejam,então,um instante qualquer s e um elemento limitado $ de #T;te-

mos que

E(f.(XT+s) 4') : E(f(XT+s)jE01ÍT

j=0 (f(XT+s) llT = tj} 4') jX0

= E E((Psf)(Xt]) ltT : tjJQ) : E(E o(Psf)(Xtj)ltT : tjl'b)
j :o ' ' ' ' ' '

: E((Psf) (XT)+)

+

(em
C

1{ T: t . }'>) :}t j

)E ((P f) (x tS
3

A demonstração esta assim encerrada. Na passagem assinalada com aste-

risco, usamos a propriedade de I'larkov e mais o fato de que se +e#t e seT sg.

tisfaz(3.3) , então 'blÍT : tll' #t J

(3.6)Proposição : Na mesma situação de(3.5), seja S um outro tempo alea-

ti;rio com respeito a (#t)t>0 ' assumindo apenas um conjunto enumerãvel de

valores, satisfazendo (3.3) e associado a #T' Então:

(3.7) E(f(xT+g) #T) :(psf)(xr)

9S39B:2.Elg:São : Inicialmente, notamos que (PSf)(XT) é um elemento as-

sociado a #T' jã que, por hipótese) S esta associado a #T' Faze então,sen-
tido a expressão (3.7)

A demonstração da igualdade ; feita como em(3.5)9sÓ que dessa vez de

compomos o espaço amostra]. em partes da forma {T = tj e S : sÍ}

29



(3.8) Corolário : Se(#t)t»0 8 contínua, então(3.7) vale para todos os

tempos aleatórios discretos S e T, associados ã família de passador, com

a condição de S estar associado a X,r

Pgpgnstraçãg : Basta aplicar (3.4)

A expressão (3.7) é a chamada Propriedade Forte de Markov. É a ela

que Dynkim se refere no texto citado no começo do parágrafo. Nosso anual

objetivo é estabelecer(3.7) em situações mais gerais. 0 corolário(3.8)
continuas

nos sugere a conveniência de trabalhar sempre com famílias de passados,já

que nesse caso a condição essencial(3.3) esta automàticamente satisfeita

para todos os tempos aleatórios. A questão i saber se isso não limitara

nosso campo de ação .

Seja(#t)t»0 uma família qualquer de passados, n8s j; encontramos

na proposição(3.4) a família modificada(J?ti)t,0' cuja definição, vamos
lembrar , era a seguinte

para todo t>0, #., =r l #t+ . . $

)

S

Essa nova família ;, nao ha duvida, cantilnua, e se pudessemos consi-

derar sempre os processos munidos dela, nossos problemas estariam resolvi

dos. A questão que se coloca, então, é saber se processos markovi.anos,com

respeito a(Xt)t,0' continuarão markovianos, com respeito a(#t+)t»0.

A proposição seguinte nos fornece uma condição sy+liciçp:çç para que

aconteçaIsso

(3.9) 119222.}.Êlg. : Seja (Xt)t»0 um processo de Markov com respeito ã fama.

lia de passados (#t)t>0 ' tendo como espaço de fase o espaço métrico coy.

pacto F e admitindo o semigrupo(Pt)t>0 de endomorfismos de CTF), como fa-

mília de operadores de transição. Uma condição suficiente para que(Xt)t>0

seja de Markov com respeito a(#t+)t>0 ; que
i) lim X. = X. q.c

s+ t

ii) lim P.f = P.f
s +t



Dêmonstraçao

ntém #tl qualquer que seja t, não hã duvida de que f(Xt)c#t

qualquer que seja f É: C(F). O que temos que mostrar é que

E(f(xt) J?s+) : EXS(f(Xt-s) : (Pt-sf)(Xs) sempre que s:t.

Seja Slss29S3'''''SnP''' uma sequência monótona decreseente de números
reais, convergindo para s e limitada superiormente por t. Pela propriedade
de Markov

l(í(xt) IXsn) : (Pt-snf)(Xsn)
As hipóteses'i) e ii) asseguram q

lim(Pt-s.. f)(Xs:) :(Pt-sf)(Xs)ll->oo n, ll

todopara9

ue

Por outro ].ado:

lim E(f(Xt)l#s.) : E(f(Xt)IXs+) q.c.( o calculo dêste limite estan.-»® n
feito na nota (1), no fim do parágrafo). Isso encerra a demonstração

Observações a respeito da proposição(3.9)

(19) Como (Pt). forma um semigrupo, a hipótese(ii
].in P. f = f
t+0 '

(29) Na hipótese (ii), supusemos convergência simples, ponto a ponto.Pois

bem, pode-se mostrar que, diante das outras condições i.apostas ao eE

paço e ao semigrupo, supor convergencia simp].es e equivalente a supor

convergência uniforme(demonstração no texto de Meyer,''Proees$os de

Markov'' , Cap. Xlll - 'í l)

Se F é um espaço metrico compactos diremos que um semigrupo(Pt)t>0

de operadores de transição, definidos sabre arF)(ver S2) ; de Feller

êle satisfaz a hip6tes(íi), ou a sua equivalente

(3.10) lin //Ptf ' f+/w = 0 , para todo fcC'(F)t +0 '

equivalente) ae

(39) O conjunto de hipi;teses da proposição(3.6) é, de certa forma, reduz.

dente. De fato, Doob mostrou, como uma aplicação da teoria dos uartingais,

que um processo de Markov, cuja família de operadores de transição satisfaz



(ii) (ou(3.10)), admite uma modificação tendo trajetorias continuas n

direita(isto é, satisfazendo(i))

Vamos, finalmente, estabelecer a propriedade forte de Markov, numa

situação mais geral

(3.11) teorema : Se (ãt)t»0 ; contilnua, se -i processo tem trajet3rias
contínuas ã direita e se o semigrupo de operadores de transição e de Fel-

ler, e.hão, para todo par S e T de tempos aleatElrios relativos a(#t)t,0'

nõs temos que

i) a aplicação XT ; uma variável aleatória associada a #T;
ii) se S EI uma variável aleatória associada a #T' a propriedade for-

te de Markav (3 .7) vale

Demonstração : Se S e T sao tempos aleatórios discretos Q teoretna se re

duz ãs proposiçê;es(3.$),(3.-5) e(3.$o) já demonstradas Vamos, então,

supor que S e T t;m imagens não enumerãveis

(i) Para cada inteiro positivo n, seja a aplicação

(3 . 1 2 ) Tn k=lk 2'n l{(k-1)2'n <T <k2'n

Assim definido, Tn e um tempo aleatório com respeito

efeito, se t 8 um instante qualquer

{Tn < tl= (.,..1{(k - 1)2'n 5. T < k 2'n}
l<k<t2
keN

e asse é um evento associado a Nt' jã que.T sendo um tempo aleaté;rio, o

conjunto {(k-1)2'n : T < k2'n} é um evento associado #k2-n' de sorte que

a reunião enumerãvel, para k < t 2n, pertencera a Xt' devido ã monotoni

cidade da família de passados

A se'uância (Tn)n i; monótona decrescente, convergindo para T em to'
dos os pontos; então, For(3.2),

n

Com

# TT
n

-32



1

e discreto, n 9
te da proposiçao (3 . 5) assegura que g (X^ 

que seja g que nos consideremos em (7(F).

Finalmente, como T qualquer que seja n, a primeira par 

) ê um elemento de H^ , qualquer
n n

'
lim g(XT ) = g(1im XT ) = g(XT)

n->oD

assegurada pela continuidade da g e a segunda, pela continuidade a direita

das trajetórias do processo; alem disso

US ê(XT ) = lim g(XT ) 
n

aleatória associada a 
! m
tamente, de uma sequencia de variãveis aleatórias associadas a H^ (aqui.mais

m
uqa vez,levo em consideração a monotonicidade,agora da familia(#T

Ora, , a primeira passagem estando
n->-oo n n

e uma variãvelque g(X ) 

pois que e limite, quase cer

, de sorte
n>m
,qualquer que seja m,

n

n

Na verdade, g(XT) e mesmo um elemento de H^ , qualquer que seja m,jã
m

por ser continua com domínio compacto .Então g(X^,) pertence 

, isto e, pertence a , o que encerra o

i *
jque g e limitada, 

á íntersecçao dos H^ item (i).
m

o tempo aleatorio S, definimos a sequencia (sn)n

Sejam agora, dois inteiros positivos m e n quaisquer, 

variãvel aleatória associada a H^ 

nos temos que:

ii) Dado

são analoga a (3.12).

0 tempo e uma 

instantes quaisquer set,

por uma expres-

. Com efeito, dados dois
n

<S<k2 “jPl { (j -1) 2 T < j2 n}) ,(S <s}n {T ({ (k -1) 2 _m
l<k< s2m 

1 j < 12 n 

j ,k eN

e essa e a expressão de um evento 

^tf-pípor hipótese), cada ura

associado a , jã que, S sendo associado 

dos conjuntos Íntersecçao esta associado a Hj2~n 

. -npara j 2 < t, esta associada a tf ^ .e* a reunião enumerãvel,

Nessas condiçoes, a proposiçao(3.6) garante que

f) (XT ) qualquer que f pertencente a C(F).>I*T ) * (PSE(f(XT + S sejanmnmn

1-33-



A questão, agora, ê pas

lado direito, não ha duvid a

lim(PS f)(XT) :(PS f)(XT) , pois, para cada ponto co do esp
n. -+oo 'li! D, tli

ço amostrar, a função PS (u)f é contínua, e XT.'k XTp quase certamente,PÊ.m ' ' a

la continuidade ã direita das trajeti;rias do processo.

Também : lim(PS f)(XT) :(PS f)(XT) , pois Smq' S, quase certamente e
81-+oo m.

a família de operadores de transição e, por hipotese) de Feller

Finalmente, i; verdade que

li.m E(f(XT + Sm) #rn) : E(f(xr + s.) IXr)

doQuanto termo]. i m i. t e aonao e

a

e que

time(f(xT+S) #T) :E(f(XT+S) iX'r)
IÜ,..}n ' - m.

Essas duas passagens ao limite são mais delicadas e serão justifi

>cadas na nota(2), no final do parágrafo. Mas isso era tudo que restava

para demons trai

Por todo o S , at; aqui, nos escrevemos simplesmente E, em vez

> porque era totalmente indiferente qual o particular ponto de par-

tida das trajetãrias. No corolário seguinte, continua sendo indiferente

esse ponto de partida, mas nos o mencionaremos, numa tentativa de tornar

mais claros os cálculos da demonstração.

(3.13) g.g.11glário(lei 0-1 de Blumenthal) : Seja (Xt)t>0 um processo de Mar

kov, com respeito a uma família(#t)tZO de passados, tendo trajeti;rias co2.
tÍnuas ã direi.ta e realizando um semigrupo de Fe].ler. Nessas condiçi;es,N0+

E trivial, isto ê, Px(A) = 0 ou 1, para todo evento A associado a #0+

Demonstração : Px(A) : = Ex(IA) = Ex(IA'IA) :

:Ex{(IA'0o)IA} + ExIEXo(IA).IA} +ü ExIEx(IA) IAl#++Ex(IA)ExÍIA}

:tPx (A)}

A passagem marcada por(Ü) é justa-filada pela propriedade forte de

Markov;(++) ; porque PxÍX. = xl=1;('':++) 8 a passagem, para fora da inte-

gral, da constante E"(IA)

2



B. O movimento browniano

O movimento bro\çniano tem como espaço de fase o R" que nos

compactificamos, pelo metido de Alexandroff, acrescentando mais um ponto

no infinito, seja w asse ponto. O compactificado de Rn será notado Rn. Co

iDO 8 habitua]., a(R::) indica a classe das funçi;es reais contínuas, cujo ag.

mÍnio g Rn. Podemos identificar C'(Rn) como a classe

C'.(Rn) = {f E C(Rn) : existe lin f(x) < " }
iX l-»W

assim se f pertence a a.(Rn) nÕs a identificaremos com o elemento f' de

C(Rn) tal que = f'(x) = f(x), para todo x E Rri

e f' (u) = lim f(x)
iXl->m

Se x =(x.,...,x.) é unelemento do Rn, nÓs escreveremos x , para indi-

car o ni;mero real positivo (x' + . . . + x2n)1/2

2S.=E..iZi.S.e.g. : Para todo t>0, seja nt : Rn -tR a função que a cada ponto x
atribui o valor

Essa família de funções tem as seguintes propriedades

i) Qualquer que seja t>0, a função nt é integrãvel e J'ant(x) dx

ii) Em consequência,quaisquer q'ue sejam f E C.(Rn), t>0 e x ç R",es

tã bem defina-da(e é finita) a integral .f f(y) n.(x-y)dy. Vamos indicar

por (!{.f) (x) essa ante gr al. "

iii) Considerada como função de x,(}{.f)(x) pertence a C.(Rn). De fa-

to, seja(xn)n uma sequ;ncia de pontos em Rn, tais que xn-xl-» 0(lxn -'")

quando n-'m. Estio, f(y) nt(Xn' y) -+ f(y)nt(x'y)(f(y)nt(x-y) - 0) e, comc

If(y)nt(xn - y) : f(y)l, qualquer que seja y, e Teorema da Convergência
Dominada garante que

(Ntf)(Xn) '' (Ntf)(x)((}ltf)(xn)'' 0), que é exatamente o que havia
mos afirmado.

n



Notemos que en ii) e iii) nao era necessário que f fôsse um elemento

dc C'.(R"). Bastava que f fa sse limitado e que houvesse sentido em se ante

grau f(y)nt(x-y); isto ;, bastava que f f;sse uma função de Baile,limita-
da. Então

(3.15) qualquer quc seja f, de paire e limita:ia, a função }ltf pertence a

C'.(Rn); mais precisamente, pertence a C.(Rn) { g c C.(Rn) : lim g(X) =0}
i x l -+oo

í.ii) Qualquer que seja t>0, a aplicaçl;o

Nt: fcC« (Rn) -»Ntf E: C'«(Rn)
é um endomorfismo de C' (R")m - '

Com efeito, a li.neari'=lade decorre, imediatamente, da definição de Nt

A continuidade também = imedi.ata, jã que (lqtf)(x) : l+rjl. , qualquer
que

iv) Nt(N.f) : N..p.f , qua]quar que seja fcC.(R':). Vamos fazer o cã].culo pâ
ra n= 1. Seja x um ponto qualquer de R"

{llt(Nsf)}(x) : .f(}Tsf)(y) nt(x-y)dy = .rf(z)J'nt (x-y)dy d z.

Fazemos agora as substituições: u = x-z e v = x-y e notamos caue a in

1:,-:'«-«'-;'«':" : '=,.h %.- "i:' - -=
; .- fã'n - .. }--t--t,''$ - . {$;''f\--' '«

dv

1 / 2s + t
1 / 2 / -{ ( )s + t

( ) e
2 $ t R

( z s t lí / 2 ...]!
s+t 2 t dv

l

S+t(U) { nl(-.i)d\i
R

\J : - {( s+t)1/2 v -( 2st: )1/2.....y:--l1/2
2 s t $+t 2 t

Então: lí(z)Jnnt(y'z) nS(x'y) dy dz = --1 f(x-u)

du ;l{(z)nt:+s(x' z)'!z ;(llt:+sf)(x) aue ; o 'iue queriamos
d emo n s Ê: r a r

';.,..h) , ....

(v) dv( -du)

(u)f (x-u) n t+s



'a'nos completar a família (::t:)[.0'definindo }'o como a aplicada.o identida

le sabre C( Rn)

n-lí.}lL:!:.ç.g.g : 0 processa de '3ri:ov realizando o serlig

lomorfisnos dc C(R' ),definido agirá, s

'Íovímento ]rowniano (nn ' ')

Vamos indicar por(Xt)[»0 ;ss3 proc-'ssri G

!erado por(Xs)Q<s<t será notado por Ã't

=. Exist;nela de uma versão com trajetÓrias cona-ínug} ].o t:lovir:ento browniano

At8 Q fim do ?ar;l!!r':fo,se não houver referência em contrario,

[Zl]( Rn , Ex) , (Xt)t»0} ser;i Q movimento browniano

K, munido da sua. família natural de passados(Nt)t>0

(3.17) Proposição :Sejam s e t .!:)is instantes e f u

:!vais:luar. Ent;Ío; .Extf(Xt+s' Xt) #tl: E0{f(Xs)}
Demon s t r ac ao : ( ,'. )

ExÍf(Xt+s' Xt) #t} : Extf(Xs - Xo)oQtlHt}

: Ext { f (X -X )}S r)

}!as , qu al que r qu e se j a y E R.''

Eytf(xs - y)} : : J f(z-y)ns(z-y)dz =

= J'f(u)ns(u)du : : E'Íf(xs)}, ': q\:e encerra a demonstração

Vamos justificar, breveraente, as passagens en(+), usamos a propric

:jade de í-!arkov; em ('''#), usamos o f.ato que FytXo = );1: 1 em(##+), simples

mente fizemos .' substituição u = z-y

derup o (}] n) t » n 't
chamaclc deC

,.r.}. nh; l H nílP cdesubesp?ço

+

origem nocom

(=n )Cdee ], e me n t oL

.nn

R

qc
) }Eytf (X 0S

q 7



(3.18) C(nolãrio : Sejam os instantes 0:t].!t2:-t33-t4 e as funções

tendentes a C.(R;'), 'quaisquer, anel;o

Xt)g(Xt ' Xt)}: EoÍf(<t -...)}Eotg(Xt -t)}' 3 ' 2 ' 1 ''á ' 3 ' 2'1

Detüonstração: Ex {f(Xt4 ' Xt3)g(Xt2 ' Xtl)}:
(3 . 1 7 )

x. ) }

g(X. -Xt)} : EoÍf(Xt -t)}ExÍg(Xt -Xt)}' 2 ' 1 ' 4 ' 3 '2 '1-

l
X

{ f (xE t
4

0
{ f (x ) }E t t4 3

0 0
{ f (x ) } EE tt

4 3

*';' "',

{ g(X. .. )}, como queríamos demonstrar

}lo proximo corolário, tomaremos n = 1(isto é, consideraremos

vimento bro\fniano tendo R , como espaço de fase)

l2

PR '» a

X

e

(3. 19 ) Co r o].á r i o : Sej a i

i (x)

i (m)

seguinte função

q ialquer que sej a x E E.

. R .
Então, o processo {Zl] ( ã' +

despe ito à fama li a

Ex) ,(i(Xt))t,0} ; um martingal com

Demonstração : A aplicação i(X.) ; conti'nua quase certamente,de sol

te que não há díivida de que i(Xt) pertence a Ht' qualquer que sej.a t

Por outro ].ado;

ExÍI(Xt+s)l#t} ': ExÍI(Xt) + i(Xt+s ' Xt)l#t}

Exli(Xt) #t} +ExÍI(Xt+s- Xt)IXt} :

i(xt) + Bati(xs)} qg i(Xt) + 'fx ns(x)dx : i(Xt),encerrando a demon!
traçao.

qc
Ex{ i (X )

t

Notemos que i(Xt) : Xt q.c. Assim, tôda versão de i(Xt) será também

uma versão de Xt
-38-



A existência d: u!.:a versão com trajetE;rias cen=ínuas será provada 'çÉ.

las para : moiimuentl bro\-7nianc uni-di.mensional. isso basta, jã que o

se geral, do m,)vinen'-'} c:- n dimcEs3es, pode scr reduzidc, qo case uniáii==n-

sionn.l, pela dcco=lposiç: : do r;movimento nas suas n componentes.

:iostraremos a e:tist;nci.a dc una v'ers,.o c.JntÍnua do movi.mento brownia-

-.) cm duos etapas : na prirleir?, usanlc o fat (!c qtleCi(Xt))t>0 8 un 'lartiE.

gal , nãs recorreremos ac teoreula(1.27), e nostraremos a exist;nela de um=

versão cola trajeto rias csntiln-.las ã direita

(3.20) proposição. : O processo(i(X.))..n 8 contz'nuo em probabilidade

2Ê22n:X.E.!aS.Z=. : (quere!:os: mostrar qua Ê{T Px{ li(Xt) - i(}:s) l:Õ1:0

:lu d I'luü r que sej a 6 :Q .

) )( j. ( x et>0[

p*{ l i- (}{.* ) i (Xs) ='5} (y) -iy

y l3.ó

Fazendo a substituição u (es Lamas supondo t=s ) a {iltima

ií\tegral adqui [c a s egu

/

.}."=
i nte f n Tma.

Como nl êl um: função integrãvel, essa ultima integral tende a zero

quando t-sl-» 0.

(3.2nz) Corolário ' Vamos ílefinir; para todo t, a função

i(X:+) : lim

Então: i(Xt) : i (Xt+)

S

(3.22) core'lãric : O processo(i(Xt+))t>0 é un supermartingal com respeito

fama.lia mod ificada(Nt+)t»O(3)

(3.23) !.:!ZEg.â.{.Ê.gg. : Seja {L'(RI ' , E") , (Xt)t,0} ) movimento browniano

unidimensi:nal, munido da $ua família natural de !)asse(1=)s(#t)t>0

R
7 + X

)
ESej a {L



Então, existe um processo (Xt)t>C 'lcfinido se'bre Z):Z(R +, Ex) e tal

= ~ .. ...-:.,.,:.{n. ...t.n:.nç ;l jjtQjt'n.
i)(jlt)t»0 t'" trajetcri-as conta

ii) Xt : x, qc , para tc'd:a t:0

B.9n92.!.!.:2S.Ê2. : O processo (i(Xt+))t:0 ; um supermartingal com respeito

i família contínua(#t+)t»0 ' Além disso,

i(Xt+) qg i (xt) , de sorte que

Exli(Xt+)} : Exli(Xt)}}

, ExÍI(xt)} :J'y nt(x-y)dy = x, qualquerK

a continuidade da aplicação tc:R+ -p EXÍI(Xt)}

ma (1 . 27)

Existe,então,uml versão com trajet5rias

(i(Xt+))t,0 ' Seja(X.)t:0 essa versão.

Mas, êsse processo(ít)t).0 é exatamente

que saia t=Q , o que garante

e a aplicabilidade do teore

contínuas ã direita de

o processo prometido , jã que

qc qc
Í gc i(X .) : 5-(Xt) :t [ + '

den\onstrada propost ça.oaEsta assim

xt

Daqui, por diante, sempre que mencionarmos o mc\cimento browniano, esta-

remos nos referindo ; sua versão possuindo trajetãrias contínuas ; direi

ta

O que ni;s mostraremos ate o fim dc parágrafo e que, na verdade, essa ver

sao tem,se pode ter, trajetorias continuas. Essa re\relação nos chegara a

partir da propriedade (3.26) que nãs apresentaremos logo abaixo.

Vamos definir uma distancia p , compatível com a topologia do es

paço com a tipologia do espaço compacto R.
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Sej am as funçoes

lx -y / (2 + x 1 + y 2) ,se

Então,p(x,y):= a(x,y) + l B(x) - 5(y) ,

centos a R

Assim definida, p e uma distancia sobre R

(3.24) p(x,y)S. x-yl , se x eypertencemaR

B (x) =
x /(2 + xi) , se

quaisquer

e y É: R
ou

(3 . 2 5 ) Proposição : Qualquer que seja c> 0,

lim --l--Px{ lx.-X. 1= É: }= 0
t +0

Demonstração : Notemos inicialmente que, qualquer que seja xcR

Px{ Xt-Xo = c:} :: PoÍIXtlZ e} IJ'l nt(x)dx

Fazemos a substituição u = --!-- . Tudo que temr
U

-Ç «:.«»:'-: !i: T ): : '«

Idas, isso decorre,i.mediatamente, da seguinte desigualdade(4)

du < --:-- e 2

mostrar,então,o$ a

2

e que

lim
t+0

stá,assim, terminada a demonstração

(3.26) ga=.zJ:.ãl.i2. : Qualquer que seja E 1 0,

lim --J:-- PxÍp(Xt'Xo)3- [ } ; 0

Demonstracgp: Pela observação(3.24), sabemos q

{p(Xt'Xo)« c } contém o evento{ Xt - Xo < c}
/}1



, PX{p(Xt>Xo)< e} >PX{|Xt- Xo|< e} e, 

px{p (Xt,Xo)> e} =

Logo portanto,

1 11 im 
t + 0 t

(1 - Px{p(Xt,XQ)< e}) <

|Xt- Xq |> e } =0 ,

1 im
fe + 0 t

1 - PX{|xt1. li111
tlO t

- Xo|< e>) =(1 1 im 
t + 0

que encerra a demonstração.

Vamos mostrar, de passagem, que (N ) e um semigrupo de Feller:t t>0

(3.27) Corolário i lira |f N f - f j| = 0 para todo f eC (R) .co
t + 0

• Tendo domínio compacto, a função f, mais que contínua, 

uniformemente contínua. Portanto, dado e > 0, existe 6 >_ 0 tal que :

Demonstração

| f (x) - f (y) I < e , sempre que p (x,y)<_ 6 .

Por outro lado, o corolário (3.26) garante a existência de um instan 

e tQ, tal que:

PX{p(Xt)> 6} < £ , sempre que tQ>t>0
ii m.

Então, se t >t>0 :c

|(N^f)(x) - f (x) i : = | / { f (y) - f (x) }n (x-y) dy | <_
L R

<_ / | f (x) - f (y) | n (x-y) dy + f |f(x) - f (y) | n (x-y )dy <_
p (x ,y ) <_ 6 p (x ,y) >6

j| f || PX{p (X )> 6} < 3 e ? como queríamos demonstrar.< e + 2
co

nos poderíamos ter 

Para o movimento browniano, vale mesmo o seguinte resultado:

mostrado, a partir de (3.26), que,Na verdade ,

1 !!v " f,L = 0 .1 im 
t + 0 t

: 0 movimento browniano tem a propriedade forte de llarkov.(3.. 2 8) Teorema*

; O teorema já está prâticamente demonstrado:(3.23) a£ 

5egura a continuidade á direita das trajetórias do movimento browniano; 

(3.27) garante que seu semigrupo de operadores de transiçao e

Hicamos, agora, 

v42-

Demons traçao

de Feller.A-

o teorema (3.11) e encerramos o assunto



Chegou o momento do golpe de misericórdia na questão da continuidade

do no virem to br ovni ano .

(3.29) Teorema : Seja(X.).,n un processo de }tarkc'v, con trajetõrias conta
nuas à direita e com limite ã esquerda, realizando um semigrupo(Pt)t>0 de

endomorfisnos de C'(F), sendo F un espaço compacto. Seja d uma dist;i cia coB

patível com a tipologia de F. Para todo xeF ec>0, seja Ba(x,c):ÍycFjd(x,y)5.e}

Se lim sup l {l -(PtIBd/:: :x)(x) }:0 , então as trajetÕrias do processo
Ç+0 xcF t ' ' \"' '

sao quase cer Lamente contínua

Demonstraçl;o ; Tendo trajeti;ri?s contínuas ã direita e com limite ã

esquerda,si; resta ao processo a possibilidade de ser descontínuo aos saltos.

Trata-se, então, de mostrar que o conjunto das trajeti;rias que saltam,é de2

pr ezivel-

Chamemos de A o conjunto dos pontos amostrais cujas trajetõrias sal

tam; A :i$1;/N An ' sendo Au o conjunto dos pontos amostrais, cujas t:ràjetóri-
as saltam ao menos uma vez, durante o intervalo de tempo LO,n]

Invocando outra vez a continuidade a direita e a existência de limi-

te ã esquerda das trajet8rias do processo, escrevemos

»- : g: g n 2: ' ''b., L:..': '- *

$

Ora

Z

'*' a ''' ::::., L:,;.': +-- ' : ::, '*'-':,. , L.:.': '-, :
! suP Z.{l'(h IBd(x, --J'))(':) } -- 0 , quando Z-'"

Portanto, Px(An) : 0 Px(A) S. EnPx(An) = 0 , como queríamos demonstrar

(3.30) Corolário : A versão com trajetÉ;rias contínuas ã direita, do movime2.

to browniano, na verdade, tem quase certamente, trajeté;rias contínuas

Demonstração : Não há o que demonstrar; basta reconhecer em(3.26) .a

condição suficiente do teorema acima. De fato, por definição, se (Xt)t;:.0 êl

o movimen to browniano , ent ão



p"t'b(Xt+s'Xt)S '} : (NslF.P(x:c:))(x). / condição de uni'forno?.ade do lira

te esta satisfeita, jã .;u3(llSIBp(-x,c))(x) :(Ns13p(0,C))(n), ''iualnlu=r
sej a xcR

}!ocas e re ferÊncias

(1) time(f(Xt) Xs) :E(f(Xt) Xs+) q.cn."+«' ' 'n

Para fazer justiça ã citação de liunt,ni;s obteremos o resultado aci

na, como consequencia de um dos teoremas básicos da teoria dos martingais

(refez;ncia: i.leyer,''Probabilit8s et potentiel:' - lr - T21)

Teorema :Seja(Yn)nc-N um supermartingal com respeito ã família de

passados (Gn)n.-N ; designemos por G..:fP) Gnnc-N

Suponhamos que valh.a a condição sup E(Y.)<

As seguintes propriedades sao, então, verdadeiras

a) as variáveis aleatórias Y. são uniformemente integráv

b) existe uma val'lavei aleati;ria Y..integtável, pertencente a G.., para a
qual convergem, quase certamente e na norma de Ziz. as variar.eis Y . auand
n. -+

c) o processo {Yn)ncÍ- «} U (-il) e um supermartingal com respeito ã famí-

lia (Gn)n:Í- «}U (-N)

+
n

0n

n

G : #
'n s

n

Apliq4$gg : Definimos Y.n : E(f(Xt) #. )

O processo(Y.n)-n ' assim definido, é um nartinÉal com respeito a

(G.n)-n' De fato, qualquer que seja n , Y.n pertence a G.n' pela definição
de esperança condicional. Além disso, dados dois inteiros quaisquer m c n

tais que -m<-n ,

E(Y.n) G.m)

= E(f(Xt) es )

9

+

E (E

q C
in

in

\"t/ l"s / I''s /n Tn

44



o um martingal, E(Y.n) : E(Y.l) qual-qu

E(Y.n) = E(E(f(Xt) Xs)) ; E(f(Xt))
e s 1: e tanga c ond ic tonal

Nessas condíçoes a teofeh.l q\ie acabamos de entJnciat, Éfãiiáhte á edis

têncía de uma variável aleatória Y.., pertencente a ê-n =f] Xs é #ê+i pa'

Send er

de0 Çao9

n

qu= sej a nE)J, de fato

qt+vn .rnn nn ] A ]nc=.=

-[uux x-x..'i&vçlÕ. U] j q'tiaõe Ce..[t..ti']]]e:1],te e 10T'te:tn.e.nt'e 9

Resta mostrar que Y.. = !(f(Xt)l as+) q.c

Seja @ un elemento limitado, qualquer de Xs+; a converg;ncia forte
de (Y.n).n a Y.. garante que

E (Y.. ó) = lim E (Y..$)
- n. -+ --oo

Por outro lado, pela definição de esperança condicional

E(Y.:: $) = E{E(f(Xt) ÍNs.)$} : EÍf(Xt)'>1:

E{E(f(Xt) J?s+)q'} qualquer que seja n

0u seja, E(Y.. $) = E{E(f(Xt) #s+)q,}, qualquer que seja $ limitada
per tendente a #

s'+

Tomamos, então, d)i= lÍY.. « Z(ÍTXtll/Í.+).}e 02: ltY.. >E(f(Xr)

para a

amos que , forçosamente , $1 =C)

Y.. = E(f(xt) l#.+) q .c

ó 2:') q . c . , d ond e

(2) i) lim E(f(XT .PSm) IXT.) ; E(f(Xr+.sml#r))

Vamos obter i) como consequência de un resultado mais geral; êsse é o
bom caminho

lTo que segue estaremos sempre lidando com um espaço d2 probabilidades
LIZTS,E); #, 4)n'V'' À ser;o elementos de sse espaço e G,G. serão subespaços de
?rob abí].idade

1) Proposição : IE(}IG) = E(l0IG), quaisquer que sejam Ü e G.
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1
Teorema da Convergência Monotona para esperanças condicionais■r

Seja (ò ) uma sequencia monotona. n n
%ia (J) e tal que o conjunto

s n e Njseja limitado.

convergindo quase certamente pa-

Nessas condiçoes, qualquer que seja

G
EOjG) ->E (<+, | G) q o c .

3emons tr açao

Por hipótese, a sequencia (6^) e monotona; vamos supo-la crescente.

Então, se m < n

/|e (4>n IG) - E(íjG) jj1 = E { |E(<>n-<!,jG) I } <

< E{ E ( | I |G) } : = E{ } + 0

Isso mostra que (E(q |G)) en n
Como G e fechado (e L^

'd qual a sequencia de esperanças converge fcrtemente.

.equenci a de esperanças garante que 

: tanente .

sequencia de Cauchy de elementosuma

e completo), existe um elemento \Jj de Gs parade G.

A nonotonicidade da

a convergência se dã,-tambemfquase cer

Mas isso e uma de corTudo o que resta a mostrar e que ifj =E (| G) q . c .
i
rencia da igualdade

E(\p X) = E(E(4> |G)X) , para todo X limitado, pertencente a G.

sequencia monotona crescente>convergindo qua~ 

e uma sequencia monotona decrescente, tal

) Teorema 1 Se (^n)r

?• I e certamente para c>) e se (G^)^
!

. í iue,

e uma>

g = n cn
n

E (£ | G )vn 1 n

, então

-*■ E (<> | G) q . c .

J ^èmonstr açao1

seguintes desigualdadesC^nsi lerames as
(*)

G ) <E (ó IG ) = lim sud E ($vvn n m-*00 n>m n

E(«|G ) =

1 im nn ( **)j (*)
i < lim sup 

m->» n>m
E (<!> | G) .E(«|Gn) = 1 im

n
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/\ ;lssaE.!n assinalam caiu (#) c justific''il :c:l-, !'L' ': 'lu=

u=r:ci:('n)n 1; n.'n:t)na crEscE:nt=, noi::-t':nici'la:e cs- : ;:i. - ::r-s.:rv

;'ela csi'er.lnçc' c-ndicÍc;nal. 3 n:t:a(1) jiustific,] p :::ss' -!]('t")

'LnaloÍ:nlnúrtte: n':st:ra 'se (lu:

.!.i.U =('.lcJ.) :, IÍ« E(ê.ÍC.:)

l lo teorema b)

E(:t.:l G) tE(l; G). Juntamos a:('.ril as {-las :!csi';u:1l'!alas e ebt:cm

l S

e s

e S R ;''

qu al:iu c r ::i e

i=r:rol.n-i' :0 'teor,ima ccntinu.l v31.i.!'~ se : hil:' tese ia m"n'-t::,nticidelü

for substit:uÍ] ! :~e La sc: uln e lírotese

exisL= uin elcment:i ). f:= L' , t.al (iu.;, .u=1'.ruir

l .Si!!!!.l!.:.!.Lg.$.:g. : l)efinimos uml Rr,v3 se':u3ncia

.:-l : su- Í*
m'>il

r .e c a. imo $ na t .ec r

n

s c J l ( l ( /.
n ' -

J) O resiuit.2d:] i) s'!i afora com-- consc'j'i;ncil !iE cta :!n c.«r:.l:r{.,. .cicl-

:'tsCI f,:lzcrn'.s as sofãuíntes i:!cnt:ificaç3es

f(}:T -} S ) ; '\ : f(XT+= )

alSr} ' i s s~- luen:s t aria(,i- $ ü
1. 1i., , 'i u ' lci u c r '; u L

s eJ

i) lim E(f(XT.FS ) i-'!',r)n.'>w nl E(f (xr+.s) '; T)

O resu l '!Jo Jec

fcOremâ ]a CC,nV C

Ç

.~l're lo sc:;vinte t:.-el en:

!!g}.=..}!.Si.Bj.nal= 11:ar a c: s:, ei'anç - s c nH ' ic ! ., í}

umn. selucncil .:!u :.:l.:ncr,t.)s lc un cs:'!~ :.'! r: b.bi

Z/ , C'niV(:Ft'].:i:', ;tl:i$ CCTEanenl lzt 3

Se -:xistir uin el.:=icntc :i. {.i.c í 7, t.,t] illc,

: 'J' -l.c.; qual iucr n.uc sej.a n, cn ;:. E(',.iG) -c(;'lC) .c

=er ';uc scj3 :~ sabes?aç' de ;Irei)nbilí i.:!.!ü:s iuc c-.lasi ..: {:: T e ]"l (.) S



Bi:.!!!:111.!.1=.!3.Sí!: ! Bi':st: ': :'. :!].ilil ". s :lr!.' :'i'.-/-;

.>rl : $!!: 1;::.l ' :;l c :ii'= \r$!"s :": [eoreli:!:' :-.-l c.' =.v a:'F e n c.:i
n>n

[' na l:cn.I'a es:,:r:nç3s ccnlicí:n.is

3) [!c corola:is(3.22), n;s ut:i].iz.!íl.'s o sc=uinte t=e.-~ran,. b.isic:. ,!ã t:ení:i.

]os =i.nrt:int;;:!is (ver }!eyer:'Pr('bat: ilit: s e:P-tens:iel;: :,rl - T4)

Teorenl= : Seja(X.).;0 um suíernart:in''l, cl'" res:-eito X família l:i;: $

a) Vagem as seguintes desi:;ua];]..des

Xt: : E (Xt.F :Yt) ''c

(>:t+)t:>0 e um s':l'crn=rt:in;:.al ccn r.-sÍ,üii:~ : famillia :.:

l ver Fe].ler, ''/'.n Tntr':,.iucti'-n t:c ?r)!'-1l)ilit:y Tt!.=(ry t]'' ] s li;Flíca i.íis

ol 1 , P a ii . 1 6 6

C {..' T\ C l .;!

)as s .a:lo s ( -V
C >

) c f'ro ce s s c

):(! c s ( /7 t>0+


