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Definiggc : Um elemento de RY §er5 chamado de funcgao de Baire, relati-

o~

vamente a §; se ele for o limite, ponto a ponto, de uma sequéncia d=
elementos de S .
E imediato que o conjunto das funcoes de Baire & também um reti-

culado vetorial.

[ORY

Se A unml subconjuntc de Q , usaremos a notagao IA’ para indicar

a fungao indicadora dec A, isto &, a fungao assumindo o valor 1, nos pen
tos de A, e o valor 0 ncs pontos do complementar de A.

. c
Indicaremos ¢ complementar de A, por A,

Definig¢ao : Se A & um subconjunto de Q , tal que IA ¢ uma fungao de Bai

re, entao A sera chamado conjunto de Baire,

Usaremos a notagio Ba (S ) , para indicar a classe de todos oS

conjuntos de Baire.

Se @ & um espago topoldgico, enthac o reticulado vetorial emprega
o sera geralmente C ( 9 ) , o conjunto das fungoes de @ em R. Nesse ca
§J, escreveremos tambem Ba ( )s cu simplesmente Ba, se nao houver pe-
rigo de confusac.

(1.4) Proposicao : Ba ( S ) & estavel sob operagoes de reuniao e inter

secgao enumeraveis. Se IQ ¢ uma fungac de Baire, entao Ba ( S) & unm
0 - algebra.
As afirmagoes sac de verificagao imediata, se nos lembramos de que

1 = sup 1 = lim sup I
UnAn An n 1<i< n Ai

€ IAC = 1 - IA = IQ - IA'
Se f ¢ uma fung3o de  em R e se B & um subconjunto de R, usa-
remos a notagac {fe B } , para indicar o subconjunto f‘l ( B ) de Q .
Em geral, escrevemos :
{ f<r }, para indicar o conjunto { w € @ | f( w )< r }
{ f<g}, para indicar o conjunto { w € & If Cwd< gCuw)} ,

etc,






Entao, O que o corolario(l.6) esta dizendo e que as fungoes de Baire sao
pensuraveis - B a
 ais precisamente, Ba ¢ a menor ¢g-algebra tornando todas as fungoes

io reticulado original S , memsuraveis.

-

(1.7) Proposigac : Se @ & um espago topolGgico, entao

Ba(C(Q)) esta contido eu B(R)

Demonstracao: Seja B um subconjunto aherto, qualquer de R. Se f ¢

uma fungao continua de § em R, entao { f ¢ B } &, por definigao, um sub-
Fconjunto aberto de @ e, portanto, pertencente a B( Q ).

Ora, por definigao, os abertos geram B(R), donde a pertinéncia de
"{f ¢ B} a B ( Q) permanece verdadeira,se B & um boreliano qualquer dc

R

. (2)°
Mas, entao, toda fungac continua de O em R, & mensuravel- B ( Q ).Como
4 - - - .
‘B (C(8)) . -. e a menor ¢ -algebra tormando mensuraveis todos os elemen -
a

1

*os do peticulado ¢ ( 2 ), segue que Ba(c(ﬁ)) esta contido em B(Q).

(1.8) Proposigao: Se Q ¢ um espago metrico, entao ; 'Ba{C(Q}) =B ( 2 )

Denonstracao : Seja A um subconjunto abertoc de Q . Para todo natural ny,de

finimos A =Lj B( w —l—) > sendo B( w , 3 a bola aberta de centro
n wel n n
. 1
W e raio —— .
n

Pelo lema de Urysohn (3)existe uma fungao real continua ¢n , definida so

. c
Sre € ;, assumindo valor 1 em A ¢ valor 0 em An.

Ora, I, = 1im ¢ , donde I, & uma fungao de Raire.
A n A
n->owo
Em outras palavras, Ba.(C(Q))i ., contém todos os subconjuntos aber-
tos de Q e, pcrtant@,Ba(Cfﬂ)f‘contém B(Q)) = ', ja que B ( © ), por defi-

figac, e a menor o-algebra contendo todos os abertos de Q .

n
<

. Integral de Daniell

Outra vez, sejam Q um conjuntc qualquer e S um reticulado vetorial

le fungGes numéricas definidas sobre Q .

-~y -

|-



°

Seja,agora, uma aplicagao u :S§ > R, satisfazendo as condigoes :

(1.9) ¥ é linear
,(1.10). 1 & positiva,istc &, se f & u’ elemento positivo de § , entao

W (£) > C.

’! - . - ~
Daqui por diante, nos usaremos indiferentemente as notagoes M(f)

»

e %ﬂf( w ) ( dw ) para indicar a imagem de f,pela aplicagao u, sendo

f um elemento de § .

' DEFINIQKO : Um subconjunto A, de Q , sera dito desprezivel, se existir

uma sequencia (fn)n, monotona, de elementos de S s tendendc para « nos

-pcntos de A e tal que a sequéncia ( p (fn))n , limitada.

Diremos que uma propriedade relativa a Q vale'quase certamente”,

_~ - - -«
se ela for verdadeira exceto para um subconjunto desprezivel de pontos

’ . . c .
de 2 . Assim, por exemplo, escreveremos que %&g £ 9& f, se o conjunto
n

“

-~ - . - .
{ fn » f }for desprezivel ("qc" sera usado como abreviatura de "quase

certamente).

W

A partit da aplicagao ¥ » € possivel definirmos uma semi-norma
1, sobre § , da seguinte maneira:

se f & um elemento de & s £ = (f )
) E facil verificar queﬁ;nl e, efetivamente, uma semi-normas

; Seja, agora, uma sequéncia (fn)n, de elementos de § . Diremos que(fn)an

e de Cauchy, se
lim ||fn - me1 = 0
nm,n -w
Munidos dessas definigoes, & possivel caracterizarmos dcis subcon-

juntos fundamentais de R?

DEFINICAO : Um elemento f de g ; pertencera a Ll( S ,u), se existir
uma sequencia (f ) , de Cauchy, de elementos de S, convergindo quase que
. n n

Sertamente para f.

Q - , . -
Um elemento f de R" ,pertencera a L ( S ;) Se existir uma sequencia
(fh)n, qualquer, de elementos de § , convergindo quase certamente para f.

- 5 -



Chamaremos as fungdes e LZ(S,ﬁ) de integraveis-u; as de L(S,u)

serao chamadas de mensuraveis-y.

A

. 4 questao fundamental, em Teoria da Integragao, & a extensao da in

“tegral p,de S a ! Essa questac & respondida completamente pelo seguinte

teorema fundamental:

(1.11) Teorema de Daniell : Se u 2 uma aplicagac linear e positiva,sobre

,uid reticulado vetorial S e, se além disso:
|

(1.12) w(f_ ) » 0, sempre que (fn)n f3r uma sequéncia decrescente de ele -

-mentos Jde §; convergindo quase certamente pafa 0;

~ . . ~ 1
entao : i) y admite uma extensao a L

5
.. 1 ~ - - ~ L
. 11) em L~ estao todas as fungoes que sao limites quase certamente

-, 1
de sequencias de Cauchy de elementos de [ .(Em outras palavras, o proces-

~ 1
so de extensao que levou a L” ,encerra-se nele (4)).,

Definigzo : Um par (S,u) formado por um reticulado vetorial, mais uma apli

134

cagao linear positiva, satisfazendo (1.12), sera por nos chamado de Siste-

ma de Daniell.

Em particular se (S,u) £O0r um Sistema de Daniell satisfazendosain

da as condigoes:
(1.13) S contem as constantes
(1.14) y (IQ y =1,

n0s o chamaremos de "esbdco de espago de probabilidades". Nesse caso, nos

usaremos a letra E, para indicar a integral.

Nesse ultimo caso, chamaremos LJ( S,E) de espago de probabilidades,

chamaremos os elementos de L( S,E) de variaveis aleatéorias, e a integral

de um elemento f, de

<

L7, sera chamada a "esperanga da variavel aleatoria

£, Finalmente, o conjunto @, dominio das variaveis aleatorias, sera cha

dade de "espaco amostrall

Vamos agora,estabelecer ligacao entre a classe das fun oes de Baire
s O

€ a classe das fungoes integraveis e mensuraveis-u.

As seguintes afirmagces sao de verificagao imediata.,

.

(1.15) T3da fung¢ao mensuravel -y 3 igual,quase certamente, a uma fungac 2

e



K

Defimigao : 4 = { 4 ¢ 0] Iy & mensuravel-u }
&

-

Zefinigro: Seja F una o-algzebra e partes Je Q. H5s ‘irem~s que F e

pRY

1 1

I todos os subconjuntos de g , des-

@]

ipleta, com respeits ay , se c

@]
o}
t

- . . - ~ - - . o -
pfezlvels com respeito ay . Se n3do ¢ completa, nis indicaremos por FP g

o- algebra obtida,"ccmpletando=-ge ¥ F,istc ¢, a menor o-algebra contendo F

(1.17) 4, 3 completasd 3 B_(S) A, = B Ik

-

(1.18) Tola fungac mensuravel -y & mensurévslnéu ¢ reciprocamente.

Chamaremos os elementos de Au de conjunto mensuraveiS“u. No caso de um
2spago de probabilidades, Sles serao chamados simplesmente de eventos. ho-

L0 que o espagc Q2 e necessariamente un evento, em virtude de (1.13): & o

evento certo.

@3]
6

f & uma fungEo mensurﬁvel—u,posi.tiva3 mas nao integrével, nos Jire-
WSSy pox convengio, que o valer de yoen f ¢ + w. Com essa conven§509 ¢ -
cossivel, a partir <a iategral, definirmos uma "medida™ soObre os e lementos
<& Ay 1z seguinte maneira:

AeAu jer> IQIA(m)u (dw)

Como e habitual, nos indicarcmos a integral ¢ a medida derivada dela,
pela mesma letrag escreverewos, portanto, u(d) = ;I,(w) u (dw). No casc i
L
um espago de probabililades, poreém, POY razoes histaricas,a nedida associa

-2 a integral sera chamada de probabilidade ¢ indicada pela letra 7.

L. EZsperanca Condicional

3 4
vefinicao : Um subcenjunto H de um espaco de probabilidades L*(S5,E) se

rz chamado de subes ago de probabilidade se ale for un sub-reticulado ve -

[ind
o

O
&)

. 1 . .
rial de L7 ,;com~leto con respeit saml-normag\ W s contende as comstan

. - ) - ~ 1
Je & ¢ uma og-algebra contida emn AE’ nos ussremos a notagac LT (2,G,P)

. . . 1 ~ - .
£27a 1ndicar o conjunto dos elementos de 7 (S,E) gue sao memsuraveis-G.E

o

. 1 - \ .. 1.,
Tacil over que LT(Q,G,P) & um subespagy de prohahbilidade de [ (S,E).

7 -



te que LU(Q, 4,,P ) = LY(5,E )

L £ 3\ - ky : I I . B . i -Z ad q : i
gu(r:,je g ¢ uma familia de elementces 4de [ (S5,E ), indicamocs com
]
v (f,). e J P menor eeticulad:s vetorial contende as fungoes fj e 3s cons
373 =

tantes. E claro, entao, gue (r(fj)j e J° E) ¢ um esbogc de espago da uro-

o
I
ot
l-d
e
[
[n¥
[
T
]
w

€ C espago construids a partir dZle & un subespage Je wvrohs -

X

bililade de LJ(SS E).
doto que Dl(e(e) ., 2) = 1l(0, Ba(r(s.). ) :
i’3 : 738507

Un subespago de probabililade & unm 2spago de prebabilidade. Possui en-

fac, suas proprias fungoes mensurave is.Hos as chamaremos de variaveis zisx-

2torias associadas ao subespago, para identifica-las no meio de taodas as

variaveis aleatorias do espago maior de probabilidades considerado.Assin,

sor exemplo;, se G e uma sub o-3lgebra de Aps as variaveis aleatorias asso

. 1 . , ~ ~ -
cizdas ao subespaco L (27G,7) sao os elementos de L(S,E)quesao mensurav.-

.
i8-G,

Um evento e dito associado a um subespago de probabilidades, se a sua fusn

¢no indicadora for associada ao subespacgo.

_— - o ~ ~ - 1 - - . - . 4
pe-1n1620: Se f e um elemento de ¥ ¢ B 5 um sub~-zspago de probabilidrdc

2¢ L7, nos chamaremos de cspercanca condicional de¢ f, dado H, 2 qualqucr

1

clemento de g de H tal quo

(1.19) B(hf) = E(hg), para tdda variivael aleatoria limitada h, asssciadls

o

a H.

As diversas versoes da esperanca condicional de f, dado H sao iguais

-~

uma decorrenc

[T

fod o

tuase certamente(isso a da definigao). Qualquer das wver-

oe¢s sera indicada poxr E(Lf/H ).

Ui

o

1 . - . -
Sz H =L"( 9,G,P), sendo G uma sus o-algebra dc A, nos €screveremos,

simplesmente, E(£/G).

- 1 - . B i,
S5¢ H= L7 (r(f.). s E), sendo (f.). uma familia d= eleneutos de L7 (4
2
172ed 3173ed
£}, n0s escrevarsenos simpleamente u,(f/(fj)j . J)’



(i.20) Teorema . Dados f ¢ K, existe L(f|H).

2
- o~ < . ) |- . ~
genonstracao: Se f eL”(S,E) , tomamos E(f£iH) igual, quase certamente, a

oA

.~ 2 _ .. .
. pT03eG¢a0 ortogonal de f no subespaco fechade LY A [ (azistoncia da proje-

0 ortogonal estandc zsse

2]
for
e
e
(9
]

ev
[15]
—

0 Teorema da Projegao Ortogonal en es

.

Wy
(9]
n
13
[as]
o
[
—
o

ert(:)).

A0ED qus se h e um elemonta linitado de H,entao h & un elemento, na ver-

&N

; 2 ~ 2 .
tade; de H Q LS de sorte que a projecao ortegonal de f em H N L satisfaz

[}
G

. completamente a condigas (1.19).

. .. 1 ) -
w3, agora, f um elemento 081tive qualguer de L- . Para todo numers na-
J 3 ? 1

tural n, definimos fr1 = inf(f,n). Assim, def
£

[N

[N

nido, fq e um ¢lemento de
L, estando assegurado a cxistéencia de £(f |E).
¢!

MUSSA intengan @ mostrar que a2 secquencia (8(f [H)) converge quase cer
n' n

‘taménte; seu limite sendo, precisamcnte, E(f]ﬁ). =

Ora, pela forma como definimog o

& esperanga condicioanal, mais o fato

€
¢}
e

pte

ser positivo, faz com qus 2 monotonocidade crescente de (fvl)py acarrete

de (E(E(fﬂlﬁ)))no

- def

“1Zn disso, Z(E(E_[4)) "= (E)) < E(f)

-t

]

W

[P
v

(E(E(fnlﬁ)))n € uma sequéneia monotona, crescente, limitada de nu

iie

Teros reais, logo, do Cauchy, fntao, suponio n > n:

I

¢§ 2l |H) - E(fm]H)I}1 ;= E{}E(fnjﬁ) - B(f_ju)| =
= B(E(f_|[4) - E(fm}H)) = E(E(f_|#)) - E(E(f_|7)) =

= fE(E(fmiH)) - E(E(fﬁl H))| »0, quande nc e m tendem a infinito,

.l . -~ . . -1

scnlo, como acabamos de ver, unma seéquencia de Cauchy <e elementos do L°

(E(quH))n ccntém uma subsequancia converginie quase certamente (6).

Spnlo mondton- s (E(f }H))n s0 pode admitir uma subsequencin
n

fonverginds quase certamente, se ela Propria convergir quase certamente.

‘¢ja enmtac, g o limite zuase corto de (E(fnjH))q

e 1 1 re s .
‘¢la segunda parte do Tosrema do Daniell

“ira testar(l1.19), tomamos em elenento h, Jualquer, linitads de H.



relc Teorema da Convergencia tHenotona(é), nss temcs que:

1

“(hg) = E( h lin E(fr_jH)) = 1i=m E(h E(f |H))

o Ao 0
Mas, pela definigac ‘e esperangsz condicional:
L(h E(f_|H)) = E(n £ ).
n n
Jimalmente, ¢ Teorcma da Convcrg@ncia Deominada{5), assegura

lim E<(h £ ) = E(h lin £ ) = E(af)
n n

n->w n->ow

incadeandc-se todas as igualdades, cbtemos realizada a condigac (1.19) :

£(hz) = E(hf), sendo 1 um elemento Jualguer, limitado, de H.

5
- . 1 -
G casc en gue f e um elemento, de sinal gualguer, de L~ ¢ reduzido ao an-

s\

¢

tirior, pela decomposigac hebitual de £ nas cucs partes positiva ¢ negs ~
civa.

5. ¥rocessos Estocasticos.

a) Definicac ¢ Um procoesso estocastico 2 um cbjeto formado por:
. . ) e s 1 .
i) um espogo de prebabilidades L7 (5,%)
. -~ . € - 3
j)i e 3 «d fungoues, com domilnis em §; espago amostral

io espago de probabilidades, assumindo valores num cspage topologics 7y cx

~e una delas sents wensuraveis-— AE .

I

scempre tenaremss JC LOD 4+ e )

G oespago topologico F sera chamade de espago de fase do processo.

-

Chamaremos Je trajetoria ass ociada ao ponte w Ju espago amostral, a fun

3

gaos

Os pontos de J serac chanados de instantes ‘e tempe, « para cada w, < PO~

[Eas

-

[ d
<
]
~
£
~
fm
(1)
5]
&}
[
a1
[N
(e}
0
2
0
{0a
Q
("
[0}
o
n
*t
[&]
(ol
O
o]
[
o]
0
L
%3]
w
I-
]
(@]
b e
jo}
w
t
a5
o]
(ng
Lt

rescondendo a w.

Ry i . o o
Frequentemente, nosldentl 1CarendSom o trajetoria guc lhe

1

tomande, portanto, O <spagoe amostral Q2 stbeconjunto de F

casu,; © @ um espago topologico(munilo da tovologia produto), nos tomaren

cony reticulado basico do e

o

¥

(&)

go le probzabilidade a classe O(Q) e defirni-

~

comc sends a proujega. na j-esina ccordeznadn le & .



Assim Jefinida, Kj sera un elemente de C(Q,F), sendo portanto, men-

suravel-i

B

Finalmente, s2 f ¢ um elcmento de C(F), a composta f(Xj) sera un ele
monio do reticulsdo basico C(Q), havendo,; portanto, sentido em considerar-
mOoS 4 sua csperanga E(f(ij)}.

Jm processc dessc tipo sera chamado de’canonico”. Mo §7, nos ¢ncontrarctios

it processo desse tipo.
“os csforgaremos, doravante, em notar as aplicagoes de Qem R com as latras

gregas ¢, ¥ , etc.; as aplicagoes de L em F com as letras latinas maiuscu-

las X,Y,Z,e¢tc e as aplicagoes de F em R, com as letras minusculas latinass

e

shyaan

v
(6]

. 1 P .
Seja (L7 (S,E); (X.). ;) um processo. Uma familia crescente (H.). .) de sub-
173ed 173€ed
1
. U L - s
tspagos de probabilidade de L™ ,scra chamada de familiz de passzdos do prao=
ci:880; se, para toda fungac f, de F em R, sendo monsuravel =B(F), < para
todo instante j, a funcao composta f(Xj) for uma variavel alcatoria assoc
2da a H

PR . .

&} Definigao : Uma aplicag

31

o T Q> J ; sendo @ o espag¢o amostral o

P

um ospago de probabilidades, sera chamada tcmpo aleatorio, com respeitc =

i
e

f‘,mllia(ﬁ?.). se, payra todo instante j
J ]
31 ¢

(1.21) o conjunto {T<j}, for um evento associado no passado Hj,

. .1 = R
cxemplo. Seja (L (SjE)E(Xt)r>O) um processc e¢stocastico, tendo T como e¢s~

pongo de fase; seja (H.) uma familia de passados do processo.

t’t>0

Y

w
{
>
©

um aberto de F, entzao a aplicacao

Pyi e 2 > inf{s>2 i X_(u)eA)}

M\

uwn tempo aleatorio, com respeito a (Ht)“>O(7)’
L
Ue fato, para cada instante t fixado, nCs temos:

{7,<1) =§?i{x_et} ={,1{1A(xs) =1}

<

s<t
'seqQ se
¥as, para cada instante s, o conjunto {IA(ﬁs) = 1}e um evento associndo o
is 2, portanto, associado a th para t>s, ja que a famflia(Hj)j e crescan
ta,



[ .

ags~ciada a HT'

m
L

- T .. . e - . .
come a familia dos eventcs associados a q, forma uma co-algebrae concluiascs
gue a roumizo enumeravel L/{IA(XC} = 1} ¢, tombém, um 2vento associado A

iy i
s<t
se(
© ¥ ., 9 que 2ncerra nocssa verificagao.
~
. - .~ . . ~ i 1 - ‘ - .
(1.25) Proposigaoc : 4 aplicagac T de Q em [0,+e) & um tempo aleatdrio,csn
. -~ .. ~ . ~ . . N
respelts a familia (Ht)t>O’ s¢ € somente se¢, a aplicacac inf(T,t) for, pz-
a2 cada t, uma variavel ale~toria asscciada 2 Et.
4 <ewmonstragao ¢ feita com técnica semelhante 7 que empregamos para demons .
trar (1.5
N N . N - . ~ £ . +
Definicgao: Seja T um tewpo aleaterio, com respeito a famlllu(kt)t>0
Goamaremos de “passado ate o instante aleatorio T e indicaremus por HT,
# classe das fungoes ¢, integraveis, tais que, qualquer que seja ¢ instan
¢ t comsiderado, a fangao 41 e um elemento de H_.
hd b § ¥ {T( t} t
4 simples vérificar que HT ¢ unm subespego d: probabilidsades.

. Indicaremos por AT a2 classe dos eventos ass~-ciados ac subespago
i a
T
(i.24) Proposicao : Um subconjunte A, de Q, nertance n AT se ¢ SO se, par
todo instante t >0, conjunte 4 {T< t} for um ovente associado a Ht
Agul nac ha ¢ que demonstrar,
wuc ha dificuldade em se verificar que:

L . 1
{(1.25) H, = L (2,A..P)
T T
c) Tempes aleatorios aparecem em COnexn) COm processcs estocasticos.Seja,
um process
catao; (L P : - .
stao, (L7(g,m) , (xt)t >0)’ tends o espage topoligico T comu cspago d-
. - . - « - . A - :
fase ¢ munidc de uma familin de passados(Ht):> 3¢ Se3ja T um tempo aleator:
<
- . -~ -« .. . -

LT1o com respeity a familia (H)) .

" t ¢ 20

*Defininos =& aplicagaoAXT como

Zo, v w e Q-+ X (w)eF
T(wX
Para que a aplicagac X, funcicne ela tun que ser uma variavel aleatoric



A proposigao seguinte, cuja demonstragao se zancontra no !leyer ("Prokabil’

- £

tzs et... y, IV = T47 e T49), nos da uia condigao suficiente para qu: i~

30 acontega:

(1.26) Proposicac : Condicao suficiente para gue 4. s:ja uma variavoi al:
froposigac T =
atoria associzda 2 H_ & que s trajetorias do processo sejam continuas

.

£
[

1relita,

D. IARTINGAIS

e s~ _1 - .
Definicao @ Uw processc (L7 (8,E),(4.)

); tinde R como espago d: fase,za2

- - - . g - T -
va dito un martingal ; com resveito z familia de passados(Hj)j6

J. se pry=

tedo par de instantes 1 ¢ ], sendd 1 < j, mas tivermos:

m
[

(1.24) Xj ¢ um elemento d

(1.25) ® ()‘.:j ]b’i):‘-— k’xi

.
uma fami-

[¢%
>
[
=]
e
(@]
v
b
(SN
)

1 - . .
L7 (8,8) unm espago de prchabilidades; scja (.fij)jET
lis crescente al o Y gubusTAacos o i1 fin-1m L oum 21 cnt o a1l
1ia e nte qualquer ¢: subuspagss de L7, finolmente X um zlemeunts qual
seja ‘
gquer, fixado, de L.

[
.

;o= L‘(X[Hj)3 para todo j om
Jecerre; entar, Jda Jefinigao de esperanga conliicional, gque ¢ processc
) &€ um martingal.

Se enm vez Je (1.25), nos tivermos a condigas meis fraca

(1.26) E(xj 1Hi)_<_xiy

cw

.

O\

s diremos que O pProcesso & un supermartingal

-

diartingais ¢ supermartingais sao as nossas ferramentas basicas n» ataque

SR

ac problema de Dirichlet. A razao disco ¢stz no bom comportamente Jdos aar
esta resumido
tiagais, c¢sse bom comportamento nos tesremas seguintes, cujas demonstra <

-~

~ies poden ser encontradas nc Heyer ("Probebilites et..." Cap. VI).

Antes, vorem, duas ultimas ‘efinigces:
“ o~ ~ - . . < _— } - 4 ‘_1‘ - A R
vefinigac : Umza fawilia e pessades(a £ 41ita contlnua se; para to

t’ e>0

instante t:

H H
¢ =) s

s>t

...13...



C e . . 1 z s
- \ s ~ NP - ~ o oo T I ¥
efinicao : Dades <¢ois processos (L7 (5,5) , (X‘)t>0) e (Z (S,E)g(;t)f>0}5
7 ; ~ - -
sobre un mesme espago de probabilida ‘zs LT (S,2), nos lirernss que un Jo-~

Scja, =ntao, (L (5,1) (Xt)t>0) un siermartingal, com raspeito 2 famiiin
H

( t)t>o'

(1.27) Teorema : Se ('z’t)t>n ¢ continua, entac cxiste uma modificacgac

.1 .. . =
(L (S,h),(Xé)t>O) do process> original, com trajetorias coentinuas & qu=

. e . - Ty -
@ um supermartingal com respeito o familia (A ) s¢ e SC s8¢ &

u..«

t 210, © ) - E(Xt)e R

- . - . .
2 oecontinua a direita.

(1.28) Teorema da convergencia :S2 as trajetorias <o supe rmartingal sao

- -~ L L~ .- >
continuas a Jdireits, & se¢ sup a(“:) <o, enian as variaveis nleatdorins

Xt convergem quase certamente para uma variavel al.oatoria integravel

(1.29) Tecrema da paralia : Sc

©
[y
]
jz}
Wl
(o)
2
[
§ b
o
o}
[¥2]

de parad-~, ccm ras -

Iy

ite

(.

tais gqu: 5 <T. S¢ existir uma variavel alos-

v

familia (Ht)t>0

¢oriz integravel Y , t=21 que,

i

E(Y |H ) <%_ , —ara todc t>0, entao X_ o X_ s-o variaveis alea -
t — t 7 i 2

corias imrtegravels ¢ satisfazends a desiguslliads dos supermartingzis
R - 0

u_.,

E(XT{HS) > X q.c.

3

(1.30) Teorema : B5ej=n (L](S,E),(X:) ) neN uuma sequancia Ju martinga

t>0

B -~ T . 4 - 3 PUNSR
com vespeito a familia de passadns (H ) >0 B todcs eles tendo tra
N -, ” - . . . -~ .
leterias  continuas o direite ¢ tol que, para cada t, a ssquenci
(X )neN e monotcna crescente.

Parz cada t > 0 & para cadae ponte w i espage amostral, aos Jefinimos

L (w) = su x‘;(m)
n

= s T . 1, . . ~ -
Entao as trajetorias :de (L~ (S.E), (X)) sac quase certamente continu~

t t>_o)

as a direita e .iesprovidas ¢ seeccentinuicades oscilatorias.



otas e referzncias

9 material dos itens A ¢ B foi basealc srincipolmente no casituls 1V,
volume II, do livro de Fuller, 'Introluction tc Frobabiiicy Theory and its
spplications™. 0 matzrial sobre 3 Integral de Lrnisll vole ser -ncontralc
a texto classico de Ricsz e dagy, “Licons J'Analyse Fonctionelle'., Ym /
particular, nossas definigocs sao bLaseadas numa variante Jo caminhc

S
Baniell, sugerido por Sochner. Essa variante e muito. bem exposta, no cas:

1

. . D e . N
¢a integral de¢ iLebesgue, no R, por Dizimier{“Integral de Lebesgue ™ por

fiximier ~ na colegao de Hotas de .atematica. <o Impaj.

(1)-(2) -Em ambos os casos, empregamncs, Sem mencionar, a seguinte propo-
sigao:

Seja if um conjuntc, wunido da o-algebra ¥, seja f uma aplic-cao e
i en N, seja No uma classe guslquer d¢ subconjunto dc M. Entao, condiche
necessaria ¢ suficientc para que {f €A } ¢ M, para tcde elemento £ le

sendo N a o~algebra gerada por No’ e que {f e 4 } € M, ara todo conjunt.

7.

&L, pertencente a N .
4 lemonstragao Jlecorre 1ime
.-.1 1
£ (iJa
(AJa)
n

qualquer que seja a2 funcac f.

L}
b
po
~~
g
A4
W
Hh
1
et
N
>
O
N
hi
~~
th
~~
p—g
~
0
-l

Em (1) nos valemos do fato da classe

{ (-—= ., x) : x e R} gerar B (R)

(3) lema de Urysohn : Seja M um espaco topoldgico normal, e sejam A ¢ 3

“4

Qs e

< 4

Gcis subespagos lisjuntos e fechn

ot
iz
°

{:

-~ : ~ - Fo . .
Entac existe uma fungao continua, Jdefinila ~»m M, tendc imagem con-

tida en [O,l) e tal que f(ia) =0 e f(3) = 1.

ﬂ
pdo

(4) E precisamente &sse fatc que garasate, » priuri, a viabili .ade dus to

remnas limites. razao de¢ sor da Teoria do Integragaon, desdc Lebesgue.
V2ie a pena, alias, c¢nuncia-los aqui ¢ ‘e vma vez nor todas:

.-15.\,



-

e
srema de Beppo- Levi (cu da Convergencis iiznotona):Se (fp) uma sequen-—
11

e

cia monotona le fungoes integraveis cujas integrois formam um conjuntc ii

>, entao (£ ) converge quase certamente parc alguma funcao integr’-

uma sequencia de fungoes integraveis e posi-

[OR)

Leuwa de Fatou : Se (f )

tivas, entao

3
=3

Tecrema de Lebessue (Ja counvergzncia doninada)

(W]

e (f ) e uma sequencia
n'n

de fungoes integravais, convurgindo quase certamente para £, =2 tal que

[¢%
R

< o, 08

ndo g uma fungeao integravel, entsc £ ¢ integravel e limfpf =rf,

-
A

(5) Tecrema Jda Projegac Ortogonal @ Seja L um espago de lilbert e seja =

uii subospago fechads de H. Entao a2 todo elemento x de H

rrj

¢ um s elemento x_ de

P , tal que, (x = sz y) = 9 , qualquar que sajn

¢lenento y de F.

i

0 eclemento x, ¢ chamade projegao crtogonal de x em F.

[

subsequencis
uma con

- “ . . -1 .
{(6) Tola sequencia 'ie Cauchy dc¢ elementos fe L7, ad

=)
Jot o
(g
¢

vergindo quasae certamcente.

(7) Para que o exemplo funcione e preciso que O processo tenha t¥aJetgr£
Ll"l' L. ;L 3.

-

as continuas ¢ que estas encontrem quase certamente o aberto A



"ilo sentido amplo, a propriedade de ‘larkov significa independéncia do
futuro }\.’S.+ do processo, do passado X , quando o presente £ é conheect
u s—u 3 —_

do. Sequencias aleatorias XLpsa o douvs tendo ¢ssa propriedade foram pes-

2

quisadas, pela primeira vez, por .larkov em 19077 (Dynkin)

a~ Definigao : Vamos, scr que iss~ aos trags gualguer limitiagan, susor

(C(QY u 5 Fonde T A cann
«C(Q),u)/(xt)t>g), tende Ty como cspago

i

e

de fase; sera dito e HMarkov con ros zito 3 familia do passados(ﬁt)

(2.1) E(f(Xt)IJS) = E(f(Xt)l(g(Xs))ﬁEC(F)) para

tocdo elemento £ de¢ C(F) e para todo par Je instantes s o tscom s<t.

C
(@]
=
0
[¢
et
[
s}
fan]
ct
i)

o
{T
w
[g]
4
[
<
{u
=
(2
e
[&]
&)
P

esyperanga condicional que aparece

(]

ne segundo membro da expressao (

°
s

N
%]

sinplesnente comoE(f(Xt)l XS).

. -

Isso nao acarretara menhuma ambipuidade, ja que XS sozinho 2 o que dis

..~ , 1 .
Como entender e¢ssa definigaoc? Os subzspaces K e LT ((g(X )

5 “ s geC(F)’Q

[OR)

am ACervoas J conhecinento sl

o

en

[%}

pPre > conhecinente 4 tf

¢6 processcsate o instante s, ists O, o instante presente;l ((g(XQ))I__€
{f

¢ v cenhecinento da situagac rescnte 45 nracessc. Una zsperangs cundicio
nal e uma predicao 4o futuro, fcita a partir ¢o conhccimento Jde resulta-
dos Ja occoridos no sistama.0d que a izualdale(Z2.1) esta ¢izendo,entao, &

-~ -~

que processas Jde farkov sac aguiles nos quais uma predigac sobre o future

do sistema e iyualmente b2, quer so baseiec no conhecivents Je teda a his

toria 4o vrocesss, qucer se brs2cie no siw;les conhecinents da situagao pre

t

sente 0 RYOCessc.,

Assin, 2 nongan de vrocesss o Markov nogac e processo de

(Y]
(
o]
[
e
]
o
‘-.l -
N
&)
&)

. .
terministicc.

B - Construgao de um processo de Markov
desso ponto de partila o um cspage de fase F(isto &, un cspago topolo-
glico que, por razces tecnicas,sera tambem compacte ¢ com base enumeravel

.

de aburtos) e um semigrupe de operalores e transigﬁo(?t)t>0



& transiggo 2 une n oformismc e C(F)(» espago C(F) os-

[

Um ¢yperader

tandc nunido de sua torolosie uniforize habitual) tal gue, se £ & um ele-

mnentce <e C(F) o t, um instante qualquar, enta-:

(2.2) £>0 acarreta O<Ptf<if £

.

Suporemos ainda qua

0Os cperadores de transigac se articularm numa estrutura Jdo semi-grupo,

(2.4) PtPS = Pt+s 5 £t @ 5 sendns instantes quaisquer.

Veremos,em sepuida, jue o carater Markoviano do processo a s=r cons
truilc esta contido, em germe nc carater Jo seni-rrupo da familis inici
al Je operadcres c transigac.

Fixando-se um elemento x, 2o acast, ¢m F, obtemos una a.licngac /

o~ . - - . . .
feC(F) ~ (Etf)(x) eR  gque 2 centinua, linear ¢ positiva. 4 ela correspon

«

c¢e, segundo o Teorema dJde Riesz(l) , uma medila pt(xsdy)s definida sZbre
os berelianos(2) de F, medida esta positiva, de massa total igual 2 1, ¢
tal que:
(2.5) (P.E)(x) = J(y)p, (x;dy).

“ F L

. o N 3

Com representagao, fica claro o si;nificado 4

[

58S s nperadores de

0

3
rt
w1
v

G

transig¢ao: se 4 & um bereliano de F, o

(F IT0(x) =7 I, (y) p (x:Cy) = J p (x;dy) = p_(x/4)
t A 7 A t A [ t
3 exatamente a probabilidade <c¢ que um prccesso que no instante inicial
esta no estado x , ., e¢steja, t instantes depols, na re-

Passamcs agora 2 construgac Jo processo de darkov “realizando® ¢ semi -
Definimos - espags  Je trajeterias § como sendo exatamen

L 300) —; s 1 h 2 S ~
te T & . +unido <a topologia produto, o conjunto & teorna—-se um espage

erar o~ conjunte C(Q) das fun-

_18-.



0 conjunto (2} e um reticulade vetorial de fungoes, contendio I .Tra

N

ta-se, agora, de definir un ocuervader de Dantell szcbre O

P

).

Para isso, consideramocs, rzlinminarmente, o suLconjunto Cf(ﬂ); ias
fungoes percencentes apenas e um nanerc find o de

coordenadas Je Q.
Scje x um ponto gqualyuer :d: F, fixadc. Pefinirmos sibre C_(F) =z apli
X

cagao E . jue a cadsa fungao f, depandends apenas das coordenadlas t

t , assccia ¢ numery:

o =X , ; ) .
(2.6 B7f = [o.ooof £(x,,00.,%x ) p. (x;1x.)p (%, odx, 3.0 (x
. 1 11 t. 1°%¢, -¢ 1 2 t ~t_ -
¥ ¥ 1 2 71 n -1
. Q D 1T o2 -~ . - <
De agora em diante Onsldﬁfar950°3¢mpres salve refercencia em centrario,

Cf(Q) e C(Q) munidos <n topclogia da conversincia uniformal.

de norma

N
4

3
o]
hd
e
Loe]
f
@]
o
-

~
e}
o]
]
o+
4
o]
o}
o]

v

igual a 1 ¢ positiva.

[=3

Demonstracao :Vamos verificar a linearilade no ca2so e<m gue cada uma das

fungoes -Zepinde sfuenas ¢ UM UNICA COOT!
i i

¢
[¢)
=
=
o)

.

ila; o verificacas & analosa
parz ¢ caso ~eral. Szjamsz2ntas, £ Zdependendo apenns da coorcenada t, e
dependenco apenas da coordenadat, (sendo t,# t,).Dofininos agera f e g

COmgo segues

N
1
L™
-~
>
B
N~
“

mara todo x

Lof=// 2(x,,x.)D (xsdx Ju . (xy,¢x,) =/ff(x)p, (x,3dx)p,_ _, (x,,dx,)=
FE 1°72 1 e, t, 1 2 FF 1 €y 1 ty,ty 1 2

X "X
= JETL _’t - -{\Xl‘ijz;.) = 07 f
7 2 1 ”
5 LXK~ e
e, da mesma forma, E"g= Ego.

[

Por outro laco; pela linearidade da intosura

EV(f+ ) = &f+ £ ¢ . o quc encerra a verificagao, ja que i+ g= f + g.



A ccoantinuidade deeorre da limitacac da integral:

[%hj=| r...s DX 5000, X ) p. (x,dx
?‘ a . :

|~
LEs BN
»
-~
o
~
b
v

3
~
-~
%
[
b

o
N

o

-

\
~
b

&
[oN
=
SN
A

Finolmente, a positividade tle E® & exatamente o gque (2.2) esta asceurar

(2.8) Propcsicao ¢ =) C conjunto Cf(ﬁ) 3 densc om Z(2)

b) E7 admite uma extensic, por continuidade, a C(9Q).

5 o

(3)

Demonstragao : Decorre imeliatam:nte <o Teorema de Stone e Weiers

o
~
o
o]
[€2]

jue Cf(u) ¢ denso enm C(R). Alem Cissos
N X . - N - - N - . - .
1) E7 assuma valores eu R que o, cbviamente,;, metrico e completo;

- . - o - - .
e uniforremente continua, 1v0ois & continua e linear.

Verific:los os itens a), i) e ii), estamecs em coudigoes de a

(4): Az

dele decorre b).

3
et
"Jn
0
[
=

. ~ ; ~ -*
Teorema e Ixtensao was fungoes continuas

Como ¢ usuanl, continuaren s usanio a naotag

fungac estendidn,
2.9) Proposigao :(C(2Y,5L7) & um esbnee de esunco do nrobabtilidade,
2I0pOS1GH0 : g vag

Demonstracao : Noo ha o que Jemonstrar, excato. talvez que ¢ axiona(l.12)
i s 3 P

da "continuidade®™, c¢sta satisfeito. Mas isso decorre o lema classico de

e : X .
9ini(5) 2 lo fatc de BT ser linear o continuz.

befinilo o espag: de probabilidades o ProCcessn, re

™
(]
¢t
tot

i
joo ]

)
5]

)
vl
~
o
4]
©
=
rt
(&)
[

2}
o2
(@]
[
(.
rh
[l
o
[
m
v}
¢
[
=]
]

. . . ~ ~
a fawilia (X ) s las fungoes ¢ observagces. Elas

sendo as projegaes lef em F.

»

o © - - E
aunl . ¢ naturalmente da familia J¢ passadus (H )
t’t>0



Cowoe argunentos analegos, 2guczles invocados nas rroposigoes(2.8) e

(2.9), mostra~-s . que CC(FEO’t))
L

e -
1,. 2,t). .x - -, .
Ht w [ (C(FL YT/)L,ET). Isso nos sera util em scouida,

.~ o1 Wy X Y - ;
(2.10) Proposigao : 0 processo (47 (C(0),Z )Q(Ar}P>O) 2 Ze Markov com ros-—

. -~ - o
peite & familiz de pass-los (H )

Demonstragao : Sejam s ¢ t dois instantes fixa<os ao acasc, sendo s<t, 3Se

. . ~ , - . ~ n
Ja { uma fungac pertencente 2 C(F) e seja  uma fungas pertencente a C(F),
sen<o n um inteirc qualguor fixado. Sejam finalmente n instantes quaisquer

tiseeest , ja escritos na ordem crescente s com Lt =g,
1 n — n
Vanos mostrar que:

(2.11) BN(E ()5 (X, oovnuX, X)) = BT D) (X )5 (%,

X .- , 1oee s Xy

Z)Y).
t- ’
n-1 S

Nossa intengad £ clara; feitas todas as extensaesj(Pt of)(XS)serE
=S

exatamentw Ex(f(Xt)QHS) e comoe (P f)(XS) ¢ um elemento Lo H(h(XS);hEC(F)),

t-s

estara assim demcnstrado que Ex(f(Xt}jHO) = Ex(f(Xt)!XSL

Voltemos a (2.11):

¢ i J;f‘f
v L))o veesA Y)Y = .o Yo se e o < .4 .o - 1xn )
o (f(\t)q(ths 5 S), f {f(y)o(xl, sxn)Lt (x, xl) Doy (xn=1,dxn)
¥ F 1 n-1
P (X ,dy) = ST (P. E) (X )e(xo .. nix )u G-1,ax )¢ ¥ (.
t~s *"n’ roF t+s IR "n’'ts-¢ 1 n ¢ n t-35 s
. n-

5]

Tratawse, agora. 4t estender(2.11) a 4 . Yara comegar, sejad uma funcas gual
ir s O s < 5

(

\

: . ~ . . Oss '
guer om O (T ) 5 existe uma sejuinci- (¢>n)n d2 elementes de CF(F( SD)),ta

is que []¢n- ¢j}m > 0, quando n + + =, Mas:

- . ° - nx x X 3

1) para cada n, vale (2.11),ista e. E (f(xt)dh) = B ((Ptnsf)(xsb n)
e on ] WX . X - 3/;17}‘1 1., i -

FOIET @) a) = e @) o< @O b - el

e

IEX((Pthf)(XS)¢n)—£X((Ethf)(is)¢)§§§jﬂxjj He o OGO e ~o_|] e

pocrtanto que
1 had i I = N ol o - 3 .;X i 'q = ,X 7 )
lim || 9 li, = 0 acarreta lim ® (L(At)<%) E (f(At)¢) e
N> fe el
que lim E ((¥_  £)(x EX((P _ f)(X
que lim B ((F . £)(X )¢ ) = (LB E .
n—>ro

=22~







~ L - 4. - . . . PN X
Entac ¢ jue (2.12) esta dizendo & que a prebabilidade definida por E stem
PS ; R - X
toda a sua massa concentrada em {Xﬁ=x}915to e, B I{X = x}° 1.
o (= 3
- . . . 1 4 .
Se nos dispomos de um tal sistema [ (C(R),E™) cF “¢ Processos de Mar
< L

kov, entao = condigao (2.1) pode ser fermulada como:

L]

5 y X, - ! LT‘X c rar
(2.1) E (L(Xt)gﬂs) E s (i(‘t~s))‘

Essa nova formulacao talvez indique mais claramente Jue um processc

de Markov & essencialmente um processc que reccmega a cades instante.

C. S& nés trabalharmes com processo de Markov cancnicos, isto e, se identi-
ficarmos o espago amostral com ¢ espago das trajetorias, entao & pcssivel

-~ * ~ . -~ -
dar a propriedade Jde Markov, uma formulagac mais flexivel. Fazemos, isso,

atraves da nogao de translagao no espaco das trajetorias.

Seja, entao, s>0, um real qualqueridefinimos =a translagao Gs9 de am-

plitude g4, come senioc a aplicagan:

esgw £ Q - 63( w) € 0

tal que:@s(w)(t) =w(t + 8) , para todo t> 0.

A 1deia e 2 seguinte:ﬁq( w)

b=

A

o trajetoria que se obtem percorrendo-~

r

se (ou considerande~se) o trajetoria antiga v, apenas a partir do instante

s, tomado como origem da nova trajetoria.

-
-
U, ® . .
Lembramos, outra vez, que 0 = FL 7 )5 de sorte que a definig¢ao aci-
ma faz sentido.

-

ora, a expressao (2.1)':

7

2.0 BN EE)|E) - Ehs(f(xtms)); sendo O<s<t.
i
Zom a ajuda de es nos reescrevenos (2.31)°' como

BN(E(X,_ dou_ |E) = Exs(f(ngs))

2

s
Indicando f(Xt_s) pela letra $s 2 formula pode ser, finalmentegreeg

(2.13) EX(¢O@SfHS) w EXS (¢}.



No casec, 5= f(Xf_s)’ mas o fato e que se a condigao vale para as

~ - ~
fungoes continuas, de @ en R, dependendo apenas de uma coordenada, entao

@]

~ 1 X . ~
ela vale para todas s elementos de [ (C(R),E"). Essa afirmacgao pode ser

demonstrada, usando como roteiroc as propesicoes (2.8),(2.9) e (2.10) ¢ su-

as respectivas demcastracgoes. -

¥

En suma, se(Ll(C(2),E%)

-

(X)) ) & uma familia de processos ca-

xelF’ t >0

-~ ., c 3 T, . - P
nonicos, municos de uma familia de passados (Ht)t>0’ nos dl1remos que se tra
ta de um processc de Harkev, se (2.13) se verificar, para todo s>0 e pAara
1

toda ¢de L”. E EBssa nova definigao e equivalente a anterior, para os pro-

cessos nos quais faz sentido definir-se translacgao.

NOTAB E REFERENCIAS

(1) Teorema de Riesz : "Se ¥:C(K) +R & uma aplicagao linear, continua

e positiva, sendo X um espago topologico compacto, entao existe uma medida

no _ . . ~
positiva sobre a-o-algebra de Baire de K, segundo a qual todas as funcgoes

pertencentes a C(K) saoc integraveis e tal que:

#

Y (£) JE(t)y (dt), qualquer que seja

K
£ eC(R)"
Definiggo : A o-algebra de Baire de um espago topolcgico & a menor g-al-

gebra que torna mensuraveli$ todas as fungoes continuas do espage

Noto que o Teorema de Riesz nada mais o que um caso particular do Teo-
rema de Daniell. E imcdiato que (C(K),y) formam um sistema de Daniell, o

axioma ( L.12 decorrendn do famoso e utilissimo lema de Dini, segundo c

. - - . ~ . -
qual se (fn)n ¢ um sequencia de fungoes continuas sobre um compacte, tal

que £ +0, entdo }jfni§m v 0.

Ora:
¢(fn)= §¢(fnj < Hw”!)fnj\ . ¢ doande a convergéncia mondtona de(fn)‘

a 0, acarreta a de (y
W )

Unma fungao ¢, do tipo descrito acima, e ¢ que Bourbaki chama de

nedida de Radon, sobre un espace compacto.




Ne §2, ao citar o Teorema de Riesz, nos ja usamos o fato de que,em es-

pagos metricos, a o-algebra de Baire coincide com a o~algebra de Borel,

(2) Num espage topoldgico, a o-algebra de Borel & a menor c-algebra co:

f

tendc todos os abertosdlo espaco. Se X designa o espaco, nos a notaremos

usualmente comoc B(X).

(3) Teorema de Stone e Weierstrass : Dados um espago compacto K e uma

<

algebra A de fungSes continuas, contendo as comstantes e separantes(isto @&,

tal que, se x e y sac pontos distintos de K, entao existe uma funcgao f enm
distintos

A assumindo valdres em x e em y), entao A ¢ denso em C (X)

(4) Teoremz da Extensao de fungSes continuas : Sejam S um subconjunto

denso de um espag¢o métrico M e f:S - N uma aplicagao uniformemente contir-

£~

<

cnde N e um espago metrico completp. Existe, entao, uma unica funcao f ;
M > N que & continua(e mesmo, & uniformemente continua) e cuja restricac

a S e f.

Noto que essa versao do teorema nos o suficiente, de vez que o espago ¢
com o qual estamos lidando, & compacto; com base enumeravel de abertos.-

5.

portanto, metrizavel .

(5) lema de Dini : Seja K um espago ccmpacto. Se (fn)n ¢ uma sequencia

de fungoes continuas sobre K, tais que, fl(x)z_f?(x)i... i_fp(x)if-., e \
%ig fn(x) = 0 , para todo x em K, entao (fn)n converge uniformemente para
Zero.
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"Para uma vasta classe de processos estocasticos,incluindo o processo
de Wiener, a propriedade de Markov & preservada, se o processo & olhado
ndao apenas como Xt’ para t fixado, mas também como X5, para aZgumg?Jaled—
tério. Por exemplo, o movimento browniano sobre a reta, comegando ém um
ponto = > 0, se comporta, apos atingir o zero pela primetira vez, exata-

mente como um processo iniciado no zero. Esta afirmagao,apesar da sua a-

parente obviedade, necessita de demonstragao..."(Dynkin).

§3 -~ Movimento Browniano

A. A propriedade forte de Markov

Doravante,desde que nao haja perigo de confusao, nos nos referire-
-* . . > .
mos a familias de passados e processos, sem mencionar explicitamente o
espago de probabilidade que lhes serve de base, 0s processos sendo indi-

cados por suas familias de fungoes de observagao.

Seja, entgo,(Ht) uma familia de passados e sejam S,T e Tn,neN,

tsR+

tempos aleatorios com relagao a essa familia de passados.E imediato que:
(3.1) se § < T, entao HyC Hy 3

(3.2) se (Tn)n ¢ uma sequencia mondotona decrescente, convergindo quase

certamente para T, entao:

Na verificagao da propriedade forte de Markov, nos precisaremos de
tempos aleatorios satisfazendo a uma condiggo mais forte que (1.2}); nos
qgeremos que:

(3.3) o conjunto {T < t} seja um evento associado a Ht, para todo ipstan-

te t (veja bem: menor ou igual, e nao estritamente menor, como em(1.21)).



(3.4) Proposigao : Se (Ht)t for continua, entao (3.3) sera automaticamen-

te verificado por todos os tempos aleatorios.

Demonstracao : Seja t um instante qualquer e seja T um tempo alea -

toério.

E claro que { T < t } =/Y{T<t + i } o= /) {T<t + i } sendo m um
n=1 n=mnm

inteiro positivo qualquer.
A ultima interseccgao e, por (1.21) e pela monotonicidade da familia
de passados, um evento ass~ciado a Ht+61 .Como m & um inteiro nositivo ar-

m

RETAT S

©
britrario,concluimos que{T<t} e um eventoc associado ar\Et .

m=1 — s>t
Como, por hipotese, a familia de passados & continua, os subespagos

Hte Ht+ coincidem, verificando-se, assim (3.3).

No que segue, (Xt) sera sempre um processo de Markov, com respel

t>0

to a familia de passados (Ht) , tendo o espago compacto F como espago

£>0

de fase e admitindo o semigrupo (Pt) de endomorfismos de C(F), como

t>0 °’

familia de fungoes de tramsigao,

(3.5) Proposigao : Se T e um tempo aleatdrio com respeito a (H ) ;4 5 3S-

sumindo apenas um conjunto enumeravel de valores e satisfazendo (3.3),en-
tao:
(i) g(XT) ¢ um elemento de HT’ qualquer que seja g € C(F);

X
(ii) E(f(XT+s)(HT) = E rr(f(Xs)) = (Psf)(XT) , qualquer que seja feC(F)

e s € R+

Demonstracao : Seja {to,tl,...} o conjunto imagem de T

i) Seja t um instante qualquer; entao

g(X,) I = 1§ g(X_ ) I
7 {T< ) tj<t t; {T = tj}

Mas essa e a expressao de uma variavel aleatoria associada a Ht’ ja

que g(Xt ) @ uma variavel aleatoria associada a Ht (pois(Ht)t>0 ¢ uma fa-
3 j =
milia de passados do processo), O mesmo acontecendo com I{T=t }(em virtu=-

1
de de (3.3)), de sorte que o produto das duas fungoes também e uma varia-

vel aleatodoria associada a H 3 a fungao soma, para tj<t, ¢ uma variavel
b




).

aleatoria associada a Ht(em virtude da monotonicidade de (Ht)t>0

b - - . 0 . - -~ -« -~
Alem disso, g ¢ limitada(pois e uma fungao continua sobre um compacto),

de sorte que a fungao g(XT) ¢ integravel.

ii) Notemos inicialmente que Psf sendo um elemento de C(F),

a fungao (Psf)(XT) seras por (i), um elemento de HT, fazendo, pois sentido a

afirmagao (ii).

Sejam,entao,um instante qualquer s e um elemento limitado ¢ de HT;ge-

nos que:
BERp,) ¢ = E(E(Xp,g) 2 Lo =t} ¢) =
1=0 k|
o0 o0 *
= I E(f(X ) I N $) I E(f(X ) I, $) =
=0 T+s {T = tj} 520 tj+s {T—tj}

= I E((Psf)(xt.) I{

3 = E(C (P £)(X
i=0

$)
T = t, -
tJ} =0 ]

iz = e 1

= E((P_£) (Xp)9).

A demonstragao esta assim encerrada. Na passagem assinalada com aste-

risco, usamos a propriedade de Markov e mais o fato de que se ¢th e seT sa

tisfaz(3.3), entao ¢I{T -t )F Ht .
b j

(3.6)Proposigao : Na mesma situagao de (3.5), seja S um outro tempo alea-

torio com TYespeitc a (Ht) assumindo apenas um conjunto enumeravel de

t>0 °

vglares, satisfazendo (3.3) e associado a HT’ Entao:

(3.7) E(f (X ) HT) =(Psf)(XT).

T+8

Demonstracao : Inicialmente, notamos que (Psf)(XT) ¢ um elemento as-

sociado a H ja que, por hipotese, S esta associado a HT. Faz, entao,sen-

TD
tido a expressao (3.7).

A demonstragao da igualdade ¢ feita como em (3.5),s0 que dessa vez de

i

t. e S =35,1}.

compomos o espago amostral em partes da forma {1 j i

-29-
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(3.8) Corolario : Se (Ht) e continua, entao(3.7) vale para todos os

t>0
tempos aleatorios discretos S e T, associados a familia de passados, com

a condigao de S estar associado a HT.

Demonstracao : Basta aplicar (3.4).

A expressao (3.7) é a chamada Propriedade Forte de Markov, E a ela

que Dynkim se refere no texto citado no comég¢o do paragrafo. Nosso atual

objetivo e estabelecer (3.7) em situagoes mais gerais. O corolario(3.8)

. continuas

) o~ . -« - - .-
nos sugere a conveniencia de trabalhar sempre com familias de passados,ja

que nesse caso a condigao essencial(3.3) esta automaticamente satisfeita,
para todos os tempos aleatorios. A questao & saber se isso nao limitara
nosso campo de agao.

Seja (H,) uma familia qualquer de passados, nos ja encontramcs

t>0

na proposigao (3.4) a familia modificada (H_:) cuja definigao, vamos

t+7t>0’

lembrar, era a seguinte:

para todo t>0, H ={ﬂ) H
=~ t+ s
s>t

. - -~ - - . - - .
Essa nova familia &, nao ha divida, continua, e se pudessemos consi-

derar sempre os processos munidos dela, nossos problemas estariam resolvi

dos. A questao que se coloca, entao, e saber se processos markovianos,com

continuarao markovianos, com respeito a (H_.)

respeito a (H ) e+l t50

t t>0’

A proposigao seguinte nos fornece uma condigao suficiente para que

isso acontega.

(3.9) Proposigao : Seja (X.),,o um processo de Markov com respeito a faml

lia de passados (Ht) , tendo como espago de fase © espago métrico com

t>0

pacto F e admitindo o semigrupo(Pt) de emdonmorfismos de C(F), como fa-

£>0

milia de operadores de transigao. Uma condigao suficiente para que (Xt)t>0

) e que:

seja de Markov com respeito a (4

t+ £>0

i) 1lim X = X,_ q.c.
stt s t

ii1) lim Psf = P f
s+t

AN




Demonstracao :

Como H contém H. , qualquer que seja t, nao ha duvida de que £(X )ed,
qualquer que seja £ ¢ C(F). O que temos que mostrar e que

E(f(Xt) ] Hs+) = E (f(xt—s) = (Pt_sf)(Xs) sempre que s<t.

Seja 31952,53,..°,sn,... uma sequencia monotona decreseente de numeros

reais, convergindo para s e limitada superiormente por t. Pela propriedade

de Markov:

t

E(f(Xt)lHSh) = (P _sgf)(xsn) s para todo n.

As hipoteses i) e ii) asseguram que

lim(P___ £) (X ) = (P

£)(x,),
n-+ n n

t-s

Por outro lado:
lim E(f(Xt)le,) = E(f(Xt)le+) q.c. ( o calculo déste limite esta

n-+eo n
feito na nota (1), no fim do paragrafo). Isso encerra a demonstragao.

Observagges a respeito da proposigao (3.9):

(19) Como (Pt)t forma um semigrupo, a hipotese(ii) e equivalente a
lim P f = £
t+40

(29) Na hipotese (ii), supusemos convergencia simples, ponto a pogto.Pois
bem, pode-se mostrar que, diante das outras cdndigaes impostés ao es
pago e ao semigrupo, supor convergencia simples ¢ equivalente a supor
convergencia uniforme(demonstragao no texto de Meyer,"Processos de

Markov" , Cap. XIII - T 1)

Se F & um espago metrico compacto, diremos que um semigrupo(Pt)t>0

de operadores de transigao, definidos sobre C(F) (ver §2) ¢ de Feller , se

¢le satisfaz a hipotes (ii), ou a sua equivalente:

(3.10) lim ”Ptf - wa = 0 , para todo feC(F)
t+0

(39) O conjunto de hipoteses da proposigao(3.6) e, de certa forma, redun
dante. De fato, Doob mostrou, como uma aplicagao da teoria dos martingais,

que um processo de Markov, cuja familia de operadores de transigao satisfaz

I, ) RN



-~

(ii) (ou(3.10)), admite uma modificagao tendo trajetorias continuas a

direita (isto &, satisfazendo(i)).

Vamos, finalmente, estabelecer a propriedade forte de Markov, numa

situacao mais geral.

(3.11) teorema : Se (Ht) S continua, se o processo tem trajetorias

t>0
continuas 3 direita e se o semigrupo de operadores de transicao & de Fel-
ler, eatao, para todo par S e T de tempos aleatorios relativos a(Ht)t>09
nos temos que:

i) a aplicagao Xy 2 uma variavel aleatoria associada a HT;

ii) se S & uma variavel aleatoria associada 2 Hy, a propriedade for-

te de Markov (3.7) vale.

Demonstracao : Se S e T sao tempos aleatorios discretos o teorema se re-

duz as proposigoes (3.9), (3.6) e (3.%) ja demonstradas Vamos, entao,

supor que S e T tem imagens nao enumeraveis.

(i) Para cada inteiro positivo n, seja a aplicagao:

-n

k 2
1

(3.12) Tn n

Trk-1)27

il
t ™ 8

-n
K <T <k2 = }

Assim defimido, T, ¢ um tempo aleatorio com respeito a (Ht)t>0' Com
efeito, se t e um instante qualquer:

n n

}

{r < t}:.L_}{(k -2 T <k 2

1_<__k<t2n

keN
e ésse e um evento associado a #, i3 que,T sendo um tempo aleatdorio, o
conjunto‘{(k—1)2_.n < T < k2 %} & um evento associado sz—n, de sorte que
a reuniao enumeravel, para k < t 2" pertencera a H, devido a monotoni-
cidade da familia de passados.

A se-uencia (Tn)n ¢ monotona decrescente, convergindo para T em to-

dos os pontos; entao, por (3.2),

By 2(\ e
n

n
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A questaeo, agora, e passar ao limite em m e n.Quanto ao termo do
1ado direito, nao ha duvida:

lim (PS £) (XT ) = (PS
n->o m n ™

f)(XT) , pois, para cada ponto w do espa-

¢o amostral, a fungao Pg (w)f ¢ continua, e Xp ¥ Xp, quase certamente,pe
n

la continuidade a direita das trajetorias do processo.

£) (XT) , pois Sm+ S, quase certamente e

Tambem : lim (PSm ) (XT) = (PS

m-r«

a familia de operadores de transigao &, por hipotese, de Feller.

Finalmente, & verdade que:

lim E(f(Xp , ¢ ) |Hp ) = E(E(Xp | g ) ]HT)
n-+o m n m

e que
lim BE(£(X, , o) | Hp) = BE(£(Xp , ¢) | Hyp) -
mo- m

Essas duas passagens ao limite sao mais delicadas e serao justifi
rcadas na nota (2), no final do paragrafo. Mas isso era tudo que restava
para demonstrar.

Por todo o § , até aqui, nos escrevemos simplesmente E, em vez
de Exg porque era totalmente indiferente qual o particular ponto de par-
tida das trajetorias. No corolario seguinte, continua sendo indiferente
@sse ponto de partida, mas nos o0 mencionaremos, numa tentativa de tormar

mais claros os calculos da demonstragao.

(3.13) Corolario(lei 0-1 de Blumenthal) : Seja (Xt) um processo de Mar-

t>0

kov, com respeito a uma familia(ﬂt) de passados, tendo trajetdrias con

t>0
tinuas a direita e realizando um semigrupo de Feller. Nessas condi§5e59H0+

- .. . - X .
¢ trivial, isto e, P"(A) = 0 ou 1, para todo evento A associado a H0+'

Demonstragao : PXa) : = EN(1

x * x. X k% _x X k% X X -
=K {(IA.GO)IA} = E{E O(IA).IA} = ET{E (IA) IA} = E (IA)E {IA} =

=% (417,
A passagem marcada por(*) e justificada pela propriedade forte de
Markov; (¥*) & porque PX{XO = x}=1;(**%) & a passagem, para fora da inte-

gral; da constante EX(IA).
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B. 0 movimento browniano

. . n -
0 movimento browniano tem comc espago de fase o R que nos

compactificamos, pelo metodo de Alexandroff, acrescentando mais um ponto

P . ~ o n - n
no infinito, seja « esse ponto. O compactificado de R sera notadc R . Co

- . Ny . ~ . .
mo e habitual, C(R ) indica a classe das fungoes reais continuas, cujo do

r . - n . PP n
minio e R, Podemos identificar C(R ) como a classe

C_(R™) = {f ¢ C(R") : existe lin £(x) < =} ;

ix |-+oo

. n - . e o
assim se f pertence a Cw(R ) nos a identificaremos com o elemento f' de

i

C(Rn) tal que : f£'(x) f(x), para todo x ¢ rY

e fi(o) = 1lim £(x) .
‘x}—*oo
- n - . o

Se X = (X,5,...,%X ) e un elemento do R ; nos escreveremos |x| , para indi-

1 n

- P 2 2 1
car o numero real positivo (xz + ... + x'n) /2.
Definiggo : Para todo t>0, seja n,_ : R" >R a fungao que a cada ponto x

t

n e
do R, atribui o valor:

Essa familia de fungoes tem as seguintes propriedades:

i) Qualquer que seja t>0, a fungao n, ¢ integravel e fnnt(x) dx = 1.
R

.. a~ . . n n
ii) Em consequencia,quaisquer que sejam f ¢ Cm(R ), t>0 e x ¢ R ,es

ta bem definida (e e finita) a integral / £(y) nt(x—y)dy. Vamos indicar

n
por (Ntf)(x) essa integral. R

iii) Considerada como fungao de x,(Ntf)(x) pertence a Cm(Rn). De fa-
to, seja (Xn)n uma sequéncia de pontos em R", tais que 1xn—xl+ 0 (Ixn]+w)
quando n»>«, Entao, f(y) nt(xn~ y) + f(y)nt(x-y) (f(y)nt(x—y) + 0) e, como
}f(y)nt(xn - y)| < |f(y)|, qualquer que seja y, o Teorema da Conﬁerg@ncia
Dominada garante que:

(Ntf)(xn) > (Ntf)(x) ((Ntf)(xn)+ 0), que & exatamente o que havia
mos afirmado.
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Notemos que em ii) e iii) nao era necessarioc que f fosse um elemento

n ~ .. . .
de ¢_(R7). Bastava que f fosse limitado e que houvesse sentido em se inte
grar f(y)nt(x—y); isto e, bastava que f fisse uma fungao de Baire,limita-

da. Entao

(3.15) qualquer que seja f, de Baire ¢ limitada, a fungao Ntf pertence a

Cm(Rn); mais precisamente, pertence a CO(Rn) = { g ¢ Cm(Rn) : ?i? g(x) =0}
X |>x

iii) Qualquer que seja t>0, a aplicacgao
Nt feC (RY) »N £ e ¢ (RT).
¢ ‘um endomorfismo de Cm(Rn).
Com efeito, a linearidade decorre, imediatamente, da definigao de Nt'
A %ontinuidade também & imediata, ja que f(Ntf)(x)] i_}{f]’w s qualquer
que seja x € R:.
ivz Nt(NSf) = Nt+sf , qualquer que seja feCm(Rn). Vamos fazer o calculo P2

ran =1, Seja x um ponto qualquer de R™:

{Nt(st)}(x) = f(st)(Y) nt(X‘Y)dy = ff(z)fnt(y-z)ns(x—y)dy dz.

R R R
Fazemos agora as substituigoes: u = x-z e v = X-y e notamos que a in-
tegral 2 9
4 1 e - (u-v) _ v
;oA -v)n dv = e dv =
N = S)z ot 2e

L’l 4it ‘Vl 2]Ts
’ u? : 1/2 _ ( 2s

ye 2(s+t) {(
it

_ 1
Vg Tt VE m S

7 2 1/2
; . , - 1/2 (( St t)l/zV ( 2st }/ u } /
=n +t( J - ( ) 4 e 2 st s+t 2t dv =
e V2 x Zst T

= ns+t(u) ( nl(w)dw = - n (u) , onde

J s+t
R
wo= - {( _iiE__)l/z (28t >1/2 u }1/2.
2st s+t 72t
~ ¢ r
E“ta‘”(f(z)fﬂ (y-2) n (x-y) dy dz = =) £Ge-u) Y 2 (u=v)n (v) dv(-du)
'k R ° R Rt s
= if(x-u) nt+s(u) du ==gf(z)nt+s(x~z)dz = (Nt+sf)(x) que & o0 gue queriamos
" N

demonstrar.

S N



- . . . - - . -~ - .
ramos completar a familia (it)%>ﬂydef1n1ndo N como a aplicagao identida-~
T2 o]

le sobre C( R™).

Dzfinigao : O processn de 'farkov realizando o semigrupo(ﬂt)t>n, de 2an=

lomorfismos de C(R") ,definido acima, sera chamadc de

Movimento 2rowniano (no 7).

Vamos indicar por (Xt) Ess2 processo.c subespago de probabilidades

£>0

jerado por (XS) sera notado por th

Q<sct

- ] -~ . ~ s - . < . <
2. Existencia de uma versao com trajetorias continuas do moviniento browniano.

Até o fim do parapr-fo,se nao houver referencia em - contrario,

——g+
1 n X - . . .
{L"( R s, B7) (Xt)t>0} sera o movimento browniano com origem no ponto

x, munido da sua familia natural de passados (Ht)t>0'

. -~ . .. n
(3.17) Proposicao :Sejam s e t douis instantes e £ um elemento de Cm(R ),

quaisquer. Entgo;NEX{f(Xt+s— Xt)}Ht}= Eo{f(X ) .
Demonstracgao: S(*)

- y = F X - ! ]
. xt)lyt} ET{E(X, = X )o0 {H ]}

= E7¢t {f(xswxo)},

Mas, qualquer que seja y € R ¢

qc

4y - = |y - ¢ = - - =
B0 {f(Xs AO)} o E {f(XS y)l o Jf(z y)ns(z y)dz
.
= If(u)ns(u)du o= Eo{f(XS)}9 ¢ que encerra a demonstragio.

(%) n

Vamos justificar, brevemente; as passagens em(*), usamos a proprie-

dade de Markovy em (**), usamos o fato que Py{XO ‘3= 1. em(**%), simples

mente fizemos 2 substituigao u = z-y

.



<t, ¢ as fungoes f ¢ ¢ por

(3.18) Corolario : Sejam os instantes 0<t 4

< <
<t,st

1 3

n . -
tencentes a ¢ (R7), gualsquer, entao:

<0

t

BROE(R, - K de(X, - X = BU{E(X )} {g(x, _, )}
4 3 2 1 L 73 2 71

EX(EX{f(X. - X )|H. lg(x_, -X_)} =
t4 t3 t2 t2 1

EX(E £ (X Y} e(X. -X. )} = E°{f(X YIEN{g(X_ -X, )} =
£yt ! £t ty by

o0y EC { e(x, _
4 t3 7Y

Y}, como yueriamos demonstrar.

)
E {f(Xt

No proximo corolario, tomaremos n = 1 (isto e, consideraremos o0 mo-

vimento browniano tendo R , como espago de fase).

(3.19) Corolario : Seja i : R >~ R a seguinte fungao:

i(x) = x , qualquer que seja x € R
i(e) = 0
1 ~-R-*- X
Entao, o processo {L ( R , ET) 5,(i(Xt))t>0} ¢ um martingal con
respeito a familia (Ht)tlp'

Demonstracao : A aplicagao i(Xt) ¢ continua quase certamente,de sor

te que nao ha duvida de que i(X,) pertence a H, qualquer que seja t .

Por outro lado:

Xy qCX. . .
E {1(Xt+s)]Ht} = E{i(X) + i(X - xt)]gt} =

X, X, .
BX{i(X ) [H )} +E*(1(X , - X[} =

i(x.) + E°i(x )} %€ (X)) + fx n_(x)dx = i(X_ ) ,encerrando a demons
t s t R S t -
tragao.

Notemos que i(Xt) = Xt q.c. Assim, toda versao de i(Xt) sera tambem

uma versao de X, -
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A existencia de uma versaoc com trajetorias contlnuas sera provada 2pg

aes para © moviment» brownianc uni-dimensional. E issc basta, ja que o <2~

¥
2.
e
©
3

1

so geral, do movimento en n <dimensoes, pode ser reduzido ao casc un
sional, pela decomposigac do movimento nas suas n componentes.
Mostraremos a cxistencia de uma versao continua do movimento brownia-

no c¢m ducs etapas : na prineires, usande o fatc de que(i(Xt)) e um martin

t>0
, nds recorreremos ac teorema(l.27), e mostraremos a existencia de uma

~ o - ~ 4 . ’
versao com trajetorias continuas a direita.

{3.20) ?roposigao : 0 processo (i(Xt))t>0 ¢ continuo em probabilidade.

o

~ . X, s .
Yemonstracac : queremos: mostrar que %3@ P {ll(Xt) - 1(&6)|16}=O
o

qualquer que seja §=0.

Mas: PU{]i(X) - i(X ) |28} = J
y

Fazendo a substituigao u =—Jd — (estamos supondo t>s), a ultima

w

integral adquire a seguinte forma:

" Je-s!

Como n, e uma fungao integravel, essa ultima integral tende a zero,

quando |t-s|+ 0.
(3.21) Corolaric : Vamos definir, para todo t, a funcao

) 21112 l(xt+3;) s ;

(3.22) Corolaric : O processo(i(xt+)) ¢ um supermartingal com respeito

t>0
5 familia mod ificada (Ht+)tzp (3)
~ 1 -R+ X
(3.23) Proposigao : Seja {I7(R s, E7) (Xt)t>0} o movimento browniano

unidimensicnal, munido da sua familia natural dc passados (Ht)t>0°

-G~



Entao, existe um processo (Xt)t>0 definido sobre L™ ( 5 EX) e tal

i)(Xt)t>0 tem trajetorias continuas a diteita

ii) Et = Xt qc , para todo t2>0.

Demonstracao ¢ O processo (i(Xt+))t>O & um supermartingal com respeito

- e - - .
a familia continua (Ht+)t>0 . Alem disso,

Ho

i(X.) , de sorte que

: q
1(Xy,) t

EX(E (X)) = B (XY

[

x, qualquer que seja t>0 , o que garante

b

was » ETLE(X)} =fy n (x=y)dy
R

a continuidade da aplicagao teR = Ex{i(xt)} e a aplicabilidade do teore-
ma (1.27).

Existe,entao,uma versac com trajetorias continuas a direita de

(}(X“_))ti0 . Seja (Xt)tzp essa versao.

Mas, €Sse processo (ft)t>0 . exatamente o processo prometido, ja ques:
oo c . .
¥ 9° i = (X ) = X_.
. x ) (x) = X,

Esta assim demonstrada a proposiggo .

Daqui, por diante, sempre que mencionarmos o movimento browniano, esta-
. -~ -~ « . - . - Aol . .
remos nos referindo a sua versao possuindo trajetorias continuas 8 direi-

ta.

0 que nos mostraremos ate o fim dc paragrafo e que,; na verdade, essa ver-
sao tem,so pode ter; trajetorias continuas. Essa revelagao nos chegara a

partir da propriedade (3.26) que nos apresentaremos 1ogo abaixo.

Vamos definir uma distancia p compativel com a topologia do es-

pago com a topologia do espago compacto R.

-4 0~



Sejam as fungoes:

: 2 2
a(x,y) =1 [x-y|/ (2 + ixf + |yl“) , sex e R ey e R
RASER B , se x = ® ouy ==
B (x) ={ x|/ + |x]) . se x eR
Entao,p (x,y):= o(x,y) + ] B(x) - S(y)l, quaisquer que sejam X e y perten-

centes a R.

(3.24)

(3.25)

e que:

(3.26)

-4 1~

Assim definida, p e uma distancia sobre R . Ve-se facilmente que:

p(x,y)< |x-y| , se x e y pertencem a R.
Proposigao : Qualquer que seja e> O,

lim —p%{
t+0

Xt-Xcii €}= 0

Demonstracao : Notemos inicialmente que, qualquer que seja xeR:

PY{|X -X |> e} = POL|X_|> e} f n, (x)dx.
t o'— t'—- t
X|> ¢
Fazemos a substituigEO u = = . Tudo que temos a mostrar,entao,
2
- 2
lim «l—jgvnl(u)zdu = lim -l~—-—-g e 2 du =0
EYO v 2 e td0 2w £t 2 &
=t =

Mas, isso decorre,imediatamente, da seguinte desigualdade(4):
2 2
_ _u
e 2 du <

- h
lul> b

Esta,assim, terminada a demonstragip°

Corolario : Qualquer que seja € > 0,
lim PX{o(X _,X)> e } =90
. P27 2

ty0 ot

Demonstragao: Pela observagao(3.24), sabemos que o evento

< e -
{D(thxo) € } contem o evento {}Xt xo[< e}.






Chegou o momento do golpe de misericordia na questao da continuidade

do movimento browniano.

(3.29) Teorema : Seja (Xt) un processo de Markov, com trajetorias conti

t>0
nuas a dircita e com limite a esquerda, realizando um semigrupo(Pt)t>O de

endomorfismos de C(F), sendo F um espago compacto. Seja d uma dista cia com

pativel com a topologia de F. Para todo xeF ee>0, seja Bd(x,e)#{yéF]d(x,y)ie}

Se lim sup

{1 —(ptx
;#0 xeF ¢

= -~ 3 ‘r. d .
Bd(x,s))(x) }=0 , entdo as trajetorias do processo

sao quase certamente continuas.

Demonstracao : Tendo trajetorias continuas a direita e com limite 2

- . . . x
esquerda,so resta ao processo a possibilidade de ser descontlinuo aos aaltos,
Trata-se, entao, de mostrar que o conjunto das trajetorias que saltam,e des

.
prezivel.

Chamemos de A o conjunto dos pontos amostrais cujas trajetErias sal~-
tam; A =$€% An , sendo Au o conjunto des pontos amostrais, cujas trajetori-

- rd
as saltam ao menos uma vez, durante o intervalo de tempo LO,n}.

Invocando outra vez a continuidade a direita e a existencia de limi-

te a esquerda das trajetorias do processo, escrevemos:

A =g U N ij {d@x_, X )> ——%—— }

{51 k21 1>k mEl om0 mel ey
2 A
Ora :
pX¢ M ota(x L X )» —A— ) < én P*{d (x X, )> —) <
Lj m’ "m-1 "= . - m * “m-1"— . -
_— ] m=1 3]
m=1 [A A l [/
< - ®© .
< sup Zn{l (P1 IBd(x, 1 ))(x) } > 0 , quando 1~
xeF —_— .
1 L
Postanto, PX(An) = 0 - PX(A) < I PX(An) = 0 -, como queriamos demonstrar.
n=1
(3.30) Coroldrio : A versao com trajetdorias continuas a direita, do movimen
to browniano, na verdade, tem quase certamente, trajetorias continuas.
Demonstracao : Nao ha o que demonstrar; basta reconhecer em (3.26) a

condigao suficiente do teorema acima. De fato, por definigao, se (Xt)t>0 -
. e

o movimento browniano, entao:



S ., .~ g . .
- ! Z = T . A { ™m i ! R n
P {p(\t S,Xt):_e} (Ns Bp(xfs))(x) condigao de uniformidacde do lim

+

.

te esta satisfeita, ja cu

1

[}

I\ I p - X - I ‘) ) ’ b N llc.].(1 uar Tue
Seia X€R°

NMotas e referencias

)

(1) lim E(f(Xt)le )

E(f(Xt)]HS+) q.c.
n->o n

Para fazer justiga a citagcao de Hunt,nos obteremos o resultado aci

ma, como consequencia de um dos teoremas basicos da teoria dos martingais

(referencia: Meyer,"Probabilites et potentiel® - V = T21).
Teorema :Seja (Yn)HE“N um supermartingal com respeito a familia de
passados (Gn)ne~N ; designemos por G_w=(w G -
ne-N
Suponhamos que valha a condigao sup E(Yn)<<+ ©,
n

As seguintes propriedades sao, entao, verdadeciras:
a) as variaveis aleatorias Yn sao uniformemente integraveis;
b) existe uma variavel aleatoria Y_mintegrével, pertencente a G__, para a
qual convergem, quase certamente e na norma de Ll9 as variaveis Yn, quando
n > =

c) o processo tYn)ne{— ) U (-¥) e un supermartingal com respeito a fami-

lia (Gn)ne{‘ o} (J(-N)°

Aplicaggo : Definimos Y_n E(f(Xt)]Hq )
“n

G = H .
-n s
n

0 processo (Y__)

, assim definido, € um martingal com respeito a
n’ -n >

(G—n)—q’ De fato, qualquer que seja n , Y‘h pertence a G—n’ pela definicao
de esperanga condicional. Alem disso, dados dois inteiros quaisquer m ¢ n,

: L
tais que =-m<-n,

E(Y_Dle_) = E(E(£(X ) |4 YIH ) =
n m

= E(f(xt)jﬁsm) =Y__  q.c.

—b 4=



Sendo um martingal, E(Y_n) = E(Y—l) qualquer que seja nelN, de fato

E(Y_p) = E(E(fEXD)IE )) = E(f(Xt))9 outra vez, pela definigao de
esperanga condicional.

Nessas condigoes o teofema que acabamos de enunciar, grarante a exis

téncia de uma variavel alcataria Y__, pertencente a  G-n =0 H = Hogps pas
n “n i

para a qual convergem, quase certamente e fortemente, os Y .

Resta mostrar que Y__ = E(f(Xt)f Hs+) g.C.

Seja ¢ um elemento limitado, qualquer de HS+; a convergencia forte

de (Y__n)_n a Y__ garante que
E(Y_ ¢) = lim E(Y__¢)
-~ =

Por outro lado, pela definigao de esperanca condicional

-1

E(Y__ ¢) = E{E(f(xtﬂﬁs Y6} = E{£(X_)o}=
n

= E{E(f(Xt)}Hs )4} qualquer que seja n.

+

Ou seja, E(Y__Oo %) = E{E(f(Xt)]HS+)¢}9 qualquer que seja ¢ limitada

pertencente a ¥
s+

Tomamos, entao, $q1= I{Y_w QIE(f{Xt)!HS+)}@ $ o= I{Y

x

e concluimos que, forgosamente, $1=0 q.c. e $,=9 q.c., donde

-0

Y = E(f(Xt)]HS+) g.c.

(2) i) 1lim E(f (X

n->o

YIH, ) = E(f(X H.))
Tﬁ+sm Tn T+Sm’ T

Vamos obter i) como consequéncia de um resultado mais geral; esse e o

bom caminho,

No que segue estaremos sempre lidando com um espago de prohabilidades

LJ(S,E); b, ¢n,w, A serao elementos désse espago e G,Gn serao subespacos de

probabilidade.

2) Proposigéo : lE(b}G)}i E(]¢”G) s quaisquer que sejam &6 e G,
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lada com (*) & justificada pels fata o que a go-

5]

A passagem assin

juencia (¢ ) 3 monftona crescente; nmonotonicidade essn Juc & nreservala
n’n
pela esperanga condicicnals a nota (1) justifica a vassacem (%),

tnilogamente, mostra-se que

lim Z(2 Gn) > lim E(¢m§8n) r:(-ffmgc)

n ) 8

it

Gqualguer guce scja m. Ora,-~e-

=

1o teorema b),

“

- o .
h(¢m] G) +E(4{G). Juntamos ageora as duas desicunldalas ¢ obtemes A

. b . g -

ese do teorema.

corolaric:0 Teorema continua valilde sc a hipotese 4da menotonicidade Ao (
T i n
~ . - . . -
for substituida pela secuinte hipotese:
. 1 . \
existe um elemento A 2de L7 tal que, fjualquer que scja n, K¢ !< oS,

‘tmonstragao ¢ Definimos uma nova secuéncia

reta do corolarin acimn

(=5

I 3) O resultads 1) sai agora come consequoncia 2

pasta fazermos as saguintes identificagoes:
| . .
H } = (X ) . 6= f£(X
. " Kp g ) £(Xp a0 )
; n ! !
] . 4 - . i s o . . . .
. G = H_ s notando-se alem Jdissoe aue o0 < HEhL L, qualcuer cuc
| n ! 1 Al = . i :
L 4 ~

s seja n.

[E.) = E(f(X

i) lim E(f (X

m-~>

T+S)! H._ ).

PN

rancas coandic

Seja (?q}p uma sequencia de cicmentas e um eszngn do probabiiila-
t i
1 PORSS U R ' \ :

e L7, convercinlo juase certamente rara 5.

) . , ) L 1 .

Se cxistir um elemento ¢ d¢ L , tal “ue,

z ; ORI S (o

s < ¥ g.c., qualqguer que seja n;, entac (s 1G) "L(azG)u.c.3 BT

0 < J o { i

Uer que seja o subespaco de probabilidades que consilarenos.

| r-s



e Ruat o 5 g g on oy
Dmenstragaoz basta Jefinira-s NN nova co,eonce
T = - H - P N PN .
3 sup o s aplicharmos

3) No corslaric(3.22), nds utilizamns o secuinte tenr

los martingais

Tecoremse : S

- _A‘
;assados (Ht)t>

(ver MeyerProhatilitls et Prtontiel® V
um supermartinznl,

cCOm res

0

a) Valem as

X >

t R

X

ol I, pag.l66.

Lm.,

seguintes desisualdades:

b

E(Xt+] 2O

)
W

.

O

SE(X |
- C

2WM3

T
EX

me
JEn-

N

1

t

basicso

T

o

4

)

3

i
[sV)

3]

a1
I8
i

a

et
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teorin
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