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PREFACTIO

A teoria da amostragem baseia a grande maioria das suas
conclusdes na fixacao a priori do tamanho da amostra a ser colhi=
da. Mas‘em alguns esquemas ésse tamanho nao pode ser prefixado,

sendo uma variavel aleatoria.

A maioria dos livros nao trazem um tratamento sistema-
tico do assunto. O nosso proposito foi fazer um levantamento da
literatura sobre ésse assunto, procurando sistematizar o tratamen
to, bem como desenvolver sugestoes dadas pelos livros e nao desen
volvidas. Em outros casos procuramos verificar a possibilidade de
aplicagao de certos estimadores desenvolvidos em casos gerais, ao

nosso especifico problema.
Désse modo dividimos o trabalho em trés partes:

CAPTTULO I - Introducdao ao probiema, as notagoes, e abordando ©O
caso de amostragem casual simples. Inicialmente vemos algumas ma-
neiras na estimagao da média, procurando comparar OS efeitos de
cada estimador, e em seguida tratamos da estimativa do total;

cAPTTULO II - Fazemos a mesma abordagem para a amostragem estrati
ficada;

CAPTTULO III - Uma rapida apresentagao para a amostragem em dois
“estagios. ‘

f nosso interésse pesquisar no futuro, outros estimado-

res subpopulacionais bem como em outros esquemas de amostragem.

Finalmente queremos agradecer a todos aquéles que dire
tamente ou indiretamente nos ajudaram na elaboracao deste traba-
lho. Principalmente ao Professor Doutor Lindo Fava, nosso orien=
tador, sugerindo o tema deste trabalho bem como nos elucxdando
varias diividas; e ao senhor Joao Baptista Esteves de Oliveira, pe
lo trabalho de datilografia.

Sao Paulo, abril de 1971



CAPITULO T -

1- INTRODUCXO

Consideremos uma populagdo N, com N unidades de amostragem,
e em relagdo a qual estd associada uma variivel Y. Consideremos ain-
da imérsa em N uma subpopulagdo M, isto &, algumas unidades da popu-
lagao possuem em comum determinada caracteristica que as faz perten:
cer a essa subpopulagao. O que acontece freQuentemente € estarmos in
teressados na estimagdo de parametros desta subpopulacio. Vejamos al
guns exemplos: ‘

(i) Quer-se estimar a renda meédia em domicilios que tenham mais de
trés adultos. Geralmente nao dispomos da listagem dos domici-
lios com esta particular especificacao, "mais de tres adultos",
mas a listagem de todos os domicilios. A identificacdo a prio-
ni das unidades amostrais da subpopulagao pode ser muito cara
ou dificil,o que nos impede de trabalhar apenas com a enumera-
gao das unidades para a subpopulagao, e temos que usar a lista
gem toda no processo de selegEo da amostra.

(ii) Numa amostragem realizada estimou-se determinado parametro pa-
ra uma populagao de pessoas adultas. Usando a mesma amostra
quer-se estimar o mesmo parametro, mas agora restrita apenas a
subpopulagdo masculina.

(iii) Uma grande empresa tem arquivado os canhotos de cheques emiti-
dos no ultimo ano, deseja-se estimar através de uma amostra o
total em cruzeiros pagos com chéques'de valor inferior a deter -
minada quahtia. Dificilmente dispoe-se da enumeragao dos che-
ques nestas condigles, e precisamos usar novamente a listagem
de todos os cheques para colhér a amostra.

Dos 'exemplos acima, constatamos que a grande dificuldade na
estimagao de parametros da subpopulagdo,é o desconhecimento da enume
ragio das unidades amostrais da mesma. Pste fato sugere-nos dois ca-
minhos a seguir para determinagdo da amostraj
-19) Vamos selecionando elementos da populagao até encontrarmos um

numero fixado de elementos da subpopulagao, abandonando os ele-
mentos nao pertencentes a ela, e que foram selecionados.

-29) Sorteamos uma amostra de tamanho fixado da populacao N, e desta
amostra consideramos apenas ©08 elementos pertencentes 5\subpopg
lagho. .

0 primeiro procedimento leva-nos a uma amostragem casual sim

ples de tamanho fixo. Mas podemos estar sujeito a colher um numero
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muito grande de elementos da populagdo até atingirmos o niimero pre-
-fixado de elementos da subpopulagao.

0 segundo procedimento embora fixando o numero de elementos
de N que compordao a amostra, traz o inconveniente de que o nimero de
elementos de M encontrados naquela amostra & uma variavel aleatoria.

Neste trabalho iremos tratar,principalmente, do uso do se-
gundo processo, apresentado acima, para a estimacao de par&métros da
subpopulagao.

. Embora usemos a palavra subpopulacio, convem lembrar que o
mesmo conceito aparece na literatura especializada sob outros titu-
los como: dominio, setor, subclasse, etc.

2 .DEFINICOES E NOTACOES

Indicaremos a populagao N, do seguinte modo:

N = {U,, U ooy Upd

1? 2°?
Os possiveis valores da variavel Y, associada a esta popula
gao, serao indicados por:

Yl, Yz’ o 0 3 YN

Para identificarmos os valores de Y correspondentes aos ele
mentos da subpopulagdo, definiremos a variavel auxiliar W do seguin+

Y se U,€eM
w, ={ 1 X (2.1)
0 se U1€M

te modo:

Entdo, os principais parametros da subpopulagao, serao:
- valor médio da subpopulagdo

L}
W = W (2.2)
| Myt
- total da subpopulagdo
N
W= ] W= M | - (2.3)
i=1

onde M indica o nimero de elementos da subpopulagao.
Colhida uma amostra de fi.elementos da populagdao queremos u-
sar estes elementos para estimar(2.2)e(2.3). A nossa amostra

Yis Vg9 eces ¥y
tera um nimero m de elementos da subpopulagdo, que ireémos identifi
car do seguinte modo: '
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Yy se inM

W, = (2.4)
0 se inM ;
Nestas condigdes, se quisermos estimar a média W de M, atra
ves de: '
, . _ . n
w== Jw (2.5)
oMyt

n3o podemos usar os teoremas basicos de amostragem (Cochran, teore-
mas 2.1, 2.2 e 2.%), porque m n3o € um nimero fixo mas varia de a
mostra para amostra, ou seja, m € uma variavel aleatoria discreta
assumindo valores de zero até n.

Neste trabalho, iremos ver algumas tecnicas usadas na esti
magdo de W, e do total W da subpopulagdo. Além disso, quando nada
‘se disser ao contraridy estamos considerando que a amostra foi toma
‘da mediante amostragém casual simples, isto €, a probabilidade de
qualquer unidade amostral ser incluida na amostra € constante e i-
gual a 1/N.

3.ESTIMACAO COM m FIXO

Kish (pag.38) sugere como a primeira abordagem do problema,
que em vez de especificarmos o tamanho n da amostra para a popula-
gao, fixemos o tamanho m para a subpopulagdo. Em seguida vamos sor
teando elementos de N, até completar os m diferentes elementos de
M, e desprezando aqueles que n3o pertencem a esta subpopulagao. Esse
procedimento, leva-nos a uma amostragem casual simples de m elemen
tos, retirados de uma populagao de tamanho M.

‘De acordo com os teoremas usuais déste tipo de amostragem,
tiramos as seguintes conclusBes:

- 0 estimador definido em (2.5)

- 1 B (%)
W S = Zw 8 = zw (3.1)
m 4eq m i
e um estimador ndo viesado, e cuja wariancia e
c2
V(W) = (1-f7) —= (3.2)
m
onde M
=42
s2 = gt L(wy - W) (3.3)
w

m
(*) Usaremos o« aInbolo £ w,, para, indicar a soma estendida apenas
aos valores nao nulos da variavel w, na amostra.

M
£ '1’ tetl_o mesmo significado para a populagao.
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¢ o I
f "."'M"" (3.'4)
e onde podemos usar como estimador de S:, a variancia da amostra:
2 1 T =32 :
: Sw = =1 Z(Wi"W) (3.5)

Tal procedimento levou-nos & seguinte preocupagdo: qual o
nimero médio de elementos sorteados até completar a amostra de ta-
manho desejado m?

' Vamos dar uma resposta aproximada a este problema, definin
do inicialmente, a seguinte variavel:

Si: - numero de elementos selecionados de N, apos a escolha do
i-eésimo elemento de M até a escolha do (i + 1)-&simo ele-
mento de M. (Para facilitar a linguagem, diremos que o pro
cesso esta na i-ésima etapal.

Entao, o nimero de elementos selecionados ate o final da i-

ésima etapa, & a variivel aleatdria

Ti s S0 + S1 + ... + 8 (3.6)

i-1

Determinamos a distribuicao de S;. Ao iniciar-se a i-ésima
etapa, ja foram removidos Ti 1 elementos de M, e teremos na popula-
cao e subpopulagao, respectivamente, os seguintes nimeros de elemen
tos: '

"

=
i

|

A i-1

B = M= i (3.7)

A probabilidade(*) de que na etapa i, sejam removidos k-ele
mentos, e dada pelatprobabilidade de escolhermos os primeiros (k - 1)
elementos ndo pertencentes a M, vezes a probabllldade do k-e31mo ele
mento pertencer a M. Entao: ' ‘

a (A-B) (A-B-1) (A-B-k+2) B _ (A-B)!  (A-k)!.
P“‘i"" ==& AT T AR=k+2  A-k+1 “(A-B-k+1J7 .~ A!
(A-B)! (A-kJ! B! (A-k)! .(A-B)!B!
= IZE-B-E+150. Kt :zB-ijo - (7:'E_ﬁ+ljotﬁ-j,o Kl
(A=K T
P(Si=k) e (—(B%-l-)l (3.8)
B

(®*) Essa probabilidade e calculgda, condicionada a um particullr ‘va-
lor da variavel 'I‘1 1° isto e, supondo Ti 1 fixo. .



onde, k =1, 2, 3, ..., A - B 4%+ 1, Como

A=t (a1) 1 (A
P(S;=k) =
kzl ) I;T V1§7 Mp-1
vem imediatamente que:
' A-B+1 B
kzl (§_§ = () (3.9)
Mas
A-B+1 |
B(S;) = kzl keP(S; =k) K? I (5N (3.10)
\B
usando a igualdade k = (A—B+1)-(A~B~k+1), em (3.10), vem
B(S,) = (A-Bs1) = ko T (A-Bokel) rroptAs o
(B) iy T(B-1

A-B

(KT ! 1( . k) = a-Ba1) - _KY(B+1)

esta ultima igualdade decorre da expressdo (3.9). Simplificando os

= (A-B+1)

binomiais e reduzindo ao mesmo denominador chegamos a

w A+ 1
e Ll &

ou substituindo por (3.7)

N =T + 1
E(S;) = 1-1 (3.11)
‘ M - 1 4 1 .

- 0 maior valor para E(S ), & aquéle obtido quando nas eta-
pas anteriores 0, 1y 25 5543y (1-1), o primeiro elemento sorteado ja
0 = 1, S =1, «o.y S5, 4 = 1. Acontecendo is
to na etapa i, teremos a maior quantidade possivel de elementos nao

pertence a M, isto &, S

pertencentes a M, e consequentemente T, = i. Entao,

T8} = N-Tier v N-d 1 |
i M - i + 1 - M - i + 1 _ . (3.12)

Queremos determinar o nimero de elementos removidos ate com

pletar a amostra de tamanho m desejado, que é_dado por

Tm s 'So 4 Sl *..'. + Sm-l (3013)

logo: . | .
E(Tm) s E(SO) + E(Sl) oo * E(Sm-l) A3.14)

das consideracoes anteriores obtemos:



E(Tm)g.%%—%+§+g.:_i+.,+g_}%% .
L. T ELEETE AN
=m+ D H%T + % + E%T + oaee + ﬁ:%17 <

 m.D  _ D
Mt gmer MLty

onde D = N - M. Substituindo e simplificando

N=m+2
L R =
por outro lado o limite inferior de E(Tm) e o valor m, logo

N-m+2

m < E(Tm’ < m m *m 1 + T=f7)p (3.15)
onde M
P=-qg e Q=1-P (3.16)

A expressao (3.15) nos informa que quanto menor for P, maior sera
o extremo superior do numero médio esperado de unidades removidas.
Como o custo de uma amostragem € fundamental na escolha do
esquema a ser usado, vamos determinar uma expressao que nos informe
sobre o custo total do esquema sugerido nesta seccao.
Suponhamos que para investigar uma unidade amostrada gasta-
-se a cruzeiros. Caso a-unidade pertenca a subpopulagao, gasta-se
mais b cruzeiros para completar a investigagao. Assim a variavel C,
custo total, e dada por

C =2 C. +mb + aT
m

0
onde C_ € o custo fixo. Ent3o,
E(C) = Co + mb + a E(Tm)

Esta Ultima expressdo combinada com (3.15), nos da subsidios para
analisar o custo esperado da pesquisa.

4, AMOSTRA "CONDICIONAL" DE m ELEMENTOS

Cochran (pag.33), qﬁando-aborda inicialmente o problema de
subpopulagoes , e Kish (pag.%42), sugerem um método para estimar W.
Consideram a distribuigdo de W sobre as amostras de n elementos da-
populagao, nas quais aparecembexatamente m elementos da subpopula=
gdo. Isto &, dentre todas as possiveis amostras que podemos formar
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de tamanho n, determinamos a dlstrlbulgao condicional de w restrita
aquelas que possuam exatamente m elementos de M,

0 nimero de amostras nas condigdes acima é

(N - “\ - {ﬁ) (1)

n-m
pois temos n lugares.dosAquais m devem ser preenchidos pelos M ele~-
mentos da subpopulagdao, e 08 n-m restantes lugares pelos N-M ele-
mentos de M' (complementar de M em relacao ao universo N). Dentre
estas amostras o numero daquelas que apresentam uma eepec1f1ca amos
tra de m unidades da subpopulagao e

(N 3 “) C(4.2)

n - m
pois colocada a especifica configuragao, sobram n-m posigses a se-~

rem preenchidas por N-M elementos. Entdo, a probabilidade de que se
ja escolhida uma particular amostra de m elementos de M & dada por

-y
-y &

0 que equilave a afirmar que estamos fazendo uma amostra-

gem casual simples, de m elementos de uma populagao de tamanho M.
Se queremos estlmar W, podemos usar o estimador w definido em (2.5),
e que esta nas mesmas condigoes da seccao anterior, € um estimador
nao viesado, cuja varia ncia e dada por (3.2)
- : - ]
vy = Lo L2 (4.3)

Frequentemente, desconhecemos a grandeza M, para calcular-

mos f'., Uma aproximagdo & substituir f' por
n

f=T » ) ('l.ll)‘

sendo esta uma aproximagdo razodvel ja que

E(f') = E—g =-—q-=f ~ (u.5)
Para demonstrar esta ultima aflrmagao introduziremos a variavel aux1
liar X, do seguinte modo:
| 1l se o elemento pertence a M

xi = (4.6)
"0 nos demais casos

Usaremos X; para indicar a mesma varlavel mas agora em: relagao a amos
tra. Assim

Al

in=M e 2xi=m (“07)



entao: . | |

E(—%’H 2 -é— E(izlx.) N=x—-§— izlﬂ(xi) (4.8)
mas , . E(xi) =X = :igi;i— = —%m (4.9)
substi;uindO-em (4,8), vem:

B s L e (4.10)

0 que demonstra (4.5).

Substituindo-se (4.4) e (3.5) em (4.3), temos que a varian-
cia de w "cond1c1onada" ao encontro de m elementos da subpopulagao &
dada por:

1-f m

V(W)‘ = T.SZ (1"T)- —11- y "W)z (4.11)

5. w _COMO ESTIMADOR RAZHKO

Usando as variiveis W e X, definidas por (2.1) e (4.6), res
pectivamente verificamos as seguintes relagoOes:

1
W- T 1
. N LT )
W= ] W, e, 151 s =2 = R (5.1)
M LT § N o
Y P |
i=1
onde:
R lf (5.2)
W_= W. (5.2
° i=1*
. N :
e .3
iz=1
)
w -
- n gl T W
bem como W = —%T- ) ow, = 151 . z2=2 2 p (5.4)
: ' i=1 z e X ’
i=z1 1!
s 1§ (5.5)
onde W ¥ iélwi .
e x = in'= -%— (5.6)

Para determinarmos as propriedades deste estimador, vamos
usar a tecnica usada por P.V.Sukahtme (sec. Ma.3 pag.139), para esJ
timador razido geral, e particularizemos para a nossa situagao.
Facamos ¢
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w, = wo + Ei »o que resulta .'wo =W, +E (5.7)
onde - . 52
E(E) =0 e V(E) E(E?) (5.8)
2 & 1 N 7 oy2
onde 52 = =1 Z (W, = W) | (5.9)
t i1=1
Do mesmo modo: X, = X + E! X = X + E' (5.10)
com E(EY =0 e V(E" = - & (5.11)
onde 52 = iy ? - %32 2 gy - B (5.12)
X  N= i T N-1 N e

Substltulndo (5.7) e (5 10) em (5.4), teremos:

_ 3
w_ W+ E W W
neal = 28 s ~°. . (5.13)
X %+ E' X 1+T

- it . & .
Como n, e um quociente de duas variaveis aleatorias, vamos calcular
a esperanga aproximada, desenvolvendo:

1
(1 ¥ ~-§-'-)
X

em série, mas para que a série seja convergente, precisamos ter

~El < 1
X
isto e Xo Xl o |22 , ¢ ] =t 0 € o ¢ 2
X X | X
m
ou substituindo 0 < -ﬁ- < 2
N

que resulta em:

m
T>0 e n<2-—N——

A primeira desigtaldade, quase sempre esta satisfeita, porque o ni
mero de amostras de tamanho n que nao contenha nenhum elemento da
subpopulagao, pode ser congideraconsiderado como uma rarldade, e

quanto maior €or n, mais difieil flca nao aparecer elementos de M.
A segunda desigualdade ja é mais delicada. Necessita que.a fragao'
da subpopulacdo em relagio a populagio toda na amostra, seja infe-
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rior ao dobro da mesma fragao no todo. Como frequentemente as subpo
pulagoes sao fragoes muito pequenas, esta desigualdade estara satis
feita num nimero reduzido de vézes. Mas no caso em que subpopulagao
& grande mais que a metade da populagao, essa desigualdade se veri-

fica sempre. .
=0} =1 =,\ 2 |
1 + —g-'-) = 1 -5 : + E') - '. ce e (5.14)
X X

Substituindo este valor em (5.13), teremos:

W . = =,\2
n=—:2 1+—-_—- 1“'-—%—-“‘(——?—'-) + ..
X W X . X ,

1

o
"ol & B BB (E'|? ,[E')\%.-E-
=+ = - :'—":':"+(':" +(:") Tt e (5.15)
X W X  ¥W_ \X X W
(o] (o) o

Consideremos negligenciaveis a contribuicao dos térmos envolvendo E°
e_ﬁ, com poténcias superior ao segundo grau, e calculando a esperan
¢a;, teremos: ’

mas E(E) =0 , 2E(is':') =0
E(E'?) = (1 - £) =X segundo (5.11)
‘ n

E(E'E) = N oD % o %n°So

N
esta Ultima expressao encontrafse desenvolvida em Sukahtme.

Substituindo éstes valores em E(r), encontramos:

‘ s2 | . pS_S
E(r) = R. {1 U020 x {Acf). , X8 } =
X n Xw n -
. - 0
' s2 pS_8 : ,
=R 1 4+4°8) x . _Xo (5.16)
R x2 XA »

Para que seja um estimador nao viesado, & preciso que a expressao en
tre parentesis seja igual a 0 (zero), isto &,:

2
Sx o p.SxSo -
%2 %

O,
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©
0

S
=
W X
s
W= 2.5 X (5.17)
; s,

Esta Ultima expressao significa que a reta de regressao de W em fun-

cao de X, passa pela origem. Para o nosso problema éste fato sempre

se verifica, porque a todo elemento nao pertencente a suprpulaqao M,

esta associado a observaqao (0,0). O que nos mostra que o estimador

assim definido, & nao viesado gquando se usa a aproximagao ate segun-

da ordem. Entao, '
E(W = E(r) = R = W  (5.18)

Algumas vezes € bastante importante o conhecimento da mag-
nitude do verdadeiro viés, e isso pode ser calculado usando a suges-
tao dada por Hartley e Ross,como encontramos em Fava (pag.9). Indi-
cando por ¢ o verdadeiro viés de w, calculado como estimador razao,
teremos: |

H
]
Nl,o
i
=
S
m!
\,_o/
p S
H
1
51 | =
=
(o]
]
>
=
S—
XII 1
\2’
| WS4
]

E[—g- E{:%»[i - E(ia =L COV’(:gr 5)5 (5.19)
b4 X "X

e x.Entao,

- | -
Cov(:-g , X S(:g) S_ (5.20)
x | x X

w
Cov (:2 .,x)
X

onde p & o coeficiente de correlagdo entre as duas varfaveis. Final-
mente

IA
=

bl L

1l —

iIA

1 S= .
lel <. §_ S Sz ou lé% < = " (5.21)
W

mag como S= € igual a S, dividido por /n , e como ja vimos em (5.12)
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WM _ M\'=
aue s, =\r (1 - §) = /0 |
onde P = % e Q=1+-P, substituindo em (5.21) encontramos:

-LiL- < i E. (5'22)

_ = nQ
Sx

=2

e esta expressio nos fornece qual a intensidade do viés. Se a fragao
P f8rfpequena, vemos que para manter o viés reduzido teremos necessi-
dade de que a amostra seja bem grande. Vejamos um exemplo numérico.

Suponhamos que queremos manter um viés relativo inferior a 0,1. Entao

devemos ter: ,
1o _ 10 _
Vis = 01— 55 = 0,01

_ . 0
N = 5,01p

Suponhamos inicialmente que a fragao da subpopulagao € 80% da popula-

I

gao, isto €, P = 0,8, entao necessitamos n = 25 elementos, se P = 0,5
ent3o o tamanho da amostra sera 100 elementos, e se P é apenas 20% ne-
cessitaremos de 400 elementos na amostra. O que nos mostra que necessi
tamos de amostras muito grandes quando a proporcao da subpopulagao €

pequena. | '

6. CALCULO DA VARIANCIA DE w _, COMO ESTIMADOR RAZAO

Para calcular a esperanga de ﬁ; tivemos que fazer aproxima-
goes, no calculo da varidncia também vamos fazé-las, mas em duas apro
ximagoes. A primeira & usando o desenvolvimento de r obtido em 15115)'
apenas com poténcias até o primeiro graﬁ‘ Esta € a técnica usada por
Sukahtme (pég.146), para estimador razdo no caso geral, e que particﬁ—
larizaremos para éste problema. Assim temos:

r =R {1 - + E_'_] (6.1)
(o] .

X
Mas do fato de E(r) = R, obtido na secgao anterior, teremos:

znrm

vy (W) = V(r) = E(.{r - E(r)}?-]- = g((z-r)2) =
_ RZ{E(E'Z) , E(E?) _ 2E(ﬁ'§)}

X2 w2 X W,
Calculando as esperancas, segundo sugestao da secgao anterior,

pS S
vy (W) = Rzﬂ(l £) g2 4 M=f) oo _ 2(1-f) “x } 3

X2n X W2n © n W
s2 % g2 208,85,
= R? {(l-f) x '+' 0 ‘
n X W R
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mas de (5.17), tiramos imediatamente que:

- g2 82 :
i w2 R
| o
Vamos ‘tornar esta expressao mais simples, lembrando que:
L R =W de (5.1)
2 e - M

s2 = g1 (@ %) de (5.12)
X=-—q— de (5.3)

e determinando as novas relagoes

. = L =M= pi
o = N ) W, = = “R§ ) LA 5 W = PW (6.3)
2 = Wo)2 ¥ 2 W2 ¥ 2. Mi24+MW2-NW2
In-1)s3 = ] (W,=W )2 = {wi‘--NWO = W}~ MAZ+MAZ-NWE =
M - = M2 = =
= W2 - MWZ4MWZ-N = W2 = (M-1) s2 + MW? Q
. N2 w
2 2°g 2 =2 ‘ |
isto e So | 2 Sw + PO W (6.4)
Substituindo estes dltimos resultados em (6.2), e simplificando temos:
: g2
e i (1"f) N . 2 - - w
Vyiw) n M Sw =(1=£) —y (6.5)
Usa-se como estimador de Sé a variancia amostral
62 = —= ey & 52 (6.6)
w m-1 i 1

Como segunda aproximagao usaremos o processo desenvolvido
por Hansen (pag. 114, 29 vol.),
v, = v(r) & E{(r - R) 2}
e que atraves da propriedade de esperanga condicional, pode ser escri-
ta da seguinte maneira:

v,(w) = E [(E (r - Ri2] (6.7)

onde E_ significa a esperanga condicionada i ocorréncia de m indivi-

duos da subpopulagao.
' 2

’ S .
ol - 07) = o) g (52) sl = (3o 3) el e

Substituindo ésse resultado em (6.7), vem

w@ - a( (&~ 8) 2 2 G- 2
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De acordo com a definigdo de E' dada em (5.10), podemos es

crever: - .
= = - = (]
m=nx=n(X+E') = nX (1+ §-) (6.10)
- -1 =3 -2 X
X X

t
1
logo E (ﬁ ) g

[}
JH
=

# e
[}
> lt!JI
+ i
=l Itﬂ'
S—”
N
+
v
i
l
=t
e
[
<+
o)
AR
~N -
N
—”

N .
S e 1l + ®
i 2 (6.11)
N2
Substituindo em (6.9), vamos encontrar:
- [N (1-£) N (, _My N ] _1|.2 _
v, (w) "{E_ﬁ [1 Y= w (l f\f) N—I] ﬁ}sw £
= N [._ 1 o/ N 2
= H"ﬁ{(l £) [1 t & f(m)”sw =
1-f

(1) o e

Na pratica usamos sé definido em (6.6) como estimador de Si; m como es-
timador de fM e g como estimador de P.

7.COMPARACAO DAS VARIANCIAS OBTIDAS PARA w

‘ Vamos procurar comparar as varifincias obtidas na secgdo ante
rior, com a varidncia de woobtida quando se supoe a escolha de uma amos
tra casual simples, de g’élementos de uma populagao com M elementos, e
como ja foi visto em (3.2) & dada por

52
Viw) = (1-f£') —2— (7.1)
m €
Se compararmos com a variancia do estimador razao, obtidas em
- W
Vl(W) = (l-f)—I_M_- (7.?)

vemos que as diferencas sao minimas, visto que, podemos supor £ = f',
e E(m) = §M, e sabemos que'g pode ser confundido com a sua esperanga,
o que nos ie#a,a concluir que as diferencas nas duas formas sado despre
ziveis. Para aplicagdo,ambas as formas.devem sofrer alteragao quando
se desconhece M. Para (7.1) devemos substiuit f' por £, e em (7.2) .fM

por m.
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Comparamos agora com a variancia obtida em (6.12), ou seja,
como estimador razao em segunda aproximagao,
' al
s
v, (W = (1 f)(l+ni,-)m (7.3)
* A variancia neste caso & muior gue a variancia obtida pela
formula (7.1) ,ésse acréscimo é devido i aleatoriedade de m na amostra.
Analisemos um pouco mais detidamente o acréscimo

S S2
e st)

cuja interpretagao & bastante intuitiva:

i) Bsse acrescimo diminui quando o nimero de unidades amostradas au-
. menta;

ii) Quanto menor a fragao da subpopulagao em relagao ao tamanho da po
pulagao, maior € o acréscimo observado na variancia.

8.ESTIMATIVA DO VALOR TOTAL W DAS SUBPOPULACOES

Suponhamos agora que estamos interessados em estimar o total
N M _
W = i£1wi = lw = .MW
Para-issoivamos_dividir'o tratamento em tres casos:
1. 0 total Y da populagao €& .conhecido;
2. O tamanho M da subpopulagcaoc & conhecido;

3. Y e M desconhecidos.

8.1-0 total Y & conhecido

Existem algumas pesquisas em subpopulagao, que por algum mo-
tivo, conhecemos o valor total da populagao. Como vimos no inicio des-
te trabalho, tinhamos uma populagao.na qual observavamos uma variével
Y, e através de um artiffcio criamos uma variivel auxiliar W. Assim pa
ra cada unidade da populagao temos associado o par (W,,Y;), o que nos
permite usar um estimador raz&o, na estimativa do total W . Analisando
a relagao entre a variavel W e ¥ podemos nos decidir por qualquer um
dos estimadores razao.

8.2-0 tamanho M da subpopulacao & conhecido

Neste caso a estimativa do total pode ser dado através de:
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W o= Mw | (8.1)

Na qual podemos usar w, como qualquer um dos estimadores propostos nas
secgoes anteriores. Usando o estimador definido na secgdo 3, ou no ca-
so da amostragem “condicional", visto na secgdo 4, W & um estimador
n3o viesado com a seguinte variancia:

v(w) = 1;f' M2 s2 (8.2)

de acordo com as conclusoes das citadas secgoes.

Se usarmos w como o estimador razao da secgao 6, e em concor
dancia com as conclusoes 132 obtidas, temos em w um estimador nao viesa
do, até segunda ordem de aproximagao, e cuja variancia é dada, em pri-
meira aproximagao por (6.5)

L=
£

vl(ﬁ) = M s& (8.3)

e em segunda aproximagao, conforme (6.12)

(8.4)

o 19
Vz(w) = M (l + ~y P) S

8.3-Y e M desconhecidos

fste é o caso mais geral e mais frequente. Usaremos aqui o
drtiffcio encontrado em Cochran (pag.34).0 estimador de W proposto é
o obtido pela multiplicagao do total observado na amostra pelo fator
de crescimento f§+-:

n
~ N
| w = Ew (805)
onde 5
w = .) w
i£1 *
- - N 2
entao W= — ] ow, = Nwg (8.6)
= = EW, :
E(w) =NE(W°) = N WO = N «-l\]-—-={wi =W (8.7)

ou seja, éste & um estimador nao viesado.

Da expressdo (8.6) podemos calcular a variancia rapidamente
lembrando que wo, representa a média de uma amostra de n elementos,co
lhida de uma populaqao com N elementos, e pelas conclusoes da amostra
gem casual simples:

SZ
Viw ) = (1-f) = (8.8)
o n
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Substituindo em (8.6) '

VW) = V(Nv-vo) = NZV(GO) = N2 (1~f) = (8.9)

onde usamos ) 1 -
¢ T H:I{Z(wi - wo)Z}

como estimador de Sg. 0 que pode cauvsar um pouco de estranheza na Glti
ma expressao, € o fato da variancia ser calculada inclusive para os ze
ros da populagao, o gue a torna bem maior do que aquela obtida dos va-
1ores nao nulos.

| Algumas vézes, & conveniente exprimir (8.9) em funcgao de 85.
Usando o resultado (6.4) e (6.13), podemos escrever:

s2 = 1o 82+ o (1 P'I-)ﬁz = ps2 + poit? (8.10)

substituindo em (8.9)

+

2
v(w) = '5—1%—'-'-9— {Psi + POW?) (8.11)

Como frequentemente desconhecemos Si, P, QO e W, unm estimador de (8.11)

-

e

2
A 1 ey N
V(W)—(lf)’ﬁ'—

1-8 §
n

=1k

s? +
w

= k=

8.4-Comparacao das_variancias

Vamos comparar as variancias obtidas quando se desconhece to
das as informagoes da subpopulagao com aguela obtida do conhecimento
do tamanho da mesma. (Cochran - pag. 36).

Da expressao (8.2) temos que:

2 .
V(W) = (1-£') %—szv (8.12)

onde m & uma variavel aleatoria, mas ja vimos que E(m) = nP. Entao,
supondo m = nP, teremos:

m nP
=g = =f
substituindo em (8.12)
2.2 2
V(W) = (1=f) %53 = (1-n X g2 (8.13)

A variancia quando se desconhece o tamanho da subpopulacao é
dada por (8.11):

2
vi@ = (1-f) T p(s? + oi?) (8.14)
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entao

2 a2 : _ C

v o Sw O 9 . ! -

—— = = 1 + (8.15)

v (#) g2 2 -

_ W w
onde Sy . . -

C i e o coeficiente de variagao da subpopulagao. Eviden
[ w .

temente a variancia € maior quando nao se tem informagoes sobre o ta-
man''n da subpopulagao. Em outras palavras, o lucro que se tem pelo co
nhecimento désse tamanhp aumenta, quanto menor for a fragao P,

8.5-0Outra aplicacao

As conclusoes obtidas na secgdo anterior sao de grande utili
dade no seguinte problema (Kish, pag. 435). Suponhamos que queremos es
timar o total Y, de uma populagdo em que muitd.dos seus valores. sao ze
ros. A pergunta que se coloca é a seguinte: De quanto podemos reduzir
a variancia se restrihgirmos'nossa amostragem apenas aos valores nao
nulos da populagao?

A variével Y da populagao N, pode ser separada em duas subpo
pulages a saber: M dos elementos em que Y nao é nulo e M' dos zeros
da p0pu1agEo. Usaremos aqui novamente, a variavel W definida em (2i1).
Assim este problema, é o mesmo dos tratados nas secgoes anteriores, ou
seja, queremos comparar a variancia entre dois tipos de estimadores,

‘N
= - SRS
w N wo = w

. -~ " M
e . weaMw =—m—w

Aqui, ao contrario da secgao (8.4), € conveniente exprimir as
variancias em fungao de Sy que & a varidncia da populagdo toda. Assim

'de (8.10), temos que ' 2
| 52 = 20 - gf? (8.16)
W P~ *
Substituindo em (8.2) teremos:
‘ ‘ 2
- _ (1-£') 2(% _ =2

ou usando transformagoes anteriores
., (8% - pow?) |
viw = =) y2p? {‘EL‘TT'““R“' -f) n2(s2 - poii?
‘por outro lado, de (8.9)

V(Q) (l;f) N2 g2

So

comparando os dois ultimos resultados teremos:
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-
b, RO 1-PQVE;
- 2 :
Viw) So S0
porém, lembrando que = g .
e N =2 e fazendo C_ = -2 , vem
M "o P o = !
W
o
VW) o o4 - 9
V(W) pc2
o
onde o fator —agff indica o quanto decresce a variancia quando se res
PC

tringe a pesquisa apenas i parte ndo nula da populagdo. Notamos que és
se decréscimo € maior, quando a proporgao Q de nulos é grande. Ou quan
do o coeficiente de variag@io C_ € pequeno. '

Evidentemente éste lucro na variancia deve ser balanceado com
o0 custo necessario para a eliminagao, a priori, dos elementos nulos da

populagao.
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CAPITULO 11

1.INTRODUCAO

. Néste capitulo iremos tratar da amostragem estratificada.
Suponhafos nossa populagao N, dividida em k estratos mutuamente exclu
sivos Nl"NZ’ N3, ceey Nk' contendo cada estrato respectivamente ....

Nyso Ny0 Ngy seey N elementos: Logo o nimero total N de elementos da
populagao e:

k
N = - N (1-1)
R - :

A subpopulaqﬁo M interseccionara os estratos, em k partes
mituamente esclusivas, My, My, My, ... My, cada uma contendo'Ml, M,,
M3, Ty Mk elementos. O nimero total M de elementos da subpopulagao
‘e dado por

k
M= ) M, (1.2)

Os N valores da variavel Y, serao indicados por dois indices.
Assim Yy estard indicando a observagdo feita na j-ésima unidade do
i-€simo estrato. De acordo com o exposto acima Y, . os indices terao
os seguintes dominios: i =1, 2, ...k e j=1, 2, ... N, .

Como foi introduzido na primeira parte déste trabalho, vamos

definir a variavel auxiliar:
Y se Y,.e M |
Wig = { 3 + (1.3)
0 se Yij @ M |
O nosso problema consiste em estimar para a subpopulagao, a
média W ou o total W. Com :

iad ) gi L ¥y LY wii (1.a)
W = e Wy, = == ) N,W, = e—- M, W s
M2y j=1 ij Mo 4% 1o Mo i i G
@
S gy = S - P |
§=1 =1 1} 42 i 4oy iio |
onde N Ni ,
= 1 = -1
W, = W, (1.6) e W, = Sy oW, (1.7)
i "ﬁ; j£1 ij io "ﬁ; 321 ij

Retiremos agora dentro de cada estrato, uma amostra casual
simples, contendo Nyv Nyp eoeyp My elementos, respectivamente de cada



e
“estrato. O numero total n da amostra sera:

n = E (1.8)
iul
Essa amostra conﬁeré my elementos de Ml' m, elementos de M2' etc.

Désse modo o nimero m de elementos da subpopulag¢ao, que fazem parte da
amostra e

lmi (1.9)

3
it
IR

i
Através das mesmas consideracdes feitas na primeira parte do
trabalho, notamos que flxado O tamanho n da amostra, o tamanho m € uma
variavel aleatorla, bem como serao my Moypeee My .
Ainda de acordo com a nomenclatura usada na primeira parte,

onde as letras minfisculas eram usadas na representagao da amostra, te-
remos

kM k k
- 1 1 - 1 -
w=-—=- ] Jw.=— Jnw =-— ) nuw (1.10)
M 421 §m ij mo Ly id m .2y ido
onde ) 1 n, ) 3 ng
ou para indicar o total da amostré:
]f Z Z ]f el (
Wy = m,w = n.w, 1.12)
i 1 J-l ivi i=1 i“io
Usaremos ainda néste~capitulo; as notagoes:
a variavel auxiliar:
' 1 se Y e M
Xyy = -] (1.13)
0 se - Yij g M
B R K T P
M = x * = N x .= M'
i=1 y=1 13 j=1 171 j=1 1
(1.14)
5oy A
m ] X = n,x, = m
i=1 =1 13 g=3 171 jml 1
as proporgoes :
Mi Mi -
Pi,= e Qi = ] - Pi = ] = e (1.15)
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entao xi = Pi
as fragoes amostrais

n K .
£, = 2 e £l = (1.16)
i N . i M
! i
t
2, ESTIMATIVA DE W COM OS M, CONHECIDOS 6

Quando conhecem—se os valores de M . Cochran (pag.147) suge
re um processo que € a extensio das suposiqoes feitas na seccao I.4.
Usando como estimador W, w' definido do seguinte modo:
W= e § M, % (2.1)
M [P R 1 *
onde de acordo com as conclusoes daquela secgao, wi € um estimador nao
viesado de w » logo

E(W') = -3 % M, E(w,) = -l-f M, =W (2.2)
Moy b4 Mojop 14
e ainda de acordo com (I.4.3).
' s,
V(wg) = (1-£)) - ;;_ | (2.3)

onde Sii indica a varidncia da varidvel W no i-ésimo estrato,

» M,
2 _ 1 & =2
Sy = ——— 1 (W5 = Wy) (2.4)

. ‘i ) )
onde ] indica a somatéria estendida apenas aos valdres nao nulos de
Wi DO i-8simo estrato.

Usando (2.3) a varidncia de w' reduz-se a
. 2
vy = i Z Mi (1-£) —ot (2.5)
. M i

No caso particular de partilha proporcional ao tamanho dos estratos,
e de variancia constante em cada estrato, (2.5) se reduz a: 3

2
) s
vw') = ﬁ%r (L-£") si = (-f') gy (2.6)

3. w COMO ESTIMADOR RAZAO

Como desejamos estimar a média W da populacao, definida em
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(1.7) , uma sugestao e determinar um estimador nao viesado para o nume
rador e outro para o denominador. Assim um estimador nao viesado para:

oy

5o i wy
W= Wy, = ) N (3:1)
121 4= 13 5y i
]
gy, -}
w o= N,w, = : W, oo (3.2)
q=1 tio gy ny o gay i
E um estimador nao viesado para:
s Pn o= 3w
M= W = M, = N,X (3.3)
i=1 j=1 1J g=1 1 gmp A
e k _
X = 1£1Nixi (3.4)
o |
ande ii = ni , mas conforme vimos na secgao I.4
i
- Mi
E(xi) = 5 | (3.5)

i
entao, calculando a esperanga de x, temos imediatamente que
E(x) = M (3.6)
Vamos definir como estimador de W, o quociente das expres-

soes obtidas em (3.2) e (3.4), assim:

w

1 =
- INsWio W PNiYio es
W = - = - - = (3.7)
ZNixi 5 ENixi xes

onde

- ! -

Wes N ZNiwio (3.8)
e % =4 IN,X ©(3.9)

; es N i%i ' *

fiste estimador,que & o estimador razao combinado devido a Hansen,
Hurwitz e Gurney, & proposto por Cochran (pag.148) e por Durbin (pag.
114) , para estimar W. |
Fava (pag.29) calculando a esperanga matematica désse esti-
mador, no caso geral, chegou em primeira aproximagao ao seguinte resul
tado:
E(w,) = W+e (3.10)
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onde €, 0 viés, & dado pela seguinte expressio:

N, (N,-n,)
= 2l S Wl AT
€ = }:{'2'— T‘;—-—--* {w Sxi - wai} (3.11)
i
particularizando para a nossa variavel,
N.
2 . - - 2, M My ) ;
SXJ. f\]—i—:l- {j£ (xij-xl) } r::r (] - ﬁ; = PiQi < (3.12)
e
1 !
Syxi = ﬁ::T j£1 (Wij- ic! (xli-x) =
N.W M,
= H( - N-’:) = P00, (3.13)
1 1 - _
substituindo éstes dois resultados em (3.11), vem :
Z N, (N;-n;) - - Z i i
-—-———-—-——-P.Q.(W-W.) = —= (1 = £.) P,O, (W-W,) (3.14)
b Nn, iri i in, i i~i i

caso a estratificagao tenha sido feita com partilha proporcional,
isto e,

fi = N:: = 3 para i= 1' 2' seeyr K
entao
2 ,
_ N° (1 - f) = =
€ ;2 St .g NiPiQi (W wi) (3.15)

ou lembrando que P, Qi < -%— , sSempre, vem:

|8

€I T 3

.1 N (1L - f) N
M ’ n - .

ﬁ"w.
i ( 1)
0 que nos permite ver mais claramente, a magnitude do viés em funcao de
seus fatores componentes.
Se a amostragem é feita com partilha proporcional e as variancias e

covariancias sao constantes de extrato para extrato € facil mostrar u-
sando raciocinio visto no Capitulo I que o viés é zero.

4. CALCULO DA VARIANCIA DE w,.

Queremos determinar :
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- - 2
V(we)‘= ,E(we W)
W -
;"’ - ﬁ = .5 _ W o= wes wxeb
e - s
xeS xes

substitulmos a variavel ies pela sua esperanga X. Assim:

W, = W = = (w_ _ - Wx_ ) = -
e % es es % es
qnde ues == wes - Wxés
entao - o1 e
) V(we) —§? V(ues) (4.1)

e u,_ representa a média de uma amostra da variavel aleatdoria

wij - ﬁxij' colhida através de amostragem estratificada. Assim:

N, (N, - n,) .,
= v . 1 i'Ti A’ a2
“onde 2 1 Ny e _ - 2
Sui = ﬁI:I- § {(wij - wxij) - (W, - WX;) =
ow,
1 o a3 ]
= ﬁI:T ,g {(le - Wxij) - Ny (Wyo = WXy) } ™
Y
Bt L =2 = =2 2 = =2
& ﬁ?r § {(Wij WJ.) + Mi (Wi W) NiPi | (Wi W) )
a %i Wy, = W2 + M0, (W, - @2 (4.3)
v NieI 3 ij i i1 *

substituindo (4.3) em (4.2), e o resultado em (4.1). vem:

2 M
: NY (L - £) i
= _ 1 i i =02 = =2
Vw,) = . g TR D { ) Wiy = W™+ MiQi'(wi W) } (4.4)

que é a varidncia procurada. Cochran (pag. 149) sugere como estimador
dessa variancia a expressao:

2 il
N, (l—f-) i m,
i - L~ 1 i 1 3 - 2 1 - - 2
v(we) = —;7 g HzmTE;EIT-lg (wij o wi) + mi(l- F;) (wi - we)

onde x @ dado por (3.4):
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it
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il
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3.2

3

Durbin (pag. 115) procurou medir qual o aumento sofrido pela varian
cia devido a aleatoriedade de m. Para isso comparou a variancia do esti
mador Gé com w', obtido na secgao 2. Mas para isso & necessario algumas
aproximagaes. Suponhamos que a estratificag&o foi tomada, em ambos os
casos, com partilha proporcional ao tamanho do estrato, e que f' = f-
Nestas condicoes, de (4.4), vem:

M
V(i) = —iz- AE) {2{? gi(wij"wi)z + 1o (W, - (4.5)
e de (2.5)
kM
V(') = —if 1128 ) § Wy, - W2 (4.6)
logo k » -9
v(e_'fe)' . § MiQy (Wy = W)
V(w') ‘g ?i((wij- ﬁi)z

e o ultimo quociente, € que mede o aumento da variancia devido ao des-
conhecimento do tamanho dos estratos subpopulacionais.

'5.ESTIMATIVA DO TOTAL W DA SUBPOPULACEO

N
5.1 Usando o fator de crescimento Hi

i

Quango desconhecem-se os valGres Mi' podemos usar o fator de cres-
cimento Hi » € aplicando as mesmas consideragoes da secgao 1.8.3, den-
i ot -

tro de cada estrato;'na'eétimativa do total W da subpopulagao, podemos
usar o estimador nao viesado
lzcuNi n (
w o= J =T 5.1)
e Rt
e de acdrdo com o que vimos naquela secgdo, a variancia désse estima-
dor sera dado por:

V@) = ] & 52

) " & (5:2)

com

' - 2 1 2 -2 .
2 1 W, ) = e (N,~1)S”,+M, Q. W (5.3)
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ou seja,
kNi(l f)

V(VTV) = Z m——l—)— {(M -1) 52

L o=2
ESte estimador w, esta em Cochran (pag.147) , que apresenta como es
timador 'da var1anc1a (5+2)% a expressao:

k NP (1-£)) { 2 =2

1

5.2 Usando o estimador razao separado

Para estimar o total da subpopulagao quando conhecem-se os valdres

M, podemos usar o estimador

W =]Z< MW, = )g My Ym (5.6)
i
que identificamos‘imediatamente como estimador razao separado (conf.
Fava, pag.28). Vamos determinar a esperanga e a varidncia désse esti-
mador, a partir dos resultados chegados por Fava (pag.30), para esti-
mador razao separado nb caso geral. Assim, em primeira aproximagao

E(wy) =W+ e (5.7)
onde
k k N,-n
iy 2
es =£ gl— Z — (R, ij. WXJ.) (5.8)
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Swi = WL g (W 4=W3 o) (X3 4-X;) (5.9)

Mas a expressao entre paréntesis da equagao (5.8), & nula, pois
dentro de cada estrato; a reta de regressao de W em fungao de X passa
pela origem, e estamos na situagao vista na secgao I.5. Ou seja,vwS e
em primeira aproximagao, um estimador nao vieSado de W.

Para se ter uma idéia da magnitude do verdadeiro viés, podemos fa-
ger as seguintes suposiqoes°



=D
--'ei * ¢, para todo i = 1, 2, ..., k, isto &€, temos aproximadamente o
mesmo viés de estrato para estrato;

= A variancia de W dentro de cada estrato, é a mesma;
- C.V.(ii)‘e C.V.(x), isto &, também o coeficiente de variagdo das mé-

dias dg x em cada estrato sao aproximadamente iguais.
Nessas condigoes teremos

le_| -
8 fkQ (5.10)

<

sendo esta uma expressao para indicar a magnitude do verdadeiro viés.

A partir da expressao 2.3.2 de Fava (Pag.31), determinamos a vari-
~ancia de Wy
2

m (Mi-l)séi (5.11)

Viw_) =
& i

| e |

_ Se compararmos @ste resultado com (5.4), teremos uma expressao pa-
ra indicar em guanto diminui a variancia pelo fato de conhecermos os

valores Mi;

-o—
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CAPITULO 111

AMOSTRAGEM EM DOIS ESTAGIOS

Vamos desenvolver aqui a mesma técnica dada por Durbin (pag.117).
Consideremos inicialmente a amostragem em dois estagios, na qual k
unidades sao selecionadas, com reposicao, na primeira fase de uma po
pulacao de K unidades, com probabilidade de selegao proporcional aos
nuime ros Nyv Nyp ovesNg, que sao os tamanhos das unidades amostrais da
primeira fase. Na segunda fase € selecionada, em cada unidade da pri-~
meira fase, um nimero fixo n de e¢lementos. Do mesmo modo como foi a-
presentado em II{l, queremos estimar parametros de uma subpopulagao
M. Por exemplo a média da subpopulagao

A ’{ b{i #
W = e . W, . 1.1)
M 42 4=1 13 |

e pode ser estimado por:

- _ 1 ‘
wy = *ir}. W, . (1.2)
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Numa primeira ordem de aproximagao, podemos dizer que:

: N
k n K "'i
EZZwij] —’é—“—liwij‘
E('v';l) = | = Sl = W (1.3)
E(m) : kn M

ou seja, € um estimador aproximadamente ' nao viesado. Para calcular a
variancia usaremos processo: semelhante ao desenvolvido na secgdo
IT.4, assim

T B T T T

1
) Xy 5 m
k 1
B e ¥ uij (1.4)
onde Uiy = wij - Wxij' E a variancia sera dada por

v (i) =(—,';—)2 V(@) (1.5)
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onde u e a média aritmética simples de k valdres da forma:

u, = z u, - Wm, , e de acordo com a teoria da amostragem:
i im 1j i
k
- _ 1 1 - 2
\ V(U) = T —JCTI- g (lli U) (1.6)

mas k 2 2 2 2

- _ 2 _ =2 e Ty S M -~

E (uy-u) = J uf - ku® = | (w,-mW) T (W -W) (1.7)

Mas esta expressao contém o valor desconhecido W, que nao pode ser
simplesmente substltuldo por wl que é viesado. Entretanto, se os valo
res mi forem iquais entre si, e portanto iguais a -E— , teremos

- 2 T 2 _ __2
Z (wi= g M = ] (w= £ w)" + o (wy=7)

entao, € razoavel supor valida a relacao:

. e o, 2
J wymm @) 2 ) (wymmewy) 4 e (g =) (1.8)
1 .

substituindo este ultimo resultado em (1.7), vem

k - 2 | = (2
Y uy mw = ] (w, - mgow,)

ou seja a variancia estimada em (1.5) reduz-se a

k
- k - .2
viw,) = (w, = m, w,) (1.9)
¥ nZ(k-1) E TR

que é o estimador da variancia procurada.

«=000-.
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