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P R E F''Ã C l O

A teoria da amostragem baseia a qr;\nde maioria das suas
conclusões na fi.xação a priori do tamanho da amostra a 8er colhi
da. Mas.em alguns esquemas êsse tamanho não pode ser píefixado,
sendo \Dt\a pari.ãvel aleatória.

A maioria dos livros não trazem um tratam\eilto sistema
rico do assunto. O nosso proposito foi fazer \n.ll levantamento da
li.teratura sôbre êsse assunto, procurando sistematizar o tratameg.
to, bem como desenvolver sugestões dadas pelos livros e não deseg.
volvidas. Em outros casos procuramos verá.ficar a possibi.lidade de
aplicação de. certos esticadores desenvolvidos em casos gerai8r ao
nosso específico problema.

Desse modo dividimos o trabalho em ires ÉarteÉ:

CAPÍTULO l - Introdução ao problemas as notaçoesr e abordando o
caso de amostragem casual si.mples. inicialmente vemos algumas ma-
neiras na estimação dà média, procurando comparar os efeitos de
cada esticador. e em seguida tratamos da estimati.va do total;

CAPÍTULO ll s a mesma aboz'vagem para a amostragem estrato.
filada;

CAPÍTULO 111 rápida apresentação para a amostragem em dois
estãgioa.

É -nosso interesse pesquisar no futuro, outros estimado-
res subpopulacionais bem como em outros - esquemas de amostragem.

Finalmente queremos agradecer à tidos aqueles que dlrg
temente ou Indiretamente nos ajudaram na elaboração dêste tuba
Iho. Pri.nclpalmente .ao Professor Doutor Lindo Fatal nosso orlen-
tüdorl sugerindo o tema Peste trabalho bem como nos elucidando
várias d6vi.dàsi e ao senhor Jogo Baptlsta Estevas de Olivéltar pg
lo trabalho de datllogz'afia.

são Paulo, abril de 1')71



CAPÍTULO l

1-INTRODUÇÃO

Con8lder'amos uma população AI) culü 1.1 unidades de amoatrageml
e em I'elação a qual está associada uma var'lavei Y. Consideremos ai.n-
da imdi'sa e]n if una subpopu]ação M, isto é, a].dumas unidades da popu-
].ação possuem em Comum determinada eaxacterÍstica que as faz pet'tens
eer' a essa subpopul.ação. O que acontece fr'equentemente é estar,mos íD:
ter.estados na está.mação de par'ametros desta subpopulaç;o. Vejamos al
Bons exemplos:

(i) Quer'-se estimar a penda medi.a em domicx'lias que tenhatn mais de
três adultos. Gepa]mente não dispomos da ].istagem dos domicÍ-
li.os eom esta par'titular especi.fi.Cação, "mais de tl'ês adultos",
mas a ].istagem de tidos os dom:i,cÍ].ios. A identificação a p/t.Zo-
.tZ das unidades amostrais da subpopulaç;o pode se].' mui.to cara
ou difícil,o que hos Ími)ede de tz'abalhal' apenas com a enumex'a-

ç=o das unidades par'a a subpopu]ação, e temos que usar' a ].i.stg
gem toda no pr'oeesso de seleç;o da amostra.

(ii) Numa amostragem realizada estimou-se determinado pal'âinetpo pa-
r'a uma população de pessoas adultas. Usando a mesma amostra
quer' estimar o mesmo par'ânetpo, mas agir'a I'estrita apenas à
subpopulaç:o masculina.

(iii) Uma grande empa'êsa tem ar.qui.vado os eanhotos de Cheques emiti-
dos no Último ano, deseja-se estimar através de uma amostra o
total en cr'uzeir'os pagos eon Cheques de valor' infer'ior' a deter
minada quanta.a. Dificilmente dispõe!'se da enumez'ação dos che
quis nestas condições, e pr'ecisamos usar' novamente a listagem
de tidos os cheques paz'a dõlhêl' a amostra.

Dos exemplos aeimas. Constatamos que a gz'ande dificuldade na
estimação de paz'âmetpos da subpopulação,e o desconhecimento da enume
t'ação das unidades amostrais da mesma. Êste fato sugere dois ca
aninhos a seguir' pai"a deter'mínação da amostra;

se].ecionando elementos da população até encontrannos um
nÜmepo fixado de elementos da subpopulaç;o, abandonando os ele
mentes n:o pertencentes a ela, e que for'am selecionados.

eamos uma amostra de tamanho fixado da populaç:o N, e desta
amostra consider'amos apenas os elementos pertencentes ã .subpopX
loção.

0 primeiro pt'ocedimento leva a uma amostragem casual siB
pies de tamanho fixo. Mao podeltno estar sujeito a colhêp um número



muito gz'ande de e]ementos da popu].ação ate atingir,mos o nÍimer'o pl.'e-
efíxado de elementos da subpopulação.

O segundo pr'ocedimento embor'a fixando o nÜmer'o de elementos
de AJ que compor'ão a amostra, traz o ínconveni.ente de que o nÜmer'o de
elementos de M encontrados naquela amostra é uma vaz'lavei aleatÓri.a.

' Neste tr'atalho ir'amos tratar,pr'incipalmente, do uso do se-
gundo pr'acesso , apr'esentado acima, pal.'a a estimação de par'âmetros da
subpopulação.

Embora usemos a pa].avia subpopulação, convém lembr'al' que o
mesmo Conceito apar'eee na literatura especial.içada sob outpoa tx'tu
[os como: domínio, setor, subc].asse, etc

2

ZJ PÇEIXiÇQB$ ! NOTAÇ6rs

Indicaremos a população AI, do seguinte modo:

N =' {Uls U2) . .. ) Uit}

Os possz'vei.s valores da val'lavei Y, associada a esta populg:
ção, ser'ão indicados por':

'1) '2s '''' 'N

Par'a identíficannos os valores de Y cor'r'espondentes aos elgl
mentes . da subpopu]ação, definir'emos a var'iáve]. auxiliar W do seguinü
te nodo

fVÍ se unemW. 8 { ' '
' \ O se U.eM

Então , os pr'incipais pal'anetpos da subpopulação, serão:
valor media da subpopulação

se
( 2 .1 )

se

i ,!:", (2 . 2 )

'total da subpopulação
N

>l W. = MÜ (2.3)
l H l

onde M i.ndi.ca o nÜmern .êe elementos da subpopulação.
Colhida \ma amostra de íi. elementos da população queremos u-

sar estes elementos paz'a estimar(2.2)e(2.3). A nossa amostra

W MW

yl) y2) '''s yn

terá um numez'o n de elementos da subpopu].ação, que ir'erros i.dentifà.
cat' do seguinte nodo:



: .l yi se yl.eM
' 10 se y.eMq 4.

Neetae eondlç6es) oe qul.õepmoo está.max' a nidi.a Q de Ht atpg:

-3-
se

(2 .q)
Be

eÜ nvés de
l
m

(2 . 5)

n;o podemos usar' os teoremas básicos de amostpag.em (Cochpan, teore-
mas 2.1, 2.2 e 2.4), por'que m não é um número fixo mas va!'ia de g
noutra pat'a amostra, ou seja, i.l é uma va!'lavei aleatória disco'eta
assunindo va].Õpes de zero até n.

Neste tr'aba]ho, i.r'emos ver' a].gramas. técni.eas usadas na está.
inaçao de W) e do total W da subpopulaç;o. Além disso, quando nada
se disser' ao eontrãrióS. estamos Considerando que a amostra foi. tons
da mediante amostragem Casual simples, isto é, a pr'obabilídade de
qua[quez' unidade amostpa] sep ine].uída na amostra é Constante e in
gual a l/N.

3.ESTIMAÇÃO COM m FIXO

Kish (pag. 38) super'e como a primeir'a apor'vagem do px'oblema,
que em vez de especificar'mos o tamanho n da amostra par'a a popula-
ção, fixemos o tamanho m para a subpopulação. En seguida vamos so=
teando elementos de Af, até Completar' os m difer'entes elementos de
M) e despi'ezando aqueles que não pertencem a esta subpopulação.. Esse
pr'oeedimento,. leva nos a uma amostragem casual simples de n eleme2
t08 , !etipados. de uma popu].aç;o de tananho M.

De acôrdo com os teoremas usuais dêste tipo de anostpagên,
t[pan08 as seguintes eone].us6es
+ o estlmadoz' definido em (2.5)

= . 1 P.. . l V..=: (+)
ü : .â .l.«* ' â E «]l: -''

i um eotimadop não viesado) e Cuja .vara.anciã é

B
(3.1)

V(;) = (1-ft) '( 3.2 )

onde
S2v' }l(wl - ;)z ( 3. 3 )

(+) Ueareiüos Ol; eÍnbolo !i. w. P parti. Indicar a 80na estendida apenas
a08 valõree náo nulos dã. variável v,'~aa anootta.

E yl# tet'ã o aesno e18nificado para a população.
H
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8 Onde podem06 usar Como eatímador' de Sâ, a variância da amoetpa:

s{ : ãi:T }l(wí-;)2
Tal pz'ocedímento levou-nos ã segui.nte pr'eocupaçao: qual o

ntüunei'o médio de elementos sorteados até completar' a amostra de ta-
manho desejado m?

Vamos daz' uma r'exposta apr'oxímada a êste problema, defíníD
do inicialmente , a seguinte variável

- nÜmer'o de elementos se]eeionados de N, após a esco].ha do
i-ésimo elemento de M até a escolha do (i + ].) imo ele-
mento de M. (Para facilitar a linguagem, dir'erros que o prB.
Cesso está na i etapas.
Então, o nSmer'o de elementos selecionados até o final da í

ésina etapa, é a vaz'lavei. aleatória

m

( 3. 4)

( 3.5)

Tj. : SO + SI + 1-1 ( 3.6 )

Determinamos a distpibuiç;o de S.í . Ao iniciar'-se a i-ésina
etapas jã foram removidos T4.1 elementos de M, e teremos .na popula-
ção e aubpopulaçao, r'espeetivamente, os seguintes nÚmet'os de elemeQ
tos

A ; ''N - TI.l
B M,'- i (3.7)

A pr'obabilidade('J de que na etapa .i) sejam r'eino'Ü].dos k-e].g
mentor , é dada pela probabilidade de escolher'mos os ppimeit'os (k
elementos não per'tendentes a M, vozes a p!'obabilidade do k«ésimo elÊ
mento pez'teneep a M. Ent:o:

'';::*, : aP.ugP. (A-B-k+2) B . (A-B)! (A
''''Ã:FÍ7''''Ã:E]ij] '(A.-B:k:i ].l! '''--Xr''' H :

B (A-B)! (A-kJ! .B!
B-k+].) ! ' A! t (B

(A-B)!B!(A-k) !
Ü

A-k
P(si:k) ( 3. 8)

(+) Essa probabilidade. ã calculada, Condicionada a un particular 'va
lor da variável TÍ.IB late é9 supondo TI.l fixo.



andes k = 1, 2, 3) ..., A - B + 1. Como

: . ':,"'':::*, : :(=). IÊ:111
ven imediatamente que

'=i::(Ê:fl: (Ê)

t

( 3.9)

( 3 . 10 )

Mas

E(S.)
l

A-B+l
}. k'P(si:k)k-l ' }* (â:11 1

usando a igualdade k (A-B+].)-(A-B-k+l), em(3.10), vem

7h- E m-n-k'n
(A-k) !

(A l)!(IÊI * :

Ú : lrin : '"-":' - ÜGtJ
esta ultína igualdade depor'pe da exp!'ess;o .(3.9). Simplifi.bando os
binomiaís e I'aduzindo ao mesno menor!\inadoz' Chegamos a

E(S,)l ( A- B.+ l )

( A-B+l)

Enj.) : $-;-+
ou substituindo poz' (3.7)

E(S:) = N ' Tl-l + l
' M + i + l

( 3.11)

O maior valor pax'a E(S{) , é aquêle obtido quando nas eta-
pas antepiol'es 0, 1, 2, ..., (i), o pl'imeir'o elemento sorteado jã
per'tende a M,.isto é, SO =' 1) SI = IP ...s Si.l = 1. Acontecendo i.g.
to na etapa .is teremos a maior. qual't:idade possível de elementos n:o
pe!'tendentes a M, e consequentemen'Ee T.t 8 i. Bata.o,

N - Ti-l + l N - i + l
M (3.'12)

Quer'erros deter'ninax' o nÜmer'o de elementos removidos até com
pletaz' a amostra de tamanho m desejado, que é dado poz'

Tm = SO } $1 '+ +.. + $n.l

E(Si)

(3.13)
logo:

E(Tn) 8 E(SO) '} E(SI) + ...' + E(Sm.l)
da8 con8ídet'açÕeo anteriores obtemos :

{ 3.14)



N m + 2+ BR m +

M + DB + + m + 2
m +

l lm + D + . . +
l

.«à

<

l l< m + D + +

h.D . . D
: " ' m::iii7 : " l ' Fi:ãn

Substituindo e simplificandoonde D 3 N M

Ea.) ' " à;:g
por' outr'o dado o ].imite ínfer'iox' de E(Tm) é o valor n, logo

m < E(Tm) « m N-m+2 B m l + .i-i:=$t''F ( 3.15)
onde

A expressão (3.15) nos ínfor'ma.que quanto menor f8r' P, maior' ser'á
o extz'emo super'ior' do nÕmel'o médio esper'ado de unidades r'emovidas

Como o custo de uma amostragem é fundamental na escolha do
esquema a ser' usado, vamos determinar' uma expr'essão que nos infor'me
sôbre o Custo total do esquema suger'ido nesta secç;o.

Suponhamos que pal'a investigar' uma unidade amostrada gasta
'se .g cr'uzeír'os. Caso a .unidade pez'vença a subpopulaçao, gasta-se
mais E cr'uzei.ros par'a comp].etar" a investigação. Assim a var'lavei C
Custo total, é dada por'

( 3 16)

9

C = C. + mb + aTu m

onde Cn é o Custo fixo. Então,
E(C) = C. + mb + a E('T )u n

Esta ultima exl)z'estão coinbínada com (3.15) ) nos aá subsídios par'a
ünaliüap o custo espet'ado da pesquisa.

4 AMOSTRA "'CONDICIONAL," 'DE' n ELEMENTOS

Coche'an (pag. 33) , quando abor'da ini.cialmente o pr'oblema de
Bubpopulaç3ea, e Kísh (pag.42), sugerem um método par'a estimar' W.
Consíder'am a di.str'ibui.çâo de w s8br'e as amostras de n elementos da
popu[ação, nas quais apa!'ecem exatamente m elementos da subpopu].a"
ção. loto é, dentre tôdas a8 possíveis amostrar; que pode o fonpal'



de tananho n, determinamos a distribuição eondici.anal de .w restrita
aquelas que possuam exatamento @ elementos de M.

0 nümer.o de amostrar naa eondiç8en aci.ma é
/N - M\ /M\
In - ml tm/

pois temos 2. ].ugapes dos quais n devem ser' pr'eenehidos pe].os M ele
mentes da subpopulação, e o$ n-m restantes lugares pelos N
bentos de M' (eontplementar de M em pela.ção ao universo N). Dentre
estas amostras o numero daquelas que apresentam uma espeez'fica amos
tpa de 2 uni.dades da subpopulação e

fn - MX
\n = mJ (4.2)

pois Colocada a específica configur'ação, sobram n-m posiçoes a se
z'en pt'eenchidas por' N-M elementos. Ent:o, a pz'obabilidade de que se
ja escol.hída uma pa!'tíeular amostra de B elementos de M Í dada poü

7

e (4.1)

O que equilave a afaz'inap que estamos fazendo uma amostra-
gen casual. simples) de n elementos de uma população de tananho H.
Se quem'erros estimar Ü, podemos usa!' o estimados' w definido em (2.5),
e que esta nas mesmas condições da secção anterior, é um estímadop
não viesados cuj'a varia.Doía é dada por' (3.2)

v(;) = ]' f' s2m w
FT'equentemente , desconhecemos a gr'andeza Ms papa Calcular.

mos ft. Uma apr'oxidação é substj.tuip ft por'

sendo Bata tuala apr'oximação pazoavel ja que

E(f') : E -#- : --Ê- : f

Paz'a demon6trap esta Ú].tina afizwnação intr'oduzipen08 a va!'lavei auxi
liam X, do seguinte modo:

1 1 se o elemento per'tende a M

1 0 noo demais casos
Usar'amos xj. para indicar' a ne8na Va!'lavei nas agoz'a em relação a anos
tt.a. Aselm

nf

(4.3)

(q.+)

(4.5)

xi (q.6)

N

j.!:Xj. ' H
e

n

11:xj. : " (q.7)
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( q . 8 )

.+então

E l
= -ã- E

n

i. !:n ujP

mas)

substituindo em (q.8), vem
t

M
N (4.9 )

eH : + :!: # : +'«.# , # '".:.'
o que demonstr'a (4.5).

Substituindo-se (4.4) e (3.5) em (q.3), temos que a vat'iãn-
eia de ü "eondici.onada" ao encontro de !! elenentos da subpopulação é
dada por'

v(;): : J:i11.s.ã : (t--.R-) .-à--.iJ'T }l(wj.-i)z (q.ll)
5.'Ü COMO ESTIMADOR RAZÃO

Usando as vapiávei6
peetivanente vepifícaüoo as

W e X, definidas pol'
seguintes relações

N

:!:"j. .

111;1 ' *

(2 1) e (4.6) , x'e.s.

N

:'!:": (5.1)

onde

Wo

N

:!:"i
N

:!:x:

( 5.2)

( 5 . 3)e

n

:!:":
n

i.!:*i

ben Como -} :t:":8 :..b
X

(5.4)

( 5 . S )onde ã. : -}

e ( 5.6)

Pat'a deter-ninarqnos as p!'opr'iedades dêste estimados' , vamos
usar a técnica usada poz' P.V.Sukahtme (sec. 4a.3 pag.139) , pat'a es
ti.nadar' z'azia geral) e par'tieularizenoé paz'a a n08aa situação.
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( 5 .7)w. = W + E.l o l o que t'exulta

onde

onde sã

V(Ê} = E(E2) = (l

N

:!:'-: - Q.,'

( 5 . 8 )

( 5 .9 )

Do mesmo modo: x.
l

+ E!
l (5.10)

eom E(Êt) = 0 e V(É t )
' '.S2

(l-f) :g
n (5.11)

( 5 .12 )onde ;i : A :!.'*:
Substituindo (5.7) e (5.10) em (5.Q) , tei'amos

A(: - #

!9.+z .w '''Q; 5.iu
X+ Ê' X l+ --.;-

Como n, e un quociente de duas var'iãveis a]eatÓpi.as , vamos ca]cu].ar
a esper'ança apr'oximada , desenvolvendo :

r. . et\ ''l ]. + .-.=--tl v l

em sel'ies mas papa que a ser'ie seja convir'gente, precisamos tel:'

l

isto é x - X
X

«i - l.:...
X

m

0 ' -#- . 2
W

ou substituindo

que t'esutta em

A pr'ímeir'a desigualdade, quase sempr'e esta satisfeita, por'que o nP
mer'o de amostras de tamanho 2. que n;o contenha nent\um elemento da
subpopulação, pode ser' eondide!"aconsider'ado Como uma z:'al:'idade , e

quanto maior fÕr !!) mais difíCIl fica nio apar'ecez' elementos áe M.
A segunda desigualdade já é mais delicada. Necessita que,,a fr'ação
da aubpopulação em z'elação a populaç:o toda na amostra, selva infe

m0> en n



Flor ao dobro ,da mesma fiação no todo. Como frequentemente as subpg
pulaçoes aao fraçoea muito pequenasl esta desigualdade estará 8atig.
feita'ntaia n6aero reduzido de vozes. Maa no caso em que aubpopulação
é grande mala que a metade da população, essa desigualdade se veri-
fica.sempre.

10

e.{)': - , -{ .({)
Substitü.ndo êste vn16r em (5.13) p teremos:

(5.14}

:.== + . . .Ç (5.15)

Consideremos negligenciáveis a contribuição dos termos envolvendo :E'
e B. con potências superior ao segundo graus e ca]cu].ando a esperai.
ça+ tereims

: « J 1 . g.@l . E.®2. . El$=©
L Wo x' x Wo

E(r) - E
{ ! -'í -g *(i)'

0

2Ê'Ê ++

mas

n

E(É') = 0a2

E(Ê'É) = E-:2 + p
N "

esta Última expreaaão encontra-ae desenvolvida em Sukahtim.
Substi.tuliido êsses valores em E (r) , encontramos :

B(r) e R.

n R. :.lea. $ . =:b

E(E) = O ,

E(Ê'2) = (l segundo (5.11)

(5:16)

Para que sela um eatlmador não vlesado. é preciso que a expressão e!!
tre parêntesis seja'Igual a 0 (zero) p Isto iipi

=L. . ' !$&' - .



Wo X

11

(5.17)

Esta última expressão significa que a neta de regressão de W em fun
ção de XI passa pela origem. Para o nosso problema êste fato sempre
se verifica, porque a todo elemento não pertencente a stJbpopulação H.
está associado a observação (0,0) . O que nos mostra que o estintador
assim definido, é não viesado quando se usa a aproximação ate segun-
da o='dem. Então,

E:(i) = E(r) = R = Q (5.18)

Algumas vozes é bastante importante o conhecimento da mag-
nitude do verdades.ro viés, e Isso pode ser calculado usando a suges-
tão dada por Hartley e Ross+como encontramos em Fava (pág.9) ; Indl-
cnido por € o verdadeiro viés de wP calculado como esticador razão,
terema : ,. l

''! - '-.-.'' - ,'':, - -l>- :(ã-
; :h %;--ll:ü-. IHlllo; ., .«l ' x nf tBr

l i a covariânçia entre as variáveis :gi e ;.Então,
X

= E(r) = R = w

l : l : ! ;l;'l ;: (5.20)

pois IPI : l.

:)

çetde p. i o coeficiente de correlação entre as duas varÍavei.s. Final
dente

..« (} . .':) : ;(}) ;:

1.1 !. ê. sisa ou Id! .s:... . (s.bu
na8 cm Sx é Igual a sx dIvIdIdo por /R''r e como jã vimos em (S.li)



'- s* :v;!;'TÍ''iF: õa
onde P B E e Q = 1 tltuindo em (5.21) encontramos:

12

l P
n Q

(5.22)

e esta expressão nos fornece qual a intensidade do viés. Se a fiação
P fõr.pequena. vemos que para manter o viés reduzido teremos neceasi.-
date de que a amostra seja bem gl'ande. Vejamos um exemplo n\anéríco.
Suponhamos que queremos manter lz:li viés relativo inferior à OPI. Então
devezmos ter:

l

Suponhamos inicialmente que a fiação da subpopulação é 80% da popula-
ção, isto é, P = 0,8, entãc> necessitamos n = 25 elementos, se P = 0,5
então o tamanho da amostra será 100 elementos, e se P e apenas 20$ ne-
cessítareinns de 400 elementos na amostra. O que nos mostra que necessl
ramos de amostras muito grandes quando a proporção da subpopulação e
pequena.

6. CALCIJLO DA VARIÂNCIA DE G

0,1 o ,01l Q
n P

COMO ESTIMADOR RAZÃO

Para calcular a esperança de wl tivemos que fazer aproxi.ma-
çÕesr no cálculo da pari.anciã também vamos. faze-las, mas em duas aprg
xinaçÕes. A primeira é usando o desenvo]vi.mento de r obtido em ]5.1.15).
apenas can potências até o pz'imeiro grau. Esta é a técnica usada por
Sukahtme (pág.146) , para esticador razão no caso geral, e que partlcu
larlzareinos para êste problemas Assim temos :

.}z . Ê....,. Ü.l

Mas do fato de E(r): ; R, obtido na secção anterior, teremos:

":M : "(-) - -({- - '(-)}'): : '({--n:)
l n(Ê'z) . n(ÊZ) . 2g {111g) l

Calculando a8 esperanças r segundo sugestão da secção anterior,

«:',' :.::. ' . . '

L n R: Õil iwoJ

(6.1)
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mas de (5.17) 1 tiramos imediatamente que:

Vamos tto=n3t esta expressão mais simplegr letnbrando que :
R = w de (5.].)

«:t6) - R' 'ai'U
e2 a2
2..3

0

(6 .2)

;i : -b (:
! =- -.g- de (5.3)

e determi.nando as novas relações

;) de (5.12)

o. : -é.- ! «* - -g- -F y -* - .;.- ü : -ã
{m-uSã ã }(Wi-Qo)z - EWi - N6Ê, = }WÍ +Mã:-tMg.

= }WÍ. - Mã'+Mã'-N :; QZ = m-l) S.i + MÜ: Q

(6 . 3)

isto. e

2

s; ; p s.! + PQ QZo w
Substituindo estes Últimos resultados em (6.2) , e simplificando temos

vi(i) - l.!:a- -}.- s.ã = u-a-;i--
usà esticador de S.l a variância amostral

s.ã = -à=r- }l(wJ. ' =)a

Como segunda aproximação usaremos o processo desenvolvido
por Hansen (páç. 114. 2Q VOI.)r

v. (i) = v(r) ; a{ [r - R)2}
e que através da propzledade de esperança condicional, pode ser escol
ta da seguinte maneira:

«'. '. .',-*.*., ,T::::.:,.,= la::.:.:::, ; «-.:-:, .. « ;-"«:
dado da subpopulação.

(6 .4)

(6 .5)

(6 .6)

'.ü: -,n : ':-'', >: 1.w)à;3-(à-à'1.3
subatitulndo êsse- resultado em (6.7) ? vem

",';» - 't (à - i) ;í): ;í P(à- â

\m M/ 'w
(6.8)

(6.9)



De acôrdo com a definição de E' dada em (S.IO) , podemos eg
14

prever:

m = n; = n(R + Ê') : n! (l+ !-l.\ : R /

1:.i)'' - : - {:'<Í:-l' :
(6.10)

pas
b

logo ' (n- -ü ,C.
: . g@U\:

,(

Mz l
N2 J

Substituindo em {6.9) , vamos encontrar

o. a. ê' *b' (: - ; (6.11)

V2(=) : .. l\Q ; (:

{:-', l:.#g( )il;
; H (: . à g). .: ...::,

Na pratica usamos s{ definido em (6.6) como estimados de sá} m como es
ti.dador de fM e ; como estimados de P.

7.ÇQI ARACÃO OA.g VARIÂNCIAS OBTIOA.S PARA. Õ

vamos procut'ar canpatar as variânci.as obtidas na secção anta.
rlorp. com a. variância de ví.'óbti.da quando se supõe a escolha de t=.nq amor
tra. .casual 8ilnple3p de B elementos de \ma população com g elementos, e
coro jã foi vlato en (3.2) é dada por

V (;) e (l-f') -!- (7.1)

Se compararmos com a variância do está.nadar razão, obtidas em

VI(Ü) B {l-f) --!#- (7.2)

S2

m

S2(6.5)

veinog que ag di.ferenças sao nÚnimas, vi.sto que, podemos supor f : f'.,
e E(m) = fMf e sabemos que B pode ser confundido com a sua esperanças
o que nos leva.a concluir que as diferenças nas duas formas são deaprg
zÍvels. Paz'a aplicação,ambas as formos . devem sofrer alteração quando
se desconhece M. Para (7.1) devemos aubstiult f' por f. e em (7.2) -fM
por m.



Comparamos agora com a variância obtida em (6.12) , ou seja,
como estímador razão em segunda aproximação r

A variância neste caso é Tí!;.li.ot que a variância obtida pela
fórmula (7.1) ,êsse acréscimo é devido ã aleatoriedade de m na amostra
Analisemos ID:it pouco mais detídamente o acréscimo

Q 'w
sp'l '?m"''

V2 (6) : (l-f) W
2

2

(7 . 3)

(7.4)

cuja i.nteppretação e bastante intuitiva:

1). esse acrescido diminui. quando o niimero de unidades amostradas au
menta;

il) Quanto menor a fiação da subpopulação em relação ao tamanho da pg
pulação. maior é o acréscimo. observado na variância.

8.ESTIMATIVA DO VALOR TOTAL W.DAS StJBPOPULAÇÕES

Suponhamos agora que estamos interessados em estimar o total

W
N

.!:":
M

E Wj. n Mã

Para isso vamos .dividir o tratamento em três casos

1. 0 total Y da população e .conheci.do;

2. O tamanho M da subpopulação e conhecido;
3. Y e M desconhecidos

8.1-0 total Y é conheci.do

Existem algtnnas pesquisas em subpopulação, que por algum mo-
tivo, conhecemos o valor total da população. Como vimos no início des-
te trabalho, ti.nhamos ID:na população .na qual observavamos uma variável
Yf e através de .um artIfÍcIo criamos uma variável auxiliar w. Assim pg
ra cada unidade da população temos associado o par (WirYi) r o que. nos
permite usar lar esticador razão, na estimativa do total #.'. Ànalíaando
a relação entre a pari.ãvel W e Y podemos nos decIdIr por qualquer lata

dos estlmadores razão.

8.2 .tamanho y: da:subpopulação: e conhecido

Neste caso a estimativa do total pode ser dado através de
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(8.1)

Na qual podemos usar w, como qualquer' \D:n dos estimadores propostos nas
oeoções anta=lores. Usando o estlmadór deflni,do na secção 3f ou no ca-
so da amostragem "condiclonalp, visto na secção 4í G ã um estimados
não vie.fado com a seguinte variância:

V('G) : 1:!- Mz S,: (8.2)

de acôrdo com as conclusoes das citadas 8ecçoe$.
Se usarmos w como o esticador razão da secção 6r e em monco!.

dância com:.-.as conclusões lã obtidas, temos em G um esticador não viesg
dol até segunda ordem de aproximação, e cuja variância e dadas em pri'
tneira aproximação por (6.5)

l-f M gZ(Q)V fl W
(8.3)

e em segunda aproximaçãor conforme (6.a.2)

":.', : -J+-l: * à 1;: ',.''
B.3-Y e M desconhece.dos

Êste é o caso mais geral e mais frequente. Usaremos aqui o
árti.fÍclo encontrado em Cochran (pãg.34) .O estlmador de W proposto é
o obtido pela multiplicação do total observado na anostra pelo falar
de crescimento ri:+ :

Q : ! w (8.5)
onde

então
nN E "i B NWW' s= 0n (8.6)

a(Q) = N n(6o) : N Qo - N : l : }wi : w

ou sejam êste é lm esticador não vlesado.
Da expressão (8.6) padeiros calcular a variânci.a rapidamente

lema)ranho que w.P representa a media de uma amostra de e. elementos lcg
Ihída. de tona população can N elementosl e pelam conclusões da amostra
gem casual simples!

[w
(8.7)

S2
( l-r) -2nV(;o) ( 8. 8)



Substituindo em (8.6)

v(G) = v(mQo) = n2v(Qo) = Nz(l-f) ;f
S2

(8.9)

onde usamos
si - ã+lt}(wi WO) 2 }

pode causar um pouco de estranh.eza na Úttl
ariâncla ser calculada inc:lus;i.ve pax'a os zg
terna bem maior do que aquela obtida dos va-

A[gumas vares, é conveniente exE)tinir (8.9) ern função (]e Sz
Usando o resultado (6.4) e (6.13) , po(lemos escrever:

;: : W ;3 . ~b (: - 1;) Q: ; ''-: * «ü:
substituindo em (8.9)

v(Q) = !!:-!i:Ét {ps: + PQQ2}

(8.10)

(8. 11)

Como .frequentemente desconhecemos S2, P, Q e Wf uln nsti.dador de (8.11)

vM) = (i-n ;F. g s.ã + : 1 - n ;:
é

8.4-comparação das -variânci.as

Vamos comparar as variâncias ol)tidas quando se desconhece t8
das as informações da subpopulação com aquela obtida do conhecimento
do tamanho da mesma. (Cochran - pág. 36)

Da expressão ( 8. 2) temos que:

v(ü) = (1-f') :- s:
l H . l / )

onde m é uma variável aleatória, mas já vimos que E(m)
supondo n = nP, teremos:

nP. Entaor

NP

substituindo em (8.12)

vM) - Q-a yÉ;- s: : U-0 y;! s: (8. 13)

A variância quando se desconhece o tamanho da subpopulação e
dada por (8.11):

v(Q) = (].-r) !- plsl( '} oãz) (8.i4)

como estirador de S:. O que
ma expressaor e o fato da v

ia nonu].acãros da população, o que a t
[õres não nu][õres nao nu].os.  
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êntão

v(Q)
v(ü)

fw = -- é o coeficiente de variação da subpopulaçao. Evideg.

temente a variância é maior quando não se tem informações s8b1le o ta-
manl'o da subpopulação. Em outras palavras, o. lucro que se tem pelo cg
nheciinento dêsse tamanho aumenta, quanto menor for a fraçao PP

s2 + 0Q2W
--T r -;= =- - :':#

e

q-----

,. t (8.15)

onde

B.5nOutra ap].icaçao

AS conclusões obtidas na secção anteri.or sao de grande utilã.
date no seguinte problema (Kishr páç. 435) . Suponhamos que queremos eg
Limar o total Y.. de uma população em que muito dos seus valores aão ze
ros. A pergunta que se coloca é a seguinte: De quanto podemos reduzir
a variância se xestri.ngirmos nossa amostragem apenas aos valores não
nulos da população?

À variável Y da população AI, pode ser separada em duas subpg
pulaçÕes a saber: M dos elementos em que Y não é nulo e A{' dos zeros
da população. Usaremos aqui novamente, a variável w definida em .(2il)
Assim êste problema. é o mesmo dos tratados nas secções anteri.odes, ou
sejam 'queremos comparar a variância entre dois tipos de estlmadot'es.

Q = N Ü. H --=-- w

$ b.M ü = -=t-

Aqui., ao contrário da secção (8.4) f é conveniente exprimir as
varlânci.as em função de S.. que e a variância da população toda. Assim
de (8.10) p teima que q

Fe; = . -

Substituindo em (8.2) teremos:

S2
W

e

Qã2 (8.16)

«.', : "p «'lg
ou usando transfomtaçÕes anteriores

"R) - IÊ:g. N2;2 {:ê. ' paã2
por outro lado, de (8.9)

,..ll=&
n

22 =2N {s PQW0

VM) : J.iiÉL N: S'

comparando os doía Últimos resultados teremos



porémf leinbrandd que
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B :lg e fazendo CO ' S , vem
0

0

v(ü)
v(G)

onde o falar Indica o quanto decresce a variância quando se res

tri.nge a pesquisa apenas a parte não nu].a da população. Notamos que êg
se decréscimo é maior, quando a proporção Q de nulos é grande. ou qual.
do o coeficiente de variação Ca e pequeno.

Evldentetnente êste lucro na 'Variânci.a deve ser balanceado com
o custo necessário para a eliitilnaçãoi a piLéoll..tp dos elementos nulos da
população.
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CAPÍtuLo IT

1.INTRODUÇÃO

Neste capz+tulo iremos tratar da amostragem estratificada.
Suponhamos nossa população iJ, di.vidida em k estratos mutuamente exclu
uivos NIP i12P A131 '''p Nk' contendo cada estrato respectivamente ....
Nlr N2P N31 '..f Nk QleMentosú Logo o niimero';.total N de elementos da
população é:

(1.1)

A subpopulação M interseccionará os estratos, em k partes
mütualnente e8clus.ivasp M].p M2p M3P . '.' Hk' cada \nna contendo Mlr M2p

M3f .+ó p lik elementos. o nülnero total M de elementos da subpopulação
é dado por

(1.2)

os N valores da variável Y, serão indicados por dois Índices
Assim Y. . estará Indicando a observação feita na J-esima unidade do
i imo estrato. De,acordo com o exposto acima Yla og Índices terão
os seguintes domínios: i= 1, 2+ ... k e j = 1,'2f ... N.i.

Como fol Introduzido na primeira parte dêste trabalho, vamos
defina.r. a variável auxiliar:

-,,.- {:" :: :::: :
O nosso problema consiste em estimar...para a subpopulação, a

média B ou o total w. Com

. ' k Ni

- : -F *!: ,!;«.i

se
(1. 3)

se

kl N WilülM -F *!:"*'.(1.4)

e

onde

k ni k k

:!: ,!:".j ' ,!:".'. - ,!:~*'*. (1.5)

t{ . 7 1
N. N:

-, ' -& ,!;":, ',.'' . ',. - -t ,!;"-,
Retlremos agora dentro de cada estrato, uma amostra casual.

Blmplegr contendo nlf n2p '''p nk elementos, respecti.veemente {ãe cada



estrato. O numero total n da amostra.Beta
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n (1.8)

nüne='o m de elementos da subpopulação, que fazem parte da
amostra é

k

:!:": (1.9)

Através das mesmas consi.deraçoes feitas na primeira parte do
trabalho, notamos que fi.xado o tamanho n da amostra, o tamanho m é uma
va:'lavei aleatoria, bem como serão ml' m2l' '' rmk'

Ainda de acôrdo com a nomenclatura usada na primeira- parte ,
onde as letras minúsculas eram usadas na representação da amostra, te-
remos:

-} :!: ,::"-, -
n. . .

:l«., - -F :!:«:;:

k

:11:«:;.. (l.lO)

onde n.

'- - -ã- ;!:":j
ou para indicar o total da amostra:

k ni k

.!: ,!:":j ' - .11.«*;:

ni

,11.":j
e io (1,11)

z-."'i"i4nl ü ü

Usarenus ainda nêste - capítulo', aa notações:
a variável auxiliar:

(1.12)

*:, - {;
3e vi.j e M

k

.!:":

(1.13)
se

logo k nl

:11: ,11:x-,
k

:11:":*. -
k ni

:11: ,:1:*.J

(1.14)

as proporçoea
MI

'''l; ' '- Pi
MI

NI
(1.15)
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xl ' Pi
as fiações amostrais

l

n ri - (1.16)

2r ESTIMATIVA DE Ü COM OS M, CONHECjll)OS

Quando conhecem-se og valores de Mj , Cochran (páç.147) suga
re um processo que é a extensão das suposi.çÕes feitas na secção 1.4.
Usando como esticador W, w' definida do seguinte modo:

-Ê"- .!."-':

t

k

C

(2.1)

onde de acôrdo com as conclusões daquela secção, w4 e la:lt estimados não
viesado de Qi, logo

n(i')
k . k

:!.": ''-,' - #:..i:-,': (2 .2)

e ainda de acôrdo com (1.4.3)
S2\#l

mlv(ii) (i-íi) (2.3)

onde S;j. indica a variância da variável W no..-l estrato.
M:

! (wj..i
l

]M,"- l
M: '

onde E Inda.ca a scunatÓria estendida .apenas aos valores não nulos

W.i.i, no lwésimo estrato.

;:. ãJ.) 2 (2 .4)

de

Usando (2.3) a variância de ;t reduz-se à
n&}

s;j.. l '
'7 (i-í:i) (2 .5)

No caso particular ãe partilha proporcional ao tamanho dos estratos,
e de variância constante em cada estrato. (2.5) se reduz a! +

u-r') s:
S

W(l-f')V(w') (2 .6)

3. Õ COMO ESTIMADOR RAZÃO

Cano deaejamoa bati.max' a nédia w da população. definida em



(1.7) f uma sugestão é determinar um estlmador não vlesado para o ntmg.
radar e outro para o denominador. Asse.m um estlmador não viesado para

E. .}.wni=1. j=i ''
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k
W n

k

:!:":':. ( 3 . 1)

e
k

.!:"l;:.
k
E1-1 nl

nj.

,i:"'jw' = (3. 2)

E um estimados não viBRado para:
k iNi k k

*11: ,!:",j : *!:", : ,11:~.:: (3. 3)

(3.4)
e

. m.

=l = -:-&-- mas conforme vimos na secção 1.4
M.

(3.5)

então, calculando a esperança de xr temos Imediatamente que
E(x) = M. (3.6)

Vamos defi.nir como estimados de Ü, o quociente das expres
sões obtidas em (3.2) e (3.4), assim:

.=J&. : }T?+.. : j«.
l:Nlxi i ENlxl xés

W aBe (3.7)

onde

;.; - -#- }lNs.=j.. (3. 8)

e Xes -F E"i:. (3.9)

Êste está.mador,que é ó estlmador. razão combinado devido a Hansen,
Hurwitz e Gurneyl é proposto por cochran (pag.].48) e por Durbin (pãg.
114), para estimar W.

Fava (pág.29) calculando a esperança matemática. dêsse está.-
madorp no caso geral, chegou em primeira aproximação ao sequente resul
Lado:

E(Õ.) = Q + c (3.10)



onde ep o viés, e dado pela segue.nte expressão

NI(Nl-ni)
N ni

24

''F Swx{ (3.11)

particultarizando para a nossa variável,

;i: - ü ',11.*«-::,:, - & h PiQi (3.12)

e
N,

Sw*i ' 8'':T jli mj.j-ãj.J Uj.j-R)

PiQiwi

substituindo estes doi.s resultados em {3.11) , vem

(3.13)

$ 21 N4; Nj.-nP , Q:M-ãj? u -:lZ } =1 n - fj.) Pj.Qi M-ãjP (3.10

Caso a estratificação tenha sido feita com partilha proporcional.,
isto é,

fi
n
N para Ip 2p

então
2

N (l - f)
n i

C nj:PiQi (Q-Qj.) (3.15)

ou lembrando r sempre r vem

' : -T- -:2-- li--i-a- } wi. ® - Qi.)

o que nos penníte ver mais claramente, a magnitude do viés em função de
seus fatõres componentes.

Se a amostragem é feita com partilha proporcional e as variâncias e
covari.anciãs são constantes de extrato para extrato é fácil mostrar u
sande raci.ocinio visto no Capítulo l que o viés é zero.
4. CIILCULO DA VARIÂNCIA DE Õ..

Que remos de te rTninar
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v(üe)
màs

G.s . . i.; - Ü e.
x xes es

substltubmos a variável ies pela sua esperança X

Q=os) : -t- ;es

we

Assim

onde

então
V(=e) - l V(ae s) (4.1)

representa a média de uma amostra da variável aleatÓri.a

colhi.da através de amostragem estratificada. Assim:
' 'es

wi.j

vGi:J : -:!
N

'h :ü !'\'"*,
N.

:Ü !:\'""
M.

ü !t I'««

(4 .2)

onde
Wlo

NI (®lo
2

ãl')2 + ni(Q! - 6)2 .'',--,l
: ã }'.{'",, -''-:,' ' "*.:'-, -~'-,'}

substituindo (4.3) em (4.2) , e o resultado em (4.1) . vem:

que é a var]ânci.a procurada. Cochrãn (pág. ].49) sugere como estlmador
dessa variância a expressão:

onde x é dado por (3.4):

"'-.'.-+ } Nilu - íjP
õi.(ni+i) Mi wi:j . ãi.)2 + Mtei(Üi-ã)2

l

v(;e) g I' }
NÍ (l-fl)

hll(wlj - ;l)2 + nl(l- l x) (Õi - ;e)2

(4 . 3)

( 4.. 4)
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Ourbin (pag. 115) procurou medir qual o aumento sofrido pela variam
cia devido a a].eatoriedade de =. Para isso comparou a variância do está
nadar wé com Ü' , obtido na secção 2. Mas para Isso é necessário algumas
aproximações. Suponhamos que a esEratificaçao fol tomadas em ambos og
casos, com partilha proporcional.ao tamanho do estrato, e que f' ; f-
restas condições, de (4.4), vem:

"';:': ' $ "/' 1 } ;''««--.,: '

M
2

E nIQI(ãi-ü)i.
(4 .5)

e de (2.5)

v(i') '7 f
l (l-f)

ãi.)2

ã)2

(4.6)

logo k

} MIQi'(QIe
v(i')

1 +
k Mi 2

(wiJ- üi)

e o Último quociente, é que mede o aumento da variância devido ao des
conhecimento do tamanho dos estratos subpopulacíonais .

5.ESTIMATIVA DO TOTAL W PA gUBPOPULAÇÃO

5.1 Usando o fatos de crescimento .-..2.
N

i

Quando desconhecem-se os valores M+ , podemos usar o falar de cres-
cimento }i-L , e aplicando, as mesmas considerações da secção 1..8.3, den-
tro de cada estrato;" nã estimativa do tóta]. Ü da subpopulação, podemos
usar o eatlmador não vlesado

k N;' "j.

}'<!"-,
e de acôrdo com o que vimos daquela secçaor a variânei.a desse estima
dor será dado por:

(5 .1)

v(Q) (5 : 2)

com
N i 2Ü

)
2 l

(w loSwio i.J : 'eai'"*-:';:."*..-íl .;.,i



ou sejam
-2 7-,

v(6) ü } ;l.t;li;i)' { wi.-u s3i + nj.ei.RÍ}

Ente esticador G, está em Cochran (páç.147) , que arrebenta como es
timador'da variância (5.2) , a expressão:

«., -} 4a;li-í,

(5.4)

(5 .S)

5.2 Usando o esticador razão separado

Para estimar o total da subpopulaçãó quando conhecem se os valores
Mi , podenns Usar o estimados

k k i.

": :,i ".', : } ": # (5.6)

que identificamos imediatamente como estirador razão separado (cona.
Fava, pãg.28) . Vamos determinar a esperança e a variânci.a dêsse está.
madorl a partir dos resultados chegados por Fava (pág.30) , para está
nadar razão separado no caso geral. Assímp em primeira aproximação

E(w8) = W + cü (5.7)
onde

com
.. - } .:- } a '-.;;-;.., (5.8)

R. :
l

w.

xl
N.

.i (wlj-QJ.o) (xi.j-!i)

'(xj.J-!j.)2 = Mi QJ.

(5.9)

Mas a expressão entre parêntese.s da equação (5.8) , é nula, pois
dentro de cada estrato, a teta de regressão de W em função de X passa
pela orlgemf e estamos na situação vista na secção 1.5. OU seja, w. é
em primeira aproximação, la:i\ estlmador não viesado de W.

Para se ter uma Idéi.a da magnitude'.do verdades.ro v:l.és p., podemos 'fa
zer as seguíntea aupoalçoes:



' cÍ s Gr para todo 1 = ll 21 ..., kr isto é, temos aproximadamente o
mesmo viés de estrato para estrato;

n A varIânCIa de W dentro de Cada eat=ato, é a mesma;
u C.V. (=.1) q C.V. (x) l Isto áf. também o coeficiente de variação das mo'

dias dp x em cada estrato são aproximadamente Iguais.
Nessas condições teremos

28

bl . rTQ
#mJ ' "

(5.10)

sendo esta in.tta expressão pata Indicar a magnitude do verdadeiro viés.

A partir da expressão 2.3.2 de Fava (páç.31) , determinamos a vara
anciã de w

} "í "'P '",-:''::V(wS) : (5.11')

Se compararmos êste resultado com (5.4) r teremos uma expressão pa
t'a indicar en quanto dimInuI a variância pelo fato de conhecermos o$
va16res M:.

0
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onde u é a média aritmética simples de k valores da forma

ul nlEluij B wl ' wmlf e de acôrdo com a teori.a da amostragem:

n

«G) : -tt
(1.6)

! (ul-Ü)2 }l «Í - kã2 >l(wl-mj.ü) - --F-(;t-Q)(i.7)

Mas esta expressão contem o valor desconhecido W, que nao pode ser
simplesmente substitui.do por wl que e viesado. Entretantop 8e 09 vala
res ml forem iguais entre sl, e portanto Iguais a -j:= r teremos

k 9 . 2 9

} (wj.- F Ü)' = E (wj.- E' ÕP' + -F- (it-'ã)

então, e razoável. supor valida a relação

: '«.-«.-,' ; : '«.-"l:-:,: .- -É '':--,: (1 . 8)

substituindo este Último resultado eM (1.7) . vem

}l (wi - mi ii)

ou seja a variância estimada em (1.5) reduz-se a

"aP ' ;7U-U ! ' - mj, ÕP2
(1..9)

que é o eatlmador da variância procurada
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