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CAPTTULO I
INTRODUCAD

A tecnica estatistica conhecida como Andlise de Va
riancia desenvolvida por R.A.Fisher no perido de 1925 a 1944
teve como finalidade a Analise e Interpretacao dos dados em
pesquisas biologicas e experimentos agricolas. Sua aplica-
cao estendeu-se rapidamente ao campo de quase todas as cien

cias.

Em 1947 foram publicados na revista Biometiies treées
artigos que vieram de certa maneira alertar os pesquisado-
res sobre os cuidados que deviam ter no uso da Analise de

Variancia.

O primeiro escrito por Eisenhart (1947) discute as
suposicoes basicas da Andlise de Variancia(Normalidade, In-
dependencia e Igualdade das Variancias dos LErros) e fez uma

distingao entre modelo fixo e componentes de Variincias.

O segundo desenvolvido por Cochran (1947), analisa
algumas consequéencias quando as suposicoes basicas nao sao

mantidas.

O terceiro por Bartlett (1947) propée transforma-
Goes na variavel dependente que tornanm possivel o uso da A-
nalise de Variancia mesmo nos casos em que as suposicgoes nao
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sao satisfeitas.

Embora estes artigos tenham fornecidos alguns cami
nhos para a solucao do problema, as pesquisas no sentido de
se examinar consequencias das violacgoes das suposicoes e so
lugoes para estas situacoes, continuam a ser estudados, e e
comum vermos nas revistas especializadas artigos tratando do

assunto.

~ Nessa monografia mostramos que quando as suposicoes

Nesse
basicas nao siao mantidas, o nivel de significancia a quase
semp}e se altera. Em algumas situacées e possivel determi-
nar procedimentos que permitem corrigir o nivel de signifi-
cancia, em outras situacoes aplicaremos testes aproximados

[ ou modificados que resistem as violacoes das suposicgoes.

Para o estudo destas questoes tomamos como base o

capitulo 10 do livro de Scheff{é (1959) e Lomplomcntamos com
varios artigos mais recentes conforme indica a b1b11og1afla
Para melhor entendimento nos dividimos estes resultados con
siderando o numero de populagocs envolvidas; testes sobre a
media e a variancia para uma populagao para duas populacoes
e varias populacoes, porque nem todos resultados sao facil-

mente generalizados.

Para os _testes sobre a medla amostral de uma popu-

lagcao vemos que B/QIQltO da nao normalldade para n grande,

sendo n o tamanho da amostra & insignificante, nosentido de
que o teste e independente da distribuicdo da variavel alea

toria X, enquanto que para testes sobre a variancia, o ni-

vel de significancia a se altera acarretando sérios erros
nas conclusoces do teste. Notemos ainda que o nivel de signi
ficancia e modificado no teste sobre a media, quando existe

correlagao Ser'al p, entre as observacoes.No capitulo IT nos
R



estudamos este efeito e apresentamos uma maneira de corrigi-

10s. Dois exemplos sao usados para ilustrar a teoria.

No caso de duas populagoes, os testes comumente mais u- |

2 2
) 1 € 05.0u
as duas medias Hy € U, A fim de testar a igualdade das va-

sados sao aqueles comparando, as duas variancias o

riancias sob as suposigGes basicas, nos usamos o Teste F ou
0 teste de Bartlett, enquanto para igualdade de duas medias,

sob as suposigoes exigidas, utilizamos o teste t de Student.

Observamos o efeito causado pela nao normalidade, nos tes-

tes comparando duas variancias e ressaltamos quea sensibili-
dade para nao normalidade nestes testes foi primeiro aponta
do por Pearson (1931), cujos resultados foram confirmados
por Geary (1947), Finch (1950) e Gayen (1950a). No caso em
que as medias Hy €, sdo conhecidas, um teste de grande TOo
bustez para igualdade das variancias, foi desenvolvido por
Box e Andersen (1955). Este téste consiste em determinar um
fator de corregao para os graus de liberdade da distribui-
¢ao F Snedecor. No caso em que uy e u, nao sao conhecidos,
foi desenvolvido um teste aproximado a partir da estatisti-

ca de Bartlett, para n =n, e my +n, grande. Um exemplo com

dados reais foi apreseitado para ilustrar os referidos tec-
nicas. Com testes sobre duas meédias, apresentamos o efeito
da desigualdade das variancias no teste t de Student, da ma
neira considerada por Welch (1937b). No caso de amostras do
mesmo tamanho este efeito € pequeno tornando-se maior para
amostras de tamanhos diferentes. Os artigos de Hsu (1938) e
Grunw (1951) confirmaram o resultado de Welch (1937b). 0 e
feito da nao normalidade em testes da igualdade de duas mé-
dias, quando as variancias sdo diferentes, foi estudado por
Scheffe (1959) que apresentou uma solugao para N =N, M, gran
de. No caso em que as variancias sdao iguais Box e Andersen

(1955) desenvolveram um teste robsuto para igualdade das mé

|



dias, baseados na Teoria da Permutacao.

No capitulo IV, desenvolvemos testes para igualdade de
varias variancias e varias médias. No caso em que as suposi
Goes basicas sdo mantidas apresentamos o teste de Bartlett
e de Cochran para igualdade de variancias, e o teste F da A
nalise de Variancia para igualdade de médias. Alguns méto-
dos de comparagoes multiplas foram tambem apresentados. O e
feito da nao normalidade em teste para igualdade das varian
cias foi apresentado segundo o artigo de Box (1953). Vimos
que a ''sensibilidade" para nao normalidade aumenta a medida

que o numero de populacoes a ser comparados cresce.

Box e Andersen (1955) desenvolveram um teste aproximado
para o caso acima. Nos testes para igualdade das médias u-
sando a Analise de Variancia, algumas estatisticas foram de
senvolvidas por Pitman (1937b) e Welch (1938) para ocaso da
nao normalidade. Box e Andersen (1955) baseados em Pitman
(1937b) e Welch (1938 e 1947) desenvolveram um teste aproxi
mado, que consiste em uma modificacdao na estatistica F da A
nalise de Variancia e em uma corredao nos graus de¢ liberdade na
distribuigao da estatistica F de Snedecor. Discutimos ainda
neste capitulo o estudo de testes para igualdade das medias,
Contrastes Ortogonais e Metodo de Scheffe para o caso em que
as variancias nos grupos diferem baseado em Brown e Forsythe
(1974) . Alguns exemplos para ilustrar a teoria foram apre-
sentados.

Para que se possa usar as informacoes contidas nes
te trabalho, de maneira pratica, apresentaremos um sumario
contendo as principais recomendacOes para testes sobre va-

riancias e medias.



CAPTTULO 1I

TESTES DE HIPOTESES ENVOLVENDO UMA POPULACAO

Os problemas praticos de testes de hipoteses basea
dos em uma amostra, se resumem, na maioria das vezes em tes
tes da variancia e da media.

Neste capitulo iremos discorrer sobre cada um deles, a-
presentando solugoes nos casos em que suposicoes de Normali
dade ¢ de Independencia sao satisfeitas, como tambem naque -

les casos em que essas suposigoes nao sao verificadas.

2.1 - TESTES DE HIPOTESES SOBRE A VARIANCIA —

Aqui dividiremos o nosso desenvolvimento em duas
partes: uma primeira, em que a amostra que trabalhamos pro-

(1)

vem de uma populagao Normal e uma segunda, na qual a amos

tra nao provem de uma populacio Normal.

2.1.1 - A Populagao tem Distribuicio Normal —

Seja Xl,XZ,...,Xn, uma amostra aleatoria, deLmulpg
pulagao, caracterizada pela variavel aleatdria X que segue
a distribuigao Normal.

No caso de termos interesse em testar a.hip6teseliw
(1) - A palavra populacao e entendida como o conjunto de todos valores

possiveis de uma variavel aleatoria.

w2



sobre a variancia, dada como -

. 2 o 2
HO. o 00 \

temos como estatistica para o teste
2 ‘ '
¥ = (n-1) 06 (1 a1%1)

onde,

que sob a hipotese HO tem distribuicao y? (qui-quadrado) cen
tral com (n-1) graus de liberdade. Sob a alternativa:
0 w2 o= 2
Ha' o 0] # 0
a estatistica acima tem distribuigao proporcional a uma y?2
com (n-1) graus de liberdade, com coeficiente de proporcio-

nalidade igual a of/gs, Esse resultado nos permite,obviamen

te, construir curvas de poder. .

2.1.2 - A Populagao nao tem Distribuicao Normal

Seja Xl,XZ,...,Xn uma amostra aleatoria de uma po-
pulagao, caracterizada pela variavel aleatoria X que nao se

gue a distribuicao Normal.

0 nosso problema consiste em testar as hipoteses,

HO: g? = g

H: 0% =2 ¢

com base na amostra aleatoria acima.

5

De inicio, estudaremos o comportamento da estatis



tica 52/68, calculando sua média e sua variancia, no caso em
que X tem distribuic¢ao normal, como também na situacao em

que X nao tem distribuicao normal.

Na secao anterior, vimos que, se X tem distribui-
¢cao normal,(n—l)sz/qé tem sob HO distribuicao x* central,

com (n-1) graus de liberdade. Por conseguinte, a estatisti-
ca

s?/o? (1.2.1)

2

R
n-1 (n-1)
Usando o fato que

tem distribuicao

E[x%n_l)] = n-1 e Var[x%nml)] = 2(n-~1)

temos

I
—

E[sz/déj

i

Var[sz/oé],- Qi—.L//

Temos pelo Teorema do Limite Central (T.L.C.) que
a distribuicao limite de

1/2 (s VT

1i-1 S j ot

[,_._7_] '[a"z‘“l) o (1.2.2)
0

¢ N(0,1). Em consequéncia, 52/08 ¢ assintoticamente normal

- L - i
com media 1 (um) e variancia 2/n-1, ver Cramér (194617
Suponha agora que a variavel aleatoria X nio tenha

distribuigao normal. Entao aplicando as definicoes de espe-

ranga e variancia obtemos:



.2
g -
0
e L///
5
2 Y = !
Var .i._._ = ._2.__.- + .._2.’ l N2
406 n-1 2 | P

\/'.3.‘-, .

onde Y; =Bz -5 @ B, ¢ o coeficiente de curtose da populacao,
Bartlett [19591].

Neste caso pele T.L.C., quando n créégf a variavel
aleatoria (1.2.2) tem distribuicao limite N(O,U~+%—Y2) e nao
N(0,1) como no caso em que Y, =0, isto €,
quando X & Normal. Obviamente, este fato, mesmo para n gran
de, pode causar um sério erro no nivel de significancia e
funcao poder, se considerarmos erradamente X como tendo dis
tribuigao normal. Mesmo para grandes amostras hi necessida-

de de corrigirmos a efeito de vy, =0, e para isto considere-

2
mos um fator de ponderacao B, o qual sera determinado conve

' e j f A
T g O
/ e

Com relagdo a probabilidade do Erro tipo I conside

nientemente.

remos n grande e X nao normal. Seja Za/Z um ponto da distri

buigao Normal padronizada Z, tal que,

{ > o S \ | XS
Prt IZ‘/—ZU,/Z} 0‘- ,.J’// \/ L//é
/ ol A

k¥

Entao, a probabilidade do erro tipo I, levando em contaa nio
Sz 7
. MR
b 1 1 _ VA

. T — AW)
b+ Za/Z V2 ﬁ*%Y?

normalidade de X & obtido por:

of =

Usando a transformacgao



- X
y = ———
4 l’l’"z"Y 2
obtemos
b 1L
: 1 27 B
21im ———e dy =
bres Za/Z vZm
AR
/“7\(2
1 b ”%yz
= 2—— lim f e dy = o'
f”?*z
ou seja
il b -3y
a' = 2°-— 1lim J e dy
i
V21 b Za/Z
' B

onde a variavel aleatdria Y tem distribuicdo normal padroni

, AR S _
zada e B = 1_+2y2 v Yy 2.

Observa-se que, quando Y, <0 (tem distribuicao pla
ticUrtica) o' sera menor que ao. Ja no caso de Y, >0 (X tem
distribuigao liptocUrtica) o' sera maior do que ao. E final-
mente, quando Y2==0 temos o' =aq.

A tabela abaixo ilustra o efeito da nao normalida-
de da variavel aleatdria X no teste de uma variancia. Nesta
tabela temos, para alguns valores de Y,s» as correspondentes

probabilidades do erro do tipo I, quando testamos



. 2 = 2
HO' o) 00
H 2 2

g = 00

Y, -1 -0,8 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 4

Probabilidade 9x10™° 0,008 0,024 0,05 0,08 0,11 0,136 0,17 0,26

0 procedimento descrito acima € valido para n gran
de, pois os resultados sao obtidos pelo T.L.C. No caso de de

sejarmos testar hipoteses sobre a variancia com X nao nor-

mal e valores pequenos de n, sugere-se transformacoes ou tes
— e . . . = SN R R . i

tes nao paramétricos.

Sob a hipotese alternativa H,: o? =o§ #05 a esta-

tistica (1.2.2) & assintoticamente Normal com média e vari-
a

ncia dadas respectivamente por:

Y @ 24 2
__.___1 01/0_.0.. e .c.j_l (l +;L_ )
/"‘2——' (0] 2 YZ
n-1

Essa informagac nos permite construir curvas de po
der do teste.

EXEMPLO 2.1.2 &

(1)

Os dados abaixo representam uma amostra aleato-
ria de 79 exemplares de sardinhas nas quais foram contadas

0s raios da nadadeira dorsal.

(1) - Dados fornecidos pelo ¥nstituto Oceanografico da USP.



Nimero QE raios da Beequimris
nadadeira dorsal

16 4

17 39

i8 31

19 5

Experiencias anteriores basecadas em amostras muito
grandes mostraram que a varidvel acima nio segue a distri-
buicao normal, além do fato de apresentar uma variancia i-
gual a 0,7. O nosso problema consiste em, a partir dos da-

dos apresentados na tabela acima, testar as hipoteses

Para isto calculamos as estimativas da média, Varianciae'yz
encontrando-se respectivamente 17,49; 0,483 e -1,7069.

Levando em conta o efeito da nio normalidade a es-

tatistica adequada para o teste & dada por,

T 2) ).

cujo valor observado é T,=-1,936.

0
A regiao de rejeigdo & constituida por valores de
T, tais que,

POIT>TY) = a,

- - - - . -~ . . .
onde o e o nivel de significancia prefixado. Para o = 0,05 te

mos



1.0

/

TC = +1,906 X/G +%v2 = 1,96%0,3839 =0,7413

_ Como ITOI > T concluimos entdao pela rejeicao de
HO.'Seria interessante observar que sem levar em conta a nao
normalidade, o valor critico da estatistica seria TC = 1,960
e portanto a hipOtese seria aceita,, conclusao contraria

a aquela que obtemos.

2.2 - TESTES DE HIPOTESES SOBRE A MEDIA ///"

Esta segao tem uma divisao andloga aquela em que
tratamos de testes sobre a variancia, ou seja, uma parte re
lativa a testes de hipoteses a partir de uma amostra de uma
populagao normal e uma segunda parte em que temos uma amos-

tra de uma populacao nao normal.

2.2.1 = A Populacao tem Distribuicao Normal

Seja Xl,xz,...}Xn uma amostra aleatoria de uma po-
pulagao caracterizada pela variavel aleatoria X que segue a

distribuicao normal.
No caso de termos a variancia populacional o? co-
nhecida e desejarmos testar as hipoteses

HO: = ”0

Ha: oz UO

a estatistica a ser usada sera
X 1,
7 = — Y (2.1.1)
o/v/n

que sob a hipotese H, tera distribuicao normal com média ze



ro e variancia 1. Sob a hipotese alternativa Ha: T R U

a estatistica acima tem distribuicao

TppY
N{—l——g, 1}
‘o/v/n

Essa informagao nos permite construir curvas de poder do tes
te.

As vezes, a variancia populacional o? nao é conhe-
cida e temos interesse em testes de hipoteses do tipo visto
no inicio desta secgao. O procedimento, nestes casos, consis

2

te em substituirmos o? por s? (estimador nao viciado de o?2)

e neste caso a estatistica para o teste passa a ser,

" i"“o

[ = 5 (2.1.2)
/n

onde
n
, 1 _
SZ = n_l .Z ,(Xi—x)z

1=1

Sob HO a estatistica acima tem distribuicao t de Studen Cen
tral com (n-1) graus de liberdade e sob a hipotese alterna
tiva Ho: ow =uy #u, tem distribuicao t de Student nao cen
tral, com parametro de nao centralidade igual a

(uy=ug)

(o//R)

2.2.2 - A Populacao nao tem Distribuicao Normal

Seja uma amostra aleatoria (Xl,...,Xq) de uma popu
: &
lagao nao normal. Estudaremos aqui o comportamento da esta-

tistica (2.1.2) sob a hipotese HO: 0= como também sob a



alternativa Ha: M= g # g

Sob Hy, usando o T.L.C. e o fato de que s? conver-
ge em probabilidade para o*, temos que a distribuicao limi-
te de (2.1.2) € Normal com média zero e variancia um, isto

¢, a mesma do item 2.1.

Sob a hipotese alternativa, pelo mesmo raciocinio
a distribuigao limite de (2.1.2) & Normal com média
nl/z(u ~Hq)
1 "0

§ = 5 e variancia um.

Conclulmos assim que para n grande o teste sobre a

média {ndepende do fato da populacao ser normal ou nio.

N,

2.2.3 - As Observacoes nao sao Independentes

Examinaremos um tipo de correlacao de particular in
teresse pratico denominado, correlagdo serial "lag um". De-
tectaremos esta dependencia atraves do coeficiente de corre
lacao Py definido abaixo. Veremos de que modo esta depen-
dencia influe no teste sobre a media, e apresentaremos uma

correcao.

DEFINIQRO - Coeficiente de correlagao serial de '"lag k', ba

seado nas observacgoes (xl,xz,...,xn) e definido poT:

1 n-k 1 n-k n-k
B3] izl(xi'xh-k) BNCSSE {[izlxi) [izlxim]}
Py =
K] nek L ek YA1/2( | nek L [k )2
Ak X Do) e DXl |.I %,
i=l * (n-k)2{i=1 Y i£1 (n-k)2 (i=1

Kendall (1951).

Para k=1, obtemos:



-1 n—l’ n-1
.5 Aol (1) B
o Ll ) T e L e L))

Consideremos as n observagoes extraidas de uma po-
pulacao Normal com E(xi) =1, Var(xi) =0g% e coeficiente de
correlacgao serial de "lag 1' igual a Pq- Sem perda de gene-
ralidade vamos construir um teste de hipdteses para testar,

HO: p=0 contra Ha: TR

Sob HO,
E(X) = 0 (2.3.1)
=y o? 1
Var(x) = - {1+2pl(l;-ﬁ)} (2:3.2)
P1
= - E(s?) = o®(1-2-) (2.3.3)

onde s* & definido como antes. Desprezando temos de ordem

1 . 1 - -
o7 © usando o fato de que s?® converge em probabilidade para
o® temos pelo T.L.C. que a variavel,

R — (2.3.4)
e /TTTEI
v
tem distribuicao Normal padronizada. Portanto a estatistica
usual para o teste, isto @,

YTl

t = o (2.3.5)

»1

€ assintoticamente Normal com média zero e variancia {1+&ﬁ}
e nao Normal padronizada. O fato da variancia da distribui-

gao limite de (2.3.5) ser (1+2p1) altera a probabilidade do



L 2

erro tipo I e observamos que mesmo para n grande, existe ne
cessidade de corrigirmos o efeito da correlacgao serial, de
"lag um' através de um fator de ponderacdo B, procedendo da

segulnte maneira:
""Considere n grande, as observagoes com coeficien-
te de correlacao serial Py © seja Z /2 um ponto da distri-
o
buig¢ao Normal padronizada, tal que:

Pr{|z]>2 ,,} = a

intao,a probabilidade de erro Tipo I, levando em conta a nao

independencia das observacoes é:

b = % y?
a'= 2 Tim [ (& dy
V21 boo Z o/ 2

onde y segue a distribqigﬁo Normal padrao e B =/1+2pl

oD

1 »
Observamos que, quando "5 <Py a' sera menor

que a, se Py >0, o' sera maior que a, € se p =0 temos a' = q.

Ilustramos o efeito da correlagcao serial entre as
observagoes. no teste sobre uma média, exibindo a tabela a-
baixo onde estao calculados para alguns valores de pq,as cor
respondentes probabilidades do erro tipo I, para o teste de
HO: M= g contra a alternativa Ha: HOE = g quando o nivel
de significancia fixado & o =0,05.

Py -0,3 ~0,2 -0,4 O 0,1 0,2 0,3

probabilidade|0,002 0,011 0,028 0,05 0,074 0,098 0,12

(1) = Ver Scheffe (1959).



EXEMPLO 2.2.3

Em estudos de pesca €& importante o conhecimento da
captura maxima sustentavel que uma determinada populacao de
de certo organismo aquatico pode suportar. Essa captura di-
vidido pelo respectivo esforgo de pesca empregado, nos da o
indice de captura média populacional recomendado. No Estado
do Ceara, maior produtor de lagostas, estudos anteriores in
dicam que o iIndice de captura médio populacional recomenda-
do era de 3,1 lagostas/covo-dia. Os dados anuais de indice

de captura sao apresentados na tabela a seguir:

ANO Xy yi=xi—3,y ANO X, yi=xi—3,l ANO xj yi=xi—3,1

194814,6/ 1,5 |l 1958(3,9 0,8 | 1968]2.0] -1.1
194914,5| 1,4 | 1959/3,8| 0,7 | 1969|1.3] -1.8
195014,3| 1,2 [ 1960/3,7| 0,6 | 19701.5 -1.6
1951 14,4 1,3 |1961(3,5| 0,4 || 1971]1,0] -2.1
195214,2 1,1 |/ 1962|3,4| 0,3 |[1972]0,9] -2.2
195314,1) 1,0 |{1963]3,2] 0,1 | 19730,6] -2.5
1954140 0,9 |/ 1964]2,8| -0,5 | 1974[0,8] -2.3
195513,9| 0,8 |l 1965/2,6| -0,5 || 1975/0,8| -2.3
1956142 1,1 |11966]2,5| -0,6 | 1976(0,7| -2.4
1957/4,1) 1,0 |11967(1,9] -1,2 || 1977|0,7| -2.4

Os dados foram baseados no trabalho Algumas tendencias da
pesca de Lagosta no Estado do Ceard.

A partir dessas informagoes testaremos a hipotese
de que a pesca da lagosta no Cearia esta se processando aci-
ma da capacidade suportivel, e consequentemente o indice de

captura média esta diminuindo.

Portanto o problema consiste em testar, HO: p=3,1

contra a alternativa Ha: W<3,1 onde p representa o indice



de captura média de lagosta covo/dia no Estado do Ceara.

A teoria desenvolvida anteriormente permite a cons

trugao do teste para as hipoteses H p=0 contra Ha: u<o,

0
portanto usaremos a transformagao yi==xi-3,1.
As estimativas do desvio padrao, coeficiente de cor

relacao Py € da meédia sdo respectivamente, 1,43; 0,93e-0,27

Considerando a existencia da correlacao serial en-
tre as observagoes Pys © valor da estatistica para o teste

€,

f

’/F’ﬁT'(—O727) = -1,03

t 143

A regiao de rejeicao ¢ constituida por valores de
T, tal que:

P{T<TC} = o,

onde o € o nivel de significancia prefixado. Para o = 0,05,
temos

Tn = -1,64/1+2x0,93 = -2,11

Como ty >TC aceitamos PQ? e portanto verificamos
que o indice de captura média de lagosta covo/dia nao dimi-

nuiu significantemente.



CAPTTULO 111

TESTE DE HIPOTESES ENVOLVENDO DUAS POPULACOES

Um grande nimero dos problemas praticos de testes
de hipoteses, baseados em duas amostras de duas populacoes
se resumem de um modo geral em testes de comparacao de duas

variancias e de comparaciao de duas médias.

Neste capitulo iremos desenvolver os testes, sob a
suposigao de normalidade das populagoes envolvidas e também

quando esta suposicgao é verificada.

3.1 - TESTE DE HIPOTESE SOBRE AS DUAS VARIANCIAS

Vamos considerar duas situacoes:

3.1.1 = As Populacoes tém Distribuicao Normal

Seja X5 @ j-€ésima observagao da i-ésima amostra,
(i=1,2 e j=1,2,...,ni). As duas amostras sao independentes
e extraidas de populacdes normais.

Temos interesse em testar as hipoteses HO’ sobre as

duas variancias, dada como

1
Q

Do DoN

-19-



A estatistica para o teste & definida por:

5]
F = — (1.1.1)
g2
2
onde n.
i.
L o(x. . -X 2
s2 = J=4 Xy i) i=1,2
. n -1
n.
i
v
Loox.
x, = 3°b 4 i=1,2.
i ns

Sob a hipotese H, a estatistica (1.1.1) tem distri
buicao F Snedecor Central com (nl—l) e (nz—l) graus de 1i-
berdade. Sob a alternativa I, 62 Io% a estatistica tem dis-

1
tribuig¢ao proporcional a uma F Snedecor com (n]~1) e (n2~1L

graus de liberdade e coeficiente de proporcionalidade igual

. 2 2
a 01/02.

EXEMPLO 3.1.1 ;

Duas populagoes humanas sdao diferentes quanto a al
gumas caracteristicas genéticas e ambientais. Gostariamos a
partir de uma amostra de cada uma destas populacoes, verifi
car se os fatos acima induzem uma diferenca entre as distri
buigoes da estatura das duas populacées, com relacao a vari
ancia das distribuig¢des. Entao o nosso problema consiste em

testar as hipoteses

99



A tabela abaixo nos da as informacoes

duas amostras.

obtidas

AMOSTRA | AMOSTRA
I IT
N? de observacoes 100 61
B2 5 v 4 & ® 283 144
X . 157,8 155,2

das

O valor calculado da estatistica para o teste & da

do por
5
FO = 'S_g)" = 1,965.
7 . 3 y = 2 o =
0O valor de FC tal que PC[lOO,GO >IC) 0,025 e 1,58. Portan

to a hipotese H, ¢ rejeitada ao nivel o=0,05. Isto &, as ca
racteristicas genéticas e ambientais da populacdo tem influ

encia sobre a variancia da variavel estatura.

3.1.2 - As populacoes nao tem Distribuicao Normal

Sejam duas amostras aleatorias ambas extraidas de

populacoes nao normais.

O nosso problema consiste em testar as hipoteses
H,: o
0

H: o
a

SR
YN po N

Para este caso apresentamos um teste aproximado e

robusto proposto por Box e Andersen (1955). Consideremos duas
situacgoes:

a) Médias Conhecidas




Suponhamos de inicio que as médias populacionais
sao conhecidas e sem perda de generalidade, tomemosE(gU)=O.
Relembremos que, quando as populagoes sao normais, a esta-

tistica para o teste é dado por,

1 1
.E.le/nl n X *1j
P =il 2 32.151 (1.2.1)
2 1 ™2
) x5./n P x
j=1 2372 j=1 %

Sob HO F segue a distribuicao F de Snedecor com ny
¢ n, graus de liberdade.
As hipoteses acima também podem ser testadas por

meio de uma outra estatistica W definida por,

1 2
s
¥ e — ] - (1.2.2)
1 2
Y x4+, ) x2.
j=1 1] §&1 2]

a qual sob HO ¢ a Normalidade das observagoes W segue uma
disﬁribuigio beta com vy =ny ¢ v,=n, graus de liberdade.
Com base nesta Ultima estatistica vamos obter o teste no ca
so de nao normalidade, para isto apresentaremos a média e a
variancia da estatistica W, levando em consideracdo dois as
pectos; quando as amostras sao extraidas de populacoes nor-
mais, onde diremos sob a Teoria Normal e quando as amostras
nao sao extraidas de populacoes normais e entdo diremos sob

a Teoria das Permutagoes, Box e Andersen (1955).

Os resultados estao na seguinte tabela:



Sob a Teoria da Permutagao Sob a Teoria Normal
n. n
E(w) = ' 3 E(w) = 1
N N
P N
2n.n Zn,n
) = L 2 L N ar (W) = —t 2
Vgl(w)-Nitﬂijj{liAz N—l(bZ 3)} Vﬁr(W) NZ N+ 2)
N = nl+nz N = n14 n,
ny n,
(jzl 1j j£1x2]
bZ::(N+2) n n
(Ta,e P
Xy, + X
SEREEE SR

TABELA 1.2.1

Vemos que a media da estatistica W, sob a Teoria da
Permutacdo e a mesma que aquela talculada sob a Teoria da

1 N .
> NTT(bz“S)}'ComO sob

Normal pelo fator multiplicativo, {1 +
a normalidade W segue uma distribuigao Beta, e portanto, ra
zoavel aproximar a distribuigao da estatistica W sob a Teo-
ria da Permutacao por uma distribuigado Beta, igualando a me
dia e a variancia das duas distribuicgoes e obtendo-se assim
os graus de liberdade da distribuicao Beta da estatistica W

sob a Teoria da Permutacao.

Assim sob a Teoria Normal temos:

B g
l‘.(W) = “Nﬁ = ul
N
2V, V.
Var (W) = L2 .

N N2 (N+2)



segue que,

2 (1)
V., = V. 1
2 My 1
e
— 2—
) 2u1(u1 HyTHy)
vy = y (2)
2
Sob a Teoria da Permutacao, temos:
"
E(W) = N
P
e
2n.n .
Var (W) = “”~i~§—{l~+% N¥T (b2~3)}
P N? (N+2)
Substituindo em (1) e (2) os valores E(W) e Var(W),
obtemos o ¥
1 -k
v = :__. N LV =] ?_Z.V
b/ iu_ 1 ny 1
e
5 .
231 . _El._ n, (sz—N—El
N 2 N  N(N+2) (N-1) 2(N+2—b2)
v, = =n,—"
1 nlnz {sz N 2} 1 NU)Z‘N—Z)
NZ(N+2) N—l
Portanto,
v1 = nld
V., = n,d



onde,

N-b, -N-27-1
d = |—2

2(N+2—b2)

e b2 foi definido na Tabela 1.2.1. Logo a distribuicgio apro
ximada da estatistica w € uma Beta com nld e nzd graus de 11

berdade.

Para N =n1+n2 grande, podemos reduzir a expressao

d acima em,

1 _
d = [1+5(b,-3)17"

a qual e obtida tomando o limite para N tendendo a infinito

a expressao,

: ‘ -1
- L j  N+2 -
Pelo fato da distribuigéo I Snedecor ser mais usual

¢ seus valores facilmente encontrados, usamos a transforma-

cao,
U= 2t (1.2.3)

a qual coincide com a estatistica (1.2.1). Temos que sob Hys
U tem distribuicao F Snedecor com n.,d e nzd graus de liber-

1
dade.

Concluimos que quando as populacoes nao sao Normais,
um teste sobre duas variancias para populacoes com médias co
nhecidas, pode ser feito, usando a estatistica usual F defi
nida em (1.2.1) a qual sob HO segue a distribuicao F Snede-

cor com nld e nzd graus de liberdade, onde:



i) para n, ¢ n, pequenos

-1
_ [y 1 N2 )
d = [l i {N~1—(b7—33}(b2 3)}
ii) para n, e n, grandes

I P |
d = [1+5(b,-3)]

c
1’11 H2
(N*Z)(.Z Xij ! X%J]
b2 - n 1= n =
l 2 2 2 2
s +j§1x2J]

b) Medias Desconhecidas

Comumente encontramos Situagoes que queremos tes-

tar as hipoteses

. 2 - .2
HO. 01 05
' 2 2
“a' 01 # 02

porem temos que as médias populacionais My € u, respectiva-
mente sao desconhecidas. Sob a teoria Normal e sob HO vimos

que a estatistica para o teste, e dado em (1.1.1).
Podemos ainda testar as mesmas hipoteses dadas a-

traves da estatistica de Bartlett,

2
%2 2 2
X V]nbp jglvilns.l (1.2.4)

onde,



s; = l'é ) i=1,2
) (n.-1)
i=1
e
2 —
-5 (Xij—Yl )
s? = =% i=1,2
(nj—l)

Suponhamos agora que as populacoes nao sao Normais
¢ que Wy € u, sao desconhecidas. Neste caso, Box e Andersen

(1955) provaram que sob HO, a estatistica

T (1.2.5)
1L+35¢

para N grande, tem distribuicdo y? (qui-quadrado) com um (1)

grau de liberdade, onde para Ny En,, o, e dado por:

_ _ L2

; i ni(ni+l)s4i S(ni l)szi N

4;i , 1=1,2
(ni—l)(ni-Z)(ni~3)




K SZi =1,2
21 ini—l)’ 7 o
n
- 3 - T -
S.; = .Z (xij—xi') , i=1,2.
=l =

No caso em que ny #n,, a expressao c, torna-se com
plicada, Box e Andersen (1955).

EXEMPLO 3.1.2

©a

Os dados abaixo representam o numero de raios da na
dadeira dorsal, em duas amostras de sardinhas, colhidas en

duas areas B e D na primavera.

N® de raios da Frequencia da |Frequencia da
nadadeira dorsdl Area B Area D
16 4 -
17 39 5
18 3], 54
19 5 20
79 79

* Dados fornecidos pelo Inst.Oceanografico da USP.

Baseados em amostras foi verificada a nao normali-
dade das distribuigoes. O problema consiste em a partir dos
dados observados verificar se a variabilidade, do numero de
raios da nadadeira dorsal nas duas areas sao iguais. Temos

portanto as hipoteses:

(1 - 2 - 2
HD. 01 02

. 2 2
lHa' Gl # 02



que serao testadas, ao nivel de significancia a =0,05. Para
isto calculamos as estimativas das medias e das variancias,

= 18,1898, S2=

encontrando-se respectivamente iB =17,4684, x B

= 0,4829 e 86:=0,2833.

Considerando o efeito da nao normalidade a estatis

D

tica adequada para o teste e dada por,

)(*?1 - X*z
: 1
14»7c2
O valor calculado ¢
x“2' = 5,5797.

A estatistica X*z', de acordo com a teoria descri-
ta segue a distribuicgao Xi (qui-quadrado com um grau de 1i-
berdade). O valor critico ao nivel de 0,05 ¢ 3,84.Entdo con
cluimos, pela rejeicao de ”O ¢ consecquentemente dizemos que
existe diferenca entre a variabilidade do numero de raios da

nadadeira dorsal, nas duas areas.

3.2 - TESTES DE HIPOTESES SOBRE DUAS MEDIAS

Iremos desenvolver nesta secdo, testes para igual-
dade de duas médias, apenas quando as variancias of eo% res
pectivas de cada populacao sao desconhecidas. -

Consideremos as situagoes de amostras independen-
tes e amostras dependentes levando em conta, a normalidade
e nao normalidade, variancias iguais (oi =o§) e variancias

s . 2 2
desiguais (ol z02).

3.2.1 - As Amostras sao Independentes, as populggaes normais

com variancias iquais

Consideremos Xij’ a j-esima observacao da i-ésima



2
1

2

5 desco-

amostra, (i=1,2 e j=1,2,...,ni). E suponhamos ¢ =0

nhecidas.

Se estamos interessados em testar as hipoteses:

T = oz 27 (2.1.1)

onde

s? =
P nl+n2~1
5 Tl s
i B i
b o(x;-X: )2 Jox. .
. B 1j T ~ s Iy
si = J=1 e x; = 1=1 , i=1,2,
h. =1 n
i i
Sob a hipotese HO: My =Moo (2.1.1) segue a distribuicao tde

Student Central com (n1+n7—2) graus de liberdade. Sob umaal

ternativa Ha: U a estatistica acima tem distribuicgao

Ul 2>
t de Student nao Central.

EXEMPLO 3.2.1

Duas populacoes humanas sao diferentes quanto a al
gumas caracteristicas genéticas e ambientais. Queremos veri
ficar a partir de uma amostra de cada uma destas populacoes,

se os fatos acima implicam uma diferenca entre as distribui



coes da estatura das duas populacoes, com relacdao améediada

distribuicao.

O problema consiste em verificar as seguintes hipo

teses,

|
LHa: My z “2

E para isto consideremos as seguintes informacoes:

Amostra | Amostra
T 11
N? de Observacoes 101 61
sy 138 144

ii 157,8 155,2

Tomemos para o teste de hipoteses acima, o =0,05.E

com base nas informacoes temos a quantidade

157,8 =155,2
11,8427/0,1622

FO =

= 1,3539

Sob a HO’ a estatistica T segue a distribuicdao t de Student

com n1+n2—2 =160 graus de liberdade, cujo valor de Tc’ tal
que P(|t|>TC) =0,05 ¢ T.=1,9.

Como |TO| <1,9, aceitamos H, e podemos dizer que as

0
duas populagoes nao diferem significantemente em relacao as

estaturas medias.

3.2.2 - As Amostras sao Independentes, as Populacoes Normais

com Variancias Desiquais




Consideremos as duas amostras e as mesmas hipote-
ses como definidas em (Z.1). Atraves de testes sobre duas va
riancias baseadas em outras amostras, ou por experimentos an

teriores, comprovamos que of 202,
L 4

Neste caso um teste de hipotese sobre as duas meée-

dias pode ser feito, atraves da estatistica t'v dada por:

t'y = : (2.2.1)

a qual sob HO: My SM,, segue aproximadamente uma distribui-
cao t de Student, Welch (1937) e (1947) com v graus de 1i-

berdade, onde,

(si/n1'+s§/n2)2

) 2 2 2
(ol/nl) + (sz/nz)
nl—l n2~1

3

Quando o valor de v nao ¢ um numero inteiro, arre-

dondamos para o numero inteiro mais proximo.
Observamos que

1) Se n, =n

1 2

(;(1"')_(2)_(“1—“2) (il")—(z)-‘(“l—uz)

t = = — = Z = t'v
A U ) 83 s%
°p/’nl n, v/ El4~—g
L)

contudo para a estatistica t temos associados 2(n-1) graus
de liberdade enquanto que para estatistica t'v os graus de

liberdade associados sao sempre menor ou igual a 2(n-1). A



igualdade so se verifica se si =S§. Brownlee (1960).

2) 0 maior valor que v assume ¢ (n1+n2—2) e 1sto ocorre

quando
2 2
°1 ) °2
nl(nl—l) nz(n2~1)
e o menor valor de v ¢ o minimo (nl—l, n,-1) isto acontece
quando,
.2 2
52/n2 sl/n1
2 2
sl/n1 sz/n2

apfoxima—se de zero. Brownlee (1960).

3) Se ny =n,, e colocamos s =si/s§, temos a informacao

que quando,

i) 0,5<s <2, a redugao nos graus de liberdade v em re-

lacao a 2(n-1) nao excede a 10%.

1i) 0,333<s<3, a reducdo nos graus de liberdade v em re-

lagao a 2(n-1) ndao excede a 20%,
i

L =N, e si :55, existe pouca diferenga entre o proce-

dimento descrito em 2.1 e o em 2.2. Brownlee (1960).

assim, se n

EXEMPLO 3.2.2

Duas populacgoes de sardinhas sdo diferentes quanto

as caracteristicas ambientais.

Queremos verificar, se as medias de comprimento das
sardinhas, sao iguais nas duas areas. Sabemos por experien-

cias anteriores que oﬁ;toé. E temos as seguintes informacoes



Amostra Amostra

I II

N¢ de Observacoes 23 79
s; (13,71)?| (21,48)2
ii 185, 4 174,3

Os dados foram obtidos pelo Instituto Oceanografico da USP.

Nosso problema consiste em, a partir dos dados da
tabela acima testar as hipoteses:

{HO:
{,

H

T W
a: 111 # UZ’

ao nivel de significancia a =0,05. E bascado nas informacoes
temos o valor da estatistica,

£y = 174,3 -185,4
V18,7561 + 2,3793

I

~1,979.
Os graus de liberdade v ¢ calculado abaixo

446,705 _
= T o71 ~ 28

Observamos que sem levar em conta a diferenca das
variancias o numero de graus de liberdade seria n1+n2—2=10&
Esta diferenga se deve ao fato de que as amostras sao de ta
manho bem diferentes e as variancias amostrais

muito diferentes.

sao tambem



Temos que t'v segue sob H, uma distribuicao t de
Student com (28) graus de liberdade, cujos valores sao da-
dos por |T| >2,048 como -2,048 <t,<2,048 concluimos pela a
ceitacao a hipotese HO ¢ dizemos que nao existe em media di

ferenga entre as estaturas das duas populacoes.

3.2.3 - As Amostras sao Independentes,as Populacoes nao sao

Normais com Variancias lquais

j cee ) i duas amos-
Sejam (Xll’ Ylnl) e (x21, ,x2n2) a
amostras aleatorias, independentes, extraidas de populacoes
com media My € u, respectivamente e 0§==o§.

No caso de populagoes normais as hipoteses

HO: Ul = 112

podem ser testadas por meio do teste t de Student.

Uma solugao alternativa para o mesmo problema ¢
dada pela distribuicdo F da Analise de Variancia. OQutra,so-
lucao menos usada, mais Gtil para o desenvolvimento desta se

¢ao, € usando a estatistica W definida abaixo

n

2 1 -
,Z _Z (xi.~x_.)2
W oo i=1 §=1
2 M
) yo(x..-x )?
i=1 j=1 Y

Usando o mesmo procedimento da segao 1.2 vamos cal
cular a média e a variancia da estatistica W sob a teoria
Normal e sob a teoria da Permutacao. Os resultados estao na
Tabela 2.3.1.



. TABELA 2.3.1
SOB A TEORIA DA PERMUTACAO SOB A TEORIA
(Populacoes nao normais) NORMAL
1 1
. N-1 N N-1
-2 | Kl S a2 2(N-2)
Var (W) = —=—2e—1] - —f - — T2 == |Var (W) = -
p (N-1) 2 (N+1) NK.;’, (N~1)2I%2 i=1 "i|| N (N-1) 2(N+1)
N;= nl + n, N = n1 + nz

Sob a normalidade das observagoes, W segue uma dis

tribuig¢ao Beta com 1 (um) e N-2 graus de liberdade.

Sob a nao normalidade, vamos aproximar a distribui
cao da estatistica W por uma distribuicao B ¢ usaremos ra-
ciocinio analogo a (1.2) para determinar os graus de liber-

dade da distribuigao Beta da estatistica W. Consideremos,

a) ny=n, - Neste ciaso, a variancia de W sob a Teoria da
Permutacao se reduz a
K
var (W) = —2(N=2) [1 __4_],
P (N-1)« (N+1) NK%
ja que
)
N BT P
1=1 71



v, = (N-2)d

onde

d = 14-(N+1)- 2

(N"l) (N—Cz)

K

{N(N+1)S4 - S(N—]‘)SE}

K4 =

(N-1) (N-2) (N-3)

n, = n, ©mn, portanto N = Zn.

Como os valores tabela da distribuicao F Snede-

cor sao facilmente encontrados, usaremos a transformacao

U= 7= (N-2), (2.3.2)

a qual com a F da Analise de Variancia sob Hy, U tem distri

buicao F Snedecor com d e (N-2)d graus de liberdade.

b) n

mutacao € dada por

. A . v .
1 *N, - Neste caso a variancia W sob a Teoria da Per
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- | <, [4 Ko
Var (W) = 1~ =2 wo—ta .l . =3
gr (N‘l)z(N-f-])" N} (N_l)? N E n -

¢ temos que a estatistica (2.3.3) usada para testar, as hi-
poteses definidas no inicio de (2.3), segue uma distribui-
cao F Snedecor com d e (N-2)d graus de liberdade, e nesteca

so d e dado por

a=1+NL C?_]
N-1 (N “+A) -c,
onde
N+1 K2 2 1
Rty T
. N Lo
2(N-1) i=1 i
e

como vimos em (a).

EXEMPLO 3.2.3

Os dados abaixo representam duas amostras aleato-

rias, de sardinhas, nas quais foram contados os raios da na
dadeira dorsal.

N? de raios da Freguéncia da Fre%uéncia da
. nadadeira dorsal Area D rea L
16 1 -
L7 2 3
18 16 2
19 3 1
22 §

Os dados foram fornecidos pelo Inst.Oceanografico da USP.



Experiencias anteriores mostraram que a variavel a
cima nao segue a distribuicao Normal, alem de nos informar
que of =05. Nosso problema consiste em verificar se o nume
ro médio de raios da nadadeira dorsal sdo iguais nas duas a

reas. Temos entao as hipoteses,

Para isto calculamos as estimativas das médias e variancias,

encontrando respectivamente

Xn = 17,96, x., = 17,67, s2 = 0,407 e s

2 =
. . : 2 = 0,266.

E

Considerando o efeito da nao Normalidade a estatié

tica para o teste ¢ dada por:

2 i
) (¢4, - L)
U= (N-2) p = 222 )Tl
L L, R
I (X. -%..)
N-2) 421 5=

Temos que o valor observado de U, e

UO = 1,2454,

A estatistica U, sob Hy, tem distribuicao F Snede-

cor}com vy =d e v, = (N-2)d graus de liberdade.

0 valor de F_ tal que P{F >F }=0,25 e 5,72. Lo
c 1,267 ¢ =
. ks . - . ~ ¥ %
go concluimos pela aceitacgao de HO ou seja,nao existe dife-
renga entre o numero de raios meédios da nadadeira dorsal,

nas duas Areas.



3.2.4 - As Amostras sao Independentes, as Populacoes nao

Normais com Variancias Diferentes

Para testarmos as hipoteses, Hy: wy =u, contra
Ha: My #u, neste caso em que as populacoes nao sao normais
e as variagoes diferentes, usaremos uma solucao limite dada
que por Scheffe (1959).

Para isto, seja {xil,..xin } uma amostra aleatoria
i
de uma populacao com media My variancia o§ e curtose YZifl

nito i=1,2, e as duas amostras independentes. Seyitambénii_
e SE’ i=1,2 a media e a variancia amostral como definida em
(2.1). Sob estas condigodes e sob HO, vamos determinar a dis

tribuicao limite da usual estatistica

(x; -x, )
T S (2.4.1)

11

1834 ny n,

onde

Dividiremos nosso estudo em duas partes, a primei-

ra relativa ao numerador de T e a outra relativa ao denomi-
nador.

Com relagao ao numerador, temos que a distribuicao
assintotica de (il X, ) ¢ Normal com média zero e varian-
cia,

Q

°1
+

1

o5 RN (2.4:2)

—

2
2 _ _» (1+R)(0+R)
2



onde,

Com relagao ao denominador verificamos que a es
tatistica s;'converge em probabilidade para (1+R)—1(R8+1)o§,
Scheffe (1959).

Portanto para N grande e negligenciando os termos

-1
de ordem N ', temos,

52 (1+R) (8+R) o2 (1¥R) (0+R)
2 RN o 2 RN - _08+R
sola* i 2 (RO+1) (1+R) “'(aery?  ROL
Pl M2 92 RN
De acordo com o desenvolvimento acima, podemos di-
zer que,
o (L, 1)t
“p n, n,

tem distribuicao assintotica Normal com média zero e varian
. p +R - .
clia poyy © nao normal padronizada.

. .o~ . +
Um estudo mais detalhado sobre a variancia (G RJ,

RO+1
pode ser feito e concluimos que, se o tamanho das amostras

sao iguais n; =n, =n, temos que R=1 e portanto a estatisti
ca 2.4.1, para n grande, segue a distribuicao Normal Padro-
nizada, como no caso em que Aupomos oi =o§. Isto implica que
para n; =n, =n grande, a distribuicao limite da estatistica

(2.4.1) segue a distribuicao N(0,1), ainda que as Populacoes nao



sejam Normais e tenham variancias digerentes.

Agora se n) #mn,, como o?

0 +R 1 1

zo% temos que 6 =1 e por-
tanto [@ﬁ?f # 1 mesmo para N =nq*tn, grande, o efeito de 6#1

¢ significante na probabilidade do Erro Tipo I, ja que a es

tatistica (2.4.1) usada para o teste de hipoteses sobre as

0

duas médias segue a distribuicao N[O,ﬁgi%]em vez de N(0,1).

Podemos corrigir o efeito da variancia da distri-
buicao Normal limite, determinando o' como efeito no capitg
lo II, itens (1.2), (2.3), isto &,

1

1
Jb 1 77
Q.

= 2 1im
b oo Zu/Z
B

onde Za/Z ¢ um ponto da distribuicao Normal padronizada Z,
‘tal que, P _{|Z]>Z

8

a/2}=

B = 0+ R 1/2
RO+1

y segue a distribuicao normal com meédia zero e va-

riancia um.

A tabela 2.4.1 mostra o efeito de oi ¢o§<3nl %1y,
na verdadeira probabilidade do Erro Tipo I, para testar as
hlpotefes HO: My = My c?ntra a alter?atlva Ha: Uy * Uy, quan-
do ‘o nivel de significancia fixado ¢ o =0,05. Consideremos

N grande.

O processo acima s6 €& valido para N=n_ + n, grande,

1
portanto para N pequeno, recomendamos o uso da transforma-

¢ao ou testes nao paramétricos.

Contudo para ny € n, pequenos, ilustraremos com a



tabela 2.4.2, o efeito de oi :O% € n, #n,, na verdadeira pro
babilidade do Erro Tipo I, para testar a HO: My = u, Vversus
H ot uy #u,, quando o nivel de significancia fixado € a=0,05.

TABELA 2.4.1

2
!
=37
2 1 1
0% 4 i 1 2 5 o
n1 5 2
Rz?{—
2
1 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,050 | 0,050
2 0,17 | 0,12 | 0,080 | 0,050 | 0,029 | 0,014 | 0,006
5 0,38 | 0,22 | 0,12 | 0,050 | 0,014 | 0,002 | 1x107L
oo 1,00 | 0,38 | 0,17 | 0,050 | 0,006 | 1x10"Y| ¢

TABELA 2.4.2

(n,n,)

(15,5) 0,32 0,23 10,18 |0,098| 0,05/0,025|0,008|0,005(0,002
(5,3) 0,22 10,14 |0,10 {0,072} 0,050,038{0,031|0,030/0,031
(7,7) 0,07210,07 |0,063|0,058| 0,05/0,051{0,058{0,063(0,072

* — Calculado por Hsv.P.L. (1938) .

Sob Ha: My # 0, = My = Wy =A== 0. Procedendo como an
tes temos que para n, e n, grandes, a distribuicao limite da
razao (2.4.1) € normal com média

..__..+.._)

A 1 1.71/2
(62w ™M1

112



nloi+nzo§
I e denominada de vari

R 1 2 (n1—1)5i+(n2~l)s§
ancia ponderada, sendo obtida da expressao

.~ . B8 +R B
e variancia peo onde (0%)w =

n1+n2—2

como segue: para n, grande s§ converge em probabilidade pa-

ra Gi e pode. ~se aceitar o fato que nl+n2~2::n1+n2 portanto
a expressao acima fica: 2 2 2. 2
0s+n,0 g3+o
N191"M2% 9179
n.,+n n,+n,’
1 72 1 72
como 0% +¢g3 & finito temos que para n, € n., grande —= a-
1 2 1 2 n,+n,

proxima-se de zero e entao

- 2 _ 2 2, 2
(ny=1}s24(n,-1)s3 A (67w
n1+n2—2 n1+n2
Se a suposicao, 0i==o§ = g2 ¢ verdadeira,a média de
S-1/2
(2.4.1) e %% (ﬁL-+ﬁL) e variancia um.
1 2 '

Contudo se a suposigao da igualdade de variancias
nao € mantida, 06 =1, o vesultado do calculo do poder sera

correto se sO se n e R=1.

1M
EXEMPLO 3.2.4

Os dados no quadro abaixo representam duas amostras

Amostra 1 Amostra 2

N? de Observagoes 161 82
X4 115,3 119,3
Si 284,597 104,04

Os dados foram fornecidos pelo Instituto Oceanografico da USP.

aleatorias de sardinhas, selecionadas em duas estacoes do a

no em uma mesma area de estudo, nas quais foram contados o



numero de Rastro do Rame superior.

Experiencias anteriores mostraram que a variavel a

cima nao segue a distribuigao Normal, além do fato de

0 01/02 2,735,

Nosso objetivo & testar a hipotese de igualdade entre as es
tagoes outono e verao, com relacao ao numero médio de ras-

tros do ramo superior. Entaoc as hipoteses sao:

Ha: Hp Wy

Adotamos a =0,05 e usamos para o teste a estatisti

ca,
_ &, -%; )
Sp/ eyl

A
nl n2

7

3

cujo valor observado é TO 1,9718. Considerando o efeito da

nao Normalidade das Populacdes e de 6 =2,735, a estatistica

T tem distribuicao N(O, %gi%). Para os dados acima

0+ R
RO+1

= 0,738,

A regiao de rejeigao € constituida por valores de
T, tais que:
P([T|>TC) = 0,05,

onde



Como |T0| >T., concluimos pela rejeicdo de Hjeve
rificamos assim que nao existe diferenca entre o nimero mé-

dio de Rastro Superior da Dorsal, nas duas estacoes do ano.

Observe que, sem considerar a Nao Normalidade das

Populacgoes, o valor critico da estatistica seria TC= 1,96

3.2.5 - As Amostras sao Dependentes e as Populacoes sao Normais

Abordaremos aqui a situagao em que desejamos compa
rar duas médias populacionais, com base em uma amostra de pa
res.,

Suponhamos uma amostra aleatdoria de n pares (Xll’
¢ Xais X PR - S onde a primei oordenada ¢
xlz),( 21°X99) , ( 1n’ Zn)’ primeira coo ada

extraida de uma populacio Normal com média Wy e variancia

2

0] ¢ a segunda coordenada & extraida de uma populagdo Nor-

mal com média W, € variancia o%.

Denotemos por

D G SR v J=1,2,...,n,
43 15 7 %25 ?

LA B

ou seja

)
b4
7 - 7L
n
e
n —
X (}’j_YJZ
s2 = J=1
y n-1
Temos agora Yl’YZ""’Yn’ uma amostra aleatoria de

uma populagao normal.

Com base nesta amostra queremos testar as hipote-



onde uy=1ﬁ_~p2.
A estatistica para o teste &,

T = —g— (2.5.1)
4
/N

que sob a hipotese H,, tem distribuicao t de Student central

0 : )
com (n-1) graus de liberdade. Sob a alternativa

Ha: 1_ly = “y » 0,

a estatistica (2.5.1) tem distribuicao t de Student nao cen
tral.

EXEMPLO 3.2.5

(1)

Os dados abaixo representam medidas do nivel me
dio de insulina de 14 pacientes em duas situagoes.Na primei
ra (antes do tratamento) os pacientes apresentavam um dis-
turbio na glandula Tireocide na segunda (depois do trata-
mento) os pacientes foram considerados normais com relacao

a anomalia acima.

Experiencias anteriores mostraram que a variavel a
cima segue a distribuicao Normal. Nosso objetivo € verifi-
car se o tratamento diminui o nivel médio de insulina dos pa

cientes, e portanto a partir dos dados apresentados, testa-

(1) - Os dados foram fornecidos pelo Setor de Estatistica Aplicada (SEA)
do Departamento de Estatistica do IME-USP.



- 48 -

taremos,

OBSERVAGOES MEDIAS DE TAXAS DE INSULINA

NO TEMPO

BASE

1 73757
ANTES TRATAMENTO APOS TRATAMENTO
23,00 9,00 14,00
24,20 7,20 17,00
23,60 8,80 14,80
30,40 6,40 24,00
22,80 8,80 14,00
7,20 5,80 1,40
18,60 6,40 12,20
20,80 7,00 13,80
15,40 16,40 -1,00
5,40 7,00 -1,60
21,80 14,20 7,60
23,00 17,40 5,60
24,40 14,00 10,40
8,00 10,00 -2,00
ao nivel de significancia a =0,05.
0 valor
Ty = —ai— = 4,408
D)
14

e o valor tabelado € T.=1,771. Como T

0

>1,771, rejeitamos

Hy e concluimos que houve decréscimo na taxa média de Insu-

lina apos o tratamento.



3.2.6 - As Amostras sao Dependentes e as Populacoes nao Normais

Suponhamos come em (2.5) uma situacgao experimental
com n pares de observacgoes (Xll’xlz)’(X21’X22)""’(Xlan2n)
e =X, .~X, ., J=1,2,...,0.

)’J 13 2] J

Neste caso em que as populacoes sao nao normais, i

remos testar as hipoteses,

HO: w. =0
H = 0
Py
por meio da estatistica
> 2
2 =[/H —3’—} (2.6.1)
y

Para estudarmos a distribuicao de t? sob HO e nao
normalidade das populagtes, seguiremos Welch (1938) conside

rando a estatistica,

- e -1
W = l—l +n—,__~1-} (2.6,2)
a qual sob a Teoria Normal tem distribuigao Beta com v, = 1

1
e v, = (n-1) graus de liberdade. Iremos aproximar a distri-

buicao de w sob a nao normalidade por uma distribuicao Beta
e para determinar os correspondentes graus de liberdade con
sidere a Tabela 2.6.1.

Da Tabela 2.6.1 obtemos as duas expressoes

¥y = sl ¥, (1)

vy = . . (2)



TABELA 2.6.1
SOB A TEORIA DA PERMUTACAQ SOB A TEORIA DA NORMAL
_ n-1 - _n-1
B0 =By B () = =y
b,-3
_2m-1) {y__2 ) =2l
e
n
R
b =(m2) —A
L)
V4
=1’
Substituindo em (1) e (2) os valores E(w) e Var(w)
tembs, P P
l n-1
v = ! —\:ﬁ—— e\ = Vv = -—~—-——1 v
1 n-i 2 1 n-1 "2
n
¢
_ 2D -l (-2 2(n-1) [, P27 L o114
v n n g n? (n+2) n-1 ‘
Portarito,
vy = d e vV, = (n-1)d

onde

e

n+?2



Logo a distribuicdo da estatistica w, sob a teoria
da Permutagao, € aproximado por uma distribuicao Beta com

v, =d e V2==(n~l)d graus de liberdade. Como nas segoes ante

1 -
riores podemos expressar nosso teste em termos de estatistl
ca (2.6.1) o qual sob H

com Vv

g tem distribuicao F Snedecor Central

1==d e v, = (n-1)d graus de liberdade.

Observemos que para n grande, o valor de d aproxi-
mar-se de 1 (um). Concluimos que para n grande,o efeito das
populagoes nao serem normais, no teste de igualdade de meée-
dias € insignificante, no sentido de podermos testar as hi-
poteses dadas pela estatistica (2.6.1) independentes da dis

tribuig¢ao da populacao ser normal ou nao.

EXEMPLO 3.2.6

Os dados abaixc representam uma amostra de 5 paci-
entes, que apresentavam uma deficiéncia no numero de nucleos
cromativo positivo. Usando o corante de Feulgen, foi conta-
do o numero de nlcleos cromativos positivos em cada 100 ni-

cleos, antes e depois do tratamento, cujo objetivo ¢ contro

NOMERO CROMALINA ORAL

Y5 K=Ky
SEM TRATAMENTO |APGS TRATAMENTO VRS S
16 8 -8
0 14 8
15 12 -3
11 19 8
27 29 )

Dados fornecidos pelo Dept? de Clinica Médica, Hospital
das Clinicas, Faculdade de Medicina da USP.

lar esta deficiencia. Queremos verificar com base nas obser

vagoes acima se o tratamento aumenta em média o nimero de nu



cleos cromatinos positivos.. Para este problema temos as hipd

teses

as quais serao testados ao nivel de significancia o =0,05.

Baseada em outras amostras verificamos que a varié
vel acima nao segue a distribuigao normal. Considerando o e
feito da nao normalidade da populacao, temos que a estatis-
tica para o teste € dada por

cujo valor observado € igual a T, =0,2021.

0
A estatistica t? tem: sob H, distribuigao F Snede-

cor com vy =d e v2==(n—])d graus de liberdade onde

d = 1+_.32_:%M_ - 1+7j‘§;?égggl) = 0,734,
’n{l-n+2}
5
Lo .
b2= 121 . , =_z§iﬁ5i5 = 72,0623
L2
logo,
vy o® d = 0,7342 = 1
v, = (n-1)d = 4x0,734 =~ 3,
Temos portanto o valor F =10,13.

'1,3,0,95



Como t6< 10,13 decidimos pela aceitacao de HO e verificamos
entao que nao existe um aumento relativo a média do nlmero
de nucleos comatinos positivos em cada 100 niicleos apés tra

tamento.

Observacao

O valor de d aproxima-se de 1 pelo fato de b2 ser

aproximadamente igual a 3.



CAPTTULO 1V

TESTES DE HIPOTESES ENVOLVENDO

MAIS DE DUAS POPULAGOES

Como nos capitulos anteriores resumiremos os pro-
blemas em testes da igualdade de varias variancias e da i-

gualdade de varias medias.

Examinaremos oteste da igualdade de varias variancias
de varias populagoes, no caso em que as populacoes sao Nor-
mais e no caso em que as populagGes nao sao Normais. Em seguida
desenvolveremos testes sobre a igualdade das médias no caso
em que as suposicoes, basicas da Andlise de Varidncias (Nor
malidade, Independéncia e Homogeneidade das Variancias) sdo
satisfeitas e no caso em que as suposicoes de Normalidade
nas Populagoes e Homogeneidade das varidncias ndo se verifi
cam. Posteriormente discutiremos alguns métodos de compara-
¢oes multiplas (Método de Scheffé e Contrastes Ortogonais),
quando as variancias saoc homogeéneas e quando sao heteroge-

neas.

L.1 - TESTES DE HIPOTESES SOBRE VARIAS VARIANCIAS

Consideremos as seguintes situacoes:

-5 -



L.1.1 - As Populacoes sao Normais

Seja Xij’ a j-€sima observacao da i-ésima amostra
correspondente ao i-ésimo grupo, i=1,2,...,k e j=1,2,...,nf

Os dados observados podem ser colocados na Tabela abaixo.

TABELA 1.1.1

GRUPOS
1 2 e 1 ..., k
11 *21 Xi1 11
X X A X. b'e
1n1 Anz 1ni knk
Totais Tl; TZ- Ii- Tk T, .
Medias X1, X, X, Xy X

As k amostras sao independentes.

i
Nosso interesse € testar a hipotese sobre igualda-

de das variancias, dadas por,

¢ 2 - 2 . = wZ =
HO. 01 02 Ok o}

g oD
a

a) Teste de Bartlett

O teste de Bartlett (1937) € uma modificacao do tes
te de Neyman e Pearson (1931), baseado na Razio de Verossi-

milhanca,Bronlee (1960). Tomando por base a estatistica,

(1) - Nesta segao assim como nas subsequentes, Ha significa que: nem to
das as k variancias (medias) sao iguais,



Q)
NE=EN)

k
- 21InXx=- ) n ln

Q)
)

(1.1.1)

Bartlett (1937) substituiu as estimativas viciadas de Maxi-

ma Verossimilhanca

1.

~ 1 z]( = )2

gc = — o

1By 3=p 13747

e kN
Aol (x. .-k ) K
82=l~1 j=1 1JN‘. ¢ N = Yn.,
i=1 !

pelos convencionais estimadores nao viciados
n

i
) _S a»
oz = 37107
1 Con.-1
‘ 1
K
. iél(ni—l)si
s = :
P

k
Yt (n,-1)
i=1 * .
e n, por (ni—l). Obtendo-se assim a estatistica,

(1.1.2)

. k s; i , k ' ,
X © = izl(niﬂl) 1n E; = v 1ln sp-—izlvi In s2
onde ,
v& =ni—l, 0s graus de liberdade para cada amostra.
k
v = izlvi, soma total dos graus de liberdade.

Bartlett (1937) mostrou que sob H
mal a estatistica,

0

e a Teoria Nor-



*2

X (1.1.3)

tem distribuigao assintética a uma qui-quadrado com (k-1)

graus de liberdade. E A & definido como,

A= gt {lfv'luv‘l} k> 1
3(k-1) igp 1

Observamos que A tende a zero para grandes valores
de n., i=1,...,k. Portanto, concluimos que,
. - . /
i) para grandes amostras, a estatistica para o teste e
x"2, o qual sob HO tem distribuicao y?* (qui-quadrado
central) com (k-1) graus de liberdade.

ii) para pequenas amostras, a estatistica para o teste &
*2

dada por, T%:KT’ e tem distribuicao x? com (k-1) graus
de liberdade. '

b) Teste de Cochran

Este teste € especialmente usado se Ny, =n; =Ny =n
e para situagoes em que uma das variancias amostrais & mui-

to maior que as restantes.

Temos entao que para testar as mesmas hip5teses da
das em (1.1.a), a estatistica & dada por,

R - _Mmaior variancia amostral
n,k

If ) (1.1.4)
S*
i=1 *

onde




n.
1

L
x. =374 2l i=1,2,3,...,k
i n.
i
Sob Hy, a estatistica R, . segue uma distribuigao

k
R cujos valores tabelados para a=0,01 ou a=0,05
{,1’ (1‘0)

sao encontrados em Dixon e Massey (1969) ou em Guenther
(1961).

A hipotese H, é rejeitada ao nivel de s$ignifican-
cia a se Ron,k:>Rn,k,(1ﬂa).

EXEMPLO 4.1.1 a)

Quatro areas maritimas A, B, C e D sao diferentes
quanto a algumas caracteristicas climdticas. Queremos a par
tir de uma amostra de sardinhas de cada uma destas areas,ve
rificar se os fatos acima induzem uma diferenga entre a dis
tribuicao do - comprimento da cabega de sardinhas das quatro

populagoes, com relagao a variancia das distribuicoes.

Por informagoes da literatura sabemos que a varia-
vel, comprimento da cabega, segue a distribuigao normal.Nos

so problema consiste em testar a hipotese,
Hy: 02 = 02 = g2 = g2 =g

0 1 2 3

ao nivel de significancia o= 0,05.

A partir dos dados obtivemos as seguintes informa-

¢oes, na tabela que se encontra na pagina seguinte.

A estatistica para o teste € dada por,
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X = 17x (Vv 1n sg -
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onde o valor observado & x52 = 81,341,

A R E A
A B C D
N°? de observagoes 79 22 98 99
s? 12,517 12,264 1,943 4,494

L

Os dados foram fornecidos por pesquisadores do Insti-
tuto Oceanografico da Universidade de Sao Paulo.

Sob H, x*? tem distribuicdo aproximada X% cujo va-
lor tabelado X%;O,QS = 7,815. Como XSZ > 7,815 rejeitamos H
ao nivel o =0,01. Portanto as caracteristicas climaticas das
populacoes tem influencia sobre a variancia da variavel com

primento da cabeca de sardinhas.

EXEMPLO 4.1.1 b)

Os dados abaixo representam medidas de resisténcia

i

VAO~ | 1080 | 1690 | 2300 | 2910 | 3520

279 244 138 118 75
292 205 141 92 78
301 197 129 91 86
278 215 133 103 80
286 180 140 98 79

203 164 145 103 83
270 225 112 114 83
312 220 133 98 82
219 187 141 94 88
257 209 121 101 88

281 191 121 102 86
284 196 112 85 83
264 192 144 100 82
232 195 117 85 81
208 178 138 . 90 78




de telhas, quando sujeitas a pressao de baixo para cima. Fo
ram utilizadas no experimento 5 diferentes vaos de fixacao,
no sentido do comprimento da telha. Os vaos tem as seguin-
tes medidas (1080 cm, 1690 cm, 2300 cm, 2910 cm e 3.50 cm).

Queremos testar as hipoteses,

H.: o

0 05 = 03 = 04 = a”,

2
1
ao nivel de significancia a=0,01.

Por experiencias anteriores, sabemos que a medida

de resitencia tem distribuicao Normal.

A fim de obtermos o valor observado de Rn,k calcu-
lamos as variancias amostrais; 858,49: 416,16: 134,86:;88,36

e 14,44, respectivamente.

O valor observado da estatistica ¢ Ronk=:0,5.

A regiao de rejeicao-é constituido por valores de

Rnk, tais que
P(Rn,k>RC) = 0,01,

onde a € o nivel de significancia prefixado. Para a = 0,01 te
mos &:= 0,3645. Portanto a hipotese Ho devera ser rejeitada
e concluimos que a distribuicao das resisténcias das telhas

nos diferentes vaos possuem variancias diferentes.

L.1.2 - As Populacoes nao sac Normais

Sejam as amostras como descritas na Tabela 1.1.1

extraidas de populagGes nao normais.
Para testarmos a hipotese,

. 2 . — = =2 = o2
HO. 01 02 Vs Ok o

desenvolvemos um teste aproximado proposto por Box e Andersen



(1955) e dividiremos em dois casos;

a) as meédias populacionais sao conhecidas e sem perda de

generalidade suponhamos E(xij) = 0.

Estudaremos neste caso, a distribuicao da estatis-
tica (1.1.2) x*? sob H

o € sob a Teoria da Permutagao.Com es

ta finalidade calcularemos a esperanga e a variancia da es-

tatistica x”*

onde,

Var (x**)
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+

+
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108b
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288b2 +306b2 72b2) +lbb6 + 72b

=1
s termos de ordem N e obtemos:

-1,1

(k=103 (by=1)+N" 1T (by-1) +

(NA~3)(3bé—b4-2)+—% (3NA-2) (b3-1)?}7.

1
E; (9b6+72b4 -

. N 3
4bp #+168D5 = 207b5 + 72b,-6) + k" (9b +36by*

36b,b, + 9b3) + k(~18by - 144b, + 216D,b, +

|

4 -144b4b2 +
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156b2 108b2+~6},
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Para N grande,

E(x*?) = (k=1){1+3(b}-3)}
P

var(y ?) = 2(k—1){1-+% (b-3) 17,
P

Portanto a estatistica para o teste & dada por,

X2

{1+3(b5-3)}

(1.2.1)

a qualsob Hjy tem distribuicao assintotica X%k~1) (qui-qua-
drado) com k-1 graus de liberdade.

b) as médias populacionais sao desconhecidas

Neste caso, Box e Andersen (1955) provaram que es-
tatistica para o teste &,

X -
X :'—‘—'*1—‘— (1.2.2)
272

o qual sob HO e para N grande, tem distribuicao x? com (k-1)

graus de liberdade. Para Ny =Ny = ...=n =n,¢, e definido co
mo,
s
k_z ks
. = 1=1
“21)
i=p 21
onde

L n;(ny=1)s, . -5(n;-1)s,. o )
41 fniwl)(ninl)(ni-g) ) v 25000 ,k,




EXEMPLO 4.1.2 b)

Foram colhidas na primavera, nas areas maritimas A,
B, C, De E, amostras de sardinhas nas quais foram contados
os numeros de raios da dordal. Desconhecemos as médias popu
lacionais e com base em grandes amostras verificamos que a
variavel numero de raios da dorsal ndo segue a distribuicao

Normal. Usando os dados abaixo queremos testar a hipotese

- 2

H

0 oi = 0% = 0% = oﬁ = UE = g
ao nivel de significancia « = 0,05.
VALORES A
OBSERVADOS FREQpENCIA FREQQENCIA FREQUENCIA FREQpENCIA FREQUENCIA
Jx. da area A |da area B |da area C |da area D |da area E
i
16 0 1 1 0 0
17 11 2 1
18 12 8 16 15 13
19 9 3 6 8
n, 22 22 22 22 22
Levando em conta a nao normalidade das populagoes

e o fato de ni==22, (i=1,2,3,4,5), temos que a estatistica

¢ dada por

cujo valor observado e Yy,

%* 2
0

= 4,1565 onde, (1 + -12;c2) = 41,3868.
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A estatistica y 2

, segue a distribuicao x%k_]),og
de o valor tabelado & XZ'O g5 = 9,49. Como X;Z < 9,49, nao re
jeitamos Hj e concluimos que a distribuicao nao difere com

relagdo a variancia.

L.2 - TESTES DE HIPOTESES SOBRE VARIAS MEDIAS

Nesta segao estudaremos as situacoes, quando as po
pulagoes sao normais e quando as populacoes nao sao normais,
considerando a homogeneidade e a heterogeneidade das varian

cias.

4.2.1 - As Populacoes sao Normais e as Variancias Homogéneas

Seja x.. a j-ésima observacoes da i-&sima amostra

1)
correspondente ao i-eésimo grupo (i=l,2,...,keaj=1,2,...,niL

como dispostas na Tabelaz 1.1.1.

Temos entao um conjunto de k amostras e desejamos

testar a hipotese
HO: My = P IR DA T

1

A estatistica para o teste é dada por,

F = . (2.1.1)



Os valores observados da estatistica sao convenien

temente obtidos a partir do quadro da Analise de Variancia,

ANOVA

CAUSA DA GRAUS DE SOMA DE QUADRADOS P

VARTACAO LIBERDADE QUADRADOS |MEDIAS (QM)

< _ SQE

Entre Amostras k-1 5Qg QL = =
0

N-1
onde K n;

k-1
e i
kM4
Lo “%. ]2
QM = 1=1 j=1 (le Xi_‘)
D
N -k

Sob Hy, a estatistica F tem distribuicao F de Sne-
decor Central com (k-1) e (N-k) graus de liberdade. Sobahi
potese alternativa, F tem distribuicao F de Snedecor nao cen
tral. Tabelas para o calculo do Poder do teste para alguns
valores de (k-1) e (N-k), encontra-se em Scheffé (1955) ao

nivel de significancia 0,01 ou 0,05.



4.2.2 - As Populacoes sao Normais e as Variancias Heterogéneas

Neste caso, temos uma solucao aproximada, proposta

por Brown e Forsythe (1974).

Consideremos as amostras como na Tabela 1.1.1, on-
de cada observacao tem media uyoe variancia oi.
Para testar a hipotese,
H.: u, = = ... = =
a estatistica adequada & dada por,
S WE L"( («.1.,‘-@% ‘1—(:")
«
yn.(x. -x  )?
_j;l 1 1. 2 o
¥ = = s 2.0 .1
F k n ( )

segue aproximadamente uma distribuicao F Sne-

a qual sob HO
decor central (k-1) e f graus de liberdade, onde f e deter-

minador pelo metodo de Satterthwyaite (1941),

onde
=
(1 -<=)s?
d. = N L
i k n.
Z (I—W)Sz
. i=1
n, 1.
Lo(x, =%, )? !
j=1""13 "1i- a = J=1"1}
T n.
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EXEMPLO 4.2.2

0 quadro abaixo apresenta informagoes relativas a
amostra de sardinhas colhidas em 5 diferentes areas, nas

quais foram medidas o comprimento standart.

AMOSTRAS |AREA A|AREA B|AREA C|AREA D|AREA E
n. 23 6 82 79 90
ii 37,09| 37,50| 39,74 38,18 39,28
si 12,264(35,772| 2,983/12,517]16,403

Dados fornecidos pelo Inst.Oceanografico da USP.

Baseadas em grandes amostras sabemos que as varian
cias diferem. E a partir das informacoes acima queremos ve-

rificar a hipotese,

H

g* P17 Mg T By T My T Mg

ao nivel de significancia a =0,01.

A estatistica para o teste ¢ F*, cujo valor calcu-

lado Fa =3,903. Sob HO I'* segue a distribuigao F de Snede-
cor com (k-1) e f graus de liberdade, para este caso (k-1)=
= 4 e £=19. 0 valor tabelado de Fd 19 .0.01
F*

0 < 4,50, aceitamos HO ¢ concluimos que nao existe diferen-

¢a significante entre o comprimento medio padrao das sardi-

=4,50 o como

nhas nas 5 areas.

HomobENEA'S
4.2.3 - As Populacoes nao sac Normais e as Variancias Xe¢¥elfehdneay

O trabalho apresentado por Box e Andersen (1955),

propoe para este caso uma solugao aproximada, a qual se ba-



seia em uma estatistica w desenvolvida por Welch (1938).

Considere a Tabela 1.1.1 ¢ as populagoes nao nor-

mais. Para testar a hipotese,

estudaremos o comportamento da estatistica (2.1.1). Para is

to vamos primeiramente considerar a estatistica,

1.

k i ~
~Z .Z (xi.—x._)z
W= 11‘1 Lzl , (2.3.1)
< 1

X Z (X;i—x..)z
i<1 j=1

a qual e equivalente a estatistica (2.1.1).

Sob a HO e sob a Teoria Normal w tem distribuicao

Beta com vy =(k-1) e v, = (N-k) graus de liberdade e

Aproximaremos a distribuicac de w sob a Teoria da
Permutagao pela distribuig¢ao de w sob a Teoria Normal,porem
com os graus de liberdade determinados pela relacao, graus
de liberdade, média e variancia. Para isto apresentaremos a

seguinte tabela e procederemos COmo segue:

Com base nessa Tabela (2.3.1), temos que determi-
nar os graus de liberdade Vi € Vv, considerando as seguin-

tes relacgoes:

Zul(ul—ui?uz)

V1 =
Uz
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TABELA 2.3.1
SOB A TEORIA DA PERMUTACAO SOB A TEORTA NORMAL
k 1 k-1
E (w) = = U E(w) =5==1u
p N-1T 1 N N-1 1
- Kk
2(k-1) (N-k) 47 ; 2(k-1) (N-k) _
Var (w) = 1 Var (W) = “o=s5m—% = |
N-1) 2(N+1 ; 2(N+1 2
5 D201 el ) (N-DZ(T) -
% npe ko7 _ K
pipewnees bl M Bt N=1mn
(N-1) k2 Ci=1 i i=1
onde
(N(N+1)S, - 3(N~1)s§]
k. = A
YN (-2 (-3
S
Koo 2
2 - (V-1
k™
s.= 1 ) (x.=X )7
Togs =1 M
k = n?® de amostras
_ 1~u2
Vs My V1
a) para amostras do mesmo tamanho (n1 =n, = . =0y

a variancia de W sob a Teoria da Permutacao

Var (W)
P (N-1)2(N+1)

2(k-1) (N-k) ‘1

2
&

i .5
N 2 2
ks

n),



e temos que

% (k-1)d e v, = (N-k)d

onde
|
(N+®)c2

(N—l)(N—CZ)

d = 1+

Concluimos nesta caso que a estatistica para o tes
te € dada por (2.1.1) a qual sob HO segue um distribuicao F
Snedecor com (k-1)d e (N-k)d graus de liberdade. ’

b) para amostras de tamanhos diferentes, temos que a va

riancia de W sob a teoria de Permutacao ¢ dada por,

_2(k-1) (N-K) <, 2 (k2 K 4
\Y% (W) = j 3, RN . W .
?’r (N-1)2(N+1) { N} (N—l)z{ Z }

Usando o racicinio antevior, a estatistica (2.1.1) tem dis-

tribuicao F Snedecor com vy = (k-1)d e v, = (N-k)d graus de 11

2
berdade e neste caso d ¢ dado por

&
d = 7+ N¥l — %1 ’
(N-1) (N"'+m) " -c,
A o (D) [53_’§L]H=51
20D (N-EY (N7 A T 2"

k, e k% como definidos no item a).

Observamos que quando N =g ni cresce, A tende a ze

ro e d tende a 1 (um).



EXEMPLO 4.2.3

Os dados abaixo representam o numero de raios dana
dadeira dorsal, em cinco amostras de sardinhas, colhidas em

cinco areas A, B, C, D e E na primavera.

Ne¢ DE RAIOS DA FREQUENCTAS

NADADEIRA DORSAL |AREA A|AREA B|AREA C{AREA D|AREA E

16 - 4 1 - -
17 5 39 2 2 2
18 49 31 16 58 55
19 36 5 3 38 42

90 79 22 98 99

Os dados foram fornecidos pelo Inst.Oceanografico da USP

Baseada em uma outra amostra e atraves de um teste
de hipotese, verificamos que a variavel aleatoria acima nao

segue a distribuicao normal.

A partir dos dados observados queremos verificar as

seguintes hipoteses,

ao nivel de significancia a =0,05.
Considerando o efeito da nao normalidade temos que
a estatistica

(N-k) w

k-1) 1-w

F = ., cujo valor FO = 37,7038,

F, segue a distribuicao F Snedecor com 4d e 383d

graus de liberdade, onde



A = 0,003185

neste caso
4d = 4 e 383d = 383.

) 0O valor tabelﬁdo de P4,383,0,95 =2,37.Como FO>2,37
concluimos pela rejeicao de HO e verificamos que existe sig
nificante diferenca entre o numero médio de raios da dorsal,

nas cinco areas especificadas.

O motivo dos graus de liberdade nao serem modifica
dos e devido a tamanho do N de acordo com a observacao da

parte teorica.

b.2.4 - As Populagoes sao nao Normais e as Variancias Heterogéneas

s B )
Com base em Scheffe (1955) apresentaremos uma solu

¢ao limite desenvolvida abaixo.

Seja as amostras como definidas na Tabela 1.1.1 ex
traidas de populagbes nao normais. Para testar a hipotese so
bre a igualdade das medias estudaremos o comportamento daes

tatistica

k
121“i(;i-"v)2
F: k"l
g
: _ 2
j=1(ny-1)s3
k

.=1)
iégnl

(2.4.1)




onde

k B

Y n.v.
_ B i;]nlvl-
V. = X. -U. e v o= N

Consideremos n. grande e consequentemente:
1

k k
i) Zl(ni-l) = Z n.-k = ‘Z n

1

ii) si converge em probabilidade para oi e portanto
ko k
) Si para ) oi
i=1 i=1

1ii) e pode-se aceitar o fato que,

Q
24 5

. H.
nNo—x o=
—
=
e =

=
ey
=

e desprezivel por (i), (ii) e (iii) e para n. gran-

de,
k k
.z.(ni~l)si ) niﬁi
1"é converge para AR DT o (a?)w
N
) (n.-1)
i=1 *t

Substituindo o denominador de (2.4.1) por (6?)w,te

mos, Kk

’iélni(vi_v-)L

F' = (2.4.2)
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A Tabela 2.4.1 representa para n, grande a media e

a variancia de F e T'.

SOB A NAO NORMALIDADE E
VARIANCIAS HETEROGENEAS

SOB A TEORIA NORMAL F
VARTANCTAS THOMOGENEAS

Var(F')= 5 {k(1+Vu)
k-1

(6®u
-~—} -2Vw = 1}

(0%)w

onde
(6%)u e a media nao ponderada de o;

(6?)w € a media ponderada de SH

k
Lito? - (a?yur?

E(F) =1

Var(F) = 1—(—%——

vu = [(02)u] ¢
k :
k
- i§1[05‘(03)W]2
Vw = [(q.)w] —
Z“;
i=1
No‘ caso em que ny =N, =ng=n, =n, temos,
a) (o2)u = (02w
lz< k k
.2 z 2 y 2
’ nn.o-x g no « o OF
2 e O A T o B 1=1"1 2
(0._)w 1; % =D N (o:)u
n
i=1, ¥



e portanto,

E(F) ={p=g k-1} = 1 = E(F)
b) Se k =2
i) Vu=Vw =0
(o03)u
ii) (6?)u = (02w = weu - = ]
(o2)w
e portanto,
Var(F) = Var(F') = L
C (e k—l
c) em outros casos,
Var(F) = 2[1+vu K22
. TN SR )

Vemos que para amostras de tamanho iguais, quando
k =2,

Var(ﬁ) = E%T

k-2
[1-+Vu F?T]’

e segue-se que a verdadeira Pwobabilidade do Erro Tipo T ¢ maion
que o nivel de significancia fixado c.

Concluimos pelo desenvolvimento acima que no caso
das variancias diferentes e populagoes nao normais nao exis
te uma solucao simples mesmo quando os ng, i=1,2,....k, 540
grandes. Nas situagoes praticas deste tipo, aconselhamos o

uso de transformacoes.



.3 -~ COMPARACOES MOLTIPLAS

Se a hipotese H S P rejeitada,

0" M1 TV¥2 T
nos podemos concluir que nem todas as k médias populacionais
sao iguais. Quando isto acontece nos poderemos estar inte-
ressados em saber que médias diferem, ou ordenar os grupos
de acordo com a ordem crescente ou decrescente baseado nas
médias amostrais. Indagacoes como estas nos leva ao estudo

das Comparagoes Multiplas.

Entre os varios métodos de comparacoes Multiplasci
tados na literatura estudaremos aqui apenas os Metodos, de
Scheffe e Contrastes Ortogonais, pelo fato de apresentarmos
solugoes relativamente simples no caso em que as variancias

dos grupos sao desiguais.

4.3,1 - Méetodo de Scheffé

As comparagoes que envolvem um conjunto de medias,
quase sempre sao expressas por meio de contrastes que cons-
tituem um conjunto de fun¢oes estimaveis nos modelos de Ana

lise de Variancia.

Definimos contrastes por,

(3.1.1)

]
It
I o~ 5
)
=

Um estimador nao viesado de um constraste C & dado

por,

f\)
1t

=3
fos

~1

(3.1.2)



Suponhamos as amostras como na Tabela 1.1.1 extral
das de populagoes caracterizadas por variaveis aleatorias
que seguem a distribuicao Normal e as observacoes indepen-
dentes. Para testar a hipotese,

HO: C = 0 versus Ha z 0,

distinguiremos dois casos:

a) As variancias sao iguais.

Quando oi =0§ = ... =0ﬁ =0¢? a variancia de C eum es
& s

timador nao viesado desta variancia sao respectivamente:

k
) a§
ce Py = 2,17]
Var(C) a ) (3.1.3)
1
e
k
/\ : Z_l(lj
Var(C) = QuD - (3.1.4)
T -
1

onde ¢ e a variancia comum ¢ QMD ¢ o quadrado medio do re-

< - . .~ -
siduo da Analise de Variancia correspondente.

Seja C um contraste, como definido acima, entao
Scheffe (1955) provou que,

2 -y

pr(C -S War() <c<C+s Vvar(Q)) = 1 -a, .15

onde s? =(k—1)-F1 (N_k)cﬁéglezx expressao do primeiro membro

1) - = ° 7| ST = o CHNPE o .
(1) Fa,b,l—a F_ e o ponto tal que P(|F] FC) o,onde F tem distribui

¢ao I Snedecor com a,b graus de liberdade.



de (3.1.5) significa "Probabilidade de que  simultaneamente

todos os contrastes satisfacam a desigualdade entre paren-
teses'.

Para cada contraste a hipotese Hy: C=0 ¢ rejeita-
da se o intervalo (3.1.5) correspondente nao contem o (0) ze

ro e o nivel de significancia conjunto & a.
b) As variancias sao diferentes.

Aqui a variancia do estimador de C, C é dada por,

aic
—_— (3.1.6)
1M

| b

Var(é) =

o

i

onde oi € a variancia do i-ésimo grupo. Unm estimador nao vie
sado de Var(C) ¢ da forma,

~NL k a’s?
Var (C) = 'Xl ;.1 (3.1.7)
1= i
onde ' '
n.
1 —
_ 2
, .Z](Xij Xl‘)
s = y s 1i=1,2,...,k.
(n. - 1)

Neste caso, (variancias heterogéneas) se substituir
mos na expressao (3.1.5) Var(éj por (3.1.7), teremos a mes-
ma alteragao nos graus de liberdade da distribuigao F consi
derada na Analise de Varidncia quando as varidncias sio he-

terogeneas (Vide a secao 2.2

o L

Portanto temos,



. 1\: 2
PriC -8 +5 ) Zi’if =1-a
i=1 n.
i
2: = <
onde S°= (k 1)r1,f,1-a'
e
52
5 b
1 K di _ y
f N z - d] N k 2
i=1 (ni—l) ; il
i=1 "
4.3.2 - Contrastes Ortogonais
DEFINICAO - Sejam
k k
Co = ) a, v e = ) a_
L i217 % m jop My

- s i -
dois contrastes de um conjunto de &k—lﬂ contrastes. Dizemos

que o conjunto ¢ ortogonal sc,

para todo & e m tal que 2 =m=1,2,...,(k-1).

Suponhamos as amostras como na Tabela 1.1.1, extral
das de populagoes caracterizadas por variaveis aleatorias
que seguem a distribuic¢&o normal e as observacoes indepen-

dentes. Seja Ce um contraste que pertence a um conjunto de
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(k-1) contrastes ortogonais. Para testar a hipotese,

HO: Cg = 0 contra Ha: CQ =z 0,

consideremos duas situagoes,

~a) As variancias sado iguais.

Seja Ee o estimador nao viesado de Cy definido em
(3.1.2). A varidancia de Cg ¢ dada por

2.
1

n.
1

k
Var (Cy) = o> ) (3.2.1)
i=1

Como a distribuigao das observacoes e normal pode-

mos dizer que

(Cq -Cy)?
k
) a?g?
i=1 3
Ili,’
tem distribuicao xj.
Por outro lado
MD
g2 ,

onde QMD e o quadrado médio do Residuo da ANOVA, tem distri
buicao XEN*k) e € independente do primeiro. Portanto, para

testarmos a hipotese,

a estatistica para o teste ¢ dada por,



B, = — (3.2.2)
QMD

02

o qual sob HO tem distribuigao F Snedecor Central com 1 (um)
grau de liberdade.
A hipotese H, € rejeitada para valores de Fy tais

ue |F > F 1Y - e neste caso dizemos que o contraste
q ol 7 1, (N-k),1-a
Ce difere de (0) zero.

Observemos que embora cada contraste de conjunto de
(k-1) contrastes ortogonais e testado separadamente o nivel

de significancia se mantém.

b) As variancias sao diferentes.

Consideremos um conjunto de k-1 contrastes ortogo-
nais como definido em (3.2.a). Aqui CQ tem distribuicao nor

mal com media Ce e variancia dada por,

Q
N

(3.2.3)

| o587
fab]
N
[

Var (C,) =

p—

=
—
==

]

Baseado no artigo de Brown e Fosrythe (1974) e Sat

terthwait (1941), poderemos testar a hipotese

HOI CQ =0

usando a estatistica,



k
L ’Zl i
By = —¢ (3.2.4)
)

a qual sob HO, segue aproximadamente uma distribuicdo F Sne

decor Central com 1 e f graus de liberdade, onde,

(kil
2 a?’ }5?/n.
1 k di ) 0oy As) it
[P T T N S
i i ) { ) aj ] si/n.
i=1lp=1 %) + 1

Para o nivel de significancia o, rejeitaremos Hy se

IFal >Fy ¢ 1_, onde Fj segue a distribuicao F Snedecor com
1 e £ graus de liberdade.

Aqui vake a mesma observacao feita para o caso de

variancias iguais.

EXEMPLO 4.2.3

Os dados abaixo representam medidas de resistencia
de telhas, quando sujeitos a pressao de baixo para cima. Fo
ram utilizadas no experimento de 5 diferentes vaos de fixa-
¢ao, no sentido do comprimento da telha. Os vios tém as se-
guintes medidas (1080, 1690, 2300, 2910, 3520). Testaremos
a hipotese,

Hoiu12u2=us=u4=u,

5

ao nivel de significancia o =0,05.



v A O
1080 1690 2300 2910 3520
219 244 138 118 75
292 205 141 92 78
301 197 129 01 86
278 215 133 103 80
286 180 140 08 79
263 164 145 103 83
270 225 112 114 83
312 220 133 08 82
219 187 141 04 88
257 209 121 101 88
281 191 121 102 . 86
284 196 112 85 83
264 192 144 100 82
232 195 117 85 81
280 178 138 90 78
X). = 268,4 X, =199,9 X, =131,0 X, = 98,3 X = 82,13
si = 859,40 s% = 416, 84 sg = 133,86 SZ = 88,38 sg = 14,41

Baseados em grandes amostras sabemos que as varian
cias sao heterogéneas e para este caso a estatistica para o
teste e F§ =297,11. A estatistica F*, segue a distribuicdo
F Snedecor com 4 e f =34 graus de liberdade onde o valor ta
belado F4,34,0’35 = 2,66 . Como F6 > 2,66, rejeitaremos
HO e verificamos que a resistencia media das telhas diferem

nos diferentes vaos.

A aplicacao de comparagGes Multiplas, esta direta-

mente ligada com a rejeigao da hipotese H -



Para exemplificar a teoria faremos o intervalo de
confianga de Scheffeé usando um so contraste C e em seguida

testaremos um conjunto constrastes Ortogonais.
EXEMPLO 4.3.1 b)

Com base nas medias amostrais, consideremos um con

traste C tal que o estimador
C = -268,4 -199,9 +98,%3+82,13 = -287,83

nosso objetivo € testar

Entao temos,

Pr{-287,83 - 46,02” <C <-287,83+ 46,02} = 0,95.

Pr(-329,06<C < -237,02) = 0,95,

O intervalo acima nao contem o (0) zero e portanto

a hipotese Hy: C=0 e rejeitada.

Observe que

= 0,0352 === f = 28,93 = 29,

]

Fr.20.0,95 = 273

EXEMPLO 4.3.2 b)

Veremos agora uma aplicacgao de teste para um con-
junto de Constrastes Ortogonais, quando as variancias nos

grupos diferem.



Consideremos o exemplo (4.2.3) e seja Cl’ CZ’ C.S e

C4 constrastes cujos coeficientes sao:

Clz -2 =1 0 1 2 (Testa o efeito linear)

Chr: 2 -1 -2 -1 2 (Testa o efeito Quadratico)
Ci 12 0 -2 1 (Testa o efeito Cubico)

C,t 1 -4 6 -4 1 (Testa o efeito de 42 Ordem)

Queremos verificar se,
a) H, : C1 = 0,
isto e, nao existe efeito linear.
b) H, : C, =0,
isto e, nao existe efeito quadratico.
c) H, : Co = 0,
isto €, nao existe efeito cubico.
d H, : C, =0,

4 ;
24 —_ . ; a
Isto e, nao existe efeito de 4= ordem.

Os valores observados da estatistica

Fg = 2=1,2,3;4;

assim como o valor tabelado Fyoe 0 95 estdo colocados na Ta

bela a seguir e f e da forma,



L

Kk a2 =1 Shig

% =) (n ilj & dy Rep— :
i=1 RETE
i=1lg=1 *5) 1

n.

1

F TABELADO )

EFEITOS |F! OBSERVADO| F CONCLUSAO

i 1,£,0,95

Linear 1.082,89 4,01 Significante
Quadratico 61,83 4,01 Significante
Cubico 1,386 4,01 Nao signific.
42 Ordem 3,218 4,01  Nio signific.

Pela tabela acima rejeitamos as hipoteses H

e H
05

efeito linear, e Quadratico. Aceitamos porem H

HO : C4 =0 e verificamos assim que nao existe efeito e

4

4a. Ordem.

C, =0 o que significa dizer que as médias

(G, =0
01 1
apresentam

: C, =0 e
O3 3
de



SUMARTO

Vamos apresentar para fins praticos, um resumo das
solugoes de testes sobre medias e variancias quando as supo
sigoes usuais nao sao satisfeitas.

1. Testes de Hipoteses envolvendo uma Populacao nao nor
mal.

(1. Amostras pequenas. Deve-se usar transformacoes
da variavel (Bartlett, 1947) ou testes ndo para
metricos (Conover 1971).

2. Amostras grandes. A estatistica para o teste e

C2o 2] n-1,¥? 52
Hy:o=a, (=) (-1
Sob HO a estatistica tem distribuicao normal com
media zero e variancia (1 +%v2).
L Y, = Coeficiente de Curtose -3.
1. Amostras pequenas. Usa-se transformagoes de va
riaveis (Bartlett, 1947) ou teste nao paramé-
trico (Conover, 1971).
2. Amostras grandes. A estatistica para o teste e
Hoiu-—uoﬁ

(n) V2 (x-u,) i )
- quando a variancia e conhecida,

0]

(n) V2 (X-p)
S

quando a variancia e desconhecida.

-87~



Sob HO ambas as estatisticas, para amostras gran
des, tem distribuic¢ao Normal com media zero e

variancia um.

2. Testes de Hipoteses envolvendo duas populacoes nao

Normais.

1. As medias My €1, sao conhecidas e iguais a zero.

A estatistica,

By g
R U
segue sob H,, distribuicao F Snedecor com nld e

nzd graus de¢ liberdade e

« - [ *%{Fﬁﬁ%}(bﬂ)}_l

para N=n i, grande

|
d = [1+2(b,-3)17"

( (Zl “qu]
N+2) Xi.o+ X2
Li=1 1j j= 23 )

n

(12 . )
xXs . + X5

jzl 1] jzl 2]

2. As méedias u, ¢ My sao desconhecidas. A estatis-

1
tica para o teste e:




Hyiug=u,

1.

\k2 ’
1-+lc
272
PP .z 2 —
segue sob HO distribuicao X7, para n, =n,,
)
2 K .
_ o q=1 M
TS
k ]
li=1 21
. s 2.
. _ ni(ni+1)84i J(Hi l)S21 .
’ - T _ - ’
41 (ni 1)(ni u)(ni 3)
Sz
- 21 .
“2i 7 T D) 1=1,2
n.
INCENL
S _.o= K » =% i=1,2
ri P21 ij “i

Amostras independentes e oi =o§. A estatistica

para o teste, e:

oo

Z Xl ]
(N-2) i=1 j=1 *J 2

a qual sob ”O segue uma distribuicao F Snedecor
com d e (N-2)d graus de liberdade

i) se n,o=om,,



Y k, = —2_
z - 2 N-1
5
N(N+1)s4~3(N—1)S§
k. =
4 (N-1) (N-2) (N-3)
B 5 NN A B
A= A4 N LG n.J
2(K-1) (N-K) i=1 i
| i
S = (x;.-x,.)
Toisl g1 Y

iii) se N =ny +tn, grande d aproxima-se de 1.

Amostras independentes e oi zo%. Amostras gran-

des. A estatistica para o teste,

‘_l— 5 —_]__ /2 ?
]’)Llll n2

segue sob Hq distribuicao normal com media zero

e variancia



3.

o? n
0 +R _ % o .
RT}IT’ onde 0 02 € R =
7 n,
Porem se n, =n 8 +R 1, independente da dis-
- 1 27 RO+1 ’

tribuicao da populacao ser normal ou nao.

3. Amostras dependentes (dados emparelhados). A es

tatistica para o teste,

n y?
£2 = ,
SZ
y
sob H tem distribuicao F Snedecor com d e

0 3
(n-1)d graus de liberdade, onde

3 { b2 -3
S IR A
2

n[l _1r+2]

Mais de duas populagoes npio Normais.

1. As medias My sao conhecidas e iguais a zero. A
estatistica para o teste ¢

2 - )

2 x "

1

=(b5-3

2( 2 J

{1+

. . TP 2
. Ssob Hy segue a distribuigao x; _--



As medias My sao desconhecidas e amostras gran
des. A estatistica

* 9

e

T
L#+5c,

3

segue, sob ”0 uma distribuicao x*> . Se n, =n

Y 2
k i ]
;1 21

ni(ni—1)84i—3(ni~1)SZi

51

Kis =

41 .
_(ni—l)(ni 2)(ni 3)
T

Koi =
n. -1

i

n.
* - T
Sri = jgl(xijixi_] i=1,2, Lk

As variancias {o%} sdo iguais. A estatistica u

sual F da ANOVA, segue sob HO, I Snedecor com
(k-1)d e (N-k)d graus de liberdade

i) se Ny "N, =... =m0y =n,



G
.o N+l 2
d “{1 FNTT (N-cz)}

ii) se os n, (i=1,2,...,k) diferem

:1 = {[ .}.N+1- CZ }
N1 v Loy lee

Para N grande, d aproxima-se de um.

Y S
) (k)2 2 N-1
N(N+1)§ ,-3(N-1)5
e =
4 (N-1) (N-2) (N-3)
kM
S = X ) (x_..—i“)r
o421 j=1 1)
N+1 k2 K
A= N bono
2(K-1) (N=K) jop By

As variancias {OE} sao diferentes.

Verifica-se, que mesmo para n. iguais e gran-
de a verdadeira probabilidade do erro Tipo I e

. - . - - -~ . .
maior que © nivel de significancia fixado «



Populacoes Normais e Variancias diferentes

H.: “1 =u2 = ... :uk. A estatistica

segue sob H, a distribuicao F Snedecor com (k-1) e £

0
graus de liberdade

N
kK a? (1 -85
1 _ 1 -
b ey © dy = =% n.
Y (1 - =)s?
Wb N
1=1
Hy: C=0 (onde C ¢ um contraste).
a) Metodo de Scheffe
K 2 " a® gt
pr|C -S y 4% <c <C +s / JTiTd
i=17n; i=1ny
onde 8%= (k-1)F) ¢ o+
C e um contraste qualquer.
34
2 i
k d3 n.
1. — d. = ——2
s -0 . 12( st
) . B n.
i=1 1



b) Contrastes Ortogonais

A estatistica para o teste

k Y
(.Z 29 Xi-}
L].=

B o= 1 7i
% k )
) a, s?
i=1 %4
n.
i
a qual sob HO segue F Snedecor com 1 e f graus de 1i
berdade para cada 2=1,2,...,(k-1).

Neste caso C pertence a um conjunto de contrastes or

togonais.
k-1 si
\" 2
k d? ( ) az.} n
1. 1 d. = 2=1 i 1
1 ; Z agl n.
i=1%2=1 71’71
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