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CAPITULO l

INTRODIICAO

A técnica estatllstica conhecida como Analise de Va
riãncia desenvolvida por R.A.Fisher no perÍdo de 1925 a 1944
teve colho finalidade a Analise e Interpretação dos dados em
pesquisas biológicas, e experimentou agrícolas. Sua aplica-
ção estendeu-se rapidamente ao campo de quase todas as ciên
ci as(

Ent 1947 foram-publicados na revista 13Zotne;(:/t,ée.ó três
artigos que vieram de certa manei.ra alertar os pesque.sado-
res sobre os cuidados que deviam ter no uso da Análise de
Variância

O primeiro escrito por Eisenhart (1947) discute as
suposições básicas da Analise de Variância(Normalidade, .In-
dependência e Igualdade das Variâncias dos Erros) e fez uma

di.sti.nção entre modelo fixo e componentes de Variâncias.

O segundo desenvolvido por Cochran (1947) , analisa
algumas consequências quando as suposições básicas não são
mantidas

O terceiro por Bartlett (1947) propõe transforma-
ções na variãve]. dependente que tornam possível o uso da A-
nalise de Vara.anciã mesmo nos casos ein que as suposições não

l

CAP1TULO I 

INTRODUÇÃO 

A t~cnica estatistica conhecida como AnÜlise de Va 
-- riância desenvolvida por R.A.Fisher no períclo de 1925 a 1944 

teve como finalidade a Anális e e Interpretação dos dados em 
p e s q u i s as b i o 1 Ó g i c a s. e ex per i me n t os a g r í c o 1 as . Sua a p 1 i c a -
ção estendeu-se rapidamente ao campo de quase todas as ciên 
cias. 

Em 194 7 foram -publicados na revista B-i.omWÚe..6 três 
art igos que vieram de certa maneira alertar os pesquisado-

' res sobre os cuidados qu e deviam ter no uso da Análise de 
Variância. 

O primeiro escrito por Eisenhart (1947) discute as 
s upos1çoes bisicas da Análise de Vari â ncia(Normaliclade , In­
dependência e Igualdade elas Variâncias dos Erros ) e fez uma 
distinção entre modelo fixo e compon entes de Variâncias. 

O segundo desenvolvido por Cochran (1947), analisa 
algumas consequências quando as suposições b~sicas 
ma ntidas . 

- -nao sao 

O terceiro por Bartlett (1947) propoe tr ansforma­
ções na vari~vel depend ente que tornam possivcl o uso da A-
nálise de \fariâ11cia n1esn10 110s casos em qL1e as s u1)o sições não 
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sao satisfeitas

Eil\bota estes ai'tidos tenjlain fornecidos alguns cama
nhos para a solução do problema, as pesquisas no sentido de
se examinar consequências das violações das suposições e se
luções para estas situações, continuam a ser estudados, e é
comum vermos nas revistas especializadas artigos tratando do
assunto.

''- .Ngg.sê-..!!ionog.!.ê.fia que quando as s uposições"l
básicas não.sao mantidas., o n"ivel de significância cl quase
sempre se altera. Em algumas ''íiruações'ê'-possível determi-
nar procedi-mentor que permitem corrigi.r o nível de signifi-
cância, em outras situações aplicaremos testes aproximados
ou modificados que resistem as violações das suposições.

Para o estudo destas questões toínaínos como base o
capitulo 10 do li.vro de ScheffÉ; (1959) e complementamos cojn
varzos arte.gos mais recentes conforme indica a bibliografi,a.
Para melhor entendimento nÓs dividimos estes resultados con
liderando o número de populações envolvidas; testes sobre a
media e a variância para uma população, para duas populações
e varias populações, porque nem todos resu]tados são faci].-
mente generalizados

P3.:1:.!3L os testes sobre a illédia plnostr.ill de uma popu-
lação vemos que ,g....g.:evito da .!!gg. noJ'ma!.idade para B .grande
sendo D: o tamanho da amostra ,é.insignificante, no sentido de
que o teste ê independente da dist:ribuição'da variável alea
toda X, enquanto que para testes sobre a variância, o ní-
vel de significância ct se altera acarretando s&ri(5's erros
nas conclusões do teste. Notemos ainda que o niPvel de si.gni
ficancia e modificado no teste sobre a média, quando existe
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sã o sat i sfe it as. 

Embor a estes art igo s tenha m for n ecidos a l guns cam1 
nhos para a so lução do probl ema , as pesquisas no sentido de 
se exami nar cons equ ências das violações 1as s upos iç ões e s o 
lu ções p ara estas sit uações , co n ti nu am a ser est udados , e~ 
comum vermos nas revistas es p ecializadas artigos trat a ndo do 
ass unto. 

r--- ~(_)~~g_r.._af ia_ mg s t r amos que qu ando as s upo s i çõe~\ 
1 ba s i cas .:1~-º ~ ão man t j _da_~ , o n i v el de si gni ficâ nc i a 
1 sempre se alt era. Em algumas sit uações~ possível 

nar procedimentos qu e permitem corri gir o nivel de 

a. qu ase 

determi­

signifi -
câ nci a , em outra s si tuações apli care mo s te s tes a pr oxim ado s 
ou modificado s qu e resistem as violações das s upo sições . 

Para o estüdo destas questõe s toméJ mo s c omo base o 
capitulo 10 do l ivro de Sc he ff~ ( 1959) e complementamo s com 
vã rias art i gos ma i s r ecc n tes c on f or rn e ind i ca a b i. bl io grafia. 
Para mel hor entendimento n 6s dividimos estes r es ultados con 
siderando o nGm ero de populações e nvo lv id as ; testes so bre a 

1 

m~di a e a variânci a pa ra um a população, para duas populações 
e v~rias populaçõe s , porque nem t odos res ult a dos são facil­
ment e ge nerali zados. 

P · a os t estes s obre a m~di a amostral de um a popu­
lação vemos que o e ·· ei t o da n ão normal idade para n grand e , ------- - -se ndo n o t aman ho da amostra ,é in s i gn ificante, -no sentido - de 
que o teste~ ind ependen te el a distribuição da variivel alea 
t6ria X, enqu anto qu e para testes sobre a variância, o n i-- ---- -v el de significância a se altera a c arreta ndo s6rios e rro s - - - -
nas co nc lu sões do t este. Notemos ai nd a qu e o nível ele s ign_i 
ficâ ncia ; mod ificado no teste sobre a m~dia, quando existe 
c o r r e 1 a ç ão s e r i a 1 p , e n t r e a s o b s erva ç õ e s . No c él p i t u 1 o I I nó s ~----:-
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estudamos este efeito e apresentamos uma maneira de corrigÍ-
los. Dois exemplos são usados para ilustrar a teoria

No caso de duas populações, os testes comuínente mais u-''l
fados são aqueles comparando, as duas variâncias a{ e a:,ou i
as duas médias ul e Li2' A fim de testar a igualdade das va- l
riancias sob as suposições básicas, nós usamos o Teste F ou l
o teste de Bartlett, enquanto para igualdade de duas médias,
sob as suposições exigidas, utilizamos o teste t de Student
Observamos o efeito causado pela não normalidade, nos tes-
tes comparando duas variâncias eTCSSâlt8HtOS nuca sensibili-
dade para não normalidade nestes testes foi primeiro aponta
do por Pearson (1931) , cujos resultados foram confirmados
por Geary (1947), Finch (1950) e Gayen (1950a). No caso em
que as médias pl e li.2 sao conhecidas, um teste de grande rg
bustez para igualdade das variâncias, foi desenvolvido por
Box e Andersen (1955) . Este teste consiste em determinar um
fatos de correçao para os graus de ].i.herdade da distribui-
ção F Snedecor. No caso eln que li. e Uo não são conheci.dos
foi desenvolvido um teste aproximado a partir da estatísti-
ca de Bartlett, para nl :n2 e .nl +n2 grande. Um exemplo com
dados reais foi apresentado para ilustrar os referidos téc-
nicas. Com testes sobre duas médias, apresentamos o efeito
da desigualdade das variâncias no teste t de Student, da ma

negra considerada por IVelch (1937b) . No caso de amostras do
mesmo tamanho este efeito é pequeno-tornando-se maior para
amostras de tamanhos diferentes. Os artigos de Hsu (].938) e
Grun\~' (1951) cona.rmaraln o resultado de IVelch (1937b) . O e
feito da não normalidade em testes da igualdade de duas mé-
dias, quando as variâncias são diferentes, foi estudado por
Scheffé (1959) que apresentou uma solução para N :nl+h2 grau
de. No caso eln que as variâncias são iguais Box e Andersen
(1955) desenvolveram un] teste robsuto para igualdade das mé
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es tudamos este efeito e apresentamos uma mane1q1 de corrigÍ­
l os . Dois exemplos sã o usa do s par a ilu s tra r a teoria. 

No caso de duas pop u laç õ es , o s t estes comumente mai s u ­
sa do s são aqueles compa rando, as duas variãncias af e a; ,ou 
as duas médi as µ 1 e µ 2 . A fim de te s tar a igual dade das va­
r iãnci as sob as suposiçõ e s b isicas , n6s u samos o Tes t e F ou 
o te s te de Bartlett, e nq ua nto par a igualdade de du as m~dias, 
s ob as suposições exigidas, utili zamo s o t este t de Student. 
Observamos o efeito cau sa do pela não normalidade, nos tes­
tes co mp arando dua s v él r iâ ncias e rcssé1ltamos q ue a sensi bili­
dade para não normalidade neste s t estes foi primeiro apont! 
do por Pearson (1931) , cujos resultados foro.m confirmado s 
por Gea ry (1947), Finch (1950) e Gayen (1950a). No caso e m 
que as médi as µ 1 e u_2 soo con hecidas, um teste de grande ro 
buste z p a ra i guald ade das variâncias, foi dese nvolv i do por 
Box e Anders en (1955). Este t e ste consiste e m det e rminar um 
f a to r d e correção par a os gra us d e 1 i b e r d a d e da d i s t ri b ui -
çã o F Snedecor. No caso e m qu e µ 1 e µ 2 não sa o co nh ec idos, 
foi desenvolvido um te ste aproximado a partir da estat í sti­
ca de Bartlett, p ara n 1 == n 2 e n 1 + n2 grande. Um exe mplo com 
da do s reais foi apresent ado p ara ilustrar os referidos téc­
nica s . Com testes s obr e duas m~d ias , apresent a mos o efeito 
da desigualdade da s varifincias no te ste t de Student, da ma 
ne1ra considerada por We lch (19 37b). No caso de a mostras do 
mes mo tamanho este efe it o ê pequeno - tornando-se mai or para 
amostras de t amanho s di fere n tes . Os artigos de Hsu (19 38) e 
Gr urnv (1951) confirmaram o resultado de We l ch (1 937b ). O e 
feit o da não normalidade em t estes da igualdade de du as mé­
dias, qu a ndo as vari âncias são difere nt es , foi est udado por 
Scheffê (1959) que apres e ntou uma s oluçã o para N =n 1+n 2 gra~ 
de . No caso em qu e as variãncias são iguais Boxe Andersen 
(195S) desenvolveram um teste robs uto para igualdade das m~ 



dias, baseados na Teoria da Perlnutação

No capítulo IV, desenvolvemos testes para igualdade de
varias variâncias e varias médias. No caso em que as supor.L
ções básicas são mantidas apresentamos o teste de Bartlett
e de Cochran para igualdade de variâncias, e o teste F da A
nalise de Variância para igualdade de mÉ;dias. Alguns mi;to-
dos de comparações multlplas foram também apresentados. O e
feito da não norlilali.dade eln teste para igualdade das variân
clãs foi apresentado segundo o artigo de Box (1953). Vimos
que a ''sensibili.dado'' para não normalidade aumenta a medida
que o número de populações a ser comparados cresce

Box e Andersen (1955) desenvolveram uln teste aproximado
para o caso acima. Nos testes para igualdade das médias u-
sando a Analise de V.ariãncia, algumas estatísticas foram de
senvolvidas por Pitman (1937b) e Welch (1938) para ocaso da
nao norntalidade. Box e Andersen (1955) baseados eln Pitlnan
(1937b) e Welch (1938 e 1947) desenvolveram un} teste aproxi
mado, que consiste em unia modificação na estatística F da A
nãlise de Variância e elll tma correç'ão nos graus de liberdade na
distribuição da estatística F de Snedecor. Discutimos ainda
neste capítulo o estudo de testes para igualdade das médias,
Contrastes Ortogonais e }létodo deScheffé para o caso em que
as vara.anciãs nos grupos diferem baseado elnBrown e Forsythe
(1974) . Alguns exemplos para ilustrar a teoria foram apre-
sentados

Para que se possa usar as informações contidas nes
te trabalho, de maneira práti.ca, apresentaremos um sumário
contendo as principais I'ecomendações para testes sobre va-
rianci.as e médias .
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dias , baseados na Teori a da Permutação. 

No capitulo IV, des envo lvemo s testes para ig ualdade de 
virias variânci as e vir ias m~dias. No caso em que as supos! 
ções bisicas são mantidas apresentamo s o teste de Bartlett 
e de Coc hran para igualdad e de var iâncias , e o teste F da A 
nálise de Variância par a igualdade de m~dias. Alguns méto­
dos de c omparações mÚlt:iplas fora m t am bém apresentados . O~ 
fe ito da não normalidade em teste para igualdade das variân 
cias foi apr esentado segundo o artigo de Box (1953). Vimo s 

-que a " se nsibilidade " para nao no r malidade aumenta a medida 
que o número de populações a ser comparados cresce. 

Boxe Andersen (195 5) desenvolver am um teste apr oximado 
para o caso acima . Nos testes para i gualdade das m~dias u­
sa ndo a Análise de Va ri ~ncia, algumas estatísticas foram de 
senvolvidas por Pitman (1937b) e Welch (1938) para o caso da 
n ão norma lida de . Boxe Andersen (1955) baseados e m Pitman 
(1937b) e Welch (1938 e 1947) desenvolveram um teste aprox! 
mado, que consiste em uma modific ação na estatíst ic a F da A 
nálise de Variância e em tmK1 correção nos graus de liberdade na 
distribuição da estatistica F de Sned ecor . Di sc utimos ainda 
neste capitulo o estudo de testes para igualdade das mêdias, 
Co ntrastes Orto gonais e M~todo deSc heffê para o caso em que 
as variâncias no s grupos difere m baseado em BTown e Forsythe 

,, (1974). Alguns exemplos para ilustrar a teoria foram apre­
sent ad os . 

Para qu e se po ssa usar as informações contidas ne~ 
te trabal ho, de maneira pr~tica, apresentaremos um sumiria 
contendo as principais 1·ecomenda ções para testes sobre va­
r i ân c ias e mé di as. 

- o -



CAPITULO ll

TESTES DE HIPÓTESES ENVOLVEFIDO UMA POPULAÇÃO

Os problen\as práticos de testes cle hipóteses basea
dos em uma amostra, se resumem, na maioria das vezes em tes
tes da vara.anciã e da média

Neste capítulo iremos discorrer sobre cada um deles, a-
presentando soluções nos casos em que suposições de Norinali
dade.e de Independência são satisfeitas, coillo também naque-
les casos em que essas-stlposições não são verificadas

2 . 1 TESTES PE HIPÓTESES SOBRE A VARIÂNCIA /

Aqui. divida.Tentos o nosso desenvo].vimento em duas
partes: uma primeira; en! que a amostra que trabalhamos pro-
vem de uma população\*/ Normal e uma segunda, na qual a amos
tra nao provem de urna pc'pulação Normal

2 . 1 . 1
8.EgBli!.ese9...!sn...gjj ! r i b u ição hlorma l

Seja XI'X2,...,Xn' uma amostra aleatÓri.a, deumapo
pulação, caractere.zada pela pari.aTeI aleatória X que segue
a distri.bui.ção Normal

No caso de tem\os interesse eln testar a hipóteseH.,
(1) - A palavra população i.ertCendida.como o conjunto de todos valores

possíveis de uma variável aleat:ária.
5

CAP1TULO II 

TESTES DE HIPOTESES EN VOLV ENDO UMA POPULAÇÃO 

Os probl emas pr5ticos de testes d hip6t eses base~ 
dos em uma amostra, se resumem , na maioria das vezes em tes 
tes da . - . variancia e da média . 

Neste capitulo iremos discorrer sobre cada um deles, a­
presentando soluç6es nos casos em que s upo sições de Normali 
dade_e el e Independê ncia s ão satisfeitas, co mo tamb é m naque­
les casos em que essas s uposiçõe s não são verificadas . 

2. 1 - TESTES DE HIPÕTESES SOBRE A VARI ANC iA ~ 

Aqui divid iremos o nosso des envolvimento em du as 
part es : uma primeira, em que a amostra que traba lhamos pro­
ve m de uma popul ação (l) Normal e uma segunda, na qual a amos 
tra não provem de uma plpulação Normal. 

2. 1 . 1 - A Popul ação tem Dis tribui ção Norma l / 

Seja x1 ,x2 , ... ,X
11

, uma amostra aleatória, deumap~ 
pulação, caracterizada pela v ariáve l aleatória X que segue 
a distribuição Normal. 

No caso de termos interesse em testar a hipót ese H
0, 

(1) - A palavra populaçao e entendida como o conjunto de todos valores 
possíve i s de uma variável a l eatória . 

-5-



sobre a variância, dada colho

H0: o2 ; aO

temos cojllo estatl+stica para o teste

x:
'Õ ( 1 . 1 . 1)

onde,

:' : à ,::
que sob a hi.pótese HO tem distri.buição X2 (qui.-quadrado) cep:
tl'al cona (n-l) graus de li.beldade. Sob a alternativa

H
a

a estatística aci.ma tell} distribuição proporcional a uma Xz
com (n-l) graus de liberdade, com coeficiente de proporc+.Q.-
nali-dade igual a aÍ/a0' Esse resultado nos permite,obviameB
te, construir curvas de poder

2 .1 .2 A Populaç:lo não tem Distribuição flormal

Seja XI'X2' - . .,Xn uma alllostra aleatória de uma po'
i)ulação, caracterizada pela variável aleatori.a X que nao se
gue a distri.buição Normal

O nosso problema consiste em testar as hi,póteses,

H0: o2 : aO

a: ': : 'ã

com base na amostra aleatória acima

De inÍci.o, estudaremos o comportamellto da estatis

- 6 -

sobre a var1anc1a, dada como 

t emo s co rno estatística para o teste 

onde, 

x2 = (n-1) 
s2 
a2 o 

n 
s 2 -· _l_ I (x. -x) 2 

n-1 i=l J. 

7 
\ 

_j 

(1.1.1) 

que sob a hip6 tese H0 tem distribuição x2 (qui-quadrado) cen 
tral com (n-1) graus de liberdade. Sob a alternativa: 

Ha: o2 = of ~ ºO' 
a estatística acima tem distribuição proporcional a uma x2 

com (n-1) graus de liberdade, com coeficie~te de proporcio­
~a-~e _igual a o1/o 0. Esse resultado nos permite,obviame~ 
te, construi r curvas de poder. 

2 .1. 2 - A Popul aç~o n~o tem Distribuiç~o Norma l 

Seja x1 ,x 2 , ... ,X
11 

uma amostra aleat6ria de uma po­
pulação , caracterizada pela variivel aleat6ria X que n~o se 
gue a distribuição Norm a l. 

O nosso problema consiste em testar as hip6teses, 

1:-1 • 02 = 02 o . o 
H : o 2 

7'. o 2 

a O 

com base na amostra aleat6ria acima. 

De . .. . 
lillClO, estudaremos o comportamento da estatí~ l 

_..) 



teca sz/az, calculando sua medi.a e 'sua variância, no caso em
que X tem distribuição normal, coIRo tainbéin na situação em
que X não tem distribuição normal

Na seção anterior, vimos que, se X tem distribui-
ção normal,(n-l)s'/a.0 tem sob HO distribuição X2 central,
collt (n-l) graus de liberdade. Por conseguinte, a estatl'sti,-ca

s'/.Õ
tem distribuição ..L..x:

n-l (n-l)
Usando o fato 'que

( 1 . 2 . 1)

E[X(n-l)] : n- ] e Var[
teJílo s

2 (n-l)

mt s : /'li
e

Va«[s: /ajj]'
2

n-l

Temos pelo Teor-ema do Limite Central (T.L.C.) que
a di.stribuição limite de

.,,{.'FÉ,&'1/2

é N(0,1). Ein consequênc:i.a, sz/a2 é assintóticamente normal
cojn média l (um) e variãnci.a 2/n-l, ver Cramér [1946]="'?

Suponha agora que a pari.ãvel aleatória X não tenha
di-stribuição normal. Então apl i-cando as definições de espe
rança e variância obtemos

4-: ,,'Ó ' (1 .2 . 2):] '

- 7 -

tica s 2 / o~, calculando sua média e sua variância, no caso em 
que X te m distribu ição normal, como · também na situação em 
que X não tem distribuição normal . 

Na seção anterior , vimos que, se X tem distribui­
çao norma l ,( n- l) s 2 / o~ tem sob H0 distri buição x 2 central, 
com (n-1 ) graus de liberdade. Por conseguinte, a estatísti­
ca 

( 1.2.1) 

d .. . b . - 1 X2 tem 1str1 u içao n-l (n-·l) 

Usando o fato que 

E[x(n-l ) J = n-1 e Var[ x ( n-l) J - 2 (n-l) 

te mos 

L/ 

e 

Temos pe l o Teor ema do Limite Central (T.L.C.) que 
a distrib u ição limite de 

1 t t I 
: ',( (,' 

(1.2.2) 

é N(O , l ) . Em consequ~ncj.a, s 2 /o~ é assint6tic amente normal 
com média 1 (um) e variância 2/n-1, ver Cramér [1946] --;-" ~ 

Suponha agora que a vari~vel aleat6ria X não tenha 
distribuição normal. Então aplicando as definiç6es de espe­
rança e variância obtemo s : 



«,,[i]
y2 ; 132 ' 3 e í32 é o coefici.ente de curXose da população,

Bartlett [1959]. \

Neste caso pelo T.L.C., quando n cre\s:Qe a variável

N(0,1) como no caso em (iue y2=0, J isto é,
quando X ê Normal. Ouvi.iimente, este fato, mesmo para n gran
de, pode causar um séri.o erro no nl'vel de significânci.a e
função poder, se consi.durarmos erradamente X como tendo dis
tribuição llormal. hlesmo para gralldes amostras há necessida-
de de corri.gir)nos a efeito de y? # 0, e para isto consi.dete-
mos ull\ fatos de ponderação Í3, o qual seta determinado conve

Com relação ã probabiliêlade do Erro tido l convide
remos n grande e X não normal.. Seja Za/2 um ponto da dista.i
buiçao Normal T)adronizada Z, tal que,

\

/
f../

'\$Pr{ IZlzZa/2} ; a.

Então, a prol)abilidade do erro tipo l, leva ndo em c'8ntaanão
normalidade de X é obti(]o porá

@J,{.:..,l)

:z!= C.':
l

1 '
e

l
dx a

Usando a transformação

- 8 -

e 

[ 2) 2 Yz 
Var ~Ó = n-1 +-y, 

-ond e Yz = s 2 - 3 e s 2 e o coef i ciente de 
Ba rtlett [1959] . 

j '7. 

\ curtose da populaçã~ 
\ 

\ 

\ 
Nest e caso pelo T. L . C., quando n cre's~e a variável 

l 1 a l eatóri a (1. 2 . 2) tem distribuição l imite N(0,1+ 2 y
2

) e não 
N(0,l) como no ca so em que y 2 =0, isto é, 
quando X é Normal . Obvi amen te, este fato, mesmo para n gra~ 
de, pode causar um sér i o erro no nível de significância e 
f unção pod e r, se co~si de rarmos erradmnente X corno tendo dis 
tribuição normal. Mesmo para grandes amostras há neces s ida ­
de de corrigirmos a efeito de y 2 ~ O, e para isto considere-
mos ur.1 fator de pond cr~ção B, o qual s er5 determinado conve 
nicntemente . ' , ,..J _,J .\0 

/

fi 1 l·,
1

;, 

,I"" 

Com relação i probabili~ade do Erro tipo I conside 
remos n grande e X não normal. Seja Za / Z um ponto da distri 
b uição Normal.pa dron izada Z , tal q ue, 

P { 1z1~z / 2} = º·· T Cl , 

Então, a pro b abilidade do er ro 
no rm al idade de X é obtido por : 

2lim 
b ➔oo 

1 

ITrr 

Usando a transformação 

tipo I, 

( IA;~,~ -
1 eva n d o em conta a nao 



obtemos

l 2
l .e 2 dy

T
21im

b--m

:à z!= J :«':

ou seja

fb -;y:
Z'--':L lim I' e 2'r dy

f'2;' b-»m Jz , '

onde a vara.aTeI aleatória Y tem distribuição normal padroni
zada e B =vl + 2.y,2 ' y2 ' '2.

Observa-se que, quando y2 < 0 (tem distribuição plZ
ticurti.ca) cl' seta menor que cl. Jã no caso de y, > 0 (X tem
di.stri.buição liptocÍirtica) cl' seta maior do que cl. E final-
mente, quando y9 = 0 temos cl' :::ct

A tabela abri.xo ilustra o efei.to da não normalida-
de da variãve] a'].eatóri.a X no teste de uma variânci.a. Nesta
tabela temos, para alguns valores de y?, as correspondentes
probabi-li.dades do erro do tipo 1, quando testamos

' B

(Xt

obtemo s 

ou seja 

- 9 -

X y = 

b 1 y2 

J z 
1 - 2 

2lim ---•e dy = 
b +co 

a / 2 lz.rr 

1i-r-l +2y 2 

1 = 2-- 1 i1n I\,.12 
1 2 -zY 

e dy = a' /Zn b->-co 

li+½y 2 

ra/2 
1 2 

a ' 1 lim 
- zY 

= 2·-- e dy 
ITrr b+oo 

-,-s-

onde a variivel aleat6r ia Y tem dis tribuj_ção normal pad ron! 

z a da e f3 = /1 + ½--Y 2· , Y 2 > - 2 • 

Obs erva-s e que, quando y 2 < O (t em distribuição pl~ 
tic úrt ica ) a ' se rá meno r que Cl. Já no caso de ~( 2 > O (X tem 
distribuição liptociirti ca ) a ' será mai or do qu e a. E final­
mente , quando y 2 = O temos o, ' = a . 

A tabel a abaixo ilust ra o efeito da não no rmal ida­
de da vari~v e l aleat6ria X no t este de uma variincia. Nes ta 
tabe la temos, para a lgu ns va lore s de Yz, as correspondentes 
probabilidades do erro cio tipo I, quando test amos 
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HO

H
a

n2 = n2
' '0

para um ni'vel de significância cx 0 , 0 5

-0 , 8 00,5 0,5l 1,5 2 4lY2

Probabi.lidadej9x10 0,008 0,024 0,05 0,08 0,11 0,136 0,].7 0,26

O procedi.mento descrito acima é valido para n grau.
de, poi.s os resultados são obtidos pelo T.L.C. No caso de de
sejarmos testar hipóteses sobre a variância com X não nor-
mal e valores pequenos de n, sugere-se transformações ou..lçâ
:Lgs nao paranlêtricos

Sob a hi.potese alternativa 11,.: oz =aÍ zajl a esta
tística (1.2.2) é assintoti,comente Normal com média evari
anciã dadas respectivamente por:

':F . l;ll:.:.4«:,
Essa informação nos permite constou:ir curvas de pg

der do teste

EXEMPLO 2.1.2 ;:(/

Os dados abaixo(iJ representam unia amostra aleató-
ria de 79 exemplares de sardinhas nas quais foram contadas
os raios da nadadei.ra dorsal

(1) Dados fornecidos pelo instituto Oceanografico da USP

- 10 -

{

Ho: a 2 
= o~ 

H : o 2 
;x: o 2 

a O 

para um nível de significância ci = 0,05. 

Yz -1 - 0,8 -0,5 o 0, 5 1 1,5 2 4 

Probabilidade 9xl0-S 0,008 0,024 0,05 0 ,08 0,11 0,136 0,17 0,26 

O procedimento descrito acima é vÜlido para n gran 

de, pois os resultados são obtidos p e lo T. L. C. No caso de de 

sejarmos testar hip6tes e s sobre a variância com X não nor-~ .-----=== . . -
ma l e valores pequ enos de n, sugere- se trans f ormações ou __ te~ 

,.t_es não paramétricos. 

Sob a hip6tese alternativa Ha : a 2 = ºÍ ;,e ºÓ a esta­
tís tica (1. 2. 2) é assin t oticamente Normal com média e vari­

ância dadas respectivamente por: 

e _l (1+1:. 
[
o 2 l 2 

ªo z 

Essa informação nos permite constru i r c urvas de p~ 

der do teste. 

EXEMPLO 2 .1. 2 'K 
Os dados abaixo (1) representam uma amostra aleató­

ria d e 79 exempla r es de sardinhas nas quais foram contadas 

os raios da nadadeira dorsal. 

(1) - Dados fornecidos pelo I nstituto Oceanogrifico da USP. 
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Número de raios da
nadadeira dorsal Frequência

16

L7

Í8

19

4

39

31

5

Expert.ências anteriores baseadas em amostras mui.to
gralldes mostraram que a variável acima não segue a distri-
buição normal, além do fato de apresentar Mina vara.anciã i-
gual a 0,7. O nosso problen\a consiste em, a parti.r dos da-
dos apresentados na tabela acima, testar as hipóteses

a2 0 7}Í".

l.na' az # 0,7

Para isto calculamos as estimativas da média, variância e yo,
encontrando-se respecti.valllente 1.7,49; 0,483 e -1,7069

Levando em conta o efeito da não normalidade a es-
tatística adequada para o teste é dada por,

, : 1'41:':1ã- :l
cujo valor observado é Tn : -1,936

A regi.ão de rejeição é constitui'da por val-odes de
T, tais que ,

P(ITl>T.) : a,

onde cl é o nível de si.gnificância prefi.xado. Para cl = 0,05te
idos

- 11 -

Número de raios da Frequência nadadeira dorsal 

16 4 

17 39 

18 31 

19 5 

Experiências anteriores baseadas em amostras muito 
grandes mostraram que a variável acima não segue a distri­
buição normal, além do fato de apres entar uma v a r1ancia i­

gual a O, 7. O nosso problema consiste em, a pa-rtir dos da­
dos apresentados 11a tabela acima, testar as hip6 teses 

pro: 0 2 - O, 7 

~ i 
02 li 1 : ~ O, 7 a 

Par a is to calculamos as estimat ivas da média, variância e y 2, 
encontrando-se respectivamente lJ,49; 0, 483 e - 1,7069. 

Levando em conta o efeito da não normalidade a es­
tatística adequada para o teste é dada por, 

cujo valor observado ê T
0 

= -1 , 936. 

A região de rejeição é constituída por valores de 
T, tais que, 

onde a, é o nível de significância prefixado. Para a=0, 0St~ 
mos 

; ) 



1 2

Í

.L..o'

*,(. *,/'''nT
C 9 6'x 0 , 3'8'3 9 = 0 , 74 1 3

Como IT0 >Tc conclux+mos então pela. rejeição de
H0' Seria i.nteressante observar que sem levar em conta anão
normali.dade, o valor crítico da estatl+stica feri.a T = 1.96
e portanto a hipótese seria aceita,, conclusão contraria
a aquela que obtemos

C

2 . 2 TESTES DE HIPÓTESES SOBRE A t4ÉDIA

Esta seção tem uma divã.são análoga ãqueJ-a em que
tratamos de testes sobre a variância, ou seja, uma parte r.g
cativa a testes de hipóteses a partir de uma amostra de uma

população normal e uma segunda parte em que tentos uma amos-
tra de uma população não normal

2 . 2 . 1 A População tem Distribuição lqormal

Seja XI'X2'...,X uma amostra aleatória de uma po'
pulação caracterizada pela variável aleatoria X que segue a
distribuição normal

No caso de terJnos a vara,anciã populacional oz co
nhecida e desejarmos testar as hipóteses

H0: U ; PO

Ha: H # HO

a estatJ.stJ.ca a ser usada seta

X -Ur..

Z : ---------= (2 . 1 . 1)

que sob a hi.pótese 1-10 teta distribuição normal com ntédi.a ze

- 12 -

= 1 , 9 6-x O , 3·8 3 9 = O , 7 4 l ~ 

Como 1 TO 1 > Te concluímos então pela r eJe.1.çao de -

H0 . Seria interessante observar que sem levar em conta a não 
normalidade, o valor crítico da estatística ser ia T = 1, 96 c 
e portanto a hipótese seria 
a aquela que obtemos. 

aceita,, conclusão contriria 

2.2 - TESTES DE HIPÕTESES SOBRE A MtD IA / 

Esta seção tem uma divi sü o aniJoga ~quela em qu e 
tratamos de testes sobre a vari~ncia, ou seja, uma parte r~ 
lativa a testes de hipót eses a partir de um a amostra de urn a 
popul ação normal e uma segunda parte em que temos uma amos­
tra de uma população n ão normal. 

2 .2.1 - A Populaç~o tem Distribuiç~o Normal 

Se j a x1 ,x 2 , ... ,Xn uma amostra aleatória de uma po ­
pulação caracterizada pe la vari 5~el a leatória X que segue a 
distribuição normal . 

No caso de termo s a variinci a populacional 0
2 co ­

nhecida e desej armos testar as hipóteses 

a estatística a ser usada ser5 

z = (2.1.1) 
a /ln 

que sob a hipót ese H0 t eri distribui çã o normal com mfdia ze 
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ro e variância ]. Sob a hipótese a]ternativa ]]
a estatística aci.lna telll distribuição

a P

~ÍT#, :}
Essa informação nos perdi.te construir curvas de poder do tes
te

Às vezes, a variância populaci.onal oz não e conhe-
cida e temos interesse ent testes de hipóteses do tipo visto
no i.nício desta seção. O procedilitento, nestes casos, consis
te ein substituirmos oz ])or sz (esticador não viciado de az)
e neste caso a estatística para o teste passa a ser

Po
S

./T

( 2 . 1 . 2)

onde

; i'i :>1:.(x,-Ü'

Sob Hn a estatística acama tem distribuição t de StudenCen
trai com (n-l) graus de liberdade e sob a hipótese alterna
ti.va Ha: P :PI #H0 tem d:istribui.ção t de Student não cen
trai, com parâmetro de não centralidade i.gual a

(P. -P .)

( a/ .G)

A Popu[açao não tem t)istribuíçao Normal

Seja uma amost!'a aleatória CXI'...,Xn) de Mina popa
laçao nao normal. Estudaremos aqui o comportamento da esta-
tística(2.1.2) sob a hipótese Fln: H=Hn como também sob a

- 13 -

ro e variância 1. Sob a hipótese a lt ernat iva Ha: µ = µ 1 ;z: µ 0 
a estat ística acima tem distribuição 

{
µ -µ } N 1 O, 1 

' a/ ln 

Essa informação nos permite const r uir curvas de poder do tes 
te. 

As vezes, a variância populacional o 2 não~ conhe­
cida e temos int e resse em t es t es ele h ipóteses do tipo visto 
no início d esta seção. O proc e d imento , nestes c asos , cons1s 
te ~m substituirmos 0

2 por s 2 (estimador não v ic i ado de o 2
) 

e neste caso a estatística para o teste passa a ser, 

onde 

T = 

. ln 

n 
s2 - _l_ l (x.-x)2 

n-1 . l l 1= ' 

( 2. 1. 2) 

Sob 1-1 0 a estatística aci ma tem di st ribuição t de Studen Ce~ 
tral com (n-1) graus de lib er dad e e sob a hip6tese a ltern! 
tiva Ha: µ = p 1 ;z: Jlo tem distribuição t de Studen t 
tral, com parâmet ro ele não ce n tral idade igu a l a 

( pl- µ0) 

(o/ ln) 

2 .2.2 - A Popu laç~o n~o tem Distr i buiç~o Nor ma l 

-nao cen 

Seja uma amostra aleató ri a ( X1 , ... ,X) ele uma popu 
n -

lação não normal. Estudaremos a qui o comportamento da es ta-
tística ( 2 .1. 2) sob a hipót ese I-J 0 : p = µ 0 corno também so b a 



14

alternativa H. : H = p. # p

Sob Hn, usando o T.L.C. e o fato de que sz conver-
ge em probabili,dade parca az, temos que a di.atribuição li.ma-
te de (2.1.2) é Normal com média zero e variância unt, isto
é, a mesma do item 2.1

Sob a hipótese alternativa, pel'o mesmo raciocínio
a distribui.ção limite de (2.1.2) é Normal com média

n"' '(H. -p.)
(5 = e variância ujn

Concluímos assim que para n grande o teste sobre
medi.a ,éndepende. do fato da população ser normal ou não.

2 . 2 . 3 As Observações não são Independentes

Exailli.naremos um tipo de correlação de parti.cular in
temesse prã.tico denominado, correlação serial ''lag um''. De-
tectaremos esta dependêrlcia através do coeficiente de corre
cação pK' defina.do abaixo. Veremos de que modo esta depen-
dência influe no teste sobre a média, e apresentarentos uma
correçao

.!!Ell.!E.!.ÇAO - Coefi.ciente de correlação serial de ''l-ag k'', ba
ceado nas observações (xl'x2'''',Xn) é definido por

#« :il.*, *:**, - «à« 11:1):1 i:il*:**ii
:11*: - ül:il*,l :l":l.k lil*;** - ü l:11*:-*1 :1":

Kendal1 (1951)

Para k = 1, obtemos
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alterna tiva Ha : p = 1-1 1 ;I'. i-i 0 . 

Sob H
0 , usando o T.L .C . e o fato de que s 2 conver­

ge em probabilidade para o 2
, temos qu e a distribui ção limi -

te de (2.1.2) é Normal com média zer o e vari inc ia um, isto 
é, a mesma do item 2.1. 

Sob a 

a distribuição 

hip6t ese alter na tiva, peio mesmo raci ocínio 
limit e de ( 2. 1. 2) é Norma l com mé d i a 

1/ 2 
n (µ1 -µ 0) 

8 =-------e var1anc1a um. a 

Concluímos assim que para n gr and e o 
média i ndepende. do fato da população ser norm a l 

2.2.3 - As Observações não são Indepe ndentes 

test: sobrel 
ou nao. J 

Examinaremo's um tipo de corr e l ação de particul ar i~ 
t e r ess e prá_tico de nom i nado, correlação seria l " lag um " . De­
tectaremos esta depend~nci a através do coeficiente de corr~ 
lação pK, d efinido aba i xo. Ver emos de que modo es t a de p en ­
d~ ncia influe no teste sobre a m6dia, e apresen t are mo s urna 

' -co rr eçao . 

DEFINIÇÃO - Co eficiente de correlação serial de " lag k" , ba 
sea do nas observaç6es (x 1 ,x 2 , ... ,xn) é definido por : 

_PK = { l n-k 2 l [n-k j' 
2
}1/2{ l n-k 2 l [n-::k l 2}1/2 -K IX ---- I x . ::-r. I x . --- I x. k 

n- i =l 1 (n-k) 2 i=l 1 
n -K i=l i +k (n-k) 2 :i.=l i-

Kend all (1951) . 

Para k = 1, obt emos: 



1 5

:il *: *:.:, --.ç. ii:il *,l i:il*:*:i}
PI

Consideremos as n observações extraz+das de uma po-
pulação Normal com E(x;) ::p, Var(x;) =a' e coefi.ci.ente de
correlação serial de ''lag I'' igual a pl' Sem perda de gene-
ralidade Talhos construí.l. um teste de hipóteses para testar,
F10: p : 0 contra Ha: H # 0

Sob H.,

E (x)

Var(i) : $; {1'2pl(i -:l})

( 2 . 3 . 1)

( 2 . 3 . 2)

lE(s:) 2---L)n ( 2 . 3 . 3)

onde sz é definido como ares. Desprezando temos de ordem

iir e usando o fato de que sz converge em probabilidade para
a' temos pelo T.L.C. que a variável,

(2 . 3 . 4)

tem di.stribui,ção Normal padronizada. Portanto a estatl'stica
usual para o teste, isto é,

t = JEilb.-X (2.s.5)

é asse.ntoti.cadente Normal com média zero e variância {1+2p.}
e nao Normal padronizada. O fato da variância da distribui-
ção limite de (2.3.5) ser (1+2pl) altera a probabi.li.date do
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Consideremos as n observações extraídas de uma po­
pulação Normal com E (x.) = µ, Var ( x . ) = cr 2 e coeficiente de 1 1 
corre l ação serial de " l ag l" igual a p

1 . Sem perda de gene-
·ralidade vamos construi r um teste de hip6teses para testar, 
1-1

0
: µ=O contra H

3
: µ ;é O. 

Sob 1-1 0 , 

Var(x} 

,.. 

E(x) = O (2.3.1) 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

onde s 2 e definido corno antes. Desprezando temos ·de ·ordem 
' 

.;2 e usando o fato d.e qu e s 2 converge em probabilid.ade par a 
cr 2 t emos pelo T.L.C. qu e a variivel, 

X t* ------
s ✓l + 2 pl 
ln 

(2 . 3.4) 

tem distribuição Normal padroni zada . Portanto a estatística 
-usual para o teste, isto e, 

t = --s (2.3.S) 

f assintoticamente Norma l com rn~dia zero e variiincia {1+2p1} 
e não Normal padroni zada. O fato da vari~ncia da distribui­
ção limite de (2.3.S) s er (1+2 p

1
) alt era a probabilidade do 
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erro tipo l e observantos que mesmo para n grande, exi.ste ne
:cessidade de corrigirmos o efeito da correlação serial, de
''lag um'' através de uln fatos de ponderação Í3, procedendo da
seguinte mane i-ra

''Considere n grande, as observaçoes com coefi.cien
te de correlação serial pl e seja Z,*/2 um ponto da distri
bui.ção Norlna] padroni.za(]a, tal qt.te

Pr{ l Z lz Z a/ 2.l : cl

Então,a probabilidade de erl'o Tipo l, levando eln conta anão
independência das obserç-ações é

cl'= Z'--l-- lim Íb e' 2 yzdy
.,'m' b- J Z../2 '

onde y segue a distribuição Normal padrão e IS = ,/1-t2p

Observamos que, quando -+< p. < 0(1), a' será menor
que a, se pl > 0, a' seta maior que ci, e se p : 0 temos a' =ol

llustramos o efeito da correlação serial entre as
observações. no teste sobre u)na média, exi.bando a tabela a-
baixo onde estão calculados para alguns valores de p. ,as col
respondentes probabi.].idades do erro tipo 1, para o teste de
F10: H : uO contra a altel'nativa Ha: H : PI # pO quando o nível
de signo.ficãncia fixado é a. = 0,05

--0,3 -0,2 -o,l o o,l 0,2 0,3

1 0,028 0,05 0,074 0,098 0,12

(1) -- Ver Scheffé (1959)

probabi.]i.dadej0,002 0,0]

'1 

- 16 -

erro tipo I e observamos que mesmo para n grande, exi ste ne 
cessidade de corrigirmos o efeito da correlação serial, de 
"lag um" através de um fator de ponderação B, proc edendo da 
seg u inte maneira: 

" Considere n grande, as observações com coeficien­
te de correlação serial p1 e seja Za/ 2 um ponto da distri­
buição Normal padronizada, tal qu e: 

Ent ão , a probabilidade de erro Tipo I , levando em conta a não 
independ~ncia das obs ervações é: 

a ' = 2 ·-
1

- l_i 111 

/Trr b -~w 

1 
Y2 - 2 

e dy 

onde y segue a distrib~ição Normal padrão e B = ✓1+2p 1 

que a , 

Obs ervamo s que : quando ,-½ < pl < 0(1), a ' 
se p1 > O, a' sera maior que a, e se p = O 

~ 

sera menor 

temos a ' = a.. 

Ilustr amo s o efeito da correlação serial entre as 
observações. no teste sobre uma m6dia, exibindo a tabela a­
baixo onde estão calcul ados para alguns valores de pl ,as CO_!:. 

respondentes probabilidades do erro tipo I , para o teste de 
1-1 0 : µ = µ 0 c o n t r a a a 1 t e r na t i v a 1-1 a : µ = µ 1 7'. µ 0 quando o n í v e 1 
de signif icânci a fixado é o.= 0,05. 

pl -0 , 3 --0, 2 -0,1 o 0,1 0,2 0,3 

probabilidade 0,002 0,011 0,0 28 0,05 0,074 0,098 0,1 2 

(1) - Ver Scheffé (1959). 



EXEMPLO 2.2.3

Em estudos de pesca é importante o conhecimento da
captura máxima sustenta\rcl que uma determinada população de
de certo organismo aquático pode suportar. Essa captura di-
vida.do pelo respectivo esforço de pesca empregado, nos dã o
índice de captura ]llédia populaci-onal recomendado. No Estado
do Cearã, maior produtor de lagostas, estudos anteriores in
picam que o índi.ce de captura médio populacional recomenda-
do era de 3,1 lagostas/Coco-dia. Os dados anuais de Índice
de captura são apresentados na tabela a segui.r

1948

1949
1950

1951

19S2

1953

1954

19S5

1956

1957

1958

19S9

1960

1961

1962

1963

1964

196S

1966

1967

1968

1969

1970

1971

1972

1973

1974

1975

1976

1977

Os dados foram baseados no trabalha A g tía.s ,tendenc,(,a,6 daperca de .eagoó,{a no E.ó.dado do Cea/u.

A partir dessas informações tentaremos a hi.põtese
de que a pesca da lagosta no Cearã está se processando aci-
ma da capacidade suportável, e consequentemente o Índi.ce de
captura inêdia esta dimi.flui.ndo

Portanto o problema consiste em testar, Hn: U = 3,1
contra a alternati.va H : p < 3,1 Ol-tde H representa o z'ndice

,.· 
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EXEMPLO 2 . 2. 3 

Em est udos de pesca~ importante o conhecimento da 
capt ura mixima s ustentivel que uma det erminada população de 
de certo organismo aquitico pode suportar. Essa captura di­
vidido pe l o respectivo esforço de pes ca empregado, nos di o 
Índice de capt ura rn~dia populacional recomendado. No Estado 
do Ceari, maior produtor de lagostas, estudos anteriores i~ 
dicam que o Í ndice de captura m~dio populacional recomenda­
do era de 3 ,1 lagostas/covo-dia. Os dados anuais de Índice 
de captur a são apresentados na tabela a seguir : 

ANO x. y. =x .-3,J AN-0 x. y. =x.-3,1 ANO x . y.=x.-3,1 1 1 1 1 l 1 1 l 1 

1948 4, 6 1,5 .1958 3,9 0,8 . 1968 2,0 -1,l 
1949 4,5 1,4 .1 959 3,8 0 ,7 1969 1,3 -1,8 
1950 4 ,3 1,2 1960 3, 7 0,6 1970 1 ,5 -1,6 
1951 4, 4 1,3 1961 3,5 0,4 1971 1,0 -2 ,1 
1952 4,2 1 ,1 1962 3,4 0,3 1972 0,9 -2 , 2 
1953 4, 1 1,0 1963 3,2 0,1 1973 0,6 -2 ,5 
1954 4 , 0 0,9 1964 2,8 -d 3 , 1974 0,8 -2,3 . 1955 3,9 0, 8 1965 2,6 -0,5 1975 0,8 -2,3 
1956 4,2 1,1 1966 2,5 -0,6 1976 0,7 -2,4 
1957 4', l 1, 0 1967 1,9 -1,2 1977 0,7 -2,4 

.. 

Os dados foram baseados no trabalho AlgwnM te.n.clê.nua/2 da 
pe.6 e.a de la.go.ó-lcl no E,:i.:tado do Ce.aJLá. 

A partir dessas inforrnaç6es testaremos a hip6tese 
de qu e a pesca da l agosta no Ceari esti se processando aci­
ma da c apacidade suportável, e conseq uentemente o Índice de 
captura m~ di a esti diminuindo. 

Port anto o problema consiste em testar, H
0

: µ = 3,1 
co ntra a a lternativa H : µ < 3,1 onde \J representa o Índice a 
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de captura média de lagosta cova/dia no Estado do Cearã

A teoria desenvolvi.da anteri.ormente permite a cons
trução do teste para as hipóteses H0: u : 0 contra Ha: P < 0,
portanto usaremos a transformação yj = xj - 3,1

As estimativas do desvio padrão, coeficientede cor
relação pl e da média são respectivamente, 1,43; 0,93 e-0,27.

Considerando a existência da correlação será.al en-
tre as observações pl' o valor da estatística para e teste
e ,

to l
( - 0 , 2 7)
4 1 , 03

A região de rejeição é constituída por valores
T, tal que

de

P{T<Tc} : cx,

onde ct é o nível de si.gnificância prefi.xado
telhas

Para cl 0 , 0 5

TC 64./1 + 2x 0 ,9 3 = -2 ,1]

Como tO >Tc aceitaJtios He e portanto vérificainos
que o Índice de captura medi.a de lagosta cavo/di.a não dimi-
nuiu significanteinente
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de captura média de lagosta covo/dia no Estado do Cear~. 

A teoria desenvolvida anteriormente permite a con~ 

truç ao do teste pa r a as hipóteses 1-1 0 : µ = O contra I-l a: µ <O, 

portanto usaremos a transformação y . = x. - 3, 1. 
1 1 

As estimativas do desvio padrão, coeficient e de CO.!_ 

r e la ção p 1 e da média são respectivamente, 1, 43; 0,9 3e-0, 27. 

Conside rando a exist~ncia da corre l ação serial en­

tre as observaçõ es p 1 , o valor da estatística para o teste 
-e, 

t = o 
1'130T·(-0, 27) = - 1 03 

1. 4 j ' 

A re gi~ o de rejeição é constituíd a por valores de 

T, tal que: 

P{T<T } = o. , , c 

o nd e a é o níve l de signi ficã nc ia prefixado. Para a= 0,05, 

temo s 

T - J , 6 4 ✓1+2x0,93 = -2, 11 e 

Como t 0 > T ac.eitamos I-I e portanto verificamos 
C e 

que o Índice de captura média de lagost a covo/dia não dim i -
nuiu s ignificantemente . 

- o -



CAPITULO lll

TESTE DE HIPÓTESES ENVOLVENDO DUAS POPULAÇÕES

Uílt grande nÚmel'o dos problemas práticos de testes
de hipóteses, baseados em duas amostras de duas populações
se resumem de um modo geral eln testes de comi)aração de duas
variâncias e de comparação cle duas médias

Neste capítulo iremos desenvolver os testes, sob a
suposição de normalidade das populações en\volvidas e talnbént

qualldo esta suposi-ção é verificada

3 .1 TESTE DE HIPÓTESE SOBRE AS DUAS ÜARIÀNCIAS

Van\os considerar duas situações

3.1.1 - As Pooulaçoes tem Distribuição Normal

Seja xjj a j-ésima observação da i-ési.ma amostra
(i:1;2 e j=1,2,...,nj). As duas amostras são independentes
e extraídas de populações normais

Temos interesse em testar as hipóteses lln, sobre as
duas variânci.as, dada como

"o: '; ; 'lí
",: 'í : .ã

-19

CAPÍTULO III 

TESTE DE HIPÕTESES ENVOLVENDO DUAS POPULAÇÕES 

Um grande número dos problemas práticos de testes 
de hipót eses, baseados em duas amostras de duas populações 
se resumem de um n1 odo geral em testes de comparação de duas 
vari~ncias e de comparação de duas méd ias. 

Neste capitulo iremos desenvolver os testes, s ob a 
suposição de normalidade das populações envolv idas e também 
quando esta suposição é verificada. 

3. 1 - TESTE DE HI PÕTESE SOBRE AS DUAS VAR l~NC IAS 

Vamo s considerar duas situações : 

3.1.1 - As Populaç~es t~m Di s tr ibu iç~o Norma l 

Seja x . . a j--é sima obs ervação da i-ésima amostra, lJ 
(i=1,· 2 e j =l, 2, ... , n.). As duas amostras são independentes 

l 

e ex traidas de populações normais. 

Temos interess e em testar as hipóteses H0 , so bre as 
duas vari~ncias , dada como 

110: 02 = 02 
1 2 

H 02 ,'. 2 
a 1 a 2. 

-19-
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A estatística para o teste é definida por

q

s ;
( 1 . 1 . 1)

onde

S 2l i : 1 , 2

r} l
V

j:ij:i
]1 .

l
X l i: 1 , 2

Sob a hi.pótese HO a estatística (1.1.1) tem distri
buição F Snedecor Central com (nl-l) e (n2-l) graus de li-
berdade. Sob a alternativa H. ali # ali a estatística tem dis-
tribuição proporcional a unia F Snedecor com (nl-l) e (n2-l)
graus de libel-dade e coeficiente de proporcionalidade igual
a .{/a;

]:XENIPL0 3.1.1

Duas populações humanas são diferentes quanto a al
quinas característi.cas genéticas e ambientais. Gostam-z+amos a
partir de uma amostra de cada uma destas popu].ações, veria
car se os fatos acima induzem uma diferença entre as distri
buições da estatura das duas popu]-ações, com re].ação a vara
anciã das distribui.çÕes. Então o nosso problema consiste ein
testar as hi.põteses

HO

Ha

onde 
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A estatística para o teste~ definida por: 

x. 
l 

n. 
1 

s2 
2 

n. -1 
l 

I 
= j =l xij 

11-
l 

i=l , 2 

i=l, 2. 

(1.1.1) 

So b a hip6tes e H
0 a esta tística (1.1 . 1) tem d is trt 

buição F Snedecor Central com (n1- 1) e (n 2-l) grau s de l i­
be rdade . Sob a al ternati.va I-la of ;t. a~ n estatística tem dis­
·t ribu ição propor c ional a urna F Sncdecor com (n 1-l ) e (n 2-l ), 
g rau s de liberdade e coeficiente de proporcionalidade igual 
a of / 0~. 

EXEMPLO 3 .1 .1 

Du as popula ções humanas são diferentes qu anto a a! 
gum as características gcn~ti cas e ambient ais. Gosta ríamo s a 
pa r tir de uma amostra de cada um a destas populaç ões , verifi 
ca r se os fatos acima i ndu ze m uma di fere nça entre as di stri 
bui ç 6es da estat ur a das duas populações, com relação a vari 
incja das distribui ções. Então o nosso problema c on siste em 
test a r as hip6teses 
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A tabela abaixo nos dã as informações obtidas das
dua s amo s tra s

Abas'l'RA AMOSTRA
11

de observações
S2

X

100

283

157,8

61

144

155,2

O valor calculado da estatÍsti.ca para o teste
do por

sf
FO : ':'t : 1,965.

O valor de Fc tal que P(RIDO,60 > FC): 0,025 é 1,58. Portan-
t:o a hipótese HO É; rejeitada ao nível cl = 0,05. Isto é, as cg
racteristicas gellêti.cas e ambientais da população teilt influ
ência sobre a variância da \raTiãvel estatura

3 . 1 . 2 As populações não tem Distribu?ção Normal

Sejam duas amostras aleatórias alllbas extral+das de
populações hão normal,s

O nosso problema consi.ste eln testar as hi.poteses

".: .Í : «;
'í ' 'ã

Para este caso apresentamos t.tm teste aproximado e
robusto proposto por Box e Andersen (1955). Consideremos duas
situaçoes

a) Médias Conhecidas

- 21 -

A tabe 1 a abaixo no s dá as informações obt idas das 
duas amo s tras. 

AJvDSTRA NvDSTRA 
I II 

N9 de observações 100 61 
s2. 283 144 

X • 157,8 155 ,2 

O valor calculado da estatística para o teste é da 
do por 

O valor de FC tal que PCI\oo,6o >Fc ) = 0 ,0 25 é 1 ,5 8 . Po rtan­
to a hipótese H0 é rejeit ada ao n íve l 0, = 0,0 5. I sto e , as ca 
racteristicas genéticas e ambientais da população tem influ 
~ncia sobre a vari~ncia da vari ive l estatura. 

3 .1 .2 - As popu l aç~es nao t em Distribu rç~o Normal 

Sejam duas amostras aleatória s ambas ext r aídas de 
po pulaçõ es não normais. 

O nos s o problema consiste em testar as hipóteses 

;t o 2 

2 

Para este caso aprescnté.lmos um teste a proxi mado e 
rob us to proposto po r Box e Andersen (J.955). Consideremos duas 
situações : 

a) Médias Conhecidas 



22

Suponhamos de inÍci.o que as nlédi.as populacional.s
são conhecidas e sem perda de generalidade, tomemosE(x;;)=0.
Rele)nbremos que, quando as populações são normais, a esta-
tística para o teste é dado por,

'\
,}:"íj ' ""
n2

j:i zj/"z

'\
=;.JJu
nl n2

j:lx2j

F (1 . 2 . 1)

Sob HO F segue a distribuição F de Snedecor caIU nl
e n? graus de li.beldade

As hi.póteses acima também podem ser testadas por
illeio de uma outra estatística IV definida por,

nl

, !."íj
'' 1 '' 2

.!«"íj * ]i:':;j

W ( 1 . 2 . 2)

a qual sob HO e a Normalidade das observações }V sega,ie uma
di,stribuição beta com vl:nl e v2;n2 graus de liberdade
Com base nesta últi.]na estatJ'ética vamos obter' o teste no ca
se de não normali.dade, para i.sto apresentaremos a média e a
variância da estatÍstic.a W, ].evando em consideração doi.s as
pectos; quando as amostras são extraídas de populações nor-
mais, onde diremos sob a Teoria Normal e quando as amostras
não são extraídas de populações normais e então directos sob
a Teoria das PerntutaçÕes, Box e Andersen (1955)

Os resultados estão na seguinte tabela

- 2 2 -

Suponh amos de início 
são conhec idas e sem perda de 

que as médias populacionais 

generalidade, tomemos E (x .. ) =O. 
lJ 

Relembremos que , quando as populações são normais, a esta -
tís ti ca para o teste é dado por, 

1\ 
\ 2 
t. xl. / nl 

F = _j =l J 
112 
\ 2 
l X 2 .- / n2 

j = 1 J 

(1. 2.1) 

Sob H0 F seg ue a distribuição F de Snedecor com n1 
e n 2 grau s de liberdade. 

As hipót eses acima também pod em ser testadas por 
meio de um a outra estatística W definida por, 

w = 

a qua l sob H0 e a Normalidade da s ob seTvações W 
distribuição beta com v1 = n1 e v 2 = n 2 gra us ele 
Com · base nest a Clt ima estatística vamos ob te r o 

(1.2 . 2) 

segue uma 

liberdade. 

teste no ca 
so de não no Tmalidade, para isto apresentaremos a média e a 
variãncia da estatística W, l evando em consideração do i s a~ 
pectos; quando as amostras são extraídas de pop ulações no r­
mais , onde dir emos sob a Teoria Normal e quando as amostras 
não são ex tr aí das de populações normais e então diremos sob 
a Teoria das Pe rmutaçõe s, Boxe Andersen (1955). 

Os resultados estão na seguinte tabela: 
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Sob a Teoria da Permutação Sob a Teoria Normal

E(w)
P

nl
N .(«) : -)

N

"$,.«, : JR::l« * { «\.»:-;,l Va r (IV)
M

2nln2

N

CN-'- 2 )b2

TABELA 1,2.1

Velhos que a média da estatística IV, sob a Teoriada
Permutaçâo É; a mesma que aquela Calculada sob a Teori.a da

Normal pelo fatos multa.plicati.vo, {l +l N (b2-3)}.Como sob
a normalidade IV segue unia distribuição Beta, é portanto, rg.
zoãvel aproximar a distribuição da estatística IV sob a Teo-
ria da Penllutação por unia distribuição Beta, igualando a mÉ;

dia e a variânci.a das duas distribuições e obtendo-se assim
os graus de liberdade da distribuição Beta da estatística IV
sob a Teoria da Pertilutação.

Assim sob a Teori.a Normal ternos

E(W)
N

Va r ( IV)
N

- 23 -

Sob a Teoria da Permut açao Sob a Teoria Normal 

E(w) 
N 

Var (W) = 
}A 

TABELA 1. 2.1 

Vemos qu e a média da estatística W, so b a Teor ia da 
Permut açã o é a me s ma que aq uel a tn lcul ada s ob a Teoria da 
Norma l pe lo fator multi plicativo , {l +½ NN_1 (b 2-3)}.Como sob 
a norma lidad e W seg ue um a distribuição Beta , ~ portanto, ra 
zo~ve l aproximar a distribu ição da estatística W so b a Teo ­
ria da Permutação por uma di s tribuiç ão Be t a, ig ualando a m~ 
dia e a variiinci a das du as distribuições e obtendo- se assim 
os grau s de liberdade da distribu ição Be ta da estatística W 
so b a Teoria da Permutação. 

Assim sob a Teoria Normal temos : 

E (W) 
N 

Var ( \V) = 
N 

2v
1

v
2 

N 2 (N+ 2) 
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segue que,

l -P 2

"z ' ''üT
( 1 )

e

2U] (P] -PÍ-P 2)
", : ( 2)

Sob a Teoria da Permutação, temos

''Í
nl

e

v,«0'0 : i:llà.nZ 1* ..} nlí- ÜZ-U

Substituindo elí} (1) e (2) os valores E(IV)
P

e Var (W)
Pobtemos

v2
. n2
'',: T'":

e

n l 1},)

F}

N-2)
1 )N N (N+ 2 )

vl
2 (N' 2-b 2)

Nb2
N

N ' (N'- 2 )

Portanto,

vl

v2

nld

seg u e que, 

e 

V = 
1 

- 24 -

1-µ 
2 

--•V . 
lJl 1 

2µ1 (µ1 -µI- p 2) 

µ 2 

So b a Teori a da Permutação, t emo s: 

e 

E (W) 
p 

nl 
== N 

(1) 

( 2 ) 

Substit u indo em (1) e (2) os valo r es E (W) e Va r (W) , 
o btemos 

e 

Portanto, 

111 n2 --- -
N N(N+2) 

nl n2 { -N_b_2_- _N_-_z} 
N2 ( N+2 ) N-1 

v
1 

= n 1d 

v 2 = n2d 

p p 
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onde,

=E] l

e b2 foi. definido na Tabela 1.2.1. Logo a distri.buição aprg
ximada da estatísti,ca h, é uma Beta com n.d e n?d graus de li
herdade

Para N

d acima em,
nl+n2 grande, podemos reduzir a expressão

d [ [''-'} (b 2 - 3) ] ' l
a qual É; obtida tomando o li.lnite para N tendendo a infinito
:i expressão

' : l: .,; l-J-üí:-,-l.':-.,l '"
Pelo fato (ta distribuição F Snedecor ser rnai.s usual

valores fao.Imente encontrados, usamos a transforma-e selim

çao

U
\.r n 2

I'" "I
( 1 . 2 . 3)

a qual coincide coill a estatística(1.2.1). Temos que
U tem di.stribuição F Snedecor com n.d e n?d graus de
dade

sob Ho
liber-

Concluímos que quando as populações não são Normais,

uin teste sobre duas variâncias para populações cominédiasco
nhecidas, pode ser feito, usando a estatística usual F defi
nada ein (1.2.1) a qual sob fln segue a distribuição F Snede-
cor com nld e n21d gl'aus de li.beldade, onde:

- 2 5 -

onde, 

e b 2 foi definido na Tabela 1 . 2.1. Logo a distribuição aprQ 
ximada da estatística w é LUna Beta com n1 d e n 2d graus de li 
herdade. 

Para N = n1 +11 2 grande , podemos reduzir a expressa.o 
d aci ma e m, 

-a qual e obtida tomando o limite para N tendendo a infinito 
a expressa.o, 

1 
+ 2 

Pelo fato da distribui ç~o F Snedecor ser ma1.s usual 
e seus valores facilmente encontrado s , us amos a transforma-

-çao, 

u = (1.2.3) 

a qual coincide com a estatística (1. 2. 1). Temos que sob H0, 
U tem distribuição F Snedecor com n1d e n 2d graus de liber­
dade . 

Conclu1.rnos que quando as populações nao são Normais, 
um teste sobre duas variincias para populações cornm~dias co 
nhecidas, pode ser feito, usando a estatistica usual F defi 
nida em (1.2.1) a qual so b H0 segue a distribuição F Snede-

" cor com n1d e n 2:d p;nws de liberdade, onde: 
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i) para nl e n2 pequenos

+

(b2N-l-(b.-3 nl'"
ii) para nl e n2 grandes

d
[ [ + '}(b2-3) ]']

e

L'L*:, * .}l
b2

b) blédias Desconllecidas

Comuinente encont)-arltos situaçoes que queremos
tar as hipóteses

tes

HO

a

l

porém temos que as }nédias populacionais p. e H? respectiva-
illente são desconhecidas. Sob a teoria Normal e sob H. vimos
que a estatística para o teste, ê; dado em CI.l.l)

Podemos ainda testar as mesmas hipóteses dadas a-
tl-avos da estatística de Bartlett,

X*z vl-'Ê
2

,i:«, l " ;:Í ( 1 . 2 . 4 )

oiid e,

e 
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i) para n 1 e n 2 pequenos 

ii) para n 1 e n 2 grandes 

1 --1 d= [l +-(b -3)] 2 2 

b) M~dias Desconhecidas 

Comumente encontramos situaç6es que queremos tes­
tar as hipót eses 

HO: o2 = o 2 1 2 

H : o 2 
;z: o 2 

a 1 2 

por~m temos qu e as rn~dias populacionais w1 e w2 respectiva­
mente são desconhecidas. Sob a teoria Normal e sob H0 vimos 
que a estatistica para o teste, ~ dado em (1.1.1). 

Podemos ainda testar as mesmas hipóteses dadas a­
traves da estatistica de Bartlett, 

X * 2 = Vins 2 

p 

2 
2 v. i n s~ 

i=l l l 
(1.2.4) 
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V
(ni'l) i;1 ,2

2

i >1, ( "i - 1) s {
2

i1l (ni-l)

S2
P i : 1 , 2

e

(xij -:i i . )
S2l (n. -l)' l '

i ; 1 , 2

Suponhamos agora que as populações não são Normal.s
e que H. e H9 são desconhecidas. Neste caso, Box e Andersen
(1955) provaram que sob H0' a estatística

! ,' ( 1 . 2 . S)

para N grande, tem distribuição
grau de liberdade, onde

X: (qui-quadrado) com um (1)

n2' c2 é dado por
2

:,}:*-:
(,}, «:,! :

c2

ni (ni+l) s4i -3 (ni -l) s2i

4i (ni-l)(ni-2) (ni-3)
j.: 1 , 2

V = 

e 

2 
I v . __ 

i=l 1 

52 = 
p 

5~ = 
1 
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e V = (n. -1) 
] . ] _ 

2 
L ( E . -1) s ~ 

i=l i i 

2 

2 
I cn. -1) 

i = 1 1 

J (x .. -x .. ) 
J=l lJ 1 

(n.-1) 
1 

i=l,2 

i=l,2 

i=l,2 

Suponhamos agora que as populaç 6es nao sao Normais 
e que µ

1 e µ 2 s~o desconhecidas. Neste caso, Bo x e Andersen 
(J.955) provaram que sob H

0 , a est a tística 

(1.2.5) 

para N grande, tem distribuição x 2 (qui-quadrado) com um (1) 

grau ele liberdade, onde para n
1 

=n 2 , c 2 é cl a clo por : 

2 
2 L K . . 1 41 1= 

n. ( n . + 1) s
4 

. - 3 ( n. -1) s 
2
2 

_. 
1 1 1 1 1 

(n. -1) (n - - 2) (n. - 3) 
1 1 1 

i=l , 2 
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K2i i: 1 , 2

n.l

j :i :j 'xi.) r,
S rl i -1 , 2

No caso ent que nl zn2' a expressão c? torna-se coy.
p[icada , Box e Andersen (] 9 S5)

EXEb,IPL0 3. 1. 2

Os dados abaixo representam o número de raios dana
dadeira dorsal, em duas amostras de sardinhas, colhidas em

(luas áreas B e D na prilllavera

}

.::;s:::;:i:.!:, ''' tv' '' ';lüç; ''
4

39

31

5

79

16
17

18

19

Dados fornecidos pelo Inst.Oceanográfico da USP

Baseados eln amostras foi verificada a não normali-
dade das distribuições. O problema consiste ein a partir dos
dados observados verificar se a variabilidade, do número de
rãi.os da nadadeira dorsal nas duas áreas são iguais. Temos
l)ortanto as hipõt eles:

{=: :: : :;
2

'2

s . = 
T J_ 

= 

n. 
) _ 
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Szi 
(n. -1 )' 

1 

\ f - r 
l lX- . -x. ) , . 1 1 J 1. J = . 

i=l, 2 

i=l,2. 

No caso em que n1 ;t. n 2 , a expressao e 2 toTna-se com 
plicada, I3ox e Andersen (1955). 

EXEMPLO 3.1.2 
., 

-Os dados abaixo representam o numero d e raios da na 
dadeira dorsal, em luas amostras de sardinhas, co lhidas em 
duas áreas B e D na primovcra. 

W' de raios dci Frequência da Fre.9uência da 
nadadeira dorsdl Ár a I3 Area D 

16 4 

17 39 s 
18 31. 54 

19 s 20 

79 79 

-J, Dados forn ecido s pelo Inst.Oceanogrãfico da USP. 

Baseados em amostras foi verificada a não normal i­
dade das distribui ç6es . O probl ema con s iste em a partir dos 
dados observados v erificar se a variabilidade, do nÜmero de 
raios d a nadadeira dorsal n as du as ireas são i guais. Temos 
portanto as hip6teses: 

0 2 = 02 
1 2 

o 2 ;t. o 2 
1 2 
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que serão testadas.ao nível de significância ct =0,05. Para
isto calculamos as estimativas das médias e das variâncias,
encontrando-se respectivamente iB: 17,4684, xD: 18,1898, SÉ;

0,4829 e Sâ = 0,2833.

Considerando o efeito da não normalidade a estatxís
teca adequada para o teste é dada por

x ' '

O valor calculado

X::' = 5,5797

A estatística Xt2' , de acordo com a teoria descai.-
ta segue a distribuição XÍ (qui-quadrado com uln grau de li-
berdade). O valor critico ao Dz+vel de 0,0S Õ 3,84.Então con
cluimos, pela rejeição de lln e consequentemente dizanos que
existe diferença entre a variabilidade do número de raiosda
nadadeira dorsal, nas duas áreas.

3. 2 TESTES D E H l POTES ES SOBRE DUAS MÉDIAS

Iremos desenvolver nesta seção, testes para igual-
dade de duas lnédi.as, apenas quando as variâncias a{ eal res
])activas de cada população são desconhece,das.

Consi.derelltos as situações de amostras independen-
tes e amostras dependentes levando em conta, a normalidade
e l)ão normalidade, variâncias iguais (an2 =a:) e variâncias
desiguais (a' # a')

3. 2. 1 )opu l açoes norma l s

com variâncias iguais

Consideremos X
] J a j-ésima observação da i - es ima
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que serão testa d as, a o n í v e 1 c1 e si gn i f i c ân c ia a = O , O 5 . Par a 
isto calculamos as est imati vas da s médias e das vari~nci as , 
encontrando-s e respectivamente xB = 17 ,4684, :xD = 18, 1898, S13= 

= 0, 4829 e SD = O, 2833 . 

Considerando o efe i to da não normalidade a es t a t ís 
tica adequada para o teste é dada por, 

X 
* 2 1 

-· O va lo r calc ul ado e 

x*2 

1 + lc 
2 2 

·.\· 2 • :::: 5,5 797 . Xo 

A estatística x* 2
' , de ac ordo com a teo ria d esc ri­

ta segu e a distribu içã o xf (qui-quadr ad o com um grau de li­
be rdad e ). O valor críti co ao nível d e 0,05 ~ 3,84.Ent ão con 
c luÍmo s , pel a r e j eição d e 11 0 e c on seq ue nt eme nt e di zemo s qu e 
ex iste difer ença e ntre a variabilidade do núme ro d e raios da 

-na dade ira dor sa l, nas du ~s areas. 

3 . 2 - TESTES DE HIPÓTESES SOBRE DUAS MÉD IAS 

Ir emos d esenvo lver nesta seçao, testes para igual­
dade d e duas médias , apenas qu ando as variincias o 2 eo 2 r es 1 2 
pc ct ivas de cada po pulação são descon heci das . 

Con sidere mo s as sit uações d e amo stras indep e nden -
t ese amostra s depend e ntes l evando em conta, a norma lidade 
e não normalida d e , variãnci;:1s i guais ( of = o~ ) e 

3.2. 1 - As Amos tr as são Indepe ndentes, as populações normais 

com vari â nc ias igua is 

Con sideremos x .. , a j-ésirna observa ç ão da 
1) 
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]jtlos t ra , (i= 1 , 2 e j = 1 , 2,
nhecidas.

suponhamos ai a; desce

Se estamos interessados em testar as hipóteses

110: H 1 : H 2

Fla: P l z }l 2

a estatística a ser usada será,

(2 . 1 . 1)

onde

S2
P

(nl 1) s ii+ (n 2 ' , ':Í

n l
) 'X XnU l

J

n l

s ?l n. - l
l

X l n
l

i : 1 , 2

Sob a hipótese f10: Lil :p2' (2.1.1) segue a distri.buição tde
Student Central com (n.i+n?-2) graus de liberdade. Sobumaal
ternati,va H : HI #u2, a estatística acima tem distribuição
t de Student não Central.

EXEblPL0 3.2.1

Duas populações humanas são diferentes quanto a al
gula\as características genéticas e ambientais. Queremos verá
ficar a partir de uma amostra de cada uma destas populações,
se os fatos acima itnpl-icain unia diferença entre as distribui

- 30 -

amostra , ( i = 1 , 2 e j = 1 , 2 , . . . , n i ) . E s uponham os o~ = o 2 d e s c o -
nh ecidas. 

Se es t a mo s interessados em testar as hi pót eses : 

H : 
a 

a es tatística a ser usada -se r a , 

onde 

s~ 
l 

T = 

s2 
p 

(~ 1 - l) sf+ Cn 2-l)sl 

n
1 

+n 
2 

- 1 

n . 
l 

I ex . . -x. )2 
= j = l lJ l · 

n . - 1 
l 

e X.' 
l 

n . 
1 

l X . . 
j = 1 lJ 

n . 
l 

( 2. 1.1 ) 

i =l, 2 , 

So b a hipót ese I-1
0

: µ
1 

= µ
2

, ( 2. 1. 1) segue a distribuição t de 
Stud ent Centr a l com (n

1
+n 2 -2) graus d e l ib erdade. Sob uma al 

terna tiva H
3

: i1
1 

;é p
2

, a esta t ística acima tem distribuição 
t d e Student não Ce ntral. 

EXEMPLO 3. 2.1 

Duas popul aç6es hum anas sao difer entes quanto a al 
guma s características gen~t ic as e ambientais . Queremos ver1 
ficar a partir de um a amostra de cad a urna destas popul aç6es, 
se os fatos aci ma implicam um a difer e nça ent re as distribui 
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ções cla estatura das duas populações, cona relação a mediada
distribuição.

O problema consiste em verificar as seguintes hipg
teses,

HO

In,

Í' P 1 :: P 2

P l 7 IJ 2

para isto consideremos as seguintes informações

Amostra
l

Alltostra
11

NÇ de Observações 10]

138

15.7,8

6]

144

155,2

Toineinos para o teste de hipóteses acima,
cmn base nas informações temos a quantidade

05.E

TO
l S7 , 8 - 1 S 5 , 2

1 1 , 84 2 7 .'ra';'Í'677
1 ,3 539

Sob a Hn, a estatÍsti.ca T segue a distribuição t de Student
can nl+n?-2=160 graus de liberdade, cujo valor de T., tal
que P (l tl >T(-) : 0,0 5 é T, = 1 ,9

Como IT0 < 1,9, acei.tamos HO e podemos dizer queas
duas populações não diferem significantemente eln relação as
estaturas médias .

a H a0
n +n

B1 1

3.2.2 - As Amostras são Inqgpglldentes, as Populações Normais
com Variâncias Desiguais
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ç õc s da estatura das duas popula ções, c om re la ção a médi a da 
distribuição. 

O probl ema consiste em verificar as seguintes hip§ 
te ses, 

(Ho: ii1 = JJ2 

) 

lHa: l-'1 ;é J.12 

E para isto consideremos as seguintes informações: 

Amostra Amostra 
I II 

N9 de Observações 101 61 

s . 138 144 
l 

X - 15.7, 8 155,2 
l 

Tomemos par a o teste de hipóteses ac im a , a =O, 05. E 
com ba se na s informações temos a quantidade 

157,8 -1 55,2 

11 , 8 4 2 7 ✓O , 1 6 2 2 
= 1,3539 

So b a H
0 , a estatística T segu e a distribuição t de Student 

com n 1+n 2-2 = 160 graus de lib erdade , cujo valor d e Te , tal 
qu e P(jtj >Tc) =0,05 é Te =1 , 9 . 

Corno jT
0 j < 1,9 , aceitamos H

0 e po demo s di zer que as 
duas populações nã o diferem significantemente em rel ação as 
estaturas médias . 

3.2 . 2 - As Amostra s s~o Ind epe ndente s , as Populaç6es No rmais 

com Variânc ias Des i guais 
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Consideremos as duas amostras e as mesmas hipóte-
ses como defi.nadas em (2.1). Através de testes sobre duasva
riãllcias baseadas em outras amostras, ou por experimentosan
tenores, comprovanlos que aÍ # a$

Neste caso unl t.este de hipótese sobre as duas mé-
dias pode ser feito, através da estatx+stica t'v dada por:

t 'v' xl ' x2
C 2 . 2 . 1 )

] qual sob H0: LI

çao t de Student
herdade, onde

:H2' segue aproxiinadainente un\a distribui
\\relch(1937) e(1947) com v graus de li

(sÍ/nl -' s;/n2 yV

(sl/ni)z
nl-l

'- (s;/n2) '
n.-l

Quando o valor de v não é um número
dondamos para o número inteiro mais próximo.

Observamos que

1) Se n. = n,

inteiro , arte

(xl-x2) - (P l-P 2 )
1 1

nl ]l2

(xl-x2) - (U l -H 2)

, 3:...3
nl n2

t'v

contudo para a estatística t temos associados 2(n-l) graus
de liberdade enquanto que para estatística t'v os graus de
liberdade associados são sempre menor ou igual a 2(n-l). A
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Consideremos as duas amo s tra s e a s mes mas h ip6t e ­
ses como def inidas em (2. 1). Através de t es t es sobl·e duasv~ 
riâncias baseadas em ou tras amostra s, ou por expe rim entos a~ 
teriores, comprovamos que o I ;z: ai. 

Neste caso um teste d e hip6tes e sobre as duas -me-
dias pode ser feito, através da estatística t'v dada por: 

t' v = ( 2.2 .1) 

a qual sob H0 : µ 1 =µ 2 , segue aproximadamente urna di s tribui­
ç ão t de Student, We lch (1937) e (1947) com v graus de li­
ber.'cl ade, onde, 

- - -Quando o v alor de v nao e um numero int e iro, arre-
dondamos para o nGmero i nt eiro mais pr6ximo . 

Observamos que 

1) Se n
1 

= n
2 

t 
Cx1-x2)-Cµ1-µ 2) 

1 1 

ex -x )-Cu -µ ) 1 2 1 2 
= t'v 

contudo para a estatíst ica t t emo s associados 2(n-l) graus 
de liberdade enquanto que pa ra estatística t'v os graus d e 
lib erdade associados são sempre meno r ou i gual a 2 (n-l). A 
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igualdade sÕ se verifica se sÍ =s;. Brownlee (1960)
2) O maior valor que v assume é Cn.+n,-2) e isto

quando
ocorre

nl(nl-l) n2 (n2 ' l)
)

e o menor valor de v é o }nínilno (n.-l
quando,

n2'l) isto acontece

sl:/ n s?/n
2 2 l lou

sÍ/n s:/nl l 2 2

aproxima-se de zero. Brownlee (1960)

sÍ/s;, temos a informação3) Se ]]. = n., e colocamos
que quando,

i) 0,5<s<2, a redução nos graus de liberdade v em re-
lação a 2 (n-l) não excede a 10%

a redução nos graus de liberdade v em re-
lação a 2(n-ly não excede a 20%,

assim, se nl :il2 e sl : s2' existe pouca diferença entre o proce'
dilnento descai-to em 2.1 e o em 2.2. Brownlee (1960)

ii) 0 , 333< s< 3

EXEbqPL0 3.2.2

Duas populações de sardinhas são diferentes quanto
as características ainbi.entais.

Queremos verificar, se as mi;di-as de comprimento das
sardinhas, são iguais nas duas áreas. Sabemos por experiên-
cias anteriores que ai paê. E temos as seguintes informações
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i gua ld a de s ó se veri fica se sf = s 2. Brownl ee (19 60) . 

-2) O maior v a lo r qu e v a ss um e e (n1+n 2-2 ) e is to oc or re 
quando 

s2 
1 

s2 
2 

e o menor va l or de v é o mi n i mo (n 1 -1 , n 2-l) isto acontece 
qu ando , 

ou 

aprox im a -s e de zero . Bro wnl ee (196 0) . 

3) Se n1 = n 2 , e· c oloca mos s = sf / s 2, tern os a i nfor mação 
qu e qu a ndo, 

i) 0,5 < s < 2 , a redução nos gra u s de l i berd ade vem re­
l açã o a 2 (n -l ) não exce de a 10 %. 

i i) 0,3 33<s<3 , a re dução nos gra u s de l i be rd ade v em r e ­
lação a 2 ( n-1)' n ão excede a 20%, 

.,'. ',,, 1 

ass im, se nl = 11 2 e sf "'Sz, existe pouca difer~nça entre o proce­
di mento descr ito em 2 . 1 e o em 2.2. Brmvn l ee (19 60). 

EXE MPLO 3. 2. 2 

Dua s popul aç ões de sard i nh as sao diferentes qu an to 
as caracterí s ti ca s amb ienta i s. 

Queremo s verificar , se as médias de comp r im en t o das 
sar dinhas , s ã o i guais nas d uas ireas . Sabemos por experi~n­
c i as ant e rior es qu e ºÉ ;t. ªe- E temos as segu i n tes infor mações 
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NÇ de Observações

sí (13,71):l (z1,48) '

xj l 185,4 174,3

Os dados foram obtidos pelo Instituto Oceanografico da USP

Nosso problema consiste eln, a partir dos dados da
tabela acima testar as hipóteses=

lno: pi : pz

IHa: HI x P2'

ao nível de significância a =«0,05. E baseado nas informações
temos o valor da estatlrstica,

t J.v : --lZ.!:.l.i..!.g.!:.!
" /18 , 7Sãi í'2':'i793

1 , 9 7 9

Os graus de liberdade v É; calculado abaixo

V 44 6 , 7 0 5
1 6 , 07 1

2 8

Observamos que sem levar eln conta a diferença das
varianci.as o número de graus de liberdade seria n.+n.-2=100
Esta diferença se deve ao fato de que as amostras são de ta
manha bem diferentes e as variâncias amostrais são também
muito diferentes.

- 34 -

,L\mostra 
I 

Amostra 
II 

N9 de Observações 

s~ 

23 79 

(13,71) 2 (21,48) 2 
1 

x. 
1 

185,4 174,3 

Os dados foram obtidos pelo Ins tituto Oceanogrifico da USP. 

Nosso problema consiste em, a partir dos dados da 
tabela acima testar as hip6teses: 

rio: µl = µ2 

l Ha P 1 ;z'. µ 2' 

ao n ível de significância a= 0,05. E baseado nas informações 
temos o valor da estatística, 

t ' v = o 
174,3 --185,4 

/18 , 7 5 61 + 2 , 3 7 9 3 

= -1,979. 

Os grau s de liberdade v é calculado abaixo 

V ·-
446,705 

"' 16,071 28. 

Obs ervamos qu e sem levar em conta a diferença das 
vari~ncias o nÜm ero de graus de liberdade seria n

1
+n 2 -2=100. 

Esta diferença se deve a o f a to de qu e a s amostras são de t~ 
manha bem diferentes e ;is variâncias amostrai s s ã o também 
muito diferentes. 
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Ternos que t'v segue sob lln uma distribuição t de
Student com (28) graus de liberdade, cujos valores são da-
dos por ITI > 2,048 como -2,048 <tn < 2,048 concluímos pela g:
ceitação a hipótese Hn e dizemos que nao existe em média di
ferença entre as estaturas das duas populações.

3. 2. 3 -

Normais com Variâncias lgua ís

Sejam (xll'''',Xln.) e (x21'..''x2n.) duas amos-
amostras aleatórias, independentes, extral#das de populações
covil mêdo.a HI e H2 respectivamente e a =ai

No caso de populações normais as hipóteses

H0: HI : IJ2

Ha: UI z H2

podem ser testadas por ITlei.o do teste t de Student
Uma solução alternativa para o mesmo problema é

dada pela distribuição F da Anal,ise de Variância. Outra,so-
lução menos usada, mai.s Útil para o desenvolvimento desta se
ção, ê usando a estatística IV definida abaixo

2 ni

j.; l j ; l

Usando o mesmo procedimento da seção 1.2 vamos cal
cular a média e a variância da estatlrstica W sob a teoria
Normal e sob a teoria da Perinutação. Os resultados estão na
Tabe[a 2. 3.].
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Temos que t ' v segu e s ob H0 um a distribui ção t d e 
St ud ent com (28) graus de liberdade, cujos valores são da­
dos por JTI >2 ,048 como -2,048 < t 0 <2 ,048 concl uímos pela~ 
ccitaçâo a hip6tese H

0 
e di zemo s qu e nã o existe em médi a di 

ferença entr e as estaturas da s duas popul ações . 

3.2 .3 - As Amostras são l ndepende n t es,as Popul ações não são 

No rmais com Variânc ias Igua i s 

Sej am (x
11

, ... ,x
1111

) e (x 21 , ... ,x
211 2

) dua s amos­

amo stras a l eat6rias , fudependent es , ex traídas de populações 
com média µ 1 e µ 2 r espectivamente e a1 = a;. 

No caso de populações normais as h ip6teses 

I--10: ]J 1 = ]J 2 

H ]J 1 ;t. 1-12 a 

podem ser t estadas por meio do te s te t de Student. 
-Um a so lu ção a lt e rnativa para o mesmo problema e 

dada pela di st r i bui ção F da Ani1ise de Varijncia . Outra,so­
lução menos us ada, mais Gtil para o desenvolvimento d est a se 
çiio , é usando a estatí stica W def inida abaixo 

2 
L 

w = i= l 

2 

I 
i =l 

n. 
1 

L ex. -x J 2 . 1 l • . • J= 

n. 
l 

\ - 2 l (x . . -x ) 
j =l lJ .. 

Usando o mesmo proc edim ento da seçiio 1.2 vamos cal 
cular a média e a vari~ncia da estat ística W sob a t eori a 
Norma l e sob a teoria da Permut ação. Os resultados estão na 
Ta be l a 2 . 3 .1. 
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TABELA 2.3.1

g)B A TEORIA DA PERMUTA(:ÃO

(Populações não normais)
SOB A TEORIA

NOM{AL

E(W)
P EW) : KL-

-ã.bH\í, 4 "i" '" :fREiVar (W)
P

nl + n2 N : nl + n2

Sob a normali.dade das observações, IV segue uma dis
tribuição Beta com l (uü) e N-2 graus de li.beldade.

Sob a não normalidade, Talhos aproximar a distribui
ção da estatística IV por uma distribuição 13 e usaremos ra-
ciocínio análogo a (1.2) para determinar os graus de li.bel-
dade da distribuição Beta da est.atÍstica IV. Consideremos,

a) nl :n2 - Neste caso, a vara.anciã de l\r sob aTeoriada
Permutação se reduz a

Var (w) : 2 rN'2 1 fl ..:4.l
P f'N-l ) . r'N+l ) \. xív'2 JP (N-l) ' (N+l) L NKl;J

/

]a que

â ; ,:, " '--L
e então }V tem di.atribuição Beta com os graus de liberdade,

vl ; I'd
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TABELA 2. 3.1 •'-----------------.------SOB A TEORIA DA PERMUTAÇÃO SOB A TEORIJ\ 

1 E(W) = -N-1 p 

(Populações não normais) NORMAL 

E(W) = _l_ 
N-1 N 

N = n + n 
1 2 

Sob a norma lid a d e das observações, W seg ue um a di s 
tribuição Beta com l (um) e N-2 gra u s de l iberdade. 

Sob a não norm alidade, vamos a proximar a distribul 
ça o d a es tati s ti ca W po r uma distribui ção B e us aremos ra­
ciocinio anilogo a (1. 2) para determinar os grau s de l i ber­
d a d e d a d i s t r i b ui ç ão B e ta d a e s t ,a t is t i c a W • C o n s i c1 e re mo s , 

a ) n
1 

= n 2 - Neste caso , a vnriâ n cia d e W sob a Teori a da 
Permutação se reduz a 

. -
J a qu e 

Va r (W) = 
p 

Z (N -2) (i - K4}, 

(N-1) • ( N+ l) ~ NK2 

4 
N 

2 

I 
i=l 

1 
n., 

1 

e então, W tem di stribujçio Beta, com os graus de liberdad~ 

V = l·d 1 
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v, = (N-2)d
onde

(N+ 1). c2

(N-].) (N-c2)

K4
a2

{N(N-'-i)S4 - 3(N-l)Sã}
(N - l) (N- 2) (N- 3)

K4

«: ; l' N-l

2 ni

i:l j ;l (xij -;l
Sr ) r

K : 2
e

nl n2 " n, portanto 2n

Como os valores tabela da distribuição F Snede
cor são facilmente encontrados, usaremos a transformação

u : ]llÇ W-2) , ( 2 . 3 . 2 )

l qual com a F da Analise de Variância sob H., U tem distri
buição F Snedecor cojll d e (N-2)d graus de li.beldade

b) nl zn2 - Neste caso a variância IV sob a Teoria daPer
inutjação é dada por

e 

onde 

e 
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v
2 

= (N-2)d 

d = 1 + (N+ 1). c2 
(N-1) (N-c 2) 

K4 

K2 
2 

{N(N+l)S
4 

- 3(N-l)S 2} 
(N -1) (N- 2) (N- 3) 

2 ni 
' '(X- --X )r 

i~l j~l lJ .. 

K = '2: 

n = n ~ n , portanto N = 2n . 1 · 2 

Corno os valore s tabela da distribuição F Snede-
cor sao facilmente encontrados, usaremos a transforrnaçio 

U = w (N-2), J:.w (2.3.2) 

a qu al com a F da Anili se d e Variincia sob H0 , U tem distri 
buição F Snedecor com d e (N-2)d gra u s de liberdade. 

b) n 1 ;z: n 2 - Neste caso a variância W sob a Teoria da Per 
rnuração ~ dada por 
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":« "« : =phl: -'d ,{: ;l
temos que a estatística (2.3.3) usada para testar, as hi

poteses definidas ]lo início de (2.3), segue Mina distribu
çao F Snedecor com d e(N-2)d graus de liberdade, eneste
se d õ dado por

N+l
N-l

C
2

] l® W C
2

onde

KzN+lA
N2 CN- i) .{: {]

e

K4
}

(K2) 2
c2

como vimos em (a)

EXEbqPL0 3.2.3

Os dados abaixo representam dt.tas amostras alea
rias, de sardinhas, nas quais foram contados os raios da na
dedeira dorsal

NÇ de raios da
nadadeira dorsal

16
17
18
19

Frequência da
ea D

Freciuência daJÁrea E

6

Oceanografico da USPOs dados foram for tecidos pelo Inst:

Var 
p 
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(W) 

e temos que a estatistica (2.3. 3) u sada para testar, as hi­
póteses d efinidas no início de ( 2. 3 ), segue urna di s tribui­
çã o F Snedecor com d e (N -Z )d gra us de liberdade, e nes te c.::i 
so d é dado por 

N+l c2 d = 1 + --• ----,,,--------=---
N -1 (N- 1+A) - 1 -c

2 

onde 

A = N+] l(~- Í 1] 
2 (N- 1) N . i ~ 1 11 i 

e 

corno vimos em (a ). 

EXEMP LO 3 . 2 . 3 

Os dados nbaixo representam duas amostras aleató­
rijs, de sardinhas, nas quais foram contados os raios da na 
dadeira dorsal. 

N9 de raios da Fre<Juência da Fre~uência da 
. nadadeira dorsal J\Tca D -rea E 

16 1 
17 2 3 
18 16 2 
19 3 1 

22 6 
Os dados foram for-necidos pelo Inst.Oceanogr-áfico da USP. 
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Experiências anteriores mostraram que a variável a
ciii\a não segue a distribuição Normal, além de nos informar

ro médio de raios da nadadeira dorsal são iguais nas duas ã
reas. Temos então as hipóteses,

llo

t«, PD x }JE

Para i.sto calculamos as estimativas das médias evariãncias,
encontrando respectivamente

xD : 17,96, xE : 17,67, sli = 0,407 e s;l = 0,266.

Considerando o efeito da não Normalidade a estatÍs
teca para o teste ê dada por

2 ni

i: l j :l

«b ::,

(i. -i' l '

n.l

,!:G:

) :

X

U m-n 'ilç
2

Temos que o valor observado de U, e

UO : 1,2454

A estatística IJ, sob Hn' tem distribuição F Snede-
cor. com vl ;d e v2 :(N-2)d graus de liberdade

O valor de F. tal que P{F. ?É>F.} =0,25 é S,72. Lo
go concluímos pela aceitação de Hn ou seja,não existe dife-
rença entre o número de raios médios da nadadeira dorsal,
nas duas Áreas .

)
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Experi~ncias anteriores mostraram que a vari~vel a 
cima não seg u e a distri bui ção Normal, al~m de nos informar 
que o~= o~ . Nosso probl ema consiste em verificar se o núme 
ro méd i o de r ai os da nadadeira dorsal são iguais nas duas i 
reas . Te rno s e ntão as hipót eses, 

Para isto calculamos as estimativas das média s e variâncias, 
encontrando respectivam ente 

xD = 17,96, iE = 17,67, s~ = 0 ,407 e si= 0, 266. 

Co nsiderando o efei to da não Normalidade a estatis 
tica para o t este é ·dada por: 

U = (N-2) w 
1-w 

1 
(N- 2) 

' 2 
I 

i=l 

n. 
l \ ex. -x )2 

l l • •. 
j =l 

-Temos que o valor observado de U, e 

uo = 1,2454. 

A estatística U, sob H0 , tem distribuição F Snede­
cor · com v 1 =-= d e v 2 = (N- 2)d graus de liberdade . 

-O valor ele F tal que P{F 1 26 >F } =O, 25 e 5, 72. LQ_ c . , c 
go·concl u i mos pela aceitação de H0 ou seja,não existe dife-
rença entre o numero de raios médios da nadadeira dorsal, 
nas duas Áreas. 
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3. 2 . h dependenlçlJ g! Populações não

clãs Diferentes

Para tentarmos as hipóteses, Hn: H.:pl contra
[la: PI #H2 neste caso enl que as popu]ações não são normais
e as variações diferentes, usarejnos uma solução limite dada
que por Scjleffe (1959)

Para isto, seja {xil'. Xin.} uma amostra aleatória
de uma população cona média pl ' variância aÍ e curtose y?{ f.i
Rito i=1,2, e as duas al110stras independentes. Seja também il;
e sÍ, i:1,2 a ]nédia e a variância amostral como definida em
(2.1) . Sob estas conde.ções e. sob Hn, vamos determinar a dis
tribuição limite da usual estatística

l

C;ll -iz )
1 1

:p'q''$
( 2 . 4 . 1 )

onde

(nl-l) sil ' (n2-l)s:S 2
P

Dividiremos nosso estudo em duas liartes, a priinei
ra relativa ao numerador de T e a outra relativa ao denolni
Dador

Com relação ao numerador, temos que a distribuição
assintótica de (;l. -i, ) é Normal com média zero e variân-
cia

nl
.2 (] '' R) (0--R)
'ã ' kú ( 2 . 4 . 2)

As Amos t ra s sao in

Normais com Variân   
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3,2. 4 - As Amost r as s~o Independentes, as Popu l aç~es n~o 

Nor ma is com Var i~nc ias Di ferentes 

Para testarmos as 

I-la: µ
1 

:t µ 2 neste caso em que as populações não sao normais 
e as variações diferent es , usar emos uma solução limite dada 
que por Sc heffe ( 1959). 

Para isto, seja {x.
1 
... x . } uma amostra 

l ln. 
a leatória 

l 

de um a popu lação com m~dia µ., 
l 

nito i=l,2, e as dua s amostras 

. - . 2 var1ancia 0. e 
1 

independent es. 
curtos e Yzi f _i 
Seja também x. 

1· 
os~, i=l , 2 a média e a variância amostral 

l 

(2 . 1) . Sob estas condições e sob H
0

, vamos 
tribuição limite da u s ual estatistica 

onde 

s2 = 
p 

(xl -x ) 2 
T = 

1 l s 
p ✓ 

-+-
nl n 2 

(n
1
-l)sf + (n 2- l) s~ 

n 1+n 2-z 

como definida em 

determinar a dis 

( 2 .4.1) 

Dividiremos no sso estudo em duas partes, a primei ­
ra relativa ao numerado r de Te a outra relativa ao denomi­
nador. 

Co m relação ao numerador, temos que a distribuição 
assintótica de (i1 -x 2 ) é Normal com média zero 
eia, 

02 
2 

(]+R)(0+R) 
RN 

. -e var1an-

(2.4.2) 
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onde,

'Í
' â'

Com relação ao

tatÍstica slÊ converge.eTn prob
Scheffe C19S9)

denominador feri.ficamos que a es

lbilidade para (l+R)''(RQ+l)a.2,

Portanto para N grande e negligenciando os termos
de ordem N ', temos,

'ã (:UR) (0'''R)
RN O + R

RO+l

De acordo com o de s envo l viment o acima podemos di
zer que

l
+S

p l.n l

tem distribuição assinté;teca Normal cota média zero e variân
cia i-Õ-it e nao normal padronizada

+

Um estudo mais deta].hado sobre a variância Í:g;;!:.B:l
. LKU +tJ

pode ser feito e concluí'lhos que, se o tamanho das aliostr;s
sao iguais nl :n2 ;n, temos que R=1 e portanto a estatÍsti
ca 2.4.1, para n grande: segue a distribuição Normal Padro-
nizada, como no caso em que,õttpotn0,6 a{ =a;. Isto implica que
para nl :n2:n grande, a distribuição limite da estatística
(2.4.1) segue a distri.buição N(0,]-) , óúnda qua PaRtI,hçãm não

onde, 

02 
1 

e= 0 ~, R 
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Com relação ao d enominador veri ficamo s queaes 
-1 2 -tatística s; · converge e m probabilidade para (l+R) (R0+l)o

2
, 

Scheffe (1959). 

Portanto para N gra nd e e ne glige nciando os t ermos 
de ordem N- 1 , temos, 

2 (l+R) (0+R) 
0 2 RN 

2 (l+R) (e+R) 
º2 RN 

0 2 
(R0+1) (J+H)- 1 (l+R) 2 

2 RN 

e + R 
R8+1 

De acordo com o desenvolvimento acima, podemos di-
zer que, 

tem distribui çâ o assint6tica Normal com m~dia zero e variân 
0 + R 

eia Re +l e n~o normal pad roni zada. 

Um est u do mai s detalhado sobre o. variância r e + R) 
~R0 + 1 ' 

pode ser feito e concluimos qu e, se o tamanho das amostras 
são iguais n 1 = n 2 = n, temos que R = 1 e portanto a estatisti 
ca 2 . 4.1, par a n grande, seg u e a distribuição Normal Padro­
ni zada , como no caso em q ueh upomo.6 of = o 2. Isto implica que 
para n 1 = n 2 =n grande, a distribuição J.imite ela estatística 
(2 . 4 .1) segue a distribuição N (O, l), ainda qu.e.. cu., Po pui.aç,Õe._/.) não 
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sej am Normais e ,tan/mll UQpt,éâHC,,éM déáe,.Jcepüu .

e signíficahte na probabilidade do Erro Tipo 1, jã que a e.ã
tatisti.ca (2.4.1) usada para o teste de hi.põteses sobre as

duas medi-as segue a distribuição NIO,{li+ njem vez de N(0,1)
Podemos corrigir o efei.to da variância da distri-

bui.ção Normal limite, determinando a' como efeito no capa-tu
lo ll , i te ns (1 . 2) , ( 2 . 3) , i.s to é

tanto J ora se nl pn2' como aÍ #a; temos que 0 #l e por-
# l mesmo pa.ra N ; nl + n2 grande, o efeito de O#l

)

b .]:... -'; '.'(l t : âi: t':
B

l e
T

onde Za/2 é um ponto da distribuição Normal padronizada Z
tal que, PrtlZIZZcl/2} :

B : l#;;êl:'./:
e

y segue a distribui.ção normal coílt medi.a zero e va
rlancla uni.

A tabela 2.4.]. }nostra o efeito de aÍ zallen. xnl,
na verdades.ra probabi.lidado do Erro Tipo 1, para testar as
hipóteses H0: lJI :U2 Contra a alternativa Fla: HI #U2' quan'
do.'o nível de signifi.cânci,a fixado é cl= 0,05. Consideremos
N grande

O processo aci)na sÓ é valido para N : nl+ n2 grande,
portanto para N pequeno, recomendamos o uso da transforma-
ção ou testes não paralitétricos

Contudo para nl e n? pequenos, i,it.lstraremos com a

- 4 2 -

sejam Norrnai s e ,te.n.ham va.iúânuaJ.> cll6etr.e.n:tu. 

Agora se n
1 

;z'. n
2

, corno o; ;L'. 0 2
2
· ternos que 0 z 1 e por-

( 0 + R) . 1- • · t a n to 
0 

R + 
1 ;z'. 1 me s rn o p a r a N ==- n 1 + n 2 grande , o e f e i to de 0 ;z'. l 

~ significante na probabilidade do Erro Tipo I, ji que a e! 
tatística ( 2.4.1) usada para o teste de hipóteses sobre as 
duas médias segue a distribuição N[o,~ 0\~) em vez de N(O,l). 

Podemos corrigir o efeito da variância da distri­
buição Normal limite, determinando a' como e f ei to no capít~ 
lo II, itens (1.2), (2.3), isto é, 

a' = 2 1 im 
b +oo 

1 --•e 
ffi 

onde Z 12 é um ponto da distribuição Normal padronizada Z , a . 
· tal que, Pr{!Z! :c:Za / 2 } =(x 

e 

B = ( 0 + R) 1 / 2 
R0+1 

y segue a dist ribui ção normal com média zer o eva­
riância um. 

A tabela 2 . 4. J.. mostra o efeito d e of ;z'. o 2 e n 1 ;z'. n 2 , 
na verdadeira probabilidade do Err o Tipo I, para testar as 
h i pó te s e s H O : 11 1 = µ 2 c o n t r a a a 1 terna t i v a H a : µ 1 7'. JJ 2 , q u a n -
do :o nível de significância f ixado é a,= O, 05. Cons ideremos 
N grande. 

O processo acima só é válido para N = n
1 

+ n 2 grande, 
portanto para N pequeno , recomendamos o uso da transforma­
ção ou testes não param6tricos. 

Contudo para n
1 e n 2 pequenos, ilustraremos com a 
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tabela 2.4.2, o efeito de alz # az e n. # n?, na verdadeiraprç!
babilidade do Erro Tipo 1, para testar a Hn: U. =HI versus
Ha: HI # U2' quando o nível de significância fi-xado é a:0,05.

T:ABRIA 2 . 4 . 1

l
7 2 5 +

0,050 o,oso 0,050 o,oso
080 0,050 0,029 0,014

0,12 0,050 0,014 0,002
l0,17 0,050 0,006 lx].0

0,050
0,006
lx10-l

0

r:MEIA 2 . 4 . 2

2al
0 0,1

(nl ' n2)

0,2 l ó,5

0,098
0,072
0,058

''; -- Calculado por Hsv.P.L. (1938)

(15,5) 0,32 t0,23 to,i8
(5,3) 0,22 to,t4 Eo,io
(7,7) o,07zlo,07 to,oó3

Sob Ha: UI z H2 ':'D' fil - u2 : A # 0. Procedendo como an
tes temos que para nl e n2 grandes, a di.stri.buição limite da
razão(2.4.1) é normal caIU média

- 1/ 2
(-L- ,- -Z--)''n. i'i.'

     
     

l 2   T 
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tabela 2 .4. 2, o efeito àc af ;l! a~ e n
1

-,,.. n 2 , na verdadeira prQ 
ba b i lidade do Erro Tipo I, para testar a I-1 0 : µ 1 = µ 2 v ers u s 
I-la: µ

1
-,,.. µ

2
, quando o nível de significância fixado é a= 0 ,0S. 

TABELA 2.4.1 

ª2 1 e=~ 
ª2 

1 1 o·k 
5 ·2 1 2 s oo* 

nl 
R=-

112 

1 0,050 0,05 0 0,050 0,0S0 0,0S0 0 , 050 0 ,0S0 
2 O ,17 O, 12 0,080 0,0S0 0,0 29 0 , 01 4 0 , 00 6 
5 0, 38 0, 22 0,1 2 0,0S0 0,014 0,00 2 l xlO-l 

oo* 1,00 0, 38 0 ,17 0,0S 0 o, 006 · l xl O- l o 

TABELA 2 .4 . 2 

ª2 1 e=~ 
º2 o 0 , 1 0, 2 d s ' 1 2 s 10 co , 

(nl, n2) 

(1S, S) 0,32 0 ,23 0 ,18 0,098 0,0S 0,025 0, 008 0,005 0,00 2 
(5, 3) 0, 22 0,14 0,10 O ,072 0,05 0,038 0,031 0,030 0 , 031 
(7, 7) 0,072 0,07 0 ,063 0,058 0,05 0,0S1 0,0S8 0,063 O, 072 

* - Calculado por Hsv.P.L. (1938 ). 

Sob Ha: µ 1 ;é µ 2 > µ 1 - µ 2 = ti 7-- O. Procedendo como a~ 
tes temos qu e para n 1 e n. 2 grandes, a distribuiçã o limite d a 
razã o ( 2 .4.1) é norm a l com m~dia 

1 1 - 1/ 2 
(-+-) 

111 112 
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;-:; -.-d.,e ":::;-:; y i:ii.'iii:.:lEe.i.'KWr+T
como segue: para nl grande sÍ converge em probabi.lidade pa-
ra a{ e pode.. -se aceitar o fato que nl+n2'2 : nl+n2 portanto

a expressão acima fica: nlal+n2a2 al+a2
n. +n,) ]'l. +n,)'

a'Í'''a:.

como aÍ + aã é finito ten\os que para nl e n2 grande ;il::í;-- a-
proxi.ma-se de zero e então

( nl- 1) sÍ ' ( n2 - 1) s li

nl+n2'2
-l'Í''"«z'ã

n].+n2
Ca:)w

Se a suposição, oz = ag = oz e verdadeira,a média de

(2.4.1) é A CI +TI) ''' e variância um

Contudo se a suposição da igualdade de variâncias
não é mantida, 0 #l, o resultado do calculo do poder seta
corneto se se se n. = n. e R = l
EXEMPLO 3.2.4

Os dados no quadro abaixo representam duas amostras

Amostra 1 1 Amostra 2

NÇ de Observações

Os dados foram fornecidos pelo Instituto Oceanogrãfico da USP

aleatórias de sardinhas, selecionadas eín duas estações do a
no em unia mesma área de estudo, nas quais foram contados o

x.l
S2

l

161

115,3

284,597

82

119,3
104,04
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e+ R n1 of+ n20~ 
e variância Re ➔- l onde (a 2)w = -----. nl+n2 

é denominada de vari 
(n 1-l )s{+(n 2-l)sf 

ância ponderada, sendo obtida da expressão n
1

+n 2-2 

como segue: para ni grande sf converge em proba bilidade pa­
ra of e pode .. -se aceitar o fato que n 1 +n 2 -2 ~ n 1 +n 2 portanto 
a expressão acima +ica: 

0 2+ 0 2 
1 2 

n +n ' 
1 2 

o2+02 
como of + a~ é finito temos que para n 1 e n 2 grande nl+n 2 

a-
1 2 

proxima-se de zero e então 

= (o:)w 

Se a supos1çao, of = o 2 = o2 é verdadeiTa,a média de 
· -1/2 2 

( 2 .4.1) é ~ (_l_ + _l_) e variância um. o n
1 

n
2 

Contudo se a suposição da igualdade de 

não é mantida, e ;,:: 1 , o resultado do cálculo do 
-correto se so se n

1 
= n 2 e R = 1. , 

EXEMPLO 3. 2. 4 

. - . var1anc1as 

poder será 

Os dados no quadro abaixo representam duas amostras 

Amostra 1 Amostra 2 

N9 de Observações 161 82 

x. 115,3 119 ,3 
l 

s~ 284 ,597 104,04 
l 

Os dados foram fornecidos pelo Instituto Oceanográfico da USP. 

alea t6rias de sardinhas, selecionadas em duas estações do a 

no em uma mesma âTea de estudo , nas quais foram contados o 
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número de Rastro do Ranta superior

Experiências anteri.odes mostraram que a variável 2
cima não segue a distribuição Normal, além do fato de

0 = a /a$ ; 2,735

Nosso objeti.vo é testar a hi.pótese de igualdade entre as es
tações outono e verão, com relação ao número médio de ras-
tros do ramo superior. Então as hipóteses são

lno: pl : pz

jna: ul # p2

Ado t an\o s 0,05 e usamos para o teste a estatÍsti
ca

cujo valor observado é 1'. 1,9718. Consi.derando o efeito da
não Normalidade das Populações e de 0 = 2,735, a estatística

-gti;í+ : 0,738

A região de rejeição é consta.tuÍda por valores
T, tais que

P( IT l >T,) : O,05,
onde

de
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nGmero de Rastro do Ramo superior. 

Experi~ncias anteriores mostraram que a vari~vel a 
ci ma não segue a distribuição Norma l, além do fato de 

Nosso obj etivo é testar a h ipótese de igualdade entre ases 
taç ões outono e verão, com re l ação ao número médio de ras­
tros do ramo superio r. Então as hipóteses são : 

Adotamos a= 0,0 5 e u samos para o teste a estatísti 
ca , 

T = 

cujo valor obs e rvado é 'J'
0 

l,971~. Considerando o efeito da 
não Normalidade das Populações e de e= 2,735, a estatística 

d . . b . - ( O 0 + R) T t em 1str1 u1ç a o N , RS+l ; Para os dados acima 

e+ R = R8+1 0,738. 

A região de rejeição e constituída por valores de 
T , tais que: 

onde 
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Como IT0 >Tc' conclui'mos pela rejeição de HOevg.
rificaínos assiJít que não existe diferença entre o número mé-
dio de Rastro Superior da Dorsal, nas duas estações do ano

Observe que, se11i considerar a Não Normalidade das
Populações, o valor crítico da estatl+stica seria T. : 1,96

3 .2.5 As /\mostras são Dependentes e as Populaçoes sao Normais

Abordaremos aqui. a situação em que desejamos colnpg.

rar duas medi.as populacionais, com base em uma amostrade pg.
res

Suponhamosumaamostra aleatória de n pares (x..,
x12),(x21'x22),...,(Xln'x2n), onde a pri.medra coordenada é
extraída de uma população Normal com média p. e variânci.a
aÍ e a segunda coordenada é extraída de un\a população Nor-
mal com lnédi.a H. e vara.anciã a%

Denotenlos por

xlj ' x2j

xl ' x2

j=1 , 2 , . . . ,n,

ou seja

n

j! : (yj -5;) '
n - lS2

y

Temos agora YI 'Y2
uma população normal

,Y., uma amostra aleatória de

Com base nesta amostra queremos testar as hi.pote
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Corno IT 0 1 >Te, concluímos pela rejeição de H0 e v~ 

rificamos assim qu e não existe diferença entre o nGmero mé­
dio de Rastro Superior da Dorsal, nas duas estações do a no . 

Observe qu e , sem considerar a Não Normalidade das 
Populações, o valor crítico da estatística seria Te= 1,96 

3.2.5 - As Amostras s~o Depende nt es e as Popul aç~es s~o Normais 

Abordaremos aqui a situação em que desejamos comp! 
rar duas médias populacionais, com bas e em uma amostra de P! 
res. 

Suponhamos uma amostra aleatória de n par es (x
11

, 

x 12),(x 21 ,x 22 ), ... ,(x 1n,x 2n), onde a primeira coordenada é 
extraída de um a população Normal com média µ 1 e variincia 
of e a segunda coordenada é extraída de urna população Nor­
ma l com média µ 2 e variÜncia o~. 

ou seja 

e 

Denotemo s por 

Y j = xl j - x2j, ,j=l,2, ... ,n, 

y = xl - Xz 

y 

s 2 = 
y 

n 
I y. 

= j =l J 
n 

n 
.I CyJ.- 1 ) 2 
J=l 

n - 1 

Temos agora Y1 ,Y 2 , . . . ,Y
11

, um a amostra aleatória de 
urna população normal. 

Com base nesta amostra queremos testar as hipóte-
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se s ,

H0: ]Jy

Ha: Py

Py PI ' P2

A estatística para o teste é

S

.6

C 2 . 5 .1)

que sob a hipótese Hn, tem distribuição t de Student central
com (n-l) graus de liberdade. Sob a alternativa

a

a estatística (2.5.1) tem distribuição t de Student não cen
traí.

EXEMPLO 3 . 2 . 5

Os dados abaixo(1) representam medidas do nível mé
dio de i.nsulina de 14 pacientes em duas si.tuações.Na prime.i
ra (antes do tratamento) os pacientes apresentavam uln dis-
túrbio na glândula Tireoi(!e na segunda (depois do trata-
mento) os pacientes foram consi.derados normais com relação
a anomalia acima

Experiências anteriores mostraram que a variável Z
ci.ma segue a di.stribuição Normal. Nosso objetivo é veria.-
car se o tratamento diminui o nível médio de insulinados p.g
cientes, e portanto a partir dos dados apresentados, testa-

(1) Os dados foram fornecidos pelo Setorde Estatística Aplicada (SEA)
do Departamento de Estatística do IME-USP

ses , 

- 47 -

A estatística para o teste e, 

T = _x_ 
s 
J_ 

ln 

(2.5.1) 

que sob a hip6 tese H
0

, tem distribuição t de Student central 

com (n-1) graus de liberdade. Sob a alternativa 

H : ]J = 1 l 1 
;t.. O, 

él y f-y 

a estatística (2.5.1) tem distribuição t de Student nao cen 

tral. 

EXEMP LO 3. 2. 5 

Os dados abaixo(l) repr~sentam medidas do nível mé 

dio de insulina de 14 pacientes em duas situaç6es.Na primei 

ra (an tes do tratamento) os pacientes apresentavam um dis­
tiirbio na gl~ndula Tireoide na segunda (depois do trata­

mento) os pacientes foram considerados normais com relação 

a anomalia acima. 

Experiências anteriores mostraram que a variável a 

cima segue a distribuiç~o Normal. Nosso objetivo é verifi­

car se o tratamento diminui o nível médio de insulina dos p~ 

cientes, e portanto a partir dos dados apresentados, testa-

(1) - Os dados foram fornecidos pelo Setor de Estatística Aplicada (SEA) 
do Departamento de Estatística do IME-USP. 
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tarelnos

H0: Py

}la: Uy

OBSER\aÇÕES MÉDIAS DE T.AXAS DE INSULll®
NO n:bÍPO BASE

yj'xij'x2j
ÂNUS ml®eNTO l APÓS TRATAR,piNTO

23

24

23

30

22

7

18

20

15

5

21

23

24

8

00

20

60

40

80

20

60

80

40

40

80

00

40

00

9

7

8

6

8

5

6

7

16

7

:14

17

14

10

00

20

80

40

80

80

40

00

40

00

20

40

00

00

14

17

14

24

14

l
12

13

l
l
7

5

10

2

00

00

80

00

00

40

20

80

00

60

60

60

40

00

ao nl'vel de significância cl = 0,05
O valor

To : -7$:!g:= : 4,408

e o valor tabelado é T.=1,771. CoIRo Tn>1,771, rejei.talhos
HO e concluímos que houve decréscimo na taxa média de Insu-
lina após o tratamento

taremos, 
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= o 

H : ity > O, a 

OBSERVAÇÕES MEDIAS DE TAXAS DE INSULINA 
NO TEMPO BASE 

ANTES TRATAMENTO APdS TRATAMENTO 

23,00 9, 00 

24,20 7,20 

23 , 60 8,80 

30, 40 6,40 

22,80 ·3,so 
7,20 5,80 

18,60 6 ,,io 
20, 80 7,00 

15,40 16,40 

5,40 7,00 

21,80 ·14, 20 

23, 00 17,40 

24,40 14,00 

8,00 10,00 

ao nível de significância a= O, 05. 

O valor 

~
9='=3==- = 4 , 4 O 8 

/~,32 
14 

y · -=x- . -x . 
J 1J 2J 

14,00 

17, 00 

14,80 

24 ,00 

14,00 

1,40 

12,20 

13,80 

-1 ,00 

-1,60 

7,60 

5,60 

10 ,40 

-2 ,00 

e o valor tabelado é Tc = l,771. Como T0 >1,771, rejeitamos 
H0 e concluímos qu e houve decréscimo na taxa média de Insu­
lina ap 6s o tratamento. 
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3.2 As Amostras são Deus.nllentes e as Populaçoes nãp Normais

Suponhamos como em (2.5) uma situação experimental
com n pares de observações(xll'x12),(x21'x22),...,(Xln'x2n)
e y: : x.;-x.;, j = 1,2, ...,n.l l l / l

Neste caso em que as populaçoes sao nao normais, i
reinos testar as hi.póteses,

H0: Py
Ha: Uy

por meio da estatística

'' :t" {J' ( 2 . 6 . 1)

Para estudarmos a distribui.ção de tz sob Hn e não
normal i.dado das populações, seguiremos IVelch (1938) conside
rando a estatÍsti.ca,

1 + ( 2 . 6 . 2 )

a qual sob a Teoria Normal tem distri.buição Beta com v. : l
e v2 : (n-l) graus de liberdade. Iremos aproxin\ar a distri-
bui.ção de w sob a não normalidade por uma distribuição Beta
e para determinar os correspondentes graus de liberdade con
sidere a Tabe].a 2.6.1

Da Tabela 2.6.1 obtemos as duas expressões
(l-P.)

"I ; '''iiÍ (1)

(2)
e

2U] (U] -UÍ -P2)
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3.2 . 6 - As Amostras s~o Dependentes e as Populaç~es n~o Normais 

Suponhamos como em (2.5) urna situação experimental 

com n pares de observaç6es (x11 ,x12 ) ,(x 21 ,x 22 ), ... ,(x1n,x2n) 

e yj =x1 j-x2j' j =1,2, ... ,n. 

Neste caso em que as populações são não normais, 1 

remos testar as hipót eses, 

HO: µy = o 

J-1 '. µ 7 Ü 
a y 

por meio da estatística 

(2.6.1) 

Para estud armos a distribuição de t 2 sob H
0 

e não 

normalidade das populações, seguiremos Welch (1938) conside 

rando a estatística, 

w = 
1

- 2 ]-1 
1 +-t­nLl (2.6.2) 

a qual sob a Teoria Normal tem distribuição Beta com v 1 = 1 
e v 2 = (n-1) graus de liberdade. Iremos aproximar a distri­

buição de w sob a não normalidade por uma distribuição Beta 
e para determinar os correspondentes graus de liberdade con 
sidere a Tab e l a 2.6.1. 

e 

Da Tabela 2.6.1 obtemos as duas expressoes 

(1-µ1) 
vl = µ1 v2 

2µ1 (µ1-i,f-µz) 

µ2 

(1) 

( 2) 
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T:APEIA 2 . 6 . 1

SOB A TEORIA in PERMUTAÇÃ0 t SOB A 'mORtA in NOm'íAL

E (w) : -l:L- : ul li (w) : -2iL- : "I

Va:(«) :j$i:à- l:';iiR:«: Va:(«) : ilgãt% : ":

n
2

b2;(n+2) 2

Jj:i

Substituindo eill (1) e (2) os valores E(w) e Var (w)
P Ptelha s ,

vl
n

v2 '' vl : iiq''v2

e

v2 "E' h - -UH - Úgal: - h:ll
Portanto,

vl : d e v2 : (n-l)d

(n-l) d

onde

h
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TABELA 2.6.1 

SOB A TEORIA DA PERMUTAÇ',ÃO SOB A TEORIA DA NORMAL 

E (w) == 
p 

n-1 
n 

2(n-l Var(w) == ----"'-,,.--~ 
p n 2 n+2 

e 
n 
L Y~ 

j ==l J 

( y y~) 2 

j ==l J 

n-1 E (w) == -- == µ 
N n 1 

_ 2(n- l) _ 
Var (w) - n2 (n+2) - l-lz 

N 

Substituindo em (1) e (2) os valores E(w) e Var(w) 

temos, 
p p 

== [ 1 - E_~ 11. => 
vl n-J Vz vl -

1 
--•V n-1 2 ---n 

e 

__ Z (n - 1) [n-1 _ (n-~ _ 2(n- l) [i _ bz- 3
)] == 

v2 n n n n 2 (n+2 ) n-1 (n-l)d 

Por ta1ito, 

onde 
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Logo a distribuição da estatística w, sob a teoria
da Permutação, é aproximado por uma dista:íbuição Beta com
vl ; d e v2 : (n-l)d graus de li.beldade. Como nas seções ante
dores podemos expressar nosso teste ein termos de estatl'sti.
ca (2.6.1) o qual sob HO tem distribuição FSnedecor Central
com vl : d e v2 : (n-l)d graus de li.beldade

Observemos que para n grande, o valor de d aproxi.-
)nar-se de l (uln) . Concluímos que para n grande,o efeito das
populações não serem normais, no teste de igualdade de me-
di.as é i.nsigni.ficante, no selLti.do de podem\os testar as hi-
poteses dadas pela estatística (2.6.1) i-ndependentes da dis
tribuição da população ser normal ou não
EXEb,ÍPL0 3. 2.6

Os dados abaixo representam uma amostra de 5 paci-
entes, que apresentavam uma deficiência no número de núcleos
cromati.vo positivo. Usando o corante de Feulgen, foi conta-
do o número de núcleos cromati.vos positivos eln cada 100 nú-
cleos, antes e depois do tratamento, cujo objeti.vo é centro

N(]MERO CIUMALINA OliAL

SEM TIWI'AMENO IDOS TRATAMl:m'01 j : x2j ' xlj

16

6

15

11

27

8

14

12

19

29

8

8

3

8

2

Dados fornecidos pel-o Dept9 de Clínica Medica, Hospital
das Clínicas, Faculdade de Medicina da USP

lar esta defi.ciência. Queremos verificar cair base nas obser
vaçoes acima se o tratamento aumenta em medi,a o número de nÚ
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Logo a distribuição da estatística w, sob a teoria 
da Permutação, é aproximado por uma distribuição Beta com 
v

1 
=de v 2 = (n-l)d graus de liberdade. Como nas seções ant~ 

h riores podemos expressar nosso teste em termos de estatísti 
ca (2.6.1) o qual sob H0 tem distribuição F Snedecor Central 
com v1 =d e v 2 = (n-l)d graus de liberdade. 

Observemos que para n grande, o valor de d aproxi­
mar-se de 1 (um). Concluímos que para n grande,o efeito das 
populações não serem normais, no teste de igualdade de mé­
dias é insignificante, no sentido de podermos testar as hi ­
póteses dadas pela estatística ( 2 .6.1) independentes da dis 
trib uição da população ser normal ou não. 

EXEMPLO 3.2.6 

Os dados abaixo representam uma a mo stra de 5 paci­
entes, que apresentavam uma defici~ncia no número de núcleos 
cromativo positivo. Usando o corante de Feulgen, foi conta­
do o número de núcl eos cromativos positivos em cada 100 nú-

~ cleos, antes e depois do tratamento, cujo objetivo e contra 

NOMERO CROMALINA ORAL 

SEM TRATAt\1ENTO APÔS TRATAMENTO 

16 8 

6 14 

15 12 

11 19 

27 29 

y . = x., - - x
1 

. 
. J t,J. J 

-8 

8 

-3 

8 

2 

Dados fornecidos pelo Dept9 de Clin{ca M~dica, Hospital 
das Clinicas, Faculdade de Medicina da USP. 

lar esta defici~ncia. Queremos verificar com base nas obser 
vações acima se o tratan~e nto aumenta em média o número de nú 
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cleos cronntinos positivos.. Para este problema temos as hip9
teses

H.: No' 'y
H. : Pa y

as quais serão testados ao nz'vel de signifi.cância ci = 0,05

Baseada em outras amostras verificamos que a varia
vel acima não segue a distribuição normal. Considerando o e
feito da não norlnali.dade da população, temos que a estatís-
tica para o teste é dada por

tz
S2

y

cujo valor observado é igual a Tn = 0,2021

A estatx+stica tz tem'sob Hn distribuição F
cor com vl : d e v2 : (n-])d graus de li.beldade onde

Snede

7x (- 0 ,937 1)
24 ,68 5 5 0 , 7 34

5

b2
7xl 2385

2 Õ5)'l 2 , 06 23

logo,

vl = d = 0,7342
v9 = (n-l)d = 4x0,734

Temos portanto o valor FI,3,0,95 : lO,13
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cleos cromatinos positivos .. Para este problema temos as hip.§_ 
teses 

H0 : µy = O 

H : ]J > O a y 

as quais serão testados ao nível de significância a= O, 05 . 

Baseada em outras a mostras verificamos que a varii 
vel acima não segu e a distribuição normal. Considerando o~ 
feito da não normalidade da população, temos que a estatis­
tica para o teste é dada por 

s2 
y 

cuJo valor observado é igual a T
0 

= O, 2021. 

A estatística t 2 tem : sob H
0 

distribuição F Snede­
cor com v 1 = d e v 2 = (n-l)d graus de liberd ade onde 

b - 3 7x (- 0, 9371) d = 1 + 2 1 + 0,734. = = 

n{ 1 -~} 

1 24,6855 

n+2 

s 
L y2 

i=l 1 7x12385 
b 2 = 4 2 - (205)2 = 2,0623 

[.l Yf ) 
i=l 

logo, 

v 1 =d= 0,7342 ~ 1 

v2 = (n-l)d = 4x0,734 ~ 3. 

Temos portanto o valor F1 , 3 , 0 , 95 = 10,13. 
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< lO,13 decidi.mos pela amei.tação de Hn e veria.camas
então que não existe um aumento relata.vo a média do número
de núcleos comatinos post.tidos em cada 100 núcleos após tra
talento

Observação

O valor de d aproxima-se de l pelo fato de bo ser
aproxi.madalnente igual a 3

p 
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Como t~ < 10,1 3 de cid imo s pela aceitação de H0 e verificamos 
e ntão qu e não existe um aumento re l ativo a m~dia do n~mer o 
de nGcl eos comatinos positivo s em cada 10 0 nGcleos ap6s tra 
tamente. 

Ob se rvação 

O valor de d aproxima -se de 1 pelo fato de b 2 ser 
aproximadamente i gual a 3. 

- o -



CAPITULO IV

TESTES DE FllPÕTESES ENVOLVENDO

MAIS DC Dy:8S POPULAÇÕES

CoIRo nos capítulos anteri.ares resuma.remos os pro
blemas eJn testes da i.gualdade de varias variâncias e da i
gualdade de vári.as médias

Examinaremos o teste da igualdade de várias variâncias
de vãri.as populações, no caso em que as populações são Nor-
mais e no caso em que as populações não são Normais. Em segui.da
desenvolveremos testes sobre a igualdade das médias no caso
em que as suposi.ções, básicas da Analise de Variânci.as (Nor
validade, Independência e Hom(igeneidade das Variâncias) são
satisfeitas e no caso en! que as suposições de Normalidade
nas Populações e Homogeneidade das variânci.as não se veria
cam. Posteriormente di.scuti.remos alguns métodos de compara-
ções múltiplas (Método de Scheffé e Contrastes Ortogonal.s) ,
quando as vara.anciãs são homogéneas e quando são heterogé-
neas

9

h.] - TESTES DE HIPÓTESES SOBRE VÁRIAS VAKiArqciAS

Consideremos as segui.ntes si.tuações
54

CAP1TULO IV 

TESTES DE HIPOTESES ENVOLVENDO 

MAIS DE DUAS POPULAÇÕES 

Como nos capítulos anteriores resumiremos os 
blemas em testes da igualdade de várias variâncias e 
gualdade de várias médi as. 

pro­

da i-

Examinaremos o teste da igualdade de várias vari~cias 
de várias populações, no caso em que as populações são Nor­
mais e no caso em que as populações não são Normais. Em seguida 
desenvolveremos testes sobre a igualdade das médias no caso 

1 

em que as suposições, b5sicas da Análise de Variâncias (Nor 
malidade, Independência e Homogeneidade das Variâncias) são 
satisfeitas e no caso em que as supo s1çoes de Normalidade 
nas Populações e Homogeneidade das variâncias não se verifi 
carn. Posteriormente discutiremo s alguns métodos de compara­
ções mGltiplas (Método de Schefff e Contrastes Orto gona is), 
quando as variâncias são homog êneas e quando são heterogê­
neas. 

4. 1 - TESTES DE HIPÕTESES SOBRE VARIAS VAR IANCIAS 

Consideremos as seguintes situações: 

-54-
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h . l . l As Popul açÕes são Norma i s

Seja xjj, a j-ésima observação da i-ésima amostra
correspondente ao i.-ésiino grupo, i:1,2, ...,k e j=1,2,...,n
Os dados observados podem ser colocados na Tabela abas.xo

l

TABELA l.l.l

Totais TI. T2

Médias xl. x2

T l

X i
Tk. T

xk. x

As k amostras sao independentes

Nosso interesse é testar a hipótese sobre i.gualda
de das variâncias, dadas por,

no: 'Í ; 'ã : : 'Ê: ; .'
(1)

a

a) Teste de Bartlett

0 teste de Bartlett (1937) é uma )nodificaçãodo tes
te de Neyman e Pearson (1931) , baseado na Razão de Verossi.-
milhança,Bronlee (1960) . Tomando por base a estatística,

' :=:'';;;'li=;;ãlii:l,:'?=ó':::;':ã:':=-..;, *, .::«:':- --.: -- '-

  G R U P o s  
l 2   l k

xll x21   xj.] xk]

xlnl X2n2   x. j nk

<• 

- .5 5 -

4. 1. 1 - As Popula ções são Norma is 

Seja x .. , a j- ésima observação da i-ésima amostra lJ 
correspondente ao i-ésimo grupo, i=l,2, ... ,k e j =l,2, ... ,n~ 
Os dados observados podem ser co locados na Tabe l a abaixo. 

TABELA 1.1.1 

G R u p o s 

1 '1 ... ,_ ..... 1 k 

xll x21 xil xkl 

X X~ x . X ln1 L. Ilz 1n. knk 1 

To tais T . T~ T. Tk· T l · t, • 1. 

Médias xl• X '1 x . xk· X t. • 1. 

-As k amostras sao independentes. 

~ 1 
Nosso interesse e testar a hip6tese sobre igual da-

de das va riâncias, dada s por, ·. 

HO: af = ªz = 

H : (1) 
a 

a) Teste de Bartlett 

= 02 = ª2 
k 

O teste de Bartlett (193 7) é uma modificação elo te~ 
te de Neyman e Pearson (1931), baseado na Ra zã o de Verossi­
milhança ,Bronl ee (1960). Tomando por base a estatística, 

(1) - Nesta seção assim como nas s ubs equentes, H significa que: nem to 
das as k variâncias (medias ) são iguais. ª 
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k â2

- :!:': "" J
Bartlett (1937) substi.tuiu as estimativas vicia
ma Veross inlilhança

n

8: ":i jlJ.0'ij'"i')

k nj.

: :!: .}: a4a . ~;:l:«:
encionais está.lnadores não vi,ci.ados

n.l

;; ; ;:-.!:Ü.:$:.:.r-
l

k

i1l(n, -i) sl

e

pelos conv

Ol-Lde ,

a

iRaI a es ica,

(1 . 1 . 1)

de bfáxi.

S z
P

e nj por (nj-l) . Obtendo-se assim a estatl'sti.ca,

X*' : ;>1.(ni-l) :ln l :vlns:- >1.vi Ins:(1.1.2)P

os graus de liberdade para cada amostr

, soma total dos graus de liberdade

Bartlett (1937) mostrou que sob H. e a Teoria Nor-
.+- ,.. .4- n A .4..

- 2 ln À 

- 56 -

k -2 o. 
1 I n. ln 

. 1 1 0- 2 1= 
(1.1.1) 

Bartlett (1937) substituiu as estimativas viciadas de M~xi­
ma Verossimilhança 

e 

1 
n . 

1 

n. 
J. 

'i' - 2 l (x .. -x. ) 
j=l lJ l · 

k 
e N = I n . , 

. - 1 1 1= 

pelos convencionais estimadores não vici a do s 
n . 

e n. 
1 

onde, 

1 

I - 2 . 
1

(x .. - x. ) 
2 =J= 1 ·) l" 

si n. - 1 
1 

k 
I . 2 

s2 = i=J.(ni - l) si 
p k 

I· cn. -1) 
i=J. 1 

Por (n.-1). Obtendo - se 
1 

assim a estatí st ica, 

* 2 X = 
k 
I cn. -1) 

. l 1 1= . 

s~ 
} n l = 

s2 p 
v J.n s 2 -

p 

k 
I v. ln s~ 

· l l 1 1= 

(1.1. 2) 

vi= ni -1, os graus de lib er dade para cada amostra. 

k 
v = l v., soma tot a l dos graus de lib erdade. 

i=l 1 

Bartlett (19 37) mostrou que s ob H0 e a Teo ria Nor ­
mal a estatística, 
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(1 . 1 . 3)

tem distribuição assinti3tica a uma qui-quadrado com (k-l)
graus de liberdade. E A é defina.do como,

l lA V li:l
V :} k > l

Observamos que A tende a zero para grandes valores
ni' i.=1,...,k. Portanto, concluímos que,
i) para grandes amostras, a estatz'ética para o teste e'

x':, o qual sob HO tem di.stri.buição Xz (qui-quadrado
central) com (k-l) graus de liberdade

ii) para pequenas,amostras, a estatística para o teste é
dada por, -Í'filão, e tem distri.buição Xz com (k-l-) graus
de li.beldade

b) Teste de Cochran

Este teste é especialmente usado se n. =n. =n.. = n
e para situações em que uma das variâncias amostrais é mui-
to maior que as restantes

Temos então que para testar as mesmas hipóteses da
das ein CI.l.a), a estatística é dada por,

Rn,k
ma. ior vara.ãnci.a a.mostral

K

i:l '

(1 .1 . 4)

onde
n l

) :X - . '.Á.-iJ li:l
n. - ll

S l
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*2 
X 
l+A (1.1. 3) 

tem distribuiçio assint6tica a uma qui-quadrado com (k-1) 
graus de lib erdade. E A~ definido como, 

A = 1 { ~ -1 -1} -,---,--,---c---r- l V . - V 
3 (k-l ) i=l 1 

k > 1. 

Obse rvamo s que A tende a zero para grandes valores 
de n . , i=l, ... ,k. Portanto, concluímos que, 1 

1.) d .. i para granes amostras, a estatistica para o teste e 
x* 2

, o qual sob H0 tem distribuição x 2 (qui-quadrado 
central) com ( k-1) graus de lib erdade. 

i i ) para pequenas amostras, a e statística para 
*· 2 

-o teste e 
dad a por, (Í+A)"' e tem distTibuição x2 com (k-1) graus 
de liberdade . 

b) Test e de Cochran 

Este teste é especialmente u sado se n 2 = n
1 

= nk = n 
e para s ituações em que uma das variâncias amostrais~ mui ­
to maior que as restant es. 

Terno s e ntão que para testar as mesmas hip6tes es da 
das em (1 .1.a), a estatística é dada por, 

onde 

R = ma __ 1_o_r_v_a_r_1_· â_n..-c_i_a_a_m_o_s_t_r_a_l_ 
n,k k 

n. 
l 

I s~ . 1 l 1= 

\ - 2 l (x . . -x. ) 
i=l lJ 1• 

s . = 
1 (ni - 1) 

( 1.1.4) 
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e

Xl

X l
n.

]

i: 1 , 2, 3 , . . .,k

Sob H0' a estatística Rn.., segu.e uma distribuição

Rn,(l-cz) cujos valores tabelados para cl:0,01 ou CE=0,05
sao encontrados em Di.xon e h'lassey (1969) ou em Guenther
(1 9 6 1)

A hi-pótese HO é rejeitada ao nz'vel de Éignificân
cia cl se Rnn,k > Rn,k, (l-a)

EXENIPLO 4.l.l a)

Quatro áreas JnarÍtimas A, B, C e D são diferentes
quanto a algumas características climáticas. Queremos ã par
tir de uma amostra de sardinhas de cada uma destas áreas,ve
rificar se os fatos adn\a i-nduzem uma diferença entre a di.!
tribuição do colnpritnento da cabeça de sarda.nhas das quatro
populações, com relação a vara.anciã das distri.buições

Por informações da l i.teratura sabemos que a vara.ã-
vel, comprimento da cabeça, segue a distribuição normal.No.!
se prob[ema consiste enl testar a ]lipótese,

HO l 2

ao nível de signo.ficânciíl cl = 0,05.

A partir dos dados obtivemos as segui-ntes informa
iões, na tabela que se encontra na pagina seguinte

A estatística para o teste é dada por,

X+z
rlü (« l« ;Ê

In sz)1'

e n. 
l 
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X .. 

x. 
l 

I 
= j =l _u 

n. 
l 

i=l,2,3, ... ,k 

Sob H0 , a estatística R , segue uma distribuição n . 
k 

Rn, (l -o,) cujos valores tabelados para a= 0 , 01 ou a= 0,05 
são encontrados em Dixon e Massey (1 969 ) ou em Guenther 
(1961). 

A h ipótese H0 é re j eitada ao n í vel de significân­
c ia a se R O n , k > Rn , k , ( 1-- a) . 

EXE MPLO 4 . 1 .1 a ) 

Quatro área_s marítimas A, B, C e D são diferentes 
quanto a algumas características climáticas. Queremos i pa~ 
tir de urna amostra de sardinhis de cada urn a destas áreas,ve 
rificar se os fatos acima i ndu zem um a diferença ent re adis 
tribuição do co mprimento da cabeça de sardinhas das quatro 
populações, com relação a variância das distribuições. 

Por informações da literatur a sabemos qu e a variá­
vel, compriment o da cabeça, segue a distribuição no rmal.Nos 
so problema consiste em testar a hipótese, 

Ho: a{= a~ = º3 = º4 = º2 
ao nível de significância a= 0,0 5. 

A partir dos dados obtivemos as seguintes informa ­
çõe s, na tab ela que se encontra na página seguinte. 

A estatística - dada para o teste e por, 

1 k 
*2 ( v ln s 2 - L ln s~) X = l+A v . p i=l l l 
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onde o va].or observado é Xnz 8 1 ,34 1

A R E A

B l C D

NÇ de observações 79 22 98 99

sf 12,S17 12,264 1,943 4,494

Os dados foram fornecidos por pesquisadores do Insti
t:uto Oceanogrãfico da t;niversidade de Sao Paulo.

Sob HO X+2 tem distribuição aproximada X3 cujo va-
lor tabelado X3;0,95 : 7,815. Como X02 > 7,815 rejei-ramos HO
ao nível a = 0,01. Portanto as características cli,míticas das
populações têm i.nfluência sobre a variância da variável caIU

primento da cabeça de sarda.nhas

EXEMPLO 4.1.1 b)

Os dados abaixo representam medidas de resistência

VÃ0-, 1080 1690 2300 2910 3520

279
292
301
278
286

75
78
86
80
79

83
83
82
88
88

86
83
82
81
78

103
114

98
94

101

281
284
264
232
208

244 138 L18
205 141 92
197 129 91
215 133 103
180 ]40  

263 164 145
270 225 112
312 220 133
219 187 141
257 209 '1 21

191 121 102
196 112 85
192 144 100
195 117 85
178 138 90

}) 
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onde o valor observado é x~ 2 =81,341. 

A 

N9 de observações 79 
s~ 12,517 

l . 

A R E A 

B 

22 

12,264 

e 

98 

1,943 

D 

99 

4,494 

Os dados foram fornecidos por pesquisadores do Insti­
tuto Oceanogrifico da Universidade de Sio Pau lo. 

Sob H0 x* 2 tem distribuição aproximada x3 cujo va­
lor tabelado x3;0 , 95 == 7,815. Como x; 2 > 7,815 rejeitamos H0 
ao nível a= O, 01. Portanto as características climáticas das 
populações têm influência sobre a variincia da variável com 
primento da cabeça de sardinhas. 

EXEMPLO 4.1.1 b) 

-
Os dados abaixo representam medidas de resistência 

VÃO+ ! 1080 1690 2300 2910 3520 

279 244 138 118 75 
292 205 141 92 78 
301 197 129 91 86 
278 215 133 103 80 
286 180 140 98 79 
263 164 145 103 83 
270 225 112 114 83 
312 220 133 98 82 
219 187 141 94 88 
257 209 121 101 88 
281 191 121 102 86 
284 196 112 85 83 
264 192 144 100 82 
232 195 117 85 81 
208 178 138 90 78 
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de tel-has, quando sujeitas a pressão de baixo para cima. Fo
ram utilizadas no experimento 5 diferentes vãos de fixação,
no sentido do comprimento da telha. Os vãos têm as seguin-
tes medidas (1080 cm, 1690 cm, 2300 cm, 2910 cm e 3.50 cm)
Queremos testar as hipóteses ,

a; ' a; : a;

ao nível de significância a = 0,01

HO a2

Por expert.ências anteriores, sabemos que a medida
de resitência tem distribuição Normal

A fim de obtermos o valor observado de Rn,k calcu-
lalttos as vara.ãnci.as alnostrais; 8S8,49; 416,16; 134,86;88,36
e 14 , 44 , respectivalllente

O valor observado da estatísti.ca é Rnnk : 0,5
A região de rejeição-é cansei.tuÍdo por valores de

Rnk, tais que

P (Rn,k>R.) = 0 , 01 ,

onde cl é o nível de significânci.a premi.xado. Para cc = 0,0lte
lhos l\. = 0,3645. Portanto a hi.pótese Hn devera ser rejeitada
e concluímos que a distri.buição das resistências das telhas
nos diferentes vãos possuem vara.anciãs diferentes.

h . 1 . 2 As Popujaçoes nao sao Norma i s

Sejam as amostras como descritas na
extraídas de populações não normais

Tabela l . l . l

Para testarmos a hipótese ,

H0: a' : a: = ... = ai = a:

desenvolvemos um teste aproximado proposto por Box e Andersen
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de telhas, quando sujeitas a pres são de baixo para cima. Fo 
ram utilizadas no experimento 5 diferentes vãos de fixação, 
no sentido do comprimento da telha. Os vãos têm as seguin­
tes medidas (1080 cm, 1690 cm, 2300 cm, 2910 cm e 3.50 cm). 
Queremos testar as hip6teses, 

az = az 
3 4 

= ª2 
' 

ao nível de significância a= O, 01. 

Por experiências anteriores, sabemos que a medida 
de resitência tem distr ibuição Normal. 

A fim de obtermos o valor observado de Rn,k ca l cu­
lamos as variâncias amostrais; 858,49; 416,16; 134,86 ;88 ,36 
e 14,44, respectivamente. 

O valor observado da es t atís tica é R
0
nk ==O, S. 

A região de rejeição - é constituído por valor es de 
Rn k , t a i s que 

P(Rn,k >R) = 0,01, 
c 

onde a é o nível de significância prefixado. Para a= O, 01 te 
mo s~= 0,3645. Portanto a hip5tese H0 dever i ser rejeitada 
e concluímos que a dist ribuição das resistências das telhas 
nos diferentes vão s pos sue m variâncias diferentes. 

4. l .2 - As Populações não são Normais 

Sejam as amos tras corno descritas na Tabela 1.1.1 
ext raídas de populaç6es não normais . 

Para testarmos a hip6tes e , 

ª2 = ª 2 k 

desenvolvemos um teste aproximado proposto por Boxe Andersen 
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(19 5 5) e dividiremos ein dois casos

a) as médias populacionais são conhecidas e setnperdade
general i.dado suponhamos E(xj l)

Estudaremos neste caso, a distribuição da estatís-
tica (1.1.2) X*' sob Hn e sob a Teoria da Perínutação.Com e.g
ta finalidade calcularenlos a esperança e a variância da es-
tatÍsti.ca X+z até os tem\os de ordem N'l e obtemos

U(X*:) : (k-X)[{ Hà-D'''N'i{.} (bj-]) '''

'- (NA-S)(Sb:-b.i-2) ''''; (3NA-Z)(b;-i)']]

onde,

« : «ê« {:l: e - à},

\ l=.L lK-uüi-u' ''''slm IN .E] s'-Var(X*')
P

l
2 (9b6 + 72b4

108b4b2 +'168b 3 2.p7bli + 7Zbz-6) + k'(9b6 ''-3õb2"

+ 36b4b2 + 9b:) + k'(-18b6 144b4 + 216b4b2 +

+ 288bj1 + 306b: 72b2) + 18b6 + 72b4 144b4b2 +

* lsõbâ - 108bã ''' ó} ,

..{, } nj. r+2

i-l l:l

[:]: l*;;]y'
b'

T
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(1955) e dividiremos em do i s c as os; 

a) as médias popul ac iona i s são conh ec idas e sem pe rda de 

general idade suponhamo s E (x .. ) = O. 
lJ 

Estudaremos n e st e c a so, a di s tribui ção da es t a t i s -

tic~ (1.1.2) x* 2 sob H
0 

e sob a Te or ia da Permu t açã o.Com e~ 

ta finalidade calcul a r emo s a es p eranç a e a va r i~nc ia da es-
.. *2 - - 1 t a t1stica x ate os termos d e o rde m N e obtemo s: 

onde, 

A = "s C k~ 1) C L n\ -M , 
V~r(x*

2
) = ½ (k-l)(b 2- 1)

2
+ 3 ~N {N it ~i ( 9b6 +72b4 -

+ 156b2 - 1o s b2 + 6} , 
... - e 

1 k n . 2 -r 1 r+ 
N 2 2 l x i j 

i =l j =l 
k n . r+ 2 

[ I {x~-) ---r 
i == l j= l lJ 
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Para N grande

E(X*:)
P (k-l) { 1 + '}(b:-3) }

Var(X*z)
P Z(k-l){l ''' '} (bá-3) }:

Portanto a estatÍsti.ca para o teste é dada por,

{1 +
(1 . 2 . 1)

a qualsob Hn tem distri.buição asse.ntóti,ca
doado) com k-l graus. dc liberdade

(qui-qua

b) as ]nédias populaci.onais são desconhecidas
Neste

tattstJ-ca para
caso , Box e Andersen (195S)
o teste ã,

provaram que es

ü' 2\
X

'Xtz

-l ''- ';'2
(1 . 2 . 2)

o qual sob HO e para N grande, tem
graus de li.beldade. Para nl : n2 :
11'10 ,

di.stribuição X' com (k-l)
: nk :; n,c2 e definido co

}

*:!:'-,
t:llilll :

c2

onde

k4i :
ni (ni-l) 3 (ni-l) s2i

n.-
l

1 , 2 ,k
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Para N grande, 

e 

Portanto a estatística para o test e é dada por, 

X * 2 

(1.2.1) 

a qualsob H0 tem distribuição assint6tica x~k-l ) 
drado) com k-1 grau~ de liberdade. 

(qui - qua-

b) as médias populacionai s são desconhecidas 

Neste caso, Boxe Andersen (1955) provaram que es­
tatística para o teste e, 

* 2 1 
X = 

'X* z 
(1 .2.2 ) 

o qual sob H
0 

e para N grande, tem distribuj ção x2 com (k-1) 
graus de liberdade. Para n.

1 
= n 2 = . •• = nk = n, c 2 é definido CS'._ 

mo, 

onde 
n. (n.-l)s 4 . - 3(n.-l)s 2 . 

= 1 1 l 1 1 _. -1 2 k 
( n . -1) ( n. - 2) ( n . - 3) ' 1 

- ' ' · · · ' ' 
1 1 1 
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k2i
S 2i

e S ri

n
l

j :l :j 'xi.) '

EXEMPLO 4 . 1 . 2 b)

Foram colhidas na primavera, nas áreas marÍti,mas A,
B, C, D e E, amostras do sardinhas nas quais foram contados
os números de raios da dorsal. Desconhecemos as medi-as popa:
lacionais e com base eln grandes amostras veria.Gamos que a
variável número de raios da dorsal não segue a distribuição
Normal. Usando os dados abas.xo queremos testar a hipótese

H0: a: ; aã : aã ; aã : ai = a:

ao nível de signifi,cânci.a a 0 , 0 5

«=KH: T'!=T T'!TT T'!!P T'!!P T':TP
l

16

17

18

19

1].l

0

l
12

9

22

].

11

8

2

22

l
2

16

3

22

0

l
15

6

22

0

l
13

8

22

Levando em conta a não normalidade das populações
e o fato de n.i =22, (i:J-,2,3,4,5), temos que a estatística
ê dada por

X+2
X+ 2

: '''7':'
cujo valor observado é X02 4 , 156S onde , (l 41 , 38 68

,· 

s2. 
= , l 

(n .-1 ) 
l 

e 

EXEMPLO 4 .1. 2 b) 
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s . = 
ri 

n. 
l 

\ - 2 l ( x . . -x. ) . 
j=l l J l· 

For am colhidas na primavera , nas areas mar ítimas A 
B, C, D e E, amostras de sardinhas na s quais f oram contados 

os ~Gmeros de raios da dordal. Desconhecemos as m~dias pop~ 
lacionais e com b ase em gran des amostras ve rificamo s qu e a 

variivel nGmero de raio s da dorsal não segue a distribuição 

Normal . Usando os dados abaixo queremos testar a h ip6tese 

H . a2 = 0 2 = 0 2 = a2 = 0 2 = 0 2 o· 1 2 3 4 s 

a o nível de signif icância a= O, OS. 

VALORES FREQUÊNCIA FREQUENCIA FREQlJENCIA FREQUÊNCIA FREQlJENCIA OBSERVAOOS da área A da área B da área C da área D da área E x. 
l 

16 o l 1 o o 
17 1 11 2 1 1 

18 12 8 16 15 13 

19 9 2 3 6 8 

n . 22 22 22 22 22 
l 

Levando em conta a não normalidade das populaç6es 
e o fato de n. = 22, (i =l, 2,3,4 ,5), temos qu e a estatís tica 

l -e dada por 

X * 2 1 = 
X * 2 

1 ' 
1 + -c 2 2 

cujo valor observado é x~2 = 4,1565 onde, (1 +{c2) = 41,3 86 8. 
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A estatística Xt2' , segue a distri.buição X(k-l)'op
de o valor tabelado é X2;0,95 : 9,49. Como Xaz < 9,49, não rS
deitamos HO e concluímos que a di.atribuição não di-fere com
relação a variância

4 .2 TESTES DE HIPÓTESES SOBRE VÁRIAS MÉDIAS

Nesta seção estudareJnos as situações, quando as pg.
pulações são normal.s e quando as populações não são normais,
considerando a homogeneidade e a heterogeneidade das variân
das

h . 2 . 1 As Populações j.go Normais e as Variâncias Homogéneas

Seja xl j a j-ésima observações da i-ési.maalnostra
correspondente ao i-.ésinto grupo(i;1,2,...,ke j=1,2,...,n;),
como dispostas na Tabela l.l.l

Temos então uJn conjunto de k amostras e
testar a hipótese

desej alhos

H0: PI : H2

A estatística para o teste é dada por,k n
>l >1 r; .= lz

i = 1 j = 1 ''*i ' ''. ''
Xl l

k-lF
k l

E
:i: l j : l

( 2 . 1 . 1)

onde

n.l
.x *

.J : l ''i-
n l

iül j
N

X l e x
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A estatística x* 2 ', segue a distribuição x( k-l) ,O.!:!_ 

de o va lor tabelado é x4; 0 , 9 5 == 9 4 9. Corno x: 2 < 9 49, não re 
j ei t amo s H

0 
e conclu í mos que a distribuição não di fere com 

relação a variância. 

4.2 - TESTES DE HIPÕTESES SO BRE VAR IAS Mr DIAS 

Nest a seção estudaremos as situações, quando a s p~ 

pulações são normais e quando as populações não são normais, 
consi derando a homo geneidade e a heterogeneidade das variân 
cias. 

4 .2. 1 - As Popul aç~es s~o Normais e as Var i~ncias Homog~neas 

Se J. a x . . 
l. J 

correspondente ao 

a j -ésirn a observações da :i.-ésima amostra 
i-_ésimo grupo ( i==l,2, ... ,k e j=l,2, ... ,n . ), 

l 
como dispost as na Tabela 1.1.1. 

Temos então um conjunto de k amostras e desejamos 
testar a hip6 tese 

onde N == 

A estatística 

n 
Ln. 

i==l l 

x. 
J .• 

n. 
l 

F ::: 

. L X .. 
= J == l _.u.. 

n. 
1 

para 
k 
í 

i;:;l 

k 

.L 
1 == 1 

e 

:::: == llk == µ. 

o teste é dada 
n. 

1 

. I ex. - x )2 J=:=l i· •• 

( k-1) 
n. 

l 
\ 
l ( _- ) 2 . l X .. X. J == lJ J.• 

(N - k) 

n. 
1 

por, 

I X . . 
j ==l ~ 

N . X 

( 2. 1.1) 
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Os valores observados da estatx+stica são convenien
ten\ente obtidos a partir do quadro da Análise de Variância,

A N O V A

C:AUSA DA
V:AmAÇAO

GRAUS ]X
LIBERA)ADE

SOl\a DE
QUADRADOS

OtJADRADOS

MÉDIAS (QM)
F

QuE

Entre .Amostras k-l

N-k

s%

SQo
N-lDentre Amostras SQn

N-l

onde k
X

i:l

n l
'x

j :i
QME

' l '

k - l

) '

e

(xij -ii. ) :
N - kQMD

Sob Hn, a estatÍsti.ca F tem distri.buição F de Sne-
decor Central cona (k-l) e' (N-k) graus de liberdade. Sobahi
pótese alternativa, F tem distribui.ção F de Snedecornão cen
tra].. Tabe]as para o cã].culo do Poder do teste para alguns
valores de (k-l) e (N-k), encontra-se eln Scheffé (195S) ao
nível de significância 0,01 ou 0,05
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Os valores observados da estatística são convenien 
temente obtidos a partir do qu adro da An5lise de Variincia, 

A N O V A 

CAUSA DA GRAUS DE SOMA DE ªUADRADOS F VARIAÇÃO LIBERDADE QUADRADOS Jv DIAS (QM) 

Entre .Amostras k-1 SQ Q~ 
SQE 

E = TT 

Dentre .Amostras N-k SQD % 
SQD Q~~ 

- N-f ~1) 

N-1 

onde 
k 

n. 
l 

I I ex -x )2 

QME = i=l j =l l • • • 

k - 1 

e 

k 
n. 

1 

I I - 2 (x .. -x . ) 
QMD = :i = 1 j == 1 lJ 1 • 

N - k 

Sob H0 , a estatística F tem distribuição F de Sne ­
decor Central com (k-1) e (N-k) graus de lib erdade. Sob a hi 
pó tese alterna tiva, F tem distribuição F de Snedecor não cen 
tral . Tabe l as para o c5lculo do Poder do teste para alguns 
val ores de ( k-1) e (N-k) , enc ontra-se em Scheff~ (1955) ao 
nível de significincia 0,01 ou 0,05. 
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4 As Populações são Normais e as Val iâDçjaâ H$!$rgggDqgli

Neste caso, temos uma sola.ição aproximada, proposta
por Brown e Forsythe ( 1974)

Consideremos as amostras coiro na Tabela 1.1.1, on
de cada ot)servação tem inêdia pl e variância aÍ

Para testar a hipótese,

H0: ul : }J2 ; ''' ; Uk : P

a estatÍsti,ca adequada e dada por

WH
Bi:lFt

l

( 2 . 1 . 1 )

a qual sob Hn segue aproximadamente uma distribuição F Sne
decor central (k-l) e f graus de liberdade, onde f ê deter
lninador pelo ]llE;todo de SatterthWaite (1941) ,

onde
n

d l

n.
l

j :l(xij -=i. ) :

(n. -l)' l '

S 2l e xl
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4.2.2 - As Populações são Normais e as Va ri âncias Heterogêneas 

Nest e caso, temos urn a solução aproximada, proposta 

por Brown e Forsythe (197 4). 

Consideremos as amostras como na Tabela 1.1.1, on­

de cada observação tem m;dia ~- e vari~ncia o~. 
l l 

Para testar a hip6tese, 

a estatistica adequada; dada por, 

F* = (2.1.1) 

a qual sob tt 0 segue aproximadamente uma distribuição F Sne­

decor central (k-1) e f graus de liberdade, onde f; deter­

minador pelo m~todo de Satterth~aite (1941), 

ond e 

n . 
l 

cl. = 
1 

I e - 2 . l x .. -x. ) 
S~ = J= lJ l• 

l (ni-1) 

(n. -1) 
l 

e x. 
l • 

n. 
l 

I 
= j=lxii 

]1. 
1 
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EXEbÍPL0 4.2.2

O quadro abaixo apresenta informações relativas a
amostra de sardinhas colhidas en] 5 dií:erelltes áreas, nas
quais foram medidas o co)nprimento standart

AmoslliAS iÃíinA AIÃRE::A nlÃKm cIÃRM olÃRM E

n. l 23 l 6 l 82 l 79 l 90

;l: l s7,091 s7,50Í 39.741 38,i81 s9,28

sí liz,2ó4l3s,77zl 2,9ssliz,si7llõ,40s

Dados fornecidos; pelo Inst.Oceanografico da USP

l

Baseadas em grandes amostras sal)emos que as variân
clãs diferem. E a partir das informações acima queremos ve-
rificar a hipótese,

Ho: pl :: p 2 ; IJ3

ao nível de significânci-a ct o ,o l

A estatística l)ara o teste i; F*, cujo valor calcu-
lado F8 =3,903. Sob HO F* segue a distribuição F de Snede-
cor com (k-l) e f graus de liberdade, para este caso (k-l)=

= 4 e f=19. Ovalor tabelado deF4,19,0,01:4,50 e como
F8 < 4,50, aceitamos HO e concluímos que não existe diferen-
ça significante entre o comprimento íílédio padrão das sarda.-
nhas nas 5 áreas

1+0m o é,e N e'4 5

h.2.3 - As Populações não são blormais e as Variâncias ptjjVyjeX-çiblÃógbV

H

O trabalho apresentado por Box e Andersell (1955) ,
propoe para este caso uma solução aproximada, a qual se ba-
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EXEMPLO 4.2.2 

O quadro a b a i xo apresent a i nfo r maç6es 

a mostra de sardinhas co lh idas cm 5 diferente s 

quais foram medidas o comprimento standart . 

relativas a 
-a r eas, nas 

AMOSTRAS ÁREA A ÁREA B ÁREA e ÁREA D Í\RE!\ E 

n. 23 6 82 79 90 
l 

- 37,09 38, 18 39,28 X- 37, 50 39,74 
l 

s~ 12 ,264 35 , 772 2,983 12,517 16,403 
l 

Dado s forn ecidos pelo I n s t.Oceanogr~fico da USP. 

. ~ 
Baseadas em grandes a mostras sa bemos qu e as var1an 

cias dif erem. E a parti r das i nfo r mações aci ma queremo s ve­

rificar a hip~ tese, 

ao nív e l de sign ifi cânci a a= O, 01. 

A estatistica para o t este~ F* , C U JO va l or ca l cu ­

lado Fô = 3,903. Sob H0 F'~ segu e a distribuição F de Snede­

cor com (k-1) e f gra u s de l i b erda d e, para este caso (k - 1) = 

_= 4 e f = 19. O va lo r ta be lado de F4 , 19 ,0, 0l = 4 ,5 0 e c omo 

F0 < 4 , 50, aceitamo s H0 e co nc lu í mo s que não exis t e diferen ­

ça s i gnifi cante e ntr e o compriment o m~dio pa drão das sardi­

nh as nas 5 ~reas . 

noMo&ÊNf45 
4.2.3 - As Popu l ações não são Norma i s e as Va ri ânc i as i(,f~'}(e}{-~~ll~fl'« 

O tr a ba lho ap r ese nta do por Boxe Andersen (1955), 

propoe I?ara est e caso uma so lução aproxima da, a qual se ba-
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sela em uma estatística w desenvolvida por IVelch C1938)

Considere a Tabela 1.1.1 e as populações não no:r
mai.s. Para testar a hipótese

Ho : pl " }J2

estudaremos o comportamento da estatística (2.1.1) . Para is
to vamos primei.lamente considerar a estatística

( 2 . 3 . 1)

] qual é equivalente a estatística(2.1.1)

Sob a HO e sob a Teoria Normal w tem distribuição
Beta com vl : (k-l) e v2 : (N-k) graus de liberdade e

k
Lll

Aproximarelnos a distribuição de w sob a Teoria da
Permutação pela distri.buição de w sob a Teoria Normal,porém
com os graus de liberdade determinados pela relação, graus
de liberdade, média e variância. Para isto apresentaremos a
seguinte tabela e procederemos colho segu(i:

Ç

Com base nessa Tabela (2.3.1), ternos que determi
nar os graus de liberdade vl e v2' considerando as seguin
tes relações

vl
P2

- 68 -

seia em urna estatistica w de senvolvida por Welc h (1938). 

Considere a Tabela 1.1.l e as populações não nor­
mais. Para testar a hipÕt ese, 

µ :::; JJ 
1 2 

est udar emo s o comportamento da es.tatística (2.1.1). Para is 
to vamos primeiramente co nsi derar a estatistica , 

k 

I 
w = 

i=l 

k 

I 
i.=l 

n. 
1 

I ex. -x )2 1 • • • 
j =l 
n . 

1 
Í - 2 l (x .. -x ) 

j=l lJ •. 

a qual ~ equivalente a estatisticu (2.1.1). 

(2.3.1) 

Sob a H
0 

e sob a Teoria Normal w tem distribuição 
Beta com v1 = (k-1) e v 2 = (N-k) graus de lib erdade e 

k 
N = I J1 .• 

i=l l 

Aproximaremos a distribuição de w sob a Teoria da 
Permutação pela distribui ção de w sob a Teoria Normal,por~rn 
c om os grau s de liberda <le J ctermina<lo s pela relação, graus 
de lib erdade , m~dia e variincia. Para isto apresentaremos a 
seguinte tabela e procedere mo s comn· segue: 

Com base nessa Tabela (2.3.1), temos que determi­
nar os graus de liberdade v 1 e v 2 , consideTando as seguin­
tes Telações: 
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TABELA 2.3.1

SOB A TEORIA DA PERblUIAÇÃO SOB A 'TEORIA i©144m

1 .«, : H : -, (w)

";« («) : 'âg$$.H'o .,. "a" '«, : ãh#iãE U2

k

(N-l)'k: 1:2

k

,i.':P2

onde

[N(N-''])S4 - 3(N-]) s;]
k4

(N-l) (N-2) (N-3)

k2
s2

(N-l)

k ni

i;l j:i(xj-j-R
s.T ) :

k = n9 de amostras

e

l-P 2
'íT"iv2

a) para amostras do mesmo tamanho (n. =n,
a variância de IV sob a Teoria da Permutação é,

nk : n)

Var (W)
P

2 ( k-l) (N-k)
(N-l) : (N+ l)

k4

k;
e c2

e 

- 69 -

TABELJ\ 2.3.1 

SOB A TEORIA DA PERMUTAÇÃO SOB A TEORIA NORMAL 

E~ ( ) k-1 ~ w =-=µ 
p N-1 1 

Var (w) = Z(k-l) (N-k) ,-1 - k4 l _ Var (w) 
p (N-1) 2 (N+l) - Nk2...I N 

= p 

onde 

[N (N+ 1) S 
4 

- 3(N-l) s~J 
k =--------

4 (N-1) (N- 2) (N-3) 

k = n 9 de amostras 

2 

2 

1-]J 
2 

k 
N = ;' n. 

i;l 1 

2(k-l) (N-k) 
(N-1) 2 (N+l) = Pz 

a) para amostras do mes mo tamanho (n
1 

= n
2 

= ••. = nk = n) , 
a vari~ncia de W sob a Teoria da Permutaç~o ~' 

V ar ( W) = 2 ( k -1) ( N - k) [1 - e 2] 
P (N-1) 2 (N+l ) N 

e 
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e temos que

vl (k-l)d e v2 (N-k)d

onde

CN+$) c .6

(N-l) (N-c2)
d ]. +

Conclui.mos nesta caso que a estatística para o tes
te é dada por(2.1.1) a qual sob lln segue um distribuição F
Snedecor com (k-l)d e (N-k)d graus de liberdade

b) para amostras de tamanhos diferentes, temos que a va
riãncia de IV sob a teori.a de Permutação e dada por

":« '«' : l:l-=:- {:,-?i --úhiç - ,l. 4-}
Usando o racicÍnio anterior, a estatística (2.1.1) tem dis-
tribuição F Snedecor con\ vl : (k-'l)d e v2 : (N-k)d graus de l.L
beldade e neste caso d él dado por

,.Jitl-, i'í-:i: di ' ': ; l,
k4 e k2 colmo defi-nados ]lo item a)

Observamos que quando N = >1 nj cresce, A tende a ze
ro e d tende a l (um)

e temos qu e 

onde 

- 7 O -

v
1 = (k-l)d e v 2 = (N-k)d 

d -· 

1 

(N+$ )c
2 1 +------

( N- 1) (N- c
2) 

Concluímos n esta caso qu e a estatística p ara o t es 
te é dada por (2.1.1) a qual sob 1-1

0 segue um distribuição F 
Snedecor com (k-l)d e (N-k)d gra us de l iberdade . 

b) para amostras de tamanhos di ferentes, temos que ava 
riincia de W sob a teoria de Permuta ção; dada po r, 

Var 
p 

(W) i__}. ' n . 
1 

Usando o racicinio ant eri or, a estatistica (2.1.1) te m dis­
tribuiçã o F Snedecor com v

1 
= (k-1) d e v

2 
= (N -k) d gra us de li 

beraade e n este caso d & dado por 

A = 

d = 1 + 

(N+ 1) 

N+ l Cz 
-1 -1 ' (N-1) ( N +A) -c

2 

2 (k·-1) (N- k ) (
k2 k 1) -- l - ec 
N i=l n i 2 

k4 e k~ como definido s no item a). 

= 
k2 

2 

Observamos que quando N = 2: n . cresce, A tende a ze 
l 

ro e d tende a 1 (um). 
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EXEblPL0 4.2. 3

Os dados abaixo representan} o número de raios dana
cladeira dorsal, em cinco an\ostras de sardinhas, colhidas em

cinco áreas A, B, C, D e E na printavera

NÇ' DE RAIOS DA

NADADEIRA DORSAL

F R E Q u Ê N C l A S

l
2 2 2

16 58 55
3 38 42

22 98 99

16

17

18

19

4

39

31

5

5

49

36

2

58

38

90 79 98

Os dados foram fornecidos pelo Inst.Oceanografico da USP

Baseada em Mina outra amostra e através de um teste
de hipótese, verificamos que a variável aleatória acima não
segue a distribuição nol'mal

A partir dos dados observados queremos verificar as
seguintes hipóteses

H0: PA HD ; PE

ao .nível de significância

Considerando o efeito da não normalidade temos que
a estatística

, 0 5

-la-:U-' ÍIÜ , c«jo vago« FO
3 7 , 70 38

F, segue a distribuição F Snedecor com 4d e 383d
graus de liberdade, onde

- 71 -

EXEMPLO 4.2.3 

-Os dados abaixo representam o nume ro de raios da na 
<ladeira dorsal, em c inc o amo stras de sardinhas, colhidas em 
cinco ireas A, B , C, D e E na primavera. 

N<? DE RAIOS DA F R E Q U Ê N C I A S 

NADADEIRA DORSAL ÁREA A J\REA B ÁREA C ÁREA D ÁREA E 

16 4 1 

17 s 39 2 2 2 

18 49 31 16 58 55 

19 36 5 3 38 42 

90 79 22 98 99 

Os dados foram ·fornecidos pelo I ns t .Oceanografico da USP 

Baseada em uma outra amos tr a e através de um teste 
de hip6tese , verifica mo s que a variivel aleat6ria acim a não 
segue a distribu ição no rma l. 

' A partir dos dados ob servados qu eremos verificar as 
seguintes h ip6teses, 

ao .nível de significância a = O, OS. 

Considerando o efeito da não normalidade temos que 
a estatística 

(N-k) w 
F = (k-l).l-w' CUJO valor F0 = 37,7038. 

F, segue a distribuição F Snedecor com 4d e 383d 
gra us de lib e rdade, onde 
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N+l c'2

(N' l+A) 'l-c 2

e

0 ,0 0 31 8 5

nes te caso

4d = 4 e 383d = 383
(

O valor tabelado de F4,383,0,95 : 2,37.Como F0>2,37
concluímos pela rejeição de Hn e verificamos que existe si&
nificante diferença entre o número médio de raios da dorsal,
nas ci.nco áreas especificadas

O ntotivo dos graus de liberdade não serena tnodifi
dos ê devido a tamanho tão N de acordo com a observação da
parte teorica

h . 2. 4 AE.jlç?pulaçoçs !go nao Normais e a! varlgncias Heterogéneas

Com base em Scheffê (1955) apresentaremos uma solo
ção limite desenvolvida abaixo.

Seja as a)nostras colho definidas na Tabela 1.1.1 ex
traídas de populações não normais. Para testar ahipótese sg
bre a igualdade das médias estudaremos o comportamento dae.E
tatistica

k

i>ltni(ii v)'

k

i1l(ni- 1) s{
V

,;Í",-u

C 2 . 4 . 1 )

- 7 2 -

N+ 1 C·2 
d = 1 + --·-----e,--- "' 1 N-1 - 1 -1 (N +A) -c

2 

e 

A e:: O ,003185 

neste caso 

4d = 4 e 383d = 383 . 

O valor tab e lado de F4 , 383 , 0 , 95 =2,37.Como F0 >2,37 
co ncluimos pela rejeição de H0 e verificamo s que existe sig 
nificante diferença entre o nGmero m~dio de raios da dorsal, 
na s cinco ireas especificadas. 

dos 

O motivo dos graus 

é devido a tamanho do N 

parte teórica. 

ele liberdade -nao 

de acordo co rn D 

serem modi fica 

obse rvaçao da 

4.2 . 4 - As Popu l aç~es s~o n~o Normais e as Va ri~nc ias He terog~nea s 

- 1 Com bas e em Scheffc (1955) apresentaremo s uma solu 
ção limite desenvolvida abaixo. 

Seja as amostr as como definidas na Tabe la 1.1.1 ex 
traídas de populaçõe s não normais . Par a testar a h ipótese so 
bre a igualdade das méd ias estudaremos o comportamento da es 
tatística 

F = 

k 

.Iln .( v. -·v) 2 
1= l J.• 

k -· 1 

k 
I 2 . •1 (n .- l) s. 

l = l l 

< 
Z:(n. -1 ) 

i=l l 

( 2 . 4.1) 
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onde

vi ; xi.'lii e

Consideremos nj grande c covis
k k

i=1(nj-'l) : i>jtni'k

s: converge em probabilidade para a{ e portanto

e-se aceitai' o fato que
k k

,i,''í ,!:.{
k

i =1 ]''l)

é desprezível por (i) , (ii) e

de,

k

iZ. (ni-l) s;
converge paT

Substituindo o denominador de

F'
r . 2 ) ..,

equentelnenteielit ei'nen

pode

( i i i) e para n.l gl

4 1 ) PO

i )

j.i )

k
>l sÍ para >1 aÍl li :l ll

r (a;l)w, tg

( 2 . 4 . 2)

n10 s ,

onde 

i) 
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v. = x. -p. 
1 1 • 1 

e 

Consideremo s n .: grande e con se quen temente : 

k 
I cn. - 1) = 

i =l 1 

J. 

k 
I n.-k 

i=l 1 

k 
I n. 

. 1 1 1 = 

ii) sf converge em probabilida de p a ra of e port a nto 

k 
Is~ para 

. 1 1 1 = 

iii ) e pod e - se acei t ar o fato qu e, 

k 

k 
\ . 2 
L. a . . ·1 l 1= 

I cn. -1) 
. 1 l 1= 

' 

k 
I º~ . ~ 1 1 

1= 

k 
I n . 

i=l l 

é desprezível po r (i) , ( :d) e (iii) 

d e , 

k 
l (n .-l)s~ 

i=l l l 

( 

I cn.-1) 
i=l 1 

converge para 

e para n . gran-
1 

N 

Substituindo o J c nominador de ( 2 . 4. 1) po r (o~)w,t~ 

mos, 

F ' = 

k 
\ n . (v .- v ) 2 

. . l l 1 • 
.1 =1 

-~k---1--
(2.4.2) 



A Tabela 2 . 4 . 1 representa
ncia de F e F'

SOB A NAO NOWnLIDADE E
VARIÂNCIAS FilZEKO(.;lht:AS

.p ' ): iL-

l
onde

(a:)u ê a média não ponderada de aÍ

(a:)w é a média ponderada de a{
k

Vu : [(a?)ul'2 :'11aÍ - (a.:l)ul'
k

k

>lt[aÍ - (a 1]]) w] :
Vw = [(a?)wJ'2 i: --...-.[--

--: :}v«Q' ): tâ-
(a :l ) L

k(l+Vu)l -
(aÍ)w

74

varia
para ni grande a média

SOB A TEORIA NOW{AL E
VARIÂNCIAS ilONOCiRinS

E(F)

Var(F)

e

a

k(a{)u

No caso em que nl

(a?.) u : (a:) }v

k

(a?)w :
:!, "i'{

, !.:',

n2

k
X

i:l

n3 : nk : n, temos,

k

1l: : . i:i:: : c.?)«

a.
a)
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A Tab e la 2 .4.1 representa par a n. grande a médi a e 
1 

a variância de F e r ' . 

SOB A NAO NORMAL IDADE E 
VARIÂI\JCIAS HETEROGÜNEAS 

k(a:)u E(F' )= _l .{--- 1} . k-1 2 . (a. )w 

- 2 j 2 (a .)u 
Var(F:')= k-l {k(l+Vu) -2Vw= 1} 

_(a7;)w 

onde 

( a:) u ê a média não ponderada de a~ 
. 1 

(a~ ),v ê a média ponderada de o7: 
J. 

k 

.L [o~ - (o~) u] 2 

2 -2 1=1 1 .' Vu = [ (o . ) u] 
k 

k 

-2 i!lcof-Co~JwJ 2 
V1v = [ ( o~ )w] 

SOB A TEORIA NORMAL E 
VARJ ÂNC J AS I IOtvDGÊNEAS 

E(F) = 1 

- 2 Var(F) - -k -1 

No caso em qu e 11 1 = n 2 = n
3 

= nk = n, temos, 

a ) ( o_:, )u = (a : )w 

k 
I 2 . 

1 
n. a . 

l = ] ·1_ 

k 
I n. 

i~l 1 

k 

I 
i =l n o 7: 

] 

nk = n 

k 
I 2 . 1º. 1= 1 

nk = 
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e p.ortanto,

E(P) k-l E(F)

b) Se

i) Vu = V\ç = 0

ii) (a?)u : (a3)w -:+ --
Ca:)w

e portanto,

Var( F) = Var( F' )

c) em outros casos,

Var(F)

Ventos que para amostras cle tamanho iguais quando
k # 2

Var(F) Út« *«- H]
e segue-se que a verdadeira Pxabab,tlZ,idade do E,mo T,Cpo l ê t71aé04

que a üveZ de .ó,égpüáÍcânc,ü 6,éxado a

Concluz+mos pelo desenvolvimento aci.fila que no caso
das variâncias di.ferentes e populações não normais não exi.s
te uma solução simples l;mesmo quando os n:, i=1,2,...,k, são
grandes. Nas situações praticas deste tipo, aconselhamos o
us o de transformações

- 75 -

e p.or t anto, 

E ( F) = { k: 
1 k-1} = l = E ( f,) 

b) Se k = 2 

i) Vu = Vw = O 

( o~ ) l.l 
i i) e a;) u = ( o~ ) w = 1 

( o:) w 

e port anto, 

Va r ( F) = Var(F ' ) 2 
= 

k -1 

c ) em ou tros casos , 

Ve mos qu e para amo s tras de tamanh o 1gua 1s , quando 
k ;,'. 2 , 

-" e segue - se qu e a verdade i ra P1w ba.bil.,.i.dctde do EJTJw Tipo I e, mcúolL 
qLte o nlv e..l de.. 1.i ign.i6,i.c.ân.c.,fo 6,i_xado a. 

Con c luímo s p e l o desenvo lvim en t o ac i ma qu e no c as o 
das variin c i as difer en t es e popul ações nao no rm a i s n ão e x i s 
t e uma s olução simples mes mo qu ~rn<ló· os n . , i= l ,2 , .. . , k , s ã o 

l 
grande s. Nas s it uaçõ es pr á ti cas des t e t ipo , aco nse ] hamos o 
uso de tra nsfo r maçõ e s. 
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b COMPARACOES MÜLT l PLAY

Se a hipótese H0: pl;p2 ; ''':Uk:li e rejeitada
nõs podemos concluir que nem todas as k médias po])ulacionais
são iguais. Quando isto acontece nÓs poderemos estar inte-
ressados em saber que médias diferen\, ou ordenar os grupos
de acordo com a ordem crescente ou decrescente baseado nas
médias ainostrais.. Indagações como estas nos leva ao estudo
das Con\parações l\lultiplas

Entre os vários métodos de comparações blÚltiplascj:
tados na literatura estudarelllos aqui apenas os Métodos, de
Scheffé e Contrastes Ortogonais, pelo fato de apresentarmos
soluções relativamente simples no caso em que as variâncias
dos grupos são desiguais

h.3. 1 - Método de Scheffé

As comparações que envolvem um conjunto de médias,
quase sempre são expressas por meio de contrastes que cons-
tituem\ uni conjunto de fi-tnções estimáveis nos modelos de Aná
l i. se de Variância

Definimos contrastes por

k

i>li ai Hi
( 3 . 1 . 1 )

k
onde, >1 a;

i: l '

Unt estimados não viesado de lim constraste C é dado
por,

k

,!,,::, ( 3 . 1 . 2)
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-4.3 - COMPARAÇOES MÚLTIPLAS 

-Se a hipót ese H
0

: JJ 
1 

= JJ 2 = ..• = pk = \t e rej e i tacla, 
nós podemos concluir que nem todas as k médias popul ac ionais 
sao iguais. Quando isto a contec e nó s poderemos estar i nte­
ress a do s em saber qu e m~dias dif erem, ou ordenar os grupo s 
de acordo com a ordem crescent e ou decrescent e basea do nas 
méd i as amostrais._ Inda gações como es t as no s l e va ao es tudo 
das Comparações Múltipl as . 

Entre os vário~; mé todo s de compai- ações Múl tip las c_i 
tados na literatura es tud aremo s aqui apena s os M~totlos, de 
Sc heffê e Contrastes Or togo nais, pelo fa to de apre sentarmo s 
sol uções relativament e simple s no caso em que as vari~ncias 
do s gr upo s são desiguais. 

4.3 . 1 - Método de Scheffé 

As co mp arações que envolvem um conjunto de médias , 
quase sempre são expres sas por meio de contrastes que c on s­
tituem um conj unt o de funções e$ti máveis no s modelos de Anii 
lise de Variância. 

onde , 

por, 

Definimo s contrastes por , 

k 
I a . = o. 

. 1 l 1= 

k 
C= Z:a .JJ. 

i=l l l 
(3.1.1) 

Um estimador não vic sado el e um constraste C é dado 

k -e = ): a . x . 
l 1 i =l 

(3.1.2) 
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Suponhamos as ítmostras como na Tabela 1.1.1 extraãl
das de populações caracterizadas por variáveis aleatórias
que seguen} a distribuição Normal e as observações i.ndepen-
dentes. Para testar a hi.põtese,

H0: C 0 versus H. # 0 ,

distinguiretllos dois casos:

a) As variâncias são iguais

Quando a =a;=... =aj=az a variância de Ceum es
timador não vi.esado desta variância são I'especti.lamente

k

v,-Ú) : .:.-llJ:..!
n.l

( 3 . 1 . 3)

e

k

.ú.21
n.l

Var(C) ( 3 . 1 . 4 )

onde oz e a variância comum e QiÇ'tD e o quadrado médio do re-
síduo da Analise de Variância correspondente

Seja C uln contraste, como definido aci,ma, então
Scheffé (1955) provou que

Pr(ê-SVV/ar(C) ':c''ê*s v''(ar(C)) : 1-.. C3.i.S)

l

)

l

onde s: =(k-l)'FI,(N-k)(ltiJ ea expressão do primeiro membro

(1) - Fn h l.n-Fí.. é o ponto tal que P(IFl>F.) :cl,onde F Cem distribui
çao F Snedecor com a,b graus de liberdade

- 7 7 -

Suponhamo s as arnostr i:l S co mo na T ·1b c La 1.1 .1 extraí 
das de populaç6es caracteri zada s por vari~veis aleat6r i as 
qu e seguem a distribuiç ão Normal e as observaç6es inde pen ­
dent es . Para testar a hi p~tese, 

distinguiremos doi s casos: 

a) As vari~nci as são ig uai s. 

Quando oi_ =a~= ... =ok =o 2 a var i ânci a de C e urn es 
timador nio viesado des ta var1anc1a são re s pec ti vament e : 

Var( C) 

e 

k 
'a~ . L. ] 

2 J. =] = CT •---

11 . 
1 

k 

I ª ~ 
i=l 1 

= QMD 
n. 

1 

(3.1.3) 

(3.1.4) 

ond e a 2 ~ a variânci a comum e QMD & o qua drado m~dio do re­
siduo da An~lise de Var iân c ia corresponde nte. 

Seja C um contTaste , como definido aci ma, 
Scheff; (1955) provou que, 

- 1/ ---~' - / -

r~--- ~ 
Pr(C -s Var(C) < e < e +S Var(C)) = 1 -a,, 

ent 5o 

(3. ' · 5) 

(1) . 
onde s 2 = (k-l)·F1,cN-k)(l-c() ea CX J)T CSSa o do primeiro membro 

(1) - F = F é o ponto t a l qu e P( !FI >F ) = a, ,onclc F t em di stri bu i-a,b,1-a. e e 
çio F Snedecor com a,b gra u s de liberdade. 
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de (3.1.5) signo.fica ''Probabilidade de que simultaneaJnente
todos os colltrastes satisfaçam a desigualdade entre paren-
t e se s''

Para cada contraste a hipótese Hn: C =0 é rejeita-
da se o intervalo (3.1.5) correspondente não contém o (0) ze
ro e o nível de significância conjunto é a

b) As variâncias são diferentes

Aqui. êt variância do estijnador de C, C é dada por,

Var(C) ( 3 . 1 . 6)

ond.e aÍ é a variância do i-ésimo grupo. Um está.dador nãovie
fado de Var(C) é da forma,

k a? S2
Var (C) ( 3 . 1 . 7)

onde

(xij ';i . ) :
(n. - l)' l '

i : 1 , 2 , . . . , k

Neste caso, (variân:Elas heterogéneas) se substituir
mos na expressão(3.1.5) Var(Õ) por(3.1.7) , teremos a mes-
ma alteração nos graus de liberdade da distribuição F consi
derada na Analise de Vara.anciã quando as variâllcias são he-
terogéneas (Vede a seção 2 . 2)

Portanto tentos

- 7 8 --

de ( 3 . 1. 5) significa " Probabilidade de que simultan eamente 
todos os contrastes sa t:i sfaçam a desigualdade entre paren­
teses ". 

Para cada cont raste a hipótese H
0 : C = O ê re j eita­

da se o intervalo (3.1 .5 ) correspondente não co nt~m o (O) ze 
roe o nível de signif icânc ia conj unto é a. 

b) As - - . variancias sao di ferentes . 

Aqui a variância do estimador de C, C é dada por, 

-
Var(C) = ( 3.1.6) 

ond.e a~ é a variância do i-ésirno gr upo. Um esti mador não vie l 

sa &o de Var(C) ê da · f or ma , 

onde 

~ -
Var (C) = 

2 s . 
l 

( 3 .1.7) 

i=l , 2, ... ,k. 

Neste caso, (var i â ncias heterogêneas) se substituir __.-->---... 
mos na expressão (3.1.5 ) Var(C) por (3.1.7), t eremos a mes-
ma alteração nos graus de liberdade da distribuição F consi 
derada na An i lise de Variância quando as variâncias são he­
terogêneas (Vide a seção 2 . 2) . 

Portanto ternos, 
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k . .

IÍ .!.i.:. 'c ' ' -- si=1 n.
].

onde S2= (k-l)FI,f,l-ct
e

S2l
n.l

k s2

,!:{

k dz
x -

i:l (n. -l)' l '

d l

h . 3 . 2 - Con trás tes Ortoaona i s

DEFINIÇÃO - Sejam

k

i!,;zi' ic.z e C

dois contrastes de uln conjunto de ($::1) contrastes
que o conjunto e ortogol\al se, \. Í .h ..J~,,.G

Di zelno s

l
k

aa Zi:l l l
0

n
l

para todo & e n tal que 2 zln = 1,2, . .. ,(k-l)

Suponham\os as an\ostras coIRo na Tabela 1.1.1, extra:L
das de populações caracterizadas por variáveis aleatórias
que seguem a distribuição normal e as observações indepen-
dentes. Seja C. um contraste que pertence a um conjunto de
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-s 
k ' L 2 e:: 2 I ci~ < C < ê 

i=l n . 
J. 

+S /Ja;sf] = 1-a 
, i= .L n . 

] _ 

onde S
2

= (k- 1) F 1 f l- . 
' ' CI. 

e 

1 
k d~ 

I l = f i=l (n. -1) 
l 

4.3.2 - Contrastes Ortogo na i s 

DEF INI ÇÃO - Sejam 

k 
I a,, ]J_. 

i=l ,!.,i l 
e e 

m 

dois co nt rastes de um conjunt o de 

qu e o conjunto e orto gonal se, 

k 
I a a 

d. = 
l 

k 

k 

I 

s~ 
l 

n. 
l 

s2 
l 

i=l n. 
l 

I ª i.1. 
i=l mi 1 

. -1 Q, . m . 
1- . l l = o 

n. 
l 

para todo Q, em tal qu e Q, ~ m = 1,2, ... , (k-1) . 

Suponha mo s as amostras como na Tabela 1.1.1, extrai 

das de popul ações caracterizadas por . - . var1ave1s aleatór i as 

que segue m a distribui ção no rmal e as observações ind epen­

de n tes. Se j a C um contrast e q ue pe rt ence a um conj unto de 
e 
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(k-l) contrastes ortogonais Para testar a hi])Õtese,

H0: CZ ; 0 contra Ha: CÊ # 0,

considerentos duas situações,

a) As variâncias são iguais

nlador não viesado de CZ definido eln
(3.1.2) . A vara.anciã de CÊ ê dada por

Var (CP,) ; a: C 3 . 2 . i)

Como a distrit)unção das observações é normal pode
mos dizer que

n i ..

tem distribuição X l

Por outro lado

MD

a2

onde QõqD é o quadrado médio do Resíduo da ANOVA, tem distr.{

buição X2N-k) e é independente do primeiro. Portanto, para
tentarmos a hipótese,

110 : c Ê ; o ,

a estatística para o teste é dada por,

Ç) 

- 80 -

(k - 1) contr astes or togonais. Para testar a hip6t cse, 

c onsideremos duas s ituações, 

a ) As variâncias são igu ais. 

Seja C o estimador não viesado de C o defini do e m e N 

(3 .1 .2 ). A variância de· ê !l ê dada por 

Var (C ,11) 

2 

k ªi. 
02 I __ l 

. 1 n-1 = J. 

( 3.2. 1) 

Como a distribuição das observações~ no rma l pode­

mos di zer qu e 

tem di st ribuiç ã o Xl· 

Por outro l ado 

k 
\ ª~º2 l l 

i=l 

]1 i ' I 

QMD 
0 2 

onde QMD ~ o quadr ad o mé dio do Residuo da ANOVA, tem distr! 

buiç ão x~N-k) e ê independent e do prime iro. Port an to, para 

testarmos a h ip6tese, 

a estat ística par a o t este ê dada por, 
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(ê z) :

:!:;f.:
n.l

a2
F2 ( 3 . 2 . 2)

o qual sob HO tem distribuição F Snedecor Central com l (um)
grau de liberdade

A hipótese HO é rejeitada para valores de Fn ta.is
que IFOI > FI,(}.!-k) ,l-a e neste caso dizem(is que o contraste
C. difere de (0) zero.

observemos que embora cada contraste deconjunto de
(k-l) contrastes ortogollais é testado separadamente o nível
de signifi.cância se mantêm.

b) As variâncias são diferentes

Consideremos uJn conjunto de k-l contrastes ortogo-
nais como definido em (3.2.a) . A-qui C. tem distribuição nol
mal com média Ce e variância dada por,

k a:

,!.; ":
.]
niVar (ê Ê) 3 . 2 . 3)

Baseado no artigo de Brown e Fosrythe (1974) e Sat
terjthwait (1941), poderemos testar a hipótese

HO

usando a estatÍsti.ca,

F = 
Q, 

- 81 -

' . l a.\r2 
i= 1 l 

n. 
1. 

QMD 
02 

(3. 2.2 ) 

o qual sob H0 t em distTibui ção F Snedecor Central com 1 (um) 
gra u de lib erdade. 

A hip6t ese H
0 

~ rejeitada para va lor es de F
0 

tais 
que I F 0 1 > F1 , (N- k ), l -a e neste caso dizemos que o contraste 
C difer e de (O) ze ro. e 

Ob servemos que ernb ora ca da contra s te de co njun to de 
(k-1) contrastes orto gonais ; testado separadament e o nivel 
de s ignificância se rn a n t~m. 

b) As var iância s são dif ere ntes. 

Consideremo s um co njunto de k-1 c ontras t es ort ogo ­
nais como definido em (3.2 . a ) . Aq ui CQ, tem distribui ção nor 
ma l com m~d ia Ce e va ri a ncia dada por, 

(3.2 . 3) 

Ba se ado no artigo de Brown e Fosry the (197 4) e Sat 
tert hwait (1941), pod eremo s t estar a h ip6tese 

H
0

: e 2 = o 

usando a estatistica, 
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:!.'«:::.] :

:!:'', ?-
l

F} ( 3 . 2 . 4)

a qual sob H0' segue aproximadamente uma di.atribuição F Sng
dec.or Central com l e f graus de liberdade, onde,

r it ' l \

k rk-] ~

}. l:11,í.li :l LR,! l ziJ

.!:;", S
l
f

k d:

i=1 (n. -l)
' l '

e d.l

Para o nível de significância a, rejeitaremos H.. se
F81 >FI,f,l.-a onde.F}, segue a distribuição F Snedecor com

l e f graus de liberdade

Aqui vake a mesma observação feita para o caso de
varianczas iguais.

EXEMPLO 4.2.3

Os dados abaixo representam medidas de resistência
de telhas, quando sujeitos a pressão de baixo para cima. Fg
ran uti.lizadas no experimento de 5 diferentes vãos de fi.xa-
çao, no sentido do comprimento da telha. Os vãos têm as se-
guintes medidas (1080, 1690, 2300, 2910, 3520). Testaremos
a hipótese,

H0: ul - p2 P 3 ; P4 : U 5

ao nível de significância ,0 5

- 8 2 -

(3. 2.4) 

a qual sob H
0

, segue aproximadamente uma distribuição F Sne 
decor Ce n tral com 1 e f graus de liberdade, onde, 

1 
= f 

k 
I 

i=l (n . - 1) 
l 

e d . = 
l 

(
k- 1 ] l ª2 s~ /n . 
9,==l ,Q,:i l l 

k (k-1 ]2 L I ª2 s~ / n. . 1 n 1 Q, . l l 1= ,I(,= l 

Para o nível de significância ex, rejeitaremos H
0 

se 
IF

0
*1 > F

1 
f 1 _ onde F".é, segue a distribuição F Sn edecor com , , . a 

1 e f graus de liberdade. 

Aqui vake a mesma observação feita para o caso de 
variâncias iguais. 

EXEMPLO 4.2.3 

Os dados abaixo representam medidas de resistência 
de telhas, quando sujeitos a pressão de baixo para cima. FQ 
ram utilizadas no experimento de 5 diferentes vãos de fixa­
ção, no sentido do comprimento da telha. Os vãos t ~m as se­
guintes medidas (1080, 169 0, 230 0 , 2910, 3520). Testaremos 
a hipót ese , 

ao n ível de significância a= O ,OS. 
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V A O

23001080 1690 2910 ] 3520

219

292

301

278

286

263

270

312

219

2S7

281
284

264

232

280

244

205

197

215

180

164

225

220

187

209

191

196

192

195

178

138

141

129

133

140

145

112

133

141

121

121

112

144

117

138

118
92

91

103

98

103

114

98

94

101

102

85

100

85

90

75

78

86

80

79

83

83

82

88

88

86

83

82

81

78

Baseados em grílndes amostras sabemos que as variân
clãs são heterogéneas e para este caso a estati'stica para o
teste é F8 =297,11. A estatística F*, segue a distribuição
F Snedecor com 4 e f = 34 graus de li.beldade onde o valor ta
belado F4,34,0,35 : 2,66 ' Como FÕ > 2,66 , rejeitaremos
Hn e verificamos que a resistência média das telhas diferem
nos diferentes vãos

A aplicação de comparações l\qiiltiplas, esta direta
mente ligada com a rejeição da hipótese Hn

xl. : 268,4 x. = 199,9z ' ' x3. : 131,0 x4.   98 ,3 x5 : 82,13

sÍ : 859,40 s; = 416,84 s: = 133,86J     88 ,38  : 14,41

1080 

219 

292 

301 

278 

286 

263 

270 

312 

219 

257 

281 

284 

264 

232 

280 

1690 

244 

205 

197 

215 

180 

164 

225 

220 

187 

209 

191 
196 

192 

195 

178 

V 
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A 

2300 

1 38 

141 

129 

133 

140 

145 

112 

133 

141 

121 

121 

11 2 

144 

11 7 

138 

' 

o 

2910 

118 

92 

91 

103 

98 

103 

114 

98 

94 

101 

102 

85 

100 

85 

90 

3520 

75 

78 

86 

80 

79 

83 

83 

82 

88 

88 

86 

83 

82 

81 

78 

x1. = 268,4 x2• = 199, 9 x3. = 131,0 x4• = 98,3 x5• = 82,13 

si= 859,40 s; = 416,84 s; = 133 ,86 s4 = 88 ,38 s5 = 14,41 

Baseados em grandes amostras sabemos qu e as variin 
cias sa o hetero gê neas e para este caso a estatística para o 
teste é F0 = 29 7 , 11. A estatísti c a F*, segu e a dis tr ibui ção 
F Snedecor com 4 e f = 34 graus de lib erda de onde o valor ta 

bel a do F4 , 34 , 0 , 35 = 2,66 . Como F0 > 2,66, rejeitaremos 
H0 e verificamos qu e a resistê nci a média das telhas diferem 
nos difere ntes vaos. 

A aplicação de comp araç oes MÜltipl as, esti direta­
mente ligada com a r e j eição da hip6t ese HO. 
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Para exemplificar a teoria farentos o intervalo de
confiança de Scheffé usando un] sÓ contraste C e crT\ seguida
testaremos um conjunto constrastes Ortogonais

EXEMPI,0 4.3.1 b)

Com base nas médias amostrais, consideremos um con
traste C tal que o estilnador

C = -268,4 -]99,9 +98,3+82,13 = -287,83

nosso objetivo é testar

HO

Então temos

Prf-287,83-- 46,02'<C<--287,83+ 46,02} = 0,95

Pr( -329 ,06': C < -237,02) 0 , 9 5

O intervalo acillta não c'ontem o (0) zero e portanto
l hipótese H0: C : 0 é rejeitada

Observe que

+ : 0 ,0352 ::-:' 2 8 ,9 3 : 29

e

F4 , 29 ,0 , 9 5 ; 5 ,73

EXEMPLO 4.3.2 b)

Veremos agora uma aplicação de teste para um con-
junto de Constrastes Ortogonais, quando as variâncias nos
grupos di. ferem .

- 8 4 -

Para exemplifi car a teoria fare mo s o intervalo de 

co nfiança de Scheffé usando um só contraste C e em seguida 

testaremos um conjunto constrastes Ortogonais. 

EXEMPLO 4.3.1 b) 

Com base nas rn~dias amostrais, consideremos um con 

traste C tal que o est imador 

ê = -268,4 -199,9 + 98,3 + 82,13 -287,83 

nosso objetivo e testar 

Então temos, 

P r f - 2 8 7, s 3 - 4 6 , o z- < e < - 2 s 7 , s 3 + 4 6 , o 2} - o , g s . 

Pr(-329,06<C < -2-37,02) = 0,95. 

O intervalo ac i ma não c'ontém o (O) zero e portanto 

a hipótese 1-!
0

: C = O é rejeitada. 

Observe que 

Í = 0,035 2 f = 28,93 ~ 29 . 

e 

F = 5,73 4,29,0,95 

EXEMPLO 4.3.2 b) 

Veremos agora uma a plicação de teste para um con-
. - . junto de Constrastes Ortogonais, quando as var1anc1Rs nos 

gr upos diferem. 
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Consideremos o exen\plo (4.2.3) e seja CI
C4 constrastes cujos coeficientes são

Cl: - 2 -1 0 1 2
C7: 2 -1 -2 - 1 2

C3: 1 2 0 - 2 1
C4: 1 -4 6 - 4 1

Queremos veria.car se,

H01: CI ; O'
isto é, não existe efeito linear

b) HO.: C2 : O,

isto é, não existe efeito quadrático

c) Ho.: C3 : 0,.J
isto é, não existe efeito cÚbi.co.

H04: C4 ; O' .
Isto é, não existe efeito de 4g ordem.

es obter

c?'1

Os valor vados da estatística(

F' t 1 , 2 3 , 4 ,t

C2' C3 e

assim coIRo o valor tabelado F].,f,0,95 estão colocados na Ta
bela a seguir e f é da forma,

(Testa 0 efeito linear)

(Testa 0 efeito Quadrático)
atesta 0 e:feito Ciibico)

(Testa 0 efeito de 4g Ordem]

, .. C4 

- 85 -

Consideremos o exemplo (4 .2 . 3) e se ja Cl, c2, c3 
constrastes cujos coeficientes sao: 

Cl: 

C2: 

C3: 

C4: 

a ) 

b) 

c) 

d) 

-2 -1 o 1 2 (Testa o efeito linear ) 

2 -1 -2 -1 2 (T es ta o efeito Quadrático) 

1 2 o -2 1 (T esta o efe ito cC1bico) 

1 -4 6 -4 1 (Testa o efeito de 4~ Ordem) 

Que remos veri ficar se, 

HO : Cl = o, 
1 

isto e , n a o existe efeito linear. 

HO : Cz = o ' 
2 

isto - - existe efeito quadrático. e , nao 

HO : C3 = o ' 
3 

isto -e , na.o existe efeito cubico . 

1-10 : c4 = o, 
4 

' Isto - existe efeito de 4~ ordem. e, na o 

Os valores ob servados da estatistica 

F' = 
.Q, 

5 
\ 2 2 l a.Q, s. 

i=l i 1 

15 

.Q.=l , 2,3,4, 

e 

assim como o valor tabelado F estão co locados na Ta l,f,0,95 

bela a seguir e f f da forma, 
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n.
l

n.l

1.1:,í:S 2
l

:g:.l,,í,l ; :} : ::: e d.l

F T:APELADO

'":"; I': ""KVml ':,.,.,,, l """'''
Linear 1.0:32,89 4,01 Signifi-cante
Quadrático 61,83 4,01 Significante
Cúbico 1,386 4,01 Não signific
49Ordem 3,218 4,01 Nãosignific

Pela tabela acima rejeitamos as hipóteses

que significa dizer que as médias apresentajn

efeito linear, e Quadrático. Ace'atamos porém HO,: C3
HO.: C4 :0 e veria.cainos asse.m que não existe efeito
4a. Ordem

0

k 

I 1 
f i=l 

EFEITOS 

Linear 

Quadrático 

Cúbico 

4~ Ordem 

- 86 -

(n.-1) 
l 

e d. = 
] _ 

F TABELADO 
F'. OBSERVADO F CONCLUSÃO 

l l,f,0,95 

1.082 ,89 4, 01 Significante 
61,83 4,01 Significante 
1,386 4,01 Não signific . 
3,218 4, 01 Não signific. 

Pela tabela acima rejeitamos as hip6te ses H0 :C 1=o 
1 

e H 
º 2 

c2 = O o qu e significa di zer que as média s apresentam 

efeito linear , e Quadritico. Ac ~i t amo s porém H0 : c3 
3 

= o e 

1-1 0 : c4 = O e verificamo s assim que não existe efei to e de 
4 

4a. Ordem. 

- o -



SUMÁRIO

Vamos apresentar para fins prãti.cos, uln resumo das
soluções de testes sobre médias e variâncias quando as supg
lições usuais não são satisfeitas

1. Testes de Hipóteses envolvendo uma População nao nol
mal

2

Amostras pequenas. Deve-se usar transformações
da variável (Bartlett, 1947) ou testes não para
métricos (Conovef 1971)
Amostras grandes. A estatística para o teste é

(h- - i)
2

0

Sob Hn a est:atÍstica tem distribuição normal com

média zero e variância (l +;y7)
y7 : Coefi.ci.ente de Curtose -3.'L

l Amostras pequenas. Usa-se transformações de va
riãveis (Bartlett, 1947) ou teste não paramé-
trico (Conover, 1971).

Amostras grandes. A estatística para o teste é2

uOHO (n) @ (;-p.)
--------y-- quando a variância Ó conhecida,

(n) ç': (i-p .)
i-- quando a variância é desconhecida

-87

SUMARIO 

Vamos apresentar para fins práticos, um resu mo das 
s oluções de testes sobre médias e variâncias quando as supQ 
s1ç oe s usuais não são satisfeitas. 

1 . Testes de Hip6te ses envolvendo uma Popul ação nao nor 
ma l. 

1. Amost ras pequenas. Deve- se usar transformaç6 es 
da variável (Bartlett, 1947) ou testes não par~ 
métrico s (C onov ei 197 1) . 

2. Amostras gra ndes. A estatística para o teste é 

n-1 i/2 s 2 
( - ) • (- - 1) 

2' o 2 o 

Sob H
0 

a estatística tem distribuiçã o normal com 
média zero e variância (1 + ½-y 2) 

l Yz = Coeficj ente de Curtose -3. 

1. 

2. 

Amostras pequ enas. 

riaveis (B~rtlett, 

t rico (Cono·ver, 1971) . 

Usa - se transformaç6es deva 

1947) ou teste -na o parame-

funostr as grandes. A es tatisti ca para o teste é 

C n) V2 ex -µ 0 ) _ _ . _ 
qunnclo a var1anc1a e conhecida, o 

( n) v2 ( x - \J o ) 
quando a va ri~ncia é desconhecida. s 

-87...: 
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Sob HO ambas as estatísticas, para an\ostras grau:
des, têm distribuição Normal com inÉ;dia zero e

1. variância uil!.

2. Testes de Hi.póteses envolvendo duas populações não
Normal.s

As médias p.. e p? são conhecidas e iguais a zero.
A es tatls teca

nl

«: , !:*íj
nl n2

, !,*%j

segue sob 110' distribuição F Snedecor com nld e
n2d graus do liberdade e

: :.}ÍR::-J-fll:nln:-nl'
para arando

d [i ''' 4-(bz-s) ]'i
e

r)
2

h

!,xlj ''' l !.x 2 j
( N -. 2 )

, nl

l,i.*í,
As médias pl e p2 são desconhecidas
tica para o teste e

b2

2 A e st ati' s

l 

- 8 8 -

Sob 1-1
0 

ambas as estatísticas , para amostras gr~ 

des, t~m dis t ribuição Normal com média zero e 

variância um . 

2. Test es de Hip6teses envolvendo dua s 

Normais. 

populações -nao 

,1. As médias i.1 1 eJJ 2 sao conh ecidas e iguais a zero. 

A estatistica, 

segue sob H
0

, dist rib uiç âo F Snedecor com n1 d e 

n 2d graus de liber dade e 

e 

111 11 2 2 

( Ix 2 .+ Ix 2 .l 
·-1 lJ · .:'. 1 2JJ J - J --

2 . As média s µ 1 e µ 2 s~o descon hecidas. A estat ís-

tica pa ra -o teste e : 
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+

+ 2

segue sob HO distribui.ção XÍ, para nl n2

ni (ni+l) S4i-3(ni-l)S' i
n . = ]. ) í n. : 21 íh .:?

l ' ' l ' ~ l
K4i i : 1 , 2

' l '«:, : .;#
i : 1 , 2

n.l

i;l(xij -ii.) r
S i : 1 , 2

Amostras in(!epend.entes e a{ =a:. A estatística
para o teste, e

2 ni

1-:i j:i i'-"

Ü :.É, ,\\'*',HO : Pl:P 2

a qual sob lln segue uma distribuição F Snedecor
com d e (N-2)d graus de liberdade

i) se n. = n.

- 89 -

segue sob 1-1 0 distribuição x~, para 11
1 

= 11 2 , 

2 

= 

2 I K
4 

_. 
. 1 l i= 

11. (11.+l)S
4

.-3 (n.-l)S
2
2 . 

l l l l l 

(n . -1) (11 . - 2) (n. -3) 
l l l 

n . 
l 

( n . -1) 
1 

i=l,2 

s . :::: L ( x . _. -x. )T 
j =l lJ l· 

i=l,2 
Yl 

i=l,2 

(1. Amostras ind ep~ ncl.ent es e o1 = o~. A estatística 

para o test e, e : 

1 

(N-2) 

2 11 i 
I I cx .. -x .. ) 2 

i=l j =l lJ l 

a qual sob H0 segue uma distribuição F S11edecor 

com d e (N -2)d graus de liberd1de 
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{$H
ii) se nl H n2'

. : {« *H3 ll® ® C
2

'::e k2 : ---Z-' N-l

: NW i)S4 3W-i)S;
' (N-] ) (N- 2) (N-3)

adKn['f -i]. i]
2

X (x ij 'i..) ri:l

ii.i) se N nl + n? grande d aproxima-se de l

2 Amostras independentes e
des. A estatística para o teste,

(;li - iz)
; [.['1].1 :/'

pl.nl n2

Amo st ras gran

segue sob H{) distribuição normal com média zero
e variância

- 9 O '-

d = 

J\ = 

s r 

s 
2 

N-1 

N(N+l)S 4-3(N-l)S 2 
(N-]) (N-2) (N-3) 

2 rr. 
l 

\ \ (x . . -x )r 
l J.=ll lJ .. .. i=l _ 

iii) se N=n +n grande J aproxima-se de 1. 1 2 

z. Amostras independentes e of -;r. a 2. Amostras gran­

des. A estatistica para o teste, 

(x - x ) 
1 2 

1 1 1 j 1/ 2 ) s -+-
Plnl nz 

segue sob H0 distribuiç~o normal com m~dia zero 

e variância 
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=, .«-. . :--'2
nl

n2

Porém se nl :n2' 0 +R = 1, independente da dis
tri.buição da população ser normal ou não.

3 Amostras dependentes(dados emparelhados)
tatÍstica para o teste,

n y'

\r
t 2

S2

A es

sob Hn, tem distribuição F Snedecor com d e
(n-l)d graus de liberdade, onde

.{ :

n

(n' 2) . ;tvli

í.!,*il:
b2

3 Mais de duas populações nãn NoFnais

1. As médias }ii são conhecidas e igual.s a zero. A
estatística para o teste ê

t 2

{1 +

sob HO sega.te a distri,buição Xk-l

- 91 -

8 + R 
RS+l' onde e 

02 
1 

02 
2 

e R = 

Po ·1·e-m 8 + R 
se nl = 11 2• R8+1 1, indepe ndent e da di s-

tribuição da popul ação ser normal ou não. 

3. Amo s t ras dep end e nte ~ (dados empare lhados ) . A es 

tatístic a para o teste, 

s2 
y 

s ob H0 , tem distribuição F S n.edecor com d e 

(n-l)d grau s de liberdade, o nde 

{ 
b 2 - 3 } 

d = 1 + ( b2 ] 
n 1 - _n_+_2 

n 
Cn+2) I y~ 

i= l J 

( ll ] 2 
1 I y: 
l j = 1 J 

3. Mai s de du as pop ulações ni:l0. Nor,na is . 

= ... = ªk= 
= 02 

1. As m~dias U· sã o conhecidas e iguais a zer o. A 
] _ 

estatística para o teste e 

sob H0 segue a dis tr ibui ção x~_ 1 . 
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k l

iJi:] j :]
bb :

2. As médias l.t: são desconhecidas e amostras grau.
des . A estatística

segue, sob HO uma distribuição X: . . Se ni :n

K

!,*',
(,},*::] :

c2

ni(ni'l) S4i-3 (ni-l) S2i

(n. -l) (n. -2) (n. -3)
' l ' ' l ' ' l '

k2i :
S2i

]

k4i

(xij -;i. ) r j.;1 , 2 , . . . ,k

1. As variâncias {aÍ} são iguais. A estatística u
sual F da INOVA, segue sob H0' F Snedecor com
(k-l)d e (fl-k)d graus de liberdade

i) se nl -n2 : ' '' :nk :n,

[]0: H l;P 2II0:µ1=µ2= 

= . .. =µk= 

= µ 

- 92 -

b ' = 2 

k ni 
N I IX~-

i=l j=l lJ 

( 
k ni 12 
l l X~. 

li=l j=l lJJ 

2 . As rn ~dias ui sao de sco nh ecidas e amostras gra~ 

des. A estatística 

seg ue, sob H0 urna di s tribuiçâo x2 

k-1 
. Se n. = n 

1 

k ·•. = 
'+ 1 

s -~ = r J . 

·c 2 

n. (n.-l)S
4

. -3(n.-l)S
2

. 
1 1 1 1 1 

• (n.-l)(n .-2 )(n.-3) 
· 1 1 1 

i=l,2, ... ,k. 

1. As vari~nc ias {of} sao iguais. A estatística u 

sual F da ANOVA, segue sob H0 , F Sne decor com 

(k-l)d e (N-k)d graus de liberdade 

i) se n 1 "' n 2 = • . . = nk = n, 
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' :l: .n.«bl
ii) se os ni(i:1,2,...,k) diferem

: *u'P:x }
Para N oral\de, d aproxima-se de um

k2 :
S2

c2

N (N + i) S ó- 3 (N - i) S lik.
4 (N-l) (N-2) (N-3)

k ni

i:l j:l(xij -;
S

T ) r

N+l r K2

Z(K-i) (N-K) t N

2. As variâncias {aÍ} são diferentes

Veria.ca-se, que mesmo para n; iguais e gran-
de a verdadeira probabilidade do erro Tipo l é
maior que o nível de significânci.a fixado ct

ii) se os n. 
1 

- 93 -

(i =l, 2, ... ,k) diferem 

Para N grande, d aproxima-se de um . 

s = r 

N(N+l)SLf-3(N-l)S; 

(N- 1) ( N-2) (N -3 ) 

k l\ 
' ' ( X -x ) r l _l l) , • 

i=l J =1 

} 

A = N + 1 ( K
2 ~ Í 

2(K-l) (N-K) N i=l 
nl. ] 

1 

2. As vari~nc ias {o ~} sao diferentes . 
1 

Verifi ca-se, que mesmo para ni ig uais e gran-
-de a v er da deira probabil idade do erro Tipo I e 

maior qu e o n ivel de signific~ncia fixado a 
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Populações Normais e Variâncias diferentes

1. H0: UI :P2
k

2Xli:l
n

l 2S
N l1:

H 1... ' A estatÍ st ica

segue sob HO a distribuição F Snedecor cona (k-l) e f
graus de liberdatle

n

(i - -J) sí
''F
i>1 (l - -J):{+ : :Í: .It . ':

2. Hn: C = 0 (onde C é uin 'conta'aste)

a) Método de Scheffé

onde Sz= (k-].)FI,f,l-a

C é um contraste qualquer
S 2l
n.

l
k s ?

:!: 4
d l

I 

- 94 -

Populaç6es Normais e Vari~ncias difere nt es 

k 

y: = 
' C x -x ) 2 
l 1. • • 

i =l 

segu e sob H0 a distribuição F Snedecor com (k - 1) e f 

gra us de liberdade 

n. 

k J~ (1 - Nl) sf 
1 I l d. = e = 
f i=l (ni -1 ) 1 k 

I 
i=l 

2. H0 : C = O (onde C ê um ·contraste). 

a) M~todo de Schef f~ 

k a~ s~ pt I <C < -s 1 1 --i=l n. 
1 

onde S2= (k -l ) l~_l,f ,1 -a ' . 

e -e um contra s te qualquer. 

d: 
1 k l 

I d. I = = 
l i=l (n . -1 ) 

l 

(1 

ê 

s ~ 
J. 

n. 
1 

k 

I 
i=l 

n. 
- Nl) sf 

+ s 

s? 
l 

n. 
l 

"] I ª. ?-]_ 1 

i=l~ 
1 

= 1 -a 
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b) Contrastes Ortogonais

A estatística pai'a o teste

F;

a qual sob Hn segue F Snedecor com l e f graus de li
beldade para cada Ê=1,2,... ,(k-l)

Neste caso C pertence a um conjunto de contrastes or
togonais.

([11,;:] i
:l:tlil,;:J l

l
f

k
Ei

' l '

d.
]

- 9 5 -

b) Contrastes Orto gona i s 

A estatistica para o test e 

x. ] 2 
l • 

n . 
l 

a qual sob H0 segue F Snedecor com 1 e f gra us de li 

herdad e para cada t=l,2, ... , ( k-1). 

Neste caso C p erte nce a um conjunto de contrastes or 

togonais . 

1 = I 
k 

I 
i=l 

d~ 
1 

(n .- 1) 
l 

d . = 
1 

- o -
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