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PREFACIO

Hente trabalbo descrevenos a teoria don martingais em
1t (Capitnlo I, § 4) dando &nfese d tdcumica de amostyragem opbional,
que pode inleressar também nos eralistss que n2o se ooupam do toonia
das probabilidades.

Como. aplicegas, desorevemos resultados {Capitwle II) ox
traidos do trabalho de Blackwell e Dubins cdbre um reciproco do e
vema de convergbacis dominnda.

Dosejamos ressaltar o papel essencisl que cabe, nas
aplicagoes acima referides, 8s propriedades do rearranjo decrogsente
de uma varifivel aleatdris dedusides por Hardy o Littlowood, o pavses
nos que o procedimentc apresoniade pods temhém sor aplicado em Vi
»iag ouiras situngoes, tende em vista gue subgtituimos, sem perdo
das propriedades empenciais, uma fungao de comportamento ndo inteirs
mente definido por uma funglo contimve eatritemente decrcmeente.

0 Capitulo Q, em que aprosentamos agpecios gerais da
teoria dos probabilidadeg, & perfeitamente dispemsdvel para o loitor
que conhego os fundamentos da teoria dos probabilidades sua preson
¢a se justifica sdmente pelo nomso dessjo do estabelecer uma Lingua~
gom o dar referséncias do j'resu].'t;ados usados ros ogpitulos subseqlion -
ie8.

Bo Cepitulo I(§ 1, § 2 ¢ § 3) procuramos apresentar ue
topicos esgenciais da tearia das probabilidades como a independduncis
estacastica, & probabilid,é.de ¢ esperanga condicionals 2 Iuz des com
ceitos de Anflise e'Ané.lipe Funcional. Seguimos nesta parie do ixg
balho g orieatagac dada pjelo professor Jaoques Neveu, da Universida-
de de Paris, euja presengn oportuns wo Dsparisnento de Bstatistica
do THE, dwrante o nds de pgdsto do 1969, moo possibilitown emplioy os
horizontes em curto espagp de tempo. De grande valia ne elsboragao
déate Capitulo foram os cprsos de Amdliss e Anilise Funcional miuis-
trados pelo professor Gha;,im S. HBnig no IME em 1968 o 1969.

Bste tra‘balh;o foi-nos sugorido e cwientado pelo profes=
sor Carlos Alberto Barbosp Dantos, & quem devemos imolusive nosso
proparo ng htsoris das prof})abilid.ades, através dos curscs de Probabi-
lidade Avangada., Proaesso‘;s Estacionirios e Convergducia do Medidas ,



por &le minietrados no IME mo segundo semostye de 1969 o duwranic o '
eno de 1970.
Pelo nuito que lhes devenog, dosejanos axprogsar-lhos

08 mossos sinceyes sgradacimonios.

Sdo Paulo, abril ds 1971

Saizuya Acks Honda
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CAPLTULC O ~ BESPAGUS DE PROBABITLIDADE

<

0.1 - src'ba.mlla&de N W Qspaco provabilizavol

Ha construgso da teoria da nrobabilidad pe
mes de dois concelios primitivos, & seven intorpretados intuiiivementos
pontos smostrals, que vepresentam os resuliados, copsiderades a prriori
poseiveis, de uma experidncia aleaidria; eapsco gmoabral, que ¢ o conjun

to 2 de todos os ponios amostralis.

Evento & um conjunio de pontos amositrais e a clagse dos eventos

& uma parte 3 de P {2).

A oada evento A € 7 associamos a probabilidade P(A) ds ccom
rer o ovento A , onde P & vma fungao de conjunto definida en J com

valores reais, semio no minime igual a zZero e mo mixzimo igusl o 1.

Bapago amostral, evenlo e probabilidade estao relacicmnados aom
a experiBueia aleatfris de ssguinte manoiras

Qualquexr resultado imaginivel da experilneia & deserido por wm
dnico ponto emostral o e todo ponte amomtral & uvm resuliado posnival
de experidncia. O conjunto de todos oz pontos emostrais em quo .:,cu'z‘zrcw:
o eveato A descreve completamente o evenie A, isto &, A ovorrs  on
120 ocorrs counfornme o rosul tado da oxperiduelis seja ow mas  desorito nor

um_ponie smocival porisncenie a A .

A geguir vamos descrover proprisdades da elasse £ onde vamos

definiy a probabilidade P s

Como todo ponto amesitwral o pode @star em A ou mep esiar em A,

pore cada evento A o seu complementar FA ainde wvm gvento, laoto &s
se A € J , ontao A% g 3.

Em particular; come todo ponto amos$rel o estd em Q , 0 4
chemads gvento osrio, a 8le atribuimos a probabilidade 1 (P(Q ) - 1)
o complementer de 9 , 0 ¢ , ¢ chamado evenio vazic ou im gossi&; a e

oS sempres
2, ¢ € J

Como uvm ponto amogiral pode estar simuiifucaments em dois even-
t08, O ccm; vato ds todos o8 peuios smostrals perioncentes s ambos oa

gventon A e B 8 o avento ;mtersecgm de A e 3B, que designanus
por AN DB ou AB,e ANB &S , pava tedo A4, Bg 3Jo

Em particulay, se¢ A e B geo exzclusm mibtusmente., isto §; ee a



ocorrdncia do um impoede & ocorrdneia do outro, dizemos qgua A e B gzo

digiuntcs, o indlcamos:
A OB= ¢ =

Se A, B € 3, ent@o A%, B® € 3 100 2°0 3% €35 o
(a® ﬂBo)cr.-A UB € J aempre que 4, BE€ I,

Dados dois wventes A e B, a reunizgo AU B cormesponds 5

"gcorxzéneia de A , ou de B , ou de ambog".

Sg, em particular, A o B ggo disjuntos, indicamos g reunifo

Ay B como soma: A+ B . Oevento A+ B ocorre se, ¢ sémente se woor

To um @ apenas uwa Jdos oventos A e B, sendo que 2 probebilidade . de
ocorrer A + B geréd o soma ds probabilidade de ocorrer A com o proba-
bilidade de ocorxver 3B ¢

P(A + B) = P(A) + P(B) (a@itividade ds P)

Como A+A%s g

Yamos P(4%) = 1 - P(a)

Em partiocular,
Pl¢)=21-P 2)=0

Aindn, se A, B € 3, 4 =38=24038%° § o conjunio dos poutos
gmoptrais do A gque meEo estio em B ¢ a diferenca simfizica A A B o
= (A=3B) U(B~A) & o conjunto dos pontos amogtrais que esifc en _um

”~>
dog _oventos, mas neo uo outro.

B claro que, se A,Bg J , entao A-B, AABE 3.

Ta realidnde, vamos atwibuir & classe J dos eventos uma ostzy
tura mais ricas, que passamos a descrevers:

Dofinicas 0,1 - Dade uma olasse ( 4o gubconjunios de g cont
tendo o o satisfazendos

A) 8o AeQ , entio A° e Q3

ent3o, go O gatisfaz o uma dog comdicdess

A5) 8¢ A, B € ) entago ANBE Q 3

pal

A Se A, B € A entzo A UBE O 3

s owtra tambdm ogtéd satisfoits, o meste caso dizemes gus Q & vme Slgobie
851)2'6 ﬂ ] ’



I ouiras palavess, uas Algebre é ume classe do evenios comten-
d % e ¢ , estbvel pelas operagoes de complementagho o infersecgto
fivita (povrtanto tambdm estivel por reuniss finita).

Dofimicio 0.2 - Dade vme olasse 7 do subsomiumtos ds ©  gom =

sendo @ o setisfazendos

31) se & €3 cnize A° €9

' se além disso I sniiofas o wna das condictess

N Se A €8 J (n> 1), eaba n e J

o) e &y (n> 1), eaido nh it 3

31y Se Ag J (m» 1), eatdo Uia e 3

2 n b asln :
5 outra tenbém eotd ssbtisfolitn, © nesie cesp dizemes que ¥ & umag - A1
AT RO AT 23 o Lt Sn Tt Y L oS 'E‘ma £

gobrg stbre .

L) &

Bm outras palaveas, wma o -~ aigobra & uma classe de ovenbos con
tonddo @ e ¢ , oastdvol por complemoniagso o por inbtersccgio emmorével

(portonto tambim estivel por weunldo emmerdvel).

Definicmo 0.3 - Jads uma O - Algebrs J gobre R , uma prohabi-
lidade P wbbre J & uma fungas definida sdlhwe
4 com valores om (O ,11 s @l gues

B,y Plo)s-1;

Pg) ( o -sditividade)s Dads uma segfinsia (4 ) .. do oven
nysl e
to8 d¢ J dois a doils disjuntos, vales

Yo L opl
P E;I:: 1 A ng P

N

Assim, vna prebabilidade edbre wma o ~dlgobra 4 edbre 2 ng
da nals & do que wma medids edbre J npormalizeda (Pl @) = 1), e 8
alevo ove mo ostudo do Probabilidade vawos user mudtbos recultalos ds Teg
rio da Modide, o gue ozplica o penie do vieta de wmuiios autoresa, que con
mideram n Probubiiidade como umne pophe ou ners splicagio da Teorie Ga Mg
atda, Pop oufve ladp, a Probabilidade dem desemvolvido mdtodos ¢ racio-
cinion a ela pesulisrss, fe molo que, muiias vézes se Jusiifica o estuds

1o Teorin Ga Médidaorientada ns sentids dz Probeeilidadlds.

Dofinlofo O = Um pax (g , 5 ) Powimedo por wa conjumts mao
vezio o € wee g —4igebre J do pavies de @

& chamado vm empagn vrabebiliziével.




4.

Dofinicdo 0.5 - Se P & uma probabilidade sdbre oo -algobra

3 3o um espago probabilisdvol (2 , J), en-

tao a tripla ( 2, J ,P) & mm ospago probabilizade ou um gspsgo de pro
bebilidede.

As seguinies propricdades s8o conseqlidncias da 0 - aditividade

ds P
P( 1im #Bn) = 21im ¢ ?(Ba) , (0.6}
n’a‘ n-?'!_‘ﬁ
P( 1im ¢ Bn) = 1im 4P(Bn) (0.7)
T 7 e

Qualquer das igualdsges (0.6) o (0.7) exprime que o probabilida
de P goza da propriedade mopdlona sequencial.
Proposicao 0.8: Se uvma fungso P dofirdds ma o ~8igobze J of
bre - Q com valores no ipiervalo !:093.) Dogsui
a8 _proprisdadess
a) P( ﬂ) =1 3
b) (aditividade): para +6da soma finita A
eventos de J @

1 ¥ see ¥ A1 do

P(Ay + eee A ) w P(A)) + eou + PlA) 3

) propriedade monfipna sequencial, enido P & ums probebilids
de.

Dofinicao 0.9 =~ Dade uma classe ¥ de subcomjunton Qo 2 , g

men gy lgebra (o -flgohra) conbormio ? & ahg
made Slgebre ( o-dlgebea) gerada por P .
Indicamos por @ 7) e (D), respoctivanenia, & Adlgebea o
o -Elgsbra geradas por ¥ 5 a dlgobre QP ) (o -digebwa 7 (D)) &
intersecgao deo tddas as &lgebras ( o -dlgebras) gue eontén ¥

2

Obgervacan 0.10 ~ Constzuimos ( (P ) sezundo s edopas sceome
sivas seguintes:

1% = Seja Cl a clpsse formade por ¢, # o todos o sven -

tos AC 0 tajmoue A ou 2° € 7,
2% - Seja C, @& classe dsa interseogoes fimltas dos oventsa

doe Clo



3 - QA D) & a clouss dap rewnites findtos disjunian duss

duag, fo= avenic: de Loo

v -

@

3

1

Propuawao 0,11 = Para que uma dlgebre @ soje wma < =figobra
& necemslrio ¢ suficienie quo ola Beje edTavel

a a8 operagoes de limite orescents (1im ©) o limits deorosconie

-~ b*
(58]
i,.t
W
San”
e

Vomos citar um resultado que & Giil para defimdr probabilidede
smumespage ( 2,9 ), quando §J § 8 ¢ -Algobre gerade por uma
classo C do subconjuatos do 8 estfvol por intoreecsio. '

}\*oggssicao 0,32 = Soda (9 , ) ogpaco prababilizivel o C
g classe de guboonjuntos do 2 sstivel pe‘lo
oparacso 6.9 intersesgsn, tal que g =3(C) (d §a0 -flgolwa gore-
dn por € ). So dues probobilidedes Q o Q' edbre (0 , 7)) godn

gidem nos-coniuntcs de €, entao @ e Q' coincidem em todo'o'.:?

A demonstragio desta propeaigio pode ser oncomirada em. B:mlmzm
(pg. 26) ou Nevelt ([11 sP8- -3).

0.2 = Dia&gibuigao de Prob&bilidade

He rote R(l) temos & 0 -flgebra dos borelia.xaos. on de Bowrei,
gue 6 & 0 -jlgebra gorada pelos intervalos de rota (bastarie tomay e
intorvalos sbeztos, ou fochadas, ou semi-shertos). Vamos irdicar com B .
a © -flgebra de Borel em R(l - Entgo (R( ), B ) & um ospaco pro~
balisdvol 0, podemos definir ume probabilidade P em (R( 1) 8 B.) airg
- vés dos valores do %al fuugao na classe dos injervalos da fo*-mg (w2 ,2 ),
pois, tal classe 8 eativel pox interasggao ¢ gors a o —~8lgebra do Boz’e.l.
da rota. '

Dofinican 0.13 ~ Dado vm espago de probsbilidade (8 , 7, P) .,
uma varifvel sleatdris edbre (2 , 9 , P) &

ume fungas
Xt o — g
talc__me » E
pare todo B €8, ocomjumio (X @B) = X7HD) -
c{weasX e B} estdem 3 . {0.14)

A condigho (0,14) exprime que X & ume fungdo mensurdvel de
(2,3) e (07,8 ).

mo.ﬁ: Se J,€J & uma sub-o -é.lgebra de 3 , 48
da variével aleatdria sbbre { @ :71 ) 6



Lo
W

&

e 3
» 3 ), mes wdo reciprocemento ;

tombém uvma varifvel aleatdria de

pore indlcarmos wme veridvel aleatdria X sfbwe ( 2, 7.) bacta i

¥

zor entdo X & wme fungda I 7 ™ mensurivol .

Dag rolagoess

(x ex®] = xeB)® 5 ke u BJ- v [xe B) (0.16)
n> 1 n>1l

concluimos que una fungac renl definida em Q & wma varidvel aleatd-

%
»ig g8e 0 88 se a imegem imversa por X de todo intorvalo I C R(l) eath
cm J .

Dofinigan 0.17 - Dada woa varidvel sleatbria X adbre o cspego

AT

de probgbilidade {( 2 , , P}, g fungho @
dofinids em (B(_l), B 1) oL
? (3) = P[x€ B)

6 _ums probabilidade e P & chamedas distribuiclo de probebilidads da verid
vel aleatbria X .

A diptribnigdo ® de X & dotermimada quando corhecemos
P(3) = ?[xe I}, para todo imdexrvalo I da forma (=~ , a).

As indegagoes referenies a ume exporidncia aleatdria podsm sow
desorites por meio de veridveis aleatdériscs, e portanio o eatudo dos pxo
blemae se reduz a0 egitudo das distribuig&'aa de probsbilldade de varldveis
aleatérias. Sob o penito de viséa da prebabilidade mgo hé diforensi es -
poncial entre as duss situagoes seguintess

a) Yo langamento do vma moeda perfeitm, comsidorar X{w ) = O
ge o vesultado £6r "eare® ¢ X{ w) = 1 caso contririo.

b) To langemeats de um dado, tomar ¥Y(w ) = 0 se o resultode
£6r um aninero par 6 Y(w) = 1 8o o resultado £6r impav.

Yo ceso a) o espago amostral tem dois clementos © no caso b) s
gois clemontos. Has X e Y 4ém a memma distribuigzo do probabilideds
P s

P(p) =l~%~ e 0 €3 ou 1€B (nus wdo anbos)

O se 0 €B nem 1 € B

1 g0 ambos O,1 € B



A distribuigoo do probabilidede P  do verifivel alestdéris X

estd _vnivocaments detoxmimada quando gomhecsmon a fungdo F(x) definida

e

B

B i

Wz) = P[X <x) = Bl-», x) , (0.28)

Se ¥(x) & combocidn, s probabilidade do evento [sz.' < K < sa:g]
G_dada poxs

P(:cl <X <x2] =P {(~ » xe) nl==, xl)c }= (0.,19)

= F(Ke) - F(xl) = A F(X)
AN
En geral, para todo B € 31 , vales

P[] = f a®™=) ,
B
onde a integral 6 a de Lebesgue-Sticltiee,

Dofinicap 0.20 — A fungao x) associads B distribuighs de
probabilidade P da varidvel aleatéria X pe

las pelagoen (0.18) o (0.19) & donomivada fumgBo de distribuicie da vg -
»idvel aleatdria X .

_ Das propriedades da probabilidade sfo dedusides as propriadades
da fungao de distribuigao Mz)e

["1”‘2) F(x) >0 para iodo intervalo fimito Lxl,s;,,}

(isto é, se Xy ¢ X, ontao F(?l) eF‘(xa)g ] (Ouzt;l)
P & ngo decrescente)

£) lim #(x) = Bx,) (contimidade pela esquerda) :

B
£.)  1lim Mz ) =1 1im | Mz, ) = 0 (romsalisscia) .
3 w b e i ”‘k*"m 3 ¢

En gume, dada uma varidvel aleatdézria X sdbre um espago ds pig
babilidede { @, 3 , P), @ distribuicio de probabilidede P da X °6
doterminadn sdbre (R'\M, B.) pola fumgdo do distribuigle F(x) .

Reciprocamente, dada vma probsbilidade P em (R(l), B ) &
una ﬂmgao XKz — R(]' s Queremos sgber se & possivel comstruly  um
espago 3e probabilidads comvenients (0 , § , P), deo medo que X asjia
veridvol aleatdris o P sus distribuigse de probebilidades



(2, 9,8 —» X — (@) By » )

Dofinigao 0.22 - Dade yma funcio Kt 0 » R g uma o ~Blachm

B de suconiunios do 0, & o ~digehra f3--
3 SLEBPRE [3:

rada por X em @, B'(X), é a classo de todos os subgonjuntos ds 0
de forma (X €3} , B €B ,

A8 relngoes(0.16) acseguram que B (X) &, do foto, wa ¢ -4
gebra 3 B(X) & a memor g ~3lgabra que torre X : Q » Q' wmonsurivel
e contém o evenlos quo sd dependem de X .

Botdo, para responder ao probleme acima descerito, tomemos I wo
mo 8 ¢ -dlgebra gerads por X 2

s -—-»R(l) , 9 = Bl(x) , B 1 ‘= Algebra de Dorsl om
R(l) » © no espago probabilizdvel ( @, Bl(X) vamos definir a proba-
bilidede P pola igealdade

p(x €8] - ¥8) , ¥ne B () . 7 {0.23)

mas isto 88 & poasivel se todo olemento de BI(X) f8r vepresentnds do
um dnico modo como a imagenm inversa, por X , de um boral:i.ano_' B § ocago
contririo, se existirvem borelianocs distintos B], B e B q ‘tals que 3

ken)=[ke 3) ,

ontan (0.23) tem sentido 28 se vale
P(;Bl) = P(B;)
Entaoe
Proposiclo 0424 - Sedg X ¢ 0—=RY ga1 quo X(8) « p ¢ &lY),
Se, pere cada B € B, com B C ¥ givers

mog P(B) = O , ontlo ostd dofinids wnivocaimente em ( g, B 1,(}()} uma,
probabilidade P pela velagdo '

e P &a distribuicao de probabilidade da varidvel aleatdria X . (X dg
Pinida em ( @ , 31(341), B) ) .

Definicdo 0.25 - Duas varidveis aloatfrias X e X* dofinides
respectivemenie nos espagos de probabilidade
(@ s 3,P) o ( @', 7', P') %im o mesna distribuigio ou sio imal-



_mente distribufdas se as suas respectivas &is‘lm:l.lmigoes de probabilidade
P o P' ado iguais, isto &3 :

B(B) =2Y{(B) , ¥36 B, ou
xe B ..p-[x'en),xmssl

) a',p’

(1)

Exemplos As varifveis aleatSrias X e Y ocitadas nos itens a)
e b) que seguem & definigao 0.17 sao izualmente disiri
buidage. ' : |
En particular, duas varifiveis aleatdrias iguslmente distribui -
das t3m a mesma fungdo de distribuigeo.

wo.ae - Duas varidveis sleatfries X e Y sdbre

- | (@ , 3, P) e80 lgusis guase certamente ou
X =Y com probgbilidade 1 se o conjunto dos pontos A @ emqune X e Y
ascunem valores distintos tem probabilidade mula. Indicamoss

x LY ou x=7Y (ge)) o PX=Y) =1 ou PRAY) =0

B olaro que varidveis aleatdrias isusis quase oertaments 4ém &
pony o oc. -~ »
mosma distribuigac. A relageo X 9% v & vma rolagac de equivalénoia
e a cada olasss do equivalSmoia eorrespond.e, univocamente, uma fungao de
distribuigao.
Lﬂmmw_@.@a Fs B( ), [0 1] M_,

_u_m (0.21)

TealW—sp® | Xx) ez , senio P=P definida

por (0.19).

De feio, como J’E(Ru))s (1) o 130 h§ oonjuntoa B eB, cop
tidos mo complementar da imag por_ X de R(l) logo, pela propesiges
0.24, ests definida em (R("_.,, 8 (X)) = (R( ), B, ) * uma probabilidade
P , tal que p |
. PEB] = ?(i e B) » i’[B} .




(s o
¢ P(B) & obiido a partir dos inforvelos contidos en B » VR VOZ Gua,
pars cade intervalo {zl ,xa) temons

B( 2 =< xy) = Bxy) = Pz,) .

_ Bm sume, dada uma varidvel nleatéyrid X em um oepage de proba~
bilidade ( 8,9 , P}, a ola sssoclamos wmm probebilidage P om
(R(j‘) " 31), qie & o distribuigao de X 5 t3das as varidveis nleatdrie
as (mesmo as definidas em outro espago de probaﬁi‘iiéade) onja distribul-
gao coincida com P oo consideradns iguais & X mob o ponte de visin
da probabilidade; em particuler, sempro oxiste no espago (R(l), 131) u
me fungso coordenmads X gue tem & mesma distribnuicao do X . Dada wms
probabilidade P em (R(l), B i), que pode sex dada por uma fungan do
distribuigao P 2 R(lz-——r [0,1] poz (0.19), podenos sempys considerar o
classe dag veridvels aloa:hériaé cuja disteibuico ¢ P ; wm ropresenian-
te desta classe & a fumglo coordenada. Notemos que as verifveis sleatd-
vias de distribuigio igual » P podem estar dofinidas em espagos de pro
bablilidede diforontes.

_ Fizemos a atengdo mas varidveis aloatdriss igualmente ds.etribug
das adbre wa mésto espago ( € ,F , P). Sojem
| X s 0"""3(1) e T 20— R(l) s iguaimente distribui
das,

Fnteo X e Y s@o fungdes memsurdveis do ( 2,3 ) en
(x4, B.), iato &

B,(X) € 3
i 3 __1.
Blix). e
onde BI(X) 6 B.(Y) edo sub- o -flgobras de I .
Como X @ Y g2o jgualmente dintribuidns, dado B € B, s o

ovento A (B)€ J defimido por @
a(8) « xMB)8 YHB) « (x €B) A (Y€ 5§ = ((x€3) - (zes) -+
+((res] - [z ey)) ,

& desproazivels

P(a(®)] =0



‘
fou
fed

Seja Cga classe de Y0dos os subeonjuntoe de 2 qus teém prohebi

lidade P mula. Entao todo gvenbo aue deponde do X, isto 6, ovenis

da _forman [X. € B para algan B € Bl » Gifere de um gvenito gue  do

wonde de Y por v evenio de Q.

Em resumo, dadas duns varidveis aleatdrias igualmento distribui
das X e Y, os eventos das O ~8igebres B 3 (X} o B (
das por elas sao obtidos tomando os evenios 82 oulwa © nél,:?eoz‘a e ren
nindo elementos da classe & .

Dofinigao 0.27 - Ume sub-0 -algebra gl C 7 do um conago
de probabilidade (2 ,3 , P) & complota (em

relagto 2 P) ao contém todos os subconjunios de seus comjunios

24
¢o probabilidade P mala.

Proposicag 0.286 - A O -~§lgebra compleds gereda por ume vorid-

vel aleatdria X ’21(2{), coinside com g

¢ -Algebra completa gorada por gualquer verifivel aleatdris do memma
distribuigao que X definide no mesmo o5pago, © & igual & menor g —ile
gobra que contém os eventos de ﬁl(X) ¢ oo eventos do probebllidada P
milas -
B (K = J(B (X va)

q.c. - ES———
Em particular, se X = Y =izo Bl(X) = 81(1’) .

No decorrer d8ste tvabalho, gempre gue naec houver posaibilidede

de_confusho, diromos "varifvel sleatfzis X" om vez de “closss do equi-
valSucia do verifivel aleaitdzia X" e " ¢ =-8lpebra B, (X) dos even —

tos guo dopendem deo A" om ves de 9-8lgobra complets R ()L) dog

cvontos gue dependem da classe do eguivaldncia do X"

0 que imporia & ier presente a idéia de como vme funcio do dig
tribuigo F detormina uma disteilmicdo do probabilidade P em
(R(l) B) @ do como Hal distribuiceo esid sssociade & uma varidvel
aleatdria (olasse de equi'mlemia) definida em um espago de probabilide-
ge (2 ,9,P) que per ‘eve ves estd ooscciads & ung eub-o dlgebra {com-

pieta) de 9 , o reclprocemente:

F o——s P Pt X 4= Bl(X)
{classe de X)

Resta estudar a composigao de ume fungdo Borel-mensurdvel da 12



foud
N

o com wne variivel aleatdria:

B A Y
Bg L R(l“-——-vn R(_l) 8 Dorol-mensurdvel ¢ X ¢Q -=-->R(1) &
we varidvel cleatéria, entio foX = #(X) & tembém veridvel aleatéein
cuje distribuigto entf determinada pela distribuighs db X s

(o, 3,9 % a8 ,8 4, oY, 5,8
fox _,//

~_ De fato, basta sotar que P (8] = P[gXe B] = 2[x ¢ £7H(B)] =
- % [f"l( B)] pois, temos ¢ foil g B = [X e f"l(B)] 3
© Gt;{HO para todo B € B, tembém s e B 7 » todo evento do
Bl(:-‘.'p %) ostd em Bl(x), jato &, todo ovento que depende ©6 de foX
doponde 86 d X , oualnda, foX & B I(X)-mnsurévels

B 4(f0X) C B,.(X) .

Esta 4firmago o mais a weciproca estdo contidas na seguinte
proposigaos

Pronosioho 0.29 - Dada wpa varifvel aleatéria X sdbre

(a 3 , P), aclagse do t8das as voridveis
aleatdrias edbro 0 gue depondem 84 de X ( B 1 (X)-mgnsuréveis) coimed
do com a olagse das verifiveis sleatdries da forme f£oX , omde £ & umo

fungso resl Bovel-memsurfivel (# & dnica, a menos do ume %_, equivaldn
Oia) °

Na demomstragao, vamos user o resuliade seguinte, que counién
apenas vm procedimento bésico da Teoria da Hodida edaptado & limgusgen
de Probabilidade.

Proposicho 0.30 -~ Se vma olagse £ de fungdes reais J -pensurd
veis definidas em Q gatisfas ds eomug'o'ess

(1) 'Yl,Y2€£,u,8;0=varl+aY29£ 3
(i) Yn€£,Yn+Y=r Y € £
(ii4) pars tedo A € F , 3, € £ (3 = indicador de A

8 & fungao igual & 1 nos pontos de A e mula Tora
ds A) ,

entio £ contdm t6das as varijveis aleatérias nao negatives sdbre
(gsJ,8) e ’
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Quoremos mostrar que, para cada varidvel aleatdria B 1(%)-—mem@;
vével ¥ , oxiste uma funggo real mensurdvel £ 4l que & = £OX .
lostremos iricialmente para as veridveis aleatdrias n%o negativas: no PO
posigdo 0.30, seja £ a olasse das fungoes B 1(X)-monmwéveis que podem
‘ 1= H° %
Ty=£,° X, o, 8 > 0, segue a ¥, + e'i‘za(afl'-%s 1’2)0}{9
loge (i) estd satisfeita por £ 3 do mesmo modo, co Y, =20 X,
Y +Y, entdo Y= o X onde £ = lim+ £, ¢ mensurdvel, logo (ii)
egtd satisfeita por £33 so0 A € B 1(X) , entdo A= [X @ B] para gl

g B @ Bl » logo 1, = l[x e B)° 1p X o (131) estd satisfoite o

L. o
= &

ser escriton ne forma Z = £9 X, pava algum £ . BEntdo, se Y

porianto t6das as varidveis aleatdriss nio negativas em (& , B 1(X))
g0 da forma £ © X .

Para as veridveis aleatdrias em geral, basta motar que olas sao
a diferonga de dvas varidveis aleatifrias nio nogativas:

A L

0.3 Esperance matemdtica e donsidade de probabilidade

3@;}3 (o, & s P) um eapago de probabilidade e X wma varif-
vel aleatdria. Se X & integrivel com relagdo & medida P, ontdo:

Dofinigeo 0.31 - A esperance matemfiica ou valor egperado B X

do X 8 g integral:

BX= [XaP= ['XKw) aP(u)=[%w) P o) .
2 Q B )
Notemos que dizer que X § inmiegrdvel equivals a dizer
BIX| <« o Se §X ¢ a distribuigao de probabilidade de X , entdo, pa
raoada B € B 10 Pfx GB] = PX(B) e Py determima a csperanga de X,

conforme a proposigdo soguintes
Proposigao 0.32 - Sojem X o X' yerifveis sleatdriag sdbre
(evy3 oP) 2 (2 3% P') zespective-

mente, tendo a meema distribuigfio de probabilidade P . Eaifio, so §
ume, fungdo real memsurbvel em (R': )

s Byl

7) X - :
\, @Y, g s @, g
(g% 3"

(e ,
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vemoas
B3(X)=f ¢(&(w)) Plaw) = [ & (x)a Bx) = [§(X'(w )P {ds) =
Q a2 “

= B é (X') (0033)

cnde a exizitneia de uma das integrais impliocs a existéneia das cutres o
23 _jgualdadeg.

A demonstrageo se £az novamente através da proposicao 0.30.

Seja £ o classe das fungoes veais B l-memwéveia satisfazon-
do 88 igualdades (0.33)3 pela linearidade de integrel e pelo lome de I
tou, vemos que as comdigoes (1) e (ii) da proposigoo(0.30) entdo matis -
feitas. Poz.cutro lado, seja B € B 1 © @ =1p= indicador do B .
Como X e X' t8m a mesma disdribuigao,

K1) = [ (1g00)(w) Plaw) = f 1.4 P =
! (x 63
= e = P B = 2 e - . L™
p(x€38) = P[B) - p[x* € B) foe 3 1.aP

- {2'(1Boxv)(u) P'(dw) = B(igoX?)

logo 1y es‘_cé: em £ , para B © 'Ei e (1ii) os%d soticfoita. Saguo
que tddas as fungdes B ) -nensuréveis r2o negativas satisfazem ds iguel
dedes (0.33); pole linceridade da integral e a igualdades
= 0 -
¢ 8 = @
segue que (0.33) &6 satisfeita por qualquer fungdo real MENSUPAVEL,C.q.d.

Em periioular, para g =identidade, a proposigao 0.32 diz que

éues varidveis aleatérias igualmente distribuidas 8n o mesma eaporange;

variavels aleatorizsde uma meems classe de equivaldneia em um espago da

probebilidede 48m a mesma esperanga. Das igvaldades (0.33),; vamos des-
tacer a seguinte, mo caso paviticular k] sidentidados

EX= [ =abBx) , (0.34)
(1)
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a qual mostra claramento gquo a esperanga & um comeeito associads & dig
tribuigao de X , ou & classe de equivalSnoia do X .
Coroldiric 0.35 -~ Se. X & wma varidvol alecatdria sdbre
’ (2, 3,9 o € R(l) -—“’R(l) ¢ mensu~
riavel ecom Bl $(X)| <= , entfio, sendo F(x) a funcdo de disizibni.-
geo ds X , rosultas

. TR
E§(X) = [§(R) aP=fgixiab (=) = [ 5 () ar(x) . (0.36)
f D .
Em partibular, se oo
BlXf <o , EX=| x ar(X)

ugd

Segue da Gl¥ime fimmle que B X & o abacissa sbbre Y g
centro do gravidade da distribuicadc de massas deteminada por I(z) 9
dai ser chamada tonbém de valor mddio.

Pela limearidade da integral, iemos que a esperanga de uma gg
ma finita de varidveis aleatdries & a soma das esperengas das paroelag.

Uma varidvel aleaidria com esperanga mule B X =0 , & chemg
de gentrada.

Una propriedade com aplicagoes freqlientes & a degigusldade de
Jongens Se X & tal que E|X| <« « e §(x) & uma fumgao convoxa
definida num intervalo que conidm os valores aspumidos por XK ,» vales

8(8x) < B(§ (%) .
Bn particular:
|2 x| < Blx|

Dofiniglo 0037 — Se a distribuicao do probabilidade P de
uma variivel aleatdria X adbre (o ,3 , P)
admite ume densidade 6 (%) com rolageo & medide de Lebesgue n na xg

ta, ontlo digemos que & (z) & a densidade de probabilidade de X
Se X admite densidade § (x) , valems



ot
G

Xx
Mx) = [ & (¢) a, (%) (P = fungio de dietribumicio de X)
b
Blayh) o« [ 6 (%) a n (%) (6.38)
: g & w
BXe fXaP= [ =zaBx)=f =z 8(2)an(z .
Q a(2) .

Ag condigoes para 2 exiatdnoia da densidade de probodilidads
seo dadas polo Teorema do Radom-3iikodyms antes de emumsiar o tecreme ,
lembremos ques '
- uma medida P sBbre (R(l), B 1) & abgsolntamente contiman
com relagec a M B0 @ condiggo u(B) = 0 implica P(B) =0

para todo B € 31;

- &(x) 6 a donsidado de ums medids P ocom velagho o B go
para todo B 6 B . tivermoss

B(B) =f 6(x) an (x) (0.39)

o usamos a notageos
Pabon:

- t8da fumgdo B  -menswrdvel positive § o densidade do uma
medida P' em .;:elag'éo a , » sendo P! dofinida por
0.39) e absolutamente contimua com relagao a uoe
- umg medida v sdbre (R J ) & O -pinita e 8 & o
Tounldo enumerdvel do conjuntos de medida v Pinita.
Ezemplo: o medida de Lebeosgue p na reta.

Boorema 0+40 - (do Radom-Nikodym) - Seja » ums medide abso-
solviamente contima com relacio g ume medida
positive o -fimita w , gmbas 8dbre (@ , 7, P). Entdo existe
vma Gnica clasge 7 de funcoes mméricas J -mensurdvels positives
n -gquivalentes tais que cnda £€ ¢ & uma demsidade do gom rela
cios w 3 £ § tembén chameda derivada de Radom-Tikodym de ¥ com
volaggo a M o Se » & finits onido a demsidade de ¥ com relagio
a y & integrével.



0.4 - Erocessos estocdsticos

As @i tLag'éep mais freglentes n3c se deporevem por ume varid —
vel sleatdzia apsms,«‘a ginm poxr uma seqiidncie (finita ou infinii Loy de

variéveis aleatorlr ", correspondendo a obsemgaes sucesaivas do um

neamo aspecto da ¢ rifneie aleatdria no decorrer do tampo ou ¢o dife

rentos aspectos defn para cedn etapa de obsezrvagao.

De:fini.'gﬁo +41 ~ Una soqlidnoia (X ) ny 1 So varidveis aloetd
'_. ries definidas s8bre vm mesmo 0spago (o pro-
bebilidede ( 2,30, P) & wm progosso alegtdrio ou processo osiccds—
tico ou simg].esmegié progessg s8dbre ( @, J, P).

De modo andlogo &s varidveis aleatdvias, interesso-nos asty -

der a disiribuicdo do probabilidade de um Processo.

Para isto consideremos mo espago R( =) de tdas as segiidn -

clas infinitas x = (x,, %,; +..) do mineros veais o5 zeifnsulos

n-dinensionaisg, que sao os conjuntos do Hipo:

ca{xﬁ(x sess XK OOQ)GR(“) § X e I e I va XGI}
19 X0 y T 3 3 3 12 Fo 29 ° ox 61

= T - (0.42)

onde T,y Ly vee I, 880 ‘intorvalos f£initos ou infinidos.

Obsorvemos que a dlgebre ofC) aSbre R(m ) gorada pola
classe (C de itodos os retlngulos do dimounsSo Fimita & formads Scmando
reunioes finites digjuntas duas & duas dBsses retfngulos, tondo onm vig
ta a observacao . §.10

Seja B a ¢ -dlgebra ds Borol em R(w ) s cue & a
o ~&lgebra 4 (C ) goreda pela classe € de todos os rotlngulon do
dimensao finita.

Bntdo o processe X = {(Ry5 %55 ooe) 6 vme aplicagdo moneuzg
velde (2,5 , P) em (R( “), B ), Esto §:

Xo (B, Xy o) < ( 0, 3,0 — &), B_ ), (0.43)

[ xeB=[wea; (%,l@), X,t0), ...)€ Bl @J , ¥ BeB _



Pays melhor compreeundsy a siituagio vomon exeminae ¢ aose o

que temcs aponas duwas veridvoic aleaidrias K? e X, . Bojanm * &
len -

: o =1

P, o8 distribuigoes do probabilidade do Xl e 2«12 « YVamos consldsc-

P

rar g fungao (vetor aleatdrio).

Se (s %) 4 g B2 5 X(0) = (5 @), xy(a)) €x2),

2y, &

Um »etBngulo eom R( ¢ un conjunito da Fforma

A2

c ={Xﬁ(xlg 5[2)6 zl 6119 xz@%}? 119 Ig sendgo

inforvalos Tinitos on infinitos.
Un cilindro om R(g) é wm conjunio do formas

NG

c=(==(z, %) 8 i =;e€B,x,83'}) , B,3'¢ B,

A clagse (€ dos retingulos de R(z) 8 estivel por intersace
gac e & ¢ -algebre B, @orada por C ( ¢ ~-8lgebra de Borol) coin
cide com a ¢ -8lgebra gerada pola classe P dos cilindros do R(g).
Como vm reténgulc B em R = pode ser identificado com o retfingulo
do dimemsgo 2 em R'~/ obtido pelo produto cartesiamo de B  com
R(l) z R(l) X «sey podemos congiderar o cgpago probadilizével
(R(2), 82) contido em (R('m:), B ), assim como (R(l), B 1)
contido em (R(a) s B 2) + Andlogemento, para as o¢ ~Algebras sdbre
o goradas por X, o por (Xl s X,) vale a inclusgos

B(%) € Bo(Ks %) = { (K0 %) e B), B es,)

B (R(e), 32) o votor aleatdrio X = (xl, ;:2) define &
digtribuigio de probabilidade comjunts ?2 oD

32(33 B') = P[ (R, X)) @ BxB' )=
=P [% eB X, g3 ), y 3,3 g 8, (0.44)

Em geral, a distribuigto de probabilidade conjunia
B, {(Bx B'] & aifevente P " (3),§ (Bluando so 45 o igualdade pave
1 - 2

quaisquer B . B! e dizemos que ) sao indevendenics.
) B



se (7T 12 !‘2) 3 vetor nloaidrio com mosma distribulcho conium.-
ta que (&5 2) » oatao B o(¥;s ¥5) coingide gom & ¢ -Eloobra
{503‘3:‘1& por B 2(‘*‘1’ X-T—"& o _9_;!5‘13 1 & & olasse dom ovenion 4o Pro .-
wabilidado P mia.

A funcio de distribuigse do. vetor aleatdrio (Xl, X5) s 6o
fungeo F(xl, x2) definida pors

¥x,, x,) = P2(2»1< Tys X< ) (0.46)
da modo que, para toda vetdngule € = [xl, xi) x {xz, zé) teremose

By(€ ) = =y, x;) - ¥z =) - Mz], x,) + Nz, %) {0.47)

RCTCUNC |
V/ o i -
®9 h—(-:.:;,‘xz) (:i:'l.xz)
Xy x]'_

N =

C
>

Para vetoros aleatérios com mais de dois elementos, proceds -
nmos de mode anfilogo o os resultados s&o os soguintess

Dado um processo estoclgtico edbve (@ , 3 , P), para. cad&
intelve =n > 1 g voior aleatdzio X = (Xl, Ya, ece g XK ) SGem_una
d:-.stribuigao de probabilidade P

(Byy Kyy wonX)

(2,3 ,p) )(R(n): BnePn)9

2 _a famflia (?n) 2 51 é consistento pe seguinte sentidos

N A
Pn(_B) = Pnﬂ(B) para todo B € RB_ (not?e que B C B _.)(0.4s)

Ag_pub-0 -flcobrag B n(xl’ ia Xn) ¢ J dop oxontos que

dependem 86 das =» primeires varifveis aleatéeias do progesso sasisfa
zem & condicios

n( 1* " 2 B) Yﬂ"l( 1? °°° ? Op? ni-l) : 3
A glasse

g = U B(x oo X,)
o a1 A * Ta
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de todos os eventos gue dependem apenss do um mimero finito de varié -
veis cleatdrios & uma dlgebra (mas wSo o ~Glgebra) e a o dlgobra

3 (3 ) gorade. por JQ coineide com & o -dlgobra I ()& -A,.-a@)

gorads ne‘lo procanso (Kl, a8 H.) s imto e, sendos
(Xlsxga ...):(Q’J)—-——# (R(m)a 8“)
Haps Byo ene) BE B (Ky, Ky e0a) {0y %ype00) € B), 18 B, )

temogse

I (X5 Zpy oes) =F (33 =3 (Ql B alZps eee 52006 I (0.49)

As fungfes de distribuigdn das probabilidades P 880 também

chamadas :E'ungges ds d_stribuigao multivariadas.

Dofinimos a fumgdo de distribuigdo n~variada F, pox:
B (xl, 200y X ) = ? (X x1, ssagy Kn <xn) (O=§0)

Propriedades das fungoes de distribuigdo muitivariadas de un
Processos (0.51)

F,) Dados os intervalos fiuitos L = (ak_, bk) O P
sendo c = (al,b ) eee x( n’bn) @ Ik G(xlpaoc,xk’loo’zn) =

= G(ﬁ,o»-,bk,ooo,xn) - G(xl,onogakgonogxn), k= lyeassn Py
vales

'i’n(c) = (4 I, Osee0 AIn)(Fn(xl,...,x )) 20
Fa) Contimidade pela esquerda: So x:( k) (ng)’ veay xg{) )
e x(k)

j 4 &S §= 1w, my entao, sendo & = (21,--., =)
2 (LK)
P (=) » B (x)

FB) Hoxmalizagios Todos os limites do F, existem para os T @At
oB XJ' g - Se algum xj* =w  entgo
Fn(X){' 0 .

Se todos os Zyja @93 =1y caey n, ontdo E‘n(x) s 1o

Il‘4) Consisi:énciaz A femilia éFn) npy 9es fungoes de distribuigao mul
tiveriadas satisfaz & condighos



lim P (Xlg ¢ce g X ) = .& (':7'.1, see6 g ‘{‘"-‘—‘1) o X2 > 1
X 1. )

A guesiao fundamentel %ue ge apresenta & a da existéneia de
ung probabilidade i gdbre (R ® B m‘), qre ceja a "distribuicas
de probabilidade" do Pro00sao (Yl, Ke 3 ess ) 5, isto &, satinfazon-

S DTN

do & comdicdo:
P(B) = P (%5 %, oe) € B) , ¥ Bg B " (0.52)

Toorema 0.53 - (da extensdo de Kolmogovov). DNada uma familin
conzisiento ('% ) de probabilidades adbro
(R(n) B ) s R21, eoxisite vme vGnica nrchabll:Ldada P 8fbre

(H(“’ » B } gujs resiriclo a_cada B ,, coingide com P

(Demons'cragao em Breimen, plgina 24) .

Dofinicap 0.54 ~ Dade um processo (Xl, Xos ves) 88bro
( 8, 3, P) o probabilidade P satisfazen
do & condigdo (0.52) e cuja existdneia é assegurada pelo Teoremn de
Kolmagorov & chemada diaﬁripuigao do probabilidade do processo.

Definigao 0.55 - Dois processes X o X' sdo equivalentos
8¢ 8les m a mosma distribuigio de probabi-

lidade P .

Proposigdo 0.56 - Dois processos sdo cquivalentes 80, o simen

e go 8les t8m as mesmas funcoes do disiri
M&mw-

buiggo multiveriadas .
Proposicas 0.57 - Dade uma familia (F‘n(x)lb 1 do fumpdes de
finidas em R'® o D= ly 2, see, com valom
vos em [0, 1] o eatisfazendo s quatro condigdes (0.5: ), oxista unm
espago de probabilidade comveniente e um processo sdbre 8le, cujas fun
goes de distribuiglo muliiveriades s8o as fungoes dadas.

Basta tomar a distyibuigao de probabilidads P dotorminada
adbre (R( eo ) pelag fungdes (F {z) 21 (Kolmogoyov) ¢ consi

dorar em (R ), B»s; P) o processo coordenado ¥ = (.Kl, X?,....)

onde

Xn(x',l, g5 ece) @ Z o, 1 .

Se congideramos as sub-o -dlgobras ded em (o , ¥ , P) ,
dos eventios que dependem somente das n primeizos varidveis alecatdyi-



as de um proceszo (Kl, X9 «se)y oblomos o peqlidnscin srescente

31(7(1) ¢ g(xla Kg) ¢ .. Bn(xls evey Kn) C ..

A classe dos processos equivalenios gzo processo (7‘1, )3?,.“}
aasooiemos a sg_qﬁ&ncia orescente de g -al@braa compleias
( B (Xl, seo o X )n, 1 s @;@rﬂd&s Do (Kl’ sacv s )U Qa 2 D
de Q ¢ a classe dos Svendos do probabllidade P mla.

A condigio F, de (0.51) 4 a probabilidade P do um parti-
cular evento da foxma (= le «se x Ly a pavtir da funglo do dis -
tribuigdo n-variada F

Fm goral, se B € B, é wn conjunio de Borel do R(n) PR )
moss
N
P(B) = I co.! dxl’:.‘”x‘n F(xl, oto,xn)
B S .
(integral de Lobesgue~-Stieltjos) .

So existir uma fungfo real positive mensurdvel 8 definida em

R( ») e Lebssgue-integrivel tal ques
%y x
n
Wtys eoosz) e [ e [ 8 Cugyeeeyu ) dugeeed u
o P - 0B, .

pare todo Eqs eeey X, dizemos que 8 § a donsidade de
F(zl, evos X ) Neatq oago temos a probabilidade dada pelsa densidads

P‘IB) = Ioonf 6( “1, cssyg un) < L\l vaa A'Hn s

B
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CAPITULO I - ALGUNS BOPIOOS DA THORTA DAS PROBABILIDADES

1.1 - Oz eopages &° ( o s 9, P) 3 comvergdneisg.npoe

jecae ortogonal, tooveme do represeniacio ___de

Riess , intogrobilidade uniforma. subospocos.

Dado um ospage de probabilidade (2 , 3 , P),  indiss
mes com L (R, J, P) o espage vetorial des (clasace do equivalfacia
das)varidveis aleatdrias definigdas sdoze (g .9 , P) .

Pera cada p>1 , LP(g , 3, %) & o subsapago vetorisl das

& 2

P 4 a " A = » R wnt L oF
voridveis sleatéries X com p-cmima potducia [X|P integvével,iuts &

Polfeg Ly [IXPdPec s}
Q ~
ga (9, 5, P) , p>1, ocatd dofinida una mormas

3
Iz i, = ( é!xlp d )y

O

Ceda LP com a norme acima & um espago de Bapach, isfo: &y

completo no sentido de que dada uma seqiiéuoin (Xn) de elemanths. de

0 >l
?  com Hxn - Xm”p +0 pava ny, m, + <, oxiste X @L® tal quo.

Hz;nn-xllp-»o para N 4+ w o

C3 espagos 1P fornan vma soqliéncia desresceontes

Ly %D = 9 e 1P .o
@ 30 p <qg , LENOS % < 1Ixi .
Hall, < 1xi

Bm L tomos a nogdo do gomversSmeia quesme gertat X . A qua

s 23 2 N
so zertamenie {q.c.) sa PR X} = 2 ou PX 4 x} =0 o

Toopema I.1 - (68 Exovoff) - Dada uma seqBincic de varids 3.
aleatdrias (X n) ay 7 U0 GEATOREO
quase gertamonte para uma varidvel aleatdria X , existe; pera teds g7 O

. . L
ua avente A com P(L) < 8 tal gue Xh"9 4 uvniformsmense em A &

A convergdasic cm vorma de LY & chamada tambin conversineia

«m média de ordem p o A relagan onire a convergdascio q_uase/ cerda el a

convergéneia em ncyma ¢o 1}

£ dada mum ceaniido pelo

Tooroma 1.2 - (da conversBucis dominado de Iobesgug) - Sojam

£ s ~ - o - +Cs
(X, XgL (g 5 3,P). Yo x{n‘_lq,, £ e soexis

$iv nm elemento ¥ €11 a1 quo ixnl < ¥l avce , M1, entds

-



2/:‘- e

X, xe1t o ||x - x|

a—vﬂ,\ .
b7 | n 0

4

f‘v‘eremos ediante una cspéeie de wesiproca dbote %eorema]

]
A ocomvergénoin em média de oxdem 1 nao implica & converginolg
guase certa. Um eontre example é bem conhocido:

33 . . o & h
Para cada &:‘,1 Z8jna a subdivigao de (O,l] e 2
igueds e facamos 05 k < 27 ¢

intervalos

= he 7
X (z) = 2 (x} = indicador do imtervalo [__!1-_:, s 2 X !
2% & [}c.k-f-%) 2 g
2k " o
i Ay InY & s
’ : i ! . | :
¢ ! ! | : ;
: : b ! -
' ! ! : !
' . L]
. ] - '* I N i . ! .
0 1 0 1/2 1° o i 1 b 1/4 17 V1Y
fl fz f3 f‘y fs
As funcoes X0 &5 5 o-o assim obtidas convergem para 0 em
1
I

mas 0 conjumnto dos pontos em que I{E > 0  tem medida de Lebesguo nula,
isto 6t w [t » 0] =0 .

Mas a comvenrgbneia quagse certa e om Ll soguen ds uma co:zdig&o
'mais.iximples de verificar:

Proposicao I.3 - Para tdda seqiibnoia (Xu) ps 1 O Lt otal que

> < ea e - . -
nf 1 ”}"n“-g ., & série Zl;,tkn conver

go quase cortamento e em Lt .

Ainda em L temos a mogRo da gomvergdneia estosstica ou em
probabilidede P . Dizemos que uma seqildncia X €L converge estochsti
mente cu em probabilidade pare X € I. sa:

P[lxn-x]>f,j¢o para N s o

. B s P
Indicanos esta convergdneia por xﬁg._., A

. il . ~ o
A convergducie Kn--wa eguivale as toda subsegliénoia do



(Xn) nyy ? tem ume subseglibnoia que comverge g.c. para X .

Por ouitro lado o comvergéueia gunse certa inplica convergéncis
em probabilidade e a convergéneiaz em média do ordem p tamwbém implica
a gonvergbnoia em probabilidode.

0 critério de Cauchy é vélido tambdém pora as comversdncias
G+«c. © em probabilidades 6da seqiidncia de Cauchy (q.c. ou em P} de
I, comverge (g.c. cuem P) para um olemento de I .

Meroce ateugdo especial o espago 192( 2,3 , P) das vavidveis
alonitbzrias de quadrado integrivel. L2 é o Gnico dos subespagos do L
que & esgpago de Hilberts um ospago vetorial munido do produto  intorno,
comploto om relagio & métrica por 8le doterminada. O produto intorno em

12 ¢ definido pors

9]
o a noima a 8lo associadas
1 ) al
. P . 2 2
Hxily = (<%, 25)° = [ 5% ap)

——_— .“-—':.'_.......,- -— - ; gl = o
LEOPOSILYUG Lo4-NUMm €5PACO d€ hilbext uma serie oriogusal

) £ & convergente se,e someante se
I lHggllPe wo w22
n2 3

Para espagos de Hilbert a nogho de projegac ortogonzli og Be —
guintes rosuliados sao Gteis mo estudo do operador esperanga condicional
2 :

em L §
Teorena 1.5 = (da proiecao ortogonsl) ~ Seja K_ um subsspaco
vetorial fochado do espaco do Hilbert H. Pera
todo £6€ H , existe um dnico elemento do K chamado proiegao ortogonal
de £ g8bro K, pmf , %al que £ - prp ¥ gejs ortogonal a E. Ain-

day, pry £ é o Gnico elemenic de K em que inf |lg - 2|] & atimgido
g gk
£ & o olemento de K gquo mais so sproxima de £ ng distdneia da

= D7D,
K
de pelo produio intermo de I .

Coroldrio I.6 — @) Se K & um pubespago vetorial fechado de
um espago de Hilbert H e se K‘"’ designa
seu subespago ortogonal, todo elemcnio f ¢ H se escreve de vm daleo
nodo como a Soma do um slemento de T e de um elemento de -l '

faprp £ erLf
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b) O projetor ortogonal Py

go votorial feghado K Qo uvm espago de Hil

sbhre um subespa

bert H & um oporador lincer de morma 1 cuje imagem pry (A) & o espa~
go K e o wicleo { h 3 Ty (k) = 0} & o espago ortogonal K- 3 (o nomme
de um oporador F & definida pors ||F{] = sup (|I®(=)|l; |IX]] < 1}

e} O biortogonal (K‘LYLde t0do subespage Voo
rial fechado K de um espago de Hilbort H
coineide com K .

Un elemento X € L(p , Ed s P) & quase certemente limitado
g0 P [K > o;) = 0 parg algum o ., & classe L“(n s J > P) das

veridvels aleatérias q.o. limitadas ou essencialmente limitadas & unm
subespago votorial de L e

HEIl = 102 { a5 P[X > a) =0

& vma noxma em L° 3 L ® gom_a_rnovme Hx} . S tsmbim ospaco de

Bam;h,t.a comvorgéncia em L & a gomvergoncia quase uniforme, lsto &,

Xn_._, X se e 86 se Xn__,, K uniformenente oxcoto para um conjunto de

paebabilidsdc P male.
Seja Eo eepago vetorial das variaveis aleatorlas em escada

de L ( Q, 4, P). ;
Entao, vale a seguinte proposigio citada por Neveu
[2] , Bx. 11-6-3 pg. 56)

Proposic8o 1.7 - Vale
- E c1®c1? ciP c! (1< p cqe o0)

o BE o I gfo densos em L° (1< 8 <2 <o00). Para que e, ¥ ox 8

q
suficiente que Xn,_z"__, X 86 g »>p .

Seguem dois resuliados que serac utilizados no esituds.do con ~
ceito de esperanga condicional. As demonstragOes Se encontram e Heven
( [21, plzinas 108 ¢ 109) .

Propasic8o I.8 - (Teorema de reprosentagdo de Ries® - Seoja

lep goo
e seja p' c}.ado por -;-L*-f -%;,- = 1 . T8da (classe de equivaldnoia ds )

vaviavel aleatdria

X 61’(g ,7,9
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k]
éofine uma foxma linsar contima E’x gdbre LY pela f£érmulat

Pl 2) = fx2z ar (2 @1P) . (1.9)
&Y

Ainda, & nowma de Fy 6 dads por: HF Il = ”X”p "

Racipracamente, quendo 1 <p'< 0o , %Ados as formas linea ~
ves contimus sdbre LP eBo dadas pele Pérmula (I.9) .

Corolaric I.10 - Pa:ca que uma Yoyma limoar conbtimua P gdbre

“(8, 3,7 gejs da forms M2)=[Xz
para elgum Kg 1 s 8 meeaséxg::o e_suficionto gus o funcao aditiva de

conjuntos ™(1,) sela o-aditiva a8bre I .
A A DT BT ST RS T ISR T
Dofinicgo I.11 - Uma aeqﬁami& (x ) 2, do elementos de

1! (e , 9,2 & uniformemente integrivel =@

sup |x| a» ¢+ ©
1 (x> a)"

guando a8 ¢ w o

Exemplos Toda seqiifncia (Xn)n >, do L]‘( 2, 3 , P) majo
rada -em valor absoluio por uma varidvel aleatdria intedrdvel X , s=soja
2l & X g ,;1.,3',,_3:53 uniformemente L0tegrivel., @m partioular t8da
familia finite de variiveis aleatdérias integriveis & uniformements inte—
grivel. Transorevemos oqui . do Hoveu ([2], proposigBo II-5-4 pégina 50)
o seguinio proposigio que situa o conceito de integrabilidade unifornme ¢

Proposicdc I.12 - Para 'lboda seqildnoia (X)) n> 3 do_ slemenios
gs L( 8%, I, p) ei0d0 X gil ®,7,p),

25_seguintes condigoes sao equivalentes.:

(i) (X ) o> 1 é uniformemente integrivele X.n._ri,. X para

e o §
¢

(ii) X & integrivel e Xn_...a.l’ X para N 4 s

Vimos na proposicao 0.30 que, dada uma varidvel aleatéria
X 61( 2,9 , P) e a sub-o -81gebra B l(K) C J dos ovonion gue
dependem 86 de X , a classe do todos os olementos de L( @ , I, F)
gne sao B I(X)-mensuréveis coincide com a classe dos elementos da forma
f oX, onde f & Borel-memsurdvel. Dadas dues varidveis déste %ipo
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)

et

A i"20 K , uma combinag@o linser destas com coeficlentes reais

o e
nda 6 do mecmo tipo:

o
;.;.

o (flo Xy + B(2,0 X) = ( @ £, + 8 ) © X

@ & facil ver que os elementos ddsse tipo formam wm subespago vetorial &
i{ 8, 4, F) , que & o subespage vetorial das varifveis aleatdries de-
£inides adbze (b, Bl(x), P) , o que indicamos I{HK , B 1(3(), P) .

_Se tomarmos & g-flgebra completa B 1(}{) , ontdo
e, Bl(x), P) & o espago vetorial das classes de egquivaldnsia das
vorifveis aleatdrias sdbre ( 0, B 1(X), P) , smondo quo ecada alause
do aguivaldneia coniém 6das as funcdes da foxma £ o X, onde £ &
mensurdvel..

 Pava cada p2l, soja o sudespago vetorial LP( m))”'
«=1{ 2, B (X, P n P( 2, , P) das varidveis aleatérias de yo
t8ucia p-ec;ima integrivel definidas edbre ( Q, m, P) . Do mo=-
do andlogo ao da demomstrag@o da Proposigao 0.30, domonsira-se que
17 El—(g)) coinecide com o espago vetorial das classes de equivaléneis
das varidveis aleatdrias da forma £ o X , onde £ & fungdo real mensu~
r&vel, com poidnecia p-Ssima integrdvel om relagio & distribuigio f’x
de X .

0 raciocinio 6 o mesmo quando substituinmos a varidvel aleatd -

via X pelo vetor aleatdrio ){n (Xl, one g X) ( ﬂ g, P)-p(R(n)B
seando que, mste oaso, temos os subespagos vetoriais 1 ( B-.(Y)) e J

o adbre R'Y g distribuigao de probsbilidade conjunta P , ,X Is
1 aeo o

to exzplica o seguinte enunciados

Propoeicdo T.13 - A corresponddncia £e3 £ o X & um isomor ~
fismo (em t6rmos de classes de eguivaldncia)
do espago de Bamach LPrR( ), i’x X ] des fungces de poténeia p-Gai
"‘@,

mo integriveis com rolagdo a P
Kyseeesky

1 B (X) ¢ (e, 3,0 .

Entretanto, tomando—se qualquer sub- g -flgebra P @ J complg
ta, sabemos que: IL{ 9 , P , P) & um subeapago vetorial do L{ @, 3 .P)
(vespectivemente IL°( 0 ,% , P) de L ( s 3, P)). E intoressanto
ontfo procurar caracierizar todos o8 subespagos do #ipe LY( P ) , onde

gdbre o subespago

U porcorre tddas as sub- g-8lgebras completas de I .

n

) s
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Uomo ¢ sup e dinf do dues fungdes mensundveis & memsurivel
G o limite mondtono de fungdes moasuréveis ¢ mensurével, 0 eapago vof toxd
2l L ( ®, 9§, P) {respectivamonte L(Q A P> i) deve sawm
estivel pars as operagoes de sup, iaf , lim ¢ ¢ 1lim ¢ . Por ouiro
lado, como 8lo contém t3des as fungoes carastoriaticas o sempre @ €@ D,
6ie contém a fungio comstante 1, que & igusl & 1 a ®
ecima cltadas caracterizem os subespagos veloriais do e , 3, p) de

As condigces

torminedos por sub- g —algsbras completas de § , confoxme a seguinte
veoposigdo transerita de Neveu ( {1) s proposicao 7 pigina 16):

Propesicso 1.14 - Os subsespagos L{ 7 ) (regpestivamente
(D), p>1) gbtidos quando ¥ pergorvs

2s_sub~ o -83cobras compledas deo J asfo Boo_exatamonte oo subespagos vetori-
2ip fechados ds L( 0 , I, P) (e, ,p), p>1) gque 8go ogtd
7eig por oup, inf, lim 4 o 1im¢ o conilm a if.u_mgo constante 1 .
Cloroléric T.15 ~ Se¢ ( B 2 n 1 ¢ uvaa soqUdnoin orescente de
~ gub-o ﬁpg gompletas do F em ( @, I,p)
ose B &a o-flgobre complete gorads pela olasso LJ Bn R

n >l

ontdn, nl,)lbp( 8 ) & um_subespaco vetorial dengo de LP( B ) (De-
nonstragio om Heveu, [1), pagina 18).

1.2 Indeponddpois esfoodstics
Dofinigso T.16 ~ Dado um espago de probabilidade ( 2,7, p)
as gub- 0 -fAigebras Qqs =+ 2 Q, do I
880 independenies me para quaisqusr oventos Ai e ai s 1 s 1,,.»., n

8a fem
P { Qiai)a EP(A? .

Pora wme seglifncia infinite do O -Slgobras temos a

Defin:lgﬁo I.17 -~ Uma gegfiéncia ( @ 'i)i 51 de‘sv.b- G -4)gabras
de J & indgpsndente €6 qualquor subseqlifn -
cio finite extraida da seqlibncia dada £8r independents.

A deofinigio equivale a dizer qua @ q 2¢¢es @  sdo indepcn
dentes para todo n 32 .

Defiuicio I.18 - Os eventos Ayp =20 9 A, @0 (2, 3, 7)

sao indopsndentes se as O -Algebras
thys Ai s @5 6}, 1< i <n forem independentos.
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Proposicio I.19 - Dadas as variéveis aleatSrias XypeeesX . 88
o-flgotres B .(X,) CJ , 1<4<n gerg
das por elas 8o independentes se, 6 somente so a sua distribuigdo de
probabilidade oconjunta iﬁx £or igzual ao produto das distribul

1’ *e 0 , xn
‘goes de probabilidade das varidiveis aleatdrias dadass

B B .ee B estre  (R®), B ) (1.20)
Xl, ess 9 xn‘ xl Kn 2 n

Temoss " _ §
‘xi:( 2,3, =+ (3(1)9 81) y 123ifn .

(x]_! sony xn) t(2, 9,P) — (R(n)’ Bn)
‘@ para mostrar (I.20) & cufiocients mostrar que ola vale para os ratax_:aga-

los B, Xee:ux B, B 1 e 31 1<icn (proposiglo 0.13). Por outro
lado, pola definigdo da distribuigdo ,

o)

le eve Xn (B]. ekt Bn) =P ((Xl’ .... b4 Xn) e Bl EeeeX BnJ =
n

@ como para cada (xi e BiJ e Bl(xi) N 15_1 <n, a independénoisa
das Uwﬁlgebraa BI(X]_), ceny B l(xn) implioa (1.20) - I

Reclprocamente, se vale (1.20) entdo, em partiocular para oo rg
t8nsulos se tem ’ '

P

( x...zB)'ﬁ (B)o..ﬁ (B)
SRS T w = x, (B x, Pu

s por (I.21) temos

n : »H ' ~ ’ . -
BEM (X, @B, ] =% (B, X eos xB) =P, (B)...F, (B)
i=1 ( 1 1] Xl ese Xn 1 ey Xl 1 Xf,'. n

pora quaisquer cscSlhas de B, 8 B'l(xi) s, logoas © -éi:gebraa
Bl(xl), cod g ! Bn(xn) sao indopendenies.
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Definicas .22 - Nas coadigdes da proposicio (I.19) dizemos
qus as varifdveis alsatdrias Ris ove 5 &

25
n 380

Andependenteg.
A generalizagdo pera um némero infinito de varidveis aloatdpi-
ag & dbvias

Doginiceo 1.23 - Uma gealldnois Xi9 X5 5 ooo de varidveis sig
atdrias é independonie so, pera quaisquor
k-uplas }tn 9 sse o X extraidas da ss3qlifnoia tivermos

para todo k22 .

Na realidade bastaria ter tomado

P

X ...Xn“Px"' Py para dodo n>2 .

1 1 n

A mog3o de indopondSnocis nio depande do ropresentanto tomado
ra classe de equivelénclia da varidvel aleaidria, como ge v8 pels Propogi
g0 (I.19) quo di a indopendSncia em térmos de dictriduicio.

Bxprimindo & condigdo (I.20) por fungdes de Qistribuicio, temoss

Proposicio .24 - Uma condicio mooessdria o suficionts pora

aue @ seqliéneis Xy, X, sees goja indepondon
te & quo pare todo n> 2 o 8da n-uple (tl, sve -y tn) ge toenha

F

X Xn (tl, ses g tﬂ) = FX} (tl) o2 e Xé (tn) (2625)

l vao

Proposicio T.26 - So Tis oee zn pertencen, rispectivmsme
aos espagos L { (5_), sev o I a) o se
01, ave g B o sao indepondentes entdo a varifvel aleatdria produto
T, coo T outd em L 2, J, P) o temos @

e

é T, ... T, dPo T | v, d P {1.27)

A demonstragdo se apois na proposigdo 0.31; & classe dus varid
veis aleatérias para as quais vale a propoeigao contdm os indisadores



32

Y, =3,3 B, 8 A, , 2=1,..,n (8 igealdede e vodus a 1 = 1); pe-
i Bi 2! i :

la linearidade e contimidade da integpal, as condigbes da ProOposicao
0.31 estlo sotisfeites o poritentc a demonstragac omid feite para as vapi,

dveis aleatdrias ndo nogativas e pars completd~ia bapta considercs o pe-
- + -
iagao Y=Y -Y ,

Corolério 1.28 - Ss Kys ooe s Xg 880 independenies e
- £35 ess 5 £, so0 integraveie, entao
T £;,(X,) , & intogrével o

iml
AT 2,05,) dP~ Tf [2(x) dp= TT [ 2 4 §
2.(X Pe T 2.AX.) dP= T 2.4 P

4uy T2 i1 g L4 w1 (1) P

Vor o proposigao 0.30 .

lotemos que.a férmule acima oquivale as
n:(fl(xl) fn(Xn) = B fl(Xl) san B fn(xn) (1.29)
50 Kyy s 5 X 680 independentes e El £,(%,) | 200, 421, «. , n.

Propogigao I.30 - Se Q,, Qa,, .. ©30 indopendentes e so
Ig 9 3=1,2 aeo s8o perites Guas a dung
disjuntas do conjunito dos imteiros » 1, a seqlidneia

(4,
_ :!.GI‘,j i1

& ainda independente .

Definigdo I.31 ~ Dads uma seqiiBnoia Xyr Zgy oo do varidveis
aleatérias sdbre ( @, F , P), um evento
A @8 Z & chomado pzsintdiico se A ¢ F (Xn, Xn-l-l’ ees) ( = o-Algehrn
gerada pelas ®ae xn, Xm_1 ces)s para todo n>1l. A classe doo oven
tos assinitéticons ¢ a o -Algebra assintdtica:

(5]
:‘;‘1 F(Xys Xpgs vee)
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Exemplos de eventos assintoticos:

l. Sejam B,y B,y <o+ Dbozeliauos em B. % o evento:
J it Y20 12

(%, @3, 1.v.) = (X, @B, infinitas viacs) =
- {' s Kn(“) e Bn vaic pava un mmerce infinito-de in
J Be ) 0 U en)
dices n |« lim U XeB ]-= X, ghl=
. } m,® nen S m=1 v.gm‘ “ “,

= limnaup [Xn e Bu) & assintdtico .

2. lo langamonto da moeda perfeiba, seja }{n = 1, n>1 con
forme o resultado dz w-Ggima jogado soja core ou corda.

Se Cy & qualquer seqiidncia de wimerce reaiss o evento
( 3 I e K, converge ] é apgaintdtico.
n >1 n

3. Pare a momma seqiincia (Kn)n >1

to .
(o Ky + oese x“'b-%—)

: n

do exemplo acima, o even

é assintdético.

Dois resuliados envolvendo indeopandSucia o evontos aasintdti -
cos sdo de uso freqiisate:

Propogicao .32 - (lei O-1 de Kolmogorow) - Se um DIOasHng

Xi2 X5 »os tom as varifvois alcatérins iun-

dependontes, todo ovento assintdbico & trivial ~ tfem probabilidada O ou

1 . (Demonstragdo em Breiman, pigina 40).

Lema I.33 (de Borel-Cantelli) I. Se (An)znl 8 uvma npoqilén-
cia do eventos de (@, 3, P) +al que

131 P(A) €y entio P (A i.v. ) = P(lig sup A) =0 .

II. Se (An)nz_l & wma noglidn
w cia de oventos independens

tesde (Q, I, P) +al quo Y P(a ) = « entlo P[A_ﬂ i.v.] a1l
=1
{Demonstragdo em Droiman, pigina 41)

1.3 Probabilidade ¢ Esperanga Condicional

Sejo 0 um2 sub-g -dlgebra de J em ( @ ,3 , P) o conaidg
romos & medida P restrita a P , isto 8, o espagc de probabilidade
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( 2,0, P). Dade uma vavidvel aleatdria X integvével sbbwo
( 8,3, P sojaa funghos

v{b)= jx a» , D gD (1.34)
D
Bnt8o ¥ (D) 6 ume modids finita que & sbmolutemente conti -
ma em relagdo & restrigio de P o (2, D, P) . Pelo tooreon: de Ro-
dom-Uikodym, oxiste uma fungio real 0 -nensurdvel I 7 (X) a1 gque 3

D
YD)« fx dP= [ B (X) a» , ¥D eD (1.35)
D D

)]
e B (X) estd definids o mencs de uma P-gquivaldnecisa.

Dofinigto I.36 - A osperanca condicional B ? (x) do_umn_ vpe
rifvel aieatdria X om relagBo a uma nub-
a ehra U C F & a derivada do Redom~Niko de em polacio o

P, geractorizada por (I.35). Indicamos também a osperanga condiocional
polo simbolo L(X |D)

Definigfo T.37 - Dado um evento A € J, g probabilidade

condicional do A dada & sud- g ~-Slzabra
D C I8 a esperanga condicional do indicador 1, em relagdo a D i

P(alD ) = B(1,] D)

PA(ID]a I 1 dP = []_AdPu IP(A'D)dP
AoD D D

loge P(A] D) & vmo fungBo D -memsurdvel que setbisfaz a igualdada
acina ¥ D €D .

IEn porticular, as oxpressoes esperange condicional dads um
evento B , E(X|B) , e probabilidade condicional dado wm evenso B "
P(A]B), so referem ao caso cm que a © -8lgebra D & gerada pow( B} ’
isto 8, D ={B, 8%, ¢ , 0 }



Definicdo T.38 - Quando o sub- ¢~ “dlgebra D &n wologio &
qual tomamos esporanca gondiclomal 8 o
9 _$1gobra somplote gorada ypor b vexidveis aleatdries
Xyp oee 9 Koo B (X5 o»- » X}, dizeuos goperanca oondioional do X dg
das as verifveis Xys oee s X, o indicamos:

Bil(xl pore ix...) '

E o }. = E(Xlxlgsﬂtgxn)

Como E(X|Xys eee » X)) & uma fumglo 8 (X, «co)X )-nonsu-
vdvel, pela proposlcdo 0.30 gereralizada ao R )

oziste wa funglo men
gurdvel £ definida em R n) ¢ & valores yeais tal que

E(X[X.l, vor g xn) = f(xl, “nay x.n) :

X, seanglt)
A ) B ,

wxz’“"xn) = f(xl”’.’_ﬁ/

Bl(E(xlxl’".’En))C D = Bn(Xl,...,Xn)

( ®

——

@@, 8y _§ &, 8

Em. particilar, se a g -flgebra B & gerado por uma partigao
ommerdvel '{B‘_’ 9 e de @ , para t8da veribvel aleatéria X inte -
grivel vales < |

o B .
BE"X= ¥ D(KlBj) . 1y

J ?’1 J

loga, 3

B Ze T [ ' fde)l (1.39)

= Lk ER] B, £0%
3_;;._1 d R. 4
d
pois, integrando-se cada parcela do segundo memdro em B 3 temos 3
' P(B.)

f( 1 fxdp]m dPa-T-ﬂ-)- f XgP= § BX|B,) gP .
< ?ZB.’ s B BB ;
B, A J 3 153 B, ’
3

Entdo, neste caso particular, & esperange condicional em cads
evente B 4 roprosents o média dos valores ds X em Bj . Por outro la
do, em cada eveaio B‘j & probabilidade condicional de wm evenin dado B 3

é dade pors
P{AN B.)

= ’Z‘ (I.399\
P(AlBj) _‘ETETTL . (321) ;

- J
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Propriedades da Esperanca Condicional: (L.40)

1o B{(X] p) & linmcar em X pars p Pixado.

2, Se X»> 0 q.0. entdo B(X| 9 )20 q.c.

3. Se PC goentao B (136 X) = g2l x 5 em particuiar,
(B X)Y=28 "X,

4. Se as o -dlgehras gl(x) e P sfo independentos, onido
E "X = B(X) {proposigao 1.28)
5. So y(z) & una fungdo comvexa definide wum intervalc

contendo & imagem de X , wale:

y (B vx) (v v [? () ] 3 em particulor |B 0 xp B Y jx]

4

(a desigualdade contrivia valoe so ¥ & ae-wes:a) s
(_1009 =
6. Seo 1im Kn X ese B (.egp l}s.nl ]< & antso

——

LR S o
) )
s B X %% 5 x ,
oo B =

0 estudo da esperange condicionsl como operador em
’8( £ ,3 , P) mws fornece uma z.nterpretagao gooméirica désee conceito
e por outro lado, o exteonsan para L ( 2,3 , P) pormite formar uma
idéie global da situagao na qual tomamos as esperangas condicionain de
z.zme. fuagao integrdvel como elementos dos diferentes subespagos
(e, 0,9 cii(e,3,n .

ue ? ¢d & vma sub- o ~8lgebfa complots, pola proposigso 1.14
1A ( D)= I. ( 9,0 ,P) &um subespago vetorial fechado do sepago do
Hilbert L ( Q J » P) @ a projegdo ortogomal:

Prv 3L2_(‘2939P)"—* Lg(v)

satisfez & condignos
££X«-prv X} 2 dP=0 %3 6L3( D)
au

[xzdp= florgp )z dp ¥ 26 13(D ) (1.41)
&

: £
Rotando que as condicoes (I,41) e

[ x ap = I(prv X ar ¥ pg? (T.41%)
D X

D

320 equivalentes e comparando com (I.35) concluimos:



No espago de Hilbert L2( &, 4, ) g esporance condicienal

om _zolacdo a wma gub- o ~Algobra completa UC ¥ § o prodecio ortoonal
' <
=0bre o subespaco vetorial fechade L(P) .

Obsexvagao: da condigiio (I.41) podemos doduzir a propricdads:

86 % & varidvel aleatépia om 1° 9 -mensurdval
ontlo pare todo X6 L° vale B ©(42) = 2 B = (X) .

Nom todo projetorortogenal de 1.2( Q,9 , P) & wma esperanga
sondicional. A coguinte proposigdo é consegBibneia da proposigdo 1.14.

Proposicag I1.42 - Para que um projetor ortogonal de
L2( 2, 3 , P) soja vma esperengs condicio-
nel ¢ necessdrio o suficiente que 8le seja positive e mantenmha a fuangeo
constante 1 danvarlante.

Para obter uma interpretagaoc da esperanga condieional en
L @ »J , P) vamos usar o coroldrio I.10 do Teorems da Reprosentagdo
ds Rigsz .

Seja X @ L]'( 2, 3, P) fizado ¢ D €J wmn sub- 0 -G1gobre
completa; vamos indicar com F. a mestrigdo ao subespago de Banach
(2,0 ,P) ¢c1”( 2,3, P) d funcionsl lincar contfmio dotormi-
nado por X ¢

B 5178 ,p , P)er REV

7 Py (2) canf‘ Xudp
A funggo do conjunto FX(ID) s Dg® & O-aditiva, pois

(1 ) = fxzD 4P = ]{xdl’

e a integrel de uma varidvel aleaitdrie integrdvel § ¢ -adi%iva como
fungdo do conjunto de integragio. Pelo coroldrio I.10 existe ume varié-
vol aleatdria X P Ll( P ) tal que

.

7, (%) B{;{X Z ap =f‘f'iz dp , gZegl lq , D, P (1.43)

Entdo, comparands (I.43)com (I.35) concluimon que a esperange
condicional de X dado P & a varidvel aleatdria X ocuja existdneia &
apgegurada pelo corclirioc I.10.



~ Do modo enflogo o teorema 1.8 ds representagio de Riesz df a o
esperanga condicional em cada um dos subsspagos de Banach
i ( e, 3, p) ili(a » 3, P) omrelagio a  como sendo a variivel
aleatéria que defing funcionais lineares conti:mns nesses subespacgos.

I.4 Kartingais

Definicao I.44 - Dada uma seqlidmcia orescents ( Q )n>1 ds
sub- o -flzebras em (@, 7, P), choma-

8e martingal (MG) adaptade & geqiidnoia ( Q )n 1 qualquer seqlidnoia
do varidveis aleatSriss integgaveis (x ) > 1 tais qus @
1
(uc 1) X, 6 L( Q) n»
(ueG 2) E“_"(xnﬂ) =X, 5, nzl .

-Em particular mng seqliSncia (x ) wny 1 do varidyeis aleatdriss
integrddsin & chamada mgtim se ela £Or um martingal adaptado a 50 -

qlidncia das sub- o -4lgedras (Bn (Kl, vos o xn))n 51 7 isto 8t

(@) =B ( )xl, cee 3 X ) =X n2 1
A condigao (MG) equivale a
(1) ij..,m d Pa A[ E, dP ¥4 € B (X;yeeesX ) ® m2n.

qr

(ua") A[ Xd P= {1 X, aP ¥4 g B(X,,ee0X) nsl.

Proposicao 1445 - Se (Y o > 1 & uma seaB8ncia do varifveis

iaa:. ape centrada

(EY =0, n1) do Ll(n, 3, P) , entio s setibmoia (X)),

Ondsxﬂrl"'ooo"'r mmﬂ'o

Inicialments motemos que a fungao v(xl, eee 9 X ) -zt
* oee + x, & fungio memsurdvei de (R n)’ B) e (a'1), 81) 3 pela
proposigao 0.30 cemeralizade ao caso do vetor aleatdrio X = (xl,,..x )
e da relagao

xn = * (/Yl, see Yn) 9 . M

sezug )
% (Xl, ese o xn)ﬂ Bn(Y1, soe » Yn)




a entﬁo, pola propriocdade (L.40) n? 4 e & limsaridade da esperanga condi
cional,

’

E(Xm-l\ Xla eve p xﬂ) = B (Yl * ose * Yn+ Yk’l'?’l‘ Yl’ ees 5 Yiﬂ.) =
= B (T + ves # Ynl Typ oeo 5 T,) + B (Tppy | Tg2 0ee 5 1) =

=Y "'|13+Yn+EYm

1

0s teoremas fuundamentais da teoria dos maviingsis bBaseiam-se na
ideia de ameostrapen opcional. Dado am processeo xl,xz,... sobre
(Q,7,P), o proecesso traasiormado pox smostragem opelonal asso-
cla, a cada ponto w 8 R, upa zubseqlienein da seqfiéncis

ﬁl(m) ,Xz(u),... gendo gue a observaggo'das 2 primeires varia-
vels alestorias Xl, s v Xp no ponto w determina se Xn(u) (<]

pertence ou nao ao procesap transformado nasee ponto amostral.

Dofinicro T.46 - Soja Xy, Xy3 .co um prooesso sbbre (n, 3,p):
' Una seqlidneia My Mgy eee do varidveis aloa
térias com valores inteires & uma geqlidwoia de vavifveis smostrais se :
a) lg_,mlf_ng_'... |
'b) [ -3)8 B( ,...,X)paratodo k,j?_l
J J

Entdo a seqiidncia (Xn)nz_l definida por
X, = xmn n 3l (1.47)

é chamads processo derivado por amositragem opciomal a pertir do PYOCess0
xl, Xa’ ess Gado.

Observagacs Para casa x<>1, m, determina ume partigdo de

em eventcs de E% " 3> 1 pela welagao:

. U [mk"j]

Jzl

e a amosiragem opcional pefmite enalisar o processo dado scparadamenie
nos eventos de %al partigao.



I: 1048 3;!3 Xl, X2, se 0 _‘Ug. HG 9 m19 ma, IR 1&_?_:;._

dveis amosirais, X, £ys eee o proceseo dend

yado por amostragom opcionnl. Se as seswinites condicoes estiverem satis
feitan2 ' -

2
]

Id

ontfo _o_processo Kys Xpy oo & um MG .
A demomstragao =0 encontra em Breiman, pigina 85 .

Coroldrio I.49 - Sob as condigges do teorema 1.48 e sme nlém
disso

liﬂl B le < @
n-+ @«
ten=-ge

1) BEX=EX, <limBX

Lo g ammm
2) B lxnl £ 2 lim B lxnl -B X,

L demomsiragso se enconira em Breiman, pdginma 87.

Ho caso particular em que as varidveis eleatSriass sao do qua
drado integrével, podemos dar uma inberpretagac geomdtrica do  conceite
de martingal.

Proposiclo T.50 - So (X)), , Sum MO em 1’( 9,3 ,p)
asgﬂemia Ylnxl,f -X - X el

(n> 2) das diferemgas w_o_gss.was dag varifveis alaatoriaa X, & me ce
qlidnoia ortogonel. Entiso, pelo teoreme do Pitdgoras:

5 n
B(X%) = B (!2) n>1
w =L i
Usamos & expressao. seqli®ncia ortogonal no sentido de qy- dois

elementos distinios qua:.squer sao oriogonais. Vamos mosizvar que pura o
do m <n {emos:



Pola obgervagao que gegue & fézmula (I.41'), como
2
1,68 L (Xl, sus 3 In),\ pere m <n, temos:
LY

E(Ym T | Eis ooe s xn) - ¥ 1=;(x'nﬂ | Xis eee 5 xn)

= Ym B(X

w1 = | Xys vee 3 X)) = T2 =Yy Xp=0

R ' ;
Iogo, usando a definigzo de B(leYm_l | Ky oo s xn) ¢

meYm_l dP= [B(Y, ¥ . /%, . ,X) aP=o0

para m £ 0, c.qede

Encontva~se em Bevew ([1), capituio 3) un estudo detaltiaio
dos martingais de quadrado integrével, que disporsamos, porque vamos
aplicar apenas o estudo dos martingais em I.l( R, 3, P) .

Toopeme T.5% - 8o (K), ., Sum N6 em M 2,3 ,%) en

tao pors %0do a> 0 g k»>1 yvale:

1) aP| max X.>a ] <
[ o 520 s

2) aP? rl_f_m?;_k Kal <- a] < (B lxkl ;Exl)

Seja
a = (x22), Ay = [Ij"a sl 8i<i3X,2a) 421

Bniao os a, sao determinados pelas i primeiras varidveis
aleatériag xl, seo 5 X, do MG o

' k
Aﬂ-[‘.l.;m;;kxalaJ - §a1 A3

Entao



k (MG*) & k
f X aP= 7§ [ X aP = ] [X.4Pr:a Pla,) =
A= =1 A =1 4, * =1 ¢
3 3
= a P(A)

o a primeira desigunldade de 1) entd demonsivadaj a ssgunda desigualdade
é &bvja%o
Pera & desigusldade 2), tomemos

m1=1
Mgy c&k 26 Xa 2=p paTaA J= 1, seo 5 k

inf {J 3 Kj < =a } ocaso contrério

mnnk nZ}

B imodiato que o m

o s&o varidveis amostrals: tomendo

ss condigoes (a) e (b) do Teorema I.48 sdo 3~ilmente verificadss, o o
pdvo processo (J{n) & um MG . Entao:

n>l
EX = | X, dp+ [ K, 4P £EB|X |-a P[Km < -a)
s [X >-a] 2 ]:X <-—a] 2 e
B > B2
Has, do
P min X, < «-g] = P F -8 2ogue
(lgik <o) =P (&, <-a)
i
Pl min X, c-a) e~ [ |X]-BX
[mn, *y <)o (0%l -8x5, )
e cocmo | (uae) R
Exmz —— bxmln ).‘axl g
ven

1 : .
Pl min X, c=p | ¢=== [ B IXII -BX CoQ oo

Vemos citer um resplitado meis precise, devido a Dood fCapnﬁI
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§ 3] 3 & imporiancia dos %eoremas precedente ¢ seguinte estd ro fato de
que o mimero k de vavidveis alealdrias eavolvidas nao importa, podendo
gor imclusive infinmito, conianto que haja o Gléimo olemente do mariinm -

Deorema I.52 - Sg (X )1 <4<k é um MG de varifveis slentd

2ias nao. negativas, enteo

a
E[lmax ijf_efl+ei1E[Xk103*Xk\j, 80 ¢ = 1
£k
%—B(XEQ) s B2 @ 1

ordes @ = base de logariyno nepATiano
log % = méx (0, log 2)

- Nots que o coeficionte na gogunda desigualdede & fungao de -
crogeente do ¢ , que tonde sc mimeyo o para O ——F @, ’

Pava estuder a comvergdncin dog martingais em I..1 vemos ivne
troduzir o concedto de processo truncado.

Sendo Mys Mys coo UMA seqiiéncia de veridvels amostrais noeg
ajada a un procease dado (X ) wa 51 podemos considerar o processc LIun
cado om um dado inmdice M (M ?_11‘”1:{&&0) e obtido por amosiragem opcional,
tomandos

Ty iR (4, m)
(1.53)
X om 1
n,H mn,l)é

" Be :
ﬂa,mﬂ(mGngn(m)1M)
entao -

Xp,m =Xy W@ 2w

igto 6, X 1 é Um processo que nhre om X $ para oada ponto grmoastrel
we QL firado, X (w) como fungao de n & constante pare n>M:

S s
3 -
3 : §



a4

W

Vemos tomsr veridveis amostraic e o MG trurcado em ¥ o ob
© $ido por amostragem opoional, fazer M -+ « o analisar a convergdnola.

As veridveis smostreis sao:
Dados a <b reais fixadoss

my = win {n$ X, ¢ a ) se tal existe, o coso contrario

m, = min { n >y $ & a2 b } se tal existe, » caso contrério
(1.54)
BEm geral &

Bggpg = Din fa om, 3 X <a } so tal oxisie, = oaso contedrio

E‘gn-;.g = min {2 >m o 3 Xn > b} oo tal existe, « case contréric

and:

Para coda o € Q , OS mn( w) 820 o8 indices sucessivos
dos vériices da poligomal Xl( &) Xg( a ) swe Xn( @) cee 3 QUO KO POT =
teneem ao intorior da faixg determimada por a ¢ b, send.o que, para
a dmper, m, indica vértice abaixo de reta de ordenada g. e , para n
par, m, indica vértice acima ds voia de ordenada Db .
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7
(m) X (w)= X (w)
310(”)
X("’)
\/
///\\ ;Z§77 Xg (o) \\
X, () Xj(0),
. . _ X, () , 1('»)ax (©)
01234‘\/6~7891011 ’
X (w) =iy(w)

Se m,, & finito entgo p indica o mimero de v8zes que a
poligonal X1 X2 0es Kp cruss efetivamente no sentido ascendente a fai
xa detorminada por & e b . Como {m = ;;) 96 depende das varidveils
aleatérias. xl, soe o xj ,» temos uma seqliléncia de varidveis emos brﬂiﬁe

Peoremp .55 ~ Se (Kn)n > § um MG fel gquo iim Elxﬁk ©

' n

to dos pontos o tais gue

on
(X (w)), ,, 6.uma seqiiénoia omoilante tem probsbilidade mila.

Seja
X o-X
B, M MM
o progesso truncado obtido por amositragem opeclonsl conforme (I.47) sendo
as varidvels smostrais dadas por (I.54).

Para tocdo n2>1 vale:
B ol H X ol dp+ [ X ldP<Z BIR |+
1, n,M n,H
mn’m( Pﬂ] ? l:m ¢ K] ? J=l
+ B Kl = :)EIE lxji < ®

G COmo

‘ 2] aP= Azl a®
g"’n,w > 3 e E”n,m > ¥ B

conoluimos ques



Lin lZl a P = 1am | It ara=o

" l/ra Y >'3{] W rn’m/i‘a

O BE s, & ~ X 5 J ¥ 3 d >
¢ pole Teorveme I.48 (Kn,fﬁ)n‘il ¢ um MG para todo HM> 0
Sejos

- xg,m) + {X

By = Xy y = Ky e

Na roalidade Zyy & uma soma finite pois, para my, > M (o
que s8¢ d& cextmmente se 2ns > M) , go tem:

L] =g

Tonia = Xopp = By = By = 0

Seja

By = max fa 3 manz?ﬂ }= mineve de cruzamenios ascendenites da poligo-
3}&1. Xl eee Kféi
Butdo se k & intoiro mdo nogativo, no conjuato
( =x)
“omoa
Zyg = (g g = Ep ) * oee (Kyper o = Eoe) = (By y = Xow)
* oes # {6 - sz w * (X Aotesy,m = @)

0 G1ltimo t8rmo acime &8 & positivo geo

Bopsp s M

¢ nosts camo 6 igval o (XM - )
En quelquer caso, sdbre [ By = k) teness
Gy & = k(b - a) + (X - a)’

SU. 61 gorals
- +>
Gy <= gylb ~a) + (—zsm - a)

Tomando esperangass
By «=(b-2) Bp, + B(x, - a)* (3.56)
Como (X ) ) & un HG, temes

xnﬁ = B (Xnﬂ,E% ! XI’H 2 ses o Al}?m)



~ - ~
. X’n,h =B | (Xnﬂ,m | Xl,iﬂ’ MR 1 1= N

-
-

%y = 0 0 da condigac (X.56) rooulias

=

pera todd n 2 , e entzo

e (T = ar®

"I’K"'
=T bea (Z.5%)

BB

0 wimoro de cruzamentos ascendentes da poligonal eujo Hiltimo
olemento & XM 8 uma varidvel aleatdria €5 » quo matisfaz & condigao
(1.57).

Vejamos o que acontece quando If--—+ o

I claro gue

M%iﬂ] 4 mn’m = mn e

Entao, se xn e an, segue X = limaxn’m e

vemos mostrar que (Xn) é ainda wn MG : para todo n>1 3

n> 1

EIX]ef 14m | X ]dP<1imElK | 2 1im Tim BlA_|-B X, <o
n ]M-m nm How sM g ] 1 1

(Fatou) (hipétesa)

Como para tode M 21  temos

a,m bR
vale .
[mn, B} C(mn,m> B)
ingo I -
xgl dp < f Xyl 4P
[mn’ H] [ Bo.H ﬁ]l
2 pox oonseguin*aé
1im J IKKI dP = 0 para fodo n>»l ,

Ne=pm (mn > E_]

¢ o Teorema 1.48 assoguzra que X, &un MG,



Entgo 0 mimero totel de crusamonios ascondentos da poligonsl
3{1 K2 :e0 O igusl a

8 = lim B 3
i oo u

para o qual ainda vale (I.57), onde sc faz M+ o ,
Seja
S

(=~
asd ™ Ql [mn < ‘”] = [ms Qs a poligoual Kl( m):{g( @ e

ndo estd contide no interior da faixa deferminada por 2 o b]

Por um lado 3, = « udbro Sa, p @ bor ouiro lado,
2

i 1 e + 1 T T @
BB, £ g 1§mE(XM~.a) S a[léimclxmle <

o que 88 & possivol e P(S_.,) = C .
a,b’

Como podemos vopotir o raciocinio para gade par a < b do R
cionais, temos
P[‘” s(X_ (©)) & vma seqiidncia oscilemts] = P [ LJ 8 ]=o0

g <h (1.58)
OaQide

Toorene 1.59 — (da convergincia dos moriingais em Ll)
Se (X5,
vel (vide defimigao .11}, exisbe uma varifvel aleatlris inbegrdvel X

tal gue

é um MG uniformemente intesrd-

xn,%ii; i

L.‘L
Ainda, vale
X, = B (xlxl, T xn) (n>1)
CGongo
BlEl= [IZ] ap =+ X1 dP ex + x| ap
n ,! n ! >3] n -~ fuxni >EJ n 2

(e, le3) Ya

Lemoss:
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Jim F ;A [ <E 4+ 1am f [an dP co (integradiliidads wrtforme
o o N sw [ Z l> X] (LGG‘

Pelo teorema I.55, deve ocorrer ume dag altornativan:s
2

A) existe una varifvel aleatdwia X tal que X—»,X Q0o
%
»"/.

B) H{ 2o com probabilidede positiva.
0 caso B) estd oxcluido pelo iema do Iv‘a'i:ou-;/'/‘pbis, teriamoas

Jlim x| 4P < 1im [IX | a P < T3m BIX ]
n " n B n n

em contredigao com (I.60). Aindas

JIKl @ < [lng] ap <
n

logo X & integrével. Note que a eordige.o lzm le | €@  mais fraca
que 8 integrabilidade uniforme 6 suficionte - para a convergénola q.c.

Quanto & comvergdnecia ém Ll ¢ polo toorema I.1 de Egoroff,
dado & >0 oxiste A € J 2al quo P(4) < 8§ o

Vn = IXn -X| — 0 uniformemento sdbre A° ’

2
TE EV,= Ta f|x -x|dp ¢ Tim Jlrl dp+ [x]d»,
n n A n A A
Substituindo
{lxnldp
por
Jixldpa [ [z, ap .+ f x| ép <
a ® Aoz lex) ® aal Ix,l>x) @
S x¢ +f [x ] dp
[z >x) *® '

e %ambém f1x] ap por wme expresseo aniloga, ¢ fagendo 6+ 0, obtg
&
mos

Tin X | ap + Ix] a P
n ® {!xnb x " I[ Izl> x)



5(:’ ]

=

Tonando limlte para X 4 w, & intograbilidade uniforme do
(), »y © & inbegrabilidade de X mos dio

e
—_ X

iim B lxn - Xl =0, ou X,

Quanto & Gltima parie, temos por hipdiese

(uG*) ;{ £, @@= ﬂ X, dp En> n, ¥46 B (X,...,X)

: |
i
Polo j& visto, X—+ X , logo
J x 9pa [z 4p
A A
pare vodo

A € Bn(lp see 5 X)),

logo :
X =B (xlxl, e xn) s GCeQede |
Podemos entao dizor que todo MG uniformemente integrdivel &
vme seqiifneia de esperancas condicionais. ‘ '

Coroldrio I.61 - Seja Yy» Y5y eeo um processe sdbre

(&, 3,P) e %2 uma veridvel aleaidris

integrivel. Bntdo »

0eCe
E (erl, ése o Yn) —-—I-;I--) 5 (ZIYZ’YQ’ eeo )
S
Qja Xnﬂ 01 (ZlYl, veecg Yn) L
Entao, como

1%, = 1 B(z | ¥,00e,7 )] s B3] Y,e.0,T) ,

_— (1.40,n95)
B X, <B 3] < = ( ¥n>1) .
De

Bn(xl, wss xn) c Bn(Yl, Aot o Yn)
zegue



(Kl Byseersk ) = E (B [}?: (B1¥y5enes¥y, T 0] *fl,.‘.,"z;_)pal,m,.xq}m

= B(EB (21¥50005Y) | Xpeeis® ] o B (X IRy pe0e,X) = X

donde consluimos que (xn)n_{l é um MC 4al ghe 1jm B !an < @, Pge

demomstragao da primoiva parte do teorcma I.59 conclilimos que -
qeCe

S
o
B x| 21 B |x | <=z
n
Ainda,
X |adap < | B(|Z2][¥ 0000, ) dP =
{ lxnl >x] B [Ixnl >3'.] 1 B
-f 2] 4 lz] ap
( 'Kni" x) s:p Ixnl >xl
Seja agora

U o sup anl £ .9 (GeCo

Como

tm P [U>sxz)=0 o Mo (X)

b n> 1

3
L
6 uniformemente integravel, logo pelo Teorecme I.59 X,—/ X
BEntao para todo A & Bl ¥y5000,Ty)  temos
1im X dp = ij dp

Bt ®

Mas para n N ,
- I X gqP = JZ aP
a
A

logo

Z = X q'ol

OoQodo



| CAPITULO IT - APLICAGUES

IT.1 - Um. reciproco do Teorsma do Convemgdncia Dominada do
Lichesgue.

Seja dado um processo (Xn)n> 1 aébpe ( 0,9 , P) de va-
rigéveis aleatdvias mnzo negaltivas :i.ntegré}eis ¢ suponhamos guo
+Co 1 : . .
Xn 4 X e (a, J,E)Sseaa |1} =sa1;pxu e Ouagroma I.2 ds
convergdncia dominada do Lebesgue assogura quo, so U b (@ , 7, P)

b 1 - 3
entao xn L® x s i8t0o ¢ B lxﬂ-xl_q. 0 , ou, como

lBx, -BX| ¢BIX-X | ,

EXn———oEX o

Hais geralmente, se ? 5 & qualquersube=8lgebra de 7, on-
t8o pela propriedede (I.40) m® € temos

B (xnl %) —s B (X] po) UeCo (IT.1)

0 soguinie teorema mosira quo a condigao U & ' o as &
suficiente, mas tembém necessiria, num sentide algo mais amplo, para &
ocorréncia deo (II.1).

Teorema IL.2 = §2 xn_’_ 0 ? xn‘—-*x QeCe 4 xn’ X e I’l has

U= syp Xn ¢ L]‘ s ontzo oxistem, em wn_esps
go de probabilidade comveniente, varidveis sleatdrias X%, Xy% x:; -

com as mesmas distribuicoes de dimensdes finitas que X, Xis Kps oee @
una o -glgebra C fais que

P (E(xn*l e)}—E (X ] C) J=0 (-11.3)

Vamos redusir o teoreme ao caso especial em gue cada Kn

assume sémente dois valores, O e Vo, » 0 © em cada ponio amostral

oxatamento um Xn & positivo. Vemos entdo demomstrar o teorema sob ag
neguintes condigdes:

Sendo pn'ngnanj s ¥, >0 (m2 1),
0 <pp<ls, J P=2,X%0, BU=EoupXk, =

e
a sl n !2,2_1. :

43



Para chegarmos a esta eimplificacac, vamos decompdz:

Notando qua

G QeCoe

—

oup (X, - K)*2 U.-x €1t, (x -x)"
% | :

sop (K, - %)72 X8 ' , (X -X)7"_, 0 quo.
tomos, para qualquer O ~flgobra C , E{ (}»’.21 ~X)"}C)+* 0 qg.o
logo

P [E(an C)— m(x]C )jnp[ﬁ(xnex; Cy—0] -
= PL{E [(xaax)"a(xn-x)“ | C)=0} =P{E f(xnox)*’ e )mo

o © %Ysorema estdra provado se mostrarmes gue .
+ -
P{b[(XBuX) [cjwo}_o

para alguma o -alpebra C em um espago do probabilidade comvanienia »
o assim j& voduzimos o problema ao caso da varidvel aleatdria limite
T80 .

Usando ainds a mesma notagao do enunsiado do teoroma, com
£ =0 , seja a varidvel aleatdéris com valorss inteiross

» nmin{n§X5>U-1]

Bntao, so
A =[v=x} k> 1 inteiro

vaeles

- I o4, I ®Ma)-1

k21 k> 1
Para cada k , tomemocs uma fungzo simples s . Bula fora
do Ak s tal gue



54.

Entao

Sup I - 9

iogo
Bewp o= : Es » ] [X daP-i>
> y A]UdP—l-lnEU—aam
k>1
Camo B = Xk » Paro qualquer O w-glgebra €  a gondigao
P(Eelc)ms0)=0

implica

P[E(xklc )J0j=0 .

E assim o teorema se reduz a0 ca2so em que X% Q ,
Xic = 8, .= fungao gimples, k 21 o como Z: A = €, em oada pon-
o amostral no mézimo um X & positivo. k1
Podemos ordenar novemento eotag fungoes, excluindo am que BaAd g .o.
milag, @ se o conjunio Ao en que tddas emsas fung&'@s s8¢ amiag tivew

probabilidade pesitiva, podemos acrescentar o indicedor i, & soqlidn-
@
cia ¢ assim reduzimos o icorems =0 caso de wma seqiténoia de varidveis

aloatdrias de .t s indicadas ainds com a mesng mféego Xl, or ree
%2l que Xn"’ 0 qe«cey cada varidvel aleaidria Xn assume sdmente
dois valores 0O o Vi 0, o cn cads ponto amostrel somente uma do -
las é positiva. Ainda, oo Py = P[Xn = vn] s Gomos 0 < Pp<l o

Pp=1 5 © BU=E sap X = | p
n >l noj - ni;ln

'U'n = (II94)
Pelo exposio acime, o icorema estera demonsivedo se o Gi-
vermos demonsirado com ¢ seguinte emunciados:

Dada vma seqlifncia de variéveis aleatdrias (Xa) & 1
assumen sdmente dois veloves O o v,> 0, sendo que em cada poato
amostiral sdmente um X, & positivo, o eatisfazendo & condigho

rd
ngl Py 7y = © onde pnePU{navn] (n>1) , oxistem, em ur ospy

go de probabilidade comvemignte, varidveis sleatdrias Xn* » P2 1 com

que



=y

A T e o eq . o B2 . § o rs P -
do monmes distribuigoes conjunias das veridveis aleatdrias dadas, o uvma
o-digebra € %l quer

*y L Y o
PE@EN1C)>0])e0
Lemo IX.4 - Dade o seqiidneia (p.)

nwnsl

com O0< p, <l {a»1) § 9, =1 saau
m 1
qliéneia de mimeros positives (vn)n s1 2 exicte vma variével aleaid «

ria % com velores inteiros tal que

de ndmeros resis

P[g:n]:pn, a>l .

Como O < 2 < 1 existo o mesmor inteirc k tal qQuo
i 1 Ik
Ek <pl:—-—-2k_1_ g ou 1 <2 p15.2 .
Para cala n 21 vemos indicar por S, o conjunto dos ig

dices 122 , tals quo

Sletn < v, < ot

v (11.5)
i
il K+l
‘,a. 23 = 2
L]
4
v Cc- 4
1. € 8-
k 4
L}
e
\ j p‘f(k-Z)
'-— R
13!
Seja
P ) Py s byew +2"(”""?),ta ) tn=r+2"‘
4 igSn = B n 1 (11.6)
, _ i+l
r = » = p, » onde Salls =i ir2 o w,»25Y

Vemos definir as varidweis aleatdries indepondentes com
valores imteivos ¥, &, ; %, , oeo polas suas distribuigdes, emton-
dendo o espago de probabii?.dade 80 nocessério , COMO SEgVe:

P{rv=0a1-t 32 (vsn)=1 (1) (12.7)



L
A }) P SR ° =} Z 1 - RPNt~ A, . 4 ‘:
P o = o “b g j. o = ,} 1o )‘\‘ = )‘P s L@
0 cago contrinic
pava n 21 @ S
24, (11‘7’
?-»xk--za) P,
Pty =2 = S 5 p Ba=4) =15 w0 ses
o n “n ;
© caso conbtririo

As férmulen (IT‘?) defingm di:atvii,uiggos e probabilidade

pois, notando gue S°¢ 9 SI’ 32, »se Tormem uma partigaoc do conjunto
dos indices ¥ e considorando as férmulas (II.6), Yomosm:

P{#e0)+ J Plycn)an-ge I %, =1

x g B2 7
-~ p - 2 P-
o 132 &, 1=t 1221“'“
ig s
"1-% [1’1“2 }122 Pi)"l-t 1"4£31’1 2] -
i€s
=k
1ob -2 1.3 -
= lnt ::ll-tﬂl (1158/
-(%+n) » '
P(Zn 1] -+ Z Pznf.- i] ="2-?'—-“' z ':G-?l'- =
122 n i>2 'm
: igs
%
3 ~(k+n) 1 [ =(kc+n) n
°'é;a[2 éa pz]”““tn 2 +r“]=*nﬂ1
igSn

Entao por construgan as dia%x‘ibuigoee de probabilidade
conjuntas des varidveis aleaidzrians ¥ , & 0? Zl’ seo dadas pela condi-
¢ao de independdncias

Pzpck’ Zj=ij’o-(-j£n]’=?[vek)oi‘grf_np[zjnij)

pars quaisguer inteiros k 3 13 s 0 ¢ jJeB 4 para jodo n,0 .

Vamos definir a varidvel aleatdria 32 pela téecnica da
amostragem opoional, em que a variivel amostral & ¥ e a seqlidnoia da
da & 2, Gyseces80 ¥ (0) = k entdo Z=17%, & tal quo

z(m),zw(m)(e)szk(m)g Temoss

»



4 \rZ\, - "‘} = P [ Ve B o4 Zﬁ = 7} {II:GI D G:G-%r

. o ‘
Demonsiragao do teorema: Vemos defimiz X, » 221 pox:
A

Vm‘ SS}EB (Z » o % }

a , —
0 Ffora da EZ‘),M :L\]

e #n oads pomto smomiral zcmenie uma Rn* & positiva.
- ® _ ® -
Enteo X5 &y 5 oco tom a8 mosuss distribuigoes de dimen
sose finitas qus Z;2 %5, ovr. @ pave gualquer ¢ ~&lgsbra C t{suwosme

B ({_x&' €] = Y ?’:Zv - al €]

Baste enfao consiruir wvma G-dlgebra C %al que o sven-
T )
B=(v,? (By=14 [€C} 21 inpinites véaes

tenha probabilidads 1.

Seja a C-Blgebra B = B, (2, %,...) gerade pelas va~
rzidveis alestorias Zo" Z,y voo OB evenilos [Zn = k}; B20, k21 for
e wne p&rt:%.g.féc enumerdvek e 8 que gera n O wéj.ga‘:}ra C .

Entao pera cada =21 fizado e seado i g8 temosj pe-

' ‘ n
les férmulas (II.7) e tendo om vista (I.397):
P(2, =3lC)si 0 sdbre (3, #41)
pA.
i . .
By - % sdbze [Zana 1]
(5—
\ a
Como &, 2 2"(?"'"}‘) e como para 16 8 ‘temos v, 2 Bt 5



concluinos que para todo 1€ 5 e n 3 1 wvole
v P2 =i|CY=v 2 sobro [& = 3] .
Para n> 1 , sempre que ocorre A = [Zn # 2 ) tambem ocorre

Bnu[viPlz,_aijC]?_l , para algum i_esn}’ nyl .

Os eventos A sao independentes,

«(ken) b - g=(ien) E
Biy) =1 r B = B = -
n n n

T

p - -
ngl (An) n_’z_l 1"n

Para mostrar que B = [Bn i.vo| tem probabilidade 1 basta
mostrar que A = [An i.v.] tem probsbilidade 1, e por Borel Cantelll
(1.33), para isto @ suficiento mostrar que a série Zl rn/t.n diverge.

. . ne

De (II.5) e (I1.6), vem: -

(n2k) ; . 2-(mk-=l‘)

%

Se pr <2 B

n

o, kel § kel %" >3 Py Vi

T n &
n i GSn i6 Sn

Iogo, 8e T, 2 o= {nk) para infinitos {ndices n , entfo

b 3 o
%2_ 2 -%' para infinitos n , e a serie ) ;Ee- divergo.
n n2l n

Se r'n< 2-=(m—k) para n2n, ,

) n Pi % _ Py %
& "

n n nyn, i3, b ig T &

onde ‘ n_+k

Te(i»2, ;52 ° }o Com



» -
no«'-lg g :10 iy §
) Py vy e e 1 Py Vye 2 & pif..'«?. L p.=
is i ° i gp - iR iz °
0+
= 2
Segue qus v
) p; ;= o , logo J e = @ 2,04,
ig? 77 nsl m

11.2 - Uma anlicegao do conceito de rearvanio decvescente do

uma, variavel aleatériﬁ.,

Fncontrames em um artigo de G.H.lHavdy e JoEs Iittlewood [;’x ma,
ximal theorem with function = theoretic applicaﬁ.ons, Acta Math,, vol, 5k
(1930), pz. 81-116| as propriedades do rearranjo decrescente de uma waidfe
vel alestoria ndo negative limitada.

Seja Y uma variavel aleatoris n2o negaiviva limitada sobre
(2,7 ,P) e Fy(x) = P (-Y < x] a sua fungao de distribuigeo; os pon-
tos de descontimridede (saltps) de Fy(x) HE0 SAUNCIATOLE,

1\
,{(d) )
'/
1. s g
k \ k- o
‘,,,,4\'?.. & /
‘,',"‘.. o 7
A e L)
PN
& v v N, A=R
NEETE h ’

Entzo (vide figura acima)

e 1"?(;;) =? (¥, 3

- ~ 3 > ¥ £
e ma funcao cujo conjunto de pontes de doscontinmlidedo ¢ exwmeravel, que
decresce de 1 a 0 . :



'5 {) 2

w {a - . ) | a
A fungao inverss Y° ) {x) = L 1<F (x) )}~ definida sobre

4

(0 ,.11 por

Ad

X( ) (1&1“_(:&'}] = ¥

N |
¢ ume fungao decrescente para zEYoO pedendo iy ao infinito ns origam ¢ ten
> . - & - . - 5 - ) .

a seguinte propriedede: Se we a medida de Iebesgue em [0; 1) & distyd =

. o~ 3 ES & . . 02 ;
buigeo de Y(C‘) com relageo au e diguel a distribuicso FY( v) de Y s

u[?(d)< x)ap(y<x)==}§"\(@g)

. d)
Os conjuntos tals quo os valores de Y o Y."< ’ caem en um
&

dado intervalo tem mesmas medidas, @ se Y o integravel entSo. gld ¢
tamben integravel; se ¥ o qualquer funco posibiva.

a a (d)
JoQx)ax= [ p(I(x))ax (11.9)
Q (]

#

senpre que uma das integrais existe.

Ne definiggo de Y(d), seem x Y tenumsalio de , &
My s entao !‘(d) o constante no intervalo (1 e 'PY la- "l) o

Para que Y(d) esteja perfeitemsnte definida, basta tomsr
Y@ contfnua 3 esquerda em (0,1), ) 2 oarilvel aleatiria decrascen
te equivalente a Y e chamawos resrranjo decrescente de ¥ .

A seguinte propriedede do rearvenjo decrescente da varifvel
eleatoria Y foli deduzids por Hardy e Littlewod e pode ser enconbreda no
artigo acima citado:

Propesigao II.1) - Para todo &> 0 , uma condigho necesad

ria e suficiente para que seja

?Y(z) log’ Yz) ax < ©
o

& que seja " L ,
/ i“‘%”'fy(d)(u)ﬁu)ﬁx < o
o o

fooreoma IT.11 ~ Se Y ¢ wme vavifvel aleetdria nio nogaii

va integedvel em (0, J, P) o

el=) ==-;%- ojx D) ay z€(o,1) ,



ontzos a) pars aualguer geqiiSncia crescente (A_)

R 1 P Rt oA B

em J o gunlguer A »0, temos B
P{U>A) » s> )

onde U= sup B (Y| Aﬁ)
n2>l -

b) Bara todo £>0 eoxisie wme seqlidneia erescente ( ¢ ) j

}..

%o o-flgebras no_ intervalo (0,1 ) 3al _gue

w(v sk € op (g 2x8] , k=0, Ly 25 ooe
e V> g~ &, 0nde V= sup E(Y(d)lc 0
n>1
o) _ara todo # >0 e _para gualquer saqiifncis de wimeros remis

(@), > ©m (031) » deorescente pars sero, existem, em um og
pago_do pz'obabilidade (o N P’) conveniente, uma veridvel aleatbria 4
com_g mesma, distribuicao de Y g o_uma seqiiéncis docrescente ( P ),1 »1
de 0 -flgebras de Borel tals gue, para todo j inteiro positivo:

i

p[w_,j §) > qkp[g>3sj

onde W = sup E(Y*’ D)
nzl -

Demonstragao: perte(a) A seq@iSnoia Y, =E (Y |Qn) & um MG e pelo

copoléirio (L 47)
E(r] &) 2%, B(Y Q) ,omee & =J( () Q) (1.32)
1 ® n>i
L £
Seja
U = sup 274
en%8o
Up + U quande k* © (11.323)
Pelo teorema I.5. demos, para fodo a> 0 o k> 1 s
a? (U 22] f B(r] ©ar . (11.14)

[U;gg > a]

Se a ¢ A" oa% conjuntos [U 3 a) creoscem paras fU »\7

e pele contimidade da integral e propriedads mondtona seguencianl de P,



a desigunldade (IX.14) permito escrever para t0do ks1 o

~—

are | U, > At} < E(tia,) aP
!:UI:> A;J h

- S = 'y
Por (IT.13), os conjunics fU 2 A ') gresgen para
\ L
fU” 5\’] guando k = , g teondo em vista (1¥.12) tomos

Pfﬁ>\ < i B(Y] Q) @ P = ~om Yapr,
) At \/;3-3. 7\?} o:) 3f [’Gb A?]
wis [Usa} & a.
Se A"4A os conjunios (U >A ’J decrescen para

(v > 2], donds

P UE_A) _f_-%-

v )

Se A, & tal que P [¥> xo] = 0 ontdo P[U> 2] =0

YaP , para todoA> O o (T1.15)

e tembém w [Y(d) > Ao) =0 e u fg mo‘] = 0 , donde, para todo i “
com P |Y » h] =0 a parg;o () & trivial.

Basta entao mqstr&r (a) para os mimercs A %ais que
Pt 21)s0.
Seja ?\1 ua,} que P (YS' A ] >0 , poriento
u(g> 7\1) 0 ume vez que g2 Y(d em (o 1] e Y(d) tem a mesma
distribuicao que Y . Comy & & mondtona docrescente oxiste o moior mi-
mero +© do (0,1] tal que: g(%) 2 A
do & comndigao

3 Dado um evenio A satigfasen-

. TS
m‘j.— ;A Y d_ P ?; Xl 3 (I.Lo.~.6,l
Vale: F(A) (
a 5 .
S(P(A))“R’%T" [ 2 )"“’ZPA" JT18FP> n
o A

e como t & o maior mimerp tal que g(%) s aq @ temos
PA) 2 t= ufg> y] (1£.17)

Por (IT1.15) o evento fU> Alj satisfas & onndigao
(I1.16) e portanto a (1I.17), Jogo



P {U > X:J S uig> }‘33

- B
pare todo A, * 0 ¢al quo P{U2 ATJ >0 ¢ Como s conjuntos

f

{. - . 0y o -
[U' z Alj crogeen para (U 2h J quendo A 4+ A , o Gltima desigualdads
implica a condigeo (a), e.q.d.

parte b) ~ Sbre (o,l}, gojem on oventos dois a dois Alg-

juntoss:
C,= ((n=12)8 < g <n§ (n >1) (I1.18)
e saja (;1 a ¢ =dlgebra de Borel gerada por 01, ves g Cn-—l ’
3
2 (ntl) gl ..
4
g(x) = =2~ | vz ax . A
o
(n-1)§f - ~ - - -
¢, = [(»-1) £ & <né) (n23) bfl- - - p
33l . - <k
Gln ) na figura . 28~ - - -1- Ty G
] ] ]
8- --- iR =
ow > 1 ) ! 3 :
Se cn nao & va,_ U ac, b c, cie,l

zio, 8le & um intervalo

asm £b . Por (I.39), g con
siderando que o menor evet';to de C n QUe contém ¢, é o intervalo
(0,5), temos:

D) ¢yed [ XD ) ay -6l p(01) 6 sdore ¢
o

Figura (I1.19)

Assim, sébre C p Vvale

E(!(d)lcn)g_ g- 6  pora todo n talque C i 4,

donde , _
V= sup E(Y(d)l Cn) > g=-% em t5da parts. (I1.20)
S :

Pela forma como definimos o fumgao V , ela & menaurd -

vel em relagao & O-dlgetra 3 ( (J ¢,)s © pela definigin de ¢ a
' n»l
cs eventos [V >k gJ s s%_o mensurdveis e para mostrar a relagdo

“fvlkiﬂ] =ule>x z) ,

notemos que, aplicando a perte (a) & fungso Y(d) rosulta



o
oo
e

- 5
L (V 2 k6 ) <
¢ o desigualdede no sentide comirdrioc § comseqliSncia de (IX.20), =ouc,
sendo V » g om t5da perie temoss
7
(g2 x8) cfveoxsa] .

¢ wpoztanio

1" — &t
= o> 1 ¢
A n C
Abk k;ﬁnc e c Cl’ C‘
=28 L AL
0 Q= C Qs _ G Q.+ Q 4 1 =9
ic k-1 o n-1 ZA 1 P o
Ay n 2 1

Vemos definir a varifvel aleatdria 2 sdbre (0,1 com
valores inteiros independente de g, Y(d) por meio da distribuicso
(extendendo, se necomsério, o espago de probabilidade (0,1), Bl” u )
g0 espago ( @ f B‘: R *) v

%
P(Z:n]s'pn (1)
Seja a veridvel aleatdria ¥ definida sbbre

(2% B3P ) pola dgistribuigdo de Y(d) o Vamos construir a aseqiidn-

cia deorescente de © uélqébras (vn) a partir dos eventon:

n» 1
e fBex]  (ks2)
¢ = [{i-14 cgeis] (351 .
definidas na demonsiragio da parte (b); para cada n »1 sajai

D=3 ©,n A (k> n, 1¢4 < ~ 1), A ( 1)) (11.21)

Como o menor gvento de D, aue comiém C; A Gom
o B 3

i*k-n>0 § 4 - 32%

-

c;]‘ s que & uvm intervaloe (e, d) quan-

do n2o & o vazio, resulta, da igualdade (I.39) =



& 4 )
3 = & -‘u.vu 3 (d) ] s T o5
E(Y | 93 = ey f YU ars s (a) _ (11.22)

: ('f(d) decroscente)

sébre C, R 4, , pora todo i sk =~ns>0
Entto, como

g ?.(i—l)&‘ s{k = n = 1)5 E(k“ n) P

adbre - ¢; nd , com iskw-n, 0, resulia

B( Y ¥ iJn) s> {lc - n)é sdbro G, A A, i>k~ns g

Para k<« i , escolhamos n= 1, para k » 1 oscolho-
mes = k~-3i4+ 13 adbre Ci ﬂAk vales:

¥ = sup E(Y"’Ivn) Z,(k“l) § o k o1
" (i1~1) § 86 ksi

Bntio, sdbre o evento \_J G0 8 = U . a J

A
ik> ST R
vale
w= smp B(Y"|0) > j ¢ (11.23)
n
Pela forme como definimos W ela é mensurivel pagundo
(U ‘Dn) e o3 conjuntos [‘-‘J >3 8 ), j » 1 s8o evanton do
nsl ' ‘
X U Qn) . Comos
n>

le 23¢) = U"i-" U oo an s

i) 1.k 3

resulta, por (YIL.23) e pale indeponddncia das veridveis aleatdrias %
e g3

g g2 2 g 25 8)2 2 U C,n UJ # ) =
iksi * kas3d
s P¥ (653 8) % (35 3] = 9 ula> 48] Cogeds

Observacggo: Defimimos mo capiiuilo T oz NG wvelativos a

seqiSncias crescentes de ¢ =Algobram; pade

mos definiez tembém MG yelativos o zegii®nciss docrescentes do



=-Algebras g, tende demongtrado ume. relacas eguivalenso a8 (17.14 2

ot e e

nara oste casn, 0 mesno m‘ocec’n mento da demons tracao da parte ( )

"-4

mite extondor (a) ag easo de ¢ -&lgebrag deoresgentss

Dizemos quo uma distribuicBo u sbbre o reta rsal dominn
ume, distribuigee yee p (=, ®)> v (%, © ) pare dodo x .

Pole parte (o), pava t0da Y udo nogabive de LT a

distribuicio P g de g domino a de S:;p B(Y] (3 ), para gualquer
segliiénocia mondtone cresconte ou decrescente de o -Algebra ( @ )ﬂ» 7
A pavte (b) afirma que P_ & a melhor possivel para os Q. c:raqc'e"hn
tes, mo sentldo de que @o . P & outra distribus gdo que d,omz @2 &8 de
sup B(Y lan) » ontdo P & dominada pele distribuicso Py« hopag
te (e) afirma que 1?8 é ginda a melhor possivel pera os (Xn decres

centes, embora em um senti.do algo mais fraco.

Pelo teorema reciproco do teorema da comvergdncia domdb-
nada de Lobesgue, vemos que & interessante deternipar condicdes pars
a integrabilidade de sup f'Ku

n

Pagseremos & estudar o caso especizl em que as fungoos

X, 590_as_esperancas coridioionais de_uma varifvel aleatdria intemcd
vel nao naggtiva gébre (n 3, P) com relegio a wpa seqiidnois mons
toma ( @ )n>1 de_sub- q-ﬁl@bras de 7,
Se 0% X € I. ( 2,9 , P) o coroldrio I.61 nos permitoc
afirmar que o MG (B{X| (\n)) converge quase certamenie e em
1t para E(X|] 4 ) , ond,e a =3 (U an) o Polo teorems
I.52 tomoss: n, 1

B | sup B(X] Q)| 2zdiy + 527 E[E (X1Q ) 108"B(x] @) )
n

e entao besia proourar cqqdigoes pare & integrabilidede de

B(x| 4,) 1og” B(X| @&,) 5 © para ioto é suficiente assogurar a in-
tegrabilidade de B(X] Q o log E(X| &)

Como ¢ (=) = x log = & uma fungio convexza, a proprig
dade {I.40) n? 5 pornite gscrevers

B(xl @) 1085 (X0 ) <2 (K065 | &) ,

e concluimos que & condi 59_ X log Xg W 8 suficiento para que
wp B (x| 4)€ 1t .
n



0 teorene svgulnie wostra que o cendigao X lsg X

8, wam certe sontido, tanbdém mnscessfvia vara a integrebilidads do
- &
sup B{X{ r> 2

Soovoma IT.24 — So Y & wwe varidvel

e ST e

tiva integrivel tal quo

integrivel, exisie uma varifvel alea: tériz ¥ “de mes:

e

que Y em um espaco do n?:obab_i.zlidade comvanionte

- ’Ob 2]
n 21 ‘@l? 0 -4'1-{\ L‘ e

1hida crescente ou_degrosoonte, tal quo

e

uma _soqlidncia mondtona ( ﬂxn}

e
sup B (Y ”m;} ¢ it (1%.25)

B

Demonstragdos Podemos supbr que Y & uma fungan nio
crescenia em (o0,1] com probabilidads do

Lebesgue « Pelo resultado de Haxdy e Littlewood [7] a condigne
Tlog T 6 Ll impiica gue
=z .
gx) ==~ [ v (wawgil ,
o

Para escolha:t; os ﬂ: crescentes satisfazendo (I1I1.25)
basta tomar para q as; o -ilgebrag Cn da parite (B) do teorcna
IT.11.

Para esoolhez,- 08 Q:: decrescentes nofomes que, sende
g 6 L]' temos

‘ r3>k5 =
kgl MRS )

Entao existe uma segfifnsia (Q‘k)k »1 de mimeros am (o,1)

que comverge monotonementy a zero |me e 1 B = w con
fc

a.> 0 (k» 1), eniao ¥ a b, = o quando fomarmos b ) os

)
k> 1 151

satisfazendo:

<

—
=3
=i
%
]
L=

e

k8 = .
kgl Q vwlg2 k8] =

Entao, part esia escolba de (er)I 3 ©seolhondo o

1



b ) e e
Q, comc sondo oz P da parde (o) do teorema IT.11, temos

P o B(Y*la) sks)> 0 wfegakd (wk»1) ,
0 =

e por (IL.26) resulta ,

J P lempn(rdal) sxd]- o,
k>1 " = - .

& o 1 .
o portanto sup B (Y] Q) ¢L° , o que vompleta a demomstragdo.
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