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PM:BACIO

lleDüa tpaba].ho dose avaros a teo ia doo no?bin8üia om

La (CaPItUla ! $ z)) dando ê11íüao à técnica de anda'b'aga} opài.anel,
Qua Fado interna ap Banbó ao enaliat;tw qlzo xiao ae ocuBaln ã& tcopia
daa p:ababílidado .

Co:"o @Uc®io, -e«rever« re"ZMdoa (Cepâtuo n) OK

üp&Ídos do ti'abas,ba de Blacknell o Dlbina cobre l peoípl'aco do tog
Doma à& CO:WOrgõaoítl dominada. .

Doae3amoa re a]Êap a papel. e8soncial qüo cabal zza

aplioaçÕo acima pofepída l à proppi dadea do aa=panjo deorooeenbe

do lma variável. aloütóz.ia dedtilõida por E&pi e i,i'8tlawooã} Q paroqg.

noa que o procedi Bato appeaonbüào podo õa !bêm sep ap].i.cada em râ
='iüa ou'urag oit;iwç8ea! 'cauda em via'ba que tMbb8Aüi. nu$nQ 9 am pe?âa.

daa P opPlodadaa B onaiaia} umü funç o ã© compor'tamonto nEo j.n'!nxzH
Gato daíinido poz' lm3 xNuçao con'êítm.a Q8auFi'b8uoB'bQ daoz'eacea'6e.

0 Capa'bula Q9 em qua airoso AüQRQS eaPeotoa gopüía da.

teo i daa probabi.iãdadaq! é pePfoítan nte M.sponsável pa a o loi.üo='

qua codioeo oa í\uildamenboe da üeo=ía dna ppobabi11düdeaf zü pz'eaqg:

çü ae justifica sõuaat ]o]o ongo desaba ão oatabo].apor lma lingua-

gem o d p oforênoiaa do . e6\atado lwadoa l:08 0apíbiúos a\ib eqtian
'bee.

8o CaPIta-o l ($ 1, $ 2 © $ 3) iom.moa aPresen'&w' aa

tópicos ea enciais d& toapi.a d Fpobabili.dadas como 8 ándepeilaênci.a

ostcnáab:l.o 9 B p=obabililqade o oapepançe. oondia3.azuis à, lun dc aoa

peito do Aaáli e e Azlâllpo FUnaioxza1. 8a8uinoa !nata papba (ãa tz:&
baILa 8 0rj,en$aç Q dada polo profeasop Jaaquo Novoul ãa UlüvQFoid8p
do do Pardal eu3 p:eson$ü OF03'pune. u9 Dspepbameato do Rsbütíuticn
ão m l dwanto o êa gâe'to do !969s noo Waaj.bllj.tou mjPlinp os
bo iaonboa en aul'ta eBpaçp de tempo. Do grande v©.ia na elabapaç Q
dêato CaPlttúo fo am o oi óa d© Azúliee e A álico !ibuni.ona! niW.a.

t=adoa pelo ppofeaaop Clllalin S. EÕiü.8 no iêm oa X968 © 1969.

Bato »aba! iP foÊ is aug)rido © cri.cintado pe].o p=of08-
aop Gar[oa A[bopto BaP[»a> ])anbaal & quem devoro ]noluoive nloasa

propano na 'baa i& daa pPolnbi].âdedogp travóa d08 cup80a de !bobabl
l i.dado Avançadas PX'oeoc ob l;sêacioiú=i.oa Co:wo?gêi2cj,tx de IJo©.dau 9



poz' ê],e u:i.nÊt3trlzdoa m !iilJ no ae8undo semestre ãe !969 o aura,nta o
üno de ].97tn.

[)e].o muito qua lhes dev'eiiloo, da ejamü e p eaaü!-lhos
oo nossos allnox'oa üw'adacimontos.

S=o Pau[o, &b='i]. dü 19'?i

Sdn.yü Ack]. Eo:!da



UFagq.e !w toast e m! ep oa os ao p
ara9a-m8a ep o49oalioa op ol5i#o'ftdu eaQ3'=

ot qo'l e$ elxua'Flap
efaug9aeznoo p eua=oaq. op oob.xdlao.x UD.

ao£5eo'Ftdv 1l o'tn$Tde0

aTa8ul,+.mH

laioFaTpueo 03ue.Rodaa © oplbpTtiqeq04d w €1'1

oo;+egao4 o eT u paede@ul w Z'l

ao5edaaqaa e Gala;';un Deep
-$tTqeMe+uT €s80'F8 eP o 5 iaosaado.=
p aa.Eoc+ cleua2o+.xo cyaB6f o.ld 6gBFO

Eb8aoaaoo :(d 'f'0 ) dq ao5edeo sOt'l

aePePTllTqeqoq! seP eTaoa& p aoo'Fd9& sut8tvI oltqSdao

4'r
€ F

j
T

aooT+8goo4 e oa aooad
epepftTqeqoad

opepfstzap Q .uof+guo9.BU e5uexedeg w £+O

apepTtFqsqoad ap OE8fnq'f-14e'fa w Z'O

?t'fqsqoad o3 dao an u pep'FtTqeqoiid
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BliPAÇ0$ 1 [)E X'ROBE\B]],:]jAD]3

0.]. n l?pabab:Llida,de (m lam es Q )pü'baba.lizávol

[Ka, co 'üruç8o da teoria da pzobabi].idüão pcx'm.

no de doí concoi.üoa ppãmítlxasp 8 se:pwm auto probad08 intuitiva entes
.ÊS]E]:g!!..gEgg]k:193â.e que odre eixtaw Q pesu].fado 9 ao slã.ep8ãan Q pi'j.o!'i.

!)o08íveíal do lma clxpepiânoi cü.eatóx'ía; .g929$:g..,glâgg.à=EI.s qua o a colqu18

'ba Q do 'boroa oa pon'8oa amoí3t='aj.a.

.g:na$g. 6 m! con3uilba da Tonto amosürai e a classe doo üvontoo
$ ":a p"''Üe g de P ( Q).

.ã oaM evento A e i asooeia«aa 8 .E:gÊgÊigj:Éb&. ]'(A) .iig.SWU
gg=.,,g,.21gX31Êg. A 9 ond P é ima ftxuçZo dQ ooniiixiito dog:L üd& eu :g con
veloz'ea x'oa2a, aGIdo z mínimo ígua] a zex'o o o maxi o tÉ$.1&]. B l.

Espaço amoatral, everato o pzobabàllda Q oo'Üao poZaeS.oxwdos ccm
o :po= íêEiQi8. a].ea'Mr].c, dü aeÉlpi.nte !nanoipa:

qti [quep =08lD].'bodo íma8ii ávo] da aRDe i.8ncta. ó de eri'bo poi' wa
ülU.oo lnn'bo troa'epal u e todo ponto amoatpa! é lm roaulbado pooaive!

do oxpopj.ênoia. O eonjlzneo da %âoa oo pool a oatpais oa que aforro
o ovan];o A doaerova camp]oüemoilto o evento ]9 iuêo a9 A o'lai'x:ü ...gi« ' P 4' 6eH.'-Cbb'UnÉn=ue+SHb»H.4-1+Í.H

"üaa2a dü ex' )pã.ênlaj.a ao descrito
'bra].an'&Q e

A co8uãz' vanoa dooerova pz'oppÊodadaa da elas o g ozüe vwnoa

c[ofi.ntp 8 p=obbabi].idas.a P 8

Corno bo(ão ponln amoo&pal u podo .Ê92e:i..g2 A Ê3i...2ãa...Eaiiâ=:.sie. Ap
pa a cada evento A 0 8QU conplemontar A' é d.]a& laa evozlto, j,a;xo ê:

ae A Ç J , en'b;o Ae e g.

Em paptieularJ Game boda ponto amoatp l u Gata on sz , n ã

c[!Enn(ü6 .g:[9=Êg..gÊ:$g, Q õ]a a't=i.bu].moía a ])z'obab]]ãdado ] (P( Q ) n ]) Ê

o eoaplemental' do Q p o ! Q cLaRa,do .EZgâÊQ..:=Z3Ê. cu .}9211glzâ::Ê3,, Q t©

l Cano !m pombo anoobx'ü]. podo Obrar o:ímu3.tânaamellte Qm dolc3 0v91b-

'üos9 o .gg

2==g!!M.. 'A e B ;Ê:;p;93nete.}lalez!;!elege:;Ée; a. © :B 9 que do iPgmaüas

pop .fErI B ou .AB 9 Q A rllB e g 9 pcn'a tcd.o As .B € g.

ün pa='ticllü.Qa9 .g2 A g IB .gg..Êg92:1139g..gjlll;!ê@!gi@g.p isto aP ae &



2.

oao rangia d© um impor.a a ocar='amei,a da oub=oP .Êg;g929g...gl:g A Q B il;õ

g}2d3Uiàsig., o j.xz irmos:

A n B - Ó .

Se A)B € J9 ent8ü AelBc € J logo Aon Bo e J o
(Ao rIBa) n A UB e J vamp?e que Ap B e j .

Dador dolo evon'boa A e B 9 .a..=Êiiilâãg. A UB
!!qcaw$n04:q.@. a. , .gli.g2. ]3 9 0K.ge ainboa '.

.gg,P em particular, A a

A\J B .9929.,.gÊ928 A + D . O ovonêo A } B oooz'pe oo, e aê ant ae ocJCE.

pa um Q apenas um doo oventas A o B9 Bando que a ppababj.li do d©

QOQ:'ro= A + B gera & soma d probabi].idade da ocos'Dar A eQm 8 pzobQp
bãlidad de odor or B 8

à

P(A + B) n P(A) + P(B) (..dã.tj.vj.ÜÜ. '. P)

A 'F Aq a Q 9

P(Ao) n 1 - P(A)
aB paPtj.OIXIQB9

a

l8.]Dn$©64

C

P( $ ) - ]. - P( Q )

Aíndap aa Ap B e g 9 a. n B - A Q Bo
a11QqlrqlP 49 A a3g..Bãe.99Sêe; W

- (.Â - B) U (B - A) p.:9wgtxd.9 qq' QP.ê& @

doa otan'bo:

Do H lu !ileH.l.Dilil FREI

a claro qlwp ae A,Be J 9 então ruBI AA B e J .
Bb. roalpidado va o abiibaíP ê, alasae J doa ovanboa lma Q t;pB

'btwa maia ploüp que paoaanoa a daacl'ovos:

a .é& Bliboanjun$oa d© Q .ggaÊ

]g@g Q .a.a 4p alg!!gg8

h.) se A e a , ezlt&. Ao e a. $

ent&9 .g2. a. :eê]$1gfaz Q ]@q $ao: :çonalç699:

/'t

V
A9 B e a enfio A n B e a. $

s© Ap B e a anta) A U Be a $

.$$!9bã! p$eê ag:Ê&gg9íQU'

B

a. e:wq g!©lb®:
aLTo 9



3.

Mi au:püç! pa].a;vx'aa , lma â]é;ebl'a é \ma c].base do otan'''üoa con'ban:-

d Ç! Q $ f a:38ávo! peZ'is opopaç;ea de comp].cnenbagEo Q XnbePaec?eo

fj.nã'ba (pop'ban'bo tanbêm os'tával po:' pena.io fj.nj.tü) .

touro Q o os'bi :f Ql11aD3

J.) Se A e j n.ü;o Ao € j 9
âÊ.[!!Ji@Z;:QLl@Q::4gg..ganha:QllW,9

se JLBe J (}3à ''x)9 exnüZo nnlAn € .J

2} Sa Ane ;J (n: l)s aii'''Eo ::1lAn eJ

w@&â.g$)W. n

lba eu'Mln palavPaaP \maa álg bpa é tma Qla8so de cvQbztoí] üüE

tciK[o 9 G qb , esi;aval. par onPleinonüüG;o Q por anho aeçl;ç3 emmüpé;vel

(pop'bünÉo tamb&3 aü'bával })ox' ]:eula2io axüme=!aval) .

elegi;:g;sã2..g.:3. - Düd.& una a ' ülêebp6 j o8b?o n 9 tma .E::=11iig1ll=.

].àgaêg. F' a6bpo g 6 unha :FbnÇ c def'jpaj.êa u6t'eo

g acn vazo ea Qm (O)1lP bal quem

P.) P{ n ) - l ;

P2) { a -edàbi'el.ãüaa); Dada \ )a E30qaânlül.a (An ãl:ll do oval.R
too ãa J doã üoi al jun'aosp 'vaj'oi

-( :3 * «a) « .g : 'hn)

Aesân? ]ma p].nbatliZid.ade abro l & a -'álllpbpa J e8b:'o Q tar-

dam , é d.a que mamadida õâbi'o J zwz:::al5.Banda (P( G ) D !j9 eâ
üztbl-.n qu.o s'n es'hltia dü Fkolüa'bilÊd ão v noí3 u8E]H' !Bica-'ê08 Pesa!'BêbCjo= da, Te;{9.

âa ãa &oÜj»eaP o que o E)llJ.oa o pç):lto ãe vtoün ãG Fauí.Eoa autor:ea3 qua celgl

nj.ãsrfw S pxubnbj.:i,j.ãa Guo ?â & l)tm'ü'a ou na3'a apoio çEcu tãa Teo:ia lia 4c

(IUâa, ?a= QtÀ'iTQ !& ki ?x'ilbüb]]âdado 'iiaa ãaaen $].XF$.do n8todoo e Tacão

Q$1U].tlaB B alia p3aU13.arÜC, âe n0 0 {lUOS mt2Ú'baU vâ e ga ilu-n'l;j.{j.Ca. C} estudo
ü& Pac ã âa Jgêcikdaori.enbaãn na aclab].do c]a PÉü] lbilidada.

.gÉl©;B}Élb:.g8Á.-'Ü] pt\r ( Q 9 ; ) goxumaéo poT ua oqwtC 6o

vaa$.o n o?xa {J áleb:a g apa'tanda9
ê; e dw un .gE19©i2A;!31:&n.i{3âve:l .



P 6 lm p=obabi].idade a6bro a. a

g de lm espaço probab]].tsávo]. ( ÇZ , J ), QDP

'taa Q 'êl'lula( Q 9 J pP) é }nn ggpaço mobãbílâ8ado ou xm .99291gg..$g..]Eg.
bebi11.arda .

Aa cagulate ppappãadad0 6 a co geqtl8noiaa da a - ndibívidada

P( lám + Bn) n !ãm + i'(Ba) 9
lk+eo.; n. ->s'

(0.7)P( IM '} Bn) - it« +P{Bn)
Xl8'eo &oq.

q-m.ZWZ' Ma lg"al@#os (0.6) Q (0.7) aWr Q que a .aUlbBb].!&Ü-a

Boga da ppoppiodado m03 Ótona 8QiluQnoi8l'.

g=92a93:s&. 0.88 .gÊ.J8a.,81u&. P .gÊ8:@$2..gg: a --gãa1llm .g i©.

.bm : Q :@y;:!qlqrqg::JP.s@$9919@; b,z) .nqEelü;.

b) (adi.ti'podada) : PÉua -õêaa Boda finita
even-boa do J 8

h.'-.'.'''". âo

P(Jb. + ... +. .azi) p P(h.) 'p ... 'b P(Aa) $

o) prof Iodada mola'broa oquoncj.d., azltão 'P .á..!en...ianlbããã;!:afia

IMa o].aa8a P da aubüon31ntoí3 do iQ , a

m nd: aZgobpa ( a állptn'a) coaüetn(to P .ã clm

nada .âi;wlÉ=à ( a-é18ebpa) éppada pop O .

!nãücwoa po=' Q( O) e J(P), rospoaüiv nenüo, 8 :iléüüb::"ê! o
a -é].abra gep d poz' g $ aál obra Q(9 ) (o -élgotnag (9)) ;a

ia%oP çio da tâãüa a8 á].6eibF'a8 { a âZgb a } qu eont&l ÍD

j211gg:!gGã) O.!0 - Con3í3b=uãnou Q (9 ) aagta11cb oüspas sücüa-,

s3.vaa aegiaj.n'êeo$

[9.Soja C, ao].Ba fomanpc 9 Q a {iodouoas'ren.
'tios A C íz talo Qua A ou J.a3 e

2e Soja (b 8 alü6 diw i.storaeoç8o fias.taa doa ovenboa
cl6 C,

0 .



39 H a( 9) Õ 8 01QI o d IGtuMê;OO fS.Ü.'Eün cU 3\an'ÜnS dUaS Ü

âll a! ds çvenÉc=« de c2'

É:gxçlaãÊga O,:LI l a ã18obpa Q çe3c, lma a +6Z!!obz'a

ê neCeügã=.j.O e QUH.Oã©Zz'bQ qUO ©].a CUQ:la.. eá:báV'e3.

para a.a ODe ag oí3 do l:ími&a oraaeonüo (Zhl 6} a limita deoposóon8a

(zü, & ) .

Vaiada cttap tum roau]tado que ã Üti] para dofj. d p obübi].3.cl&d9

a=!un aBRaço ( {Z71 )9 quando J 6 B a álBobpa 8e ad poi'tma

cla ao C do auboozÜuzl&oa do Q oaüápol por iabapaocçao.

@le}.@lB©a&.dn mubo9Pjl:;®çgJ© Q .aaj©9:LJela
pb&bilâgâ

:Q.&ab$ragaÇ!;Q

C So dc+
- g ( c )

lbbabi15.daã! Q Q Q' .eêbw. ( Q , li ) 'É9;®

então Q e Q' coínlíle! gm:.tod111g.:!!

A damouB'Mlâüçao daota P OPat3içEo podo Q onoontpad Gm: .ãpoimaa

(PB. 26) ou Havett ((1) .pg-3)

0.2 - a3©$©

B r ü R\l'l tampa 8 a gabbi'a doa Lapela,aNDa ota de Barca.9

duo é 8 a gQpada polpa iate valha da, rota(baatarj.a tomam ã

unto valha abo ton, o« foaa®a, ou a.«í-abaptoü). V«:oa i.Mi.em wm '.
ü a -a.wbpa do o! w R(1) . Maio (R(1), 8,) Ó.tme'baço'pro-
bd,j.,®.l ', Wa."" a.fím' w. p«baj.Zj.am. ; .á (R(1), 8',l l,Ü:;:a

véa do valoroa do 'üalB funç;o n cola ae doa 3.nbo?valho da filma..:.(n'e: }a )9
Faia tal eIRaDo 6 eaÊávol poP j.nÊo=saÇÇao a BOP a a -âlé;obb= ãa Bmül

.298i!!i9ã2. 0.].3 Dado im apago de probübt].l.dada( n ) j 3 P)

wa. ywj.:8vol d.oat6=4q a6'bpo { Q 9 g :':p P) Ó

X ! Q ----> R\'tJ

tal que

B e B l ' e.Wun% Cx 8 :e) - x'X(B)
'{ « e Q$x( «)e B} o~táan i. {0.24.)

À aoadi.ção.(ol].4) aBppiao que X é tma função nadam'aval da

( 9 9 J ) w (R( i), B .i.
gbgHlgg&.O.15i Se 'J le J 8 uma mama =a.gobpa de J f '©.

da variava! alaat6pia aâ'bpo ( íz p'J]. ) é

papa todo



também woa eaxii.ãvo! a].oat8pia âo ( a , J )p mas iEo rücàFrocananEo $

papa [n©.own:o, «-a wpi.áv.], '*]ea&6;'áa X .8b o ( , 2.) bwh q:

zer ontgo R ó uz;iü função j l moi uxâvol

Daa =alaç;ea:

8.-'1-Éx.4' ; k' :.y:'.)-::y:k. -,J (o.16)

co }o]uimoa qt» aa !uliçaa po ] X d fãnüda cm S é lma vapiávo] a].oat5

:Ê ae o ó ao & ima8ml âzv'o:pega poP X da +-odo i.nbonfalo = C R\L'r rabi
; e

.Blgg:i:i:9ãÉ:, 0.27 eatópiü Ã a8bpo o o zmÇO

dQ pFObebIIICIQdQ ( Q , g ? I'}, ]I.::ÜàB39BQ. P

.g9€i:y:gB::W, (R\'Jp B l) .W=

Ê (D) - P(Xe B)

g.;t®;$ PTQbabj.!idade ©

VQ]. 8]Qa'tÓP].Q X .

P ó cha ada, &ânlbpi Fbabã.Zâ.

A ãi.i3tribbutç3o $ do X Õ debepmí:nda qtanado oonüocwno

Ê(1) n ?ÉXe 1)9 pw'a todo ãu'Õolvd.o ! da fama (-,' , a).

Aa Ind gaç3e ?eféponBoa & .lma e=po?iânci.a alaaà6pi.ü iwdoin o

donop[taa pop meio do vapiároia a].eat6='mass o poptclnbo Q estudo doe p=g,
hiena o i'edxm ac> estxido daa dll3t i.bui.çBoo ão ppob@billdado do v,u'lãvoíu
oleabópia . 6ob a ponto do visün âa ppcbabilã.ando niio bá dip:foronça ©$
ooncia! entra 8 duna oj. e ulntoç;t

&) iío lançamento d© lma poda perfeitas oo aãdopa=' X(u ) = O
89 Q roolal'gado :F6p 'tG8Füçt e X( üa ) B ! c& o coBtpãi'lo.

b) ®o ].ançamQn% de l dador 'üomaT Y(u ) B 0 ua Q p9{3un.tBdQ

f6 lm ãÚ30 0 par o Y(u) n ! o o rostütado fâ ínpazP.

!io caso a) o espaço e o Aüpc\] tcm acta e].adianto Q :n cubo b) ,

ao],o c].ementas. !aa X Q 7 b6m & mocma di bpibulçgo do pz'obabãlã(! d
P 0

ê(B) G o e ou z e B (müa ião w.h8)

oo 0 #1}3 íman ]. e B

8e aülboa 0,1 e B



7.

A dj.atribulÇlilo do ppclbab5.1idaã-o P .gp:..Xglgiã8i9l-alsaiÇ5zie: X
F'(x) Baba:êpIP ' n+":=+ nt!:Z-n--+::K&:H

F'(x) - p(x «d - $(- «', x) !
(o . :t8)

.g9. I'(3C) :g.q??illoc+491 ::q.PyolgP+3.iqP®: dn otan'b. ki S X ' x23

'%) : Ê {(- .y %) n (- « , :b,)' }e

a «X2) - F(XI) n A Éh l

(0.19)

@} ga2'a.s pw'â todo B e tj 1 , vd.a:

ÍÉB) - / d F(x)
B

Dado a Ênbogpctl ó a. do ZnbboBgua St!.!ii.tjer .

9

29gã:2j:Ê;o 0.20 ftuig;o F(=) 8 0eíada à die&i.tmiçio da
ppobbabi[idada $ d& v lave! a].oatóPia X 129.

[üa P0].açaOü (0.18) Q (0.19) Ó do mj.naus .âm9ãa..g9..ã3:e$r&bBigãe..ãg.Xn -
plávol aleatória X .

Daa prof iodadea da probabiliàado a=o dadtmtdag a w'oppladadoa
da função do dJratrlbuíÇio «x) :

ri> A ta\,IEa) F(x) 20 pw'a todo j.ntewalo fiM'h Í.lh,lx2}

(j.B'b 6.: ao \.'c :ib ozit& B'(:1.) <1'(x2)} ' {0,21)
D' 6 iGo dome oen$o) '

rP :.:ük,í'q? - v(*.,)
(CQnxütnM.dada pala ogqlzox'da) !

%) 4:T .,.. F('h) - l , {T ., I'('k) - O (m«'ú.í"çh)

Bh alma, dada lma va?i.áve! aleatÓri.a X aâb e wm oàpaço d pi?o-

bsbj.].idade ( €29 J 9.P)9 8 diatpibulçio do prol)abilidado P dó X
dote mirada a6b?o (R\'t/, B 1) põ].a í\ ç o do aabibui-ç8o F'(x) -

Real.pxuoamen:bol dada lm& probbabilãd de P aD (R\lJ9 B,) a
ln3aa filnçio X t n ...-.-bati')9 quaPomoa aclb r Q é posaívol constnür tnu

aapaça àe ppobabilià ã oameüenta ( Q 9 J , P), d® modo que X tB :i

ve=idvo]. aloat6pi o ã at dig@lbiüçãa do p obabilldad91

e



(SZ ,:J, P)----'- X--(]2(1), B:, Ê)

]bg\nãsEe. o.az
B Itlntoa d-

B <X),

' Q ' .Ê..lãB. a -ÉléniW
ç} ' 9 a a -iái:JtEl!:=âM-

ag...ggbganãE9Êaa..g:a Q:ra$9.}2Qg X .ÊB 9 ,

dafoma (x eq , B e B

Aw * l.*Çi.,(0.16) waaéiwm q.ue B (X)
gb ; B(X) ê amolnp a ãlgobbpaquo üopua

Q oonbân oa ovonl;oo que sÓ dopandem de X .
.,., .H
Elütãos papa z'aspondop ao problema aoâma

mo a o 8opadü po:' X :

) *(1) , J :: B:(X) , .B,!
R~'' , e m ap ço wübabUI,á'o! ( Q , B,(X)
bílldado P po].a l6i#,alCtnde

9

â, do fato, ma a -âã.
X : Q S2 i monaumávol

doba stop 'boulaaoa J {a.

n á[Bobbra do :]bre]. Qm

mamoa defld.r a probü

p(x e B) - $(B) , VB e B :(X) . (a.2))

maa loto oÓ é poaaÍvo] Ge todo o].ementa do B.(X) flôr :'opreaentndo de
t[m ülü.oo modo Como & ]maga tino & poz' X 9 do lm bol'alta!» :B $ acho

contrá=]o9 ae exiot3x-an bope].talloa dàstlntoa B].P B2 e B l td.a que i

(x e B:} (x e B:) ,

ont=o (0.2)) tan aenbião a6 co wle

i'(Bz) - Ê(B2)

@9PqPlq@. o.a4 - :gja x 8 n"''R(!) ]al au.: X( Q) - F' C R(:L).

B C P :Çlv©=

fz , B i(x)) ]©2

Ba aom
!

P(B) - 0 (.vooahoa't;eQn' #9

p=obabj.]j.dado P pala po].açao

$(x e B) : }(B) , v B e B. ,

Q P é M.a'b]ibü.Çao do pTobab3.1ic]aào da variávo] a]oabÓria X . (]< d©.

f'i.N.da em ( S} 9 B,(©9 P) ) .

.29a:ai:sãe, 0.25 - .B8w
pocFoc't3,vamen'be n013 anpaçac do probabílj.dada

(9 9 JP P) © ( nl) t9 P ) %êm amada(liub'3.buiçao ouíSo 3.Gtm3.-



(al{ - (€ o 1la - (4a
6nb 'tuq.' d

l=w= 1 1:''.11£'='.;'e.i .39'.mn===.=1= :== 2b ' : 8 9 g ao+M@oo'9{ 'P ''(1)a 'l(t)a)! "'o 'o4© %
'C6T'o) =ed

e'p'wFJap ged aW ' B-(x)! ! (.t)z''(t)a :!

3$mia5""EqSBta ' '@ oa-a+e.@ :Z$B7 d

-aaE:tgu'F+ua ft'ol -b-'-71.x8 : uf

' OB5Wq 'tabs 'FP

ap cnn$utU tm 6 #uelaooaaian 'epuodaeaaoa 'e'fong'pfb®ba p ea ato p eo

uiaugTea'mbe op iol5etei Bwl g i .oeb X - t a v 'ol5'!nq'Fads'n euaou
B ll8q. oq.uemm9.aoo eeenb B'FBIWn'F 6eTa9+e0'ie a'leaPT-xua anb oaeto g

Q - [X.F X]d not - (i - xJd *''
('o'b) X B y

" x ::i':b y

:BoaeoTpul ''etta apepFtTqBqaBd iao+ 804nT+B'FP aeaotea a wla ©

.x 6 X aub aa !J ap o4nad aap Q unfuoa Q Qg t 'B$%??7:iq6qaa"883' X uX

(d ' f ' ts )
e qgg ix 8 T 94eet 8gaagf-lear Beau - 93'0'q:FUTJ%

'lal6'Fzq,Ta+ TP eP olga! euaaau B ue aP
- }nqT©s'iP aqaoutet8} ao'Fa9$uot a'Foxy'F-=e.a 8enP 4-lBBlo'F$.md d©

'aep$nq.

:ElBoW elueuilet®'F eEa Zt'O al8'faFJop ! mt86 0ab (q o

(e sue+F au gop g.fa X. 6 X sefag+Date STaa©'Fwa. a ' tatdmn3ql

t 9 saa'(a,.xj.; - @: , x3*

n' '8 8 a A ' (al..!- (a){

ig Chat islet\8'F 01B id 0 d

ap'UP'Ft'Fqnqoaa eP aol6Ti:q'F-qsTP ae =;q.aedso= e'eiw 8u Q 8 PF ql&qp6$P eih6



Q ?(B) Õ ob$á,&} a pa lti do j.nÜolvd.oa coza'êiâoü aa B , lama voz qua!

pag'a ca.da i.ubapvala {l::lplE2) 8enoat

Ê( \..S x ' x2) - 3'(ab.) -

Ih 3im&, dada l©a va=i.4v ! aloat6?id X an IM oaPaçO d© p:Dbar-
bâ.}i$ado < a 9 J 9 p)l a o].a aaaclolalnoa umb probabilida.ãe Ê om

(R\LJs B].)P qao Ó 8 dio6Pibuiç;o de X $ tâdw Q va iíãvoi.a aloaMpi
aa (mé6mo aa dofiiüdaa aa awbpo espaço da Wol)abi3.ãdçüo) cuja ãj.ntpàlmi-
çao co.irai.{ía oom P aãa oonsidoradao i.8tAaàa 8 X Bob o ponto da víBüü
ã& ppobabni.d8doJ w @pti.otan, We ozi.ate no Q8p@o (R(1), B,) 2

mQ f\llzçãd eaopdemd X .que 'ban a mea & dí üwj,blÃj.çio d© K. Dada tW8

p"'abUl@'. $ q.*Qn, B i?, ," ,.a. ":' ',.. ,.:. «i ,.:Úà ...
8tri uà9 0 j' 8 a(!}....Ú0lq pam (0.19)9

úí WH v vnnnB LW HW

podendo aenppe oazni.gerar a

ola o daa varlávoia alga.tÓ ia8 cuj di tplbuãgEo é p ; lm p W'aaatitlàa--

t de ta olaaaa ó a nmçZo ooardenada. Retomou que a vüpj.âvcj.a tLloBt6-

=íüa da dloê:ã.biüçgo iglnl a Ê podar o %p doa,Bidão en eaptigoa do prg,
babílS.dado difopentod.

n

F'izealoa 8 ateziç o n a vapiãvol alocltóríaa igualmente diaMibi=Ú.
dais a6'Ue lm Doada espaço ( Q p J ) P). $o;faça

X 8 Q---+R(1) Q Y 8O---+ R(1) 9 í®mlnonbo M.atplbtl4.
daa.

G

Sne8a X Q Y sio nung6oamemu]3iávolado ( nsJ ) M
(R(1), BI), â.a'h ét

Biex) e J

B.{}) e.-J-

on@ BI(X) b B].(Y) aü mb- a-Âl@&aade J

Como X Q

.g]29®. Â (B)6 J .®H.®.:d0 DOr t
B3. 9 2

a(B) . ra(B)A fi(D) - (x e B} â (Ye BÜ - ((xg B)

+ ((? e aj - (x eB)) ,

ó doappaníve],t

P( Â {B)) - 0



So:ja ql;a o! o do todo:'3 0a ubao iuntoo o 9 q\ta tên p:po})ao&

!j.düde P !mla. Elntao todo QvQ bo alto de»ando do 1?;. isco õ. Qvc3Hto

.g2.&am Cx c B) .ngu-alas B e B! , .êãgg=Ê..g9..m,212iüg..9u ag.
32913êg.3g.

r%-i:+a
'todo elran'bo !u.:,g8n;@2..É9. j',

.9=19.Q$o do Ü. .

]üü re umas dadas duas v iávoia a].eat6pías igual.monto distri.bi=!â:

dm X e y, oüevonta , a .ál8nbr« B.(X) e B.(T) wra-
daa pop e].üa aão obbti(3os tomalldo oa evontüa d.a owüpa o ãzeebra. o :'eU
M.iüo elomen8oa da claasa' a .

.2gggniS&.O.a7 -Uma üub-.a ü glC J do tm eoPüço
do p=obabi.lande ( Q ,J , P) ó eomnleta. (em

Pelam 0 8 ?) ao gl contém todos oa subcon3wtoa da deus conjlmboa
do probabi[j.dado P !m].a.

}'i'o299&g;;o 0.28 8eb 8 coEapl0'8s g©radm pop wla v iâp

voZ aleaüÓx'ia X. , "tl(X), coinioj.da Cora a

a »âl6obp eomp]o'ba gopad po qua]quor vür1.6N-e]. alaaüÓri do mae11a

(ããot'?ibu]ç o qu-o X da:fi:fü.da }u !zle mo onpaço) e ê i.gua]. àb menor J -àl-
6ob que conE6m os eventos de - q.(X) Q oa e'çontno do ppobabí].Idade P

B,(X) J( B l(X) . a )

üü parEiclala=p ae

No deooppap ã,â8'ta

rtv8piâvo]. a.Loa'b6ria Xt}

ã'' o " e,::éllaü!!:â B.(X) 'ía avo

Y a

'bpabalhop.ã :RQ; i@o;:bQuvoz..Elggg:Lbálí @

e

gvantoa üauo dgDgal da G],a G d oauãvalênoia do Xti

O qao ímpopea Ó bep p a cinto idêi do COIRO tma :í'unç;o da êi:g
ül=4bu3.çgo F doto=m3.na tmü ©.at:'lbuiç b da ppobbabilàdada P aa

(R\J'/p Ba) Q do Ca O t l di tplbuiçZo ea'bá ÜQ80GI.Qí3Ü & Una vüpj.áv'ol

a[«%6,i.a (o]a8« do equipar.ê«ía) d.fi,«]d:' en "- "paç' '' Z'"b.bj.u««..
âo ( Q ,J,P) '!'iepep aua vaa enàá a soara ã & aub-.a álipbí'a <wm-
pla'üa) da g 9 G pecâp 0 2DQRtaa8

F ---.-, P «---..., X ..,--....» 6.(X)
' (a].aa90 do ã) ' l*"'

Reata a86udEU' a comi Ê3ücv o da \ma funç o lisa?âv31 da l



'ba Q9n wüQ vadia\rQ! aloaX;órj.a:

Íb f . R(1).....,:ã(1) & rOIHBQ118WáVOI O X :Q ..-.-R{I) é

uxaa va=iiâval ah.oat6=]ü, enügo fo X = f(R) é ü mb6n Baptãvo] a].aat6 1&
cuja i tpibuiÇao oat6 ào'bo=miinãa pela dis&ib\üçZó ab X :

D .L al:), B,,
X( J }')P)Q !l

. % n'eo, b ta aaüu Üü. }Íox [BJ : P]$xe B] - PCx e r'Z(B))
B)) Póio9 'troa ((fo:K)é ai n Cxe fl(a)) ,

eeoao pa='atado B e BI t ibém f'l(IB)e B, 9 toda ePanbo do
BI(É'a )t) esta a i\(X), ia'to ó, todo aponto qua dopanda a6 do goX

d pondo Ó dó X ou aiudn, f'o Ã é B l(X)

(B)} -

B :(f'o X) C B l(X) .

]Ba'Ba AfÍt'n4Õo o Dais 8 recíproca oot contida :u aa8uín'Eo

xuapoalçãoi

]bOnogj.Qio 0.29 a].oa'6Ó= X

a..g3; a V

}ndlm a6 do X:&

eis d.oa .ag

( Q ,J , p),
alo .6ría a6bpo ( B z(x)-#leug:alga,O .s93:gQ:

f oX , Ê@g Í' .âlna
.Ü4WBo xoal %pe!-©owáve! (í' é Úa.oa, 8 nevoa do ma \ oqUvd.êg;

ãa delaona'tpagao) mamoa iwaD o ?oatzlMdo ae8iH.nt99 que aont6m

apenas lm pa'ooadímonüo báai.co üa Tbori.a. d fodida d prado à ].l.nguagçKÜ

ã& !Uobabilidado.

{bonosig$Q 0.30 :Ql99q9 É
voga daíiN.daa em

do 9Q.:lQâia
q.9 a

(j.)

(u.)

(j.u)

ti 9 12 e € 9 a 9 B O'p a 1l '} B Y2 eÉ3
Yn e É 9 Yn'} Y +'

p"a t'd' A e i , l.e É (!. - inu«do- d. A

Ó a f\uiç;o Igual & l noa pou'Eoc de A Q a111a íbpa
cla A) ,

ont o € oontêu Bodas aa vapi$v'eia al.oat6=iaa :liam xm$a'bivaa a6bbpe



23

QtxePaco noí3''ürap quot papa cada rara.aval aloat6ri.a B .(X)-.meaml

i'áve]. g , oxiote lma íhnçao real menawávol f bal que Z n fox .
Uaabpemos iizi.oi.a,batente papa variáveis sleaà6x'íüa !Go na ativaa} zn i)]E
poa[ção 0.30P aejü g a o].Base daa ftmç8ea B a(X).-maustuávoi.a qua poder

a©P oacpi'iaa zu íbpna Z a fo XI papa ülglW í' . En'b&oP aQ y.t = f.o ZP

Y2'f2 X9 c1lBIO1 80giao aYI'ç eY2-(ü :f!'tB f2)'oX,
lo® (i) está aatiafoi.ta pop ,amomo modos ca r. n f.o X,
Ya'F Y , on+8o Yn fo X ando f !ilB+ fn énonaw'aval, logo (âí)
o-táaatlafel®p'2' É; ;' A e BI(x) , e!-th A- (x eB) psr-@:

8c'm B e BI , logo IA' l(x e B)- IÉ) x o (nl) está aüüi.afeltao
W=Üanto tôda a ve=ii.âvoií3 aiaa$6=i.ãa lão nogati.va8 m ( ü , B .(x))
ão d fora f' o X .

Papa ao pari.aveia aleabórinn om 8ora]P baob notar quü o].aa aão
difoponçü do dtzas variância a].eab6pi.as ião no8atávaae

z - z''' - z'

0.3

Soja ( í} 9 J 9 P) lm oapaço do p=obab]].idndo e X

va[ a].oatÓP]a. Sa X é inte©áva]. oon rolaç:o à medida P!
.Dgfy.niQio 0.31

EX - Jx d p -
Q

/~x(« ) d P(« )
n

Rotemoa que dizop que X 6 lato :áve! aqui.va].o a dizei
alXI .c w . Se ÊX é B Ma'bltbuiçao de probabllídado de X + ezitao,. Eâ

rapam B e B:TP(x eaj-B((B) © px otomi aeaPePU'çade x,
eanfozme 8 proposição aogulnt 8

.Bi9Eggê::ãa 0.3a - .ggágg. x .a x' .e.

( .n ,J , P) .2 ( Q ',

BÊ11$Ê2..]99gQ..â..B9W.q 4j.g'tpibbuiçZo d© orobabi].l.dada

lzüa ÍUziçao real. aenstz=iável om (RÇl;, B ) ,

?') ZÇL,J,P'ÊIE2-

n

( n , ;J ).

(R(!) ,

( n '; J')--'EI'"»
BP -i-» (R(!), B:)



14.

B $ (X) n .Í é<Ã(ü )) P( d.« )

n
(E)d }(x) = J$ (x'(u '))p'(du )

9

- E $ (X') (0.33)

.c.nãe..a.ex!.eâêlw$8.4q.xaaa a g inüo©'d.a i li0 8 axi.a-bê cia d& ctxtraB o
Pg.3W$!gBgQ;g:.

A datno straçEo eo faa znvamenta atpavóa d proposição 0.30.

Seja l & o]a sa d B nxnW8ea poa] B l...nenatmávoia Bati.oí'abafe.-

do àa i.gwldaden (0.33)} pela lãwuí o a inte©'ü! o pelo !oma 'io Bb

tou! volaos que aa aozla.ç3oo (i) 6 (ii) dü p opooiç o(0.30) eüÜo bati.a
:Foi.$m. Pap.cu'Uo lado, a03a B e B. o g n l.Ra j.n©cador o B.
Como X © XB têm anesma dla'bpibtüg;op

áCiDa) - á (IBM)(e) p(a") j z.d. ' -

-P(X'Bl-;(')-l'ÇX'8:"): eX,e BÜ ' '
â,(iaa')(e ) P'(d,u ) a E(IBdX')

3o IB oatála« E , pma B e q.a (ui) 08tá «ti.ofoi.ta. Se o
qua todas aa íunç;ea B l-moxwlx=iâ\Feia 11io zlagatj;vag í3abiafazom âa l.gulal
daãea (0.33)i po].a !i a]'idade d ]n];o@a] e a ]gua].dadee

+ -

! ' $ ' é

8eguo que (0.33) 6 aabioí'ei'ta por' qu agua função z'oal monuw'avalia.q.d.

]lbü papticalal'9 pa a $ :ídontidadop a propoaiçao 0.3a di. Que

dx va iávoãa alaaMpia íg \almoate diatl'ibuídaa @m a meada eüpop mça3

vanliüveis a].aatót.:f.sêda ]ma. meada o].a Q do eqlxivalênei.a em \Én aapaço dã

probabniMãe têm m ma ape baça. ha i l doa (0.33), vwnaa des
'üaca=' ü aogü.a'õoP :D a&80 paptioulap aidQ $id do:

E X , J x d. $(x) , (0.34)
(1)R



ZS.

a qual noat=a olmzmaata qtio Q oapapaaça 6 lm ooncoi.bo ac:300iado à dã:g.

'b'IbIÀj,ÇZO dQ X 3 OU à OIQB6Q d8 0qtÚV&!8nOIa dO X

.gexgigzãa 0.35 $o X é tma vüpíâvo] a].oat6pla aâbpe

Q 9 {p P) © { i R(1) ---R(1) é men.u-
ont;o, aoxi® F(:c) a fMÇgo cla 'Ustpj.Mi-

+

pávo} oom al l (x)i < ,.8)'

ÇãQ dQ X =QSUItaI

E@(X) n J$ (X) ap-Jé(*)af (X) - '.f $ (*) dF(X)
n R(1) --

(0.36)

®l paa'tj.aUlar9 80 .}.o

alXI« m , EX- .f * aPU)

Segue lia Ú].tina r6 mlü que E Ã ó a abaelaaa sêbpo

centro d© ©-ard.dada dn diab=íbulçao do m Boas determina.dn por
d ú aop chamada taEabâa de valor tnãdio.

R(1) do
F'(z) ,

Pala ].i.noapidado da iato©,a].9 ton06 qt a oaporança de lwa ag,
üla, H.d.ta do vepiãveia aloatõ íe,8 é 8 aoaa daa espQpançan daa paroolaa.

[Jma vap]ãvo] a].oaMpia eo o parança milü E X O 9 8 ahq2
dR oentpaéla.

Urna ppopyiodado com apláeag oa fpoq8ontoa â .gp8i®li4;qaqq.gg:
:9299B8 Se X étalque alXI « u e g(X) ÓumahnÇhcOwoxa.
dofiiiid mm inbopva]o que con''ügm oa va].opa a at ido poz' Ã 9 vale:

ê (a x) ! a( é (x))
Bn paptiotalap:

la xl . alxl

.2ggâ29:gêg. 0.37 So a diBtpiblzigio do p=obabilidado P do

tma vap3.aval alga.t6pãa X 8bpa ( Q ,.J , !')

admita t & dozwídad0 6 (x) aom =olaçgo à medida do Z.obo uo

ta9 ou'bão d.iZaiOG qUO

So X admi.8o deiwid.ad0 6 (x) , va].om:

6 (x) é dawnidado do obabili.dada do



16.

(

U

Êf.a,b) a J 6 (e) d IÍ (t) (0.38)

3E) n .f 6 (t) dp (t) (F a í\xnçio de dla'ünÊtlM.ç& dex)F

B X . / X d.P -
Q

f x 6 (x) d y (z)

Aa ealüiç3o pal'a a aciatê oia da don idade do p obübi].á.E3Bâ3

oão dadas p lo qloopeuia do Raãon J anta d olaxnoiap o tac\rena ,
lembremos qtxoi

lma moU.da P aâbbpe (B\'lJ9 B 1) é abaoln'barrento COTlauÍlllM.

Qom relaçi0 8 y B0 8 condição H(B) = o ímPliOa F(B) ao
papa todo

6(X) 6 & donisíãado do tmü me«.da P mm pelaÇBo Q u Q

papa todo B Q $ . 'bive=noat

$(B) -/ 6 (x) dy (x) (0.39)

o Ramos B nl0taÇaoe

n qâda tacão B l-wonatuâvol posãti.va é a denaldade do tmcl
medida Pt en pol-açao a p 9 Bando Pe doH.W,da pnr

ú0.39) o ab olutmonto eon8ánua com ralação & u '

\mamedj.dcà v a6bbzo {íZ 91 ) Ó a.fila.ta oQ Õa
poud.ão anuuc?ávo! do eonjtmboa d9 mo©.da 9 H.!ü.ta.

illxemp].a8 & medida de Loboaguo u im ='aba,.

&gum 0.40 -(.d©#adpmpN:@9qw) - .Egáâ p 119ÊCJgag:gêa,:©qa'

.ge331$wsaBe::sçpt!@©; ;çpq; ;pQIQçã..g:w©.a!!ili.üa

.Wgi:$âW a -g12&B2. y , wÊag..gâEw. (Q , J , P). Ea$ãg..Êgi:g=@.

a -B9BgyEáwlg::pogij:i:!99

í'e ? }.ma::geWw+:qqq!.qg p .gen,@lÂ

3 Radam-

©.3Méd:Qwaf.aQ alba.g© €

:VQIQP$9$.3daB

f .da.Be:+-ç@:::q p ;

3;giBgU....g u . Se p é fita.'6ü eaüão a dan íd do d 9 aou relação



O .4 aag0 8 'moáati.ean

An ei.tuas;op nato íbeqUozitae )l o © deão:'oval por umü v(ulá
vo], a],oatópi;

;aqüênoiü (fj i1lta ou j.aÍ'iluã'bü) da

l ãva de tm

d2 dj.ge

Do modo análogo à vapiáv i.13 aloat6pàa89 itiberoaalD-nl>o oaüu -
dnp a .©p.êrj: de Üqbj:lâdada de

Papa í'to eamid""oa uo eapügo R( ') à. t6@s a; ..qaên

aj.ao ÍMiMtaa xn (]h., x2, ...) e :!Meloa Q B o ggÊÊ llW
]b:gJ®Q!©lolaaj.a9 çluo ao o oonjuntoa do tipo:

C-tx=(:h,,=\, '''sBuP ''')e Rç''J ; xle \,:be
{0.42)

ando ll9 l2P -.. 9 in o inborva].oa í'íaitoo ou infiel.toa.

Obaowanoa qUe B áj8ebb='e (( C ) a6bp'o R(m ) goi.aan pala

elaaae C âo toâ.os oo patâzW;tz3oo d© dimonsgo íi.ni.Êa 6 fozmBda toma:zão

='owü.õoa Í'iM.ta.a diciimbaa alma a duna dâaooa re'tângu]oa, rondo oio v].g
ta a obbae[q'anão .0.],0

Sola B. a a -á.L®bpa,de b:'ol .:;: R('' ) , qu. Óa
a '-álg'b- g (C ) 6o- P.Z& c!«-. C de tod« ., :'.tânWI.

dimensão filliêa.

BnÊão o Woaaaea Í'.(X].s X21 ...) é lna aplicação monaupâ
v.Id.( a,a , p) em(R('), ''B'j, %üó :

x - (q., xa, ...) ( n, J , P) ----. {R(" '), (0.43)

(xeB) (ueo$(xleu)px2::),...)e Bjei,v BeB.



!8.

PeHn8 mQ1110 COmPPO031dOP ai'Üuaç;b' Vamos eX iwmr e anca cn

qua tealon apor G ãlxüa vüriá;vale.aloat6Piea X]. e R2 ' Saj i': e

..: aa clta9rS.bule ea da pl-otiab3.cidade do X. © X. . Vaatoo oo:anlÕ.e.

Da= a Í\mç=o (võbo:' aleatória) .

X n (.XI, X2) : Q -- R(2) ") - (q.{ '"), x,(" )) e R(z)

Ua =etâzyaulo om Rxa'r' é tm oonlt to à& gozna

c -lx-(xl'%)eB(2) } b e\.,\ e%},q.,

(2),B

intoxvaloa íiidtoÉ3 0n Xnfi.uítoo .

Um cilindro aa R\'/ é xm oonlunto da ro:aat

c ' {x : (h,, .b) eB(2) $ xl e B p :c2 6 Be ) 9 BP B' e B].

A e]aaao C doa rotângn].oa do R\zJ 6 Q tãvol poP index'aacn

gão e a e-a.got)r$ B2 épraãa pop C ( G g3bz'a do BoPo].) eo?:B

ej.do com a g gobpa go lha po].a olmae p don oíli.ud=oo do }t(2).

Como tm PebÊzBtx].o 8 em. R\ó; podo or idanbíH.Gado coa o potân8ulo
9.güolT9 2 M a( .«) obtido @lo wodu'to om'baaj.am d B con
R(1).,C R(1) * .. ., P.d'''o' Ç.mi.w" o oaWW D"'bebi.lj.aval

(B\zJ, B2) f:?tj.dom (R('":), B )9 awMoama (B(1), B l)
contido ou (R\'/, B2) . Màloé; anta pwa a a-âl®bpa oâblo

Q ü 8a $op ]\ © pol' (Xl9.X2) vaZO 8 j.wlua=0:

\(XI) C B2(XIS X2) n { ((XIP x2) e B), e B2)

% (B(2), Ba) ovOto=alot6io X-(q,Xa)
âiB'&plbtlaçao da pro'babili(2aãe CQ junta P2 p03

doí'ãzw e

''''\ .,. .

%,@' * :B') - p( (x:, x:) e B * B'

- p ( x3 e B .x2 6 B' ), * B.,B' e BI <o.«)

gopall a di tpjbblzi.çao d© ppobabã idade cünlunba

P2 jlS x Bi) ó dlfoponbe de$,' (B).$..{el).Üwndo ao dâ a l8iuld-ad.e pa'a

aül laquap B.}Bt e q dizenoa que X]. o X2 oao lndopendoabea.
l '2



So (Yll Y2) é x9$ez..alealé=ía com m .

, X2) , onÜ t}2(Yl; Í2) 3®lW@9 Q"3 a -êleeka
Éên@lSg:... B 2(\, x;yii'a. , .eBg a ê e eIRa" a" '112@!.]9.]!U.
babilàdaão P mala.

A í\mago do aatm].b\!j.9ão do' voAüo= a].eat6pio (XI) R2) t óQ
í\luç;o F(xl9 :%) definida porá

v(\, b) . %(xz' h., % '' %) ,

do nodo que, pma 'bda rota:!guio c n (x],s q) x Íll%? =$ )

%(c ) - pÍxi, .f;l) - «'\, q) - B'exi, %) ''' i'(\, %)

(0.46)

(o.47)

(+'l'x2)

Papa wtopoa a]eaMrioa oon mai.s do doi.a e].amenboaP p oo de
moa de nodo 8 â]o ) o oa oau],'bad0 8 0 0 aoguinÊea$

lb4e p QQg se os$ocáaÇíoo aâbro (Q , J , p), .i:a=g:..92êâ

.ê;E&gâm n.t ], a.!®ep.@e@êgg:g X ' (xl, x2, ... , xn) jW..!Wa
4i.gõ]'S.bui.ção de wobabi].idndo P.. :

( n , J B ., P,,> ,

c?. a ÍãmÍ].ia. .a'8on'bo lea4ig.Êe

q.(:n) = pw.Z(B) para godo B € R (Dote que Bü C Bn.FI)(o.&t8)

;êa.,.aUb- a -@:gebrB9 Bn(xl9 ... 9 xn) c ; -@© 9Xon$oaBgg
v$ri4qw49: : @!9a'Mraaq..ê9. ocioso eatiag&

B(XIS ... , Xa) C BW.l(Xl# ... 9 XZP X©.l) C J
!

A classe
g . u .Bn(\, ... , xn)



20.

do toada oe ovontoa qu9 dada:idem aPozua d tm :Únoro H.Dito àe vapiá -

veia c1loab6plaa 6 tina álBabbpa(maa i2go a -álBebpa) Q 8 a aÉ3íieke
a ( Jo) s9:gêg.ae= Jo a9ãaai:gg..g2n...à a-éi©ÉU g (X.,X....)

@2'd8 pelo pr'oea'o (\, x:, ...) , ã.at. Ó, oenM:

(\, X2, ...) : ( n , J ) -----* (R("
daf'.

a(xi, xã, ...) B . (XI, %, .,.)' {((XI, %,...) ê B), ]# 8. }

í(b.,%, ...) nJ ( ;0) 'j (d.l B n(q, ... , Xn))C

hnÇaaa do dj.stpiblÜ.Ç=o daa p=obabi!:i,âadoB l-.

g

s&o

(o . /}9 )

tanbân
]4g@Q.m® $Í

Dafi11jnoa 8 f\ 9ao do dia'bpibuiçio !]

1;(\.' ...,.=,P - ;n(xl ' \, ..', xü '=n)

F
B poz':

(o.50)

h'opPíed do da íbnç8as do d]aepibuiçao mu].tivaPj.adia da lw

(0.51)
p=oces60t

q.) broa 08 latemlOS fj,Ütoa, \ -.(\, l\;) , k B !,.., ' ,
aorta' C ' lq,,õi) :' ... =@n'bbn) e üS: G(\'''''q.,'..,zn)

a(\.,...,q::,'..,x,), k - l,...,, ,- a(\.,...,q,:'...,xn)

},.P)
( A L o..'o À=n)(Fn(lh.p...lxn)) !Q B

R2) Conta: do l& oaqt:ez'd., S. x(k) . (]t(k), ...,

. *Ç© .:. *.
n, ontao, aen o x : (q,..., :,) ,

Fn(x(k)) .} sy.K)

Todas oa ],ínttea do F; exiatmi pm'a oa

08 3ej +- "A SealgUan XJ.} =w então
Fn(x)+ 0 .

Se 'üodoa oa
xJ 4. ? , J - l9 ...9 B ! então Fn(z)

A femÍ].j.a eJ$;1) B 2 ! daa ítlaÇ6ea d© ©.Ê3'Bpíbuj.çã.:ll:'lEElül

tiva=iGdna G tiafa8 ã, OOEd:içaOI

'k) $gB8iab6neig:i
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..i"..Fn(\, ... , x,}) ... , x.!) , i' ! l
A quoabao fundiznionta]. que. ae adro onb8 6 ca â.a eziatênciü de

wa o abUiü e Ê aâbp. (R("), B..}, qu.e Gaja ü "gi;ai:$JãXi:g&.

(Xlp X2 ) ... ) 9 ia'Eo Õ! oa'bioÍ'cuon-de obabi].i.dada" do prooosuo
do à oondiÇao:

;(B)-P((h.,xa '..) e nJ , v Be B. . (o.S2)

ggQglemB 0.53 ( da o:(tona;o da 'Kolmogo:ov) . .D@d@.uma xaanl11i.a

($.)., 1
cobaia'be .baba,ligados t3âbro

Bn) , »:l, .g ÊoMabí

:'niaxwmH B6
B

(Dononi8traçao en BPoinan, pá8üm 24) .

.22gi:ai:S&. 0.54 sdc' \m p=ocosso (X].9 X2t ...) a8bpo
( Q, J , P) a probabili.dado Ê aütlofmen

do à oo:ldiç3o (0.52) o euiia oxl.atênoía 6 aaaoÉltuüda pelo I'oopaala de
Kolmaêorov Ó cballlad ,a'bpibbuj. B ©iU@gQ.4o. 'oee88 8

.Pggiliisêe, 0.55 adia .2:Qggg99g. X Q Xe

s9 êles t6m a magma a.at?i.büi.çio de prabüb!
Zj,dado ? .

.va101i

9:.6Q©QB

buiç:o mulbi.variadas .

&92a93:gge. 0.57 - Dadcç tma í'míl!? (Fn(x)n, l do M.-8ao ®.

finidaa aü Rt"/P n a 1 2P ...9 cam 'palop

paa em [OP 1} e eatiafa.zcpdo à quatro oonãÍç8oo (O.51 ), exista UEn

espaço do p=obabi].Idade oonveniont © t pPoceaao sâbpa êzo, cuilcle h©
çõaa de di.stpjbbi=ijçao multa.vcwj.adia 8 0 a fuliç6ea dadas.

3aata toiüap a dist#lbbuiçao de ppobabj.Zid do ? dQt02Eíiu3cl8

=i:= .!*'=:i:,l«:z,,çi'i.==::..'=:u: ';'"'r].:.::p
onde

Xa(\., 3E2, ...) n BZI ' q. l .

Seco idoarosasa\ib-o áz ebwd J em (ã. ,; , P) ,

daa evonüoa qua d6pe11dem aõ orbe daa n Wjlüoi.pas variava:L alga"Dóri.
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oa do tua pPoooaao (JCl9 X2s '..)s obbüazioü & ceqti.8naãa aPoaeonto

BI(XI) C %(XI, %) C meXI, ...9 Xn) C

(XI, X2,...)
a ":g:LIN!?Faa conDIz'ç88

l ' 8o=aMs pol' Bn(X!) ... , XB)''U a. , on-
de pgobabilj.dado P :zela.

A oondiçio RI do (0.51) aá 8 probübilíd ão P do uü p;uti.
M.ap even'ta da fo:na C B ll:C '.' = in ) B paptip da jl\mçao do d-lo
tribUÇao :D-Variada Fn

&] go=a].p ao B

! !! !!:!!: !!!!!!sü oztmzm= 8. M
:a + e.

a, á a ola aa üoa B+ontoado

B& 6 lm ooniunta d© B0301 dõ R(n) , UR

$(B) - / ...

(into©-a]. de Loboa8uae tiolbj08)

-.., .,==.:=::::*=='=real poli.b]va monauráve]. 6 d.oH.liü.du ou

«..::, ...,* J: ... /' ' ":,.. ,-n)

B

-+e

«\,

'ipl''' "I "n

palha bodo \.l. ...p :cn dlzanioa qua 6 é 8 donaídnde da
P(2h.l ...! :zn). . Bêeto oaeo temor a probabi]idüde dada po],a danúí(!üdo

PaB)n.f.../6( H!,..., Un)Jltl

6 +



J\[(;teNS 'FÓP10GS ])A 'lP!::0R]A il.AS PROBAj31i,!D.4.Di!$

[.]. - Qg..Ê92BUI LP( n : g , P) : ÇglBISyàgâEgg:2g.:.!W-,

!aBiB9lig., ....@
.ezabgsmçw.

adowespac epQbabin.üaru (n ,; , p), r;dl
ECíj cen 1, { n , J, P) o ooPaçc vcb=áa] dan (c:Laaaoa do aqui.I'a3êilc].a

Ê a)vapiéxrois leatÓ á.aa deí'i iâ a lêb=e ( Q PJ , P) '

?a:-a. Cada p.!]. , LP( Q 9 g 9 P) é o suboaluço vatopi ! fla

variável,o leató=.iü.8 X ccEÜ p-i:L:íma pot3nci.a iXIP i.ate(;z'ávelgi:b.$3 é&

Lp - l.x € z, ;

M !.p( n, g, p) , PZi ,

/lxip d i'. .}
Q

Q !;á defii3idü alba in=mai

11 x llp ' Q

Cada LP eon a afirma ao:!m 6 wl el3paÇÜ de Banaob, in.eo;'é.li;l:l;:l é

oomploto no aon%ido de qtxe dada tma eqilêlaoia (Xu)n >1 do elcmazitb:gl do
LP com llXn-XÜllP 'ÉO para n, mp + "9 exzata''X 6i,P ta!:q,lt3 .
ilX, - XII.+ O pma n *. n .

C apagou l.P falham wna seqüêlmia de3pa ce t8

L 0 b''D Lz i) ... Í) Lpi)
e ao in < q ) tenda

llxll. ! llxil ..

Em L tomo a noção de 8 X.+ Ã
,. ",t".-t. (q...) « p(xn+ x} - ! .« p(x.# x3'-c

l;geZgli= !.1 - (õ.o IÜ;aroff') - Dada mla oqüâncãa d© vaz"l.à+4.j?ál

alga'b6Pian (Xn)n> ! qlÀe eõrÜ6X'6a
qu&oe ooJ'8amallta piu'a tma vapi.ére]. a,loatÓPía X. , exi.atar papa toda .ê:: o

t 1 3vCxRt A CÜa P(2.) < 6 'ê&Z que X.''' 2t tlM.f0 217ailene cin Àe:.;

: cano'org6:laia cm nora do LP é ohamal3a balnbén çanver#ênaia

:n.aiÉ$3:â..Êa..g=112ia p ' l\ relação entro 8 coiwex'g8noi.a 'a,;aaa/.e::gll; :&: : a
ü'o11v-cpgância oo nnnaa âo L'L .é dada 211.m csoatido pe].o

,'btJÇIÃ'\lí.IJÊ;b .X <p C. '-'
=;á-V'.m+ 'V»E )

(XE' X'G L ( SZ , =v , P;. So K*.1=3' X e seaXI,2

tipo elenon+o Y' eí,L bal cano ix...i < lvl q.c. :



a4.

l lxn - )çl 1. ---- o

(VQronos aÜ.anho imü ogpêcie cle :'ooíp=-aca dêaüe üeoz'ema)

A c301 0pê$noi.ü cm adia ãe 03'dela ]. não iupllcn & Colmo:8ênci.ü
qu.cso cepba. Um eo tpü exemplo é boa Gola idas

Pw'a cada 4:.]. gaja. a aubãlvi.sia de Copa) em 2b l..ltc..valas
íman.a O fsçanon iDS. 1; < 2 ' e

a

*:\ k(:) z12k , f:\] *) - j.*a-a« M' j."t"-:'' i];=.. k'''Z ]

5'i /4 ''i7

. As funçoao X].P X2 9 ''' aoaim obbtdaa co! epgom papa O ea
L" müa o oanlunEo daa PQnboa om que Xa '> O tan medi.da do Loboa6uo z:ula!
i.eto é: u (x;. ..- o] - a .

]la a eotwei'gêncin Qua3a certa Q on i,l olliuen de uaü aolidiÇ o
mais.atei)les de verificar:

E=92921üãe. 1.3 - PT'a t6ã eqtlênci(Xn)n> !

.}: ll*.ll.' s. , . =;lã;
80 (IUa 0 Cer'bümOnt0 0 ea i,'i .

Aj.nda em L 'õemoa & inÇao

Eiia19hi;2:i;1llagg. P . Dlzazloa que tma oqU.anciã Xzi € L aonvoz'ga asbocàsti
mente ou em probabili.dado paz'a x e L sa:

p ( lx. - xl > e ) * o P-.n

111dicaua a ta cozmep8ênoia paz' X;i..=. x

A couve: gõncia Xn--!-+X equivale ag toda sub eqqênoia íle

tal qua

de. aozwen:8nei.a e toaáatica



a5.

(Xn).2.! , tw waaubaoqüê iaqu oow"g' q.c. p'ra X .

Por ou.b=o talo a calma 8êneia qucwo ce2'ta implica comrorêllêncl

ea pl'obabilidado e & coaçrepgeno3.a en nédia do arde a p üamb6n Implica.
a co o g6imia em probabi].Idade.

O c['itópia ão Cauc]2y' é vá].ido 'bamb6m papá aB aoE 'eTgênci.cas

q.c. a aa ppobabilã.dadas tâü 6eqilâz2ci.ü de GalelU' (q.c. ou om P} de
i, conva=go (q.o. oue:n P) Nwe, \m olaianto do l. .

Heg'oco atenção aopeolal o espaço L2( Q 9 J s p) da6 vxx'lavo

üloatáz.ias clo quadrado i.nto®?aval. Lz á o Único dos aubospaços (!o l;

que é aapaço do Hilbe=t: zm ospüça vo8oriall mud.ão do produto intorzn,
comp],ebõ em elüç=o à mót l a poP êle dote=mina&a. O produto interno cn
i,' Ó deí'lü.do poz:

..';'X, 'y , - / X Y dP (X, Y 6 L2) ,

o a norma a êl© aacooiadai

tlxila (<.x, x>je'- i.{xa a.p)'
111i;Si.ilÊÊ.iÉliio 'i;4niiuÜ espaço úé iiiberc uíüa uêtíe ox'taíÊI)&ial

fn ê cotlvetgeaee ae,e simetite se

l

ê . llfnll' ' - '
Papa apago de Hi.lbapt & tnçio dc proóogac optogo11al$ oo oa

(!uj.ntea poaulbadot3 sio ateia !io e8ttxdo do opo adox' oüpepaaça oond#eio &l

!

n>l

]lggzggg: =t.5 $Q@8êl:.;

ve'bop]a] í'oebado do ea aco d© Hi].bopt !í. Papa

.iÊggg, í' € H 9 ox]ate.wn úlüco o] na $ad X Charada pz'oioção ortomna].

:b f' .gêÊu K , p=Kf '.Êgl-azar f - DpK Í' Êa;i&..g=$amin3.â X. .êin
.gÜ.: ppK f' é a úüeo olomanbo gg. }{ ooi auo ízú ll8 - íll .É..g&i=93êa

- p?r f .â..a..g3,wggta...ga ]{ ggo.paio:po am'Q:;ípQ:--: f rla dj.atâ11cã.a dn

d& pelo produ'bo !n'8a:!B...gg H .

pPK f 6 X , f' - p% f J- x

Co:olaria i.6 $ K ó um auboopaço vatoPlal feohacb da

lm espaço do liilbort R e ae K' deaí8tn
ceu a\íbaapaço optou)ilelP todo e3. on&to :f G R ae oacpova do tln úd.co
Dada como a acima da lm e].a 9 to de R] o de lm e].emanbo- do B' B

}

' ' p':.. '
f -
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b) O p=ojetop ort;o80ual w'!, aêbro um exJíbea2ã

ça voto=i.a]. :fechado ] do wn e paço d© ]llá.]:.

bert 11 ê um opoPador ]i.jeep do :numa ]. cuja íman p=K (EJ ó o esp=
ço K a o iÚ.óleo { h j prK (b) a 0} . ê o oopaço op'to®iul K'L ; (a nlQ!%m

dou"opor'apor 6doÜÜ Wp: llB'll - auP {li)'(.c)llj llXll l}

c) O bíoptogolu! (Bt.Linda todo aubeapeço voto

z'íal fechado K do l espaço àe Eilbal't H

olmont. X Q L( Q , J , P) é .gg@9..g9E$$W®9.!i"item

co P CX > a] nO pu'aelgW a ! aolaeao l.'(Q , J , P) daa
variávelo alo&tópia.6 q.o. límitadaa ou aaoncialnonüo liloi.tadao ó lm
cubespaço votori.al d© 1. o

llxll. - la' { «} pEx , .) - o }

.â.3na..UWa.S9. L' } L ' J:93...&.3Qng l IXll .. .á..tlwb®.aapaçe. de

ggneb#. a. comorgênoi.ü m L'

Xn---+' X ae e a6 eo Xu........+ X uN.folmemant oxooto para xm oonj\m'bo do
;=ob=]bi].! :a P n!!e.

Seja E o espaço vetorã.al da8 vai'i.ÃvêÊs beato'rl,ao eu. eoe da
de L ( S2, .JP P).

Então, vale 8 aogiainto ppoposã.çao ci.cada pop moveu

( [21 ,&. n-6-3 pg. 56)

:ElopoülÇao Z.7

L'

B C Lao C i.Q CLp C ll

Q E o d' aãoüxlf:am La (l! n::' !oo). Pwaquo Xn .!Í..X é
st;d'icj.anta que Xn..:=..> X ao q > P .

SoGuom doâ.a Peaulüadoa qu.e Barão uti.lizadoo !n eabudo. do con

coi.'üa de oapopança coDiiioiozu].. As demonst açQes gQ oncon'bpem en EcvQiR

( il2ls pâ©ms i08 Q i09) .

.!ãaEa93;gâe, 1.8 Taorena de rep o tentação de RíeaÕ

3. < p .<.'n

! . Irada (olaase do eqü.valânaia da )e oi3 pP dado por
x-Íwiávo] a].oatópl

X 6 LP( n , J , P)



ãofi.n» lma comia li.Doar aonbízam ?X a6bpo LP' pela f6?mulas

px( z) ; Jx: óp (z aLp') . (1.9)

Ain(ias a' Doma do Fx Ó dada pari llPxll = llXllp
Roclpracanento! quando l !p' < oo ! t6àaa 8 formal lin Q

peo wzitlinma aâbro LP' a&. düdaa Bola í6 mu1 (1.9) .
Co=o].zbio

úb

9«11;; ;Ç ogtÍlt;ê!U

( Q I'( z ) - .f xzL J .e9Ja...da . 8):9 9

:!;Q;9999$?&g.o.a98:QI.o!)t9 quQ do:ão tava8Para.PP®P: X6 i.' ,

.ga3jila$W F(IA) .ea2a a-:êg$$1xy!,:Qêlw. J.

agn:a3:gge. ].].], - Dba aoq.t]õmía (Xn)n.tt d© e].amontoa de
L'' ( !Z , J , P) é tauiíoTnamenüe itito áwl

© t-*.-.
qu nda a + e,

ammP].08 T6Ü eqt! noj,a . (Xa)n:l da LI ( np J l P) üajg.

Dada. .:om palop absoluto poz' \ma lmríávol aleatória inteê aTeI X , ao3a

l al : < , X G l;li.n)?l,é utliformeneatej-nto8 ávo!. iün paPtíoular tôda
família fj.iü.ta do variável alaatópia iate ráveie é uiÜfo momento late

@áve].. gbpamomvmofa aqui do veu ([2]} ppopoaiçao ii-5-4 pá8ína 50)

a ae6ulnto pl'oPoolç5o que actua o co eeíto de into©.abilã.dado w)Ifarma 8

liiênwj,.!.12

d( , P)9

Un).!t
X

da alem fetos

6 L( n , J ,P),
gs.gg®]áBtQa oondiçoea ao ecluiva].ozitos.:

(i) (Xn)nLI 6 unifomomohta inhg:pávele Xn P X pwa

(s.i) X é Inte@âvel Q x....En----+ Á papa li .» + +

Vinga iu p=oÍ)oaiçao 0.30 qual dada ima variável. aleatória
X 6L( QP J 9 P) oaaub-a-álgabbra B l(X)c g doaõvõxlàoís que

dapoildem aó do X ) & el ao de todos og olemoatoa da L( n 9 1; 9 P)

alia são B l(X)""meiuatwávoia coincide eaa a a]asao doa a].acentos àa roam
ozide f 6 Bope].-non]atuáve].. Dad duas va=iávota dêste aipo
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fl o X a f2o X 9 txiuia oonbi.}wnçao linear' d066aa ean ooeficioiü+uoa i'oai.n
ainda é âo mormo tiP08

a {fl o X) + B(f2' X) - ( ' fl ' B %) ' X

e é fÓoil vax' que oa elementos dêsse topo í'or m mn aubaap ço votorlnl ãa
i,( 9 , J', ]') , qua é o aubospaço 'wta=i. ] das vwá.ávoüs a].eatóPla,s de-

Êi.ü.dm Dama ({LP b!(X)? P) 9 eque i.nüam08 L(D t BI(X), P) .
!g.tomwmas a a-41gob=a oomp].otü B ,(X) , anbio

L( Q ! BI(Ã)P P) é o espaço veboria] das o].&wsea dü equivülãnaía da
vu:iávoio a]eat6ri.as aâbro ( Q 9 B .(X)9 P) 9 aoaã.o que Gn,dü o].aüi Q

do aulvalênaia cantão tõdaa aü fu G 8 da faina f o XP onde f Ó
aeucluával .

Pwa cada p2.].9 aojn Q subeapüço vo'topãa]. LP( B ]L(X))n

- !,< a, BI (x), p) n LP( 9 , ;, p) dw -nato!!.aleatórlaa d. W

têmmia p-éaína inte8pâval deí'i.ni.daa a8bpo ( Q9 q(Í)9 P) . Do mo

ào iàlúlQgo BO da d onstrag a dn l opo içao 0.301 dQuoDS'h'Qp80 qua
L'( H (X)) Coincida acm o ospüço vetoPial d elaaaa do agua.valêrlcia

â va lavei.a aloat6p2.aa da í'o=pRa f' o X 9 ando í' 6 íllznç=o pea! menti;u-

râvolp cada potênaãa p pasma inbe©-ãvol onu elaçZo à ©.atx'âbbuiçao Px
X 0

0 racioaÍiü.o Ó Q momio {].fiando aubatituimoa 8 variava! aloat6 «

=i.a. X palato'êopaloató=j.o yn (XIP ... ! Xn) t, ( Q !J P).(lt\nJ8n)1) aç

Boiado qual,inato. oago9 temia oo stalboapaç08 vetou'laia i.p( Z"':i'R') ) 6 J
o oàb?e R(D) a dla.bibUç;o M pDob biU ade oonjunüa P, , . :!b.

'À?9'''9'An ''

9

to ozp].íoa o ae8ui,nto o111mciado:

.!EgE2EliÊãg !.13 coppeapondânoia í'.--+ f o X é lm laomop

fisüla (oaa t6 izloa do olaeaos do oquivalêzacia)

'o eap;ÇO da Ba"'cb LPíR(n), PX ....X..) dea âiWgo do @tênoia p"'6eÊ'b ' '+l 9 e+ o ).n +

mü àn'bográvaia con =o],aça0 8 Ê? ? , sâ'bpa Q aubeapaçolbn a 0 e 8 ü.Ih,

LP{ Bn( X)) C J'( n : J, Ê') .

BntPobanbo, boiando IQue= oub a -álBob=a D e J eomplÊ.

taP aab oa quo$ L( ç} ! P'P ?) é lm uboapaço votopial do L( n 9 J ,p)
(=e.pea*:v":.nt. LP( n ,? , P) do LP( Q, J , P)). É Int««nto
o=tao w'aeluer ca acbopizap kodoe os 8ube8paços do topo LP( P' ) , onde

y pol'carro tôda as 6ub o-.álBnbp cw)plotaa do J
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Coioo o aup e ixü' de d{ a íbnç;e8m n tuávai Ó m Rs7uTfâvo].

o o ].âmibo nonóüoiio do fl ç oa mezaawávols é mezla\u'ávGl? o ecipaço '.'oral:g:

el L ( S}P ü 9 P) (I'eapootivanlonte l.P(Q , 0 , p) , P>1) d.evc aar

en'êávo! paP â8 Operação da auPP ]nf 9 ].In + e l:in .} . lnQF c,wbx'o

].aãol Cano â].o cantai tâdna aa f Ç6oa oapaotOrístlcaa o aenPpo Q e P,
âlo conta a função conwtan8o ]., que é ]etnZ ü ]. o ' Ag condiÇl;eo
c,cima Qi."uüdü8 aarao"üeriaan oa uboup ç08 votoriaã6 do L( í2 2 J , p) dg
ta?ml adio po= atzb a álgebra completas de J 9 colUalmo & egulilto

!n'opa lç:o t=anlacpita do Nevou ( (1) , plop06lç=o '? página !6) :

L( D )' (®@i.14 R otã.vamos

i.P( ê ) , P.!].) ebtÍdoa D

:t$$®9Bte..a8 8uboa.e'êaa IQg..yetgEã+g

L( 0 , J, P)
i:98;2..,E9= mxllp infs ljm + o IÜm +

©ozq3:é!!g i.15 - So ( Ê

a -

Ip( Q , J , p)., p2.l) .g::a..eü.aülé
e lt8&'t6 B

:gggn.bg.d9k

a

Ba+

9n

LP( BPAÇO n$ (Dg.-
ã

P

6 pâ©nn :8) .9

9&'

Q , J,]')

nona 'h'a
Ã,\LP( B.)
lao ®) ]govou.

.29S,gíria. !.16 « Dado um oaPaço d© p:obabilidad.o ( n 9 J , P)

a8 eub-. a nálgob a âl1 ''' 9 & zi o J
8ao itüoponâentea BO pal'a qual quer ovontoa AÍ 6 ÜI , t " !s..., n

'N' p (A.:)
a

ÕP
ã«l

Papa tma oeqÜ6i ia tnfílü.êa de o --.ãlgobx'a8 komoa a

:a2gi:2i:gà. i.17 - alia .gggtâêmía ( 6. Ê)i ,l dO i3ub- a -Álümsbi'm
de j' é d6 quülquoP aubseqtSên

aia flzzita extTaÍ(h da aoqt}6noS.a dada f6P iildepondento.

A defiiliçio oquiva].o a diaop qtw aa 9 ..1 a 8;0 íncigpel3
deitüaa papa bodo n >2 .

.g9gâEiúê9. 1.18- %-alg!!&gg, Alf ''' 9 An do < Q , J , P)
são .IBê9p9Bdantos as aa a -álgnbraa

{Aí! A;l 9 n 9 }s zl iln falam tzidopendeata .



'aaquopuadew ola (aX)ag ' ''' €(ty)tg
woot ' ('Fy)t9 a Ta ® a«{t9aBO angwb a aeaqo9t?- o

B 'f

('a) %''.(ta) '\ - ('h: xta)\T8 a 'FX
t-T

a

aouoq. (ta ':) aod g

qR '

('©'\(ta) \ - (na\} '* ''' :'%
4 Q aol? tz 4

$k ao .w.wr] .EutnoT4aud wa 4o! ao (0?'1) o'l'u.a 68 4a uetimaoad'iaea

' (@'!) eo'FtdW rx)t g '... 6CtX)'\ soaqM'©

oa9we'p'Te 'u; ;t i(x)t8 a (Ta 8 TI) .wowedo"ooo

('ta'l)' o,: : *o 'gftQ 9 tX) d B

'b):© '* ''' \
f OE5'Fnq'F-q.a'FP 'up og5'w'FJep eton €opat

Q noir '{(!'ooR5'fsodoq) a';l;t t8 8 1 a 6uQX...x'h aoT

.wmg+a.I ga ehud otea ete onb q.aoa uoTaT;aa g (oz'l) .ru-EI.80a e.=ed Q

("8 '(a)X) '' (d-'f ' U ) ' (ay '''' ''h)

u';T;t ' (t8 4(t)X} ' (d'f 'B ):TX

(0Z'l.) (a8 '(a)B) o'q9a. ''' ''txav'

o'P. og5'FnqT=q.a'FP 'ana

$ya a;T;t ' f O ('fy)t 9 ®©®T©.o
'S6' uXc. . + € t'X aBT=g+eoTe 8'Flag'F-aua. OB aapuQ. w 6't '! '6$8tE6a3=:

P€
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.29©:gâgao :.22 }üg ooadiç;oB dÍ} p opooi.ç8o (1.19) dizonoa

qu0 a:3 23riáve!:e-Qlgp$éilg:gg ÃI 9 . .. , X,. s5õ

3. d n !4 nt9g.

A ümi lí8aç=o para im zúmopa iní'i:ü.to da vapiávai aloat8ri.-
ao 6 Óbvia:

.a2a2i:Éãa i.a3 - th& .gg{3tâêznia XIP X2 9 ... do vw'iévoj.a a].â

pex'a qual.squor

OZtP Ída da 8 qtiênoi,a tãvopmoB 9

a86riaa ó lado E@D®.s',
! aDIa

f\a-

X
'q '\

pa1'8 'bodo k.1 2 +

}l& peelidaào baatarãa tar tomado

'k: ...*.; q\''' px. ,'*'*''. ":: '
A mçao de l)2dapo dânoi :a8o dopox2de do ropreao:l"canto tomado

na olaaoe de equivü]ência da vapiávo]. üle cópia, Como ee vê poli pl'oPoq&

çao (1.19) Quo tlá a Inaopondênict om têrnnoa d.o di.eb'tbtü.ç;o.

Ihlnimj.ndo B oondiçao (1.20) por funç8e8 da di6aü='ibw.ç;o , tailloS

.24 .}©.09$sáp iB..9. .Óionto

q., *a ,... .eaãâ.i:nüen929w
te {5 que Dama todo n2.2 Q boda n-mpla {'blP ... .p 'bn) oe +.alüü

%l '.. x. (tl' .., , t.) - px. (q.} ... px:. (t.) (E.25)

.E:Ê2aeisln. !.a6 . . . 9 Yn peptoaoea9 :oapeotl'pamanÊa

"' "p'ç'' PÍ q.), ... , J( q.) ' ''
(\.9 ..+ 9 Qn Q ínãepondonbea então 8 vapiávo]. al3 tá='xü !)padutn

... Yn Data m L'( Q! J , P) Q tenda :

á ': J.n . 'íT j Y. .4 p
j.-l n '

( :r . a7)

A demonatpaçao ae Raia aa pi'opoaãçaa e,3Z; & olaoüa dao v'üi-iá

Va3.a ÜI atÓPieS pa='a aa {lUai.e V81c3 & p ope8içao oalntém o inda.üadüx'oo
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Y'i' ]B.] Bj. G QS. 9 tn ].P'.sn (aí8ueldndo aex'odwül = !); pe-

la lilnaPid d B conbiiztaldede da i.ntegpal9 aa ooildtçooa d3 ppop09içao
0.31 oatZo aatlsfoitüa o popa 2 üa a dwanlst aç c eabá fei.ta para as vala:.
á;voi.a aleatória iiao ingütivan e pax'a oomp].otá-].a baeta oonsi,d.ero:ü {l =o-
!aç&. 'r - Y+ - Y' .

.gg=glé=&g. 1.28 » $o Xl9 ... 9 X a o l dopezidanües e

n ri 9 . . . 9 fn a o into@avaíc , então
'TI íj.(xü.) , é j.nta814vol o

'n í'l(xj.)i-! il f*(XP d p -

n
'n
i-l J:,.* - :*,

VOP B ppoPoaj,Çio 0.30

llotemos que..a f6aau! aci Q oq.uiyülo a:

1;(Íi(\) ... fn(X,) - B ti(h) ... E f',,(Xa) (1.29)

o Xl1 ... 9 Xti aio ind peadento o al fi(XI)

.E:91E923igãg. 1.30 n Sa Qá.+ a&+ ' . . 6ao l:)dopandentas e aü

[J » j ].l 2s ... ago par'teü duna a dtàüa

diaiwlta do coiÜunto doo iatoi=oc Z l9 a 60qtí8naia

lx,9.::
ã ainda illdapoadon'''uQ .

.:9gi!!iSgQ. 1.31 + Dad tma aeqtlênoi8 Xll X2P ... do vai'i.ávala
aleatória e6bpo ( Q ! J , P)9 lm aponto

A 6 / ó chamado .sggi:a$êÊi:99. 8Q A G ; (xz19 xW.l9 ...) ( n a-âlgobT'a
e ada po].aa ua. Xzi! Xntl '..)p parti todo a.1l. A clasca doa aviqn

8oa asoi,ntótíaoa é a a álgebbpa a3ain'b6tíca:

{l! J(xn' xm.i, ...)

\/
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1.
Somam Dit B2p ... bol'aliados on B]. 3 Q avos'boi

ex. gBa i.',.) - Éx. eB. i."nw,t« «â«,) -

B '(' u ; Xn(© ) e Bn Talo pU'ü ual !ÚaQPO laí'ã.d.'b-do j:B

.g @.. ,.) - ,ã É,p.dj.oaa n '} J !ím

naus (xB e Ba) é € 8 ntótleo

Do laiiçaaoato da moeda porfeiba, Baia Xzi = : 11 nZI eo
forme o posulhClo clü tl-éB3ma ja8 d& loja mma ou coi'6a.

So en ã (lualquoP oqtlâuoá.ü da :iúaoroa caias o ovonb

(e B!:e''nXn ) é «,InHtlao.
Pa & a Gana aqtlâxw:la {Xn)n>1 do exemplo aaimli) o avq2,

( .; $.:!::'-\ ++ )

2.

3.

é asaint6tíco.

Doi.a poau]tadoa o:zvo].vendo iz ©p ndênoia Q ovonboa & 13ir bati
ooa aEo da lmo fx'eqtlonto:

q-opoaicãQ 1.32 O=! de Ka Q

aloat6pinâ i11-+

6 obdd- + e

! . (Dwawhação aa] Braiman, páglpnu 40) .

!gE2.l&2àCqLBone]-Ca11to1]3) 1. 6© (Jb)a >1 6 ma noq118n-
cj.a do ovonüa do ( n , J, P) 'eái que

l P(An) 'e, , eat& P (Ani.v. ) - P(l:q auP Aa) - O .

m. Sa (Ân)n11 6 tmã ooq8ê2
oia do evontoB indüpontleil-

eat& PGÂn l.v.) - l et« d. ( Q , J, P) 'hl qu. }. P(A,) -

(Dmomt=%ao om obm, pâgàm 41).

tal que

i.3 Frobbabilidado Q E po atiça Condicional

Saia O unl& aub-a--álgobb=ü dÓ J an ( Q ,J , P) Q aoi iqa
='en08 a medida P =ea'bí'8a & O , is'to és o espaço do pTob&bi11iãaclo
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( Q , D , P)
( Q , g , P)

lida u! w va ]âva]. a]ea$6p]a X ]n8a8z'áva]. aâbro
oja a fünçãos

7 (D ) -

D

} (1.34)

Bnt8o Y (D) é w moda.da í'ilü.ta qtlo Ó abaoluten

izuxa om rolam o asbi,çio do P cl ( Q , O, p) . polo taoxCnP. do Rü

dom âw)p e[cia'Ee ]ma f\ ç Q PQa], D .wonlaw.ávol E P (X) tal ÇPxo :

L

D

J (X) dP
D

( l , .\5)

e E (X) oabá dofid.da a nome da ]ma P-aqU.vu].ência.

®f].}lãeie i.36 P (x)Boon&ãoio=

an pa].acii0 8
de doa R

zii&. L aZeatÓZj:g:

o -$1;@191g 0 C

PI .9992919=iig$92..22= (Z+3S). lildíealaoa também & .oapez'anca eouü.o$.aNIl

polo símbolo U(X. lO)

.22giZg:Sge. 1.37 - .22ga.:n..nna&. .A 8 J 9 .a..aSÊ9bD.iliag2.

Qan$+giQlg3:..g9 A ;gPgP,.+4@- a -ga:agIU

O C Jé & oaPorazlça oondioio:w3 do indieadop IA GtR zelam 3 Oi

beAtO ) = E(IAI D )

P6'Da- J I dP- JI.&dF'- JP(AIO)dP

].o®) P(AI 0) é tma ftmçao 0 -nonaluáva] que oa'bj.afaz @ i8ln].-h.{e
a02lna V D G D .

!àa parti.c\üapl as oxp e aooa o pepança oondi,ciond, d{3da um
evento B l E(XIB) 9 e w-obabilidado con&ieio!!al dado un aventa i3 p
P(AIB)9 ae=efe am ao ca Q emana a o P Ó g ada por( B)9
i to 61 0 n'lB, B09 '} 9 a )



Dofj.nj.Ção :,38 D Sn...]Ç911:Bg

QQi©àQâ91ial .Ó ..=

n -vapj.aveia alga,'b6x'ig2

XIP .. . 9 Xn' Bn(Xlp ... p Xn)' «zwag dawzBnQg...gQ114j:Q&Q}3ê1..3&

düa aa varlé;voi8 jClp ... 9 Xn Q j.ullj.camoat

ó.Jxl'.. .,xn) 'x - B(xlxl,...pxa)

Gamo E(XIXI, ... , Kn) ã wa Íb;n9a9... 6 n(XI, ...,Xu)-nQmu-
pával, pel-a p?opoaiç:o 0.30 ga:w=all ân ao RI'nJ o êste uua íxzução mc12

aulaío! f doí'ã.ninfa. em Rv'/ a a vala oo x'anis 8al que

n(xlq., ... , x.) - f'(q,, ..., x,)

( n, J , p) .ll:!i.:-.:)l. (a('), B.) --J:, (R(Z), B :)

.galã:,. . .,x,) - í'(xz, '. ,x,!
BI(E XI,...,Xa)

parei.otilapP aa & a gob a B ó Balada poP uma partição
(Bl"ll.sl do n 9 pr tõdnvw'iávo]. aleatória X .lato

©,aTeI valor
E 6 X

a E B(xlBj) . iBJ

B lE x -
! {; * ''] :';

(i.39)

!mlol imto@andoaaa e dn papeola do oo ado masbx'o em B.i 8emoü i

* P(B.)

apl%j úp-';il;$' / xdp- .f x(xlB3) d
J

twtstio cago papticlx].apl & oapepança oonàXe]ona]. em Dada.

evonba B3 rop=oaeneaa êdãa do valoPoe do X a] B3 ' Por outro l&
dos em cada evotito B] 8 probbabllidade eolü.ioãoaal da \m evento dado Bj
â dada pop:

P(AIB.) ::il: l=j: , (jli) (i'sç'}
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PT'opl'iedades da Espez'onça Condicional: ( 1 . qo)

U{XI t)) á lànew eu X lona p fixa(!o.
S© X3.O q.o. eE$ão g(Xi O )lo q.c.

='% 7: g;;T'. '$: {»' *j : ; * ; " ,"".«"',

4. Safem o" -álgebrm BI(X) e O sgo inâependontoo, clntio
E 'x e E(x) (pnowslção :t.a8) .

5. So y(x) õ tma fUI)çao colnrexa doa.ld.da xiu:n inbar\:alo
conte:ad0 8 amagom de X 9 yü].o:

y(E P;t) .!E P (v (X) 1) ; em particular, la 0 XI .cn D IXI
(a dali.guardado cozltn&'la Talo ao y ó io#!pen!) . '

6. So !im Xn qmo. X e se E (.8up IXnl )< a. ontBo
7) #+P ' «%

aP x q:?. . 9
11.PO.. 13 ::=

X

O es da pape anca oondíoional cano adora p em

i;a( ÍZ , J' , P) noB fopnwoe tma Ênto=ppo't8çao 8oométrion dâs Q oo11caito

o por ouüpo ].üdop B oxtonaao para LI( Q , J , P) Dormita folmaP imü
i.a]éia 8].oEn]. da atbuaçao na qual. tonemoa 8 6 poi'ançaa condloionüie do
ima Í'tmçao ]nto@áv ]. caído falam ntoa doB dJ.fex'enüeBn aubeapaçoa

L:'( n , o, p) c P( Q , J , p) .

S© D Cg 6 tma aiib.- a -a].golf eomplaêa9 Bola p oposição 1.14
Í,c( D ) = La( 9 P D P P) â lm auboapaço vetou'ial í'achado do oapaço de

Si].bei't l.'( S2 , J , P) 6 & p=o3eção ODtoum]2al8

p=D
8 L2{ Q , J , P) ----+ L2( P )

í3ati.8faa à ooiaÍÇao:

Í@- pZ' X] Z
D

dP - o v z 6 L2( 0 )

jx z d p n f(pr 0 x) 3 dp V z G L2( P )
.â,

( Í.41.)

!atando que ae cüadiçoeõ (i,41) e

J X dP ': /(pr K) dP v 6 g

sao equivülenteü e cona.arando cota (1.3S) coaclulm08

D

( 1 . 41 ')
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io ào Rilhar'b

DC& !wü aubn aB

L2(P )o aub992êçg.v@tloT í'ot3h; 0

, J . p) .2.=g

a.ea.
llW9&.co.ncib.;:gEâl;.

Obaorvaç o: da oonM.çao (1.43.) podamaa ãodt tr B propx'vedado:

se Z ó vaagiâve! ala tóRiiã m Lz g -neiuurával
cn'l;Eo pw'a 'bodo X 6 Lé va].© E '(XZ) n Z E ' (X) .

}ióm bodo ])r03otofopto8ana]. do Lz( {l PJ 9 P) é lmü e herança

condie3.anal. A coSuiato pPOPosiç o é co: aqtlêneia dn proposição 1.14.

ja9E92i;9êe. i.4a Pax'a qua lm prolotax, ortogolul da

L'( Q , J , P) gaja uwü ooparanga condicio-
nal. 6 noeooBgrio Q atificíente que êle seja. poaibivo e üantonlu 8 !:unção
co: t nta ] &avaP].Bato+

Para obter lma 3.nboppx'citação da espoi'a]aça eondic].o:ul en
LE( Q 9 J 9 P) vam06 uaaz' o corolâx'ío 1.10 do TeoPoma da ReppoGontaçao
ãe ltiêa8 .

Seja X 6 1,t( QP J 9 P) í'irado Q O CJ lmü axxb- a 6abpa

oonPlota; vamos indica com lik & pestrtç:o ao auboapaço do Baiwcb
L"( Q , 0 , P) C L"'( Q, J ,'P) Ü h«l.ml H"o« c-tÍn" d.t.:.i.
ando pox' X !

RX ; L"( Q ,D , P)---. R(1)

. s'* (z) - J. x b ã ?
" A

A funiÇao'do conjunto FX(ID) , D 6 0 é

FX<1 D) H ÍX ID dP n J Xd P

Z

a J l)oia

o a íilta@&] d© lma vapiávo]. doa.tórla i.nte©'ág'ol á o blvü cardo

fw2gão do colqwrto de i.nto©-üçgo. Pelo copos.adio :.IO ezi te tma vüz.iâ-
vol aleüMria í G L'( D ) tal que

Bk(Z) n ;f Ã Z dP -
QQ

9 V Z G L''{ Q , 0 , Í') (1,43)

Então, oomPW'anão (i.43) com (i.35) coaeluimoa que a pape:'ançc
ooaàHoiozu! do X t! da O ê a vap]áve] a].eatóPla X ouvia oxistêncla 6
aeaogurada pelo eopo],adio l.IO.



( ai ' '': 't.i)u2(ax ' ''' +'h) %

' ('\ ''' 'tx,) i ' -'l

olfietoa 'EP © . H - s'

(aX ' ' '4tX) - X OTag+eep ao4e.& ap owa ou jpeg'FI'Pawo9 Ot'O w5fsado.Ed

::; £ £:.* itl>:'.', '''.:k: .:: :: :
.. ... .. '\ : 'X B$m . qT

@P (t it! € 0 e "i g)

(aX) OSgt,'i aZ5t'mB'ali

. Fu (BX'''''tY)a9 9 VA dP aX VJ -d ptlaX.r («O®)

a?'q etna'''''tY)a99 V& dP ag.r nd P ''l/ (.OR)
B teaTnba (gH) oe5}puoa V

t=b aX-(nt ' ... 'h(tnxjg (OR)

t9 o+aT ' 'K u((aX ' ''' €tX) a8 ) w=qe8t9- o Hm eeP eFWgBb

. t?tt ' aX i (taX).E VB (? OR)

tQ a (BD )tq 9 uX (t 0H)

8 'Elie"SBT ' t '©(ux} oa

eTouWba aanb mb t a(u b ) 3T3a®SW '! apeia@e (o®) 'pm'F4..ma '69'

SFe8uT+.nlt t'i

.oo5edseqn g g u atm14woo bo.raaaTt a#euol:mill oa'E;ep ont) OT=g+eat

loaf A aPn000aoa eol5T a (d'f 'u)t'l (d'f 'u )d'l
qa ue ep so5edeeqtw sap an! epeo a teaoTolpuoo 'e5au.Eadaa

Q e yP zaoTU op ol8'e#a860 d a p 8'1 Bua=o8 o d?otyue Opal .q,

8€
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o an'bão9 pala propriedade (1.40) na 4 e & linoapi.d do da oapalianWa conde.

B(x.:.It xz, ... , x:.) (YI '} ... '} Yn + Yw.ll Ylt ... 2 Yn)

' E {'rl + ... '} Yzil Yll ... , Yn) + B ('rH.l YI, ... , Yn)

YI + + 'ra ''' B Yw': x + o : xn n

Os t:eoTeaae íuud mentais dâ teoria d06 na=tJ.ng&í6 bqoeian-ae na
íãêla de .g;E2g.!;.:â&:2 =11jlÉ.2.2ltal. Dado u pEaCe 80 XIPX2s'' ' cobre
(afjrpP) p O pti)eeSi;O tZaiiafO iaEido pOZ 8iaaatrügeut opcloaal 6880.
eJ.ü. a cada ponto u 8 a, una 81it,oeqiletiei} da seqtlencÍa

XI(o}) ,X2(u)3... aenclo que a observas ü das n F l eiras vaTiu-
v'e:]n a].eatÕrÍao XI, ...5 Xa ao ponto u determina 8e Xa(U) a
pertence au nao ao p:roee6sp tranofornado nã6ee ponto ama8ttal.

B'P' \, *2, .-. w p"""' 'êb« (n,J,P):
Uüh seqüêg»ãa IP D2p ''' do variâvoie d.iqâ

tóría oom vd.ora intol 06 é lm .gSágê!!ei:g..õe..vná®9le..anos.b.aiB se :

aJ l= -ib. lm2 S '''

b) GibnJ) € BJ(lb,p ...pXJ) pma'bdo kpJ1l

.fl ;igio 1.46
BR+ R;+bzS -

8at Q a oqüÕn»ía (Xn)n>1 deflnjpda po='

x - x
n.

(1.47)

Ó ch nada p=ocoaso da ivzido pop anos»agua opcional a p(u'tíx' do pl'aeaBao

Xll X2s .a. d3doe

ObservaÇa08 Papa oaaü k.=19 zk d tel i:u wna paiitlÇ;o do
am. ovonêca do BI 9 31z Doía =olaçãol

mk ' j )

Q & amosb'agem opoiona]. pe=in3PEe aznllaap o pz'ooasao dado empapada nte

!o oventoo do tttl partição.



9 ;Wâ1.48 .X]p X21 ... Ea EG 9 a].l m21 ''' !glqà
aval amOS'bi'aias Xll X21 ... .g-.U9999Ê(t

fej.'baa}

a) E llkl < n , kjZ

0B.bQQ.OW=ooqaao

A daaoj itpaç o oo ouoonb'a am h'o3man, pagina 85 .

.ge=l$:ü. i.49 n 8eb..Ba.sopa.çÕe$ Q ç 9 i.48 .t.gâ..çügm

'iG E lx.l . o
a'+ « "

'ten-ao

1) B XI o E in !i3; 8 Xn

a) B IÍnl :. 2 Ía B IRAI - B h.

A demonauagio ao enaotit am &'oiman! pâgilu 87.

b gabo papbiaulal' om que 8 variáveis aleatóPi©a a=o de qiA2

arado ínto@ávol9 podemos dal' ima. ãntopppotaçio geomé'b'ica do colnalêa
do ma='tingal.

2=9wgàgã9. 1.50 - ga (Xa)a.LI .&.!U...UO .al L2( n ,J , P)
a 8Qaüêl $ YI ' XI 9 Ta ' Xn - Xa...l

(-.1 2)
Bêpoia..o=\toaonaZ.

Bgtávoia .á..lm w&
C orelha do P

'(Q - m} '("
Uaaaos a oxW'oasao: eqtl$inia o:''''uQgonal no ontãdo do q$o agia

a].aaexl$os CU.a$in$oa quaisquer: saio optogoliaia. Vaaoa moeü=a=' que popa tlg.
do m c n tenioa8
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JX.. '.;:.: d ' , o

Po].a obeolvuçEo qua jogue c} fó3nule, (1.411) , wmo

Yu g L'(h., ... , X,) pwa m !n, *'"o':

n('\ V..,.i l \, ..' , Xa) . 'h E(Ywl l q., ... , X,) -

\

- T n(Xnn - Xa l Xr .. , xa) . 'h x, - \.. x. - o

b80, uaaaão a do meio do E(Ym Yw.l l Xl9 ''' ' Xn) '

J !,,V,;,.: dP' Ja(X,.Ywx l Xi, ... ,X,) aP'O

rema n ! n ! o.q.d.

ontramo b%u ( (1), aapÍtWo 3) w oat Q dota;!iodo
das maptülgaía do qtudrado íato©á:volt que díBpe1:8aB08p porqtw vahoa
aPli-ow aPe 8 0 esMào dos nwti.Wd.a an L'l( Q , J, P) .

.gae:wai.Sz-:a (xa)n,l .ê..gn, MG w, P( o, J f a.$ e&
..bao:wua.::toda a> 0 .â k:l =9lgi

1) P f. «u.Xj.LÜ) ! .r q.:dPSal\l:
l glX' Ímm X.!a) ' l ';

'l < j <lc'

2) ap q,nâ:kxÕ ç-'4 .S(B lxkl -axi)

h. - (\!,), :: AI ' ÉXI'a , l SJ 'i l Xj,.! .), i '!
Bnteo o AI 8ão 4obo=minados pelas i ppímoíxas va lávoí

üloa'MI'íaa Xqs ... 9 X. do WG a

ç"E**,:.j ' }: ";



4a.

.f % ''-
k
i < ~ " .{: P(Aj) -

k

, p(A)

a & prim i ü desigualdade d© 1.) e tâ domoaaüradal a oogundü de igtlaldada
Õ 6bvj,a.

P & & do i@ialdaãe 2) 9 tomamao

©l - l

m2 'Ík BO XJ .!wQ pw'a 3 - ip ... , k

l.inf (3 1 X] ç -© ) c o eoatrÜj.o

n R >3

Ê âmodiato qua oa Dn aao vapiãvoi anostrula: tomando

*» - \.
8 condíç8ea (8) Q (b) do Toopema 1.48 aio Í'ãe't].monto vapií'ioa.daa, ao
novo procoeí30 (X.)... â um MQ . Ettt;o:n'R >.L

B X -

J ...) ": P'*l-'pk.: '-&g

'aD - ' É'q..: «

P

l :.jlk *, . -4 ! -} ( - i*::;i » x, )

(mG')

m2

~ q. B%* *, .-:. ) .-à- ( - !\i e.q.d.

Vendo elbap lm oaP!!ta€1o ãa ppceiaa) dovâdo a Doou ÚCap.Wl!
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f & ãmpoT"oâlnia dos 'boo owaB ppeeodento o eguinto eatâ ]D í'ato do

que o !anoto k de vadias'oi.a doa,$óPian oavolvi.da8 z)io :inporêa} podando

üor iinlu6ivo infini.to} cozltanto que haja o 81t:imo o].aiüonto da ntutl.n «.

do vapiâvQi.n aZoütó(x,)
3'Z !31 k

.tive

*;; )!='&'T';e-Í B(h:::.d''*::'3 , " . ::

.fb- - «a )

onãoi e = bwa do lo wi9 o mp'Piano
l08' Z máx (0, !og Z)

Roto Quo o ooofi.ciente na aagu üa deai6iaaldade â fwlçgo do
c!'oaconüo da a ) qua tozldo eo Dümaro .â para a '""-+ ".

Pa:a estmdep a oozivepgâneia doa mapbi.ng i on LI canoa i11-.

5poduzip o eoneoibo do p=oeeaso brincado.

9

Selado ml9 !a2s '' ' lmcl aoq8ênci.a de vtnããve$.a cmontpaia aaÉW.

piada lm woaea Q dado (Xn)a 3,1 9 podenoa c03utderap o ppooea a t t4B

Gado oa lm ando índice M (U 1l11xado) © obtido pa woí3ü.agua orai.ona1l
'Üomanâ08

an.,iã = min (m , na)
(1.53)

À .. H .Á,

",H ' ''mn,H

n ,,. - C« G a ) «.,f« ) ! SH )

i.ata 61 X=.U é lm ppooo aa tina péipa om XÜ $ para oa4.a ponto enontpe!.
wê ÍL..fixador. XnCco). coBRo função da n ó conlstanh para nZ.7H

{

}
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mamoa tomar variável aoatraia o a MG truncado ao M Q i?k
tido pop anca'8pa8om apoiona], f ZQr ]R ..> n o anaIS.Hap a eoxlvel'gâlial.n.

Ag variável.a amostlaic Zo:

Dado a <b reais fj.dados:

ml - min {ti $ Xni & } BO ta! exàat ! . cabo contra io

!n2 ' mln { n >ml i Xa> bb } aa 'tal axi8'boP o Gabo con#pápi.o
(l.S4)

Bn gor'al 8

n2ilbl ' min b >m2n ; Xn !& } aQ 'à&]. azia'õ©P n c& o contrário

m2nF2 ' nj'n @' >m2n<.2 9 Xn >'b } o ta! ozj.ata, o, G&ge cona apta

Pwa cad m c íz , 08 a. ( w) aZo oa índio 8 auoaeoivaa

dO. VÓFtj.QQ8 8 WItg'nB! XI( U) X2(U) ... X.( U) ... , 'aU. '';' I»P-
toncen aa in8opíor d& faixa doba2nl! da por a e b 9 Bando quoP Wcu'a

n ámparp m. indica vópbãee abaixo dü rot de a danada .g a ) papa n
pàpp n àndi.ea vop'bico aoã:üa da =e'ü& d© opdela=da 'b .
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X4(u) XH(u)- Ê2(u)
X (u)#

X (u)6

g,.{11) xi; q
X,(o)

So m2P éfinlto então p i.ilüla o abro dav6zoa (iua &
polia)nal XI X2 '.. Xn opina ofoti'çramonto no aonti.do aaoendanba a ;ftü

xa dotemiílnda por a 'e b . Cano $1a- j3 6 dependo daa va íâvoã
õú.aaÊél'iao XI ... l XI 9 taRDa waa aeqtlênoía do variãveia amoobpai.a.

.g:aWa. i.55 - .ge. (X.). ::. .g..3a UG .jd:..SW iÜ EIX.l. n

$!ü:a (}ug
n- .ga (Xn)n à

(Xn(" ))n ,l .â

.À. .. u A

,,m ' "nbu

o ppooeaao 'tnznoedo obtido poz' amosêpa8eDa opcional eonfo=mo (1.47) t3anâo

eil va tareia anloa'baia dadas po=' (1.54) .

Papa todo n.L! vd.et

" R..l 1<.,.1 'p'''

*"al\l ].'l:,''-

h.. ,a9 1%l ''' J6n.,. , $1'.,1 .;d
oono].uíDnoa quem
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# G'::,:. ,©l;'«} ''' :;~ k.,.»BD*'' ''"'
aDIo wpwa:.48 (Xn,©)nZl! Õuat .MG pw todo ]!> o

% - (i3,m - %,u) ': (:5,® - x4,iã) '''

Xa =oalidado %i 3 t a oo & fi i"ü& poi.ül pex'a in..>
Que o dã c Pta anta o 2nZU) 9 ao teme

fV4ll0

E2n:'Z,U - X2n,U ' j%

0

B M aaX $} } m2B'cH }' ÍÚBuGI'Q e Q txzamoz!'bos a8conãoaüea d&

:m! xi ''' )qi
EliÕ;o aa k Ó j.ntoãpo :no noGütivo) no colqlun8o

Zk ' (X3,M - X2,M) 'p ... l. (X2k'tl,H - tabu) - (X),Bg - X2,H)

+ ... } (a - X2k,U) -} <;&+l,H - e)

'bico tê=mo cima aÓ é PO iGàvo ao

'!2k.+l! N

' "'''h "m 6 ie':'1 ' (% - a)
&} qud.quem' eaw, orbe'o ( Bu a k) üüomcai

q: .e - l=(b - a) '* (qÍ - ay''

% .S - 8Ei<b - a) ''' (% - ay''

2

Qus ia eNPal

I'omanCZo eaperaaçaa:

B !% !- {b - ©) B . EOh - a)+

COMO (Xn:M)n>1 Õ tm HGP tem00
I'U' n.p

Xz},M - B (Xn+l,H ! i2,,&l 9 ''' , XziP)

(l.S6)



ÍI (x.,:,z,m

:2 9 © On'bio E '-;Pe1'8. 0R c0:3djQM

0

Q

$

Teo=ania 1.4 0'n

[ xi,u, .'' , x.,u) ] - n Xlx+l,H

.q=. 1 -p (-p\
:+ paul!'Üas

nÜ)Opo da CPuzcmoilto ac ndantos d& po].i Qual cujo $1"bSHQ

olwlen'8o é )\i 6 xma vapj.âvo]. a].ea'l;Ópio @ M , q\io üa'bj.afaz à.eondiÇio
(i,S7).

VOjaaoa o que aeontooa quantia Eg---+ H

B olapo que

M.l:' ' "n,H ' "a

s«ta., « i.- b.. , ««. i.-u!=.*«,n '

xemoa mostPal' que (Xz!)n> 1 é üizüü \m HG : para 'bdo n3.l i

li l -.f.l= 1 iqul ap \!: E IÍ.,wl s: ©!g. i11 Elx.l-E h '"
(FaLOu) (blp5taae)

Gamo pax'a todo U >! canos

'n,BI :"n

(-. ' B ) C(«,,H' " )

&
iweguinbo

o ---- ... .' ... qp 0.

k.,,'~,', ' b.., :.$ii*.,i ' '

s.(% - .}'''<
M b w 8
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Êlntao o ntlmaro üobül do cruzamanboí @ cordel toa da. }nli.gonBI

XI X2 '.. Õ i8u.a]. 3

'- :.:= '" '
papa Q qual ünM vd.a (i.57), onda BO fa3 H ', m

Gm < o] a ("e Q $ apoliGam.l ÃI( ")X2("). ,

:iâo © Éá conta.da in in%odiar âa faixa. dote milmda po:' Q o b]

Po?tm l do Po N co uâbpo Sa,b e pop outro lado)

:l?''Kx.; - .)'.! B-$-; ( qia i%1 * 4 : "
. qu. ,Ó Ó p'"i'©l a' P(S.,b) - C .

Cano podendo i'opobir o raeiocSlnio p & fiada pa Q b do l&
oionaia? temos

p(" $(Xa ( "))n l é «».. «qtiên.j.a .,.j.Zant4 - P ( t.,il.QS''t''l 0
8 { b (l.S8)

o.q.d.

J)(:g4:g:gW'ri eu

!gl (Tido doa:lição l.l!) , .99lato tma !!$y9;! ;qlgÇ!!ÓEi:êC.iB#QI

XXa l
L

TooPOme i.59

.ga (Xn)n.!! é \a© UG unj.fo!, m nte !!&âeiÊÊ:

$Blu©uQ.

x. - E (xlxl' ... , x.) (a ,l)

- 1*.1 - .{ 1*,1.- , '''
:tlgn IEx)

lxni óp !z + .f(irai 'z31 p ,
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Zlm.EIXnl .!x + 23+- .f(leal, ) IX l dP .n (iate ai,t {ãaâe
un:tforme)

(1.60)

Po].o boo em 1.55 dov ocorpe=' tma claa elüe naàv a:

A) existe l a ve?lavei &leBAüó=iR X tnl qUa

B) t XÜl--»n cam pzobabiZlde.do positiva. .f

O cabo B) aatá excluído poço ].ona do rb'bau/lbolat tarilamoag

J' IX.l d P .! 'jy alX.l- J.ll3 lx.l dP .!n n

em eontPadi.çio eom (1.60). Ai da:

J' lxl ã' $1B. J IXnl dP < e

lOgO X é Í teBzâ OI. Rota qUe a colÚiçgo lim EIK.i .cu maia í»aOa

que 8 inte8 abi11dado uilífo m ó ufj.alento n para 8 00nvox'garota q.c.

Quanto à. conrepgêncía ên 1.1 : polo toaPama 1.1 do Egoroffp
dado & »O oxiato A € talquo P(a,) < 8 e

IXn .- XI -..-.» O uzÜ,fozmmonbo a6bpe Ao ,

Ti''',- 'i:' .,flx,-xl''.!'iy A/!*' '. Jlxl',.
0

Suba'bi'buj.:Üo

{ 1*.1 ' "

Af lx,l ' ' . / ' [ t*.]E.=ji*-i ' ' * /

pop

/.«( i*.i,4l*.l '" !
<

e tanbêm / IXI d P pop wia e:(pzaa8Êlo anÜ,ega, o fa ando á+ o , ob'@

Ti' ' Vn ãM r *,., x) i*-' lxl, =) l
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)ta !2do !i ite pa['a x l & ãntoGnebi].i.dada unifol do

(Xn)n !3. 0 8 ántogpabilidade de x noa ago

!M B IXn - XI = 0, ou X. ... X

t»auto à ü].tema pu''bos tenda po.M hip6-bebo

(HQ') ./ Xn en { Xn dP !m' B, VB.e Bn(XI,...,Xn)
LI

?olo já'W.a'tol Xn-"''+ Ã ) logo

/ x ',
para 'todo " 'K

A 6 B., (\, ... , Xn) ,

Xa IXZ, ... , Xa) , o.q,.d.

Podemos ontio «.zor que .&2@ NG ggi:BDB@Q!!t$LJ:ntoaibávg3: ê
wq eeagêpç; ooudiolgDB

.iBte@áv91. .gala t

E (zlYi, ... , 'r.) -?:P E (zlY2,lâ

x, - E (zlvx, ..., l.)

IRAI B l E(Z l !!,...lira)l 5, B (IZI IYl9...1'rn) ,
(1.40,n95)

( Vn Z.Z)

1.61& 6

g o e

.g2a2 ll ! rap ... .!®..pz999990..gâbzo.

( J'b , J, P) .a Z ]®g..yuié%!:::q19qtópla

. )

Então! owo

E IRAI l B IZI « u

B:,(q., ... , X.) c B.,(YI,



5z

E(X:nll x!'...,x.) - E {a in (zlYI,...,Y,, Yn 1)1 'rz,...,Tnllh,

BÇ]3 (ZIYIP...sYn) l XiP...,XJ a E (XnlXl9...,Xn) n Xa

d"«. ""lu:m., qu. (X.)..n é w MG t.l qt« il@ E IX.l '
donowt='agao dü ppímoipa parto do teorema 1.59 eolnlülímoa que

Xn :;; X

IRAI Salzl

g

Pan

lxllii;

zl'b..tu\Aa9

l IRAI ,=)IXBI d P + Jt l l =j (lzllyl,...,yn) úp

''Í( lx.l,g 1*1 '' s' {l? lx.l,*) ZI dP

Sola agora

-+u8' t''llt qiõ' .v'l \üqpv ip

IÜ P (U 'x ) n 0 . HG (X.).L 3.

õ ud,fo=m nta inbo©ávol9 Zog) polo Teorema =.59 Xzi-"---->

anta wra b® A e B#YIP...PYX) troa

=. {*- ''- J* "

{ Xn dPn .{Z dP

na 9

9



5a»

CAPITULO il - APLICAÇaaS

[1.]. recíproca. do Poopaa)a d& Convop8âilci.a iX>niz da. do

bobesguo.

Soja dado \zll pmeoaao (Xn)a2.Z aâbw ( Q , J , P) do va-,
rj,apoia aleütóPi.as zÚ) nogq.bivaa ínte@âvoia Q aupoahanos qua

Xzi q a , J,B)i oj U -sn Xa ' O balo=oma1.2 da
coimorg6mi?.dominada do í,obe 8zo og 8 qtm, se u t$,1( Q , J , p)

ontio 'xn..:l:lx , lato é B lxn-xl--+ o , ou) m

la Xn - B XI .!B IX - Xnl 9

B X.-..........+ E X .

Baia 8opa[monta, ao D. ê quem.que?wb.o' â]gab=a da J 2 on
t;o pela W'oPi'ieüde (1.40) @ 6 troa

B (XBI %) ----+ E (XI 0o)

O aaBulnto teorema moab='a que a ootaiçao u € 1,l aio aó é

auH.oiento9 aa taab&a noooaaÜía, nm aon'bíão algo Baia amplos ÓW'ü a.
oeonê*«ia M (n.l).

.&9:99â 11.2 » .ga Xi > O 9 Xa--'-""+X q.o. 9 Xn' X 6 LI 2B2.

U - aRP Xa # L' ,

t.qe Mobbabilidado .aoxRetü.ante. vaElãveio alaat6=i®s xú, xl$ itK l . ..

ç6oo de dim9Dl69a flui,baa auo XI X l Xo, ... .a
]©â a -:âlwbzB C ceia;aug

P (B(X. l àyaE (X' l C ) ) - 0 (11.3)

Vuloa =odxuir o t o a ao eaçso a6pooia! em que cada X.

B88tm8 aõmonto âoi.a valopeq O g Vn > O 8 ©m cada poz!'b ma trai
o=atanento \m X. ê positi:vo. mamoa estio domada'tpap o tearaniü eob aa
B guizito oonaiÇaea8

So:Ü P. - Puxa ' vaJ , vn ' 0 (e. l) ,

n 1l Pn ' 1:+ X = 0 , auP Xa B a! l Pn va -'
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Pa a ohega=nóa © tü eiTapli.fãcaç=op vamos docoülp6:'

Xn - X = (XB - XrF

}b'ü&!zdo aua

{x:: - x)

,UP (X - x)+3. u - xnn g LZ 9 (XD X)+...., 0 q.c.

m.P (Xn x)''l xa J , (Xl3 '......,. 0 q.o.

'bQnOSP paJ'a qUalqUOP ' -Ãl@b- C , E( (X:: X)' l C )'- 0 q.o. ,

? (E (Xnl C)'-'b E(XI C) ) - P (E(Xn- X) C)--'-0 ) -

pÍa (Ü. - xy'' - (x.- ©' lc)-.,o} - pÍa 11'(x.- D''' lc )--.o }

o o tooroma t&á p=ovaao oa Robe a!'m03 qua

P {E ( (XE - Xyt l C )--. 0 } . 0

p rü l8uma r «álàabpa C on um oapaço do px'ob bílidado aozmonjanüo ,
Q a im já adlwimoc o ppobb]ema ao cabo da vapiávo! ü],oa'aria limite
X

Uaaado ainda, & meada notação do olmrloi.ado do taarama, con
X : 0 8 ja} a variável csloat6pin com 'galeras inteix.o :

P a min'{ n ; Xa, U - l )
Ent;o, ao

àn'bo:Í='o9

Va].©8

} . p(A:) - !
Pa a onda k 9 tomomcs \ma f'tun?ao simpl 8 8 k nula' foca

ão Ak 9 tal' que

$

Q

B { ak) 1 { 'Ç' ? -



S

::T} "ü' *!: ''* 9

k >2. ~- *à: ;~ : 2 : J xk ' ' ' : z

z } A.fvaP l-Bu-2- m
k;l ''k'

Como i:k .! Xk 9 papa qualquaF a

? ( E(.kl c )-+o ) - o
itnPlica.

- 1. ' {*::i '

E aoaán o tooPaüa 8 reduz .ao cabo aa qua X= Q ,
]h-6Ü'nnmgiQ8impl©a, 1l OCmQ !. .%n nS WaaÜPOn-
to wo trai a má imo tm )q: Ó poaltivo. k >1 '

PoãaEaoa ordem)a? uovemen60 0atao ítx11çoaal oxeluin3do aa qlw eao q .a.
nu].aal e ae o caza3uuto Ao am que tôda ea 8a nl ç8as ao anil4m tl.vaP
ppobabí].ídado pari.'üivBP podaRoa $c=eeoellüaP o IM.i.oadop ]..a ã üa].h$n-

ol o aaajm =edu6jmoa o toapeana ao caso de tma aeqaênol.ü do va?Lávoáa

aloatÓ iaa do L'A 9 Ín©.oadaa ai.nda eom Q, m©gm© xntaç&o Xls X2t p.p' 2
be4 que Xd--> O q.c.s cada vapiâvo] a].oató=i.a X. eBatxn0 8àaons6

doievalora O Q 'çrB>O 9 Q aa Cada pon'bo wo ba! càm nt Xna lio

laS é Pn leiva. Aâi©a, aQ Pn- P(XBn vB) , 'limos 0 'epal 1 8

«}''' ' ' ''''.J'? *-' .!,.--«--«
( n .4)

Polo expoa&a aeãnap o tooPema ostaPÂ dealoiwêredn ae o tÊ.
veTiBos dalDozwtx'ado COn 0 8Qgtlínzu© o unoi do:

Dada t & eeqüêneia de v@piêvoj.a ole tÓ teo (Xn)a> Z que
8 Íman aõmonta dois vala et O o vn> O f Bando que e® onda ponta

amoat &! aàmezito tm Xn é positivos Q aablafazoudo ã cozldj.Çia

.}:Pn'ü' ' ond' Pa-PÉXx.-va) (n1l) , «l,t.«, '"'m.,W

ÇQ de ppob:lbílid d© oouVeatqntas V& xáveio a].oa-à6z'Íaa X,.t ü P ZÜ. i aOm



ãs! u8Õüa diatribuj.çooa coDjuu'üea dc 9 vapiávoia B].Q&'b6z iaa dadaop e wna.

a.â180bna C tü! qtioi

P > Unüt C )'--» 0 ) - 0

]ggB !i.4 + Dada a oqü$noia (pn)n>1 d© n6mapoa +eaic

(a: 1) E ! pnu l e &W
a Í to tm= vw'ã.aval doa-'üÓ -9qüênoi.a do aÜieros poaàti.voa (vn)n >!

Pi.a Z com va]opeü inÊeíro ta]. que

P ( Z - n):P& , n!: .

Cano O < 31 < 1 oxiata o moln= i.atei.TO k tal q.uo

' PI !;ÉÍ'' , ou

Papa cada n.LI mamoa it)dlcae por Sn o co junto doü 4a
ãiooa +.L2 p 'baia qua

l

= vi< 2ktnt'l
B (n.5)

Seja.

'n Pj. 9 ta a Pn + 2-(a+&) , t - }l t . P '+ 2

, Onde S -U8Bu{ i $ Íl2 © 'VÍ3.2

(11.6)

k'n)I' a ,!: '«' P.P.; p:

canoa dafiui ao v i.áu'oia a].ea'bÓ=iaa indopondantob con

va].opor íatoíroa :v 9 o # ZI 9 ''' pelas luB diatpi.buiçieap oabon:-
doado o OBPaço do probbabi.l$dad0 8e nwooaaápio 9 Cano ogtae:

P (P a 00 u 1 + '& g P ta(nZI) (n.7)



, G. - :)
oa S.2.P , i@ 6

anão contra!.ã.o

' P. - :) ::;' , , G.
t 0 Cabo contp&llo

(i 1 . 7)

Aa f6Pmulaa ( 11.7) deí'iaom diob-j.bui.çioa d© plabübilidaêe

poi8s n:ota do qno Sc 9 SI $2s ... fo ueun 1 8 pa='üiç8o do conjunto
do índieoa N Q colwÍãoraad0 8 fÓ mu1 (11.6), temia!

p( ' - oJ *
3:. ,( ' ' "] ' : - .: ;, *. - :
*31: ,h - 4 -üá;* ,!::..h-

tê's

*!; ,,)-r+r:- ,ã;-:-:-'')
i6 s

,@. - :) .

:..a.
1 - t

- '+:...g- +!{ - : (i1.8)

'Gz. : z) *

Í6S

- -t F"'"'' ' 2: ,, ] - -t t:-'''' . ', } -ç

} pGz. : q , 2-(ba)
+t'n

Ê F'**" ' 2: 'â J

EnÜo pop eozntpuçao aa Ü.abribuiÇO de pobabilídade

.cozHunta d v plâvoia d.aPau83l8D y , ZoP Z].P GEio} daüaa i !& eondi.
çeo do j.zidopelüânoiaB

p Íp H k, Z n Ê j\ j , o.!J 5.' ) - P ( , -k} ÉzJ ' i, )

paraquai. quer int02 oa k ? iij 9 o c j<n 9 para 8oõo n>o ,

Varro d ganir P vaPi4ve]. a].oatÓPia Z pela 'tóo?liga ii8.

aznoab'agem opoíoawl9 w que & vaxilãve] oatna]. é P Q 8 seqaâ Ía qa
CIÜÕ ZopZlp....SO »(u)nk oatgo ZaZ9 étüQuo '

Z ( ") - Z, (. ) ( ") - %::( «) . Tw«:



('.'T

P 1% (==.8)

Paga â > 3, , 5,# S,

' ( ' ,
Pa?a j, 6 S:i '

- (', « 4 -, ( '« *, '.- :) Qê© ':

D mães'&B'&ç;o do 'teor'ema] 7 10 dÜfiaí3 Xn rí > ]. pOI

.õb- Çz . « ,. ]

'.- '. @ , - « )

e «IE c&:ü. ponto n tRaI amor'bo qmü RnÜ é pOSt'i;5N.a,p

En' RO Xl! X2"p ... 'E©mm a;B mesmas ais'tpiblú.Ç8oü de diaqR

t! :fi:Ü,'bas qu$ Xlp ][2 '-- e Pe!:a quçgJ-qu ? « á18dbra e 'iisn)oae

B ((Xã.l C) - vn PIZ . - »! C 3

BR8'ba en'beo canBÉTuíp lma, a álgebre C ta! que o a'van

B: C,:? {',, i' : c) Z l ilil?j.nüt a v8ze

'banha peobabílida & !.

e.-álgebra B : B. (zog zi'..) 8araã.a pela.s 'pa«;

ai.ávai.6 d.eató!'i.as oP ZZP ... Qs eventea (Zn= k). nzO9 X2i í3o=,

aau lua pül"bíç;o zn Mvet da Q qlzw gezü a a -.Élgabpa C ,

Ezi'bao papá caã.a nZ! Í':ixaãn a aa:aêo j, g B. 'bomoa$ pe-
la Í6ztzlulaa (11.7) '8 teIMo om vÍ8tü (i.39'')t

P (Z» a j. l C

ú«« 8.- il

Co.. t ,2'(#k)B ' temia vll2nt.k



g.

canela:ii s qzo pw'ü'bodo ie Sn e n ZI velo

«i p' [ z: - l] c ] ú'm k,-ij

PU'a n.LI 9 sempre que acolHO Ç.n ÍZn # ZI) tanbgu ocQ re

B.-(\.p l z. +llc) zx ,l w.ag«« leg.,.) , :'lz

Oa ovait09 Aa s;o índepandentesp

. 2'(k'ba)2'(k'#n)
P(\,,) n l t \

.b
\

.}: ''v -
Pua moatru' qie D n ÍI)n i.V.) tan pnbàbi.2i.dado l beata

iuBtrar que .A = (lb l.v.) tam pz'ababl.lida.o l9 po Bol'ol Cantalll
(1.38)P parti lobo é auflci.culto ao©ru' qla 8 aãz'io }. lvtn dj.üwgo.

oo (H.5) o (n.6), vws '
>

Se pn .c2'ln+h) j tn' 2'(n'ü-&> , e

>- : /''''': h i 6S
' n h ::'' .h 4

logos ao pn & 2-(nA) pa.a. 3Müllbos :G©.ces n . meio

pwainíliaâ=to n aasárüe ! ian dj.ve?8a.
' n2.l 'n

31..,..t
+ ' 2n

% ,.b . 2'('''k) p"a ' !no '

b.
\ 4 4

) . Copo



+

! PI. viS. pf'

cgu qua i
ie T .!:t

11.2 IKçga6Q.çig ÇQnçg!:çQ 4Q lenrpenjQ dobre c nto da

«w wriáxel..a3:ga$áy:a.

©lcantrwzioe Qm lm ;a!'figo da G.}i.]!u'dy' o J.]:« U.&ut].@!ood [A :iB

}á.im] theop R tã.th .functi.on n bheox-ot,ic app]-$peaU].ono, Acta. }]ixÊ]) ,, vul. S&.

(1930)s pg. 8Zn1.3.ÓI 8 ppcpri.idades do z'ew-tanjo deck escento do ul \rêu.i&-

vel aleatória n6o negativa lt:ml.fada.

Soja Y tlim vala.aTeI al(3atÓPia !i;o nagabivü Uliü.toda !ÚI)t'o

( SZ 9; 9 P) o Fv(x) n P il Y 'c x3 a 8aH í'wç3o de aatr$bulção; oo poli

*« '. '«....»«ã«l, h«;.,:) «. ,;(;;' '=';..ã;:i='

&itão (vàdo flgtu'ü aclmla)

\.($) - P

é una fw ;e cujo cülÜuntc, d9 ponltc:9 de daüwllttliü.dtüo o eau.al!'ável, .:Ble

d c sce d© l 8 Q .



-n.

A fuW;o hvo,.a Y(d)(x) :. ( l doHlü.âa Úb:'e

Í 1 - \.(*) )

õ imn funda) âeci'eseenbe pu'B ero podendo ir üo ãnüí3iito nü o?igan c ta

& eoguin'be pr'oprãcdüde: So J é a noãi..dü de ]]óbes810 em (O ]3 a di t!.ã «

bü.çgo de Y(d) comre]aç ) au éi8la].aa.sAüpibü.Çã) vCV) e y:

« ( .m ' *) - ' (* ' *)

Os conjtmtos 'EDIS que os va3.Opep do Y o 11tu/ capa Qn wm

dado i.nbewd.o têu maszus nedUas, 9 se Y é ãltoglúvel então Y(d) Ó
tüil8)én íntog:!aval ; w g, á quialquer íüinçgo poaiti.vü.

\

.f +(Y(x))d xm .f +(Y(d)(x)) dx (11.9)

ocnppe qio tina düa intograiBo ad.ste.

N?.!afia%godo Y(d), wcn xo twwsalto de ul
P:2 , a.t;o Yed) é c.nataMano tava.o Q -P2, 1- H.) .

liw'a qtia Y\"/ esteja p ?fettenanto doía.nida+ basta tclw?
!(d) contínua à eoquorda w (O,l.), 'Y(d) ó vazdávd d.eaÚri.a deck'aacçg!
te oq\ó.valente a Y

+

Q

A aoguinte px'opnüodada do pealipexlijo decrescanta da papiável

iü.eatÓPia Y foi deduzida por Hardy Q U.ttletmcld e podo aw' alcontpada zlo
al'bi.go acima cã.tt©o:

.Z:gE9e&9ge, ll,ID 'bodo a > 0 .9 lnm ooz:dlçao m.aüoaQ%

Pia Q oufioionto papa Qln 03a

Y(E> lo8+ Ye=) d x ' -7
0

&

/

0 .f v(a) («) a» ) a* ' -
0 '

ggPgigna: li.!! - $o 9.uaa v
y$;;gabo. ( S2 , J, P) o

g(=) --'ê- .r Y(d)(.) .l«
' 0 * e(.,1)
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satãe.i &) .galã.SBP3s38pz.:eça$$11giq.,ç:99ÊÊ=Ê2.

J e unlaueP X >0 , .!gn2g.
(An):; . !

p ( " ' x:l

o«d. U - .UP E (Y.IA.)
!3 > ]. "

b) $Bxa todo á. > 0

.Êg. a-ãl@bra D. ãDü9Tvalo (o,Z ] .Ê2],.glig

oxi te l a soa8ância eroseellta ( c

«(« àk É) -" Úg !k 8] , *

o V: g- Íl2Ega Vn auP E(V(a)l C.) .

o) .g=2..Êag2. g >0 .%.p%%.ay@!u39]Lxaçdêy®:%:gg.}4y: Q : :rg@:g

d o © o ate napa gato. exiobem. em lzin oa
HÕ»e:e-:':&fftS5 ee:::': =:=:=='::: ::=: '= -:="'': :::::r::::.'=.: =. = ':.===:--: nd»m (o,l ) ,(q..)n 3. Üla vm-lavoQlbbabílidade Y.u

Y('©dis'tpibulc o do
®ntg ( Oz[)a .].

B Q

do a ái de Bo: aaitiva:+

p'( '' 3 8) 3. q: « [B Zj ] 3

V - .UP "( Y 'l 0.)
n}.l "

Domowüaçio: puta(a} A Foqüênci.a 'rzi ' E (r l
coFol&io ( 1. b? )

(YI aw)

Qn) é mn MG e pe].o

'oi'9 .!==. - j ( t...Jando9 a n) (H.22)

SOJA,

uk -. aixP
3.! nlk

P(YI an) ,

uk + u qt ndo k (n.23)

Po].o te0=0ma i.5i tomoBI pax'a 'üoâo a> O e k! Z $

' ' t q:: !4 E (rl $) d p . (11.14)

So a+ À'oqeo 3u.ntoa (Uk &) oreacmpal'a (Uk»À:l
Q Faia oonbi.zm]l]!ado da it3@8Pü]. a ppopp] dado monótalu eqtxeznin] de P,
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& dooi8ua].dado (11.14) pePmi.êo osc oxop para toân

*'p ( q:» À') : .f
( u:,:» *5

E(Y'l aiK) d P

?or (11.13)e os oo:Üun3oo ÍU 1? À:) a='sacam püz'a

ÚU> it) qualtdo k ->" f o üüanda en viaja (ij1.12) 'bemol

E(Yi a) d p - -2-
[u» À '.]

wã.~ (o » x€1 € a.

Sa Xe À oc conjun'üos (U>At) daepoacon papa
(a : x), don a

.f . Y ã P 9 para todo À> o . {i!.a5)

So AO õ tal que P (Y> XO) B O ont Q PCU » poli -0

! xo) - . . « úg ,*J - ' , '.««., ,'"'. *''' *.
a papão (a) é tpl«td..

Ba ta entoo ngsbpeu' (a) pa a oa tiúmeraa À %aio que

, FY z *) ,o .

- bz *) .s-l-
X

«« P (Y

«G: *J ;=''=.\,'''} »;:".ili ,': '.,: ' :":8' *. ' -".
dit3t:'i.bulção que Y . Como 8 é mon6toiu d opeBceÜte existe o nai.OP ni}

mex'o t do (o!!) Ê&l qua. 8(t) Z À! . Dado tm ovos'üo A üatiafaucn-
do à conde.çãü

$(1lF / Y d p ! *:
vd.e i P(A)

a(p(A)) - 'F(:1)-- / Y(a)a.Z.F(ily"' J 7 d 'l *:
o A

$

o cc,:«o t é o mai,ar zúnow t&! qtxa g(t) ! X! , Mãos

P(Â) ! t u (B ! \.]

Pa (11.15) o even'to 6UZ 11) aaüãaí'aç3 à nnudlç=o

([i.16) Q poptan'm a (]i.]'j')p ].ogo

(11.17)
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p íu z. *:): «G: *:)

paz'a todo À! > 0 tcü qtzo P(U: ÀI) > Q t cano oü conjuzitos

(OZÀI) cpo o paga (alX.) quando Xl+ À aúlti.mo.dual \&! de

ínplica a cona.çio (&), e.q.d.

parto b) ].'l, sela oa ovenüoc doía a. dolo düa--

3untosS

((n - 1)6 S g

3.' - l ça u-=s vúuliu, \xevcJ.b€5çK:a.slJ.os.s\;

(, d.) (!!.].8)

Cn 8 a +á].febra. de Bo el 8e adn pol' C].9 ... 9 cn,.-l

g(x) n -L J'X Y(d)(x) & .
Q

CBn ((n-l) : B «n 8) (n:l)

( n+1) 6

L

-t f
lt ''1

C ê C
4 2

CI - + aa figura .

Se C. 11=0 é van
aío, êle á xm inta3valo
a.4 P !b . Por (1.39)P q cqE Figura (11.19)
ei.deraado que o menor ava4to d© Cn que contêm cn é o j.nto=vülo
(o,b), üe«oat

n(!(a)l q,)- .b b «a)(. ) a. -e(b)!('-Z)8 .Õb« c.

z\sGim, aâ'bpe Cn v@].a

B(Y<d') l Cn)1 8 - 6 pw'a 'bodo n 'bal q\ia Cn / $,

a
Va SUP 1l(Y(a)l C.):8 em'tâdapw®. (IX,20)

Pela forma como dofiz2imos a :?unção V 2 e].a é monn]&].a -

voZ em olaçh à a-Ü@ua J ( J.Ji q..), ' Bola d'íi,ni.çã'' d- Ca
09 0vontoa ÚV ! k 8) l i:lqçll meziaurãlBia e para moB'epal' a. z.ol-EiçãQ

« fV ! k:l g) - « (e z, k 8) ,

aotemoo qw, aFIa.cardo a 8m'to (a) à ftxuçgo 7\a; roam.ta

8'.
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:' fv 2. *:É )

e & dasãgualdade zlo oonüido con'-nhi.o ó ü! seqel8ilci.ü ãe {lE1«20) ,

sendo lr > 'g GR 'EBda pspxüe to o $

l ! *'J 'P' !*ê)

«k à"83 s « (V2. k') , c.q.d.

paPt9 c) -Sojê3 %- ! : pn- Qn.l-Qn(n1l).

pn:. 0 0 ::! : '. - :
Ak - C!...

Sp*:?,t3.
Qk - C Qk.l Qm Qn.! Q2. Qi . l :' Q.

A. u''L &A. 'l A. 'o
k "a ''2 '1

Vemos de:fi.i3:lp a 'ç-apiável gl6&ti5pj.a Z nâble (o,l 'l Oan

valores i toí OG inaopendonte do gf Y\KJ poz' maio da diatrlbtiíç;o

h*t'«''»ü.( ' : < pág.', . .,,'ç. a. ,"»;b"".a. ü,z),

(Z a) a Pn (nZI)
Seja & vapiâve! aleatória 7 defj.ibid 6bz

(n© B; P ) pala dj.abri.bulçao do Y(d) . Talão oan tpxM.r & aaqflõn

oia dooroaoonte âe a -.ãlgpbraa ( Zln)n> ]. a pa=típ doa ovaritõai

6

A
QI

4- (k , l)
0

', - { Ç' l)g .! g « 16 ) {i! l)

doí'ilddn8 u domada'waç Q üa parto (b)i para ead.a

Dn :' ; {cj.n âc (k » n, 1 11 jl= (}= , ].)} ( 11,21)

Cano Q melUE.gvonbo do Dn qua Contém u"j.n h( cair

í >k é .Élk' .;l Cj ' queél intervalo (ol cl') q\lü.n

dlo zl;o é o vaza.o, peatúta laü igualado (1.39) :



Ü

a(l l íi:)

a

.f Y(a) d ?l 8 (a)

e (Y(d) d.CP.acerbo)

(li,22)

oâbre Cj. íl q l pa fiado

Ent o) oo o

g 2.(i - ]) # >(]= - n

i > ]ç

!) # !<1= - n) é ,

Ci n Jlk 9 can ]' > k n > 0 9 peotz].ta

E( Y #l Dn) ! (k n)8 eâbro Ci íl Air i » iç

Papa kS.ã 9 oaco].mamoa n 11 paa k l c.àoolbe.-

Du k i + 1 ; aâb='o Ca n Ak valer

tJ - aup E (Y* l D.)
n "

,} (]: - 1.)

(j. - l) ao lç > j.

;ld . '.' '* - #; ': T :,J.;J;'*
EzltgoP aâb?o o evento

ouP B (Yü l On) ! J 6 (11.23)

?a].a forma dono doía.uiüloo \# e].t& Ó aen w-anel no©.indo

g( Ui Dn) eoaccnju«toa ÚV Zj 8), j 1l sio evü,,to. -a
g u a) . Como:

U c:l nlk ,

rosultal pop (!i.23) o lpq].a 3.ndopalüância d8s .vapi.ávois aloüt8rinli Z

q 2. p'(a !J á ) .B p'(. U . c: - .cJ
j ü>ii "' k >3

q.}

- p' GU í) p' Í", j } - ak -(,! J 8] e.q.d

0'baervaçg08 ]h: il3inos no capa'bul.a l oa }JG pollàtivüí} a

aeqa6ncj.a c:pe comi;o. ãa a »ãlgübpàn} .lado

D].Q.auaeei,!3i:z.$Qy!$n: MG .Eg!$$j:vqa. a gp $êpcias deeE2929ElgE:::çb



a- (11.3.4)

agia... egg9..êâ..aE=@, ( &) pw

ib.Boroa que tna disüpibl1]çao u a6bro eta real. donãix\

wadi.a'êrlbuâçao Yco U(x, a)!Y (x, o ) paPaÊoda x.

í)018 ptn'te (B)l para '88da Y !2=0 z»g8xuâvct ãe LI &

u..t,s.bwÇE' p8 d.. g @:"l-' " a. .up E(YI q.), w« q-iq«,
seqü6noia moM*om opeacozlta ou acre«anta d.a a -á:Loba ( â..),.. ..

" '":: !?i.i':i"T? T':? .> ::' ? '7t*-,»"'l:": '«' " ' , .,É;.;Mtaa, n0 8antillo do que ao ! P é outra diatpi.b\xi.çao que dolnila 8 da
auP E(Y lau) , ont;o P' 6 mina pela distrà.bba.Çao P, . 'd;-pey;

'üo (o) afirma alia PxP é ainda a me].hop pocaÍvo! peE'a aa a. (iccTeE#« ' ' +R «+n

oontosl embo & am l onu.do algo mal.a fk'aoo.

Pe],o too='oiça recíproco do pool'emü d cozivo=ggncia domü-

neda de Lobea8ua)
B into©abilídnda do auB X. .

:9999:@9g..&=98.buda' o :Gago: a9P99ã€1.Q© auo:J!$L;84BÇggg.

n

vemos qqe é :].nlgr98BI lte da$9zBà::

J d@woi;$ ;pqnlâPn B +9 9

gde 9

So O+ X e L& ( í},J , P) o ao=o]á3pío 1.6]. noa pormàba

afi.=-zoar que o ltQ (E(XI 1%.))n l comorgo quase ooPtme to e em
L' ®Ta meXI â..) , algo a. n'; ( U. a.) . E'alo teopms
i.52 'temoai ' ' u> l

:t;t'+ 'F ';-e-Í Bfu (xl o.. ) lo8'B(xl a ) )E l süP E(xl an)l
n

Q ent;a basta p oow'al' CQi diç8eB ptu'a. & i.nbe©'abiZldade ào

E(XI a-) log+ E(XI Ck.) ;; © pwa iah é alia.aienêo aa o@l?m' & ãn-
t.w'*bj.!íó'd. a. B(xl Q .) z.g E(xj a.) .

Caillo + (z) = x log = é tma íuuçio comer% a p!'opri:Ê

Mde (1.40) no 3 comi'&e qSOPevOP:

B(xl a) !ogq(xla) IE(xl.gx la) ,
n' : . u eo

o oonCluhoS que ? .gaEã&gã9. X lc8 Xe LJ {.s@j:çigltoJ6pa que
auP B (xl a) e Ú



i

0 berre:ae 'soÉ;txi.nte acst=a (]l:.o n ccn4iç=o x ]!cé; x Ç ],L

Õ: !iixjl c rxüC SO: üuidC)p ttulb6 110aoüa6pín Para a ã,i\'boEpabiltdad.a (!';

suP E(XI (t .) ,
B

.geg=9aà u .24 :- gg v .ã.Hlgu=íii:3cÊlgl:..g;:sig3É.1;3ê..1122,...E?,Q:

.Ê}Z:Ü...ânlÊK$!gl:...%g:..üzu Y lo8 r !$Ü..á
.ia 3.e!:cÊê92;2 Y :; ão Hca!'lB â$.E$;=iàlg;2aa-

gW Y W.]W..ggMgo-.$!:..ÇR9)âhi4ida'e cow.o81:52Eãg. ( 9'; , Õ:'b p'') , .a

]i2a-ÊEg!$Ê3Éli:Ê..!22HâÊ9B,( itln) n .l .gg, c -élmwb:g& aue nodo g2= .9==g=
]1+]4&..ÇTqgqgR}9.o11:4@!=à95:PB'gq9.:$gi:.g!&g

-up E (Y :;iq.3 g i,z
a

( 11.21))

l)euon ta'açaot Podemos aupâp qtlo Y ã tMU :ítlrlçio iÜo

CT080QR'uQ Qm (Ol] l} {]ola ppobGbi].idndo clo

Loboa8uo . Pe]]o =oou].gado do Eai ây a i,}tb].eç;ood r7) & caniiiç;o
Y' ]o8 Y G L'' :imP].ica que

g<X} B -ê- .f Y ( U)d y $P

""' ..., »=:' 'v:=T '=..:EcroacaatoB sa''üi,afagando( ii.z5)
raa Cn da puto (b) do book'ci,iü

=i.lz.

Z

0

Papa o oolhel.' oa
g .6 1.'t temia

9

l(n doa'eseenbon ]nüem013 qt\a7 sendo

\

E. ., @a6 ) -

-" "w.,.. :=:.=:::,=',:''" : *h.?* ,: " "'.«, «- h,DL k: l islk ' 'o cora

e\> O (k.LI)9 enà:o k» l iSh bk - © qualldo tomarmos bk:(lilaí)

aatãsfazendo:

1 1% u (8.! k6 'l ® . (ii.ZÓ)k> ].

Então) pap':} aG'üa, o calha d© (Qn)k s,l e co'choHdo Gi3



68..

« )a canc' ando ac O:: da i)cito (o) éo boorei31a i!.ll: {,oi,]oa

P*(üupE(Y*iee) !!:$)3.%:; Úg!.kÕ( vkl!) ,

o pa=' (11.26) peDRIta

ki: P'f 'uP E (t"l Ü;) àk d ] « ,

o portanto eu» U (Ynl an) g LX , o que nomplota & {icmoZwtpCiçÊio.

P

(

P*r -P "
Z a
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