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APB; SENSAÇÃO

Dado um espaço mensurãve]. (Q,B) um expor'imenso é

um conjunto de medidas de pr'obabi].idade s8br'e (G,B). Bohnenb].ust ,

Shapley e Sher'man introduzir'am um método de campal'ar' dois expez'l

mentes em termos dos vetores riscos associados a funções de óee.i
são par'a ambos os experimentas (3.1.2). David B]ackwe].l foi o

autor de um outro método par'a comparar' dois expex'imensos em ter-

mos de um ker'ne]. de Markov (defina.ção 3.3.1). O que pretendemos
neste traba].ho é ap].tear' um teorema devido a B]aekwe]].

Car'vier (teorema 2.3.].) par'a mostrar que estes métodos são equi-
va[entes (teor'ema 3.3.]-). Par'a isto, deduzimos o teorema 2.3.].

Cano uma consequência de um teorema de Str'assen (leoa'ema 2.]..].).
No capa'tubo ]. consider'amos o necessãx'io par'a a compr'eensão dos

capítulos 2 e 3; no capa.tufo 2 são demonstrados os teoremas de

Strassen e de B]ackwe]]-Sher'man-Cartier e no capztu].o 3, são fej.
tas eonsider'ações gerais sôbre exper'imentos e os métodos citados

pa!'a campal'a'].os , bem como é demonstrada a equivalênci.a entre -

tais métodos. No fina] do capítu].o 3, são eonsider'aços os expe'
pimentos binoniais.

- 4 -

APRESENTAÇÃO 

Dado um espaço mensurável (íl,B) um experimento -e 

um conjunto de medidas de probabilidade sôbre (íl,B).Bohnenblust, 

Shapley e Sherman introduziram um método de comparar dois experi 

mentos em têrmos dos vetores riscos associados a funções de deci 

sao para ambos os experimentos (3.1.2). David Blackwell foi o 

autor de um outro método para comparar dois experimentos em têr

mos de um kernel de Markov (definição 3.3.1). O que pretendemos 

nêste trabalho é aplicar um teorema devido a Blackwell-Sherman

Cartier (teorema 2.3.1) para mostrar que estes métodos são equi

valentes (teorema 3.3.1). Para isto, deduzimos o teorema 2.3.1 

como uma consequência de um teorema de Strassen (teorema 2.1.1). 

No capítulo 1 con~ideramos o necessário para a compreensão dos 

capítulos 2 e 3; no capítulo 2 são demonstrados os teoremas de 

Strassen e de Blackwell-Sherman-Cartíer e no capítulo 3, sao fei 

tas considerações gerais sôbre experimentos e os métodos citados 

para compará-los, bem como é demonstrada a equivalência entre 

tais métodos. No final do capítulo 3, são considerados os expe

rimentos binomiais. 

• 



CAPÍTULO l

PRELIMINARES DE PROBABILIDADE E ANALISE

l.Z - Kerhel de Markov

Sejam (ç21'AI) e (Q2'A2) espaços mensur'áveis. Um

ker'nel de Mar'kov de QI em Q2 e uma aplicação

P : QlxA2 ' [o,l]

bati.sfazendo as seguintes condições

a) par'a todo u] € Q]. ) P(ul).) ã uma medida de pr'obabilidade
s8br'e (Q2 )A2) )

b) par'a todo A2 e A2 ) P(.)A2) é Al- mensuráve].

PROPOS[-ÇÃO ].]..] - Se u e uma medida de pr'obabilidade s8br'e

(Q].}A].) e P e um ker'nel- de Mar'kov de í21 em Q2 > então,
Pu defi.ninfa por'

( Pp ) (A
2

P(u )u(du

e uma medida de px'obabí].idade s8br'e ( Ç22 )A2 )

Pi'ova: (Pu)(A2) 2 0 paz'a todo A2 € A2 ; par'a toda sequência

{ An }n21 de conjuntos disjuntor de A2 } P(.}An) à 0 ) n à l
Segue que

( Pu ) ( A )n
l m

ç2 P(ul' U An)P(dul)

.P(U]. }An)) U(dul)

P(ul'An)P(dul)): }l .(PU)(An)n=1 ''

Pu é a-aditivo (ver' [1], pg.36, cor'o].apto 4.13)

l

e por'tanto,

- 5 -

CAPÍTULO 1 

PRELIMINARES DE PROBABILIDADE E ANÁLISE 

1.1 - Kernel de Markov 

Sejam (íll,Al) e (íl2,A2) espaços mensuráveis. Um 

kernel de Markov de íll em íl2 - aplicação e uma 

p : n1xA
2 [o ,1J 

satisfazendo as seguintes condições: 

a) para todo w1 e n1 , P(w1 ,.) 

sÔbre ( n2 ,A2 ) , 

b) para todo A2 e A
2 , 

-e uma medida de probabilidade 

-e A - mensurável. 1 

PROPOSIÇÃO 1.1.1 - Se µ é uma medida de probabilidade sÔbre 

(íl1 ,A1 ) e P é um kernel de Markov de n1 em n2 , então, 

Pµ definida por 

(Pµ)(A 2 ) = J P(w1 ,A2 )µ(dw1 ) , A2 e A2 
º1 

é uma medida de probabilidade sôbre (íl2 ,A2). 

Prova: (Pµ)(A 2) ~ O para todo A2 € A2 ; para toda sequência 

{ An }n~l de conjuntos disjuntos de A2 , P(.,An) ~ O , n ~ 1. 

Segue que 

( Pµ) ( 
00 

A ) U n 
n=l 

e portanto, Pµ é o-aditiva (ver [1), pg.36, corolário 4.13); 



(PU)(n2) : l P(w].,n2)p(dul) : l u(du]) : u(n].)

PROPOSIÇÃO 1.1.2.- Se uma aplicação z : Qo .-------.+ R é ].i.mito

mensur'ável e P é um kernel de I'lar'kov de S2. em na,

aplicação zP : Ql---------» R definida pol'

f

Ç2 ,,
é

(zP)(ul) z(u2) P (ul'du2)

8 ].i.citada e A.- mensur'áve].

PT'ova: Existe M , M > 0 tal que lz(u2)l S M para

u2 € Q2 ' Para todo co]. e ç2]. )

1 1 z(u2) P (ut,du2)l g
Q.

todo

l(zP)(ut) l

$ 1 :lz(co2)i P(u.L'dco2) s M l P(cül'du2): M.

Logo, zP é limitada.

a) Se z = IA, Ae'â2, (zP)(u].):(IAp)(u.L)

]. . (u. ) P (w. ,du. ) P(filIA)

par'a todo u]. e ç?].

Por'tanto, zP = IAP ; P(.)A) é A].- mensul'ável;

b) Se z é uma função si.mp.les não negativa, isto é,

alIA.
l

ohdé

(Pµ)(íl 2) = J P(w1 ,íl2)µ(dw 1 ) 

íll 

= J µ(dw 1 ) = µ(íl 1 ) = 1. t 
íll 

PROPOSIÇÃO 1.1.2 - Se uma aplicação z : íl 2 ----.+ R 

-da, A - mensurável e 2 
p e um kernel de Markov de 

então, a aplicação zP R definida por 

(zP)(w1) = J z(w 2) P (w1 ,ctw2) 

íl2 

é limitada e A - mensurável. 1 

Prova: Existe M, M > O tal que lz<w2)1 < M para 

w2 € íl 2 . Para todo w1 e íl1 , 

1 (zPHw1 ) 1 = J z(w
2

) P (w
1

,ctw
2

)1 ;s; 

íl2 

- 6 -

é limita 

todo 

s f ,jz(w2) 1 P (w
1

,ctw
2

) < M J P(w1 ,ctw2 ) = 
íl2 íl2 

Logo, zP é limitada. 

M. 

- f IA(w2 )P(w1 ,ctw2 ) = P(w1 ,A) 

íl2 

para todo w1 e n1 • 

Portanto, zP = IAP = P(. ,A) é Ai- mensurável; 

b) Se z é uma função simples não negativa, isto é, 

z = 

onde 



Aie A2)i:1')2,. .. ,n , Ain Aj:© , i/i, i,j=1,2,. .. ,nú

Q2 e ai € R+, i.=1,2,... ,n ,

tem-se
f n

(zP)(ul) = 1 ;.. alIA;(w2)P(cil,dco2)
h. ::' :

n

; :: ;:LP( "I 'Ai )

J

(a A
Õ

( u2 ) P(u]. ,dca2 ) )

par'a todo ul

Pottáhtó )

i=1 l (. ,Ai) é Al- mensur'ãvel;

c) Se z é uma função A2- mensur'ável não negati.va

onde {znlnZI

é uma sequência não decrescente de funções si.mples não negati-

vas (ver [1-], pg.13). Pa!'a todo nzl , z.P é A.- mensur'áve].
pelo item b) e

IÃm(znP) (QI) : lxm ( u2 ) P(u]. ) dul Zn ( u2 ) P ( u ]. , dco2 )

z(w2)P(ul'du2)
Q2

( zP) (u. )

pal'a todo u]. e. QI (teóí'ema da convem'géln.ciã'monot8nica) . Como

zP é o ].imite' de uma sequência {znPlnàl de funções' Al- men-
surável.s , zP é Al- mensur'aval;

d) Se z é uma função A2- mensur'ável qualquer

A.€ A
2 ,i=l,2, ... ,n; A.n A.=0, i#j, i,j=l,2, ..• ,n; 1. 1. J 

n 
uA. =íl2 e a

1
. €R+,i=l,2, ..• ,n, . 1 l 1.= 

tem-se 

Portanto, 

n 
l a.P(w1 ,A.) 
. 1 J. l i= 

n 
zP = l 

i=l 
a.P(.,A.) 

l. l 
-e A1- mensurável; 

e) Se z é uma função A2- mensurável nao negativa, 

é uma sequência não decrescente de funções simples nao negati-

vas (ver [1] , pg. 13 ) . -e A1- mensurável 

pelo item b) e 

1~m J zn(w 2 }P(w1 ,dw2 ) = 

íl2 

J lhm zn(w2 )P(w1 ~dw2 )= 

íl2 

= J z(w 2 )P(w1 ,dw 2) = (zP)(w1 ) 

íl2 

para todo w1 €,íl1 (teórema·da convergênci'a'monotônica). Como 

zP é o lf~lte'de uma sequ~ncia {znP}n~l de funções· A1 - men

suráveis , zP é A1 - mensurável; 

d) Se z é uma função A2- mensurável qualquer 
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( z P) ( u]. ) ))P(u. ,du
2 l z+(u2)p(ul'du2)

Q.

(u2 ) P (ul 'du2 ) ( z 'P ) ( co
( z 'P ) ( col )

(z+P-z'P) (un ) par'a todo u. € Qn

Então,

ZP = ZtP - Z'P

(z+ : zl [zà0] ' z' : ':l [z<0] )

Como z+P e z'P são Al- mensur'ãveis (i-tem e), segue que zP
e A.- mensur'aval t

Se (Q,A) é um espaço mensur'ável a aplicação

l : *A '- [o,iJ
defina.da poz.'

l(u,A) = -EA(u) , co e n , A € Á

e um exemplo de um ker'nel de i'lar'kov de ç2 em ç2 . Paz'a toda a

pJ-ilação z:Q -+ R , A - mensuráve]. tem-se zl =z

1;. 2 6

DEFINIÇÃO 1.2.1 - Seja E um espaço vetar'ial sôbre o cot'po dos
nümel'os r'Cais. Uma apli.cação p:E -+ R se diz sub].inear se
as seguintes conde-ções se ver'ificarem

a) p(x+y)gp(x)+p(y) papa todo x,y € E;

b) P(ax) = aP(x) par'a todo x e E e par'a todo a e R+

A condição a) diz que p ; subaditiva e a condição
b) di-z que p e homogenea não negativa

= f z(w2 )P(w1 ,dw 2 ) = 
íl2 

f z+(w2 )P(w1 ,dw2 ) 

íl2 

- 8 -

f z-(w 2 )P(w1 ,dw
2 ) = (z+P)(w

1
) - (z-P)(w

1
) = 

íl2 

Então, 

zI [ ] z~O z = -zI [z<O]). 

Como e sao A1- mensuráveis (item c), segue que zP 

Se (íl,A) é um espaço mensurável a aplicação 

I : nxA [O, lJ 

definida por 

w e n , A e A 

é um exemplo de um kernel de .Markov de íl em Q. Para toda a

plicação z:íl --~ R, A - mensurável tem-se zI = z . 

1.2 - Funções sublineares e teorema de Hahn-Banach. 

DEFINIÇÃO 1.2.1 - Seja E um espaço vetorial sôbre o corpo dos 

números reais. Uma aplicação p:E R se diz sublinear se 

as seguintes condições se verificarem: 

a) p(x+y)~p(x)+p(y) para todo x,y 8 E ; 

b) p(ax) = etp (x) para todo X e E e para todo a e R+. 

A condição a) diz - subaditiva e a condição que p e 

b) diz que p é homogênea não negativa. 



PROPOSIÇÃO 1.2.]. - Se p e uma função sub].inear definida soar'e
F' 23 T-} t n /-\

) )

1) P(o) ; o ,

2) p(x) à - p(-x) par'a todo x e E.

PT'ova: Seja xeE ;p(0) =p(0.x) : 0.p(x) =0 ;par'a toda

x € E , 0 : p(0) : p(x+(-x)) É p(x)+p(-x) e pol'tanto, vale 2).t

PROPOR-tÇÃO 1.2.2 - Seja E um espaço nor'medo e seja p uma fu=

ção subli.cear definida s8bl'e E . São equivalentes as seguintes

pr'opr'iedades

b)

Continua

IP(x)l < "

a) ::==::» b)

Prendo contz'nua na origem, dado e > 0 existe õ > 0 tal que

ilxll < 6 imp].i.ca ip(x)l É € epal'tanto, llxil $ ]. impli-
ca ip(x) l $ e/6

b) !::=::::i a)

como sup. Ip(x)i$M<w sequeque ip(x) -p(y)j $1{ jjx'yjl
t(lao x,y € E . com efeito, se x = y então ip(x)-p(y)l:

= 0 = Mllx-yjl . Suponhamos x # y . Se p(x) 3 p(y) tem-se

P(x) : p(x-y+y) $ p(x-y) + P(y)

Logo)

0 $ P(x) - P(y) É p(x-y)

e por'tanto,

IP(x) ' PQ' l $ ip(x-y) i Ip(TlÍ:iTÍ'--) 1 1 jx-yl l $

llP ll $1 IP(' ) 1 1 jx-yl l $

- 9 -

PROPOSIÇÃO 1.2.1 - Se p é uma função sublinear definida sôbre 

E , então, 

1) p(0) = O , 

2) p(x) ~ - p(-x) para todo x e E. 

Prova: Seja x €E; p(0) = p(0.x) = 0.p(x) = O ; para todo 

x € E , O= p(0) = p(x+(-x)) $. p(x)+p(-x) e portanto, vale 2).t 

PROPOSIÇÃO 1.2.2 - Seja E um espaço normado e seja p uma fun 

ção sublinear definida sôbre E. São equivalentes as seguintes 

propriedades: 

a) 

b) 

p é contínua 

SUj? jp(x)I < 
llxll ~l 

00 • 

Prova: 

a) 

Psendo contínua na origem, dado e> O existe ô> O tal que 

1 lxl 1 < ô implica lp(x) I S E e portanto, l lxl I S 1 impli

ca lp(x) 1 Se/ô • 

b) !-) a) 

Como sup lp(x) Is M < 00 seque que jp(x) - p(y) 1 S M llx-YII 
1 Í X j j $.l 

para todo x,y e E. Com efeito 5 se x = y então lp(x)-p(y)I= 

= O = MI lx-yj 1 • Suponhamos x #- y . Se p(x) ? p(y) t'em-se 

p(x) = p(x-y+y) S p(x-y) + p(y) . 

Logo, 

O$ p(x) - p(y) $ p(x-y) 

e portanto, 

S sup I p(z) 1 1 1 x-y 1 1 < 
1 lzl lsl 



z:o

S M llx-vll á

se p(x) < p(y) tem-se

P(y) = p(y-x+x) $ p(y-x) + P(x)

Logo,

0 < P(y) - P(x) $ p(y-x)

e por'tanto,
IP(x) - p(y)i IPQ' ' P'x' l $ jp'y'x' l

IP(TT$:iT-t) 1 1 jy-xl l S

É suP IP(z) 1 1 jy-xl l $ M l jx-yi l
llkllsi

Seja xo € E . Dado E > 0, arbitral'io,llx-xoll$ c/M implica

ip(x) - P(xo)l $ M llx-xoll $ M e/M

TEOREMA 1.2.1 (de Hahn-Banach) - Seja E um espaço vetar'íal

r'eal e p uma função sublineai' definida soba'e E ; seja Eo

um subespaço vedor'ial de E e seja. lo uma for'ma linear' defà

ni-da soba'e Eo e tal que Zo(y) g p(y) par'a todo y € Eo ' -
Então,existe uma for'ma li.ncar 1, definida soar'e E , pr'ol-on-

gando R...... e tal- que t(x) $ p(x) par'a todo x e E }"J
Ver demonstr'ação deste teorema em [9] , pg. 271

Seja E um espaço de Banaeh e E" o dual algebr'ico de E

Par'a cada função sub.Li.nea!' contínua p definida sé;bl:'e E, co=
sider'emos o conjunto

A
P

{ x'' x € E ' e x $ p }

' ' Consider'arames somente espaços vetoriais r'Cais
&

- 10 -

< M 11 x-y 11 ; 

se p(x) < p(y) tem-se 

p(y) = p(y-x+x) S p(y-x) + p(x). 

Logo, 

O< p(y) - p(x) < p(y-x) 

e portanto, 

jp(x) - p(y)j = jp(y) - p(x)I $ jp(y-x)j = 

l y-x l 11 l = p(l!y-xll) y-x Is 

~ sup jp(z) 1 1 jy-xl 1 ~ M I lx-yj l • 
11 si I si 

Seja x
0 

€E. Dado e> O~ arbitrário,! lx-x
0
1 Is 8 /M implica 

TEOREMA 1.2.1 (de Hahn-Banach) - Seja E um espaço vetorial 

real e p uma função sublinear definida sobre E ; seja E
0 

um subespaço vetorial de E e seja. t
0 

uma forma linear defi 

nida sobre e tal que para todo y € E o 

Então,existe uma forma linear t definida sobre E , prolon-

d 1 º( ) ( ) d X e E e_,';) gano t
0 

e ta que ~ x ~ p x para to o 

Ver demonstração deste teorema em [9] , pg. 271. 

* Seja E um espaço de Banach e E o dual algébrico de E. 

Para cada função sublinear contínua p definida sôbre E, con 

sideremos o conjunto 

* ,<; ,<; 
X e E e X s p } 

u,> Consideraremos sõmente espaços vetoriais reais. 



( x € EI ; x $p se e sòmente se x (x) g p(x) par'a todo

xeE ). Observamos que se x eAn ' então, xü é contx+nua
sobre E

PROPOSIÇÃO 1.2.3 - A. é um subconjunto não vaza.o, convexo de

E e sup ATI : p

elX:gyq: Se E = {0} a pr'oposição acima vale. Suponhamos E#t0}

eseja xoeE. Seja u : [xo] '>R ( [xo] eosubespaço
vetar'ial de E ger'ado por' xo) definida por' u(y) = ap(xo))
onde y = ax...., ' a € R . Afi.amamos que u(y) $ p(y) par'a to-

do y € [xo] . De fato, par'a todo y e [xo] ) y = axo com

aeR . Se a20 ,u(y) = ctp(xo) :p(axo) :p(y). Seoc<0,

u(y) = ap(xo) : (-a)(-p(xo)). Pela pr'oposição 1.2.1 , -p(xo)g

É p(-xo) . Segue que u(y) = (-a)(-p(xo)) $ (-a)p(-xo) :

p((-a)(-xo)) : p(axo) : p(y). Notando que u é uma forma

li.near definida s8br'e [xo] ) pel-o teorema de Hahn-Banach, exi.g
te uma for'ma linear' x definida soba'e E , pr'alongando u e

talque x(x)$p(x) par'atodo xeE. Logo x eA. e

An # g . Qual.squer' que sejam x ,g eAn ' x $ p e g S p.

Logo, par'a todo X e (0,1] ,
Xx g ).P ,: (].-À)g $ (]--À)P

e por'tanto,

Xx +(]-À)g $ ÀP+(]--À)P = P

Se À = 0, Xx +(l-À)y : g É p . Então,

para todo À € [0,].] , Àx"+(l-À)y e An ' ou seja, Ao e

convexo..

Fi.na].mente,par'a mosto'ar que

f : E ------.-.-F R definida por'

f(x) = sup x (x)

x e:;A

â

Ü

Ü

&
Ü

P

= {) . $e'la a função
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,i\ ,~ * ,': 
( X e E ; X $ p se e sômente se X (x) !, p(x) para todo 

) . 
,,, 

então, * - contínua X € E Observamos que se X € A 
' 

X e p 

sôbre E 

PROPOSIÇÃO 1.2.3 - A p 
-e um subconjunto nao vazio, convexo de 

* E e sup A = p. p 

Prova: Se E= {O} a proposição acima vale. Suponhamos E#{O} 

e seja X o R ( [x
0

] é o subespaço 

vetorial de definida por u(y) = ap(x
0
), 

onde y = ax
0 

, a e R. Afirmamos que u(y) ~ p(y) para to-

do y € [x
0
J . De fato, para todo y e (_x

0
] , y = ax

0 
com 

a € R • Se a ~ O , u ( y ) = a p ( x 
O 

) = p ( ax 
O 

) = p ( y ) • Se a < O , 

u(y) = ap(x
0

) = (-a)(-p(x
0

)). Pela proposição 1.2.1 , -p(x
0

)~ 

~ p(-x
0

) • Segue que u(y) = (-a)(-p(x
0

)) ~ (-a)p(-x
0

) = 

-= p((-a.)(-x
0

)) = p(a.x
0

) = p(y). Notando que u e uma forma 

linear definida sôbre [x
0
J , pelo teorema de Hahn-Banach, exi§_, 

te uma forma linear x definida sobre E , prolongando u e 

·'l{ ,~ 
tal que X (x) $ p(x) para todo X € E . Logo X € A 

,'e ,'t ,~ 
A f:, 0 . Quaisquer que sejam X ,y € A 

' 
X ~ p e p p 

Logo, para todo À € (O ,1] , 

e portanto, 
.,... ,.9,., 

ÀXn+{l-À)fJn S Àp+(l-À)p = P • 
,\ )'e * 

Se À= O, ÀX +(1-A)y = y $ p. Então, 

para todo À e [0,1] 

convexo. 

Finalmente,para mostrar que sup A = p , seja a função p 

f : E R definida por 

, ;'e 
f(x) = sup x (x) 

* x e A p 

e p 
,': 

y ~ P• 

-e 
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É imediato que f S p . Agir'mamas que f ? p . Com efeito, se

fép existe xoeE ,xo #o,talque f(xo) <p(xo) . Seja

u : [x] -+R definidapor' u(y) = ap(xo) } onde y = axo '

a € R , Pe].a demonstração feita acima existe

€ Ap taJ- que g lExo] = u
Então,

gg(xo) 5 f(xo) < P(xo)
Ü

g (xo) : u(xo)

o que é absur'do, poi.s

Logo, f : p : suP Ap ' t

1.3 -

limo.tapas.

Seja E um espaço de Banach e (Q,B,p) um espaço de

pr'obabi-lidado. Denotaremos pol' SE o conjunto das funções
sub].ineares defina.das sôbre E.

DEFINIÇÃO 1.3.]. - A ap].ilação

u € Q '» hu e SE

sé di2;

a) fracamente mensuráve]. se, para Cada x € E , a aplicação

u C n + h,..(x) C R

ã B- mensur'aval ;

b) limitada se existe uma constante K, K > 0 , tal que

lhu(x)l É K llxll , par'a todo Q € C2 e par'a todo
x € E

A r'el-ação ih.,.(x)l $ K llxll impl-i-ca, pela pr'oposição 1.2.2,
a conta.nuidade das funções h... s8bl'e E

- 12 -

É imediato que f < p . Afirmamos que f ~ p. Com efeito, se 

u R definida por u(y) = ap(x) , onde 
o 

a e R. Pela demonstração feita acima existe 

Então, 
... 

o que e absurdo, pois 

t 

1.3 - Família de funções sublineares fracamente mensuráveis e 

limitadas. 

Seja E um espaço de Banach e (íl,B,µ) um espaço de 

probabilidade. Denotaremos por SE o conjunto das funções 

sublineares definidas sÔbre E. 

DEFINIÇÃO 1.3.1 - A aplicação 

w e n 

se diz 

a) fracamente mensurável se, para cada x e E, a aplicação 

w e n ---r h (x) € R 
w 

é B- mensurável; 

b) limitada se existe uma constante K, K > O , tal que 

jhw(x)I :5 K llxll , para todo we rl e para todo 

X 8 E • 

-
A relação lhw(x)I ~ K j lxl I implica, pela proposição 1.2.2, 

a continuidade das funções h sôbre E. 
w 
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PROPOSIÇÃO ]..3.1 - Se a aplicação u e Q -.> h.:, € St:
fr'acamente mensur'aves. e ].i.mitada, então , a função

for

h

definida por'

h(x) : l hu(x)u(du)

='.'.'.'.'.'--'.'.'' ',.'. '-.-.'.'..u''.'''.'.''''.'.'.'='.'+' ..'..'.'-'.'-.''. '..- ' - '.-.qB'..'. ' '. ...' ,-'+' '+ . '.'. -' .

é uma função sublineal:' continua definida soba'e E

PT'gy$: Para cada x € E a apli.cação u € Q '»h...(x) eR

é integz'ável. Então, par'a todo x,y € E e par'a todo aeR+

h(x+y) hu(x+y)u(du) (ho( x) +hu(y ) ) u ( dco )

hu(x)u(du) hu(y)u(du) h(x) + h(y) .e

h(ax) : l h.,,(ax)u(dco) clh.. ( x ) u ( du ) al hu(x)u(du)
Q

ah(x)

Logo, h e uma função sublinhar' defina.da soba'e E . Como e-

xiste K, K > 0 , tal- que ihu(x)l S K llxll , par'a todo ueç2

e pat'a todo x € E , segue que lh..,(.x)i $ K pax'a todo u eQ
epal'atado xeE , com ilxll$1 . Então,

lh(x)l : il hu(x)u(du)l $ 1 lhw(x)IU(du) $ K

.om llxll $ 1

Q

par'a todo
Póttahto )

suP lh(x)l $ K < "

co;nt;latia
l

e De].a proposição ]..2.2 h e

PROPOSIÇÃO 1.3.1 - Se a aplicação w € íl 

fracamente mensurável e limitada, então, a função 

h : E R 

definida por 

h(x) = J h~(x)µ(dw) 

íl 

é uma função sublinear contínua definida sôbre E. 

Prova: Para cada x € E a aplicação w e íl 
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for 

h (x) e R 
w 

é integrável. Então, para todo x,y e E e para todo a.€R+ 

tem-se 

h(x+y) 

h(a.x) 

= f 
íl 

h (x+y)µ(dw) w 

= J hw(x)µ(dw) + f hw(y)µ(dw) = h(x) + h(y) e 

íl íl 

= f \,/ a.x ) µ ( dw) 
íl 

= cth(x). 

= f a.h !J/ x ) µ ( dw ) 

íl 
= a.J hw(x)µ(dw) = 

íl 

Logo, h é uma função sublinear definida sobre E. Como e-

xiste K, K > O , tal que jhw(x)I S K I lxl 1 , para todo w€íl 

e para todo x € E , segue que lhw(x)I 5 K para todo w e íl 

e para todo x e E , com 1 !xi I s 1. Então, 

lh(x) 1 = 1f h (x)µ (dw) 1 s I lhw(x)lµ(dw) $ K 
w 

íl íl 

para todo X € E com 1 lxl 1 s 1 . 

Portanto, 

sup lh(x)j < K < oo 

1 lxl 1~1 
e pela proposiçª'o 1. 2. 2 h 

.. 
e 

.. 
continua. t 
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1. 4 Funções convexas , côncavas e afi.ns

Seja E um espaço vetori.al tipológico localmente con

vexo e Q um subconjunto convexo, Compacto de E

DEFIN].ÇÃO 1.4.1 - A função f:Q '+ R se di-z

a) convexa sobre Q se, par'a todo x,y € Q e par'a todo
t € to ,l] ,

f(tx +(].-t)y) $ tf(x) +(l-t)f(y) ;

b) cé3ncava soar'e Q se, para todo x,y € Q e par'a todo

t e [o ,]] ,

f(tx +(]-t)y) ? tf(x) +(].-t)f(y) ;

e) afim soar'e Q se, par'a todo x,y € ç2 e par'a todo
t € to,]] ,

f(tx +(l-t)y) : tf(x) +(l-t)f(y)

Seja F o conjunto de todas as funções convexas, contz+nuas sg
br'e í2 . Do fato; se f é convexa (c8neava), contínua s8br'e

Q , então, -f ; côncava (convexa), contz+nua s8br'e Q , segue

que -F = { -f:f € F } é o conjunto de todas as funções concg:
vas, contz+nuas sé;br'e ç2 . É c].aro que Fn-F ; o conjunto -
de todas as funções afins, contínuas soar'e ç2

PROPOSIÇÃO 1.4.]. - Seja F o conjunto de todas as funções
convexas, contínuas soar'e E . Então,

Et + R = F rl -F

Ú.

(Et é o dual tipológico de E )

Pbová É i.mediato que E' + R ( F r)-Fü Reciprocamente , se
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1.4 - Funções convexas, côncavas e afins 

Seja E um espaço vetorial topológico local;nente con 

vexo e íl um subconjunto convexo, compacto de E . 

DEFINIÇÃO 1.4.1 - A função f:íl --+ R se diz 

a) convexa sôbre íl se, para todo x,y € íl e para todo 

t e [o, 1] , 

f(tx + (1-t)y) ~ tf(x) + (1-t)f(y) ; 

b) côncava sôbre íl se, para todo x,y € íl e para todo 

t e [0,1] 

f(tx + (1-t)y) ~ tf(x) + (1-t)f(y) , 

c) afim sobre íl se, para todo x,y € íl e para todo 

t e [o, 1] , 

f(tx + (1-t)y) = tf(x) + (1-t)f(y). 

Seja F o conjunto de todas as funções convexas, contínuas sô 

bre íl. Do fato: se f é convexa (côncava), contínua sôbre 

íl , então, -f é côncava (convexa), contínua sÔbre íl , segue 

que -F = { -f:f € F} é o conjunto de todas as funções cônca 

vas, contínuas sôbre íl • É claro que F n -F é o conjunto -

de todas as funções afins, contínuas sÔbre íl. 

PROPOSIÇÃO 1.4.1 - Seja o conjunto de todas as funções -

convexas, contínuas sobre E. Então, 

* ~'; 
E' + R = F n-F 

(E' é o dual topológico de E). 

Prova: É imediato que Reciprocamente, se 



f € F"n-F" seja g : E '» R definida por g(x)=f(x)-f(0)

Como f é conta'nua g é contínua. A, função g é ].i.near; com
efeito, para todo x,y € E e par'a todo cl e R,

a) se 0 $ a s 1 , g(ax) g(ax +(]-a)0) : f(clx +(].-a)0)
f(0 ) : af(x)+(l-a)f(0) - f(0)

a(f(x) - f(0)) : ag(x) i

b) se a > 1 , g(x) : g(-gZ--) : --li-- g(ax) o que i.mplica
g(ax) = ag(x) ;

c) g(x+y) : g(2--!$;Z.-) : 2S(-31;L'-) 2[ f(-21;X-) - f(O)

2L--#- f(x) + --#- f(y) f(O) f(x) + f(y)

2f(0) =(f(x) - f(0)) +(f(y) - f(0))= g(x) + g(y);

d) se a < 0 , g(ax) - ag(x) = g(ax) + g(-ax) = g(CEX - ax) =

g( 0 ) = 0 imp].ica g(ax) :ag(x)

Então,
f f(0) C Et+ R e F n-F C EI +R t

Medidas de Radar e z'exultante de uma medida

Indicar'emos pol:' CI(Q) o conjunto das funções contí-
nuas definidas em n a valores em R ; C(ç2) munido da nor'ma

f e c(Q) -, i lrll. : suP lí(co)l € R.t

e um espaço de Banach.

DEF[[N[ÇÃO 1.5.1 - Toda for'ma ].ineal' contz+nua sôbre C((2) se
di.z uma medida de Radar s8br'e Q

Uma medida de Radon L soar'e Q e post.uva se, par'a toda fu2

- 15 -

* ,'; 
f € F n -F seja g E--+ R definida por g(x)=f(x)-f(O). 

Como f - ., e continua g - .. e continua. A função g é linear; com 

efeito, para todo x,y € E e para todo a€ R, 

a) se O~ a~ 1 , g(ax) = g(ax + (1-a)O) = f(ax + (1-a)O) 

- f(O) = af(x)+(l-a)f(O) - f(O) = 

= a(f(x) - f(O)) = ag(x) ; 

b) se a. > 1 , g(x) 

g ( ax) = ag ( x) ; 

= g(~) = 
a 

1 --
ª 

g(ax) o que implica 

= 2[ + f(x) + + f(y) - f(O) J = f(x) + f(y) -

- 2f(O) = (f(x) - f(O)) + (f(y) - f(O))= g(x) + g(y); 

d) se a< O , g(ax) - ag(x) = g(ax) + g(-ax) = g(ax - ax) = 

= g(O) = O implica g(ax)=ag(x). 

Então, 

f = g + f(O) e E'+ R 

1.5 - Medidas de Radon e resultante de uma medida 

Indicaremos por C(íl) o conjunto das funções contí-

nuas definidas em íl a valores em R C(íl) munido da norma 

f e C(íl) 

é um espaço de Banach. 4 

sup jf(w) 1 € R+ 
w€íl 

DEFINIÇÃO 1.5.l - Toda forma linear contínua sôbre C(íl) se 

diz uma medida de Radon sbbre íl. 

Uma medida de Radon L sÔbre íl -e positiva se, para toda fun 
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ção f ? 0 , f € C(n) tem-se L(f) ? 0

Seja M'(g2) o conjunto de todas as medidas de Radon positivas

soba'e n . No que segue supor'erros que E seja um espaço veta
riam topos-ogi.co ]-oca].mente convexo e de Hausdor'ff e Q um sub

conjunto convexo, Compacto, netrisável de E.

DEFINA.ÇÃO 1.5.2 - Um vetou' a e E se diz a r'esultante de
L € M+(Q) se e sòmente se, par'a toda f € E' ,

f(a) : L(íln)

Denotar'emos a r'exultante de L por' I'(L) . Toda L € Mt(ç2)

admite uma única resu]tante (ver [6] , vo].ume ll , pg. 115). É

i.mediato que, se u e uma medida de pr'obabili-dade soba'e

(Q,B(n)) ( B(Q) g a a-á]gebra de Bor'e]. de subconjuntos de Q)

a apli.cação l:C(Q) '» R definida por'

}

(1. 5 . 1) 1(f) f( u) p ( dco )

é uma for'ma ]-inear' positiva sôbre C](ç2) ta] que ](]-) : l e

por'tanto, l e uma medida de Radon s8br'e Q . A fim de sim-
pl-ificar' as notações , usar'emos um mesmo sz'miolo par'a repr'esen'

tar uma medida de probabilidade s8br'e (Q,B(Q)) , e a medida -

de Radon positiva sobre Q coar'espondente aque].a medida de
pr'obabi]-idade: segundo a fÓT'mu].a 1.5.1 . Asse.m, se U é uma

medida de pr'obabi]i-dado s8bl:'e (Q,B(Q)) a fÓT'mu].a 1.5.1 to=
na-se

u(f) f( u) u ( dco ) C(Q)

PROPOSIÇÃO 1.5.1 - Se p e uma medida de pr'obabilidade soba'e

(Q,B(ç2)) e g g uma função afim., contínua s8br'e E , então,

r(p) € Q e g(r'(u)) : u(gln)

- 16 -

çao f ~ O , f e C(íl) tem-se L(f) ~ O . 

Seja M+(íl) o conjunto de todas as medidas de Radon positivas 

sôbre íl. No que segue suporemos que E seja um espaço vet~ 

rial topológico localmente convexo e de Hausdorff e íl um sub 

conjunto convexo, compacto, metrisável de E. 

DEFINIÇÃO 1.5.2 - Um vetor a 8 E se diz a resultante de 

L € M+(íl) se e sõmente se, para toda f € E' , 

f(a.) = L(fjíl) • 

Denotaremos a resultante de L por r(L) . Toda L e M+(íl) 

admite uma Única resultante (ver [6] , volume II , pg. 115). ~ 

imediato que, se 
... 

µ e uma medida de probabilidade sôbre 

(íl,B(íl)) ( B(íl) 
... 
e a o-álgebra de Borel de subconjuntos de íl), 

a aplicação I:C(íl)--~ R definida por 

( 1. 5 .1) I(f) = f f(w)µ(dw) 

íl 

é uma forma linear positiva sôbre C(íl) tal que I(l) = 1 e 

portanto, I é uma medida de Radon sôbre íl . A fim de sim

plificar as notações, usaremos um mesmo símbolo para represen

tar uma medida de probabilidade sôbre (íl,B(íl)) , e a medida -

de Radon positiva sÔbre íl correspondente àquela medida de 

probabilidade, segundo a fórmula 1.5.1 . Assim, se -µ e uma 

medida de probabilidade sôbre (íl,B(íl)) a fórmula 1.5.1 tor 

na-se 

µ(f) = f f(w)µ(dw) , f e C(íl) 

íl 

PROPOSIÇÃO 1.5.1 - Se µ é uma medida de probabilidade sôbre 

(íl,B(íl)) e g é uma função afim, contínua sôbre E , então, 

• 
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PT'ova: p eM]'(Q) : { À:À eM+(ç2) e llÀil: l
onde

llPrl l.si

Pela pl'oposi.ção 1.4.1
Então,

g(r'(P)) : f(r'(u) )+ c = u(íln)

(1)(2)
; ].ogo I'(U) € Q

f+c onde f e E' e c = g(0)

f(u)u(du) + c

(f(u) + c)u(du) : l g(cü)u(du) t

NOTAS E REFERÊNCIAS

(1) Pa!'a todamedida U = 0 sabre Q , tem-se llull = U(1)
Ver [5] , pg. 47, cor'Diário ].

(2)Seja 1,{l-({2) ;1À:XeM+(ç2) e llÀll :].} ,onde Q é

um subconjunto convexo, compacto de um espaço vetou'ial topolê
Bico loca].mente convexo e de Hausdol-'ff. Se U € MI(Q), então,
I'oJ) € n .

Ver [6] , pg. 115, vo].UHC 11, pr'oposição 26.3

A matar'ia do capz+tu]-o .[ foi baseada nos capítu].os ]],

]lX, XI do lívr'o do Meyer') ''PT'obabi]ités et Potente.e].'' ; capztg
to 111 do livz'o ''lntégration", do Botar'baki e nos capítulos 4,

vo].ume 1 ; 6, volume ll do livro do Choquet, ''Lectur'es on Ana-
]-ysi s ''
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Prova: e 

onde 
(l) ( 2) 

; logo r(µ) € íl 

Pela proposição 1.4.1 5 g = f+c onde f e E' e c = g(O). 

Então, 

g(r(µ)) = f(r(µ))+ c = µ(fJn) + c = f f(w)µ(dw) + c = 
íl 

= f (f(w) + c)µ(dw) = f g(w)µ(dw) = 
íl íl 

µ<gl ) . 
íl t 

NOTAS E REFERÊNCIAS 

(1) Para toda medida µ~O s3bre íl , tem-se I lµI 1 = µ(l) 

Ver [s] , pg, 4 7, corolário 1 . 

e 1 1 À 1 1 = 1} , onde íl -e 

um subconjunto convexo, compacto de um espaço vetorial topol§ 

. Ml ~ gico localmente convexo e de Hausdorff, Se µ € (íl), entao, 

r(µ) € íl • 

Ver [6] , pg. 115, volume II, Proposição 26,3. 

A matéria do capítulo I foi baseada nos capítulos II, 

IX, XI do livro do Meyer, "Probabilités et Potentiel" ; capít~ 

lo III do livro "Intégration", do Bourbaki e nos capítulos 4, 

volume I ; 6, volume II do livro do Choquet, "Lectures on Ana'."" 

lysis 11
• 
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CAPÍTULO 2

TEOREMA DE STRASSEN

TEOREMA DE BLACK\dELL-SHERMAN-CARTIER
E

TEORE[H/\ 2.1.]. (Teorema de Stl'assen)

Seja E um espaço de Banach separ'ável e (Q,B,U) um

espaço de pr'obabi].idade. Suponhamos que a aplicação
co :e Q .---.-......--> h € S...,

u'-.''. '. .'b

seja fr'acamente mensur'ável e limitada. Seja h a função sub-
linear de=Einida s8br'e E por

hu(x)u(du)h(x)

Seja x € E . As seguintes pr'opr'iedades são equivalentes:

i) x édomínadaporh(xüCAh; {g":gele eÉ/Éh}) ;

íi) Existeuma ap]i-cação ueQ +x,.eE ta].que

a) par'atado x eE aapli.cação ueQ ->xu(x) € R é B-me=
surãvel;

b) xu(x) É hu(x) pal'a todo x C E e par'a quase todo u eQ

(xu C Ah,.. par'a quase todo H € Q) ;

c) x"(x) : l xu(x)u(dco) pal-'apodo x eE

&$

$

C

Prova: ii)
ã

k ;(x) = hu(x)p(dco) : h(x)

para todo x e E

ií)

Vamos supor que o espaço de pr'obabil-idade (ç2,B,p) seja comple-

to \z/ . Se (Q,B,u) não f8r completo, ver reter'ência à pg. 35
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CAPÍTULO 2 

TEOREMA DE STRASSEN 

E 
TEOREMA DE BLACKWELL-SHERMAN-·CARTIER 

2.1 - TEOREMA 2.1.1 (Teorema de Strassen) : 

Seja E um espaço de Banach separável e (íl,8,µ) um 

espaç~ de probabilidade. Suponhamos que a aplicação 

seja fracamente mensurável e limitada. Seja h a função sub

linear definida sÔbre E por 

h(x) = I h,,/x)µ ( dw) . 
íl 

-:~ 'lc 
Seja X e E o As seguintes propriedades sao equivalentes: 

i) 

ii) 

X - * * * * * e dominada por h (x e Ah= {y :y € E e y $h}) , 
i;', * 

Existe uma aplicação w e n --+ x e E 
w tal que 

a) para todo X € E a aplicação 
~~ 

W 8 íl --+ X (x) 8 R 
w 

~ h (x) para todo X 8 E e para quase todo w 

e ~ para quase 
w 

'Ir 
c) x (x) = I ,~ 

xw(x)µ(dw) 

íl 

Prova: ii) ~ i) 

x*(x) = f x:(x)µ(dw) 

n 

para todo x e E 

i) 

todo w e íl) ; 

para todo X 8 E . 

~ J hw(x)µ(dw) = h(x) 

íl 

-e B-men 

w e n 

Vamos supor que o espaço de probabilidade (íl,8,µ) seja comple

to (l) . Se (íl,B,µ) não fÔr completo, ver referência à pg. 35. 



Seja L o espaço vetorial das funções B-mensur'áveis defi.ni-

nfas em(Q,B) a va].or'es em(E,B(E))(B(E) é a a-á].gebr'a -
de BoTeI de subconjuntos de E ) , que assumem somente um nome

ro finito de valor'es, sendo duas funções X e Xt em L consi
der'abas iguais se X = X' em quase toda parte com relação au

Seja X € L e suponhamos que Im(X) : {xl,xo,...,x.} . É imgl

disto que (Ai)].$i$m ' onde Ai : X't({xi}) ; i:1,2,...,m
ã uma parti.ção mensur'ãvel finita de Q . Considerando as fun-

ções g,gl>92s''')gm de í2 em R , definidas por' g(u) =

: hco(X(u)), gi(u) : hu(xj.) ; i:1,2,...,m, tem-se

g }:: gi:':
e pox'tanto, g é 23-mensur'aves..

Como exi.ste K, K > o tal que lhu(X(u))i $ K max {llx].ll)
llx2ll )...)llxmll} par'atado ueQ , segueque

g(u)p(du) (X( u) )u(du) <

Por'tanto, se X e L a aplicação

u e Q -+ hu(X(u)) e R

é B-mensur'ãve]. e integrãvel

defi.nada por'

(2 . 1. 1) H(X)

Consideremos a função H : L -FR,

l hu(X(w))u(du).
Q

Se X,X' € L e cl e R+ , então,

- 19 -

Seja L o espaço vetorial das funções B-mensuráveis defini-

das em (íl,B) a valores em (E,B(E)) (B(E) é a o-álgebra -

de Borel de subconjuntos de E) , que assumem sÕrnente um núme 

ro finito de valores, sendo duas funções X e X' em L consi 

deradas iguais se X= X' em quase toda parte com relação aµ. 

Seja X e L 

diato que 

e suponhamos que 

onde 

ê urna partição mensurável finita de íl. Considerando as fun-

çoes 

= h (X(w)), w 

de íl 

= h (x.) 
W 1 

em R, definidas por 

; i=l,2, ... ,m, tem-se 

e portanto, g é B-mensurável. 

g(w) = 

Corno existe K, K > O tal que lhw(X(w))j $ K rnax {! lx1 l l, 
1 1 x2 1 1 , • • • , 1 1 xrn 1 1 } 

J g(w)µ(dw) 

íl 
= I 

íl 

para todo w € íl , segue que 

h (X(w))µ(dw)< oo 
w 

Portanto, se X€ L a aplicação 

w e íl --+ h (X(w)) € R 
w 

é B-mensurável e integrável. Consideremos a função H:L-+R, 

definida por 

(2.1.1) H < X ) = J h w ( X ( w ) ) µ ( dw ) . 

íl 

Se X,X' € L e a e R+ , então, 
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((x+X')(u))p(du) : l hu(X(u)+X'(u))u(du) $H(X+X'

g

(hu(X(u)) + hu(X' (u)) )u(du): h (X(u) )u(du) +U

'..(X'(co))p(du) : H(X) + t{(X')

e

t{ ( üx ) h, . ( ( aX) ( u) ) u ( du) h (aX(u))v(du)U

clh (X (u) )u (du)
U

at{ ( X )

Logo, tf e uma função sublinear' sobre L

Seja L = { X:X e L e X e constante em quase toda par'te com

relação a u }. É imediato que L é um subespaço vetar'ial de
L eafunção Q:t 'FR defi.nidapor' Q(X) :x"(x) , onde

x é o va].or quase cer'to de X com relação a u ) g uma forma

].ideal' s8bz'e L . (ü) Notando que vale i) tem-se

Q(x) h(x) h. . ( x) p (du )
{A) '. .- .. ' '

h (X(u) )u(du) :w(k)
U

para todo X € L . Então, pelo teor'ema de Hahn-Banach, exi.ste
uma for'ma linear' Q definida s8br'e L , pr'ol-ongando Q e tal

que

(2 . 1. 2 ) Q(X) $ t{(X) par'a todo X e L

Se xeE eAeB ) como afunção xIA:Q - E definidapor'

(Ê) Í(u) : x excito para os u -pertencentes a um conjunto de

p-medida zero.

e 

Logo, 

Seja 

H(X+X') = f hw((X+X')(w))µ(dw) 

íl 

- 20 -

= f hw(X(w)+X'(w))µ(dw) < 

íl 

H(a.X) = 

= 

H 
.. 
e 

L = { 

~ J (hw(X(w)) + hw(X'(w)))µ(dw)= f hw(X(w))µ(dw) + 

íl íl 

+ J hw(X'(w))µ(dw) = H(X) + H(X') 

íl 

J h ( ( aX) ( w ) ) µ ( dw ) = I hw(aX(w))µ(dw) = 
w 

íl íl 

J ah w ( X ( w ) ) µ ( dw ) = aH (X). 

íl 

uma função sublinear sôbre L . 

X:X e L e X 
.. 
e constante em quase toda parte 

~ 

com 

É 
... 

relação a µ }. imediato que L e um subespaço vetorial de 

~ ~ "1: 

L e a função Q:L ---+ R definida por Q(X) = X (x) , onde 

~ 
x é o valor quase certo de X com relação a µ, é uma forma 

linear sôbre L • ( -1:) Notando que vale i) tem-se 

Q(X) h(x) = I ~ ~ 
hw(X(w))µ(dw)=H(X) 

íl 

~ 
para todo X€ L . Então, pelo teorema de Hahn-Banach, existe 

~ 

uma forma linear Q definida sôbre L, prolongando Q e tal 

que 

(2.1.2) Q(X) $ H(X) para todo X€ L • 

Se x e E e A€ B , como a função xIA:íl--+- E definida por 

(*) X(w) : X exceto para os w pertencentes a um conjunto de 

µ-medida zero. 
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(xIA) (u) ; xIA(u)
é B-mensuráve]. e assume sòmente os va].odes 0 e x, então,

x.[A e L

Por (2.]..1) e (2.1. 2) tem-se

(2.1.3) Q(xIA) $ H(xJ-A) hu ( xJ-A(u ) ) u ( du )

hco(xIA(u))u(dw)+ l hu(xJ:A(u))u(dcü)
A

hu(x)u(du)

e

(2. 1.4) Q(xIA) ; Q(-xl-A) $ H(-xIA) : I'hu(-xiA(co))u(au)

lhu(-xiA(u))u(au)+l hu(-xIA(to))u(dco)=

hu( -x ) u ( du )

De (2 .].. 3) e (2.1.4) c pelo fato da aplicação

€ Q -> h € S

ser' limitada, existe K, K > 0 , tal que

(2.]-.5) - Kllxllu(A) É Q(xl-A) $ Kllxllu(A).

Definindo-se, par'a Cada A € B , ux(A) : Q(xIA) tem-se que

uv e uma medi.da sinal-i.zada finita definida em (Q,B) e pX<<p
( U. é absolutamente contínua com rel-ação a u)

De fato, ux(g) : 0 e par'a toda sequência {Anlnà]. ' An C Bs
nà 1, calque An'} g tem-sel-lmUx(An)= 0(vel' 2.1.5)

Então, como Ux e aditi.va, Ux e a'aditivo. Por' (2.1.5)

U

- 21 -

é B-mensurável e assume sômente os valores O ex, então, 

xIA € L • 

Por (2.1.1) e (2.1.2) tem-se 

(2.1.3) 

e 

(2.1.4) 

De (2.1.3) e 

w e 

ser limitada, 

(2.1.5) 

Q(xIA) $ H(xIA) = J hw(xIA(w))µ(dw) = 
íl 

= J hw(xIA(w))µ(dw)+ J hw(xIA(w))µ(dw)= 

A AC 

= I h (x)µ(dw) 
w 

A 

- Q(xIA) = Q(-xIA) $ ff(-xIA) = Jhw(-xIA(w))µ(dw)= 

íl 

= Jhw(-xIA(w))µ(dw)+J hw(-xIA(w))µ(dw)= 

A Ac 

= J hw(-x)µ(dw). 

A 

(2.1.4) e pelo fato da aplicação 

íl --+ hw 8 SE 

existe K, K > o ' 
tal que 

- KI lxl lµ(A) $ Q(xIA)· ~ KI !xi !µ(A). 

Definindo-se, para cada A € B 
' µx(A) = Q(xIA) tem-se que 

µx é uma medida sinalizada finita definida em (íl,B) e µx<<µ 

( µx é absolutamente contínua com relação a µ). 

De fato, µx(0) = O e para toda sequência {An}n~l , An € 8, 

n ~ 1, tal que Ani 0 tem-se lim µ(A) = O (ver 2.1.5) . 
n x n 

Então, como µx é aditiva, µx é cr-aditiva. Por (2.1.5) 
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( 2 )

H g fmi-ta e ux << p ' Logo,existe uma função

u e Ç2 '» qu(x) € R

B-mensur'aval, integrãvel, taJ- que

p (A) : l qw(x)u(du)
A

par'a todo A € B (3) e
r

ux(A) : l qu(x)u(du) : Q(xlA)
A

)

h...(x)u(du)

par'a todo A e B , implica

(2. ]-.6) qu(x) $ hu(x)

par'a quase todo Q € Q eom I'ilação a U . Pelo fato de Q ser'

uma for'ma ].i.cear definida soba'e L } se x,y, € E e a)b € R,

então,

(2.}.7) qu(ax+by) : aqu(x)+bqu(y) ,

par'a quase todo u e ç2 com r'el-ação a u

Seja E... um subconjunto de E, enumer'aval, denso em E e es-
tável por combinações ]-inear'es com coeficientes r'acionais. Por'
(2.1.6) e (2.]..7) , par'a cada u per'tendente ao compl-Cear -

de um certo conjunto B-mensuz'ável Ao ' com u(Ao) : 0 , va

( 2 . 1. 8 ) $ hU(x) par'a todo x € Eo
e.

(2.1.g) qu(ax+by) = aqu(x) + bqu(y) par'a todo x,y € Eo
e todo a,b r'acionais. Sem per'da de generalidade podemos su-

por' /to : Ü } por'que se Ao iÉ g basta consider'ar', par'a cada
u e Q , a função gu:Eo '» R.) asse.m definida

Íqco(x) se u € Ao

l.yü(x) se u € Ao ' onde gU € Ah..,

é finita e µ << µ • 
X 

(2) 
Logo,existe uma função 

E-mensurável, integrável, tal que 

µx(A) = J qw(x)µ(dw) 

A 

para todo A€ B <3 ) e 

µ (A) 
X 

= J qw(x)µ(dw) = Q(xIA) 

A 

para 'todo A e B , implica 

(2.1.6) :S h (x) 
ú.) 
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para quase todo w € íl com relação a µ . Pelo fato de Q ser 

uma forma linear definida sôbre L , se x,y, e E e a,b e R, 

então, 

(2.1.7) 
• 

para,quase todo w e íl com relação a µ • 

Seja 
1
E

0 
um subconjunto de E, enumerável, denso em E e es

tável por combinações lineares com coeficientes racionais. Por 

(2.1.6) e (2.1.7) , para cada w pertencente ao completar -

de um certo conjunto 

lem 

(2.1.8) 

e 

(2.1.9) 

B-mensurável A , com µ(A) = O , 
o o 

va-

h (x) 
w 

para todo x e E o 

para todo x,y e E 
o 

e todo a,b racionais. Sem perda de generalidade podemos su-

por A = o 0 ' 
porque se Ao 'f:. 0 basta considerar, para cada 

w € íl , a função gú) :E--+ 
o 

R. ' 
assim definida: 

{4:(xl se w € AC 
o 

gw(x) = .. ~. 

y (x) se w e A onde Yw e ¾ w o ' w 
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Notamos que, para todo x C En ' a aplicação

Q € Q '» g,:.(x) C R

é B-mensul'áve] e gu veria.ca (2.]-.8) e (2.1.9) , par'a t9
do ; {o € Q

Por' (2.1.8) e(2.1.9) e pelo fato da aplicação
w C Ç2 -> h e S.

ser' ].imitada, par'a cada u € Q

jqu(x)l S Kllxll

par'a todo x e Eo ' Logo, par'a cada u € ç} , quIE e unifor'-
memente contínua. Par'a cada u € Q seja x,. a ' unida ex-

tensão conta'nua de quilo ao espaço E . Então,

; ]-im qco(y)
y-'»x
y€E

par'acaba xeE .(4) Para cada uC Q , xu eEÜ . Comefei-
to, para todo x,y e E e todo a € R , exi.saem sequências

{xnJnàl ) {ynlnàl e {anln?l ; Xn) yn € Eo e an r'acional,

n à 1, com xn---> x ) yn--'» y e an---» a . Então,Xn+yn--'>x+y,
'» ax e por' (2.1.9), par'a cada Q € n }

xu(x+y) = lim qu(Xn+yn) : lzm (qu(xn)+qu(yn))

]-xm qu(Xn) + ]-nm qco(yn) : xcü(x) + xu(y)

)

0

e

l3-m qU(CEnXn) : lzm (anqu(xn)) : lzm an'lzm qu(xn)

axl'.(x)

Por'tanto, existe uma aplicação u € Q '» xu CE

Privemos que os Itens a), b) e c) da pr'opriedade ii) se vg.

rificam. Se x € E seja {xnlnàl uma sequência de elementos

Notamos que, para todo x e E , a aplicação o 

w e íl --+ g (x) e R 
w 

_,. 
e B-mensurável e verifica (2.1.8) e 

do w e íl • 
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(2.1.9) , para to 

Por (2.1.8) e (2.1.9)· e pelo fato da aplicação 

w e n --+ h e s w E 

ser limitada, para cada w e íl , 

para todo x e E
0

• Logo, para cada 

memente contínua. Para cada w e íl 

w e n , 

seja 

é unifor-

tensão contínua de ao espaço E • Então, 

para cada 

lim qw(y) 
y-+x 
y€Eo 

x €E. <4 ) Para cada w e n Com efei-

to, para todo x,y € 4 e todo a€ R, existem sequências 

n ?: 1, com X-➔ X y -+ y 
n ' n 

e a-+ a. 
n 

Então,x +y -+x+y, 
n n 

a x -+ a~ e por (2.1.9), para cada w € íl , 
n n 

e 

lim q (a x) 
n w n n 

=lima .lim q (x )= 
n n n w n 

Portanto, existe uma aplicação 

Provemos que os Ítens a), b) e c) da propriedade ii) se ve 

rificam. Se x e E seja { x} uma sequência de elementos 
n n>l 
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de Eo 5 xn--"> x . Como {q.(xn)}nZI é uma sequência de fun
ções B-mensur'áveis e par'a cada u € Q ,

xu(x) = lim qco(xn) ,

então, a apli.cação

ú € Q: ------.-» x (x) € R
©

é B-mensur'áveli. o que vem ver'ificar' a) ; para cada u É; Q ,

qu(xn) S hco(xn) , n z l (ver' 2.1.8) . Notando que hu ã co=:
teh'-; g e

Ê

Ü

]-l-m qu(Xn) É ]-xm hu(xn)

o que veria.ea b)

Seja x um elemento qualquer' de E.

{xnlnàl de elementos de E ta]. que

hco(x) ,

Pal'a toda sequência

Xn '» x e pal'a todo

ux(A) l IQ(XnIA) - Q(xIA) l IQ(xn-x)IAi $

É Kllxn-xllU(A) S Kllxn-xll ) n ! ].

( ver' 2 . 1 . 5 ) , implica

0 $ SUPIUxn(A) ' Ux(A)l $ Kllxn-xll ) n ? l

Então,

:im suplU,.: (n - U;:U)

e para todo A € B , dado c > (J , ar'bits'aria, exi.ste n.(E:)>0
tal que,par'a todo

tl qu(xn)U(du) - J qu(x)P(du)l = IUx.(A) - ux(A)l $
A

(x)p(du) l : l (A)

$ suP l u. (A)
AeB xn ux(A) 1 < c

Logo,
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de 

çoes 

E ~ x -+ x. Como {q (x )} >l é uma sequência de o - n • n n_ 

B-mensurâveis e para cada w e íl , 

~~ 
x (x) = lim q (x ) w n w n 

então, a aplicação 

* w € íl --+ X (x) e R 
w 

fun-

~ B-mensurâvel~ o que vem verificar a) ; para cada w e íl , 

qw(xn) ~ hw(xn) , n ~ 1 

tínua, tem-se 

o que verifica b). 

(ver 2. 1. 8) • 

lim h (x) = w n n 

Notando que 

h (x) , 
w 

Seja x um elemento qualquer de E. Para toda sequência 

{x} de elementos de E tal que n n~l 
A € B , 

x --+ x e para n todo 

lµx (A) - µx(A)j = jQ(xnIA) - Q(xIA)I = IQ(xn-x)IAI ~ 
n 

(ver 2.1.5), implica 

O S sup 1 µ (A) - µx(A) 1 < K 1 1 xn-x 11 , n > 1 • 
A€B xn 

Então, 

lim suplµ (A) - µ (A) l = O 
n A8B xn x 

e para todo A€ B , dado 

tal que,para todo n > n - o 

E> O , arbitrário, existe n (E)>O o 

• 

~ sup 1 µ (A) - µ (A) 1 < E • 
A€B xn · x 

Logo, 
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2 gn'-.

qu(xn)U(du) -, J qu(x)P(dco)

unifor'memente em A € B o que implica

(2.1.10) ii.mljqco(xn) - qu(x)ip(du): 0 .(5)

Consider'emos uma sequênci.a {y.

que y. -> x . Por' (2.1. 10)

q.(yn) ----!L---> q. (x) . (6)

Q

de elementos de E ta].0

Como existe uma subsequência {q.(ynK)}K=1- de {q.(yn)}n?l tal
que {q.(yn.,)]Kàl convir'ge quase cer'lamente com re].ação a U
par'a q (x) (7), segue que,

xu(x) = 1-lim qu(yn) ; lxm qu(ynK) : qu(x)

par'a quase todo u C n com r'e].ação a u e por'tanto,

px(Q) : l qu(x)u(du) : l x:(x)u(du)

a'. '.''. '' .'.'''. '-....'='.-.' '.''.'..'.' '.'.. .'.'.'.'.- .' L
Fina].mente, como x,.,(x) : Q(X) , onde X € 1. e x é o valor
quase cer'to de X com r'elação a u , tem-se

.a&;''.''.''.'l-.':..'''.'.':'.''l''.'.''.-'.'.''.'..'i.''.-.' -,L''.''.''.:'.'. ... ':'.''.' ...''.'''.'.-'. '' '' .. .''.''.'.'.'.'.' .. ''' '.''.'.'.-'.'' ''.-' .'-.' '.. :f.'.'.' &h

x (x) : Q(X) ; Q(x) : Q(xlç2). : Ux(n) : l x:l(x)u(ócü)

e

Q

o;que vefif )

t

Se f2 for' finito o teor'ema de Strassen segue da

PROPÔS.[ÇÃ0 2.1.1 - Seja E um espaço vetar'ia]., p].)p29''')pH
funções sublinhar'es definidas sôbre E e XI,Xç,,...,X. nome

].'os r'edis post-tidos ta]. que E.. Àj>0 . Seja x" € E . As sg
guintes pr'opr'iedades são equivalentes

i) x é denominada por' X].p].+À2P2+' '+ÀnPn ;
. :,.. . ' ü g ü & ü

ii) Elxistem x;,x2)''')xn e E'' com xi $ pj. ; i:l32,... ,n e

Ü

f qw(xn)µ(dw) --+ J qw(x)µ(dw) 
A A 

uniformemente em A€ 8 o que implica 

(2.1.10) l~m J I qw ( xn) - qw ( x) 1 µ ( dw) = o • ( 5 ) 
íl 

Consideremos uma sequência {yn}n~l de elementos de 

que y --+ x . Por (2.1.10) 

E tal o 

n 

q (x) • (6) 

Como existe uma subsequência {q (y )}K>l de 
. nK -

que {q_ (ynK) }K~l 

para q (x) (7) . 
;~; 

X (X) = lim w n 

para quase todo 

converge quase certamente com relação a 

, segue 

q1/Yn) 

w € íl 

que, 

= lim qw(yn) = qw(x) 
K K 

com relação a µ 

= f x:(x)µ(dw). 
íl 

e portanto, 

µ 

Finalmente, como 

quase certo de X 

* - - -x (x) = Q(X) onde X€ L w e X é o valor 

com relação a µ , tem-se 

x*(x) = ij(i) = Q(X) = Q(xiíl). = µx(íl) = f x:(x)µ(dw) 

íl 

o que verifica c) . t 

Se íl for finito o teorema de Strassen segue da 

PROPOSIÇÃO 2.1.1 - Seja E um espaço vetorial, p1 ,p2 , ... ,pn 

-funções sublineares definidas sôbre E e Àl,À2, ... ,Àn 
~~ 

nume-

ros reais positivos tal que Seja x e E . As se 

guintes propriedades são equivalentes: 

i) X 

ii) Existem com 
~~ 

x. < p. ; i=l,2, •. • ·,n 
]. ]. 

e 
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i
X Àlx]. + À2x2 'b

-Q

+ À xn n

Prova

h

ii) =:=::g. i) ; imediato
i) ;- ii)

A função p:En -> R definida por'

P((xl'x2'''' 'xn)) : À]P].(xl) + À2P2(x2) +'' '+ ÀnPn(xn)

é subli.cear soar'e En . Seja

F : '[(xlgx29''''xn) É; Eri: xl:x2:

e f:F -» R defi.ni.da por'

f((x,. . . ,x)) : x (x)

É imediato que F e um subespaço vetou.'ial de En e f e uma
forma ].inca!' definida sôbre F ) tal que f(y) $ p(y) pal'a to-

do y € F . Logo, pel-o teor'ema de Hahn-Banach, existe uma fol'-

ma li.cear f definida soar'e En , prolongando f , tal que

f(y) $ p(y) par'a todo y C En . Supondo, sem per'da de gemer'g

].idade, que X].>0 ; i:1,2,...,n , a$ xçunçoes xi : E '» R de-

finidas por

::(x): --J-- 'Í((0,... ,0,x,0,

são for'mas li.neares defi-lidas soba'e E. Par'a todo x É; Eg

f((x,... ,x)): x (x) ; 'f((x,...,x)) : 'f((x,0,... ,0) +

+(0,x,0,...,0) +...+(0,0,.-.,x)) =

: f((x,... ,0))+ f((0,x,...;0))+.-.+

+ 'f((0',.. ,x)) ; À].xl(x)+À2x2(x)+...-b

+ X x=(x) =(X].xl+À2x2+'''+X x")(x)

;x }n

,0 )) , i;1 ,2 ,

x.(x) : --+-- 'F((o,.. . ,o,x,o,., . ,o)) $ --L P((o,' . . ,o,x,o

,o)) : --li'-- (x]p].(o)+À.2p2(o)+. '.+Àipj.(x)+. ..+
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X 

Prova: ii) -> i) é imediato 

i) ===);:,.-. ii) 

A função p:En R definida por 

é sublinear sôbre En. Seja 

e f:F --+ R definida por 

~~ 

f((x, ••• ,x)) = x (x). 

É imediato que F é um subespaço vetorial de e f 
.,. 
e uma 

forma linear definida sôbre F , tal que f(y) ~ p(y) para to

do y e F . Logo, pelo teorema de Hahn-Banach, existe uma for-

ma linear I definida sôbre En 1 d , pro ongan o f , tal que 

f(y) s p(y) 

lidade, que 

finidas por 

x~(x) = 

para todo 
n y 8 E • Supondo, sem perda de gener~ 

Ã. 1 >0 ; i=l,2, ... ,n , as funções x. : E--+ R de
i 

1 
-,- f((O, ..• ,o,x,O, ... ,O)) ) 

/\i i 
i=l,2, ... ,n, 

são formas lineares definidas sôbre E. Para todo x 8 E, 

* = x {x) = f((x, ••• ,x)) = f((x,0, ... 5 0) + 

+ (O,x,o, ... ,O) + ••• +(O,O, ••• ,x)) = 

= IC(x, ... ,O)) + 1((0,x, ... ,O))+ ••• + 

e 
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+ XnPn(0)) : l (ÀiPi(x))

i=1,2 ,... ,n o que pl-'ova ii-) ..+

2 . 2 Dilatação sobre Q e uma r'ilação de ordem em fd'(Q)

Seja E UKI espaço vetori.a]. topologico localmente -

convexo e de Hausdor'ff e Q um subconjunto convexo: compacto,
metrisãve]. de E

DEF[N[ÇÃ0 2.2.1 - Uma di].citação sobre Q ã um kei'nel de }'iar'kov

P de Q em Q (o espaço mensur'ável considerado é (Q,B(Q)))

tal que, par'a toda função afim, contxPnua z s8bz:'e Q ,

PROPOSIÇÃO 2.2.1 - Se P ã uma dilatação soar'e Q , então,
r(P(u,.)) = u par'a todo u e ç2

Prova: Par'a toda

Então, se cü C Q

f(r'(P(co,.))): P(u,íls2) : l f(CI')P(u,du') :(fjQP)(co)

é afim, contz+nua soar'e Q

f(u)

implica

f(r'(P(u, . ) )-u) : o

e por'tanto,

r(P(o,.)) = u . t

DEFl-lllÇÃ0 2.2.2 - Se U,v e liÍ+(n) diremos que H < v (vé

mais difusa do que H) se e sòmente se

u(f) $ v(f) ,

par'a toda função f convexas contlPnua soba'e ç2
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+ À p (0)) = -4- (Lp.(x)) = pl.(x) 5 n n A• l l 
l 

i=l,2, ... ,n o que prova ii) ·t 

2.2 - Dilatação sôbre íl e uma relação de ordem em M+(íl) 

Seja E um espaço vetorial topológico localmente -

convexo e de Hausdorff e íl um subconjunto convexo 5 compacto, 

metrisável de E. 

DEFINIÇÃO 2.2.1 - Uma dilatação sôbre íl é um kernel de Markov 

P de íl em íl (o espaço mensurável considerado é (íl,B(íl))) 

tal que, para toda função afim, contínua z sôbre íl ó 

zP = z . 

PROPOSIÇÃO 2.2.1 - Se P é uma dilatação sôbre íl , então, 

w e n . 

Prova: Para toda f e E' , fln é afim, contínua sôbre íl . 

Então, se üJ e íl , 

f(r(P(w,.))) = P(w,fjíl) = J f(w')P(w,dw') = (f1 0 P)(w) = 

íl 

= f(w) 

implica 

e portanto, 

r(P(w,.)) = w. t 

DEFINIÇÃO e + diremos < \) (v -2. 2. 2 - Se µ,v M ( íl) que µ e 

mais difusa do que µ) se e sômente se 

µ(f) ::; v(f) 
' 

para toda função f convexa, contínua sôbre íl . 
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Dizer que U <v significa que a massa de v é mais concentra

da nas vi-zínhanças dos pontos extremos de ç2 do que u . A r'i-

lação <{ é uma i'elação de or'dem em fÍ+(Q) (pal'a uma inteira
discussão sôbre o assunto ver LS.] , vo].ume 11, capítulo 6 )

Lembrando que, a toda medida de pr'obabili.dado m sôbre (Q,B(ç2))
cor'r'espondc uma medida de Radar positiva sôbre n , segundo a
formu].a

m( f') 3f(ci)m(du) , f g C(ç2)

temos: se y e v são medidas de pl'obabi.lidado s8bl'e (Q,i3(Q)),
então, U < v se e sòmente se

u(f) f(u)u(du) $ f(u)v(du) : v(f) ,

par'a toda função f convexa, contínua =sobr'e Q

2.3 - TEOREf]A 2.3.1 (Teorema de B].ackwell - Sher'man - parti.er)

u,v são medidas de probabil-idade sé;br'e (n,í3(Q)); p < v se e

s13mente se existe uma dilatação P sôbre Q tal que v : PU.(8)

prova

Demonstrámos , inicialmente , o seguinte

]..üma - Defi.nindó-se

h.:,(f) = i.n f {g(u):g € -F e g ? f} , f É; C(Q), co € n ,

valem as seguintes pr'opr'iedades : .

a) Par'a cada u C ç2 a função hu e uma função subli-cear
s8bl'e CI( ç2) ;

b) Par'a todo u € Q e par'a toda feC(Q), lh..,(r)Ísilfi . ;
c) Par'a cada f € C(n) a função

u e Ç2 -» h (f) G R
; B(n)- mensuráve].
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-Dizer que µ < v significa que a massa de v e mais concentra 

da nas vizinhanças dos pontos extremos de íl do que µ.Are

lação <: é uma relação de ordem em M+ (íl) (para uma inteira -

discussão sôbre o assunto ver [6J , volume II, capítulo 6 ). -

Lembrando que, a toda medida de probabilidade m sôbre (íl;B(íl)) 

correspondé uma medida de Radon positiva sôbre íl 5 segundo a 

fórmula 

m(f) = f f(w)m(dw) 

íl 

f e C(íl) 

temos: se µ e v sao medidas de probabilidade sôbre (íl,B(íl)), 

então, µ < v se e sõmente se 

µ(f) = J f(w)µ(dw) ~ J f(w)v(dw) = v(f) , 
íl n 

para toda função f convexa, contínua sÔbre íl. 

2.3 - TEOREMA 2.3.l (Teorema de Blackwell - Sherman - Cartier): 

µ,v são medidas de probabilidade sôbre (íl,B(íl)); µ < v se e 

sõmente se existe uma dilatação P sôbre íl tal que v = Pµ. (a) 

Prova: .3:> 

Demonstremosj inicialmente, o seguinte 

Lema - Definindo-se 

valem 

sôbre 

h (f) = in f {g(w) :g e -F e g 
ú.l 

as seguintes propriedades: 

a) Para cada w e íl a função 

C(ü) ; 

b) Para todo w e íl e para toda 

c) Para cada f e e e n > a função 

w e íl --~ h Cf) e R w 

ê B(íl)- mensurávelº 

> f} j f e C(íl) 5 w e íl :, 

h - função sublinear e uma 
w 

f€C(íl), 1 hw ( f) 1 ~ l l f I i 00 
; 
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PI'ova: a) Seja toga . Par'atada f,geC(:2) epara todo

a e R+ tem-se: i) par'atada v.L'v2 € "F com vl?f e v2zg-

tem-se vl+v2 € 'F e vl+v2 ? f+g o que i.mpla.ca vl(u)+v2(u) ?
à hu(f+g). Então, hu(f+g) $ inftv].(u)+v2(co) : vl,v2 C -F e

vl:f, v2àg} : hu(f)+hu(g) 3 ii) Se a=Q, hco(af) : hu(0) : 0 :
= Olha(f) . Se CE>0, par'atada v C F com v?f tem-se ctv e-F

e clv2ctf . Logo, hu(clf)$cüv(u) ou --à--hu(oir) $ v(u) , o que
impJ-ica hu(af) $ alnu(f) . Por outl'o lado, para toda v e -F,

v Z af tem-se ---Ü-- v C -F e ---l!-- v à f . Logo, hn(f) $

5 --ã--v(u) ou ahu(f) $ v(co) , o que iínpl-ica clho(f) $ hu(af)
Por'tanto, hu(af) : ahu(f)

b) Seja uCQ. Par'atola feC(G) , h.:.(f) =i.nfÍg(u):g e -F

e g à f} $ suplf(t)i= 1 íil. . Notando que -f É: C(Q) e hu
é uma função sublinear' s8br'e C(n) (item a): tem-se

l lrl 1« $ - hu(-f) $ ho(f) $ 1 íl .

e por'tanto

lhu(f)l $ 11rll.

c) segue do fato: par'a cada f € C(Q) a função

; gemi contz+nua super'dormente (ver' [6] , pg. 123, volume ll)..f

€ Q (f)h € R':: : ::: :->.0
U

Vo].tardo a pl'ova do teor.'ema notamos que C(Q) g um espaço de
Banach separ'5vel; (Q,í3(ç2),u) é um espaço dé pr'obabil-i-Jade e a
a$1icaçãa . -b.::

--'> hu € SC(n)

é fr'acamente mensal'ável e limo.toda (lema) ; então, as hipóteses
do teorema de St}.'assen se verificam. Seja x" a forma ].inear
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Prova: a) Seja w e íl . Para toda f 1 g e C(Q) e para todo 

a€ R+ tem-se: i) para toda v 1 ,v2 € -f com v
1~f e v

2
~g -

tem-se v1 +v 2 € -f e v 1+v2 ? f+g o que implica v1 (w)+v 2 (w) > 

s inf{v
1 (w)+v

2
(w) : v15 v

2 
e -F e ~ hw(f+g). Então, hw(f+g) 

v 1 ~f, v 2~g} = hw(f)+hw(g) ii) Se a=OJ h (af) = h (O) =O= w w 
Se a>O, para toda v € -F com v2f tem-se av 8-F 

e av~af. Logo 5 hw(af)~av(w) ou ; hw(af) ~ v(w) , o que 

implica h (af) $ ah (f) . Por outrio lado, para toda v e -F, ú) w 
v > af tem-se - 1

- v € -F e - 1
- v ~ f. Logo, h,.,(f) ~ a a ..,,, 

< __l_v(w) 
a 

Portanto, 

ou ah<./f) < v(tu) , o que implica ahw(f) $ h</af) . 

h (af) = ah (f) • w w 

b) Seja w 8 íl • Para toda f e C(íl) , h (f) =inf{g(w):g e -F w 

e g ?! f} :S sup!f(t)! = llfll
00 

• 

teíl 
é uma função sublinear sôbre 

e poritanto 

Notando que -f e C(íl) 

C(íl) (item a), tem-se 

c) segue do fato: para cada f e C(íl) a função 

w e n h (f) € R 
w 

e h 
w 

é semi contínua superiormente (veri [6], pg. 123, volume II).t 

Voltando a prova do teorema notamos que C(íl) -e um espaço de 

Banach separável, (íl,G(íl),µ) é um espaço de priobabilidade e a 

~iplic•ação · ;.,,,:" 

é fracamente mensurável e limitada (lema); então, as hipóteses 

do teorema de Strassen se verificam. a forma linear 
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positiva sôbre =(n) definida por

x (f) : l f(w)v(du)
á

Agir'manos que x é dominada . por'

li.near definida s8b].'e C(Q) por'

h(r) : l ]lu(f)u(du)

h , onde h é a função sub

Com efeito, par'a cada f C C(í2) , da separ'agilidade de

{ g:g C -l: e g à f } segue que existe uma sequência não odes

conte {gnln?]. ) gn e -F ) n Z ] , ta]. que

(Q).$ h (f) : ].imu n

par'a todo ci e n

hu(f) ; inf {g(u):g e

par'a todo u € n , então,

Ê
x (f) : l f(u)v(du)

F e g à f} Z f(u) e gn(CJ)'khn(f)

hu(f)v(du) ,

gn(u)P(du) hcü ( f) u ( dw )

e

f

Q

gn ( co ) v ( du ) h (f)v(du)U

(ve[' [10] , pg 40, p]'oposição ]-1-3-3)
tem-se

Pela hipótese (H < v)

gn(u)v(du) gn(u)U(du) .

P n vl I't- ;a n t ,-.
-V )

a
x (f) f(u)v( du) É h (f)v(du)Q .Li-m l g.(u)v(du) $

positiva sôbre C(íl) definida por 

x*(f) = f f(w)v(dw). 

íl 

Afirmamos que x é dominada . por h , onde h é a função sub 

linear definida sôbre C(íl) por 

h(f) = J hw(f)µ(dw) . 

íl 

Com efeito, para cada f e C(íl) , da separabilidade de 

{ g:g 8 -F e g > f} segue que existe uma sequ~ncia não cres 

cente {gn}n~l , gn e -F, n ~ 1, tal que 

h (f) = lim g (w) w n n 

para todo w e íl. Como 

h ( f) 
w 

= inf {g(w):g 8 -F e g 2! f} ~ f(w) e g (u)th (f), n w 

para todo 

e 

w e íl , então, 

= f f(w)v(dw) 

íl 

f gn(w)µ(dw) + 
íl 

J gn(w)v(dw) + J hw(f)v(dw) 

íl íl 

( ver [10] , pg 40, proposição II-3:.. 3). Pela hipótese ( µ < v) 

tem-se 

Portanto, 

g (w)µ(dw) . n 

x*(f) = f f(w)v(dw) $ J hw(f)v(dw) 

n n 
= 1~m f gn(w)v(dw) ~ 

íl 
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$ 11m l gn(u)U(du) : l hu(f)P(du) : h(í)

Logo, a condição i) do teorema de Stl'assen se vel:'ifica e con-

sequentemente., pela condição i.i) do mesmo teor'ema, existe uma

aplicação
u € n -- x É; C(Q)

tal que: a) par'a toda f C;C(Q) a apli.cação
Ü

u € í2 xco(f) e l{

é B(R)-mensurável- ; b) xU(f) $ hu(f) para toda f C C(ç2) e

paraquasetodo uC O ; c) x (f) : l xU(f)u(du) par'a toda
f € c(O)

Para quase todo co C Q 9

xu(]-) $ hu(1) : ]- ;

par'a toda f e C(Q) , f Z O ,

xu(f) : -xu(-f) 2 -h..(-f) ? 0

Q

x (1) : -x (-1) Z -h (-1)U

Então, pax'a cada u pertencente ao complementar de um certo coB

junto B(Q)-mensurável Qo com u(Qo) : 0 , xca é uma for'ma li
Real' positiva s8br'e C(Q) tal que xLJ(1) : 1 , e pol-'tanto, a xu

co!.'r'esponde uma medida de pr'obabi.Lidado P(u,.) sÕbr'e (Q,B(n)),

tal que
$

f(u' )P(u,du' ) , f € C(Ç))
( 9 )

Supondo Qo : 0 )

seja D a cl-asse dos subconjuntos fechados de Q e t:IA:A € B(Q)
e P(.,A) ; B(Q)-mensurável- } . Se ]' C D existe una sequei

cia não crescente {fnlnã]. ) fn e C(ç2) e 0 $ fn(u) $ 1 } par'a
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$ 1~m J gn(w)µ(dw) = f hw(f)µ(dw) = h(f) . 

íl íl 

Logo, a condição i) do teorema de Strassen se verifica e con

sequentemente, pela condição ii) do mesmo teorema, existe uma 

aplicação 

tal que: a) para toda f € ;C(íl) a aplicação 

·l~ 
w e íl -- x (f) e R 

w 

~ 

B(íl)-mensurável b) e . , ~'e: 
X (f) 

ú) 

para quase todo w e íl ; e) X 

f e e< n) . 
Para quase todo w e íl , 

}'( 

X ( 1) 
w ~ h ( 1) 

w = 1 ; 

para toda f e C(íl) , f ~ O , 

* 

< hw (f) 
~-: 

(f) = 

= -x (-f) ~ -h (-f) >O. 
w (;.) 

J 
n 

para toda f e C(íl) 

,~ 
x

1
}f)µ(dw) para 

-h (-1) = 1 ; 
w 

e 

toda 

Então, para cada w pertencente ao complementar de um certo con 

junto B ( íl) -·mensurá ve 1 íl o 

near positiva sôbre C(íl) tal que 

X w 
ê uma forma li 

x*(l) = 1 , e portanto, a xw* 
(;.) 

corresponde uma medida de probabilidade P(w 5 .) sôbre (íl,B(íl)), 

tal que 

x:(f) = f f(w')P(w,dw') , f e C(íl) • 

íl 

Supondo íl = 0 , 
o 

(9) 

seja V a classe dos subconjuntos fechados de íl e T={A:A € B(íl) 

e P(. ,A) f B(íl)-mensurável} Se F e V existe uma sequê~ 

eia não crescente { f } l , f e C ( íl ) e O < fn ( w ) ~ 1. , para 
n n?.: n 
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todo u É; Q ) n Z 1 , que converge ponto a ponto para IF (ver'

[21 , pgs. 8 e 9). Logo, pelo teorema da convergênci.a domina-
da de Leber'gue,par'a cada u e Q

p(u,F) : l IF(u')P(co,du') lim fn(U' )P(u,du' )n ''

lnm l fn(o')P(co,du') : lim
Q

Como a apl-ilação

u € Q x''(f ) C Ru n

é B(Q)-mensur'ável, par'a todo n >- 1 (iten a)), segue que

p(.,F) ã B(n)- mensurável e portanto, í)C T

É imediato que i) Q € 't ;

ii) Se Al3A2 € 't ' então, Al+A2 G T se AlnA2:g

e A].-A2 C 't se AI ) A2 ;
iii) Sc {Anlnzl e uma sequência monotonica cr'eg.

gente, An G 't > n àl- , então,].íman : IUIAne t ; istoé,
T é uma classe a-aditivo de subconjuntos de ç2 e consequente

mente T : 23(Q) (vel' [J-0], Pg. 19, exerci-cio 11-4-5) e por-

tanto, P e um kex'nel- de Mar'kov de ç2 em ç}. Como par'a toda fun-

ção f côncava, contínua sobre Q )

(fp)(u) : l f(u')P(u,du') : xu(f) $ hu(f) ; f(u)
Q

para todo u € Q ; par'a toda função g convexa, contz+nua sobre
n , -g e concava9 conta-nua soba'e 2 e

-(gP)(u):((-g)P)(u) $(-g)(u)

para todo u e Q ou

(gP) (o) à g(CÜ)

-g(u)

todo w e íl , n ~ 1, que converge ponto a ponto para IF (ver 

~] , pgs. 8 e 9). Logo, pelo teorema da converg~ncia domina

da de Lebergue,para cada w e íl , 

P(w,F) = J IF(w 1 )P(w,dw') 

íl 

= I 
íl 

= lim 
n 

f f n ( w' ) P ( w, dw' ) 

íl 

lim f (w')P(w dw 1 ) = 
n ' n 

Como a aplicação 

* wen---+ X (f) 8 R 
w n 

é B(íl)-mensurável, para todo n ~ 1 (item a)), segue que 

P(. ,F) é B(íl)- mensurável e portanto, V C -r • 

~ imediato que i) íl e -r ; 

e A -A e -r 
1 2 

ii) Se A1 ,A2 e T , então, A1
+A2 

G T se A1
nA2

=0 

se 

iii) Se { A} é uma sequência monotônica cres 
n n~l 

cente, A G T , 
n 

n ~ 1 , então, lim A = Ü An e T ; isto é, 
n n n=l 

T é uma classe a-aditiva de subconjuntos de íl e consequente 

mente T = B(íl) (ver [10], pg. 19, exercício II-4-5) e por-

tanto, P é um kernel de Markov de íl em íl. Como para toda fun

çao f côncava, contínua sôbre íl , 

(fP)(w) = f f(w')P(w,dw') 

íl 

}1c 
= X (f) < h (f) 

w w = f(w) 

para todo w € íl; para toda função g convexa, contínua sôbre 

íl , -g é côncav~, contínua sôbre íl e 

-(gP)(w) = ((-g)P)(w) ~ (-g)(w) = -g(w) 

para todo w e íl ou 

(gP)(w) ?: g(w) 
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par'a todo u € Q j tem-se: par'a toda função z afim, conta'nua
sê;bre Q , zP = z 9 ou sejam P e uma dilatação soba'e sQ . Pi

nalmente, pel-o i.tem c) ,

f(u)v(du) = x" (f)

Q

Z

Ü
X (f)p(du)U

Õ

) P ( CJ ,du ' ) }u ( du) f( ÜJ ) ( Pv ) ( du )

para toda f e C(ç2) , o que implica
teorema ]..3)

Pp (ver' [2] , Pg. 9,

Se f e una função convexa, contínua soba'e 9 ) para todo

to É; Q ,

f(I'(P(co , . ) ) ) $ P(LJ ,f)

(ver' [6] ) vol-ume ]], pg. ]-20). Então, pel-a ?r'oposição 2.2.]-,

f(co) = f(r'(P(u,.))) $ P(tü)f)
Õ

{ if(u<

Q

ã

f(u' )P(u,du' ) ; (fP) (co)

para todo u e çà , o que implica

...,: l ..«,-..«, . I' l,'«''''«,.«', }»''«'

f(u)v(du)
Õ

( fP ) (u) p ( du) f ( u) ( Pu ) ( du )

' t

NOTAS E REFERÊNCIAS

(1) Todo subconjunto de um conjunto de medida nula pertence a B

(2) Ver [lC)] , Pg. 10tl> coro].apto 2

[nn'] .. ]nq npnnosicão ]V-].-4 (Radon-llykodxm).( 3 ) Ver 9
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para todo w e íl , tem-se: para toda função z afim, contínua 

sôbre íl, zP = z , ou seJa, P é uma dilatação sÔbre Q • Fi 

nalmente, pelo item e) , 

J f(w)v(dw) = x*(f) 

íl 

= I 
íl 

= J{Jf(w')P(w,dw')}µ(dw) = J f(w)(Pµ)(dw) 

íl íl íl 

para toda f e C(íl) , o que implica v = Pµ (ver [2] , pg. 9, 

teorema 1.3) . 

< 
Se f é uma função convexa, contínua sÔbre íl, para todo 

w e n , 
f(r(P(w,.))) ~ P(w,f) 

(ver [6] ' volume II, pg, 120). Então, pela 
. ~ 2.2.1, proposiçao 

f(w) = f(r(P(w,.))) ~ P(t0,f) = J f ( w 1 ) P ( w , dw ' ) = (fP)(w) 

n 

para todo w e íl , o que implica 

µ(f) = J f(w)µ(dw) ~ 

íl 

= f ( f P ) ( w) µ ( dw) 

íl 

= v(f) . t 

NOTAS E REFERÊNCIAS 

I 
íl 

{ J f ( w' ) P ( w, dw 1 
) 

íl 

= f f(w)(Pµ)(dw) 

Sl 

}µ(dw) = 

= Jf(w)v(dw) = 
íl 

(1) Todo subconjunto de um conjunto de.medida nula pertence a B. 

(2) Ver [10] , pg. 104, corolário 2. 

(3) Ver [10] , pg. 105, proposição IV-1-4 (Radon-Nykodim), 
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(4) Sellarn S um subconljunto denso de um espaço métrico }{ e
f:S -+ 1{ uma apl-ilação uniformement:e contz+nua, onde ué

um espaço metrico completo. Então, f admite uma única '-
extensão conta.nua f:i{ '» 1{ , a qual e unifor'demente coD

tz«nua (ve].' [8] , Pg. 23]-, volume 2)

Seja (n,B,P) um espaço de pr'obabilidade

(5) Selim {Xnlnz.L uma sequência de variáveis aleatorias r'edis
integráveis e X uma var'lavei aleatória r'edl-, integr'ãvel

te em A C B

Ver' [l-Cl] , Pg. q9 > pr'oposição 1.[-5-3
(6) Convem'gência em LI implica convir'g8nci.a em medida

Ver [1-] , Pg. 69. .

(7) Selva {Xnlnà]. uma sequ;nela de v.a.r'. Sc Xn--!---+X,X v.a.r',
então, existe uma subsequencia {Xn..}kZI de {Xnlnzl 'tal
que X. -» X em quase toda par'tc com rel-ação a P

Ver [1] , Pg. 69 .

(8) yã].'ios autor'es estudar'a-m o assunto envolvido neste teor-'ema

Citar'emos ,em par'titular ,Blackwel-l que estabeleceu este r'e-

sultado par'a um enter'vazo da Teta (ver [4])) Sher'man que
o demonstrou para as medidas tendo uln supor'te fi-nato e um

trabalho não publicado de Fel-l foi uma etapa essencial na

solução do pr'obl-ema, revi-do a Caz.'vier. Por' outr'o lado, -
Modobodzki também estabel-eceu este l-'esul-fado (Meyer' - PT'o-

babilites et Potentiel, pg. 288)

(g) i) Q é meta.'isável; então, as a-álgebr'as de paire e de B9
rel são iguais (ver l:101 ,Pg 60)

j.i) A fórmula E(f) = 1 f(u)P(du) , f G c(n) , estabelece

k

Q

snondência biunz'vaca entre: as formas li.neares pg
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(4) Sejam S um subconjunto denso de um espaço métrico M e 

f:S ---+ N uma aplicação uniformemente contínua, onde N é 

um espaço métrico completo. Então, f admite uma Única •

extensão contínua f:M ---+ N, a qual é uniformemente con 

tínua (ver [e] ; pg. 231, volume 2) • 

Seja (íl,B,P) um espaço de probabilidade 

(5) Seja {Xn}n~l uma sequência de variáveis aleatórias reais, 

integráveis e X uma variável aleatória real, integrável. 

X 
Ll 

X se e 
n 

somente se J XndP---+ f XdP uniformemen 

te em A G B . A A 

Ver [10] ' 
pg. 49 5 proposição II-5-3 • 

(6) Convergência em 1 1 implica convergência em medida . 

Ver [1] , pg. 69. 

(7) Seja uma sequência de v.a.r. Se v.a.r, 

então, existe uma subsequência {X }k>l de {Xn}n~l ,tal 
nk -

que 

Ver 

X ---+ X 
nk 

em quase toda parte com relação a P. 

[1] , pg, 69 . 

(8) Vários autores estudaram o assunto envolvido neste teorema. 

Citaremos,em particular~Blackwell que estabeleceu este re

sultado para um intervalo da reta (ver [4]), Sherman que 

o demonstrou para as medidas tendo um suporte finito e um 

trabalho não publicado de Fell foi uma etapa essencial na 

solução do problema, devido a Cartier. Por outro lado, -

Modobodzki também estabeleceu este resultado (Meyer - Pro-· 

babilités et Potentiel, pg. 288) . 

(9) i) íl é metrisável; então, as a-álgebras de Baire e de Bo 

rel sao iguais (ver [10] ,pg. 60) 

ii) A fórmula E(f) = f f(w)P(dw) , f 8 C(íl) , estabelece 

Q 

uma correspondência biunívoca entre: as formas lineares P2 
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sita.vas E sôbre C(ç2) tais que E(]-) = ]- e as medi.das de

pr'obabilidade sâbl'e (Q,B(Q))

(ver' [[J-0] , pg. 6q, proposição 11-7-5)

tJa demonstr'ação do teor'ema de Str'assen supomos (Q,B,p)

compl-eto. Contudo, se o espaço não for completo) a demonstração

é pl'eticamente a mesma, excito em um ponto: se o conjunto Ao
consider'ado a pagina 22 í8l' não vaza.o, par'a cada u € Q , consid9

I'amos a função g.J: Eo '> R ) definida por

gW(x) ; qU(x) se u € A:

= 0 se u C A.

O capzPtul-o 2 foi baseado nos capítulos: XI do livr'o do

Meyer', ''p].'obabi].ités et Potentiel:' ; 6, volume ll do livro do Chg

quer, ''Lectur'es on Analysis:; e em [1-2]
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sitivas E sôbre C(íl) tais que E(l) = 1 e as medidas de 

probabilidade sôbre (íl,B(íl)) 

(ver [10] , pg, 64, proposição II-7-5) , 

Na demonstração do teorema de Strassen supomos (íl 5 B,µ) 

completo. Contudo, se o espaço não fÔr completo, a demonstração 

é praticamente a mesma, exceto em um ponto: 
: , /,_'._,;-,/'::~i.1 

se o conjunto A
0 

considerado à página 22 fÔr nao vazio, para cada w e íl , cons 

ramos a função g . E 
tu· o R 5 definida por 

se 

= o se w e A
0 

O capítulo 2 foi baseado nos capítulos: XI do livro do 

Meyer, "Probabilités et Potentielº ; 6, volume II do livro do Cho 

quet, 11 Lectures on Analysis n e em [12] . 

, 
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CAPfVUL0 3

COMPARAÇÃO DE EXPERIMENTAS

3.]. - Expel.'i.mentes: definições e um método de campal'a'los

3.1.1- DEFINIÇÕES: Seja X um espaço topos(3gico e B(X) a

'\
un conljunto de N medi.das de pz.'obabili.dado ul)u2)u31u4)''-.)

uN defi-ni-das s8bl'e (X,B(X)) . A qualquer par' (a)A) , o=:

de ct = {ulsu29''')uN} e um expor'i-mento e A um subconjunto -

convexo, fechado, limo.fado de R" , cor'r'esponja um pl.'oblema de

decisão do segui-nte modo: A é consi-durado como o espaço das

ações e um ponto x G X ê se].ecionado segundo uma das dista'i-

buiçÕes u] 3 l$i.KN ; o estatístico observa x , escolhe uma

ação a : (al)a2''''''N) € A e suponhamos que ao adorar' a ação

a : (a].)a2,''''aN) êle incol'r'a em uma per'da L(i,a) : ai ' Uma

função de decisão d par'a (a,A) éumaaplicação d:X ->A:

B(X)-mensal'aval. A cada ponto amostrar x € X selecionado a

função de decisão d associ.ca a ação d(x) ; (a].(x),a2(x),...,

aN(x)). Par'a toda função de decisão d par'a (a,A), se a di.â.

tribuição de probabi.]idade sôbre (X,8(X)) for' ui ) ]- S i g N,
temos

a-algebr'a de Bor'el de subconjuntos de x . um expor'im(!=lfgl+ d é \

E [L(i ,d( . ) )] L(i,d(x) ) dui(x)

L( i , (al(x) ,a2 (x) ,
À

, al{ ( x) ) dui ( x )

- 36,;.. 

CAPÍTULO 3 

COMPARAÇÃO DE EXPERIMENTOS 

3.1 - Experimentos: definições e um método de compará-los. 

3.1.1- DEFINIÇÕES: Seja X um espaço topológico e B(X) a 

a-álgebra de Borel de subconjuntos de X. 

um conjunto de N medidas de probabilidade 

uN definidas sÔbre (X,B(X)) . · .. A qualquer par (a.,A) , og 

convexo 5 fechado, limitado de N R , corresponde um problema de 

decisão do seguinte modo: A é considerado como o espaço das 

açoes e um ponto x e X -e selecionado segundo uma das distri-

buições ui , l5i~N; o estatístico observa x, escolhe uma 

açao a= (a1 ,a21 ••• ,aN) e A e suponhamos que ao adotar a açao 

êle incorra em uma perda a = ( ª1 'ª2 ' ' ' ' 'ªN) 

função de decisão d para (a.,A) é uma aplicação d:X--+ A 

B(X)-mensurável. A cada ponto amostral x E X selecionado a 

função de decisão d associa a açao d(x) = (a1 (x) "ª2 (x), ... , 

aN(x)). Para toda função de decisão d para (a.,A), se adis 

tribuição de probabilidade sôbre 

temos 

E [L ( i, d ( . ) ) ] = J 
X 

= J 
X 

(X,B(X)) for 

= J a.(x)du.(x) . 
l l 

X 

u. ' l 
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Seja D o conjunto de todas as funções de deck.são para (a,A) e

v a apli-cação

d C !.; -» v(d) a] (x)dul(x) , aN(x)duN(x))C RN

onde a{(x) ; L(i,d(x)) ; i=.L,2,...,i
O vetou.' v(d) se di.z o vedor x'isco associ.ado a d . Seja

R(cl,A) o conljunto dos vetores riscos associados a todos os e].e

mantos de 9 , isto é, R(a,A) : v(D)

PROPOSIÇÃO 3 . 1 . 1 -

lias.todo (!e RN e

R(ca,A) é um subconjunto convexo, fechado

A C R(ct,A)

R(cl,A) e À C [0,1] , então,

jai(x)óuZ(x),''., l al.J(x)dul{(x)) ,

r r

l ;i''':''-:'':',.. . ,l ;ú''':'-":.'"' ',

9

PT'ova: Se r'1)I'2 e

rl ; v(d) ; (

r2 : v(d;)= (

onde

d,dt C D com d(x) : (al(x) , . . . ,a!~T(x) ),

d' (x) : (ai(x) : , . . ,aú(x))
e

Àx'l+(l-À)r2 ( l(xa].(x)+(i-x)ai(x))dui(k),...»
A.

( Àai.i(x)+(1- ).)a&(x))$q#(ük) .

lqotando, pela convexidade de A , que d"= ).!+(1-À)d' é uma

função de decisão par'a (cl,A) e que v(d'') : ÀT'l+(l-X)r'2 ) se
gue que R(ot,A) é convexo. Par'a a pr'ova de que R(oc,A) é fe

ceado ver [3J. Para i=1,2,...,N , como A e ]-imitado, exis

te ]'li > o tal que IL(i,d(x))l : IL(i,(at(x),...,aN(x)))l

Seja V o conjunto de todas as funções de decisão para (a,A) e 

v a aplicação 

d e'[}---+ v(d) = ( J a 1 (x)du1 (x),,,., 

X 

I ªN(x)duN(x))e RN 

X 

onde a. ( x) = L ( i , d ( x) ) ; i = 1, 2 , ... , H 
l 

O vetor v(d) se diz o vetor risco associado a d. Seja 

R(a,A) o conjunto dos vetores riscos associados a todos os ele 

mentos de -V , isto e, R(a,A) = v(V) 

PROPOSIÇÃO 3. 1. 1 - R( n 1 A) -e um subconjunto convexo, fechado, 

limitado de 

Prova: 

onde 

e 

Se rl,r2 e R(a,A) e À 8 [o, 1] , então, 

rl = v(d) = ( J a 1 (x)du1 (x), ... , I a 1/x)duN(x)) 

X X 

r2 = v(d')= ( J a 1 (x)du1 (x), ... , f aN(x)duN(x) ), 

X X 

d,d' e V com d(x) = (a
1
(x),.,.,aN(x)), 

d'(x) = (ai(x);•••;ª;r<x)) 

' 

Àr
1

+(1-À)r
2 

= ( J (Àa
1

(x)+(l-À)a1(x))du
1

(:X), •• ~., 

X 

J ( Ãa1/ x) + ( 1-· Ã) a;/x) )~1J;(~Ãt). 

X 

Notando, pela convexidade de A , que d"= \·1+(l-À)d 1 é uma 

função de decisão para (a,A) e que v(d") = Àr1+(1-À)r2 , se-

gue que -e convexo. Para a prova de que R(a,A) -e fe-

chado ver [3]. Para i=l,2, ... ,N , como A é limitado, exis

te Mi > O tal que IL(i,d(x)) 1 = !L(i,(a1 (x) , ... ,aN(x))) 1 = 
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: jai(x)l $ r4i 9 par'a toda função de decisão d i)ar'a (cl,A) ,o
que i.mplica

il ai(x)duj.(x) l
X

l a.Í (x) Idui(x)$ M.i

Logo, R(a,A) é Limitado. Fi.na].mente, par'a todo a : (aa,a9,

..}aN) € A seja d a função de decisão par'a (a,A) tal que

d(X) = {a} ; a =(al,a2,''-,alq) : v(d) implicaque aeR(a,A)
e por't cinto , A C R(a ,A) t

Se o espaço X fol' finito, isto é, X = { x].9x2'''',xH } ao eZ

pel'i.mento a = { u].}u2,'''ui.i } cor'responde uma matriz de leal'kov

P = (Pi.j)].sisa ; ]-$1ã$n } onde pij ; ui({xj}), i=1,2,...,N ;
( g )

j = 1,2,...,n. ' '

Uma função de ceei.são d para (a,A) â, neste caso, especifi-

cada por uma mata'iz )-'eal D = (aji)].KJSn ; l$i$N ' cuja lj-ésima
Linha, j=].,2,...,n , é um ponto em A especificando a ação a

ser aditada, quando o ponto amostr'al x.l foz' obser'vado. Se a

dista'ibuição de pr'obabili.dado for u.i , l$i$N ) temos

E[L(j.,d(.))] : .i;]. uj-({x:i})L(i,d(xj))
n

} )L( i , (dj l ,dj 2 ,

n
E

e por'tanto, o vetou risco associado a d e o vetar'

/:' +'bq'B' -" .P. .f .+ .\. "4

Uma matriz real B = (bij irei , lied e de Mar'kov se bij?0)
paratodo ie 1, j eJ e }l bi] : 1 ) par'atodo iel

k
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= lai(x)I ~ Mi 5 para toda função de decisão d para (a,A) ,o 

que implica 

!J a.(x)du.(x)j 
l l 

X 

< J jai(x) lctu1{x)s Mi • 

X 

Logo, R(a,A) é limitado. Finalmente, para todo a= (a1 ,a2 ,, 

, .. ,aN) e A seja d a função de decisão para (a,A) tal que 

d(X) ={a}; a= (a1 ,a2 ,,,.,aN) = v(d) implica que a e R(a,A) 

e portanto 5 AC R( Cl ,A). 
t 

Se o espaço X for finito, isto é, X= { x1 ,x2 , .. ,,xn} ao ex 

perimento a= { u1 ,u25 ••• uN } corresponde uma matriz de Markov 

P·· = u.({x.}), i=l,2, ... ,N; 
l] l J 

Uma função de decisão d para (a,A) -e, neste caso, especifi-

cada por uma matriz real D= (d .. ) 1 /.< . l<'<N, cuja j-ésima Jl .,.J_n , _l_ 

linha, j=l,2,, .. ,n, é um ponto em A especificando a açao a 

ser adotada, quando o ponto amostral 

distribuição de probabilidade for 

n 

x. 
J 

for observado, Se a 

E [L ( i, d ( . ) ) ] = l 
j=l 

u.({x.})L(i,d(x.)) = 
l J J 

n 
= l 

j=l 
P· •d .. 
l] ]1. 

e portanto, o vetor risco associado a d -e o vetor 

.. ,,. ... ~~:~:. 1 • ,. "?. 

U') Uma matriz r-~~l B = (b1 ~\ier- , ~ 8J 

para todo i e I , j e J e l b .. 
j€J l] 

é de Markov se b .. >O. 
l] - , 

= 1 , para todo i € I. 
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v(d) : ( j:z Pzjaji , j:]. P2jój2,''' ' j:] PNJÓjm )

Notamos que as coar'denadas do vetar v(d) são os elementos da

diagonal da mata'iz PD . Estas noções são ilustradas no seguin-

te exemplo: seja X : {xl9X2} e consider'amos o expor'isento a=
= {ul )uç) ]- , onde

u].({x]}) : --+- , u].({x2})

u2 ( { x]. } ) u. ( {x. } )

Ao expel'imenso ot coar'esponde a mata'iz

l
3

3

5

2
3

2
5

e se A = { (x,y)=(x,y) € R2 e x2+y2 S 1 }:. então, uma função

de decisão d par'a (o&,A) g especi-ficado pe].a matriz real

dll d12

d21 d22

.'': (ój:): ''' (dj,)' $ 1

D

j : 1 ,2 Logo,

+11 ' +.:,.+'',
PD

+ -:, * + ':,

R(a,A):{(x,y) : .À= --x d]].+ ' d21 ' y : 3 d12 +

: uj:)' ''' (ój:)' $

s 1 , j :1 ,2 }
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n n n 
v(d) = ( Í=l P1jªj1 'f=l P2jdj2''""' l=l PNjdjN ). 

Notamos que as coordenadas do vetor v(d) são os elementos da 

diagonal da matriz PD. ~ ~ Estas noçoes sao ilustradas no seguin-

te exemplo: seja X= {x1 ,x2 } e consideremos o experimento a= 

= {u1 ,u2 } , onde 

1 2 = -3- = -3-

e 

Ao experimento a corresponde a matriz 

1 2 
-.3- -3-

p = 
3 2 

-5- -5-

e se A= { (x,y):(x,y) e R2 
e 

de decisão d para (a,A) -e especificada pela matriz real 

com j = 1,2 . Logo, 

1 2 
-3-dll + -t-c121 

PD = 

e 

R(a,A) { (x,y) -~ 
1 

dll + 2 
ª21 

3 
dl2 + = = -3- -3- , y = -5-

2 2 2 + -5- d22 e ( dj 1) + (dj2) < 

$ 1, j=l,2 } . 



Para -tido (a,b) € A , consi.gerando d].] : d2]. : a e d12 ; d22
: b tem-se que (a,b) C R(a,A) , o que impli.ca A(. R(cl,A) . No

;--- : -b . -} * -$-- . -i-- . -ü®--;J-a- ; -;-. . -#- * --i
--3-- , mas nao e um ponto de A por'que (--:g--)' +

+ ( =t({zr--)2 > 1 ; ou seja, A 2: R(a,A)

3.]..2 - Um método de campal'ax' dois expor'imentos

Sejam a=Íul)u2s''')ul.,]' e B:tvl)v2)''')vN]' expor'ime=
tos. l)izemos que ct g mais i.nformatívo do q.ue B e inda.canos

ct:.J í3 ) se par'a todo subconjunto convexo, fechado, limitado A de
K TnTn-eõN

R( cl ,A) D R( B ,A)

Por'tanto, al) B signo.fica que par'a todo subconjunto A de RN ,

nas condições acima, todo vetar' risco que se pode obter' em (Í3,A)
também se pode obter em (cl,A)

PROPOSIÇÃO 3.1.2 - Suponhamos que os espaços amostrais consi.dera
dos se.3am finitos. Par'a um dado N

i) o expex'imento menos i.nformativo é aquêle corresponden-
te a uma matriz de Mar'kov com linhas igual.s,

i.i) o experimento mai.s infor'motivo é aquêle correspondente
a matriz identi.dado l..

PI'ova: Se.ja Í3 o expor'imenso correspondente a matriz de Markov

P =(Pi.j)]SiSm ; ]$j$n ' onde(pi].!pi2s''' 'Pin):(P].l9P12'''' 'Pln)3
i=1,2,...,N . Seja A um subconjunto convexo, fechado, limita-

do de R:' e D = (dji)IÉjgn ; l$iÉN umê matriz real correspon'
dente a uma função de deck.são d para (BsA) . Como o vedor
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Para i]it)do (a,b) 8 A 5 considerando d
11 = d

21 = a e d
12 

= d
22

= 

= b tem-se que (a,b) e R(a,A) o que implica AC R(a,A) . No ) 

por exemplo, 5 318 + 215 ) e R(a,A), tamos, que o ponto <-g-, 15 pois 
5 1 _1:_+ 2 2 318 + 215 3 18 + _2 _ -9- = -3- -3- -3- e = -5-. 3 15 3 5 

Is - ponto de A (-5-)2 -3- ' 
mas nao e um porque + '9 

+ ( 318 + 215 )2 > 1 seja, A f R(a,A) 15 ; ou 

3,1.2 - Um método de comparar dois experimentos 

Sejam a={u1 ,u25 ... :iuN} e S={v1 ,v2 , ... ,vN} experimen 

tos. I'izemos que a é mais informativo do que S e indicamos 

a -·"J 13 , se para todo subconjunto convexo, fechado, limitado A de 

RN tem-se 

R(a,A):::) R(S,A) . 

Portanto, significa que para todo subconjunto N A de R , 

nas condições acima, todo vetor risco que se pode obter em (S,A) 

também se pode obter em (a,A) . 

PROPOSIÇÃO 3.1.2 - Suponhamos que os espaços amostrais considera 

dos sejam finitos. Para um dado N 

i) o experimento menos informativo é aquêle corresponden

te a uma matriz de Markov com linhas iguais, 

ii) o experimento mais informativo é aquêle correspondente 

a matriz identidade IN. 

Prova: Seja S o experimento correspondente a matriz de Markov 

p = (pij)lSiSN , lSj~n 'ºnde (pil'pi2'""''Pin)=(pll'pl2'º"':Pln)' 

i=l,2, ... ,N . Seja A um subconjunto convexo, fechado, limita-

do de e um~ matriz real correspon-

dente a uma função de decisão d para (8 5 A) . Como o vetor 



!.'isco associado a d ,

v(d) : ( >1 PI.jÓji ' j:iPijÓj2''''':i;iPijdjm )

Pl].(d].I'd12 3 3d]N) + p12(d2].sd22 > sd2N) +
.+

+ P].n(dnl)dn2) e (djl.,dj2, ,ójm) c A ,

j = 1,2,... ,n ,

segue, pel-a convexidade de A , que v(d) CI A . Desde que

A d.-. R(a,A) qualquer que seja o experimento a (ver pl'op. 3.]..].),
então, v(d) € R(ct,A) e cl :) B , o que pl-'ova í)

Seja P = (pj.j)iSS.SU ; ].SJSn uma natríz de Mar'kov cor'r'espondente
a um expor'isento oc qualquer, A um subconjunto convexo, fecha-

do, ].imitado de R'y e D = (dji.)]Éj$n i].$j.$N uma matriz rea].
col'x'espondente a uma função de decisão d para (ec,A) . Notan-

do que PD é uma matriz real correspondente a uma função de de-

cisão d' pal.'a (y,A), onde y g o expor'imento correspondente

a mata'iz ].N , tem-se v(d) = v(d') , o que prova i-i)

É i.mediano que doi.s exper'imensos podem não ser compor'aveis

t

3.2 - Expor'imenso padrão e medi.da padrão associ.idos a um expei'i
mento.

Seja cl = {ullu2)''')uN} um expor'isento qualquer e

l~iuo = {:. ui Como u..<< 1'Íuo ) i: ]-)2,...,}! ) segue, pel-o

teor'ema de Radon-Nykodim, que existem funções p-i =X--'-----+ R,
B(X)-mensal'áveis tais que

a)pj.20 q.c. [lquo] epal'atado Seis(X) ,u{(S)
l Pi(x)(N'uo)(dx) ) i=1,2,...,N . Afia'manos também que
S 'b
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risco associado a d , 

n n n 
v(d) = ( I P1jdjl , I P1jdj2,···, I P1jdjN ) = 

j=l j=l j=l 

e (d.1,d·2, ... ,d.N) 8 A , J J - Jl 

j = 1 , 2 , ••. ,n , 

segue, pela convexidade de A, que v(d) e A. Desde que 

AC R(a,A) qualquer que seja o experimento a (ver prop. 3.1.1), 

então, v(d) 8 R(a,A) e a :=J (3 , o que prova i) . 

Seja p = (p .. )1 . N 
l] .$1:5 ; 

uma matriz de Markov correspondente 

a um experimento a qualquer, A um subconjunto convexo, fecha-

do, limitado de e urna matriz real 

correspondente a uma função de decisão d para (a,A) . Notan

do que PD é uma matriz real correspondente a uma função de de

cisão d' para (y,A), onde y é o experimento correspondente 

a matriz v(d) = v(d') , o que prova ii) . 
t 

É imediato que dois experimentos podem nao ser comparáveis • 

3.2 - Experimento padrão e medida padrão associados a um experi

mento. 

Seja a = {u1,u2,···,uN} um experimento qualquer e 
N 

Nu = I u. Como u. << Nu 
' 

l = 1,2, ... ,N 
' 

segue, pelo o i=l l l o 
teorema de Radon-Nykodim, que existem funções pi:X-+ R, 

B(X)-mensuráveis tais que 

= f pi(x)(Nu
0

)(dx) , i=l,2, ... ,N Afirmamos também que 
s ,:,· 



'; };* }D:'.'
l q.c [iqu.]

Com efeito , par'a todo S € B(X)

1.:i pj.(x)(Nuo)(dx) ; 21 l pj.(x)(lJuc,)(dx)
u.(S)l

( l~lu ) ( S )0 (Nu )(dx)0

o que implica b) . Sejam P = { c:(cl'c2'

i.=1,2,...,1~í e }l cj.:l} eG=ÍxeX

e >1 . pi(x) = 1 } . Definimos as funções
1,2,...,N , do segui.nte modo

l

PI (x) ãO , i=1- ,2 , ,N

X -» R lPl

se x €1 G

PI(x)

e

x € X-G

.(x) se x É; G
l

se x € X-G 2 , 3 ,. . . ,N

Consideremos a seguinte apl-ilação B(X)-mensurável

xeX '-P(x) :(P].(x) ,P2(x),...,PN(x)) CP

e para todo A € B(P) : a-á]-gebr'a de Bor'e]. de subconjuntos de P,
definimos

( 3 . 2 . 1) m.(A)l uj.( [P € /\] ) 1 , 2 , . . . ,1\Í

DEFINIÇÃO 3.2.1 - O expor'imenso a" = { ml)m29''')mN } ) onde

mj , i:1,2,...,f{ , são medidas de pi.'obabil-i-dada sabre (P,B(P))
definidas em (3.2.]-) sc diz o expei'imenso padrão associ-adt) ao

expel'imento a

N 
b) I pi(.) = 1 q.c. 

i=l 
[i-Ju ] • o 

Com efeito, para todo s € 

lJ 

I ~ p.(x)(Nu )(dx) 
1=1 l O 

s 

o que implica b) Sejam 

i=l,2, ... ,N 
N 

N 

B(X) 
' 

N 
= I I D. ( x) ( Nu ) ( dx) = 

i=l 
.,_ l O 

s 

= ( Nu ) ( S) 
o = I (Nu )(dx) 

o 
s 

N 

I u. (S) = 
i=l l 

e l P· (x) 
. 1 l 

e I 
i=l 

= 1 } . Definamos as funções P· : X --+ R ' 
l 

i = 
1= 

= 1,2, ... ,N , do seguinte modo 

se x e G 

l l se X e X-G 

e 

\ pi (x) se x € G 
= ,/ 

la se x e x-G ; i = 2,3, ... ,N 

Consideremos a seguinte aplicação B(X)-mensurável 

X € X 

e para todo A e B(P) : o-álgebra de Borel de subconjuntos de P, 

definamos 

(3.2.1) mi(A) = ui( [p 8 A]) ; 1 = 1,2, ... ,N . 

}'::. 

DEFINIÇÃO 3.2.1 - O experimento a = { m1 ,m2, ... ,mN} , onde 

m. , i=l,2, ... ,N , sao medidas de probabilidade sÔbre (P,B(P)) 
l 

definidas em (3.2.1) se diz o experimento padrão associad~ ao 

experimento a. 
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2. .m.
DEFINIÇÃO 3.2.2 - A medida de probabilidade ma = ---J::t-- soba'e

(P ,8(P)) se di-z a medida padrão associada ao expor'imenso a ..p

AT'esultante dc mcl g o vetar (---1-, 1 ..., 1 ) . Comefeito,

sejam {e].)e2l''')eN} a base canónica dc Ri*J e f uma fol'ma -
].ínear qualquer defina.da em }R'q . E tão,

l f(p)ma(dp): l f(p(x))( >1 .ui/ N)(dx) :

: --à--- l f(p(x))(Nuo)(dx) ;
X

A

N

1, '' };: ]','"'::,'*:".,''"'

-F-t >1 . $:L(x)f(ei)(}Juo)(dx)r, l =l

. N f

-ili-->1 . (f(ei) l Íi(x)(Nuo)(dx))
''' Y

. N . N

N }:] f(ei)ui(X) ; L i:]. f(ei)

: í( 21:: -l-- 'P: í(( -;--, --à )
e poi'tanto,

-(m.) : ( -:lÍ--,-#--'... ,-+-- )
A seguinte proposição mostra que todo expor'isento 8 tão infor'mg

tivo quanto o expor'imcnto padrão que Ihe e associado.

PROPOSIÇÃO 3.2.]. - Para todo subconjunto convexo, fechado, ]i

mi.todo A de R'' tem-se R(cl,A) : R(a ,A)

Prova: Seja d uma função de deck-são par'a (a",A) A fun

DEFINIÇÃO 3.2.2 - A medida de probabilidade m a = 

N - 43 -

I m . 
. , 1 l 
l= 

N 
sôbre 

(P ,B(P)) se diz a medida padrão associada ao experimento a ºt 
- 1 1 1 

A resultante de ma e o vetor <7:r,7:r,··· ,7r) Com efeito~ 

sejam {e1 ,e 2 , ... ,eN} a base canônica de RN e f uma forma -

linear qualquer definida em RN Então, 

= f f(p(x))( I u. / N )(dx) = 
. 1 l i= 

X 

= ~ f f(p(x))(Nu
0

)(dx) = 
X 

= ~ J f ( I 
X i=l 

p.(x)e.)(Nu )(dx) = 
l l O 

1 ( N - -J l p.(x)f(e.)(Nu )(dx) = 
N i _1 l l o 

X -

p. ( x) ( Nu ) ( dx) ) = 
l O 

N 
1 

N 
= _l_I f(e.)u.(X) = 7r I f(ei) 

N i=l l l i=l 

N 
1 1 1 

= 

= f( I 7r e.)= 
l 

f(( 7r , 7r ' ... , 
i=l 

e portanto, 

_L)) 
N 

A seguinte proposição mostra que todo experimento é tão informa 

tivo quanto o experimento padrão que lhe é associado. 

PROPOSIÇÃO 3.2.1 - Para todo subconjunto convexo, fechado, li-

mitado A de RN tem-se 
i': 

R(a,A) = R(a ,A) 

,~ ,~ 
Prova: Seja d uma função de decisão para (a ,A) . A fun-



.o d = d' op é uma função de decisão pal'a (a,A)

1,2,...U , E[L(i,d"(.))] = 1 L(i,d(q))dmi(q)

l L(i,d(p(x)))dui(x) : E[L(i,d(.))]. Então, v(d) : v(d)
e R(a'',A)C R(a ,A). Para mostrarque R(casa)C R(a ,A) se-

jam (X,B(X), uo) o espaço dc pr'obabilidade básico considerado
e d uma função de decisão paz.'a (a,A)

Consider'amos a ai)]-ilação

-* g (q)

X .h

Ü

paz'a

q € P (E(L(l,d(.))!p:q) , E(L(2,d(.))!p:q),

, E(L(N,d( . ) ) jp:q) ) € RiN

e seja f : X---......> Rl{ definida por'

f (x)

j

(E(L(].,d(.))IP)(x) , E(L(2,d(.))IP)(x),
E(L(i{ ,d( . ) ) l P ) (x) )

É ':=.', Ü

Notemos que f''(x) = g (p(x)) e, pax'atada função g:P 'rR,
B(P)-mensurável

(a) l L(i,d(x))g(p(x))duo(x) ; l E(L(i,d(.))jp:q)g(q)dmo!(q)

par'a i=1-,2,... ,N , pela definição de espez.'onça condicional. P3

ra i;.L,2,...,N , escolhendo g(q) =g((ql}...,qN)) : qi temos

(b) l L(j-,d(x)) $j.(x)duo(x) : --s-- l L(i,d(x))dui(x)

(c) I' E(L(i,d(.)) jp:q) qidmol(q);-li-- IE(L(i,a(.))jp:q)dmi(q)

9

e

Por (a), (b) e (c) ,

l L(:i.,d(x))duj(x): Í E(L(i,d(.))jp:q)dmi(q)) i;1,2,...,N

Se pr'oval'mos que f (x) e A , então, gü e uma função de deci-

são pal'a (a",A) c como para i:1,2,...,1~' ,

E[ L(i,gü(.))] ; l L(i-,g(q))dmi(q)

E( L(i ,d( . ) ) p=q)dm.i (q)
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';/; 

çao d= d op é uma função de decisão para (a,A) e para ]_ = 

= l 5 2 , ... N , E [ L ( i 5 d~"( . )) ] = J L ( i, d~\: ( q) ) dmi ( q) = 

= J L(i,ct~\p(x)))dui(x) = E[ L(i,d(.)) J Então, v(d~°') = v(d) 

X 
e 

"J': 
R(a ,A) C R(a ,A). Para mostrar que 

,.~.~ 

R ( (), 5 A) ( R ( Cl ,, 
5 
A) se-

jam (X,B(X), u
0

) o espaço de probabilidade básico considerado 

e d uma função de decisão para (a,A) . 

Consideremos a aplicação 

~,, 
q e P --+ g (q) = (E(L(l,d(.))jp=q) , E(LC2,d(.))lp=q), 

... , E<L<N,d(.))lp=q)) e RN 

e seja /': X--+ RN definida por 

-;,~ 
f (x) = (E(L(l,d(.))lp)(x), E(L(2,d(.))jp)(x), ... , 

E(L(N,d(.))jp)(x)) . 

~~ * 
Notemos que f (x) = g (p(x)) e, para toda função g:P-+R~ 

B(P)-mensurável , 

(a) J L(i,d(x))g(p(x))du
0

(x) = I E(L(i,d(.))jp=q)g(q)dma(q) 

para i=l,2, ... ,N , pela definição de esperança condicional. Pa 

(b) f L(i,d(x)) p.(x)du (x) = Nl J L(i,d(x))du.(x) e 
l O - l 

(c) J E(L(i,d(.))jp=q) qidma(q)= ~ JE(L(i,d(.))lp=q)dmi(q) 

Por (a), (b) e (c) , 

J L(i,d(x))dui(x) = I E(L(i,d(. )) lp=q)dm. (q), i=l,2, ... ,N. 
l 

* * Se provarmos que f {x) €A, então, g é uma função de deci-

~ sao para e como para i=l,2, ... ,N , 

~" E[ L(i,g (.))] = J 

= J 

~" L ( i , g ( q ) ) dm . ( q ) = 
]_ 

E(L(i,d(.))lp=q)dm.(q) = 
]_ 



l L(i,d(x))dui(x) : Et L(i,d(.))] ,

segue que o vetou r'i.sco associado a g é igual ao vetou ri.sco

associ.ado a d , o que i-mpla-ca R(a,A) (l R(ct",A) . Vamos pr'o-

val' que. f (x) C A , para todo x C X , pol' absurdo. Supondo -
que exista x € X t.q. f (x) É A , existe uma for'ma linear u

definida em R'~ t.q. u(a) $ 0 , par'a todo a € P, , e

uo({ x:xCX eu(f"(x)) > 0 }) > 0. Desdeque d(x) e
I'a todo x e X , então, u(d(x)) $ 0 e

l u(d(x))du.(x) É 0 ,

Ü

$

A pa3

S

onde

S : { x:x € X e u(f"(x)) > 0 }

Como

u(f (x) )du.(x) > 0
h

temos

u(d(x))duo(x) É l u(f (x))du.(x) ,' J u

o que e um absurdo, pois

l u(d(x))duo(x) : l u(f:(x))duo(x) ,

pela defina-ção de esperança condicional ..

Obter'vamos que, dado um experimento qualquer' CE = {\l].)u29

as medidas de pt'obabilidade ml)m2)' ' ' }mi{ do exper'imento
dl'ão associado a oc estão Completamente deter'minadas por'

pois a densidade de mi em I'ilação a mcl e }~lhi ) onde
]aj : P -> R defi.lida por'

pa'

:ln'(1 )

hi(q) : hi((ql, )qH)) = qi ; i:1,2, ,N
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= J L(i,d(x))dui(x) = E[ L(i,d<.))J , 

segue que o vetor risco associado a g é igual ao vetor risco 
·'· associado a d o que implica R(a ,A) C R(ci." ,A) • Vamos pro-

·'· var que. fft(x) €A, para todo x e X , por absurdo. Supondo -

que exista x e x t.q. /' (x) ~ A , existe urna forma linear u 

definida em RN t.q. u(a) ~ O , para todo a 8 A, e 
<J~ 

uo ( { x:x e X e u(f (x)) > o } ) > o. Desde que d(x) e A, pa-

ra todo X 8 X 5 então, u(d(x)) $ o e 

J u(d(x))du (x) o :S o 
' s 

onde 

·'· S = { x:x 8 X e u(fft(x)) >O} • 

Como 

temos 

J u(d(x))du
0

(x) t J 
s s 

-o que e um absurdo, pois 

J u(d(x))du
0

(x) 

s 
= J 

s 

~~: 

u(f (x))du (x) , 
o 

::', 
u(f (x))du (x) , o 

pela definição de esperança condicional ·t 

Observamos que, dado um experimento qualquer a = {,:1 ,u2 , ... ,uN} 

as medidas de probabilidade m1 ,m2 , ... ,mN do experimento pa-

drão associado a a. estão completamente determinadas por 

pois a densidade de m. 
l 

em relação a 

h- : P --+ R definida por 
l 

m 
O', 

-e Nh. , 
l 

onde 

m , 
O', 
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De fato, par'a todo S € B(P)

mi(S) ; uj.( [p € S]

3

Í .Fi(x)du.(x) :
ês]

hi(p(x))duo(x) : i'í l hi(q)dmol(q)
S

}Íhi(q)dma(q) ; i;]. ,2 , ,N

Ja demonstramos que a resultante da medi.da parir'ão associada a

todo expe].'imenso é o vetar' (--ili--:, . . ,--l#-.-) . Recipr'oeamente, tg
da medida de pr'obabi.lidade m sôbre (P,B(P)) tal que r(m)

= (---ili--}.. .,---it-) ; medida padl-'ão do expert.mento y = {ml

mN} ) onde

m: ( S )

)

hj (q)dm(q) ; i:1,2 , , l{ ,

com S € B(P) . Com efei.to, pela definição de resultante da me
lida de probabilidade m ,

l hl (q)dm(q) : hl ( (--ilr, i=1,2,. . . ,N ;

logo, ml'm2'''' ,ml~l são medidas de probabil-i.Jade s8br'e (P,23(P))
Notando que y = y e, par'a todo S € 8(P)

]' )l . mz(S) = --gÍ >1 . (N l hi(q)dm(q))=i:l ' '' i:l

Ü
q

JIL \ D /
Y

N
E hj (q ) dm( q )

N

>l hi (q)dm(q)i:l '
dm(q)

m(S) temos m = m

Dados os expor'imentos OL, 13 indicaremos o fato a::1) 13 pel-a ng

ração mcl =) mB

A seguinte pr'oposi.ção da uma condição necessar'ia e suficiente

De fato, para todo Se B(P) , 

mi(S) = ui([p € S]) = N J pi(x)du
0

(x) = 
[peS] 
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=N I hi(p(x))du
0

(x) = N f h . ( q ) dm ( q ) = 
l O'. 

~eaj s 

= J Nh i ( q ) dm a ( q ) ; i = 1 , 2 3 • • • , N • 

s 

Já demonstramos que a resultante da medida padrão associada a 

todo experimento é o vetor 1 1 <7r1•• ,,-yr) . Reciprocamente; to 

da medida de probabilidade m sÔbre (P,B(P)) tal que r(m) = 

1 1 = <7r, ... ,7r) é. medida padrão do experimento 

mN} , onde 

mi ( S) = N f h i ( q) dm ( q) ; i = 1, 2 , ••• , N , 

s 

y = {m1,· .. ' 

com S € B(P) • Com efeito, pela definição de resultante da me 

didade probabilidqde m, 

logo, ml ,m2' ... '.)mN 
";~{ 

Notando que y = y 

1 m (S) = 7r y 

N 
= I 

i=l 

= m(S) 

-sao medidas de probabilidade sôbre (P;B(P)). 

e, para todo s € B ( p) ~ 

l'J 
1 N 

I m. (S) = I (N h . ( q) dm ( q) ) = I 7r i=l l 
i=l l 

s 

I 
s 

I h. (q) dm(q) = 
l 

s 

temos m = m y 

N 

I I h ..; ( q ) drn ( q ) = dm(q) = 
i=l ..L 

s 

Dados os experimentos a, B indicaremos o fato a~ B pela no 

tação mô',::) ms • 
A seguinte proposição dá uma condição necessária e suficiente -
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par'a que um expor'isento seja mais infor'motivo do que outr'o

PROPOSIÇÃO 3 . 2 . 2

se e sõment,a se

par'a toda função f:P '» R , cc,nvexa, contilnua.

Prova: Seja A a envo].teria convexa do con.junto fi.Rito {al)a2)

,aK] , onde ai: (ail'ai2'''''ai!.!) ; i= 1,2,...,K . Consi-
der'famosas funções 2] ) i=1,2,...,K ; Ê de P em R defi

ninfas pol.'

Zj(q) : Êi~~ql'''.,qF{)) : >1 ai.lq.l = ai'q (.:produto escg:

f(q)dm13(q) ,f(q)dma(q) Z

Sejam a, 13 experimen-t:os. Então, m.,.l:) mR

,q},)) : l
lar) ; i.=1,2,. . . ,K ,

Ê(q) ; nlin Z; (q)
].íj.<K l

€ g : P -> A definida pol'

g(q) : ai quando Zj(q)>Ê(q) , j<i e Êi(q) : Z(q)

A função g é uma função de decisão pal-'a (y)A) , pal'a todo e3

perimento paul-'ão ' e, pal'a qualquer função de decisão g'k pg:

ra (y,A) ., vale

(]-) >1 L(j,g''(q))q4 ? >1 L(j,g(q))qa

pal.'a todo q = (q.,...,q,..) € P . De fato, se q C P então,
' * K " '' .. E .
-(q)=1 Xa onde Xlz0;j=1,2,...,K e l Àj

j:i ' ' ' .];J- '
pois g (q) C A . Como g(q).q = ar.'q = 2]..(q) = Z(q) =

= min 2j.(q) s; Êi(q) ; ai.q ; i=1-,2,...,K , segue que

>l L(j ,g"(q) )q4 : g" (q)
!] {:: *.;,'.' : ;:: *.;,.- :
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para que um experimento seJa mais informativo do que outro. 

PROPOSIÇAO 3.2.2 --- Sejam a, D experimentos. Então, ma::> m
13 

se e sÕmente se 

para toda função f:P--~ R, convexa 5 contínua. 

Prova: Seja A a envolt6ria convexa do conjunto finito {a
1

,a
2

, 

... ,aK}, onde ai= (ai15 ai 2 ,,.,;ªiN); i = 1,2,, .. ,K. Consi-

deremos as funções 

nidas por 

t. , i=l,2, ... ,K ; 
l 

de P em R defi 

N 
.Q,. (q) 

l 
= Q,i''ql,, .. ,qN)) = l 

j=l 
a .. q. 
l] J 

= a~.q (. :produto esca 
l 

lar) ; i=l,2, .. ,,K, 

R,(q) 

e g: P --+ A definida por 

g(q) = a. 
l 

quando t. (q)>t(q) , j<i e Q,. (q) = 2(q) . 
J l 

A função g é uma função de decisão para (y,A) , para todo ex 

perimento padrão y e, para qualquer função de decisão 

ra (y,A) ; vale 

N ·'· 
(1) l L(j ,g" (q) )q]. 

j=l 

N 

~ I 
j=l 

L(j ,g(q) )q. 
J 

g 

para todo q = (ql' 00 ·'qN) € p . De fato, se q e p então, 
.,. K K 

g" (q) = I À.a. onde À. ~ o ; j=l,2, ... ,K e I 
j=l J J J j=l 

~~ 

pois g (q) 8 A . Como g(q) .q = ªr·q = Q, ( q) = Q, ( q) 
r 

= min 2i(q) ~ 2i(q) = ai.q ; i=l,2,º .. ,K , segue que 
j~i~K 

K 
= < I 

j=l 
À.a.).q 

J J 

K 
= I 

j=l 

= 

À • = 1 
' J 

À.a .• q > 
J J 



z j;z À:j q).q : ( l xj)g(q).q :

: g(q) .q : >1 L(j ,g(q)).q.\

por' (1), se r' : (r'l' I'ü,'..,rÚ ) é o vetar' risco associ.ado a

g e ].' : (r'l,r2'''',I'l{) 8 o vedor' r'isco associado a g, temos

ii: r. ; i~ j=]. 1 L(j'g (q))hj(q)dm.Y ?

l]

;::J '''':''''",''''"« : {:: ':
ou sela:9

N f

(2) mjinR(V,A) j:Z j l Ê(q)dmY

N l Ê(q)dmY '

Em [4] , teor'ema 2, pg. 9h e demonstr'ado o seguinte I'esultado:

l-Dados dois expor'imensos CE, B, a':} B se e somente se, par'a tg

do A:convexo, fechados limitado de R" ,

(3) mlinR(.,n S-:: 'j- rOR(B,H ::i ':
De (2) segue que, para experimentou paul'ões y) 0 com medidas

padrões mY' mO a conde.ção (3) vale, pax'a to,o A: envoltõr'ia
convexa de um conjunto finito se e s13mente se l Ê(q)dm.Y $

g l Ê(q)dm6 par'a toda Ê que e o mini-mo de um númer'o fi.Rito de
funções linear'es, isto é, se e sòmente se jn(a)amV à in(q)amo

pal'a toda h ) que e o máximo de um númer'o finito de funções l.L
Real'es. Como a conde.ção (3) vaJ-e par'a todo A: envoJ-teria convg.

xa de um conjunto finito, então, (3) vale para todo A: convexo)

fechado) ]-imitado de RN e como l h(q)dm.Y Z l h(q)dm0 para tg
da h , que e o maxi.mo de um número finito de funções ]-ideal'es

impl-ica que l g(q)dmY Z l g(q)dm0 ' para toda função convexa) -

Por (1), se 

K 

~ I 
j=l 

À.g(q).q 
J 

N 

K 

= < I 
j=l 
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À.)g(q).q = 
J 

= g(q) .q = f L(j,g(q)}q. 
j=l J 

é o vetor risco associado a 

é o vetor risco associado a g, temos 

N N J * * l r . = N r L ( j 'g ( q) ) h • ( q ) dm ~ 
j=l J j=l J y 

~ N f I L(j,g(q))h.(q)dm 
j =l J y 

= I rJ. = N J t(q)dmy, 
j=l 

ou seja, 
N 

(2) min l rJ. = N f i(q)dmy . 
r8R(y,A) j=l 

Em [4], teorema 2 5 pg.· 94 é demonstrado o seguinte resultado: 

"Dados dois experimentos a, !3, a-.=, f3 se e sõmente se, para to 

do A:convexo, fechado 5 limitado de RN 
' 

N N 

(3) min I r. < min ~ r .. li 

r€R(a,A) i=l 
l r8R(S,A) i=l l 

De (2) segue que, para experimentos padrões y, e com medidas 

padrões my, m0 a condição (3) vale, para todo A: envoltÓria 

convexa de um conjunto finito se e somente se J t(q)dmy ~ 

~ f i(qi)dm
0 

para toda Q,, que é o mínimo <"e um número finito de 

funções linea11es, isto é, se e somente se Jh(q)dmy ~ Jh(q)dm0 

para toda h, que é o máximo de um número finito de funções li 

neares. Como a condição ·(3) vale para todo A: envoltória conve 

xa de um conjunto finito, então, 

fechado, limitado de e como 

(3) vale para todo A: convexo, 

J h(q)dmy ~ J h(q)dm0 para to 

da h, que é o máximo de um número finito de funções lineares 

implica que J g(q)dmy ~ f g(q)dm0 , para toda função convexa, -



+9

continua g , a pr'oposi-çao esta demonstr'ada t

PROPOSIÇÃO 3.2.3 '- Sejam CE =Íulju2)'''9uN} e B = {v].}'''sVN]

experimentas; ma = mÍ3 se e sòmente se R(cl,A) = R(Í3,A), para
todo subconl3unto convexo, fechado, ].imitado A de R''

Sejam a" = {m].sm2s''')n]~i} e 13 = {M].)M2'''''MN} os expor'imen-

tos padz.'Ões associados a a. e B , respectivamente. Se d é uma

função de deck.são par'a (aÉ,A) ((B ,A)) , então, d é uma furl-

ção de decisão pal'a(B",A)((a",A)) e para i:1,2,...)N ,

l L(i ,d(q))dmj (q)

Prova

L( i ,d( q ) )h: ( q ) din,., (q )l ' a

L( i ,d( q) )hi( q ) dmB

L(i ,d(q) )dMj (q) ,

qu,é in-.placa

R(a ,A) ; R(13 ,P-) .

}iotando que R(cl,A) = R(a ,A) e R(B,A) = R(B ,A)

lição 3.2.1) , segue que R(cl,A) ; R(13,A)
q

(ver pr'opg

Pel-a pr'oposição anterior',

$ ( q ) dma (q ) $ (q ) dmB ( q )

para toda função $ convexa, contínua sobre P . Observando
que o conjunto das funções convexas, contzPnuas soar'e P e to
tal em C(P) : conjunto das funções contínuas a val-odes r'Cais

definidas em P ~'' , segue que

f( q) dmcl (q ) f(q) dmB ( q )
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contínua g , a proposição está demonstrada. t 

PROPOSIÇÃO 3.2.3 ·- Sejam a= {u15 u 2
, ••• ,uN} e 8 = {v1

, ... ,vN} 

experimentos; ma= m
13 

se e sômente se R(a,A) = R(l3,A), para -

todo subconjunto convexo, fechado, limitado 

Prova: 

A 
N 

de R • 

* * 
Sejam a = {m1 ,m2 , ... ,mN} e 13 = {M1 ,M2 , ... ,MN} os experimen-

tos padrões associados a a. e B , respectivamente. Se d 
.. 
e uma 

* .,. 
( a ,A) ( ( 13'. ,A)) , então, d -e uma fun-função de decisão para 

ção de decisão para e para i=l,2, ... ,N, 

o qu.e implica 

·ic ,'( 

Notando que R(a,A) = R(a ,A) e R(6,A) = R(B ,A) (ver prop.s: 

sição 3.2.1) , segue que R(a,A) = R(S,A) . 

• 

Pela proposição anterior, 

para toda função ~ convexa, contínua sôbre P. Observando -

que o conjunto das funções convexas, contínuas sÔbre p -e to-

tal em C(P) 

definidas em 

conjunto das funções contínuas a valores reais -

p (1) , segue que 



pal'a toda f € C(P) Logo ' ma : m13

PROPOSIÇÃO 3.2.4 - Sejam ct, É3 expcl'imcrltos com N = 2. m.:3m.
. fv rv

se esomentese l Fm(x)c]xà l ]'m(x)dx , paratodoy, O$y$1,
;o "'a 10 '"É3

onde

F (x)
ma mcl( {p: (pl 'p2) p € P e 0 < PI $ x} )

F (x)
m13

m13( {p;(p].)p2) P e P

PT'ova: Conside]'amos a medi.da de pr'obabi].i.jade li definida s8-

bl'e([0,1] ) B( [091])) por' p(B) =mcl( D\l C B'l) , para
todo B Ê B(to,]]) , onde h]. é a projeção de P s8br'e Do,í]

definida por h].(p) : h]((p]sp2)) : p]. . A função

fy-u , 0 $ u $ y $ 1
f(y,u) ; l

1. 0 , y $ u $ ]-

e, pal.'a cada y , uma função convexa, contínua de u . Logo, a

função @y:P -' R defina-da por' $y(p) : @y((pl'p2)) ; f(y,pl)
e,pal-'a cada y , convexa, continua e vale

(i) lr oy(p)dmct(p) : jormcl(x)dx

Com efeito ,

l 4'y(p)dmct(p)
P

(y-x)dp(x) = 1 ydp(x) - l xdu(x)

yU( [0,y:i ) - Í xdH(x).JO

(x)dx = xFmct(x) IV - I'oxórmct(x) : yFmcl(y)

vv ( Fo ,=4 ) xdp(x)
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para toda f 8 C(P) . Logo 5 ma= m
8 

. 

PROPOSIÇAO 3.2.4 .,- Sejam a, B experimentos com N = 2. ma:)mB 

se e sômente se Jyr (x)dx 2 Jyr (x)dx , para todo y, O~y~l, m m0 o a o µ 

onde 

F (x) = m ( {p=(pl,p2) P e p e o ~ pl 5 x} ) m a ' a 

F (x) = mB( {p=(pl,p2) P e p e o < P1 < x} ) . 
mB 

Prova: Consideremos a medida de probabilidade definida -µ so~ 

bre ( [o ,1] , B ( [o, 1] ) ) por µ(B) = m 
a 

todo B 8 B ([o, 1]) 
' 

onde hl 
~ 

a projeção e 

definida por hl(p) = hl((pl,p2)) = P1 A 

-- ·{y-ou ', f(y,u) 
O < u < y ~ 1 

( [hl € Bl 
...J 

) 
' 

para 

de p sôbre [o, 1J 

função 

é, para cada y j uma função convexa, contínua de u. Logo, a 

função <p :P --+ R 
y 

é,para cada y , convexa, contínua e vale 

(i) f <p (p)dm (p) = Jyr (x)dx . 
y a o ma 

p 

Com efeito, 

I (p (p)dm (p) = J:<y-x)dµ(x) = J:ydµ(x) y a 
p 

;;: yµ([o,yJ) - J:xdµ(x) 

e 

Jy F (x)dx = xF (x) l~ - Jy xdF (x) = 
o ma m o ma a 

- J:xdµ(x) = 

yF (y) -
m a 

, 



o que prova (i)

De modo análogo

4)y ( p ) dmB ( p )

'y
(x)dxm

6

Então, se a

y
F (x)dx Z0 a

-D mB ' pela pl'oposição ( 3 . 2 . 2 ) ,

y
F (x)dx

m0

pai.'a cada y , 0 $ y $ 1 .

Regi-p].'ocamente , suponhamos que

y
F (x)dx ?m0 a

par'a todo y, 0 $ y $ 1 . Notando que toda função $ convexa,

conta'nua s8br'e P pode se].' unifol.'Demente aproximada por' funções
da forma

K

E

onde linear' e que

Z((---li--,--4í----)) : l Ê(p)dmB(p)Ê(p)dm (P )a

(.à resultante de e o vetar (---#-,--l:;--)) , temos

4)(p)dnol(P) ? q) ( p ) dmÍ3 ( p )

o que i.mpl-i-ca, pela pr'oposição (3.2.2)

Utili.zango as mesTRas notações da p!-'oposi.ção (3.2.4) , inda.que
mos por

t

ry

cmcl(y) : l Fma(x)dx , 0 $ y $ 1

o que prova (i) . 

De modo análogo 

Então 1 se . -ma :J mS , pela proposiçao 

para cada y , O~ y ~ l. 

Reciprocamente, suponhamos que 

J y F ( x ) dx ? f y F ( x ) dx , 
o ma o ms 
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( 3 , 2 . 2 ) , 

para todo y, O< y ~ 1. Notando que toda função 9 convexa, 

contínua sôbre P pode ser uniformemente aproximada por funções 

da forma 

K 

r 
l=l 

onde a. > O 
l 

e J1, é linear e que 

l 1 = Jl,((-2-,-2-)) 

(A resultante de - 1 1 m e o vetor (-2-,-2-)) ' 
temos 

Cl 

f cp(p)dm (p) > I </J(p)dm
13

(p) a -
p p 

o que implica, pela proposição (3.2.2) , m::, m0 • 
a µ t 

Utilizando as mesmas notações da proposição (3.2,4) , indique-

mos por 

F (x)dx , 
ma 

O < y < l 
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PROPOSIÇÃO 3.2.5 - A função c. e não decrescente, c. (0) = 0,

(1) = --:1-- e mola m13 se e sòmente se cma(y) à cnB(y) , Pg:
todo y, 0 $ y É ].

a a

Pi'ova: Fm e não deck'escenteb logo, cm e não decrescente

É imLediato que Cm..(0) : 0 e, pela pl'oposição anterior, mal=D mB

se e sòmente se Cm (y) à cm.(y) ) 0 $ y $ ].cl b
Finalmente,

c (].) =
m F (x)dx : xF (x) I'L -m m 'oo a a *' " (*)

F (1)
Ina mol(P) - I' hl(p)dma(p)

l
h. (( ) )l l} 22

(h. é linear e r(m )a ' ' t

3.3. Um metodo introduzido por David B]ackwe]]. par'a compor'a!.' eX
pel'imentos .

3. 3.1 « Sua.ciência: um método de compor'ar' exper'imentos

Sejam a = {ulsu2)'''3uN} ) 13 : {vl)...)vN} expel-'imeB

tos, com uj ; i=1,2,...,}J , medidas de pl.'obabilidade definidas

s8br'e (X,B(X)) e vj ; i;1,2,...,N , medidas de probabi.li.jade -
definidas s8b].'e (Y,B(Y)) . É devido a Blackwell a seguinte

DEFINIÇÃO 3.3.]. - O expor'imenso a é suficiente par'a o exper'ime=

to B e indicamos a> Éi, se existe um kernel de Mar'kov T de X

em Y ta[ que Tu.i = vj ; i=].,2,...,N
Então, cl '> 13 significa que, se um ponto amostral x C X e ob

relvado segundo uma das dista.'i.buiçÕes u.i ; l $ i$ i{ , podemos

sel-eci.onar um ponto y € Y segundo a dista.'ibuição T(x,.) , ob-

PROPOSIÇÃO 3.2.5 

1 cm (1) = -
2

- e 
a. 

todo y, O ~ y ~ 

A função c 
m 

a 
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- -e nao decrescente, c (O) = O, 
m a. 

se e sômente se c (y) ~ c (y) , p~ 
mCl mf3 

Prova: F - - - -
m a. 

e nao decrescente; logo~ e e nao decrescente. 
m 

É imediato que 

se e sÕmente se 

Finalmente, 

(1) Jl c = m 
(Y, o 

= F 
m 

= 1 

(hl - linear e e 

cm (O) = O 
Cl 

c (y) ~ 
m a. 

F (x)dx 
m 

Cl 

= 

a 
e, pela proposição anterior, m:,:) m

13 (Y, 

(x) 1 Il (x) xF 1 - xdF = m o m a o a 

(1) - Jl xdF (x) = m (P) - J h 1 (p)dma.(p) = m a a o a. 

hl(( 
1 _1_)) 1- 1 1 - -2-- = -2- = -2-5 2 

r(m ) 1 _!_)) = (-2-, 
Cl 2 t 

3.3. Um método introduzido por David Blackwell para comparar ex 

perimentos. 

3. 3 .1 ·· Suficiência: um método de comparar experimentos 

tos, com u. ; 
l 

i=l,2, ... ,N , medidas de probabilidade definidas 

sÔbre (X,B(X)) e v. ; i=l, 2, ..• ,N , medidas de probabilidade -
l 

definidas sôbre (Y,B(Y)) . É devido a Blackwell a seguinte 

DEFINIÇÃO 3.3.1 - O experimento a é suficiente para o experime~ 

to f3 e indicamos 

em Y tal que 

Então, Cl > f3 

a> f3, se existe um kernel de Markov T de X 

Tu . = v . ; i = 1 , 2 , ••• , N 
l l 

significa que, se um ponto amostral -x 8 X e ob 

servado segundo uma das distribuições u. ; 1 ~ i ~ N , podemos 
l 

selecionar um ponto y e Y segundo a distribuição T(x,.) , ob-
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tendo um z'esu]tado aqui.va]ente ao resu].fado de selecional.' y , -

segundo a di.atribuição v

A proxi.rta pr'oposição re].acíona o contei.to de sufici.anciã com as

medidas parir'Ões associadas aos expor'isentos

l

PROPOS].ÇÃ0 3.3.]. - cx >' É3 sc e somente se existe uma dilatação

T sôbre P tal que Tmn = m

Ver demonstração desta proposi-ção em [4] , pg. 97, teor'ema 6.

l?bqSryig:çqç: Quando os espaços amostrais consider'idos for'em fmi

tos, os cxperimentos serão car'acterizados por' matrizes de Mar'kov,

condor'me foi visto. l~íeste caso, se P e Q são matrizes de l~lar'

kov co!.'l'espondentc's, r'cspectivamente, a dois experimentas a e B,

com o mesmo }{ , indicar'amos por' P > Q (P.aQ) o fato a > B

(a:)í3) . Então, se P 8 uma matriz de leal.'kov Nxn e Q é uma

matriz de luar'kov Nxm, P )' Q se e somente se existe uma matriz

de Mar'kov nxm, I'l tal que PM : Q

3 . 3 . 2 Equivalência entre \- -.
/' e -.J

O nosso pr'oposito neste par'agl'afo e mostrar que o meta
do >' , i-ntroduzi.do po!-' Blackwell par'a compara!.' exper'imensos é

equivalente ao métodos:)

No caso em que os espaços amostl-'ai.s considei'idos

seguinte te03.'ema da ã equival-ena.a entre > e:)

Teorema -L : Sejam P , Q mata'izes de Mai'kov Nxn, Nxm, I'espe.g

tivamente, associadas a dois experimentas. Então, P> Q se e

somente se P:=) Q . (ver demonstração no ].ivr'o de Bl-ackwell e

Gir'shick, Theor'y of Games and Statistical Deck.si.ons, pg. 328, -
teorema ].2 . 2 . 2 )

Considez.'erros agir'a os expert.mentor a = {u])u2j''')uN} ' B {v].)

v2S'''9vi.IÍ} onde ui ) vi ; l $ i $ N são tnedidas de pr'obabil-.{

fmi.tossao 0
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tendo um resultado equivalente ao resultado de selecionar y , -

segundo a distribuição V. • 
l 

A pr6xima proposição relaciona o conceito de suficiência com as 

medidas padrões associadas aos experimentos 

PROPOSIÇÃO 3.3.1 a> B se e sômente se existe uma dilatação 

T sôbre p tal que = m • 
a 

Ver demonstração desta proposição em [4], pg. 97, teorema 6. 

Observação~ Quando os espaços amostrais considerados forem fini 

tos, os experimentos serao caracterizados por matrizes de Markov, 

conforme foi visto. Neste caso, se P e Q são matrizes de Mar 

kov correspondentes, respectivamente, a dois experimentos a e S, 

com o mesmo N 5 indicaremos por P )> Q (P.:::> Q) o fato a > S 

Então, se - -P e uma matriz de Markov Nxn e Q e uma 

matriz de l'1arkov Nxm, P > Q se e sômente se existe uma matriz 

de Markov nxm, M tal que PM = Q. 

3. 3. 2 - Equivalência entre > e:). 

O nosso propósito neste parágrafo é mostrar que o méto 

do > , introduzido por Blackwell para comparar experimentos 

equivalente ao método:::> 

-e 

No caso em que os espaços amostrais considerados são finitos o 

seguinte teorema dá a equivalência entre > e.~ 

Teorema 1 : Sejam P, Q matrizes de Markov Nxn, Nxm, respec 

tivamente, associadas a dois experimentos. Então, P > Q se e 

sômente se P::;) Q . (ver demonstração no livro de Blackwell e 

Girshick, Theory of Games and Statistical Decisions, pg. 328, -

teorema 12.2.2) . 

Consideremos agora os experimentos a= {u1 ,u 2 , ... ,uN} , B={v1 , 

onde u. , v. ; . 1 ;;;; i ~ N 
l l 

são medidas de probabili 
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Jade s8bl.'e (X,B(X)) ,(Y,B(Y)) , respectivamente

Teorema 3.3.]. - cl > 6 se e somente se aD:Í3

Provam oc > B .::::!:11:!:=» existe uma di.lotação T sobre P ta.l. que

T'mB = mcl <=Sg:à,. pal'a toda função f:P "> R , convexa,

contínua, l f(q)dna(q) à J f(q)dm13(q).;;ê=====5. cl:} B

(1) : PT'oposição (3 . 3 . 1) ;

(2) : Teor'ema (2. 3.1) ;

( 3 ) : Pi'oposição (3 . 2 . 2)

3.4 - Experimentas Bi.nome.ais

3.q.l - Introdução

Suponhamos que o espaço amostr'al X consista de doi.s

e].ementas, digamos, X = {0,].} . iqeste caso, o expor'imento a =

:tul)u23'',uN} sel'a especifi.capo pelo vetar'(al'a2)''' 'aN))

0 $a.i $1, onde a.i:ul({].}); i=1,2,...,N . Se N= 2 oex

pel'imenso padrão CE" = {m].9m2} associado a ct = (a].)a2) '3 tal
quis s'3

P2 :
al

e

9

então,

m[({(p['-L-p])}) : a] ; m].({(p2'l-p2)})

m2({(p[g[-p].)}) ; a2 ; m2({(p2,]--p2)})

al

l-a2

Logo,

dade sôbre (X,B(X)) ,(Y,B(Y)) , respectivamente. 

Teorema 3. 3 .1 - a > S se e sÕmente se a :::, /3 • 

Prova: O', existe uma dilatação T sÔbre P tal que 

TmS 

contínua, 

( 2) 
= ma <:Z >- para 

J f(q)drr\_/q) i J 
toda função f:P --➔ R 

(1) Proposição ( 3. 3 .1) ; 

(2) Teorema (2.3.1) ; 

(3) Proposição (3.2.2) 

3.4 - Experimentos Binomiais 

3.4.1 - Introdução 

, convexa, 

Suponhamos que o espaço amostral X consista de dois 

elementos, digamos, X= {0,1} • Neste caso, o experimento a= 

-sera especificado pelo vetor (a1 ,a2 5••· 5aN)' 

perimento padrão é tal 

que, se 

pl 
ª1 

= ; 
ª1+ª2 

1-a 
p2 

1 = 2-(a
1

+a
2

) 

e 
ª1+ª2 

d = ; 2 

então, 

Logo, 
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a.+a.
moc({(p].,]- -p].)}) : ------!--- : d ;

([-a. ) + ( ]. a. )

E .:( { (P2 'l':P2 ) } ) : -------------2--
al+a2

2

Observação: O exper'imenso cz = (1,1) 8 tal que

m:({(-+--,-4:-)}) : m2({(--t,--t)}) : m.,.({(-+--,--lí-)})

Deterá\hemos, em segui.da, as funções I'n. e Cm
Se a. $ ao ,

F (x)
a

e
fx

(x):j Fma(t)dt
, 0

d(x-P].) 9 PI

d(P2 -PI)+(x-p2) ) p2

PI

P2

se a2 $ a]. )

]' (x)
a

l-d

/: , 0 S x

( ]--d) (x-P. ) , Po É' z z.

(l-'d)(P]. 'P2)+(x-PI) ) PI $

P2

PI

;:'e] ã

M(p].9p2) : max {pl 'p2}

m(pl 9p2) : min {pl'p2}

e

rn ({(p 1-p )}) = a 1, 1 = d 

2 

Observação: O experimento a= (ljl) 

Determinemos, em seguida 5 as funções 

F (x) = o o < X < P1 m ' a 

= d P1 s; X < P2 

= 1 , P2 ~ X ~ 1 

e 

e (x)=Jxr (t)dt = o 
rn m a. o a 

= 1-

-e tal que 

r e 
D 

a 

= d(x-p
1

) 

se ª2 < ª1 , 

F 
m 

(x) = o , o :5 X < P2 
a 

= l·-d 
' P2 < X < P1 

- 1 
' P1 < X < 1 -

e 

55 -

= 1 - d . 

, o < X < P1 

' P1 ~ X ~ P2 

= ( 1-·d) ( p ·--p ) + ( x-p ) , p 1 < x ~ 1 
1 2 1 

Seja 

e 
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Pela forma da função cnl. , se a. = (al'a2) e (3 : (bl'b2)
experimentas bznomiai-s, então, c. : c. se e somente se

m(p].(ct),p2(a)) S m(pl(6),p2(13))

Ba

sao

}{(P].(c'!) ,P2(cl)) > F'{(P].(13) ,P2(Í3))

Logo, peia i)]-'oposição(3.2.5) e pe].o teorema(3.3.].)
( .L) a }> B se e sòmente se

n(p].(cl) ,p2(a))$ m(p].(f3) ,p2($))

}l(PI(CE)>P2(cl)) ? [4(PI(ÍI),P2(Í3))
e

3. 4

9

Exemplo

Consi.dei'amos uma popul-ação na qua-L cada individuo pos"

sue ou não cada uma das cal'acterÍsti.cas H,S . Suponhamos que

as pr'opor.'does h, s de i-ndi.vz+duos com caracterz+stícas H, S se-

jam conhecidas e que a pl'opor'ção 6 dos indivíduos tendo ambas

car'acterz+sticas H e S gtalque (5 =hs ou (5 = c/hs. Um

expex'imenso que o estatz+stieo pode realizar e, por exemplo, a ob

selvação de um indivíduo com a car'acterÍ.ética H, outro, é a ob

ser'vação de um indiv51duo com a caracterztstica S . Denotemos -

por' clH 9 aS' uJ~íH e aNS os expert.mentes binomiais col.'respon(lIeD.

tes as observações de um inda.vídeo com a cai'acterÍstica H, S ,

não H e não S, respectivamente. Então

) ; ocS ; (]1 , --=- )

OlF{R : (s , --li:::T-- )

ocH

e ctNS

Calculando pl)p2 par'a cada um desses quatro exper'imensos e
usando a condição ( 1) tem-se

Pela forma da função c , se 
rn 

Cl 

experimentos binomiais, então 5 

e 

se e sômente se 

Logo, pela proposição (3.2.5) e pelo teorema (3.3.1) 

(1) a> S se e sÕmente se 

e 

3.4.2 - Exemplo 

sao 

Consideremos uma população na qual cada indi vÍduo pos <•-

sue ou não cada urna das características H,S Suponhamos que 

as proporções h, s de indivíduos com características H, S se

jam conhecidas e que a proporção ó dos indivíduos tendo ambas 

características H e S é tal que ó= hs ou ó= c~hs. Um 

exper1 imento que o estatístico pode realizar é, por exemplo 5 a ob 

servaçao de um indivíduo com a característica H, outro, e a ob 

servação de um indivíduo com a característica S . Denotemos 

por a 8 , a 8 , ªNH e ªNs os experimentos binomiais corresponden 

tesas observações de um indivíduo com a característica H, S , 

não H e não S, respectivamente. Então, 

s-c 
1-h 

; 

) e 

e 
s 

) 

h-c 
1-s ) · 

Calculando para cada um desses quatro experimentos 

usando a condição (1) tem-se: 

e 
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5 7

cxH >

c'cN >

c'!U >

a. >'

aS >

~tls>'

aS

ocNFÍ

al~ÍS

aNH

se e sónelate se h $ s ;

se e sõn\ente se h $ s , h+s $ 1 ;

se € sòmente se h+s É l ;

se e sòmente se s $ h , s+h $ 1 i

se e sòmente se h+s $ 1 à

se e sòmente se h $ $

Supondo

h = min {h, s, ].-h, ]--s} ,

então,

aH >'' ocS > cll~iH ; cIH > cINS >' cliÍH

}

&

..' '-.....P

e aS ) aNS

sao nao comparáveis até que h;s ou h:l-s.

Logo, o pr'ocedimento que sempr'e seJ-eciona a Caracte-

rística mais i.'ar'a da população e mai-s infor'motivo do que qual--

quer' ouvi'o pr'ocedimento da c].asse consider'ada. O expe].'imento

aNH e o menos informativo dos expor'imensos cIH 9 olSP aNH e clips

enquanto que aS ) al~ÍS são intermediár'íos.

iqorAS E RE FE RÊNcip.s

(1) Ver' ].6] , vo].ume 1, pg. 277, definição 15.8 e voJ-ume .[l, pg

].18, definição 26.5.

O capítu]-o 3 foi baseado no capa-tu]o X]] do ].ivr'o do
Blackwel]. e Gi.rshi.ck, ''Tt'eory of Games and Statistical Decisions''
e em lçi

ªH > ªs se e sômente se 

ªH ';> ªNH se e sôn1.ente se 

ªH > ªNS se e sômente se 

ªs > ªNS se e sômente se 

ªs > ªNH se e sômente se 

ªNs> ªNH se e sômente se 

Supondo 

h = min {h, s , 1-h, 1-s} , 

então, 

h $ s ; 

h ~ s h+s 

h+s ~ 1 ; 

s ~ h 
' 

s+h 

h+s < 1 

h $ s 

e 

são não comparáveis até que h=s ou h=l-s. 
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$ 1 ; 

::; 1 

Logo, o procedimento que sempre seleciona a caracte

rística mais rara da população é mais informativo do que qual

quer outro procedimento da classe considerada. O experimento 

ªNH é o menos informativo dos experimentos ªH, ªs' ªNH e ªNs 

enquanto que ªs , ªNS são intermediários. 

NOTAS E REFERÊNCIAS 

(1) Ver [6], volume I, pg. 277, definição 15.8 e volume II, pg. 

118, definição 26.5. 

O capítulo 3 foi baseado no capítulo XII do livro do 

Blackwell e Girshick, 11 Treory of Games and Statistical Decisions 11 

e em [4] . 



E.B.B.&.T.8
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9

2

9

-,4

9

5

9

l.o

l ix 1 1 « '

seque

f é p

Famz+lia

l ix l i $ '
segue

f #' P

Famílias

x" (x) :Q(X)
x € E

1-4-5

d :' = Àd+ ( 1- À )d '

9

12

12

25

25

3 2

37

42

47

Ê
(x):Q(X)U

x € E

11-4-5

d''= + (1-À)d'

PI(x) :

Zi(ql,...,qN)) Êi((ql,... ,qN))

- . pagina 

9 

9 

12 

12 

25 

25 

32 

37 

4-2 

4- 7 

linha 

-12 

-9 

2 

9 

-11 

-9 

-5 

9 

7_ 0 

E_R_R_A_T_A 
-----------

onde está 

1 ixl 1 < ó 

seque 

f 'é. p 

Família 
~': - -

x (x)=Q(X) 
w 
~•: 

x 8 E 

II-4-5 

d"= +(1-À)d' 

P1 (x) = 

g,i (ql' •• • ,qN)) 

leia-se 

11 x 1 1 :s; ó 

segue 

f t p 

Famílias 

I-4-5 

dº=Àd+(l·-À)d l 

P1 (x) = 

1 i((q1,···,qN)) 
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