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I - INTRODUGAO

Tratamos nesta monografia de alguns tipos de proces-
sos estocasticos com caracteristicas nao estacionarias analisan
do, em particular, a classe dos processos oscilatorios introdu-

zida por Priestley.

Inicialmente sao estabelecidos os principais resulta-
dos sobre processos estocasticos estacionarios, de interesse pa
ra o desenvolvimento da teoria posterior, devendo-se atribuir
particular atengso aos teoremas concernentes a representaggo,
atraves de certas integrais de Fourier (estocasticas), tanto de

um processo estacionario quanto de sua fungao covariancia.

Nesse sentido, convem aqui observar que em muitas a-
plicagoes envolvendo transformadas de Fourier onde existe inte-
resse em se estabelecer as relagoes entre duas fungoes digamos,
f£(t) e g(\), com a variavel t representando "tempo" e A a "fre-
quencia angular" de algum tipo de oscilagao, a relagao entre
f(t) e g()) pode ser expressa na forma de uma integral de Fou-

rier-Stieltjes:

£(t) = r e 1t 40 02y (1.1)

Q0

que mostra como a fungao £(t) & aditivamente construida pelas os
cilagoes harmonicas elementares eltkdg(k), tendo cada uma delas

frequencia angular A, com fase e amplitude determinadas por dg(\).
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Os teoremas de representacao apresentam resultados en
volvendo integrais do mesmo tipo de (l1.1) e estabelecem que, se
(X,) for um processo estocastico estacionario ao qual esta asso
ciado um processo (YA) com incrementos ortogonais, para cada t
fixado e possivel a representacao:

X, = J aitrqy

\ com E(|ay,{?) = aF(»> (1.2)

onde o processo (YX) e definido a menos de uma variavel aleato-
ria aditiva e F e uma fungao nao decrescente e limitada denomi-
nada funcao distribuicao espectral do processo (Xt), em termos
da qual a fungao covariancia deste processo sdmite mmA repre -

sentacao da forma:

R(u) = I e E (1) (1.3)

Pode-se observar, em analogia com o que foi menciona-
do de (1.1), que em (1.2) o processo (Xt) e aditivamente cons-
itkd

truido por oscilagaes harmonicas mutuamente ortogonais e Y

x’
cada uma das quais tendo frequencia angular \A.Dessa forma pode-
se dizer que (1.2) fornece uma representacao espectral do pro-

cesso estacionario (Xt)'

Por outro lado, como toda fungao covariancia de um pro

cesso estacionario pode ser representada na forma (1.3), consi-
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dera-se esta representacao tamhem como uma representacao espec-

tral de R(u).

Sendo de se notar que atraves da funcao distribuicao
espectral & possivel se obter informacoes sobre um processo es
tacionario em estudo e a fim de se estabelecer comparacgoes com

-
resultados apresentados no caso de um processo com caracteris-
ticas nao estacionarias, sao feitas no final do capitulo II ra
pidas consideracoes sobre o problema da estimagcao do espectro

(denominagao usual para dF(X)).

Muito emhora toda uma bem desenvolvida teoria sobre
processos estocasticos estacionarios ja tenha sido construida,
na pratica no entanto, muitas vezes a suposicao de estacionarie

dade se apresenta como duvidosa.

Em Economia, por exemplo,e comum se supor que (Xt)

possa ser representado na forma

X =m_+ c_ + s8_ + € Gl 4

onde m, e o termo de tendencia, . representa os ciclos econo-

micos, st a componente sazonal e et e o residuo, considerado es
tacionario, de modo que (Xt) se torna um processo nao estacio-
nario. Problemas de importancia que se apresentam sao os de re

mover oO0s componentes m Cp, © S, Para detalhes sobre o assun=

e =
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to, ver Granger e Hatanaka [11] e Gait [10].

Outra situacao € a considerada por Brillinger e Hata
naka [2] onde s3o analisados processos multivariados nap esta-

cionarios, em Economia, considerando-se modelos lineares da for

ma

Y = L f aj(t-u)xj(u) du + ¢

j=1 o

sendo {Yt’ Xl(t)....., xn(t)} um processo estocastico (n+l) va
riado estacionario e €, © disturbio. Tratamento analogo & fei

to pelos autores para sistemas de equagoes simul taneas.
Nesta mesma linha podem ser considerados sistemas nao

estacionarios de equagoes de diferemgas, estocasticas, lineares,

da forma

onde algumas raizes caracteristicas de X sao maiores do que 1,
em valor absoluto. O comportamento de tais sistemas e difieil
de se analisar pois as fungoes de covariancia nao convergem e
as densidades espectrais nao estao definidas. Ver, por exem-

plo, Chow e Levitan [4] e Rao [23].

Para um tratamento de modelos lineares nao estaciona
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rios utilizados para fins de previsao e controle, basicamente
modelos do tipo auto regressivo-medias moveis, a melhor refe-

réncia @ o livro de Box e Jenkins [3].

Pode-se ver ainda o recente artigo de Priestley e
Tong E19], que estende a analise a ser aqui apresentada para o

caso de processos nao estacionarios bivariados.

Em tais casos, portanto, em que a suposicao de esta-
cionariedade nao e assumida, a analise espectral classica basea
da em um modelo estacionario, dificilmente pode ser admitida

com conviccgao.

0 capitulo III vem entao considerar processos esto-
cisticos gerais apresentando resultados sobre a decomposigao e
representacao de tais processos. Generalizam-se certas proprie
dades dos processos estacionarios para certas classes de pro-
cessos nao estacionarios, em particular, propriedades relacio-
nadas ao problema da predicao linear de minimos quadrados. Nas
seccoes 1, 2 e 3 deste capitulo o caso geral de um processo es
tocastico vetorial com momentos de segunda ordem finitos, & es
tudado. Para um tal processo existe uma decomposicao,determina
da de maneira unica, em um componente deterministico e um pura
mente nao deterministico que sao mutuamente ortogonais. No ca-
so de um processo vetorial a parametro discreto as proprieda-

des dessa decomposicao sao uma generalizagao direta da conheci

da decomposicao de Wold para processos univariados estaciona-
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rios a parametro discreto: este caso e tratado com detalhes na
~ - £ 4 o .

secgao 2. Para um processo a parametro continuo sao estabeleci-

dos resultados analogos ao caso discreto, de uma forma mais sus

cinta.

A decomposicao em um componente deterministico e um
puramente nao deterministico formam a base de uma analise de um
processo estocastico no dominio do parametro t (ou'"tempo"), ge-
neralizando as bem conhecidas propriedades dos processos esta-
cionirios. Para a classe destes ultimos, a grande vantagem de
se passar da analise no dominio do tempo para a no dominio da
frequencia (ou analise espectral) e a possibilidade de se usar
os poderosos metodos da analise harmonica. Isto pode ser feito
para processos estacionarios ja que para estes existem as repre
sentagoes especiais (1.2) e (1.3) tanto para os processos como
para as funcoes covariancia associadas. No entanto, um problema
que surge ao se tratar com processos nao estacionarios e o da
possibilidade de se formular uma teoria espectral envolvendo
conceitos classicos tais como "energia" e "frequencia" de modo
que uma fungao espectral definida, ainda possua uma interpreta-
cao significativa e util, Deve-se observar (secgoes 2 e 3 do ca
pitulo) que nas expressoes de representacao de um processo nao
estacionario nao ocorre o aparecimento da fungao exponencial sur
gindo dal a dificuldade em se estabelecer uma definigao razoa -

vel do espectro para este caso.
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Muitas tentativas ja foram feitas para se estabelecer
uma tal definicao, cada uma delas tendo como objetivo se deter-
minar uma unica funcao cujas propriedades dependessem do com-
portamento do processo sobre todo o espago dos parametros. Cra-
mér considerou uma classe de processos (Processos Harmonizaveis,
primeiramente introduzida por Loéve) que admitem uma representa
¢ao da forma

it
Xt f e dzk

sem a restricao de (ZA) ser um processo com incrementos ortogo-
nais, e definiu para este caso o espectro integrado, agora uma

funcao de duas variaveis, como sendo

dF (A,v) = E(|dz,.dZ|)

Esta classe de processos e apresentada encerrando o capitulo II.

Como uma referencia dentro do problema de se definir
o espectro para o caso nao estacionario, & de valor o artigo de
R.M.Loynes [15], que apresenta consideragoes sobre as condigoes
necessarias a uma fungao para que seja admitida como o espectro
e sugere algumas propriedades desejaveis ao se tentar estabele-

cer essa definigao, a saber:

A, : o espectro devera ser uma funcao real do "tempo"
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e da "frequencia", completamente determinado pe-

-~ .~ .
la funcao <covariancia.

devera descrever a distribuicao de emergia sobre

frequenc ia.

a correspondencia entre o espectro e a funcao co

variancia devera ser biunivoca.

o espectro devera se transformar razoavelmente e
preferivelmente de maneira mais simples, se o
processo (Xt) for transformado linearmente. Em
particular, um conhecimento do espectro de (Xt )

determinara o espectro do processo transformado.

devera se reduzir ao espectro usual ou a alguma
transformacao simples deste, se (Xt> for de fato

estacionario,

se o processo for constituido de uma sucessao de
i = . (1)
partes estacionarias, digamos (Xt ) para t<0
(2) -
e (Xt ) se t>0, o espectro sera composto de uma
sucessao dos espectros estacionarios correspon -

dentes.

devera ser uma transformada de Fourier, ou algu-
ma transformada relacionada, de alguma quantida-

de aparentemente significativa.

discutidas, ainda no mesmo artigo, as definigoes dos espec-
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tros sugeridos por Fano (1950), Page (1952), Levin (1964), Dub-
man (1965) e por Priestley (1965), sendo a tepria relacionada
com este ultimo de especial interesse neste trabalho e apresen-

tada aqui a partir do capitulo IV,

Em Priestley [20], este apresenta seu espectro intro
duzindo uma classe de processos nao estacionarios, os Processos
Oscilatorios,e definindo para estes o que ele chama de especithro
de evolucgao (ou espectrno evolutivo) que e uma quantidade espec-
tral com interpretagao fisica semelhante & do espectro de um pro
cesso estacionario e que possue uma certa relagao com o resulta
do apresentado por Page [16] quando introduziu a nocao de edpec

tho instantaneo de poiencia.

A fim de estabelecer uma definigcao de modo a tornmar,
tambem para o caso nao estacionario, a nogao de frequencia fisi
camente significativa, Priestley deliberadamente considera uma

representagio espectral para o processo, da forma

1tA
X f At(k)e dYA

t

impondo condigoes especiais a familia de fungoes {At(k)}.

A sua definicdo de espectro evolutivo e estabelecida de modo a
possibilitar uma interpretacgao fisica muito semelhante a do es-
pectro de um processo estacionario e descreve uma distribuigao

local de energia sobre frequencia, com "frequencia" se referin-
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.

- ~ . 1>\t
do a constante A da fungao exponencial complexa e .

E mostrado que a nogzo de espectro evolutivo generali
za a definigao usual de espectro para processos estaciomarios e
que, em cada instante de tempo, sob certas condigoes, pode-se es
timar o espectro evolutivo a partir de uma uUnica realizacao do

processo.

A fim de examinar a validade dos metodos de estimagao
sugeridos por Priestley, sao planejadas no final deste trabalho,
realizagoes de um processo nao estacionario artificial, gerado a

partir de modelos conhecidos.
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II - SOBRE PROCESSOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

Introdugao

Dado um espago probabilistico (Q,B,P), seja

o conjunto de todas as variaveis aleatorias X, a va-

lores complexos, definidas em §, tais que

LZ(Q,B,P)

E(lxlz) = f IX(m)|2 dP (w) < = (2.1.1)
Q

Definigao 1.1 :

Duas variaveis aleatorias X e Y, pertencentes a

serao chamadas variavedis aleatorias equivalentes se
2
P(X=Y) =1 ou EC(|X-Y|") =0

Variavelis aleatorias equivalentes serao observadas

aqui como identicas, de modo que ao nos referirmos a uma par-

ticular variavel aleatoria, estaremos nos referindo a classe

de todas as que lhe forem equivalentes.

Com essa convengzo, o conjunto LZ(Q,B,P) sera um es

pago de Hilbert (com as operagoes de adigao e multiplicacgao

por escalares definidas respectivamente como a adigao usual de
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variaveis aleatorias e a multiplicagao usual por numeros com-
plexos), com produto interno entre duas variavies aleatorias X

e Y definido por
<X,Y> = E(X.Y) (2.1.2)

onde Y representa a conjugada de Y.

Consequentemente, a norma da variavel aleatoria X se
ra dada por :
1/2 : 2,11/2
Ixl| = <x,x> = [E(|x]|%)] (2.1.3)
Com esta definigao, a convergencia em norma de uma
sequencia de pontos em L,(R,B,P) coincide com a convergencia

em media quadratica da sequencia de variaveis aleatorias cor-

respondente.

Seja agora (xt:te'r) um processo estocastico comple
X0, isto e, existe um espago probabilistico (R,B,P) tal que pa
ra cada t, X  : Q ——=C e uma variavel aleatoria. O conjunto
T, em geral, sera considerado Z (e o processo sera dito proces

so a parametro discreto) ou um intervalo real (processo a para

metro continuo).

Definigao 1.2 :

Um processo estocastico complexo sera de segunda or-
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dem se para todo t€ T, Xté Lz(Q,B,P).

Portanto para cada te€ T, Xt pode ser observada como
um ponto no espago de Hilbert LZ(Q,B,P) sendo entao possivel
se definir o espago de Hilbert gerado por um processo estocéi

tico.

Definicao 1.3 :

Dado um processo estocastico complexo (Xt t te T),
o espago vetorial gerado por tal processo, representado por

S(Xt : t€T), e por definigao o conjunto de todas as varia-

i=1

. n
veis aleatorias U que puderem ser escritas na forma U= [ zi&a
para algum inteiro n, constantes complexas zl, zz,...., z_ e

n

pontos tl, tz,...., tn em T.

Definigao 1.4 :

Dado um processb estocastico complexo de segunda or
dem define-se o espago de Hilbert gerado por tal processo, re
presentado por L(Xt : t€T), como o constituido de todas as va
riaveis aleatorias do sub-espago S(Xt : te€T) juntamente com
todas as variavies aleatorias U tais que existe uma sequencia
de variaveis aleatorias Un em L(Xt : teT) convergindo para

U no sentido que, quando n + ® ,

2 2
HUn-U” = E(IUn-Ul ) >0
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Prova-se que L(X : teT) e um espago de Hilbert.
De fato, pode-se definir L(Xt : t€T) como sendo o menor sub-
conjunto de LZ(Q,B,P) contendo a familia de variaveis aleato-

rias, que possue as propriedades de um espago de Hilbert.

Como somente serao de interesse em nosso estudo, pro
cessos estocasticos complexos de segunda ordem, sempre que
nos referirmos a um processo (Xt : teT), este devera ser con
siderado, salvo mengao em éontririo, como um processo estocas

tico nas condigoes da definigao 1.2.

2. Fungdes Média e Covaridncia de um Processo Estocas-
tico

Definigdo 2.1 :

Para todo te T, a funcao valoxr medio do processo

(x, : t€T), representada por m(t), e por definigao

m(t) = E(X ) o | (2.2.1)

Observemos que para todo teT, (Xt-m(t)) possue me-
dia zero e sendo usualmente mais siﬁples se estudar esse pro-
cesso em lugar do processo (Xt)’ suporemos realizada essa subs
tituigso de modo que,se nada for mehcionado em contrario, es-—
tafemos tratando com processos (Xt) tais que E(Xt) = 0, para

todo t€T.
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Definigao 2.2 :

A funcao covariancia do processo (Xt : t€T), repre

sentada por R(s,t), e definida para todo (s,t) em Tx T por

R(s, t) =X

, X > = E(X_ . X)) (2.2.2)

S t

Pode-se verificar (Loéve [14]) que:

i

i) R(s,t) existe e € finita para todo (s,t)E Tx T

ii) R(s,t) = R(t,s)

il) R(t,t) = E(|Xt]2) € real e nao negativa

iv) R(s,t) & uma fungao definida nao negativa no
sentido que, dado qualquer conjunto de pontos
t1s toyy eaesy toem T e quaisquer numeros com-
plexos Zys zz, sevey Zo

n - -
=1R(t ,tk) Z s zk =E(j’i=1xtj th zJ zk) =
= E (I.g X, Zjlz)
=1L 7]

- o~ . - . s
e sempre real e nao negativa. Esta e uma propriedade caracterisg

tica da classe de todas as fungoes covariancia pois, dada qual

quer fungao R(s,t) com essa propriedade, existe sempre um pro-

cesso estocastico (X, : t€T) cuja funcao covariancia & a R(s,t)

dada. (Cramér e Leadbetter [8]).

Admitindo-se como convergencia natural, a convergen

cia em média quadrdtica ja citada em II.l, pode-se provar (Loeve
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[14]) que um processo (Xt : tET) sera continuo em t, se, esomen

, t )5 e

te se, sua fungao covariancia R(s,t) for continua em (t, o

ainda, se R(s,t) for continua na diagonal, serd continua em toda par

ties

3. Processos com Incrementos Ortogonais

Definigdo 3.1 :

Um processo (Yt : t€T) sera considerado com incre-

mentos ortogonais se

E(]Ys - Y |2 < ® , para todo s,t em T

e se para quaisquer s

E[(Ytz - Ysz) <Yt1 —'Ysl)] =0 {3l

A cada processo com incrementos ortogonais .corres-
ponde uma fungao F monotona, nao decrescente, determinada de ma

neira unica, a menos de uma constante aditiva, por
B(lY, - ¥ %) = F(e) - F(s) , s<t (2.3.2)

(ou em uma forma simbolica, E(|dYt|2) = dF(t) ) .

As propriedades relativas a continuidade de F deter
minam as do processo (Yt.: tE T) da seguinte forma (Doob [9];

Cramér e Leabetter [8]) :
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Teorema 3.1

Seja (Yt t teT) um processo com incrementos ortogo-
nais onde T e um intervalo real. Seja F a fungao definida por

(2.3.2). Entao,

i) para cada teT, h>0, existem os limites late-

rais:

lim Yt+h = Yt+
h+o
lim Yt-h = Yt—
h-+o
ii) Yt_ = Yt " Yt+ e valida com probabilidade 1 ex-

ceto possivelmente para reais t pertencentes a um subconjunto de

T no maximo enuméravel.

Faremos uso de certas integrais, mais propriamente de

nominadas Integrais Estocasticas, apresentadas como segue:

Seja (Yt i tET) um processo com incrementos ortogo-
nais onde T e um intervalo real. Seja ¢ uma fungao fixada, com

dominio T. Daremos significado ao simbolo:

J cts(t)dYt (2.3.3)
T

Tomemos ¢ a fungao escada tal que
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$(t) =

Entao definimos

n
w=j¢(t)dYt=ZC.[Y o= ] (2.3.4)
2

T

Observemos que a classe de equivalencia de ¥ e uni-
vocamente determinada por ¢ e pelo processo, evidentemente; ain
‘da, a cada combinacao linear de tais ¢'s corresponde a mesma com

binagao linear das correspondentes y's e

[« [ b (£)dY ) ( f TORSIE f ¢ ()TE) dF (&)
1 T . T

(2.3.5)
Estabelecemos, portanto, uma correspondgncia entre
certas funcoes de t (as fungoes escada ¢) e variaveis aleatori-

as J. Se forem definidas

1/2
[{ |¢l(t)-¢2(t)|2 dF(t)] J (2.3.6)
T

o, ol

1/2
[EClo, - v,15)] (2.3.7)

1y, -v,ll
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como a distancia entre as ¢'s e a distancia entre as Y's, res-
pectivamente, por (2.3.5) teremos que distancia ¢ preservada
pela correspondencia.

Seja agora ¢ um limite (no sentido da distancia
(2.3.6)) de uma sequencia {¢n} de fungoes escada do tipo defini

do por (2.3.4). Entao,

Ho-o,11% = [ 1o -0 ()[% ar(e) 0 quando v
8
isto e, l.i.m ¢n = ¢
n-=> o«

Logo, como e preservada a distancia,

Novamente, a classe desta Y e determinada pelo limi

te de {¢n} e nao pelas ¢n's. Definimos portanto

[ ¢<t)dYt='¢r (2.3.8)
T

A classe das fungses ¢ para as quais a integral
(2.3.8) e definida, e a classe das funcoes em T que sao mensura
veis com respeito a medida dF de Lebesgue-Stieltjes e para as
quais

f |6 Ct) | 2dF (L) < w
T
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4, Processos Estacionarios de segunda ordem

Definicao 4.1 :

Um processo (Xt : t€T), generico,sera um processo
estrnitamente estacionario se a familia de suas distribuigoes
finito~dimensionais for invariante sob uma translagao no para-

metro t, isto e, para qualquer sequencia finita Eys Eps wees E

+h =

de T, a distribuigao conjunta das variadveis aleatorias X,
1

X P M R | independe de hE€T.
+
t2+h tn h

Obviamente as caracteristicas das distribuigoes con
juntas de um processo estritamente estacionario independem de h
e, em particular, os momentos das distribuigoes, se existirem.

Neste caso,

E(X,) = E(X,,.) =m ¥h, cterT

R(s,t) = E(X_.X) e E(X_ X ) =E(X__,.X )= R(s-t)

Definigao 4.2 :

Um processo (Xf :{ t€T), generico,sera um processo
estacionario no sentido amplo (estacionario de segunda oxdem ou

fracamente estacionanrio) se
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E(]thz) < ®» para teT

(204.1)
E(Xt) = m para todo t€ T
R(s ,t) =R(s-t) para qualquer (s,t) em TxT
(considerando a observagio em II.2, poderemos sempre assumir,

sem perda de generalidade, que m=0).

Observemos que um processo estritamente estaciona-
rio sera estacionario no sentido amplo se, para todo t€T,

Xte LZ(Q,B,P).

Serao de nosso interesse apenas 0S processos esta-
cionarios correspondentes a definigao 4.2; sendo assim, a esta
cionariedade a qual nos referiremos sera sempre a no sentido

amplo.

4-1. ﬁepresentaqio e Decomposigao Espectral de um Pro-

cesso Estacionario.

‘Seja (X_: t€T) um processo estacionario continug
isto e, a fungao qﬁe a cada t associa X ¢ uma fungao continua
0 conjunto T, se igual a Z, sera considerado dotado da metrica
discreta, e no caso de T ser um intervalo real, a metrica con-

siderada sera a habitual.
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Seja ainda R(u) = E(Xt+u.§t) a fungao covariancia

do processo considerado.

0 teorema abaixo melhora o resultado dado em II.3

atraves da propriedade iv).

Teorema 4.1 (Doob [9]):

Qualquer funcao R : T +- C definida positiva, isto

e, continua e satisfazendo

R(=u) = R(u)
(2.4.2)

I R(t.-t.)z. z, 2 O
el i “3171 T §
i,]

‘para cada sequencia finita ty» tyees, t de elementos de T e
toda sequencia Zys Zys +ees 2z de numeros complexos, e a fun-
¢ao covariancia de um processo estacionario. Ainda, se a fun-
gao covariancia for real, o processo podera ser tomado a valo-

res reais.

0O teorema seguinte, devido a Bochner, descreve as

fungoes definidas positivas como sendo transformadas de Fourier

Teorema 4.2 :

Uma fungao R : T » C sera definida positiva quan-

do e somente quando seus valores forem dados por :



_23_

E{n) = J % 4Fex) (2.4.3)
T

onde F e uma funcao nao decrescente e limitada. Ainda, se R for

real, entao

R(u) = ( cosud dG(X) (2.4 04)
J

onde G e uma fungao nao decrescente e limi tada.

Se o processo for a parametro discreto os interva -
los de integragao em (2.4.3) e (2.4.4) serao respectivamente
[—ﬂ,w] e [o,v]; no caso do processo ser a parﬁmetro continuo,

serao respectivamente (-»,®) e [o,®),

Condicoes de unicidade para as funcoes F e G e a

demons tragao do teorema acima podem ser vistas em Doob [9].

Se a funcao F for uma fungao absolutamente continua,
diremos que O processo (Xt : tET) tem uma densidade espectral.
A derivada de F, representada por F'=f, e chamada a fungao den-

sidade espectral do processo (na forma complexa).

Se (Xt : t€T) for a valores reais, a fungao F sera
absolutamente continua se e somente se a funcao G o for. Neste
caso, G'=2F' sera a fungao densidade espectral do processo (for
ma real).

Em qualquer dos casos, a fungao F e chamada a fun-
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cao distnibuicao espectral do processo.

Existira uma funcao densidade espectral, continua,

dada por:
- -1iAu
F'(A)) = I R(u) e . (forma complexa)
u= - 00
oo
G'(A) = 2R(o)+ 4 I R(u) coslu (forma real)
u=1
fee]
quando o processo for discreto, se a soma L |R(u)| for con-

3= —0oo

vergente.
‘De modo analogo, existira uma funcao densidade es-

pectral, continua, dada por :

F'(\) = f R(u)e-—l}\Ll du (caso complexo)
G'(\) = 4J R(u) cosAu du (caso real)
o

quando o processo for a parametro continuo, se J ]R(u)l du < =,

—00

0 conjunto de todos os valores A tais que, paraqual

quer €>0,

F(A+e) =F(A=-€)> 0
e definido como sendo o espectro do processo comnsiderado.

0 seguinte importante teorema, sob um ponto de vis

ta abstrato, e equivalente a um teorema devido a M.H.Stone E2Q
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sobre grupos de transformagoes unitarias em espagos de Hilbert.
Sob linguagem probabilistica ele e devido a Cramer e independen

temente a Loeve.

Teorema 4.3 :

Todo processo estacionario continuo (Xt : t€T) tem

a representagao espectral

X, = f el A 4y (2.4.5)

I

A

onde (YA :A€1) e um processo com incrementos ortogonais com
E(IdYklz) =dF(\A). Se o processo (Xt : t€T) for a valores reais,

a representacao espectral sera

Xt = f [coskt dUA+ senit dVX] _(2.4.6)
J
onde (Uki AEJT) e (VA= A€ J) sao processos reais, com incremen-

tos ortogonais e tais que
(av,) %)= E[@v,)%]= de) , para A>0
E[(dUX)ZJ= dG(\) , para A>0

E(dUA.qu)?O , para A,u€J

Observacao: Sendo de interesse no capitulo IV alguns

aspectos praticos que podem ser gssociaﬁos a representagao es-
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pectral de um processo estacionario, serao feitas aqui algumas
consideracoes a respeito: Se (Xt : tE€R) for observado como re
presentando algum processo fisico concreto, por exemplo, flutu
agoes em voltagens eletricas, a representacao espectral dada a
traves do teorema 4.3 fornecera a decomposicao da flutuagao to
tal em seus componentes harmonicos elementares. A relagao

dF (L) = E(ldYﬂz) mostra que dF(\) & a potencia media dissipada,
atraves de uma unidade de resistencia, pelo componente com fre
quencia no elemento (A, A+d)A). A funcao distribuigao espectral
F entao determina a distribuigao da potencia media total da
flutuagao sob a variagao da frequencia angular . A potencia
media associada ao intervalo de frequenmcia A, <A )\ sera

1 2

F(Az)-F(Xl) que, para o conjunto todo de variagao de A se torna
E(]x, %) = R(0) = F(=) - F(-®)

Entao a fungao F determina o espectro de potencia
do processo (Xt : tET). Pode-se pensar entao distoc como uma
distribuicao de uma massa espectral, cujo valor total e R(o) ,
sobre o conjunto dos A. E sera possivel se dizer que X pertence
ao espectro de potencia sempre que o intervalo (A-h, A+h) le-

var uma massa positiva, para qualquer h>0.

Suponhamos agora que Al’ AZ’ cesy A formem uma

partigao mensuravel com respeito a medida J dF(A), do interva
€)

lo (-», ©)., Entao e possivel escrever o processo (Xt : tET)

como uma soma de processos mutuamen te ortogonais(g(xén)xémj)-o

 p
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para quaisquer ts s tj em T e 1<n, mgq ) cujas distribuigoes es
pectrais estao confinadas aos respectivos conjuntos Al, A2,...,
A .
q
Uma decompos icao do processo, de interesse, e a cor

respondente a decomposicao da sua funcao distribuigao espectral

F, na forma

F=F, + F, + F (2.4.7)

onde F, & uma fungao puramente descontinua, isto e, constante ex
ceto em um conjunto no maximo enumeravel de pontos de desconti-

nuidade, F, e a componente absolutamente continua de F e F a

2 3

componente continua singular de F. Entao %_Econfinada aos pon -
tos onde a F e descontinua, a distribuiggo F2 aos pontos de con
tinuidade de F nos quais F' e finita e a distribuicgao F, e res-
trita ao conjunto de medida nula onde F & continua e F' ou nao
existe ou e infinita. Essa decomposicao de F gera uma correspon

. ~ ~
dente decomposigao do processo em tres processos mutuamente or-

togonais, isto e,

X, = xt(1)+ xt(2)+ xt(” (2.4.8)

Se Al’ A forem os pontos de descontinuidade

2 ’ e 9o & 0
de F (suposta continua a direita) e se E{[d?{i\]2}=dF(A), entao

. . - "‘
x (D o p ity [y -1y ] (2.4.9)
t j J ]
onde as variaveis aleatorias Yo, = ¥y - formam um conjunto orto

j j
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gonal e para cada t€T fixo, a serie em (2.4.9) converge em mé
dia.

4-2. Operacoes lineares sobre processos estacionarios

Se (Xt : t€T) for um processo estacionario com re

pres entag'éo espe ctral :

X, = f 5k iy E(IdYﬂz) = dF())

)\ 3
i
entenderemos por uma operacao linear sobre tal processo como
sendo uma transformagio que leva (Xt : teT) em (it : tE€T) que

e uma soma finita da forma

X =TIy, X = J eltx[z Y; etjx ]dYX (2.4.10)
j i
I

ou um limite em media de tais somas finitas. A relagao acima su

gere a seguinte generalizagao:

= it
Xt = f e F(X)dYA
I

onde T'(A\) @ qualquer fungao que seja mensuravel com respeito

a F e para a qual

J lr(l)lzdF(A) <
I

A funcao ' @ chamada fungdo transferencia da opera

¢ao. Logo, toda operaqao linear tem uma fungao transferencia e
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-

toda funcao transferencia determina uma operagao linear que de-

fine um novo processo estacionario.

- = o .
0 novo processo e tambem continuo poils

B(]%_-%,|%) = j [e2®R o PEAI2 IR 51 24P AT + 0
I
quando (s-t) > O

A funcao covariancia de (it: tc T) sera dada por

R(u) = j ek [ TN TG T 24 4 haF (2.4.11)
I

de modo que a fungao distribuigao espectral de (it i1 te T),

sera obtida de

dF() = |TO) |2 dFrO) (2.4.12)

Se a fungao transferencia da operacao for dada por

r(x) = f e_i)‘s z(s) ds com f lg(s) |ds < =

I
(2.4.13)

. o L
(e aqui estamos supondo o processo a parametro continuo),

g, = [ 1 rnyay, - [ eit*[f e Sg(s)dslay, =
I I

- [[Jei(t_s)deX]g(s)ds= f X, 8(s) ds (2.4.14)
I L

A operacao linear cuja fungao transferencia & da forma (2.4.13)
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.6 denominada {<{ftragem {inear, nome que provem do fato desta o
peragao fornecer uma descrigao matematica para um filtro fisi-
co linear cuja entrada e saida estao relacionadas por uma equa
cao da forma (2.4.14), Esta equacao exibe explicitamente a re-

lagao linear entre it e X, .

Para um processo a parametro discreto sao validos
os mesmos resultados apresentados atraves de (2.4.13) e (2.4.14)

com as habituais modificagoes.
4-3. Sobre a estimagdo da fungao densidade espectral

Consideraremos agora (Xt : t€T) um processo esta-

cionario a valores reais e a parametro continuo, tal que:

m(t) = E(xt) = Q0 para todo t

(o caso de processos estacionarios a parametro discreto pode
ser discutido de modo semelhante e todas as consideragoes a se
rem feitas nesta secgao se estendem para o caso em que a fun-

¢ao valor medio nao e nula).

Assumiremos ainda que a funcao covariancia

R(u) = E(Xt.X )

t+u

satisfaz J |[R(u) | du < = (2.4.15)

-0

Segue entao que O processo (Xt) possue uma fungao
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densidade espectral f()) satisfazendo

(ve]

F(X) = —LJ e 120 £y du (2.4.16)

21

- 00

Em vista da equacao (2.4.16) parece natural se pen-
sar em um estimador para f(A) como sendo a transformada de Fou

rier do estimador da fungao covariancia,

Definicao 4.3

Dada uma amostra de (Xt), com oSt{To, a 6un¢&0 ee=

varianedia amostrhal, Ry (u), e definida por
(o]

T -|uj
1 o
R,, (u) = o f xt'xt+lu|dt 0w et
i 0
o o
0 y |u|>T0
(2.4.17)
e sua transformada de Fourier:
T T
o o
1 -ilu 1
fT (\) E?[ e ‘RT_(u)du ?rf coquRT (u)du
o o o
=T o
o
(To 2
1 -itX (2.4.18)
= ShT J e Xt dt '
9 o]

6 denominada funcac densidade espectral amostral ou periodoara
ma.
Muito embora a fungao covariancia amostral RT (u) se
)

ja, em cada u, um estimador consistente de R(u), e fato conhed
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do que o periodograma nao constitue um estimador consistente pa
ra a densidade espectral £(A\). As sugestoes apresentadas sao en
tao de se estimar £(\) em um ponto ko, considerando-se a media
dos valores de fTo(X) em uma vizinhanga desse ponto. Entretanto
isto leva a um estimador consistente nao de f(\y) mas de uma me
dia espectral na vizinhanga de Ay, isto e, uma média da forma
j A(Mf(A)d) onde A()A) e uma fungao escolhida convenientemente

(por exemplo, A(A) pode ser escolhida como uma fungao cujos va-

lores maximos se concentram em torno de lo).

Definicao 4.4 :

Para toda funcao continua e limitada A(X), define-se

J(A) = Im AN E(X)dX (2.6.19)

~
como sendo a media espectral correspondendo a fanela espectral
AC)).

Sera de importancia no que se segue a nogao de Lan-
gura de faixa de uma janela espectral. Diversas definigoes para
essa medida tem sido sugeridas por diversos autores, todas razqé
veis interpretagoes da nogao intuitiva de "largura". A adequa-

da para nosso desenvolvimento e devida a Parzen.

Suporemos A(X) satisfazendo certas condigoes de re-

gularidade de modo a ter sentido as conaideracoes que se seguem:
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Definigao 4.5 :

A largura de faixa de uma janela espectral A(}) e de

finida como o comprimento da base do retangulo que possue mes-

ma area e mesma altura maxima que o grafico de A(A). Em sim -
bolos,
(o]
A(X)dX
B(A) = —= (2.4.20)
max |[A()) |
A

0 valor ko tal que A(AO)-maxIA(k)[ e chamado pico da
A
janela espectral A(M).

Parzen [17] mostra que medias espectrais correspon -

dendo a janelas espectrais com largura de faixa %L sao quanti-
o

dades naturais de se desejar estimar e sendo assim, formula o

problema da analise espectral empirica como segue:

- Dada uma amostra de um processo (Xt) com Ost(To,

/ ~
formar estimadores ou do valor f(AO) da funcao densidade espec

tral em wm dado Ao’ ou de medias amostrais J(A) corresponden-
tes a janelas espectrais A(X) cujo pico e Ao e cuja largura de

faixa e da ordem de = = s =
To

Grenander e Rosenblatt [12] mostraram que e necessa-

rio somente se considerar estimadores da forma:

1 To i\
% =1 u
fTO(AO) ﬁ [ e o k (U)R

T (u)du (2.4.21)
-TO

(o} YIO

onde as constantes kT (u) sao escolhidas como uma fungao par
o
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de u. Estimadores dessa forma podem tambem ser escritos como me

dias espectrais amostrais

feo]

* .
fTo(Xo) = J kTo (A=15) fTo(A) dXx (2.4.,22)

onde a janela espectral K, (}) e definida por

(0]
T
£ L) e ke oi)\uk()d (2.4.23)
\To 2“_Te TOU u P
[e)

%* = ;
Nota-se que fT () tambem pode ser escrito como uma
o)

media discreta sobre os valores do periodograma nos pontos

Xm(To) = %% para m=0, ¢ 1, +2, ..., em virtude de
oy = 1ot O X=X 2.4.24
£ (A) = T v ( m(To))KT (A= m(To)) (2.4.24)
o 0 m=-—® o} e}

Assumindo-se que a janela espectral KT (X) atinge seu
o

maximo em A=0 ,

B(KT )= = (2.4.25)

Em muitos casos k, (o)=1 e nestas circunstancias, a

To

classe de estimadores da forma (2.4.21) pode ser caracterizada

* il
como segue: - Como um estimador fT (XO) de uma media espectral
o

J(A) cuja janela espectral A(X) tem pico A, e largura de faixa
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1 : ~ . s -
da ordem de T considera—~-se medias espectrals amostrals

(¢]
o

(Xo—k)) = ] KTO(AO—x)fT (X)) dx (2.4.26)

(e]

JT (LT
o )

-0

cuja janela espectral KT (AO-X) tem pico em Xo e largura de fai

T s -
xa da ordem de | o] Ny onde
tj kT (u)duJ
o
-T
o
-1iuA
kT (u) = J K, (A) dX (2.4.27)
0 o

Procura-se determinar dentre os estimadores da for-

ma (2.4.21) aquele que & melhor de acordo com algum critério.

A fim de se especificar um estimador da forma
(2.4.21) deve-se estabelecer a fungao kp s dois metodos sao con
)
siderados, originando-se duas classes de estimadores que inclu

ém como casos especiais a maioria dos estimadores ja sugeridos

por diversos autores.

- Seja h uma fungao limitada, par, quadraticamente
integravel, definida para todo real v, tal que |1-h(V)|/|v|se-

ja uma fungao limitada de v.

Uma classe de estimadores f; (A) & obtida atraves de
o

(2.4.21) definindo-se

u
kT (u) = h(g——) (2.4 .28)
o To

onde as constantes positivas MT + 0 quando To* © de tal forma
)
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que + 0. Esta e a classe dos estimadores chamados de estd-

(e]

madores do tipo algebrico .

- A segunda classe dos estimadores e obtida atraves

de (2.4.21) definindo-se

kp (u) = h(a, e“lul) (2.4.29)
o o
onde O e AT sao constantes positivas, sendo que AT + 0 quando
o o}

A , o~

T°-+w de tal forma que log To s 0 Estes estimadores sao cha-
T .
o

mados estimadores do £Lpo exponencial,

Estas duas classes de estimadores foram introduzi -
das e suas propriedades assintoticas extensivamente discutidas
por Parzen [18]. Os varios estimadores sao obtidos de acordo com

diferentes escolhas do "kernel" h. Como exemplos,

0 estimador sugerido por Bartlett corresponde a es-

colha

1 - |v]| v] <1
h(v) = (2.4.30)
0 |v| 2 1

0 estimador, usualmente chamado de peadlodograma thun

cado corresponde ao kernel
h(v) = 245 31)

Parzen sugeriu kernels da forma:

1 - ivlq . |v[ <1
h(v) = (2, %,32)
0 ; |vt B & el il L
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0 estimador de Daniel corresponde ao uso do kernel

h(y) = 227 (2.4.33)
v

Tukey sugeriu o estimador correspondente ao kernel

N —

(l+cosmv ) 5 v €1
h(v) = (2.4.34)

0 v 21
Outras possiveis escolhas do kernel h podem ser ob

tidas em Parzen [18].

A fim de escolher um estimador f; (A), deve-se ob-

0
servar que sendo f(\) uma fungao e nao simplesmente um parame-
tro, existem consequentemente varios critérios possiveis que
podem ser usados para julgar o mérito dos diversos estimadores.

Aqueles que tem sido sugeridos ate agora podem ser sumarizados

como segue:
i) eriterio do erro quadratico medio integrado -
Lomnicki e Zaremba propuseram como uma "figura de

merito", o erro quadratico medio integrado definido por

J e | f;O(x)-f(x)|2] dA-JmVar(f;O(X))dk +

- 00 -00

i j vi[ f; o) ] dx (2.4.35)
(o]

@
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* * * 2
onde Var(£,, (X)) = E|f. (A) -E(f,. (\))]

T T T

(o] o o
* % (2.4.36)
e v(f, (X)) = E(f, (X)) - £Q))
o o
- ! s *
sao respectivamente a variancia e o vicio do estimador fT (A .
0

Este criterio tem sido criticado pelo fato de dar pesos iguais
a todos os X ; no entanto e o unico até agora que fornece uma

forma explicita para o desejado estimador "otimo".
ii) criterio do maximo erro quadratico medio -

Parzen sugeriu a medida
* 2
E [sup | £, (A) = £ |7 ] (2.4.37)
A 0

mencionando que e a quantidade apropriada a se considerar ao se

construir faixas de confianga para a funcao densidade espectral

iii) criterio do erro quadratico médio em um particular
valor A
Parzen propos como "figura de mérito" o erro quadra
tico medio

*
e[leg 00 - €012 ] = varcey, ) +v2 (g5 (1))
(o] " (o]

o

(2.4.38)

em cada A, Este criterio e criticado pelo fato de nao se ter u-
sualmente interesse em estimar f(\) em um particular valor A\.
Jo entanto como o desvio padrao e o vicio de f(A) sao ambos em

geral assintoticamente proporcionais a f(A), o erro quadratico
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médio relativo, definido por
* 2 2
E[ £, OO = £ |7 /7£700) ] (2.4.39)
(o]

e aproximadamente assintoticamente independente de A .

Uma outra forma de se atacar o problema da estima -
cao da funcao densidade espectral e utilizar uma técnica de fil
tragem obtendo-se um novo processo (it) relacionado com (Xt) a-

traves de

t
Xt = I XS g(t-s) ds - 0<t<T, (2.4.40)

o
onde a funcao transferencia da operagao e do tipo

1 s A -xol < 8

r(a) = (2.4.41)

0 , IA—AJ > 4
O estimador para f(ko) e entao obtido calculando-se
a variancia (isto é, a potencia total) do processo filtrado(ig,

dada por

(o]
1 f xi dt (2.4.42)

£ resultado conhecido (Grenander e Rosenblatt [12])
que as formas (2.4.21) e (2.4.42) para os estimadores sao formas
teoricamente equivalentes (assintoticamente) visto que |F(A)|2,
desempenha a mesma funcao que a janela espectral considerada an-

teriormente.
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Finalizando as consideragoes sobre a estimagao da
funcao densidade espectral, seguem representacoes para a media,
variancia e vicio de um estimador da forma de (2.4.21); estes

resultados sao apresentados com detalhes em Parzen [18].

Considerando-se, novamente, o estimador

T

* 1 ° -ixu
f A) = — u
T () = e Ko (u) R (u) du ,
(o] (o} (o]
-T
o

pode-se verificar que:

*
i) a esperanga de f, (}) e dada por
0

* (o} .
e ]k [ e
o

lu]
5o 0(u)R(u)(l To ) du
-T
o
_ * -
ii) a variancia de fT (A) e obtida como
o

&
ez

* *
Var[fTo()\)]-([ﬁ:o(k)-E(fTo(k))]zd)\=51FJ Kp_(w) [RTo(u)-E(RTo(u))J 2 du

-To

onde Ry (u) & definida por (2.4.17)
o

*
iii) o vicio do estimador fT (X)), consequentemente,
o

e dado por

v[:f.r (A) = E[f;O(A)] - £())

0
To ‘%
1 -iA - 1 -ilu 1 =1iAu
'2_1,[ i u[kl‘ (uy1j R(u)du_Z—n—‘T;J e kTo(u)Iul R(u)du-ﬁf e R(u)du
T, 5 -1, ul>T

(o)



IIT - SOBRE PROCESSOS NAO ESTACIONARIOS

1. Consideragoes gerais

Seja L2=L28LB,P) o espago de Hilbert definido emII.l

com produto interno dado por
<X,Y> = E(X.Y)

e consequente norma
9. 41/2
Il x| = [ ECIX]®) ]

Consideraremos processos vetoriais de segunda ordem,

L2

continuos, a valores complexos, Xt= (Xt Xt e Xz)', onde cada

(XJ : tET) € um processo estocastico complexo, continuo,de se-
t 3

gunda ordem.,
Assumiremos o conjunto T como igual a R ou Z, e o pro
cesso (Xt : t€T) tal que, para todo j=1,2,....,9 ,

. . 1/2
le%” - [ E(Ixilz) ] > 0 para pelo menos um indice t

E(Xi) = 0 para todo teT (3.1.1)

Definigao 1.1 :

Dois processos vetoriais (Xt) e (Yt) serao ortogonais

se para qualquer (s,t)é€ T2 e qualquer (j,k)é&[l,qu

k

j
s’ 't
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Em Lz, o subespago linear fechado gerado pelo conjun-

to {Xi : j=l,2,..00,q e sgt} sera denotado por <£(X,t). Ainda,

L(X,w) = ) L&, t) = L(x)

teT

Lx,-=) = (N L(x,t)

teT

Logo ara t£t', sao imediatas as inclusoes
g0,

0 C.Z(x,-w)Cl(x,t)cl(x,t')c.&x)cL2 (3.1.2)

Se Y for de L,, sera representada por mY a projecgao
de Y sobre o subespago ,Z(X,t). Do mesmo modo, se Yl,...,Yq for
uma sequencia de elementos de Lz, ﬂtY representara o vetor colu

na (ﬂtYl....ﬂth)' onde Y-(Yl....Yq)'.

Observemos que dentre todos os elementos Z do subespa

co L(X,t-h), h>0, a projecao W, . XJ & aquele que minimiza

t-h't
”Xi -z[| . Com a indicacao:
- . - j
por (3.1.1), temos 0o, <o’ para O<h<k .

th tk
(Sob o ponto de vista da teoria da predicao linear de minimos
quadrados, a projegao wt_hxg ¢ a melhor predigao possivel de

X% em termos de todas as variaveis X:,....,X: com s<t-h. O cor-

respondente erro de predigao e entao dado por (3.1.3)) .

Analisaremos agora na relagao (3.1.2) duas situagoes
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que serao de bastante interesse, a saber:

A)  L(X,-=) = L(X,)

(3.1.4)

B) i(xs-w) )

Em A), L(x,-=) = L(x,t) para todo t; portanto [Z(X,t)=

L(X, t-h) para cada h e Ogh=0 para j=1,2,...,q e todo teT,.

Um processo (Xt) em que a situagao A) for verificada,
sera chamado um processo deteaminisiico; caso A) nao se verifi-
que,(Xt) sera um processo nao deteaministico e para estes, se
for satisfeita a relagao B), sera reservada a denominagao nao

detenministico puho.

Para um processo vetorial de segunda ordem a valores
complexos, existe uma decomposigao, definida de maneira unica ,
em termos de um componente nao deterministico puro e um compo -
nente deterministico, mutuamente ortogonais. Essa decomposicgao
forma a base de uma analise no dominio T de um dado processo es
tocastico, genmeralizando as propriedades dos processos estacio-
narios.

A analise dessa decomposicao sera feita a seguir, se-
paradamente, para processos vetoriais a parametro discreto e a
parametro continuo. Para o caso discreto, as propriedades dessa
decomposicao sao uma generalizagao direta da conhecida decompo-
sigao de Wold para processos estacionarios univariados a parame

tro discreto.
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2. O caso discreto

Seja (Xt : t€T) um processo vetorial a parametro dis
creto, nas condigoes estabelecidas em III.l. Consideremos a pro

jegao de (Xt) no subespaco X(X,t-l), isto e,

X = (w X1

q ?
t~1 e °° 71 TTt-lXt)

Definigao 2.1 :

- Eq)' onde, para j=l,...,q e

e por definigao o processo inovacao de (x.).

Essa denominagao para (Et) € motivada no fato de

(X, t-1) # L(X,t) se e s5 se £, = (gt o BN £ {0 il 0}

O conjunto ® = {t€T : §&_# (0 .... 0)'} & chamado o

t
espectro Linovacac de (X,).

Evidentemente, um processo sera deterministico se e
somente se @ = ¢. Se (Xt) for um processo estacionario nao de-
terministico entao ® = Z. Vamos mostrar que esta afirmacao ever
dadeira para um processo (Xt) univariado. A generalizagao para
0 caso multivariado, embora trabalhosa, segue linhas semelhan -
tes.

Seja portanto (Xt) um processo a parametro discreto ,

univariado e ® o seu espectro inovagao. Suponhamos (Xt) estacio
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nario. Entao se O8#¢ vale que 8=2Z,

Como ®#¢, OcZ, existe ter tal que Xt ¢ -Z(X,to-l) .

- o 1
Sendo.Z(X,to—l) fechado, a distancia d(Xt ,.[(X,to-l)) = €%>O.

0
Ou, de forma equivalente, (1) “Xt —Zaixt I|2 >Eo para qualquer
o i 1
. [e - . s . <
combinagao finita z alXt ¥ Vl, ti tO :

i L
Seja agora t'éZ; mostremos que Xv¢:£(x,t'-1). Isto e
0 mesmo que mostrar que ] €0>0 tal que, para qualquer combinacao

a. Xt. vale

i F;

XK., - Z a.X > € sendo t.<t'
t j 9 o ]

A 0LJ"'<>{t"’)(t>. Ry ’Xt'>:l

t .
] d J ] J ]
TRl I i B S -
Pej o e B R U
=< > - < . {
Xt ’Xc L 0‘j[ xt "{t —(t:'-t.)>+ <Xt -(t'-t.)’>\:>:|
o] (o] o o ] o} J o
* L 2 o8, <X oy y X oo
1 & 17k t, (t tl) to (t tk)
=[x, - % a, X IF > € por (1)
t ] -k ={tt=t;) 7 "o )
o o ]

Entao, 2¢®, Portanto, ©=Z,

Seja agora t um inteiro dado e formemos a matriz cova

riancia R(t) =<£i, £k>

> das q variaveis &i , J=1,2,....,q. 0

rank de R(t) € o numero maximo, r de variaveis linearmente in

t)

dependentes entre as Et,...., Ez. Claramente Osrt<q e rt>0 se
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e somente se te€@,

Seja £(X,t) o subespacgo rt-dimensional (portanto fe-
chado) gerado pelas variaveis &i, j=1,2,¢44+,9. Por (3.2.1) po
demos afirmar que £(X,t) e um subespaco de £(X,t) e mais ainda,

Ei e ortogonal a.B(X,t—l); consequentemente §(X,t) e ortogonal

»

a z(X,t-l). Pelo mesmo fato segue tambem que E; e Et sao vari-

aveis ortogonais, se s#t, j=1,2,...,q, k=1,....,q. Logo, vale
que £(X,s) e ortogonal a §(X,t) sempre que s#t.

Pelo processo de ortonormalizacao das variaveis

1

. . - P Ry
Et,...., gg, obtemos um ConJuﬂtO de r variravels n]t.,nu-n, n{"

t £?

linearmente independentes (sistema ortonormal completo em

E(X,t)) e mais q-r, variaveis nulas.
Consideremos o subespago-soma da familia ortogonal de
subespagos £(X,s) de L(X,t) com s<t, ou seja,

De(X,s) = E(X,t)OE(X,t-1)®....0E(X,t=5)®. .. (3.2.2)
s &t

@PE(X,s) e portanto o subespago gerado por todas as variaveis
. g€t ‘

Ei com j=1,....,9 e s<t. Sob a notacao precedente podemos es=-
crever GD&(X,S)=I(E,t). Ainda, o conjunto de todas as variaveis
s<t
ni onde j=1,2,....,rs e s&t constitue um sistema ortonormal

completo emoe,(E,, t).

Lema

Para cada tGZ,£(X,t) e a soma ortogonal dei,(g,t) e



=
£(X,—w), ou seja,

LX,t) = L(E,t) BLX, -=) (3.2.3)

Prova

Como £(X,s) & ortogonal a £(X,s-1) e este Gltimo con-
tem ZQX,-&), segue que £(X,s) e ortogonal a L(X, =) para todo s.

Logo, f(g,t) = C) £(X,s) sera ortogonal a f(x,—w). Disto obtemos
s<t

£ (gat) ® Z(X,-w) C j(x’ t) )

visto que fkﬁ,t) e‘Z(X,-w) sao subespacos de.Z(X,t)

Por outro lado, cada elemento V de f(X,t) e o limite
de uma sequencia de variaveis, cada uma das quais sendo a soma
de uma combinaggo linear das {g e um elemento de‘Z(X,t~1).(Note

j
que Xt g1
V€ E(X,t) e vze,f(x,:—l). Logo,

= £i + T Xi ). Assim, segue que V -V1+V° onde

Lx, ) cgx,t) 0 Lx,e-1) ¢ L&, ) e LXD
De repetidas aplicagoes dessa relagao obtemos
Lx,t)c E(X,t) ® L(X,t-p) para todo p>0.

Disto obtemos finalmente que ka,t)CZf(E,t)©<£(X,-mL 0 que con-

clui a prova.

Pode-se provar agora o analogo da decomposigao de Wold
para o processo (Xt : t€Z) generalizando o teorema correspon -

dente de Wiener e Masani.
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Teorema 2.1 :

Para cada processo vetorial discreto (Xt) existe um

par de processos, (Ut) e (Vt), satisfazendo :
(a) X, =U_+V_ sendo que Ui e Vi, j=ly2 0 e4s59 per=
tencem a cZ(X,t).

(b) (Ut) e (Vt) sao processos ortogonais sendo (Ut)

~

nao deterministico puro e (Vt) deterministico. Desta forma, sao

unicos.
(5 )
(c) Ut = I A(t,s) & onde A(t,s) = (a(t,s)) e wuma
sgt S
N .
matriz qXq tal que U% e obtido como sendo a soma
GO
z a (tys) & em L, .
s<t 1<k<q S
() ¢ G .
(d) Escrevendo c(t,s)= || £ a (t,s) & || =
k=1 $
NG (i)
[E(I L a (t,s) £k|2]1/2 temos que L (c (t,s)£<m
s .
k=1 s<t
(jsk) ~
para todo j e todo t. Os coeficientes a (t,s) serao determinados
(j)

~

de maneira unica se e somente se r, =q, enquanto que c (tys) sao

Unicos para todo t,s e j.

Prova

Para todo t e para j=1,2,....,9 sejam Ui e Vi as pro-
jecoes de Xi nos subespagos LE, t) e [kx,-m), respectivamente.
Pelo lema anterior,

Lx,t) = L(E,t) ® L(X,-=)
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Logo, X =U + Vt’ ou seja, para j=1,2,....59 e CtET,

Xi = Ui + V% . Como para todo (j,k) e t, <y V§>= 0, os pro-

t ’
cessos (Ut) e (Vt) sao ortogonais.

Consideremos, como em notagoes precedentes, os subes-

pagos Z(U,t) e [(V,t), observando que og(U,t) e ortogonala[(\’,s)

para todo par de inteiros t e s. Como Xt = Ut + Vt’ temos pe-
lo lema anterior que
Lix vy = Leg,0) 0 Lx,-=) = LU, t) LV, )
Da definigao de (U.) e (V) obtemos
L(u,t) = LE,t) (3.2.4)
L(v,e) = L(X,-=) (3.2.5)

Pelo mesmo lema e por (3.2.4) temos que para t =+ -,
L(U,-=) = L(E,=-=) = O

Portanto, (Ut) € um processo nao deterministico puro.
Por outro lado,

Lv,t) = d(x,-») = L(V,-») para cada t e consequen-

temente (V) & um processo deterministico.
Tratemos agora da prova relativa a unicidade da decom

posigao.

Suponhamos (Wt) e (Zt) quaisquer processos satisfazendo

iodied s o) :
Xt = wt + Zt onde Xt Wt Zt , cada t e j e tendo
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as propriedades (a) e (b) afirmadas no teorema. Entao sao vali

das ainda as relacoes

portanto

relagoes:

L(x,t) = L, t) ®L(z,t) para todo t (3.2.6)

L(X,-2) = LW,-=)® L(z,-=) (3.2.7)

Considerando a propriedade (b), obtemos(f(w,—m)= D e

f(x,‘“) = lkW,~®) = Z(W,t) para todo t.

Pelo lema e por (3.2.6) vemos que ainda sao validas as

Lo, e) = Leg, )
Lz, t) = L(X,-=)
Na decomposicao Xi = wg * Zi , @& componente Wi e en-

tao a projecao de Xi sobre:f(€,t) e a componente Zi, a projecgao

de Xg sobre¢£(X,—w).

Finalmente para estabelecermos a validade da proprie-

dade (c) usaremos o fato daquelas variaveis ni constituirem um

sistema ortonormal completo em ﬁ({,t). Cada elemento Ué dio&i,ﬂ

tem entao seu correspondente desenvolvimento de Fourier, a sa-

ber

sendo

uy = I L b (t,s) ng
s<t k=1 (32080
rS (jk> |2

r | b (t,s)
s<t k=1

< ™
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j

Para cada s, as variaveis ny

. l<j<rs, sao certas com
r ~ . k 0 et
binagoes lineares das componentes Es , 1l<k<q. Logo, os coefici

entes dessas combinagoes serao univocamente determinados se e

somente se rS = (]

. . C .- . k
Substituindo em (3.2.8) as variaveis ns por suas ex-
~ k :
pressoes em termos das ES obtemos o desenvolvimento dado sob (c)

e ainda
)&

) s (jk
telte, g)) 2 = B nte; )| 2
v

o que completa a prova.

Como aplicagao deste teorema, vejamos o resultado a-

baixo que tem uma interpretagao natural na teoria da predigao :

Teorema 2.2 :

Seja h qualquer inteiro positivo e (Xt) um processo

nas condigoes do teorema 2.l. A melhor predigao da componente X,

em termos de todas as variaveis Xi 5 . J®lg 2y eensGar St —h 4

sera dada por

: t=-h q (jk) .
" 84’ T T & ft, @ g‘; + v
s=- k=]

com o correspondente erro de predigao

. t (» 1/2
= [ £ (elt,en?

ol = |Rj -
¢ s=t-h+l

th t-h

j . |3
Se observarmos que Vi , assim como todas as ES, com
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K
sgt-h, pertencem aCZ(X,t—h), enquanto que todas as E;,com s> t—h,

sao ortogonais a esse espago, a prova deste teorema segue dire-

]
th °
(jW

Deve ser notado que os coeficientes a (t,s) na expres

tamente do teorema 3.1 e da definicao de ¢

sao para a melhor predicao de Xi dada no teorema acima dependem
de certas covariancias do processo (Xt) ate o ponto t. Em con-
cordancia, qualquer estimacao estatistica desta predicgao por
meio deste teorema deve ser baseada em informacao concernente a
estrutura da covariancia do processo ate o ponto t, ou a partir
de um conhecimento a priori (como no caso em que o processo e
suposto estacionario), ou a partir de prévias experiencias esta

tisticas.

3. 0 caso continuo

Consideremos agora um processo vetorial

= 1 ANt
Xt (Xt ¢ s o e )&t)

nas condigoes estabelecidas em III.l, onde o conjunto dos para-

metros, T, € o conjunto dos numeros reais.

Como em III.Z,‘Z(X,t} sera o subespago linear fechado

de L,, gerado pelo conjunto {Xi : j=1,2,....,q e sgt} e

2

Lx,») = ) Lix,0) = Lx)

teT

Lix,==)y= () L(x, t)

teT



-53-

Assim como para processos vetoriais a parametro dis -
= v
creto, e possivel se estabelecer um teorema (teorema 3.1 a se-
guir) que garanta a existencia de uma decomposicao e representa
gao para processos vetoriais a parametro continuo, satisfazendo
certas condigoes. A primeira parte desse teorema & diretamente
analoga a do teorema 2.1 e pode ser provada usando argumentos se
melhantes. No entanto, a segunda parte, relativa a rem@sentagio
do componente nao deterministico do processo (Xt), envolve cir-
rnc . . . .

cunstancias mals complicadas do que no caso discreto, de modo
que nos restringiremos apenas em afirmar os resultados princi-

pais e fazer algumas discussoes preliminares.

Para nossos propositos admitiremos que 0 processo (Xg

seja nao deterministico puro, isto &, (X, -»)s=0,

Se (t,t+h) e (s,s+k) forem intervalos disjuntos, os
complementos ortogonais de.Z(X,t) em‘f(x,t+h) e de.f(x,s) em

fo,s+k) serao denotados respectivamente por
Lix,teh) 8 Lix,t) e L(X,s+k) 8 L(X,8)

Observemos que estes ultimos sao mutuamente ortogonais. (3.3.0)

Definigao 3.1 :

Seja ® ={teT:¥n>0 aE(X,t*rh) ei(x,t-h) # 0}

0 conjunto ® & chamado o e4pectro inovacdo do processo (X,).

Como em III.,2 denotaremos por L projegao de L(X,+»)

em J(X,t). Obtemos entao uma familia (n,) de projegoes com domi
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nio l(X,+m) sendo que T e

(Y
-

=]. Notemos que “t h—ﬂt
e W+m .

projecao deL(X +0 ) sobref(x t+h) S.f(X t).

um
o a
[ - - =y 1 ’em
Cada variavel aleatoria 7 de £(X,+m) da orilg

r
pO
NOVO processo unidimensiona] (Z.) definido

para todo t,

(3,3.1)
Zt =%

com
ess?
Segue que 2 € f(x,¢t) . ainda, (z,) & um proc

col
s
lore
incrementos Ortogonaig (veja-se observacao 3.3.0) a va

Plexos com ag Propriedadesg:

Z-m= n—mz =0

.= Tl = 2
B2 =0 E(]zt|2) = F,(t)
scentee

- > ~ re
°nde para cada 7z, F,(t) & uma fungao limitada, nao dec
continug (pois (x ) e

¢ continuo),

tal que
FZ(“Q) “ liwm Fz(t) = q
t>-m
FZ(+Q) = 1im Fz(t) - E(IZlZ)
t>o

T iE
e
ualqy
Pectro inovagio de (xp). Q po”
e
Cremento 72 -Z 2 "
_ tth g Pertence 4 SUbconjunto J(x,c+h)® £(Xs pet’
de entgao ser observado Como >

. a ceb
UMa parte gq lnovagao r€
Processo (x ) durante

interval, (t, t+h),

Por (3.3.1), observemos que

f(Z,t)C Z(X,t)o
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seja L(z,=) =ULz,t). Segue portanto que Qz,e) & a

projecao de L(z,») sobre SLX, ).

Consideremos agora L. EY & conjunto de todas as va-

ridaveis W representaveis na forma

t
W = J g(s)dzs onde ¢ e uma fungao Fz-mensurivel e

- 00

t
sl D = [ le|? arg(0 <

Entao, de acordo com 0S8 resultados apresentados mno ca

v i - -
pitulo II, item 3, sobre integrais estocasticas, segue que

L*¥(z,t) = Lz, ¢) (3.3.2)

oria da multiplicidade espectral em es-

Com base na te

pacos de Hilbert (ver Halmos [13]) temos que

- Existe uma sequéncia finita ou infinita de elemen =

tos nao nulos Zl,Z ‘> de Lig,=} ral qus pard todo t, t<® va-

lem:
) para 1#]

(a) f(Zj,t) e ortogonal 2 Z(Zl,t
(3.3.3)

2
(b) J(X,t) C2zh, ) @ LT E) @ e

por (8. 38308 (3.3.3) temos entao que, para cada
j-l,z".'lq e teR
g L ¢ & (3.3.4)
Xt = I I gjn(t’ A

orl. T
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Para N=», a serie no segundo membro converge em media;

portanto

o0 t 2
z I Ig-jn(t,)\)l dF,n(}) <

el 2

Se definirmos o processo vetorial N-dimensional,

b N
ZA = (ZA""'ZA)' ks 2e3)

e uma matriz gxN, G(t,)) =(gjn(t,l)), S = SR« SO | M W .

obteremos a relagao (3.3.4) na forma

t
Xt = [ G(t,A) dZX s (3.3.6)

- 00

chamada a representacgao canonica do processo (Xt).

O processo ortogonal (ZA) e, as vezes, chamado de pro
cesso 4inovacao total associado a (Xt) e o cardinal N e chamado
de multiplicidade espectral de (X0

Em resumo, estabeleceu-se o seguinte teorema:

(

Teorema 3.1 :

Qualquer processo vetorial nao nulo, continuo, de se-
gunda ordem, com funcao méedia identicamente nula, pode ser de-
composto de maneira unica como soma de outros dois processos, mu
tuamente ortogonais, um deles deterministico e o outro nao de-

. v 13
terministico puro.

Ainda, para o componente (Xt) nao deterministico purog

1

N 1
t""zt) deter

existe um processo vetorial N-dimensional By ™ (Z
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. g ~ 1 N .
minado por variaveis nao nulas Z ,...Z , com lncrementos orto-

gonais, e uma matriz G(t,A) definida como em (3.3.5), tais que
t

Xt = [ G(t,A) dZA .

- 00

Em analogia com o teorema 2,2 segue o seguinte:

Teorema 3.2 :

Seja h>0 dado. Para qualquer processo (Xt) nao deter-
ministico puro, continuo, sob as condigoes do teorema 3.1, a me

lhor predigao da componente Xi em termos de todas as variaveis

Xi, j=l,....,q9, s<t-h, sera
; N ety :
Nion g B = kil [ gjk(t,s) dZS
- 00

com o correspondente erro de predigao

t
. . . N
I Shede T 2 1/2
Oen =IXemepXell= 1 " [ g5y (Er8) | aF k()]
k=1 Z
t-h
Observagio: Uma prova detalhada do teorema 3.1, com

uma hipotese mais fraca com relagao a continuidade do processo,

pode ser encontrada em H. Cramer [6] .

4, Uma classe de processos nao estacionarios :

- Processos Harmonizaveis -

Consideraremos agora um processo discreto (Xt) s, dado
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por: o

X =[ g EA az, (3.4.1)

onde (Z, : Ae[0,27]) & um processo satisfazendo as condicoes:

E(z,) = 0 , para todo A€ [0,2n]
(3.4.2)
E(z,Z)=F(A,V) € C,para todo (A,v) € [0,27]) 7

onde F e de variacao limitada em seu dominio, isto &, existe k>0

tal que para cada par de particgoes (ti), (sj) de [O,ZWJ,

R I L R L WA
1,] 1,]

- - <
P FG 8, F(ri+1’sj)+F(ti’sj), X
(3.4.3)
Portanto, sendo F(A,v) de variagao limitada, a inte-

gral (3.4.1) existe e o processo esta definido.

Processos desse tipo foram introduzidos por Loeve e fo
ram chamados por ele de processos harmonizaveis. A fungao cova-

-

riancia correspondente ao processo definido por (3.4.1) &

F(A,V)

2m 2w _. _
R(s, t) =E(XSTE)'-I I e H(sAmEV) 4 (3.4.4)

A,V

Reciprocamente, se a fungao covariancia for dada por
(3.4.4) onde F(A,vV) & uma fungao covariancia satisfazendo (3.4.3),
entao existira um processo (ZA) satisfazendo (3.4.2) tal que o
processo (Xt) sera dado por (3.4.1). Para mostrarmos a validade

desta afirmagao, estabelegamos alguns resultados:
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Observemos que sendo F(A,V) de variagio limitada, o
processo (X ) ¢ continuo em media e as covariancias sao conti-
nuas e limitadas. Alem disso, F(A+0,v+0) , Zk:o e Z;m exis -
tem.

jam (Z e Z

Sej ( X) A

z? © processo (ZX) normalizado e o

salto de (Z,) em A\, definidos por:

-

1- = -
Z2y= 720" Zacolr 2070 T Zaso Ea-o
De modo analogo, sejam F(\,v)e AOAJF(A,v) a fungao
F(\,v) normalizada e o salto de F()\,v) em (A,v) definidos port

?(X.v)-%[F(A+o,v+o)+F(A+o,v-0)+F(A-0,v+0)+F(A,v)]

AOAJF(A,v)'F(A+o,v+0)-F(A +0,v-0)=F(A-0,v+0)+F()-0, v-0).
Segue portanto que

E(fo:)-F(k,v) . E(AOEXAO'Zv) = Avo'f(A,v) .

hon tal que:

Consideremos o operador A

AhAl"l' F(X, V) -F(A"‘h )V"'h')—F()\"'h 9V"h')-F(X-h )\’+h)+F(l-h )\)-h')

TV
, .s5en rn - _l sen n d
Seja ar(n) o e seja br(v,h) - = n
r(v=-h)

Usaremos repetidamente os fatos:

i 0 se v(v=h) > 0
br(v,h)+ 1 1 se v(v=h) < 0

&

se v(v=h) = 0
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Lema 4.1 :

Se a covariancia R(s,t) satisfizer (3.4.4), entao quan

do r,r'»w

r
4:}7 f f e-l(xs-vt)R(s,t)dsdt > A 4" F(A,v) (1)
=p =p!
¢ e
F L v _—i(As-vt) ,
sl [ [ st Snlnr @ R(s,t)dsdt >4, A),F(X, V)
— ] 1
r -r -
Prova

De (3.4.4) segue, por transformacoes elementares, que

as integrais (1) e (2) sao respectivamente

f I ar(n-k)ar.(n'—v)dn 1 F(n,n'")

s N

! f br(n-k,h)br.(n'fv,h')d yF(n,n')

n,n
e o resultado e obtido fazendo-se r,r' +

Lema 4.2 :

Se (X.) for um processo com fungao covariancia dada por

(3.4.%), existem processos(AOZA) com variancia AOAO'F(A,V),e(ix)

com covariancia F(A,V), tais que, quando r+>®,

r
s m.,
e f e_IAsX ds ~td Aozl
2T | 8
-r
fr %
1 _1 ilis m.q
E J 11-; Ah Xsds Ah'ik

%
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Se o processo (Xt) for dado por (3.4.1) entao (Aozl) sera o sal

to de (ZA) e (EA) sera o (ZA) normalizado.

Prova

A primeira afirmacao segue do lema anterior e a segun
da segue diretamente de (3.4.1) com a observagao que, por trans
formagoes elementares, as integrais anteriores se tornam respec

tivamente
f ar(n—k)dzn r br(n—)\)dzn

Estamos agora em condigoes de mostrar que se a funcao

covariancia for dada por
2m 27
R(s’t)=f I emilsh-tv)

0 0

F(A,V) com I{ldk F()\,\))|<oo
,V

A,V

onde F(A,v) & uma fungao de variagao limitada, existird um pro-

cesso (ZA) satisfazendo
E(2))=0 , E(2,Z ) =F(X,v) para todo (A,v) e [0,21] ,

tal que 2m
it
o

De fato, sendo'(Xt) um processo com covariancia dada

por (3.4.4) com

f!ldl vF(A,V)I < ® , sendo o integrando em (3.4.4)

)

uma funcao continua e limitada e ainda,F(A,v) de variagao limi-



-62-=

tada, podemos afirmar,sem restricao a generalidade,que F(A,Vv) &

normalizada.

De acordo com o lema 4.2 existe um processo (ZA) cuja co
variancia & F(A,v) tal que
r

7% [ —-f; Ah e—ISA XS dsEhjL>_AhZA » quando r *>®

-
Também pelos lemas, segue, por calculos elementares, que
IZ

. : 2, _ T =
Yt - [ eltxdzk existe e E(Ith ) —E(Xth) E(IYt )

de modo que E(lxt-Yt|2)-(L e a prova esta completa.

Admitamos que a fungao F defina uma distribuicao de "mas
sa complexa" sobre Q=[0,2ﬂ2 (estamos supondo que A+ Zy seja con
tinua); assim sendo, a massa em um retangulo &i’ti+1]x[sj’sj+lj
sera AZFij' Segue enFEo, das propriedades de uma fungao covari-
ancia, que as massas admitidas por conjuntos simétricos em rela
¢ao a diagonal A=V de Q sao complexas conjugadas e, em particu-

lar, que cada subconjunto da diagonal admite massa real.

A fungao F & chamada funcao espectral do processo (X

)

enquanto que a distribuigao definida por F & chamada a distraibul

E

cao espectral de (x,).

Nestes termos, quando toda a massa espectral estiver si-
tuada na diagonal, como E(dZAdZv)=dx vF(A,v), teremos o0 proces-
’

so (ZA)’ de incrementos ortogonais, e (X,) §era entao um proces
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so estacionario.

No caso geral temos que
F = F, + F, + F (3.4.5)

sendo cada uma das covariancias F., de variagao limitada sobre
Q . Aqui F2 e absolutamente continua com densidade espectral f2,

de modo que

Fz(k,v) = f f fz(s,t) dsdt

o o

Por outro lado, as distribuigoes F1 e F3 tem suas massas

totais concentradas em conjuntos de medida nula em Q. Para Fl’
esse conjunto € no maximo enumeravel e cada ponto leva uma mas-
sa nao nula, enquanto que F, € nao enumeravel e cada ponto leva

massa nula. Desta forma, sendo no caso estacionario F2=0, tere-

mos Fl e F3 com massas totais concentradas sobre a diagonal.

Vejamos agora uma condigao para que o processo harmonizé
vel (Xt) dado por (2.4.1) seja deterministico. Para isto, lem-
bremos que (Xt) sera deterministico se e somente se para cada t

e h dados, existirem constantes CoaCprereesCy de modo que

-p |2 (3.4.6)

rxt—h-r

Wl X -CoXy = Cy ¥ pog m e

seja arbitrariamente pequeno. (notar que isto significa que

X, € L(X, t-h))
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Seja agora

e Sith_ i(t—h)X_ _ (i (t=h-1r) )\ (3.4.7)
g(X) e c e 5 5 4 ce
Com apoio em (3.4.4) concluimosg que

2T 27
W o= J f g()\) E?G) dF (A ,v)

0 (o]

21 27

[ f lg (v) | 3dr (V).

0 0

Pela simetria qa distribuigio €spectral og fatores no segundo
WembTo sa0 iguaig e entao

2T
2

A 2w
LN J lg(x)lz dG(\) onde GLKY = J f IdF(S,t)I
= o o

- %5 né
- ~ ao “-
Como ¢ € nao decrescente e limitada entao G' e 1

gativa quase Sempre en [0,2"].

Teorema 4.1

Se wa-o A,

© Processgg (Xt) Sera deterministico.
Em particular,

Se ag Componenteg F

1 ¢ Fq em (3‘4'5)
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forem nulas, a massa total da distribuigao estara concentrada

em pontos isolados e entao G'())=0 quase sempre, de modo que

1 L od . L4 .
ainda w=-» e o processo sera deterministlco.

Consideremos agora, para finalizar, um processo (Xg

com uma funcao espectral T tendo uma componente absolutamente

la e ainda, que 2 densidade es

c L ~ y ,
ontinua F. nao identicamente nu

2
pectral f2 seja de L,(Q). Disto temos
£ o(A,v) = I w¥ ATV (3.4.8)
2 p P P
pzl
uto-fun

onde W e U sao respectivamente os autovalores e as 2
P p

positivos (#0) e (Wp), familia

Soes de f,, sendo 05 M, reais

ortogonal em Lz(mzm).

Temos entao O

Teorema 4.2

ao em (3.4.8) exista p de mo

Suponhamos que né expans

dO que
“ _i)\ - b*o.
g (A)= T b_e LU R A
P pq
Q'mo

v .
a i m pertence ao seu
nao determinist1co &, P

Entao (Xt) e

espectro de inovagao.

Prova

e h=l nas jgualdades (3.4.6) e

Fazendo-se n=0
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e (3.4.7), obtem=-se

2T 27T 2mM 2T
W=f j g(A)gT)dF(A,v»f J g(x)g—(v')fz(x,v)dxdv
(o] (o] 7 (o} (o]
. 2T
2 2
pilupl£ gy, () dA| brtulopm |,

independentemente da escolha dos coeficientes cj. Logo,

Nz == X || #0 e conclue-se a tese.
(o]



IV -« TEORIA ESPECTRAL PARA UMA CLASSE DE PROCESSOS
NAO-ESTACIONARIOS

1. Introdugao

Como ja foi mencionado nicialmente, nem sempre a su
posicao de estacionariedade pode ser admitida na pratica ao se
estudar um processo estocastico; sendo assim, uma das dificuldg
des encontradas e formular uma teaqria espectral, envolvendo con
ceitos classicos tais como frequéencia e energia, que permita u-

ma interpretagao significativa e util para uma fungao espectral

entao definida.

Uma ideéia que se apresenta é generalizar a seguinte si
tuagao: Se (X, : t€T) for um processo nao estacionario da for-

ma

X(I) se tgt
€ le]

se [

(2)
Xt (6]

onde (Xgl):te T) e (X£2)3t<eT) sa0 processos estacionarios com
fungoes covariancia diferentes, serad certamente possivel se obter
alguma informagao sobre o espectro (novamente, a denominagao u=
suzl para dF(A)) de (Xt:te'r) atraves de uma amosira de t=t =N
a t=t0+No Se ainda ty for conhecido, presumivelmente seja possi
vel se estimar duas fungoes espectrais - uma para cada processo

estacionario. A generalizacao que se considera @ entao supor o
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espectro para um processo nao estacionario como sendo dependen-
te do parametro t. £ claro que neste caso nao se deve esperar
se estimar o espectro em cada particular t considerado, mas se
for assumido que este espectro varia "lentamente” em T, pode-se
tentar estima-lo em alguma vizinhan¢a do ponto considerado, u-
sando-se estimadores que envolvam apenas funcoes "locais" do pro
cesso. 0 que sera apresentado, segundo Priestley [20|, & uma de
finigao de uma quantidade espectral possuindo uma certa relacao
com o resultado apresentado por Page |16| quando introduziu a
nocao de "espectro instantaneo de potencia" ao definir a funcao
densidade espectral como
N
£¥(A)= lim f;(X) onde f;(k)= E(,j Xte—iXtdt 2)

N->o
(o]

e escrevendo, para cada A,

N
*
fgM)= j P (X)) dt

o
0 espectro instantaneo de potencia, representando a di
ferengca entre o conteudo espectral do processo no intervalo

(o,t+6t) e o intervalo (o,t), foi definido por Page como

oo

p, (A= a-‘lt- (f:m) sendo f*(\)= J P (1) dt

)
A diferenca entre o que Page obteve e o que sera de-
senvolvido € que neste caso sera estudado o conteudo espectral

do processo dentro do intervalo (t,t+dt).



_69_

2, Uma classe de processos nao estacionarios:

- Processos Oscilatorios -

-Seja (Xt:te;T) um processo estocastico de segunda or

- o™
dem, complexo, a parametro continuo, com

E(Xt) = o para todo t €R g
> {4a231)
R(s,t) = E(Xsft) parl todo (s,t) €R E
(os resultados a serem apresentados se aplicam igualmente ao
caso discreto com as usuais modificagoes).
Vamos nos restringir a classe de processos para os

quais existe uma familia (¢ék)) de fungoes definidas em R e in
dexadas em T=R e uma medida p(\) em R, tal que para cada
(s,t) e R2, a funcao covariancia R(s,t) definida em (4.2.1) ad-

mite uma representagao da forma

e}

R(s,t)= I ¢ (X)) ¢t(l) du (A) (4.2.2)

-0
Observemos que se ¢t(k) for, para cada t, quadratica
mente integravel com respeito a medida p, entao R(t,t)<e® para

todo t €R.

Vamos mostrar que se a fungao covariancia admitir uma
representacao da forma (4.2.2), o processo admitira uma representa

cao da forma

X, -j ¢, () v, (4.2.3)

-0



_70—

onde (Y,) € um processo com incrementos ortogonais com
I’
E(ldYAr) = dp(}) (4.2.4)

De fato, seja Lz(u) o conjunto de todas as funcoes
quadraticamente integraveis com respeito a u e suponhamos que

a familia de fungoes de A, (¢t(l)), quando t percorrer R, seja

uma base para Lz(u).

Se ACR for de medida p finita, sua fungao caracte -
ristica I,(M)€L,(u) e podera ser aproximada (em média quadra-

tica) por somas

(n) b (n)
Iy = § a ) (1)
A gl V) t\En)

Como

(n) _o(m)
J |1A ) -1™ o)
R

2 2
du(d) = E(iYn-Ym‘ )

onde

2

(n)
Y = X av Xt(n)

v=1 v

segue que a sequencia {Yn} ¢ uma sequencia de Cauchy e conver-

ge para uma variavel aleatoria que sera representada por Y(A).

Se A1 e A2 forem disjuntos,

B([Y(AVA-Y (A))-Y(Ay)] Z)-II,IAIQA;-IAI(X -1, ) |2du (1) =0
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Pode-se verificar facilmente que

E[Y(a).Y(E)] = HCA N A,).

Fagamos Zt - J o () dXA

R

‘ T =(n) =
E(xt.m)) = ;i: E(X, v-z-1 a, X:(“) )
v

n
“lin © :‘“’f¢(x>¢

n+® ys] v

(2)du (l)-j ¢, (A)du(d)
¢ (1) t
v A

Usando novamente um procedimento de aproximagao, ob-

temos

- 2
E(X.Z,) -f|¢t(x>l du(})
D R

EntSo,
= 2 =
E(]x, = 2,[%) =0

e portanto (Xt) admite uma representagao da forma (4.2.3)

Se a familia (¢, () nao constituir uma base para
Lz(u), acrescentaremos todas as fungoes ortogonais a cada
¢t(>\), tE T, representadas por gt(k), teT' onde T'"NT=9¢,

¢t(>‘) se teT

Definamos ht(k) =
gt(k) se teT'

Consideremos zt-xt quando t&T e ainda, (Zt) o pro =



cesso normal com covariancia .g3% sg~ititsv saz—abad
T 58T ¢ an vl
Ly AYe = { AYY. (. AYY]3
J g, (M) (1) dn(h)" WL MIE 4
R

independenté de (Xt), para teT'.

Entao, (Zt) possue covariancia dada por

; : - e n

Ihs()\).htU)du(A) para s,teTuT',

.K~;;{i; LIS X . u{~}“r :
onde ht(k) e uma base ‘para Lz(uyﬁquando t percorrér TUT'.
Logo,

= ]
Zt [ht(k) dYA para teTuUT
R

onde(YA)E um processo com incrementos ortogonais.

Mas

X, =2, = I h, (1) d¥,= f ¢, (X) dY, para terT
R

i R

e obtqpos para (X ) a representagao dada em (4 2:3)s

Ewts cesultsdy 45 uma tepreéentagio do processo como

o limite de certas combinagaes lineéfés-de fungoes de t,@t(k),

com pesos dYA.

A medida u(X) na representagao dada atraves de
(4.2.2) e (4.2.4) atua da mesh&’fprma qﬁe a F(A) no caso do pro
cesso estac10nar1o de modo que a 31tuagao analoga ao caso de

s 1=

F(A) ser absolutamente cont1nua e obt1da assum1ndo-se u(l) como
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absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.

Para a classe dos processos estacionarios foi visto
que uma escolha valida da familia (¢t(k)) e a dada por

¢t(>\) - eiAt

que fornece a decomposigao espectral

X =[ eIAt 4y

. com E(|dy|?) = ar V), (4.2.5)
I

A

em termos de "ondas seno e cosseno' cons%ituindo a base da in-
terpretagao fisica da analise espectral como uma distribuigao

de energia sobre frequéncia. Ja para a classe dos processos nao
estacignirios no entanto, a escolha da familia (¢t(k)) como sen
do a familia das exponenciais complexas nao e tao valida (mes-
mo porque a representacao (4.2.5) implica que o processo e es-
tacionario) e se desejarmos introduzir a nogao de frequencia

tambem para este caso, seremos levados a considerar novos ele-
mentos basicos que, embora sejam nao estacionarios, possuam uma
forma oscilatoria na qual a nocao de frequencia ainda seja do-

minante.,

A fim de obtermos uma classe de tais elementos (na
verdade familia de fungoes) suponhamos que para cada )\ fixado,
‘¢t(k), considerada como uma fungao de t, possua uma transforma
da de Pourier generalizada ( wo dahibuledes ) cujo modulo te-
nha maximo absoluto em algum ©(\A). Poderemos entao observar
¢t(k) como uma onda seno de amplitude modulada com frequencia

O(A) e escrever

b 0) = A, (). VE (4.2.6)
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onde a fungao modulacao A V) e tal que o modulo de sua trans-
formada de Fourier generalizada tem um maximo absoluto na ori-

gem.
Definigao 2.1

¢, (1), considerada como uma fungao de t, sera chama-
da uma fun¢do oscilfatoria se para algum 8(\), necessariamen-

te unico, puder ser escrita na forma

b () = A (1)el®AIE

onde At(l) = f e

i de(O) com 1dHX(e)| tendo um maximo

absoluto em =0,

Se ainda (¢t(k)) for tal que elementos distintos da
familia nao possuam transformadas de Fourier cujos maximos o-
corram em um mesmo ponto, mudando a variavel de XA para (L) em
(4.2.2) e redefinindo convenientemente At(k) e H(A), poderemos

‘escrever

R(s,:)-f A OE D) B auay (4.2.7)

=00

e correspondentemente,

xt = j At(x)e

=00

it dYA onde E(IdYxlz)- du ())
. (4.2.8)
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Definigao 2.2 :

Se existir uma familia de funcoes oscilatorias em ter
mos das quais o processo (Xt) possue uma representagao da forma

(4.2.3), entao (Xt) sera chamado um processo oscilatorio.

Portanto, qualquer processo oscilatorio pode ser repre
sentado na forma (4.2.8) onde At(A) satisfaz a condigao da defi-

nicao 2.1 podendo-se escrever, sem perda de generalidade,

6, ) = A () ot

Notemos que, sendo ¢t(k)-eiXt um caso particular de
(4.2.6) com At(A)El para todo t, e8(A)=X, a classe dos processos
oscilatorios inclue todos o0s processos estacionarios de segunda
ordem.

Para qualquer particular processo oscilatorio, em ge-
ral, existem diferentes familias de fungoes oscilatorias cada u-
ma das quais induzindo uma medida p()\) diferente e em termos das
quais o processo possue uma representacao da forma (4.2.8), Para
cada familia, procura-se definir o espectro do processo em rela-
¢ao a essa familia como sendo simplesmente a medida p(\). No en-
tanto, uma tal definigao podera nao representar uma distribuicao
de energia sobre frequencia.

Se considerarmos que a variancia de um process§ pode
ser interpretada como amedida da sua energia total no tempo t, en

tao
)

Var (X )=R(t,t)= f [At(x)lzdu(x) (4.2.9)

- Q0
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fornecera uma decomposicao da energia total na qual a contribui
cao de X e IAt(X)IZdu(X), resultado este que sera consistente

com o de interpretarmos (4.2.8) como sendo a forma limite de uma
soma de ondas seno de diferentes frequencias tendo amplitudes a
leatorias (At(k)dYA) variando em T. Sendo assim, somos levados

a definir o espectro para um processo oscilatorio, como segue:

Definigao 2.3 :

Se ¥ for uma familia de fungoes oscilatorias,

(4, ()= (A (V) e rE)

, em termos da qual um processo oscilatorio
(Xt) possue uma representagzo da forma (4.2.8), define-se o e4-
pectro eveluiivo de potencia no ponto t com respeito a familia

¥, como sendo
ar (1) = |At(x)|2du(x) (4.2.10)

Observemos que no caso de (Xt) ser estacionario e F a

familia das exponenciais complexas,
aF (0) = dau) =E(|ax, |%) =ar )

Embora, de acordo com a definigio 2.3, o espectro evo
lutivo dependa da familia & considerada, por (4.2.9) e (4.2.10)

temos

- -]

'Var(xt)ﬂ(t,t)-f dF (1) (4.2.11)

=00
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de modo que o valor desta integral independe da particular fami
lia ?Je representa a energia total do processo no ponto t, qual

4
quer que seja ¥.

Sera conveniente uniformizarmos as fungoes At(k) de mo
do que, para todo A, AO(A)=1, isto e, incorporarmos IAO(X)| na
medida p(A). Com esta convengao, du()\) representara o espectro
evolutivo em t=o e lAt(l)I2 a variagao no espectro relativa a

t=o. Portanto, para cada )\,

e}

JduA (6) =1

- 00

e as transformadas de Fourier de (At(k)) serao normalizadas a

fim de ter integrais unitarias.

Como um exemplo de processo nao estacionario admitin-
do uma representacao da forma (4.2.8), podemos apresentar o pro

cesso (Xt) dado por

(o)
Xt =c(t)xt (4.2.12)

onde c(t) (com c(o)=1) e uma funcao com transformada de Fourier
generalizada cujo modulo tem um maximo absoluto na origem (por

exemplo, c(t) pode ser qualquer fungao real nao negativa cuja

(o)

" e um processo estaciona-

transformada de Fourier existe) e X
rio com fungao media identicamente nula e fungao distribuigao es

pectral F()).
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Portanto,

oo

i)t
xt = I c(t)e’ dYA

=00

onde (YA) & um processo com incrementos ortogonais e

E(ldYﬂ2)= dF()\).

Como a familia 9; :(c(t)elxt) e tal que qualquer de

seus elementos esta nas condigoes da definigao 2.1, o processo

definido por (4.2.12) & um processo oscilatorio e com respeito

a familia 92 tem espectro evolutivo dado por

daF _(\) = le (e) |2ar(n)

Observemos que o processo definido em (4.2.12) € um caso espe-

cial do modelo (4.2.8) no sentido que, para qualquer par

()

)\2) e (tl’tz) b ]

dFt (kl) dF_ (X

1 - 1 (4.2.13)

dF _ (X,) dF_ (A
ty, 1 t,

Um processo para o qual existe uma familia ?; tal que

o espectro evolutivo com relagao a ¥ satisfaz (4.2.13) & cha-

mado um processo uniformemente modufado .

Efeito de filtros

Se para um processo estaciomario (Xt) com representa
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¢ao espectral

E(IdYAIZ) = dF())

)\ >

for considerada uma transformagao linear do tipo

<

it = f Xt-s g(s)ds - (4.3.1)

= CO

foi visto (Cap.II, 4-2) que as distribuicoes espectrais de (Xt)

e (it) estao relacionadas por:
dF(}) = [T\ |2dF()) (4.3.2)

m 3
onde T'(\) = j e-lSAg(s)ds e a fungao transferencia do filtro g.

== 00

Podemos observar que uma das consequencias mais uteis
da representacgao espectral de um processo estacionario e a de
ser possivel se descrever o efeito de operagoes lineares (ou fil
tros) somente em termos do efeito sobre componentes espectrais
individuais., Esta propriedade tambem sera valida (em um sentido
aproximado) para espectros evolutivos quando forem consideradas

transformagoes lineares de processos nao estacionarios.

Seja entao (Xt) um processo satisfazendo um modelo da

forma (4.2.8) e consideremos a transformacgao

m *
it- I Xt_se-IAO(t s)g(s)ds onde A = constante qq

= 00



_80_

Entao podemos escrever:

«© oo

s i (A+) t- =iz _(t~
Xtaj [J At52+xo)el( o)( s)dX')‘_._>‘<Je N o( s)g(s)ds
- ixt =iks
[ g(s)I (Atﬁéylo)/At(A+xo))At(X+Ao)e .e dYA+AodS
- (s) (A (A+xg) /A (Ad ))e P 8ag|a (ar e tay
5 cog 0778 0 |8 o A+
Ou entao, .
- it
f Ft,x§§iAt(A+ko)° dYA+A° (4.3.3)
onde, para qualquer t,w,®,
O =[ g(s) (A, _ (w)/A (w))e *5%ds (4.3.4)
A fungao Fgufx) sera chamada a funcao transferencia

generalizada do filtro g com respeito a familia 7.

A representacao de (it) dada em (4.3.3) nao & necessa
riamente da forma (4.2.8) pois a transformada de Fourier genera

lizada de (T, g%).At(A+ A ,)) pode nao ter um maximo absoluto na

’ )
origem.

Neste caso podemos considerar a familia das funcgoes

o it

¢t(k) r .Afﬁ) At(AfAO)e (4.3.5)
)

que em geral sao oscilatorias, embora sua frequencia dominante

seja um pouco diferente de A.
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Consideraremos agora o caso em que At_él), para cada
t, A varia lentamente comparada a g(s), isto e, g(s) tende ra-
pidamente a zero quando |s|+® enquanto At_ék) e aproximadamen-
te constante sob a variagao de s para a qual g(s) & nao despre
zivel.

Heuristicamente, entao, para cada t,A e todo @,

~ T
r ,§6) (6)

t (4.3.6)
e por (4.3.3),
% ~j A, Ox yelrt a3
t t 0 A
onde (4.3,.7)

pClafy 1) = [Ty Paner )

Portanto, os espectros evolutivos de (Xt) e (it) de-
. s ~ - s 7 it ~
finidos com relagao a mesma familia —(At(l)e ) estao heu =

risticamente relacionados por:

4, P = Jroy [Par, ea ) (4.3.8)

A fim de estabelecer mais precisamente a nogao de uma
fungao "variando lentamente" e examinar com mais detalhes a a-
proximagao (4.3.6) introduziremos a nocao de processos semi-es

tacionarios.
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4, Processos Semi-Estacionarios

Suponhamos (Xt) um processo oscilatorio cujas caracte
risticas nao estacionarias variém lentamente em T, tendo uma re
presentacao da forma (4.2.8) em termos de uma familia
?:(At(k)eixt) de fungoes oscilatorias tais que, para cada A\ ,
At(i) e uma fungao de t variando lentamente, no sentido de pos-
suir uma transformada de Fourier fortemente concentrada na re-

giao de 9=0.

Para cada familia & vamos definir uma medida para a

"largura" de |d%$6)| como sendo a fungao %r(l) dada por

\ 00

5;(1) = J IGIIdHXCG)I (4.b.1)

=00

Definicdo 4.1 :

Uma familia % de fungoes oscilatorias sera chamada
semi estacionaria se a fungao %;(A) for limitada para todo A.

A constante By definida por

- L (4.4.2)

sup (Bg()\) )
A

sera a {Largura caracteristica da famitia F .

Definigao 4.2 :

(Xt) sera um processo semi-estacionario se existir uma
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familia semi-estacionaria & em termos da qual o processo admite

uma representagao da forma (4.2.8).

Observemos que um exemplo de processo semi-estaciona-
rio e o processo uniformemente modulado dado por (4.2.12) visto

que a familia ?;:(c(t)elxt) e semi-estacionaria.

Consideremos a classe £ das familias % semi-estaciona
rias em termos de cada uma das quais um particular processo se-

mi-estacionario (Xt) admite uma representacao espectral.
Denotaremos por B a Largura caracteristica do pro-
cess40 , dada por

B a?i? (E?) (4.4.3)

Deve-se notar que para processos estacionarios a clas
se é contem a familia das exponenciais complexas que tem largu-
ra caracteristica infinita; consequentemente, todo processo es-

tacionario tem largura caracteristica infinita.

Seja agora B* c¥% a sub-classe de familias cujas lar-
guras caracteristicas sao cada uma igual a B e seja F* um ele-
mento qualquer de 6*. Se €*=¢ , consideraremos #* qualquer
familia cuja largura caracteristica seja suficientemente proxi-
ma de B_.

X

Admitamos que seja

o

X, = J A:(A)e“‘ dY; (4.4 .4)

-0
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onde E(ldfﬁz)=du*(k) e ¢t(A)=A:(A)eiXt€ F* , a representacao
espectral do processo (Xt) em termos da familia F*. Torna-se
claro agora que, se for definido o espectro evolutivo de (Xt)
com respeito a ¥*, entao a aproximagao (4.3.8) sera valida se
para cada )\, dH;(e) (transformada de Fourier de A:(A)) se com=
portar como uma fungEo-G com respeito a I'(A). Mais precisamen

te, consideremos a

Definicao 4.3 :

Uma fungao u(x) sera considerada uma pseudo funcao-6
de ondem ¢ com respeito a uma fungao v(x) se, para todo k, e-

xistir € (<<1) independente de k tal que

©

l[u(x)v(x+k)dx— v (k) J u(x)dxl< € (4.4.5)

-0 - Q0

Ainda, admitamos que

(a) o filtro g seja quadraticamente integravel e nor

malizado de modo a se obter

(o2 (o]

2m f lg(s) |%ds= f ITOY [2an = 1 (4.4.6)

- Q0 - 00

(b) uma medida para a largura do filtro g, represen-

tada por Bg, seja
Bg = j |s||g(s)|ds (4.4.7)

=00
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Lema 4.1 :

.9’ € 4. . s m g
Seja uma familia semi-estacionaria com largura carac

(éQCkTT onde Bg(k) e dada por (4.4.1). Entao pa

(e i0t

L 4 .
eristica
: Eigd bg= sup

ra cada t,A, dH (8)) e uma pseudo funcgao-& de

A
ordem Bg/B? com respeito a I'(9).

Prova

Para todo k,

oo o

f eiteP(e+k)de(8)-F(k) J eitede(e) =

(=]
oo

[ eite[r(e+k)-r(k)]dﬂx(e) . I e1t® v (ran(e).0) dH, (8)

- -0

onde para cada 0, 0g<n(0)<g1.

Logo,
[ eiteF(B+k)de(6)= I'(k) J eitede(e)+R(k)

sendo
By

R(k) = J 0Ot (kanco)y. 8)dH, ()

-0

Mas

o

B
R (k) [<sup lr'(e>lJ |e||dax(e)|< Eﬁ por (4.4.7)
) Y o 4

0 resultado e portanto verificado.
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Estamos agora em condi¢coes de obter uma forma mais e-

xata para a aproximagao (4.3.6).

Teorema 4.1 :

Seja g um filtro satisfazendo as condigoes (4.4.6) e
(46.4.7) e Ft &6) sua funcao transferencia (generalizada) com res

peito a familia semi-estacionaria 4 de largura caracteristica %.

Se para qualquer >0, g for tal que Bg<eBg, entao pa-

ra todo t,w,®8,
|a, Cw) [T, (8) - T(0)|<e

Prova

Por (4.3.4) temos:

A (w)T, (o) = [ g(s)A,__(w)e "5%ds

= Q0

Substituindo A*—s(w) em termos de de(G), obtemos

oo (eo]

- -ise i(t-s)ao
At(w)rt,&e) j J g(s)e e de(a)ds

- =00

- j eltal‘(em)dﬁw(a)
-0
ita

De acordo com o lema 4.1, de(a) ¢ uma pseudo-fun

B

¢ao-8 de ordem _8 com respeito a I'(a). Logo, se o filtro g for
B
¥ -

escolhido de modo que, para e£>0 dado, BgSGEr, entao
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oo 2]

iJ eitaF(8+a)de(a) - T(8) j eitadﬁw(a)]<e

fes) [o9]

0O resultado proposto e obtido observando-se que

J eitadﬁw(a) = A, (w).

5. Determinagao de Espectros Evolutivos

Consideremos um processo semi-estacionario (Xt) com
< . .
largura caracteristica Bx tendo, em termos da famIllagf*, a re-

presentacao

B = J A:(A)eixtin com E(|dY;|2)-du*(A) (4.5.1)

=00
Seja ainda g um filtro nas condigoes (4.4.6) e (4.4.7)
com largura Bg. Para qualquer XO, seja (Xt) o processo definido

por

(oo

Xt = j g(s) Xiog e-ixo(t-s) ds (4.5.2)

-0

Usando (4.5.1) e considerando (4.3.3) podemos escrever

A+

it - J T *()) A:(A+Ao) elAt gy (4.5.3)
t,k+ko o

-
onde T'* (8) & a fungao transferencia generalizada de g com res-

t,w
peito a familia F¥*.
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Devido a ortogonalidagde de (Y;) segue que

[ ]

E(|% 12>=j T 0 1o y) 200 e
¢ t,A+Ao | " o)‘ uo(A+ "

(4.5.4)
Em termos de
IFLON = Ak gy (4.5.4)
@ sapectro evelutive de (%) ¢Om respeito z familia *, temos
Teorema 5,1
E(litIZ)-[m [r(x)IZdF:(x +Ao)+0(€) (4.5+5)

onde O(e) designg UM termo que pode ser fejto arbitfh

Suponhamog O filtrg

mo F *

. ' cg
P 8 escolhiqe de forma a Bg<€Bx,
€ uma familia qop largur,

. . rbi‘
Caracteristica igual ou 2
trariamente proxip, de B

emd
x’ Podemog €scCrever com base no teor
4.1 anterior,

™ (A) =
t,)\+)\) FQ) r(t!AO,A)
0

onde
Ir(t,xo,xn< €

A*
| t(X+)\°)|
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Entao de (4.5.4),

o

Ec;xt;2>=j T (sr (e, ) |

-0

20 4% Y
lAt(A+Ao)l du* 4 )

[¢ o}

B J iF(A)lzlAg(x+xo)|2du*(x+xo)+11+12+13
i 2

e 11=J réadelt, Xo,k)lA:(k+ko)| du*(k+xo)
i 2

2 (AR )| du* (A+1 )

Iz'f T(A).r(tsh,
e[ e,

-0

%5
2| p% du* (A+X )
lAt(A+xo)[ u i

Agora

i 2
3l < g f du*(r) = 0(e")
) 0+ )
Tyl < f o0 | Ak ) [0

- 00

rovarmos que &

e 11 | =0(€) pasta P
Para mostrarmos qu 9 5 )
permanece finita quan

. { acima
‘Mtegral 3 direita da d951gualdade

. : RIS
9 B 5o, seja entdo A SO [TO) [[AE (0

Logo,

flrxx>|lA:<x SIL

-0

p*(a+hy)

[ aran,)l" @100
sj du* (Ah ) * [ | .
A EA
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A integral sobre A & finita pois du*(A) e o espectro
evolutivo em t=o0, assim como a integral sobre[A_ , pois T'(X) e

normalizada de forma a se obter

@

'] [Tea) [2ar = 1

= O

Procedendo analogamente para o termo I obtemos o re-

ll
sultado.

Se a medida p*(A) for absolutamente continua com res -

peito a medida de Lebesgue, poderemos escrever

* *
dFF(A) = £XO0) 4,

existindo para todo A a funcao densidade espectral evolutiva

*
ft(K).
0O teorema 5.1, em termos da f:(k) resulta entao
o
e 2 %
E(litl } = [T ()| £L(AX ) dx . (4.5.6)
=00
Notemos que a validade da aproximagao acima depende sO
mente da condigao Bg<<§?*. E claro que para Bg fixada, (4.5.6)

valera ainda aproximadamente se a representacao do processo (Xt)

for em termos de uma familia semi-estacionaria ?ﬁcuja largura ca

racteristica By satisfaca %F>$B ., Se dF (A)=f (A)d)X for entao o
F g t t

espectro evolutivo do processo com respeito a essa familia,

(4.5.6) tambem valera aproximadamente se substituirmos f: por f .

No entanto, deve ser lembrado que se tratarmos com uma

%
i s
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familia ?:genérica, o valor exato de E(Iitlz) sera dado por

(=<}

2 ¥ 2
eCIR, %) = [iry @) 17 ar Oe) (4.5.7)

(6]
-

Logo, o valor exato de'E(Iitlz) e uma media em \ e ¢t
de dFt(X) e como E([Xt|2) independe da escolha da familia ?; o

valor desta media de dFt(l) (sobre A e t) deve tambem ser inde-

p
pendente de f].

Escrevendo (4.5.6), consideramos que o efeito do cal-
culo da média em relacao a t e desprezivel pois a condigao
Bg<<§; implica que a variacao de dFt(A) e muito lenta sob a va-
riacao do filtro g. De qualquer modo, o grau de precisao de

(4.5.6) depende- da razao Bg/q;.

Se, por exemplo, Bg=o, isto e, g(s)=68(s), entao

(4.5.6) sera exata para qualquer Fe

EC|R, |?)=E( U 8(s) [xt_se'“o(t'”]ds'z) -
E(Ixte-ilotlz) - E(Ixtlz)

Portanto,

e}

2
C(2,1%) =j aF () (4.5.8)

=00



Por outro lado, se

T oo
(o]

f 1//§ Isls %T
g(s)= 1lim [gT (s)] onde Ko (s)= © °
o o [

0 [s |> %To

de modo que Bg=w, entao

(e

@ & {hak N
2 [2ya L= -is) 2 A+A )12
w15, 73] || s eoprmmyme i han] Ha, 000 Baniinn )

-0 =00

- 2
= lim f 6., (M) [ du(r+r ) (&3 5,:9)
T > To’)‘o @
0 - 0O
onde
e
1 2 iul
GT (A) = — J A (A+X ) e du
A /T 1
o t==
270

2. -,
Notemos que E(|it[ ) e independente de t e se (Xt) for
estacionario, entao se reduzira a definigao classica de espectro

para processos estacionarios. No entanto, (4.5.6) nao e verifica

‘do para qualquer familia.

Uma comparagao entre (4.5.8) e (4.5.9) e interessante:

@

Em (4.5.8), J dFt(A) e uma funcao apenas do espectro

=00

evolutivo no ponto t nao envolvendo valores em outros pontos; po

rem nao fornece informagao alguma sobre a distribuigao de dFt(l)

em termos de A.
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Wo entanto, se em (4.5.9) supusermos que para cada To’

()\)|2 seja fortemente concentrada na regiao de \=o (como e
093 "o

| Gop

M

geralmente o caso desde que admitamos que para todo )\, AC(A)
uma funcao variando lentamente em t), entao

(ee] o

Tlim f lGT Si)\zdu(k+ko)=du(ko)[-lim J'GT Sﬁ)IZdA}
O->oo S o o TO-MO lw o o

Esta quantidade, sendo completamente independente de
t, pode ser interpretada como uma forma de "media" sobre t dos

valores de dFt(Ao) para =<t <o,

Com esta comparacao, podemos observar que quanto mais
precisamente tentarmos determinar dFt(x) como uma fungao de t ,
menos precisamente a determinaremos como uma fungao de ), e vi-

ce-versa. Esta caracteristica sugere uma forma de
Principio de Incerteza:

"Na determinacao de espectros evolutivos nao se pode
obter simultaneamente um alto grau de resolugao no dominio de t

‘.
e no dominio de A."

Se for fixado um grau de resolugao no dominio de ) ,
isto e, se for estabelecido um limite inferior para Bg, entao
obtem-se a maxima resolugao possivel no dominio de t consideran
do-se familias com maxima largura caracteristica pois, para uma

particular familia ?, a resolucao neste dominio sera deteminada

B
por E& :
¥
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6. Estimagao de Espectros Evolutivos

No que segue, sera considerada apenas a representa

-~ Lo T % *
g¢ao do processo (Xt) em termos de uma familia ¥ “e s € quando
se fizer referencia ao espectro evolutivo de (Xt)’ sem alusao
a qualquer particular familia, este devera ser considerado como
sendo lA:(A)Izdu*(A), ou seja, o espectro evolutivo com respeito

a(j:*n

o . 2 * * * o, s *
s asterlisticos em At(A), du®™(d) e dFt(A) serao omiti

dos portanto, sendo entendido que todas as funcoes sao agora de

= : s - s (544
finidas com respeito a familia o *,

Consideremos dada uma amostra de (Xt) para OstSTo 2
Estudaremos o problema de estimar o espectro evolutivo, dFt(A),
para oStSTo, a partir dessa amostra. Trataremos apenas do caso
em que a medida p(\) & absolutamente continua com respeito a me
dida de Lebesgue, isto e, para cada t, A, F;(X)=ft(k), onde
ft(k), a fungao densidade espectral evolutiva, existe para to-
do X.

Seja g um filtro de largura Bg’ nas condigoes (4.4.6)
e (4.4.7) e para qualquer XO fagamos

t

U -f g(s)X, _ g AABLNH)y, . (4.6.1)

s
t=-T
o
Suporemos Bg<<Bx<<To de modo que para t>>0, os limites
na integral acima podem ser efetivamente substituidos por (-«,)

tornando (U,) identico ao processo (ﬁt) definido em (4.5.2).
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Sendo assim, pelo teorema 5.1,

E(rUt|2)=J|p(k)|2ft(;+xo)dA+O(Bg/Bx) (4.6.2)

o

Se estabelecermos uma comparagao entre a estimagao de
espectros evolutivos e a estimacao de espectros para processos
estacionarios observaremos que para estes ultimos pode-se tam-
bem empregar a tecnica descrita acima, porem, neste caso, a lar

] . 2 ~
gura de faixa de IF(A)I e uma fungao de To que tende a zero quan
do T —» e« Para os espectros evolutivos, no entanto, a largura de
)
: 2 = ”

faixa de |T'(\)|“°, que varia inversamente com Bg’ e limitada pe-

la restrigao B _<<B_.
g X

Em outras palavras, como a escolha do filtro e tal que
ele opera localmente sobre (Xt) e desta forma garante um alto
grau de resolucao no dominio de t, pode-se sacrificar algum grau
de resolugao no dominio de A. Portanto, a fim de se estimar
ft(k) deve-se supor que sua largura de faixa seja substancial -
mente maior do que a largura de faixa de IF(X)IZ. Neste caso
IP()\)I2 e uma pseudo fungao-& (de ordem a razao entre as largu-
ras) com respeito a ft(k) e podemos escrever, lembrando que

ee]

j [T(x) [%dr=1,

=00

2, .
E(IUt| ) £.(O0) (4.6.3)

Portanto, IUtl2 e um estimador nao viciado aproximado

de ft(ko). Contudo, se (Xt) for um processo estocastico normal
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verifica-se, por um calculo direto, que

@

Var(lUtlz)'-[J |r(A)]2ft(A+xo) dtJ2(1+6°’A°)

e sendo essa quantidade independente de To, conclue-se que |Ut|2

nao devera ser na pratica um estimador muito util de ft(lo).

No entanto podemos reduzir as flutuagcoes amostrais

"suavizando" os valores de |U em uma vizinhanga de t; assim

"

procedendo, aumenta-se a precisao dos estimadores sacrificando-

se algum grau de resolucao no dominio de t.

Consideremos portanto uma fungao-peso WT,(t), depen -
)

dendo do parametro T,» que satisfaga:

(a) WTé(t)?o , todo t, T!
(b) WT,(t)¢o quando [t|+» para todo T;
o

o
(e) f WT;(t)dt-l ; todo T;

(d) J [WT;(t)]zdt<°° , todo T;

-0
0

(e) Com WY, (w) = j o Wty
0
- 00

T!(t)de (4.6.4)

Admitiremos que exista uma constante C tal que

©0

lim [T; j Iw;.(m)lzdw]- c (4.6.5)
T;+m f 9
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Seja agora
(e o}

Vt = f WT,(S) IU
o

t_Sl2 ds (4.6.6)

- CO

Novamente, admitiremos que os valores de WT,(S) decres

o)
cam suficientemente r§pid9 de modo que a integral acima possa
ser avaliada a partir de um comprimento finito de |Ut[2. De
(4.6.2) segue entao que:

o] oo 2
e ; 2
E(V,) f f kTé(s)ft_s(A+Ao)lr(A)| dsd)\
- J B, O ) [T 2 an (4.6.7)
= 0O
onde =
?t(k+xo)-J WT;(s)ft_s(A+Ao) ds

Por (4.6.7) vemos que E(Vt) e uma forma suavizada de
ft(ko), suavizada em t e A. Se, como anteriormente em (4.6.3),
supuzermos que para cada t, ft(k) seja suave comparada com

fP(X)lz, entao poderemos escrever:
E(Vv)~E ()
de modo que V. e um estimador nao viciado aproximado do valor me

dio ponderado de ft(ko) em uma vizinhanga de t.

Uma investigagao quanto as propriedades amostrais dth
e direta, porem longa. Os resultados que seraoc apresentados po-

dem ser vistos em Priestley [21] e foram obtidos sob a conside-
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ragao de ser 0 processo (Xt) um processo estocastico normal.

Consideremos, para Xo qualquer,

©

e, -ido(t-s)
Ut J g(s) Re_g © ds

= 00

Portanto, para w e vV quaisquer, obtemos

2 - T
eclu 2fu,|?) =

o]

-iuww ivw -imv inv
JJJ Jg(u)g(v)g(m)g(n)e e e e E(xt_uxt_vxs_mxs_ dudvdmdn

-
(4.6.8)
Sendo (Xt) um processo normal,
E(Xt-uxt-vxs-mxs-n)= R(t-u,t-v)R(s-m,s-n)+
R(t-u,s-m)R(t-v,s-n)+ (4.6.9)
R(t-u,s-n)R(t-v,s-m)
onde, como em (4.2.7),
R(p,q) =[ e‘*(p'q)Ap(X)Aq(x)du(x) (4.6.10)

-
Sera assumido por simplicidade e sem perda de generali
dade, ja que du e absolutamente continua com respeito a d\ , que
du(r)zda .
Substituindo-se (4.6.9) em (4.6.8) e considerando-se
(4.6.10), obtem=-se:
EClu %] v, |?

)-E(|Ut|2).E([US|2)+Sl+S (4.6.11)

2
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onde P
Sl’f” Jg(u)g(v)g(m)g(n)e‘luwelvwe'lm\)eln\)
(J J eT10(smnt ) oy TGy . TS TRTENY) L () T(F) a0 dd) dudvdmdn
o t-u s-n t-v s-m
e 82 e definido de modo semelhante permutando-se m com n.
Pode-se escrever S1 como :
Sl=[ [Ft’e(6+w).Pt’¢(¢-w) Ts’¢(¢+v) g’e(e—v)
x [At(e)At(mWs HE_(me t s O ‘”]dew
onde, para quaisquer t,w,0 ,
0
-is@
rt’se) f g(s) (A __ (w)/A (w))e ds
Mas sob a condigao Bg<<Bx’ pelo teorema 4.1, para todo
t,w,0,

rt,w(e) ~T(O)

Portanto

51~[ J e-i(s-t)eAt(e) A (8) T(o+w) T(o-v) do ]

= 00

y [e—i(s-t)¢ A, ($) gs(¢) F'(¢=w) T(¢+v) d¢ ]
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Considerando-se que I'(A) e uma pseudo funcao-§ com
respeito a At(A) ( o que parece razoavel se supor, visto que es
tamos sob a afirmacao de ser II‘(X)I2 uma pseudo-funcao-§ com

respeito a |At(k)[2),obtemos com essa aproximagao,

5, & FQTE)Asun+X:RbAsmn][Atun L@ a M T |

X j je‘i(s't)(6*¢)r(e+m)r(b-v)r(¢—w>r(v+¢>ded¢
1 (4.6.12)

Da mesma forma pode-se encontrar a expressao analoga
para Sz.
Portanto, de (4.6.11), segue que

2 2y _
Cov(]UtI ,IUSI ) =5, +8, (4.6.13)

Logo,

@

2 2
Cov(vt,vt')af IWTg(s)WTé(v)Cov(lUt_sl ,IUe_v])dsdv=Qbe

(4.6.14)
‘onde Q; e Q, correspondem ds contribuigoes de Si e S,.
Utilizando (4.6.12) - (4.6.14) e depois de alguma re-

ducao, chega-se a

4 o

%y e jglj je'i("'t)(°+¢)K§J)(e+¢)xii)(e+¢)

(4.6.15)
x T(0+w)T (6-V)TI' (¢p-w)T(¢+v) d0dé
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onde -
(3) - (j) -iseo
Kt (8) I wTé(s) a, _ e ds
e
1 2
ai ) . lAt(m)l2 , : ) . Aéw).Ath)
a£3) = At(v)AtEw) , aéa) = |At(\))|2

Mas

o

ZHIEWT'(S)]Z a(J) (3) ds
o

t-s 2t'-s

[ ki) (e)K(J) (8)d0

—-co - o

= 2w (aij).aéi)) f [WT(;(S)]2 ds

=00

depois

Kéj)(e).Kzi)(e)

Se E(J)(e) denotar a fungao

de normalizada de modo a possuir integral unitaria, entao

%7 {f iy, )" dSJ{[ |PCova) |? T Co+w) | de]
(@) -

- ©

4 . R aPY T
x ['Zi aEJ):E?) j it t)GK(J)(e)de] (4.6.16)
L1=

-0

Com calculos semelhantes obtem-se a expressao analoga
para QZ'
Portanto,para(»e\)nzo simultaneamente nulos, chega-se a

(++}

Cov[Vt,Vt,] gU[x .(s)]zds]U |I‘(6+w)|2|I(9+\))|2d9].

]

4 . ; :
5 a(J)aEJ,) 1 G (g1t
oy TR

=00
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o

gy - [ e 180 2(3) gy 49 (4.6.17)

- 00

Pode-se interpretar (4.6.17) como segue:

A covariancia entre Vt e Vt' sera efetivamente nula

i) |wtv| for suficientemente grande de modo que

] IT(o+w) |2 |T(8+v) |2 d6 ~ 0

=Q0

isto e, se |w#v|>> largura de faixa de IF(w)lz ; ou

ii) |t'-t| for suficientemente grande de modo que

k(J)(t'-t)~O para todo j, isto e, se |t'-t|>>largura da funcao

peso W

Em particular, para t'=t, w=v=)
part: P o

= 2 4
Var(Vt)~(1+6o,AO)ZHft(XO)[[[ﬁTé(s)] dsJ[f [T ()| dx]
onde - . (4.6.18)
_ 2 2 2
-0 =00
Observando-se que
2 o°[w (t)]2 dt = | |u¥,¢( )|2 dw
r pt ol
! o o ! o o
obtem-se, para valores grandes de Tg ’
C = 4
Var(Vt)~(1+6°,Xo)i?- £.Q) J [T(A) |7 dAa (4.6.19)

=00
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Uma expressao aproximada para o vicio do estimador Vt
pode ser obtida de (4.6.7), onde

o0

2

E(V, )~ j th_s(A+AO)WT.(s)]P(A)[ dids (4.6.20)

Expandindo ft_s(k+ko) em uma vizinhanga de ft(Ao)
como uma serie de Taylor nas variaveis s e A, negligenciando po
tencias de s e A acima da de segunda ordem e supondo WT,(s) e

o

II‘(A)l2 como fungoes simetricas de s e A, respectivamente,
(|F(k)|2 sera sempre simetrica quando a funcao g for real), en-

tao de (4.6.20),

2 2
: Bw Br
o f 0
onde L}
2 1/2
Bw -[ J s WT,(s) ds}
-0 o
¢ uma medida da "largura da fungao Wer "
0
o
: 1/2
B -[J A2 T |2 dx]
-0

¢ uma medida da "largura de faixa da fungao II‘()‘)I2 H.h

2

3 £, (\) 1/2
- et ol
Bo(t,l) ft(l) / atz
azf () 1/2

B, (Y w g Ry e
f t a)\2
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Para cada A fixado, Bo(t,k) pode ser interpretada co-
mo a "largura de faixa de ft(A) no ponto t'", com ft(k) sendo ob
servada como uma densidade espectral sobre o domiInio de t, en
quanto para cada t fixado, Bf(t,K) pode ser interpretada como a

"largura de faixa de ft(k) no ponto A", observada (no sentido

classico) como uma densidade espectral sobre A\.
Fagamos
B (X)) = inf {B (t,\)} e B.(t) = inf {B_(t,)\)}
o " o f A f

Considerando

B, = iif {BO(A)} , B, = i:f {Bf(t)}

podemos descrever Bo 3 Bf, respectivamente, como a largura de

faixa de ft(k) no dominio de t e no dominio de \.

Portanto, por (4.6.21) podemos obter uma expressao a-

roximada para o vicio de V. como sendo:
P t

2 2
| By Br
v(VI=IE[V -f Q)] A ) —5 + —5) (4.6.22)
2B " 2B] :

7. Consideragoes sobre o planejamento

Antes do estimador V. ser calculado, € necessario se

escolher a forma do filtro g e a forma da funcao peso W Ge-

T'®

o

ralmente o filtro & escolhido como uma das "janelas" usuais da
J

analise espectral de processos estacionarios, lembrando que
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lT‘(A)[2 e nao |T(A\)| corresponde a janela espectral. O filtro en
volvera um parametro digamos, h, de modo que ajustando o valor de
h, sera possivel se variar os valores de Bg e B, . Do mesmo mo-

r

do W , podera ser escolhida a partir da mesma colegao de jane-

Tl
(0]

las e pelo ajustamento de Té torna-se possivel variar BW'

Por exemplo, se o filtro escolhido for

1
[57?? 5 |s|$h

g(s) = (4.7.1)
0 ls|>h
entao
2
IP(k)l2= % senzhk
hA
correspondendo a janela de Bartlett.
Por outro lado, pode-se escolher
1 Lorgpelp
" TJ ? 2T05t52To
W (= (4.7.2)
e 0 ’ complementar

correspondendo 2 janela de Daniell; entao

© 1
s sen(=T"' w)
WT*'(w) = f e mth'dt = 12 P
o ° =T 'w
-0 270
®  sen -zl-jTo'm Z
e lim [Té [ P dw] = 27
T(')-rm L o ETo'“’
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Uma outra escolha podera ser

7

_t/T'
e )
T s t2o
“]Tl(t) = o (4.703)
0
0 » t<0
de modo que
S - 1
Hpr (W)= g
o o
e oo
lim [T' f Iw;,(w)|2 dw] =7
T'>eo 2 0
-0
Depois da escolha das formas matematicas das fungoes g
e W surge o problema de como escolher os parametros h e Tg de

T‘
o
modo que o estimador Vt possua certas propriedades desejadas.

Consideraremos agora tres conjuntos possiveis de condi

coes que podemos desejar que Vt obedeca:

(1) "Se a resolugao no dominio de A for fixada"

Se for exigido que para cada t, V_ deva ter um determi

t

nado grau de resolugso no dominio de A, entao o parametro h pode

ra ser escolhido de modo a se obter
r/ = k (4,7.4)

onde k, e alguma constante determinada. Dada B (4.7.4) deter-

1

minara h e consequentemente Bg'

f ’
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0 parametro Tg podera agora ser escolhido de modo a mi
nimizar M(Tg), o erro quadratico medio relativo de V., sujeito as

condigoes B <<T'<<T ,
8 o 0

v2(Vt)+Var(Vt) Bwl‘ - & i
M(T') = - + o= [T(A) ™ da
o 2 4 it
ft(xo) 4B _ o

Note-se que quando Tg+, Var(Vt)+, v(Vt)+ e quando Té+,

7
\ar(Vt)+ e V(Vt)+ 5

(2) "Se a resolugao no dominio de t for fixada".
Se for exigido um grau determinado de resolucao no do-
minio de t, deve-se escolher Tg de modo a se ter

B

w -
o

onde k, e uma constante dada.

0 parametro h podera agora ser escolhido de modo a mi-
nimizar M(h), o erro quadratico medio relativo, sujeito a condi-

a <<T'
gao Bg T°

B4 -

r C 4
H(H) o vy + e J [T(A) ™ ax

4Bf o ‘.

Note-se que quando Bg+, v(Vt)+, Var(Vt)+ e quando Bg&,

v(Vt)f e Var (Vt)+ .
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(3) "Se a resolucao for fixada em ambos os dominios."

Neste caso, h e Té deverao ser escolhidos de modo a se
obter

Br .B__..=k
B 2
(o]

]
~
o

onde k1 e k2 sao ambas dadas. O valor do erro quadriti

co medio relativo sera agora determinado pelas condigoes acima.

(4) "Se nenhuma condicao for exigida na resolucao."

Neste caso, pode-se escolher h e Té de modo que conjug
tamente minimizem M(h,Té), o erro quadratico meédio relativo, sob
as condigSes Bg<<Bx 5 T;<<T0; isto e, h e T; podem ser escolhi

dos de modo a

2 2 m
1, By Br C 4
M(h,T')= & ( —% + } +pe j Py |7 ax (4.7.6)
o 4 2 2 T
BO Bf o .

ser um minimo.

Ainda de Priestley [21] se obtem as seguintes observa-
coes:

1) Nao se pode escolher um valor arbitrariamente peque
no para kl pois o valor de h, finalmente escolhido, determinarao
valor de Bg e devera ser consistente com a condigao Bg<<Bx. Quan
do esta condigao for mantida, o valor de h influenciara somente

= L4 s ] -~ ¢
a resolucao no dominio de A de modo que as exigencias para uma
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dada medida de "precisao'" em cada dominio podem ser tratadas se-
paradamente. Quando a condigcao for transgredida, o valor de h a-
fetara a resolugao tanto no dominio de A quanto no dominio de t

(de acordo com o Principio da Incerteza).

2) Os valores admissiveis de k2 sao do mesmo modo res-

tritos pela condicao T1 RST

3) Em principio, nao existe dificuldade em se admitir
os parametros h e T; como sendo ambos seletivos. Entao, se forem
conhecidos os valores de Bo(t,k) e Bf(t,k) para todo t e A,

(4.7.4) e (4.7.5) poderao ser substituidos, respectivamente, por

Br(t,k) Bw(t,l)
—B?(m - kl(t;x) e Eo—z—t—’v = kz(t’x)

Desta forma sera possivel se variar a largura de faixa do filtro

g e a largura da fungao peso wTé quands t & 3 warlsmems

4) O Preblema da escolha do parametro h no filtro g o-
corre tambem na analise espectral de processos estacionarios. Nes
te-caso, e usual se pedir que h seja escolhido como uma fungao de
5 de modo que Bp?o quando T, +o, a fim de que f(\) seja um estima
dor consistente de f(\A). Entretanto, no caso nao estacionario, es

- - . - v . .
ta exigencia e impossivel, em primeiro lugar porque o valor de BF
esta restrito pela condicao Bg<<Bx e em segundo lugar, porque a

nogao de consisténcia sera irrelevante ao tratarmos com uma amos
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tra de uma unica realizacao do processo, ja que o efeito de au-
mentar To ¢ simplesmente de nos ser possivel estimarft(k) em

pontos-t futuros, nao proporcionando informacoes adicionais que
possam ser usadas para melhorar o estimador de ft(l) em um va

lor t ja considerado.

E necessario se salientar que as relagoes apresentadas
nesta seccao se prestam a determinagcao dos parametros h e T; des

de que as formas matematicas das funcoes e W ja tenham sido
¢ g

T'
0
escolhidas. O problema de escolher as formas dessas fungoes, no
entanto, € muito mais complicado e mesmo para o caso estaciona-
rio, esse problema ainda nao foi resolvido satisfatoriamente. En
tretanto uma "figura de merito" conveniente que poderia ser su-

gerida para determinar formas "otimas" para g e W seria o er

Tl
(o}
ro quadratico medio relativo, M(h,T ), dado por (4.7.6). Supon-

do-se que M(h,T;) fosse minimizado com respeito a h e Té e deno

- . -t .
tando-se o valor minimo por M(g,wT,), entao para se determinar
o .
- . < 13 ’ .
as formas otimas procuradas, poder-seda tentar minimizar esse
funcional em g e W

relembrando que em M(g,W,,) a quantidade

(o]

T'? T
o

f |F(A)I4dk depende da forma do filtro g e a constante C de-

pende da forma da funcao WT. .
o

Um problema tambem a se considerar e o de testar se
o processo com o qual estamos tratando pode ou nao ser admitido

como estacionario. Uma forma de teste é sugerida em analogia com

os metodos da analise de variancia. Entao, se for assumido que
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o processo e de fato estacionario, um estimador para sua fungao

densidade espectral podera ser

i
(Ty) o
1 2
£, )=+ f lu |7 at
o
o
correspondendo a
'}f—" ’ OStsT'
o
0 s complementar
com T'=ST
o o
(1)
Se f (A) denotar um estimador de ft(k) no ponto t ,
t

parece ser razoavel se basear um teste de estacionariedade na
fungao

To  (To) (To)
\f(x) = j <ft (\) - f () ) dt

S
(o)

8. O caso discreto

Exatamente do mesmo modo em que foi desenvolvida uma
teoria espectral para processos nao estacionarios a parametro

g - -~ 3
continuo, pode-se faze-lo para processos a parametro discreto.

Neste caso, um processo oscilatorio (Xt) tera uma re-
presentagao da forma

T
ilt :
Xt = f et At(k) dYA . com te€ Z

-
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onde (YX) ¢ um processo ortogonal em (-m,m) com E(|dYA|2)-dp(A)
e para cada A\, a sequencia {At(X)}possue uma transformada de
Fourier generalizada cujo modulo tem um maximo absoluto na ori-
gem.,

0 espectro evolutivo em t com respeito a familia de
itk

-~ O c_’ — . .
sequencias - At(k)} e definido como

aF ) = 14,0 12 auon) (-msAgm)

Considerando, da mesma forma, U como absolutamente con
tinua, a fun¢ao densidade espectral £.(1) com respeito a fami-
lia de largura caracteristica maxima pode ser estimada pelo me
todo descrito para o caso continuo, agora com a fungao g substi

- -~ . ~ 5.
tuida por uma sequencia {gs} e a fungao peso W por uma sequen

T'
o
cia {wTé,t} A
Com
Y -ix (t=-s)
v, = I g X e o
t gw=m & t-s
P 2
Ve VE-” wT',v| t-vl
obtemos: T
2
E(V,) - f E O+ )T |7 ax
-
onde -
ft(k+lo) = ¥ WT,’ ft_v(k+ko)
v==o o
e

fEx) = £ g e 28
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Pode-se mostrar,entao, que

m m
Var(Vt)~[ft(Ao)][f]w;é(w)lzdw}[J ]r(x)|4dx]<1+so,xo)
=T -

onde
o

2 2
P fe-fRo) Gigr )

v == v

t o ©
2 (WT, )2
V== 0,V
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APENDICE

-ANALISE DE UM PROCESSO ARTIFICIAL-

A fim de examinar a validade dos resultados sobre 3
€stimaca
acao .
S dos espectros evolutlVvos apresentados em IV-6
fOr
am sim " ~ .
uladas realizagoes de um processo (Xt) unlformemente

o a partir do modelo (discreto)

mod
ulado, artificial, gerad

l(t—270)2
X - e 2 200 Yt ) t‘o,l,z,....o

t
Sendo
(Yt) o processo auto regressivo de segunda ordem

Y,o=0,75Y,_p ~ 0,5Y,.o * Z,
3 (Zt) uma familia de variaveis aleatorias {ndependentes tendo
c8da uma distribuigao N(O,log) ;
A fungao densidade espectral de (Y,) é
fy()‘) g _}_[ 0,8438 var (Y,) } ) 0EAET,
i 3,3750cosk+3cos A

1,2188-

ond . ] 3—
e Var(Yt).(133,3333)2, apregentando pico em X ® 10" e com lar

u
8Ura de faixa B wl .
oX 5 _1(c—z7o)2 )
) (=350 ' it x
Com respeito 8 familia i¥o=(e e ") o proces
ectral evolutiva

So
(xt) tem fungao densidade €SP

} 2
Bt A5 (5.1)

£L00) = e 200~ £ ())
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de modo que, para cada t, Bf(t)=inf{Bf(t,A)}-B y+ Portanto,
X £

B, = inf{Bf(t)}= B

f Y

t £°
Para a familia g;, dH(®) e independente de A poden-

do-se escrever dHA(B) = h(6)d6 onde

o _1.£=270,2 -2006°
h(e)=% f e 2 2007 -ibt . 200 T 2 -270i6
- /2w

Tambem Bq (M) & aqui independente de A obtendo-se por
o

tanto

B 1 = zoo@
° [ Islin@lae

=0
-

de modo que Bx’ a largura caracteristica do processo (Xt)’ e

tal que

m™
B, » 2001/;

Consideramos

1

A Vit |u|<h (5.2
glu) =
0 |u|>h
obtendo portanto
2
IT(x) |2 "'% SLEZ'EA- (5.3)

e como "largura'do filtro g,
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o0

3
5, = [ Il lau =43z

w00

"y P . 1 ,/n
inda, 3= $ 3507 \ 732
X

De acordo com a definigao dada em IV-6, B, sera infini

r
ta quando o filtro g for o considerado em (5.2), implicando que
a expressao aproximada obtida para o vicio em (4.6.22) nao e su
ficientemente precisa para um filtro dessa forma. No caso dis-
creto, porem, I'(A) e definida apenas em (-m,m) e BF e sempre fi
nita.

A razao principal de se estabelecer os resultados em
termos de By e que, em geral, B ¢ uma medida da largura de fai
xa de |F(A)|2. Porem, para o grau de aproximagao a ser usado, po
de-se igualmente bem usar outra medida para essa largura de fai
xa, ou seja, a distancia entre os pontos medios na curvatura
principal de |F(X)|2. Assim, para II‘(X)I2 dada em (5.3), obteve-
se Bf = % .

Fixamos a resolugao no dominio de A e escolhemos pri-

meiramente k1=% de modo que B, = %Bf. Ou seja, escolhemos h tal

=-% % ; portanto, h=10.

v

que

Com esse valor de h,

=

1 10°

& <
Bx * 200w 2

= 0,035
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Consideramos como fungao peso:

1
o lelem
Woy(e) = & ° (5.4)
]
° o]
0 ’ |t|>7y
Entzo,
© ]
/ T
Bw = j tZWT,(t)dt] =
P ) 12
Ainda,
@ _a sen (wT!, )
w,’;,(w) 'f Wpelt)e 10t = °/
o w0 wT ]
/2
e
2 '
© gen (mTO/Z)
lim |T' . dw| = 27
T | T le (urt/2)?
o

Os estimadores Vt de ft(A) foram obtidos atraves da

equagao analoga a (4.6.6) para o caso discreto com W_, dada por

Tl
o
(5.4), Ut dado por (4.6.1) e g(u) da forma (5.2).
Sendo assim,

Var(Vt)

gt()\o)

_2n _ 20
3T 3T
o o
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Para a determinagao de Té, consideramos o erro quadra

tico medio relativo de Vt’ M(T;), sujeito as condicoes

B <<T'<<T , Entao
g o o}
4 4
B - o
M(T!)~ “'4 - %-’}f lr(x)l4 d) = = + 2
43 o 576Bo% 31!

Minimizando essa quantidade com respeito a Tg, obteve

se

Como Bo mede a "largura'" de ft(A) quando observada co
mo uma fungao de t, considerando a expressao (5.1), tomamos co-

mo um valor aproximado de Bo o desvio padrao de uma distribui -

-~ oy 2002 - 200
¢ao normal com variancia i Isto e, tomamos B = —— .,
o W2

Com este valor obteve-se T; ~208,

Dessa forma, o erro relativo padrao de Vt’ sendo %%T,

com os valores de h=10 e Tg= 208 tornou-se aproximadamente 18 7

A fim de observar o comportamento dos estimadores Vt

para outros valores de h, com a mesma analise foram escolhidos
-l =28
13 1 32°

o primeiro caso obteve-se h=15 e Té % 224 com erro relativo pa-

novos valores para a constante kl, ou seja, k e k Para
drao de Vt de aproximadamente 21%. Para o segundo caso os valo-
res obtidos para h e T; foram respectivamente (aproximadamente)

6 e 188 obtendo-se o erro relativo padrao de Vt como aproximada

mente 14,67
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Convem observar que embora deva ser valido que B_<B

i
BF .
o valor da constante k1=-§— nao pode ser escolhido arbitraria-
f

mente pequeno porque o valor de h entao obtido determinara ova
lor de Bg e devera ser consistente com a condigao Bg<<Bx; ain-
da, mantida esta condicao o valor de h influenciara apenas are

solucao no dominio de A,

O programa apresentado a seguir tem como objetivo de
terminar os estimadores Vt para a fungao densidade espectral do
processo (Xt) considerado; sao obtidos graficos que apresentam
as formas teorica e estimada de ft(A) para t=140, 200, 260

320, 380 e 270, respectivamente, com O0ZKALT.

Em cada grafico, a curva continua corresponde a for-
ma teorica e a curva tracejada a forma estimada. Para cada t
considerado, a curva tracejada na figura indicada por (1) cor-
responde ao estimador Vt obtido com h=15 e T$=224; a 1indicada
por (2) corresponde ao estimador obtido com h=10 e T;=208 e a
curva tracejada na figura indicada por (3) corresponde ao esti

mador obtido para h=6 e T;=188.

Os graficos obtidos para t=270 mostram o estimador da
fungao densidade espectral do processo estacionario auto-regres
sivo (Yt) cuja forma e exatamente a mesma usada para o processo

nao estacionario (Xt)'
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