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I - INTRODUÇÃO 

Trata mos nesta monografia de alguns tipos de proces-

sos estocásticos com características não estacionárias analisan 

do, em particular, a classe dos processos oscilatórios introdu

zida por Priestley. 

Inicialmente -sao estabelecidos os principais resulta-

dos sobre pro~essos estocásticos estacionários, de interesse p~ 

ra o desenvolvimento da teoria posterior, devendo-se atribuir 

particular atençao aos teoremas concernentes representaçao, 

através de certas integrais de Fourier (estocásticas), tanto de 

um processo estacionário quanto de sua função covariância • 

Nesse sentido, 
... 

convem aqui observar que em muitas a-

plicaçÕes envolvendo transformadas de Fourier onde existe inte

resse em se estabelecer as relações entre duas funções digamos, 

f(t) e g(À), com a variável t representando "tempo" e À a "fre

quência angular" de algum tipo . de oscilação, a relação entre 

f(t) e g(À) pode ser expressa na forma de uma integral de Fou

rier-Stieltjes: 

f(t) • roo eitÀdg(À) (1. 1) 

-oo 

que mostra como a função f(t) ê aditivamente construída pelas os 

'l - h - ' 1 eitÀdg('), c1 açoes armon1cas e ementares A tendo cada uma delas 

frequência angular À, com fase e amplitude determinadas por dg(À). 
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Os teoremas de representaçao apresentam resultados en 

volvendo integrais do mesmo tipo de (1.1) e estabelecem que, se 

(Xt) for um processo estocástico estacionário ao qual estã ass~ 

ciado um proces~n (YÀ) com incrementos ortogonais, para cada t 

fixado ê possível a representaçao: 

(1. 2) 

onde o processo (YÀ) ê definido a menos de uma variável aleató

ria aditiva e F ê uma função não decrescente e limitada denomi

nada iun~dO diJt~ibui~ão eJpe~t~al do processo (Xt), em termos 

da qual a função covariância deste processo admite uma repre -

sentação da forma: 

Pode-se observar, em analogia com o que foi menciona

do de (1. 1), que em (1.2) o processo (Xt) ê aditivamente cons

truido por oscilações harmônicas mutuamente ortogonais eitÀdYÀ, 

cada uma das quais tendo frequência angular À.Dessa forma pode

se dizer que (1.2) fornece uma representação espectral do pro

cesso estacionário (Xt). 

Por outro lado, como toda função covariância de um pr~ 

cesso estacionário pode ser representada na forma (1.3), consi-
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dera-se esta representaçao tamhêm cono uma representaçao espec-

tral de R(u). 

Sendo de se notar que atraves da função distribuição 

espectral ê possível se obter infornaçÕes sobre um processo e~ 

~ 
tacionirio em estudo e a fim de se estabelecer comparaçoes com 

resultados apresentados no caso de um processo com caracterís

ticas não estacionárias, são feitas no final do capítulo II ri 

pidas consideracÕes sobre o problema da estimação do 

(denominação usual ?ara dF(À)). 

espectro 

Muito embora toda uma bem desenvolvida teoria sobre 

processos estocásticos estacionários já tenha sido construída, 

na prática no entanto, muitas vezes a suposição de estacionarie 

dade se apresenta como duvidosa. 

Em Economia, por exemplo,ê comum se supor que (Xt ) 

possa ser representado na forma 

(1.4 ) 

onde mt é o termo de tendência, ct representa os ciclos 
~ 

econo-

micos, st a componente sazonal e et é o resíduo, considerado es 

tacionârio, de modo que (Xt) se torna um rrocesso não estacio-

nârio. Problemas de importância que se apresentam ~ sao os de re 

mover os componentes mt, ct e st. Para detalhes sobre o assun-
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to, ver Granger e Hatanaka [11] e Gait [10]. 

Outra situação é a considerada por Brillinger e Rata 

naka [2] onde são analisados processos multivariados nãp esta

cionários, em Economia, considerando-se modelos lineares da for 

ma 

y -t 

sendo {yt' x1 (t) ••••• , Xn(t)} um processo estocástico (n+l) V!_ 

riado estacionário e Et o distúrbio. Tratamento análogo e fei 

to pelos autores para sistemas de equações simultâneas. 

Nesta mesma linha podem ser considerados sistemas ni> 

estacionários de equações de diferenças, estocásticas, lineares, 

da forma 

onde algumas ra1zes caracte~Isticas de Ã são maiores do que 1, 

em valor absoluto. O comportamento de tais sistemas ê difícil 

de se analisar pois as funções de covariância não convergem e 

as densidades espectrais não estao definidas. 

plo, Chow e Levitan [4] e Rao [23]. 

Ver, por exem-

Para um tratamento de modelos lineares não estacioná 
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rios utilizados para fins de previs;o e controle, basicamente 

modelos do tipo auto regressi"o-medias móveis, a melhor refe

rência ê o livro de Boxe Jenkins [3]. 

Pode-se ver ainda o recente artigo de Priestley e 

Tong [19], que estende a análise a ser aqui apresentada para o 

caso de processos não estacionários bivariados. 

Em tais casos, portanto, em que a suposição de esta 

cionariedade não ê assumida, a anâli se espectral clássica basea 

da em um modelo estacionário, dificilmente pode ser admitida 

com convicção. 

O capitulo III vem entao considerar processos esto

cásticos gerais apresentando resultados sobre a decomposição e 

representação de tais processos. Generalizam-se certas propri~ 

dades dos processos estacionários para certas classes de pro

cessos não estacionários, em particular, propriedades relacio

nadas ao problema da predição linear de minimos quadrados. Nas 

secções 1, 2 e 3 deste capitulo o caso geral de um processo es 

tocâstico ·vetorial com momentos de segunda ordem finitos, ê es 

tudado. Para um tal processo existe uma decomposição,determin~ 

da de maneira Única, em um componente determinístico e um pur~ 

- . .., . - . 
mente nao determ1n1st1co que sao mutuamente ortogonais. No ca-

so de um processo vetorial a parâmetro discreto as proprieda

des dessa decomposição são uma generalização direta da conheci 

da decomposição de Wold para processos univariados estaciona-
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rios a parâmetro discreto; -este caso e tratado com detalhes na 

-secçao 2. Para um - ~ -processo a parametro continuo sao estabeleci-

dos resultados análogos ao caso discreto, de uma forma mais sus 

cinta. 

A decomposição em um componente determinístico e um 

puramente não determinístico formam a base de uma análise de um 

processo estocástico no domínio do parâmetro t (ou "tempo"), ge-

neralizando as bem conhecidas propriedades dos processos esta-

cionârios. Para a classe destes Últimos, a grande vantagem de 

se passar da análise no domínio do tempo para a no 

frequência (ou análise espectraU é a possibilidade 

os poderosos mêtodos da análise harmônica. Isto pode 

domínio da 

de se usar 

ser feito 

para processos estacionários já que para estes existem as repr~ 

sentaçÕes especiais (1.2) e (1,3) tanto para os processos como 

para as funções covariincia associadas. No entanto, um problema 

que surge ao se tratar com processos nao estacionários e o da 

possibilidade de se formular uma teoria espectral envolvendo 

conceitos clássicos tais como "energia" e "frequência" de modo 

que uma função espectral definida, ainda possua uma interpreta

ção significativa e iitil, Deve-se observar (secções 2 e 3 doca 

pÍtulo) que nas expressões de representaçao de um processo -nao 

estacionário não ocorre o aparecimento da função exponencial su~ 

gindo dai a dificuldade em se estabelecer uma definição razoâ -

vel do espectro para este caso. 
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Muitas tentativas ji foram feit~s para se estabelecer 

uma tal definição, cada uma delas tendo como objetivo se deter-

minar uma Única função cujas propriedades dependessem do com-

portamento do processo sobre todo o espaço dos parâmetros. Cra

mér considerou uma classe de processos (Processos Harmonizáveis, 

primeiramente introduzida por Lóeve) que admitem uma represent~ 

ção da forma 

X t = J e i tÀ d z À 

sem a restrição de (ZÀ) ser um processo com incrementes ortogo

nais, e definiu para este caso o e-0pect~o integ~ddo, agora uma 

função de duas variáveis, como sendo 

Esta classe de processos ê apresentada encerrando o capítulo lII. 

Como uma referência dentro do problema de se definir 

o espectro para o caso não estacionário, ê de valor o artigo de 

R.M.Loynes [15], que apresenta considerações sobre as condições 

necessárias a uma função para que seja admitida como o espectro 

e sugere algumas propriedades desejáveis ao se tentar estabele

cer essa definição, a saber: 

A1 : o espectro deverâ ser uma função real do "tempo" 
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e da "frequência", completamente determinado pe-

1-a função cova ri â n c i a , 

A2 deverá descrever a distribuição de energia sobre 

frequência, 

A3 a correspondência entre o espectro e a função co 

variância deverá ser biunívoca, 

A4 o espectro deverá se transformar razoavelmente e 

preferivelmente de maneira mais simples, se o 

processo (Xt) for transformado linearmente, Em 

particular, um conhecimento do espectro de (Xt) 

determinará o espectro do proce ss o transformado, 

deveri se reduzir ao espectro u su a l ou a alguma 

transformação simples deste, se (X t ) for de fato 

estacionário, 

A
6 

se o processo for constituído d e uma sucessão de 

partes estacionarias, digamos ( X (1)) para 
t -

e (X ( 2 )) se t>O, o espectro se rá composto de uma 
t 

sucessão dos espectros estacionári os correspon -

dentes, 

_A7 deverã ser uma transformada de Fou r ie r , ou algu 

ma transformada relacionada, de al guma quantida

de aparentemente significativa. 

sio discutidas, ainda no mesmo artigo, as def iniç ; e s dos espec -
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tros sugeridos por Pano (1950) , Page (1952), Levin (1964), Dub

man (1965) e por Priestley (1965), sendo a te,p'{'.ia relacionada 

com este Último de especial interesse neste t~abalho e apresen

tada aqui a partir do capitulo IV. 

Em Priestley [20 ], este apresenta seu espectro intro 

<luzindo uma classe de processo~ não estacionários, os Processos 

Oscilatórios,e definindo para estes o que ele chama de e.-0pe.c.t~o 

de. e.voluç.ã.o (ou upe.c.tJt.o e.volu.t..lvo) que e uma quantidade espec

t r a 1 c om i n t e r p r e t a ç ão f i s i c a s em e l h a n t e à d o e s p e c t r o d e um pr.2, 

cesso estacionário e que possue uma certa relação com o result~ 

do apresentado por Page [16] quando introduziu a noção de e.~pe.~ 

tJt.o in-0tantâne.o de potência. 

A fim de estabelecer uma definição de modo a tornar, 

também para o caso não estacionário, a noção de frequência fisi 

camente significativa, Priestley deliberadamente cons.idera uma 

representação espectral para o processo, da forma 

impondo condiç·Ões especiais à f amÍlia de funções {At (À)}. 

A sua definição de espectro evolutivo é estabelecida de modo a 

possibilitar uma interpretação física muito semelhante à does

pectro de um processo estacionário e descreve uma distribuição 

local de energia sobre frequência, com "frequência" se referiu-
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do a constante À da função exponencial complexa 
i À t 

e 

Ê mostrado que a noçao de espectro evolutivo generali 

za a definição usual de espectro para processos estacionários e 

que, em cad-a instante de tempo, sob certas condições, pode-se es 

timar o espectro evolutivo a partir de uma Única realização do 

processo. 

A fim de examinar a validade dos métodos de estimação 

sugeridos por Priestley, sao planejadas no final deste trabalho, 

realizações de um processo não estacionário artificial, gerado a 

partir de modelos conhecidos. 
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II - SOBRE PROCRSSOS RSTOCÁSTICOS ESTACIONÃRIOS 

1. Introdução 

Dado um espaço probabilrstico (íl ,B,P ), seja 

L2 (íl,B,P) o conjunto de todas as variáveis aleatórias X, ava 

lores complexos, definidas em íl, tais que 

E ( lxj 2
) = f IX(w) 12 

dP(w) < oo 

íl 

Definição 1.1 

. (2.1.1) 

Duas variáveis aleatórias X e Y, pertencentes a 

P(X=Y) = 1 ou 

Variáveis aleatórias equivalentes se ra o observadas 

aqui como idênticas, de modo que ao nos referirmos a uma par-

tic ular variável aleatória, estaremos nos referindo à 

de todas as que lhe f orem equivalentes. 

~ 

c 1 asse 

Com essa convençao, o conjunto L2 (íl,B,P) sera um es 

paço de Hilbert (com as operaç~es de adiçio e multiplicaçio 

por esca la res definidas respectivamente como a ad içi o usual de 
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vari;veis aleatórias e a multiplicação usual por -numeros com-

pl~x_os), com produto interno entre . duas variávies aleatórias X 

e Y definido por 

<X,Y> = E(X.Y) (2.1.2) 

onde i representa a conjugada de Y. 

Consequentemente, a norma da variável aleatória X se 

-ra dada por 

(2.1.3) 

Com esta definição, a convergência em norma de uma 

sequincia de pontos em L2 (íl,B,P) coincide ~om a converg;ncia 

em m~dia ~uadrãtica da sequ;ncia de variáveis aleatórias 

respondente. 

cor-

Se j a agora ( X t : t E T) um processo e s to cá s ti c o com p 1 ~ 

xo, isto é, existe um ~spaço probabilÍsti~o (íl,B,Pl tal que p~ 

ra cada t, Xt: íl ---e é uma variável aleatória. O conjunto 

T, em geral, será considerado Z (e o processo s~rá dito proce~ 

so a parâmetro· discreto) ou um intervalo. real (processo a par,!_ 

metro contínuo). 

Definição 1.2 . : 

Um processo estocástico complexo será de segunda ór-
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dem se para todo tE T, 

Portanto para cada tE T, Xt pode ser observada como 

um ponto no espaço de Hilbert 1
2 (íl,B,P) sendo então possível 

... se definir o espaço de Hilbert gerado por um processo estocas 

ti co. 

Definição 1. 3 - : 

Dado um processo estocástico complexo (Xt : tE T), 

o espaço vetorial gerado por tal processo, representado por 

t E T ) , ê p o r d e f i n i ç ão o c o n j u n t o d e t o d as as v a r i ã -
n 

veis aleatórias U que puderem ser escritas na forma U• r ~X 
i • 1 1- -ti 

para algum inteiro n, constantes complexas z
1

, z
2

, .•.. , zn e 

t em T. 
n 

Definição 1. 4 : 

Dado um processo estocástico complexo de segunda or 

dem define-se o es~aço de Hilbert gerado por -tal processo, re 

presentado por L(Xt : tE T), como o constituído de todas as va 

riâveis aleatórias do sub-espaço S(Xt : tE T) _ juntamente com 

todas as variivies aleatórias U tais que existe uma _ sequincia 

de variáveis aleatórias Unem L(Xt 

Uno sentido que, quando n ~ ~ 

t E T) convergindo para 
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-Prova-se que L(.Xt : t € T) e um espaço de -Hilbert. 

De fato, pode-se definir L(Xt : te T) como sendo o menor sub

conjunto de L2 (íl,B,P) contendo a família de variáveis aleató

rias, que possue as . propriedades de um espaço de Hilbert. 

Como somente serio de interesse em nosso estudo,~~ 

cessas estocásticos complexos de segunda ordem, sempre que 

nos referirmos a um processo (Xt : t E T), este deverá ser con 

siderado, salvo mençio em contriri9, como um processo estoci• 

tico nas condições da definição 1.2. 

2. Funções Média e Covariância de um Processo Estocás·

tico 

Definição 2.1: 

Para todo tE T, a óunç.ã.o va.loJt rrié.dJ..o do processo 

(Xt t E T), representada por m(t), ê por definição 

m ( t) • E (X t) (2.2.1) 

Observemos que para todo tET, (Xt - m(t)) possue -me -

dia zero e s~ndo usualmente mais simples se estudar esse pro -

c e s s o em l u g ar d o p r o c e s s o ( X t ) ; s u p o r em o s r e a 1 i z a d a es s a sub s 

tituição de modo que,se nada for mencionado em cont r irio, es 

taremos - tr~tando ·com processos (Xt) tais que E(X t ) • O, para 

todo tET. 
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Definição 2.2 : 

A óu.nç.ã.o c.ova.Jt.lâ.nc..la. do processo ( Xt : t6 T), repr~ 

sentada por R(s,t), é definida para todo (s, t ) em Tx T por 

(2 .2.2) 

Pode-se verificar (Loeve [14]) que: 

i) R(s, t) existe e -e f i n i ta p a -r a t o d o ( s , t ) E T x T 

ii) R(s,t) .. R(t,s) 

iii) R(t,t) - E(lxtl
2) - ~ e real e nao negativa 

iv) R(s,t) é uma função .definida não negativa no 

sentido que, dado qualquer c-0njunto de pontos 

.. E 

plexos z 1 , 

n 
( 1 E 

j al 
X 

t. 
J 

t em Te quaisquer números com
o 

.... ' z 
n 

é sempre real e não negativa. Esta -e uma propriedade ca rac teris 

tica da classe de todas as funções covariância pois, dada qual 

quer função R(s,t) com essa propriedade, eKiste sempre um pro

cesso estocástico (Xt : t E T) cuja função covariância é a R( s,t) 

dada. (Cramér e Leadbetter [8]). 

Admitindo-se como convergência natural, a convergê~ 

eia em média quadrática já .citada em II.l, · pode-se provar (Loeve 
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[14]) que um processo (X : t E T) será contínuo em t se, e somen t o 

te se, sua função covariância R(s, t) for contfnua em -(t , t ) · e o ' o ' 

ainda, se _ R(s, t) for contínua na diagonal, será contínua em toda 'Pª.! 

te. 

3. Processos com Incrementes Ortogonais 

Definição 3.1: 

Um processo 

mentos ortogonais se 

(Y 
t 

t: € T) será considerado com incre-

para todo s,t em T 

e se pa ra q ua i s quer s 
1 

< t 
1 
~ s 

2 
< t 

2 
em T, 

(2. 3.1) 

A -cada processo com incrementos ortogonais , corres

ponde uma função F monótona, não decrescente, determinada de ma 

neira Única, a menos de uma constante aditiva, por 

y j 2 ) 111 F ( t) - F ( s ) 
s 

s < t · (2.3.2) 

(ou em uma forma simbÓl _ica, E(jdYtj
2) • dF(t) ) • 

A~ propriedades relativas a continuidade de F deter 

minam .as do processo (Yt : tE T) da segu-inte forma 

Cramé-r e - Leabetter [8]) : 

(Doob [9]; 
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Teo1:ema 3 , 1 : 

Seja (Yt : t E T) um processo com incrementas ortogo -

nais onde T é um intervalo real. Seja F a função definida por 

(2.3.2). 

r ais: 

Então, 

i) para cada t E T, 

lim yt+h = yt+ 

h-+o 

lim 

h-+o 

y = y 
t-h t-

h > O , existem os limites late -

ii) Y = Y • Y ; válida com probabil'idade 1 ex -
t- t t+ 

ceto possivelmente para reais t pertencent·es a um subconjunto de 

T no máximo enumerável. 

Faremos uso de certas integrais, mais propriamente de 

nominadas Integrais Estocistic~s, apresentadas como segue: 

Seja (Y . t t E T) um processo com incrementas ortogo -

nais onde T é um intervalo real. Seja <f, uma função fixada, com 

dominio T, Daremos significado a~ simbolo: 

(2.3.3) 

Tomemos cp a função escada tal que 
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O , V t ~ [ a 
1 

, a ·) e T 
n 

tp(t) = 

Então definimos 

n 
= r .e. L~ Y 

J a,-
2 J 

- y J 
a. 1-.1-

(2.3.4) 

Observemos que a classe de equivalência de 1/J é uni

vocamente ieterminada por <j> e pelo processo, evidentemente; ai~ 

_da, a cada combinação linear de tais <j> 's corresponde a mesma can 

binação linear das correspondentes 1/J's e 

E[( f 4>(t)dYt)( f 1/J(t)dYt)]= f q>(t)ljJ(t)dF(t) 

T T T 
( 2 . 3 . 5 ) 

Estabelecemos, portanto, uma correspondência entre 

certas funções de t (as funções escada <j>) e variáveis aleatóri

as tj). Se forem definidas 

.11 q>l- 4>2ll = [ [ l4>1(t)-<l>2(t)l2 dF(t)]l/2 

T 

(2.3.6) 

(2.3.7) 
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como a distância entre as <P's e a distância entre as ljJ's, res-

pectivamente, por (2.3.5) teremos que distância 

pela correspondência. 

preservada 

Seja agora q> um limite (no sentido da distância 

( 2. 3. 6) ) d e uma 

do por (2. 3. 4). 

sequência {4> } de funções escada do tipo defini n 

Então, 

li 4> - <Pn li 2 

isto é, 

= f l<t>Ct) 
T 

- q, (t) j
2 dF(t) +O 

n 

l.i.m 4> = 4> n n + oo 

Logo, como ê preservada a distância, 

1 • i . m ,r, = ljJ 
'+'n 

n + oo 

quando n+oo 

Novamente, a classe ·desta ljJ ê determinada pelo limi 

te de {<j> } e não pelas <P 's. 
n n 

D e f i n imos p o r t a n to 

(2.3.8) 

A classe das funções <P para as quais a integral 

(2.3.8) ê definida, é a classe das funções em T que 

veis com respeito imedida dF de Léb.esgue-Stieltjes 

quais 

f 1 <j>(t) j 2dF(t) < 00 

T 

-sao mensura 

e para as 



�
��

������	

�
�
���������
 �	
	�������	�

�	����� ���

������	

� ���	 !!�	�����#
	� � �����	

�

	����#���	���		����#������
	���� �	
�
 ��
���)��� 	


������ �
�����
������+����	
�)�����
� � �� ���

,	���#�
�� #�� ���	�
	�	�������� ��� ������� ��

�	 #�
����)���� ���/����
+��+	�
 �	���
 ��0 �

��0 2���� �0 ��	�	��	�	  

4)+��	��	 
����	���
���
 �
��
���)��� 	
 ���

/���
�	������	

�	
�����	��	 	
�������� ���	�	��	��	

	#	�5��������# �
���	���
�
��
��)��	
# 
	 	�
���	��

7	
�	�8��

�

� �!�� �0! �#9 # �  

:8#�!� ���! ,� 
0��0! �� 
;����! ;:
;�!

4	�������� 	
	

�������	

� ���	 !#�	�����#
	� �� ����	

�

	�#���#�������#=�����#�������	�
��	��>���	�	��������	���

>#��	��#?		�
#�	���#��@	

-20-

4. Processos Estacionários de segunda ordem 

Definição 4 .1 : 

Um processo ( Xt t € T) , genérico, será um processo 

e4tJr.i..tamente e4ta~i onáJtio se a família de suas distribuiçõe s 

finito-dimensionais for invariante sob uma translação no -para-

111etro t, isto ê, para qualquer sequência finita t
1

, t 2 , ••• , tn 

de T, a distribuição conjunta das variáveis aleatórias X 
t

1
+h 

independe de h € T. 

Obviamente as características das distribuiçõ es con 

juntas de um processo estritamente estacionário independem de h 

e, •m particular, os momentos das distribuições, se existirem. 

Neste caso, 

tE:T 

Definição 4. 2 : 

Um processo t € T), gené r ico, será um pt'OCêSS 

tJt~donáuo no ~entido amplo (e~ta~iond~io de 6~qund~ o~dem ou 

64acàmente e4tacionâ4io ) se 
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E(jx j 2
) < 00 para t€T 

t 

E(Xt) = m para todo t€ T 

R(s ,t) • R(s-t) para qualquer (s, tJ em TxT 

(considerando a observação em II.2, poderemos sempre 

sem perda de generalidade, que m=O). 

(2.4,1) 

assumir, 

Observemos que um processo estritamente estacioná

rio sera estacionário no sentido amplo se, para todo tEST, 

Serão de nosso interesse apenas os processos esta

cionários correspondentes à definição 4.2; sendo assim, a est~ 

cionariedade ã qual nos referiremos será sempre a no sentido 

amplo. 

4-1. ·Representação e Decomposição Espectral de um Pro

cesso ·Estacionário. 

(X 
. -t 

te T) um proc·esso estacionário contínuq 

isto é, a função que a cada t associa Xt ~ uma função contínua. 

O conjunto T, se igual a Z, seri considerado dotado da métrica 

discreta-, e no caso de T ser um intervalo real, a métrica con

siderada seria habitual. 
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covariância 

do processo considerado. 

O teorema abaixo melhora o resultado dado em II.3 

através da propriedade iv) 

Teorema· _4.1 (Doob [9]): 

Qualquer função R 

é, contínua e satisfazendo 

T ~ C definida positiva, isto 

R (-u) = if"(ü) 

1: R(t.-t.)z. z. ~ O 
. , 1 J 1 J 
l. , J 

(2.4.2) 

p ar a ca d a s e q u ê n e i a f i n i ta t 1 , t 
2 

• • • , t n d e e 1 em e n t o s d e T e 

toda sequência z 1 , z 2 , ••• , z
0 

de números complexos, é 

ção covariância de um processo estacionário. Ainda, se 

a fun

a f-un-

çio covariincia for r~al, o processo poderã ser tomado a valo

res reais. 

0 teorema seguinte, devido a Bochner, descreve as 

funções definidas positivas como sendo transformadas de Fourier. 

Teorema 4 • 2 . : 

Uma funçio R: T ~ C serã definida positiva quan

do e somente quando seus valores forem dados por : 
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R(u) = f iuÀ e dF(À) (2.4.3) 

I 

-onde F 
~ 

e uma função nao decrescente e limitada. Ainda, se R for 

rea 1, en tao 

R(u) = f cosuÀ dG(À) 

J 

onde G ê uma função nao decrescente e limitada. 

(2.4 .4 ) 

S e o pro c e s s o f o r a p ar âm e t r o d i s c r e t o o s i n t e r v a -

los de integração em (2 .4 .3) e (2.4 .4) serão respectivamente 

[ - ,r , ,r] e [ o , 1T J ; no e as o d o p r o c e s s o s e r a p aram e t r o 

serão respectivamente ( - 00 , 00 ) e [o , 00 ), 

contínuo, 

Condições de unicidade para as funções F e G e a 

demonstração do teorema acima podem ser vistas em Doob 

Se a função F for uma função absolutamente 
.. 

con t 1.nua, 

diremos que o processo .(X 
t 

: t € T) tem uma densidade espectral. 

A derivada de F, representada por F'=f, ê chamada a função den

sidade espectral do processo (na forma complexa). 

Se (Xt : t€ T) for a valores reais, a função F serâ 

absolutamente contínua se e somente se a função G o for. Neste 

caso, G1 =2F 1 será a função densidade ~spectral do processo ( fo~ 

ma rea 1) • 

Em qualquer dos casos, a função Fé chamada a 6un-
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Existirá uma função densidade espectral, .. 
continua, 

dada por: 

00 
-ÍÀu 

F ' (À) = E R(u) e (forma complexa) 
u= -oo 

00 

G 1 ( À) = 2R ( o) + 4 E R(u) COSÀU (forma real) 
u=l 

00 

quando o pro c e s s o for d i s c reto , se a som a E IR(u)I for con-
u=-oo 

vergente. 

De modo análogo, existirá uma função densidade es

pectral, contínua, dada por : 

= 
(00 

F'(Ã) J R ( u)e-iÀu du (caso comp 1 ex o) 

-oo 

G ' ( À) = 4J
oo 

R( u)cosÀu du ( caso real ) 

o 
00 

quando o processo for a parâmetro contínuo, se f IR(u) 1 du < 00 • 

-oo 

O conjunto de todos os valores À tais que, para qua.!_ 

F ( À + e: ) - F ( À -e: ) > O 

ê definido como sendo o t6pee~~o do processo c~nsiderado, 

O seguinte importante teorema, sob um ponto de vis 

ta abstrato, ê equivalente a um teorema devido a M.H.Stone [2~ 
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sobre grupos de transformações unitárias em espaços de Hilbert. 

Sob linguagem probabilística . ele ê devido a Cramêr e independe~ 

temente a Loêve. 

Teorema 4.3 : 

Todo processo estacionário 
.. 

continuo t€T) tem 

a representaçao espectral 

(2.4.5) 

I 

onde (YÀ : À E I) ê um processo com incremen tos ortogonais com 

E(ldYÀ! 2 ) • dF(À). Se o processo (Xt : t€T) for a valores reais, 

a representaçao espectral 
.. 

sera 

Xt = f [cosÀt dUÀ + senÀt dVÀ] 

J 

onde ( U À : À € J) e ( V À : À € J) -sao processos reais, 

tos ortogonais e tais que 

para Àp-0 

para À,µEJ 

(2.4.6) 

com incr~mt-n.-

Observação: Sendo de interesse no capftulo IV al uns 

aspectos práticos que pqdem ser assoei tr:ios a representaçao es-
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pectral de um processo estacionário, serao feitas aqui algumas 

considerações a respeito: Se (Xt : t €R ) for observado como re 

presentando algum processo físico concreto, por exemplo, flut~ 

ações em voltagens elétricas, a representação espectral dada~ 

través do teorema 4.3 fornecerá a decomposiç ão da flutuação to 

tal em seus componentes harm~nicos elemen tares. A re lação 

dF(À)• E(ldY)J 2 ) mostra .que dF(À) ê a potênci a média dissipada, 

através de uma unidade de resistência, pelo componente com fr~ 

quência no elemento (À, À+dÀ). A função distribuição espectral 

F então determina a distribuição da potência média total da 

flutuação sob a variação da frequência angular À, A potência 

sera media associada ao intervalo de frequência À 1 <À~ À2 

F(À
2

)-F(À
1

) que, para o conjunto todo de variaçao de À se torna 

E ( 1 X 1 
2 

) = R ( o ) = F ( 00 ) - F ( - 00 ) 
t 

Então a função F dete rmina o e~pect~o de pot~ncia 

do processo (Xt t~ T). Pode -s e pensar então disto como uma 

distribuição de uma massa espectral , cujo valor total ê R(o) · , 

sobre o conjunto dos À. E será possível se dizer que À pertence 

a9 espectro de potência sempre que o intervalo (À - h, À+h) le

var uma massa positiva, para qualque r h> O. 

uma Suponhamos agora que A1 , A2 , . •• , Aq fo r mem 

partição mensurável com respeito à medida f dF (À) , do interva 
~ ) 

lo ( - oo, 00 ) . Então é possível es crever o p r oces so (Xt tE T) 

como uma soma de processos mutu amente ort o gona is (E(X( )x (m)) • O 
t. t . 

l J 
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para quaisquer t . , 
1 

t. 
J 

em T e 1 ~ n , m ~ q ) cujas distribuições e!. 

pectrais estao confinadas aos respectivos conjuntos A
1

, A
2 

, ••• , 

A 
q 

Uma decomposição do processo, de interesse, -e a cor 

respondente à decomposição da sua função distribuição espectral 

F, na forma 

(2.4.7) 

onde F1 ê uma função puramente descontinua, is to -
e ' constante ex 

ceto em um conjunto no máximo enumerável de pontos de desconti 

nuidade, F 2 é a componente absolutamente contínua de F e F
3 

a 

componente contínua singular de F. Então F
1 

é confinada aos pon -

tos onde a F ê descontínua, a distribuição F 2 aos pontos de con 

tinuidade de F nos quais F' ê finita e a distribuição F
3 

-e res-

trita ao conjunto de medida nula onde F ê contínua e F' ou nao 

existe ou e infinita. Essa decomposição de F gera uma correspo~ 

dente decomposição do processo em três processos mutuamente or 

togonais, is to é, 

= X (1)+ X ( 2 )+ X (J) (2.4.8) 
t t t 

Se À
1

, >..
2

, .... forem os pontos de descontinuidade 

de F (suposta contínua à direita) e se E{[d ry ~ ·1 ]
2 }=dF(À), entao 

\' i tÀ" 
= " e J 

j 

onde as variáveis aleatórias YÀ. 
J 

- y 7 
À. _j 

(2.4.9) 

J 

- YÀ. - formam um conjunto orto 
J 
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-gonal e para cada tE T fixo, a série em (2. 4. 9) converge em me 

dia. 

-
4-2. Operações lineares sobre processos estacionários 

Se (Xt : t€T) for um processo estacionário com re 

presentaçao espectral : 

f itÀ 
X t = e dY 

À 
dF (À) 

I 

-entenderemos por uma operaçao linear sobre tal processo como 

sendo uma transformação que leva (Xt : t € T) em (Xt : t E T) que 

ê uma soma finita da forma 

X .. 
t+ t. 

J I e i tÀ ["' y . t . À ] 
~ J e J dYÀ 

I J 

(2.4.10) 

ou um limite em media de tais somas finitas. A relação acima su 

gere a seguinte generalização: 

itÀ 
e f(À)dYÀ 

I 

onde f(À) é qualquer função que seja mensurável com 

a F e par a a q u a 1 

J Ir ( Â ) 12
dF(À) < tO 

I 

respeito 

A função rechamada óun~âo t~an~ne~ência da oper~ 

ção. Logo, tod~ operaçio linear tem uma função transferincia e 
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toda função transferência determina uma opera~ão linear que de

fine um novo processo estacionário. 

O novo processo é também contínuo pois 

E(jx -X 1
2 )= f leisÀ_eit>-1 2 1ro.)i 2 dF(À) ~ o 

s t 
I 

quando (s -t ) ~ O 

~ 

A função covariância de (Xt t E T) sera dada por 

R(u) = f eiuXj f (À)i 2 dF(À) , 

I 

(2.4.11) 

de modo que a função distribuição espectral de (Xt t E T), 

serâ obtida de 

dF(À) .. !r(À) 1 2 dF( À) (2.4.12) 

Se a função transferência da bperaçao for dada por 

r(À) = f e-iÀs g (s) ds 

I 

com 

-

f lg(s) lds < 00 

I 

(e aqui estamos supondo o processo a parametro 

(2.4.13) 

contínuo), 

itÀ f e. itÀ cf e f(À)dY 1,• -iÀs J e g(s)ds dYt = 

I I I 

= f cf i(t-s)ÀdYJg(s)ds= f Xt-s g(s) ds (2.4.14) 

I I I 

A operação linear cuja função transferência é da forma (2.4,13) 
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-é denominada iilt~agem linea~, nome que provem do fato desta o 

peração fornecer uma descrição matemática para um filtro físi

co linear cuja entrada e saída estão relacionadas por uma equ~ 

ção da forma (2. 4.14). Esta equação exibe expli citament_e a re

lação linear entre Xt e Xt • 

Para um processo a parâmetro discreto são válidos 

os mesmos resultados apresentados através de (2.4.13) e (2.4.14) 

com as habituais modificações. 

4-3. Sobre a estimação da função densidade espectral 

Consideraremos agora (Xt t€T) um processo esta-

cionãrio a valores reais e a parâmetro contínuo, tal que: 

m(t) = E(Xt) = O para todo t 

(o caso de processos estacionâriós a parâmetro discreto pode 

ser discutido de modo semelhante e todas as considerações a se 

rem feitas nesta secção se estendem para o caso em que a fun

ção valor médio não ê nula). 

satisfaz 

Assumiremos ainda que a função covariância 

R(u) ~ E(Xt.Xt+u) 

f0

IR(u) 1 du < 00 

-oo 

Segue entao que o processo (Xt) possue uma 

(2.4.15) 

função 
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densidade espectral f(À) satis fazend o 

fU) = 1 f 
2 1T 

00 

-oo 

- iÀu 
e R (u) du (2.4.16) 

Em v i s t a d a e q u a ç ão ( 2 . 4 . 1 6 ) p a r e c e n a t u r a 1 s e p e n -

sar em um estimador pa r a f (À) c omo sendo a transformada CE Fou 

rier do estimador da funça~o covariância. 

Definição 4. 3 : 

Dada uma amostra de (Xt), com o~t~T , a 6unç.ã o e. e:
º 

va~iânc.ia amo~t~ai, RT (u), é definida por 
o 

o 
o 

i ui <T o 

lul~T o 

(2.4.17) 

e sua transformada de Fourier: 

ma. 

T T 

1 f O 

- iÀ u 1 f 0 

"" 2n e RT . (u)du• n cosÀuRT (u)du 
. o o 

-T o 
o 

T 

1 1 f ºeitÀXt dt 12 
= 2rrT 

o 
o 

(2.4.18) 

Muito embora a função covariância amostral RT (u) se 
o 

ja, em cada u, um estimador consistente de R(u), é fato conheci 
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do que o periodograma -nao constitue um estimador consistente p~ 

ra a densidade espectral f(À), As sugestões apresentadas sao en 

tao de se estimar f(À) em um ponto À , considerando - se a media 
o 

dos valores de fT (À) em uma vizinhança desse ponto. Entretanto 
o 

isto leva a um estimador consistente não de f(À 0 ) mas de -uma me 

dia espectral na vizinhan~a de Ã 0 , isto ê, uma media da forma 

f A(À)f(À)dÀ onde A(À) ê uma função escolhida convenientemente 

(por exemplo, A(À) pode ser escolhida como uma função cujos va

lores máximos se concentram em torno de À ), . o 

Definição 4. 4 : 

Para toda função contínua e limitada A(Ã), define-se 

J(A) = r A(À)f(À)dÀ (2 . 4.19) 

-oo 

como sendo a midia e6pect~al correspondendo i janela e6pect~al 

A (À) • 

Será de importância no que se segue a noção de la4-

gu.~a de 6a.-i.xa de uma. janela. upec-t~al. Diversas definições para 

essa medida têm sido sugeridas por diversos autores, todas -r a z,-0a 

veis interpretações da noção intuitiva de "lar gu ra ". A adequa-

da para nosso desenvolvimento é devida a Parzen, 

Suporemos A(À) satisfazendo certas condi ç ões de re 

gularidade de modo a ter sentido as con s ide r aç õ es qu e s e seguem: 
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Definição 4. 5 : 

A largura de faixa de uma janela es~ectral A(À) -e de 

finida como o comprimento da base do ret ângulo que possue me s -

ma área e mesma altura máxima que o gráf i co de A(À). 

b o 1 os, 

Em sim -

B (A) • 

(' A(À)dÀ 
- oo 

maxlA(À)I 
À 

O valor À o tal que A(À ) • max!A(À)j 
o À 

( 2.4 .2 0) 

é chamado pie.o da 

janela espectral A(À), 

Parzen [17] mostra que médias espectrais correspon -

dendo a janelas espectrais com largura de faixa .f- são quant i
a 

dades naturais de se desejar estimar e sendo assim, formula o 

problema da análise espectral empírica como segue: 

- Dada uma amostra de um processo (Xt) com O~t~t , 
/ o 

/ 
formar estimadores ou do valor f(À) da função densidade espec 

o -

tral em ~m dado À
0

, ou de medi a s amostrais J(A) corresponden -

t es a j a n e 1 a s e s p e c t r ai s A ( À ) cu j o p i e o é À 
O 

e eu .i a 1 ar g u r a d e 

faixa é 1 
da ordem de T . 

o 

- -Grenander e Rosenblatt [12] mostraram que e necessa -

rio som~nte se considerar estimadores da forma: 

f; (À ) 1 [T º -iÀ u (2.4.21) .. - e o kT (u) RT (u)du 
o o 2n o o 

-T o 

onde kT (u) - escolhid as função as constantes s ao como uma par 
o 
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deu. Estimadores dessa forma podem também ser escritos 

dias espectrais amostrais 

co 

f; o(), o) = f KTo 
-co 

~ 

onde a janela espectral KT (À) e definida por 
o 

1 
2 TT 

iÀ u 
e k'l' (u) du 

· o 

~ 

como me 

(2.4.22) 

(2.4.23) 

* 
Nota-se que fT (À) também pode ser escrito como uma 

o 

média discreta sobre os valores do periodograma nos pontos 

Àm(T 0
) = ~ para m=O, ± 1, ± 2, ... , em virtude de 

o 

(2.4.24) 

Assumindo-se que a janela espectral KT (À) atinge seu 
o 

máximo em À=O , 
00 

-ao 

2TT kT (o) 
o 

---- = -------ro kTo (u) du 

-T 
o 

(2.4.25) 

Em muitos casos k (o)=l e nestas circunstâncias, a 
To 

classe de estimadores da forma· (2.4.21) pode ser caracterizada 

* 
como segue: - Como um estimador fT (À

0
) de uma mêd i a e spectral 

o 

J(A) cuja janela espectral A(À) tem pico À
0 

e larg u ra de faixa 
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1 
da ordem de T considera-se médias espectrais amostrais 

o 
00 

= 

-ao 

cuja janela espectral KT 0-
0

-À) 
o 

xa da ordem de 
-1 

kT (u)du] 
o 

00 

kT (u) = f 
o -oo 

tem pico 

onde 

em 

(2.4.26) 

>..
0 

e largura de fai 

(2.4.27) 

Procura-se determinar dentre os estimadores da for-

ma (2.4.21) aquele que é melhor de acordo com algum critério. 

A fim de se especificar um estimador da forma 

(2.4.21) deve-se estabelecer a função kT; dois métodos são coo 
o 

siderados, originando-se duas classes de estimadores que inclu 

em como casos especiais a maioria dos estimadores já sugeridos 

por diversos autores. 

- Seja h uma função limitada, par, quadra ticamente 

integrável, definida para todo real v, tal que l1-h(v)l/lvlse

ja uma função limitada de v. 

Uma classe de estimadores 

(2.4.21) definindo-se 

u .. h(-) 
MT 

o 

onde as constantes positivas MT 
o 

é obtida atraves de 

(2.4.28) 

O quando T ~ 00 de tal 
o 

forma 
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MT 
o 

-y--que -+ o. Esta é a classe dos estimadores chamados de e.éti-
0 

madoJte.<!i do t-i..po ai.gé.bJt.ic.o • 

- A segunda classe dos estimadores ê obtida 
~ 

a traves 

d e ( 2. 4 • 2 1) d e f i n indo - se 

(2.4.29) 

-onde o. e AT sao constantes positivas, sendo que AT -+ O quando 
o o 

T -+ 00 de tal forma que log ATo 
O 

Estes estimadores sao cha-o ------+ • 
To 

mados ut-lma.doJr.u do t-lpo e.x.pon enc.-lal. 

Estas duas classes de estimadores foram introduzi -

das e suas propriedades assintóticas extensivamente discutidas 

por Parzen [18]. Os vârios estimadores são obtidos de acordo cx,m 

diferentes escolhas do "kernel" h. Como exemplos, 

O estimador sugerido por Bartlett corresponde -a es-

colha 

={ : 
- 1 V 1 lv 1 ~ 1 

h(v) (2.4.30) 
lv 1 ~ 1 

o estimador, usualmente chamado d e p e.Jt,<,O d o g Jtam a. ,Ut.un 

e.a.do corresponde ao kern el 

= { : 

lv 1 ~ 1 
h(v) ( 2 • 4 • 3 1 ) 

\v 1 > 1 

Parzen sugeriu kernels da forma: 

-
-{ 1

0 

- lvlq 
h(v) 

\v 1 ~ 1 

1 V 1 > 1 
(2.4.32) 

q ~ 1. 
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O estimador de Daniel corresponde ao uso do kernel 

h (v) = 
sen v ( 2.4.33 ) 

V 

Tukey sugeriu o estimador correspondente ao kernel 

h(v) {: 

(l+cosrrv) 
( 2.4.34) 

1 V 1 ~ 1 

. . 
Outras poss1ve1s escolhas do kernel h podem ser ob 

ti d as em Par zen [ 1 8 J . 
* A fim de escolher um e s t i m ad o r f T ( À ) , d e v e - s e o b -

o 

servar que sendo f(À) um~ funçio e nio simplesmente um parime-

. ..- . . - . ..,. . 
tro, existem consequentemente varias cr1ter1os poss1ve1s que 

pode~ •er usados para julgar o m;rito dos diversos estimadores. 

Aqueles q~e tim sido sugeridos ati agora podem ser sumarizados 

como s-égue: 

i) · ariterio do erro quadrático médio integrado -

Lomnicki e za ·remba propuseram como uma "figura de 

~iriioh, o erro quadritico médio · integrado definido por 

J
00

e[ 1f;o(À-) -f (À)l
2

] dÀ =f Var(f;o(À))dÀ + 

-00 -ao 

V 2 [ * J fT (À) dÀ 
o 

( 2.4.35) 

00 
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* 
onde Var(fT (À))= 

o 

* * (2.4.36) 
e v(fT (À)) = E(f (À)) - f(À) 

o To 

* são respectivamente a variância e o vi cio d o estimador f T (À) 
o 

Este critério tem sido criticado pelo fato de dar pesos iguais 

-a to d os os À ; no e n t an t o e o Único -ate agora que fornece uma 

f o r ma e x p 1 Í c i ta p a r a o d e s e j a d o e s t i ma d o r '-' Ó t i rn o 11 
• 

i i ) c r i t é r i o d o m ã x i mo e r r o q u ad r ã t i e o m é d i o -

Parzep sugeriu a medida 

E [sup 
À 

f; (À) - f(À) 1
2

] (2.4.37) 
o 

mencionando que -e a quantidade apropriada a se considerar ao se 

construir faixas de confiança para a função densidade espectraL 

iii) critério ào erro quadrático médio em um particular 

valor À -

P ar zen p r o p os com o II f i g u r a d e m é r i t o II o e r r o q u a d r f 
tico médio 

E [ lf; (À) - f(À) 1
2 

] = Var(f; (À)) +v 2 (f; (À)) 
o . o o 

(2.4.38) 

em cada À, Este critério ê criticado pelo fato de -nao se ter u-

sualmente interesse em estimar f(À) em um particular valor À. 

No entanto como o desvio padrão e o ~ . 
vi cio de f(À) são ambos em 

geral assintoticamente proporcionais a f(À), o erro quadrático 
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médio relativo, definido por 

E [ 1 f,; (À) - f (À) 1
2 

/ f 
2 

(À) ] 
o 

( 2 .4.39) 

-e aproximadamente .assintoticamente ind e pendente de À • 

Uma outra forma de se atacar o problema da estima -

çao da função densidade espectral é utilizar uma técnica d e fi l 

tragem obtendo - se um novo processo (Xt) relacionado com ( Xt) a 

través de 

X 
s 

g (t - s) ds ( 2 .4.40) 

o 

onde a função transferência da -operaçao e do tipo 

r (Ã l • t 1 À - À 1 ~ ô 
o (2.4.41) 

1 À - À 1 > ô 
o 

O estimador para f ( À) é entao obtido calculando - se 
o 

a variância (isto é, a potência total) do processo filtradoCXJ, 

dada por 

1 
-T-

o 

(2. 4. 42) 

o 

f resultado conhecido ( Grenander e Rosenblatt [ 12] ) 

que as formas (2.4.21) e (~.4.42) para os estimadores são fonnas 

teoricamente equivalentes (assintoticamente) visto que lf(À) 1
2 

, 

desempenha a mesma função que a janela espectral considerada an 

teriormente, 
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Finalizando as considerações sobre a estimação da 

função densidade espectral, seguem representaçoes para a média, 

v a r i â n c ia e· v Í c i o d e um e s t i ma d o r d a f o r ma d e ( 2 • 4 • 2 1 ) ; 

resultados são apresentados com detalhes em Parzen [18]. 

Considerando-se, novamente, o estimador 

1 
-=-

27T 

pode-se verificar que: 

T 

f o 

-T 
o 

du , 

* 
i) a esperança de fT O.) é dada por 

1 
-=-

27T 

T f o 

-T 
o 

o 

e - i À u kT ( u) R ( u) (1 - l;i 1 ) 

o o 

* 
ii) a variância de fT (À) é obtida como 

o 

du 

estes 

T 
* f * * 2 lJ 0 2 2 Var[fT 0.)]• [~ (À)-E(fT (À))] dX• 27T kT (u) [RT (u)-E(RT (u))] du 
o o o o o o 

-T o . 

onde RT ( u) é d e f i n ida por ( 2 ~ 4 • 1 7) 
o 

i i i) o 
~ . 

Vl.Cl.O do estimador 

~ 

e dado por 

* 
= E [ fT 0)] - f 0) 

o 

T T 

consequentemente, 

lJ O 
-ÍÀu[ ""l 1 f O 

-iÀu 1 1 1 J -iÀu 2n e 1í_, (u)-lJ R(u)du- 27T°t e ~ (u) u R(u)du- 27T e R(u) du 

T o T o - o - o lu 1 ~T 
o 
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III - SOBRE PROCESSOS NÃO ESTACIONÃRIOS 

1. Considerações g.erais 

Seja L
2

=1
2

m,B,P) o espaço de Hilbert definido emII.l 

com produto interno dado por 

< X, Y> = E ( X • Y ) 

e consequente norma 

li X li "' [ E ( 1 X 1 
2

) J 1 
/ 

2 

Consideraremos processosvetoriais de segunda ordem, 

contínuos, a valores complexos, 
1 2 q 

X t • ( X t X t . • . . X t ) ' , o n d e c a da 

(X~ : tE T) é um processo estocástico complexo, contínuo,de se

gunda ordem. 

cesso (Xt 

e 

Assumiremos o conjunto T como igual a R ou Z, e o pr~ 

t E T ) ta 1 q u e , pa r a to d o j • l , 2 , • • • • , q 

· · 2 1 / 2 
li x~IJ = [ E(lx~I ) ] > O para pelo menos um Índice t 

pa r a to d o t E T (3.1.1) 

Definição 1.1: 

-
Dois processos vetoriais (Xt) e (Yt) serao ortogonais 

se para qualquer (s, t) E T
2 e qualquer (j, k) E [1, qJ 

2 
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Em L
2

, o subespaço linear fechado gerado pelo conjttn

j c l,2 , •• •• ,q e s~t} será denotad_o por J., (X,t). Ainda, 

Lcx,oo) = u .l(X,t) .. Í(X) 
tET 

Í(X , - 00 ) • n i<x, t) 
tET 

Logo, para t~t', são imediatas as inc lusÕes 

o cÍ,(X,- 00)C/,(x,t)Ci(x,t')c/,(x)C 1
2 

(3.1.2) 

Se Y for de 1
2

, será representada por wtY a projeção 

de Y sobr e o subespaço .l(X,t). Do mesmo modo, se Y
1, ••• ,Yq for 

uma sequência de ele~entos de 1 2 , wtY representará o vetor colu 

na (1TtY 1 •• •• wtYq )' onde Y•(Y 1 •••• Yq)'. 

Observemos que dentre todos os elementos Z do subesp~ 

ço Lcx,t-h), h~O, a projeção fft_hx~ é aquele que minimiza 

ll x{ - zll . Com a indicação: 

(3. 1. 3) 

por ( 3. 1. 1), temos para O<h<k • 

(Sob o ponto de vista da teoria da predição 1 ine ar de 
., . 

m1n1mos 

quadrados, a projeçã o n t_h X~ é a melhor predição possível de 

X~ em termos de todas as variáveis x;, .... ,X~ com s~t-h. O cor

responden te erro de predição é então dado por (3.1.3)) • 

Analisaremos agora · na relação (3.1 .2 ) d~ as situações 



��

�����	
������� ��������� ������

�� �� ���

�� ���� �

������

��������� ��  ���	
	  	���	����

� ���  ���$�
� ���%	  ���&��'�� ��� �	
	()

*� �	$���	 ��� ������� 	��,	�-���,�$�
��

��� $���
	�� �	$���	
���������0��$	$��	���	��-���,��

������� �� �	$���	��	
������ ����$	� �������� ��

,	�����,��� ���3� 	������ �����-�
��
��	���� 	 ��	


�3����������$	  ���	

4����� �	$���	 -�	��� 
���6��
�	�
��� -������

$	� 3�	������ ���
�$	� 	��	�
�,���
� 
�������� ��$��

�����	�
���$	� 	�����	
������8��$	  ��	���$�� 	9

:���
������39��$	� ��������	�	6	����� ���� 
�$	� 	��	

,	��������
������3��� �	
	���	)
���
�
	 �	$���	 ��<

	$��$	� 6�����3�=��
	 �� �	 ���
�
�� 
�� �	$���	� ���$�	�

����	�

����3��� 
����
�$	� 	��	��� ,��� ���6�������

 ���
������ ��� �	$���	�-�	����� � �����	
��$��	 ��

 �����	$	��9��	�4���	$��	
��$��	� �� �	 ���
�
��
����


�$	� 	��	 ��	���6�����3�=� 	 
���� 
�$	��$�
� 
�$	� 	9

��	
� 	3
 ��� �	$���	����$�	���	� ���-����
	�� ����6�
?9�� 
�@��� �

• 

-43-

que serao de bastante interesse, a saber: 

A) 

B) 

Í,(X, -oo) = Í,(X,oo) 

L<x, -00 ) = o 
(3.1.4) 

Em A)' /,(x, - 00 ) = L(x, t) para todo t; portanto Lcx, t) = 

i(X,t-h) para cada h e a~h=O pr1ra j=l,2, ... ,q e todo tET, 

Um processo (Xt) em que a situação A) for verificada, 

será chamado um processo dete~minl~tieo; caso A) não se verifi 

que,(Xt) será um processo não dete~minl~tieo e para estes, se 

for satisfeita a relação B), será reservada a denominação -na.o 

Para um processo vetorial de segunda ordem a valores 

complexos, existe uma decomposição, definida de maneira Única , 

em termos de um componente não determinístico puro e um compo -

nente determinístico, mutuamente ortogonais. Essa decomposição 

forma a base de uma análise no domínio T de um dado processo e~ 

tocástico, generalizando as propriedades dos processos estacio

ná rios, 

A análise dessa decomposição será feita a seguir, se

paradamente, para processos vetoriais a parâmetro discreto e a 

parâmetro contínuo. Para o caso discreto, as propriedades dessa 

decomposição são uma generalização direta da conhecida decompo

sição de Wold para processos estacionários univariados a param~ 

tro discreto. 
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2. O caso discreto 

Seja ( X : t E T) um processo vetorial a parâmetro dis t 

ereto, nas condições estabelecidas em III.l. 

jeção de (Xt) no subespaço Í,(X, t - 1), isto é, 

Consideremos a p r 9.. 

Definição 2.1 

O processo st = (s~ .... s~)' onde, para j=l, .. . , q e 

t E T , 
(3.2.1) 

Essa denominação para (;t) é motivada no fato de 

J,cx, t-1) r/: Í,(x, t) se -e so se ~t = (E.;~ .... s~)' 'f (O .... O)' 

O e o n j u n to 8 = { t E T : ~ t f ( O • .. • O) ' } é e h a ma d o o 

e-0peet~o inova~ão de (Xt). 

Evidentemente, um processo será determinístico se e 

somente se 8 = ~. Se (Xt) for um processo estacionário não de 

terminístico então 6 = Z. Vamos mostrar que esta afirmação e ver 

<ladeira para um processo (Xt) univariado. A generalização pa r a 

o caso multivariado, embora trabalhosa, segue linhas semelhan -

tes. 

-Seja portanto (Xt) um processo a parametro discreto, 

univariado e 8 o seu espectro inovação. Suponhamos (Xt) estacio 
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na r 1.0. Então se 8#~ vale que 0=2. 

existe te@ tal que X ,.+ Í(x, t - 1) 
o t 'f- o 

Como 8,'<f>, ecz, 

Sendo L(x, t -1) fechado, 
o 

o :l 
a distância d( X , l(X, t -1)) = e: ·2. >Q. 

t o o 
o 

Ou , d e f o r ma e q u i v a 1 e n t e , (1) li X - E o: . X li 2 ~ f. pa ra q ua 1 quer 
t . 1. t . o 

o 1. 1. 
combinação finita E a.Xt ,Vi, t.<t 1. . 1. o 

1. 1. 

Seja agora t'EZ; mostremos que x t'1Í,(X,t' - 1). 
~ 

Is to e 

o mesmo que mostrar que 3 E: > O tal que, para qualquer combinação 
o 

E a. X vale 
j J t. 

J 

llxt, - E a.X li 
2 

~ E: sendo t , < t I 
J t . o J 

J J 

a. 1...<X 1 ,X > 
J t · t. 

J 

+< X X >] t • , t I 

J 

=< X , X > 
t t - L a . [< X , X ( , ) > + < X ( , )' X > ] J t t - t -t. t - t - t. ~t 

o o J o J o o o 

= 1 lx t - E a J. x t - ( t ' - t . ) 1 12 ~ e: º 
o o J 

por (1) 

Então, zce. Portanto, 

Seja agora t um inteiro dado e formemos a matriz cova 

riância R(t) =<~~.~~>das q variáveis E;,~, j-=1,2, •... ,q. o 

rank de R(t) 
.- - ... 
e o numero max1.mo , r t' de variáveis linearmente in 

dependentes entre as ~q t. Claramente O~r ~q e r >O 
t t 

se 
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e somente se 

Seja ~(X,t) o subespaço rt-dimensional 

- j chado) gerado pelas variaveis ~t' j=l,2, •••. ,q. 

(portanto f e -

Por (3 . 2.1) p~ 

demos afirmar que ~(X, t) é um subespaço de lcx, t) e mais ainda, 

~~ é ortogonal al(x,t-1); consequentemente ~(X,t) é 

a /., ( X , t - 1 ) • P e 1 o me s mo f a t o s e g u e t am b é m q u e ~ ~ e ~ ~ 

ortogonal 

~ sao vari-

a-ve1.· s ortogona1.· s, se s-1.t, J
0 -1 2 q k=l q T - ',•••, . > ,,,,,, • 

que ~(X,s) é ortogonal a ç(X,t) sempre que slt, 

l 
ç:t, .... , 

Pelo processo de ortonormalização das 

~~' obtemos um conjunto de rt variáveis 

Logo, 

variáveis 

linearmente independentes (sistema ortonormal completo em 

~(X,t))e mais q-rt variáveis nulas. 

vale 

Consideremos o subespaço -soma da família ortogonal de 

subespaços ~(X,s) de lcx,t) com s~t, ou seja, 

(f)ç(X,s) = ç(X,t)'8ç(X,t - l)EB •• ,.1Bç(X,t-s)1B ••• 
s~t 

(T)~ (X,s) é portanto o subespaço gerado por 
· s~t 

todas as 

(3 . 2.2) 

variáveis 

ç j com j = 1, .... , q e s ~ t . 
s 

Sob a notação precedente podemos es -

crever {f>ç(X,s)=lu;,t). Ainda, o conjupto de todas as variáveis 
~t 

TlJ onde j=l,2, .... ,r e s~t constitue um sistema ortonormal 
s s 

completo em lcc t). 

Lema 

Para cada tez,lcx,t ) é a s om a o rt ogonal de[c~ , t) e 
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/,( x , -ro)' ou sej a , 

Í( X, t) = L<c t) ©Í,( x , - 00 ) ( 3 . 2 .3) 

Prova 

Como (( X,s) é orto gonal a lcx,s - 1) e este Último con

têm lcx, - ro), se e ue que ( (X, s) é ortogona 1 a L(x, - 00 ) para todo s. 

Lo go, .e(f,,t) = <±) [,( X,s) será ortogonal a i(x, - ro). Disto obtemos 
s~t 

l (C t) f) J,cx, - 00 ) e ic x, t) , 

visto que ice t) e lcx, -00 ) sao subespaços de Lcx, t) 

Por outro lado, cada elemento V de lc x, t) -e o limite 

de uma sequência de variáveis, cada uma das quais sendo a soma 

de uma combinação linear das [,~ e um elemento de cÍ,( X, t - 1). (Note 

que x{ = ~~ + 1Tt - l X~). Assim, segue que V -= V1+v 2 onde 

V l E ~ ( X , t) e V 
2 

E ,Í( X, t-1) . Lo g o, 

De repetidas aplicações dessa relação obtemos 

1 < x; t) e e < x, t) e Lc x, t - P) para todo p>O. 

D is to obtemos fina 1 mente que f (X, t) C Í, ( [,, t) © i (X, -ro ), o que c o n -

clui a prova . 

Pode - se provar agora o análogo da decomposição de '.-/ old 

para o processo (Xt : tEZ) generalizando o teorema correspon -

dente de Wiener e Masani. 
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Teorema 2.1 

Para cada processo vetorial discreto (Xt) 

par de processos, (Ut) e (Vt), satisfazendo : 

existe um 

(ª) X U + V d UJ e vJ · 1 2 t= t t seno que t t,J=, , •••• ,qper-

tencem a Jcx,t). 

(b) (Ut) e (Vt) sao processos ortogonais sendo (Ut) 

nao determinístico puro e (Vt) determinístico. Desta forma, são 

Únicos. 

matriz 

E 

(jk) 
(c) Ut = E A(t,s) ~ onde A(t,s) = (a(t,s)) 

S!(t - s 
~ . 

q xq tal que uJ é obtido como sendo a soma 
t 

(j k) 
a (t,s) ~k 

s 

(j) q 

(d) Escrevendo c(t,s)= li E 
k=l 

(jk) 
a (t,s) 

-e uma 

( j ) 2 
temos que E (c (t ,s )) <oo 

s~t 

( j ,k) 
para todo j e todo t. 

de maneira Única se e 

Os coe f i c i e n t e s a ( t , s ) s e rã o d e t e r m i n ad o s 
(") J ~ 

s o me n t e s e r = q , e n q u a n t o q u e c ( t ,s ) s a o 
s 

Únicos para todo t,s e j. 

Prova 

Para todo te para j = l,2, •••• ,q sejam ut e vJ as pro
t 

jeçÕes de X~ nos subespaços Í(~ ,t ) e Í(X,-00 ), respectivamente. 

Pelo lema ante ri o r, 

Í(X, t ) = Í(~,t) $Í(X,-00 ) 
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t E T, 

Xj = Uj + vJ • Como para todo 
t t t 

(j,k) e t, os pro-

cessos (Ut) e (Vt) sao ortogonais. 

Consideremos, como em notações precedentes, os subes

p a ç o s L ( U , t ) e L ( V , t ) , o b s e r v a n d o q u e L ( U , t ) é o r t o g o na 1 a L ( V, s) 

para todo par de inteiros te s. 

lo le~a anterior que 

/,ex, t) = Lu;,, t) e Í(X, - 00 ) = Leu, t) eLev, t) 

leu , t ) = Lu. , t ) 

Lcv' t) = Í,(X, -oo ) 

obtemos 

Pelo mesmo lema e por (3,2.4) temos que para 

Í,(U, -oo ) = Í,(E,, -oo) a () 

t -+ -oo ' 

Portanto, (Ut) é um processo não determinístico puro. 

Por outro lado, 

temos pe-

e3,2,4) 

(3.2.5) 

Í,(V, t) = Lex, -00 ) a Lev, -oo) para cada te consequen-

temente evJ é um processo determinístico. 

Tratemos agora da prova relativa à unicidade da decoro 

posição. 

Suponhamos (Wt) e ezt) quaisquer processos satisfazendo 

onde Xj 
t 

cada te j e tendo 
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as propriedades (a) e (b) afirmadas no teorema. 

das ainda as relações 

Então sao váli 

portanto 

relações: 

e 

fcx, t) = LCH, t) G) fez, t) para todo t (3.2.6) 

lcx,-00 ) = lcw,-00 )e tcz,- 00 > (3.2.7) 

Considerando a propriedade (b), obtemos lcw, - 00 ) = ({) e 

Í,(X, - 00 ) = lcw, -00 ) = Lcw, t) para todo t. 

Pelo lema e por (3.2.6) vemos que ainda são válidas as 

Lcw, t) = fcc t) 

Í,(Z,t) =Lcx,-00 ) 

. . 
Na decomposição x J = wJ 

t t 
+ z{, a componente W~ é en-

tao a projeção de X~ sobre Lc~,t) j -e a componente Zt, a projeçao 

s o b r e jj ( X , - 00 ) • 

dade (c) 

Finalmente para estabelecermos a validade da proprie -

usaremos o fato daquelas variáveis nJ constituírem 
s 

um 

sistema. ortonormal completo em Í(E., t). Cada elemento U~ de l(~,t) 

tem então seu correspondente desenvolvimento de Fourier, asa-

ber 

uj 
rs (jk) 

k 
= L L b ( t' s) ns t 

k=l (3.2.8) s~ t 
r (jk) s 12 sendo L L 1 b ( t, s ) < 00 

si:;;t k=l 
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Para cada s, as variáveis nJ 
s 

l~j~r , sao certas com 
s 

binações lineares das componentes sk , 
s 

Logo, os coefici 

entes dessas co mbinações 

somente se rs =q. 

Substituindo em 

~ 

-serao univoca mente determinados 

(3.2.8) as variáveis k 
ns por suas 

se 

pressoes em termos das sk obtemos 
s 

o desenvolvimento dado sob 

e ainda 

o que completa a prova. 

r 
s 
E 

k=l 

(j k) 2 
lb(t,s)I 

e 

ex-

( c) 

Como aplicação deste teorema, vejamos o resultado a 

baixo que tem uma interpretação natural na teoria da predição : 

Teorema 2.2 : 

Seja h qualquer inteiro positivo e (Xt) um processo 

nas condiç;es do teorema 2.1. A melhor predição da componente~ 

em termos de todas as variáveis Xj 
s 

j=l,2, .... ,q, s ~ t - h , 

se rã da da por 

Tr xJ = 
t-h t 

t -h 
E 

q 
E 

k=l 

( j k) 
a (t,s) E,;k + vJ 

s t s=-oo 

com o correspondente erro de predição 

'I
X j - '1T X j 11 = 

t t-h t 

Se observarmos que Vj 
s 

... 

t ( j) 2 1 / 2 
[ r (C(t,s))] 
s=t-h+l 

k 
, assim como todas as ~s' com 
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s~t-h, pertencem a Jcx, t - h) l 
k 

enqua nto que todas as ~ , COI!! s>t- h, 
s 

sao orto g onais a esse espa ço , a prova d es te teorema segue dire -

tamente do teorema 3.1 e da defini ç ão de OJ 
th 

( j k) 
Deve ser notado que os coeficientes a (t , s) n a e x pre~ 

são para a melho r p r edição de xt dada no teorema aci ma depende m 

de certas . - . covar1anc1as do p r ocesso ( Xt) at é o ponto t . Em con -

cordância, qualque r estimação estatística desta predição po r 

meio deste teore ma deve ser b a seada em informação conc ern ent e à 

estrutura da covariância do proc e s s o ate o ponto t, ou a pa rti r 

de um conhecimento a priori (como no caso em que o p r ocesso e 

suposto estacionário), ou a partir de prévias experiências esta 

t Í sticas. 

3 . O cas o contínuo 

Consideremos agora um p roc es s o v e to r ial 

nas .condiç;es estabelecidas e m III . l , onde o conjunto dos pa r â 

metros, T, é o conjunto dos núme r os r eais. 

de L 
2

, 

Corno e m I II. 2 , Í,( X, t ) s e rá o subespaço linea r f e c ha do 

gera do pelo conjunto {x J 
s 

j = 1 , 2 , .. . . , q e s ~ t } 

Í,(X , 00 ) = u Í,( x, t) = /, ex) 
t E T 

/, ( X , -ro ) = ('\ J, ( X, t ) 
t ET 

e 
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Assim como para processos vetoriais a parâmetro dis -

ereto, é possfvel se estabelecer um teorema (teorema 3.1 a se

guir) que garanta a existência de uma decomposição e represent~ 

ção para processos vetoriais a parâmetro contínuo, satisfazendo 

certas condições. A primeira parte desse teorema é diretamente 

análoga à do teorema 2 .1 e pode ser provada usa ndo argumentos~ 

melhantes. No entanto, a segunda parte, relativa à representaçao 

do componente não determinístico do processo (Xt), envolve cir-

cunstâncias mais compl icadas do que no caso discreto, de 

que nos restringiremos apenas em afirmar os resultados 

pais e fazer algumas discussões preliminares. 

modo 

princi-

Para nossos prop6sitos admitiremos que o processo (XJ 

sej a não determinístico puro, isto e, Í(X,-oo)={J. 

Se (t, t+h) e (s, s+k) forem intervalos disjuntos, os 

complementos ortogonais de l(X,t) em .i(X,t+h) e de .l(X,s) em 

.l(x,s+k) serão denotados respectivamente por 

L<x, t+h) e L<x, t) e L<x,s+k) e.L(x,s) 

Observemos que estes ~ltimos são mutuamente ortogonais. (3.3.0) 

Definição 3. 1 : 

Seja 8 "' { tET: .l/h>O i., (X, t+h) e l, (X, t-h) ; O} 

O conjunto 0 é chamado o ehpee~~o lnovação do processo (Xt) . 

Como em III.2 denotaremos por ~ta projeção de /,(x,+~) 

em /,(X,t). Obtemos então uma família (~t) de projeções com domí 
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n10 lcx,+00
) sendo que n_oo=o 

e -TI 
7T mI. Notemos que lTt+h t +oo 

pro j e ça o d e lc X' +oo) sobre Lc X' t + h) e 1,c X' t) . 

é a 

Cada variável aleatória Z de lc x,+ 00
) da ori g - · em a 

utn 

novo processo unidimensional 
(z ) defini do, t 

por para todo t, 

(3,3 ,l) 

-Segue que ZtE LCX,t) e ainda, 

incrementas ortogonais (veja-se observa ção 3 . 3,0) 

plexos com as propriedades: 

e um 
e otn 

process o 

e OE! 
a valores 

z = 7T z = o -oo -ao 

E(Z ) = O 
,t 

z = 7T z = z 
00 00 

onde para cada Z, F2 (t) é uma função limitada, 

contínua (pois ( Xt) é contínuo), ta 1 qu e 

F z ( -CX)) • 1 i m 
t-+-CX) 

F z (+ex,) • lim 
t-+CX) 

F2 (t) • O 

Fz(t) ""EC1zi2) 

~ nao 

Os P
0

ntos t tais que, para qualquer h>O, 

ce e e en dec res 

• t1 r l-,... formam um subconjunto d . _ 
0 

espectro 1novaçao 
cremento z -z Pert 

t+h t ence ao subconjunto 

1q1.1e 
de (X). qua o" 

t e p 
de então /,(x, t +h) S Í (X, t) 

processo 
ser observado como 

uma parte da 

(Xt) durante o intervalo 

· da - recebi inovaçao 

e 10 p 

(t, t+h). 

Por ( 3. 3. 1)' observemo s que ,,e ( Z' t) e J. (X' t) . 
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Seja Í(Z, 00 ) =ULcz, t). 

projeção de i(Z, 00 ) sobre ,Í(X,t). 

Segue portanto que Í,(z, t) -e a 

Consi d eremos agora i*(z, t) o conjunto de todas as va

riáveis W representáveis na forma 

W = ft g(s)dZs onde g é uma função F
2

-mensurável e 

-oo 

t 

E( /w/ 2) = f /g(À)/
2 

dF 2
0) < 00 

-oo 

Então, de acordo com os resultados apresentados no ca 

.. 
Pltulo II, item 3, sobre integrais estocásticas, segue que 

L*cz, t) - icz, t) 
(3.3.2) 

Com base na teoria da multiplicidade espectral em es

pa Ç os d e H i 1 b e r t ( v e r Ha 1 mos [ 13 J ) tem os que : 

- Existe uma sequência finita ou infinita de elemen -

tos não nulos 

lem: 

1 2 
z z ' .... de Lcx, 00 ) ta 1 que para todo t, 

(a) LczJ, t) é ortogonal a l,(2
1

, t) para i,'j 

(b) J,(x, t) -.l cz 1 , t) f .tez 2, t) e ..... 

t~oo va-

(3.3.3) 

Por (3.3.2) e (3.3.3) temos entao que, para cada 

j •1 2 , , •••• q e tE R 

N 
t (3.3.4) 

f 
dZn 

xJ - r g. (t,À) À 
t n•l 

J n 
-oo 
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Para N=00 , a série no segundo membro converge em médi~ 

portanto 

00 

r 
n=l -oo 

:2 
1 g-. (t,À) 1 dF 2nC>-) < ~ 

Jn 

Se definirmos o processo vetorial N-dim~nsional, 

(3.3.5) 

e uma matriz q x N, G(t,À)=(g. (t,À)), 
J n 

j=l,2, .... ,q, n=l,2 ... ,N, 

obteremos a relação (3.3.4) na forma 

(3.3.6) 

-oo 

chamada a representaçao canônica do processo (Xt). 

O _processo ortogonal (ZÀ) é, às vezes, chamado de pltE._ 

ce660 inovaç~o to~al associado a (Xt) e o cardinal N é ~hamado 

de multiplicidade e6pect~al de (Xt). 

Em resumo, estabeleceu-se o seguinte teorema: 

Teorema 3.1: 

Qualquer processo vetorial não nulo, contínuo, de se 

gun~a ordem, com funçio média identicamente nula, pode ser de 

composto de maneira Única como soma de ?utros dois processos,m~ 

tuamente ortogonais, um deles determinístico e o outro não de -

. .. . 
terministico puro. 

Ainda, para o componente (Xt) não determinístico pur~ 

. . ( 1 N), existe um processo vetorial N-dimensional Zt .. Zt .... Zt deter 
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minado por variáveis nao 
1 N 

nulas Z .... z , com incrementos orto-

gonais, e uma matriz G(t,À) definida como em (3.3.5), tais que 

t 

xt = f G(t,Ã) dZA 
- oo 

Em analogia com o teorema 2.2 segue o seguinte: 

Teorema 3.2 : 

Seja h>O dado. Para qualquer processo (Xt) ~ nao deter-

mi n f s t i c o p u r o , c o n t Í nu o , s o b a s c o n d i ç Õ e s d o t e o r e ma 3 . 1 , a me 

lhor predição da componente X~ em termos de todas as variáveis 

xJ, j=-1, .... ,q, s~t-h, sera 
s 

N 
t-h 

lT xJ = E f gjk (t, s) dZ·k 
t-h t k=l s 

-oo 

com o correspondente erro de predição 

Observação: Uma prova detalhada do teorema 3.1, com 

uma hipótese mais fraca com relação à continuidade do processo, 

pode ser encontrada em H. Cramer [6] 

4. Uma classe de processos nao estacionários 

- Processos Harmonizáveis -

Consider·aremos agora um proces_so discreto (Xt) ~ dado 
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por: 
2TT 

= I (3.4.1) 
o 

onde (ZÀ ÀE[0,2n]) é um processo satisfazendo as condições: 

E ( Z À) = O , par a to d o À e [ O , 2 n J 
e (3.4.2) 

onde Fé de variação limitada em seu domínio, isto é, existe k>O 

tal que para cada par de partições (t.), (s.) de [0,2n], 
l J 

E 1~
2

F .. 1• r IF(t. 
1
,s. 

1
)-F(t,sj 

1
)-F(t. 

1
,s.)+F(t.,s)I <k , , l J , • l + J+ l + l + J l J l,J l,J 

(3.4.3) 

Portanto, sendo F(À,V) de variação limitada, a inte

gral (3.4.1) existe e o processo está definido. 

Pro~essos desse tipo foram introduzidos por Lo~ve e fo 

ram chamados por ele de pJt.oc.e.61.>0.6 ha.Jtmonizâ.ve..ü. A função cova 

riância correspondente ao processo definido por (3.4.1) e 

R(s, t) = E ( X X) ·• e -i s - t\l d, F (À, v) · f 2TT f 2TT • ( À ) 

s t /\' \1 (3'.4.4) 
o o 

Reciprocamente, se a função covariância for dada por 

(3.4.4) onde F(À,V) é uma função covariância satisfazendo (3.4.3) , 

então existirá um processo (ZÀ) satisfazendo (3.4. 2) tal que o 

processo (Xt) será dado por (3.4.1). Para mostrarmos a validade 

desta afirmação, estabeleçamos alguns resultados: 



��

��������	� �����	 ���� ������� 	 ��������� 	

��	����	 �� �	��	 ����� ����	���������� ��	 �	��

������������� !�� �"�	� ��#$�%�#�� %	�

���

�()
�*

+�,��-��!	 *	��	����	 � 	�����.��	�	

����	 �� � ������0���	� �	�

-�3.   4  ��* * �*  *** 

5��	�	��	7	���,�� 0�����  * ��� � 0� 	

$ ��� 	��9��.��� �	�� �	�� ��� �� ��� ��0���	� �	�

; ���**%� %	�<%	�% �%	���	�% �	� �%	�% ���=

!		$$ ���� %	>*�%	�� %	���	�� �	 ��%	�% �	���	�

+�7���	����	 ��

3- ��� ����

?	)����

�

��� ��	�������	�#

3!	-�>!	*-���!		*0*��<�

�	�!!�

!! *$ �����% ��%*B�% ���*�� � ��%5% �� ���5

+*,� ����C0�*��� ���,�� ����*
���

D�����	������������� 	�0��	�

# �� ���� #

����� * �� � �� ���� #

 ������

-59-

Observemos que sendo F ( À,V ) de variação limitada, o 

processo ( Xt ) é contínuo em média e as covariâncias são contí-

nuas e limitadas. Além disso, F(À:tO,v±O ) , ZÀ!O 

tem. 

exis -

Se j am ( Z À) e 1:::. 
0 

Z À , o p roe e s s o ( Z À) no r m a 1 i z a d o e o 

salto de ( ZÀ ) em À, definidos por: 

De modo análogo, 

6 Z • Z -z 
o À À+o À-o 

sejam F ( À, v) e t::, 6. 'F ( X,v ) a 
o o 

função 

F (X ,v ) normalizada e o salto de F ( À, v) em ( À,v ) definidos por: · 

1:::. 6 tr O, v ) •F (À+ o , v+ o ) -F ( À + o , v- o) -F ().-o , v+ o ) + F o- o, v- o ) • 
o o 

Segue portanto que 

E ( t::. z ,· 1:::. 'z ) - ô 1:::. ' F (À' \)) • 
01\0 \) 00 

Consideremos o operador 6h6.h , tal que: 

rv 

Seja a ( n ) • 
sen rn seja 

1 

f 
sen n d n e b ( v ,h ) •-

r rn r '1T n 
r ( v-h ) 

Usaremos repetidamente os fatos: 

o se v(v-h) > o 

b (v, h) -+ 1 se 
r 

v (v-h ) < o 

1 v ( v-h ) - o 2 se 
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Lema 4.1 

Se a covariância R(s,t) satisfizer (3.4.~·), entao qua!!:_ 

do r, r '-+00 

e 

1 
4rr' 

1 

4,r2 

Prova 

r r' 

f f e-i ( Às-vt ) ~ ( s,t)dsdt 

-r -r' 

r r' 

f J 
1 

st 
-r -r ' 

-+ 6 ó I F(À,V ) 
o o 

(1) 

(2) 

De (3.4.4) segue, por transformações elementares, que 

as inte g rais ( 1 ) e ( 2 ) são respectivamente 

f f 

f f 
e o resultad o 

a ( n-À ) a , (n'- v )d ,F(n,n ') 
r r n,n 

b ( n- Ã,h )b , ( n ' -v,h ') d , F ( n,n ') r r . n,n 

é obtid o fazend o -se r, r' + 00 

Lema 4. 2. : 

Se (Xt) for um pr ocesso com função c o variância dada por 

( 3 . 4 . . 4- ) , ex i s t em p r o c e s s os ( A 
O 

Z À ) c o m v a ri â n c ia 6 
0

6
0

1 F ( À , V ) , e ( Z À ) 

com covariância F( À,V ) , tais que, quando r-+00 , 

r 
1 

f e-iÀsX ds ~ t, OZÀ 2r· s 
-r 

1 Jr 1 
6h 

-iÀs 
ds ~ 6hZÀ - ,-- e X 2TT 1. 6 s 

-r 
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Se o processo ( Xt) for dado por (3.4.1) entao (6
0

ZÀ) será o sal 

~ 

sera o ( Z À) norma 1 i za d o • 

Prova 

A primeira afirmação segue do lema anterior e a segu~ 

da segue diretamente de (3.4.1) com a observação que, por trans 

formações elementares, as integrais anteriores se tornam respe~ 

tivamente 

( a (n-À) dZ J r n I b (n -11)dZ 
r n 

Estamos agora em condições de mostrar que se a função 

covariância for dada por 

21T 21T f í 
R(s, t)-=j j e-i(sÀ-t\>)dÀ,VF(À,V) com jdÀ,VF(À,v)j<oo 

o o 

onde F(À,V) é uma função de variação limitada, existirá um pro

cesso (ZÀ) satisfazendo 

ta 1 que 2lT 

Xt = [ eitÀdZÀ 

o 

De fato, sendo · (x ) um processo com covariância t 

por (3.4.4) com 

dada 

sendo o integrando em (3.4.4) 

uma função contínua e limitada e ainda,F(À,v) de variação limi-
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tada, podemos afirmar)sem restrição à generalidade~que F(À,v) é 

normalizada. 

De acordo com o lema 4.2 existe um processo (ZÀ) cuja co 

variância é F(À,V) tal que 

r 

2~ I -
-r 

1 
is quando r + oo 

Também pelos lemas, segue, por cálculos elementares, que 

de - modo que E(IXt-Ytl 
2

) • O, e a prova está completa. 

Admitamos que a função F defina uma distribuição de "mas 

sa complexa" sobre Q=[O, 2ir]
2 

(estamos supondo que À~ ZÀ seja coE 

tÍnua); assim sendo, a massa em um retângulo ~i,ti+l]x[sj,sj+l] 

será t>,
2

F ..• Segue então, das propriedades de uma função covari -
1. J 

ância, que as massas admitidas por conjuntos simétricos em rela 

ção à diagonal À=\/ de Q são complexas conjugadas e, em particu

lar, que cada subconjunto da diagonal admite massa real. 

A função Fé chamada 6un~ão eópeet4al do processo 

enquanto que a distribuição definida por Fé chamada a di-0t~ibui 

-~ao e-0peet~al de (Xt). 

Nestes termos, quando toda a massa espectral estiver si 

tuada na diagonal, como E(dZ,~) • d, F(À,V), teremos o proces -/\ V A 1 V 

so (ZÀ), de incrementas ortogonais, e (Xt) será então um proce~ 
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so estacionário. 

No caso geral temos que 

sendo cada uma das covariâncias F., de variaçao limitada 
1. 

(3.4.5) 

sobre 

Q • Aqui F2 é absolutamente contínua com densidade espectral f 2 , 

de modo que 

À V 

F z ( À , V ) = f f f z ( s , t ) d-s d t 

o o 

Por outro lado, as distribuições F
1 e F

3 
tem suas massas 

totais concentradas em conjuntos de medida nula em Q. Para F
1

, 

esse conjunto é no máximo enumerável e cada ponto leva uma mas

sa não nula, enquanto que F
3 

é não enumerável e cada ponto leva 

massa nula. Desta forma, sendo no caso estacionário F
2

=0, tere

m os F 
1 

e F 
3 

e o m ma s s a s to ta i s e o n e e n t r a d a s s o b r e a d i a g o na 1 . 

Vejamos agora uma condição para que o processo harmoniz~ 

vel (Xt) dado por ( .3.4-,1 ) seja determinístico. Para isto, lem-

bremos que (Xt) será determinístico se e somente se para cada t 

e h da dos, existirem constantes c ,c
1

, .... ,c de modo que o r 

(3.4.6) 

seja arbitrariamente pequeno. (notar que isto significa que 
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Seja agora 

itÀ i(t-h)À e -c e o .... - e e r 
(i(t-h-r)À 

Com apoio em (3.4.4) ~ conclu1mos que 
2'1T 2'1T 

W • J f g( À) g ( \J) d F ( À , \J) 
o o 

e pela desigualdade de Schwar'z temos então que 
2TI 2'1T 

2TI 2'1T W 2 ~ f f \ g ( À ) \ 21 d F ( À , \J ) \ f f \ g ( \J) \ 2\d F ( À , \J )\ • o o 
o o 

undo 

Fela simetria da distribuição espectral os fatores no seg membro são iguais e então 

21f 

w
2 ~ J \ g (À)\ 

2 
dG (À) onde 

À 2 n 
( ( \dF( 5 ,t)\ G(À) ª j j o 

o o 
Como G i - uio decrescente e limitada entio G' gativa quase sempre em [o ,21r]. 

Consideremos por fim a integral 21' 

w • f log G' (À)dÀ 
o 

Vale então t ( - r 7 o eorema H.Cramer _6J): 

Teorema 4.1 

.- ,., o ne e na -

Se w•- 00 
, o processo (X ) - ., · o t sera determin1 st1c • Em particular, se as 

(3 4.S) 
componentes F e F em • l 3 
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forem nulas, a massa total da distribuição estarã concentrada 

em pontos isolados e então G'(À)=O quase sempre, de modo 

ainda w~- 00 e o pro ce sso será determinístico. 

que 

Consí de remos agora, para finalizar, um processo (XJ 

com uma função espec tral F tendo uma componente absolutamente 

contínua F 
2 

n ao identicamente nula e ainda, que a densidade es 

Pectral t
2 

seJa de 1
2

(Q), Dis to temo s 

µ 1/! O) 1/! (v) 
p p p 

(3.4.8) 

ondeµ e ~ sao respectivamente os autovalores e as auto-fun 

p p 
~ 

Çoes de f
2

, sendo os µp reais positivos (;'O) e (~p), f amí 1 ia 

ortogonal em L (o, 2n:). 
2 

do que 

Temos entao o 

Teorema 4.2 

~ em ( 3 4 8 ) e x i s t a p de mo 

Suponhamos que na expansao · • 

Então 

00 

q •m 
o 

-iq À 
b e 

pq 
m >-oo 

o 
e 

(X) é nao determinístico e m
0 

pertence ao seu 

t 

espectro de inovaçao. 

Prova 

Fazendo-se nªID 
o 

e h = 1 nas i g u a 1 d ades (3.4.6) e 
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e (3.4. 7), obtem-se 

i'TT 2'TT 2'TT 2'TT 

w-f f g(À)g(v)dF(À,V)_➔J f g(À)g(v)f2(À,V)dÀdV 
o o o o 

2TI 

• ; µ lf g(À)'P (À)dÃj 2 
p""l p p 

o 

= 4n
2

µ 1 bpm 1 p o 

independentemente da escolha dos coeficientes c. • 
J 

Logo, 

e conclue-se a tese. 
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D! ... TEORIA E.SPECTIV\L Pl\RA UMA CLASSE DE PROCESSOS 
NÃO- ESTACIONÃRI OS 

1. Introduçã o 

Como ja foi mencionado inicialmen te , nem sempre a su 

posição de estacionariedad e pode ser admit i d a na p ratica ao se 

estud a r um processo estocástico; sendo assim, uma das dificulda 

desencontradas é formular uma teoria espectral, e nvolvendo con 

ceitos clássicos tais como frequência e energia, que permita u

ma inte rpretação significativa e Útil para uma função espectral 

entao definida. 

~ t u a ç ao : 

Um a id é i a qu e s e ap r e senta é gen er aliz ar a seguinte si 

Se ( Xt : t € T) fo r um p rocess o não e s t ac i on ário da for ~ 

ma 

on de 

se 

se 

t~t 
o 

t > t 
ô 

( X (l) : t E T) e ( X ( Z): t E 'r ) são p ro c e sso s e s t acionã r ios t t com 

fun ç ões covariân cia d iferentes, será cer t amen te poss ível se obte r 

alg uma i nf o rma ção s ob r e o espectr o (n ov ament e , a den ominação u 

s ual p ara dF (À) ) de ( Xt : t E T) at ravé s de um a amo stl'.'a. de 

a t 0 t +N. Se a i nda t fo r c onhec id o, p res umi ve l mente seja possí o . o 

ve l se ~stiruar duas funções es pectra i s - uma para cad a processo 

estacionário. A g enera li zação que se consi dera é então supor o 



��

�������� �
�
���������� ����
������ ���������������

�����
������ �� ���
�� ������ �
��
������� �����
�

�������
���������� ����
�
�
������
� ���������
����
� ��

���
������� ������ �������� �
��
 ����
�����������������

���
��������� ��
� ��
��!�

 �������������
��� ��

�
���������
����� �������
� 
��
��� ������
��� ���� �

������& �����
 
������
��� �� ���'������� )*+)����
��

���
� ���
 �
���
�� �������
� �������� ��
����
 ���
 �

����������
�� 
������
�� ���'
�)�� �
��������!�� 


� ������������� ���
��� �������
�� 
������� 
�� �

�����
���������
� ����

�.01� �2 � 1 ��� ��201�

����������� �
�
 �
�
 �

�01�

&�������� ���
��������
 �
� ��������
��
��

����
�������
������������
�����������������
��

���.��1 �� �����
�� ���1� ��� ������� ��� '
� ����

���� �.01 )��1��

6������
 ����� ��'
��7������ ����� ���

��������� �������
�����
�����
��������� �������
�

����������������������
�� ���.��1

+

��1�2;�211

-68-

espectro para um processo nao estacionário como sendo dependen-

te do parâmetro t, É claro que neste caso não se deve esperar 

se estimar o espectro em cada particular t considerado, mas se 

for assumido que este espectro varia "lentamente" em T, pode-se 

tentar estimâ-lo em alguma vizinhança do ponto considerado, u

sando-se estimadores que envolvam apenas funções "locais" do pr~ 

cesso. O que será apresentado, segundo Priestley l 201, ê uma d~ 

finição de uma quantidade espectral possuindo uma certa relação 

com o resultado apresentado por Page 1161 quando introduziu a 

noção de "espectro instantâneo de potência" ao definir a função 

densidade espectral como 

f* (À)= 1 im 
N-+oo 

e escrevendo, para cada À, 

N 

f;(À)a f pt(À) dt 

o 

N 

onde f;(À)= E(lf Xte-iÀtdtl2) 

o 

O espectro instantâneo de potência, representando adi 

ferença entre o conteudo espectral do processo no intervalo 

(o,t+ôt) e o intervalo (o,t), foi definido por Page como 

CXl 

sendo f*(À)a J pt(À) dt 

o 

-A diferença entre o que Page obteve e o que sera de-

senvolvido é que neste caso serã estudado o conteúdo espectral 

do processo dentro do intervalo (t,t+ôt). 
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2. Um~ -classe de proces~os não estacionários: 

- Processos Oscilatórios -

- Seja (Xt: t E T) um processo estocástico de segunda or 

dem, cornp l exo, - ' -#' a parametro continuo, com 

E(X ) = o 
t para todo t E R 

2 par à todo (s, t) E R 

r 

(4.2.1) 

(os resultados a serem apresentados se apliçam _igualmente ao 

caso discreto com as usuais modificações). 

Vamos nos restringir ã classe de processos para os 

quais existe uma familia (4\0,)) de funções definidas 'em R e in 

dexadas em T•R e uma medida µ(À) em R, tal que para cada 

(s,t)e R2 , a funçio covariincia· R(s,t) definida em (4.2,1) ad 

mite uma representaçao da forma 

00 

(4.2.2) 

-oo 

Observemos que se ~t(À) for, para cada t, quadratic~ 

mente integrável com respeito à medidaµ, então R(t,t)< 00 para 

todo t e R. 

Vamos mostrar que se a função covariância admitir uma 

representaçao da forma (4,2.2), o processo admitirá uma represent,! 

ção da forma 

(4.2.3) 
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... 
onde (Y~) e um processo com incrementos ortogonais com 

(4.2.4) 

De fato, seja L2 (µ) o conjunto de todas as funções 

quadraticamente integráveis com respeito aµ e suponhamos que 

a f amÍlia de funções de À, (q,t (À)), quando t percorrer R, seja 

uma base para L2 (µ), 

Se AC R for de medidaµ finita, sua função caracte -

rística IA (À) E L
2 

(µ) e poderá ser aproximada (em média quadrá

tica) por somas 

Como 

n 
I: 

v • l 

f I rin)(À)-rim.)(À)l2dµ(À) • E(IYn-Yml2) 

R 

onde 

y -n 

segue que a sequência 

, 

{Y } é uma sequência de Cauchy e conver
n 

ge para uma variável aleatória que serã representada por Y(A), 

Se A1 e A2 forem disjuntos, 



��

�������	�
����
 ��������� ��

������������ ���"�����

� ���� �

���)*++�"�))-)��""))"���++

�)""�"�)�"���/�)0))��)�0102+
3��������	��������4
������������4
� ���+66

������

7���� �8�9���� �� �
;

����4

��� +�"�"���)

�4�
����� �� ���������
�4
������ � ������/�>���?�

@������A��� 9��� ��� ���B���� ���6��� 4�
�

-�3�4�
������
����������B�����BC���D������B���

9�E�� FG�� 
�4
���������4�
D� �+���) �����)���9�


9�E�
H������� � E� �

) �D��

�����

 �����

F��B�������� ��� �������� ������+ �� �4��
K

-71-

Pode-se verificar facilmente que 

Façamos Zt • f ~(À) dY.À . 
R 

Usando novamente um procedimento de aproximação, ob-

temos 

E(XtZt) -J,~t(À)l
2 

dµ(À) 
" . R 

Então, 

e portanto (Xt) admite uma representaçao da forma (4.2.3) 

Se a fam!lia (~t(À)) não constituir uma base para 

t 2 (~), acrescentaremos todas as funções ortogonais a cada 

♦ t(À), tET, representadas por gt(À), tE.T' onde T'(')T•f• 

se t eT 

Definamos ht(À) 
se t E T' 

Considereaoa Zt•Xt quando t E T e ainda, (Zt) o pro -
. '°" J • ( 
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I gs (À) ~) d~s({f\ _t A. L "' 

R 

independent~ de (Xt), para t~T'. ) ,. ! ··, ~•- ao r.~.: 5 '1 

onde h (À) 
t 

Logo, 

Então, 
; 

possue covariância dada por 

' 

f h
8 

(À)~ iÇ'TT) dµ (À) 

-R · ,. : t , · 
• "' _1 --4 ~· ' ' " • • 

.. . - t. 
~ V; \. • } 

-· ' 

par a s , ~ E T u T', . 
• • ·'r 

-e uma base .-' para L
2 (~{

3 
quando t percorrer Tu T'. 

Z t • f h t ( À ) d Y À p ar a t ~ T u T ' 

R 
; j !.· .... . ... •.!. ' 

ondecYÀ) é um processo com incrementos ortogonais. 

Mas 

X t - z t - I h t ( À ) d y À - r·· 4> ; ( ~ ) -d y À par a t E T 

R R 
, .- , e , , q .: . ..: := :, ·. .. · ! 

~ obt os para (Xt) a representaçao dada em (4.2.3). 

. . ·- ... •: ~ .t. :: _: ;,,,, 
Este resultado da uma representaçao do processo como 

. :'. .. · -.::~ -~ (' . 

o limite de certas combinações lineares de funções de t, ♦ t(À), 
. , ~ !:. ; : • . .. ; .• :. 

com pesos dYÀ. 

A medida ~(À) na -repiesent,çio fiada através de 
r! "' u f ! -~-.,. 

(4.2.2) e (4.2.4) atuá ·da me-s~4; ·:-f)>rma q~e a F(À) no caso do pr~ 

cesso estacionário de modo que a situação análoga ao caso de 

F{À) ser absolu·~-1iii'ente i~;nt·r·~~--~-- é -,;~,ti,d~ --~--ss-~~{~d•;lse u(Ã) coao 
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absolutamente contínua com respeito à medida de Lebesgue, 

Para a classe dos processos estacionários foi visto 

que uma escolha válida da família -e a dada por 

<I> (À) :a eiÀt que fornece a decomposição espectral 
t 

X = 
t f 

I 

em te~mos de "ondas seno e 

com 

li 
cosseno, 

(4.2.5) 

constituindo a base da in
J 

terpretação física da análise espectral como uma distribuição 

de energia sobre frequência, Já para a classe dos processos não 

estacionários no entanto, a escolha da fam[lia (~tO)) como se!!_ 

do a família das exponenciais complexas não é tão válida (mes-

mo porque a representação (4.2.5) -implica que o processo e es-

tacionário) e .se desejarmos introduzir a noção de frequência 

também pata este caso, seremos levados a considerar novos ele_. 

mentos básicos que, embora sejam não estacionários, possuam _uma 

forma oscilat6ria na qual a noçio de frequência ainda ~eja do-

minante. 

A fim de obtermos uma classe de tais elementos (na 

v e r d a d e f am Í l i a d e f u n ç Õ e s ) , s u p o n h amo s q u e p ar a c a d a À f i x a d o, 

<l>t (À). , considerada como uma funçio de t, possua uma transforma 

da de Fourier generalizada ( '\J\io.., ~hltw:~¼ .) cujo módulo te

nha máximo absoluto em algum 0(À), Poderemos então observar 

<f>t(À) como uma onda seno de amplitude modulada com frequêneia 

0(À) e escrever 

(4.2.6) 
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onde a função modulação At(À) é tal que o módulo de sua trans

formada de Fourier generalizada tem um máximo absoluto na ori-

gem. 

Definição 2.1 

-sera eh ama-

da uma 

~t (),_), considerada como uma função de t, 

6 unç..ã.o o~ c..i..la.tÕJt..i..11 se para algum e (À) , necessariamen-

te Único, puder ser escrita na forma 

00 

onde At 0.) • f i0 t 
e dHÀ(e) com tendo um máximo 

-ao 

absoluto em 6•0. 

Se ainda (~t(À)) for tal que elementos distintos da 

família não possuam transformadas de Fourier cujos máximos o

corram em um mesmo ponto, mudando a variável de À para 0(À) em 

(4.2.2) e redefinindo convenientemente At(À) e µ(À), poderemos 

escrever 

R ( s , t ) • f 00 As ( À ) ~) e i À ( s - t ) dµ .( À ) (4.2.7) 

-oo 

e correspondentemente, 

00 

Xt • f At(À)eiÀt dYÀ onde E(ldYÀl
2
)•dµ(À) 

(4.2. 8) 
-oo 
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Definição 2.2 

Se existir uma família de funções oscilatórias em ter 

mos das quais o processo (Xt) possue uma representaçao da torma 

(4.2.3), então (Xt) sera chamado um p~oce◊~O o~cilatÕ~io. 

Portanto, qualquer processo oscilatório pode ser repr~ 

sentado na forma (4,2,8) onde At(À) satisfaz a condição da defi

nição 2.1 podendo-se escrever, sem perda de generalidade, 

itÀ 
e 

Notemos que, sendo ~t(À)•eiÀt um caso particular de 

( 4 , 2 • 6 ) c o m A t ( À ) ·= 1 p a r a t o d o t , e 9 ( À ) = À , a c l a s s e d o s p r o c e s s o s 

oscilatórios inclue todos os processos estacionários de 

ordem. 

segunda 

Para qualquer particular processo oscilatório, em ge

ral, existem diferentes famílias de funções oscilatórias cada u

ma das quais induzindo uma medida µ(À) diferente e em termos das 

quais o processo possue uma representação da forma (4.2,8), Para 

cada família, procura-se definir o espectro do processo em rela

ção a essa família como sendo simplesmente a medida µ(À). No en

tanto, uma tal definição poderá nao representar uma distribuição 

de energia sobre frequência, 

Se considerarmos que a variância de um processo pode 

ser interpretada como a nEdida da sua energia total no tempo t, en 

tao 
00 

Var(Xt)•R(t,t)• f jAt(>,.)j
2

dµ(À) (4.2.9) 
-ao 
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fornecerá uma decomposição da energia total na qual a contribui 

ção de À é IAt(À) j 2 dµ(À), resultado este que será consistente 

com o de interpretarmos (4.2.8) como sendo a forma limite de uma 

soma de ondas seno de diferentes frequincias .tendo amplitudes~ 

leatórias (At(À)dYÀ) variando em T. Sendo assim, somos levados 

a definir o espectro para um pr~cesso oscilatório, como segue: 

Definição 2.3 

Se~ for uma família de funções oscilatórias, 

iXt 
(~t(X))=(At(À)e )~ em termos da qual um processo oscilatório 

(Xt) possue uma representação da forma (4.2.8), define-se o e.-6-

pe.ct)(.o e.vo-lut.lvo de. potê.nc...i..a. no ponto i com respeito _ à família 

'J', como sendo 

Observemos que no caso de (Xt) ser estacionário e cg:' a 

família das exponenciais complexas, 

Embora, de acordo com a definição 2.3, o espectro ev~ 

1 u t i v o d e p e n d a d a f am Í 1 i a fT c o n s i d e r a d a , p o r ( 4 . 2 • 9 ) e ( 4 • 2 • 1 O ) 

temos 

Var(Xt) = R(t,t) • J dFt(À) (4.2.11) 

-oo 
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de modo que o valor desta integral independe da particular famr 

lia r e representa a energia total do processo no ponto t, qua,!_ 
r.:" 

quer que seja -f. 

Será conveniente uniformizarmos as funções A t (À) de mo 

IA
0 

O) 1 na do que, para todo À, A 0)=1, 
o 

isto é, incorporarmos 

medida µ(À), Com esta convenção, dµ(À) 
~ 

representara o espectro 

evolutivo em t=o e IAt(À) 1
2 

a variação no espectro relativa a 

t=o, Portanto, para cada À, 

00 

f d H À (0 ) = 1 

-oo 

e as transformadas de Fourier de (At(À)) serão normalizadas a 

fim de ter integrais unitárias. 

Como um exemplo de processo não estacionário admitin 

do uma representaçao da forma (4,2.8), podemos apresentar o pr~ 

cesso (Xt) dado por 

(4.2.12) 

onde c(t) (com c(o)=l) ê uma função com transformada de Fourier 

generalizada cujo módulo tem um máximo absoluto na origem (por 

cuja exemplo, c(t) pode ser qualquer 

transformada de Fourier existe) 

função 

x(o) 
e t 

-real nao negativa 

é um processo estacioná-

rio com função media identicamente nula e função distri-buição e~ 

pectral F(À). 
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Portanto, 
00 

Xt • f c(t)eiÀtdYÀ 

-00 

-onde (YÀ) e um processo com incrementos ortogonais e 

E( jdYÀ)2
) • dF(À). 

,.. , cr ( ( ) iÀt) -Como a fam1.l1.a"' = c te e tal que qualquer 
o 

de 

seus elementos está nas condições da definição 2.1, o processo 

definido por (4.2.12) e um processo oscilatório e com respeito 

ã família ~ tem espectro evolutivo dado por 

Observemos que o processo definido em (4.2.12) é um caso espe 

cial do modelo (4.2.8) no sentido que, para qualquer par 

(4.2.13) 

Um processo para o qual existe uma família f tal que 
o 

o espectro evolutivo com relação a~ satisfaz (4.2.13) é cha -
- . -- -- -· o , -

mado um processo uni60.1t.memente modulado. 

3. Efeito de filtros 

Se para um processo estacionário (Xt) com represent~ 
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~ çao espectral 

for considerada uma transformação linear do tipo 
00 

Xt = f Xt-s g(s)ds (4.3.1) 
-oo 

foi visto (Cap.II, 4-2) que as distribuições espectrais de (Xt) 

e ( Xt ) estão relacionadas por: 

(4 .3.2 ) 

foo -is À - - ~ onde r(À) = e g(s)ds e a funçao transferencia do filtro g. 
-oo 

Podemos observar que uma das consequências mais Úteis 

da representação espectral de um processo estacionário é a de 

ser possível se descrever o efeito de operações lineares (ou fil 

tros) somente em termos do efeito sobre componentes espectrais 

individuais. Esta propriedade também será válida (em um sentido 

apr oximado) para espectros evolutivos quando forem consideradas 

transformações lineares de processos não estacionários. 

Seja então (Xt) um processo satisfazendo um modelo da 

forma (4 .2.8 ) e consideremos a transformação 

Xt • fx,xt _se-i Ào(t - s)g(s)ds 

-oo 

onde À ª constante qq o 
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Então podemos escrever: 

00 00 

X t • f [f A t ~~+À o) e i (À+ À o) ( t - s ) d y À _+_À J e - i À o ( t - s ) g ( s ) d s 
-<X> -oo 

00 00 

-CD -oo 

00 00 

.. f [f g(s) (At~~•Ào)/At(À+Ào))e-iÀsds]At(À+Ào)eiÀtdYÀ+Ào 
-00 -00 

Ou entao, 
00 

(4 . 3.3) 

onde, para qualquer t,w,e, 

00 

(4.3.4) 

-00 

A função r (À) serã chamada a óunç~o tAan~6eAêneia t,.w 

geneAalizada do filtro g com respeito ã família 'F. 

A representaçao de _(!t) dada em (4.3.3) - -nao e necessa 

riamente da forma (4.2.8) pois a transformada de Fourier gener~ 

lizada de (rt (À) . A (À+ À )) pode não ter um máximo absoluto na 
,À+Ào t o 

origem. 

Neste caso podemos considerar a família das funções 

ct>tCÃ) • r O) A (À+À )eiÀt 
t À+À t . o , o 

(4.3.5) 

que em geral são oscilat6rias, embora sua frequincia dominante 

seja um pouco diferente de À. 
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Consideraremos agora o caso em que A (À), para cada 
t-s 

t, À varia lentamente comparada a g(s), isto 
.. 
e, g(s) tendera-

pidamente a zero quando Is 1~00 enquanto A (À) é aproximadamen
t - s 

te constante sob a variação de s para a qual g(s) é não despr~ 

zÍvel. 

Heuristicamente, entao, para cada t,À e todo e, 

(4.3.6) 

e por (4.3 .3 ), 
CIO 

xt - f At(À+Ào)eiÀt dYÀ 
- 00 

onde 
(4.3.7) 

1 f (À) i 2dl.l (À+À ) 
o 

Portanto, os espectros ev olutivos de (Xt) e (Xt) de-

- ~ ., cr , iÀt -finidos com relaçao a mesma familia ~=(A (A)e ) estao heu -
t 

risticamente relacionados por: 

(4.3.8) 

-A fim de estabelecer mais precisamente a noçao de uma 

função "variando lentamente" e examinar com mais detalhes a a

proxima ção (4.3.6) introduziremos a noção de processos semi-es 

tacionãrios. 
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4. Processos Semi-Estacionários 

Suponhamos (Xt) um processo oscilatório cujas 

rísticas não estacionárias variém lentamente em T, tendo 

presentação da forma (4.2.8 ) em termos de uma família 

ca rac te 

uma re .... 

1°'=(At(),)eiÀt) de funções oscilatórias tais que, para cada À, 

At(À) ê uma função de t variando lentamente, no sentido de pos

sui~ uma transformada de Fourier fortemente concentrada na re

gião de 0.ao. 

Para cada família;!" vamos definir uma medida para a 

"largura" de jdl\(8) 1 como sendo a função Bl'(À) dada por 
\ 00 

(4.4.1) 
-00 

Definição 4.1 

Uma família Cf de funções oscilatórias -sera chamada 

4emi e4tacioná~ia se a função B~(À) for limitada para todo).. 

A constante Bf definida por 

Bg· 
1 

(4.4.2) 
sup(BJ(À) ) 

À 

Definição 4.2 

(Xt) sera um processo · semi - estacionário se existir uma 
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família semi - estacionária CJ em te r mos da qual o processo admite 

uma representação da forma (4.2.8). 

Observemos que um exemplo de processo semi - estacio n á -

rio 
... 
e o processo uniformemente modulado dado por (4.2.12) visto 

que a f .- 1 . ar ( ( ) iÀt) ... . . ... . ami ia~ = c te e semi-estacionaria. 
o 

Consideremos a classe t das famílias'!/ semi - estacioná 

rias em termos de cada uma das quais. um particular processo se 

mi - estacionário (Xt) admite uma representação espectral. 

Denotaremos por B a la~gu~a ca~aete41~t~ca do p~o 
x 

ee~tio , dada por 

se 

B 
X 

(4.4.3) 

Deve-se notar que para processos estacionários a elas 

~ contem a familia das exponenciais complexas que tem largu-

ra característica infinita; consequentemente, todo processo es 

tacionário tem largura característica infinita. 

guras 

Seja agora~* e~ a sub - classe de familias cujas lar 

características são cada uma igual a B e seja f* um ele 
x 

. A·*. mento qualquer de p Se ~* -~ , consideraremos </* qualquer 

família cuja largura característica seja suficientemente próxi

ma de B. 
X 

Admitamos que seja 

00 

xt - f A:(À)eiÀt dY~ (4.4.4) 
- oo 
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espectral do processo (Xt) em termos da família <f*. Torna-se 

claro agora que, se for definido o espectro evolutivo de (Xt) 

com respeito a ~*, então a aproximação (4.3.8) será válida se 

para cada À, dHt(e) (transformada de Fourier de A~(À)) se com

portar como uma função-ó com respeito a f(À), Mais precisamen 

te, consideremos a 

de 011.dem e: 

Definição 4. 3 

Uma função u(x) será considerada uma p.6eudo 6unç.ã.o-ô 

com respeito a uma funçio v(x) se, para todo k, e-

xistir e: (<<l) independente de k tal que 
(X) 

1 J: < x ) v < x + k ) d x - v < k ) f u < x ) d x 1 < € (4.4.5) 

Ainda, admitamos que 

(a) o filtro g seja quadraticamente integrável e nor 

malizado de modo a se obter 
(X) (X) 

(4.4.6) 
-oo -oo 

(b) uma medida para a largura do filtro g, represen 

tada por B , se j a 
g 

(X) 

Bg ª J !si lg(s)lds (4 . 4.7) 
- co 
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Lema 4,l : 

Seja ~ uma familia semi - estacionária com largura caraE_ 

Prova 

Para todo k, 

onde Bg(À) é dada por (4.4 .1 ). Então p~ 

(eietdR (0)) é uma pseudo função - ó de 
À 

a r(e). 

00 00 

-oo -oo 

00 
00 f eit S[r (0 +k ) -f (k)]dHÀ (0) = f e

it0 r'(k+nCe).e) dRÀ(e) 

-oo -oo 

onde para cada e, O~n(8)~1. 

Logo, 

00 00 

- oo -oo 

sendo 
00 ,-

-oo 

Mas 

00 

IR(k) l<sup . 1 r' (e)I I je I jdHÀ (0) k t-
e -oo f 

por (4.4 .7 ) 

O resultad o e portanto verificado. 
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Estamos agora em condições de obter uma forma mais e

xata para a aproximaçao (4.3.6). 

Teorema 4 • 1 : 

SeJa g um filtro satisfazendo as condições (4.4.6) e 

(4.4.7) e rt (e) 
'w 

peito à família 

sua função transferência (generaliza.da) · com rei 

semi-estacionária Cf de largura característica B. 
<f 

Se para qualquer E:>0, g for tal que Bg~e:Bq, entao pa

ra todo t,w,8, 

IA Cw) 1 Ir Ce) - r(S) l<i:e: 
t t,w 

Prova 

Por (4.3.4) temos: 

00 

At(w)rt,se) = f g(s)At _ s(w)e - iseds 

-oo 

Substituindo At - ,s (w) em termos de dHw(9), obtemos 

00 00 

At(w)ft,se)= f f g(s)e - iseei(t-s)adHW(a)ds 

-oo .-oo 

00 

f ita • e r ( 9-ta) d H w ( a ) 

- oo 

De acordo 

B 
ção-ó de ordem g 

i tCl .. c om .o 1 em a 4 • 1 , e d H ( a ) e um a p s eu d o - f u n 
. w . -

com respeito a r(a) . Logo, se o filtro g for 
Br 

escolhido de modo que, para e:>O dado, Bg~e:Bi' então 
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(X) (X) 

it a I e dH (a) <E: 
w 

(X) -ex, 

O resultado proposto -e obtido observando - se que 

(X) 

f eitadHw (a) = At (w) . 
-oo 

5. Determinação de Espectros Evolutivos 

Consid erem os um processo semi-estacionário (Xt) com 

largura característica B tendo, em termos da familia'/*, are x 

presentaçao 

x t = f00A~(À)eiÀ tdYf (4 .5.1 ) 
-00 

Seja ainda g um filtro nas condições (4.4.6) e (4 .4.7) 

qualquer À , seja (~ ) o processo definido 
º· t 

com largura B . Para g 

por 

00 

5ct - f g(s) 
-n ( t-s) Xt e o ds -s (4.5.2) 

-00 

Usando (4.5.1) e considerando (4.3 .3 ) podemos e screver 
00 

(4.5 .3 ) 

* - - - ' onde r (6) e a funçao transferencia generalizada de g com res-
t 'w 

peito à familia 'j'*. 
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Devido ã ortogonalidade de (Y~) segue que 00 

c4 . s .4 ) 

Em termos de 

- ~ . r.t* temos 

0 
espectro evolutivo de (Xt) com respeito a fam1l1a ~ , 

Teorema 5.1 
00 

-00 

·trª 

onde 0(€) designa um termo que pode ser feito arbl -lh 
etn r!, 

riamente pequeno esco endo-se Bg suficientemente pequena laçao a Bx. 

Prova 

Suponhamos o filt ro g escolhido de forma a mo c:f * é uma família co l m argura característica i gual 

. cO B <.c B , -g 1t 

arbi .. ou 
. .. 

e~ª 

t r ar 1. amen te pr oxima de B • d 
teor 

x' po emos escrever com base no 
4.1 anterior, 

r* (À) • f(À) + r(t,À ,À) t,À+À 
o o 

onde \ r ( t , )._ , À)\< o 

\ 
1 

1 

\ 
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Então de (4.5.4), 

Oó 

E(/Xt/2)•} /rU )+r(t, Ào,À)l21A;(À+Ào)l2dµ * (Ã +À ) 
- oo o · 

00 

"'f lr0-)\ 2 \A~(Ã+À ) \
2
dii*O,+À )+r +r +r 

- oo O 
O 1 2 3 

0 nde 

00 

11·J roJ.rit, À ,U IA*U+À i /
2

dµ* (HÀ > o t o o 

-oo 

00 

12•J -f-(À-) .r(t,À , À) I A*(À+À ) 1

2
dµ *(À+À ) o t o o 

-oo 

-oo 

Agora 

00 

1 r3 l <i c2 f dµ*Ol • o(c2) 

e -oo 

00 

1 1
2

1 ~ E f Jr(À) 1 IA*(À+À ) lciii*O+" ) t o o 

-oo 

a 
Para mostra rmos que /r

2 
/•O(c) basta provarmos que 

in t egral -
ª direita da d esigualdade acima permanece finita quan-

B ➔ o 1 g • Se j a então A .{À: /f(À) 1 /A~(À+À 0 ) ~!} do 

Logo, 

00 f /r(À) 1 /A; (À + À
0

) /dµ*(Ã+À 0 ) 

- oo 
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A integral sobre A - * -e finita pois dµ (À) e o espectro 

evolutivo em t=o, assim como a integral sobre LA . , pois rO,) 

normalizada de forma a se obter 

(X) 

-oo 

Procedendo analogamente para o termo 1
1

, obtemos ore

sultado. 

Se a medida µ*(À) for absolutamente continua com res -

peito à medida de Lebesgue, poderemos escrever 

existindo para todo À a função densidade espectral evolutiva 

O teorema 5.1, em termos da f:(À) resulta entao 
(X) 

(4.5.6) 
-oo 

Notemos que a validade da aproximação acima dependes~ 

-mente da condição B <<B • . É êlaro que para B fixada·, g 'f'K g (4.5.6) 

valerá ainda aproximadamente se a representação do processo (Xt) 

for em termos de uma ·familia semi-estacioniria f cuja largura e~ 

r a e t e r i s t i e a Bf s a t i s f a ç a ¾·} Y B g • 

espectro evolutivo do processo com respeito ã essa famflia, 

(4.5.6) também valerá aproximadamente se substituirmos f~ por ft. 

No entanto, deve ser lembrado que se tratarmos com uma 
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família 'f genérica, o valor exato de E(lxtl
2

) -sera dado por 

(4.5.7) 

Logo, o valor exato de E(lxt 1
2

) ê uma mêdia em À e t 

de dFt(À) e como E(jxtl 2
) independe da escolha da família <.f', o 

valor desta média de dFt(À) (sobre À e t) deve também ser inde -

de q' .• pendente :r 

Escrevendo (4.5, 6 ), consideramos que o efeito do cál 

culo da média em relação até desprezível pois a condição 

Bg<<Bf implica que a variação de dFt(À) ê muito lenta sob ava 

riação do filtro g, De qualquer .modo, o grau de precisão de 

( 4 • 5 . 6 ) d e pen d e - d a r a z ão B / Bl'r' . 
. g ~ 

Se, por exemplo, B =o, 
g 

isto 

(4.5.6) será exata pa.ra qualquer 'f e 

-e, g(s) • ó(s), 

E(jxtl2) =E(lf ó(s) [xt _se - iXO(t-s)Jds/2) = 

- 00 

Portanto, 

(X) 

-co 

entao 

(4.5 . 8) 
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Po r outr o lado, se 

g ( s ) • lim 
T +oo 

o 

de modo que B .. oo 
g ' 

entao 

<X> 

= lim J lcT (À) 1
2 

T +oo o , À o 
o -oo 

onde 

t+lT 

GT ( }) 
1 I : º = 

1T º' o o t - -T 2 o 

Notemos que EClxtl
2> 

onde f 1/ 1T 
g ( s ) = o 

To l O 

dµ ( À+À ) 
o 

A (À+À ) iu À du e u o 

~ 

independente de e t e 

jsj>~To 

(4,5,9 ) 

se (Xt) for 

estacionário, então se reduzirá ã definição clássica de espectro 

para pr ocessos estacionários, No entanto, ( 4,5,6) não é verifica 

do para qualquer família, 

Uma comparação entre (4,5,8) e (4,5.9 ) é interessante: 
<X> 

Em (4,5.8), f dFt(À) é uma função apenas do espectro 
- ro -evolutivo no ponto t nao envolvendo valores em outros pontos; p~ 

rém não fornece informação alguma sobr e a distribuição de dFt(À) 

em t e r mos de À. 
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No entanto, se em (4. 5. 9) supusermos que para cada T , 
o 

1 G (À) 12 seja fortemente concentrada na região de )..=o (como 
To' Ào 

geralmente o caso desde que admitamos que para todo À, At()..) 

uma função variando lentamente em t ) , entao 

00 00 

lim 
T ~ 

o 

[ 1 im 
T +oo 

o -oo 

-e 

-e 

Esta quantidade, sendo completamente independente de 

t, pode ser interpretada como uma forma de "média" sobre t dos 

~ 
Com esta comparaçao, podemos observar que quanto mais 

precisamente tentarmos determinar dFt ( À) como uma função de t , 

menos precisamente a determinaremos como uma função de À, e vi

ce-versa. Esta característica sugere uma forma de 

Princ!pio , de Incerteza: 

"Na determinação de espectros evolutivos não. se pode 

obter simultaneamente um alto grau de resolução no domínio de t 

e no domínio de À. 11 

isto -e, se 

Se for fixado um grau de resolução no domfnio de l , 

for estabelecido um limite inferior para B , entao 
g 

obtem-se a máxima resolução possfvel no domínio de t consideran 

do-se famÍlia.9 com máxima _ largura· característica pois, para uma 

p ar t i cu 1 ar f a m [ 1 i a 1 , a r e s o 1 u ç ão n e s t e d o m í n i o s e r ã de te nn i na d a 

B 
por t'" . 

f 
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6. Estimação de Espectros Evolutivos 

No que segue, será considerada apenas a represent~ 

çao do processo (Xt) em termos de uma familia 1*~ f*, e quando 

se fizer referincia ao espectro evolutivo de (Xt), sem alusio 

a qualquer particular familia, este deveri ser considerado como 

sendo IA~(À) 1
2 dµ*(À), ou seja, o espectro evolutivo com respeito 

a 'J*, 
Os asteristicos em A:(À), dµ*(À) e dF~(À) serão omiti 

dos portanto, sendo entendido que todas as funções sio agora de 

finidas com respeito à familia 'f*. 

Consideremos dada uma amostra de (Xt) para O~t~T
0 

• 

Estudaremos o problema de estimar o espectro evolutivo, dFt(À), 

para o~t~T , a partir dessa amostra. Trataremos apenas do caso o 

em que a medida µ(À) é absolutamente continua com respeito -a me 

didade Lebesgue, isto 
~ 

e, para cada t,À, onde 

ft(À), a funçio densidade espectral evolutiva, existe para to

do À, 

Seja g um ·filtro de largura B , nas condições (4.4,6) g 

e (4.4.7) e para qualquer À façamos o 

u 
t 

t 

- f 
t-T 

o 

( )X -iÀo(t-s)d . 
g s t - se _ s • (4.6.1) 

Suporemos B <<B <<T de modo que para t>>o, os limites g X O 

na integral acima podem ser efetivamente substituídos por (-m, ➔ 

tornando (Ut) idintico ao processo (!t) definido em (4.5.2). 
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Sendo assim, pelo teorema 5.1, 

C0 

ECl'Ut i
2 )=J lr0,)! 2

f o,+x )d>--+O(B /B) t O g X 
(4.6.2) 

Se estabelecermos uma comparaçao entre a estimação de 

espectros evolutivos e a estimação de espectros para processos 

estacionários observaremos que para estes Últimos pode-se tam

bém empregar a técnica descrita acima, porém, neste caso, a lar 

gura dé faixa de Jr().) J
2 ê uma função de T

0 
que tende a zero qu~ 

do T _-.. Para os espectros evolutivos, no entanto, a largura de o 

faixa de 
2 Jr(X) J , que varia 

la restrição B <<B. 
g X 

inversamente com B , 
g 

é limitada pe-

Em outras palavras, como a escolha do filtro é tal que 

ele opera localmente sobre (Xt) e desta forma garante um alto 

grau de resolução no domínio de t, pode-se sacrificar algum grau 

de resolução no domínio de À. Portanto, a fim de se estimar 

ft(À) deve-se supor que sua largura de faixa seja substancial -

mente maior do que a largura de faixa de Jr().)1 2 • Neste caso 

J r (À) 1 
2 ê uma pseudo função-ô (de ordem a razão entre as largu

ras) com respeito a ft(À) e podemos escrever, lembrando que 
C0 

J Jr(À)J 2 dÀ =l, 
-oo 

(4.6.3) 

Portanto, -um estimador nao viciado aproximado 

de f O. ) • Contudo, se (Xt) for um processo estocástico normal t o 
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• 

verifica-se, por um cálculo direto, que 
CX) 

V ar ( 1 U t ,· 
2 

) - [J I r 0. ) j 2 
f t ( À+ À 

O 
) d t] 

2 
(1 + t\ , À 

O 
) 

-a, 

e sendo essa quantidade independente de T
0

, conclue-se que lut 1
2 

não deverá ser na prática um estim?dor muito Útil de ft(À
0
). 

No entanto podemos reduzir as flutuações amostrais 

"suavizando" os valores de lutl 2 em uma vizinhança de t; assim 

procedendo, aumenta-se a precisão dos estimadores sacrificando

se algum grau de resolução no domrnio de t. 

Consideremos portanto uma função-peso WT,(t), depen -
o ... 

<lendo do parametro T~, que satisfaça: 

todo t, T' 
o 

( b ) W T , ( t ) +O quando ltl -+-00 para todo T' 
o o 

00 

todo T' 
o 

, todo T' 
o 

* J -iwt (e) Com WT 1 (w) • e WT'(t)dt 
o o 

-00 

-
Admitiremos que exista uma constante C tal que 

lim 
T'-..oo 

o 

(4.6.4) 

(4.6.5) 
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Seja agora 

CX) 

Vt = J WT 1 (s) lut_sl
2 

ds 
o 

-ro 

Novamente, admitiremos que os valores de 

çam suficientemente râpid? de modo que a integral 

ser avaliada a partir de um comprimento finito de 

(4.6.2) segue entao que: 
CX) CX) 

WT, (s)f (),+À ) lr(À) 1
2 

dsdÀ t-s o o -ro -ro 

CX) 

-oo 

onde 
CX) 

r O.+À ) = f WT' (s)f (À+À ) ds t o t-s o 
o 

-ro 

(4.6.6) 

WT 1 (s) decres 
o 

acima possa 

1 u t 12. De 

(4.6.7) 

Por (4.6.7) vemos que E(Vt) e uma forma suavizada de 

ft(À
0
), suavizada em te À. Se, como anteriormente em (4.6.3), 

supuzermos que para cada t, ft(À) seja ~uave comparada . com 

Iro,) 12 , então poderemos 

E (V ) "' t (À ) 
t t o 

escrever: 

de modo que Vt é um estimador nao viciado aproximado do valor mê 

dio ponderado de ft(À
0

) em uma vizinhança de t. 

Uma investigação quanto às propriedades amostrais de Vt 

é direta, porem longa. Os resultados que serão apresentados po-

dem ser vistos em Priestley [21] e foram obtidos sob a conside-
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-raçao de ser o processo (Xt) um processo estocástico normal. 

Consideremos, para Â qualquer, 
o 

00 

J e -iÀo(t-s) ds ut • g(s) x t-s 
-00 

Portanto, para w e v quaisquer, obtemos 

ff f
00f -iuw ivw -imv inv · g(u)g(v)g(m)g(n)e e e e E(X X X X )dudvdmdn 

t-u t-v s-m s-n' 
-00 

Sendo (Xt) um processo normal, 

E(X X X X ) = R(t-u,t - v)R(s - m,s - n)+ 
t-u t-v s-m s-n 

R(t - u,s-m)R(t-v,s-n)+ 

R(t-u,s-n)R(t-v,s - m) 

onde, como em (4,2.7), 

00 

R(p,q) = J eÍÀ(p-q)A (À)A(Ã)dµ(À) 
p q 

- oo 

(4.6.8) 

(4.6.9) 

( 4.6 .1 O) 

Serã assumido por simplicidade e sem perda de generali 

dade, jã que dµ ê absolutamente contrnua com respeito a dÀ , que 

Substituindo-se (4.6.9) em (4.6.8) e considerando- se 

(4.6.10), obtem- se: 

(4.6.11) 
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onde 00 

f J f J 
-i uw i vw · im v i n \J s

1
s g(u)g(v)g(m)g(n)e e e e 

- oo 

(X) 

cf f 
-oo t-u s-n t-v s-m 

~ 

e s
2 

e definido de modo semelhante permutando-sem com n. 

Pode-se escrever s 1 como: 

(X) 

s 1=f f rt,S (0+w) . rt,</>(cp-w) rs,</>(q>+v) rs,e (e - v) 
-oo 

x [A (8)A (<j>)~)~)e -i (s-t)(e+ ~)]ded<P 
t t . s s 

onde, para quaisquer t,w,e, 

rt,~0) = foog(s)(At _s (w)/At(w))e -is0ds 

-oo 

Mas sob a condição B <<B , pelo teorema 4.1, para todo 
g X 

t,w,e, 

r ce)~rce) 
t 'w 

Portanto 

s
1
~[f

00

e-i(s -t )eAt(8) Ç(e) f(0+w) f(e..:v) 
-oo 
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Considerando-se que f(À) ê uma pseudo função-ô com 

respeito a At (À) ( o que parece razoável se supor, visto que~ 

tamos sob a afirmação de ser !rO.) 1
2 uma pseudo-função-ô 

respeito a IAt(À) 1
2
), obtemos com essa aproximação, 

com 

a:, 

x f Je-i(s-t)(e+~)r(e+w)r(e-v)r(~-w)f(~+~)d8d~ 

-oo (4.6.12) 

Da mesma forma pode-se encontrar a expressão análoga 

Portanto, de (4.6.11), segue que 

(4,6.13) 

Logo, 

(/:) 

e ov (V t 'V t ') - f f w T ' ( s) w T' (V) Cov ( 1 u t - s 1
2 

' ju t'-,)2
) dsdv=Q l+Q2 

o o -oo 

(4.6,14) 
· onde Q

1 e Q2 correspondem ãs contribuições de s 1 e s 2 • 

Utilizando (4,6,12) - (4.6.14) e depois de alguma re 

dução, chega-se a 

(4.6.15) 
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onde 

e 

- 10 1-

00 

K~j) (8) = J WT~ (s) 
(j) - ise 

a e ds 
t-s 

-ex, 

Mas 

00 

f K~j) (0)K~~) (0)d0 = 

- ex, 

(X) 

= 

(X) 

211f[wT 1 (s)] 2 a(j) :<TI"" ds 
t-s t'-s 

o 
-ex, 

= 2'1T (a~j).a~~)) f [wT 1 (s)]
2 

ds 
o 

-ex, 

depois 

de normalizada de modo a possuir integral unitária, então 

(4.6.16) 

Com cálculos semelhantes obtem - se a expressão análoga 

para Q
2

• 

Portanto, para We '\.l não simultaneamente nulos, -chega-se a 

(X) CX) 

eov[v,,v.,]-r[f [wT~(s))2asl[J 1rce+w)i 2 !I(e+vJl 2 ae J.L .~il.~i,l k(j)(t' - t) 

-ex, -ex, J 
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onde 00 

k(j). (s) = J e-ise K(j)(e) d8 (4.6.17) 
-oo 

Pode-se interpretar (4.6.17) como segue: 

A covariância entre Vt e Vt' sera efetivamente nula 

se 

i) lw-!V I for suficientemente grande de modo que 

00 

f lr(e+w)l
2

1r(e+v)l
2 

d0-0 
-00 

isto e , se I w± \) ' > > 1 ar g u r a d e f ai X a d e Ir ( w) 12 
ou 

H) 1 t '-t I for suficientemente grande de modo que 

k(j)(t.'-t)--0 para todo j, isto é, se lt'-tl>>largura da função 

peso WT,. 
o 

Em particular, para t'•t, w=VªÀ . o 

00 00 

Var(Vt)-(l+õo,Ào)2,rft(Ào)[f [wT~(s)]
2
ds][I Iro,) 14

dÀ] 
-00 -00 

onde 
00 00 

Observando-se que 

00 
00 

2,r f [wT~(t)]
2 

dt • J 1w;~(w)i 2 
dw 

-m -oo 

obtem-se, para valores grandes de T' o 

00 

v ar ( v t ) - ( 1 + e 
O 

, À 
O 

) T ~, f t 0.
0 

) J I r ( Ã ) 1 
4 

d À 

-oo 

(4.6.18) 

(4.6.19) 
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- ,, . 
Uma expressao aproximada para o vicio do estimador Vt 

pode ser obtida de (4.6.7), onde 

00 

(4.6.20) 

em uma vizinhança de f (À) 
t o 

como uma série de Taylor nas variáveis se À, negligenciando p~ 

tências de se À acima da de segunda ordem e supondo WT 1 (s) 
o 

jf(À) 1
2 

como funções simétricas de s e À, respectivamente, 

(jf(À) 1
2 serã sempre simétrica quando a função g for real), 

tão de (4.6.20), 

e 

en -

(4.6.21) 

onde 
00 

BW •[ f s2WT~(s) ds]l/2 

-oo 

- uma medida e da "largura da função WT' " 
o 

00 

Br - [f )- 2 
jr(À) 1

2 dÀ ] 1 /2 

-oo 

- uma medida da "largura de e faixa da função 1rcÀ>l2 li 
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Para cada À fixado, B (t,À) pode ser interpretada coo 

MO a "largura de faixa de ft(À) no ponto t", com ft(À) sendo ob 

servada como uma densidade espectral sobre o dominio de t, en 

quanto para cada t fixado, Bf(t,À) pode ser interpretada como a 

"largura de faixa de ft(À) no ponto Ã", observada (no sentido 

clássico) como uma 

Façamos 

B O) = 
o 

inf 
t 

densidade espectral sobre À. 

{B (t,À)} 
o e 

Considerando 

B 
o 

= inf 
À 

{B (À)} 
o B = inf 

f t. 

podemos descrever R
0 

e Bf, respectivamente, como 

faixa de ft(À) no domínio de te no domínio de À, 

a largura de 

-Portanto, por (4.6.21) podemos obter uma expressao a-

proximada para o víci~ de Vt como sendo: 

v ( V ) = 1 E [ V - f ( À 
O 

)] 1~ f ( À ) ( t t t t o 

B 2 
w 
-- + 
2B z 

o 

B 2 
r ) 

2B 
2 

f 

7. Considerações sobre o planejamento 

(4.6.22) 

Antes do estimador Vt ser calculado, é necessário se 

escolher a forma do filtro g e a forma da função peso WT'º Ge
o 

ralmente o filtro é escolhido como uma das "janelas" usuais da 

análise espectral de processos estacionários, lembrando que 
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jr(>-) 1
2 e nao lrO) 1 corresponde à janela espectral. O filtro en 

volverã um parametro digamos, h, de modo que ajustando o valor de 

h, serã possível se variar os valores de Bg e Br . Do mesmo mo -

do WT' , poderâ ser escolhida a partir da mesma coleção de jane
o 

las e pel o ajustamento de T~ torna-se possível variar BW, 

Por exemplo, se o filtro escolhido for 

entao 

[ 

1 
T7h'rr 

g ( s ) = O 

2 
sen hÀ 

h>-
2 

1 s 1 > h. 

corresp ondendo à janela de Bartlett. 

Por outro lado, pode-se escolher 

1 
T'"" 

o 

o complementar 

-correspondendo a janela de Daniell; entao 

(X) l f -iwt 
sen (2T~ 

W T*, ( w) = e WT
01 

d t = 
lT' o - w -oa 2 o 

00 1 ' 
lim [ T ~ f 1 

sen z.To w 
12 dw] 2'1T e -

T' -+-oa 
1 1 

o -oo 2T
0 

w 

w ) 

(4.7.1 ) 

(4.7.2) 
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Uma outra escolha poderá ser 

f 
-t/T' 

e o 
T' t~o 

WT 1 (t) = o (4.7.3) 
o 

1 o t<O 

de modo que 

w;, (w) 1 = l+iwT 1 
o o 

e (X) 

lim [r ~ f I w;, (w) 1
2 

dw] = 1T 

T ' -+oo o o -a, 

Depois da escolha das formas matemáticas das funções g 

e WT, surge o problema de como escolher os parâmetros h e T~ de 
o 

modo que o estimador Vt possua certas propriedades desejadas. 

Consideraremos agora tres conjuntos possíveis de condi 

-çoes que podemos desejar que Vt obedeça: 

(l) "Se a resolução no domínio de À for fixada" 

Se for exigido que para cada t, Vt deva ter um determi 

nado grau de resolução no domínio de À, então o parâmetro h pod~ 

rã ser escolhido de modo a se obter 

(4.7.4) 

onde k
1 

i alguma constante determinada. Dada Bf , (4.7.4) deter-

minará h e consequentemente B • g 
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O parametro T' poderá agora ser escolhido de modo a mi o 

nimizar M(T'), o erro quadrático médio relativo de V , sujeito as o t 

condições B <<T'<<T 
g o o 

M(T') = 
o 

2 
v (Vt)+Var(Vt) 

t 2
(À ) 

t o 

Note - se que quando T't 
o ' 

B 4 
w 

4B 4 
o 

e 
+ T' 

o 

00 

- oo 

Var(V )+, v(Vt)t e quando T'+, t o 

(2) "Se a resolução no domfnio de t for fixada", 

Se for exigido um grau determinado de res~luçio no do -
• • 1 m1n10 de t, deve-se escolher T de modo a se ter o 

~ 

e uma constante dada, 

O parimetro h poderá agora ser escolhido de modo a mi 

nimizar M(h), o erro quadrático médio relativo, sujeito ã condi -

-çao B <<T' 
g o 

H(h) ~ 
B 4 
r 
~+ 

f 

e 
T'" 

o 

00 

-oo 

Note - se que quando Bgt, v(Vt)+, Var(Vt)t e quando Bg+, 

v(Vt)t e Var (Vt)+ • 
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(3) 11 Se a resolução for fixada em ambos os domínios. 11 

Neste caso, h e T' deverão ser escolhidos de modo a se o 

e 

onde k 1 e k 2 sao ambas dadas, O valor do erro quadrâti 

co médio relativo serâ agora determinado pelas condições acima, 

(4) "Se nenhuma condição for exigida na resolução. 11 

Neste caso, pode-se escolher h e T~ de modo que conju~ 

tamente minimizem M(h,T'), o erro quadrático médio relativo, sob o 

as condições B <<B , 
g X 

dos de modo a 

M (h T') = l ( 
' o 4 

~ . ser um m1.n1.mo, 

T'<<T · isto ê, h e T' podem ser escolhi o o' o 

B 2 
r 
~ 

f 

co 

(4.7.6) 

Ainda de Príestley [21] se obtem as seguintes observa-

-çoes: 

1) Não se pode escolher um valor arbitrariamente pequ~ 

no para k 1 pois o valor de h, finalmente escolhido, de t e r minarão 

valor de B e deverâ ser consistente com a condição B <<B • Quan g g X -

do esta condição for mantida, o valor de h influenciarã somente 

a resolução no domínio de À de modo que as exigências para uma 
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dada medida de "precisão 11 em cada domínio podem ser tratadas se 

paradamente. Quando a condição for transgredida, o valor de h a 

fetarâ a resolução tanto no domínio de À quanto no domínio de t 

(de acordo com o Princípio da Incerteza). 

2) Os valores admissíveis de k 2 sao do mesmo modo res 

tritos pela condição T' <<T 
o o 

3) Em princípio, -nao existe dificuldade em se admitir 

os parâmetros h e T' como sendo ambos seletivos. Então, se forem 
o 

conhecidos os valores de B
0

(t,À) e Bf(t,À) para todo te À, 

(4.7.4) e (4.7.5) poderão ser substituídos, respectivamente, por 

e 

Desta forma sera possível se variar a largura de faixa do filtro 

g e a largura da função peso W À T' quando te variarem. 
o 

4) O PrQblema da escolha do parâmetro h no filtro g o 

corre também na análise espectral de processos estacionários. Nes 

te-caso, é usual se pedir que h seja escolhido como uma função de 

T
0 

de modo que Br➔ º quando T 0➔ oo, a fim de que t(À) seja um estima 

dor consistente de f(À). Entretanto, no caso não estacionário, es 

ta exigência ê impossível, em primeiro lugar porque o valor de Br 
está restrito pela condição Bg<<Bx e em segundo lugar, porque a 

noção de consistência serã irrelevante ao tratarmos com uma amos 
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tra de uma Única re a lização do processo, jâ que o efeito de au-

mentar T
0 

ê simplesmente de nos ser possfvel estimarft(À) em 

pontos-t futuros, não proporcionando informações adicio~ais que 

possam ser usadas para melhorar o estimador de ft(À) em um va 

lor t jã considerado. 

É necessário se salientar que as relações apresentad~ 

nesta secçao se prestam à determinação dos parâmetros h e T' des 
o -

de que as formas matemáticas das funções g e WT, jã tenham sido 
o 

escolhidas. O problema de escolher as formas dessas funções, no 

entanto, é muito mais complicado e mesmo para o caso estacioná

rio, esse problema ainda nao foi resolvido satisfatoriamente. En 

tretanto uma "figura de mérito" conveniente que poderia ser su-

gerida para determinar formas "Ótimas" para g e WT, seria o er 

ro quadrático médio relativo, M(h,T'), dado por 
o 

o 
(4.7.6). Supon-

do - se que M(h,T') fosse minimizado com respeito ah e T' e deno 
o o 

tando-se o valor m!nimo por M(g,WT 1 ), então para se determinar 
o 

as formas Ótimas procuradas, poder-s~Ja tentar minimizar esse 

funcional em g e WT'' relembrando que em M(g,WT,) a quantidade 

pende 

o o 

depende da forma do filtro g e . a constante C de-

da forma da função WT' . 
o 

Um problema tambem a se considerar e o de testar se 

o processo com o qual estamos tratando pode ou não ser admitido 

como estacionário. Uma forma de teste é sugerida em analogia com 

os métodos da análise de variância. Então, se for. assumido que 
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o processo é de fato estacionário, um estimador para sua função 

densidade espectral poderá ser 

correspondendo a 

com T' =T o o 

1 
T 

o 

1 
7P" o 

o 

dt 

complementar 

(To) 
Se ft (À) denotar um estimador de ft(À) no ponto t , 

parece ser razoável se basear um teste de estacionariedade na 

função 

(To) (To) 
(f (À) - f (À) ) dt 

t s 
o 

8. O caso discreto 

Exatamente do mesmo modo em que foi desenvolvida uma 

teoria espectral para processos não estacionários a parâmetro 

contínuo, pode-se fazê-lo para processos a parâmetro discreto. 

Neste caso, um processo oscilatório (Xt) terá uma re

presentação da forma 

com t E: z 
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onde (Y).) é um 
2 proce·sso ortogonal em (-1r,1r) com E(ldYÀ 1 )•dµ(À) 

e para cada À, a sequência {At(À)}possue uma transformada de 

Fourier generalizada cujo módulo tem um máximo absoluto na ori-

gem. 

O espectro evolutivo em t com respeito ã familia de 

... . ~ { itÀ } sequencias ~=e At(À) ê definido como 

Considerando, da mesma forma,µ como absolutamente con 

tÍnua, a função densidade espectral ft(À) com respeito ã famf

lia de largura característica máxima pode ser estimada pelo mé 

todo descrito para o caso contínuo, agora com a função g substi 

tuÍda por uma sequência {gs} e a função peso WT' por uma sequên 

e 

Com 

u • 
t 

V • 
t 

00 

00 

E 

obtemos: 1T 

-i À (t -s ) 
g xt e o s - s 

w lu 12 
T' v t-v 
o' 

E(Vt) - I rt(À+Ào) lr(X) 1
2 

dÀ 
-,r 

onde 

r (À+À > -t o 

e 
CD 

r (À) • E 
s•-oo 

E 
v•-CD 

WT, ,v 
o 

f (À+À ) t-v o 

o 
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Pode-se mostrar,entao, que 

onde 
00 

f~-~À 0 ) 
) 2 E (WT, 

f ( À ) 
v =--oo o V = 

t o 00 

E (WT' )2 
v•-oo o,v 

e 
00 

iwv * E WT' (w) = WT' e 
o va-oo o,v 



--- -



I 
1 

1 

APtNDICE 

-ANÃLISE DE UM PROCESSO ARTIFICIAL-

A fim de examinar a validade dos resultados sobre a 

estimação d 
os espectros evolutivos apresentados em IV-6 

foram · 
simuladas realizações de um processo (Xt) uniformemente 

rnodulad 0 , artificial, gerado a partir do modelo (discreto) 

t•0,1,2, ••••• 

sendo (Y ) 

d d 

t o processo auto regressivo de segun a orem 

e (Zt) uma família de variáveis aleatórias independentes teodo 

cada uma 
2 

dis tribui ção N(0,100) • 

A função densidade espectral de (Yt) é 

onde V ( 2 . À z 

ar Yt)•(l33,3333) ' apresentando pico em 
3 rr e com 1 ar 
fã 

&ura de TT 

faixa B y 
f - 5 . 

Com respeito 

1 t- 270 2 

-2 c 2 o o > i À t 

.. f "1· e,: =(e e ) 

a am1 1a ~ 0 

so (X ) 
t tem função densidade espectral evolutiva 

0 proces-

(5 .1) 
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de modo que, para cada t, Bf(t)•inf{Bf(t,À)}•B y• Portanto, 
À f 

Para a família q, dH(0) é independente de À podeno 

do-se escrever dHÀ (0) • h(0)d0 onde 

l h (0) • -21T 

00 l t-27O 2 

f 
-2< 200 ) -i0t 200 e e dt• - -e 

fli -oo 

-27Oi0 
e 

Também 
.. 
e aqui independente de À obtendo-se Pº! 

tanto 

B • <;} 
o 

l 

f 00 1 e 11 h < e )1 d 0 

• 200 {f 

-oo 

de modo que Bx, a largura característica do processo (Xt), é 

tal que 

Consideramos 

{ 

l 
2/h'rr 

g (u) • O 

obtendo portanto 

1 - -,rh 

lul>h 

2 sen hÀ 
À2 

e como "largura" do filtro g, 

( 5. 2) 

(5.3) 
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00 

I\ = f lul jg(u) ldu ={?; 
-ao 

Ainda, 1 
200TI Fz 

De acordo com a definição dada em IV-6, Br serã infini_ 

ta quando o filtro g for o considerado em ( 5.2), implicando que 

a expressão aproximada obtida para o vício em (4,6.22) não 

ficientemente precisa para um filtro dessa forma. No caso 

-e su 

dis -

ereto, porem, f(À) é definida apenas em (-n,n) e Br e sempre fi 

ni ta. 

-A razao principal de se estabelecer os resultados em 

termos de Br é que, em geral, Br ê uma medida da largura de fai 

xa de Ir (À) 12 , Porêm, para o grau de aproximação a ser usado, p~ 

de -s e igualmente bem usar outra medida para essa largura de fai_ 

xa, ou seja, a distância entre os pontos médios na curvatura 

principal de l f(Ã )j 2 , Assim, para l f(Ã) j 2 dada em (5,3),obteve -

Fixamos a resolução no domínio de À e escolhemos pri -

meiramente 1 ' k 1=2 de modo que Br = 

TI 1 TI 
que h = 2 5 ; portanto, hmlO. 

Com esse valor de h, 

1 
200n 0,035 

1 
2Bf, Ou seja, escolhemos h tal 
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Consideramos como função peso: 

1 
T' 

o 

o 

Então, 

Ainda, 

T' 
o --

* J00 

-iwt sen(wT~/) 
WT' (w) • WT' (t)e dt • 2 

o _ 00 o WT 1 

lim 
T '-+m 

o 

2 
sen (wT~/2) 

ºl2 

(5,4) 

Os estimadores Vt de ft(À) foram obtidos através da 

equação análoga à (4,6,6) para o caso discreto com WT' dada por 
o 

(5,4), Ut dado por (4,6,l) e g(u) da forma (5.2). 

Sendo assim, 

Var(Vt) 

f (À ) 
t o 

2h 20 
- 3T'" D 1TT 

o o 
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Para a determinação de T~, consideramos o e r ro quad r f 

tice médio relativo de V , M(T'), sujeito às condições 
t o 

B <<T'<<T • Então 
g o o 

M(T')
o + ~ rir (À) j 

4 
d/. = 

-oo 
576B 0

4 
+~ 

3.T 1 
o 

Minimizando essa quantidade com respeito a T' obteve 
o ' 

se 

T' = 
o . 

m1.n 

s--- ..,.. 
v960B 0 

4 

Como B mede a "largura" de f (À) quando observada co 
o t -

mo uma função de t, considerando a expressão (5,1), tomamos co -

mo um valor aproximado de B 
o 

çao normal com variância 

Com este valor obteve - se T' 
o 

o desvio padrão 

200 2 

2 

~ 2 O 8. 

Isto é, 

de uma distribui -

200 
tomamos B ~ .r,;- • 

o -y2 

Dessa forma, 
20 

o erro relativo padrão de Vt, sendo 1"fT' 
o 

com os valores de h mlO e T'~ 208 tornou-se aproximadamente IB~ 
o 

A fim de observar o comportamento dos estimadores Vt 

para outros valores de h, com a mesma análise foram escolhidos 

1 k . k 1 k 26 p novos va ores para a constante 
1

, ou seJa, 
1

=3 e 1 • 32. ara 

o primeiro caso obteve - se h • l5 e T' ~ 224 com erro relativo pa 
o 

drão de Vt de aproximadamente 21%, Para o segundo caso os valo -

res obtidos para h e T' foram respectivamente (aproximadamente) 
o 

6 e 188 obtendo-se o er r o relativo padrão de V como aproximada 
t -

ment~ 14,6% 
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-120-

Convem observar que embora deva ser válido que Br<Bf, 

Br -
o valor da constante k • - nao pode ser escolhido arbitraria-

1 ~f 
mente pequeno porque o valor de h então obtido determinará ova 

lorde B e deverá ser consistente com a condição B <<B ; ain-g g X 

da, mantida esta condição o valor de h influenciará apenas are 

solução no domínio de À. 

O programa apresentado a seguir tem como objetivo d~ 

terminar os estimadores Vt para a função densidade espectraldo 

processo (Xt) considerado; são obtidos gráficos que apresentam 

as formas teórica e estimada de ft(À) para t•l40, 200, 260, 

320, 380 e 270, respectivamente, com O~À~TT. 

Em cada gráfico, a curva contínua corresponde ã for

ma teórica e a curva tracejada à forma estimada. Para cada t 

considerado, a curva tracejada na figura indicada por (1) cor-

responde ao estimador Vt obtido com h=l5 e T~=224; a indicada 

por (2) corresponde ao estimador obtido com h•lO e T'=208 e a o 

curva tracejada na figura indicada por (3) corresponde ao esti 

· mador obtido para h=6 e T'=l88. o 

Os gráficos obtidos para t•270 mostram o estimador da 

função densidade espectral do processo estacionário auto-regr~ 

sivo (Yt) cuja forma é exata~ente a mesma usada para o processo 

não e s t a e i o n á r i Ó (X t ) • 
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li JOB T 

LOG DRIVE" CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE 
0000 0016 OOlb COOC 

V2 MlO ACTUAL 32K CONFIG 32K 

li. C.P.O. - E.E.S.c. - u.s.P. 

// FOR 
*LIST SGURCE PROGRA~ 

SUhROUTINE AUTCC(Y,N,L,R) 
~U.l l"EO 
DIMENSION Y(630l,Rl3) 
MED=O.C 
IF<t,-Ll50,50,100 

50 Rlll=O.O 
RETIJRN 

lf8 g~o;Àgc}~}I7 
FN:a/'; 
MEO=~ED/FN 
DO 13C J:1,L 
NJ=N-J♦ l 
S011.,hC. C 
DO 120 1=1,NJ 
JJ=J ♦ J-1 

120 SOMA=SOMA+(Yll)-MEDl*IY(IJ)-MfDI 
FNJ=C,J 

130 R(Jl=SO~~/FNJ 
RETURN 
ENO 

CORE RF.QUIREMENTS FOR AUTOC 
COMMON C VAR IAHLES 20 PROGRAM 166 

i<.ELATIVE ENTRY POINT ADORESS IS 0018 (HEXI 

ENO -OF CO~PILATION 

// OUP 

, ~~ UA ~VTOC . ,. 

li .. FWl. . . 
•I Ot:S (CARO, l l 32PI< 11-HER, TYP EWR I TER ,i<.EY80ARO, O l SK ,P-\.OTTER, llt03PRI NTE·RI 
•LJST SGURCE ~JOGK~~ 

2 

't 

5 
3 

6 

INT~GER T,Tl,T2 . 
REAL ~EO,LBDA . · 
OlMENSION Y(630l,Xl630l,FWXT13Cll,kl3l,AUTC0(3)1U21600),V(511. 
ALFA=C.15 
~ET/l=-0.50 
I X:s 3 71 
MEO=O. 
DP=lúC. 
YBA.RR=G. 
AUX=O. 
1Tl=630 
Y I l 1 =C. 
X·( l )=O. 
CALL GAUSS(IX,OP,MEO,Z) 
Y(21=Z-+l!ETA*Ylll 
-Y~ARRsYBAM~-+Y(ZI . 
ET=l((2.-27G.l/200.1••2.)*(-l./2.I 
CT=f XP ( !:T 1 
Xl21=ETH(21 
g~Lf liJ!lllx,oP,MEn,z> 
H=T-1 
TZ=T-2· 
Y1Tl=Z+ALFA*Y(Tl·l+SETA*Y(T2l 
YBAl<R=Yb,\l<R+Y ( T) 
ET-=l(IFLCAT(T11-2JC. ·112co.l•*Z.l•l-l.l2.I 
E T-= c·x P-< e T 1 
X(T)=ET*Y(Tl 
CNH !NU~ 
Wí< rH 15 1 41 
FOtU~ATllHl1' TEfC:P0',5X, 'Ylll-',HX,'X-{l)'-,/1 
DC 3 l = l, I T l 
IT=I-1 
loiR 1T E ( 5, 5 1 lT , Y ( I ·J , X 11 -1 

FQRM A T 1 2 X, I i,, 4X, fl C • 5 1 4·x ,.F l ;:i .. ~ l 
cnNTINUE . 
YBAkR=Y8A~R/FLOATllil) 
Dr. 6 1 : 1 I T l · 
AUX:Aux+lv<tl-YoA~RI••~. 
S2Y:4U~/IFLCATIIT1)-l.> 
S=S~RTIS2YI · 
WRJTFl5,7lY~ARR,S 
FOR,-,ATllX,////,1 MEDIA- DE Y( J.1-.• Fll-.• 5, 1 ·'1>E-SV10 PADR.1.0• 1 F·l1 ■ 5,/l 
DO 2 O I NUH•t , 2 . 
READ12 ,~001..I T:3 
FO~ffAT t 1-~ r 
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F

�� �E

YT=fLOATI 1T3J 
W=O. 
Al=I l33.3333U2.l/(2.*3.1415Q) 
Cl=COSIW) 
C2 =COS !Wl**2, 
:~;!~r:1JBl/(l.2l88-~.3750*Cl+3.0*CZ) 
Y E= ( ( ( Y T -2 7 O • l / 200. l * * 2. l * ( - l. /Z • 1 
YET=EXP(YEl 
YET=(YETl**2. 
FliiX T ( l J-=YET *FWY 
DO 30 l-=l,300 
W=W+3.14l59/300. 
Cl=COS!Wl 
C2=C.OSIWl**2. 
A2=10.8438l/ll.2188-3.3750*Cl+3 . 0*C21 
FWY=Al=l<A2 
12=1+1 
FWXT( 121=YEHFWY-

30 CONTINUE 
W=O. 
CALL SC~LF(4.tl.,C.,C~I 
CALL FG<IDIC, u . -,~.,l./16 . ,181 
CALL FGK!r.ll,C.,0.,1./2.,ól 
CALL FPLQT(-2,0.,FWXT(l)/2000.) 
00 300 1=2,3(1 
W=W+3.l4159/3JO, 

300 CALL FPLGT(0,W/~.l4159,FW~TIIl/2COO.I 
CALL FPlGT(l,2., C·.l . 
N=ó3C 
L=.3 
CALL AUTCCIY,N,L,KI 
0G 4 4 5 I l = l , L 
1=11-1 -

445 WR I TE ( 5, 4 4 ó l f , R 111 l 
446 FORMAT(lX 1

1 AUTOCnVARIANCIA PARA L• 1 13,' =',El4.7,/) 
00 447 11=1,L 
l=ll-1 
AU T C íl ( I l l = R 1 1 l l / í- ( l l 

447- WIHTEIS,44811,AUTC.O(lll 
448 FCKMAT(1X, 1 AUTUCQ ~RELACAO P,KA L= 1 13,' s1 ,F8.5,/) 

ALFA2=(,:,UTCQ(21 l~I 1.-AUTCO( 3"1 l/ll.-4UTCOl21**2. I 
I! E T A2= 1 ir_lT CC 1 31 -AU T CO ( 2 1 u 2. 1 / ( l. -AUTCO 121 ** 2. 1 
liiRITEl~,449JAlf~2,8tTA2· · 

ltLt9 F0K~4TllX 1
1 tSTl~ATIVA PARA OS PA~AHETROS',/,' AlfA• 1 F8.5,3X,'BETA= 

l'F8.5,///I 
00 6G 9 K4=1,51 
K3=K4- l -
LBOA=~3*(3.l415/5C.J 
00 700 l\5zl,225 
TV1=-ll3+K5 · 
INOCE-=IT3-IV1 
SGMA 1 :(;. 
SCMA2-=0,• 
CC ·,o 1 I U= l , 31 
IUA=-lt+lll 
INDl=f "lC.C.E-IIJA+l . 
I IW 2 = 1 • l!X é- l U A 
S OI' A l = S C:,., t l + X I I .- , '· 1 l l * C O 5 ( L RI l:. * 1 NO 2 l 

701 SCMA2=~ L~A 2+X(l ~O ll*SIN(LHn~•IND21 
PlkTl =S~Mft l/(2. ~S~~ Tll5,•3.14l~ll 
PAKTZ=SG~b2/(2,~SC~Tl15.~3.l41611 
U 2 ( 1 · : GC-:: I ;.. i' A-< T l a·* 2 • + P A K T 2 *,;. 2 • 

700 CC~ T l ·-. Ui 
SO~t.= 
IT2=1T3-ll2 
IT4=IT3+112 
CC F ·2 l=IT?,IT4 

702 SG~~=SU~A+lJ2 .lll 
V(Y-4 J=S l r-~/2L"• 

t,-lq CGriT I ~•lJE 

CALL SCALF(~.,l,,C.,O.J 
CALL FG~IOIG, c .,~.,1./lb,,lõl 
CALL FGKICll,t;.,0.,1./2.,nl 
\li=(,. . 
CALL FPLOTl-2 10.,Vll)/20C0,l 
DC 703 I-=2,~l . · 
w2 W+3. l4159/5t;, 

703 CALL FPLílT(0 1 W/j.l4159,V(ll/2000.) 
CALL FPlCT(l,2., 0 ,I · 

20 CON.T INUf 
CALL EX IT 
ENO 

FEATURES SUPPOPTEC 
lOCS 

CORE RECU_IREIIIENTS FOk 
COM"ON O YARlABLES 

EltD -Of COMPILATlON 

// XE0 

4Slt8 _ PROGJlAJI . 1326 
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~~2e ~tr o s teórico e es t imado para 
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1 ' 
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t =200 
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Espectros teórico e estimado p~ra 

6 O O O 

.. o o o 

2 O O O 

6 O o.o 

.. o o o 

2 O O O 

6 o o o 

" o o o 

2 O O O 

o 

1, ·, , . . , ' . • 1 
~ i 
! 1 ' . 
i 

(1) 

·--.. ---
-1-
0

--+1---il,--_...,,___.,.._.,._~ ... ,,--+-I --•-+-1 --+l-+-1 --• -~-1-1 -+I -~► 1).. 

0 

, .... 
j 

1 
j 
i 
i 
1 
i 
i ,· 

j 

I 

(2) 

(3) 





��������� ���
�� ������
������� �����

����

����

����

��

����

���

����

����

���

Espectro s t eórico e es timado par a 
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Espectros teórico e ~~tt~ para 
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Espectros t eÓrtco e estimado para t =2·7 O 
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