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INTRODUÇÃO

O problema fundamental do planejamento de um expe-
rimento esta na escolha do tipo de planejamento que melhor

se adapte às condições experimentais. Sua solução,embora dg
penda de conhecimentos teóricos, é, en\ geral, tanto melhor

quanto maiores forem a experiência e o bom senso do planejg
dor

O melhor planejamento, logicamente., seria aquele
que permiti.sse controlar o mai.or número possível de variá-

veis envolvidas. Mas, como cada tipo de planejamento impli.--

ca em um determinado método de analise, ãs vezes não é pos
síve[ conci].]ar a obtenção do me]hor p]anejamento com o mé-

todo de analise mai.s adequado aos objetivos da experlêricia

Diante disto, oü modifi.camas o método de análise.

com alguma perda/; ou procuramos um outro tipo de planejameB.

to cuja analise atenda aos objetivos e que,. preferível.mente,
preserve a].dumas características irlportantes do planejamen-
to Õtimo.

u objetivo do nosso trabalho e apresentar urn cíua-

dro geral do Planejamentos por Blocos Incompletos, cuja i.n-

trodução. fol motivada pela impossibi.lidade de adoção.. em. al.

f

Í
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duns casos, do melhor planejamento dentro dessa lirlha, que
seria o P]anejanlento por BJ-ocos Cortp].elos Casualizados.

A nomenc].atura aue. adotarenlos neste trabalho será

a mesma dos ensai.os de campo, que jã é clássica e foi i.ni-

cialmente adorada por Fisher e Vates (1948) . Desta forma. g

saltemos o termo "tratamento" para designar qual.quer variedg.
de de interesse comparativo, tais como tipos de dietas para

porcos, métodos de ensino, tipos de maquinas, tipos de tra-

tamentos terapêuticos, etc. , cujas "unidades experimentais"
são os e].ementas aos quais os trãtanlentos sâo aplicados,. no

caso, os porcos, os alunos, os operadores de maquinas,os pg

cientes, etc. o "renda.mento" de uma unidade experimental é

o resultado quanta.tatlvo que esta unidade produz quando sub
metida a um dado tratamento. Assim, se os tratamentos exem-

plificados acima são aplicados às correspondentes unidades
experimentais, os rendimentos destas unidades poderá-am ser

quantificados, respectivamente, em ganho de peso er2 granlasr

grau de aproveitamento, número de peças produzidas, número

de curados, etc. Usaremos ainda o termo ''bloco" para desi.g-

nar um conjunto de unidades experimentais homogéneas , isto

é} unidades para as quais as diferenças entre os rendimen-

tos produzidos, quando submetidas ao mesmo tratamento ,sejam

atribuíveis apenas ao acaso.
Vamos em seguida. discutir um mesmo problema, em

condições distintas, o que nos levará, de maneira natural,a
:i Í\ L" ;. .;'Í'
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um ertcadearnehto de vários tipos de planejamentos. Tal enca-

deamento partindo do Planej:cimento Completamente Casualigado,

sela afeito ora por refinamento das técnicas experimençai.s,
ora .por necesBldade devida à não existênlci.a de um planeja-

mento anteri.or. O exemplo é, em sua essência.revi.do a W.. L.
Stevens (1950) . introduzimos a].gumes. modificações, para me'

Ihor atender aos nossos propósito.s :

PROBLEMA: Uma cohpanhi.a. de transportes.?..;coletlvos
esta Interessada em comparar as resistências de vãrlpq ..mar-

cas':«de pneus, nãt) no lãboratórioí :mas nas condições . reais

de serviço. A experienci.a sugeri.da consiste em equIPar. .de

a].gume formal os õni.bus da companhia com as .diversas maxlcq$

de pneus. e após; digamos 6.000.Km.de yso, examina-los e coU

para'los segundo algum crltêrlo conveniente, talvez . o ..nume-

ro de milímetros de borracha gastos.

como se trata de um expert.mento comparativo, é na-

tural que o tipo de planejamento a propor Implique em.um .mê

todo de análise- que permita sejam feitas todas as compara-

ções entre as médias dos efeitos e.com a mesma "precisão."
Suponhamos, Inicialmente, que a Empresa A esteja

lüteressada em: 6' marcas de pneusr para utilização em sua Ílçg:

ta de ].2 Õnlbus, os quais servem a uma mesma rota.

Um primeiro tipo de planejamento que podemos pro'

porá o mais simp].es:de todos, é o Planejamento Completamen-

te Casuallzado. I'amando as marcas de pneus como tratame.nãos
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e oà õnibus como "unidades experimentais;, este planejamento

consiste em ap].i(iar cada tratamento a uma unidade experlmeB
ta]. escolhida :ào acaso, ";sendo o experimento aplicado duas

vezes,: nas mesmas condições. O:rendimento de cada :;:":ufiidade

seria a média do numero de milímetros de borracha gastos em

cada uma das":seis posições dàs rodas.

O tipo de planejamento proposto apresenta a vanta-

gem de In\plicar em: um método de análise":- bastante simples

que permite comparar as médias dos efeitos das diferentes
marcas de pneus c:om a mesma prece.são. Mass para que ele .se-

ja perfeltamentê adequado ãs condições experimentais: é : ne-

cessário que todas as unidades experimentais sejam: homdgê-

neas, isto é, quê as dlferehças de rendimentos de dois 8nl'":

bus, equipados com a mesma marca de pneus sejam devidas uh}.
comente ao acaso.

Para a empresa Ara hon\oqeneidade entre seus onibus

poderá.a estar fundamentada no fato de que.se eles pêtcort'êrti

o mesmo trajeto,não haveria assim grandes diferençâb :::entre

os rendimentos,as quais poderiam ser creditadas ao acaso.
Mas a prihcipa] desvantagem do P].anejamento Comp].g

Lamente Casuallzado é que esta hipótese de homogeneidade rGo

pode ser formulada en grande parte dos problemas expert.men'
tais. A anal.lse deste tilpo' de Planejamento pode ser encon'

traria em textos de P].anejamento dé Experimentou, tais como

Reter W. M. John (].971:).



5

Suponhamcls agora que uma outra Empresa B esteja iB

teressada ainda em 6 marcas de pneus para utili.cação em sua

frota de 18 Õni.bus, os quais servem 3 rotas distintas, com

igual número de veículos para cada rota.

Aqui r a proposição do Planejamento Completamente CZ
suavizado i.mpllcaria em continuar com a hipótese de homoge-

neidade entre os õni.bus, ai.nda que estes percorram trajetos
diferentes. Mas o bom senso nos leva à consideração de que

alguittas rotas podem abranger ruas cheias de pedras e bura-

cos! enquanto outras venham a abranger ruas pavimentadas. e
bem cui.dadas. Desta forma, Q desgaste sofrido por \Jma deter

minada marca de pneu poderá ter sido influenciado pela rota

na qual foi utilizada, gerando diferenças entre oé õnlbusp

que percorrem rotas dlsti.alas ,não totalmente atrIbuÍveIs ao
ao acaso. surge, então, a necessidade da introdução de\Jm oy:

tro favor no planejamento, o qual venha controlará falta de

homogeneidade do material. Mantendo a hipótese de que as Õ-

nibus são homogéneos se percorrem a mesma rota e consldera2

do-os heterogéneos. se percorrem rotas diferentes , podemos

propor um segundo tipo de planejamento culto método de análl
se implícito ellmi.ne, das comparações entre as médias dos g
feitos das diferentes marcas, as diferenças gerais atribuí-
veis às diferentes rotas.

Este novo tipo de p]anejamento ê o chamado P].anejg.

mento por Blocos Completos ao Acaso e consiste em dividir



6

as unidades experimentais em cc,njuntos ou blocos de tal for
ma que.;as. uni.dades :.de.;.up.:mesa\o bl.oco sejam tão hor\ogêneas
quanto nossivel enquanto que de 'b]oco para. tJ].oco haja bas-
tante heterógeneida:de

}lo nó:Éso caso poaemoé d6nsiderar os 8nibus ' ainda

como unidades experiirtentàis e: as rotas como blocos. Como cg.

da b].oco contem 6 unidades expert.mentais, uma para cada trg:
talento, dizérnos qüe os bloéoê: lsao completos.: Além disso, o

experimento é fe:ito ab: :iícaê6: dentro ab cada bloco;,:?ls(a.!: é,

os 6 tratamentos "éãó aplíéãdo's::ào acaso ãs 6 unldàdes dé cg:
da bloco. AS vantagênÉ t6õii.cas :dêste: tipo de planejamento

serão : discuti.das :hõ Capítulo l dd:::hóÉso texto e sua analise

específica üncohtrá reférênclas em Péeêr W.M. John' (1971)

UÚ refinàüento 'ãas técnicas ";é:xperimentais :- poder'iã;

ser obtido à:'pãitif 'da ddnsidé:tá ão:de::que. pdr exemplo,' os

cuidados do üotõrlgt.ã, bis êdhdi.#õés ãoÉ freios,; o número :e81

cessivo ãe i)aÉsageiros ,' étlcl:T' Éiodem gét'ar 'diferenças senso

vela de õnibus :>arã 8ni6us }''íhdepehdeiiteménte do trajeto.

Neste caso, um' melhóramentb ab: planejãhento pode ser sugeri
do: supondo não lavei:dífe:ténêak signifi.cantos entre as po'

lições ocupadas pót cada tôda;' bÓdemos éohsiderar agora ca'

da õnlbus ; como um bloco:{ e ;à$ : xihidades éxperlmentals coinn: seD.

do as posições da ifbda.);béêta:; floria:;} dehtrõ; do esqüemã do
Planejamento por ;Blocos: êoinpletbs aó: AÜhgol,ãs 6 : poslçÕeã da

roda, em cada Õni.bus, seriam ocupadas:,:;:ào'' acaso, pelas 6
marcas de :pneus . ' Ente: úélhóiãillento t;i'aã a.Inda a vantagem de

t
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dimiiiüir d:número de Õhibus a serem utilizados na experiên-

cia, ÉoiÊ boderÍamoé' uti.lizar, por exemplo, apenas 6 õnibus,

dois êm' cada rota, ao i.nvés dos 13 propostos anteri.Gemente.

E a redução do custo da experiencía nao acarreta grande pel
da nós objetivos.

Se levarmos em consideração as diferenças entre as

pos[çoes das .tôdas, atr]büíve]s, por exemp].of ã oração,meí9

fio, etc. , tais diferenças poderiam ser eliminadas. das com-

parações entre os Ceei.tos , estabelecendo-se converti-entemen-

te o rodÍzlo de pneus dentro de cada õníbus, tal.vez a cada

1.000 Km de uso, ou ainda. pela introdução de um terceiro

falar que viesse a contro].ar essas diferenças. Esta Ú].tina

alternativa motivaria a introdução de novos tipos de plane-
jamentos que escapam ã nossa discussão: o Planejamento por

Quadrados Latinos ou o Planejamento por Quadrados de Yóuden,

desde que o numero de tratamentos seja igual ao numero de

blocos e estes sejam completos ou não. Estes planejamentos
encontram referências em W.L.Stevens (1950) e Deter W.M.John

(1971)

No Capítulo ]l mot]varemos a introdução dos chama-

dos Blocos Incompletos e a necessidade do seu balanceamento.

discutindo,. à partir daÍ, as propriedades dos Blocos Incom-

pletos Balanceadas.

No Capítulo ll mostraremos algumas situações em que,

não sendo possível obter um balanceamento total do expert'
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CAPITULO l

P'LANEJ'AcENTos POR' BLOCOS iF{COMPLETos

BALANCEADAS {BIB

À discussão do problema da companhia de transportem

na Introdução do nosso traba].ho, mostra a i.mportância e ne-
cessidade da introdução do favor bloco para controlar a fal

ta de homogeneidade do material experimental. . A teoria dos

Planejamentos por Blocos foi ini.alada à partir da conslderg
ção de Blocos Completos, isto é, de b].ocos com tantas unida

des experimental.s quantos sejam os tratamentos a comparar.
Se os blocos são completos, então cada um deles contem uma

repeti.ção completa do experimento. Desta forma é possível g
liiü.nar as diferenças entre blocos de modo que possamos ob-
ter estimadores não viciados das médias dos efeitos dos di-

versos tratamentos. O mais i.mportante é que as diferenças
entre as médias de dois efeitos quaisquer fica totalmente l
senta do efeito de bloco.

A impossibilidade. em grande parte dos problemas
práticos, da formação de blocos completos, meti.vou o desen

9



volvlmento de uma teori.a mais complexa dos Planejamentos por

Blocos, na qual o numero de unidades expert.mentais em cada
bloco é Inferior ao número de tratamentos a comparar. SÕ Pâ

ra exemplo.flcarp voltemos ao problemas jã dlscutlldol da coD

panela de transportem supondo que a empresa esteja Interes'
fada em comparar 8 marcas de pneus. Se o planejamento pro'

poe considerar cada õnlbus .como um blocos teremos que o nu'
mero de unidades (posições dos pneus) em cada bloco é Infe-

= \ A nAmn eh \»='rb

ri.or ao número de tratamentos (marcas de pn

e. portanto, não teremos blocos completos .
Vamos a segulrr desenvolver a teoria geral. para os

Planejamentos por B].ocos . Com isto pretendemos colocar em rg.

levo o seguinte
a) as propriedades de um Planejamento por Blocos Complg

tos;

b) aquilo que se perdem devido ao desequilíbrio que se
verifica em um Planejamento por Blocos quando os blg
co$ não são completos;

c) ã parti.r de (a) e (b). discutir as restrições que pg
dem ser impostas de maneira a evitar esse desequilí-

brio, preservando assim. algumas das propriedades do
P].arejamento por Blocos Completos .

Consideremos v tratamentos aplicados a cadelas ar



ranjadas; em b bJ-ocos de tamanhos klr k2f .../ kb' Seja o i-
éslmo tratamento ocorrendo em r: blocos e o i--ési.mo e i'és4

mo tratamentos ocorrendo juntos em Àl] , blocos (i.i'=1,2.

,vii.#i.'.) . Seja. Tj. o total de rendimentos para o i'ési.mo

tratamento e BI o total de rendimentos pala o j-ésimo b].oco

(i=1,2....,V; ii=i,2,...,b). Coloquemos Ti = (T].rT2'''''Tv) e

B' : (BlfB2í . . . ,Bb)
Nos problemas coittbillatõrios e de analise de plane-

ljamentos por blocos, a matriz Incidente N = (nij) , de ordem
vxb, onde nij é o número de vezes que o i-ési.mo tratamento

ocorre no j-ési.mo bloco, desempenha um papel chave. Se nlj
assume apenas os valores 0 e 1, o planeliamento é dito bi.nã-

rio. NÕs estudaremos somente os planejamentos binários.
Denotando

(ll'r2'''''rv) e K'

vemos i.medianamente que

R l
(kl'k21...fkb)

Ne b,l : R
e

N ' cv . ]. : K

er s ê a matei.z FXS com todos os elementos iguais a l.

Se kl <v, para algum j=i,2,...,b, o planejamento é
dito por Blocos Incompletos.

j=1,2,...,b, o planejanlento é dito pró-
pri.o (equibloco).

ri :r, 1=1,2,...,v, c} planejamento é dito aqui.-
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replicado.
Terentos o Planejamento por Blocos Completos quando

kl =v, j=3.,2,...,b e ri =b. i=1,2,...,v
Se y:S representa o rendimento da cadela no j

mo b].oco para o qual o l-ésimo trataraento ã aplicado/nõs SB
T't/xn\fh c= f'r 1 1 p

i=1,2,...,v
U+a:+E34,

j=1,2,...rb

onde u é o efeito geral, ai é o efeito do l-ési.mo tratamen-

to e B.i é o efeito do j:"ésimo bloco. Supomos ainda que os

yi.i são independentes e normalmente distribuídos com variãg
cia comum a'

Seja. então. YÍ o vetar coluna das rj. repetições

do i-ésimo tratamento e seja Ui uma matriz rixb, tal que

E (yl. j )
(l .Ê..3)

uik: lr $e a j-ésima I'epetição do tratamento
i ocorre no bloco k

0, caso contrário

i=1-,2,...rv; j=].,2r...rrl; k:lr2r...rb.

Desta forma. as } rj. : n observações podem ser es-
lul

crinas na seguinte forma matricial

Y = A'8+e

'v

( ]. .A . 4 )

onde

Y ' (YI'V2'.' ''Yv) , 0' : (U.a,B}
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com a' =(al'a2'''''av) e B' :(BI'B2'''''Bb)
A' é uma matriz nx(v+b+l) dada por:

l

l l lu21

cn, lldi.agEcl.l,] ' cr2 r ]' ' ' ' r CTV' ]. ] l '
lu,,
t

e e' representa o vedor de erros aleatórlols

(ell'e12'''''evb) , tal que E(eij)

As equações normais serão então

AA'O = AY

onde 0=(Ü,ã,B),com ã=(âl'ã2'''''âv) e B:(BI.,B2'

Oe (l.A..5) tiramos que :

R ' KI

R ' l NV
N E K l l

t

A'

l

( I' .A . 5 )

a .

(l .A.6)

,Bb)

(l.A. 7)

onde os lg representa a matriz identidade sxs

Escrevendo G = E }l y*.i, temos que
V

i:l

AY
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e as equações normal.s ficam

R l K'

R ' i N

11 í R ' l

(l..R.8)

ou seja

( j.)
v b

'$ ' .11:':a. ' ;!j:k,êj

(il) Ti : r IÜ

b

,11:«:,;,
(l.A.9)

(iii) B.i
V

k.j$ + 1ll].nJ.jâj.

Para eliminar o efeito de bloco em (l.A.9) (1i) ,mul

tiplicamos cada equação de (iii) por ''Ê', para um dado i=h.
somados para todo j=1,2, . . .,b e subtrai.mos este resu].tadoda

h-ésima equação de (ii) . Isto equivale a multiplicar à es-

querda, ambos os membros de (l.A.8) por

nh

J

0 0

lv -N(K' lb)'a
hl' (R' lv)'l lb

Efetuando

FAY n FAA'O,

temos
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G
n

lvT - N ( K '

lbB'N' (R ' lv)T

} -
lvR ' lv-N ( K ' lb) N '

lbN ' -N ' (R '' lv)'l( R ' lv)

â.'
lvN'N ( K' lbl'l(K' lb)

lbK ' lb'N ' (R ' l./)'J'N

l
N (K ' l } <bV

lbK-N' (R' lv)'IR

Usando o fato de que

lvR : R;(K'lb)'lK : eb,l;(K'lb)'l(K'lb)

lbK.- K;(R'lv)R ' ev,l;(R'lv)'l(R'lv) :

lvR'lv : R'l; lbK'lb ' K'lb; lvT : T; lbB

lvN : Nlb ; lbN' - N':lv

l
R: (KI l Kb - lb

V

ficamos com:

R ' lv'N (K ' lb)'IN
0

1 .) 'T-N(K BS
l

TB - N ' ( R l l V K'lb.'N

Desta forma obter\os as equações reduzidas
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G1) By +n n n
l2) [ RT-N (K Éb

l
B - N ' ( R3) TV

' ]v-N (K ' ib)'lN ' ]a
K' ]s'N ' (R ' tv)'IN]B

impondo agora as condições ].aterais

(l .A. lO)

v'

.11:':;: R'ã

h
}l x:B: = K'B

.i=1 ]' ]

vemos que a equação (1) fornece Íi = : = j;.
O segundo conjunto de equações (2) pode ser escri

to como

Q - câ ( [ ;À.. ]]. }

onde

T-N (KI (l .A . 12)

e

R ' lv-N (K ' lb)'IN l

Para o planejamento equibloco e equireplicado temos

RI d +NNiv k

Às equações (l.À.ll) são chamadas Equações llltra-

bloco Ajustadas para Trêtanlelatos e estas são as equações
que nos interessam pala as comparaçoes das médias dos efei-
tos dos tratamentos, isentas dos efeitos dos blocos. É tá-

C

(l .A . 13)

( l .A . '14 )
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ci.]. verificar que Ccv,l - 0.
Shah provou em 1959 que a solução de (l.À.ll) é

v)'lQ = CJ'jQ (l.A.15)ê

cinde a e um !'ea.L nao nulo .

Na rea]idade, a so]ução de (].A.].l) pode ser escol
ta

a = OQ ( l .A . 16 )

onde D é uma Inversa general-içada de c .

As funções li.neares I'a, com E 1,l= 0, são denomi.-

nadas de contrastes. Os contrastes da forma ai-a.i são chama

dos contrastes e].ementares. Q I'CGIFOMâ de Gauss-Markov nos

garante que, se Z'a é linearmente estimável, então seu me-
].hor está.maior ê Z'ã. Assim, o melhor estlmador linear não

viciado de um contraste elementar a.i -â+.Além disso,
temos que

V

dov(â) (c+ac.. ..)aVTV (l.A.17)

o que nos fornece

v(al-âl) =(cll'tcjj-2cxj.}a2(l.A.18)

Uma função linear I'a é linearmente estimável se e

somente se posto (C) = p(C) = p (C,l) onde denotamos o símbolo

p.para posto. e (C,Z). representa a matriz C acrescida da co-

].una 1. Denotaremos o contraste elementar al-aj como I'lja.
onde [:.i é o vetar co].una vx] que tem o va]or ] na posição
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ie -l na post.ção j, sendo nulos todos os outros valores.

Como C é uma matei.z vxv, temos que se p(C) = v, en-

tão todas as funções lineares I'a são li.nearmente estimá-

veis. Em particu]ar, todos os contrastes e]ementares são ].i
Realmente estimáveis.

A soma dos quadrados para testar

H0: al : a2 : ''' : a

pode ser tomada como ã'Q com v-] graus de ].lberdade, contra
a soma de quadrados devido ao erro que é

v b b B3

.!: ,!:*., : :!:Tt-;'',
com n - b- v+ l graus de li.herdade

Para blocos Completos , temos particulannente que

'v' E'v,v
r

N C re€v.b

e tomando a : : em (l.A.15), ternos:

ã - ê:i.o Q = n-ên
ê,lêm disso por (l.A.18) tiramos:

veâ.-â.)
' l ]'

vi ,j , i#j (l .A. 19)

Observamos então que. se os blocos são completos,
todos os contrastes dos efeitos de tratamentos são linear-

mente estimáveis e com a mesma precisão, Isto é, com a mes-

ma varianci.a. isto significa que o P]anejamento por B].ocos
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Comp].elos preserva as propriedades do Planejamento Completa:

mente Casualizados.

Como estamos tratando com experiências comparati-

vas, é importante que possamos comparar os efeitos dos tra-

tamentos dois a cloJ.s, pelo menos. Podemos exigir, então,que

nosso p[anejamento por B].ocos, se não é comp]eto, peão me'

nos Implique em um método de analise que possIbIlIte esti-

mar, se não todos os contrastes, pelo menos os elementares.

Vamos, então, estudar que restrições devemos Impor
a um Planejamento por Blocos Incompletos para que este pos-

sua duas propriedades importantes a saber:
P.] - Todos os contrastes e].ementares sejam estimáveis;

P.2 - As estimativas em P.l sejam feitas comamesma prg
cisão.

Damos a seguir, três exemplos de Planejamentos por
Blocos Incompletos que nos permitirão tirar algumas conclu-
sões ]ntui.uvas com respeito ã propriedade P.].. Estas con-

c[usÕes serão comprovadas teoricamente ].ogo em seguida.

EXEMPLO (l.A.l) - Consideremos o Planejamento por Blocos IB

completos com parâmetros v = b =4 r

rl = 2, i=1,2.3,4

kj : 2. j=1,2.3r4

e matriz incidente
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1 0

Para os dados acima. por (l.A.13) , temos que

0 l

l
c :

0 0 Q

0 C2

2 Q
0 2 1 0

i
0 2

00
X

0l

0l

0

0

-1

l

Q

l
2

0

0

0 0 0
X

; lQ

l 00 7

Q l

1 0

l;. o

G -!

e p (C)

Temos também que para os efeitos al'a2fa3 e a4

P(Crl12) : P (Cr134) : 2r

enquanto

P(C,l13) : P(C,l14) : P(Cr123) - P(C,l24)

Observamos então que sÕ podemos estival dois con-

trastes elementares e exatamente os referentes aos tratameg

tos que ocorrem no mesmo bloco. Verificaremos no próximo e-

xemplo que esta condição é suficiente mas não: é necessária.

EXEMPLO (l.A.2) - Seja agora um Pl-anejamento por Blocos In--



21

completos com v::5, b = 6.

k.ã = 2. j=1,2,...,6;
r i - 2, i.=1,2,3,4.5 e

r4
e a inatri.z incidente

2,

= 2.

l

Q

!

0

Q

0

l

Q

l

G

0

l

0

l

a

Q

0

0

Z

l

e p (C)

Temos também.para os efeitos cll'a2'a3'a:4 e a5 que
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P(C,Ê::) = 3,
a- t

para(i.j) =(1,3)(2,4).(2,5),(2,6),(4.5),4,6).(5,6) enquan

to

P (Crl.i.i) : 4r

para(i.,j)=(1,2),(1.4),(1.5) ,(1,6).(2.3) .(3,4),(3,S) ,(3,6).

Observamos aquir mais uma vez,que os conte'estes eB

tre efeitos de tratamentos pertencentes ao mesmo bloco sao

estimáveis. Mas o contraste entre os efeitos dos tratamen-

tos 2 e 5 é estimável, e no entanto estes tratamentos nao g

correm juntos em nenhum bloco. Isto mostra que a condição

de q\ie os dois tratamentos ocorram juntos no mesmo bloco é
suficiente. mas não necessária.

É conveniente, a êste altura, que procuremos Inveâ

tirar em que condições :um contraste elementar entre os efel
tos de doi.s .tratamentos que não ocorrem juntos no mesmo blg

co é estimável, jã que o contraste a2'cl5 e estimável,enquag.

to al-agr por exemplar não o é
Podemos XFerificaF ã primeira vi-sta. que .embora os

tratamentos 2 e 5 não sejam aplicados no mesmo bloco, exis-

te pelo menos um par de blocos (3 e 5) l um contendo os tra-
tamentos 2 e 4 e.o outro contendo os tratamentos 4 e 5P OU

seja, em airbag ocorre um tratamento comum que é o 4.Quer di

zer, existe um encadeanénto tratamento-bloco-tratamento de

2 para 5 que permite a estimação de a2-a5 através de a4r jã
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que (a2-a5) : (a2-a4)'(a5-a4) . Tal encadeamento não existe an
relação aos tratamentos ]. e 2, pois nenhum outro tratam\eito
foi. apli.gado conjuntamente com l e 2

Mostraremos. a segui.r, (!ue um tal encadeamento for-

nece uma condição necessária e suficiente para que um con-

traste elementar seja estirltãvel

EXEMPLO ([.A.3) - Seja, fina]inente, o P].anejamento por B]o-

cos Incompletos com v = 4, b = 5

k .i = 2; j=i,2,3,4 ,5,

rl 't2 : 2; r3 : r4 : 3.

com matei. z i.nc idente

l o o o'

o l l l

Para os dados acimca, por (l..h.13) , temos

2
'1d

00 0

l0

3 00

2 0

0 3

0 0

l o o

o l l
l o o

o l l

0

l
2

0

0

0

0

0

l
2

0

0

0

a

0

l
2

0
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0

0

l

l

0

l

l

0

0

l

a -l

-: -à

com p(C) : 3 e p(C,ll.S) = 3(i,j=1,2,3,4; í#i)
Observamos então que.. para o planejamento aci.ma tg

dos os contrastes elementares são estimáveis e que todos os
tratamentos estão encadeados entre sí através de blocos que

possuam algum tratamento: em bomun\. Quando um planejamento

possui um tal encadeamento, dizemos ter um planejamento co-
nexo. Passemos então ao estudo das propriedades dos planejg:

mentor conexos, cuja Ideia inicial é devida a Base

PLANEJAMENTOS CONEXOS

Um b].oco e uin tratamento são ditos associados se o

tratamento ocorre no bloco. Doi.s tratamento À e B são ditos

conectados se padeiros fora\ar uma cadeia de tratamentos e b3.9
cos: tratamento - bloco - --- - bloco - tratamento, começam.

do com A e terminando com B, ta] que todo b].oco na cacei.a é

assou:lado com alados os tratamentos adjacentes. À relação "A

cabeceado com B" é uma relação de equivalência, a qual este.

belece classes de equivalência disjuntas para os tratamen-

tos.
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P.ÇI.[.!!!.ÇA0: (:1:::B: 1) - Um p]anejamento é dito conexo quando to

do par 'de tratamentos é conectada. Neste caso, temos uma ú
nuca classe de equivalência
EXEMPLOS (l.B.l)

a) Nos Exemplos (].A.].) e (l.À.2), os planejamentos não

sao conexos. Em an\bos temos duas classes de equiva-
lência

b) No Exemplo (l.A.3) o planejamento é conexo. Os trata

mentes [ e 4 são conectados pe].a cadeia 1-1-3

contraste al-a.4 e estimável, pois seguindo a cadela,
temos

yll'y31+y35'y45 e

ECz) = al+BI'a3'Bl+a3+B5'a4'B5 : al'a4

g.Ê.E..!.N..l.ÇAO l .B 2) - Um planejamento é dito conexo se todos
os contrastes elementares são estima\leis

TEORE114 (l B.l - As deflni-ções (l.B.l) e (l.B.2) são equi-
valentes

Jã vimos que a matei.z C em (l.A.13) satisfaz
Cc . = 0.v,].

Portanto C é singular e tem c,. . como vetar característi.co

correspondente ãs suas raízes nulas. P.ssi.m p(C) sv-l. O pog
to cia mate'iz C esta relaci.onado com a propriedade de conelci

dado do p].anejanlentci, como é visto no seguinte

TEOREMA ([ .B.2) - Um P]ane]ainento nor B].o

l

]-ncompletos e
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conexo se e somente se o posto de sua matriz C é igual av-].

PROVA: Consideremos üm planejamento conexo e sejam v-l con-

trastes independentes al-a.i(i,j=1,2, ...,v) estimados por

ljQ, l;e, ..., l;-ic'
Tentos então que l.;C # 0, 1=1,2... . ,vroque significa

que os Zi são vetores característicos correspondentes a ra!
zes características não nu].as de C. Portanto são ortogonais

a cV,lr o vetar característico das raízes nulas de C. Mas,
os vetores Âi são independentes, por hi.pótese, e são v-l aa
todo. Como C é de orcier!\ v, temos então blue p(C) =v-l

Inversamente, suponhamos que p(C) :v-l. Seljam Xlr

x2r ' ' ' ,xV-l os velares característicos ortonermais corres

pondentes à raízes não nulas 01P02r''''0v-]. de C. Então

n(xjQ) ; x:.ca : 8j.x;a.
x!n'' P \J

é está.nado pOr : a'

Como todos xi são ortogonal.s a cv.l e no contraste

elementar l.'a,l é orotocgonal a cv,I' então l pertence ao eg
paço vetori.al gerado pelos xl (i:1.2,...,v-l) Seja então

v :: ].
2 = } a.x.

i:l ' '

l

Desta forma,
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Logo, o contraste l,'a é estimável
Pelo exposto acima, para satisfazer a propriedade

P.l o planejamento deve ser conexo.
Damos a segui.r dois outros resultados interessantes

sobre a estrutura da matei-z C no planejamento conexo. Estes

resultados foram provados por Chakrabarti(1963)

TEOREMA (l B.3) - Num planejamento conexo, os elementos aig

zonais da matei.z C são todos positivos. Mais ainda, os menu

res principais de todas as ordens são positivos.

TEOREMA (l .B.4) - Num planejamento conexo os cofatoresde tg

dos os elementos de C têm o mesmo valor positivo.

Vamos agora estudar as restrições que devemos Im-

por a um p]anejamênto conexo, isto é, a um p].arejamento que
satisfaz P.l, para que todos os contrastes elementares se-

jam estimados com a mesma variância. Isto é, satisfaça tam-

bém P.2. Através dos três exemplos de planejamentos conexos
que seguem, vamos procurar estabelecer intuitivamente algu-

mas restrições que serão comprovadas teoricamente logo em sg
gulda

EXEMPLO (l.B.2)

iqo planejamento do Exemplo (l.À.3) , o Qual jâ ví

mos que é conexo. teRIas, por (l.A.16) e (l.A.17), que:
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2 1

13 7

!9 -9

-9 11

7 -5

(C+e4.4) ( C+c4 ,4 ) 'l

E de acordo com (l.A.17) e (l.A.18)

V(âl-a2) : 4az; v(ãl-ã3) : v(ã2-â4) : az

V(ã3-â4) : 2aa; v(ãl-â4) ; v(ã2-â3) : 3a2

Como podemos observar, os contrastes elementares

não são estimados com a mesma variância, o que Intuito.vameD.

te era de se esperará jã que hã um desi-quilÍbrio quanto ao

número de vezes em que cada tratamento é ap].icado. Vejamos

o que acontece quando o planejamento é equireplicado.

EXEMPLO (l.B.3) - Consideremos o planejamento com
v =b =4. r =k = 2 e matriz incidente

Q l 0'

l l0 Q

N ;
l l0Q

ll0 0

(l.A 13)
ll la 0 2

l 0l Q Q
X

1.l0 a

0Q 0llJ

os dados

o o o
2 0 0
Q 2 0

Q 0 2

temos

0 0

0 0
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1 0

0 0
1 1

l
2

l
l
2

0

a

l
2

l
l
2

Como p(C) =3, o planejamento .~ê conexo

De (l.Aq1.5) e (l.À.17:) , temos,que

'; .
'. {
}...

â . -} .'
'il

-}.. ...â .'«}'.+.' ' n'k4,4F"'.

Oe acordo com (l.À.17) e (l.A..18) , temos

v(âl-â2) : v(ât-â4) = v(a2-â3) = 'V(â3-â4)

V(âl-ã3) : V(ã2-â4) : 2aa

Podemos observar aqui que a conde.ção de que cada
tratamento seja aplicado o mesmo número de vezes nâo é suEI

ciente para.a igualdade das variâncias dos contrastes ele-

mentares. U$ detalhe i.ntêrQssante nêste exemplo é que, para
os tratamentos qüe oêorréml juntos uúa vbz no mesmo bloco. a

variância d+s contrastes entre deus efeitos é a mesma, isto
ocorrendo t4xrlbém para os que nâo ocorrem nenhuma vez juntos
no mesmo bloco.

Vejamos, no próximo exemplo, o que acontece quando

o número Xll . é constante para todo par l?ÍI', isto é, quan-
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do todo par de tratamentos ocorre junto no mesma numero de
b].ocos.

EXEMPLO (l.B.4) - Consideremos agora o Planejamento por Blg

cos Incompletos com v= 4, b= 6, r= 3, k= 2 e matriz inclde=
te

o l o l

Para os dados acima. por (l.A.13), temos

0

l

0

l

l

0

0

l

l

0

0

l

0

l

D

l

Ó

3
2
ll 2

:{,0

l 2
l

l
2
3
2
l
2
l
2

l
2

l
2
3
2

l
2



31

Como p(C) = 3, o planejamento é conexo

Oe (]-.A.15) e (l.A..18), temos que

l
7
0 0

0 0

0

2

0 0

Q Q

Q 2

0 0

2 0

0 2

0 0
.' {
0 0

'''#.,á, ( C+êe 4 , 4) 'l

E de acordo com(l.A.17) e(l.A.13),

V(ai-ãj) : az, vi,j(i,j:i,2,3,4;i#j)

Aqui, finalmente podemos estimar ;todos« os contras-
tes e].ementares com a mesma vara.aânci.a. As características

que podemos observar nól planelaménto aci.IBa é que ele ê equ2.
bloco, equirepllcado e dois tratamentos quaisquer ocorrem

juntos no mesmo número de blocos. Os planejamehtos que sa-

tisfazem a propriedade (P.2) são chcamados de Planejahéntoã
Balanceadas.

t . c PLANEJAMElqTOS BALANCEADOS

P.!.E.l.JIWAO (l .C.l) - Unt planejamento é di.to Balanceado se tg

dos :bs: contrastes e].ementares são estimados com a mesma prg.
cisão

A seguinte condição necessária é suficiente para bâ
lanceaillento em planejamentos conexos é devida a V. R. Rao
(1958)
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TEOREMA ([.C.]) - Um p].arejamento conexo é balanceado se e
somente se todas as raízes caracterÍsti.cas nâo nulas de sua

matriz C são iguais.

PROVA - Seja xlfx2r''''xV-l um conjunto de vetores caracte-
rísticos ortonormais correspondentes às raízes não-nulas

Olr82' '''fOv-l da matriz C. Então a decomposição espectral
de C é

v ].

,11:?:":"i

De,(l.A.16) tiramos que.

é a solução das equações normais, êom n\atroz dê dispersão
dada por

Q

fv-]. , )

-"';' : {:::';''::";J':
A variância média de todos os contrastes elementa-

res pode ser facilmente vista cor\o

v=1:!.:i

Suponhamos agora em p]anejamento conexo ba].anceado
Então. todos os contrastes elementares são estimados .com va

çêg;rl« ',:("llle;l:***i) -'i,.(...}le;l: '::*:i) '.,:
:.,é=

v -}
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Flanela
l

0 l2a2v(ã a
B B lV

Mais aind.a,

v(ãj.-aj) = v(ãi-ãk)+v(ãj-ak)-2 cov[ (ãí-âk)

e então

cov[(âi-ãk)'(âj-âk)]

Consideremos agora a função linear paramétrlca xia.
A variância de seu está.rnador é, por um lado,

F

v-]. .

vo:i.) : .'xi(: 11. ê;l:*í':i)xi (l .C. 2}

Por outro lado, se esérevemds

*i'
'v

:11,'j ''j onde
v v

j=2 ] (jlj2ajy

teremos

v(xja)

(l .C . 3)
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Comparando os resultados em (l.C.l) e (l.C.2) te

mos que

v -l.;: (l.C.4)

Como a igual.date em (l.C.4) é valida para todo

1, 2. . . . ,v-]. , temos que

8, ; 0.1 "2
!

1 ;: J"' R

Ov-l

e então a condição é necessária.: - ,! ,;

Inversamente, se as raízes característi.cas não nu-

las da matei.z C são todas Iguais (di.gamos 0')', cada um dos

contrastes é estimado com a mesma variância 2a20'Ji 3e:::d''pla-

nejamento é balanceado. A prova.=.é: então completa.
\

l .D BLOCOS INCOMPLETOS BALANCEADAS

O planejamento por Blocos Incompletos que satisfaz

a Defi.nação (l.C.l} é conhecido como Planejamento por Blo-
cos ]lncompletos Balanceadas (BIB) . Formalmente nÓs o deflnl

mos como segue

DEFIN[ÇAO (]..D.]) - Um p]anejamentQ BIB :é: um arranjo de v

sÍinbo].os em b conjuntos. cada um contendo k (k < v) símbolos,

satisfazendo as seguintes condições :

1) Todo símbolo ocorre no lnãximo uinâ..vez em um conjunto.

.
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2) 'Podo símbolo ocorre em exatamente r conjuntos.

3) Todo par de símbolos ocorre junto em À conjuntos.

Um planejamento BIB é dito simétrico se v= b e,coB
sequentemente r =k. Os números v, b. r, k. ). são conhecidos

como parâmetros , do planejailento BIB .

É i.mportante. ressal-tar que o planejamento BIB &. dg.

fi-nação (l.D.l) não é o Único planejamento Balanceado da DÊ
flnlção (]..C.l) . Para distingui.r os planejamentos balancea-

dos da Definição (l.D.l) do BIB, nõs diremos que aqtnles for
mam planejamentos com variâncias balanceadas .

Existem também alguns planejamentos que sao chama-

dos de p].anejamentos comblhatorialmente balanceados ,os quais

satisfazem a condição (3) da Defi.nação (l.n.l) .. Vejaxnios agg
ra as relações entre os parâmetros do BIB:

TEOREMA l .D. l râmetros do planejamento BIB satlsfa-
zein:

i) vr = bk

11.): . À (v-l) = r (k-l)
(l.o.l)

De fato; (i) conta o numero de cadelas usadas de

duas maneiras: temos b conjuntos, cada um contendo k símbo-

].os e temos v símbolos, cada um ocorrendo r .vezes.
Para mosto'ar li) , consi.detemos os pares contendo um

particular símbolo 0\ Vemos que 0 ocorre em r conjuntoseem
cada um deles é emparelhado .com k-l símbolos. kas 0 será eD
pare[hado com cada um dos v-]. sÍmbo]os restantes exatamente
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X vezes. Comparando. as duas contagens temos (li.)

As relações a.que estão sujeitos os parâmetros do

BIB impõem uma restrição muito forte sobre a sua existência.

Se fixarmos os parâmetros v= bu 6 e r= k = 3. por exepplop. a

relação (i) é satisfeita, mas, por (il) teremos X:={.. çomo

À tem: que: ser intei.ro, não existe BIB para;os parâmetros íl
xados.acima

EXEMPLO .:(l«:.D:..l:);.ü Podemos facilmente verificar que o segulD:

te arranjo

SI :(3.4.S;'7):; S2 :(2,5.6.7); S3 : (1,4'r'6p'7)

S5.:;.(.1,3,5..6); S6 :::(1,2,4.5); S7 ,
C1.,2,3,7)

é um planejamento BIB com parâmetros

v= b = 7, r= k = 4 e À= 2

Algumas séries particulares de planejamento BIB.:e-

ram conhecidas antes de 1847 por Klrkman e um tratamento sig.

temático estabelecido por Vates (1936) as Introduziu como

planejamentos estatÍsti.cos. Desta rica contribuição foram

feitas çonflguraçÕes estabelecidas PQÇ Flsher (1940P 1942) ,
Flsher e Yates (1963) e Bode (1939. 1959) , e agora formam a

parte padrão desta teoria.....,.

Voltemos, agora. ã.::anãli.se dos Blocos Incompletos

obtida.,na seção l.A, com o propósito de estabelecennos as eZ
pressões parti.calares para o caso do BIB.
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Das relações (].A.].) e (l.Ã..2) , tiramos iimiediata

mente que

Neb.l : rcv,l

cv,l : kcb,l

Oa relação (l.A.12), temos que

( ]. . D . 2 )

( ]. .D . 3 )

lC = rl PNNkV (l.D.4)

$e denotamos os e].ementas de NN' por gihrvemos que
b b

gii = jE hálj e gih = E hi.jhhj (i#j)

os quais, no caso do BIB

gii : r e gih : X (l#h).
Oeste fonna teremos

NN' = (r-X) lv+Àcv.v
Substituindo em (l.D.4), temos

(l.D.5)

C nf.-} .«,]
(1.0.6)

Desta forma. os elementos diagonal.s de C sã) iguais

a r- Ê., o que fornece

tr(C) = :!=!;i.Íéi:i2- = vr - b (i.D.7)

Por outro lado, se Q é a raiz característica não

nula de C, de m\lltiplicidade v-l, temos
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tr (C) = a (v-l) (l.D.8}

Comparando (l.D.7) e (l.D.8) obtemos:

vr-b

Pela relação (l.C.l) tiramos então que

v-]. .
'E'o-:

v(ai-âj) = 2az lili=-- = .;!g.: = 2az :é:l:;Z)

Depois de alguma simpllflcaçãor . tiramos que, para

(l .D .9)

BIB

Majundar (1953). notou que. se N é uma matriz vxb

com nl.i=0 ou 1, satisfazendo (l.D.3) e (l.D.5), então N é
a matriz incidente de um planejamento BIB com parâmetros vr

b. r, k e )..

Da relação (l.D.5) . com r> À, temos que

v = p(NN') = P(N) ç b

A desigualdade acima é devida a Flsher (1940) .
Vejamos agora como um planejamento BIB pode gerar

um outro planejamento BIB .

Sejam SlrS2r.'.'Sb os b conjuntos formando um pla'
nejainento BIB com parâmetros v, b, r. k e À. Então, se SI é

o complemento do conjunto SI' Isto é, Si = {1,2,....,vl-slreg
tão podemos verificar que os conjuntos si,s;, . . .,Sj; formam

(l.D.ll}
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um outro planejamento BIB, conhecido como pJ-anejamento BIB

complementar de um planejamento dad-o, cujos parâmetros são
dados por:

v]. : vr b]. ; br rl : b-r

kj. = v-k, ÀI : b-2r+X
(l.D.12)

EXEMPLO (l.D.2) - No Exemplo (l.D.l) temos um BIB com para

metros v =b=7, r= k= 4 e À = 2, cujos complementos dos con

juntos S{ (l=lp2. . . . ,7) :

si(1,2,6)i s;=(i,3,4); s;=(2,3,s); sá

SÊ =(2r4P7); Sé =(6r3.7) e S+ =(4.5,6)

formam um plane:lamento BIB cóm parâmetros

(1,5,7)

v[ :b] : 7r r]. ;ki : 3 e X] : l

O teorema que segue, estabelece uma propriedade bag
tarte útil para os plane3amentos BIB simétricos, isto é, os
planejamentos BIB com

v = b e r = k

TEOREMA :(l D.2) - Em um planejamento BIB si.métrico, quais
quer dois conjuntos tem exatamente À símbolos em comum.

PROVA - Seja N a matriz Incidente de um planejamento BIB sl
métri.co. Então, de (l.D.2) e (l.D.3),

Nr =r N=)-c'''v,v 'v,v'' ''v,v

Oa relação (l.D.5) temos que

(l.D.13)
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N'NN' = N'[(r-X) ]v+Xcv,v] : {r-À)N' ]v+ÀN'c

= [ (r-X) ]v+Àcv,vIN'
e como N' é não-singu].ar,

v/v

N'N : (r-X) lv+Xcv,v (I'D'14)

Logo, como NN' = .N'N. a interseçao de quaisquer 2

con:juntos do planejamento contém À símbolos .

Através desse fato, podemos encontrar outros plane

lamentos BIB gerados por um BIB simétrico.

seja D um planejamento BIB simétrico conslst.Indo

dos v conjuntos S].íS2r...rSv e com parâmetros v =b. r =k e À.
NÕs esco].hemos um desses conjuntos digamos Slr e excluímos

de cada um dos S2PS3r...rs conjuntos os À símbolos que têm

em comum com S]. Os conjuntos resultantes S;,S;,. ..,S; for-
mam o que chamamos de planejamento residual D', no qual os

parâmetros são dados por

v2:v'kr b2*v-lr r2'kr k2:v-X e À2:X(l.D.15)

pois exatamente À símbolos são extraídos de cada.um dos S2P

S3p...rSv conjuntos e os v-k símbolos de D, não pertencen-
tes a S. continuam ina].teradós.

Podemos também formar um planejamento derivado D',

tomando para nossos conjuntos S;,.S;, . . .,S+ os X s$nbolos que

S2r$3p...pSV têm em comum CQm SI' Podemos ver que D' é \Hnt

planejamento BIB CQltt parâmetros
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v3;kp b3;v-lp r3:kr k3:À e X3:X'l(l.D.16)

EXEMPLO (l.f).3) - Consideremos o planejamento BIB simétrico

exibido no Exemp]o (].D.]-) . Esco]hendo o conjunto SI , temos

s.) s; =(2,6); s; =(i.õ); sã =(2,ó); s; =(i,6)

$; - (1.2) e Sl; : (1,2)

j.j.) S; :(5,7); S! =(4,7); S: = (3.4); S!=(3,5)

S; = (4,5) e Sl; = (3.7)

Bm (i.) temos o BIB residual, com parâmetros

v2: 3f b2 :6r r2 :4r k2 :2 e X2:2.

Em (íi) temos o BIB derivado, com parâmetros

v3 :4, b3: 6f r3:3r k3 :2 e À3 :l.

C) método de obtenção dos planejamentos residual e

derivado de BIB simétrico nem sempre a(emite o processo in-
verso, como foi mostrado por Bhattacharya (].945) . Mas 13all

e Connor (1953) , Shr-ikhaude (1960) e Hall (1967) , mostraram

que o processo inverso sempre exi.ste se À. =1 ou 2.

FATOS E FICtENCfA

Com a avaliação de um grande numero de planejamen-

tos do mesmo tamanho (mesmo numero de unidades experimen-

tal.s) , torna-se essencial que tenhamos uma Honra para compg.

rar os vários planejamentos.
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O fatal eficiência, definido a seguir, nos fornece

tal medida.

}

definido pela razã.o:

OEFI N !Ç:AO (l .E . ! - Q favor eficiência de um planejamento é

Vr
V

(l.E.l)

onde V é a variância medi.a das estimati.vas intrablocos dos

contrastes e].ementares entre tratamentos, para o planejameD.

to em consideraçaor e Vr, o mesmorna.ra !)].ocos a].eatorizados,
consi.gerando o mesmo número de unidades experimentais . Vr e

Ç são computador supondo que a variânci.a do erro Intrabloco

e a llteslllar em aitibos os casos.
A pari.anciã das está.mativas dos contrastes nos plâ

nejamentos conexos, é, de acordo com (l.C.l)

:.,b
v- l

onde 0].f 02'''''0v-l são raízes características não nulas
da matriz C do planejamento.

Por outro lado, de acordo cola (l.A.15) , temos

2az
r

Vr

onde r é o número médio..de repetições dos tratamentos noplb.

nela acento sob consideração.
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20Z

i.,=c:
v - l

forma,

6

r (l.E..2)

onde õ é a média harmÕni.ca das raízes de C.

Como a ]nédla harn\Õnlca de um conjunto de..quantida-

des positivas não pode exceder a média aritmética destas

quantidades, temos:

v-l

...LE
v-l

tx'(C)
v-].

vç-b
v -l

e então

v;-b (l.E;3)

NÕs resuma.mos este resultado no seguinte:

!!Q.J]Ç«4.(!.g:]) - o falar eficiência E de qualquer planeja-

mento conexo satisfaz ( l .E . 3)

O sina] de igua]dade em (]..E.3) é valido quando e

somente quando 81:: o2 : '' ' : Ov-lr e neste caso, o planeia
mento conexo mais eficiente ê o p].arejamento balanceado.

O teo.rema. acima. fornece uma propriedade de optima-
[[dade do BIB sobre as demais p].anejamentos por B]ocos in

completos.
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No planejamento BIB, para o qual, por (l.D.IO),

r

temos que

À.v
rk (l.E.4)

ÇOB$j89ÇA Q.IE B l B

Dentre os vários métodos existentes para a constrg

ção de BIB's, vamos apresentar. de forma llustrati.va. o mé-

todo que se utIlIza de geometria finita, não sÕ por ser um

dos mais Importantes, ma$ também bastante curioso.

l.F (a) - Das propriedades da Geometri.a Projetlva Finita.cl
fadas no Apêndice. se os pontos da PG(n.s) são Identifica-

dos com os v símbolos e os (ra) subespaços são Identificados

com os b conjuntos, podemos construir um planejamento BIB

com parâmetros:
n+lS

' e-l '

l
$ (n .m. s ) © (n-l ,m

(l.F.l)

1- S-l ; X : Õ(n--2rm-2fs)

onde

($n'r'L-l)(Sn-l) . . .(S':'"'''L-l)
(sm+l-]) (sn-].) . . . (s-l)

e a= ph, onde p é um primo e h z l um Inteiro.

+ (n .n. s )
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Em particular, as segulnt

tos BIB podem ser construídos:
Para n = 2, com rn= l

v;:sz+s+l; b=sz+s+l; r=s+l; k=s+l

Para n= 3, com m = l

(s+])(sz+].) ; b =(s:+])(s'+s+]); r =s2+s+].

k =s+l e À= l

Para n = 3, com m = 2

v =(s+l)(sz+l); b =(s+l)(s'+l); r =sz+s+l

k = sz+s+l e )t = s+l (l.F.4)

EXEMPLO (l.F.l) - Na série (l.F.2), com s =2 temosaPG(2,2).

De acordo com o Exemplo (E.l.l) do Apêndice, a$ 7 1i.nuas

tem equações

'0

planejamenséx'iés dees

P (l.F.2}

(l.F.3)

xl = 0; Xn+X : 0X 2

x].+x2: 0; x0+xl+x 2

x0+x2

Denotando por ijk o ponto (i,j,k) , temos os conju2:
tos

Sl:Í001í alar O]]]; S2:1001r 100, 10].}

S3 :Í010r 100, 1101; S4 ;t001. 110, 1].].}

S5 :(alar ].01, 1111; S6 :1011r ].00, 1].].}

e S? = {]O], ].lO, Oll}
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formam um planetjamento BIB com parâmetros

v = 7i b = 7i !'= 3; k = 3eÀ

l.F. (b) - Deforma análoga, podemos construir um pl-anejamen

to BIB através da Geometria Euclídeana Fins.ta EG(n,s) . Das

propriedades desta geometria, citadas no Apêndice. se Iden-

tificarmos os pontos da EG(nís) com os v símbolos e os (m)-

subespaços com ós b conjuntos, teremos um planejamento BIB

com parânetros

v =sn; b= õ(n.m.s)-$(n-l,m.s) =sn'm©(n-l,m-l,s)
( ]. .F . 5 )

$(n-],m-].,s); k=sm e À=©(n-2ln-2,s)

e s=p r onde p é um primo e hz 1, um Inteiro.
Em parti.pular, as segui.ates séries de planejamento

BIB podem ser obtidas:

Para n = 2, com m= l

v= gz; b= s (s+l) ; s+l; k = s; À:= l ( l .F . 6 )

Para n =3í com.m = l

v=ss; b=sz(sz+s+l); r=s2+s+l; s=1; Ci.p.7)

Para n =3, com m= 2

v=s3; b=s(s2+s+l); r=sz+s+l; k=sz; X=s+l
(l.F.8)

EXEMPLO (l.F.2) - Utilizando a série (l.F.6) com s: 3, te-

mos a EG(2.3) . De acordo com o Exemplo (E.2.1) do Apêndlceí

as 12 linhas tem equações dadas por:
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xl

xl

x].

Decotado por

sl : {oo, 01,

S4 :Í00. 10,

S7 : {00r !12/

sz.=Íoo, 'iil

formam um planej

0:;. x2: 0; xl+x2: 0; xl+2x

: 1.; X2: 1; xl+x2.: ; xl+2x

: 2; x2: 2; xl+x2'
ij o ponto (i,j) ,temos que

02J; S2 : {10r 11, 12Ji S3

20]; .S5 : {01r .1].,. 21J; S6

21}; S8 H {01, 10, 221F'S9

22Ji sll:tlo, 02, 21}; s12:
cimento BIB com parâmetros

2

2 :1

os conjuntos

{20

{02

{02

{2ó

, 21, 22}

, 12, 22}

,' 20', 11}

,''12, 11},

v =9, b = 12. r = 4, k = 3eÀ

A construção de planejamentos BIB pof processos geg
métricos encontram referências em Base (1939, 1959) , Base e

Chakravarti(1966) e Yamamoto, Fukuda e Hamaka (1966) . É im

portante notar que alguns planejamentos cujos parâmetros pg
dem ser i.dentlflcados com os planejamentos geométricos po-
dem também ser construídos por outros métodos .

Vãri.os outros métodos de construção dé planejamen-

tos BIB encontram fefl'ênclas em Hananl (1960, 1961. 1964)
Yalavig1 (1968) , para métodos recursivos} Hall. Jr. (1967)

Base (1939, 1942), Bruck (1955), Elllot e Butson (1966),

Maus (1967), Rao (1946), Sprott (1964) e Stanton & Sprott

(1958) , para o método dos Conjuntos Diferença.

Fisher e Vates llstaram todas as combinações de pâ
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râmetros e suas soluções para planejamentos BIB no conjun-

to v,b s100 e r,k á 10, em suas tabelas. Esta lista foi es-

tendida por Rao (1961) , inca.ui.nda os casos r.k É ].5. Sprott
(1962) Inca.uiu os casos r,k g 20 e Raghavarao (1971) ].estou

todas as combinações de parâmetros para os planejcamentos e-
xistentes no conjunto v,b s 100 e r,k g 15, indlcanclo o méto-

do de construção,dos quais ele apresenta grande parte.
os problemas de:-exi.stência e construção de planejg:

mentes BIB tem despertado um considerável. Interesse de esta.

tístlcos e algebrlstas. Às restrições nos parâmetros BIB co2

duzlram-nos à Investigação de outros tipos de planejamentos

por Blocos Incompletos, notavelmente aos Planejamentos por
Blocos Incomp].fatos Parc]a]mente Ba].anceados, que serão dis-

cutidos no Capitu].o seguinte.



CAPITULO ll

PLAI{EIAFIEI'ITOS';P'DR BLOCOS IF{COM'PLETOS'

PARCIÂL14EiqTE., BALAfqCEADOS
/

') r\::.!3 }:;..::: :

Foi. visto no Capítu].o ant:prior.. que o P].anejapento

Balanceado é o mais efi.ciente da classe dos I'lanejaraentos

por B]ocos ]:ncotnpletos. }lais caindo, na classes dos Planeja-

nentos e('u]})].ocos e equirer)].icados, o BIB é o Único taalan

ceado e, Í)ortanto, o i,lai.s eficiente

Infortunadainente, no entcanto, o I'lanejamento BIB e

possível a!)eras ?ara unl r\úr.léro llmítadó de casos, ê, então,

tornca-se nccessãri.a a Introdução de novos planejanentos.

A proprieclacie característica de um.Planejamento BIB

él que a variância clãs diferenças entre os estirladores dos e

feitos de dois tratamentos qual.squer é cl mesma !)ara qual-

quer !)ar de ttataPlentos, isto é, as comparaçoes entre os e-
feitos: dos tratamentos são fei.tas com a nleÉma T,decisão. tina

alternativa :lata manter ul-l certo llalar\ceamento é a dcterrli.-

naêãÉ5 db i.trl :À].ai;ejaJuênto no r-udl essa J)rÓl:)rieda(ie caracte-

rÍstit;a :'seja cón\rc:DÍcntcmchtc modificada.

vej(anê)s, a seguir, doi.s clsog dis.tintos, Fios quais
49
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verificarerlos as canse('uências da imnos;sibilidade cla aplica

ção do lllanejamento óti!:io, que é o B1}3, e que, enl dalguns

casos específicos as consequências podem não ser tão gra-

ves quanto i.maginamos. Vamos supor fixados o número de tra

talentos a comparar e o número de unidades homogéneas para

cada bloco,o que,na pratica não é de todo incomum. À adoçam

de valores numéricos pequenos para os parâmetros prende-se

UJlicamente ã facilidade de calculo.

lç caso: Suponha que desejamos comparar v =4 tratamen-

tos, através de um Planejamento BIB, em blocos

de tamanho k= 2. DO Teorema (l.D.l) temos aue

os parâmetros do }31B satisfazem:

i) vr = bk e i.i.) À (v-l) r (k-].)

Para os valores v 4 e k = 2. temos

i) 4r =2b ou s;eja b = 2r

[i) À =;1 ou seja. r deve ser mú].t]p]o de 3.

\Ferros então (íue se f]xàRlos um valor para r ta].

fine r # 3n. n=].,2, . . . , não será nossíve]. a anil
cação do BIB. Se, ao contrário, fixamos urn va-
lor alto para À.,isto iinplicarã eirnult valor grau.

cie para r e r:\alar ai-nda parca b, o blue FJode não

ser desejável. Além cio que. um valor fi-xo de b
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impõe tarar)ém a].gramas re.strições. É possível,

pois, verificar aue para a aplicaçãodo BIB não
temos mui-tos graus de liberdade na escolha dos
natãmetros.

Com os va].ares fil;os v= 4 e k= 2, vamos considerar

em pri.nteiro lugar que. para urn dado caso específico, não há

restrições quanto ao valor r= 3. 1Íeste caso é possível cona
frui.r o BIB,: o dual terás:parâmetros: v=4, b=6, k =2, r =3

Do .ICapítulo anterior, pela relação (l.D.9) , os

1-.--.5.-- = 6 có:ntrastes eles\estares serão estimados comi varian

v (âj. -âj )

O:;fatal efi.ciênci.a deste ])lanejamento, de acordo

cola a Definição (l.E.l) e a relação (l.x.4) é.então:

Àv
rk -#- : 0,67

Vamos agora supor, cine o problen\a em questão, além

de fixar os valores v=4.e k= 2 imponha o valor Fe4. Para

este va]or de r não é possíve] construir o p].anejamento BIB.

Teremos então um p].anejamento ]l)or Blocos Incompletos com pâ
rântetros: v= 4, b =8, r =4 e k= 2.

Podemos construí.r um planejamento cuja matriz Inca.

dente é dada por:
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l2l4l 0l 0l0l 0

2l4ll00l 0 ll0
e

4 ll2ll 0l 0l 00

l 4l 2l Qll 0 0ll

Desta forma, do Ccapítulo anteri.or por ([.A.].4) tg

mos

l
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2

l
2

l

l
l
2

2

l
2

: -;
-} :
-: -}

l
2

2

oe (l.A.15) e (l.À.17) tersos que

0

v) - l
2

L'

. -} 0

-}
0

ã

0

5
2

0

l
2

l
2

0

5
2

0

d
l

0

y
n,}:. e ..*à'.,.,-:

acordo com (l.A.17) e (l.A..18) temos

a) V(ãi-ã2) : v(ãl-ã4) v (â2-ã3 ) v (â3 -ã4 ) â.'

b) V(ãl-a3) : V(ã2-ã4) : 2 2

A. eficiência para as comparações em (a) . de acordo

com (l.E.l) é dada por

E a
6 0 ,6
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A efi-ci.ênc.ia para as comparações em (b) de acordo

com.(l.E.l} é dada por:

Eb 3 0 ,75.4

Para deterríti.nar a eficiência do planejarlento poda.

mos tentar a média ponderada das eficiências Ea e Eb com pe'
sos dados pelo número de comparações consideradas em cada u
ma. Asse.m.

E [4Eã+2Eb] à:' .4 * : ';- --l;élí- = 0,65

Como é possível observar,o sec;ando planejamento nã)

balanceado, não perdeu muito em eficiência .: com relação ao
pri.rneiro planejamento, que é balanceado. ,Mais ainda, mesmo

com relação ãs comparações em (a) a diferença pode não ser

slgni.ficativa se levcarlnos em conta que houve urlx ganho em e-

fi.ci.ência nas compcaraçÕes ern (b)

É interessante notar que, embora o segundo planejg

mento não seja balanceado em "stri.ctu-sensu'' podemos dizer

que e]e preserva um ba]ancean\ento em "].atu-sensu'', no senta.
do de auc ele estabelece uma divisão dos tratamentos emdols

grupos ou classes não di.sjuntas e mantém a Igualdade das vâ
Flanelas para as comparações en urna mescla classe

Seria. portanto, aceitável a ap].lcação do segundo
planejamento, no casa em crua fosse fixado o Valor r= 4, sem

falar na situação hi!)otética enl auc houvesse mai.or interes-



se do pesquisador nas comparações dos parei de tratamentos

(1,3) e (2,4) , dentro dos pares, aue entre éi.és. Neste caSO
derillá 3er não só aceit.ãvel, como, talvezro pl-anejamen

preferível

29 caso: Suponha agoraí que desejarias comparar v= 6 trg.
Lamentos, distribuídos em blocos de tamanho k=
=4. $e desejamos anil.car o BIBE temos novamen'

te as relações:
i) vri= bk e { j.:i): À(v;-l);:r(k-})

Para' os valore.s v= 6 e k.? 4:r :çelw©s

i) bt * 4b :o' b: { r :l'' r deve ser par

j.D X=ig - . d.ve Éer mútti.biÓ:dé 5.

Vemos então que, para podemos aplicar o BIBE deve-

mos ter um número mínimo de ].0 repetições:para cada
trata-

., r =\ ; ,. .

mento.

10 PO

Í

Vamos agora impor um outro tiPO de restriçãor aue

nâo a de fixar, valores para .r ou .X. Vamos supor (!ue o custo

financeiro. de..cada repetição: de Qualquer dos tratamentos sg

ja .suficientemente alto a ponto de o pe!;qui.dador preferir
sacrificar um pouco a eficiênci.a do t)lanejan\eito, a onerar

demasi.ado custo de sua .experiência. Um outro tipo de restr}.

cão que pode .surgir na prãticaí é a não disponibilidade de

un\ nümer.o elevado de unidades experimentais, a qual, de
al-

l {ci.tar\ente ligada à restrição cugestar irnppoderiamodogum
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to.

Para restrições desse ti.po, supondo que r=10 é sy.

ficientemente grande, qualauér valor de r < 10, tornaria im-
praticãve]. o BIB.

Ta[ como fizermos no..]Q caso, fi.bando..os va].ares v=

=6 e k=4 , consi-durando pri.meirainente o va].or r=10, teremos

um p].anejcaraento BIB com parâmetros: v=6, b=15, k=r, r=10

e À =6.

Pêlo relação (l.D.9) f Ós -'J:l!;:EZ-- =15 contrastes e
lenentares serão estimados cora variância

v (ãj. -ã:Í ) {b.'.' }.:
A eficiência do p].arejamento, de acordo éom (l.E.4),

é dado por

- : -ê:- 0,90.

Consideremos agora que, sob a restrição custo, r dg
ve ser o menor possível. Como r deve ser par, tomemos r =2

Neste caso, temos um p]anejamento por B]ocos ].ncomp].elos

com parâmetros:

v =6, b = 3,.r = 2 e k =4

Con\ tais parâmetros podemos construir um planeia

mento cuja matriz Incidente é da.da paJ-
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l

l l 2 l l

2 l L 2 l

l 2 l l 2

2 l l 2 l l

l 2 l l 2 l

l l 2 l l 2

Assim, da ralação (l .À. 14) ,'
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De ([ üÀ . ]. 5 } e (l.A.17), temos que

Q
l

'T
0

0

l
'T

0

0

7

0

0

!

0

D Ü

0
7
r
Q

(c+ãlcv.,. )
0

7
T

,Q

. ( C'pãjcv , v) 'l

0 0

0

7
T
0

0 0
0

l
'r;

0

E de acordo com (l .A.7) e (1 ./: . 8) , temos

a) v(âl-ã2} v (ãi-ã3 ) v (âl-âS ) v (al-ãÕ ) v (â2 -a3 )

v(ã2-âSj V (a; -â6 ) v (ã3''ãs ) v (ã3-ãÓ }

; .'.v.(?4-ãS) v (ã4 -ãÕ ) v.(âS-aÕ}

b) V(ãi-â4) v (ã2-â4 ) v (a3 -a4 ) a2
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A. eficiência i)ara as comparações em (a) , de acordo

com (1.[.1) é dada por

; : 0,86

A efici.ência para as colar,araç8es em (b) f de acordo

com (l.E.l), é dada por

Ta[ como no 19 caso, a efi.ci.énc]a;do p].arejamento

pode ser tomada como

0,88

Também aqui podemos observar que o segundo planejq

mento não perdeu muito enl. eficiélncia coíit relação ao prilrlei-

ro, que é balanceado, apesar das variâncias dos contrastes

terem aumentado substancialmente, o que não ocorreu ilo..19 cg

se. E ainda houve urn ganho em eficiência para as . compara'

ções em (b) , precisamente as comparações de un dos tratameB
tos com três dos decai.s. Desta forma, este: segundo planeja-

mento poderia ser aceitável, e até mesmo preferível em al-

guns casos práticos.

Este tipo de planejamento, que estabelece um balas

ceanento parcial, no caso dos 131ocos Incompletos recebeu a

denorlinação de Planejamento por Blocos Incortpletos Parcial
mente Balanceaclos (PBIB) e foi. introduzido por Bode e lqair
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(1939} . Tal planejamento estabelece uma separação dos trata
mentes em m classes, m > ]. e mantém a igualdade das variân-

cias para as comparações dentro de uma mesma classe

2.A - DESCR}CÃa DO P61B

Damos a seguira definição formal e original de PB:El\

devida a Base e.lIaS.r (1938) , pub].toada em 1939 n) The Indian
Journal of Stati.selos (Sankhi.ã) n9 4

+

DEFINIÇÃO (2.A.l} - Considere V variedades ou tratamen-

tos, a serem arranjadas em:b blocos com k cadelas cada

(cada cadela pode receber um tratamento e duas casei.as

no mesmo bloco não podem receber o mesmo tratamento) .Tal

arranjo será chamado um Planejamento por Blocos Incom-

pletos Parcialmente Balanceado se as seguintes condi-

ções forem satisfeitas

i) Cada tratamento él repetido r vezes.

li) Com respeito a todo tratamez\to dado, rJS : restarltes

forra;am c].esses de nl rn2í ' '' fnmí:cada, tal'que to'do

tz:atamento da i-ésima classe ocorre À:l; Vezes óom o

dado tratamento, os números ÀI e n{ ;sendo Indepen-
dentes :do tratamen:to êoú::o qual começamos. Sem pel

da dé generalidade podemos :supor ÀI > Àl+l' O cóH'

junto de númerõã Àlr'X2' ''''X são todos desiguais

'e podem :inclui.r ó zero, mas' ni,n2P ' ' 'fnm devem ser
todos não nulos e podem ser iguais ou diferentes.
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Dois tratamentos:ocorrendoljuntos ÀI vezes, podem

ser chamados i-ésimos . associados. Cada um pertence,

é claro, à i-êslma classe com respeito ao outro.
ill) Dados dois tratamentos qual.squer, os Quais são i-é

sinos as.saciados, o número de tratamentos comuns

com os j-éslmos associados de um e k-ésimos asso-

ciados do outro, é independente do par de l-éslmos

associ.idos, com o qual con\façamos. Este número será

denotado por pxk e. é claro, pxk :pkj

Os números v, b, r, k; À].rX2'''''Àm; nlrn2'''''nHr

podem ser chamados parâmetros do IQ tipos e os números pjk
(l,j,k=1,2,...,m) de parâmetros de 29 tipo, pertencentes ao

nosso Élanejamento. Assim. temos 2m+4 parâmetros do 19 ti.po

e l!!!-Éit+l) parâmetros do 2Q tipo, poi..s pik :pxj
EXEMPLO (2.A.l) - O planejamento alternativo no I'? caso a-

presentado no início deste Capítulo é um PBIB com m = 2 e pê.
râmetros:

lç tipo: v:4. b =8. r=4, k=2. nl:l, n2: 21 Xl:2r X'2

2ç tipo: pii:pt2;p21:pli:p22:Of p21:p12:l e pt2:2.

EXEMPLO (2.A.2) - O p]anejamento a].ternativo no 29 caso a-
presentad.o na i.vício deste Capítulo é um PBIB com m=2 e

parâmetros

19 tipo: VP6., b =3;..r=2, k =4-. nl: 1, n2 :4/ Àl: 2, Àl:l

29 tipo: pi.l :pt2 :p21:Pll :0r p12: p21:lP p22: 4 ep22: 2.



2.: B RELAÇÕES !NIRl: Qj ?:8.BÃMETRQS OO:PBIB

Os parâmetros do PBIB satisfazem. certas relações

que passamos ê enumerar

2 . B (a) Rel açÕej pplçle.pplâ11$.!!.gj.gg. 1 ? t i no

Da condição (1): Ça definição do PBIB, tirarmos que

vr = bk ; (2.B.l)

Da eoódição (ii} , como comi respeito a todo trata

mento.os restantes v-l.estão ém grupos de tamanhos nl'n2r

.n., tiramos'que

.'' '« : .!*'* :(2 . B:. 2}

Consideremos um particu].ar tratamento 0. Pela con-

dição (i) 0 ocorre em r blocos e en\ cada um desses blocos g
correm k-l outros tratamentos. Portanto 8 é membro de r(k-l)

pares. Mas, cada um dos n.t tratamentos que são i-êsimos as-
soci.adoÊ cora 8, ocorre conjuntamente com"elé XI vezes. I'or-
tanto

r(k-l) : nlXl+ n2À2 + . '"«*« :;*z:':,**(2.B.3)

As relações(2.B.1),(2.B.2) e(2.B.3) mostram que

somente} 2m+l dós parâmetros do 19 tipo sãa independentes.
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2 . B (b) R e l a çõ ej .: Spl..CÇ. a ! :Ílp.g.g

Sejam 0 e + dois tratamentos que são i-ésimos asse

dados. Então + está contido no grupo dos nl tratamentos

que são l-ésimos associados a 0. Entre os restantesllb'l trâ.

Lamentos deste grupo existem exatamente p;lk tratlamentos que
são k-éslmos associados de +. Portanto:

,},.. -Í: .
ii+ }l.pj.kPlm k :1 = nl - 1 (2.B.4)

Agoraí se j#í, entre os nj tratamentos que são j-
ésimos associados de 0, existem exatamente p;k tratamentos
que são k-éslmos associados de 4). Portanto:

(n#j ) .. . (2 ..B. 5}

Juntando as relações (2.B.4) e .(2.B.5) tomos

Ín:-l, i:i

jn: , i'i

Consideremos agora o grupo GI dos nl tratamentos
que são i--ésimos associados de um dado tratamento 0 e o gry.

po G+ dos n.i tratamentos que são ]-és:lhos associados de 0.

Todo tratamento pertencente a GI terá exatainente p;k k-ésl'

mos associados entre os tratamentos do grupo GJ' Agora todo

tratamento pertencent a Gj tem exatamente pik k-éslmos asse
dados entre os tratamentos do grupo GI' Po=tantop o numero

(2 .B.6)
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de parei.;.de. .k.-ésimos..associados que podemos formar ..: tomando

um tratamento do:grupo G{ e outro cio grupo G.l ér por um la-

nipjk : njpJk (2.B.7)

ANAL l SE Da PB l B

Á anal.]se: dõ P.].ahejâMento par: Blocos Incompletos

Parcialmente Ba].anceados pode ser obtida da aná].]se geral pg.

ra Blocos Incompletos apresentada na seção À do Capítulo ]-.

Vamos apenas estabelecer as expressões particulares para as
variâncias dos contrastes elementares entre efei.tos de tra-

tamentos e ;para o fato:r:eficiência defi.lido em. (l.E.l) , reg.
tratas ao caso m= 2

Oas equações entra-bloco A.justadas (l.A.ll) , tira-

mos que, como o PBIB ã equireplicado e equibloco

Q : cã .:
v b

:!: ,!:""j
b

,11:'"j

(r l. ÍN d, ou seja,

Qh

b

'''': ,!::»l
r.

ÍXI/ se l e h são primeiros associados

Mas, j.ilnhjnij:: l.X.i. se:.i e h são segundos associados

b
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E defina.ndo

Ea., onde s é o primeiro associado de h
S

s2(ãh) ' 21a.,, onde u é o segundo associado de

podemos escrever

Qh : râ-h' Ê(XISI Cãh} + X2s2 (ãh) + râh)

=(r- Ê)ãh-Ê(Xisi(ãh) + X2s2(âÚ}) :

: ---Í'-- ah- E(Àlsl (âh) + x2s2;(âh) ) .

h,

Desta forma.

kQh : r(k'l)âh

Denotando aqorà

SI(Qh) : sQs' onde s

S2(Qh) : pQUP onde u

X].SI (âh) - X2S2 (âh) (2.C 1)

é o primei.ro associado de h

É; o segundo associado de h

Somando então (2.C.l) para todo s quem primeiro ag.

saciado de h. temos:

kSI.(Qh) :Er(k-]]sl(âh)] ' ÀlEnlâh'bpilSI(âh) +pzlS2(âh) ]

- x2tpi2si(ah) +pÍ2s2 (âh) ]'' (2 .C . 2)

o membro atreito da igua].jade acima, o qual denotaremos por

r(k-])A - XI [B+C+D] [E+F], foi obtido da seguinte maneira:
Quando comamos (2.C.].) para todo s que é pri.melro
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;soa.ado de h, as nl parcelas da soma resultam:

é primeiro associado de h, isto é

A : si(ãh);

2) B+C+D ; }lsl(ãS) ' onde s é primeiro associado de h.
Esta soma têm três parcelas:

B = n,ãh, polo h é ;pri-melro associ.alia: de g. para to-
iro .s que .é primeiro associ.ado de h;

c : pilst:(ahi l pois todos :os tratamentos que são prg.
melros associados de=ih e de s apare'

cem, cada um deles, pll vezes;

D = pílS2(ah') r pois todos og tratamentos- que são se-
gundos associados .com h..e : primeiros

associados de s aparecem,cada um. píl
vezes.

3) E+F = }ls2(â's) r onde s é o primeiro associado de h.
E:sta soma têm duas parcelas

E = pj.2sl.(aÜ) / pois todos os tratamentos que são prl
melros associados de h'e segundos as-

sociados de s aparecem, cada um deles.

p;b vezes ;

:F : pÍ;2S2(âh} f pois todos os tratamentos que são se-
gundos assoclqdos de .h e segundos as-

sociados de s aparecem,. cada um deles,

pÍ2 vezes
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E somando (2

ci.ado de: h, obtemos

ç.l) para todo U que é segundo asse

kS2(Q-h)l;; r (k-l)S2 (ah) XiEPi.2si(ah)+pÍ2s2(ah)J

À.2[n2ah+p22SI(ãh) +p22s2(ah) ]:(2 .C.3)

:! .? : :':{ :]

o membro .direito da Igualdade acima fol obtido utt
llzando argumento semelhante ao da Igualdade (2.C.2)

Slmpllflcahdo a$ relações (2.C.2) eí (2.C.3) plenos:

ksl(Qh) : -Àlnlâh +st(âh},[r(k-])-Àlpi1']'2p12] +

+ S.2(âh) [-ÀIPll'X2P:12]: (2.C.4}

ks2 (Qh) ..-. 'À2n2ã:h+ sl (.âh) t-xipi2'x2pà23

+ s2(ãh)[r(k-]) -Àlp12'À2P22] (2 'C'5)

Existem dois métodos para continuar a analise. E-
].es são devidos a Rao (1947:) e":Base e: shlmamo.to (1952) .

O método de Rao consiste en\ eliminar s9(ãh) soman-

do as quantidades

x2Eâh.+ sl (ãh} + s2 (ãh) ]

a:pÍ. :'x :pÍ. 2 ' (xtpÍ.i+xzp;l2) (âh)+s2(âh)

as, relações . (2.C .2). e; :..(2 .c..:5);.,respectivamente

Àpresentamoa o nlétado de Dose e Shimamoto.
Podemos escrever (2.C.4) e (2.C.5) na forma
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:ksliQh) ; :'X].nlãh+allSI(ãh} + a].2S2(ah) (2.C'6)

kS2(Qh) ::'X2n.; .
': ah'+a21SI(ãh) +a22S2 (ah) ' (2::Ci:7)

onde all : r(k'li 'XIPtl':X2P12 Í a12 ã' ';ÀIPll'

:l;i::';: - l.pâl2'x2:pàã: ) a22 ' r K-u-xipÍ2'X2Pã2

onsi.deremob :êÀtão a êómblnação linear

ú : k:Qih;': :lkSi mP ' '2kS2tQh}

$uç'stiçuindo nas .relações (2.C.1) , {2..c.6} 'e (2.C.7)r

C

.: :';

temos:

LÚ : rk 'k-l) ãih'(ctXtni+c2x2nj2) ãh+ (allcl+a21c2'Xlk) SI (ahl+

+(a12cl+a22c2'X2k)S2(âh)

Devemos;escolher cl e c2 de modo que

kaQh +clkS:l(Qh).+ c2kS2(Q) ' rk(k-l)ah

]:sto significa que

-Xlnlcl'X2n2c2 . ; 'Xlk+allcl+a21c2 : 'X2k+a12cl+a:22ç2

fornecendo ,:

Xlk : {all+Àlnl)cl+(a21+X2n2)c2

rX2k :(a;]iZ+:À].nt) cl+ (a2:2+:X2n2) c2

ls4KuQH& (2.C.8) por determinantes, tg

}

Resolvendo 0 $

(2 .C . 8)

mos que
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cl
(2 .C.9)

onde

(all+Xlnl) (a22+À2n2) '(a12+X]n]) (a2].+X2n2)

DI : Xlk(a22+X2n2) 'À2k(a21+À2n2) (2.C.lO)

.D2 : X2k (all+Xlnl) -Àlk (a12+Xlnl)

Dente.tendo D por kaA/ temos, depois de alguma sim

pllficação

kzA={(rk-r+X].)(2k-r+À.2)+(À.].'x2) {r(k'l) (Pl2'Pz2)+12 (Pt2'XIPz2}

kAcl : xl(rk-r+À2) + (xi'X2) (x2Pi2'xl.Pt2)

kAc2 : À2(rk-r+xl) + (Xi'X2) (x2Pi2-xtPt )

Podemos escrever as so].uções como

rk(k-l)âh :(k-cl)kQ.h+(c2'cl)S2(Ç)h} (2.C.ll)

(k-c2)kQh+ (cl'c2)SI (Qh)

A matriz solução p fornece

k
Pií' : ''í'(t-l)

se h e i são leE associados

rlh: 1. i=2 se h e l sã0 299 associados
de Cgeneralizadainversaumae
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Desta forma, por (l..à.ia) , ternos cine'

2(k-c.)
..-k':'if'a2' se h e i sâo ].gs

l associ.aços
{

as!;odiados

2(k-c2)
i(]i:ii«'z , se h e i sã0 2.99

V(ã.h-ãj.):(Phh+pii'2phi)az (2 .C.12)

E, ã }lartir ua Defi.nação (l.E.l) , temos:
Para as comi')araçoes clo lç 'Lido:

zi z(K.-c.) : '-Ê:;ã&=-'- (2.c.13)

Para as cor:paraçõe:s do 2ç' tiPO

E2
2/r

2 (k-c.) )
r(k - l)

k - l
k-c.á

(2 .C . 14 )

Cair\o têr..os }vnl col11rlarêÇoes (to lo ruir.ci e +vn2 com-

ia.rações da 2o tiPO, o f.atar eficiência do T)manejar'eito,' é
a(1.<) T)OI'

E : ç! ["lEI'n:E:] : çliflÊi:õ:í ' 'ír-:a;ÍI U .c. in

!;X11iU:&Ç2 (2.C.l) - :'ara a }:,xeriJ-,]-o (2.D..l) , tel-los que

a2]. : '2; a12 : -] e a22 : 4-2 : 2

(4+2)(2+2)-(.-1+2) (-2+2) =: 6 x4 24

DI 4{2+2) -2( = 4 x4 = 8
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D9 = 2(4+2) - 4(-1+2) = 2 x 6 - 4 = 8

Assim,

:+: 4F :.+ . ., : #-4
2 (2-+)

ttft«' - =flh'. : % : : b',
l e j , 29g associados

H vai-â]) : -;'l;i;.u 4 1 í.é%: , {. ,

l e j, l99 associados.

': : 4$+ : -+, - .» : + - ','
':: : 4:3$-- : -:::én- : .%- - 4- : .,,;

: {.E.{'. ::.:ã - };pçp
EXEMPLO (2.C.2) - Pata o Exemplo (2.A.2) , temos que

a].l: 6: a12 : -l; a21 : -4; a22 : 2

D =(6+2)(2+4)-(-1+2)(-4+4) = 8x6 = 48

DI : 8.(2+4) - 4(-4+4) = 8 x 6 = 48

D. = 4(6+2) - 8(-1+2) = 4 x 8 - 8 = 24

Assina,

DI 48 . D2 24 1
cl : 'T' ' "iã'' : l e c2 : -6' : "iê'' : 'Í'

l
3

a) v(ã ai



3.11=g.:; : !ed
r (k -].) 2 x 3

fundos associ.aços.

2 (k-rc. )' :' 2 (4-].)
ü.....;2- .

r (k - 1) 2 (4-1)
Frei.roà..associados.

a) v(âj.-âj)

ü', i e ]/ pri

E2 :
k - l
k-c2

l

4-1
4-i/.2: :& :;+. ' . ',,''

l
:

i:r3i ]
s' ]:r] = -âê- =. 0.,88

2.D - PLANEJAMENTo$ pa:R 8LacoS iNCOMPLETos PARCIALMENTE BA

Ç4NÇfAPQS BASIAOOS EM CONA'IGURAÇaES GEOMÉTRICAS
H

os Planejamerltos por placas Incompletos Pare;i-a.ImeB

te Balanceados podem ser construídos através de vários niétg
dos, um dos qual.s apresentaremos no Capítulo seguinte. Mas,

alguns $1anejamentos : i.ãteressantes podem ser;obtidos atra-

vés de algumas configurações geométricas simples. Apresente:

mos aqui algumas..delas r. como . pustraçãQ.

ÍÍ

1. Da Geometria Projetiva temos o seguinte . Teorema de
Pappu$:

"Ni3m plano projetivo, sejam IAI/À2 e À3 pontos dlg.
tintos de uma linha r e B. , Ba e Bn pontos distintos de ou-
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tra ].unha s. Então os pontos Cl= A2B3.'A2B3' c2 'AIB3'A3BI e

C3 ..AIB2'À2BI est;ão :Ruína mesma li.nha". A notação AiBj,..AJBi
significa a interseção das linhas AIB.i .e À.iBI'.

Este importante teorema follnece a seguinte coREi.gy.
ração

-'. - '

1:.

Para a conflgu3fãçao-ac.ima:J. Identificando os pontos
com os tratamentos e :asl linhas cou-,ólÉ.. bloéós} teremos o se-

gui.nte PBIB:
.L-Ç

"&

. --''tAI'C2'SI :(ÀI'A2rA3); .S2- -''tAI'C2'B3); S3 :(AI'C3'B2)

S4 ;(A2'C3''131); S5 :(A2'CI'B3); S6 :(A3'c2'Bl}

S7 - (A3:;ei:,B:2j'; $8 = ';(éz;ê2'.(p';lÍ'; S9 :a (Bz'B2'B3)

O qual tcll] parâmetros dados por:

v:=9' .b.=9:,: .r,:3:,; k =3, ::À] =lP .x2: op. .n].: 6 e .n2-: '2

Pi.l.p'3::,..P:.2: Pil:: 2+- pi2: pa2 :'pz2 : oí É)z'l :6 e ;:$ã2: ]'f
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onde o Ótupo das primei.ros aséoci.idos de um tratamento.:.é àó

fíniaó calmo ó conjunto ãos=pontog que estão na hesrna linha
que o tratamento .considerado.

2. P.i.nda da Gé(5metria Pfojetiva, temos o seguinte

T'eorema dos l)ois Triângulos de Desarguesi

"Se dois triângulos coplanares são perspectivas de

um ponto P,;"êle'+:.g.qo.perspectivas de uma linha.pr e Inversa
mente."

lqõs di.zemQs que dois trlânguloé 'sâo perspectivas

de um ponto P se os:':seus vért;ll,ceé. estão em correspondência

1 - 1 de modo: que---õÊI pores de, v8rtlces correspondentes estão

em ].ilhas que çonéorrerR-..po ponta P. Pot exemplo:

\

Os triângulos ÀBC e A'B'C' são perspecti.vos do poE.
to P. o qual é chamado de centro de perspectividade

[qõs dizeirtos que dois triângulos éãõ: Õerspectlvos de

uma linha p se os seus lados. estão ein correspondência ]. -l

de: modo.:que. os pares de ].idos correspclndentes s.e Intercep-
tem na linha p. Por Crer:tolo
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Os tri.ângulos ÀBC e A.'B'C' são PQ:rspecti.vbs dà'- ].l

nha p, a qual é chamada de eixo de perspeçti.vldade:,

O Teorema de Desarques nos fornece a sequ.ante ;con

figuração: )

Para a confjquração acima. Identificando coh os

tratamento e as linhas com os blocos, temos.o seguinte PBIB
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S]. : (P ,Ài'À2) ; S2 : lll(p ,BI'B2) ; S3

S4 ' (AI/Bl:'C3); s5 .::; (ÀI'CI,B3) Sõ

S7 : (À2pC2{.e3')::;. $8-, (À3 ,'BI',CI')''Z' S9

S10 :' CA3 ''B.3'C3).

O qualttcm parâin\etros'::dadas

CP ,CI,C2)

(À2 , B2 ,C3 )

(A3 ,E2'C2) e

v=10, b=10+ r=3, k=3, xi: t, X2: o/ nl: 6 e n2 ;3

3; pl2'pài: pÍ.2:plii;: 2. p;2: i, píx
onde o grupo dos prir:leitos BSSOCicRdO:s .de um trataptento é de

finado como o: conjunto dos ])oi]to.s .aue ':estão na üegma ].i.niaa

que Q tratamento dado

3 Consideremos o ]'Léxâccit-o regular da figura abai-
xo

:\.

Na figura acima., icientificàhdo os vértices com

tratamentos e as faces con os blocos, obtemos o seguinte
PBIB:

SI ;'e : ;(1/.2r3,4):.; S2 C:i ;2.5 ,6)::' s3 (1 ,3 ,5, 8)
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S4 -(2,4,6,7); S5 *(3.4,7,8} e S6 =(5 6,7,8)

O (ruãl tem paráiaetros dados por:

V=8; b=6; 4=3; k=4; Àl=2; n:l;3; X2:l; n2:3; À3:0; n3:l

p3. i:p 1. 3 :p;2:r' ài;pà3:f'Í2'pã i:p;3:pâ2:pii :p3. 3:pâ2 :p33:;'3 l
pã2:l'â3:o ; pà3:pà2:píi:1'3i:i e pi2:pâJ.:Dali:p32:2.

e

onde o grupo dos ]l)cimeiros associados do tratamento ié o

grupo dos vér'ticés que estão na mesma aresta aue l e o qru-

pó dos segundos associados de ié o grupo dos vértices que

estão na mesma: diagonal de face que o tratamento l
Ainda baí;dado. no hexaedro, tomando como ])].ocos ca-

da grupo ãe arestas convergentes, obtemos o seguinte PBIB:

SI : (1,2,3.5); S2 : (2,1,4,6);' S3 :(3.1,4,8);

S4 :(4,2,3,7) ; S5 -(5'.1,6,8); S6 :(6,5,7.8);

S7..:T .,(7,4.6,8) i.e,.;S8l::(8,3,5f7)

Os parâmetros É'ão dados por:

v=8, b=8, r=4. k=4. Àl:2r nl:6r À2:0r. n2:l

pi.i:4, pi2:ptl:l, pt2:pz2:pzl:pz2:0 e pzl:6

O grupo dos primeiros associados do tratamento l é

o qru;lo dos vértices que estão na mesma face que l

O mesmo PI)IB acinta pode ser o})tido da fi.pura a se

guie. a qua]. representa dois tetraedros, u)n ínscri.to no ou
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tro

Cada bloco é formado por cada face de um tetraedro

e o :verti.ce oposto :do outro. Dois tratamentos são pri.melros
associados se n$o estão opostos em re].ação a uma face de um
dos tetraedros.

Podemos observar que as configurações acima nos peE

iltltem esquematizar as associações entre tratâllteHtos . Essa

ideia de montar "esquemas de associação" para os tratamen-
tos de modo a obter um planejamento PBIB é devida a pose e
Shi.marnoto (1952) . O contei.to de Esquemas de Associação ::é ob
feto de nossa discussão no Capítulo lll



CAPITULO lll

csQucnAS DE ASSOCIAÇÃO

Os planejamentos parcialmente balanceadas foram ig

traduzidos pela :primeira vez por R.C. Dose em colaboração

com }Tair (1939} , como uma extensâó dos Blocos Incolrlpletos

Ba[anceados (BIB) (Yates, 1936; Fisher e Vates ].938; Dose,

1939(. Desde então, muito traba].ho teórico tem si.do desen-

volvido a respeito e tais planejamentos têm encontrado vas-

ta aplicação em problemas práticos. O trabalho inicial foi.

desenvolvido por Bode e [Jair Quando eram membros do ]ndían

Statistical Instituto , fundado pelo Professor P.C.Mahalano-

bis, ele próprio particularmente interessado na discussão

destes plcanejamcntos. A defi.feição de PBIB foi ligeiramente

modificada por Fluir e Rao (1942) , e foram i.ncluídos alguns

casos especiais. Uin novo passo foi dado por Dose e Shimanlo-

to em 1952. com a introdução do conceito de esquemas ;de asse
ciação, baseando a definição de PBIB nestes esquemas.

Passemos então a uln estudo sucinto dos esquemas e

aos PBIB's por eles gerados.

77
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3.A ESQUEMAS OE ASSOCIAÇÃO E eBIB'$. ÇEB40PS

!.!E..l.!.!:Ç89. (3 .A.l) - Dados v tratamentos, decotados pelos ng

meros 1,2....,v, uma relação entre eles é dito um esquema

de associação com m classes, se satisfaz as seguintes conde.

Çoes:

a) Quaisquer dois tratamentos são pri.melros ou segundos

ou ... m-ési.mos associados, a relação.de associação

senda si.métri.ca, isto é., .se o tratamento Q é i-ésimo

associado do tratamento B, então 3 é i-ésirno associa
do de a

b) Cada tratamento a tem n4 i-ési-Idos associados, o númS.

ro nl sendo independente de u

c) Se qucaisquer dois tratamentos a e B são i--ésimos as-
sociados, então o número de tratamentos os quais são

j-éslmos associados com a e k-ési.mos associados com

B é plk e é Independente .do par de i-ési.mos associa-
dos a e B.

Os números v, ni' p.ik(lrj,k=1,2,...,m) são os p2.
râmetros do Esquema de Associação

EXEMP:LO (3 .A.l) - As cona.durações geométricas apresentadas

na seção 2.D fornecem re].açÕes entre seus pontos que satis-

fazem a defi-feição de Esquemas de Associ.ação.

g!!.!.E.l.ÊAO (3.A.2) - oado um esquema de Associação commclaE
ses, teremos um PBIB com r repetições e b blocos, baseado
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neste Esquema , . se

cos de n\anel-ra que

a) Cada b].oco contenha k. tratamentos dista.ntos.

b) Cada tratar'lento esta contido em r blocos.

c) Se dlois tratamentos a e É! são i--éslinos associados,eB

tão e].es ocorrem ljuntos em Ài blocos, o número ÀI seB
do independente do par de i-ési.mos associados a e Br

( j.=]. , 2 , . . . ,Ú)

Para um PBIB baseado em qualquer Esquema de osso

fiação, os parâmetros do escluema serão. chamados :de parâme'

Elos do 19 ti.po e os parâmetros adicionais b, k, r e ÀI se-
rão chamados de parâmetros do 29 tipo Se o esquema teú m

classes o PBIB gera denotado por PBIB(m)

As relações entre os parâmetros do ].9 e 2'? tipo a-
qui definidos, são as mesmas já estabelecidas na seção 2.B.

À definição (3.A.l) para Esquemas &: Àssoci.ação não

é minimal, isto é, a constância de alguns parâmetros pode

ser deduzida ã partir de outros. Para Esquemas de Associa-

ção cona duas classes, 130se e êlatviorthy (1955) provaram os
seguintes lemas:

LEMA (3.A.l) - Considere uma relação de

tratam\entoa , satisfazendo as condições

a) Qual.squer dois tratamentos são primeiros ou segundos
n a e r-\ f- 1 = r-{ /'\a

emb blotr atanentospoderá\os arz'andar V(

entre Vassociação
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b) Cada tratamento Lera nl pri-melros associados e n2 se'
gundos associados.

c} Para qualquer par de tratamentos, os quais são pri-

meiros associados, o número pii de tratamentos" co-
muns com os privei.ros associados de um e primeiros

associados de outro é indepenaénte do par de trata-
mentos inicial

Então, para todo p(ar de primeiros associados entre
ós v trataüehtos:

pi2' Pi]. e Éli2; sãó constantes e pl2::p21

LEMA:.(3.A.2) -.:Seja uma relação qe associação entre v trata:

mentos, satisfazendo as. co:ndiçÕes.: (a:) e (b) do Lema (2.A:l)
e a condição

c) Para qualquer par de tratamentos, os quais são ;::se

gundós :asÉóciados, o número p;l]. de tratmnentos que
são comuns com os: prin\eiras associados de um e pri'

melros associ.aços do outro é index)endente do par de
tratamentos ini.ci.al.

Então, para todo par de segundos associados entre
os v tratamentos , as números :

P;j2 r P2] e.P22 sãa constante:sl'e pÍ2: p21

Nenhum dos Lemas precedentes implica no outro. Co

mo contra-exemplo consideremos a relação de associação en
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tre os v =7 tratamentos

ie9 ASSOCIADOS 29: ASSOCIADOS

2 ,4 ,5 ,7 3 ,6

1 ,3 .5 ,6 4 ,7

2 ,4 ,6 ,7 1 ,S

1 .3 , 5 ,7 '' 2:;6

.1 .2 ,4 ,6 3 ,7

2 ,3 ,5 ,7 1 ,4

1 ,3 ,4 ,6 ' 2 ,5

Para a relação acllBa nl:4 e n2:2. Para qualquer'
par de tratamentos a e li os quais são segundos associados

temos que pil: 3i Independentemente dé u e :B. Logo, o Lema

(.2.A.2) é satisfeito com p3.2 :p21 : l.:e. pâ2:?:o.Entretanto,pg.
ra quaisquer dois tratamentos a e 13 os (duais são primeiros

associados ,. «ternos due :,pll é l ou. 2
Grande parte das pesquisas sobre esquen\as de:. asco

ciação estão relacionadas com os planeia'bentos corri dua.sclaE.
ses de associação PBIB(2} . Extensas coleçõeÉ:de planejainen-

tos PBIB(2) forais obtidas [.or Dose e Shimamoto (1952) e por

Base. Clatv/orthy e Shrikhande (1954)
Ern vista dos l;elas (2.A.l) e (2.A.2), a condição

(2) da Oefinição (3.A.l) pode ser substituída, para o casa

particular m =2 pela condição
(c') Se qualquer par de tratamentos a e í3 são l-ésimos

TRATAMENTOS

'1

2

3

4

5

6

7
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assoélados,o número pill (l:lr2) de tratamentos que

são comuns'cola os primeiros associados de a e prl'

melros associados de B é independente do par de l--

éslmos associados a-e B.

As relações entre os parâmetros podem sêr escritas
na forma mais simp].ici.fJ.cada:

n[+n2: v'l; n]l].+n2À2 :r(k-l) ; p]]+pi2: n]'l; p]].+p12 :n]'l

pài+pi2;n.2; p21+p22:n2'l; nlpi2:n2pzl; nlpi2:n2pi2

os parâmetros pilk (i,j rk=1,l2) podem ser. convenientemente eg.
cri.tos na forma. de matrizes simétricas :

,:-E: :i31 .: 'í4

3.B - MATRIZES DE ASSOCIAÇÃO - SUAS PROPRIEDADES AL:GÉBRICAS

E AP LICAÇÕES

Para um Esquema de Associação com m classes, pode
mos definir m rnatrízes vxvi

1, se a e B sao l-éslmos
associados

B.
l q-.. »:. ( 3 .B . ]. )

0, caso..contrario

O elemento b:B pertence ã a-ésima linha e B-ésima
coluna de BI' Podemos verificar que as matrizes BÍ (i=lP2P
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,m} sao simétricas e a soma dos elementos de cada li.nha

ou coluna é Igual a n{
Considerando que cada tratamento é seu próprio 0-êi

cimo associado e de nenhum outro tratamento, ternos que

BO:lVp n0:lr poj=ni6ljr pzk:Àik' À0:r(3.B.2)

onde 6..i é o símbolo de Kronecket

E as relações parametrlcas em 2.B podem ser escri-
tas:

( 3 .B . 3)

.}.n.Àl:
rk (3 .B.4)

n
j:

( 3 .B . 5)

l
njpik (3.B.6)

As matrizes BOrB].rB2p. .. rBm são chamadas de matri-
zes de associação dos tratamentos, (ilo esquema de associação.

Dados dois tratamentos a e 13, eles são primeiros,

segundos, ou .. . , m-éslmos associados e portanto somente um

dos elementos b:o'bàB'. ..rbl:B é igual a 1. Desta forma,

: }lnBi cv,v ' (3'B'7)
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Ái.ém à:i.s;liol, Ééió mesmo fato ,

m

:!.':':( 0 :v,v ( 3 .B . 8)

se e somente se c0:.cl: '...: = 0.
Portanto, as funções lineares de BOr Blr B2l'''fBn

..m as;naco vetorial de dimensão m+l com:..base (BO/Blr'formam um

,Bm)

Dados dois tratamentos a e Br OS quais sao i-ési:

mos associados, o elemento da cl-ésima linha e B-ésima colu-

na de BEBI.. pode ser Interpretado como o número de sín\bolos
comuns com os j-êsimos associados de a e k-éslmos associa-

dos de B. Desta formar temos que

BJBk : :}.-$*':,j ,k=0 , 1 , 2 , . . . rm ( 3 .B . 9)

Isto sIgnIfIca que a operação de multiplicação e

fechada no conjunto de funções lineares de BOrBIP '''pBn' Cg

mo tal conjunto tem estrutura de grupo comutatlvo com a op9.

ração de. adlçaop temos que .o conjunto das funçoes lineares
de B.íBi l. ..+B. tem este.neura de um anel com el-evento unida

\J .A. dlbb

a qual gera uma ãlgebra llnéaí' associativa se os
coefl

cientes das funções llnearea forem elementos de um corpo.

A multiplicação das matrizes B l é comutativa. pois
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'k':j : 'i':l : UJBP' : (:}.pàk'l.)

B .B. ( 3 .B . IO )j k

Cloro consequência de (3.B.IO) , temos:

pljk ' pKj

Como a multiplicação das matrizes BI é associ.atava,
temos:

i': '?,i'*' - .{.ri;*'*.'. : ''.?,;''* i .!.Ir:i'is'f: (3.B.ll)
' ; - ! - .' .

A independencia de BOrBlr. . . rBm Implica que:

plu : àp:jpuk (3'B'12)

Defi.nabos agora as matrizes lli por:

H, = (pt;) = 1 '' ''' ''.1, i=].,2,...,m. (3.n.13)

Em termos de matrizes HI' a relação (3.B.12) ímpia.
ca que:

ajak : .11.pjkltj. (3.B.i4)

k j

In i
: :à.pl;k'*

li pjk'í.i:o

jX

in
P01 P01P01

-T:Pli Plik
(P

P=j.P. Pni

m

H
i:o



86

Assim, as matrizes 111 multiplicam da mesma maneira

que as matrizes Bi' Podemos veria.car facilmente que !10rRlr
. . rllm são linearmente independentes e portanto formam uma

base .para o espaço vetorial de di.mansão m+l, combinando da

forma que as matrizes Bli:, tanto na êdlçag como na multa.pli-
cação. Isto estabelece uma representação regular em matri-

zes (m+l)x(m+l) .da ãlgebra das matrizes Blr as qual.s são mg:

trazes vxv

Desta representação regular podemos obter o. segtain

te Importante resultado:

TEOREMA (3.B.l) As raízes características di.stintas de

B
IR

j.:11.'i'i
(3.B.15)

e as raízes características distintas de

:!.'."*: ( 3 .B . 16 )

sao as mesmas

PROVA - Sejamf(À) e g(X) os polinõmios mlnimais de Be Rrreg.

pectivamente, os quais são-m8nlcos: o termo f(B) pode ser e31

pressa como

f(B)
m

:!.'-': (3 .B. 17)

cuja representação em matrizes (m+l)x(m+l) é dada por



87

i!.':".
(3.B.18)

Como f(À> é o pollnõmi.o minimal de Bf temos que

f(B) = 0v,vr o'que nos fornece d0:dl:d2: ''' :dn;0 e pol.
tanto f(]1) = 0,, ,.. Como f(R) = 0 e g(À) é o pollnõmlo mInImal

de H, concluímos que got) divide f(À}

Oe manelfa áhãloga. podemos mostrar que f(À) vivi.

de g(X) .- Como f(X) e g(À} são pollnõmlos mõnicos, temos que

f(À) =g(X) , e isto garante que as raízes características dis
tintas de B e R são as mesmas.

Como corolário imediato do Teorema aci.ma, temos:

r

COROLÁRIO (3.B.l) - Se N é a matriz i.ncldente de um PBiBre2.
tão as raízes características distintas de

NN' = rB0+ÀIBl+ (3 .B. 19)

e

rRn+À. ll.+. ..+À..R.( 3 .B. 20)
sao as iQesinas.

Este resultado fol primeiro obtido por Connol e

CJaülorthy i(1954) por um método longo. A. presente forma é dgi
vida a Base e Mesner (1959) . Connor e Clatworthy também de-
terminaram as raízes características de NN' e suas multlpll

cidades para o caso m =2. As três raízes distintas de NN'
sao:
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80 : rk, 8i = r-ê{(Xl-À2)[-y+(-]} 'P'K]]'(X3.+X2)} (3.B.21)
i=1,2

onde

'f :pÍ.2'pl2' B: pi2+p;l2' A ''Yz+2B+l (3 .B . 22)

Sejam a0' CLI e a2 as multlplicidades das raízes 00,r

81 e 02r respectivamente, de fgNt. Se o planejamento é cone-

xo, então 00 .é uma raiz slmpJ-es e portanto a0: 1. As outras
multlplicidades satisfazem:

al+a2

e (3.B.23)

&-r (NFI ' ) vr ; rk+c1lQl+a202

Resolvendo o sistema de duas e.quaçoés acima. temos que:

2 l 2:./K l

É interessante notar que as mu].tiplicldades depen-

dem somem.te dos parâmetros dó esquema de associação com m

c].esses, e não dos parâmetros: dõ PBIB. Além: digno, cona as

multlPli.cidades são números i.nteiros , isto impõe uma condi-

ção necessária para :a :existência de algum esquema de agso-
clação com m-classes.

=l::Z +(-].) l r(n].+n2) + y(nl+n2) , i=1,2 ( 3 .B . 24 )
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3 .C CLASS l F l SACÃO:' OOS PB l B ( 2)

Dose e Shimamoto (1952) classificaram todos os

PBIB(2) conhêcldos em cinco tipos. os PBIB"(2) simples são g

iiÜeles para os quais Xi ou X9 são nulos. os outros Q91tQS'
pondeh a un dl)s; àegulntes esquemas: de associação. Gfixpo Dl-

vlsÍve]. (GD) , Txlangular, Quadrado Latino e CÍclIco,oa'quais
podem tambén gerar'planejamentós simples .

Vamos a seguir'li ãesêi'aves e exemplificar cada um

dos quatro últimos tipos de esquemas e alguns PBIB(2) gera-

dos, com propósito puramente Ilustrativo e não exaustivo.

3.t (a) -

Neste esquema existem v =m.n tratamentos, os quais

são divididos em m grupos de n tratamentos cada. Dois trata.

mentor pertencentes ao mesmo grupo são p1lmel,ros associados
e dois tratamentos são segundos associados se pertencem a

grupos diferentes. Tal esquema pode ser exibido escrevendo-
se os h.n t;atadéú.tos na ici5l:üà' dé um êL;tanjo rétãhgular no

qual oã ttatamentoÉ aã: iü :úé:shb ;d;Üpo óclípàm :a màéhéi' l i.nhà .

Podemos ver facilmente que os; parâmetros' ao esque-

ma de assoclaçãc> assim db€1dósi }são :

v = m..n,:-'h.;.:= :i)JI e nb = }i: (ln-l)



0

n (m-l)PI
n - l

n (m- 2)
(3.C.l)

Diversas séries de PBIB's podem ser obtidas à par-

tir deste tipo de esquenta de associação. Pe].as relações

(3.B.21) e (3.B.24) temos que as raízes características de
NN' são

00: rk; QITZ'k-À2v:e. 0;2:=''À.l
com mu]t]p].lcidades

aO : 1; al :. m-:l: e a2: m(n-l)

(3 .B . 2)

.EZIEEE.LO (3.C.l) - Para m= 4 e n= 2, denotando os tratamen-

tos por ].r2......8. o correspondente esquema GD pode ser exl
lido como:

1 ' 5

2 6
3 7
4':: 8

O primeiro associado dó tratamen-

to l é o tratamento 5 e os segun
dos associados são os tratamentos

2{ 3. 4. 6, 7 e 8:

Um PBIB trivial baseado neste esquema pode ser ob-

tido tomando-se para blocos as combinações das linhas duas
a duas. Tal PBIB,dadojpor:

SI :(1,5,2,6); S2.:.(lf5;(3,7:); ,s:3 ;:.(1.,5,4,8)

S4 :(2/6.,i3,7): S5 ::(2f6,4,8) eS6::(3,7,4.8) ,

tem parâmetros do 29 tipo dados por



91

b = 6, r = 3, k = 4, XI = 3 e À9=l

Dependendo dos valores..das raízes cqracteríqtlqas
de NN' , os Planejamentos por Grupo Divisível foram subdivi-

didos em três classes por Base e Connor (1952)

1. glngulares. se "r

2. Semlregulares, se r-Àl> 0 e rk-X2:0
3 .:': Regulares ,:-:ge jt'=)115 } 0 :e rlt

3.C (c) - .Elg.ugm.g dle AssoélgçãQ ItripolKJqj

Para este esquema, tomamos .um quadrado HXH e preeB

checos as 111É111:ll posições acima da diagonal principal .::: CQq
tratamentos diferentes , tomados em qualquer: ordem. As post'

çÕes da diagonal principal são deixadas em branco. enquanto

que as posições abaixo desta diagonal são preenchidas de mg

do que o esquema seja simétrico em relação ã diagonal. Dois
tratamentos na mesma linha ou coluna são primeiros associa-

dos e segundos àssoclados em caso contrario.

Os parâmetros do esquema asse.m obtldós são dados

por:

';:n-gÇD., ': ::á-. . i;l: Cn-:2) (m-3)

Ü

2m-8

(m-4 ) (m-5)
2

(3 .C . 4)
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Uma classe trivial de PBIB's baseados neste esque-

ma pode ser obtida tomando-se cada fila como um bloco.Os pâ
rametros do PBIB assim obtidos são dados por:

b= m. r= 2:, k:: m-]., XI :.]. e X9

Pelas relações (3.B.21.) e (3..B.24), .temos que as

raízes .características de NN ' são:

80:rk; Ol: r+(n-4)Àl-(n-3)i2 e Q2:;r'2Àl+À
com mu].tlpllci.jades . ( 3..C. 5)

'oT -il-. -! : p-x :p 'a F e..ÉE:Z

EXEMPLO (3.C.2). - Para m= 5, denotando os tratamentos por

1,2, . . . ,10, o correspondente esquema triangu].ar pode ser e-
xibido como:

X

l

2

3

4

l

X

5

6

7

2

5

X

8

9

3. 4
6 7

8 9
x IG

10.. x

Os primeiros associados :do tratamento: l são os trâ
Lamentos 2, 3, 4, 5, 6 e 7 e os segundos associados são 8,
9 e 10. 0 PBIB :tri.vlal baseado neste esquema é dado por:

S]. : (1,2.3.4); S2 :(1.5,6.7); S3 :(2r5r8,9);

S4 :.::..(3.6.8f10) e S5 : (4P 7r9=,JO).,

cujos parâmetros do 29 ti.po são:
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k = 4, À].: l e À2: 0.

EXEMPLO (3.C.3) - Pode haver mais de um PBIB baseado no mes

mo esquema de associação. Existem pelo menos mais três base
idos no esquema tri.angu].ar com m= 5:

X].: l e À2 : 0

]. : .(1'2,5); S2:-(8f9p10); S3 :(2,8p3);

S4 :(7:5.9):; $5. : .(9.4..2); S6 :(5,6,8);

S7:(3t10,4); S8.:(l0,7,6); S9.:(4.11,7)

e; S].O â (6 r3,2}

b) b = 6. r = 3, k = 5, ÀI : l e À2 :2

SI :(]'P8P9r7,3); S2: (1,8,4r10P5); S3 :(8p4r6f7r2)

S4 :(4r6,9,5,3); S5:(Ir6p9r10p2); S6:(l0.7r5,2,3)

c) b = 10, r = 4. k = 4, XI = 1 e Xo =2

Sl:(2r10r6,7); S2:(lO.1,2,5); S3 :(7.3p8r2);

S4 :(6p'2,9,4); S5:(lí9,10,8);.S6::(5.4,3.10);

S7 :(8,7,4,1); S8 :(3,5/7,9); S9 :(9,6,1,3)
e Sln : (4r8r5,6)

f

S

b : 5

a) = 10; r = 3; k = 3;

kf

3 . C (c)

Considere v= k2 tratamentos, os quais podem s:r dls



94

postos em um esquerda kxk. Por exemplo, se k= 4, os tratameD.

tos, denotados por ].,2, ...,].6, temos. o seguinte esquema qug
arado:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 ll 12
13 14 . 15 16

(3 .C.6)

Para o caso r= 2. Isto. é, no esquema L2, nos defi-
nimos dois tratamentos como primeiros associados se eles o-

correm na mesma linha ou coluna do esquema quadrado e segue

dos associados em caso contrario. Os parâmetros de tal es-

quema são dados por:

2(k-l) e n2 : (k-l)z

2(k-2)

(k-2)2.

k - l

(k-l) (k-2)

( 3 .e . 7 )

(k-l)

No caso geral, com 2 sr sk+l, tomamos um conjunto

de r-2 quadrados latinos mutuamente octogonais (se tal con-

junto existe) . Para o esquema de associação LFp nõs defini-
mos dois tratamentos como primeiros associados se eles ocogl

rem na mesma ]inha ou co].una do esquema quadrado, ou se e-

les correspondem ao mesmo símbolo de um dos quadrados lata.-

nos. Caso contrãz'io nÕs os definimos como segundos associa-

dos. Os parâmetros da Esquema de Associação Lr aão dados
por
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v : ka, nl : r(k=1), n2 (k-].) (k-r+].)

(r-2)+(r-l)(r-2), (r-l)(k-r+l)l
1 0

.(r";l)(k-r+l) (k-r) (k-r+l)j
PI ( 3 .C . 8)

r(r-l)
P

2 r (k-r) (k-:r) z+ (r-2)

r(k-r)

A c].asse trivial. de -PBIB's baseada em L. é obtida

tomando-se por blocos- as linhas e colun=as do esquema quadra
do e. em cada um dos ru2 .quadrados latinos, os tratamentos

correspondentes 'ao mesmo símbolo. Tal classe tem parâmetros
d0 2ç;tipo dador por:

b = kr; r,k,ÀI = 1 e Xo 0 (3.C.9)

Pelam relações (2.B.:21); e (2.8.24), temos que as

raízes características de NN' são dadas por:

00 :z'k; 8]. : r+(k-l') Àl--:(k':r-FI)'À2 e 02 : r rÀl+(r-l)À2

.éom mu]t]p].lcíããdes

aO : ll al : r(k-l) é a2 (k-r+l)(k-l)

EXEMPLO (3:.C.4) 2 Para rà 4, temos o esquema L4' Para k= 4,
temos:
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ESQUEMA QUADRADO [Ll]

1) i ;.2 :.{ 3: :. " 4

2. 1.: 4 3
.q L . :';f

3 4 1 2
4 3

[L2]

i.' : É 2'l: 3 4

3 4 :. 1 : 2

4 3 2 1

1 2 3 4
5} 6 ':7 81

9 10 ll }2

13 14 15 16

t

Para este esquemas o$.:tratamentos que são prlmel

ros . assoc4:idos..,do : &rqçqNeDtp :lX Ís$P :

=.(tratamentos :'qiie :,estão:.:Àà mééma 'iaiiha'l

S, .6, 8: :3, :11 ' iS.:.l:91:ç'4:Wq:q',,$sq"qmq,::q-qr ; J

).Tã':.{. ': ;í;.:: } : a i; l.tratamewtõg:-ãüe {'éõtí'espondéh;bo -,éê-J'l

4, 10 e 13 jçuema quadrado, 'ãs polslçg:es.})dQ,..:4:jenl
tEL. ] .r

tratamentos que correspondemrno es-l
queda :.quadro.dg ã à.s «P:Q91ç.Õç.q: !.do l em l

[L?] .. . . ,:: -.'-:,:, .:..-.:,]

\

;.. ! )'

h

1, ].2 e 14.

Os segundos associados: do ÇTQ.lamento ::.7 :sãQ:.:2r 9 q ...16 .

O PBIB trivial basç4do nq .es:q.Pena acima é dado por:

a) Linhas e co].umas do esquema quadrado:

(Ir2r3í4); S2 :(5,6,7í8); S3 :(9,10p11,12)}.

(13r14f15r16); S5 :(1,5r9f13); S6 :(2r6r10,14);

S7:.:=.:,(:3.p'Zr1lr;15) q. S8 : T(4f8P12:f1,6l'

b) Tratamentos que, ; no esquema quadradorcorrespondem ao
mesmo sÍmbo].o em [L. ] :

sl

S4
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S9 : (l.:6';all)ilé):j éXÓi'=, <2):9:iZ.24i.S)-i' Sll..;.'= í-1:3,8,9914}

% sl2 : q4:, 7'+10;13)

c) Tratamentos- qüei; :'nd eBqüéüà quadradoíéqrregpondem ao

:mesmo sÍ.mbQ]o..em [L.):] :

S13 :(lr7r12r14) ; S].4:q (2} 8r11113) ; SÍ.5:=:')€1a-/S:.i'lO,i6)

(4 (6:,;0',t5y-,'

:} 'r f): {?!'í '=ãí-. }:f '{ {l} í n;''-

cuj os parâmetros do .:2ç';:..tí:pp..: gpQ; ,]têadqR.::pql;;j

b =.16-, i.t.e} 4' , .]s.=;:.4 { .ÀI.=É:l € .À 2:'p-iq .

3:C (d) - Ejguemas de A$$gçlqçõgg 'CÍiliêÕls
: {:i ::; .i f{

:J I'j'lí'. 1:: }'1:3 $'

Sejam os v tratame.ntogídenotados pelos v inteiros

,v-].. Sejam dlrd2r. :..'Pdní nl.,Inteiros satisfazendo
as seguintes condições:

a) Os números d.i são todos di.ferehtes
+ + + r AJ'l f

b) Entre os nl(nl-l) diferenças ''aj=aj ' jredÍiztdas ;ãÜJ mêl:
nor Inteiro poslti.vo:'mÓdullÓI'#,: cada . un. dos números

t.dlra2r.''6dn. ocorre g vezes'enquanto cada um dos ng

meros el'e21:l-' '.ç;4n. ocorre .h vezes, orlde os números
tôdas diferentes 0 < e: < v

v-l}

2[

}

)T.'}

jÜ1,2,
J ,-

:} 'X..i:. .} t! :- .-e:

{jet;(e.2#'. ,d- {d e f2'
!

n
=j: ?f; 9 {
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e)' O cona.unto b = {ai'a:l, . .:. 'dn. } é tal que

D : {=dlr-d2r

Claro, é rié:cessãrlÓ :que: ti:lg+n2h : nl(hl-l)

O conjunto dos privei.ros associados do tratamento
i ê definido:como;

(I'il3ll i.+a=j;. :. .j.i n.)(mod v)

e o conjunto dos segundos associadas como:

(I'F:el'l+e2' ' ' ' 'l+eno)(mod v)

O esquema.:de ..;associação assim ldefinLdq ÀI :tem parâtng

Eras dados por:
.2j

-i

.]

vP;..nlr n2

; ..'f ';;! ! ;

(3:.C :10')

PI
g

1.:-ç:- l
P2 -nn

X

Todos oa esquemas de Assoclaç:qo Cícllcós donhecl-
dos tem parâmetros dados por::' l.;i;: : ; ' 'i

v = 4t+l;'nl - ngü:2t

"' -:.

1 1-

:..b
Somente as con4íçÕes (a) e (b) foram incluídas na

definição de Esquemas de Associação Cíclicos de Bode e Shí-

P

rl (:. l l }

:PI



99

marnoto. Nandl e Adhikary (1966) mostraram que as condições

(a) e (b) definem um Esquema de Associação cóm duas classes

se h =g, mas não quando h# g. Eles impuseram a condição (c),

a qual é automaticamente satisfeita se h=g, para definir

um esquema de associação mesmo quando h # g.

Pelas relações(2.B.21) e(2.B.24), as raízes ca-
racterísticas de NN' são dadas por:

00 : rk.: OI n r+ -'7-(,''ç- 1) - 'l;(;©+ l)
(3 .C . 12)

/L= 1 , :;/\n

' ' wç ;: i.j + :#(.4- u
CQm multiplicldades

aO : lr al : 2t e a2; 2t

EXEMPLO (3.C.5) - Tomando v=13. temos que os números

d].: 2í d2:5r d3: 6r d4:7r d5: 8 e d6: ll

satisfazem(a),(b) e(c) com g=2 e h= 3.

O conjunto dos primeiros associados dotratamento 5
ê dado por:

(5+2r.= 5+5f; S+6,. ;5+7, .5+8, 5+11) (mod::13)

QU seja

(7',' 10,' ll , 12. 0 , 3)

Um PBIB baseado neste esquema é obtido tomando-se

para blocos o desenvolvimento cíclico de. (1,3,9) (mod 13).rlg.



SI ..?:,(l,-i31:g-)í;:...:s2 .:(2r4.f1.0) ; S3:(3r5.11);

S.á'ü (4';Õ;ZZ)';''.Sb' :(5f7'p0);' S6 :(6+8fl)

é:7 :(7;'0.2jj S8:(8,10,3)'; S9 :(9.11p4);

slo&(lo'1.2,5);sll:(ll'oT6) lsi2-:(i2.i,7) ;

j',- ::.- {>: ?;e.s13; :jl(0«2..8),

cujos parâmetros do 2Q tipo 'sãõii.dados por':

.i: :b:=li3:, in 3;p;'::k&'3.: ÀI :;l e :X2 ü 0.

Outlq-....RBIB...casei:!qQ.lIDo mesmo : esquema pode ser obti

do tomando-se para :>.lpçf?s .:q, qe;sexy'Q.lyimento cíclico de

/

?; :} E: 'i,[: .í ::

r'\. f-H

'!: ( ;] .i.

(1, 2 .4, 7.9 . Q) (mod 13)

o qual terá.parâmetros do 29 tipo dados por
j'}

.L.{

: 3.
\b= 13, r = 6, k = 6, À. = 4 e X?

Tabe[as de .PBIB : com. duas. c].asses de associação. ;íiq=.- - .- ;L'.. \ '.JB ...«-l

ram preparadas por Base, Clatworthy e $hrikande (1954) e
{-!'i:!..g{6.,f Í':'i:{ ...)}... ;::..}:l!.t;..f. \;i;' }' 8\-:':. ! fÍ

mais tarde estendidas por Clatworthy (1956) . Nas 1954 cabe-.

las, os parâmetros de 27 p]anejamentos s]mp]esr 283 p].anejg.

bentos por êiubü":blvisívé1 (124 slddulares, 91 sexo.-regula-

res e 68 regu]ares) , 36 p]anejamentos tr]angu]ares, 20 ::P].a=

nejamentos por Quadrado Latino :.e la .planejamentos Cíclicos
foram listados juntamente com seus planos.

Os Esquemas de 'Associ.ação com m= 2 classes que nao
foram cobertos por Bode e Shlmamoto ficam em duas catego-

"'\ '«'\
l../ } .!{

j

{\ L
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rias. A primeira categoria contém os Esquemas de Associação

Pseudo-Triangulares , Pseudo-Quadrado Latino e Pseudo--Cícli-

cos. A outra categoria difere de qual.quer dos Esquemas Clag

siflcados por Bode e Shlmamoto e em geral não satisfazem

XI : 0 ou À2 :0

3 .D UM ESQUEMA D'E ASSOCIAÇÃO COM Ú ü 3 CLASSES

Apenas como ll-ustração, apresentamos ro Esquema de

Associação Ret4ngular com 3 classes de assoclaçaor Introdu-
zido por Vartak (1955)

Sejam v = m.n..tratamentos :arfam:lados em um tetângu-

lo de m linhas e n colunas. os primeiros assocladós de qual

quer tratamento 0 são os outros n-]. da mesma linha. Os se-

gundos associados são os outros m-l da mesma coluna e:os reg.
tentes (n-l) (m-l) são os terceiros associados de 0.Para tal

esquemas temos os seguintes parâmetros:

v : m.nr..nl
0

0

m=].

n-l, n2.:: m'l e n3: (n-l) (m-l)
n-l

0

(m- 2:); (n-l )

0

m ]. P m2

0n-,l( m- 1) .( n- 2 )
( 3 .D . l)

]. n-2

0 m-2

m-2 (n-2} (m-2)
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.Pode-'ge :verá.fi.ear que: 4s- raízes característl.cas de

NN' ;dãÓ; dadas-;:por

0;d; rk, Ol=:r.-Àl+(m-l) (À2-À3) ,

02 : r'À2+(n'l) (Àl-À3) , -03:.Er"Ài-X:2ti3
com multipli.cidades:

aO :]. al: n-], a2;n-] e a3:(n-l)(m-l)

n

(3 .0 . 2)

Para as-L»rõPri.édádêh: ,dó . Eéquéma='},dê':.AééóQ4açaó: {. Re$'

tangular citamos $.M.Shah (1964) e Vartak (1955P 1959).
Alguns Esquemas de Associação com n clasêés, m > 2

foram Introduzidos por Raghava=ao e chailidt'ãêékhârãi'á6': (1;961):

(cúbico) , Peter tN.M.John (1966) e Bode é Labkai(1967) ;( (Eé=
tensão do Triangular) , Tarthare (1.963) , Raghàvàfào (1960,

1962) e Roy (1953. 1954 e 1962) (Grupo"'Divisível:pata h eláê.

ses) e outros foram apresentados por Adhikaty (].966,19:67) e

Yamamoto, Fuja. e Ramada (1965)

\"{

!

Í\ : '''} }

b ''} '

.:' F- . ''''-

CONTRUÇÃO Dg. PPJ 11(.1}

Uti].líamos anteriormente, na seçao l.Fr .do Capítu-

lo 1, as propriedades da Geometria Plana Projetiva Finita
PG(u,s) e da Geometria E:uclidiaha FJ.alta para a Construção

de;. Planejamentos por Blocos Incompletos Balanceadas. As meâ

mas propriedades podem ser convenientemente utilizadas para

a construção de planejahentos par Blocos .Incompletos Par-
c[a[mente Ba].anceàdos,.,com m = 2 .c]aqse.q de Associação. Va-
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mos então descrever,de forma ilustrativa,algumas séries de

PBIB(2) obtidas atravéÉ~rda PG(n,s) e da EG(u,s)

3.E(a)-Na PG(3,s) ,retlreRas.,.uln...de deus pontos e todos os m-
subespaçcjs qua con.tém este ponto' Se identificarmos
os pontos restantes com os tratamentos e os m-subes-
paços restantes 1l.çom os ::blocos r teremos uln planejame2
to ÉBIB. :para o qua]. dolsí tratamentób são pri.melros
associados! se nehhtJh n-subespaço que contêm:.a ambas f
contêm' também o ponto reli:Fado, Isto é, nenhum dos
m-subespaçós suprimidos contém ,um par de pr;lmeli:os
associados.
Em particular, a seguinte :série de PBIB's podem ser
obtidas

m= 2; v=ss+sz+s; b= s3.;;: r: sz;; k:é sz+s+l

xa =s; X9: 0; nl = sl+sz:; ;n2a s'l
Fs'-.;,..; .-l] r;':«': ::;:i01

r:: l ;-: .J '.'::l . :; ,-d
m=li v=ss.tsz+s;. b= s++ss+sa; r=sz+s; k=s+l

X].: 1; À2= 0; nl= ss+sz; rt2: sPI
[s'.-.'-, ;-]] r,'-.;'

':: L ;-* .J ;? ':'L .
EXEMPLO (3..iÊ..t) - Se tormBrm09 :& séile (3.E.l). com s : 21 !Íg

tirando o«ponto .(l,Q:e.0:CQ:)... da PG(3r2) e todos :os planos que

contém este pontos temos. pelo Exemplo E.1.2 da seç4o E do à

pêndlce que os planos restantes têm equações:

« ,!

\ (: 3[ó:E . l )

(3.E.2)

1) xO : 0

2) x0+xl :.0.
3) x0+x2: 0

.4) x].+'k4'0 . 7)::xo+x2'taá"Ü 0

5) xÓI'x'i+x2 :0 8) x0+xl+x2+x3 :0
6) x0+xl+x3 :0
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xl : Orla i=0,1,2p3.

Usando o; sÍbolo íjXI para
que o contjunto:

si: : (oooi.,,. Dolo, oiço, dali, 'oiói, oito;';''bzii)

S2 : (0001')'-'a010, 0'0].1:.'' LIDO; 110]., 1110i.i:].:t].:t}

$3:':; (0001r 0].00, O]O1,..10].0;,::::1110 i:.:::].O]],:,:..]+].].:}

s4 : (Olho, oo]o, ol].o, 'ioÓ],. :].lol, }.'Ó'i;i;'::i'jl:ii:)

$'5:;':ü ('0ÕÓ].;,: O]]],' ]O]].:,';fItO'J;:;z 0110i, 1010;:::1:100)

S6 : (OOIOt +Qll! :1110, ?iil.: iooi,:..Qi.o;,. ,1100)

S7 : (0011/ ;100]., :101Q, ;].]O]r: 11101.:.O]].l,, Oloo)

s8 : (0011, 100J., .]o]o, ].IÓo, 03.10ji:'ol03., 1111)

forma um PBIB com parâmetros :

v = 14,'r = 4, b = 8. k = 7f nl = 12r n9 =

ho 1] [12F
3.E (b) -.Na PG(3,s) ret4:ramos .tQdoq .os pontos de umq ,;4,nha

e todos gs p14no$ :qye.contém esta li.nha. Se.éden-:

tlfi:Faunos os trqtqmqntos::cç)m os pontos .restqqtes

e os b+pçgp cop;.9's:::R1llpQS.reçppççs , :,çe11pqoq um p3:g.

nejamento PBIB, para o qual dois tratamentos são

primeiros associados: se: não pertencem ã ].ilha que
fói ]ietirada. Os parâmetros do PBIB assim obti.dos

Pl=: ] Ee ' P.

( j. k,l)ponto temos0 ]

{

ã- ;' } . ; í3 ; :'f( í ;: =' !=.

X2 : 0
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sao:

v = sa+s2; b = s3+s2 ; r= s2+s

X].: .s+lr X2: sr nl ::s9 e.n2

[PI lS3-S2 S2-].

sz-]. 0 re P2 :

3

k = sz+s

sz-l

(3 .E.3)

EXEMPLO (3.E.2) - Na PG(3,s), tomando s =2, retirando a li-

nha x2 :x3 : 0 e todos os planos que a contêm. os planos reg.
dantes tem.equaçÕes+.de acordo c.om o Exemplo E.1.2 da seçao
E do Apêndice \

xO F 0
: 0.l

x0+xl : 0

x.+x 2

sl;
6)

7)

8)

xÓ+x3;p 0
+x0 2

0xlJ'x3'-

x0+x.l+?t2 ::0.

9). x0+xl+x3 :'0.

1'0) xl'tx2+x3 : 0

ll).:.xo+k;2+x3 : 0

12). x0'Fx].+x2+x3

onde:x.l== 0 ou lí i=li2,3.:

Temos então que o conjunto

31 = {000]., 0010, 0011. O]a1, 0].10, Olll}

S2 : {0001, 00].0, 0011, 10D]., 10Ü.0. 101].}

s; ê {o001, Doía, oó]], ]]o], ]]o], ]n].}
Sa = {000].r 0101, 1010, 11].0, 1011, 1].11'}

s5 : fo'oio, oito, iooi, iioi, poli, xii }
S6 : {0001:r 0110, 1001, Olil, 1110, 11JI'l}

S7 :.'10010, 1010, 0101, O]]], ]].lO, llll}
S.8.: {0001r 0111, 1011, 1].01, 0].10, 1010}
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S9 :

s10 '

sll :

forma um PBIB con parâmetros

v' =12: b= 12; r=6; kü 6; ülü8; n2: 3; 11' 3;X2: 2

Ai.nda =ha; PGl3,s} podemos. retirar todos os pontos

de: uittã ]]nha e todas as ..],Incas que passam por es'

tes pbhtos;. ]ldentlfléanda os: pontos e linhas res-

tantes: lcóm :os tratamentos. e: blocos . respectlvameE

te, obtemos wn planejamento. PBIB, para o qual &)is
tratamentos são primeiros assabíados se não per'
tendem, altlbos, a uma das linhas retiradas. O PBIB

assim obtido tem parâmetros dados por:

v=ss+s2; b= sb; r=a2; k=s+]; nl=s3; n9= s2»].
X. = 1.e X. = 0

Fs'-s: s':l]

':: L,-: i'..Je P2
, ! ' - '

PI : 33 0

4 3 E' pà: a: :
3.E (c)

'( 3 .E . 3 )

ÉXE14PL0 (3.E.3): Na Ê'G(3.s) , tocando:á = 2, meti.rondo todos

os pontos da linha xl b x2i0 e toiiaã às: linhas que : passam
por estes pontosr as linhas restantes, de acordo com o Exeg!

{0010, 1011, ].110, 0111, 1001, 0101}

{looZ. 1010, 110]., ].110, o].ll,  
{lGll, 1101, 1011, 1110, 0110, 0101}

{0011, 1001, 1010, 0110, 0101, llll}
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plo E.1.2 da seção E do Apêndice, tem e({uações dadas por

+x
0 3

2) R +x =xl 30

3) Ü +x : 0=x2 30

-04) x +x =x3 0l
;05) X 32 0

6} x0'p$.1. 'x2+x3 :0
: 07) x +x +xs=X l 32a

9) xl+x2+x3 : xO : 0

10) x0+x].+x2 :x0+x2+x3
].l) xQ+xl+x2 :xl+x2+x3

12) x0+xl+x2 : x0+xl+x3

13) x0+xl+'x3 : xl+x2+x3

14) x0+x2+x3 :xl+x2+x3

15) x0: x2 :x3

.16) x0:'xl : x3

0

0

0

0

0

8) x0+xl+x2 : x3 : 0

Temos então que o cona:unto

s. = {0100, 0010, Ollo}

s9 = {doio:-f:'3.iio, lloo}

S3 : {0100, 1010, 1110}

Sa = {00].0, 0].11, 0101}

S5 : {0100, 0111,- ó011}

S6 : {0011, 1100, 1111}

S..7 = {0].01, 1010, 1111}

S8 : {1100, 0110, ].0].0}

forma um PBIB com parâmetros

$9 :: {0110,

S10: {Qlll,
sl].: {ollo,
$12: {0111,

S13: {1110,

S14: {1110,

S15: {0100,

S16: {001.0r

bioi, ooii}
1010, 1101}

[o11, ].101}

lo11, 1100}

1011, 0101}

].10]., ooll}
loll, llll}

[[o[, 111].}

v = 12, b = 16, r = 4, Xl: 1, X2 : 0r nl: 8P n2

PI e P2

3.E (d) }la EG(n.s) , retiramos a origem e todos os m.subeg
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paços que passam por este ponto. Identlf.içando os

pontos e os m-espaços restantes com os tratamen-

tos e blocos, respectivamente, temos um planeia-i

mento PBIB, para Q qual dois tratamentos são pri-

meiros associados se os m-sutlespaços que os con

tém nâo contém a origem. Em part]cu].ar,na EG(2,s),

com m=]., a seguinte séri.e de PBIB pode ser bons

traída

visa-l, b= st-l, r= s, k= s, Xl: 1, X2:0,

n.t, = s' -s / n,)

'(s+l)' s=21 Fsz-s

s'-2 Q l ' l o

À

PI

EXFmpço (3.E.4) - Na EG(2,s).;.cora s= 3, suprimindo a origem

e todas as ]]nhas que a contém, de acordo coro a Exemp].o E.2

1. da seção E do Apêndice, as linhas restantes tem equação
dadas por:

''.

= 2;

= 1:

1) xl':1; : :. 5) xl+x2 :l;
2) xl :2;; : 6} xl'px2 *2;
3) x2 '1; 7) xl+2xl : l;

4) x2 :2; 8) Í]+2x]. : 2.

Temos então (]ue o conjunto

SI :.{10,..11, 12):;' S2 ; 't20, 21, 22J?

S3 :...{01, 1.1, 211; S4 : {02. 12, 22Jf
\.
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s5 : {10, o]., 221r sÕ =t02, 20.'ill}..i
S7: {10, 02, 21J; S8:112p 0].. 201f

forma UW PBIB com. parâmetros.dados por :

v.T: 8P b: 8r. rF 9,:k:T.qr Xl: l:r: X{2 :.Q' ..:l=,6:.r

n2 .? l:+.,

.l ('í

-pÀ:: ..:l;:,::: .:l;";.: . e. .. :.f:; :
'+

t. í

AÉ gêoiÜét+lâs: 'flüi+u&#. .üão multo usadas :cara: a: .'cotlg.

truêão; de plane:3dRléiltoa : ' PBIB l.' A .esdê: z'espero : nós .:!repetimos

ÉÓsê'}6 bhük=&vátl!-;-c1966')tf:':clãtwoithy (1964) i i:.Dâl;l; e :.;. Feno

(1964 ): i Raycha\idh\il:)' (igõ2l;'i9CS) j Sêi.:den ;(1966:) íi-lWan- (1964.

196B): l wah :b . Yah+: 't !964 ) '} ÍYãittàHótó)~ Fukuda-::e: Ramada QS6ó:) e

:Yaiià' ':{(19ó5)!f ó\it:fdã hétódos ::dé:: dDhstrüção },:: de; Interesse são

aprésentadób:. 'tios :'.Aãdõ:lhas .ê : Buüh ( 1964) r :Afchbold ;ê Johnson

(i9S:6):1' Base e C]atworthy (1].;955) , :Clãtworthy (1967))I'-:Masuyg

ma :(1964, 1965, 1967):.::e SÉtótt «:(:1955, 1959) .::.;Pata::üha:tanãl&.

se do planej acento PBIB nÓa:.í'êfeflmos :'Kempthorne .:-(1952 )\ i

hJ

.A despeito da, grande desenvolvimento que tem tido

efta área do planejamento estatístico nas últimas três aéçg
das , muitos problemas permanecem em aberto.

à

:i: i '! ''t
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COMENTAR ! OS F l FJA l S

Os resulta,dos discutidos neste trabalho encontras-

se base.comente em Raghavarao (1971} e ém John (1971) . As rg
ferênclas bibliográfi.cas encontradas nesses trabaJ-hos (mui-

tas das quais são também citadas aqui-) dâo uma idéla bastam.
te completa do desenvolvimento desta área de pesqulsaraté o

ano de 1969. À seguir faremos alguns comentãz:los sobre os rg.
su[tados obti.dos nó período ].970-1975, com espec]a] referê2

cia ao trabalho de Hedayat e John (1974) . Resultados que di.

zem respeito a novos métodos para a construção de BIB's e a
obtenção de esquemas de associação.para PBIBls, podem ser

encontrados em John (1970)::r Kageyama (+9:74) P gaba e. Kulshrg.
shtha(1973) , Ramada(1974): e Agganlal(1972). O.artigo. .de

Trall e Weeks (1973). trata do problema da exçensâo de blo-

cos comp].elos gerados por BIB enquanto que Kageyama (1972}

discute.a reduça-o das. classes de associação d$'alguns PBIB's.

K[e,fer (1975).:; discute o p].arejamento... BIB em conexão,..}com:::..:a

construção do quadrado . de Youden generalizado e finalmente

$itd.th (;?73): .trata da estlinação de.Bayes em modelos -a um e

dois crltérlas de çlassiflcaçag. Daremos a seguir um.i breve
resumo do traba[ho de f[edayat e John (].974) , que nos inte-

ressou pelo seu "potenàlal com relação às aplicações e tam-
bém pelos problemas de pesquisa que são sugeridos pelos au-
tores.
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, ;.. ....Usaremos- a. defipiç.ão (l..c.l) de planejamento balda
ceadQI isto é, diremos qtxe um planejamento é balanceado se
todos .os contrastes elementares puderem ser estimados cóm .a

mesma: precisão . Um planej.cimento. BIB Q balanceado, segundo,%.

sa definição, e alem disso poderíamos dizer que taiiibém é bg.
lanceado num sentido mais amplos. poial os' pares de tratameg.

tos ocorrem no mesmo número.de blocos.

Estas .duas características do BIB podem ser des-

truídas durante a experiência, pela perda de algumas (ou de

todas:) as unidádeÉ ekpeilmentàlÉ: êiibMetldas a um (ciu -iõàíis de.

un) tratamento . ':;Isto bode ;:ócórref com ' fácil;lãâde : éü ékpefl-

ências que envolvem drogas (a dose de a].gume d:elas' pode; sef

letal é matar a !cobaia) ou em lexperlências agrícolas. (pma

a].ta dosagem de fertilizante pode destruir, total ou par.'

cia].mê:nte:) as plantas nas qual.s for aplicada) . O. : ;trabalho

de Hadayat e John explora ;o caso em que todas as unidades

experimentais submetidas a :llm ou mais tratamentos são des-
truídas. Neste caso a estrutura restante mantém o balancea-

mento combinatória (cada par ocorre junto no mesmo nÚmerode

blocos{, mas, em geral não mantém o balanceamento das vari-
âncias-.

O propósi:to do trabalho;.de Hedayat e John é explo-

rar os casos eú que: o:;balanceamento das varlânci.as é manti-

do quando"\lm dos tratamentos é perdido ou retirado do plana.

lamento.;
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Seja, porta.isto, D um planejamento BIB com parâme'

Elos v, b, r, k e À e n o conjunto dos v tratamentos. Seja
Lcí] com cardo.na].idade n Év=-2. Retira\ndo todas ás unidades

experimentlals em.D, as quais são submetidas à tratamentos
em L, seja D a estrutura restante.

IE.E..!.l..!.ÊÃO - D é dito globalnehte .resistente de grau n. se
Õ é balanêeádo : .(variâncias) quando algum subconjunto L de
cardinaildade n e retirado.

gÊ.E..L11.!.Ê.Ã0 2 : é: dito::localmenEé resistente;de grau 2 se D
é balanceado somente com .respeito a:;alguns subconjuntób de
cardinalldade n.

2Ê.E..!.l.!.ÊÃ0 3 - O :é ;di.to susceptível 'êe não existe L tal 'que

b é ba].anceado.

Hedayat e John estabeleceram ainda u.ma .condição ng.

cessãria e suficiente snob a qual um B]B é ]oca].mente reses

tente com respeito a um tratamento fico. Como general.ilação

uma .condição necessária ,e :suficiente sob a qual um BIB é glg.
balmente z:eslstente

Seja D um B]B com parâmeLuro!; v',-:b-r ;rr kr À um p].a-

rejamento sob Q e seja L =fxJcQ. Di.viramos D em duas partes:
DX e Dx, onde Dx consiste de todos os blocos que não contêm

.x e Dx é o conjunto dos:b].ocos que contêm x. Seja ainda D'x
o planejamento obtido qiiando retlrainos x dos blocos de Dx

(

r

LEMA t é um planejamento BIB se e somente $e D'x é um
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BIB.

TEOREMA 1 - D e localmente resistente

somente se Dx e. um'planeljamento BIB

CO.ROLARIA 1 .1 - D é globalmente
Dx e um BIB para todo x; em a.

COROLÁRIO 1.2 - Se 1) e localmente resistente com respeito a

gulnte condição:

respeito esea X

somente seresistente e

[) r. 2 v-].

;2 ) .:.. :.[+;á!!Z+T'': ;êi .qp .:ante:l5q !.

COROLÁR td . 1..-:3-! # A propt'ledade de.;;ser reses:tente - dependol:nãó

sbmehtê: dõs parâmêtroB' do' :planejahento mas: também ;da : forma'

CoIRo ':foz:: donstruÍdC)e;-':' j=:; ! ::i?:.-.-. :-.} = ::'):.:. ..' . 1 :Li;: ; },:l;.; 1-::: i:ã. 'i'Jli

c(jRbLÁki 0 1' .]t: - :b: é ].bc almehte; róêistéhtê com respeito ao

tratamento' x'. bm ;n se e sohenté:'be: :todo' ;Cérnd 'àónténdó k aÉig.

rede o' úeémó núinê;fo ãe vozes ém' b.

Hedayat e; ;Jóhn tratam álndãl :ãe alÜ\in;s ;próblenias de

crevemos aqui hall: dois Importantêd- teóreúiaê:

TEOREMA.} - Se s =ph, onde p é um primo. e h zl um . ..Intelror

então existe um BIB globalmente regi.atente .de grau um para

qualquer Inteiro d e

)
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sd+l, b = jg:+l) 2(j-U;js + 1 . qj=a-i

2 (q-i) . d-l
r = . E . s], k = s+l e À :: '11' sj

j :a -i j ; o

Por exemplos se s= 3 e d= 2, temos que o BIB com parâmetros

v=10, b= 30, r= 12, k= 4 e À =4 é globalmente resistente.

TEOREMA 3 BIB si.métrico.com par:ametrog v= b, .r =k, :À
é localmente resistente de grau k (mas nâo necessariamente
de grau menor que k)

Este trabalho representa também uma contrlulção pg.
ra a teoria dos blocos incompletos balanceados no caso de

b].ocos com::tamanhas diferentes. De: fato, a partir de planQn

lamentos que são lódal: e globalmente reslstehtes podemos ob
ter planejamentos por blocos i.ncompletos balanceados com dí

gerentes..tamanhos de blocos , simp:lesmeBte retirando os ,tra-

tamentos p.qra Q$ quais o:.planejamento é res.latente.

O trabalho de Hedayat e .John :levant:a vãrJ.os problS.
mas nao resolvi.dos ,.:.dentre os :qual:q...destacamos qs :.seguintes:

1. 0s autores .:tratam dos.;..planejameptos que são local e glo

balmente resistentes de grau um.~ ;Uma generallzaçãq ;::para ou'
tios graus poderia ser levantada. Mesmo para o grau um eles
nao resolvem todos o$ problemas.

2. O teorema 3 dã uma condição suficiente para um BIB simé-

trico ser localmente resistente de grau k. Será que esta

/
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condição é também necessária?

3. Finalmente, a teoria foi formulada e desenvolvida apenas

no caso do modem.o linear aditlvQ .e homocedãstlco. Uma ex-

tensão ao modem.o linear geral poderá ser Interessante e bag
tente úti.l



A P E N D I' C E

Tratamos aqui, de alguns resultados uti.ligados no

texto, para fácil referência do leitor.

A - PROPR l EDADE$ DOS NÜMERQS

DEFINIÇÃO. A..l b e c são Inteiros tais que ab =c, dÊ

demos que a e b são falares ou divisores de c e que c é um

múlti.plo de a e b. Usaremos a notação d/c para indicar que

d é um fêtor ou dlvl.sol' de c.

OÇFJN.!ç4Q 4:Z - Um i.nteiro positivo p é dito ser um número

primor ou simplesmente um primo se e somente- se

1} P > l

li) Se p = ab, então a = 1 ou b = l

Se um número não é primo/ então é dito composto

PBQ:Fg$JÇAP 4:! Todo número composto tem um favor pri.mo

PROPOSIÇÃO A.2 - O número de primos é infinito.

0.ÇEIF!.ç:Bg.4=3 - Se a, b e c são inteiros tais que c/a e c/b

dizemos que c é um dlvi$or comum de a e b. Dizemos que g é
o máximo divisor comum de a e b se e somente se

-116-



i) g/a e g/b

ii) Se c/a e c/b, então c/g

Usaremos o símbolo (a,b) para denotar o mãx;lüõ di-"
visor comum de a e b. Ao máximo di.visor comum dos intei.ros

al/:a2r''''anf denotaremos. por (alra2í' :'an)

PROPOSIÇÃO A.3 - O máximo divisor comum de ctols :inteiros .é

llT) l rqrn

P.E.E.J.l!.!.ÇAQ 4:1l! tenros: -a e :b., não amb.os nulo.s são rg

latlvamente primos se (alb) = 1, No capo geral, os n.z 2;:..,.J..p;

beiras al'a2p ' ' 'ranr não todos nulos são relativamente pri-

mos se (al'a2.''..'an).? l;.

PIROPOSiçA0 A.4 a e b são inteiros, não ambos nulos, eR
tão (a.b) é.o menor Inteira positivo que pode ser expresso

como uma função. linear homogénea de a. e b.. Isto é, (aíb) é
o menor Inteiro positivo tal que (a.b) =xa+yb, onde x e y
sâo i.nteiros.

PROPOSIÇÃO A.5 s i.fitei.ros a e b, não ambos nulos, são
relativamente peia\os entre sl,. se e somente se. existem--lh-

teíros x e y tais que

1 = xa+yb.

PROPOSIÇÃO A.6 - Seja p um primo e m,n intei.ros positivos

não nulos. Se p/m.n então p/m ou p/n.

PROp0$tÇÃ0 A.7 - (jearema f.ynJqmqpçg.1 4.g. Ar itmét ca).-sejam
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um intei.ro positivo tal que m z 2.. .se m nâo ê primor então m
pode ser escri.to como [)reduto de primosr nao Decess&tiaKlcn-

te di.sti.fetos,

T : PIPA?3::.'Pr

onde os p.i(i=1,2r...,r) são:;unicamente:determinados, a me

ROS de uma perrnutação.

!.ff.iN.IÇ4.0 4. 5 - Sejam a, b e c inteiros. Se a/c e b/c, dize

mos que c.é.um mü]tip]..o comum. de a e b. Dizemos que h é o

mínima-múltiplo comum de a e b se e somente se. ::L = - ::' '.= ' =::

1) a/h e. b/h :..-;

ií) Se a/c e b/c, então h/c.

Usaremos.:]o síi!\bolo; [a,b]. para denotar o: mínimo múi.

tiplo- comum de a e b. Ào mínimo múltiplo comum dos inteiras

alra2:p';' ',an' denotaremos por [alfa2p'' '-'an]

PROPQIIÇAO 4:8 - Ó mÍn:ino- múltiplo corüllm de dois inteiras. é
união.

a:+.i':\. r : '\

p.Erl lq ÇAO.A=6 - O número:: de intei.ros; mendrcs ou .j:água.is a:l..:h

e relata.vãmente ritmos: com m será dehotádo por é:(M) . :A :fün.-

ção numérica © é conhecida como função de: Bule;r.

EXEllPLO A.l - ©(1) : 1

@ (2) : 1

Õ (3) ; 2.

© (5)': : 4

© (11) : 10

@ (6). -..2

PROPÔS:lÇÃO A.9 Se p é..um.primo, então.©(s) Sv].
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!ROPOSIÇAO A.:10 - Se p ê um primo e a é um inteiro positivo,
então $(Pa) = Pa--Pa e

4.(PI) = Pa.

?BQPP$1ÇÃ0 A.l 1 .-. Se..n é .um i.nteiro positivo, então
}

F $(d)

PROPOStÇ4P.A.IZ função © de Éuler ê uma função numérica

multiplicativa. Isto é,

o(r::êj; i o(r) .©Cs) , onde(r,s). = l

Para referências sobre Teoria dos NÚmerosf ci.taP.tos

Sidkl (].975) e Pettofrezzp ;.e...BMEkit (]-972):

} '}
\

\ \.'.

B --TEOR l A DAS CONGKUÊNC iAS

OE.11.JNiÇA9 :B.l .-:Seja m'Üh Inteiro positivo. $e a e b " são

doi-s inteiros tai.s q\ie m/(a-b) , então dizemos que a é con-

gruente com b módulo m e; isto será denotado por a = (mod m).

Se m não..divide (a-b) ,': (tizehós que a é a.....Incongruente com b
módulo m, isto é, a 7 b:(hód m).)
EXE}']PLO A.]. - Temos que.!. í ::-::- ü

7 = 2 (mod 5)

3 ]. : -2 (mod 3)

16 7 9 (mod 4)
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Esc)::ever a : b(mQd rn) é equivalente a escrever' a-b

:km ou a =b+km, k inteiro

z: btmod m) e equlvaJ.ente a escrever a

Lll L!=.LllJ .

)is inteiros a e h deixam o RlcslTto resto,

)s po!' um inteiro poslti.vo m. se e somen-

relação de congruência módulo m, quando

i.tive é wna re].açâo de equivalência no cog

,' isto é, a relação de congruência módulo

: a : a(mod m} , para: todo i-fitei.ro a;

: se a:b(mod nl) , então b:a(mod m) para

todo par de inteiros a e b;

PROPOSIÇÃO B.l - Doi.s inteiros a e b deixam o HcslTto resto,

quando são divididos pol' um intei.ro post-tívo m. se e SOHQFi-

te se a = b(mód m)

PRQPOSICAO B.2 - A relação de cangruência módulo m, quando

m é um Inteiro positivo é uma relação de equivalência no con

junto dos i.nteiros,' i.sto é, a relação de congruênci-a mÓdu].o
m n

i) reflexiva: a :a(mod m) , para todo inteiro a;

lí) simétrica: se a:b(mod m) , então b=a(mod m) para

todo par de inteiros a e b;
iii.) transita.va: se a= b(mod m) e b :c(mod m) ,

então a =c(mod m) , para quaisquer inteiros a, b e c.

sob a relação de congru8ncia nlõdulo m. o conjunto

dos inteiros é dividido en m conjuntos ou classes de equívg
lência, isto é, cada inteiro pertencera a uma das m classes,

conforme o resto de sua divisão >or m seja 0,1,2, ... ,m-l-

estas c].esses de equivalência são chamadas de clãs
ses residuais módulo m e cada classe contént todos os intei.-

ros que são .congruentes entre sl r:lóbulo m.

EXEMPLO B.2 - Sob a relação de congruênci.a módulo 3,as três

classes residuais constam dos inteiros da forma 0+3k. 1+3k,

2+3k, respectivamente. onde k é um inteiro, isto é, as três
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classes residuais são

{ ... , -9 , -6 ,-3 ,0 ,3 ,6 ,9 ,. . .}

{ ..'. ,-o', -s,-2 ,i ,4 ,7 ,...}
{.ü.,-7 ,-4;,-1,2.'5,8 ,...}

Cada classe residual n\Õdulo m pode ser representa-

da por qualquer de seus membros:. Em geral, costuma-se reprg

sentar cada c.lesse por. (k) ,.onde k éomenor Inteiro não nega

tive de sua classe e o número .k é denomi.nado de representam

te padrão da c].asse (k) . Assim, as classes residuais mÓdu].o

3 sâo(o),(1) e(2), cujos representantes padrão são 0,1 e

2. Doi.s inteiros não pertencentes à mesma classe sâo incon-

gluentes n\óculo;h.

Pelo algoritri\o da di.vlêão, o resto r da dlvi.são de

qualquer i.nteir.o pgr U. bati.afaz 0 g r sm. Portanto:, todo in-
teiro é congruente com um üni.co e].emir\to de

Mo = {0 ,1 ,2, . . . ,m-].}

OEF.iNIÇ40 :P,2 - Seja S ur.l conjunto de intei.ros.Dizemos que

S é um Sistema Completo de Resíduos (SCR) módu:lo m se e sg
mente se

i) s, tes e s?é t :+ s Z t(mod m) ;

ii} se a é unl intei.ro, então existe seS tal que

a : s (mod nl)

O conjunto )tO ; {0,1, .:.:. ,m-l} é dito um sistemas cle

resíduos mínimos módulo m.
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RP?0glÇAO B.} - Às seguintes relações são vãli.das para coE.
luência raódulo m

i) Se a;b(niod m) e c é uni inteiro, então

a+c : b+c(mod m)

e

ac = bc(mod m)

li) Se a :b(mod m) e c d(mod m), então

a+c = b-+-d(mod m)

e

ac = bd(mod m)

lll)Se a b(mod m) e ri é um inteiro pósiti.vó, então

an = bn(mod m)

í.v) Se a :b(n\od m) e c :d(mod m) e r .e s são inteiros,

então,

ar+cs = br+cs (mod m )

v) Se a :b(mod m) e P(a) é urna função poli-nómica de a

cair coeficientes inteiros , ei\tão,

P (a) : P (b) (mad m)

vi.) Se a :b(mod m) e I'(a) e Q(a.) são funções polir\õnli

cas de a caiu coefi.cientes inteiros, então,

P(a)+Q(à) P(b)+Q(b)(mod m)
e
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P (a) Q(a) : P(b) Q(b) (mod m}

2.Ê.E..!.l..!.ÇAO B.3 - Seja S um sis;terna completo de resíduos módg

IQ.m. o subconjunto
;' . \'

S'. = {ajaes.!.e..{a,m) = 1}

de S é denominado de sistema reduzido de resíduos módulo m.

O nürnero de e].einentos de S ' é Õ '."""É b].htó''ãue se

m é primo, digamos pP então S =Si e o númerodeelementos de
s;'' é © {b)''i p-'l .

/

E.Bglg.ã.!.ÇÃ0 B.4 - Dado um Inteiro â., então a :congeuênc+a

ax : X: (mo4; m)

tem solução se e somente:se (a,m) =],

O número?:x quç: :.satl.afaz a congruência acima é dente

minado.a inverso de ê: módulo m, e denotado por (1)n

!.Bgl:g.ã.!.Ç.AO B.5 - Se,:p. é um pri.mo e â. é um intei.ro, a congro
ência ax : l(mod p) sempre tem solução. Isto significa dizer

que todo elemento de S' = {]f2,...,s-].} tem inverso mÓdulolp

PROPOSIÇÃO B.6 - (Teorema de -Euler) - Se (a,m).i:l, então

aO (m) : l (mod m)

!.BgEg.:.!.Êâg B.7 - (Teorema de Fermat) - Se p é um pri.nuo.:.:;.. e

(a,p) =1, então,

f

aP'l= 1(mod p)

E.Bg1:9.â.!.Ç.8g..!.=.g. p é tim primo:. éhtão /
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aP : a(mod p),

para qualquer inteiro a
flais sobre '?Corta das Congruências encontram Fere

rências enl Pettofrezzo e Byrkit (1972) e Sidki(1975)

C - GRUPOS .ANÉ l S, E CORPOS

OEFINiç4Q q=1 - Seja G um conjunto não vazio munido de uma
lei de composição '+', que a cada par de elementos a e b em
G associa a+b em G. Dizemos que G é um grupo/ denotado por

(G.+) , se os seguintes postulados são satisfeitos:

G.l - (a+b)+c = a+(b+c}, a, b e c em G;

G.2 - Exi.ste "o"eG tal que a+o :o+a, VaCG;

G.3 - Dado aeG, existe "(-a)"eG tq a+(-a) = (-a)+a-0

O elemento "o" em (G.2) é chamado "elemento neutral'

para a operação binári.a "+" e o elemento "(-a) " em (G.3) é

dito o "inverso de.a" para a operação "+"
Se um grupo (G.+) satisfaz

G.4 = b+a. Va,b em G

então (G,+) é di.to um grupo comutativa ou Abeliano.
EXEMPLO C,l -

a) O conjunto dos números racionais com a operação de.ã

dirão é um grupo Abeli.ano.

b} o conjunto dos números lcãcionâi.,$ não Autos com a;:opg
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ração de mu]ti.p]icação é um grupo Abe].lado.
c) O conju.nto dos nÚírleros inteiros com a operação de a-

dição ã um grupo Abeliano.

d) o con:junto A= {-1,].} com a operação de multipli.cação

é um grupo Àbeliano
e) O conjunto M de todas às matrizes 2x2 com elementos

Inteirosl com a operação de adição de matrizes é um

grupo Abeliano.

Uma generalização da estrutura de grupo nos conduz

à seguinte definição:

DEFINIÇÃO C.2 - Seja R um conjunto não vazio munido de duas

leis ç3e composição "+" e ".", as quais, a cada par de ele-

mentos a e b em R.associa a+b e a.b, respecti.vamehtep em.R.

Dizemos. que R é um anel, denotado por (R,+,') se os postula.
dos são satis;feitos:

R.l - O conjunto (R,+) é um grupo Abeliano;
R.2 - a'(b+c) =a.b+a.c e (b+c).a=b'a+c'a, para todos a,

b ê c em R

R.3 - a. (b.c} =(a.b).c, Va)b,c em R.

Se existe "l" pertencente a R tal que:

R.4 - ]..a =a.l =a, Vier. então R é dito com elemento de
unidade

Se um anel. R satisfaz

R.5 - a.b=b.a, Vâ,b enx R. então R é dito um anel comuta
tive
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EXEMPLO C.2 -

a) O conjunta dos i.nteiros mtlnido ;. das. opera

di.ção e mu]tip]icação é um anel. cornutati.vo

b) O conjunto dos racionais 'munido das operaçÕe

di.ção e mu].ti.p]ícação é um anel. comutativa.

c) O conjunto M da matrizes 2x2 com elementos intei.ros

com:. as. operações de adição e mu]tip].lcaçâo de"matri-
zes é um anel comütativo.

Em um anel R podemos ter elementos a #O eb #O tais

que a -b= 0. Tais:.elementos são chamados do "divisores de zg

de açoes

deS a

ro"

Um anel, comutativa: que não: tem. divisores:ldo: zero e
tal que ."l" #.":0" é chamado armei: de integridade

Um anel comutativa, tal.que Q conjunto dos elemen

tos diferentes de;.-..:"0", muni.do da operação '.!'. forma um. gru
po, é chamado corpo. Formalmente, temos:

DEFllglÇAO C.3 - Seja F um conjunto nâo vazio.munido de duas

leis de composição "+" e .".n , as quais , a cada par de : ele-
mentos a e b em F a.ssocia a+b e a.b. respectivamente em F

Dizemos que F é um corpo se os seguintes postulados são sa
tisfei.tos

F.l - O conjunto (F,+) ,é um'.grupo Abeliano;

F.2 - O conjunto FO/') é um grupo Abelianoj onde
Fn = {xCB' lx#o} ;
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F.3 - A operação "." é distributiva em relação à opera'
Ção n+"

O conjunto dos números rabi.amai.s, dos números in-

teiros, dos números reais e dos números complexos são al-

guns exemplos de corpos

O postulado (F.2) éétabelece a pz:incipal condição

para que um anel. R tenha estrutura de corpo: a existência

do Inverso para a operação ".", Isto é, dado aeR, a # "0",

]"(a'')"eR, tal que

a.''(a''') " = "(a'') ".a = ''1"

Um corpo é dito finito ou infinito conforme tenha

um número finito ou infinito de elementos , respectivamente

Os livros textos de Álgebra Moderna, provam que. se o -iiúhe-

ro de e].eventos de um corpo finito é s, então s =p f onde p

é um primo e h z'].,Intei.ro. Os corpos fi.netos são também châ
nados de Corpos de Galois. Ào corpo finito, i.sto é, de Ga-

lols, com s elementos, denotaremos por GF(s)

P.Ç.F..!.!!Ç4Q .g:j demos que uln corpo F tem caracterÍsti.ca pr

se p é o menor inteiro positivo tal que exi.ste a/"0", aeF

para o qual p'a = "0"

D - 0 CORPO 0E GAL01S GF(s)

Consideremos uma relação de ecTuiVa:]ência mÓdu].o s,

onde s é um inteiro positivo não nulo.
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Defi.nabos a operação de adição entre as classes rg

siduais porá

(a) + (b)

Para qualquer s inteiro positivo, o conjunto das s
classes residuais módulo s, munido da. operação de adição ag.

fi.nada aFIna é um grupo comutati.vo, cujo elemento "O" é a
c].asse (0) .

Definimos agora a operação de multiplicação entre

as classes residuais por:
b}(b) (a(a)

Desta forma, para qualquer s inteiro positi.vo, o

conjunto das s c].a.ases residual-s módulo s, munido das opera

ções de adição e mu].tiplicação definidos acima, é um anel
con\utativo. Este anel é denominado Anel das Classes Resi-

duais módulo s, o que denotaremos por R(s)

Se, para todo g em R(s) , a #O, existe a ' tal que

a'l:l, isto é, se todo elemento de R(s) tem inverso n\ul:-

tipllcativo , então R(s) tela estfüturà:dé corpo«..:Eh têrmbs

de resíduos mÓdu].o s, dado (à)eR(s}, {a) # (0) , éxlste ( L)s

tal que (a) '('})s = (1) (mod s) . Esta congruênci.a só admite
solução para todo g se e somente se s é um primo.

Desta forma, se s é um prIMor õ conjunta'das clas-

ses residual.s módulo s, .munido das operações de adição enul

tiplicação definidos acirl\a, é. um .corpo de Galois corta s ele-

\
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mantos. I'al corpo será denotado por GF(p)

Se x é qualquer e].evento de GF(p) , ternos pelo Teo

Feria de Fermat que:
xP'l : l

onde l é o representante padrão da classe (1) , e é o elemeg

to unidade de GF(p) . Se r é o menor inteiro positivo tal que
xJ' = 1, então r é dito SQt a ordem do e].en\ente x. A ordem de

cada e].ementa é um divisor de p-l. Quando r tem o valor má-

ximo p'l, x é dito ser um elemento primitivo de GF(p)

Ta[ e]emento :sempre existe. Se x é um e].evento pr}
mi.tive, então todo elepentp não nulos:de. GF(p)::está i.ncluldo
?[ = e Af'T] } ÕT] fH l nJ

xO : l,x,x2, , ;:P'2

a qual é chamada de potêrlcia cícli.ca de x

Conc].uímos,pelo exposto acima,que se p é um primor

então o conjunto {0,1,2, . . . ,p''l} é um corpo de Galois.

Vejamos, a seguir, coPIo obter os elementos de um

coz'po de Galols caiu s elementos, onde s=p''r con-l p primo e
h 2 2 Inteiro.

Seja P(x) um polinâmi.o em x de grau m, com coefi
cientes ern GF(s), isto é,

P(x) : aO'a].x+...+amxm.

onde al assume qualquer dos valores 0,1,2,...,s-l
Qualquer polínÕmio F(x) , com coeficientes inteiros
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pode ser expresso como

F (x) = f (x) +pq (x} +p (x) ç) (x)

onde f(x) =b0+blx+...+bm-lxm'l com bleGF(P) e q(x) ,Q(x) são
pol i.nÕmios com coeficientes inteiros.

EXEMPLO D.l - Seja F(x) =x6+3x4+2x3+x.t3 e fi.xemos

= x'+2x'+l e p = 3

As sím ,

F(x) = x6+3x4+2x3+x+3 :

28x2-éx.i16+(x3+2x2+.])(k3.2k2+?x-].3)

'(x2+1)+3(9x2.2x+'5) +(x3+2x2+].)(x3.2x2+7x:..13) ,

P(x)

ou seja.

f (x)

q(x)

Q(x)

x2+l

9Xó

x3 .: 2k2 +. #É -l j

e

F (x) = f (x) +pq (x) +p (É:} 'Q (x)

A relação acima pode ser escrita como

F (x) : f (x) [mod: p:, P (x) ]

e dizemos que f(x) é o resíduo de F(x) módulo p e P(x)

Podemos assilR,. o:bter uma re],ação de congruência mó-

dulo p e P(x) sobre o conjunto de todos os po].i-n8mlos com

coeficientes i.nteiros, a qual determina um conjunto de clag
ses residuais módulo p e P(x) . Como cada classe (f(x)) tem
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m coeficientes e tais coeficientes assumem-l valores em GF(P)í

o númel:o de classes residuais. módu].o p e P(x) é igual a p"'

Se de:fingimos as operações de adição e plultiplíca-

ção entre as classes residuais como

(fl(x))+(f2(x)) ': '(fl(x)'pf2(x))
e

(f].(x))'(f2(x))' ;(fl(x) 'f2(x))

temos que o conjunto das classes residuais módulo p e P(x)
forma um anel comutativo, o qual seta um corpo se e somente

se P(x) for irredutível em GF(p} . Desta formal podemos ; ob-
ter um Corpo de Galos.s com p elementos, o qual será denota

do por GF(pra) , quando fixamos p e P(x)

Para a obtenção dos elementos de GF(p'") , fixados p
e m, é necessário obter o .polipómio P(x) f o qual Õ conhecl-

clo como fullção mini-ma para gerar os elementos de GF(p'") . Os
e].ernentos não nulos Rodela ser representaaós como polinâmlos

de grau máximo m-]. ou cor:\o potências de urna raiz primitiva

de x. Uma raiz primitiva de GF(pm). satisfaz xP"''l =1, mas

xd ?il, se d é um divisor de pm-l.. os elementos não nulos pe:

tendem ã sequência xO :l, x, x2, ..., xP"''2. a qual é chama

da de potênci.a cÍc].i.ca de x.

Para obter a função mlninla. nós dividimos xP 'L Pg
].o menir..to mú]tip].o cot\upl dos falares xa-l,. onde d é um divã

sor de pm-].. Terem\os então" a equação ciclót8mica, isto é, a
uacãa aue tem Dará raízes todas as raízes primitivas i de

IR

eq
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x?c'll::. ;boçdem: desta equação; é +(Pm-l) .e. reduzindo todos .os

sdUF ..coeficientes ao. seu menor resíduo não nulo módulo p,tg.

reinos!:o.:.p.pli.nQmi.o ciclotómi;ço.de ordem q'(pm 1) . Se P(x) é

tJm falar de grau m, Irredutível em GF(p) do polinórr\io cicia

tónico obtido, .então. P(x) é uma função mínima. a qual,em çg.
ral não é única

$4EMPLO D.2 - Seja p= 3 e rn= 2. ,Desejamos,obter os eles\en-

tes.:de GF(3')

:A.: 'qu,:ç?o ';i.:'lotómi.ca é -Z;nj--::ó ; bia. ú: 1;) ';à" : ',
inÍ.nin\o múltiplo con\um dos falares xa-l, onde d é um divisor

a9 p'.:J-
Como pm-1= 8, os va].odes de d são 1, 2 e 4 e o .rlnl-

nirl\o; mÚ].tip]o COHUIFi de x-], x2.] e x4.] é: x4.].. Logo,

;!!;=1. ::.(x4-l.)(x4+l) ::x4+1:=0x'-l x'-l

é a equação ciclotómlca,. O polín6mio çiclotõmic.o é x4+l:
? Podemos e.screver:

x4.F] : X4.3x2+.]. : É4.2x2+l--x2 :

'(i2.i) 2.x2 ::Ek2.]+xJEk2.]-x']

[ x2+ x+2 ] [x2+2x+2' ]

Corno o f.atar xz+x+2 é .Irr:ed:utÍve:l em GF(p) , então
esta é: a nossa.(função m:Rima

Oes.ta farpa.l: com p.(#) :xf+#+.2{ os elementos não ny.
los de.;GF(3z) são:
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xO

xl
x2

'x3

x4

x5

x6

x7

x' = l

x2: x2+x+2-x-2 = -x-2= 2x+l

x3 : x(x2): X(2x+1).= 2x2+x : 2(2x+l)+x= 5x+2 = 2x+2

x4 :x(x3) .= x(2x+2) = 2.x2+2x :2(2x+1)+2x =6xt2 = 2

x5 : x(x4) :x.2 - 2x

..e:X(X:!:) 'Ü'Í(2X)' = 2X:2 2 (2Xtl) =; 4X+2 =- X+2

}Ç7;:: iOÇq) :.x (x+2) = x2+2x,: 2x+lt2x =4;x+l = x+l

AsÉlü õs eléúentóÉ: dd ;éF(3zy éãó

X

0, 1, 2. x, 2x, x+l, x+2, 2x+1, 2x+2
Í r+ =' '..'1'.

GEOMETRIAS FINITAS

E - l geometria Projg]jyg: F]DJçg(liG(D,s)}

com o alxí,].io de um corpo de. Golas.GF(s) . é pois.Í-
vel construí.r uma geometria projetlva finita de cllmensão n,
a qual será denotado por PC;(n,s) , da seguinte maneira

Qua[quer conjunto bfdenado de ã+] e].eventos

(x0'xl'x2'''',Xn)

onde xleGF(s) , Í=0,1,...,n e não são todos nulos simultaneg.
mentem. representara um ponto da nossa geometria. Doi.s .con-

juntos;Qrd,enados (x0'xl''. .,xn) e (y0'yl' '.,yn) represen'
tam Q mesmo .ponto quando e somente quando existe \im e].emen-

ta Dâolnujo .pega($) ta] que y.i = QX.i .(i=o.1,2,...,n). -os ,e],g.
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mentes xO'xlf'''/x são chamados de coordenadas do ponto

(xO 'xl 'x2 ' ' ' ' 'x::)
Cada ponto da PG(n,s) tem n+l coordenadas as quais

assumem valores em GF(s) , que contém s elementos. Corno es-

sas coordenadas nâo podem ser sintu].taneamente nulas, o nÜmg.

ro de conjuntos de' n+l coordenadas que podemos formar com

os s elementos de GF(s); é dado: por s 1-1. Mas, para cada
um dos s''''L-l conjuntos escolhidos existem s-l conjuntos (]\B

representam o mesmo ponto.

Desta forma, o número total de pontos da PG(n,s) é
dado por

$ -1
Qn : l-'-;':-l (E.l.l)

Todos os pontos que satisfazem a um conjunto de n-m

equações homogéneas linearmente independentes

a.LOx0+allxl+

a20x0+a21xl+

+a]..x.

+a2nxn

0

0

(E.1.2)

a (n-m) 0x0+a (n-m) lxl+ (n-m)Xn : 0

formam o que chamamos de um subespaço de di.mansão m, denota

do por :(mJ-subespaço, da PG(n,s) . Qualquer outro conljuntodé

n-m equações hóinogêneas linearmente independentes obtidas

através de combinações lineares das equações ãc;ilha, deterá\J.

nam o mesmo (m)-subespaço.
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Em (D.2) telhas n+l i.ncoénitas e n-m eq\loções.As. s9

lições do sistema serão

aOE0+al€1+ +amEm (E . 1 . 3)

onde eO/E]. r '' . 'em são quaisquer m+l. valores colunas llnear-
n\ente Independentes. Bati.sfazendo (E.l.a) e aieGF(s) , i-=0,1,
2....,m. não todos nulos.

Em (E.1.3):cada.a.i, i=0,1,2,...rrn, pode ser esco-
lhido de s ntaneiras e como não poli.em ser todos nulos o númg

ro total cie pontos satisfazendo. (E.1.2) é sm+l-l. Mas, cada
ponto tem:s-l outros representantes. Portanto, o número to-

tal de pontos que satis:Eazent..(E.1.2) . isto é, o número de
pontos do (m):-subespaço é dado por

(E.1:.4)

Vamos agora obter o número total de (ml-subespaços

em uma PG(n,s) . Cada (m)-subespaço õ deterrüi.nado por qual-

quer conjunto de (m+l) pontos Indepe:mentes nele contidos

Portanto, a número total de }.(m)-subespaços da PG(nps) f deng

todo por õ(n,m,s) , sela Igual ao número total de n\anelras

de seleci.onar (m+l) pontos independentes entre os Qn pontos
da qeon\etri.a, di.vivido pelo número.:total de maneiras de se-
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lesionar. m+l pontos i-ndependentes entre os Qm pontos(b (m)-

subespaço. [)c} ]:oral de [)oitos da :geometri.a,o primeira ponto

pode ser escolhido de Qn maneiras e o segundo de Qn'l:Qn'Q0
maneiras. O tercei.ro ponto deve ser esco].hirto de maneira a

ser linearmente independente do primeiro e segundos isto ê,

não deve pertencer ao (1)-subespaço gerado pelos dois pon'

tos jã escolhidos,o qual tem QI pontos.Desta formara tercel
ro ponto pode éàr escolhido de Qu'Ql: maneiras. Procedendo
desta forma, se l pontos i.naependentes jã foram cscolhidosr

o (1,+1)-ésimo deve ser escolhido de modo a ser linearmente

independente dos Ê primeirQspiSto é,não deve pertencer ao

(1-1)-subespaço determinados pelos l primeiros pcritos,o qual

tem QI,.l pontos. Oeste forma, o (1+1)-ési-mo ponto pode ser
escolhido de Qn' QI. .l maneiras. Assim, o número de maneiras
de selecionar (m+l) pontos independentes entre os Qn pontos

da geometria é dado por Qn(Qn-Q0) (Qn'Ql} ' ' ' (Qn-Qm-l) ' Analg
gemente, o número de maneiras de selecionar m+l pontos inda.

pendentes entre os.Qm pontos do (m)-subespaço é dado por:

Qm(Qm-QOj ' ' ' (Qm-Qm-l)

Assim, o número total de (m)-subespaços na PG(n,s)

é dado por:

Qn(Qn'Q0) (Q

Qm(Qm-Q0).(Qm'QI).''(Qm'Qm-l)

(sn'tl.l) (sn
(sm'bl-l)(sm-l) (sm'l- l) . . . (S-l)

© (n. , m , $ )
(E.1.5)
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I'odemos verificar que

$ (n,m. s) =. $. (n,n-m-l ,s)

É converti.ente..definir q'(n,-l,s) : l

Segui-ndo .o mesmo argumento em (E.1.5) podemos mos-

trar que

O número de (m)-subespaços distintos que contêm um
ponto fixo À é dado por

0 (n-:l }m-l , s )

E o número de (m)-subespaços distintos que contém

dois pontos fixos A e B é dado por

© (n;'2 .h-2 , s )

Se exc].ulrmos um ponto da PG(n.s) e todos os (m)

subespaços que o contém, temos que

O número de. Éiontós que restam' é' dado por

o.,.. i ' :P -..-l
.. s: --'l

O número de (m)-subespaços que restam é dado por

® (n ,m,s) - @ (n-l ,m-l , s )

o número de pontos êm càdá: (m) "'éübéspa'Ços restam
te continua

sm'++:=l
s - l

O número de (m)-subespaços que passam por um ponto
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fixo é dado por:

©(n-l,m-l ,s) - d'(n-2 ,m-2 ,s) .

EXEMPLO (E.l.l) - Para n=2 e;s=2, cada ponto da PG(2,2) se-

rá ::representado noF três .coordenadas x0'xl e x2; onde xl = 0
)u l (i.=0,1,2) , e nâo são todas todas sirl\lltaneamente nulas.

a) o número total de pontos é

b) o número "total de pontos em cada (1)-gubespaço é

e) o número total de (1)-subespaços é

(23-1) (22-1)
(2'-1) (2 - 1:)

+ (2 ,1 ,2) 7

d) o número total de ;:(1')''-subespaços aue contém um ponto

fixo é:
2:'

2 =,.,3Õ (1 ,0 ,2)

e) o número total.de (1)-subespaços que contém dois poE
tos fixos é

©(0,-1,2) : 1

De acordo con. (E.1.2) ter«os rijk ---+ (i ,i ,k) ]
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EQUAÇÃO CI) -SUBESPAÇOS

{ool, Olo, Oll}

{001 , 100, 101}

{100 , O] o ,:' ].lo}

{oo1, 110, 111}

tolo, ioz, ili.l
{ioo, oii ,' i:til}

{lo.1, 110, Oll}

X

l
:;' HX B

0 SX +x
0 4

0 SX +x
0 5

0X +x Sl 2 6

X +x +x b
!:2.l0

b.n=3 e

S.2

EXEMPLO (E.1.2) -- Para n=3 e s=2, cada ponto da PG(3.2} ge-

ra' fébresentaao bor :quatt'o: coordenadas -:k0 rxl ;x2 : e k3 , onde

(1=0,].,2,3) e não são todos Élüu:learleâMente nu-
].os . Assim ,

a) O número total d:e pontc5s é

Q3

b) O número total ;de. pontos em cada (2)-subespaço é

Q2

b') O número total de pontos em cada (1) g\ibêgPaço é

c) o número total de (2)-subeinaços é

0(3.2,2) : l2fl"+):(23-+) (22-i)
3 i;} Q2-.üil) (2:.cü.)

15
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c-) O número total de (1)--subesnaços é

:Q4-z) (;3 il : 3
(2'-:1 ) (2 - 1)

$ (3 ,1 ,2)

d) O número total de (2)-stlbespaços que passam por um
ponto fixo é

(23-1) (22-1)
2;. 1) (2 - 1)

$ (2 ,1 ,2)

d') O número total de (1)-subespaços aue passam por um

ponto fixo é

0 (2 ,0 ,2)

e) O número total de (2)-subespaços que passam nOF dois

pontos fixos é

© (1,0,2) 22-l
2 -1

e') O número total de (1)-subespaços que passam por dois

pontos fixos é

© (1,-1 ,2)

T'erros então por (E.1.2)

up:eçê9 ; 122.:egb=p3a

x,.. = 0 {S. = 0001, 0010,:. 0100/: 0011, 010].,; 0110, 0].11}



xl: 0 S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

S9

s10

oll

S12

S13

S14

x0+x]+x2+x3 : 0 S].5

E.

{ o o O[, DOLO , 1000 , oo].]. ,'].001 , ].O]o , ]o]]}
'tooó1 , 0100 ,100 0 ;:01'01:, í:o'o]. , 1100 , 1101 }

{oo'.io , Oloo ,logo ,Olho ,iol'o ,lIDo ,lllo }

{oo.Ó] ,oo]o ,oo]],]].oo , ]:]o]. ,1110 ,1111 }

{oo'o1 , 0100 , 0101, 1010 ,11].o , ]o]],]].ll }

{ol'oo ,0010 ,0110. ,1001,:11.'o'1 ,1011,1111 }

{oooi , iooo , ióoi, oito :iiÍo ,oiii, iiii}
{lo:óo , Dolo , leio 1; oioi:/tzóz, oiii ,iizi}
{1000 ,0100', 001].;, ].100 ,1011 ,O]]],]]].l}

{o001 , O]]]', ]Õ]]:',].lo! ,Ollo ,1010 , 1100 }

{0010 , 1011', ].110', õ ].11''; 10'õ]:} Õ]o]. , 1100 }

{ooll,pool,lõl.o , ltoi ,lIXo ,0111,Oloo}

{[ooo ,O]]o ,oo]:].: ,oi:b ]. ,xdtl','Zioi,iZio }

{O:oZI , loO l,loto"', lIQ O:l' O'l IO",' 0101,1111 }

: 0X
2

X +x
0

x0+x2
i'

0x0+x3
0

n

xl+x3 : 0

x2+x3 : 0

: 0XA+X +x 2l
+xX +x

0 l
0+xX +x0 32

: 0X +x +x 3l 2

Eauacões (1)-sub9EPg.Ç9g.

0= xX0 l
n 0X = x

20

QX X
3

X = xl 2

0x3Xl
0X = x2 3

0X,K+X 2

QX +x =.x0

sl

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

.{ oool , colo , 0011}

:Íoool, 0100, 0101}

{0100. Dolo , 'olho }

{1000 , o001, 1001}

{1000, aDIo , .l010}

{lDOO , 0100 , .llOO}

{o001., 1100 , 1101}

ÍDOLO, 1100 , 1110 }
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S9'

slõ

sll
S12

S13

S14

S15

S16

S17 -

S18

S19

S20

S21

S22

S23

S24

S25

S26

S27

S28

S29

S30

S31

S32

$33

{ pool ,

{0100,

{0010 ,

{ 0100 ,

{loo oi ,

{1000 ,

{oolo,
{].o oo ,

{oolo ,

{1000,

{ooll,
{0101,

{o110 ,

{1100 ,

{1100 ,

{ Q 0].1 ,

{ooll,
{olll,

{o110 ,

{oill,
lÍtIO,
{1110,

{1110,

{1000,

{0100,

tolo,
lolo ,

pool,

1001,

0110,

0110,

Olol,

Dali,
Olol,
Olol,
iloo ,

1010 ,

1001,

1010,

1001,

pool,

0101,

1010 ,

loll,
1011,

].Oll ,

llol,
0111,

0111 ,

1011,

101].}

Oll].}

OI ]. l }

lll].}

llll}

Ollo}

Olol}

lolo}
O110}

llal}

1100}

0101}

ool].}

1001}

l].ll}

l].ll}
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xO : xl : x3 S34 : {0010, 1101, 111].}

:!.o : x]. : x2 S35 : {0D01, 1110, 1111}

Geometria Euclldiana FInIta(EG(n.s))

Ainda com o auxíli;o d:e urn. corpo de Galos:é GFCs).f. é
possa:vel .:bons.trair,:uma--qeometri.a :Euclidi.ana Finita de di.HeT

sâo uP- a qual :será :denotado !por E:G(tl:js:l:, da secluln.te .manei-:
ra

n3unto ordenado de n e].ementas

(xl'x2' ':.xn}

xieGF(s) , i=1,2,. ..,n, representara um ponto da nossa

geometria. Dois conjuntos ordenados (xl'X2/''',Xn) e (yl'y2r
yn) representam o mesmo ponto Quando e somente afiando

yl :!Xim .1:1,2, . . . ,n. ..gs;.elemerlbQsÍxJj;-x2' ' ' ' 'xn são cear'\idos

de coordenadas do ponto (xl'x2'.'',xn)
Cada ponto contém n coordenadas,lag duais são ele-

mentos de GF(s) que .tem..s..e].ementos. Desta forma, o número

total de pontos na.,.jlG(n,s) é...dado por

n ':: (E.2.1)Ê - :i::*lin ;.( - '

Todos .os...ponçç).s. que satisfazem a. um conjunto de n-m

eauaçoes consistentes e ].inearmente i.ndependentes
'i



a10+a].]x]+...+a].nxn..: 0

a20+a21x].+'..+a2nxn = 0 (E.2 .2)

a (n-m) 0+a (ni.ai.) í;#a.'y.; .l:.+a (n-Ú.)-nxn : O

onde: al.,.ieGF(s) , i:1,2,.....,n-m{ :j51,;2,{...rn. .formam um (m)-

s\!bespaço ;da EG(n,s) , e qualaupç:.outro conjunto de. n-m eaug.

çõe.g con8isten.tes . e ].inearmentQ Indo:pe:éden:tes obtidas atra-
vés de combi.naçoes lunares das e({uaçoes acima, determinam:o
mesmo (m)-subesp.aço.

Em (E.2.2) temos n incógnitas e (n-m) equações. Às

soluções em (E.2.2) são

a].€1+a2e2+'''+amEm (E.2.3)

onde €1/E2r : ' ' 'Em sãa qual-squer m vetores co].una .linearmen-
te independentes satisfazendo (E.2.2) e aieGF'es)

Em (E.2.3) , cada a.i pode ser escolhido de s manei--
ras. Logo, o número de pontos ãâstlntos que satisfazem

(E.2.2) , isto é, o número de pontos distintos do (m)-subes-

naco é dado por'

E = sm (E. 2 . 4 )
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Para obter o numero total. de .(m)-subespaços na

EG(n,s) , podemos usar o mesmo argumento em (E.1.5) . Oeste

forma

En(En-E0)(En-E]) . . .(En- m-].)
Em (Em=E0) (Em-EI) . . .(Em-Em-l)

: sn(sn-l)(sn-s) .... (sn sm. l). :
sm(sm--l)(sm-s) . . .(Sm-9m'l)

sn'm0 (n-] ,m-]. , s ) $ (n ,m, s ) -$ (n-l ,m , s ) (E . 2 . 5 )

Seguindo o mesmo argumento em (E.2.5) , temos aue
O número de (m)-subespaços distintos que contém um

ponto fixo é dado nor

0 (n-l ,m-l , s)

E o número de (m)--subespaços"distintos que contém

dois pontos fixos é dado por:

© (n-2 ,m-2 , s )

EXEMPLO .(E:;2.1.) - Para n=2 e s=3, cada palito da EG(2,3) ge-

ra represe.ntado por duas coordenadas xl e x2' onde xl :l ou
2 (1=1 , 2) . Assim ,

) O número total. de pontos da EG(2,:3) é

z2 : 's : y

b) O número total.de :contos er'\ cada (1)-subespaço é

a

2

EI : 3
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c) O número total (]e (1)-subesnacos é
;..' f-= : ?\. = !.

3© (1 , 0 ,3} 12

d) O número total cle (1) -subespaços que contem un ponto
fixo é

© (1 ,0 , 3)
(. 32 +.1)

e) o número total de (1)-subespaços aue contém dois pog
tos fixos é

o'(o,-i,3)' = 1

De acordo com (E.2.2), temos

11Qgê:@Ão (!) $ubespaços

Xl
X

x:2'

+x
2

Xq+X 2

X +xl
+2x

2l
= '4

X +2xl
X +2xl 2

.sl

S2

S3

S4

s:S

sé

$7

;:S8

s#:

slo
sll

S12

{ 00

{10

{20

{ 00

{01

{00

{ o].

!'\ -

{00

{10

{20

01

11

21

11

'12

12

10

20

02

12

02}

20}

22}

01}

/

r

/

/

/

f

r

r

f

/

r

r

f

r

/

r
C

e



Se excluímos um ponto da EG(n,

subespaços que o contém, temo.s
r) número de pontos aue restam é

ó : ÀúúbPê5 aà:;'(ú) üsubesÓaçós'.aue {estarp

0(n-] ,m-] ,s) -4'(n-] ,iw].à,:s)::;v.:(.sn.l:p-i) ©:(D:T4.rF--l ,s)

O número de pontos em cada (m)-subespaços continua:

E

O número de (m) .-sÜlibspa:ços 'üué; :bá:ssáú >(iã: um ponto

0(n-l ,m-l,;s) - $ (nr2 ,.ü-2 ,S)

(m)s) todos ose

sn m

fixo e

,..-B ! .} ?i .': }

i:..! :}-=}

1' :

n.'x 'J.

'i'

']!'}-b.+'

H
'.1

'1.:

H
I'i'

'',\

. i H

?f')'3

.i

'Í]
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