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INTRODUCAO

0 problema fundamental do plane]amenté de um exHe—
rlmento estd na escolha do tipo de planejamento que melhor_
se adapte as condlgoes experimentais. Sua solucao embora de
penda de conhec1mentos teorlcos, e, em geral tanto melhor
quanto maiores forem a experiencia e o bom senso do planeja
dor.‘ |

| 0 melhor.planejahento, loqicémenfé, séria: aqule
que permitisse controlar o maior numero possivel de wvaria-
veis envolvidas. Mas,rcomo cada tlpo de planejamentollmpll—
ca em um determlnado método de anallse, as vezes nao e pos-
sIvel conc1liar a obtengao do melhor planejamento com o me—
todo d¢ anal;se mals.adequado aos opjet;vos davexperlen01§?
| Diante dlsto ou modlflcamos o metodo de anéii§e;
com alguma perda, ou procuramos um outro tlpo de planejamen
to cu]a analise atenda aos ObjethOS e que, preferlvelmente,
preserve algumas caracteristlcaq 1mportantes do planejamen~
to otlmo. _
- ) 6bjetivo do nosso trabalho ézépresentar.um qué-
dro geral do Planejamentos por Blocos Incompletos, cuja in-

trodugao foi motlvada pela 1mp0551b111dade de adocao, em al
\ : _ <ot



guns casos, do melhor planejamento dentro dessa linha, que
seria o Planejamento por Blocos Completos Casualizados.

A nomenclaturd nue;adotaremos neste trabalho sera
a mesma dos ensaios de campo;:éué ja & classica e foi ini-
cialmente adotada por Fisher e Yates (1948) Desta forma, u
saremos O termo “tratamentc" para de91gnar qualquer varieda
de de 1nt°resse comparatlvo; tals comc tipos de dletas parai
porcos; metodos de ensino, tlpOS de maqulnas; tipos de tra-
tamentos terapeutlcos, etc., cujaé:"unldades experlmentais
sdo os elementos aos quais cos tratamentos sao apllcadoo, no
caso, 0s porcos, os alunos, Os operadores de maquinas, os pa
c1entes, etc. O "rendlmento" de uma unldade experlmental e
o resultado quantitativo que esta unldade produz quando sub-
metida a um dado tratamento Assim, se 0s tratamentos exem-
pliflcados acima sao apllcados as correspondentes unidédes
experimentals, os rendlmentos destas unldades noderlan bser-
quantlflcados, respectlvamente, em qanno de peso em gramas,
grau de aproveltamento, numero de pegas produ21das, nimero
de curados, etc. Usarenos alnda o} termo "bloco" para des;q-
nar um conjunto de unxdades experlmentals homoqeneas, 1sto
é; unidades para as quais as diferencas entre os> rendlmen—
tos produzidos, quando submetidas ao mesmno tratamenté,séjaﬁ.
atribuiveis apenas ao acaso. | o

Vamos em segulda discutlr uﬁ me smo problema,r .ém

condigoes dlstlntas, O que nos levaraf de manelra natural a



um encadeamento de varios tipos de planejamentos. Tal enca-
deamento.partindd do Planejamento Completamente Casualizado,
sera feito ora por refinamento das técnicas experimentais,
ora por necessidade devida a nao existéncia de um planeja-
mento anterior. O exemplo &, em sua essdncia,devido a W. L.
Stevens (1950). Introduzimos algumas modificacgdes, para me-
lhor atender aos nossos propésitos:

PROBLEMA: Uma .companhia de transportes: coletivos
estd interessada em comparar as resisténcias de varias mar-
cas'de pneus, ndo no laboratdrio, mas nas condigées reais
de servigo. A experiéncia sugerida consiste em equipar, -de_
alguma forma, os Onibus da companhia com as diversas marcas.
de pneus e apds, digamos 6.000 Km de uso, examina-los e com.
pard-los segundo algum critério conveniente, talvez o nime-
ro de milimetros de borracha gastos.

Como se trata de um experimento comparativo, € na-
tural que o tipo de planejamento a propor impligque em. um me.
todo de analise que permita sejam feitas todas as compara-
goes entre as médias dos efeitos e com a mesma "precisao".

Suponhamos, inicialmente, que a Empresa A esteja
interessada em 6 marcas de pneus, para utilizacao emsua fro
ta de 12 Onibus, os quais servem a uma mesma rota.

ﬁm primeiro tipo de planejamento que podemos pro-
por, o mais simples de todos, & o Planejamento Completamen-

te Casualizado. Tomando as marcas de pneus como tratamentos



e os Onibus como unidades experimentais, este planejamento
consiste em aplicar cada tratamento a uma unidade experimen
tal escolhida @o acaso, sendo o experimento aplicado duas"”
vezes, has mesmas condi¢bes. O rendimento de cada “unidade
seria a média do niumero de milimetros de borracha gastos em
cada uma das seis posi¢des das rodas.

O tipo de planejamento proposto apresenta a vanta- -
gem de implicar em um método de analise - bastante simples
que permite comparar as médias dos efeitos das diferentes
marcas de pneus com a mesma precisdo. Mas, para que ele se-
ja perfeitamente adequado as condigoes experimentais'éh ne-~
cessario que todas as unidades experimentais sejam homogé-
neas, isto &, que as diferencas de rendimentos de dois oni=:
bus, equipados com a mesma marca de pneu, sejam devidas dﬁif
camente ao acaso. S s e T e S

Para a empresa h,a homogeneidade entre seus onibus
poderia estar fundamentada no fato de que,se eles pEXrCcCorrent
o mesmo trajeto,nac haveria assim grandes diferencas “entre’
os rendimentos,as quais poderiam ser creditadas ao acaso. -

Mas a principal desvantagem do Planejamento Comple
tamente Casualizado & que esta hipotese de homogeneidade nao
poce ser formulada em grande parte dos problemas experimen=
tais. A analise deste tipo de Planejamento pode ser encon-
trada em textos de Planejamento de Experimentos, tais como

Peter W. M. John (1971).



Suponhamos agora gue uma outra Empresa B esteja in
teressada ainda em 6 marcas de pneus para utilizacao em sua
frota de 18 oOnibus, os quais servem 3 rotés distintas, com
igual nimero de veiculos para cada rota.

Aqui, a proposigao do Planejamento Completamente Ca
sualizado implicaria em dontinuér com a hipotese de homoge=-
neidade entre os 6nibﬁé, ainda que estes percorram trajetos
diferentes. Mas o bom senso ﬁos leva & consideragdo de que
algumas rotas podem abranger ruas cheias de pedras e bura-
cos, enquanto outras venham a abranger ruas pavimentadas é
bem culdadas. Desta forma, o desgaste sofrido por uma deter
minada harca de pneu podera ter sido influenciado pela rota
na qual foi utillzada, gerando dlferengas entre os Onibus,
gue percorrem rotas distintas, nao totalmente atribuIveis ao
ao acaso. Surge, entao, a necessidade da 1ntrodugao detnnou
tro fator no planejamento, o qual venha controlara.falta de
homogeneidade do materlal Mantendo a hlpotese de que os O-
nlbus sao homogeneos se percorrem a mesma rota e consideran
do 0s heterogeneos se percorrem rotas diferentes, podemos
propor um segundo tipo de planejamento cujo metodo de anali
- se 1mplic1to ellmlne, das comparagoes entre as medlas dos e
feltos das dlferentes marcas, as diferengas gerais atrlbul-
veis as dlferentes rotas.

| Este novo tipo de planejamento & o chamado Planeja

mento por Blocos Completos ao Acaso e consiste em dividir



as unidades experimentais em conjuntos ou blocos de tal for
ma que as unidades de um meSmo bloco sejan tao homogeneas
quanto n0551vel encuanto que de bloco para bloco haja bas~

tante heterogeneidade.

No nossc caso podemos considerar os Gnibus - ainda
como unidades experimentais e as rotas como blocos. Como ca
da bloco contem 6 unidades experimentais, uma para cada tra
tamento, dizemos que os blocos sio completos. Além disso, o
experimento & feito as Acase’ destro de cada bloco, ‘isto- &,
os 6 tratamentos sio aplicados ao acaso is 6 unidades de ca
da bloco. As vantagens tedricas deste tipo de planejamento
serdo discutidas no Capitulo I do nosso texto e sua analise
especifica encontra referéncias em Péter W.M. John' (1971).

Um refinamento ‘das técnicas ‘éxperimentais = poderia
ser obtido 3 partir da consideracaoc de que, por exemplo, os
cuidados do motoristd, as ééhdigaes'éoé freios, o nimero ‘ex
cessivo de passageiros, etc., podem géfar”diferengas sensi-
veié’delahibuéiéafé Snibus;’independentemente do  trajeto.
Neste caso, um'ﬁeihbramehﬁé‘db'pianejémento pode ser sugeri
do: supondo ndo haver diferencas significantes entre as po-
sques ocupadas por cada roda, podemos considerar agora ca-
da &nibus como um bloco e ‘as unidades experimentais como sen
do as posicdes da Yoda. Desta forma, dentrd do esquema  do
Planejamento por Blocos Completos ad Agaso,as 6 posicoes da
roda, em cada o6nibus, seriam ocupadas,’ ac acaso, pelas 6

marcas de pneus. Este mélhoramento traz ainda a vantagem de



diminuir o nimero de &nibus a serem utilizados na experién-
cia, poié §dderiam03’utilizar, por exemplo, apenas 6 Onibus,
dois em cada rota, ao invés dos 18 propostos anteriormente.
E a redugdo do custo da experiéncia ndao acarreta grande per
“da nos objetivos.’

Se levarmos em consideragao as diferengas entre as
posigbes das rodas, atribuilveis, por exemplo,’d tragao,meio
fio, etc., tais diferencas poderiam ser eliminadas das com-
paragGes entre os efeitos, estabelecendo-se convenientemen-
te o0 rodizio de pneus dentro de cada Onibus, talvez_a~ cada
1.000 Km de uso, ou ainda, pela introdugcao de um terceiro
fator que viesse a controlar essas diferengas. Esta 1ltima
alternativa motivaria a introducao de novos tipos de plane-
jamentos'que escapam 4 nossa discussio: o Planejamento por
Quadrados Latinos ou o Planejamento por Quadrados de Youden,
desde que o nimero de tratamentos seja igual ao numero - de
blocos e estes sejam completos ou nao. Estes planejamentbs
encontram referéncias em W.L.Stevens (1950) e Peter W.M.John
(1971).

No Capitulo I motivaremos a introdugao dos chama-
dos Blocos Incompletos e a necessidade do seu balanceamento,
discutindo, & partir dai, as propriedades dos Blocos Incom—
pletos Balanceados.

No Capitulo II mostraremos algumas situagGeseﬂnque,

nao sendo possivel obter um balanceamento total do experi-



" mento, motivaremos a introdugao dos Blocos. Incompletos Par-
. gialmente Balanceados, discutindo suas propriedades.
wirers: o Finalmenhte; no Capitulo III, discutiremos a idéia
i7da “introducdo dos Esquemas: de.Associagdo como elementos fun
damentais no estudo dos Blocos Incompletos. Parcialmente .Ba-
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CAPITULO I

PLANEJAMENTOS POR BLOCOS ‘INCOMPLETOS

BALANCEADOS (BIB)

A discussao do problema da‘companhia de tfénsporta
na Introdugdo do nosso trabalho, mostra a importancia é'né—
cessidade da introdugao do fator bloco para controlar a fal
ta de‘homqgeneidade do material experimental. A teoria‘ dos
Planejamentos por Blocos foi iniciada a partir dé considera
950 de Blocos Completos, isto é, de blocos com tantas unida
des experimeﬁtais quantos sejam os tratamentos a compérar.
Se os blocos sao completos, entdo cada um deles contem uma
repetigao completa do experimento. Desta forma & poséivel e
liminar as difeiengas entre blocos de modo que poésamos ob-
ter estimadores ndo viciados das médias dos efeitos dos di-
versos tratamentos. O mais importante & que as diferengas
entre as médias de dois efeitos quaisquerlfica tot;imente i
senta do efeito de bloco. | | | o '

A impossibilidade, em grande parte dos problemas
praticos, da formagao de blécéé»cémpietos, moti&bu o desen-

-Q-
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volvimento de uma teoria mais complexa dos Planejamentos por
Blocos, na gual o ntmero de unidades experimenﬁais em cada
bloco & inferior ao niimero de tratamentos a comparar. SO pa
ra exemplificar, voltemos ao problema, ja discutido, da com
panhia de transporte, supondo que a empresa esteja interes-
sada em comparar 8 marcas de pneus. Se o planejamento pro-
poe considerar cada Snibus como um bloco, teremos que O na-
mero de unidades (posigoes dos pneus) em cada bloco é infe-
rior ao numero de tratamentos (marcas de pneus) a comparar
e, portanto, n3o teremos blocos completos.
vamos a seguir, desenvolver a teoria geral pa;a os
Planejamentos por Blocos. Com isto pretendemoé colocareﬂnrg'
levo o seguinte: “
a) as propriedades de um Planejamento por Blééos Comple
tos; |
b) aguilo que se perde, devido ao desequiiibrio que se
verifica em um planejamento por Blocos quando os blo
cos nao sao  completos; |
c) & partir de (a) e (b), discutir as restrigSés gue po
dem ser impostas de maneira a evitaf eése desequili-
brio, p:esefvando assim, algumas das propriedades do

Planejamento por Blocos Completos.

1.A - ANALISE DOS PLANEJAMENTOS.POR BLOCOS

Consideremos v tratamentos aplicados a caselas ar-
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ranjadas em b blocos de tamanhos kl' kz, . S kb. Seja o i-
ésimo tratamento ocorrendo em r, blocos e o i-ésimo e i'ési
mo tratamentos ocorrendo juntos em Aii‘ blocos (i,i'=1,2,..
., V;izi') . Seja Ti 0 total de rendimentos para o© i-ésimo
tratamento e Bj 0 total de rendimentos para o j—ésimo bloco
(i=1,2,...,v; 3=1,2,...,b). Cologuemos T'==(T1,T2,...,Tv) a
B'==(B1,B2,...,Bb).

Nos problemas combinatorios e de analise de plane-
jamentos por blocos, a matriz incidente N = (nij), de ordem
vxb, onde nij € o nimero de vezes que o i-8simo tratamento
ocorre no j-ésimo bloco, desempenha um papel chave. Se nij
assume apenas os valores 0 e 1, o planeijamento & dito bina-
rio. Nos estudaremos somente os planejamentos binarios.

Denotando

R' = (rlfrzl"‘lrv) e K’ = (kl!kzlﬁﬁllkb)

vemos imediatamente que

Nabll= R

N‘ev,l::K
onde ar,s & a matriz rxs com todos os elementos iguais a 1.
Se kj-<v, para algum j=1,2,...,b, o planejamento &
dito por Blocos Incompletos. |
Se kk==v, j=1,2,...,b, o planejamento & dito pro-

prio (equibloco).

Se ry=r, i=1,2,...,v, o planejamento & dito equi-
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replicado.
" Teremos o Planejamento por Blocos Completos gquando

kj=Vr j=1,2'.4.,beri=b5 islng--.)Va

Se Yij

mo bloco para o qual o i-&simo tratamento é aplicado,nbs su

representa o rendimento da casela no j—ési-

pomos que:

‘ - i“—‘l,zlnc-’v

n (1.2.3)
37 4=1,2,...,b »

onde u é o efeito geral, a. & o efeito do i-ésimo tratamen-
to e Bj & o efeito do j-ésimo bloco. Supomos ainda que  OS
Yy sdo independentes e normalmente distribuidos com varian
cia comum o?.

Seja, entao, Y, o vetor coluna das rj repetigoes
do i-8simo tratamento e seja Ui uma matriz rixb, tal que
U, = ui onde |

17 Yk’

u§k==l, se a j-ésima repeticao do tratamento

i ocorre no bloco k
=0, caso contrario
i=l,2,...,V; j=l,2,...,ri; k=1,2;ceueDs
v
Desta forma, as Z ri==n observagoes podem ser es-

i=1
critas na seguinte forma matricial:

Y = A'8+¢e (1.A.4)

onde

Yl = (Yl,YZ'...,Yv)’ e‘ = (u[atg)
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com o' = (al,az,...,av) e B' = (Blr621-~-r6b)

A' & uma matriz nx(v+b+l) dada por:

T t917]
: :
: 1Y
1] 7
= L] : ) [ .
A en,l:dlagﬁeri'l,erz’l,...,erv’l]:_ (L.A.5)
L ]
¥ [
i o
L ' vV
e €' representa o vetor de erros aleatdrios
! - n — t— 2
' = (ell’eIZ""'evb)’ tal que E(eij) 0 e v(eij) 0.
As equagoOes normais serao entao
AA'8 = AY ~ (1.A.6)

-
- -

onde 0=(ji,a,B) ,com &=(&l,az,...{av) e §=(§1,82,...,§b)

De (1.A.5) tiramos que:

n R? K?
AA' = |R R'IV N . (L.A.7)
K N K"l

onde os |8 representa a matriz identidade sxs.

v b
Escrevendo 6= ] ] y,., temos que
Lo LTy
i=1 j=1
G
AY = |T

o
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e as equacoes normais ficam

G n R* K! i
T = IR R'I, N o (L.A.8)
B K N R'I B
ou seja
) R
(i) G = nu+ r.a, + B
i=1 + * 4=11J
(i1) T, = r fHra, + z nijB] (L.A.9)
Jj=1
k N ’ g
iii) B. = u o+ , 0. +
(iii) By =% £ ny5%s g8y
i=1
Para eliminar o efeito de bloco em (1.A.9) (ii) ,mul
; . h+ , :
tiplicamos cada equacao de (iii) por T?;’ para um dado i=h,
J

somamos para todo j=1,2,...,b e subtraimos este resultado da
h-&sima equacgac de (ii). Isto equivale a multiplicar a es-

querda, ambos os membros de (l1.A.8) por

o oy

] 0 0
n . .
_ - -
F=10 ;V N(K'lb)
. -1
‘0 N' (R Iv) - by s ]

Efetuando
FAY = FAA'D,

temos:



123
|

1 -1 -
1T N(K Ib) B| =

IbB-N'(R'lv)T

b ~wd

1 1

Pes=t -t
1 nR' nK
=|1_R=-N(K"} )"lx LRV, -N(K'3, )N I N-N(K'T )"l(K'l )
v b v v b v b b
N t =31 - e -1 ' ' Nt ' -1
L|bK N' (R tv) R IbN' N'(R Iv) (R IV) oK' Ty Nt (R Iv) N |
I
x |a
B
Usando o fato de que
. =1l o ) ! I -
I R = R; (K'Ib) K = €p,1} (K'lb) (K lb) y
-1
= . i o= . 1 ' -
le‘ K; (R !V)R ev’l, (R |V) (R iv) tv
lvR'IV = R'I; !bK'!b = K'ly; 1T = T; 1,8 =B
I N = NI = N = N'l, = N
Neb'l = R N'evfl = K
ficamos com:
G 1T 1 T 1 (5]
= 1t SR =K i
-l _ _ -1, -
T_N(K'IS) B = |0 R'I, N(K‘Ib) N 0 o.
- | oF i - ' -1 -~
_B N*'(R IV) Td .0 0 K lb_N'(R lv) {- J{

Desta forma obtemos as equagOes reduzidas :
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-

1) Ria+ =K'B

=[]
S
=]

=ﬁ+
2)  T-N(K'1 ) ThE = [RUI_-N(K'L)TIN'IE (1.A.10)
b v b T
3) B-N'(R'I_)TIT = [K'I_-N' (R )_lNJE
v S s

Impondo agora as condig¢oes laterais:

4 ' .
0. = g =
1£1riqi B
% - T s
k_B =K|B=0
el S R |
j=1
G =
-— == y.

vemos que a equacgao (1) fornece §i = =

0 segundo conjunto de equagoes (2) pode ser escri-

to como
Q;= ca (l;Av;l{l)
onde
. -1
Q = T=N(K'I) 7B . (1.2.12)
e
C = R'1_-N{K*} )"1N' : (L.A.13)
V ) b . L -

Para o planejamento equibloco e equireplicado temos:
C = RI - NNt | (1.A.14)
v k *
As eduagaes (1.A.11) sao chamadas Eduagﬁes Intra-

bloco Ajustadas para Tratamentos ¢ estas sao as equagoes

que nos interessam para as comparacoes das médias dos efei-

tos dos tratamentos, isentas dos efeitos dos blocos. £ fa-
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cil verificar que Ce = 0.

v,1

Shah provou em 1959 que a solugao de (1.A.l1ll) é

- ij

. at T
a = (C+aev v) Q =C

2

Q (1.A.15)

onde a & um real nao nulo.

Na realidade, a solugdo de (l.A.1l) pode ser escri

ta:
a = DQ (1.A.16)
onde D & uma inversa generalizada de c¢.

As fungdes lineares f'c, com .§l£i= 0, sao denomi-
nadas de contrastes. Os contrastes da ;;rma ai—aj sao chama |
dos contrastes elementares. 0 Tecrema de Gauss—-Markov nos
garante que, se L'o & linearmente estimavel, entdo seu me-
lhor estimador & £'G. Assim, o melhor estimador linear nao

viciado de um contraste elementar ai~aj é &i-&j.Aiém disso,

temos que:

: o~ — 2
cov(a) = (c+aev’v)o (1L.A.17)

o que nos fornece
V(G -ay) = (ctiecIooctdy g (1.A.18)
Uma fungao linear £°'a & linearmente estimavel se e
somente se posto (C) =p(C)=p(C,2) onde denotamos o simbolo
p para posto e (C,2) representa a matriz € acrescida da co-

luna 2. Denotaremos o contraste elementar ai—aj como l‘i.u,

J
onde lij & o vetor coluna vxl gue tem o valor 1 na posigao
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i e -1 na posicao j, sendo nulos todos os outros valores.

Como € & uma matriz vxv, temos que se p(C)=v, en-
tao todas as fungdes lineares L'o sao linearmente  estima-
veis. Em particular, todos os contrastes elementares sao 1li
nearmente estimiveis.

A soma dos quadrados para testar

pode ser tomada como 4'Q com v-1 graus de liberdade, contra
a soma de quadrados devido ao erro que &

v

} Py s b
Vis = -a'Q
i=1 =1 13 =1 Ry '

comn=-b~-v+ 1 graus de liberdade.

Para blocos Completos, temos particularmehte'que

N = e C=r1rxrf_ -

r
€v,b Pl TR, v
e tomando a==% em (l1.A.15), temos:

1

-~ _ 1 -1, _ 1 _1 I P |
& = I Q=30 = §(T-gB) = T -8B,

v

Além disso por (1.A.18) tiramos:

& 202
i 73 r

<

)
!

[=}
il

, Vi,i, i=j (L.A.19)

Observamos entdo que, se os blocos sao completos,
todos os contrastes dos efeitos de tratamentos sao linear-
mente estimdveis e com a mesma precisao, isto &, com a mes-

ma variancia. Isto significa que o Planejamento por Blocos
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Completos preserva as propriedades do Planejamento Completa
mente Casualizados.

Como estamos tratando com experiéncias comparati-
vas, € importante que possamos comparar os efeitos dos tra-
tamentos dois a dois, pelo menos. Podemos exigir, entao,que
nosso planejamento por Blocos, se nao & completo, pelo me-
nos implique em um método de analise que possibilite esti-
mar, se nao todos os contrastes, pelo menos os elementares.

Vamos, entao, estudar que reStrigSes devemos impof
a um Planejamento por Blocos Incompletos para que este pos-
sua duas propriedades importantes a saber;

P.1l - Todos os contrastes elementares sejam estimaveis;
P.2 - As estimativas em P.l sejam feitas com amesma pre
cisao.

Damos a seguir, trés exemplos de Planejamentos por
Blocos Incompletos que nos permitirao tirar algumas conclu-
soes intuitivas com respeito a propriedade P.l. Estas con-
clusdces serao comprovadas teoricamente logo em seguida.
EXEMPLO (1.A.l) - Consideremos o Planejamento por Blocos In

completos com parametros v=hb =4,

ri= 2, i=l'2,3'4

kj = 2, §=1,2,3,4

e matriz incidente:
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10 1 o0

] 0 1 0
N::

6 1 0 1

o 1 o0 1]

Para os dados acima, por (L.A.13), temos gue:

- -y T R 1 = -
2 0 0 0 1 ¢ 1 ¢© 5 0 0 0 i 1 0 O
o 2 0 0|1 o 10|fo3 0 0ffoo0 11
C = - x| 1 X =
0 0 2 0 ¢ 1 ¢ 1 0 0 5 0 i 1 0 0O
o 0 0 2[fo 1 0 1|00 0% |00 11
. - b = - o e o
1 -1 0 0
-1 1 0 0 | .
= e pl(C) = 2
0 4] 1 =1 ;
0 ¢ -1 1
fon =
Temos também que para os efeitos Uy s0n Oy € Oyt
P(C 8y,) = p(C,2q,) = 2,
enguanto

P(C,2yg) = p(C 21, = 0(C,2,3) = p(€,2y,) =3

Observamos entao que sO podemos estimar dois con-
trastes elementares e exatamente os referentes aos tratamen
tos que ocorrem no mesmo bloco. Verificaremos no proximo e-

xemplo que esta condic¢do & suficiente mas ndo & necessaria.

EXEMPLO (1.A.2) - Seija agora um Planeijamento por Blocos In-
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completos com v=5, b

kj = 2, J=1,2,...,6;

1,2,3,4,5 e

2, i

r L3
i

e a matriz incidente

~

L]

o
o
o © o o. -« ]
it —~
o S o N © W
. SN
o
o © Moo o
@
o HN © © o
) i, §
~NN D o o o o o
X o o
c © © @~ _
: ~ -
© O O - i
- o o
O H © - ©
- -
{ i 3
- O -~ o o
it
-~ o ~N o o
a > o © © - 9~
o o o o o S © e o o
c o o o o - -~ o ©o o o
o o N ©o o © © MM e~ o ©o
o N ©o o o - H o © o o
N © © o o X
i
(&)

Temos também,para os efeitos Gyr0gr0g,0, € ag que:
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pgc'zij) = 3r
para (i,j)= (1,3)(2,4),(2,5),(2,6),(4,5),4,6),(5,6) enquan-

to

p(c’zij) = 4:

para (i,j)= (1,2),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(3,4),(3,5),(3,6).

Observamos aqui, mais uma'vez,que os contrastes en
tre efeitos de tratamentos pertencentes ao mesmo bloco sao
estimdveis. Mas o contraste entre os efeltos dos tratamen-
tos 2 e 5@ estimével, e no entanto estes tratamenﬁos naoc o
correm juntos emAhenhum bloco. Isto mostra que a condigao
de que os dois tratamentos ocorram juntos no mesmo bloco e
suficiente, mas nao necessaria.

ff conveniente, a esta altura, que procuremos inves
tigar em que condigdes um contraste elementar entre oS efei
tos de dois tratamentos que nao ocorrem juntos no mesmo blg
co & estimdvel, ja que o contraste a,~Gg é estimavel ,enquan
to a;-o,, por exemplo, ndo o é.

Podemos verificar & primeira vista, que embora os
tratamentos 2 e 5 nao sejam aplicados no mesmo blodo, exis-
te pelo menos um'par de blocos (3 e 5), um contendo os tra-
tamentos 2 e 4 e o outro contendo‘os tratamentos 4 e 5, ou
seja, em ambos ocorre um tratamento comum que & o 4.Quer di
zer, existe um encadeaméntp tratamento-bloco-tratamento de

2 para 5 que permite a estimacao de 05O através de a4, ja
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que (aé~a5)= (az—a4)u(u5~a4). Tal encadeamento ndo existe em
relagao aos tratamentos 1 e 2, pois nenhum outro tratamento
foi aplicado conjuntamente com 1 e 2.

Mostraremos a seguir, cue um tal encadeamento for-
nece uma condigao necessaria e suficiente para que um con-
traste elementar seja estimavel.

EXEMPLO (1.A.3) - Seja, finalmente, o Planejamento por Blo-

cos Incompletos com v=4, b=5

com matriz incidente:

0 0 1 1 1

f"l “
) _ ) 5 0 0 0 0
2 0 0 O L 1 0 0 o 1
0 -2—' 0 0 0
0 2 0 0 0 0 1 1 o 1
C = - x 10 0 5 0 0 x
0 0 3 0 1 1 0 o0 1 1
0 0 0 5 O
0 0 0 3] 0 0 1 1 1] 1
0 0 0 0 3




1 0 1 0] - .
1 0 -1 0
1 0 1 4]
- G 1 g -1
x |0 1 0 1| = 3 1
| 0 & =5
0 1 ¢ 1
1 3
0 -1 -3 3
L—O 0 1 l_ - b

com p(C) = 3 e p(C,Eij) =3 (i,3=1,2,3,4; i=j). |
Observamos entao que, para o planejamento acima to
dos os contrastes elementares sao estimaveis e que todos os
tratamentos estao encadeados entre‘si através de blocos que
possuam algum tratamento em cbmum. Quando.'um planejamento
possui um tal encadeamento, dizemos ter um planejamento 664
nexo. Passemos entao ao estudo das propriedades dos planeja

mentos conexos, cuja idéia inicial & devida a Bose,

1.B - PLANEJAMENTOS CONEXOS

Um bloco e um tfatémento sao ditos associadds se o
tratamento ocorre no bloco. Dois tratamento A e B sao ditos
conectados se podemos formar uma cadeia de tratamentos eblo
cos: tratamento - bloco - --- - bloco - tratamento, comegan
do com A e terminando com B, tal que todo bloco na éadeia é
associado com ambos os tratamentos adjacentes. A relagao "A
conectado com B" & uma relacdo de equivaléncia, a qual esta
belece classes de equivéléncia disjuntas para os  tratamen-

tos.
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DEFINICAO (1.B.1) - Um planejamento & dito conexo quando to

do par -de trataﬁentos € conectado. Neste caso, temos uma Q
nica classe de equivaléncia.
EXEMPLOS (1.B.l):

a) Nos Exemplos (1.A.1) e (1L.A.2), os planejamentos ndo
sdo conexos. Em ambos temos duas classes de equiva-
léncia.

b) No Exemplo (1.A.3) o planejamento & conexo. Os trata
mentos 1 e 4 sdo conectados pela cadeia 1-I-3-V-4, O
contraste 0 =04 é estimdvel, pois seguindo a cadeia,

temos
2 = ¥117Y3;1Y35"Yy5 ©
E(2) = a)+B)-0g=By+ay+Bs=a,~Bg =a -0,

DEFINICAO (1.B.2) - Um planejamento & dito conexo se todos

0s contrastes elementares sao estimaveis

TEOREMA (1.B.1) ~ As definigGes (1L.B.l) e (1.B.2) sdo equi-
valentes.
Ja vimos que a matriz C em (1.A.13) satisfaz

v,1

Portanto C & singular e tem ¢ como vetor caracteristico

v,1
correspondente ds suas raizes nulas. Assim p(C) <v-1. O pos
to da matriz C estd relacionado com a propriedade de conexi

dade do planejamento, como & visto no seguinte:

TEOREMA (1.B.2) - Um Planejamento por Blocos Incompletos &




conexo se e somente se o posto de sua matriz ¢ & igual a v-L

PROVA: Consideremos um planejamento conexo e sejam v-1 con-
trastes independentes ai-aj (i,3=1,2,...,v) estimados por
2iQ,.2£Q, coer 050

Temos entdao que ﬁic £ 0, i=l,2,...,v,p<pxasignifica
que os £ sdo vetores caracteristicos correspondentes a rai
zes caracteristicas ndo nulas de €. Portanto sio ortogonais
a Ev,l’ o vetor caracteristico das raizes nulas de C. Mas,
os vetores li sdo independentes, por hipdtese, e sdo v-1 ao
todo. Como € & de ordem v, temos entao cue p(C) =wv~1l.

Inversamente, suponhamos que p(C) =v-1l. Sejam Xl,

X2""'xv—l os vetores caracteristicos ortonormais corres-
pondentes & de C. Entao

raizes naoc nulas Ql,ez,ﬁ..,ev_l

X! = x! = p. ol
E({ iQ) xiCa Gi 10,

i
x!Q
onde x; €& estimado por —z-——.
i
Como todos x; sdo ortogonais a e, , e no contraste
¢

elementar f'c,% € orotogonal a e , entao § pertence ao es

‘ v,1
pago vetorial gerado pelos X, (i=1,2,...,v~-1). Seja entao

Vgl
L = a,x
iz b3
Desta forma,
v=1 a,x,Q
i"i Y
E|.] 5| =20

i=1 i
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Logo, o contraste f£'c & estimavel.

Pelo exposto acima, para satisfazer a propriedade
P.1 o planejamento deve ser conexo.

Damocs @ seguir dois outros resultados interessantes
sdbre a estrutura da matriz € no planejamento conexo. Estes

resultados foram provados por Chakrabarti (1963).

TEOREMA (1.B.3) -~ Num planejamento conexo, os elementos dia

gonais da matriz € sao todos positivos. Mais ainda, os meno

res principais de todas as ordens sSo'positivos.

TEOREMA (1.B.4) - Num planejamento conexo os cofatoresde to

dos os elementos de C tém o mesmo valor positivo.

Vamos agora estudar as restrigdes que devemos im-
por a um planejamento conexo, isto &, a um planejamento que
satisfaz P.l, para que todos os contrastes elementares se-
jam estimados com a mesma varidncia, isto &, satisfaga tam-
bém P.2. Através dos trés exemplos de planejamentos conexos
que seguem, vamos procurar estabelecer intuitivamente algu-
mas restrigoes que serao compravadas teoricamente logoémlsg

guida

EXEMPLO (1.B.2)
No planejamento do Exemplo (1.A.3), o cual ja vi-

mos que & conexo, temos, por (l.A.16) e (1.A.17), que:
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2 1 0 1 19 -13 7 -9
1 2 1 o0 . q|-13 19 -9 7
(C+s4’4) = - % % e (C+e4’4) = 1€ A
10 : -3—. -9 7 -5 1

E de acordo com (l1.A.l7) e (1.A.18):

S~ = z, N =gy = a6 =0 = 2
V(al az) 40%; V(al a3) V(cx2 a4) o]

V(a3 a4)

20%; V(3,-8,) = V(3,~8;) = 30?

Como podemos observar, oOs contréstes elgmentares
nao sao estimados com a mesma variadncia, o que intuitivamen
te era de se esperar, ja que ha um desiquilibrio quanto ao
numero de vezes em que cada tratamento & aplicado. Vejamos
o que acontece quando o planejamento é equireplicado.
EXEMPLO (1.B.3) - Consideremos o planejamento com

v=b=4, r=k=2 e matriz incidente

1 o 1 0
1 0 ¢ 1

=
i

0 1 0 1
0 1 L 0

da et

Para os dados acima, por (1.A.13), temos:

e - oo iy r-l -1
2 0 0 0 1 0 1 0 5 0 0 0
0 2 0 0 10 0 1 0 % 0 0
C = - X 1- *
0 0 2 o0 0 1 0 1 0 0 3 o0
2 0 0 2 0 1 1 0 0 0 0 -’5—
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= ‘ -3 = B -
1 1
1 1 o o0 1 -5 0 -3
o o0 1 1 O R S
5 _ 7z 7
‘ = 1 e
1 0 0 1 0 “':.2‘-. l _,,—5
1 1
o 1 1 o_ -5 0 5 1_
Como p(C}) =3, o planejamento & conexo.
De (1.A.15) e (1.A.17), temos que:
(o | - , r-;‘
3 . L 4 3 1
(C+ie,p,) = 070 3 e (cile, = | © § 0
27afa’ T 11 3 € 74,4 |1 o 3
S 2 | B A SRR
1 3 1 3
9 39 3 | 0-F 0 7]

_JDe écordO‘com-(l.A.l7) e (1.A.18), temos:

P LA P la ot g
Via=0y) = V(o) =ay) = V(ay-05) = Vi(az=a,) = 30

Podemos observar agui que a condigao de que cada
tratamento seja aplicado o mesmo nimero de vezes nao & sufi
ciente para a iéualdade das variancias dos contrastes ele-
mentares. Um detalhe interessante neste exemplo & que, para
os tratamentos que oéorrémfjuntOS uma vez no mesmo bloco, a

varidncia d¢s contrastes entre seus efeitos & a mesma, isto

ocorrendo também para 0s gue nao ocorrem nenhuma vez juntos
no mesmo bloco.
Vejamos, no proximo exemplo, o que acontece quando

o numero Aii' é constante para todo par i#i', isto &, gquan-
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do todo par de tratamentos ocorre junto no mesmo numero de

blocos.

EXEMPLO (1.B.4) - Consideremos agora o Planejamento por Blo

cos Incompletos com v=14, b=6, r=3, k=2 e matriz inciden

te
1 1 1 o o0 0]
: 10 0 1 1 o
N= .
0o 1 0 ‘1 0 1
lo o 1 o 1 1]
Para os dados acima, por (1.A.13), temos: -
r-l . -
5 0 0 0 0 0
™ 0 0 0] ’111000‘0%0000
0 3 0 0 1 0 0 1 1 0 0o 0 £ 0 0 o0
C= o x 21 X
0 0 3 0 01 0 1 0 1 00 0 5 0 0
0 0 0 3] [0 o010 11 {oo0o o0 o0 % o
1
0 0 0 0 0 3
L 1 o 0]
"3 1 1 1]
i 9 1 9 3 73 7373
| 1 3 1 1
I A 1 o A T
1 1 3 1
11 1 3
¢ 0 1 |5 -5 -3 3
0 0 1 1]
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Como p(C)= 3, o planejamento & conexo.

De (1.A.15) e (L.A.18), temos que

2 0 0 ) %— 0 0 0
0 2 0 0 o X 0 o
(c+;—ft4 P = | e (C+§€4 o) “L o 2 _—
) ! ¢ 0 2 0 0O 0 5 0
1 3 o
0 0o o 2] 0 0 0 3

E de acordo com (1l.A.17) e (1.A.18),

V(3;-8,) = 0%, ¥i,3(i,3=1,2,3,4;1=3).

Aqui, finalmente podemos estimar}todosuos contras-
tes elementares com a mesma variadncia. As caracteristicas
que podemos observar néfplahéjamgnto acima & que ele é equi
bloco, equireplicado e dois trataﬁéntos qualsquer ocorrem
juntos no mesmo nimero de blocos. Os plane’jamentos que sa-
tisfazem a propriedade (P.2) sao chamados de Planejamentos

Balanceados.

1.C. - PLANEJAMENTOS BALANCEADOS

DEFINIQAO (1.C.1) - Um planejamento & dité'Baianceado se to

dos os contrastes elementares sao estimados com a mesma pre
cisao..
A segulnte condigao necessaria é suf1c1entepara ba

lanceamento em planejamentos conexos é devxda a V. R. Rao

(1958) :
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TEOREMA (1.C.1) - Um planejamento conexo & balanceado se e

somente se todas as raizes caracteristicas nao nulas de sua

matriz C sao iguais.

Xv—l

risticos ortonormais correspondentes as raizes nao-nulas

PROVA - Seja xl,xz,..., um conjunto de vetores caracte-

61,82,...,ev_l da matriz €. Entao a decomposicao espectral

de C é

V'}':'l
C = g.%x,.x!
i=1 1 l. i

~De. (1.A.16) tiramos que.
fv-1 -1
Cad = > '
& .Elei AR

é a solugdo das equacdes normais, com matriz de  dispersao

dada por

v=-1 -1
cov(d) = { [ 6, x,x!ta?.
i=l

A variancia meédia de todos os contrastes elementa-

res pode ser facilmente vista como

202 v=1 -1 v-fl__l e ) ei
Py ’ Syr ® = p s B
So=TY tr(izlei xixi) ElpV(iélei Xixi)ev,l 20

Suponhamos agora em planejamento conexo balanceado.

Entdao, todos os contrastes elementares sao estimados  com va
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ridncia

Mais ainda,
V(ai~aj) = V(ai~ak)+V(aj—ak)—2 cov[‘ai-ak),(aj~ak)]

e entao

I oyt
cov[(ai—ak),(aj—ak)] = g2
v -1

Consxderemos agora a fungao llnear parametrica xia.'

A var1anc1a de seu estimador e, por um lado,

2- V"l_l 2 _l "
4 = ¥ i = : .
V(xja) =0 Xi(izlei X, x1)x, = o’ (1.C.2)
Por outro lado, se escrevemos
v v
xfa = ] a. (o, ey ;)¢ onde ) aj 24 ( Z a, )2 =1
= J J ‘::
j=2 2
teremos:
Vile_l Vile_l
v =1 i v iq 1
Vixia) = ( J a2)d o2 2= (] aa.,){o? T——} =
j=2 J v=-1 j,j'=23J v-1
33"
v-1 -1
10y
= g? Aot (1.C.3)
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Cbmparando os resultados em (1.C.1) e (1.C.2) te-
mos que
Vil -1
L9y
o = I (1.C.4)
v -1

-

Como a igualdade em (1.C.4) & valida para todo i =

=1,2,...,v-1, temos que:

e entdo a condigdo & necessaria.

7 Inversamente, se as ralzes caracteristicas nao nu-
las da matrlz ¢ sao todas iguals (dlgamos 9), cada um dos
contrastes & estimado com a mesma variincia 2020 Y08 o pla-

nejamento & balanceado. A prova & entdo completa.

1.D - BLOCOS INCOMPLETOS BALANCEADOS

0 planejamento por'Blocos Incompletos que satisfaz
a Definigao (1.C.1l) & conhecido como Planejamento por Blo-
cos Incompletos Balanceados (BIB). Formalmente nos o defini

mosS Como segue:

DEFINICAO (1.D. I) - Um planejamento BIB e um arranjo da v

simbolos em b conjuntos, cada um contendo k (k<:v) 51mbolos,
satisfazendo as seguintes condigoes:

1) Todo simbolo ocorre no miximo uméa vez em um conjunto.



2)‘Todo simbolo ocorre em exatamente r conjuntos.
3) Todo par de simbolos ocorre junto em A conjuntos.

Um planejamento BIB & dito simétrico se v=Db e,con
sequentemente r =k. Os numeros v, b, ¥, k, A sao conhecidos
como parametros do planejamento BIB.

E importante ressaltar que o planejamento BIBda de
finicao (1.D.l) nao & o Unico planejamento Balanceado da De
finigao (1.C.l). Para distinguir_os_planejamentos_balancea—
dos da Definicao (1.D.l) do BIB, nds difeﬁos qué aqﬁeﬁ&:fééu
marm planejamentps com variancias balanceadas. - |

Existem tamb&m alguns planeﬁamentos que sao chama=-
dos de plane.jamnenﬁos combinatoriamente balanceados,os quais
satisfazem a condigdc (3) da Definicao (L.D.1). Vejamos ago

ra as relagoes entre os parametros do BIB:

TEOREMA 1.D.1 - Os parametros do planejamento BIB - satisfa-

zem:
i) wvr = bk

(1.D.1)
ii)  A(v-1) = r(k-1)

De fato; (i) conta o'nﬁmero de caselaé usadas de
duas maneiras: temos b conjuntos, cada um contgpdp k simbo-
los e temos v simbolos, cada um ocorrendo r vezes.

Para mostrar ii), consideremos os pares contendo um
particular simbolo 6. Vemos que 6 ocorre em r conjuntos e em
cada um deles & empafelhado com k-1 simbolos. Mas 6 serd em

parelhado com cada um dos v-1 simbolos restantes exatamente
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A vezes. Comparando as duas contagens temos (ii) .

As relagGes a que estao sujeitos os parametros do
BIB impoem uma restrigao muito forte sobre a sua existéncia.
Se fixa;mos 08 parametros v=b=6 e r=k =3, por exemplo,‘ a
relaééo (i) & satisfeita, mas, por (ii) teremos l==§., Como
A tem que ser inteiro, nao existe BIB para os parametros fi

xados acima..

EXEMPLO (1.D.1l) - Podemos facilmente verificar que o seguin

te arranjo

S (3,4,5,7); S

It
i
il

(2,5,6,7); S (1,4,6,7)

1 2 3

%5

(1,3,5,6); Sg = (1,2,4,5); S, = (1,2,3,7)

6 7

& um planejamento BIB com parametros
v=b=7, r=k=4 e A= 2.

Algumas séries particulares de planejamentoiBIB;e—>
ram conhecidas antes de 1847 por Kirkman e um tratamento sis
tématico estabelecido por Yates (1936) as introduziu como
planejamentos estatisticos. Desta rica contribuicao foram
feitas gonfiguragées estabe%ecidés_pg; Fisher (1§g0, 1942),
Fisher e Yates (1963) e Bose (%?39, 1859), e agora_formam a
parte padrao desta teoria.

Voltemos, agora, 5Janélise dos Blocos Incompletos
obtida na sec¢do 1.A, com o propdsito de estabeleéermps;u;eg

pressaes particulares para o caso do BIB.
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Das relagdes (1.A.l) e (1.A.2), tiramos imediata-

mente que

Nsb,l = rev,l (1.D.2)
N‘ev'l==keb'l (1.D.3)
Da relagao (1.A.12), temos que
C = ri_-INN (1.D.4)
v k it

Se denotamos os elementos de NN' por 94 rVEmOS que

b b
933 = L hi, e g, = } h,h . (i=zj)

0s guais, no caso do BIB:

Desta forma teremos
b e - .
NN (r l)lv+lev’v (1.D.5)

Substituindo em (1.D.4), temos

= vr-b 1

Desta forma, os elementos diagonais de C sao iguais

r
ar-g, 0que fornece

tr(C) = XEié:lL = yr-b (1L.D.7)

Por outro lado, se 0 é a raiz caracteristica nao

nula de €, de multiplicidade v-1, temos
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tr(c) = 6(v-1) (1.D.8)
Comparando (1.D.7) e (1.D.8) obtemos:

vr—b

6 = v=1

(1.D.9)
Pela relagdo (1.C.1l) tiramos entdo que

vilezl
2 i=1

v=-1

202 5 (v=1)

= = 2 PO VG A

8 vr - 1

V(ai*aj) = 20

Depois de alguma simplificagao, tiramos que, 'para

BIB:

(1.D.10)

Majundar (1953), notou que, se N & uma matriz vxb
com ny 5 =0 ou 1, satisfazendo (1.D.3) e (1.D.5), entdo N &
a matriz incidente de um planejamento BIB com parametros Vv,
b, r, k e A.

Da relacao (1.D.5), com r> X, temos que

v p(NN') = p(N) < Db (1L.D.11)

A desigualdade acima & devida a Fisher (1940).

Vejamos agora como um planejamento BIB pode gerar
um outro planejamento BIB.

Sejam 81'52"“’Sb os b conjuntos formando um pla-
nejamento BIB com pardmetros v, b, r, k e A. Entao, se CH é
o complemento do conjunéo Si' isto &, Si=={1,2,..@,v}—si,eg

tio podemos verificar que os conjuntos Si,Sé,...,sg formam



w 39 -

um outro planejamento BIB, conhecido como planejamento BIB
complementar de um planejamento dado, cujos parametros sao
dados por:

vy =V b1 = Db, ry = b=

(1.D0.12)

k = b=2r+A

It

i vk, Al

EXEMPLO (l.D.Z) = No Exemplo (1.D.1l) temos um BIB com para-
metros v=b=7, r=k=4 e A =2, cujos complemenﬁos doéz' con-

juntos Si (i=1,2,...,7):

S; = (1,2,6); 85 = (1,3,4); s§ = (2,3,5); s; = (1,5,7)

S§ = (2,4,7); 8¢ = (6,3,7) e 8} = (4,5,6)

formam um planejamento BIB com parametros

O teorema que segue, estabelece uma propriedade bas
tante uUtil para os planejamentos BIB simétricos, isto &, os

planejamentos BIB com
v=Db e r =%k

TEOREMA (1.D.2) - Em um planejamento BIB simétrico, quais-

quer dois conjuntos tem exatamente A simbolos em comum.

PROVA - Seja N a matriz incidente de um planejamento BIB si
métrico. Entdo, de (1.D.2) e (1.D.3),
N

Ev,v = ev,vN = rsv,v (1.D.13)

Da relagao (1.D.5) temos que:
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N'NN'

- = - i {3 —
N'[(x A)IV+XEV’V] {(r—A}H IV+AN sv,v

[(r—A)Iv+Xev'V]N'

e como N' & ndo-singular,

i
N'HN v

(r-A)lV+keV' (1.D.14)

Logo, como NN' = N'N, a intersegao de quaisquer 2
conjuntos do planejamento contém A simbolos.

| Através aésse fato, podemos encontrar outros plane
jamentos BIB gerados por um BIB simétrico.

Seja D um planejamento BIB simétrico consistindo
dos v conjuntos Sl,Sz,...,SV e com bar&metros v =b, r=kel.
NOos escolhemos um dessesAconjuntos Qigamos Sl’ e excluimos
de cada um dos 52,83,...,5v conjuhtos os A simbolos que £ém
em comum com Sl' 0Os conjuntos resultantes SE,SE,...,S; for=-

mam O que chamamos de planejamento residual D7, no qual os

pardmetros sao dados por
V2=V—k, p2=v-l, r2=k, k2=v-=l e )\2=l (1.D.15)

pois exatamente A simbolos sao éxtraidos de cada um dos So
Ss,;..,sv conjuntos e os v~k simbolos de D, nac pertencen-
tes a Sl continuam inalterados.

Podemos também formar um planejamento derivado D%,
tomando para nossos conjuntos SE'Sg'f"'S; os A simm;loé qﬁe
82,83,...,Sv tém em comum com Sl’ Podemos ver que D+ € um

planejamento BIB com parametros
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V3=k, b3':~v-l, r3=k, k3==?\ e A, =A-1 (1.D.16)

EXEMPLO (1.D.3) =~ Consideremos o planejamento BIB simétrico

exibido no Exemplo (1.D.l). Escolhendo o conjunto Sl’ temos
i) SE = (2,6}); Sg = (1,6); SZ = (216); Sg = (1,6)
Sg = (1,2) e S; = (1,2)
LR + — ° + = - + - < + =
ll) Sz "'(517)1 S3 (4p7)r 54 (314)1 Ss (315)
+ +
SG = (4,5) e S7 = (3,7)

Em (i) temos o BIB residual, com parametros

=4, k,=2 e A,=2,

v2=3, b2=6, r 2 2

2

Em (ii) temos o BIB derivado, com parametros

v3=4, b,= 6, r3=3, k3=2e A3=1.

O método de obtencao dos planejamentos residual e
derivado de BIB simétrico nem sempre admite o proéesso in=
verso, como f£oi mostrado por Bhattacharya (1945). Mas Hall
e Connor (1953)( Shrikhaude (1960) e Hall (1967), mostraram

gue o processo inverso sempre existe se A =1 ou 2.

1.E - FATOR EFICIENCIA

Com a avaliagao de um grande numero de planejamen-
tos do mesmo tamanho (mesmo numero de unidades experimen-
tais), torna-se essencial que tenhamos uma norma para compa

rar os varios planejamentos.



0 fator eficiéncia, definido a seguir, nos fornece

tal medida.

DEFINICAO (1.E.1) - O fator eficiéncia de um planejamento a

definido pela razao:

E = —= (1.E.1)

onde V & a variincia média das estimativas intrablocos dos
contrastes elementares entre tratamentos, para o planejamen
to em consideracao, e Vr, o mesmo,para hlocos aleatorizados,
considerando o mesmo nﬁmero de unidades experimentais. Vr e
V sdo computados supondo que a varidncia do erro intrabloco
é a mesma, em ambos OS Casos.
A varidncia das estimativas dos contrastes nos pla

nejamentos conexos, é, de acordo com (1.C.1):

vilefl
zi=ll

v-1

<

20

onde 6, 0,,...,0, sio raizes caracteristicas nao nulas
da matriz € do planejamento.

Por outro lado, de acordo com (1.A.15), temos

- 2
Vr = —22—-

T
onde r & o nimero médio -de repetigdes dos tratamentos no pla

nejamento sob consideracao.
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Desta forma,

207
_ T = v-=1 = 0
20_2_1'._:-’1 . i=1
v-1

onde § € a média harménica das raizes de C.
Como a média harmonica de um conjunto de quantida-
des positivas nao pode exceder a média aritmética destas

‘quantidades, temos:

z ei 3 'r-‘
§ < i=1 - _tr(C) _ Vvr-b
- -1 v=1 v -1
e entao
B s i (1.E.3)

Nos resumimos este resultado no seguinte:

TEOREMA (1.E.1) - O fator eficiéncia E de qgualquer planeja-
mento coneké satisfaz (l1.E.3).

O sinal de igualdade em (1.E.3) & valido quando e
somente gquando el= 62==...==6v_l, e neste caso, o planeja-
mento conexo mais eficiente & o planejamento balanceado.

O teorema acima fornece uma propriedade de optima-
lidade do BIB:sobre os demais planejamentos por Blocos In-

completos.
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No planejamento BIB, para o qual, por (1.D.10),

G o= 2K 42
Vo= v O 7

temos que

o (1.E.4)

1.F - CONSTRUCAO DE BIB

-

Dentre os varios métodos existentes para a constru
¢do de BIB's, vamos apresentar, de forma ilustrativa, o mé-
todo que se utiliza de geometria finita, nao s6 por ser um

dos mais importantées, mas també&m bastante curioso.

1.F (a) - Das propriedades da Geometria Projetiva Finita,ci
tadas no Apéndice, se os pontos da PG(n,s) sdo identifica-
dos com os v simbolos e os (m) subespagos sao identificados
com os b conjuntos, podemos construir um planejamento BIB

com parametros:

Nty
Vv = =1 b=4&(n,ms), r = ¢(n-1,m~1,s)
(1.F.1)
k= EEQ;%l’ A= %(n-2,m-2,s)
onde
$(n,m,s) = (s™t1o1) (s™-1) L (8P

Sm+l

(™ =1) (s™-1) ... (5-1)

e s=ph, onde p € um primo e h2z1 um inteiro.
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Em particular, as seguintes séries de planejamen-
tos BIB podem ser construidos:

Para n=2, com m= 1
v=s?+s+l; b=s524s+1; r=s+l; k=s+l, A=1 (L.F.2)
Para n=3, com m=1
v = (s+1) (s2+1); b = (s2+1) (s?+s+1); r =s?+s+l
k;s+l e A=1 | | (1.F.3)
Para n=3, com m= 2
v =(s+1) (s?+1); b = (s+1) (s?+1); r =s?+s+l
| k=s2+s+l e A =s+l (L.F.4)

EXEMPLO (1.F.l) - Na série (lL.F.2), com s =2 temos aPG(2,2).
De acordo com o Exemplo (E.l.l1) do Apéndice, as 7 linhas
tem equacoes

=0; Xy= 0; xgtxy=0; xgtx, =0;

+x., = 0,

xl+x2= 0; x0+x P

1
Denotando por ijk o ponto (i,j,k), temos os conjun

tos:
s, ={oo1, 010, 011}; s,={001, 100, 101};
55 ={010, 100, 110}; s, ={001, 110, 111};
Sg ={010, 101, 111}; s, ={011, 100, 111},

e S7={101, 110, 011}
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formam um planejamento BIB com parametros
v=7; b=7; r=3; k=3 e A=1.

1.F.(b) -~ Deforma analoga, podemos construir um planejamen-
to BIB através da Geomeﬁria Euclideana Finita EG(n,s). Das
- propriedades desta geometria, citadas no Apéndice, se iden-
tificarmos os pontos da EG(n,s) com os v simbolos e os (m)-
subespagos com ¢os b conjuntos, téremos um planejamento BIB
com pafametros

n

v=g" b=6(n,m,s)~6(n-1,m,s) =s" "9 (n-1,m-1,s)

(1L.F.5)

r=¢(n-1l,m-1,s); k=s" e A=6(n-2,m-2,s)

e s=ph, onde p &€ um primo e h2 1, um inteiro.
Em particular, as seguir@tes séries de planejamentb
BIB podem ser obtidas:

Para n=2, com m= 1L

v=82; b=s(s+l); r=s+l; k= s; }\.;‘-'-li : {(1.F.6)
Para n=3, com-m=1

v=sé;b=sz(sz+s+l); r=s2+s+l; s=1; A=1 (L.F.7)
Para n=3, com m= 2

v=s?; b=s(s?+s+l); r=g2+s+l; k=s8?; A =s+l
' (1.F.8)
EXEMPLO (1.F.2) - Utilizando a série (1.F.6) com s=3, te-
mos a EG(2.3). De acordo com o Exemplo (E.2.l) do Apéndice,

as 12 linhas tem equacgOes dadas por:
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X = 0, x,= 0; }.{l+x2.,= 0; xl+2x2;=_0

xl-.: l; x2= ]_; x1+x2= : xl+2x2.=l

xl=.2; Xy= 2; xl+x2= 2; xl+2x2-=2 i

Denotado por ij o pbrito (i,'j)",.temos qué-os éonjunf:§s-:
é;";"{qo,fo;, 02}; s, %{10, il_, 12}; s5={20, 21, 22};
A fibg;flp,»ggl;_s;;={01,_11, 21}; s, =02, 12, 22);
84 =100, .12, 21}; sg={o1, 10, 22}; 84 ={02, 20, 11};
8y4=(00, '11, 22}; s ,={10, 02, 21}; slz={éd;“12, 11},

féfiﬁam um p]:anejaménto BIB com parametros

v=9, b=12, r=_4, k=3 e A=1.

A construgao de planejamentos BIB por:proéeSSos geo '
métricos encontram referéncias em Bose (1939, 1959), Bose e
Chakravarti (1966) e Yamamoto, Fukuda e Hamaka (1966). £ im
portante notar que alguns planejamentos cujos parametros po
dem ser identificados com os planejamentos geométricos po-
dem também ser construidos por outros métodos.

Varios outros métodos de construcio de planejamen-
tos BIB encontram refréncias em Hanani (1960, 1961, 1964),
Yalavigi (1968), para métodos recursivos; Hall, Jr. (1967),
Bose (1939, 1942), Bruck (1955), Elliot e Butson (1966),
Maun (1967), Rao (1946), Sprott (1964) e Stanton & Sprott
(1958) , para o métodd dos Conjuntos Diferenga.

Fisher e Yates listaram todas as combinacdes de pa
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rimetros e suas solugdes para planejamentos BIB no conjun-
to v,b:slob e r,k<10, em suas tabelas. Esta lista foi es-
tendida por Raoc (19%61), inclﬁindo os casos r,k <15. Sprott
(1962) incluiu os casos r,k < 20 e Raghavarao (1971) 1listou
-todaé as combinagOes de parametros para os planejamentos e-
xistentes no conjunto v,b <100 e r,k £15, indicando o méto-
do de construééq,dos quais ele apresenta grande parte.

Os problemas de'existéncia e construgac de planeja
mentos BIB tem despertado um consideravel interesse de esta
tisticos e algebfistas. As restricoes nos parér.ietros BIB éop_
duziram~nos a investigacao de outros tipos de planejamentos
por Blocos Incompletos, notavelmente aos Planejamentos por
Blocos Incompletos Parcialmente Balanceados, que serao dis-

cutidos no Capitulo seguinte.



CAPTITULO 11

PLANEJAMENTOS POR BLOCOS INCOMPLETOS

Ve
b i

PARCIALMENTE BALANCEADOS

AL g GERE SR B I

Foi visto no Capitulo anterior que o Planejamento
[ PR R P = o B 5, )

Balanceado € o mais erlclente da classe dos Planejamentos

w2 f e

por Bloco. Incompletoo. Waws alndd, na classes doé T’la\nejq-
ﬂentos.euulblocoj @ ewu:revllcados, o BIB é o unlco balan-
ceado e, portanto, o mais eficiente.

Infortunadamente, no entanto, d'Pianejamentq BIB é
possivel anenas para um ndnéro limitado de casos, e, entdo,
torna-se necessaria a introducdo de novos planejanentos.

A propriedade ca;acteristica de umPlanejamento BIB
€& que a varidncia das diferencas entre os eqtlnadores dos e
feitos de dois tratamentos guaisquer & a mesma para qual-
aquer par de tratarmentos, isto é, ascomparagaesentre os  e-
feitos’dOs'éfatamentos sdao feitas com a mesma precisdo. Uma
alternativa para manter um certo halanceamento & a deterri-
nacds dé'um'ﬁlahéjaménto ne cual essa pronriedade caracte-
ristica scja convenientemente modificada.

‘Vejamos, a sequir, dois casos cistintos, nos quais

-4 g~



verificarenos as consecuéncias da impossibilidade da aplica
cdo do planejamento Otino, que & o BIB, e cue, em  alguns
casos especificos as consecuéncias podem nac ser tao ara-
ves quanto imaginamos. Vanos supor fixados o numero de tra
tamentos a comparar € O numero de unidades homogéneas para
cada bloco,0 gue,na pratica nao & de todo incomum. A adogao
de valores numéricos pequenos para os parametros prende-se

unicamente a facilidade de calculo.

19 caso: Suponha cue desejamos comparar v =4 tratamen-
tos, através de um Planejamento BIB, em blocos
de tamanho k= 2. Do Teorema (l.D.l) temos caue

0s parametros do BIE satisfazem:
i) vr=bk e 1ii) A(v-1l) =r(k-1)
Tara os valores v=4 ¢ k=2, temos
i) 4r =2b ou seja b =2r
ii) A==§-ou seja, r deve ser miltiplo de 3.

Vemnos entao cue se fixamos um valor para r tal

cque r# 3n, n=1,2,..., nao sera nossivel a apli
cagao do BIB. Se, ao contrario, fixamos um va-
lor alto para \,isto implicara em um valor gran

de para r e naior ainda para b, o cue pode nao

ser desejavel. Além do que, um valor fixo de b



impoe também algumas restricdes. B possivel,
_pois, verificar cue para a aplicacao do BIB nao
temos muitos graus de liberdade na escolha dos
parametros.
Com os valores fixos v=4 ¢ k= 2, vamos considerar
em prirdéiro lugar (:{ﬁé,. p'a‘ira urm bdad'o éaso éspecifico, nao ha
restrigoes quanto ao valor r= 3. Heste caso & possivel cons

truir o BIB, o cqual tera parametros: v=4, b=6, k=2, r=3

e A=1.

Do Capitulo anterior, pela relagao (L.p.9),  os
y—%i:}l=6, contrastes elementares serao estimados com varian
cia

-~ “A — 2k 2 — 2
V(C!i (13) -—x;";-d (o

O fator eficiéncia deste planejamento, de acordo

-

com a Defini¢do (1.E.1) e a relacdo (l.E.4) &.entdo:

AV 2 :
E = K 3 0,67

Vamos agora supor, que o problemé em quesﬁéo, além
de fixar os valores v=4 e k=2 imponha o valor r=4. Dara
este valor de r nao é possivel construir o planejamento BIB.
Te;emos entao um planejamento por Biocos Incomﬁleﬁos com pa
réirsx'létrés:‘-v=.4, b=8, =4 erk=2. |

Podemos construir um planejameﬁto cuja matriz inci

dente & dada por:
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M o0 0 1 1 0 1 0] 4 1 2 17

0 1 1 ¢ 1 0 0 1 1 4 1 2
o= e NN! =

1 0o 0 1 0 1 0 1 2 1 4 1

1 1 1 0 0 1 1 0] ‘ 1 2 1 4]

Desta forma, do Capitulo anterior, por (l.A.1l4) te

mos:
i 1 1 B 1 1]
4 0 o o 25 1 51 2 -5 =1 -5
0 4 0 0 1, 1y R |
- o 2 2 _ 172 p)
= ThymphNe = - 1 1| = 1 1
0 0 4 0 1 5 2 51 -1 -5 2 -3
1 1 1 1
0 0 0 4 gk £ 2 -z =1 =% 2
A | 2 2 ‘] 72 2 ]
De (1.A.1l5) e (L.A.17) temos que:
"3 1] 5 1 ]
5 0 -5 0 5 0 5 0
3 1 -2 1
ke, oyl 2 072 o (eade e 2 ) 2
2°v,v Lo 3 27v,v Lo, 3
2 2 12 2
1 3 1 5
| 93 9 3 ¢ 37 0 3

E de acordo com (L.A.17) e (1.A.1l8), temos:

o _-. — -~ _- . - — v- __“ ‘__ é 2

A eficiéncia para as comparac¢oes em (a), de acordo
com (l1.E.l) @ dada por:

12 .6 L
E,= 87 = 10 ~ %6
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A eficiéncia para as comnaragoes em (b) de acordo

com (1.E.l) & dada por:

/2 3

E, = =
b 2/3 4

= 0,75.

Para determinar a eficiéncia do planejamento pode

mos tomar a média ponderada das eficiéncias E 6 e E.

sos dados pelo nimero de comparagbes consideradas em cada u

com pe-

ma. Assim,

= = -]:- o_§... ‘.3_ IS eemc—e— 22

Como é possivel observar,o segundo planejamento n¥o
balanceado, nao perdeu muito em eficiéncia com relagdo ao
primeiro planejamento, cque & balanceado. Mais ainda, mesmo
com relacao ds comparagbes em (a) a diferenca pode ndo ser
significativa sé'levarmos em conta que houve um ganho em e-
ficidncia nas comparacoes en (h).

f interessante notar que, embora o seqgundo planeja
mento nao seja balanceado em "strictu-sensu" podemés dizer
que“eie preserva um balanceamento em "latu-sensu", no senti
do.de cue ele estabelece uma divisdo dos tratamentos emdois
grupos ou classes ndo disjuntas e mantém a igualdade das va
riéhéias para as comparacoes en uma mesma classe,

Seria,-portanto, aceitavel a aplicagao do seqgundo
planejamento, no caéq en cue fosse fixado o valor f;=4, sem

falar na situacao hipotética em cue houvesse maior interes-



y o e

se do pesquisador nas conparag es dos pares ‘de tratamentos
(1,3) e (2,4), dentro dos pares, aue entre eles. ileste casot
o planejamento poder -ia ser nao sb aceitavel, como, talvez,

preferivel.

s 7y -
'

29 caso: Suponha agora, aue desejamos comﬁaraf v=6 tra

2.5 tamentos, dlStrlbuldOS am hlocoq de tdmanho k—“
=4. Se desejamos aplicar © BIB, temos novamen—‘
te as Felagaesz

'i) vE=bk e ii) Alv=l)y=r(k-1).

para os valores v=6 e k= 4, temos:

i) br =4b =% b=§2— r =» 1 deve Ser par .

ii) k-%; = r deve ser multlplo de 5.

Vemos entao cue, para ﬂodemoa anllcar © BIB ‘deve~
mos ter um nuamero minimo de 10 re\otlﬁoes nara"cada tlatav
mento. ‘

_Vamos agora 1mpor um outro tibo dé’f;strigéo, aue
nao a de fixar valore: para r ou A. Vamos suﬁéfrque‘o custo
‘financeiro de cada repetig&o de cualauer dos tratamcntos se
ja suficientemente alto a ponto de O pesquisadof fpreferir
gsacrificar um pouco a eficiéncia do planejanentoc, a onéfar
_demasiado custo de sua experiéncia. Um outro tipo de restri
cao que pode surgir na prética, é a nao dlsponlbllldade de

um nimero elevado de unldades expurlmentals, a nual de al-

gun modo poderia estar implicmtamente llqadazarevtrlrao cus



to.

Para restrigoes desse tipo, supondo que r =10 é su
ficientemente grande, qualcuer valor de r <10, tornaria im-
praticavel o BIB.

Tal como fizemos no. 19 caso, fixando os valores v=
=6 e k=4, considerando primeiramente ¢ valor r=10, teremos
um planejanento BIB com parametros: v=6, b=15, k=1r, r=10

e A =6.

viy-1)
2

lementares serdao estimados -com varidncia:

Pela relagdo (1.D.9), os =15 contrastes e

2k 2

a -~ = | 2
V(ai aj) v O

_ 2
= —-—-9 o

2 eficiéncia do planejamento, de acordo c¢om (1.E.4),
é dado por:

AV 9
E=—g =15 = 0.20.

Consideremos agora que, sob a restrigao custo,r de
ve ser o menor possivel. Como r deve ser par, tomemos r =2,
Neste caso, temos um planejamento por Blocos Incompletos

com parametros:

v=6, b=3, r=2 e k=4,

Com tais parametros podemos construir um planeja-

mento cuja matriz incidente & dada por:
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bl

(X.a.14),

temos :

da relacao

3

Assim;
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A eficiéncia para as comparagées em (a), de acordo

com (1.E.l) & dada por:

- -6 _
Ea~77§~7—0,86

A eficiéncia para as comparacoes em (b), de acordo

com (l.E.l), & dada por:
Dl N
Eb = T = 1.

Tal como no 19 caso, a eficiéncia do planejamento

pode ser tomada como:

1l ry5.8 - =
e[12-=-+31 = = 0,88.

E = 105

Também agui podemos observar que o sequndo planeja
mento ndo perdeu muito em eficiéncia com relagdo ao primei-
ro, que é balanceado, apesar das variancias dos contrastes
terem aumentado substancialmente, o que nao ocorréu‘nqjﬁ’cg
so. E ainda houve um ganho em eficiéncia para as compara-
gées em (b), precisamente as comparagoes de um dos tratamen
toé com trés doé demais. Desta forma, este;segundo planeja-
mento poderia ser aceitével,.e até mesmo preférivel em al-
guns casos praticos.

Este tipo de planejamento, que estabelece um balan
ceamento parcial, no caso dos Blocos Incompletos recebeu a
denoninagao de Planejamento por Blocos Incompletos Parcial

mente Balanceados (PBIB) e foi introduzido por Bose e Nair
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(1939) . Tal planejamento estabelece uma separagao dos trata
mentos em m classes, m>1 e mantém a igualdade das varian-

cias para as comparagoes dentro de uma mesma classe.

2.A - DESCRICAO DO PBIB

Damos a sequir a definigdo formal e original de PBIB
devida a Bose e Nair (1938), publicada em 1939 ro The Indian

Journal of Statistics (Sankhia) ne 4:

DEFINICAO (2.A.1) - Considere V variedades ou tratamen-

tos, a serem arranjadas em bvblocqs_com k caselas cada
(cada casela pode-réceber um traﬁaménto e duas caselas
no mesmo bloco ndo podem receber omesmo tratamento) .Tal
arranjo sera chamado um Planejamento por Blocos Incom-
pletos Parcialmente Balanceado se as seguintes condi~
éSes forem satisfeitas:
i) Cada tratamento & repetido r vezes.
”:ii) Com respeito a todo tratamento dado, os restantes
formam classes de nl;nz;...,nm“cada; tal que  todo
tratamento da i-ésima classe ocorre Xi‘&ézes com o
dado tratamento, os nlmeros Ai'é’ni sendo  indepen-
dentes do tratamento com o gual comecamos. Sem per
" da de qeneralidade podemos supor Ay > Ay - O con-
juﬁtbfde.nﬁmer@é'll}kz,...,km s3o todos desiguais
e podem incluir o zero, Mas nj Ny, ... 0 devem ser
todos nao nulos e podem ser iguais ou diferentes.
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Dois tratamentos ocorrendo'juntos kibﬁg?es, pbdem
ser chamados i-ésimos associados. Cada um pertence,
é claro, & i-ésima classe com respeito ao outro.
iii) Dados dois tratamentos quaisquer, os quais sdo i-&
simos a§§ociados, o) nﬁmero de tratamentos = comuns
dom os j¥ésimos associados de um e k-ésimos asso-
ciados do outro, é iﬁdependenté do par de i-ésimos

associados, com o qual comegamos. Este nimero sera

i

i .
‘denotado por pjk e, e claro, pjk:=pkj°

f

Os numeros v, b, r, k; xl,xz,...,xm; Ny Myyeee N
podem ser chamados parametros do 19 tipo, e os”nﬁmeros"p;'k
(i,3,k=1,2,...,m) de parametros de 29 tipo, pertencentes ao
nosso planejamento. Assim, temos 2h+4 parémetros do 19 tipo
e @ii%ill parametros do 29 tipo, pois p§k==pij.

EXEMPLO (2.A.1) - O planejamento alternativo no 1?2 caso a-
presentado no inicio desté Capitulo & um PBIB com m =2 e.pg

rametros:

le tipo: v=4, b=8, r=4, k=2, nl=l’ n2=2, ;\1=2'~)\’ = 1.

R SN SIS T S S, 2 2 o 1 o
29 tipo: Py = Py =Py =P13 =Pap =0¢ P31 = Pip™1 & ppy=2
EXEMPLO (2.A.2) -~ O planejanento alternativo no 29 caso a-
pféséntado no infcio deste Capitulo & um PBIB com m =2 e

parametros:
1o tipo: v=6, b=3,.r=2, k=4, n; =1, n, =4, A; =2, \; =1L

ipo: pl, =pl_=pl =p2 = 2 =p? = 1o 2 =
29 tipo: pyy =Py, =Pyy =Py =0/ Py, =Py =1, Pyy=4d epyy, =2
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2.B = RELACOES ENTRE 0S PARAMETROS DO 'PBIB

Os parametros do PBIB satisfazem certas relagoes

.que passamos a enumerar.

""'2.8 (a) - Relacoes entre parametros do 1° tipo

Da condigdo (i) da definigao do PBIB, tiramos que:
< vr = bk B (2.B.1)

Da condicdo (ii), como com respeito a todo trata-
mento.os,restantes.v—l_estéo em grupos de tamanhos Dy Dyree

++ e, tiramos que:

e~

VA EmF Ny Reet B, * LTy :42;3;29

i=1

Consxderemos um partlcular tratamento 6. Pela con-
dlgao (1) 6 ocorre em ¥ blocos e em cada um desseq blocos o
correm k—l outros tratamentos. Portanto 6 & membnader%k l)
pares. Mas, cada um dos n, tratamentos que s3o i-ésimos as-
sociados com 6, ocorre conjuntamente com ele Ai vezes. Por~
tanto:

r(k~1) = n;xl+ A f:-z nydy .(?'Bfé)

As relagSes (2.B.1), (2.B.2) e (2.B.3) mostram que

somente’ 2m+l dos pardmetros do 19 tipo sfo independentes.
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2.B (b) - Relacoes entre parametros do 1° e 22 tipo

Sejam 6 e ¢ dois tratamentos que sdao i-ésimos asso

ciados. Entdo ¢ estd contido no grupo dos n tratamentos

i
- que sdo i-&simos associados a 6. Entre os restantesn{-l tra
tamentos deste grupo existem exatamente pik tratamentos que
sio k—-ésimos associados de ¢. Portanto:

i, i Lol §
Pjg*Pyp Freee P:Lm"kx

i
I Pix = n, -1 (2.B.4)

Agora, se j#i, entre os ng tratamentos que sao j-
ésimos associados de 0, existem exatamente p%k tratamentos
gue sao k-ésimos associados de ¢. Portanto:

=n, (n=j) . (2.B.5)

P = ij 3

m
i i R i
]1+pj2+...+pjm-— :Z:

X 4
klejk = . (2.B.6)

Consideremos agora O grupo Gy dos n, tratamentos
que sdo i-ésimos associados de um dado tratamento & e o gru
po Gj dos nj trataﬁentos que sao j-ésimos associados de 6.
Todo tratamento pertencente a G, tera exatamente pék k~-ési-
mos associados entre os tratamentos do grupo Gj‘ Agpra todo
tratamento pertencenﬁ a Gj tem exatamente pik k-ésimos asso

ciados entre os tratamentos do grupo Gi‘ Portanto, o nimero
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~ de pares de k-ésimos associados que podemos formar ,. tomando
um tratamento do qrupo G e outro do grupo Gj é, por um la-

q j R
do nipjk e por outro n. p k Portanto

3

i _ 3

2.C - ANALISE DO PBIB

A anélisefabu?lanejEEEnto"bor;Bloéﬁé Inconpletos
Parcialmente Balanceados pode ser obtldadaanalise geral pa
ra Blocos Ineompletos apresentada na segao A do Capitulo I.
-Vamos apenas estabelecer as expressces partlculares para as
varidncias dos contrastes elementares entre efeltos de tra—
- tamentos e para o fator ef1c1encia definido em (l E.l), res
tritas ao caso m-2 o

Das equagdes Intra-bloco Ajustadas (1.A.1l), tira-

" mos que, comb o PBIB é equireplicado e equibloco

Q= C&,é (rIv-iNN')&, ou seja,

k
. 1 ¥ b .
Oh = rdy-i igl jélnhj ny 58 =
3 1 v : . s
= Tl - in jzlth i3 14-rah , pois len =, ‘

l:_]

Ayr se i eh sao primeirbs‘éssbciédos

lz,.se‘i e 'h sao segundos associados



E definindo:

Sl(ah) = Jo_, onde s & o primeiro associado de h
s - :
Sz(&h) = Z&u, onde y & o sequndo associado de h,

U

podemos escrever

, - 1 . - i
Qh oy~ E(Alsl(ah)+ xzsz(ah)4-rah)

]

(r- F)ay- %(*le(fih’ + 2,8, (@) =
= Bl 5 o 2(h,S) (G + 2,8, ().

Desta forma,

th = r(k—l)ah- Alsl(ah) - "232(6_‘11) Y (2.C.1)

Denotando agora:

Sl(Qh) ZQS, onde 8 & o primeiro associado de h
S

S,(Qp) XQU' onde p & o sequndo associado de h.

v

Somando entao (2.C.l) para todo s que é primeiro as

sociado de h, teﬁos:
= - -~ - - 1 - 2 -

- A, [pl, 8, (& ) +p?, 8, (G )]
Z 321 °"h 1272 (2.C.2)
0 membro direito da igualdade acima, o qual denotaremos por

r(k4l)A-Al[B+C+D]-A2[E+F],‘foi obtido da seguinte maneira:

Quando somamds'(z.c.l) para todo s qué & primeiro
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ssociado de h, as ny parcelas da soma resultam:

1)

2)

3)

A= Z&S, onde s é primeiro associado de h, isto &

s

B+C+D = ZSl(&s), onde s é primeiro associado de h.

S

Esta soma tém trés parcelas:

B =n ah, pois
do s

i 1 b~
C = pllsl(ah’ ’

‘D = pll 2(G b

h é prlmelro assoc1ado de s, para to-
que é prlmelro associado de h;
pois,todos'ps tratamentos que sao pri
meiros associados de-h e de s apare-
cem, cada um deles, pii vezes;
poié todos os tratamentos que sao se-

gundos associados com h e  primeiros

associados de s aparecem,cada um, pil

vezZes.

onde s € o prlmelro assoc1ado de h.

Esta soma tem duas parcelas.

E = p1o8 (@)

= 2 -7
F = P18, (0h)

pois todos os tratamentos que sao pri
meiros associados de h e segundos as-

sociados de s aparecem, cada um deles,

o .
Py, Vezes;

pois todos os tratamentos que séo se-

agundos assoc1ados de h j - seoundos as-

_ socxados de s aparecem, cada um deles

p12 vezes.
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E somando’(z.c.l} para todo u gque & seqgundo asso-

ciado dggh, obtemos :
- LY i-j'“ )1 g D e
kS2 (Q'h)”";_r (k-1) 5, (a-.:h) Al[plzsl (ah) +p11282 (ah) ]
B N l .‘ 2 -_ . 3 L R
thnzqh+pzzsl(ah)+p2282(ah)? (2+.L:3)

O membro direito da 1gualdade acima foi obtldo uti
lizando argumento semelhante ao da igualdade (2 C 2)
Simplificando as rela¢oes (2.C.2) eﬁ(Z.C.3),temos:
- Y = ~1y- I 23 w2
kSy (Qp) = =Ayn & +8; (Gp) [r(k=1)=A3p33=AoP) 51 +
& v 1 g @ Ty e
Dl TPy A gB, e _ 2.C. %)
= — - - R - l =
kSZ(Qh) iy Aznza.h+ Sl(_,“h)[ }lplZ 2p223

+75,(8,) [r (k=1) =), p% ,=A,p5,] (2.C.5)
Existem déis nétodos para'continuar a andlise. E-
les sao devidbé a Rao (1947) e Bose e Shimamoto (1952).
0 método de Rao consiste em eliminar Sz(&h) soman-

do as guantidades .

»N
o
Qr

'_0
i

Y 2 - - - .
(P11 *AgPT,) I 85 = (AyPY;* 2912) (8,45, (@) #8 a1 = 0
as. relagoes (2.C.2) e,JZ,Q.S)ﬁrgspectivamente.

Apresentamos o método de Bose e Shimamoto.

Podemos escrever (2.C.4) e (2.C.5) na forma:
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ks (Qh) = aklnlah+al‘lsl(ah) + alzsz(ah) , (2.C.6)
kSz(Qh) f:“lz zah+a2l 1(a )+—a2282(ah) (2:¢:7)
onde

=; ] 2. b - %o
ayy = ¥k -1)-2ypd, - *2P12 P ap, = “MPL1T 2Pl

[ T : _ A% 2 2
lelz A,Byy i 8gy = T(k=1)=A;P137A5P27
ConSLderemos entéoAa éémbinagEOflinear
.§qbstituindo nas relacoeg (2.C. l),(2 C 6) e (2.C.7)
temos: ’

Lh = rk'k~l)¢h-(clklnl+c by nz)uh+(all l 2lcz-xlk)sl(ah)+

. +(a12 1+292%2 -X k)s (ah)

Devemos_escolher c, e ¢.. de modo gue:

2
2 : - Ay =
k Qh+clkSl(.Qh)_+ czksz(o ) = r‘k (k Z}.)ah
 Isto significa'quE
ST LI P PC PR S TS B i R o I ~hpktay 9€ %292
fornecendo
Ak = (all+hlnl)c +(a21+l n2)c2
sz = (af-12+)\1n1)cl+(a22f>\2n2)c2 :

Resolvendo o sistema (Z.C.B) por determinantes, te

mos que:



¢y = MSL e c, = —gL (2.C.9)
onde
(D = (a;;+)yn) (a22+x2n2)~(a12+x nl) (a21+x2n2)
(D, = Ak (ay,+ayny) =Apk (ag;+A,n,) (2.C¢.10)
D, = Ajk(ayy+Ayng) =gk (a2, ny)

Denotando D por k2?A, temos, depois de alguma sim-

plificagéo

k2A={ (rk-r+)\ ) (2k~- —-r+A )+()\.l“‘>\ ){r(k 1) (plz Plz)"'k (plz lplz}

- ” .
KAc, = Ay (xk=r+dy) + (A;=25) APy AqPqo)

_ ~ _ 1 .
Khc, = A, (rk-z+d)) + (A=Ay) (AyP1p 1Py 3)

Podemos escrever as solucdes como

L

rk(k-l)&h (k-cl)th+-(c2-cl)Sz(Qh)

S (2.C.11)

(k-cp)kOp* (617¢5) 81 (@)
A matriz solugac P fornece:
iy ik
Piy * (k~1)
Pt se h e i sdo 122 associados
r(k-1)' -

P 2 . 08
T k-1’ se h e i sdo 2-- associados

onde P & uma inversa generalizada de C.
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Desta forma, por (1.A.18), temos aue
=179 ¢ se h e i sdo 128
. associados
s =~ - : - 2 =
VIOy8y) =Py *+py 1 ~2Pyy ) 07 = . | (2.C.12)

2(k-c,) ) _ o .Gk
‘ETEijTU » s€ h e i sao 27—

associados

E, a partir va pefinigdo (1.E.l), temos:
Para as comparacdes do 19 tipo:
2/r _ k-1

E, =

sl ¢ (2.C.13)
L Aikeng key
r(k-1)
Para. as comparagoes do 29 tipo:
n P 2/1‘ L o= 1
By = 2 (k-c,) k=8, (2.Cflé)
r(k - 1)

. 1 5 . L 1
Cormo teros Fvn, comnaragdes 4o 19 £iro e =vn. com-
2771 - ?

2772
paracoes do 29 tipo, o fator eficiéncia o planejarento, &
wado por:

1 (1 k1) ng (k-2)]
v~1,u<-cl>“u<—c2)J

. - :
E = s>7[n B +n,E,] = (2.C.15)

EXEMPLO (2.C.1) - rara ¢ Lxenplo (2.1.1), teros que

all=4; a21=—-2; a12=*l e a22==4-2=2
D = (4+42) (242)~(~-142) (~2+2) = 6 x4 = 24
D, = '

4(242) -~ 2(~242) = 4 x4 = 8
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D, = 2(4+2) - 4(~1+2) = 2x6~4 = 8
Assim,
c=Dl=l6=2ec=D2=8=l
157D 24 T T3 2 D 24 3
) 2(k-c,)  2(2-3) 7 .
a) V(ai-&.)v= ——~‘—--—------------—0'2 = -—--—‘-—‘-——-—02» = -é—-cz = a.g
J r(k - 1) 4 x1
"1 e j, 2°2% associados
2
2 (k-c,) 2(2-%)
b Va8 = ke 0B ape L g
r(k-1) 4 x1 v -
iej, 19§ associados. .
k-1 _ 1 _ 1 _ .3
B2 ke, T F1/3 T s3T5 T 8
i — k-1 . l =, l', " 3 =
By - T SV I Vi =075
< 5.8 15+24] _ 39 _ .
E = 3_[1 ) 5_] [ :[  =%0 ™ 0,85

EXEMPLO (2.C.2) - Para o Exemplo (2.A.2), temos que

a1 67 aj,=-1; ay, =-4; a,,=2

)
o

(6+2) (2+4) = (~1+2) (~4+4) = 8 x6 = 48

o
i

1 ° 8(2+4) ~ 4(-4+4) = 8x6 = 48

o
i

2 4(6+2) -~ 8(-1+2) = 4 x8-8 = 24

CAssim,




SR 3 e

L T 2lkecy) v 204550 - )
a) V(ai—a.) = g2 = g2 =
3 rik -1) 2x3

gundos associados.

,iéj, se=

O‘ocg\l

2(k=e;) - 2(4-1) . Uh o
2 < 2 2

o
<%
o~ "
QR
1

=]

]

~g " = —gc = g%, i.é:j; éri—
r(k - l) 2 (4-1)
L el meiros. assoc;ados._;j_ff?
_ k-1 _ _4-1  _ 3 _ 6 _

EZ - k-cz‘ S TAX]2 i ~T72 ol 7,;.u0586

L el | pdsif S
R i =S =

1
L 6] . i[31] _ 31

2.0 ~ PLANEJAMENTOS POR BLOCOS INCDMPLE%OS PARC!ALMENTE BA-

LANCEADOS BASEADOS EM CONFIGURAPUES GEOHETRICAS

..Os Planejamentos pcr Blocos Incomp&etos Parc1almen

te Balanceados pouem ser constru¢dos atraves de varios meto
E fi-

dos, um dos quals apresentaremos no Capltulo seguinte. Mas,

alguns ﬁlanejaméntosfiﬁteressantes podem ser obtidos atra-

vis de algumas configuragles geométricas simples. Apresenta

mos aqui algumas delas, como ilustragao.

1. Da Geometria Projetiva temos o0 seguinte . Teorema de
Pappus:
“Nam planb proﬁetivb, sejam?hl,Az e A3 pontos dis

tintos de uma linha r e Bl’ B2 e 83 pontos distintos de ou-
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tra linha s. Bntdo os pontos Oy = A Ba:PaPyr C2=Mi3aaRu 0

= . T : i = .
quﬁ?;leAggl gftag.numa T8 S linha™. A notacga® AiijAjBi
significa a intersecao das linhas AiBj e AjBi.

Este importante teo:ema_fo;necera seguinte configu

ragao:

identificando os pontos

~com os tratamentos e as linhas com 0s-blocos; teremos o se-

o

1 e
% I

guinte PBIB: O\

,

in
|

(Al 'AZ IA3) : Sz ;(Allcz 133) H S3 = (Al ICB IBZ)

0
I

(A21C3pB1)7 Ss = (AzlcerB); S6 = (A3I021Bl)
S = (A3 ’Cl,BZ); SS = . (Cl IC2 !CB) ; Sg = (Bl’Bz 'B3)
0 éualuféﬁ‘parémeﬁros dados por:
= BN Fde K =3 Ay 2L Xy= Bu g 26 8 Bymds

1 =3, | S S BRI o A o T = : w2
Piy= 3u P13= Poy= 2+ Py =Py, TPy =0/ P1y =6 e Py =L



s

onde o'grupé dos primeiros associados de um tratamento*é de
finido como o conjunto dos pontos que estdo na mesma Linha
gue o tratamento considerado.
% i ga Geometria Projetiva, temos o seguinte
Teorema dos Dois Tridngulos de Desargues:

"Se dois tridngulos coplanares sao perspectivos de
um ponto P,mgléé;ség_perspectivos de uma linha p, e inversa

mente." B

1

Nos dizemos gue dois tridnqulos ‘sio  perspectivos
de um ponto P se os seus vértices estdo em correspondéncia

1 -1 de modo que-0s. pares de vartices correspondentes estdo

em linhas que concorren -no ponto P. Por exemplo:

~ Os triénéulosiABC e A'B'C' sao perspectivos do pon

to P, o qual & chamadcﬁde centro de perspectividade;
N6s dizemos que dois tridngulos 830 perspectivos de
uma linha p se os seus lados estdo em correspondéncia 1 -1
de modo.que o0s pares de lados correspondentes se intercep-

tem na linha p. Por exenplo:



A
. /,k 5
p e, "’ s
P [,
A -
\ ) o,
\ K -
\ L™ —
\ cl
Bl

A ¥
Os tridngulos ABC e A'B'C' sao perspectivos déﬁli-
nha p, a qual & chamada de eixo de perspegtividade,
O Teorema de Desargues nos fornece a seguinte con-

figuragao: 3 4 .

Para a configuragao acima, identificando com  ©Os

tratamento e as linhas com os blocos, temos © Seguinte PRIB:



Sl =A (p IAl‘IAZ); SZ =(P rBerZ); 83 = (P rcl:cz):'
8, = (Al,Bl,C3); SS,=:(51'C1'B3) S6 =

i (AZ,E.,C3);

S7. 7 (ByiCarB3)i 5= (ByuBy,C1)5 Sg = (A3,B),C)) e
SlO o (A3,B3 ,C3).

0 qual: tem parémetroéiﬁadqé nor
v=10,b=10,r=3,k=3,Al=é,A2=0,rﬁ=6 en,=3
P11= 37 P1p Py =PI, =P5; =2, py,=1, pj;=4dep}, =0

onde o grupo dos primeires associados de um tratamento é de
finido como o conjunto dos pontos . cue estdo na resma linha

23 i

que o tratamento dado.

3. Considerenos o hexaedro regular da fiqura abai-

XO:

% it St g

3 .

Na figura acima, identificando os vertices com os
tratamentos e as faces com os blocos, obtemos o secuinte

PBIB:

F (-l)j2151.-6)-.7’ S, = (1,3,5,8);

Sl ;=;—(_lr.213r4)7 S 3

2
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Sy = (2,4,6,7); 85 = (3,4,7,8) e SG = (5,6,7,8).

0 cual tem pardanetros dados por:

v=8; b=6; 4=3; k=4: X.=2; n,=3: A,=1l:; n.=3; i.,=0: n,=1

e

1 1
1ol el o2 2 2 02 .03 03 -3 .3 .3 -
P227P317P337P 1P P23 P37 P117P137 22723731
3 = =% =2 o= '1=2.=2=2=-
P237P3"P13%P31=t € P157P) =P 7P, ™2
onde o crupo dos primeiros associados do tratamento i @& o)
grupo dosfvéfﬁicés cue estdo na mesma aresta que i e o gru-
po dos sequndos associados de i & o grupo dos vértices que
estdo na mesma diagonal de face que o tratamento i.

»

Ainda baseado- no hexaedro, tomando como blocos ca-

da grupo de arestas convergentes, obtemos o sequinte PBIB:

wn
I

(2,1,4,6); S

1 '.(1,2,3,5); S 3 (3,1,4,8);

2

n
]

4 ‘ (41_2r3r‘7)_3 Ss (5111618)7 ‘SG (61_51718)7

‘w
I

5.%.(7,4,6,8) e Sy = (8,3,5,7).

8—.

0Os parametros sao dados por:

v=8, b=8, r=4, k=4, A\;=2, n;=6, A,=0, n,=1

1 1 2

P ; G b =2 =2 =2 = 2 ¢
P1174 P1p™Py1=Le P25%P1,7P31%P,=0 © p);=6
0O grupo dos primeiros associados do tratamento i é
o grupo dos vertices que estdao na mesma face que i.

O mesmo PBIB acima pode ser obtido da figura a se-

guir, a cqual representa dois tetraedros, um inscrito no ou-



tro.

Cadg bloco é formado por cada face de um tetraedro
.e o vertice oposto do outro. Dois tratamentos 559 primeiros
associados se nao estébloPdstbs em relagdo a uma face de um
dos tetraedros. .

Podemos observar que as configuragaes acimarmm per
mitem esquematizar as associagoes entre trétamentos. Essa
idéia de montar "esquemas de associagao" para os tratamen-
toé de modo a obter um planejamento PBIB & devida a Bose e
Shimamoto (1952). O conceito de Esquemas de Associagao & ob

jeto de nossa discussao no Capitulo III.



CAPTITULO III

ESQUEMAS DE ASSOCIAGAO

Os pianejamentos parcialhente balanceados foram in
troduzidos pela primeira vez ﬁor R.C. Bose em colaboracgao
com Nair (l939f, como uma extensao dos Blocos Incompletos
Balanceados (BIB) (Yates, 1936; Fisher e Yates 1938; Lose,
1939 (. Desde entao, muiﬁo trabalho tedrico tem sido desen-
volvido a respéito e tais planejamentos tém encontrado vas-
ta aplicagao em problemas praticos. O trabalho inicial foi
desenvolvido por Bose e Nair guando eram membros do Indian
Statistical Institute, fundado pelo Professor P.C.Mahalano-
bis, ele préﬁrio particularmente interessado na discussao
destes planejamentos. A definigao de PBIB foi ligeiramente
modificada por Nair e Rao (1942), e foram inclgiéos alguns .
casos especiais. Un novo passo foi dado por Bose e Shimamo-
to em 1952 com a introducaoc do conceito de escuemas de asso
ciagao, baseando a definic¢ao de PBIB nestes esquemas.

Passemos entao a um estudo sueinto dos esquemas e
~aos PBIB's por eles gerados.

-7
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3.A - ESQUEMAS DE ASSOCIACAC E PBIB'S GERADOS

'DEFINIQKO (3.A.1) - Dados v tratamentos, deﬁotados pelos ni
mneros 1,2,.;.,v, uma relagac entre eles & dito um esduema
de aSsociagSo com m classes, se satisfaz as seguintes>cond£
gSéS:

a) Quaisquer dois tratamentos sao primeiros ou seqgundos
ou ... m-ésimos associados, a relagao de associagao
sendo simdtrica, isto é,'ée o tratamento a & i-ésimo
associado do tratamento B, entdo B & i-&simo associa
do de a.

b) Cada tratamento o tem n, i—ésimos assogiados, o nﬁm_g_~
ro n, sendo independente de a.

¢) Se quaisquer dois tratamentos o e B s3ao i-ésimos as-
sociadbs, entdo o niimero de tratamentos os qguais sao
j~ésimos assogiados com o e_k;ésimos associadgé com
B é‘p;'k e & independente_do'par de i-ésimos associa-

dos a e B.
Os numeros v, n,, p%k (i,jﬂ<=142,...,m? SEQ os pa

rametros do Esquema de Associacao.

EXEMPLO (3.A.1) - As configuracbes geométricas apresentadas
na secao 2.D fornecem relagOes entre seus pontos que satis-

fazem a definicao de Esquemas de Associagao.

DEFINICAO (3.A.2) - Dado um esquema de Associagdo commclas

ses, teremos um PBIB com r repetigoes e b blocos, baseado
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neste Esguema, se podemos arranjar os v tratamentos emb blo

cos de maneira que:

a) Cada bloco contenha k tratamentos distintos.
b) Cada tratamento estd contido em r blocos.
c) Se dois tratamehtos o e B sac i-ésimos associados,en
- tao eles ocorrem juntos em Ai blocos, o© nﬁmerohi sen
do indgpendente do par de i-ésimos associados o e 8,

(i=l,2,..-,m) .

Para um PBIB baseado em qualquer ESquema de Asso-
ciagao, os parémetrés do‘eSquema serao chamados de parame-
tros do 19 tipo e os parametros adicionais b, k, re A, se-
réo chamados de pardmetros do'29 tipo. Se o esquéma tem' m
classes o PBIB sera denoﬁado por PBIB(m) .

As relacOes entre os parametros do 19 e 2° tipo a-
qui definidos, sdo as mesmas ja estabelecidas na secao 2.B.

A definicdo (3.A.l) para Esquemas de Associacdo ndo
é minimal, isto &, a constancia de alguns parémetros. pode
ser deduzida & partir dé outros. Para Esquemas de Associa-
gdo com duas classes, Bose e Clatworthy (1955) provaram Os

seguintes lemas:

LEMA (3.A.1) - Considere uma relagdo de associagao entre Vv
tratamentos, satisfazendo as condigoes:
a) Quaisquer dois tratamentos sao primeiros ou sequndos

associados.



b) Cada tratamento tem ny primeiros associados e n, se-
gundos associados.

c) Para qualquer par de tratamentos, os quais sao pri-
meiros associados, o numero pil de tratamentos  co-
muns com Os primeirbs associados de um e primeiros
Associadol Gk butre B independente do par de = trata-
mehtbs.iniéial. “

Entdo, para todo par de‘primeiros associados entre

‘os v tratamentos:
| GRS I L i CpRIRR |
Pjos Py © Py, Sd0 constantes e py, =Pyq-
LEMA (3.A.2) - Seja uma,relagéorde'asqociagéo entre v trata

mentos, satisfazendo as condigoes (a) e (b) do Lema (2.A.1)

e a condicao:

¢) Para qualquer par de tratamentos, os quais sdao se-
gundos ‘associados, © namero pilfde tratamentos que
Sao0 comuns com os primeiros associados de um e pri-
meiros associados do outro é indépendente do par de
tratamentos inicial.
Entdao, para todo par de segundos associados entre

os v tratamentos, os nimeros:.
piz , p%l e»psz sdo constantes e piz= pgl. _

Nenhum dos Lemas precedentes implica no outro. Co-

mo contra-exemplo consideremos a relagdo de associagdo en-
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tre os v=7 tratamentos:

as

TRATAMENTOS 122 ASSOCIADOS 292 ASSOCIADOS
1 2.4.5,7 3,6
2 ~1,3,5,6 4,7
3 2,4,6,7 1,5
4 1,3,5,7 ‘ 2,6
5 . 1,2,4.,6 ‘ 3,7
6 2,3,5,7 1,4
7 1346 2,5

Pafa a'relégéo ja.c’ima n'l=4 e n,=2. Pe;ra quai’duér‘
par de tratamentos a e B ©s quais sdo seéﬁndos associados
temos que pil= 3, independentemente de o e B. Logo, o Lema
(2.A.2) & satisfeito com pi,= p%l = l e p%zf.Q.Entfetanto,pg_
ra quaisquer dois tratamentos o e Blos quéis sao primeiros
associados, temos ‘cue '.pil e 1 ou 2.

Grande parte das pesguisas sobhre esguemas de_.asso—
ciagdo estdo relacionadas com os planejamentos c;om duas clas
ses de assbciagé’o PBIB(2) . Extensas céle(;'ée's*de planejamen-
ﬁos PBIB(2) foram obtidas por Bose e Shimamoto” (1952) e por
Bose, Clatworthy e Shrikhande (1954).

Em vista dos Lemas (2.A.1) e (2.A.2), a condigéo
(2) da Definigao (3.A.1l) pode ser substituida, para"o c‘a‘tso

particular m =2 pela éondige’io:

(¢') Se qualquer par de tratamentos a e B sdo i-ésimos
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associados;o numero pil (i=1,2}) de tratamenﬁos que
'séo-comuns'com os priméifoévassociados de a e pri-
meiros associados de B & independente .do par de i-
ésimos associados o e B.

As relagoes entre os parametros podem ser escritas

na forma mais simplicificada:
- - L1y . i 1 o 7. w2 2
n,+n, = v- 1; nlll+n2A r(k l), pll+pl2 n. 1; P11+Plz 4 1

1 P 2
Pp1tPyy T Nyi Py tPy, =ny-l; nlplz nypiyi 1922 NPy

os parametros p (i,j,k=1,2) podem ser.convenientemente es

jk
critos na forma de matrizes simétricas:

i ] : E 2 a2
Py1 Piz} | P11 Plé]

P, .= ' i e P2 =

| . | 1 | 2 2 |
P21 Paa) | P21 Pzg}

3.B - MATRIZES DE ASSOCIACAO0 - SUAS PROPRIEDADES ALGEBRICAS

E APLICACOES

' Para um Esquema de Associagao com m classes, pode-
mos definir m matrizes vxv:

1, se ¢ e B saoc i-ésimos

' E i ¥ oy el associados
Bi = baB' onde baB = | (3.B.1)

0, caso contrario

O elemento biB pertence a a-é&sima llnha e B-ésima

coluna de Bi' Podemos verificar que as matrizes B (i=1,2,.
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«..,m) s3do simétricas e a soma dos elementos de cada linha
ou coluna é& igual a n, .
Considerando que cada tratamento & seu proprio 0-e

simo associado e de nenhum outro tratamento, temos que:

= i = = . B.2
0 i3 =038550 Pog =Aypr Ag=r - (3.B.2)

onde 61j e o éimbolo de Kronecker.,

E as relacoes paramétricas em 2.B podem ser escri-

tas:

mn

) n, =v - (3.B.3)

i=0 *

T ' (3.B.4)

= .B.

igonixi rk _ (

¥ ol (3.B.5)
. = 3 : .BI

kEOPJk nJ. " :

n. % = ., % 5 (3.B.6)

As matrizes BO'Bl'BZ""'Bﬁ sao chamadas de matri-
zes de associagdo dos tratamentos, do esquema de associagao.
Dados dois tratamentos a e B, eles sdo primeiros,

sequndos, ou ..., m-ésimos associados e portanto somente um

dos elementos b&B,b&B,...,bgs & igual a 1. Desta forma,
5 3 7)
= o .B.
izoBi €y, v (
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Além disso, pelo mesmo fato,

.B. = 0 T = (3¢B08)

I e~
a
o
<
P>

i=0

se e somente se C,=CyF .= C = 0.
. : 0 "1 , m

portanto, as funcdes lineares de By, él' 52,;..,Bm
formam um espago vetorial de dimensao m+l com base kBo,Bl,,
..,Bm);

pados dois tratamentos o e B, OS quais sao i-&si-
mos associados, o elemento da»a—ésima linha e B-ésima colu-
na de BjBk pode ser iﬁterpfetado comc o numero de simbolos

comuns com os j-&simos associados de o e k-8simos assocla-

dos de B. Desta forma, temos que&:

m .
'BjBk = .Zop;kBi' j,k=0,1,2,...,m (3.B.9)
l:

Isto signiéica que a operagao de multiplicéggo é
fechada no conjunto de fungoes lineares de BO,Bl,...,Bm. Co
mo tal conjunto tem estrutura de grupo comutativo com a ope
ragao de adicaoc, temos que ©O conjunto das fungSes lineares
de BO’Bi""me tem estrutura de um anel com elemento unida

de, a qual sera uma algebra linear associativa se 0S coefi~

cientes das fungoes lineares<forem elementos de um COXpoO.

A multiplicagao das matrizes Bj!é comutativa, pois
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2= t ! v = i ¥ i L -
kazJ By B (BjBk) ( z pjkBl) Z pjkBi
1=0- i
T4
= . . = s oB.lO
izop]kBl BjBk (3 )

Como consequéncia de (3.B.10), temos:

io_ i
Pyx 7 Pkje

Como a multiplicagdo das matrizes B, & associativa,

temos:
By (ByB,) = 2 pjkpiu £ = (Biaj)pk = Z pijpuk ¢ §3.3.11)
A independéncia de BO’Bl""’Bm implica que:
ijk piu = Zpljpuk (3.B.12)
Definamos égora as matrizes Hi pox:
Por Poi --- Poi
m
p Pys »0+ Pqs
M, = (p,) = | ¥+ i it 4=1,2,...,m. . (3.B.13)
£ ji " . .
m
Pri Pmi =" P
Em termos de matrizes I, a relagao (3.B.12) impli
ca que:

' _ i
MMy, = D Py (3.B.14)



Assim, as matrizes Hi multiplicam da mesma maneira
que as hatrizes Bi' Podemos verificér facilmente que HO,Hl,
i...,Hm sao linearmente independen;es e portanto formam uma
base para o espago vetorial deidimeﬁséo m+l, combinando da
forma éue as-matrizes_Bi, tanto na adigéo como na multipli-
cagao. Isto estabelece uma representacdo regular em matri-
zes (m+1l)x(m+l) da élgébfa das matrizes B,, as quais sao ma
trizes vxv.

Desta representagao regular podemos obter © seguin

. te importante resultado:

TEOREMA (3.B.1) - As raizes caracteristicas distintas de

B, (3.B.15)
0 i 1

w
i
di~as
Q

e és raizes caracteristicas distintas de
m .
= .z cylly (3.B.16)
i=0 o

sao as mesmas.

PROVA -Séjanxf(l) e g(X) Qs;polinémios minimais de Be Il,res

pectivamente, os quais sao monicos. O termo f(B) pode ser ex

. pPressoc como

m - .
£(B) = ] 4,B, (3.B.17)
: R ifO

cuja representagao em matrizes (m+l)x(m+l) & dada por:
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m
f(m) = E d;my (3.B.18)

i=0
Comc f()A) & o polinomio minimal de B, temos que
£(B) = Ov,v' o 'que nos fornece do=d1=d2= =dm=0 e por

tanto f(H)==OV'V. Como £(N) =0 e g(\) & o polinémio minimal
de I, concluimos que g(X) divide £(i).

De maneira andloga, podemos mostrar que f(A) divi-
de g(iA). Como £(X) e g(h) sdo polinémios ménicos, temos que
£(A) =g()X), e isto garante que as raizes caracteristicas dis

tintas de B e II sao as mesmas.

Como corolario imediato do Teorema acima, temos:

COROLARIO (3.B.1) - Se N & a matriz incidente de um PBIB,en

tao as raizes caracteristicas distintas de

NN' = rBo+Xd By+...+d By C(3.B.19)

3 = g e A T (3.B.20)
sa0 as mesmas.

Este resultado foi primeiro obtido por Connor e
Clatworthy '(1954) por um método longo. A presente forma’érdg
vida a Bose e Mesner (1959). Connor e Clatworthy também de-
terminaram as raizes caracteristicas de NN' e suas multipli

cidades para'o caso m=2. As trés ralzes distintas de NN

sao:
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]
60 = rk, ei = rmg{(ﬂiqu);»y+(ml)’/KJ+(11+AZ)} (3.B.21)
i=1,2
“onde
Y=PyyPrge B=PiytRip, A Sy 284l (3.8.22)

Sejam Gy Gy € O, as multiplicidades das raizés»em,
91 e 62, respectivamente, de NMN'. Se o planejamento & cone-
xo, entao Bo.é uma raiz simples e portanto d0==l. As outras

multiplicidades satisfazem:
al+a2 = v—}
e . (3.B.23)

tr(NN*) = vr = rk+a.06,+a,0

1717272

Resclvendo o sistema de duas equacgoes acima, temos que:

n.+n .{Xn 4n,) + y{n.+n.)]
1772 172 p Sel J' i=1,2

=

S+ (-1

(3.B.24)
2 | 2 /K

%5

E interessante notar que as muitiplicidades depen-

dem somente dos pardmetros do esquema de associagao com m
classes, e nao dos parametros do PBIB. Além disso, como as
multiplicidades sao nimeros inteiros, isto impoe uma condi-
¢ao necessaria para ‘a existéncia de algum esquema de asso-

ciacao com m-classes.
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3.C - CLASSIFICACAO DOS PBIB(2)

Bose e Shimamoto (1952) classificaram todos os

PBIB(2) conhecidos em cinco tipos. Os.PBIBKZ) simples sdo a

queles para os quais Ay ou X, sdo nulos. Os outros corrgs-

pondem a um‘dés'Seguintes esquemas de associagdo. Gr¥upo Di-

visivel (GD), Triangular, Quadrado Latino e CIclico,éézmaié
podem‘tgmbém-gerér-planejamgntosASimples.

| Vémos a seguiriﬂaéSCféQer e exemplificar cada  um

dos quatro Giltimos tipos de esquemas e alguns PBIB(2) gera-

dos, com propdsito puramente ilustrativo e nao exaustivo.

3.C (a) - Esquema de Associacdo por Grupo Divisfvel (GD) -

Neste esquema exlstem vV =m-n tratamentos, os quais
sao leldidOS em m,grupos de n tratamentos cada. Dois trata
mentos pertencentes ao mesmo grupo sao prlmeiros associados

e dois tratamentos 530 segundos a55001ados se pertencem a
grupos diferentes. Tal esquema pode ser exibido escrevendo—
Se 0S men tratamentos na forma de um arranjo retangular no
Iqual os tratamentos de um mesmo grupo ocupam a mesma “linha.

Podemos ver facilmente que os parametros do esque—

ma de associacao assim obtidos sdo:’

" v=men, n,)=h-1 e n,=n(m1)

1 2
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-,
i

n-2 0 To n-1 | |
0 n{m-1) n=-1 n{m=2)
=

' Dlversas séries de PBIB's Dodem ser obtldas a par—‘
tlr deste tlpo de esquema de assoc1agao. Pelas relagoes
(3 B 21) e (3 B. 24) temos que as ralzes caracterlstlcas de

NN‘ sdo
8,=rk; 6,= rk—kzv e 8,=xr~

com multiplicidades

0
(3.B.2)

oy = 1; ay =m~1 e a2=_m(n-1)

EXEMPLO (3..1). - Para m=4 e n= 2, denotando os tratamen-
tos por 1, 2,...,8 o correspondente esquema GD pode ser exi

bido como:

1 5 O primeiro associado do tratamen=-
2 6 to 1 & o tratamento 5 e os segun-
'3 7 dos associados 850 os tratamentos
4°8 2,3,4,6,7e8.

Um PBIB trlvial baseado neste esquema pode ser ob—
tido tomando-se para blocos as comblnagoes das llnhas duasA
a duas. Tal PBIB dado por. | | |

=(3,7,4,8),

= (2,6_,{_3,_'7_) i 55=1(2,6,4,8) e Se.

tem parédmetros do 29 tipo dados por:
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b=6,"r=3, k=4,'x1= 3e A2=1.
Dependendo dOa valores das ralzes caracteristicas
de HNN', os Planejamentos poxr Grupo Divi51vel foram subdivi-

didos em trés classes por Bose e Connor (1952):

l Slngulares, se r-Al==0
2. Semiregulares, se r—l > 0 e rk l =0
3. Regulares, se;rsx1>'o e rk-vl2>»0'

3.C (¢) - Esquema de Assoéfé@éo‘Tfiangu!af

Para este esguema, tomamos um quadrado me e preen

chemos as mim_ll

posigoes acima da diagonal principal . com
tratamentos diferentes, tomados em qualquer;ordem. As posi-
_qaes da diagonal principal sao déixadas em branco, enquanto
que as posig¢oes abaixo desta diagonal sdo preenchidas de mo
do que o esquema seja simétfico em relagao a diagonal. Dois
tratamentos na mesma linha ou coiﬁna sao primeiros associa-

dos e segundos associados em caso contrario.

Os parametros do esquema assim obtidos sao dados

por: -
_m(m=1) Tl (m—~2) (m-3)
V=T, ny 2m-4 e n2 5
m-2 m=3 4 2m~-8
Py= ce Py=l (3.C.4)

(m-4) (m-5)
2

{2m~8
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Uma classe trivial de PBIB's baseados neste esque-
ma pode ser obtida tomando-se cada fila como um bloco.Os pa

rametros do PBIB assim obtidos sao dados por:

b=m, r=2, k=m-1, A\,=1e A,=0

1 2
Pelas relagoes (3.B.21) e (3.B.24), temos que as

raizes caracteristicas de NN' sdo: -

eo==rk;'el= r+(n-4)xl—(n-3)x2 e 6

com multiplicidades

5 =T=2XyH+A

(3IC05)
& L8 B e ~n(n-3) o
uo—‘lh.al—-p ;Ve a2' , 5

EXEMPLO (3.C.2) - Para m=5, denotando os tratamentos por
1,2,...,10, o correspondente esquema triangular pode ser e-

xibido como:

x 1 2 3 4
1 x 5 6 7
2 5 x 8 9
-3 6 8 x 10
4 7 9 10. x

Os primeiros associados do tratamento 1 s3o os tra
tamentos 2, 3, 4, 5, 6 e 7 e os segundos associados sao 8,

9 e 10. O PBIB trivial baseado neste esquema & dado por:

S1 = (1,2,3,4); s, = (1,5,6,7); S8, = (2,5,8,9);

9 3

S, = (3,6,8,10) e 5. = (4,7,9,10),

cujos parametros do 29 tipo sao:
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b=5, r=2, k=4, Al=l e 12=0.

EXEMPLO (3.C.3) - Pode haver mais de um PBIB baseado no mes
mo esquema de associagac. Existem pelo menos mais trés base

ados no esguema triangular com m= 5:

a) b=10; r=3; k=3; Al=1 e )\2=0

sl = .(1'2'5); 32 =(8l9'10); S3 = (218’3);
S4.= (7,5,9); 55 = 9.4,2); S5 = (5,6,8);
_ S7= (3('10’4); -38.= (10,7,6); 89 = (4,1,7);

e-SlO‘=-(6,3,2).

= i 2 Xl =2

b) b=6, r=3, k=5, Ay 3

Sl (118r917r3)7 523 (11814310:5); S3'= (81416f712)

S4-' (4,6,9’5’3); SS:(l,G,g,lO,Z); S6=(10'7'5'2,3)

¢) b=10, r=4, k=4, A1=l e A2=2

Sl==(2,10,6,7): §,= (10,1,2,5); Sq = {7,3,8,2);
84 = (6,2,9,4); Sg= (1,9,10,8); S¢ = (5,4,3,10) ;
Sy = (8,7,4,1); Sg = (3,5,7,9); Sg = (9,6,1,3);
e 815 = (4,8,5,6).
3.C (c) - Esquema de Associagao por Quadrado Latino (Lr)

Considere v=k? tratamentos, os quais podem ser dis



w G -

postos em um esquema kxk. Por exemplo, se k=4, os tratamen
tos, denotados por 1,2,...,16, temos o seguinte esquema qua

drado:

i 2 3 4
5 6 7 8 '
‘ : (3.C.6)
9 10 11 12 °

13 14 15 16

Para o caso r=2, is£o~é,-no esguema L2, nos defi-~
nimos dois tratamentos cqu primeiros associados se eles o-
correm na mesma linha ou coluna do esquema quadrado e segun
dos associados em caso contrario. Os pardmetros de tal es-

quema sao dados por:

v=k?, nl=2(k—l) e n,= (k=1) 2

[k—z k-1 ] [ 2 2(k—2)] (3.€.7)
Pl= e P2= )
k-1 (k-1) (k-2) 2(k-1) (k-2)

No caso geral, com 2 sr sk+l, tomamos um conjunto.
de r-2 quadrados latinos mutuamente ortogonais (se tal con-
junto existe). Para o esquema de>associagao Lr' ﬁés &efini—
mos dois tratamentos como primeiros associados se eles ocor
rem na ﬁesma linha ou coluna do esquema quadrado, ou se e-
les correspondem ao mesmo simbolo de um dos quadrados lati-
-nos. Caso coﬁtraric nés'os definimos como segundos associa-

dos. Os parametros do Esquema de Associagao L. sao dados

por:
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v=k%, n, = r{k-1), n, = (k=1) (k-r+l) .
~(r—2)+(r-l)(r-2)- {r=1) (k=r+l)
}?1 = _ o e (3.C:8)
| (r=1) (k-x+1) (k=r) (k=r+1)
(r-1)  r(k-r)
P, =
- r(k-r) (k-r)?2%+(r-2)

A classe trivial de PBIB's baseada em L? & obtida
tomando-se por blocosvas‘linhas e colunas‘do esquema quad:g
do e, em cada um dos'r;quuadrados latinos, os trétamentos
correspondentes ‘ac mesmo simbolo. Tal classe tem parametros

do 29 tipc dados por:

b=kr; r,k,A =0 -~ (3.C.9)

1 2

=1 e X
Péias“relagaes (2.B.21) e (2.B.24), temos que as
ralizes caracteristicas de NN' s3o dadas por: .
90 =rk; 61= r+'(k—r)ll-(k-r+l))\2 e 92=r—rkl+(r-l)l2
com multipliéidédés

a0p=1, al = r‘(k—l)» & a, = (k-r+l) (k-1).

EXEMPLO (B.C.h) - Para r=¥4, temos o esquema'L4. Para k=4,

temos:
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ESQUEMA QUADRADO - e L Y

1

1 2 3 4 (i1

3
4

9 10 11 1z 3

4
1 3
2 1

3

N b R W
N R PO
W s N

13 14 15 16 4 2

18228

8 6 7 8 ,...2 .1,
4

3 4

Para este esquema, os tratamentos que sdo primei-

ros associados do tratamento, 7.sao: . ...

sebpop pmlaoms ob - {tratanentos ‘que éstio' na mesmalinha] ™"
5, 6, 8 3, 11 15 lou coluna.do esquema quadrado

vy raerey sy mat eﬁ?aﬁtrétﬁmeﬂﬁdéi&ﬁe“ééffespoﬁaéﬁfﬁd“éggvEﬂ“
4, 10 e 13  |quema quadrade, ds posigoes do 4 em} -
(L, ] .

(tratamentos que correspondem,no es—w
1, 12 e 14 . qugmafquad;aﬂg, &sﬁpp§i95g§¢dq 1 em
.[sz_

Os segundos associados do g:atamentozj;ség;qz,ﬁs q3161j4
| O PBIB trivial bésggdo no esquema acima é dado por:
a) Linhas gAcglunasvdo esquema ggad;adg:‘
S, = (1,2;3,4)} 8, = (5,6,7,8);>S3 = (9,10,11,12);
s, = (13,14,15,16); Sg = (1,5,9,13); Sg = (2,6,10,14);
wu$7wfr(3'7'11115) e\88%=1(4,8,12,16)g

b) Tratamentos gque, no esquema guadrado, correspondem ao

mesmo simbolo em [Ll]:
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S, = (1,6511516); S

9 42,5, 12, 15) 511 =:43,8,9;14)

10
& 83, = 4,7,10;13)
c) Tra%émentcé‘qﬁe;’ho“egq&éma'quaﬁraﬁo,éonrespondem ao

comesmo simbolo emq[LéJ: P T

S 3==(l,7;12,l4); Siy= (278;11,13);'Sf§ﬂ=r%3q54&0,16)

14

e 516; = (46679,15)
cujos parametro_s do 2R tlEOlsaOdadqs'por; ol oFausn

3.¢ (d) - Esquemas de Associacdes Clclicos

1 ZSNEy RS R

Sejam os v tratamentos denotados peloes v inteiros

1 ,...,v 9 Sejam dl’dz""'d ’ nl inteiros satisfazendo

i 0

as segulntes condlgoe3°

a) Os nilmeros dj sdo todos dlferentes e 0'<dj<‘v, ] l 2,

3 pyas

b) Entre os n,;(n;-1) dife;én%gé€3;faif7§éaﬁiidéé:56’m@ii

1
nor inteiro positivo mdduld ¥, ¢ada. um dos niumeros

ad, dz,...,d" ocorre g vezes,enquanto cada um dos nil
o b

v

l'
meros el,ez,...,en Bborre-h vezes,'oqde os numeros

?j sao todos dlferentes 0~<eJ< v e
= {el;ez’.a-,e 2}-{1 2 3'-..'V 1} {d 2'0..'dnl}i '
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"é)zd conjunto D=={d‘;&3,..},d } & tal que
, 1772 ny

D={—dlr—d2, - .". ,-dn }-
2
Claro, e neCesgario que: nig+n2h==nlxnl-l).
O conjunto dos primeirdé’assoéiados'do tratamento

ie definido como ;

.(i+ai{i+62;...,i4dﬁi)(mod v)

e o conjunto dos segundos associados como:

(i#él,i4e2f_..,i+é£2)(mod v).

O esquema.de associagdo assim definido, tem parame

tros dados por:
1v'.nl' nzr

' (3uC10)

Todos o8 ﬁsquemas de Associagao Ciclicos' conheci-

dos tem parametros dados pors:-

el €] e v Wij?.c.ll)
B o R RGP o gl gF SOURE
' : E. & oY :2: 5 : t-‘::l'. T SN S CEE I

Somente as condlgoes (a) e (b) foram incluidas na

definlgao de Esquemas de Associacgao ClCllCOS de Bose e Shi-
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mamoto. Nandi e Adhikary (1966) mostraram que as condigoes
(a) e (b) definem um Esqguema de Associagao com duas classes

se h =g, mas n3o quando h# g. Eles impuseram a condicao (c),

a qual & auntomaticamente satisfeita se h=g, para definir

um esquema de associacao mesmo quando h =g,

Pelas relacoes (2.B.21) e (2.B.24), as raizes ca-
racteristicas de NN' sdo dadas por: wid 2
‘ Ay Ao
0y = rk, 8, = r+=(/V-1) - (/T +1)
SERTUEE ¥ . (3.€C.12)
9, .= r- ———(v’_+1)+--—(/‘ 1)

"
com multiplicidades
EXEMPLO (3.C.5) - Tomando v =13, temos que os niimeros:

d, = 2, d2=‘5, d3=6, d4=7, d5=8 & d6=11.'

satisfazem (a),(b) e (c) com g==2 e h= 3.
O conjunto dos primeiros associados do tratamento 5
é dado por:

(5+2, 545, 5+6, 5+7, 5+8, 5+11) (mod 13)

ou seja
(7,10, 11,0127 0, 3);
Um PBIB baseado neste esquema. e ObtldO tomando-se

para blocos o desenvolvxmento cicllco de (1,3, 9)(mod 13) is

-

to e:
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By = (1,3,9) 8, = (2,4,10); 85= (3,5,11);

= (4,6;12)7 S5 = (5,7,0); 8¢ = (6,8,1);

””7 (7 g, 2), 5= (8,10, 3), -(9 11, 4),

815 (10 12 5) 511= (11 0 6) 312 az, 1 7),mﬁﬁﬁ&_ .

cuiipc wo in @8

o113 2(0‘,2’8) Pahe

cujos parametros do 29 tiposdacidados por: - ¥ LHSABE

-B=113, r=3;,k=3;2;=1eX,=0.

OqtrquSjBﬁbaseqdqﬁnp mesmo esquema pode ser obti-

do tomando-se para blocos o desenvolvimento ciclico de

(1,2,4,7,9,0) (mod 13)

o qual terd parametros do 29 tipo dados por:

DR L e

b 13, r-—S k= 6, A "4 e l =3,

1

Tabelas de PBIB com duas. classes de associagao, for

ram preparadas por Bose Clatworthy e Shrlkande (1954) e

2. ',"!

mais tarde estendldas por Clatworthy (1956) Nas 1954 tabe-

- e
LSt =Y ‘3.‘ =

las, os parametros de 27 planejamentos simples, 283 plane]e
mentos por Grupo Div1sivel (124 singulares, 91 semi—regula-
res e 68»regulares), 36 planejamentos triangulares, 20 ‘pla=
nejamentos por Quadrado Latino e 10 planejamentos Ciclicos
foram llstadcs juntamente con seus planos

MR L

) Os Esquemas de Assocxaqao com m = 2 classes que nao

Lt

foram cobertos por Bose e Shimamoto flcam em duas catego—
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rias. A primeira éétegoria contdm os Esquemas de Associacgdo
Pseudo-Triangulares, Pseudo-Quadrado Latino e Pseudo~Cicli-
cos. A outra categoria difere de qualquer dos Esquemas Clas

sificados pof Bose e Shimamoto e em geral nao satisfazem

A, =0 ou A, =0.

1 2

3.D - UM ESQUEMA DE ASSOCIAQKO COM m =3 CLASSES

Apenas . cono ilustragéo, apresentamos - © Esquema de
~Associagao Retangulér com 3 classes de associagao, introdu-
zido por Vartak (1955).

‘Sejam v =m-n tratamentos arranjados em um retdngu-
lo de m linhas e n colunas. Os primeiros associados de qual
quer tratamento 6 sao os ocutros n-1 da mesma linha. Os se-
gundos associados sao os outros m-1 da mesma coluna e-os res
tantes (n-1) (m~1) sao os terceiros associados de 6.Para tal

M

esquema, temos os seguintes parametros:

v=m-n,_nl=p~l, n, = m~1 g ng= (n—-l) (m—-1)

h-2 0 0 0
LBy p 0  m-1 ; Py= 0 m=2 0 |
0 m-1l (m-1)(n-2) . |n=1 0 (m-2) {n~=1)]. ,
(3.D.1)
0 1 n-2 |
e P3= l 0 m"2 e

n-2 m-z"(n-zikm—éi
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'"dedeﬁse%verificarwque;aszraizeg caracterigticas de
NN' ‘s3o dadaspor
583 eo= 1 2-—)\3) 5

rk, 64= r~k1+(m—l)(k
S
com multiplicidades: (3.D.2)

ag =1, aq = n=-1, a2=m—1 e _a3:= (n=1) (m-1)

Paravééiiféprié&édééﬁdéiEéquéméﬁdéiAééqqiagéb# Re+ ¢
tangular citamos s M Shah (1964) e Vartak (1955 1959).
Alguns Esquemas de Associagao com m classes, m > 2

foram i;trodu21dos por Raghavaraoe;Chandrasekhararao (1964)
(cfibico) , Peter W.M.John (1966) e Bose e Liskar (1967) T(Bs~
tensao do Tr;angular), Tarthare (1963), Raghavarao © (1960,
1962) e Roy (1953, 1954 e 1962)(Grupo D1v1sivel para m clasﬁ
ses) e outros fordm apresentados por Adhlkary (1966 1967) e

Yamamoto, Fu31 e Hamada (1965)

3.E - CONTRUGCAO DE PBIB(2)"

Utilizamos antériérmeﬁte,.né sécéo 1. f do'CapItu—
lo I, as propriedades da Geometria Plana Projetlva Figita
PG(u,s) e da Geometrla Euclldiana Finita para a Construgao{
'de Planejamentos por Blocos Incompletos Balanceados. As mes
mas propriedades podem ser convenientemente utilizadas para
- a construcao de planejamentos por qucdspIncompletos Par-

cialmente Balanceados,_com m= 2 classes de Associagao. Va-
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mos entao descrever,de forma ilustrativa,algumas séries de
PBIB(2) obtidas através da PG(n,s) e da EG(u,s) .

3.E(a)-Na PG(3,s),retiremos um-.de seus pontos e todos os m-
subespagos due contem este ponto. Se identificarmos
oS! pontos restantes com 08 tratamentos e os m—-subes-
pagos restantes [com Os blocos, teremos um planejamen
to PBIB, para o qual dois: tratamentos sao primeiros
associados: se nenhum m—subespago que contém a ambos ,
contem também o ponto retirado, isto &, nenhum dos

~gsubespagos suprimldos contem um par de primeiros
assoc1ados. o o '
Em particular, a seguinte série de PBIB'S podem ser
obtidas :

n= 2; =53+SZ+S; b}:Sj;ir:=sz; k= s?+s+l
PR i § TR SR -

0t - . _ ' . &%ﬁE.l)
s¥+g?~-s s-1 g34g? 0 -
P. = e P, =
+ s-1 0 s 0 a-2
m=1; vesi+s®+s; b= s*+s%452; r=sl+s; k=s+l
- 1. = 0 e wlia?. p= e
)\1— 1; )\2— 0; n, = S +87: ny= s__il L (3.E.2)

s¥+g?=g s-1 s+s? 0
P, = ' e P, = . .-
Lo s o] %2 |l o s2f

EXEMPLO (3.E.1) - Se tormarmos a série (3uE.l)‘com s =2;'re
tirando o. ponto (l 0 ,0,0) da PG(3,2) e todos os planos gque
contém este ponto, temos pelo Exemplo E. l 2 da segao E do A

‘pendice que os planos restantes tém equaqoes. o sl AT

1) x5, =0 ‘_4) x1+x4 =0 7). xo+x2+xvj"¢'=' 0
2) xytx, = 0  5) x "+x"‘+x2 =0 8) x0+xl+x2+x3 =0
3) xgtx,=0 6) xR, =0
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i

=0,1,
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i=0,1,

2,3.

Usando o sibolo ijk4 para o ponto (i,j,k,2) temos

que o conjunto:

n
I i

0
Il

3= (0001,

(0100,

0
i

w
"

- (0001,
"8, = (0010,

Sy = (o011,

n
]

8 (0011,

(0001,

(0001,

0010,
0010,
'0160,
0010,
0111,
it ot
1001,

1001,

0100,

0011,

0101,.-

0110,

1011,

1110,
1010,

flolo.

forma um PBIB com parametros.

v=14, r-4 ‘ba 8, k= 7,.nl— 12, n2 1» ;1= 2, A,=0

ki N
e P
0 2

P

1

-

0011,
1100

1010,

1001,
S1I0L S
0111,
1101,

}1160,

0101, 0110””b111)

, 1101, 1110,- llll)
21110, 1011, 1lll)

1101, 161i}”ifii3

61304 1070 1100)
1001, 0101 1100)
1110, 0111, 0100)

0110, 0101, 1111)

2

_ 12.~°
0 o

3.E (b) -.Na PG(3,s) retiramos todos os pontos de uma linha

@ todos os planos que contém esta linha. Se iden-

- tificarmos os tggyémgnpoquom os pontosﬂrestantes

nejamento PBIB, para 0 qual dois tratamentos séo

' primelros assoc1ados se’ nao pertencem a llnha que

f01 retlrada. Os parametros do PBIB a551m obtldos
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sao:
v=s®+s?; b=s%s?; r=s’+s; k=s’+s

3

A= s+, A, =s, nl’ s? e n2==sé—l

si-g? g2-1 s3 0 (3.E.3)
P, = e p,=
L L’-l o] 2 [o 52-2} o

EXEMPLO (3.E.2) - Na PG(3,s), tomando s =2, retirando a li-
nha Xy = Xq =O e todos os planos qﬁe a contém, os planos res
tantes tem equagdes, de ac_:.ord-o com o Exemplo E.l1.2 da segao
E do Apéndice: |

0. .. ' 5) x-}x_ =

1) x4 = g%z =0 9 0+xl+x3 0-
2) %y =0. .. 6) xgtx, =0 . . 10) X +x;+x5=0

- 3) Xgtx, =0 . 7) XX =0 . ll)Tx0+x2+x3==0
4) xotx, =0 - 8) X ¥x tx,=0  12) o+xl+x2+x3 0

'~ondeixr= 0 oul, i=1,2,3.

' Temos entao que © conjunto

= {0001_, 0010, 0011, 0101, 0110, Olll},

1

, = {0001, 0010, 0011, 1001, 1010, 1011};
3'5 {0001, 0010, 0011, 1101, 1101, 1111};
, = {0001, 0101, 1010, 1110, 1011, 1111};
sg = {0010, 0110, 1001, 1101, 1011, 1111};
s¢ = {0001, 0110, 1001, 0111, 1110, 1111};
s, = {0010, 1010, 0101, 0111, 1110, 1111};

sg = {0001, 0111, 1011, 1101, 0110, 1010};
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g = {0010, 1011, 1110, 0111, 1001, 0101} .
S,,= {1001, 1010, 1101, 1110, 0111, 0011}
sy, = {1011, iiq;', 1011, 1110, 0110, 0101}
;§12 = {0011, 1001, 1010, 0110, 0101, 1111}

forma um PBIB com parimetros:

v=12; b=12; r=6;'f"1é"é‘?6;:ﬁl='£i} ny=3; Ay=3;A,=2.

1 2
A U 8 0
P, = e P, = |
L s o 2 o 2

3.E (c) - Aihda-naiPG(j,s) podemos. retirar todos os pontos
de’hmé*linha e todas as linhas que passam por es-
tes pontos. Identificando os pontos e linhas res-

‘”tantesVCOmfos tratamentos. e blocos, respecﬁivameg
te,‘bbteﬁos um planejamento PBIB, para o qual dois
tratamentos sao primeirbs associados se ndo bper—

. tencem; ambos, a uﬁa dés lighas retira&éé. O PBIB
assim obtido tem parfmetros dédos por:

: . o \3/

v=s8+s?; b=s"; r=s?; k=s+l; ny =s®; ri2=sz—l

. 4 sﬁ-s?- Sz_' SRR sa_ . _‘0

"EXEMPLO (3.E.3) - Na PG(3,s), tomando s=2, retirando todos

A =_]7“_e _)\2:= 0

“(3.E.3)

 os pontos da linha xl'= xé';b e todas asglliﬁhéé:que ' passam

por estes pontos, as linhas restantes, de acordo com o Exem
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plo E.1.2 da secac E do Apéndice, tem ecquagoes dadas por:

+%x., =0 9)

1) xy*xy SRETA Tk

2) Xytxy =x,= 0 10) x0+xi+x2 =RotR txg = 0
3) dytx, =xy=0 : 11) %yt +Ky =X X 4Ky = 0
4) X Ry =X, =0 12) Xy tR tK,y = Xotxg tRg = 0
5) X tKq =X =0 - 13) 'x0'+.xl.+x3 =X tR PR, = 0
6)x&xl=xf«3=0~ 14)g&xfx3=xfxfx3=0
7) Xgtx, =xl+x:‘3 =0 :I..S).x0=x2=x3

8) xof_xl+3<2 =x3=0 16) x, ='%x; =X,

Temos entao que o conjunto:

= {0100, 0010, 0110}; S, = {0110, 0101, 0011};

°1 9

s, = {0010, 1110, 1100}; S, o= {0111, 1010, 1101};
s, = {0100, i010, 1110}; sy,= {0110, 1011, 1101} ;
s, = {o0l0, 0111, 0101}; 8y,= {0111, 1011, ;190};
Sg = {0100, 0111, 0011}; S,,= {1110, 1011, 0101};
S = {0011, 1100, 1111}; s,,= {1110, 1101, 0011} ;
s, = {0101, 1010, 1111}; S;g= {0100, 1011, 1111};
sg = {1100, 0110, 1010}; 8, = {0010, 1101, 1111};

forma um PBIB com parametros:

v=1l2, b=16, r=4, k=3, A\,=1, A,=

3.E (d) - Na EG(n,s), retiramos a origem e todos os m - subes
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pacos que passam por este ponto. Identificando os
pontos e o0s m-espacos réstantes com os tratamen-—
tos e blocos, respectiﬁamente, temos um planeja-
mento PBIB, para o qual dois tratamentos sao pri-
meiros associados se os m—-suhbespacos gue os. con-
tém nao contim a origem. Em particular,na EG(2,s),
com m=1, a sequinte série de PBIB pode ser cons-

truida;

v=g%-1, b=g?-1, r=s, k=35, A =1, X, =0,
< w2 I
Ny ®5=gy by =g-2

(s+1)2 s-2 [%z—s 0o
P, = v L e PpP_. =
1 8-2 0 2 | o g3

e

EXEMPLO (3.E.4) - Na EG(2,s). com s=23, suprimindo a origem

e todas as linhas que a contém, de acordo com o Exemplo E.2.

1. da segdo E do Apéndice, as linhas restantes tem equagdo

dadas por:

: ‘Mﬁ 5) x.

1) % =1 Ly =1
2) %y =2; 6) xl+x2-2;
3) x, =1; 7) xl;'éxf 1
4) xy=2; 8 X +2x, = 2.

Temos entao que o conjunto:

{20, 21, 22};

w0
]

i

{10, 11, 12}; s,

{02, 12, 22}

“
]

{o1, 11, 21}; s,
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Bg

Sq

{10, 02, 21}; sg ={12, 01, 20},
forma um PBIB com:parémetrosrdados por:

ve8, b=8, r=3, k=3, A\ =1, Ay=0, 0y =6, .

As‘geometrias fini tas sao muito usadas 'para -a -cons
trugdo de plahejéﬂéﬁtoS“PBIB:‘A-eséé?fespeitornGSqrepettmos
Hose'le ‘Chakravdti' (1966)F Clatworthy (1964); “Dai e . Feng
(1964) Rajchaﬁdhdry‘(196211965);fséi&ehﬁ(196601&Wgn: (1964,
1965) ; Wan”e7Yéng“(1964)}fYaméﬁbtd;“Fukudaﬁe’Hamada“ﬂ9663 e
*&éﬁ&“‘lQGSYE;Oﬁtfds?méﬁédqsfdéfdbhsﬁrugéo;“deiinteresse*sio
‘aprébentddogfﬁorfﬁédélman'é*Bwsh-(lQﬁé),ﬂAﬁchboldve'Johnson
(1956) , Bose e’ Clatworthy (1955) , Clatworthy (;QG?My“Masuyg
ma (1964, 1965, 1967) e Sprott {1955, 1959) . :Pafra-uma andli
se do planejamento PBIB nds referimos-Kempthorne -(1952)..

. A despeito do grande desenvolvimento que tem tido

: oot
: esta area do plane]amento estatistico ‘nas ultimas tres deca

s :‘J,

das, muitos problemas permanecem em aberto.



3.F - COMENTARIOS FINAIS

Os résﬁltados discutidoé neéte trabalho encontran-
se basicamente em Raghavarao (1%71l) e em Jéhn (1971). As re
feréﬁcias bibliogréficas encontradas nesses trabalhos (mui-
tas das quais sao também citadas aqui) ddo uma idéia bastan
te completa do desenvolvimento desté Area de pesquisa,até o
ano de 1969. A éeguir faremos alguhs comentarios sobre os re
sultados obtidosvno periodo 197041975, com especial referég
cia ao trabalho de Hedayat e John (1974). Resultados que di
zem respeito a novos métodos para a construgao de BIB's e a
obtengao de esquemas de associagdo para PBIB's, podem  ser
encontrados em John (1970), Kageyama  (1974), Saha e Kulshre
shtha (1973), Hamada.(1974) e Aggarwal (1972}. O artigo . de
Trail e Weeks (1973) trata do problema da extensao_de blo-
cos completos gerados por BIB enquanto que Kageyama .(1972)
discute a redugéq das classes de associacgao de alguns PBIB's.
Kiefer (l975)¢discgte o planejamento BIB em conexao com .a
~construg¢ao do quadrado_dé,Youdeq generalizado e finalmente
Smith (1973) trata da estimagao de Bayes em modeiosna um e
dois critérios de classificagdo. Daremos a seguir um . breve
resumo do-trabalho de Hedayat e John (1874), gue nos inte-
.reésou.pélo'Seu:pdtéhCi;i'éoﬁ réiéééb is apiicaéaés e tam-
,Jbém“péios proﬁié%éé'ae bésqhisétéﬁewééé Sugefiabs pelbs éﬁ—

tores.
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. . .Usaremos a definigdo (1.C.l) de planejamento balan
ceado, isto é, diremos que um planejamento é balanceado se
todos os contrastes elementares puderem ser estimados com a
mesma precisao. Um planejamentq BIBvé balanceado, segundqu
sa definicao, e além disso poderiamos dizer que também & ba
lanceado num sentldo mals amplo, pois, os pares de tratamen
tos ocorrem no mesmo numero de blocos. S .

Estas duas caracteristlcas do BIB podem ser L des-
truidas durante a experiéncia, pela perda de algumas (ou de
todas) as unidades experlmentais submetidas a um (ou mais de -
um) trékaﬁéntbf‘iSto‘bédeIOCdfrér'com"faciliaéﬂé’ém experi-
éncias que envolvem drogas (a dose de alguma delas pode ser
letal e matar a 'cobaia) ou em experiéncias angco%gs‘ (Ema
alta dosagem de fertilizante pode destruir, total ou par-
cialmente, as plantas nas ‘quais for aplicada). O - trabalho
de Hadayat e John explora o casc em que todas as. unidades
exﬁerimentais submetidas a um ou mais tratamentos sao des-
trufdas. Neste caso a estrutura restante mantém o balancea-
mento combinatério (cada par ocorre junto no mesmo numero de
blocos (, mas, em geral nao mantém o balanceamento das vari-
ancias.

0 propdsito do trabalho de Hedayat e John é explo-
rar os casos em que o'balanceamento das variancias & manti-

do quando  um dos tratamentos é perdido ou retirado do plane

jamento.
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" Seja, portanto, D um planejamento BIB com parame-
trqé v}lb,.r, keiefo conijunto dos v tratamentos. Seja
LCQ cém'cardinalidade n £v-2. Retirando todas as unidades
expérimentais em'D,.as quais sao submetidas a tratamentqs

em L, seja D a estrutura restante. »

DEFINICAO 1 - D & dito gldbalmente-resistente de grau n, se

D é balanceado" (varlan01as) quando algum subconjunto L de

cardlnalidade ne retlrado.

'DEFINIQKO 2'-'D - dito localmente resistente de grau n se D

é balanceado somente .com respe*to a alguns subconjuntos -de

: ;card;nalidade n.

DEFINICAQD 3 - D & dito susceptivel se ndo existe L tal que
D é balanceado.JTz' »

Hedayat e John estabeleceram ainda una ﬂondigao ne
cessaria e suf1c1ente sob a qual um BIB & localmente resis
tente com reépeito a um tratamento'fiio. Como qeneraiizagﬁo,
‘uma condigao necessdria e suficiente sob a gual um BI.B églo
‘balmente resistente.

Seja D um BIB com pardmetros v, b, r, k, A um pla-
nejamento sob 2 e seja L={x}cQ. Dividamos D emn dﬁas partes:
DX e DX, onde Dx consiste de todos os blocos que nao contém
X e Dx € o conjunto dos blocos que contém x. Seja alnda D'x

_'o planejamento obtido qgando retiramos x dos blocos de Dx.

LEMA 1 - Dx & um planejamento BIB se e soménte se D'X & um
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BIB. {d

-

TEOREMA 1 - D e locaiﬁente resistente com respeito a x se €

somente se Dx & um’planejamento BIB.

COROLARIO 1.1 -~ D & globalmente resistente se € somente se

Dx & um BIB para todo X em Q.

COROLARIO 1.2 - Se D & localmente resistente com respeito a

qualquer tratamento, entao seus parametros satisfazem a se-
gdintéféohdi¢56§ gIak!
l) x 2 v—l

k(k 2)

i ey =

é: u'm ,inteirq ® 44 L L e e T i

COROLARIO 1.3 = A propriedade de ser resistente- depende nao:

sbmeﬂté*des'p&rémétroS*dO‘planejamento:mas¥também:da - forma

ccmoﬁfoi'construidb"‘iu*ﬁv SR IS T &

CdﬁbLAk10 fth -pé localmente resistente com respelto-'fao

tratamento % . em Q se e somente se todo terno contendo X apé
rece o mesmo numero de vezes em D. |

o 'Heaéyafjé“thn tratam ainda de alguns bfobieﬁas de
exiétéhciéﬂe‘coﬁstfﬁéadlaéﬂﬁiénejémeﬁfosTrééiétéhféﬁﬁ}Tfang

crevemos aqui maiéidbis:iﬁbofééﬂéés tédréﬁag}’
TEQREMA 2 - Se s-»ph, onde p e um prlmo e h.21 um inteiro,
entao exlste um BIB globalmente resistente de grau um para

i il

qualquer inteiro d e:



d 2(d-1)
V::sd+l’b:..(..s_.i].'_2, X s
s +
j=d-1
2(d-1) . d-1
r = s!, k = s+l e A = ) sJ

j=d-1 j=

Por exemplo, se s=3 e d= 2, temos que O BIB com parametros

v=10, b=30, r=12, k=4 e A =4 & globalmente resistente.

TEOREMA 3 - Todo BIB simétxico com:papémetros v=h, r==k,-A_
€ localmente resistente de grau k (mas ndo necessariamente,
de grau menor que k).

Este trabalho representa tambem uma contriuicao pa
ra a teoria dos blocos 1ncomp1etos balanceados no caso de
blocos com tamanhos diferentes. De fato, a partir de plane--
jamentos que sao local e globalmente resistentes podemos ob
ter planejamentos por blocos incompletos balanceados com ai
ferentes tamanhos de blocos, simplesmente retirando 6$.tra—
tamentos para os quais o planejamepto é resistente.

O trabalho de Hedayat e John levanta vérios proble
mas néo.resolvidos;_dentre Os quais destacamos os seguintes:
l. Os autores tratam dos,planejamentqs,que sa0 lécql e;glo—
balmente resistentes de grau um. Uma generalizagéohpara ou-
tros graus poderia ser levantada. Mesmo para o grau um eles_
nao resolvem todos os problemas. | N
2. 0 teorema 3 da uma condiqao suflélente para um EIB.lee;

trico ser localmente resistente de grau k. Sera que esta
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condigao & também necessaria?
3. Finalmente, a teoria foi formulada e desenvolvida apenas
no caso do modelo linear aditivo e homocedastico. Uma ex-

tensao ao modelo linear geral poderd ser interessante e bas

tante_ﬁtil.



APENDICE

Tratamos aqui, de alguns resultados utilizados no

texto, para facil referéncia do leitor.

A - PROPRIEDADES DOS NUMEROS

DEFINI;KO A.1 - Se a, b e ¢ sao inteiros tais que ab=c¢, di
zemos que a e b sdo fatores ou divisores de ¢ e que ¢ & um
miltiplo de a e b. Usaremos a notagao d/c para indicar gque

d & um fator ou divisor de c.

DEFINICAO A.2 - Um inteiro positivo p & dito ser um namero

primo, ou simplesmente um primo se e somente se:

i) p>1

ii) Se p=ab, entao a=1 ou b=1.
Se um nlmero nao & primo, entdo & dito composto.

PRQPOSIQRO A.1 = Todo numerc composto tem um fator primo.

PROPOSICAD A.2 - O niimero de primos & infinito.

DEFINICAO A.3 - Se a, b e ¢ sdo inteiros tais que c/a e c/b

"dizemos que ¢ & um divigor comum de a e b. Dizemos que g e
o maximo divisor comum de a e b se e somente se:

-116-
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i) a/a e g/b

ii) Se c¢/a e ¢/b, entac c¢/g.

Usaremos o simbolo (a,b) para denotar o maximo di-
visor comum de a e b. Ao maximo divisor comum dos inteiros

aje8ys...,a , denotaremos por (al'aZ"fffan)f

n

PROPOSICAO A.3 - O maximo divisor comum dé‘déisAinteiros’”éi

tnico.

DEFINICAO Ak - Dois inteiros a e b, ndo ambos nulos sao re
lativamente primos se (a,b) = 1. No caso geral, os nz 2 in-,
teiros A LR nao todos nulos sao relativamente pri-

mgs se (a;,a5,...0a ) =1,

PROPOSICAO A.L -~ Se a e b sdo inteiros, ndo ambos nulos, en
tao (a,b) & o menor inteiro positivo que pode ser expresso
como uma fungao linear_hqmogénea de a e b. Isto é,b(a,bf é
O menor inteirq positiva tal que (a,b) =xa+yb, onde Xx e ?

sdo inteiros.

PROPOSICAO A.5 - Dois inteiros a e b, ndo ambos nulos, sao

relativamente primos entre si, se e somente se, existem in-

teiros x e y tais que:

1 = xa+yb.

PROPOSIQKO A.6 - Seja p um primo e m,n inteiros positivos

nao nulos. Se p/m.n entdo p/m ou p/n.

PROPOSICAO A.7 - (Teorema Fundamental da Aritmética) - Sejam
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um inteiro positive tal que mz 2. Se m ndo & primo, entdo m
pode ser escrito como produto de primos, nao necessariamen-
te distintos,
m= ® &
PIP2P3' *Py.
onde oOs Py (i=1,2,...,r) sdo unicamente determinados, a me=

nos de uma permutagao.

DEFIN[gKO A.5 -'Sejam a, b e ¢ inteiros. Se a/c e b/c, @izg;

mos que ¢ & um miltiplo comum de a e b. Dizemos que h & o

minimo miltiplo comum de a_g b se e somente se:

4) a/h e . b/h -

ii) Se a/c¢ e b/¢, entdao h/c.

. Usaremos.o simbolo- [a,b] para denotar o minimo mdl
tiplo comum de & e b. Ac minimo miltiplo comum dos inteiros

Ay s8y s eee sy denotaremos;por,[al,az,..ﬁlan].

PROPOSICAO A.8 - O minimo miltiplo comum de dois inteiros &

anico.

DEFINICAO A.6 - O nimerc de inteiros mendres ou iquais a 'm
e relativamente primos com m sera denotado por -@ (m). ‘A ‘fun-

¢ao numérica ¢ & conhecida como funcdo de Euler.

EXEMPLO A.1 - &(1) =1 = &(5) = 4
$(2) =1 e (1ll) =10
$(3) = 2. @ (6) = 2.

PROPOSICAO A.9 - Se p & um primo, entao ¢(s) =s-1.
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PROPOSIGCAO A.10 ~ Se p & um primo e o & um inteiro positivo,

entdo ¢ (p%) = pa4pa_; e

PROPOSICAO A.11 - Se n & .um inteiro positivo, entdo

' S R P S

¥ e(a) = n. S L

PROPOSICAO A.12 - A fungao ® de Euler & uma fungao numerica

multiplicativa, isto &, G

m@(rfgy'g Q(rf.é(gl('qnde (c,s) = 1.

Para referéncias sobre Teoria dos Nimeros, citamos

Sidki (1975) e Pettofrezzo e Byrkit (1972).

B - TEORIA DAS CONGRUENCIAS

5t

DEFINICAD B.1 - Seja m um inteiro ﬁositivo. Se aeb =~ sao

Ty

dois inteiros tais que m/(a-b), entdo dizemos que a & .con-

gruente com b médulo m e isto sera denotado por a {mod m).
Se m nao divide (a-b) , dizeros cque a € a incongruente com b

médulo m, isto &, a Z b(mod m) .. o e

Mk

EXEMPLO A.l - Temos que, - : © = = '

7 = 2(mod 5)
31 = =2 (mod 3)

lé Z 9 (mod 4)
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Escrever & = b(mcd m) € equivalente a escrever a=-b=

=km ou a =b+km, k inteiro.

PROPOSICAO B.1 - Dois inteiros a e b deixam o mesmo resto,

guando sao divididos por um inteiro positivo m, se e somen-

te se a = b{(mod mj.

PROPOSICAO B.2 - A relagao de congruéncia moédulo m, quando
m &€ um inteiro positivo & uma relagéo de equivaléncia}uicdg
junto dos inteiros, isto &, a relacao de congruéncia médulo
m é:
i) reflexiva: assa(mod»m), para todo inteiro a;
ii) simétrica: se a=b(mod m), ent3o b Za(mod m) para
fodo par de inteiros a e b;

iii) transiti&é:‘se aZb(mod m) e b =c(mod m),
entdo a =c(mod m), para quaisquer inteiros a, b e.c.

Sob a relagao de congruéncia médulo m, © conjunto
dos inteiros & dividido em m conjuntos ou classes de equiva
léncia, isto &, cada inteiro pertenceri a uma das m classes,
conforme o resto dé sua divisao por m seja 0,1,2,...,m-1~

Estas classes de equivaiéncia sdo chamadas de clas
ses residuais médulo m e cada classe contém todos os intei-

ros que sao congruentes entre si médulo m.

EXEMPLO B.2 - Sob a relacao de congruéncia modulo 3,as trés

. classes residuais constam dos inteiros da forma 0+3k, 1+3k,

2+3k, respectivamente, onde k & um inteiro, isto &, as trés
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classes residuais sao:

{oon,“9,—6"'3'0,3,6,9’.0-}
{...,~8,-5,-2,1,4,7,...}
{c -'«,’—7,“4',’12,21‘5,8’;-o}

Cada classe residual médulo m pode ser representa-
da por qualquer de seus membros;‘Em geral, costuma-se repre
sentar cada classe por (k) ,onde k €omenor inteiro nao nega
tivo de sua classe e o nimero k & denominado de representan
te padrao da classe (k)H Assim, as classes residuais modulo
3 550 (0), (L) e (2), CujOS representantes padraorsao 0,1 e
2. Dois inteiros nao pertencentes 4 mesma classe sao incon-~
gluentes médulo m. |

Pelo algoritmo da divisdo, o resto r da divisao de
quaqugp inteiro por m satisfaz 0 <r <m. Portanto, todo in-

teiro & congruente com um unico elemento de

My = {0,1,2,...,m-1}.

DEFINICAO B,2 - Seja S um conjunto de inteiros.Dizemos que

S é um Sistema Completo de Residuos (SCR) mbédulo m se e soO

mente se:

i) 8, t€s e s#t = s Zt(mod m);
ii) se a & um inteiro, entao existe s€S tal que

s (mod m)..

a

|

0O conijunto ﬁo-{ogi,.}.,m~l} & dito um sistemas de

residuos minimos nodulo m.
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ROPOSICAG B.3 - As seguintes relacSes sdo vélidas para con

~luéncia mddulo m:

i) Se a=b(mod m) e ¢ & un inteiro, entao

ii)

a+c = b+tc(mod m)

ac = be (mod m)
Se a éb(mbd m) é cﬂsd(mo‘d _m) p entSo

-a+c = b+d (mod m)

- ac = bd (mod m)

iii)Se a b((mod m) e n & um inteiro positivo, entao

iv)

v)

vi)

an = bn (mod m).

Se a =b(mod m) e c =d(mod m) e ¥ e s sao inteiros,

entao,

ar+cs = br+cs (mod m)

Se azb{mod m) e P(a) & uma funcao polivné‘mica de o

com coeficientes inteiros, entao,
P(a) = P(b) (mod m)

se a Zb(mod m) e P(a) e Q(a) sdo fungdes polindmi-

cas de o com coeficientes inteiros, entao,

Pla)+Q(a) = P(b)+0(b) (mod m)
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P(a)Q(a) =P(b)Q(b) (mod m)

DEFINICAO B.2 - Seja S um sistema completo de residuos médu

lqim. O subconijunto

S' = {ala€s:e (a,m) 1}

o

de S é denominado de sistema reduzido de residuos médulo m,
WML G L e gl win Ay
O nimero de elementos de S' @ ¢(m). & claro que se

13

m & primo, digamos p, entdo S=S' e o niimero de elenentos de

§" & 8(p) =p-1.

PROPOSICAO B.4 - Dado um inteiro a, entdo a congruéncia
.ax = 1 (mod. ‘m)

tem solugcao se e somente se (a,m) =1.
O nimer¢o. X que satisfaz a congruéncia acima & deno

. , - 3
minado.o inverso de a médulo m, e denotado por (3)m'

PROPOSICAD B.5 - Se.p & um primo e a &€ um inteiro, a congru

éncia ax = 1(mod p) sempre tem solugao. Isto significa dizer

que todo elemento de S'=1{1,2,...,s-1} tem inverso médulo’ p.

PROPOSICA0 B.6 - (Teorema de Fuler) - Se (a,m) =1, entdo,

a®®™ =1 nod my.

PROPOSIQKO B.7 - (Teorema de Fermat) - Se p & um primq“;ihe

(a,p) =1,Aentéo,

aP"1= 1 (moa p).

PROPOSICAD B.8 - Se p & um prino, enE&o;
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ap = a(mod p} ?

para qualquer inteiro a.
Mais sobre Teoria das Congruéncias encontram refe-

réncias em Pettofrezzo e Byrkit (1972) e Ssidki (1975).

C - GRUPOS,ANEIS: E CORPOS

DEFINICAD C.1 - Seja G um conjunto ndo vazio munido de uma

lei de composigao "+", que a cada par de elementos a e b en
G associa at+b em G. Dizemos que G & um grupo, denotado por

(G,+), se os seguintes postulados sao satisfeitos:

G.1 - (atb)+c=a+(b+c), a, b e ¢ em G;
G.2 - Existe "o"eG tal que a+o =o+a, Va€G;
G.3 - DadoLaEG,'exiéte "(—a)ﬁeG tg a+(-a)=¥(-a)+a:=0.
0 elémento "o" em (G.2) & chamado "elemento neutrd
para a operagao bindria "+" e o elemento "(-a)" em (G.3) é
dito o "inverso de a" para a operagao "+".
| Se um grupo (G,+) satisfaz:

G.4 - a+b = b+a, Va,b em G

entéo (G,+) & dito um grupo comutativo ou Abeliano.

EXEMPLO C.1 -

a) O conjunto dos nimeros racionais com a operagao de a
dicao é um grupo Abeliano.

b) O conjunto dos nlmeros racionais nao nulos com a ope
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ragao de multiplicagao & um grupo Abeliano.

c) 0 conjunto dos numeros inteiros com a operagSo de a-
digao & um grupo Abeliano.

d) O conjunto A={~1,1} com a operagao de mulﬁiplicagao
€ um grupo Abeliano.

e) O conjunto M de todas as matrizes 2x2 com elementos
inteiros, com a operagéo de adigSo dé matrizes @ um
grupoAAbeliano. | |

Uma generalizagao da‘estrutura de grupo nos conduz

a sequinte definigao:

DEFINIQKO €.2 - Seja R um conjunto nao vazio munido de duas

leis de composigaoc "+" e ".", as gquais, a cada par de ele-
mentos a e b em R associa atb e a‘*b, respectivamente, em R.
Dizemos que R € um anel, denotado por (R,+,:) se os postula
dos sdo satisfeitos:

R.1 - O conjunto (R,+) & um grupo Abeliano;

R.2 a+ (btc) =a-bta-c e (b+c)-a=bratc-a, pafa todos a,
b e ¢ em R. | i
§;3 - as(b.c) = (a+b) -c, ¥a;b,c em R.
| Se existe "1" pertencente a R tal que:

R.4 - l-a=a+l=a, Ya€R, entdo R & dito com elementoA de

unidade.

S5e um anel R satisfaz:
R.5 - aQb==b-a, Vé,b em R, entao R € dito um anel comuta

tivo.



EXEMPLO C.2 =

a) O conjunto dos inteiros munido . das operagoes de a-
dicdo e multiplicacao & um anel comutativo.

b} O conjunto dos raCionais’munido das operacoes de a-
digao e multiplicagao & um anel comutativo.

c) O conjunto M da matrizes 2x2 com elementos inteiros
com as operagOes de adigao e multiplicagao de matri-
zZes & um anel,comutativo;:

Em um anel R podemos ter elementos a #0eb #0 tais
~qﬁe a*b=0. Tais elementos sao chamados do "divisores de ze
ro".

pm anglycomutativo_que néqitem_diviso:es_dglze;q e
tal que "1"# "0" & chamado anel de integridadé;;

Um apgl_comutativo,.tal:qug o conjunto dos elgmen-
tos diferentes de V0", munido da operagao "-" forma um gru-

po, € chamado corpo. Formalmente, temos:

DEFINICAO C.3 - Seja F um conjunto nao vazio,munido de duas”

- leis de composicao "+" e ":", as quais, a cada par de ele-
mentos a e b em ¥ associa atbh e aeb, réespectivamente em F.
Dizemos que F @ um corpo se os seguintes postulados sao sa-
tisfeitos:

F.1 - O conjunto (¥,+) & um grupo Abeliano;

(01

F.2 - O conjunto FO") um grupo Abeliano, onde

F, = {x€F|x#0};
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F.3 - A operagao "-" & distributiva em relagado a opera-
cao "+",

0O conjunto dos niomeros racionais, dos numeros in-
teiros, dos nimeros reais e dosrnﬁmeros complexos sdo  al-
guns exemplos de corpos.

O postulado (F.2) estabelece a principal condigao
para qué'um anel R tenha estrutura de corpo: a existéncia
do inverso para a operacao "e", isto &, dado a€R, a #rer,-

o !

3" (a" ") "er, tal.que

a_n(a"l)n _— (a"l)n.va = wlw,

Um corpo & dito finito ou infinito conforme tenha
um ndmero finito ou infinito de elehentos, respectivamente.
Os livros textos de Algebra Moderha, provam que, ée o niime-
ro de elementos de um corpo finito é s, entao s==ph, onde p
& um pfimo»eAﬁ.zjqinfeiro. Os corpos finitos sdo também cha
mados de Corpos de Galois. Ao corpo finito, isto €, de Ga-

lois, com s elementos, denotaremos por GF(s).

DEFINICAO C.4 - Dizemos que um corpo F tem caracteristica p,

se p € o menor inteiro positivo tal que existe a# “"0", a€¥

para o qual p+*a ="0",

D - 0 CORPO DE GALOIS GF(s)

Consideremos uma relagcdo de ecuivaléncia médulo s,

onde s & um inteiro positivo ndo nulo.
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Definamos a operacgao de adigao entre as classes re

siduais por:
(a)+(b) = (a+b).

Para qualquer s inteiro pos;;ivo, orconjuppq das s
classes residuais mddulo s, munido da operagao de adicao de
finida acima & um grupo comutativo, cujo elemento "0" & a
classe (0) .

Definamos agora a operagao de multlpllcagao gegtrg

as classes re81duals por :

(@) (b) = (a-b).

Desté rofma, éara qualquervs 1nte1rorpo§1t1vo, O
conjunto da% s classes resmduals nédulo s, munldo das opera
goes de adlcao e multlpllcagao deflnldos ac1ma, & um ’anel
comutatlvo. Este anel & denomlnado Anel das Classes Reéi;
duais modulo s, O que deno aremos por R(s)

| Se, para todo a em R(s), a #0, existe a ~4 tal\éﬁe
a*a =1, isto &, se todo elewento de R(s) tem 1nVLrso mul—
tiplicativo, entaO'R(s) terd estrutura de corpo.. Em termos
de residuos médulo s, dado (a)€R(s), (a) #(0), e#iste (%i)s
‘tal que (a)-(;L) = (1) (mod s). Esta congruéncia s&  admite
solucao para todo a se e somente se s é um grlno.

Desta forma, se s & um 5r1mo b conJunto dés clas;
_ées residuais médulo s, .munido das operagées de adigao enul

tiplicacao definidos acima, & um corpo de Galois com s ele-
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mentos. Tal corpo serd denotado por GF(p).
Se x & gualguer elemento de GF(p), temos pelo Teo-
rema de Fermat que:

P = 1

onde 1 & o representante padrdo da classe (l), e & o elemen
to unidade de GF(p). Se r & o menor inteiro positivo tal que
xr==l, entao r & dito ser a ordem do elemento x. A ordem de
cada elementa é um divisor de p—i. Quando r tem o valor ma-
ximo p-1, x & dito ser um eleﬁento primitivo de GF(p) .

Tal elemento gemp;e.gxiste. Se x é um elemento pri
mitivo, entao ?odo_e}emgg#é néo_nuqude_GF(p) ggté incluido

na sequéncia

a qual é chamada de poténcia ciciica de x.

Concluimos,pelo exposto acima,que se p é um primo,
entdo o conjunto {0,1,2,...,p~1l} & um corpo de Galois.

Véjamos, a sequir, como obter os elementos de um
corpo de Galois com s elementos, onde s==ph, com p primo e
h 22 inteiro.

Seja P(x) um polindmio em x de grau m, com coefi-
cientes em GF(s), isto €&,

_ m
P(x) = ao,alx+...+amx i

onde ai assume qualquer dos valores 0,1,2,...,s-1l.

Qualquer polindmio F(x), com coeficientes inteiros



pode ser expresso como

F(x) = £(x)+pg(x)+P(x)Q(x)

onde f(x)==bo+blx+...+bm=_3_>:mhl com b,EGF(p) e g(x),Q(x) sao

i
polindémios com coeficientes inteiros.

6 3

4 .
EXEMPLO D.l - Seja F(x) =x +3x +2x

=x3+2x2+l e p=3.

+x+3 e fixemos P(x) =

Assim,

x6+3x4+2x3+x+3 =

F(x)

28x%-63x+16+ (x3+2x241) (%°-2%247%-13) =

(x2+l)+3(9x2—2x+5)+(x3+2x2+1)(x3—2x2+7£413),

ou seja’

fi{x) = %241

q(x) = 9x%-2x+5

Qx) = x -2x%+7%-13 °
e .

F(x) = £(x)+pg(x)+P (2)Q(x).
A relacgdo aciﬁa pode ser éséfita como
F(x) =f(x)[mod p, P(x)J‘ 7
e dizemos que f(x) & o residuo de F(x) m6dulo.p e P(x).
Podemos assim obter uma relacao de congruéncia mo-
dulo p e P(x) sobre o donjunto de todos os polindmios comnt
coeficigntes_intgiros, é qgéi;aéﬁerminaxum'éonjgntb defclag

ses residuais médulo p e P(x). Como cada élagée (£(x)) tem
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m coeficientes e tais coeficientes assumern valores em GF (p),
- . = - . m
o nimero de classes residuais médulo p e P(x) & igual a p .
Se definirmos as operagbes de adigao e multiplica-
cao entre as classes residuais coOmo:

(£ () + (£, (x)) = (£, (x)+E, (X))

]

(£, (x)) + (£,(x)) = (£; (x) £, (x))

temos que o conjunto das classes residuais médulo p e P(x)
forma um anel comutativo, o gual sera um corpo se e somente
se P(x) for irredutivel em GF (p). Desta forma,'podemos ob~
ter um Corpo de Galois com pm elementos, o qual sera denotg
do por GF(pm), quando fixamos p e P(x);'

Para a‘obtengao dos elementos de GF(pm), fikados P
e m, € necessario obter o polinémio\?(x), o cqual & conheci-
do como func¢ao minima para gerér os elemeﬂtos de GF(pm). Os
elementos naoc nulos podem ser representados como polindmios
de grau maximo m-1 ou como poténcias de uma raiz primitiva

pr-1

de x. Uma raiz primitiva de GF(pm) satisfaz x =1, mas

xd #1, se d & um divisor de pm~l, Os elementos nao nulos per

n
= A . 2 -2 -
tencem a sequencia x0==l, X, X 4 eoagq %P , a qual e chama
da de poténcia ciclica de x.
Mol
Para obter a funcgdo minima, nés dividimos xP pe

: ; S s B g = s d

lo minimo miltiplo comum dos fatores x -1, onde d e um divi
m Yy ~ . ~ . ; -

sor de p ~-1l. Teremos entdo a edquagao ciclotomica, isto e, a

equagao que tem para raizes todas as raizes primitivas ' de
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s+ . A.ordem desta equagao & Q(pm—l) e reduzindo todos 0Os
seus coeficientes ao seu mépor residuo nao nulo'médulo p.te
renos: .o polindémio qiclgtémicque ordem @(pmfl). Se P(x) . é
um fator de grau m, irredutivel em GF(p) do polinémio.ciqlg
tonico bbtido,.entéo P(x) & uma funcao minimq, a qual,em ge
ral nao & Unica. |

EXEMPLO D.2 - Seja p-3 e m=2. Desejamos obter 0os elemen-

tos de GF(3 )

M1
XP
L h(x)
mlnlmo multlplo comum dos fatores xd—l onde d & um lelsor

34y

A equagao c1clotom1ca é O, onde h(X) e Jc

de p —1

Como p M.l = 8 os valores de d sdo 1 2 e 4 e o mi-

nimo miltiplo comum de x~1, x2~1 e x4~l é- x4—l Logo,hz

8 4
xo-lo (Xv‘lzl(,x 1) .=;x4+l»=0

x =1

4
"X =1
. g . A A . &
€ a equagao ciclotomica. O polindomio ciclotomico e x +1.
Podemos escrever:

x4;l' 'x4-3x2+1'= 24—2x2+1fx2 =

fx2~l)2-x2 = [£2~l+x1[x2~l-2]

[

[x2+x+2][x2+2x+2].

Como o fator x2+x+2 é irredutivel em GF(p), entao
.esta & a nossa fungdo minima.

Desta forma; com P(;);=ngxf2! os elementos nao nu

los de:GF(3%) sao: - .
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x0=x =1
Xy =X
_ L2 2 ; )
x2 =x" = X"+x+2~-%-2 = ~x—-2= 2%x+1
3 2 2

Xy =X" = x(x7) = x(2x+1) = 2x"4x = 2 (2x+1) +x = 5x+2 = 2x+2

Xy = x4 =x(x3) =x(2x+2) = 2x2+Zx =2 (2x+1)+2x = 6x+2 =2 .
.x5=x5=x(x4)=x.2=_2x S

X A ;é*-‘x(x_‘-s») ==x(2x) = 2x% = 2(2x41) = Axt2=x+42 . . -

X =x" = x(x8) =x (x#2) = x%42x = 2%+ 142x =dx+l = x+1 .

AsSin os elementos de GF (32) sdo:

0, 1, 2, x, 2>., x+l x+2, 2x+1 2x+2 '

£ 3 S I

E ~ GEOMETRIAS FINITAS

E-1 - Geometria Projetiva Finita (PG(n,s))

Com o a‘gxi_lip de um corpo de Golis AGF(B); é pqssui_—
vel construir uma geometria pro;etlva finita de dimensao n,
a qual sera denotada por PG(n s) ; da seguinte manelra.

Qualquer conj unto ordenado de n+l elementos
(xo,xl,xz, 0 s ,x )

onde xiEGF_(s) ” i#O,l,...,n e nio sdo todos nulos simultanea
mente, representard um ponto da nossa geometria. Dois con-
juntos: ordenados (xo,x:L PR ,xn), e (yO (Yqyrees ,yn)- represen-
tam o mesmo ponto quando e somente quando existe um elemen-

to nao+=nulo pEGF(s) tal que Yy = P%y (i=0,1,2,...,n). Os ele
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mentos xo,xl,...,xn sao chamados de coordenadas do ponto
(xo,xl,xz,...,xn).A

Cada ponto da PG(n,s) tem n+l coordenadas as qguais
assumermn valores em GF (s), que contém s elementos. Como es-
éas coordenadas nao podem ser simultaneamente nulas, o nime
ro de conjuntos de n+l coordenadas que podemos formar com

n+1

os s elementos de GF(s) & dado por s ~~1l. Mas, para ‘cada

un dos sn+1

~1 conjuntos escolhidos existem s-1 conjuntos que
representam 0 mesmo ponto.
Desta forma, o nimero total de pontos da PG(n,s) &

dado»por

sn+l_l

_Qn.’f’. s -1 v ~‘_E’l‘l)

Todos os pontos que satisfazem a um conjunto de n-m

eguagoes homogéneas linearmente independentes:

alox0+§llxl+...+alnxn = 0
a20x0+a21xl+...+a2nxn = 0

“ : (E.1.2)
a(n—m)oxo+a(n~m)l¥l+"'+a(n—m)xn = 0

formam o que chamamos de um subespa¢o de dimensao m, denota
do por :(m)-subespago, da PG(n,s). Qualquer outro conjunto de
ﬁ—m equagoes hOmOgéneas.linearmente independentes obtidas
atraveées de combinagoes iineares das equagoes acima, determgu

nam o mesmo (m)-subespago.
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Em (D.2) temos n+l incognitas e n-m equacoes.As SO

lugdes do sistema serao:

= a050+§l§l+...+amgm (E.1.3)

I

X

onde-&o,gl,..;,gm s8a0 quaisquer m%l_yetp;es colunés linear~
mente independentes satisfazenao (E.l.a) e aieGF(s), i=b,l,
2,...,m, nao todos nulos. |

Em (E.l.3) cada aj i=0,152,...,ﬁ, pode serv esco-
lhido de s maneiras e como nao po@em_se? todos ﬁuios b'ﬁﬁmg-
ro total de pontos satisfazendo (E.1.2) é sm4l—l;vM;§; éada
ponto tem:s-1 outros representantes. Portanto,.o nﬁmefo to-
tal de pontos gue satisfazem (E.1.2), isto &, o numero de

pontos do (m)~subespago é dado por:

- mtl , _
Q“\ = '~§*-§—:-%}—- ' . (E.l.4)

Vamos agora obter o nimero total de (m)-subespagos
em uma ?G(n,s). Cada (m) ~subespaco & determinado por qual-
quer conjunto de (m+l) pontos indepeﬁdentes.nele contidos.
Portanto, o numero total de'ﬂm)-subespagos da PG(n,s), deno
tado por @ (n,m,s), séra igual ao nlmero total‘de maneiras
de selecionar (m+l) pdntos independentes entre oOs Qn pontos

da geometria, dividido pelo nﬁmgroAtotal de maneiras de se-



= l_36_f-

lecionar.mfl pontos independentes entre oS Qm poptosda (m) -
subespaco., Do total de pontos da geometria,o primeirc ponto
pode ser escolhido de Qn maneiras & o segundo de Qn~l=Qn-Q0
maneiras. O terceiro ponto deve ser escolhido de maneira a
ser linearmente independente do primeiro e segundo, isto &,
nao deve pertencer ao (l)-subesbago gerado pelos dois pon-
tos ja escolhidos,o gqual tem Ql pontos.Desta forma,o tercei
ro ponto pode éér escolhido de Qu—Ql'maneiras. Procedendo
desta forma,‘se % pontos independentes ja foram escolhidos,
o (8+1)-ésimo deve ser escolhido de modo a ser linearmente
independente dos £ primeifos,isto é,nao deve pertencer ao
(2—1)—subespaqo‘determinados pelos & primeiros pontos,o qual
tem Qz—l pontds. Desta forma, o (&+1)-€simo ponto pode ser
escolhido de Qn—'QRI_'l maneiras. Assim, o nimero de maneiras
de selecionar (m+l) pontos independentes entre oS Qn pontos
da geometria & dado por Qn(Qn-QO)(Qn—Ql). (On— ) l). Analo

gamente, o nimero de maneiras de selecionar m+l pontos inde

pendentes entre os_Qm pontos do (m)-subespago & dado por:

Q_(Q ~0q) + - (2,70 1) -

m “m-1
Assim, o nimero total de (ﬁ)—subespagos na PG(n,s)
& dado por:

0, (Q,=Qp) (Q,=0y) -+ Q=0 )

d(n,m,s)

Qm(Qm_QO) (Qm—Ql) -‘a.-( m Qm_ ) V - (E.l.S)

l)(s l)(sﬂ"ll)...(sn—m+1

1) (s7-1) (™ 1-1) ... (s-1)

n+l

(s -1)
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Podemos verificar que:

~ %(n,m,s) = ¢(n,n-m-1,s)
E conveniente definir ¢(n,-1,s8) =1.

Seguindo o mesmo argumento em (E.1.5) podemos mos-
trar que:

O nimero de (m)-subespagos distintos que contém um

ponto fixo A & dado por
~¢(n£i;m~l,s)
E o nimero de (m)-subespagos distintos cue contém
dois pontos fixos A e B & dado por:

#(n=2,m-2,s) .

Se excluirmos um peonto da PG(n,s) e todos os (m)~

subespagos gue o contém, temos que:
O nimero de pontos cue restam é dado por::

T |
Qo1 = o7

O nimero de (m)-subespagos que restam & dado por:
®(n,m,s) - ¢(n-1,m~1,s)
O nimero de pontos em cada (m)-subespacos restan-
te continua

Mkl

: _ s -1
G = s -1

O numero de (m)—subéspagos qué pasSém por um ponto
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fixo & dado por:
& (n-1,m~1,s) - & (n-2,m~2,8) .

EXEMPLO (E.1.1l) - Para n=2 e s=2, cada ponto da PG(2,2) se-
ré'representado nor trés coordenadas xo;xl e Xy, onde xi==0

>u 1 (i=0,1,2), e nao sao todas todas simultaneamente nulas.

a) o namero total de pontos é:

Q==3=1 =7
b) o niimero total de pontos em cada (1)-subespago é:
o = 271 _ 4
1 T2-17

¢) o nimero total de (1l)-subespacos e:

vy ,
0(2,1,2) = 2 D@2 ) .,

(2%-1) 2 -1}

d) o nimero total de (1l)-subespacos cue contém um ponto

fixo é:
$(1,0,2) = —5—5— =3

e) o niimero total de (1)-subespagos que contém dois pon

tos fixos &
6(0,-1,2) = 1.

Ne acordo com (E.1.2) temos: [ijk — (1,3,k)71:
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EQUACG Aow (1) -SUBESPACOS
Xy = 0 s, = {001, olo, 011}
x, = 0 s, = {001, 100, 101}
%, =?6=; ;ﬁs£f= {100, 010, 110}
Xotxy = 0 "s4w= {oo1, 110, 111}
X%, = 0 'sslé”{oio, 101, 111}

14Ky = 0 sg = {100, 011, 111}

x0+x1ﬁx3_%f9'£“' .S7i= {1q€7.1£02 011}

Ry ey

EXEMPLO (E.l.2) - Para n=3 e s=2, cada ponto da PG(3,2) se-

ra representado porf'quatro'coofdenadas”xo,xl}xz-e’xj; onde
simultaneamente nu-

=0 ou l (i=0,1,2,3) e nao sao todos

los. Assim,

a) O niimero total de pontos &:

b') O nimero total de pontos em cada (1)-subéspaco é:

2

= 2zl
Q = 5= =3

c) O numero total de (2)¥subeénagos é:

©(3,2,2) (2 -l)(2 -1) (2 —1)

AP = 15
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c') O nimero total de (l)-subespacos &

(2%-1) (23-1)

(22-1) (2 - 1)

¢(3,1,2) = = 35

d) O nimero total de (2)-subespacos gque passam por um

ponto fixo é:

(23-1) (22-1).

9 (2,1,2) = 5
(2°-1) (2 ~-1)

=7

d') O numero total de (l)-subespacos cue passam por um

ponto fixo é:

(23-1)

s=1 = 7

®(2,0,2) =

e) O nuimero total de (2)-subespacos que passam nor dois

pontos fixos é:

2
9(1,0,2) = —2-23— = 3

e') O nimero total de (1)-subespacos que passam por dois

pontos fixos é:

®(1,-1,2) = 1.

Temos entao por (E.1.2):

- Equagao : (2) -subespaco

=0 (S, = 0001, 0010, 0100, 0011, 0101, 0110, 0111}



("0 ay
7222: 'sj
| x3£' o
:xo+xl =0 s,
;x0+x2 =0 'S
;x0+x3' =0 S
ixl+xéj = S
'x1+25 =0 s
Xphxy =0 814
| Xotx,+x, =0 Sll:
KotrpHxg =05y,
»_x0+xz+x3==o si3
xl+x2+x.3n = 0 814
x0+xi+x2+x3 = :SIS
Equacoes
¥o.5 *1 %
Xg = X, =
¥g = ¥3. %
X, = Xy =
Ay .= Ay ©
X'+Xl . x2 =
X +x1 ‘xz =

i}
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{0001,0010,1000,0011,1001,1010,1011}

{0001,0100,1000,0101,1001,1100,1101}

"(0010,0100,1000,0110,1010,1100,1110}

(0001,0010,0011,1100,1101,1110,1111 }

{0001,0100,0101,1010,1110,1011,1111}

{0100,0010,0110,1001,2101,1011,1111 }

{0001,1000,1001,0110,1110,0111,1111}
{1000,0010,1010,0101,1101,0111,1111)
{1000,0100,0011,1100,1011,0111,1111}
{0001,0111,1011,1102,0110,1010,1100}

{0010,1011,1110,0111,1001,0101,1100}

{0011,1001,1010,1101,1110,0111,0100}
{1000,0110,0011,0101,1011,1101,1110}
{0011,1001,1010,1100,0110,0101,1111}

(l)~subespagdé
{0001, 0010, 0011}

{0001, 0100, 0L01}

{oloo, OQlO,'OllQi‘ .

{1000, 0001, 1001}

{1000, 0olo, 1010}

{1000, 0100, 1100}

{0001, 1100, 1101}

{0010, 1100, 1110}



O Rghx, =Xy
Ry+x = X5
x0+x = Xy
Rotxy = X,
X %, = X,
xl+x = Xq
x2+gr = X,
X 4Ry = X
X+, = X
xl+x = x2
Rty = Xy+Xq
g+, = X +Xq
Xgtxy = X +X,
Ryt +X, = Xy
XHR +R, = X,
Xt +%y = X
X Rty = Xg
xo+xl+x2 = xO x2+x3
Xy+Ry+X, = X, XytXq
Rg#x X, = Rty Xy
RytR +xy = Xy +X,+X g
x0+x2+x3 = xl+x2+x3
Kg¥FRytXy = XXy +X,
Xy = X,
Xg = X,

it

]

It

{0001,
fo100,
{oo10,
{0100,
{0001,
{1000,
{0010,
{1000,

{oo0l0,

{1000, .

{oo011,
{olo01,
{0110,
{1100,
{1100,
{oo11,
{oo11,
{0111,
{o110,
{o111,
{1110,
{1110,
{1110,
{1000,
{0100,

1010,
1010,
1001,
1001,
0110,
0110,
0101,
0011,
o101,
0101,
1100,
1010,
1001,
1010,
1001,
1001,
0101,
1010,
1011,
1011,
1011,
1101,
0111,
0111,

1011,

1011}
1110}
1011}
1101}
0111}
1110}
0111}
1011}
0111}
1101}
1111}
1111}

1111}

0110}
0101}
1010}
0110}
1101}
1101}
1100}
0101}
0011}
1001}
1111}
1111}
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{oolo, 1101, 1111}

w
|

Xy = Xy =X 835 = {0001, 1110, 1111}

E.2 - Geometria Euclidiana Finita (EG(n,s))

Ainda com o auxilia de-umléorpo de Galéis GF(s) , &-
possivelsconstruirtuma~qeometriawEuclidiana Finita de dime- -
530 u; a aual -sera -denotada nor EG(n;s), da secuinte manei-
ra:

Qualquer conjunto ordenado de n elementos

(xi,xz,};;xn)
onde xieGF(s), i=l,2,...,n, representaréyum poﬁté da noééa
geometria. Dois conjuntos ordenados (xl,xz,.;.,xn) @ (yl,yz,
...,yn) representam o mesmo ponto auando e»somente. cuando
Yl=ﬂxim,i=l,2,...,n.99§;elementgs,xléxzi.f;,xn sao chamados
de coordenadas do ponto (xl,xz,...,xn).

Cada ponto contém n coordenadas,_as cuais sao ele-
mentos de GF(s) que tem s elementos. Desta forma, o nimero

total de pontos na EG(n,s) € dado por:
B o-atgh - e a (E.2.1)

Todos os_pontos que satisfazem a um conjunto de n-m

equagoes consistentes e linearmente independentes
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alo+allxl+ .o .+a1nxn

I
o

+a., x_ =0

3y0%221% 1% F ¥y | (E.2.2)

-

2 (n-m) 072 (n=m) 1% P (nomyn®n T

onde‘aijGGF(s), i=1,2,...,n-m, j51,2ﬂ...,n, fo;mam um  (m) -
subespaco da EG(n,s) . e qualqugpﬂggtrq_qonjungo de n-m ecua
gOes consistentes e linearmente independentes obhtidas atra-
vés de combinacdes linares das equacées acima, determinam o
mesmo (m)-subespaco.

Fm (E.2.2) temos n incognitas e (n-m) equagoes. As

solucdes em (E.2.2) sdo:

. = algl+a2£2+,..+am5m (E72.3)

n

X
onde 51’52’?"’€m sao cuaiscuer m vetores cqluna_linearmen—
te independentes satisfazendo (E.2.2) efaiEGFKs).

Em (E.2.3), cada a; pode ser escolhido de s manei-
ras. Logo, o nimero de pontos '&&stintos que satisfazem
(E.2.2), isto &, o nimero de pontos distintos do (m)-subes-

paco é dado por:

E = g (E.2.4)
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Para obter o nimero total de (m) ~subespacgos na

EG(n,s), poderos usar ©O mesmo arcumento em (E.1.5). Desta
forma :

En(En-EOX(En_%ll“"<En"Em—l)

E (B ~E))(E -8 -5 )

_ sn(sn—l)(sn—s)..;(sn—sm*;)

sm(sm—l)(sm-s);..(sm—sm—l)

= s ™M (n~1,m-1,s) = &(n,m,s)~¢(n-1,m,s) ' (E.2.5)

Sequindo o mesmo arqumento em (E.2.5), temos que:
O nimero de (m)-subespacos distintos que contém um

ponto fixo & dado por:
¢ (n-1,m-1,8).

F o niimero de (m)-subespacos distintos que contém

dois pontoézfixos & dado POT :
¢ (n-2,m-2,s) .

EXEMPLO (E:.2.1) - Para n=2 e s=3, cada ponto da EG(2,3) se-
ra representado por-duas coordenadas X, e X, onde %y =1 ou

2 (i=1,2) . Assim, .

a) O nimero total de pontos da EG(2,3) &
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_€)_ O nimero total de (l)-subespacos é:

38(1,0,3) = 3371 -
36(1,0,3) = 3-3--7- = 12

d) O nlimero total de (1l)-subespacos gue contem um ponto

fixo é

2
N S R
P03 = =T T

e) O nimero total de (l)-subespacos que contém dois pon

Eos fixos é:»
8(0,-1,3) = 1.

De acordo com (E.2.2),‘temos:

EQUACAO - {l)-Subespagos

X, =0 8, = {oo0, o1, 02}

X, =1 S, =»§;o[ 11, 12}

X, = 2 sy = {20, 21, 22}

x, = 0 S, = {00, 10, 20)

X, =1 5, = {01, 11, 21}

X, = 2 sg = {02,712, 22}

Xy+%, = 0 s, = {00, 12, 21}
X%, = 1 ; Sg =.{0%, 10, 22} .

X +x, = 2 ‘”:§§3:§ {0;, 20, 11}

x#2%, = 0 © 8, = {00, 11, 22)
'u%l+2x2 =1 ‘511 = {10, 02, 21}

X+2%x, = 2 S15 = {20, 12, o1}
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Se excluimos um ponto da EG(n,s) e todos os (m)-

subespacos que o contém, temos:

S A

0 namero de pontos aue restam é:

@ . .n=1

0 'hliers de (m)“subespacos cue restam @:..-
s - g Fmag e 0Ty o h

s" ™ (n-1,m-1,8) -6 (n-1.m=158) = (s7'-1)d(n-1,m-1,s)

0 nimero de pontos em cada (m)-subespagos continua:

Fong S GEOH TRETEY

m
E . = .

0 nimero de (m)-subespacos cué passam Por um ponto

Toyta, pes



(11 -

(21 -

31 -

4] -

(5] -
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