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l N T R O D U Ç Â O

O problema de que tr'atamos nesta disser'ração havia sido

deixado em ater'to pel-o PI.'of. DT'. Lindo Fava em sua tese de Livre

Docência Contribuição 29Élg o Estudo da Estimativa Razão. Foi-nosó-óRn u& nn .=:::: ::=: =::= .lbhF=ühnBnlü

agora pr'oposto par'a ser desenvo].lido sob a fo!:'ma de uma monogx'afi.a

de disser'tição de Mestrado.

Par'a atingir'mos o nosso objetivo, i.'esolvemos dividir' a mo

Dobraria em dois capítulos. No Capz+tulo 1, estudamos os pr'ineipais
resu].todos r'elativos aos está.mador'es r'azão e do tipo I'azão já con-

solidados na literatu].'a per'ti.Rente ao assunto. Os resultados julga.

dos r'elevantes foram sintetizados segundo as var'ias r'ubr'loas apr'o
lapas adiante

No Capa'tule 11, ocupado-nos pr'opl.'lamente com o pz'ob].ema

pl'oposto e após haver'mos contei.toada a Amostr'agem de Conglomer'aços

em um estágio e a notação a ser' uti].izada, os vários tipos de está

maiores, vi-usados e não viesados e a$ ].'espectivas pr'eci.sões, demos

ênfase ao estimados não viesado do tipo l-'azão devido a Hartley e

Rosé. Acreditamos haver' mostrado que esse esticador pode constitu-

ir-se num inst].'umento Útil.. Em alguns casos, el-e per'mi-te uma avali

anão apl.'oxi-nada da magnitude do viés e, em outros, dá-nos o acr'es

cimo de pr'ecisão que pode haver' em relação a estirador'es mais sim-

pl-es, sabidamente não viesado.
Pa['a terminal.', gostaríamos de render' nossas homenagens

i
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C A P í T U L O l

? . f ESTIMÁOOR RAZÃO NA A.UOSTRAGEM CASUAL SIMPLES

Consider'amos uma popul-ação finita com N unidades de a-

mostr'agem: Ul> U2) ...) UN' Em relação a esta população, podemos

muitas vezes considel.'al' simultaneamente os va].odes de duas vapi.á

vei.s: y e x. No caso de uma eunmer'ação compJ-eta dos el-ementos da

população, denotamos os valor'es possa-fieis das var'z+aveis y e x pol.'

(Y., , X.,) , (v:]. ,2 , . . ,N)

Seja açor'a,

( 1 . 1 . 1 )

a soma, ou o total, dos va]-or'es da var'iáve]. y, e

( 1 . 1 . 2 )

a somam ou o tota], dos va].ares da var'i.ável auxiliar' x

ta[,a].gomas vezes, é conhecido ou dado por' uma pesquisa
Então 9

(Esse to-

anterior.)

Y

X NX

7

X
(} . ] . 3)

e o coeficiente angular da l.'eta que passa pela origem e pel-o bati

centro (V', T) da dista'ibuiçâo das variável.s y e x
}
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Em muitos casos, esse coeficiente angu].ap tem um signo.fi-

cado empír'ico imediato. Por exemplo, se a val.'iáve]. x denota áreas

de fazendas e y as produções de um cer'eaJ- nessas fazendas, a I'anão

R ser'ã a pl.'adução media por' unidade de ár'ea das N fazendas. Essa

pl'adução media por' unidade de área é de comp}.'pensão e intuitiva

por' agl-'gnomos , economistas e admi.ni.stradores em ger'al. Na pr'áti-ca,

no entanto, o conhecimento desse parâmetro R, dado o tamanho N da

população ou devido a razões outras de tempo e dinhei.r'o, s(5 ã obti

do atr'avos da análise dos va].ares das variáveis y e x de uma amos-

tr'a casual a ser' co].lida da população originar'ia

Colhi.da uma amostra casual de tamanho n < N da popul-ação

OPi.ginál'ia, os n i)ar'es de valor'es obser'vagos das val:'lavei.s y e x,

serão decotados por' (yi) xi)! i:l,...,n. Definir'amos também a qual.
ti.dado

y
r' =

X

r.Xy E

r] . ] . 4 )

onde, y e = são as médias ar'itméticas dos va].ares das val'i.aves-s y

e x na amostra obti.da; r é denominado uma estatística ou um está.ma

dol.' do par'âmetro R

Do mesmo modo, sendo o total X conheci.do,

(1 . 1 . 5)

e um está.mador razão do tota]. Y

lgua].mente, X sendo conhecida ,

( 1 . 1 . 6 )
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ê um está.Dador' razão da média aritméti.ca 7

Cuidemos agol'a da caractere.zação da dista'ibuíção amostral
do estimados r

? . 2 ESPERANÇA MATEMÁTICA E VARIÂNCIA 1)0 ESTIMAM)0R ,t

Consider'erros o estimados-' r, como uma função de duas varia

veia aleatórias y e i , conta'nua e der'ivável num entorno do ponto

(7, X). Fazendo o desenvolvi.mento em série de Taylor dessa função

de duas var'iá.fieis e consi.durando-se num desenvolvimento apenas os

termos até 2e or'dem, tem-se:

í( y' ,= ) r(?,x) +
]. r ar

(7-v)
ilL a7

+ (=-7) 1 +
x:=X

a2f )2f b azf 'l
(y-7)a. +2(y-V)(=-X). +(=-X). l presto

ay: aya= a=' J11:11
Xe'X

y
ou seja, se f(Ç,l) = = r , virá,

X

r : R + (y'-?).2- + (=-X).( J- +-- 2(9'-V)(=-X}'(---)+(:-X):.gl! +
' R X212L' X2 !a

+ Resto. {]. 2.7)

Supondo-se açor'a amostr'agem sem r'oposição e tomando-se a

esper'onça matemática de ambos os membl.'os de r].2.:Z.J vi.rá



4

R + IX'E(y-7) - VE(=-X) + R E(k'-X)z
l

E( $'-7) ( i-X)

l-f [ . ]

';p'F :; ' ;*,J
conc].ui que r' é um estimados.' viesado
apr'oximação, dado por'

i-í [ : ']

": ; lp'l« :; ' ;*,J

Donde se

przmezra

de R, com vier ,em

(z . 2. 2)

onde,

n
SzX N-l v l X«-R):

!

N-l
e S

xy

N

.! (X.-X)(Yv-!)
(z . 2. 3)

Consider'ando no desenvo].vimento em sér'ie de Tayl-or apenas

os tel'mos de OI.'dem 0 e ]., o esticador' r', pal-'a essa ordem de apr'oxl:.

mação, seria não viesado, isto é, E(1') : R. Ter'Íamos então,par'a es

sa ordem de aproximação , o seguinte va].or pal-'a a val-'iância apr'oxi-
dada de r

F
]. r- -l 2

E l (y-Y) - R(x-X)

l-f l«
= ISz - 2RS + RzSz

nXz L y xy x

onde f, S;, S; e Sxy) têm as definições dadas em r.Z.2.31.

Esta variância também pode sel-' posta sob a for'ma

az(F) = E
2

r-RI ; E
. . l . . ? lz

(y-v)'--- (x-x).-.id :
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f] . 2. 4;a2 (r ) 8

nX2 l.l-l

N

.! (Y.-RX.)'

que mostra ser a disper'são de r função di-r'eta da dispor'sâo dos va-
lores da variave] y ao red03-' da ]-i.nha de r'egl-'estão y = Rx da dis-

tribuição bi-dimensi.oral das var'dáveis y e x, e função inversa do
tamanho n da amo stra casual

Do mesmo modo, par'a o esticador' y. do total popu]aciona].
Y obtemos

N(l-f)

nXV2 b;í - :*,] r] . 2 . 5;

val-or aproxi.nado do viés, e

NZ(l-f) r
a:(9 ) : -- [S' - 2RS

. L y xy

valor apl'oximado paz'a a var'iânci-a

Ainda, do mesmo modo,

+ R2Sz f] . 2. 6;

coIRo

V3 : nX RS' - S y
íz . 2. 71

será o va].or ap!.'oxidado do viés do estimadas' y,, e

P
da respectiva variância
valores apl'oxidados dos visses e var'i-ân-

yr são facilmente deduzz+veis , r'espectiv2.

n

l-f
Sz - 2RS + RzSz

y xy xa:(y )' r
r] . 2. 8;

sel'á o valor ap!-'oxi.nado

Como vemos ) os

elas dos esticadores yr
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mente do viés e da variância do estimados' r. Vamos a seguir' fazer'

consi.gerações apenas sobre o estimados.' I' , mais di.r'etamente ligado
aos pr'ob]emas que serão desenvo].vidos no Capa«tul-o ll.

Está.madol.'es pr'eticamente não viesados das expr'essões

(].2.2) e r7.2.51 , a parti-].' dos valores obser'vagos (x{ ,y{), são ob

tidos substituindo-se os pal'âmetros R, S;, Sii e Sxy pelos cor'res-
pondentes amostr'ais dados por'

y

X

l
'2

y n.].

l
S'2

x n-l r\-l i1l yj.-Ç)(x.-=)

Par'a se estimar a val'tareia, no entanto, o melhor' do pon
to de vista open'aciona] é par'tir do cor'i.'espondente amostra]. da ex

pressão r.Z. 2.41 , ou seja

S2 (r)
l-f

R:n(n-l)
rX.)2l

l-f

X ' n( n - ]. ) :k:*: * ": r7 . 2 . 9)

Qnde3 não sendo X conhecido, põe-se no seu ].usar o vaJ-or x, obtido

da pr'6pria anostra

CONS10ERAÇÕEIS SOBRE Á MACA/ITUOE t)0 USES 00 ESTIMA00R ,t

Obsel'vamos inicial.mente que, se a r'el-ação entre as varia



7

veia y e x foi li.i-ear:passando pela origem,isto é,se E(yjx)=R.x,en
tao

>lv. ]. -
E(r') : E---:-- : --=----- >1 E(yi lxí)

Àxi Zxi i'l ' '

( 1 . 3 . 1 )

ou selim, ].' ser'ã um cstimadol' não viesado de R,
Nesse caso , ainda ter amos que

N
> Y.X
'''. l. l

n
E xí

i-!

. $B :

coeficiente de I'egl'estão d-e mx+nimos quadt'aços de y sob!.'e os x, tam
bém é igual a R, e consequentcmen-t:e,

v! : --]KS; - S,:x] : O r:Z.3.PJ

ou seja, o \rios a.proximad) -t:ambém é íg'ual a zero.
}Jos pr'oblemas de amostragem, no entanto: a hiFEtese de .Li

nearidade é dift cí]. de se].' posta a pl'ova) prever'indo-se investigar
a magna.rude do viés que pode esta!.' afetando o estimados.' r'

Obser'/amos inicia.Inerte que o viés apl'oxidado V. g de or-
dem # enquanto que o el'l'o paul-'ão do mesmo estimados.',

a'çl z. > !::Ê.-l!:-- (S' - 2RS + R:S:)
n 5i2 y xl- x

é de ordem l/./'=. lst:o si.gni-fi-.a que pal'a n (tamanho da a:mostra)
cl'escellte, o vi(lls tende muito mais rabi.damellte a zero do que o I'es
lectivo er!'o pad].'ão, ou dizendo de outl'o modo, nata. n gr'ande, o
viés quc afeta r deve ser' Requeria Campal'ado com o seu er'r'o pa-
drão.
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Mas ainda, fazendo-se o quociente do !Tl6dulo do viés V] pg
lo erro padrão de r, obtemos

vl
a(r)

;!:--E( RS -S )
InÊ' x *y

'',. /'''J:.::.(Sz-2RS +RzSa)
,/' nXZ y xy x

\ ;=Í'.L c.v.(x)

f] . 3. 3}

ou seja, o quociente do modal-o do /iãs VI pel-o erro pad].'ão a(r') é
menor' do quc o Coeficiente de var'cação da média al'itm;tida x da va

r:iáve]. auxiliar x, quando muito iopual. Este resultado, epal'entemen

te apr'oxidado: pol'que VI e o a(r) são vazo!.'es apr'oxi-Irados, ê no en
tanto va].ido para o verdadcil.'o vi.=s. De fato, dcr\otarido-se por V Q

v el'darei-l.'o vias ; temos

1 19 1vl ll. .
IV : iE(r)-RI :l-:Zl=- nl:lli;-t(;)

! 1; L JÍ

'H

]. F ].

' i o,=1 $ ii ailr)a(x)

Donde,

Ívi a(=)<
a(r) X

c.v.(x) r] . 3. 41

Cclchrar\:. na hipotcse de um esticador' se dista'ibui.r' noi'ma].

Rente, mostrou que =- exi-stência de um viés infer'ioJ' em m(5dulo, a

0,]. do erro parir'ão pr'eticamente não a].ter:i o coeficient:e de confi-

ança a e].e ãssociãdna, Tci..do então em conta este ].'esultado e o obti

do na expl.'essão r.Z,3.4) , podemos fixar' a seguinte l.'egr'a pratica re

].ativamente ao tamanho n da amostr.l necessal.'ia par'a $e obter um es
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timado[' ].' prutica]nente n.ão viesado: determinar n tal que c'-.r'(i) É

g 0,1. Isto seràl posszve] se em relação â var'iãve]- auxi].iar', tam-
bém dispuser'mos de infor'mações supl-ementares quanto a variabilida-
de

1.4 - 0 ESTlfí,ODOR .i.. üO Tlil0 RÃZ/lO E NÃO l/IES,qDcl t)E HÂRTI.Ey E ROSÉ

Hansem e f]ur'witz (].943) mosto'atam que se a amostl'agem foi

com reposição e pr'oporciona.L aos va]ol.'es Xi da variável- auxi].iar
x} a. exPT'essas

l

]- P yí.
!" = / --

; um esticador não não viesado da l.'azão R =
V

Har't].ey e Rosé (].954) , considerando este mesmo esticador'

r' na amostragem si-moles com reposição, mostraram que o ver'padeiro

êles,

(! . 4. ] )

l N Y
n P v

V(r) = E(r) - R = R - R, onde R : Z
N v=]. XV

. ! * ] ç íb . .] f. .,] : . =.
e x, ou della:
sso como função da covas.'tareia arx ente.'e

= E,LT; - !ç. = 1( ' i\} {.)liuc n. - Z
N v

r] . 4 . 2 )

pode sel-' expresso como função da covas.'iancia arx ente'e as varxa-
VelS T = ---'g-- e X> 0U Seja

OI'a, um estimado:.' não viesado da cavar'iância az:x g do

sel'vaçoes amostr'ais ca].c'ul-ando -se

l
- -- rx r=Z'4' JV(;):- x }l

X !\Í v=} 1-* x -x
V

obdas



-:zo-

l n v. n r l
s : !(:-1-;)(x.-;): ly-;;il r:Z.4.41
rx n-l i;l xi l n-l L' J

Então; se definia'mos
I'L T- -l

; ; ; * -'í'a;ii-- F - ;iJ
segue-se que este estimaclo].' ;H e um estirador' não viesado da r'azão
R

<! .4. 5 }

J . 5 CO.'.{PARÁÇÃO Zl:l.$ yÁRZÃNCTAS DO.$ ES'ílf.{/.DIREIS ,'l [ $.

A. variância excita do estima.]o]' ].'n na amostragem casua].
com I'oposição foi obtida nor' Fiar't].ey e Goodman (1958); ; dada pela

expressão

a:(i.) .-2Ra +Rzaz+(az.az.+az)l r:Z.5.:Z)xv x . x r xr j' n -l '

onde todas as variâncias e cavar'iâncias que epal'ecein aqui sâo defi-
nidas cano denonlínador N

Sendo ã amaste'agem sem re?osição e para a OI'dem de aproxl

mação L considt::z'.:ida na determinação da var'ladeia de r = y/x. po-

demos escr'eve].' pal'a o valor' apr'oxidado da val-'i.areia de rH

[:.'c;P ; -l;P-
Sz - 2RS + Rasa

y xy x
(Z . 5. 2 }

Comparemos, agir'a, as variâncias dos esticadores ]' e ].'H'
Inicial.mente, obsel.vam.os que, se a re],anão ente-'e y e x for' ]-i.cear

passando pel-a OI'icem: isto é, se o n'.odes-a for' do tipo:



E(y lx) ;: Í3x

r e I'H ter'ao ã mesma p!'ecisao.

29) se a, ].'e]ação ente,e y e x for ]-inear 'ião passando neles

te pel-a 03-'icem, isto é, se o modelo :for' do tipo

E(ylx) : a + 6x

ver'ificarelnos faei].mente que

a
R= =-::+ 13 e

E(x)
R
>l (x.,-!) (v,,-V)". v vv=l

N
>l (x:,-í) :&"'...' v

/: diferença ente.'e ,is variâncias dos estirador'es r'
do ser posta sob a forma

.{

a'a'
a: (;:.) - a' (r) :: ---x.

' nÍ E'(à') - ( ]' -):' E(x)

.E(L) ' BR X

o'ride

e rE pg

íz . 5. 3)

e: posto que

segue-se quem sob o modelo p!.'o})testo, r g mais pl'eciso do que rH'

39) }io Caso ger'a].; veria:hirtos que a diferença. ente'e as variâncias

apr'oxidadas de r' e rH' dadas respectivamente pelas expr'essoes
r:Z.ún..31 e r:Z.5.2) , pode ser' posta sob a fot'ma

a'(;.,) - a'(r) : ]'''f --.:!--.l(K - 6y - (R - B)'Ç r:Z.5.41
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!)eí3sf: ='esult:ado r'lZ. S.41 podell'los znferzl.' oue) se R estiver

mais pl'ãxi.mo de 13 do que R, a ditar'anca sex'ã negativa ..indicando is

se que o está-madol' I'p e mais preciso do que r

Verífícac13.:s emo:.}"'ices nos c.ases pr':it:i.cos mais fr'equentes

têms r.a enter\to:. mosto'aüo que R est.ã mais pl.'oximo de í3 cio que R

Na nr.:'ti.ca, pa:planta; g de se supor qt)e r' se.ja ma:is ?r'Coiso do que

rH' De qualquer modo: selado n gr'andes a di-fer'erga r:Z.5.4) sempr'e

pode ser estimada a partir :la pr'olaria amostra



ESPEC7FICÁÇÃO OA POPULAÇÃO p'íàRÂM[7ROS PE POSIÇÃO f DE

VARA/iBILÍPAZ)E

Conglomerado é uma unidade de amostragem, natural ou arte

fi-cia]. , composta por' outras unidades menores chamadas e].ementos.

Re-lmente , poder'z+ainos consi.danar os coREI-oneradas constituí'dos po!'
\ híe['ar'quis de unidades de amastpagem (unidades dc ].â ordem, 2g

arde.m, 3g ox'dem, etc.) , as de mai.or ordem aninhadas dentro das de

menor' Ol:'dem. Neste tr'atalho ir'eras nos ocupaar') apenas, de conglome

Fados (unidades de lã OI'den> compostos po!.' el-eme11tos (unia.Ides de
2e OI'dem) .

DcrLotdTCH.os por' I'! o número dc coREI-om.arados, c- pol' Nv (v=
=1,2. . . . ,M) o nÜn]e].'o de cl-cFLeRtos de c,lda corlglomerada. Denotam'=

mos pa}.'

o nÚmer'o total de eleger-tos da população or'i.girar'ia. }{ él, então: o
tamanho da população em t:ermos dc. e].ementas de 2ê or'dem e }'! é Q ta

manha ã populaç:o em termos de congJ-oneradas (ou el-ementas de l$
ordem)

}3



i~io caso de uma enuneraçõ.o completa dos f! conglomel'idos e

dos N., (v=1:2,.. .,M) elementos q.ue Compõem cada um de]-es, os va].a-
res possíveis Ja va3.'lavei- y (objeta de estudo) associada a cada

e].evento são denot:idos pol'

Yvup (v;]p2* ..:M, u:].;2,...91lv) f2,iZ'iZJ

Dei\citemos por y a var'lavei soma. dos valores de y eni r'ela-

çãa aa$ elemeí\tos blue compoen cada corigl-ome!.'ado , e os \rãJ-ol-'cs pos'

sz#veis de y por Yv' )(v:].,2,. . . ,M) , sendo

fz . ] . 2)

Do Região modo , denotemos ?çr à a var{5.ve]. ta.mantlo dos con

g[omerados, var'iáv::;]. essa cue pode assumir os va].o]'es fJv' (v:1,2,
14)$

G quadl-'o 1, a seguir', sirltetisa a simbolcngia utíli-zada na
apreserltação dos val-ol-'es possa!.vais da var'lavei y, no caso de uma e

Rumar'ação completa dos Pi eong].on'Lel'idos e 'âe seus elemel'itos consti-

'bu-b Í.vo s
QUÂ.DR-O I

CONGLOMERÁ.[tOS
+ -

YI. NI yl
2

/

M

}Yv11V

V



onde. na xiltima coluna; estão arroladas a$ medi.as arítméti.cas pol-'

elementos de cada con81amer,a-do, o-i seja. os vaJ-ol'es possíveis da

var'i.áve]. razão 9/ú

Em r'e]-ação a esta punpu.]-anão de va-Lcr'es possa'/eis da var'iá.

ve]. y, correspondente a enuine='anão completa, vamos defínil.' alguns

pal-'ãmetros de posição e de va3'iabilidadçe ql.le rqCTCcco al-gumes consÍ

de[.'anões por'lue reapa].'ecepao ]-ogo mais adiante quar]do tr'atamos dos

esticadores objetos da pz'esente disser.'tacão.

[ç - }]éc]ia ar'iElné]tica por' e].emcnto: definida pe]a expres'

>í Z' v'
E

\ XT

v='!

. «. f. ; -y#

M

'v

sao

-t .E: .l: ?

H
'v

R

onde,

e N (2. Z . 3;

Obsel'vamos que

a) a média api-t:mítica nor elemento Y e uma média ari.tmgti

ca pender'ada das medias aritméticas por' eJ-ementa ç

dos congl-oneradas , com pender-anão dada pel-os tamanhos

N destes.

b) a média Y t:anbém o 8 Quociente das somas das variáveis

y e à, sendo; nesse sentido, o coeficierlte angu].ar da

r'eta que passa pel-a origem e pel-o bar'icentro ('7, R) ,og:

V

'v
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de, como sabe=]os, ? é ã média a].'itm8tica pot' cong].one-

rado da variável y e N é o tamanho médio dos conglome-

rados.Ela e, então, aqui.valente â razão R (l.Z.3) do

capztul-) arterial',quando $e fiz.cr a substituição dos

valores possíveis X.. da va!'lavei auxillal-' x, pel-os va-

]-o!'es possíveis N., da variável auxil-i.ar É. = tamanho

dos cong]on\erados . Pal-'a ]-emir'ax'ncls .dessa dupla signifÉ

cação de Y. vamos denota-].a tangem i)o!-' YR

29 - Defínínos ainda como medida de posição par' elemento

a média aritmética da \rc3pii]vê] inaz.ão 9/Ê; dada pe].a cxpr'estão

V v

v'

f2. ] . 4)

Essa media ali.tmética corresponde a R r:Z.4.2) c]o capítu].o

anterior' e, natural.mente, YÊ / YR : Y' a não ser' que os r''l conglome

Fados tenham., todos eles, o mc.smo tamanho, ou selva, }iv : N (v:1,2,

,M) , qua ndo , então : ViÍ
3ç' - DcfiFLi.Elos a vai.ladeia por' el-ementa da val-':i.aval y pe -

.La expressa.o

N V

vu (2. ] . SJ

Obter'vamos que esta '.râpiãHciã pode ser decomposta como sg

gue
. l M M . l

s; : .êj-- .! '".-:'s3 -- .E ".'?.-'?.,:
(Z. ] . 6 }
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ande)

Sz
'v

NVl (Y -! )z'vu r2 . ] . 7;

são a$ chamadas \./.ariâncias dente.'o dos conglomerados

49 - En ]-el-.lçao as \.í3piá\reis $ e Ú; defin:ilnos as var'iân

elas e covariãnc:ias pel-as expressões

M

stj) : ' l -.>1 (v..-?): : 'h.EÍ:...-',: :

' (Ç,Ú)
. }{

: .! U..-V)(n.-ii) (2. ] . 8}

5ç- .- Finalmcnt,=, definimos a vax.'i-anciã da var'lavei- razão

Dela expressão}l" .

K
].2

M-L (?v-'tã)2 (Z. ] . J;

Ah10STRAGE$,! OE CÜNGLOÂ.{FRÁPOS CoÃ{ ENU.\ÍE:RA(;eO COA{PLfTÁ OOS

A amostragc:n de m '( M con.glomepados ao acaso difundiu-se

ria pesquisa apJ-içada, pozn r'anões vár'ias, dentre as quais, a mais

f!'eq.dente e a inexistência de um sistema de rcfer'ência ou ]-i.stagem

dos N eJ-ementas que come:oen a ponuJ-anão Ol-'iginal'ia.Poz: outro ].ado ,

a organização ou construção de uma lista dos M coREI-temer'idos que
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irá sel.vir como s:í.st na dc refez'3ncia pa!'a a seleção da amostr'a de

talnan[lo n é re].ativamente fá.ci]..: sem grandes dispélndios de tempo e
/ou dinlei o

Q quadz'o 11, a seguir: \na zn..:pl'adução do quadro 1, em

termos de valores observados da va.]'lavei y, numa amostragem casual

de tamanho m, coili c:numero;ao ccnmp] eta dos e].elnentos constitutivos

dos cong].omc:l'adc.s se].eeionados

QUADRO II

CONGLOMERADOS 9y

yl)y].n2
y}y2n

2

)y y3} li

y.}y}yy'ml ) ym2 5 nn

yln
}

y2n 2

n

n

l

2

i

yil, v12 '''' 'vtj '

y21s y22 3 ' ' ' 'yZj )

&

yíl 9 yi2 }
+

yi

Em l.'c]ação a c:3te quad]'o, ob;ser'vap',os o mesma pr'zncxpzo ]a

adci:ado na expor;i.ção do Capzatulo 1, isto =, os :/azares posszvci.s

da var'iá'~re]. y, na amostra de tamctniao ]n, fol'am decotados pelas mi.--

nGscu.Las correspondente:s , acompanhadas de doi.s índices.O primeiro,

i(i=].,2,. , . ,m) , z'afere-sc ao congl-amei'ado selecionado na i-ésina

extração; e o se.gordo j , refere -sc ao el-en\erro genérico dentro do

coREI-onerado i. Os tamanhas n{ dos congl-o)acuados, bem c:omo os val-o



yi e Ç. :
yi

l

são variáveis a].eat:(l;!.'i.as qtJe ?odes'ão assumia.' , l.'espectivanente,
va].ares

o'.s

} N2 ' '''l ''rv > ...) bJM

? Y2 ' ' ' '' ' 'ív } . .. ' YM

) Y2 , ..., Yv ' ...' YM

sendo; .3 furlçao de pr'o})ahi.IÍ.dada associada dcadã l)OI'

, }{ ,' v '

, .Í ,' v '

, Y,, ,

P(n.=N )l v P(y. :Y )' ].' v ' P(yi:?v)
l
M 3 par'a v=1- ,2 , ,M

Sendo o oblietivo pr'irlcipal- da amostragem, a estimação de

um aos paz.'âmetr'os focalizados na seco:o anterior -- 7 por' exemplo

-- é intuitivo que a se].eção cie uma camostr.l casual de tamantlo m< M

conglomez'idos, com enumer'ação completa de seus el-ementas , ao i.rl'.,és

de -ima amostra cãslid]. do mesmo tamar]ho mas eln termos de e].ementas

SinP[es coloca: desde ].Figo, o l,!.'obl-ema Hue sc saber a "quantidade

de infor'mação::, o'u prec:i.são, que pede esta.p sendo per'lida nesta
substituição de eleger\tos si-mp]es por eo11g].anafados de elementos,.

O pr'obl-ema não d stop-Les, dependendo

a) do t:ipo da amostr casual

b) da definição do est:amador e das suas pi'oprie
dcades; e
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c) do con.pot'tan{ ntc} das comoonentes da var'iân-
ci.a ]ã \rãl'iâ'.í(.!]. y (objeto dc estudo, segundo

a decon\posição especifica pelo 2ç membr'o da

igual:=iüde ÍZ..Z.0) da secção ariteríor)

Z . 3 ÀÉ.GUflS E5Tíf.4ÀZ?0nK[S FJ/x P;iÃ'i'7CA

l~iuma amostragem c=sua-L sem r'eposiç-ão de m < }1 coral-DiReI'a-

ços eom eníumer'anão comi)lata de seus elemerltos, um dos estimados.'es,

as vezes uti].:içada, qualldo são conhecidos os tamanhos médios l~í dos

conglomerados, é dado pela expressão

H
=

2. yonde yy l r 2 . 3. 3 )

fl f;ci]. verificarmos quc y e um estimados' não :/i sapo da

me'dia ar'i.tmgt.tca por' e].ementa Y da p-lpu.Loção; bastca notar E(y) =Y

A var'i-anca.a de y ; dada pela expressão:

Szl ) ----!-(l-f2

(y) l m2N
(Z. 3. 21

onde fl= m e a. fr'anão de amostraFcm d:? .:ongl-adorados, e S}
vara.areia dos rota-i.s dos coriglon]er'aços c:n ]'ilação a media Y p03-'

n ,-. n ,T l f-.m c.n = d ''x
\# \./ IL ;=b .&. \./ l+L \#A- LLU \-d +

atando \le
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M

:ê. : -t::- .: '',.. - ?,'

--'i;Í$1i-- >1 (Nv'?v - R ):vn}

vemos que sua mallnitude depende da !'ilação existente ente'e os to-

t.lis Y e rus tamancos N (]o$ congj-omLer'idos.podendo se!.' muito grau.

de, ai;'!ãa que as inéldias por elemento Y'v dos conglomerados var'iem
pouco ao i.edop da medi-a pol.' elepient:o Y. Pari:anta, se a variância

dos i{. fo!.' gr-alado, tam})8nl ser'ã gra.ride Sâ e, consequente-mente, ã v2.

riâncica do esticador' y. T'Jo ocaso especial dos t.amanllos Nv dos con'

gl-omerados sc].'em constantes, isto é, 1{., = $Í, então,

s{ : n: ...i!-. y (? - {>' : ü:s: ,.
y in-l v'l v y/n

e a val'ladeia do estín.apor y ser'a dada por'

M

a(j;) :(l-fl) '--Flaq:TTv>lt(?")'

s:
(1

! n í2. 3. 3)

Nc} intuito :ie se z'eduzír a vax'iâncla d.o estirador y, vã-

ri.as ãltopriãt:i.vds podem sel' considel'ad.:s. Uma delas, muito uti.liça

da na pratica, cores:isto: em se estratií'i-cap os >: con8].onera.dos em L

c].esses contíguas e \omogéneas em t'el-anão aos t.amanhãs Nv dos con-
glomerados. Ê: c].al'o, neste caso, qu.c a a.mostrarem subseqtientc se.]'á
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uma amostragem estrat:ifícada de cong].onera-dos . Outl'a al-ter'nau.va

consiste na canse!'ração de conglomerados a!'tificiais , adregando co2.
glomerados manai'es , naturais o:l artificiais , ou n:esmo el-ementas :de

nado a se obter' nc final uma popul-ação de i*i corLgl-amei-'aços, que nâo

defil.'am. mui.to .=m l,ilação ao número dc elementos que os compõem. O

que orienta e determi.ria a construção dessa popul-anão de }t conglon\g.

Fados ar'tia.dais d, no entan-t:c,: o compor'tamentc: das componentes

da vai'iância da variável- y (ob.feto de cstl.ldo) especifi.cartas pel-o

29 membr'o da igual-dada rón. .Z.6) . Devemos procura.r fazer' com que as

chamada.s pari.areias dentro; Sz, sej n . $ maior'es possíveis, jã que

não contribuem, como acabamos de ver', par'a a va.riânci: do estica-

dor y na amostragem de cone.Lontera(.ios caía erlumer':içocs completa de
seus e].emerltos constitutivos

Outra alternativa: eol'isistc na uti].i.zc3ção dos chamados eg.

timador'es r'anão o..i da tipo razão, dos quais vamos nos ocupar'a a sg.
gu3..1'

O estimado!' r'azão da media popu].acíonal- pop elemento y é

definido pel-a eÉxpl-'essas

:!:": .
:!:':

yr r2 . 3. 4 ;

Como vemos9 y, e uma função quoci-ente de duas vara.;vci.s a-
].eat(árias. Então, den-t:po da mesma linha de exposições seguida na



2 3

secção (1,2) . podemos =scr'crer' -!ue o viés apl.'oxidado de 5'r 8 dado
püJ-a expl'es !o

»* : {b-p-:. - :,;]
r2. 3. 5;

Par'a a variância .lpl'oxlma.da de $'. , podemos eser'ever

.''i., ; ];L---b} - ''«:J; - ?i:ã] r 2. 3. 6;

ontde, nato!.'a].mente , as va].'iânci.as e co-.íarignc.i-as que anal.'icem nas

expressões rZ.S.SJ e r2.3.61 foram defina-das pelas expl-'essões

rz..z.eJ e f]. : -m ; Jz.]..'leão de amc,stragem de canEJo?nel'aços
esta variância oodc ainda ser esc].'ita sob .l forma

1 . f T.a

.:'i.' : -i;f- -.:l:--.: '*«'
fZ . 3 . 71

mostrando-nos que a díspel'são de 9., € função dil'eta da di.sper'são

dos va].ares da var'íavel y ao redor' da r'eta de }.'egr'estão 9 = YRn da
dista'ibuição bidimensional das variáveis 9 e n, e f'ançao inversa

do tamanho m da amostra de conglomerados.

Um está.:nadar, praticamente não viesad

yr é dad.o pela el=pl'essao

ií Zm( n\ -l )

da d€0 , 'var'la'nci'a

l fl

l-fl
R'm(m-l) -,;* T ";.-r l l

2 * ;{ :?:-íl ':.'.,,
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fací].mente ca]cu].áve]. a partia' das ouse!'vaGÕes amosl:ra.is dispostas

enl um quadl'o senelha-nte ao da secção (2.2)

i)a mesmo modo, as consider'eções que fi.demos na secção

(1.3) , re].ativ=Eiante ã amp]itude .do vias do está.ntador r em re].ação

ao seu er'l'c, ?üdr'3o a(r) , podem scr' f:.=i-t=s aqui cm I'ilação ao vi;s

:/l do estimados yr eR i'ela.Ç.IÍo =o erro padrão a(9r). Em par'titular'
'temos

V] l-:h --g-- : s.«.(R)
a(j'.) ' m iq

(2 . 3. 9 J

co].ocanclo desse :nodo o v'iEs do esticador Õ sob controle estar:ilsti

co

Z . 4 O =S'r11,{4.DOR y., DO TIPO RAZÃO [ NÃO O'LESADO

Ê sabido que; uma amosti.agem casual con! reposição e pro '

po['ciona].mente aos t:amanhãs N., dos canglome]'idos , Q estimados.' defi
ni de oe] a re] ãn=o

-i:t:-b

r 2 . 4 . Z )

g um estimados' não viciado da média. popu]-aciona] Dor e].ementa Y.Es

te mesmo estimadas', no entanto , se a amost:r'agem fol.' simples, i-sto

é; não pl.'oporciona]. aos taRaR.hos dos coREI-omerados te}.'a um viés da



do peJ-a re].a.çao

v(!i:) : =(?;)

Ho caso de ií sc.r cona::cidc . :.?ste u-crdadeiro viés

posto sçab :: f'o!-'na

a (}/á,;)

Ora, um estimados' não viesado da cavar'iância

YRN

semp[.'e pode ser' obt:ido a pa].'tir da an]ostra selecionada

:(?/ ,õ ; "n :!:l'lli-= -;i:l(-:-a)

F
Definindo-se então, o estimados yn nela ].'ilação

.(n -ã)V

(N -ü)V

"';.' : - -+-..t.!:

'(9/ú,ü) : m'.!:

í2 . 4. 2 ;

ocde scl'

(2 . 4 . SJ

r 2 . 4 . 4 J

(z. 4. s)
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yH '-ü==-- F - ;.< f2. 4 , g)

segue-se que yn g lJM estimados-' não viesado da media populacional-
por' el-evento '

Obti\rcHos a. variãnci..a excita dc es'Lin.ado).' yH seguindo o dg.
senvo[vinento (]a.do pol' !:iart]-ey e Goodman (]-958) . Podemos escrever'
essa vat-ladeia seb ,l fol'nla

a'($H) : --l:--- . j. - 2?Ra;.,; * Vl!.: ' lét('ã'a$/ü, ' '}/.:.;úlrZ.4.Z)

onde, aqui, todas as var'iãncias e cavar'iâncias que a?al-'ecem no 2ç
membro são defi.Rijas con denominad03.' i'l.

i'Ja amostr,agem casua]. sen repôs.irão e pai.'a 3 Ordem de apl'g.

ximaçâo ]' . co,:servida na deter'minaçâo da v'-lTiâRciQ (b estimados'' l.'a

zão yr) podem.os escr'evel' a 'aõlriância aül.'oxiplada de yH sob a forma

.:(;.) ; ....J:--"-lsç - 2çRs;.; * çKsúJ
(Z. 4 . aJ

P.s considet'açÕes expendidas na secção (]-.5) ;quando da co=

paração das \rã].'iànciãs dos estiiriadoz.'es I' e rH' l.'epetem-se aqui em

relação aQS estimad.ares yr e ?H' Em particul-ar's sendo

-?)(N -Ü)V

M

.! (w -ii)'
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a diferença entre a$ va].'iáncias aproximadas de yr e yl{ pode ser'
posta sob a fol'ma

].-.f. S} T- .

.:(}.) - ':(}.) : --:-i'J.- -'lira($'a-B):
(Z . 4 . g ;

que nos mostra que, se VR est:i\,,er p.als proxínno de 6 üo que YK'a di

fercnça sarar negativa, sendo neste casca; yH mais pl-'eciso do que

y.. Dex/enios assim.é1ILar., no en Carita, que ainda não há deter'minaçÕes

empíricas que el-ucidcm ã magnitude e o sinal dessa dizer'onça. }'elo

que sabemos I'=1.lti\rdH=RtC aos estio\apor'cs I' e fn que 'i:ãm como va'-

riáx/el auxiliar X de natureza dã.'.,-el'sa dos ta.manhas Nv dos conglomg.
Fados, tem--se ve!'i.fi.cada empir'icamente que R esta mai.s pt'oximo de

Í3 do que R

i)e qual-quer modo , acreditamos podem-' Concluir' que o estima.

dor yH leva soba'e o estima-dol' yr a vantagem de ser' não v:i.usado,aiE.
da que possa vil' a apresentar, em al-ganas apJ-icaç6es ,vara-anciã mai

QP.r Em comparação com o estimados' y; (uti].azado algumas vezes na

pr'anca) ... 9n leva a vantagem de Êer nâo viesado, sendo por'tanto a
diferença entre e].es, uma medida amostrar- da magnitude do vi.és im-

p[z+cito em ?;. É claro, no enta&nto, que a uti-].izaêão do estimados'

yH exige o Conhecimento pr'avio de N, conheci.mento esse não exigido
pel-os estimadores 9. e. y;. Para final-içar obsez'vamos que, se na de

finição de yH substituir'mos N por nJ obtido da pr'opr'ia amostl'a) eg.
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te esticador assumia.'á â forma

-=-:'#-', - ;,''

.+r r

onde Q vez'dadeiz.'o l.'i;s de yr-3(O 2Q ermo do 2o membr'o),8 pratica

mente igual â direi'erga entrce os esticadores razão' yr e o estima
dox' dado pela média das nlgdias sem pondei.'anão
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1)

2 )

''l:nfórln:lçães Suplementares:: :. lias permitirem supor' que YR

esta maio t.r6xim0 3.0 caefic:ier)l:e de }.'eFT'estão B do que Yp,

então o psti.p:idos ;H; gera oi'efer!-do ao estlmadot' yr

Se :'lr\fol-'mações Supl-encntares rios pel-'inibi"'em observar' que o

coeficiente de I'e.gt'estão 13 é maior' que --b-ÍR, então d.eve«-

11tos pr'efü]':ir* c está-mado].' ÇH ao esticador y; e se o coefi -
ciente de !.'egr:suão é menor ou iflual a --4i-VK erltão o estima.

dot' 9 ser'á preferido ao esticador' 9K' por sex' mais preciso
e mais si;peles de ser computado

$e ::lrlformaçÕes Supl-emendar.=s'' x-e.lütivas à varia.vel- Ú nos

pe['miti].'em cnbtc]' uma amostra com ].'oposição e pr'opor'dona.L

aos tdFLãHhOS i\i dos cone.l.oneradas, então o estimados' yF de-
ve ser pl'efel'ido aos decai.s estimadopes estudados.

Das conc]-usães ]-:; 2 e 3 obter'vamos a impor'tareia das ':in-

formações suplementares '' r'elati.vas aQ ?ar'titular fen.ameno s

objeto da investigação. Quanto mais ricas e fidedi.anãs fo-

r'em, mais ?!'Coiso poder'á. se].' o plano amostr'al e o método de
est imacão a ser usado

3 )

O estimadozn yli .Le~.'a soar'e o estiinador yr a vantage=1 de ser
não-viesado, ainda q'ue possa x/ii' .l apznesentar,: em algumas
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apl-í.caç8cs, variâl-lc.ia }-maior. Em rel-açãa ao estio.odor' ?r-, e

alar'o que 9.E g super'ior', $e consider'amos o viés de g;.

No elite.r\to, a uti].izaçao do esticador ?H exa.ge o conheci-
mento ;.=.gv.io de N cor\hecimento esse rlâo exigi.do pelos est:i-

m=dol es 9r e 9Í' Se, na dcfiiliçãc de yl!,substituirmos N po!.'
n, obtida dfl p!.'opl'iõ. amostra, ent.ão, : medida que o tamanho

da amostra c:reste, o estirador' yu se apl.'axila do está-n\apor

O estudo que fi-demos dos esticadores ].' I' e rH,em conexão com

a amostragem simpl-es, pode se!' utilizado no estudo da subimos
aragem com ulli(lajes de gr'andezas desiguais. Se as unidades

]e segunda. o)'den também fo)'em coREI-oneradas, então o esl:udo

quc' fi.zonas clo$ esticadores yr' yf e yH Rodei'ia ser' uti].azado
]lo estudo da subamostl'agem.. com urlidades de pz'imeil'a e segun-

da o:-'dem, s':r.dc, arribas de g].'aridezas desigual-s.

&.

y t

s )
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