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INTRODUCAD

0 problema de que tratamos nesta dissertagao havia sido
deixado em aberto pelo Prof. Dr. Lindo Fava em sua tese de Livre

Docéncia Contribuicdo para o Estudo da Estimativa Razao. Foi-nos

agora proposto para ser desenvolvido sob a forma de uma monografia
de dissertagac de Mestrado.

Para atingirmos o nosso objetivo, resolvemos dividir a mo
nografia em dois capitulos. No Capitulo I, estudamos os principais
resultados relativos aos estimadores razdo e do tipo razd@o ja con-
solidados na literatura pertinente ao assunto. Os resultados julga
dos relevantes foram sintetizados segundo as varias rubricas arro-
ladas adiante.

No Capitulo Ii, ocupamo-nos propriamente com © problema
proposto e apds havermos conceituado a Amostragem de Conglomerados
em um estdgio e a notacdo a ser utilizada, os varios tipos de esti
madores, viesados e ndo viesados e as respectivas precisoes, demos
énfase ao estimador nfo viesado do tipo razac devido a Hartley e
Ross. Acreditamos haver mostrado que esse estimador pode constitu-
ir-se num instrumento util. Em alguns casos, ele permite uma avali
acdo aproximada da magnitude do viés e, em outros, da-nos o acrés-
cimo de precisdo que pode haver em relagao a estimadores mais sim-
ples, sabidamente nao viesado.

Para terminar, gostariamos de render nossas homenagens

T -
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CAPITULDOD 1

1.1 - ESTIMADOR RAZAO NA AMOSTRAGEM CASUAL SIMPLES

Consideremos uma populacao finita com N unidades de a-
mostragem: Ul’ Uz, vy UN' Em relacao a esta populagao, podemos
muitas vezes considerar simultaneamente os valores de duas varia-
veis: y e x. No caso de uma eunmeragdo completa dos elementos da

populagdo, denotamos os valores possiveis das variaveis y e x por:

(Yv’ Xv)’ (v=1,2,...,N).

Seja agora,

N
Y= )Y (1.1.1)

(1.1.2)

a soma, ou o total, dos valores da variavel auxiliar x. (Esse to-
tal,algumas vezes, & conhecido ou dado por uma pesquisa anterior.)

Entao,

R = = = (1.1.3)

>
=z
>
>

€ o coeficiente angular da reta que passa pela origem e pelo bari-

centro (¥, ¥X) da distribuicdo das varidveis y e x.
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Em muitos casos, esse coeficiente angular tem um signifi-
cado empirico imediato. Por exemplo, se a varidvel x denota areas
de fazendas e y as produgoes de um cereal nessas fazendas, a razao
R sera a produgdo média por unidade de area das N fazendas. Essa
produgdo média por unidade de area é de compreensdo e intuitiva
por agrénomos, economistas e administradores em geral. Na pratica,
no entanto, o c¢onhecimento desse parametro R, dado o tamanho N da
populagao ou devido a razdes outras de tempo e dinheiro, s6 & obti
do através da analise dos valores das variaveis y e x de uma amos-
tra casual a ser colhida da populacao originaria.

Colhida uma amostra casual de tamanho n < N da populagao
origindria, os n pares de valores observados das variaveis V e X,
serao denotados por (yi, xi), i=1,...,n. Definiremos também a quan

tidade

(1.1.4)

i
i
%t |

onde, y e X sdo as médias aritméticas dos valores das varidveis vy
e x na amostra obtida; r & denominado uma estatistica ou um estimg
dor do parametro R.

Do mesmo modo, sendo o total X conhecido,
§rr= reoX (1.1.5)
& um estimador razdo do total Y.
Igualmente, X sendo conhecida,

§r = rX (1.1.6)



e um estimador razao da média aritmética Y.
Cuidemos agora da caracterizacdao da distribuigdo amostral

do estimador r.

1.2 - ESPERANCA MATEMATICA E VARIANCIA DO ESTIMADOR x

Consideremos o estimador r, como uma fungao de duas varié
veis aleatOrias y e §5 continua e derivivel num entorno do ponto
(Y, X). Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor dessa funcdo
de duas varidveis e considerando-se num desenvolvimento apenas os

. a
termos ate 2= ordem, tem~-se:

1 af af
£(F,%) = £(T,%) + —|(F-D) bR ——|
1! 8y 3% |y=Y
- x=X
1 3% f 9%f v 32f
+ —|(y-T) % — + 2(y=¥) (x-X) - + (x=X)= __ _ + Resto.
24| ay? 9y 9x ax? |y=Y
x=X
— y -
ou seja, se f(y,x) = — = r, vira,
X

X2| 2 X X3

= oy .1 7 i D Lo, 2F)
r = R + ((y~Y) o=t (x-X) «( E-Z" e Z(y—Y)(x-X}'(——:;)+(’x—X)2°:~‘{ +
X X

+ Resto. (1.2.1)
Supondo-se agora amostragem sem reposigao e tomando-se a

esperanca matematica de ambos os membros de (1.2.1.) vira:
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2

1-f
= R + R 82 - 8
nig x Xy

Donde se conclui que r € um estimador viesado de R, com vie€s,em

>

%?E(§#Y) - YE(%x-X) + R E(x-X)? - E(?-Y)(E~X)}

primeira aproximacao, dado por:

1-f
V, = ——|R SZ - s_ (1.2.2)
an y
onde,
n . 1 g - 1 g - -
f =~ 8% = e (X_-X) e S T (X_-X)(Y_=-Y) (1.2.3)
N* N-1ovsl Y ¥ N-1 v=1 ¥ M

Considerando no desenvolvimento em série de Taylor apenas
os termos de ordem 0 e 1, o estimador r, para essa ordem de aproxi
magao, seria ndo viesado, isto €, E(r) = R. Teriamos entdo,para es

sa ordem de aproximac¢do, o seguinte valor para a varidncia aproxi-

2
g (p) = E[r—-]

mada de r:

H1

o 1 . Y N2
E[(y-Y) B o— (x-X) f—] =
X X2~

1

X

E [(5:—?) - R(x-X)

1

1-f
[82 - 2RS__ + RZSZJ
n¥2 y ‘ Xy X

onde f, S;, Si e S__, tém as definigdes dadas em (1.2.3).

Xy

Esta variancia também pode ser posta sob a forma:
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’...J

-f 1
62(p) = ——r—
nX? N-1 v

o~

(Yv—va)2 (1.2.4)
1

que mostra ser a dispersao de r funcao direta da dispersao dos va-
lores da variavel y ao redor da linha de regressdo y = Rx da dis-
tribuigdo bidimensional das variaveis y e x, e fungdo inversa do
tamanho n da amostra casual.
Do mesmo modo, para o estimador §r do total populacional
Y obtemos:
N(1-f)

v, = _--t¢--{%s§ - S, ] (1.2.5)
nX M

como valor aproximado do viés, e:

N2(1-f)
02§ ) = — ESZ - 2RS__ + stz] (1.2.6)
r n y Xy X

como valor aproximado para a variancia.

Ainda, do mesmo modo,

1-f
Vy = ——= RS2 - 8 (1.2.7)
nX y

sera o valor aproximado do viés do estimador §r, e

1-f

2 f= -
o (yr} =

-
Léz - 2RS + stz} (1.2.8)
n y Xy X

sera o valor aproximado da respectiva variancia.
Como vemos, os valores aproximados dos viéses e varian-

cias dos estimadores §r ey, sdo facilmente deduziveis, respectiva
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mente do viés e da varidncia do estimador r. Vamos a seguir fazer
consideragoes apenas sobre o estimador r, mais diretamente ligado
aos problemas que serao desenvolvidos no Capitulo II.

Estimadores praticamente ndo viesados das expressoes
(1.2.2) e (1.2.3), a partir dos valores observados (Xi’yi)’ sdo ob
tidos substituindo-se os parametros R, Si’ S; e S pelos corres=-

Xy
pondentes amostrais dados por:

1

[N
H

] (y.-y)?
y n-1 1is=l 1 ’

n n 1
L (x;=x)?%, Sy 5 —
i=1 y n-1

| D

1(yi~§)(xi—§)

i
Para se estimar a variancia, no entanto, o melhor do pon-

to de vista operacional é partir do correspondente amostral da ex-

pressao (1.2.4), ou seja:

1-f n
s?(p)

. (yi - rxi)2 =
X?n(n-1) i=1

tt 7y § 2 §
T y: = 2r )y.x. + 1 X (1.2.8)
X*n(n-1) |i=1 * j=1t 1 i=1 *

onde, ndo sendo X conhecido, pbe-se no seu lugar o valor x, obtido

da prdpria amostra.

'.3 - CONSIDERACOES SOBRE A MAGNITUDE DO VIES DO ESTIMADOR x

Observamos inicialmente que, se a relacao entre as varid-
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veis y e x foi linear.passando pela origem,isto €,se E(y|x)=Rex,en

tao g
Vs 1 o
E(r) = E—> = ) Ely.lx.) =
Exi ZX. i=1 *
ZRX.
. = R (1.3.1)

ou seja, r serda um estimador nao viesado de R,

Nesse caso, ainda teremos que

N
giyixi

% 2
,Zixi

g =

coeficiente de regressac de minimos gquadrados de y sobre os x, tam

bém € igual a R, e consequentemente,

1-f r .
V, = — RSZ - S = 0 (1.3.2
1 %2 L X xy.| 4

-

ou seja, o viés aproximado também & igual a zero.

Nos problemas de amostragem, no entanto, a hipdtese de 1i

o

nearidade & dificil de ser posta & prova, preferindc-se investigar
magnitude do viés gue pode estar afetando o estimador .
Observamos inicialmente que o viés aproximado V1 & de or-
1 , - .
dem ﬁAenquantO que o erro padrao do mesmo estimador,

olr) = \z§§1 L.L(s2 - 2Rs + R%S2)

y Xy X
e de ordem 1/vn. Isto significa que para n (tamanho da amostra)
crescente, o viés tende muito mais rapidamente a zero do que o res
pectivo erro padrao, ou dizendo de outro modo, para n grande, o
viés que afeta r deve ser pequeno comparado com © Seu  erro pa-

drao.



-8 -

Mas ainda, fazendo-se o gquociente do mddulo do viés Vl pe

lo erro padrao de r, obtemos:

g

1-

1=t (rs_-s _>} o

] Ingz " * XV <\i/1f03

o (r) \ /izf(s2.2rs  +R282) v
3? nk? 7 4 *

= ceve(x)

=
X

(1.3.3)

ou seja, o quociente do mdédulo do viés v, pelo erro padrao o(r) &
menor do que o coeficiente de variagao da média aritmética x da va
ridvel auxiliar x, gquando muito igual. Este resultado, aparentemen
te aproximado, porque V, eo o(r) sao valores aproximados, € no en
tanto vdlido para o verdadeiro viés. De fato, denotando-se por V o

verdadeiro viés, temos:

1 § {9) - 1 j 1
iv] = JECr)-R| =|-— E|= - El={||x~E(x) iz t— -0 | s = olr Yo (x)
X X {x} X ! X
1§ gL A
Donde,
[V ] o(x) _
< - = cove{x) (1.3.4)
g(r) X

Cochran, na hipotese de um estimador se distribuir normal

mente, mostrou que a existéncia de um viés inferior em médulo, a
,1 do erro padrdo praticamente ndo altera o coeficiente de confi-
anga a ele associado. ndo entdc em conta este resultado e o obti
do na expressao (1.3.4), podemcs fixar a seguinte regra pratica re

lativamente ao tamanho n da amostra necessaria para se obter um es



-G-

timador r prwticamente nio viesado: determinar n tal que ceve°(xX) <
< 0,1. Isto sera possivel se em relacldo & variavel auxiliar, tam-
bém dispusermos de informacdes suplementares quanto a variabilida-

de.

1.4-0 ESTIMADOR Eq 00 TIPO RAZKO £ NAO VIESADO DE HARTLEY E ROSS

Hansem e Hurwitz (1943) mostraram que se a amostragem fol
com reposicac e proporcional aos valores Xi da variavel auxiliar

X, a expressaoc

_ 1 n Vi
r s — ) — (1.4.1)
n i=1 x.
-t , ?
é um estimador ndo ndc viesado da razao R = —.
X

Hartley e Ross (1954), cocnsiderando este mesmo estimador
r na amostragem simples com reposigdo, mostraram que o verdadeiro

viés,

Pt

N oY
Y e (1.4.2)

1 X
v

V(r) = E(¥) - R = R - R, onde R = —
N v

pode ser expresso cocmo fungdo da covariancia ¢, entre as varia-

Y

veis 1 = ~4— e x, ou seja:
_ 1 10§ (Y, _ 1
V{r) = =~ - X — = R XV_X T e er (1.4.3)
X N wv=1 Xv ),

Ora, um estimador ndo viesado da covariancia o & obtido

das observacgoes amostrais calculando-se
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1 n yi _ _ n 3 .
Srx * J (— - p)(x, -~ X) = ——— [& - rx} (1.4.4)
n-1 i=1 *i . n-1
Entao. se definirmos
- n L
ry = r 4 ——— [? - rx] (1.4.5)
X{n-1)

segue~se que este estimador ry €& um estimador ndo viesado da razao

R.

1.5 - COMPARACAO DAS VARIANCIAS DOS ESTIMADORES # E i%

A variancia exata do estimador ;H na amostragem casual

com reposicao foi obtida por Hartley e Goodman (1958); & dada pela

exXpressao:

1
o®(ry) = -:-[02 - 2R o__ + R?c2
nX? J

1
2 2 2
+ -—wm(ox o+ cxr)] (1.5.1)
n=-1

onde todas as varidncias e covariadncias que aparecem aqui sao defi
nidas como denominador N.
Sendo a amostragem sem reposicaoc e para a ordem de aproxi

-~ 1 ) . - .. -
MACA0 ——— considerada na determinacao da variancia de r = y/x, po-~

demos escrever para o valor aproximado da variancia de Pyt

1-f

UZ(EH) = —-—-—-——-[82 - 2RS + 1'{232] (1.5.2)
n¥%2 y xy X

Comparemos, agora, as variancias dos estimadores r e Py
Inicialmente, observamos que, se a relagao entre y e x for linear

passando pela origem, isto &, se o modelo for do tipo:
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E(y|x) = B8x

r e r, terao a mesma precisao.

29) se a relagao entre y e x for linear nao passando necessariamen

te pela origem, isto €, se o modelo for do tipo:
E(y|x) = o + Bx

verificaremos facilmente que

o = 1
R = oo + 8 e R = a°E(=) + B
E(x) x
N R e
] (X -X) (Y _-¥)
nde L B v
onde B = § —
(X _-¥)
v=1 v

A diferenca entre as variancias dos estimadores r e bH PO

de ser posta sob a forma:

- o~ 1 1
0% (r,) - o2(r) = -w~§—{zz(m> - <u~mw-)2} (1.5.3)

e. posto que

1
2% Eeo

segue-se que, sob o modelo proposto, r € mais preciso do que pa
39) No caso geral, verificamos que a diferenga entre as variancias

aproximadas de v e v dadas respectivamente pelas expressoes

HB

(1.2.3) e (1.5.2), pode ser posta sob a forma:

Mo

S
52<EH> - o2(p) = —i2f {(ﬁ - BY%2 - (R =~ 8)2} (1.5.4)

n 2

b
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}.Ja

ma

so0 que o estimador ry & mais preciso do que r.
3

-2~

resultado (1.5.4) podemos inferir que, se R estiver

s proximo de 8 do que R, a diferenga serd negativa,indicando is

Verificagbes empiricas nos casos praticos mais frequentes

tém, no entanto, mostrado que R esta mais proximo de B do

que  R.

Na pritica, portanto, € de se supor que r seja mais preciso do que

ry. De gualquer modo, sendo n grande, a diferenca (1.5.4) sempre

pode ser estimada a partir 4da prdouvria amostra.



CAPTTULO 11

2.1 - ESPECIFICACAO DA POPULACAQ - PARAMETROS DE POSICAO E DE

VARIABILIDADE

Conglomerado é uma unidade de amostragem, natural ou arti
ficial, composta por outras unidades mencres chamadas elementos.
Re-lmente, poderiamos considerar os conglomerados constituidos por
v hierarquia de unidades de amostragem (unidades de 12 ordem, 22
ordem, 32 ordem, etc.), as de maior ordem aninhadas dentro das de
menor ordem. Neste trabalho iremos nos ocupar, apenas, de conglome
rados (unidades de 1% ordem) compostos por elementos (unidades de
2% ordem).

Denotaremos por M o numero de conglomerados, e por Nv (v=

=1,2,...,M) o nimero de elementos de cada conglomerado. Dencotare-
mos por
M
N= )N,
vs=l

o numero total de elementos da populacio origindria. N &, entdo, o
tamanho da populagao em termos de elementos de 22 ordem e M & o ta
manho a populagio em termos de conglomerados (ou elementos de 12
ordem) .

-] 3
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No caso de uma enumeragac completa dos M conglomerados e
dos N (v=1,2,...,M) elementos que compOem cada um deles, 0s valo-
-

v
res possiveis da varidvel y (objeto de estudo) associada a cada

elemento sao denotados por

Y ole (9E1,2, 000 M, usl,2, 0.0 N) (2.1.1)

Denotemos por y a variavel soma dos valores de y em rela-
cao aos elementos que compoem cada conglomerado, e¢ os valores pos-
siveis de y por Yoo {v=l,2

.+ .,M), sendo:

N
y_ = Yy (2.1.2)

Do mesmo modo, denotemos por n a variavel tamanho dos con
glomerados, varidvel essa que pode assumir os valores Nv’ (v=1,2,.
oo o s M) s

0 quadro I, a seguir, sintetisa a simbologia utilizada na
apresentacao dos valores possiveis da variavel y, no caso de uma e

numeracac completa dos M conglomerados e de seus elementos consti-

tutivos:
QUADRO T
CONGLOMERADOS NS s n y/n
ade Y}_ls le""sylua""ylﬂl Y1° Nl y]_
2 YZI’ Yzz"“’Y2u9°"’Y2N2 YZ0 N2 y2
£ le, Yv29°°"Yvu’°°°’Yva YVo Nv yv
M YML’ YMZ""’YMui“”"YMNM YMG Nv yV
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onde, na Ultima coluna, estdo arroladas as médias aritméticas por
elementos de cada conglomerado, ou seja, os valores possiveis da
variavel razao y/n.

Em relagdo a esta populacdc de valores possiveis da varié
vel y, correspondente a enumeracdo completa, vamos definir alguns
parametros de posigcdo e de variabilidade que merecem algumas consi

deragdes porque reaparecerao logo mais adiante quando tratamos dos

estimadores objetos da presente dissertagao.

19 ~ Média aritmética por elemento, definida pela expres-
380 %
Y
- M N¢ M ST 5 -
e 20y Vv o= d yngest o X oF
N & & vu N vV M = R
v=1 u=1 v=1 ZN N
v
v=1
onde,
M M
s _ 1 = 1 T
¥ = 5 Zvv. e N= 4 ZI\V (2.1.3)
v=1 v=1

Observamos que:

a) a media aritmética por elemento Y é uma média aritméti
ca ponderada das medias aritméticas por elemento Y
dos conglomerados, com ponderacgao dada pelos tamanhos
N destes.

v
b) a média ¥ também o & quociente das somas das variaveis

y e n, sendo, nesse sentido, o coeficiente angular da

reta que passa pela origem ¢ pelo baricentro (Y, N),on
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de, como sabemos., Y € a média aritmética por conglome-
rado da variavel y e N € o tamanho médio dos conglome=
rados.Ela &, entdo, equivalente a razdao R (1.1.3) do
capitulo antefior,quando se fizer a substituigao dos

+”

valores possiveis Xv da variavel auxiliar x, pelos va-

bt

ore

98]

possiveis N da varidvel auxiliar n = tamanho

dos conglomerados. Para lembrarmos dessa dupla signifi

cagdo de ¥, vamos denotd-la também por Yp.

29 - Definimos ainda como medida de posigao por elemento

a média aritmética da variavel razdo y/n, dada pela expressao:

(e
=g
1

ﬁ ; 7 (2.1.4)
1 N v

ft o105

1

Essa média aritmética corresponde a R (1.4.2) do capitulo

=< b

#

anterior e, naturalmente, ii R - Y, a nd3o ser que os M conglome

rados tenham, todos eles, o masmo tamanho, ou sela, Nv = N (v=1,2,

=G 1

R R :
a

i

...,M), quando, entao, Y

39 -~ Definimos variancia por elemento da variavel y pe-

la expressao

N

SR L (2.1.5)

M
1
z u R

TN-T

v=1l u=l

52 =
y

Observamos que esta variancia pode ser decomposta como se

gue:
M

L

=1

M -
(N_-1)S% + J N (Y -¥)? (2.1.6)
v v v=1 ¥ v "R



17~
onde,

1 Ne
N -1~ L
v =

[

52 (y =¥ )2 (2.1.7)
v 133 v

1 v

sac as chamadas variancias dentro dos conglomerados.

& ©

49 - Em relacdo as varidveis y e n, definimos as varian-

clas e covariancias pelas expressdes:

2 1 H 1 M ,
= i ¥ V2 2 - a
S 7 VT v£1€YV“ ¥) e Sty “Ezi“végﬂ ) e
1 M
S 5 & P e S m“'\ -—T
“(y,n) M1 Z (Y, ~Y3(N -N) (2.1.8)
v=1
5¢ = Finalmente, definimos a varidncia da variadvel razdo
y/n, pela expressao:
2 ] M o = 2
Py P s eV e 2‘ ¥
5314 1 sz(Yv YR (2.1.9)

2.2 - AMOSTRAGEM DE CONGLOMERADOS COM ENUMERACAO COMPLETA DOS

SEUS ELEMENTOS

A amostragem de m < M conglomerados ao acaso difundiu-se
na pesquisa aplicada, por razdes varias, dentre as quais, a mais
frequente é a inexisténcia de um sistema de referéncia ou listagem
dos N elementos que compdem a populacdo originaria.Por outro lado,

a organizacao ou construcao de uma lista dos M conglomerados que
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ira servir como sistema de referéncia para a selegao da amostra de
tamanho m é relativamente facil, sem grandes dispéndios de tempo e
/ou dinheiro.

0 quadro II, a seguir, & uma reprodugao do quadro I, em
termos de valores observados da varidvel y, numa amostragem casual
de tamanho m, com enumeracdo completa dos elementos constitutivos
d

os conglomerados selecionados:

GUADRO 11
CONGLOMERADOS y N nojy/n
1 yll’ y12’°°"ylj"°"“"yln2 y1° ] n1 y}.
Z yZlb yZzﬁ"°aY2jS°°’3y2n2 y2' nz Y2
1 Yite yi25°“ayija°°'syini Yi. n; i
m Yar» Ymzot Vi wymnm Yy noo| Vg

Em relacaoc a este guadro, observamos O mesmo principio ja
adotado na exposicdo do Capitulo I, isto &, os valores  possiveis
da varidvel y, na amostra de tamanho m. foram denotados pelas mi~
nisculas correspondentes, acompanrhadas de dois indices.O primeiro,
i (i=1,2,...,m), refere-se ao conglomerado selecionado na i~Esima
extragio,; e o segundo j, refere-se ao elemento genérico dentro do

conglomerado i. Os tamanhos n. dos conglomerados, bem como os valo
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sdo varidveis aleatdrias que poderdao assumir, respectivamente, os

valores:
n. ; N1 s N2 s eees N Ty caes NM
Vi ch, Yzm, ee 'y chs o ue g YM-
Vi o Yl 5 Y2 s es ey Yv P YM

sendo,; a func¢ao de probabilidade associada dada por:

1
,1 2

P(n,=N ) = P(y, =Y ) = P(§i=?v) = para v=1,2,...,M.

o

Sendo o objetivo principal da amostragem, a estimacao de
um dos parametros focalizados na sec¢do anterior — ¥ por exemplo
— & intuitivo que a selecdo de uma amostra casual de tamanho m< M
conglomerados, com enumeracdo completa de seus elementos, ao invés
de uma amostra casual do mesmo tamanho mas em termos de elementos
simples coloca, desde logo, o problema de se saber a "‘quantidade
de informagao™, ou precisdo, que pode estar sendo perdida nesta
substituicao de elementos simples por conglomerados de elementos.
O problema ndo é simples, dependendo:

a) do tipo da amostra casual:
b) da definicdo do estimador e das suas proprie

dades; e
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c) do comportamento das componentes da varidn-
cia da varidvel y (objeto de estudo, segundo
a decomposicdo especifica pelo 2% membro da

igualdade (2.7.6) da secgao anterior).

2.3 - ALGUMNS ESTIMADORES NA PRATICA

Numa amostragem casual sem reposigao de m < M conglomera~-
dos com enumeracdo completa de seus elementos, um dos estimadores,
as vezes utilizado, quando saoc conhecidos os tamanhos médios N dos

conglomerados, é dado pela expressao:

onde v = A (2,3.1)
4 m

i

Yy

i

o~

G
¥
zwwu

1
F facil verificarmos que y € um estimador nao viesado da
média aritmética por elemento Y da ponpulagado; basta notar E(y) =Y.

A variancia de y & dada pela expressao:

SZ
2. . _+ s y 2.3.2
) = (1-£,)— (2.3.2)

onde flz ﬁ & a fracao de amostragem de conglomerados, e S§ e a

varidncia dos totais dos conglomerados em relagdo a media Y por

conglomerado.

Notando que
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2 1 % 2
SS o= 0% - Y)
vy M~-1 val YV
M
- 1 7 - '“:\2 s
T TM-1 v21(NV v /

vemos que sua magnhitude depende da relacao existente entre os to-
tais Y,, € os tamanhos N_ dos conglomerados ,podendo ser muito gran
de, ainda que as médias por elemento ?v dos conglomerados variem
pouco ao redor da média por elemento 7. Portanto, se a varidncia
dos N for grande, também serd grande S; e, consequentemente, a va

ridncia do estimador y. No caso especial dos tamanhos Nv dos con=-

glomerados serem constantes, isto é, NV = N, entao,

. M
52 = 12 2V (¥ - §)2 = N%si,-

2
y M=-1 1V y/n
e a variancia do estimador y sera dada por:

M
20z (1-f.)eemmi F(§ - 92
otzy = -f)) ey v£1(Y" )

S%/a
T o &n....y_...,.g._.. £
(1 fl) = (2.3.3)

n

No intuito de se reduzir a variancia do estimador ;3 va-
rias alternativas podem ser consideradas. Uma delas, muito utiliza
da na pratica, consiste em se estratificar os M conglomerados em L
classes contiguas e homogéneas em relagdo aos tamanhos N_ dos con-

glomerados. E claro, neste caso, que a amostragem subseqlente sera
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uma amostragem estratificada de conglomerados. Outra alternativa
consiste na construgao de conglomerados artificiais, agregando con
glomerados menores, naturais ou artificiais, ou mesmo elementos,de
modo a se obter ac final uma populacdo de M conglomerados, que nao
defiram muito em relagdo ac numero de elementos que os compoem. O
que orienta e determina a construcao dessa populagao de M conglome
rados artificiais &, no entanto., o comportamentc das componentes
da variidncia da varidvel y (objeto de estudo) especificadas pelo
29 membro da igualdade (2.1.6). Devemos procurar fazer com que as
chamadas variancias dentro. Si, sejam as maiores possiveis, ja que

ndc contribuem, como acabamos de ver, para a variancia do estima-

0

dor ; na amostragem de conglomerados com enumeracoes completa de
seus elementos constitutivos.

Outra alternativa, consiste na utilizagao dos chamados esg
timadores razac ou do tipo razao, dos quais vamos nos ocupara a se

guir.

[OXY

0 estimador razdo da média populacional por elemento y

definido pela expressao:

# ~1H
«
iml

(2.3.4)

it
i
]
i

§~18
o)
H.

Como vemos, 9r ¢ uma fungdo quociente de duas variaveis a-

leatorias. Entdo, dentro da mesma linha de exposigoes seguida na



secgao (1.2), podemos escrever que o viés aproximado de §_ & dado

i)
M
et
&)
e
b

v}
3
o
o]
U
$U
O

1-f
V., = ,.}:_ﬁ{:“;

N%m

1,55 - s§ﬁ} (2.3.5)

Para a variancia aproximada de yr, podemos escrever:

-4

S (2.3.6)

el

Q
N
N
G
et
i
|
[zeI\)
s

2 mmi;ié% - 2% 5.+
r = Y Ryn

onde, naturalmente, as variancias e covaridnclas que aparecem nas

expressoces (2.3.5) e (2.3.6) foram definidas pelas expressoes
m - -~

(2.1.8) e f1 Sl fracao de amostragem de conglomerados.

Ista variancia pode ainda ser escrita sob a forma:

1
2 4= D - 1 l - = N\ 2 )
g (y}") - - eS| Z (YV' YRNV) (2,3.7)

v=1
mostrando~nos que a dispersac de §r5 € funcao direta da dispersiao

dos valores da variavel y ao redor da reta de regressao y = §R5 da
distribuigao bidimensional das variaveis y e n, e funcdo  inversa
do tamanho m da amostra de conglomerados.

Um estimador, praticamente nao viesado, da variancia de

v, ¢ dado pela expressdo:

2 - l"‘fl {i} _ .
57y, ) = — (y,. - y.n,)
’ N2m(m-1) i=1 * ri
= I vi.-25, I yy.my + 52 1InZ|l (2.3.9)

N?m(m-1) (i
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facilmente calculdvel a partir das observagOes amostrais dispostas

em um quadro semelhante ac da secgao (2.2).

Y

Do mesmo modo, as consideragoes que fizemos na secgao
(1.3), relativamente 3 amplitude do viés do estimador r em relagdo

ao seu erro padrio o(r), podem ser feitzs aqui em relacdo ao viés

v, do estimador §r em relacao ao erro padrac c(§r)° Em particular

temos:
| v, | 1-f, 8=
e g el = seve (i), (2.5.9)
o(yr) N

colocando desse modo o viés do estimador §r sob controle estatfsté

CQO .

2.4 - 0 ESTIMADOR §H D0 TIPO RAZEQ E NAO VIESADO

FE sabido que, uma amostragem casual com reposicdo e pro-
porcionalmente aos tamanhos N dos conglomerados, o estimador defi

nido pela relagaoc:

= 1 rf Yi‘
Yr T (Lo ny
m
= 177, (2.4.1)
m Lk i
i=1

€ um estimador ndo viesado da média populacional por elemento Y.Es
te mesmo estimador, no entanto, se a amostragem for simples, 1isto

&, ndo proporcional aos tamanhos dos conglomerados terd um vies da



do pela relacao:
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No caso de 1

posto sob & forma:

. o1 1 MY, o= -
GRS S i i ZS N PYC S
1

1
- PO ncmo—— O‘ & Y IS
i (y/n,n)

Ora, um estimador ndo viesado da covariancia

1
M

i

Y -
ve Z =
O,c 'Y . [ 33 "Y"-) (N ”N)

(y/n,n) wop U 23 v

= Y -

N

=t

R

sempre pode ser obtido a partir da amostra selecionada

B 1 oYL, o= -
SG/n,ny T TmeL {Zli —— =y /(n;-n)
m - - -
= mTT [y - yfn‘i

Definindo-se entao, o estimador §H pela relacao

(2.4.2)

! ser conhecido, este verdadeiro vies pode ser

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)
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g ~

Gt

b ﬁ§ - §f5] (2.4.6)

d N(m=-1) L

-

segue=se que §g & um estimador nao viesado da média populacional
por elemento §.

Obtivemos a variancia exata do estimador §H seguindo o de
senvolvimento dado por Hartley e Goodman (1958). Podemos escrever
essa variancia sob a forma:

o2(y,.) = L [&

e 9T mee 4 V242 2,52 R .,
B frn L QXROyn + Yo' 4 m_l(an 9% /4, + 0y/n;%1(2,&07)

ot

onde, aqui, todas as variancias e covariancias que aparecem no 29
membro sao definidas com denominador M.

Na amostragem casual sem reposigac e para a ordem de apro
ximacao ~%~-conservada na determinacao da variancia & estimador ra

Z&0 §r’ podemos escrever a variancia aproximada de §H sob a forma:

-~ l"‘fl = -
£ 18% - 2Y<S:s + Y=S- (2.4.8)
ﬁzm Yy R7yn R™n

<
N
N
<1
favi
St
e

As consideracdes expendidas na secgao (1.5).quando da com
paracao das variancias dos estimadores r e Ty repetem-se aqui em
relacao aos estimadores §r e §H. Em particular, sendo

M e -
Yoy, =8 -N)
- Ve v

v=1

o Ty 2
Z (N_~F)

v=l
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a diferenga entre as variancias aproximadas de §r e §H pode  ser

posta sob a forma:

= = T = =
o* () - 025 = R e (2.4.9)

o
Gt
)
oY
fi=e

que nos mostra que, se §§ estiver mais proximo de B do qu
ferenga sera negativa, sendo neste caso, §H mais preciso do que
§r° Devemos assinalar . no entanto, que ainda ndo ha determinagoes
empiricas que elucidem a magnitude e o sinal dessa diferenga. Pelo
que sabemos relativamente aos estimadores r e fH gue tém como va-
riavel auxiliar X de natureza diversa dos tamanhos Nv dos conglome
rados, tem-se verificado empiricamente que R esta mais préximec de
B do que R.

De qualquer modo, acreditamos poder concluir que o estima
dor §H leva sobre o estimador §r a vantagem de ser ndao viesado,ain
da que possa vir a apresentar. em algumas aplicages,variancia mai
or.. Em comparagdo com o estimador ;; (utilizado algumas vezes na
prética)m.§ﬁ leva a vantagem de s$er nao viesado, sendo portanto a
diferenga entre eles, uma medida amostral da magnitude do viés im~-
plicito em ;;. f claro, no entanto, que a utilizagdo do estimador
§H exige o conhecimento prévio de N, conhecimento esse ndo exigido

pelos estimadores §r e §;. Para finalisar observamos que, se na de

finicdo de vy, substituirmos N por n, obtido da prdépria amostra, es
H ’ -



te estimador assumira

forma:

= m - =
- e — (Y = y.0)

VE (m-1)r Y U

= m = =

Ve ¥ mer Yy T Ve

onde o verdadeiro vies de 9;9(0 29 termo do 29 membro),& pratica-

mente igual a diferenca entre os estimadores razao §r e o estima-

dor dado pela média

das médias sem ponderacao.



1) - Se "InformagOes Suplementares®

2)

3)

4)

CONCLUSTES

nos permitirem supor que ¥

Fd

R

estd mais proximo ao coeficiente de regressdo 8 do que YR5

sera preferido ac estimador §r.

151}

entao o estimador 5o

Se "Informacdes Suplementares nos permitirem observar gue o

=)
1 s ~ :
Y entao deve-

coeficiente de regressdo B € maior que i

N

mos preferir o estimador y, ao estimador y, e se o coefi~

. ~ e . S 1z ~ .
ciente de regressaoco e menor ou igual a m7—Y§ entac o estima

dor ¥ serd preferido ao estimador y., por ser mais reciso
H X

e mais simples de ser computado.

Se “Informacbes Suplementares® relativas a varidvel n  nos
permitirem obter uma amostra com reposicao e proporcional

¥

aos tamanhos Nv dos conglomerados, entao o estimador §E de-
ve ser preferido aos demais estimadores estudados.

Das conclusoes 1, 2 e 3 observamos a importancia das "in-
formacOes suplementares™ relativas ao particular fenomeno,
objeto da investigacao. Quanto mais ricas e fidedignas fo-

rem, mais preciso poderd ser o plano amostral e © método de

estimacao a ser usado.

0 estimador 9& leva sobre o estimador §r a vantagem de ser
nao-viesado, ainda que possa vir a apresentar, em algumas

«20=

P
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aplicagdes, variancia maior. Em relacao ao estimador §f$ é
claro que §g & superior, se consideramos o viés de §;.

No entanto, a utilizacao do estimador §H exige o conheci=
mente prévio de N conhecimento este ndo exigido pelos esti-

-y - Lo -
madores y_ e y-. Se, na definicao de yﬂssubstituirmos N por

W

n, obtida da prépria amostra, entic, a medida que o tamanho

W

da amostra cresce., o estimador y. se aproxima do estimador
4 H

-

estudo que fizemos dos estimadores r. r e r,,em conexao com

H

amostragem simples, pode ser utilizado no estudo da subamosg

tragem com unidades de grandezas desiguais. Se as unidades

de segunda ordem tambeém forem conglomerados, entao o estudo

que fizemos dos estimadores y

-

o if e 9H poderia ser utilizado

no estudo da subamostragem, com unidades de primeira e segun-

da

O

rdenm, sendo ambas de grandezas desiguais.
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