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e E3ind
sendo particulsrs : antso da eniste

Indel &w&&&%g abordarenos o “caso discreto®, %ég@ﬁ%&@@zf
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§ 1. MATRIZES DE MARKOV

As “matrises de Markov® constituenm importants instry

ingumica estoc@stica, especialmente na situagdo limite 8 = 1;por

@
=
e
—

tal motivo, s#o elas prevismente estudadas, niste peragrafo. Refer
clzs bibliogr&ficas @@ﬁa ¢ assunto, constituem-se os livros de Bel-

l#sn (3), Gantmacher (4) e Kemeny @ Snell (5).

Uma matriz quadrada Q = (q,.), de ordem § X 8, diz-se uma ma-
i3 » =

triz de Markov guando:
(4} b ra 21, ¥, ela, 2, ..., 8)2 a

g ;
(113 ;;g;:;é 94 =1, ¥iefl, 2, ..., 5}

se ¢ conjunto de @%&a&@s‘gké £inito, ou ﬁ%jﬁg\v

= {1, 2, «ev, 8)}; ® & fixada uma aglo a € A (vide § 0), entlo Q, =
= (g ) & uma matriz de Markov, com g = gi{s’le.a)l;: a matriz de

iﬁ@ﬁ&&ﬁaﬁ@ I o= iégggﬁ, onde o éggg 820 &altaﬁ de Kronecker, €& uma

wmatrie de Markovw,

Proposico 1.2

O produto Q,Q, de duas matrizes de Markov 0, e Q,, de mesma

s ; s 5
oxdem 8 X 8, & ¢

bEm ums matriz de Markov.

Dem,
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Sedan %E 2 g@i§§ e gﬁ = {@jkﬁ matrizges de Markov: sejam %zﬁﬁw
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Proposigio 1.3
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S& Qs Qoe »eer Q sao matrizes de Markov, de mesma ordem § %

o & a matriz,
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Proposicao 1.4

Ume matriz O = é%ijﬁs de ordem B X 8, n2o negativa (isto &,
Gy 2 0, 4,3 = 1,2,...,8) & de Markov, se e &5 ten autovetor u, sl

= {1, L, ..., 1} com autovetor correspondente igual a 1.
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Com efelte, se ¢ & ndo negativo, tem~-se Qu = u, &% TR & T DRI &

s © 886 g6 a soma dos termos de cada linha o igual a unidade, iste &,

guando 0 & de Mavkow.

C.4.D.

Provosicio 1.5

8eja A un aubovylor, com autovetor v = 8: notemos v% e €@§gwww
rees .1, onde v & o transposto do vetor coluna v; entZc, Qv = jv.
iwié (& 8bvioc gque m > 0}, e notando %@@}i a i~-@sima

componante de v, segue-se:

: & 8
[Alm = max |av | = m&m Q@v} max | § g, v, | € max( § By, 40 =
; : e g=1 3 i =1 %3
&
= mimax § g j§ = m, donde |A] < 1.
4 G=1

e
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£
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Se 0 & uma matriz de Mark oV, entac existe ocubvra matris da Mar-
kov O , tal gue:

o = 1im O+ cooe. + 0N/ n.

s

Remetemos ao Apéndice I.
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Lema 1.7
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Se 0 & usa watriz de Markov, de ordem 8 X 8; entio:

n

PR - + 0+ T e O .

{a) A& secuéneola 19 %Q% T = LI converge para uma matriz 0,
b

A b », tal gue:

(¥} - 0 autovalor % = 1 &, portante, domimsnte.
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Al8m disto, para um inteiro & > 0, se tem:
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@-01% =gt ~q".
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H{g) = éfé 2 ™ -0 {E —s Be (I ~0+017F 0", cuando
1

B

N N 2 ki % ﬁg
(c) H(8) O = QB(B) =HQ =QH=20
e
; , #
(I - H=2H(I-0) ol ~-0.
) ®
{d} posto (I -« Q) + posto @ =8
{e} Para todo vetor colupma ¢, de orden § ¥ 1, © sistema:
Ox exn
& &
0xt=0¢
tem golugdo Gnica.
Dem. de (a)
| - . ‘ | ' . e
A existencia da matyiz limite ¢ 3ja foli provada, conforme pro-
posicho, ver Apéndice I.
Resta finalwente mestrar:
53 & ‘
4} 160 =0 @

De fato,
120+ ...30% _ 0%+ ... +0™ rig4 .. 4"
B+ i B+ 4 ® b 4 Ly
donde, ‘
%giﬁ T+ %;E&ifi@ + @ﬁ§ _ Qiﬁ T+ géi'i' % gﬁ§ o isto &,
ea’ =0t 0
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Observa-se, inicialmente, que em virtude do resultado preceden

te se tem oo = o » para todo n (& uma verificagio tzivial, por

indugdc finita); logo:

: : 0 no®
N 4 % . s .
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s b Pope
&
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g% = q.
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Dowm, de ﬁ}}
& by ' & 3 &
Tem-se H{B) + 0 = | | 8% - 0% + 0" = (z - 0") +
n=0 1
e o od s
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Nﬁmy obtansos:

@i + o) (T-g+Qh =
m@%@%»ﬁm%mm 0 -~ @~ pe -] =1 -1
w%:ws%;g%*%mggmmmmmsmxmﬁ&{%w%h isto &:
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=t Q , quando 1 -+ o, igplice a condigic de gom

& :
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o
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gy . -
@ {1 = g} ﬁﬁﬁ%w@@ﬂw
Aplicendo Sste results
{H{g)} + O
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; # %
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o . g% - B o )
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seja (82} a sucessio das mddias aritmdcicas 8, = (8¢ #By %t otE
fiz-se que 2 série T& & somavel & Cesars se %; %@mv@&g@ pars 3.,

chamado npoma de g@ﬁ%ﬁ%&

{(#¢)Dig~ge g%@ & sarie I & & somdvel a Abel quande existem 28 seones

$§ e {(1-8 g 8% & } para B suficientemente prizime de ig & silés dis-
‘ nw=l
8o, 8, comvarge pava §,, quando B ——s 1 - 0 (convergdncias @ esauer

&
daldy Sy & & soma de Abel da s@rie.
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(vi} (B(I - Q) = % -~ @ an&logo;

Dem, de {d)

el & e o
Decoryve de (¢} gue a matylz T - Q0+ O & nao

[
o

ingular, e logo.

§ = posto (L -0 + Qﬁ 3

por cutro lado, do conhecido fato posto (A + B} < posto A + posto B,

o5

w0 ‘ ' o
postec {I - Q + 0} < posto (I - Q) + posto @

ARlém disso, se x & um vetor coluna de ordem £ ¥ 1, nio nulo,
bem—nes

(T~ g= § ot 08 & 8 <o Qﬁx = F o m Lk, 2 secee s

°
L E B %, FRnel, 2,i00—> O x = n ¥t §;

pertence ao “espaco solucio® de T - O, entio ndo

'w#ﬂz'% Y s&*m
solugac” de O ; notando <I « § »e< > @stes espa-

Gim « T = G » + dim <Q » < §;

posto (I = Q) + dim < - Q> = 8

: ] &
poste (O ) + dim <Q s = §,

- e &
.posto (I - Q) + poste @ < §

4 wma T emand A T ATy . ] o . E
Finalmente, a igualdade e az desigualdades em cercaduras,

posto (I - P} + posto Q = 8.




Suponhamos que %2 e y sejem solucbes; em conseguéncia, teremos:
[z~ (~y1 =20
Y@
éa (z -9} =0

- &
cu seja, x - y pertence a ambosg o8 éspagos solucles <X -~ 0> e <@ > ,

como <I = Q> <0 > = {0}, segue-se:

x~-y=0, isto &, 2 = v.

iy

| i "
5 solucio &8 = = Q ¢.



€& 2. CASO DISCRETO - PRELIMIMARES

0 caso discreto € caracterizado pelo fato de sevem fini-
tos, tanto o m@%gumﬁ@‘§§§ﬁ egtados, como o &9&3&?@9 A de agSes; nota

&
@@ﬁ@&jﬁ L, 2, veseans &%g )
As notagotes e definigbes introduzidas no § 0, sdo mantidas.
0 ganho (num dado instante), porém, dependeri apenas do estado g e da
agdo g empreendida, naquéle instante (sendo independsnte do estado 8,
no ingtante seguintel; tal motivo, notavemos v(s, a) em vez de v{s,a,8’

Uma estratégia K = €f2§ £9s «+<.) serd notada I = (£, sub

te %ﬁkﬁﬁﬁmﬁﬁ no= E.ag dfﬁ RN

Definicbes 2.1

Pizeda uma estratégia TT= {fiﬁ £95 +vcs.) e dadas vegras de a-

Qa0 By Egy seeevs g € T, entdo:
Y

1

4]

(a) A estratégia (g,, g5 T By B3 = (h ), € tal que h,o=g.,

34

g L ¢ n < Nj h ﬁﬁm§§ se n > H; isto e, 840 @ 5 coesBysl

= é@}ﬂg @ﬁm &8 & e g g§’§$ fly §E§ ﬁﬁ@%ﬁ}%

K -
g{ §§ “’gg g§ «wc:c@@sag gg g;

&7
Bot

N vézes

e
; {m}
(el g 2 {8y s covessciy
g‘:‘ﬁ} &‘E&‘u = @\:ﬁf 9 f wﬁs@w}ﬁ
H 23 “3¢

Definicdes 2.2

Dada uma vregva de agdo £ @ T, entio:

(%) & vigor, deveris designar-se “easo finite"”.
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; ) -1‘-
w(€) 4o vatos- coluna 8X1 cuja s-esima cmnponmte &0 qsmho 3 :
r{s,£{s}}, “on seja, o ganho que corresponde a paauagem pelo eatado

8 a escolia da acdq £(a); isto &, f:_e(f}] ‘= r{s,£(s)).
Q{£) &€ n matriz z quadrada 8 X S,cujo tarmo de ordem (ss" @' a proba~
vilidade de transicdo q(? |5, {£t=)) s1st0 &, [p(B)], s.ﬂqes'la.iﬂﬂh
‘-:mo, r(.f) e Q(f) dao o ganho e a lei da ‘trnns:l.qao dependendo do eg
tude mtual s e da ‘ma iregra da as;eo escolh.td? no momento.

{aj

ary
Ly
e

S¢ usarmos & eat.ra egia I = (f ) @ sa o'.sistoms se encont.ra ini»

aimente (1st3 8, nn insi:am.e 0) no astado s, a probabilidade dn
TERERD a.tlrsg‘r Q uat.vﬂn s'," ng instants. .n, @ 0 termo de ordem (so Ly
ol ekt - 8 pn’csu.t;rr - z' :

, QN = QCE;) QUE,) e QUE, ).

anlamae uma e:m{.rac.egin 3 17 (f ), e um fator desconto B,
< £ <G Q__zlﬂﬁ wLa.’L esreracg ﬂescont&do & dado pelo vetor coluna
<

*

l
£

[t s ’ o - [§) . . 1
viry & T gt (n) ed€ 0 {1y
| BFOT N g
t ol % 5 -' :
Sue s=8sima- c,.ﬁn;mnente EV\B)J BG intt‘afm.'eta. gomo O garn 10 -aspmﬁ

lesreigids), quruﬂo Q estado 1nicm? 13 (s = l, 2, cinns S);‘:-.} .

(R

3

Cem ofeiio, Fiuados umae,, e TALs] )nieigxl g,0 uma astrateqiu i
2 u.N‘JD que © ganlio tasparado‘ na ur&nslcau da n-Gsiro ac (hfb.:, Fanl
o tnstente {n » L), & dado Pﬂ"""

'-

5
8 i
!

zs.gmlfmfn«%iﬂs' ,-@nm’laa' o E‘n Q‘ﬁ)' ALy ) Ly
nng wazewas esndigfas, tomando Q (1) » I (ustriz tdentidade) tem-ke «
12NN @BPBYAIG," Ri ffrc.naig,ao do 1nstmwt@ inieial ag ingtante n = 1
dado pov: eI, = O (1) r(fl)'_t ‘logo, o ganho total Espava-
z?,s:: teem dﬂscub‘im 0 ddao i ; :

] o, tieee S

3

. ne0 4 L O ¢
» Ang n.dudzim RO WA fator de descg')ntc"'t'.,,. ¢ 2 06 < 1, da sorts Gud a3
J.LE».;.{,«.:.@ do n-ézinag ao (ad+l)~8simo instenta (n>0), o ganho sejsa -
saa,g'éso atravis do fator &n, tem-3@ O ganho total asperado:

B"ZEB]B G Z ﬁn@n(m r-.(fncs-l)-—rs % L,Znoﬂn Qn(m r(fn-i-l)_-!_s a

s=i)

RzgpogicEn 2.3

A gfrie quo define cada componente de V{il} coaforms {1}, &



vergente.
Ga@ﬁjka A s@o finitos, existe a = max|r(s,a)|, 0 <@ < w, lo-
go, 0 ﬁ'(ﬁbff)]sl = iﬁ{ﬁg f{sﬁ}i <a, ¥£EF, ¥s Qﬁp, donde:

0 & |loqem regp 1| = | ] e, 0T [l
, 6 E“l Qnis)‘gaf sa,n>0 {1e§brar que cada Q (1) é

una &aﬁr&x de Markov).

P@&t@ﬁt&,

0 <

I

n=0

frem], 8"[Q, (1) 2, 0] ! R

P @
?€§}§m v{fli + 3Q€f1} ngzﬁ gﬁ 3€Tﬁ§ £, ,4) =

S plg)) + BQUE V(TD).
" Dem,

3& g = (fx’ fgg C‘Gﬂ‘:t}ﬁ @ﬁ‘&é@ Tﬁ = {h}‘g& kg; 0a;&§§ Som }%1 =

Bl
ph

hﬁ = fag cesss} BEgUE~GE:

via) = 8 Q (1) of ..} =
ngs n+l
&

g® Q,(m) r(f

ne#1? *

= vl£;) +

@

£®

&gi
18

#(£y) + ] 87 [QUF Q8. QUE D] (£, ,,) =

n=l

i

s nwl -
o(£;) + 8Q(£y) gz [etry) ol ety _d]etn)) =
@

&8

gl i
8052 ¢ 8Qeep J 5 Gen (PO ) S

[+

r(€;) + p4LE,) § 'q (TH) 2R} =

= v{Z,} + salf;) V(TH).
C.0Q.0.



wndl Boo

agra de transformaceo L{f] aplica ¢ads
vetor coluna w, de ordem 8 ¥ 1, en L(£) w = 2{f) + BO(F) w.

{a) %e I = @ﬁy ﬁ?g@ JEP B
?fﬁ# )y =0

jo a Prop. 2.4 ¢ Def. 2.5,

Logo, aplicaw

Vig, M = (£} + s0() V(R) = L(£) V(a).

e oo im@g&@ giﬁﬁm»
, & 0= 1, conforme smonstrada no item pracedente.
para ¥ + 1; com efeito:

290) Valendo para 1 e N, vale
@ﬁ@i@ LE B8 § & %W&g g% w?{ﬁig & &6 §F ﬁgf i "%’i? §§

)
= BlEy)e.e BiEY Vifg,, M = L) L Ll Ll V ().

%

Dados dols vetores colunas ¥y @ w,, do mesma ordem § X i, no~

** ﬁwiﬁ 3‘ €%§§g§ 3 = lg 2& toaﬁ@ {igm @ﬁ & &%"’W

ssﬁ,sgﬁmﬁm  vilida para todas correspond

componentes de %@l e

wyi. Hotaremos wy > w,, quando ¥; > w, @ existe pelo menos um ﬁxﬁ%wﬁ%

8 tal que {wliﬁ > .€w§3$3.

M:ﬁ%@% > Q(f)w,, polis Q(£) &
M@ mﬁm nio negativos: segue~ge:s

Ma‘%*&?& = x{f) ¢ Q8w > x(8) + 80 {L)w, > L(f Yy
kﬁ@%am@



(a)

(b}

Dadas duas estratigias I; e Ny, notaremos N; > 0i,, quands

L %

w@gé} e ?(ﬁzﬁ » OB Mﬁ&@

¢ gamho total esperado de ny é

malor ou igual so ¢a

i g. (H

tende~se: ‘N & melhor que 1,°).

> de H,» qualguer gue seja © as

¢ado inicia

%
> R gualguer gue sels



§ 3. CASO DISCRETO - ESTRATEGIAS OTIMAS, NO CASO g < 1

Propogicio 3.1

Se 8 <« 1, e sio dadas estratigias By = {£50 £50 c0vees) @ By

e
£

entdo

%%

ViEys £90 oovy £y Hy) —- V() , cuando N —» w,

Dem,
Lot

{a) Inicialmente verificaremcs (por indugBo finita) que para gualguer
estratégia I, se tem:

fi-1

vim = | § 8", m rxte 01 + s m v,
@ g

e

& 2 transformacic T avnlicadz a i, B vazes.,
b & i

19} Vale para W = 1 (conforme Proposicdo 2.4)

29} tenos que, sendo a expressio vilida para N, serd vilida pa-
ra N + 1; com efeito, lembrandc T @ = (£ £ cesal @
TEE -7 com € e S w4l “mez?
H8041) = Oy, (1), segue-se:
§%§mf§, “ | e N 7
vy = Iogt @ ) owigg 0+ 6" gqumvan=| § g% (Mg, |-
@W@ i it ﬁ&g} & $
= g g §z§}mé§§ y + sNo_ %g o+ g0l VT | =
ey & Ef%’*%*i ME%: 5 3 sﬁ :g - 2 lg«%‘%}’ ER &EE
¥ e m et | v m vt
= |3 BT 0.1 x R FOT TR
PP n+l 8 D1 :
{b} 8e em luger de 1, tivermos (F

Lye cocey gfgz}g & observarm

 p §%§§%§ B @23 gegue-se, aplicando a expressic prec:
PN & &

pE 1
g; gd i %m €§1? 85 e g f“\gi} ﬁg} .&. gf
Lt

et Lt

o #




u=l :
N ﬁﬁi %iflg s ey gﬁga‘gg} .&F{ﬁg} = g ﬁﬁ %§§§§€£m£§ QEE

n=0

ora, o primeiro termo do segundo membro desta igualdade cony

Lo

%§§E§ & &ﬁ ¢ (m g{ﬁﬁ%£}¢ e ¢ segundo termo, para zerc.

R0 n

B =, ou sajas

%ﬁ{gi@% & &6 P §%§E§‘§§ R ‘gg{ﬁzkg& ﬁﬁé& gl = {fl; ﬁzg &s;:s@}*ﬁ

feorema 3.2

% ® . e % o Pd »
Bae I > (£, ), pava todo £ @ ¥, entfo 1 & uma estrate:
e .

Dem.,

# & - . o
Suponhamos que T » (£,0 }, isto &, L{f} Vi ) = vid, ¢
&
<W{n ), ¥EE P,
Ent@c, para gualguer estratigia 1 = Eﬁﬁ}g segue-sze L(f,

% # 5 s . 5 :
Vi{n }, parae cada indice ¥, e usandc a monotonicidade

e

(L =1, 2, veo, B = 1Y, obtenos:

£

e
P
gy

¥

Lifg) oo L) VIR) 2 LAE)) oo B(£

gue. & eguivalente, conforme (b} da Proposigaoc 2.8, a:

V(g fae B 1 < V(E £ noe
{&13 e % ow g }’g{gé’ § & - € lﬁ “« &g @%zwig &
analoganente:
& %
% & : : R
v{y{:&%g v & s g g}}{ﬁzﬁgﬁ } i ‘i?{f-s & & % w g fﬁmﬁ gp?i ? 3

&@@awawaa&m@@@@&@amoaatac*ﬁet«snwsssnea‘a\-“u,g




=D

% %
l.&ﬁ% géi ® B @ g E: } if; %’{ﬁ )

. R o
e pela proposigéo precedente, segue-ge:
%
vi{n} < v{n );

. s N e A.O‘; &ew,
Cowe I e uma estratdgia arbitraria, T & dtima.

@mé}eg}&

2ri0: O valor d8ste Teorema ronsists em permitir gee se redusza

3
]
¥~
B
gvm
& .3%

& Wﬁxii&@&gﬁm de E 8ern ums est tratégia Gtima, a compara-
céo entre i e as (£,1 }3 £ € F (tratando-se, portanto,
de comparagbes em nimeso finite, pois ¥ & fi@it@}y em ves
de se ter de efetul® tidas as comparagdes entre E e as

demais seguéncias ¥ =, £,, ceeiaad

e}

sprems 3,3

g (= ?

8¢ {(£,0) > I, entao € R

Hozsa hipbtese & gue €§§§§{3 H, istoc &, L{f} Vi) = VEE, 1%

endo ¢ operador mondtono &§ o

Bt
<
N
e
Amp?
]

(£3 & @bﬁ%&%ﬁ 2

vie",m = 1 v 5 15 v

por outro lado, ?g% i

T{EY viu) s v{H}, donde:
4
VE" 8y v,

@ por passagem ao limite (conforme Proposic cio 3.1)s

Do %5

p o 0T -
igto &, £ s H.
C.0.0.
Br seguida, passaremos & 1 kar ¥§€§}g em vez de Eggiﬁ}ﬁ {g-ggi-
s V{ll}: analrgaments, dads £ @ F, notaremos r (F)
em vez de [£(£)] . Por outre lada, pis,a) representari o vetor-linha
cuja s’-8sima coordenada & g(s'la,a); logo, conforme Def. 2.2 (b},
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=1

fm.a) + 8 pl{s,al §g§§€@}§ s v {;‘E%@}},

ma linha matriz QIf).

i

£
&

it

wcoes o, @ A tais gue:

Dados £ @€ F e g8 € ﬁ‘}g ent@c Gls,f) se define coms o coniunto de
eorems 3.9

Definiciac 3.4
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G B
1/16  3/&  3/16)
/16 1/ 1/16
1/8]

k-

2,78)

vy = 8+ 0,9 (1/2 vy + L4 v, + 1/4 vs)
Vg = 16 + 0,9 (1/2 vy + 1/2 vy}
vy = 17 + 0,9 (174 vyt b v, + 1/2 vs)

e tam @ﬁﬁﬁ@ﬁﬁ&

puras %(igg} ¥ @%;ﬁ*ﬁ§ @

s pox G(1,£).
Por definmiglo, €{1,£) = {a @ A; r(1,a) +(0,9) pli,a) vy 5
» Vmﬁﬁiwgﬁiz eg

© W$§§£M§} = ?% ¢ 8= 1,2,3. Para a

‘ ﬁwm-§€§§w§§ = &@i ¢ Vo o v3§* (vator ﬁ%&m&@%””

= 1, ficas

Kﬁigﬁ«} 4+ (0,9} @g:ﬁ;i& & @a?}“mgzsf?%}ﬁ =
a @ 4 (0,3) (32, 1/4, 1/4).(91,3: 7,62 90,0)% =&
= 8 + (0,9} (91,3)/2 + (97,6)/4 + (90,01/4 o 81,295 < 91,3 = v,

@ portanto, 1 € 6{1,8); pare &« = 2, fica:

e{il,2} + (0,9 pil,2) . €¥§p?§§’3§§g =
= 2,78 % [0,9) (3/16, 3/4, 3716} . (91,3; 97,6 90,0}° =
= 38,948 <« 91,3 = v§§



itm;%%w%
5 }}1 ﬁ:i:&??g&ﬁﬁ g § $€§,~§§§ g IS & =% {Esg 2}‘9 5@%@%&& @’@ﬁ ﬁ{zwgg} - g@

Por outro 1&&@9 2€€6G(2,2) #8 e 2€ G(3,£) # @, sendo vs

9«:»;}
%@ M

cagies andlogas 8s precedentes; mas a titulo de exemplificacio ¢
tra, se tem:

r{Z,2) +(0,9%) p(2,2) . (vig?gf?gi’

= 15 + (0,9) (1/26, 7/8, 1/16}.(91,3: 87,6: 90,0} =

= 102,056 > 97,6 = v,,
isto &, de fato 2 €@ G(2,f).

Ora, como G(L.£) = @, 2 € G(2,f) # fe 2€ C(3,8) # &

iy «w - -
que nao podemos garantir gue §€ ) seja uma estratégi ia Stima,

dade, néo &; com efeito, se definirmos g(2) = g{3) = 2 @ g(l} = £(1} =

= 1, a funglo g & tal que gis) € G(s,f), ze G(s,£} # £ (nc eas

= 2,3}, enguanto g{s) = £(s), sa Ci{s,f) = & (no casc, se ¢ = 1}, @

Retornendo zo ciloulo de Vys ¥4 Y5, agora para o

chtenos:
Vy = 119.4
v, = 134,58
¥ = 121,9.
Cao 2 e @G{l,g) #£ g e G(2,q) w'ﬁiﬁggé = # {agora, omitinmos oo

caloulos), @ claro gua g )

n8c & ume estratdgia Htima,

8 B @ F, tal que hil} = 2, hi2) = 2 @ B{3Z} = g3} = 2,
{e} {=}

0 g %
taranos b ¥ og N

Mais uma vez retoraswos ac cilcule ds Vye Vs ¥4, agora para o

= &2
caac Jdo ﬁé Eg & ohtenoss

o
@
ot
Bd
o8

%
£

Yl
B
fn
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Fs
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mg“’g v
Como G{l,h} = 6(2,h) = G(3,h} = § (novamente, omitimos os cil-
culos) , segue-se gue al®) g uma estrat@gia estacionfvia Stima e o ga

nho esperado miximo (corrigido por g = 0,9} & dads por:

- f121,6)
ven®™) = lis3,s] .
122,8

Cabe apenas algumasg palavras z8bre a interpretacio do fator

desconto 8 = 0,9; no caso, 1 - 8 = 0,1, pode se interpretar com a pro

babilidade do taxl ter de desistir da préxima corrida {por defeito :

clnico, ete.): assim na n-8gima corrida, a probabilidade do mesmo ren

liz8-la & dada por 8", sendo pois razo@vel a consideragio do desconto

da forme como o foi em (2.4).



§ 5. CASO DISCRETO. ESTRATEGIAS UTIMAS PARA =1

Quando 8 = 1 (inexisté@ncia de desconto) o ganho total espeva-

&

do, para uma dada estratégia, € tipicamente infinito (mais exatan

@

te, ndo se poder gavantir a convergéncia de V{1), pois, para cevtas
estratégias se verifica {?(ﬁéjﬁ = @ para cada s € , enguanto pava

outras o ganho V(I) & indeterminado).

Exemplos
19) gyegxzs = ® papa cada s €

§

yquando, por exemple, se tem

wom L,

2¢) O genho esperado V{i} € indeterminado no seguinte caso:

s = {0, 1}; @

tem um Unice elemento: g tem cariter def

ministico, com 0 —— 1 @ 1 —= ééé}; a transigsc 0 ——= 1
dd um ganho de Cr$1,00 (1), e a transigfio 1 — 0 custs
Cr$l1,00, ou seja, d& um ganho de - Cr$i,00 (-1). De fato,
néste exemplo, se partirmos do estado s = 0, tevemos as

sl

transicoes:

5 s e
a 1 § Eo & & @S e & e ¥ o

com ganhos sucessivos +1, «1, +1; <1, (...eueey O que ROS
da: |
] =1 -1+1-2¢ ..,

gque @ uma sdrie alternada com soma indeterminada.

(%} ou sejs,




H3 duas maneiras de abordar tais situagbes, decorrentes
ndo consideracdo de desconto: (i) tpatar a situagdo 8 = 1 come ¢ -

8o limite da situagdo 8 < 1, ou seja, procuvar estratégias &ti

ara " suficientemente préximo de 1%; (ii) analisar o ganho m

L)

por unidade de tempo, quando &ste se torna infinito.

Iremos considerar apenas a primeira forma de abordagen, que

.4

é a utilizada por Blaciwell, em (1).

Como & agora & uma varidvel, serd necessdvio exibir a depen
§§§3 am
ver de V(), e também passaremos a nos veferir a estratégias g-Gti-

déncia de V(1) em relagdo a B, pelo que passavemos a notay V

mas; além disso, se 1 = ﬁiw}s notaremros ?§€§} g@yx¥$€f€%}}@ Repre-
sentaremnos por U(B), para um dado 8 < 1, o ganhc total esperado (cor

rigido por 8 para uma estratégia g-Stima.

Definicao 5.1

a) Uma estratégia 1 & Stima se for §-Gtima para § suficiente-
mente proximo de 1, iste &, quando V(1) = U(B) para 8 su-

B 3 3 %
ficientemente préximo de 177,

b) Uma estratégia I @ quase~Stima se U(g) - Vao(n} —= 0, quan

do g — 1%,

Observemos que:

Se N & uma estratégia Stima, entdo tambam & quase-Gtima.

A seguir, nosso problema serd a determinacio de estpaté
Stimas ou guase-Stimas; os resultados sSo reunidos no seguinte Too-

IR .

{(*} ou seja, emiste &, 0 = & < 1, zal que ?aéﬁﬁ = B{BY, & < B 1.
(#%} ou saja, dado ¢ > 0, existe 6, 0 < & < 1, tal que |U(E) =¥, () |

“ g, § ¢ B 1,



-

Teovema 5.2

Seja £ € Ty representemos por Q&€§} a matriz Q& {conforme Leo-
ma 1.7} associada a Q(f), isto &, Q$€§} = {QQf)}ﬁs
Entdo:
(a} Ve (€Y = [x(£) /7 (1-8)] + y(£) + eCB, £) ,
onde x(£) & a Gnica solucdo de
(I - Q(ENx = 0 e Q*e) % = Q") nee)
y(£) & a Gnica solugdo de
(T - QUENY = o) -~ x(£) e Q™E)y = 0.
e onde e(f, £} —= 0 , quando B —s 1.

(b} Pava cada s @}§§§$$§& 6{s, £} o conjunto de tddas as agdes a,

tais que:
ple,a) z2{f) » x$€f}
oy
pls,a) x(£) = x_(£)
{r(sga) + ple.a) v(f) $“§s€f} 4 ggif} N

- onde xgiﬁk ¢ y.(f) s@o as componentes de ordem s de x(f} e y{£); en

poey

t80, para cada g € F tal que: gls) € 6(s,f) para algum estado 8, @

g(s) = £{s) quando g(s) @ (8 ,£), tem-se:
g *» £ (isto &, g€m§ » §£%} 3

para todo 8 « 1 suficientemente préximo de 1,
{c} Para cada s @i%@ seja E{s,£) o conjunto das agdes a tais ques
ig(ﬁ,a} x(£) = x_(£)

r{s,a) + pls,a) v(£f) = xg€§§ + vy (£}



=31l

sempre se tem, observe-se £{s) @ E(s,f). Entdo, se para cada estade
5 ‘tivermos 6(s,f) = 8 s @ 8e E{s,f) contém apenas o ponto f(s), se
gue~ge que f & Stima, ou mais precisamente, f(m} SR & U S

o

& otima.

{(d} 8e cada & € %}%xv@wmﬁa s{s,f} = g, e se gls) € E(s,f) para to

do s implicap Q (gl Q (£} = Q (g); ent@o f & quase-Stima.

(e} Para £ tal que 8(s,f, ) & vazio, para todo s, temos x(

3 =
=z

fﬁ
> =g}, pavra todo g € F. E@ﬁ@&&&ﬁi@ﬁﬁ@ por o conjunto das g tais
que xég} = xéf }. Entdo existe E e ? s conm y(f 'y > yigl}, pava toda
g e F As g quase~otimas sdo @xaﬁam@nte para as quais x(g) = {§&§

e yig) = y(f Jo

Den. de {a)

&

, / g &
19} Da mesma forma como se decidiu representar por Q (£f) a matriz ¢

emos por H(B, £) e H(F)}, respectivamen-

associada a Q(f), representar
te, az matrizes H(B) e H, associadas = Q(£}, bem como notaremosn:
Q*(EY = [Q(H)]®; conforme () do Lema 1.7, tem-ge:

bt &
H(B, £) = Mﬁ (M) - Q (£)). portanto,segua-so:

V() ag:RQ 8% ¢™E)] ree) = [ ] 6” 0¥

=0 ti 3

s @

+ § 8% - QY] £p = R § 8250 ,
n=0

¢ BB, £) v(e) = KLEVLEE) 4 gegy ey o

+ [HC8, £) = HCEN o)

fazendo,
x(£) = QM) p(o) ,
y(£) = H(F) o(f) ,
e(e, £3 = [H(s, £ - HO] »t5),



v

ohtenos:

wo = - y® ¢, 0, ¢

Onde £(g¢, £} ~+ 0, quando § — 1, pois, H(E8, £} —

oo
St

—> H{f}, quando 8§ - 1.

29} (bserve-se que:

(I = QUEN) %) = (T ~(E1Q (E) (E)) =
e [0 - e QB m(e) = [07(®) - M) £8) = 0
§
oF 8y xte) = * () Q7 wE)) = QTE) (&Y,

&, - - o .
ou seja, x(£) = Q¢ (£) v{f) & a solugdo (lnica, conforme Lema 1.7 (el],

dme
‘ @ )
(I ~-Q(E))x=20 e Q (fix = @ (£) p(£).
Por outrs lado, a verificacdc de y(f) = H{£} »(f) ser solugioc
det

(T-QUE) y=o(E) - x(E) e Q(£)y=0.

- - : ugan- , & .

& decovvancia imediat. gﬁg%@g mais uma vez o fato x{f} = ¢ (£} 25
. : ; ; &, & - .

das identidades (I « QUENH(EY = I - Q (£) e Q (£) BUE) = 0 {veri-

ficadas em 1.7 (e}).
Resta a unicidade da solugdo v = y(£f), de fato, se existiren
duas solugles v e y', isto &, se tivermos (I - Q(f)) y = (I - QLEYIve

- p(E) - %(E) e Q(E) y = Q(£).y' = 0, entdo,

§

| & s
(I ~QUENy -9y =0 e Q¥ y~-y ) =03
a primeiva igualdade fornece, sucessivamente, Q(f) (y - vty =y -yt

W, .. 6,1,
Q) (y-y) =y ~yyn=ClZiioe..

(por induclo finital; (I + QUEIC(y = ¥') + <. G (E) Ly = ¥' ) (n +10



ﬁ’i’hs 3«&»

= y - ¥.n=0,1, 2, ......5 @ finalmente, por gassag@m ao limite.
Q (£ (y -y') =y - 3", que ap se comparar com Q (£} (y - y*'} = 0,

permite concluir y = y' = 0, isto é, vy = y'.

Dem. da (b)

127 De acordo com:

?gﬁ&fiﬁ s vigl+ 8 Qitg} ?5(:?{“}} = vig) *@Q{g} g%%i% *

¢ yCE) + e(a, §}E = plg) + qggz #(E) + BAlg) y(£) +

* eQlg) e(B, £ = »(g) %{zﬁf?~~ﬁ« - Qlgl ng}} {%ig} y{f)=

- (1 - 8) olg) ny)} + 650(g) (8, £,
e fazendo eléag £, 83 =~ (1 -8) Qlg) y(£) + Qlg) elp, £,

obtenocs:

V(g £(=)y . w*fjémgéﬁéw + olg) ~ Qlg) x(£) «

¢ Q) y(£) + e (8, £, g)

L]
o3
Fuad

&
onde a§§§$ £, g} — 0, quande g — 1( }.

o)y

22) Agova, passavemos a comparar Vo) e Volg, £ através de suas

expreesdes (1) e (2), respectivamente.

Inicialmente, provaremos que se g(s) € &(s £} @ 8 2 1 & tomado
suficientemente préxzimo de 1, entdo a s~8sima coordenads de
v €g§ fimgk excede a coordenada de mesmo indice, de ? (£, ga-

ja, [Tye, 2770 > [Vg¢£3] -

Ora, por definicdo de 6(s,f) (tomands a = g(s)), a hipStese

gis) 8 &(s,f) significa que:

(%) Com efeito, lim €, (B,£,8) = ~ E§$§ (1-83] ate) y(£) =+
81 +1
g=1

+ €§xm$} ale) [iim (8,£3] = 0. Qlg) ¥(£) * Q(g). o = 0.
TRl
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pls, glsl) x{(f} » xsiﬁl

ou

srsea

pls, glsl) x(£) = x (£

o A bpmatontm,

P

@éaqgiﬁﬁ} + pls, glal)) v(Ff) > x= (§§ Y, (£

a4

mas, pis, glsld) = £§€g§z (vide observagles no § 3, precedendo a de-

o

finigao 3.4}, donde p(s, glsl}) x(f) = fé(g} x(fizgg analogamente,

pis, gla)) y(£) = [Qig) y€§}1$§ aiém dissc, ja sabemos que vis,
= p {g) (isto €, a s-ésima coordenada do vetor r{gl; logo, o sistema

precedente poderd ser escrito:

[ate) x(£)], » x_(£)

oL

Dt

[aeg) xif{}a = x_(£)

.8) - [ x%F}} + [Qe) vy}, » y (£).

Assim, no caso de valer a altervnativa [Q(g) xif&}a > x (£}, se
gue-se que a exXpressac Eﬁﬁgﬁ x€§§§$ P & S ﬁ} se tornara nuito maiow
maior que x$€f§ / (1 - 8), para 8 suficientemente prdxime de 1, donde

(levando em conta que e¢(g, £} —> 0 e eliggfy g = 0, quando §

—+ 1} poderemos concluir que, independentemente dos valores que assn
mivaen ygéﬁ} e ﬂﬁég} - fated x€§§}$ + g (g} y(£3] j sers:

Sy {=}

(gte, £2°0] > [v eI

a esta mesma conclusdo chegaremos chviamente, no caso da outra alter-

o =

nativa: [Qlg) x §§§$ =% £} e = (g}~ [ate) Kifigﬁ + [otg) viey]

327 Poy outro lado, se for gls temos glsl) = flegl), e entio,

L

)]
gl=)
nostraremos que gﬁ (g 3§{

15
£
¥
w0
K+
a7
i
L
Yool
4
2




Observemos que a hipdtese g(s) = £(sg) implica

ris, glsd)) = v(s, £(s)), ou seja:

?g€g}  & %gﬁf} s

enquanto [Q(£) Vo(ey], = [ a(s'] s, £(a)) {%sf}j}gg
2

§

= Eg ale’ s,jgls)} E’?g{f}}w = [otg) ?gﬁf}jgg em vesunc:
&

o) v (], = [otg) v (0)],

tem-se, ainda, usando-se a Proposicio 2.6, que:

[, = v () + [(D V]

enquanto de ?ﬁggg §{“3} = vig) ¢« Qlg) ?5€f}, cbtenos:

[etes £70], = =@ + slate Vo], | s

das quatre Gltimas igualdades postas em destaque, coneluimoes., entio,

que:
(g, £°05]. = [v,¢e7]
-g &> 8 B s '
42} Em suma, as condigdes impostas no enunciado de (b). conduzem a:
[ye, £70 2 [v,0]
g &> s L'g**lg o

para cada s %}%}@ 8 suficientemente proxime de 1, sendo ainda cer-
to que existe pelo menos um "Indice” s para o qual vale a desi-

gualdade restrita ( » ¥, e assin,

g, £ 5 £

g

que entio nos permite afir

may {(aplicando o Teorema 3.3) que:



1 bw; 5 o
g g s isto e,

Dem, de (o}

1¢} Iniciaimente, mostraremos que f£(sz) 8 E(g, £}, para todo s € ¢ te
da £ € F.
De fato, por un lado, temos:
pla, £(e3) x(6) = [t x(O], = [oee) *e) nte)] =

i

&

]

= %0 ro], = ), = x (0

Por outre lade, como (I - Q(f)) H{E) = I - QQQf}g segue-se

pls, £(s)) y(£) = [0(®) y(OY]_ = [ote) meE) ()] =

& [HOE) £05) - 2(8) + QB ()] = [3(0) - n(E) + x(£)], =

x ?@ifﬁ - L) + 2, (), e uma vez que vis, £(s)) = v_(F),
cbtemos:

v, £(8)) + pls, £{s)) vi(F) = ¥ (E) + x (£).

Com isso, eoncluimos a verificacdo de £(g) € E(s, £).

2¢) Agora, devemos provar que se Gls,£) = F e E(s,£f) = {£(s}} para ca

Gt

da e @é%, enteon gl & Otima (ou seja, & p~Otima para todo § <

suficientemente proéxime de 1); de acdrdo com o Teorema 3.2, basta

& provar que gl ﬁ*éggféwgﬁg ¥ g @&F, isto &, que:

0], 2 Fye.eH] ,vger, vsed,

e todo B suficientemente progime de 1.

39} Ora, dados gualsguer ¢ € F e ¢ €4Y, como por hipbtese E(s,f} =
= [f{z)}, 85 hE duas alternativas: g{(s} = £f(g) ou giz) € Eis,f):

was gls) = £{s), j8& conduz como se viu na prova de (b}, a:



Eﬁ'g €§s§€®§ }Ig = Eﬁ?g ﬁf}}a
que satiefaz a [V (£)], ﬁ,E§§(§s§§®§§ .
s

Asaim, resta-nos considerar a altermativa g(s) £ E(s.f), juniz

mente com & hipbtese Glsg,f) = § (cazo en gue ¢g¥ £).

49} Por definicio, g(s) € E(s,£) ﬁignifiea:
[otg) =) ]_ # =_(£)
U
rale) - [0t =], + [ote) v@)], # v ()5

por outro lado G(s,f) = §, em particular, implica cue g(s) &

# G(s,£), e também por ﬁ@ﬁi&i@§@€%}y se tem:
[ate) xt6)], < 2 (0)
e
([ote) =(8)], # x_(8)

3 ou {3)

Lk
it

rgtg) + [Qlg) viD], < = (£) + y (£),
guae & o mesmo de:
fote) =81], < x ()

u

e

(£}

%[;,f;}{g} x(6)], < =

rol@ + [0(e) v(E)], < x_(£) + y_(£),

) Sosy
gue por pua ves im@&i@&g }

(*) negagao de gls) 6 G(s,£f).
(#2) em virtude de: (4 < B) ou {(A = B) e (C < B)} ==
= (A& < D) WA = BJA(C < D)}.



te) x(e3], < x ()
QU

S

[ptg) =(e)], = x_(£)

r lar - [otg) =], + [ote) v1Y] < v (8.

Portanto, temos de considerar oz sigstemas {(3) e (4}, simultansa~

mente. Observe-se que em (4), a condigéo Iéég} xi@?}ﬁ < ﬁg§§§ i
implicaria sSzinha em [V,(g.f =)y, < [v,(6)],, também satistazen

; (=} . \ : R i
do & {§g§§}}$ §$€%${§g§ bigg e portanto, resta-nos considerar,

gimultaneamente com (3}, o sistema:
() x(0)], = =_(8)
fgég} - EZE{@} xiﬁ}}E o i@{g} ygf}}g iy$€§}§

ora, (3} e (4') implicam
[o(a) x(ﬁijﬁ = x_(£)

r (e - [alg) =(£)], + [0(9) v(8Y], < v (£),
donde ge conclui da comparaciao de (1) e (2}, come em (b}, que
‘ , LS - .
[%?s@gafe g < [gte],
Portanto, consideradas todas as possiveis alternativas, tem-se

sempre:
W i .£00], « [, 0], v, ¥ s e,

isto &, £ ﬁséﬁgfgw?}, como reguerido.

Para continuar a demonstragéc do Teorema 5.3, teremos necessi-

dade de enunclar e provar ¢ seguinte lema:
Sa £, g € F s8o tais gue g(s) € E{(s,£}), ¥ 8 € , entdo x(f) =

= x(g). Se aldm disso, Q (910 (£) = @ (g), entdo y(£) = v(g).



P
e 65N si
S

Dem, o Lema

1) gis} € E(s,f), ¥V s @ ), eguivale a:

pla,g(s)) =n(f) = xﬁéfk

7(s,9(s) + pls,glel) y(&) = x () + y (5), ¥ s e

4]
i
i
&
Lade
o
§8

Glg) 2{f) = =(F}

rlg) + Qlg) v(£) = (&) + v(f)

. E
premultiplicando a segunda igualdade por O (g}, obtemos:

0" (g) i@ + 0" (@) ole) vi&) = o' te) x(®) + 0 (g} vy,

e como @ (g) Qlg) = O (g), segue-se:
") zte) = 0" (o) vi&) ;
ficamos entio com |

imm 2(f} = n{f)

&

2
=

Q' (g) rig) = " (q) x(£)

mostrando-nos que z(f) & soluglo do sistema:

Qlg) 2 = =
a"(g) x =q"(g) e
c = r{g}

Ora, conforme (e} do Lema 1.7, éste sistema possul a sclugdo
P % ‘
Gnica z{g) = Q (g) r(g), e portanto, %(f} = x{qg).

- o B
em segulda, a condicdo suplementar ¢ (g} (5} =

fad
%}
PP

Considoremos,

= 0 (g); como y(£) = H(E) r(f) e Q" (£) H(E) = 6, obtemoss:

Q" (€) vi£) = QT (E) (H(E) () = (0°UE) HIE)) () = o
dondlas
0"t v(8) = @ () 2" 8 &) = Tt (" E) v(E)) = 0

assim, y{f) & solugdo do sistems:



£§€§§ + Qlg) v = xlf) + v
lo"te) y = o
‘ﬁwg outro lado, uvma vez que glsz) € Eis.g), obtenosg:
rigl + 0lg) yi{g) = z{g) + ylg}, e como 33 se proveu gue
2{g) = x{£}, fiea:
rigl + Qlg) yig} = n{f} + ylg};
ainda mais, eomo y(g) = H(g) rig) e Q" {g) Hg) = 0,

§%§§§ vig: = §§€§§ Bigl rig} = 0;

logo, y{g) tamb@m & a solugSo do sistema precedente. E como

sistema tem solugio Gnica (poig se y e ¥° forem solugdes, ¢

e %

d de Q' (g)ty - ¥') e Qlg) v - ¥) = Y - y's chegaremos a y = y'
conclulimoe gue ylg) = v(£).

dem. de (d)

12} Ohbzervemos, inicislmente, gue & possivel escolher g p

a qualquer par (g,h) € F2, ¢al que V_{g,h

de sorte que ¢
2 ¥y(h), decorre gis) @ G{s,h)U E(s,h), ¥ s €

efeito, dado {g,h) 8 P2, & e$§§£g§$g@agi$@% 8 el
=}

te préxino de 1, tal que V (g,n'™)) » V,(h), implica g(s} €
g Gle,hj0 Ble,h), ¥ 8 @§§&§ & equivalente & condicis g} ¢

€ G{s,h)U E(s,h), ¥ s €

3N
» dmplica ¥ €§§§§3{w’;§ <V, €x§§ para

B suficientemente préxine de 1%; mas foi ests %%ﬁ&@& eond

vada em (¢} (com g e £, no lugar de g e hi.

Hote-se que, agims, tomar & suficientemente prégime e 1,

colher um &{g.,h} > 0 e trabalhar somente com os Bfs tais

1L - &lg,h} < 8 < 1; como os @gﬁj&g%aﬁjgéé k s&o finitos,

& o conjunto ¥ das regras de ago, donde existe § = inf §ig.h}
ra (g,h} @ P, e assim, trabalhando com os £'s tais que 1-§ < § <

concluinos gue em geral vale & propried

Trate-se da mesma theniea utiligads ne



g suficiente

mente prdximo de 1, tal que vé€§§h€ms} 2 Vglh) s

—— gls) @ G(s,h)U E(s,h), ¥ & €.

29} Bscolhamos um 8 tal gue 1~8 < 8 < 1; B8 duas alternativas poss

A primeira deslas consiste em £ ser §-6tima, e néste caso Tig) =

= $$€§§ ou seia,
ui{s} - Vg€§§ = O (5]

A segunda alternativa consiste em £ nao ser f-Btima, mas né

cago, conforme o Teorema 3.5, existe uma sequéncia §@mﬁ@§1§§guggﬁk
{onde k = k(g), isto &, depande de B}, tal aue £ < £y ¢ coe © £
ou seja, Uglf) < Vo (£;) < v <V (£) o £§w§ & uma estratigia §-
dtima.
Como Vﬁﬁgyhéa}} 3,VT€%§ e Volg) 2> V,(h) €&}g segue-ges
Vglfye §§”3§ 2 Velfyy)e 3= 1 ceeees &y

e em virtude de gser 1-8 < 6 <« 1, & = inf 6{g,h.8), {g,h,s} & Fix
e ainda em virtude do resultado verificado no item precedente
gue~se gues

§§§$§ a @§$@§§wi{§}§ g Eiﬁgﬁiwzﬁséig ¥ %}&, 3 m L, ..., k.

Oza, por hipBtese, G(s,f}) = §, ¥ s €¢y, donde §§§$§ e Gls,f} U
U Bls, £} = B(g,£), ¥ 8 §§§3 @ §@Eﬁ§ﬁt® {Gonforme o en @ﬁﬁi& o de
5.3 {d}} se tem @ (31} g {£) = @ iflﬁg e de acordo com o Lema 5.4,

se pode concluly que x{fz} = w{f} & y{fi; = ywi{£}.

Por outro lado, Gls, f§§ depende 20 de x %i}# s @gﬁgggé
g8 de "@%ﬁié & }g*’iﬁf—i}@ uma vez gue g(f } = xifY e :?%:g%% e ,S;%ﬁ%i se
Sue-ga &{@yﬁgﬁ? = sfséi%s } = ""* e g{g flg =3 Ei*ﬁyﬁ%g donde §§§g§ &
(#) Y (n) = 287 (w)r () = [1- e)]™ r(v) e B3, (g,n 28y = reg s
& ﬁ%ﬁ@ﬁﬁ (h), donde ¥ égg Q }} 2 ¥ (h} < rig} + 80(g) V S
= Valn) = r(g) ¢ £§%§g) - ]{i - sa)]™t r(m) > 0+ [T-pale)]

e ég} = [t - o] 2(a) «—o v g(8) 2 ¥ (n}.




& ﬁ{ﬁ,ﬁx} 1] ﬁ{sg§1§ = E{s,£}, ¥ s € , e analogamente, se pode con
clulyr gue x{fg} = x{f} e y{§§§ = y{(£}.
Procedendo desta forma, sucessivamente, obtemos:
Z{E} = x{fl} B L ievecssssces & x{ﬁk}
& y{f} e ygﬁﬁ,} e T E B ETREE HEOCTE S o= y{fk};

&  Sonn §éw§ & uma estratdgia g-Stima, tem-se U(8) = ¥§€§%§§ Ae

se segue:

& uma vez gue ngﬁ} = 2(€) / (L -8} + (£} + ele, £}, ocbrewos:

uis} - Valf) = els, £.) ~ (8, £) (83
{note-se gus £, depende de 8, isto &, £, = fk(§}3“

Porém, como qualguer gue seja a regra de &§§$ gs tem~zac
e{B, g} ~—r G, quando B — 1, e além disto tais g € 7 séc en ni-

nere fisito, ssgue-se que:
U{g} - vg€f§ wr Gy craando g e 1 {73
Logo, pois, (8) ou {7), £ & “guase-Btima”,

Dem. de (e}

¢ tam-se para gualguer g € F:

19) Se for Gls,£) # #, ¥ & e

Mgy =g )], < x_(£)

oa

i

[0tg) =t )], = = _(£,)

rgte) - [atg) =ee3], + [0w@) vig )], < v (£,

¥eseg

por outro lado,



wdy B

[tay=(E )], ~ = (£
T3

ﬁ§§§g,§§”§§ - VglE ], = *
*Argled - [oterxie ], + @vie )], - v (20 +

* [egt8, £o00) - ct8, 2] ,vseD.

Ora, se £8r o caso da primeira aleternativa E@§§§§§§@§Em 2
< ;ﬁﬁ%%ﬁ}&
ﬁ@*{%ﬁ z2{f ) - % (£
?E% &,,‘@ 5 gggig} = &,““"‘0&85} 4 @3«

para B suficientemente préxzimo de 1, dondes

Wigees™) - vigT, < Tey e, £,,9) - cts,£,)],, vera

i=6 « g <« 1, 8§ = 6(a);

se £6r 0 caso de se ter a outra alternativa, iste &,

[Rtor1zig)], = x,08) e r () + [aeIvie )] - Loy, <
¥ €§$}g chte no resultado scims.

Gg G 1

s

Portanto, se ©

08 & = %gﬁ §{s), teremos:

Vg tS™Ny < VotE) < e 08, £, (@) - cla, £ ),

para L-8 < B < 1 (isto &, para gsuficientemente préximo de 1}.

29} Sondo v(8) a méxima coordenada, em valor abzoluto, de a&iggfﬁggg -
- s€$afm§; teremos @3£3,f®§§3 - €§3§§$§ < t{Blu, onde v & o vekor
o X &
coluna cujas coordenadas sd@c todas iguais a 1t Eg logo:
Vo (g,£ < v (£ ¢ t(8) u
g Emg aas g @ . % &
' para 8 suficientemente préuimo de 1.
Por outro lado, notande &§§§3 = &5 {vide pDefinigio 2.7}, esta
Gltina desigualdade passa & se escrever:
(%} 82 a um vetor coluna, com @g (Bgs sees mskg & claro gue
}

g S
@ u & {ig LR 23;

&

& = {
< T8, 88 T = max ging* eees fag]



whfe

e por inducso finita, obtemos ‘") ;

3 .ﬁ""l su L pud oo
§§y§§§m§ ﬁ.?g(§@¥ + L+ 8+ ...+ g ) 1(8)u, pare 8 suficier

montes Fﬁ' da Bﬁg & n o= x.g 2; ecesee w

=1

&18m digso s Comc L + B8 % .0 + 8

5,
S
o,
Lo
4
3

f‘}e"i'ﬁ'y' &ewme&&;‘%‘ M“

gegue~ses

Lp V(£ < Vot + B,

para § suficientemente prézimo de 1, e n =1, 2, ....,; e una ves

que am 1‘:5 gif } = ?§£§} (conforme Proposigdc 3.1}, segue-se ain
dasz

Ve (@) ~V, (£) < (8 u/ (-8, (83
para § suficlentemente préxime de 1.

Por outre lado,

- ®{g) - x(£ )
vﬁiw - %efé; &= - g — 4+ ylg) - y{£ )+ (8,9}~ e(8

%%

Ora, (8} e (9) implicam em xu{g) g‘xff@}, @aza todo g & ?iﬁ%55 

NEIEEN Vale, pars n=l (ia verifécado); ii) Supones que_ vale pars n a
bitrarios segue-se (escrevendo L e 1, em lugar de ng e v{8}, para
aliviar a netagawg idem V{ ) em lugar de V € }):

m‘vs{f Yo P Ve )) cLlVCE ) ¢ (e B e L. ow 8 Yy #u] =
r{g} : gadg) 5?65 } L ¢ S RN L i}§@} « [ v(g) «
pale) V(e )] + [QCe (B » 82 + ... + g1 ] =L V() ¢
et + 82 + ... + g% m} < [boveg) + (8 » 82, +pt
L V(£ } + {1+ BH .., % BY) tu, iste &, vaele para n ¢+ 1
(2%} Com &§@xt§g sa fosse ul{g) > K{ﬁé}, teriamos xﬁég} bt
algum g, donde (confovrme t@enica i3 noesa counhecidal
€¥$§g§ - ﬁgﬁﬁﬁ}}% seria arbitrariamente grande, pare
mente proxime de 1, que @ uma contradicic com respeito a:

Fae) - V(e D], < <t8) 7 1 - 8).

& B

2,
o

£




T

& &
in segulda, tomaremos uma £ € F gue sef

bt de 8°s, tendo 1 como ponto limite.

Uma tal § arigte, de Fatko. Com &f

cia i? } de nimerocs, tal que Yy % Yy % oeee % oy

e 4

—p §. guando n — =, Para ca ﬁa,y axiate una £

?1 (£} = vg (£}, v £ € P, ou saja, tal gue £
7

F & um conjunto finito, so passo gue oo Indices Yo

junto infinito, e portanto, pelo wmenss uma

o

& s e g
ge repotir infinitas veses: assinm, existe
& 8] % b " roey «.h:""

;33@‘ ?@g e §§:§ LR RN b‘%‘@ &%g%s e e o g R

R

&
Para g = £ , segue~ge:

®

N ey . e £ ey e‘:“ %
a8 clroungtincias, uma vez ou i ex J = €
&

&

oy
S
= 2 £ % £
2{f ¥} - =w{f )} » ¢,
5 —
t"“‘:%: %
e Pesn 2{f } - nt£ ; <« ¢
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X ég "? L

forme 5.3 &), gue por sua vez &5 garante maximizar o “ga-

aho m8dio® ¢

0, guaisguer gue sejam o estado inicial e a estaatigia

o

le permanecendo o gistenms, indefinidemente, uma ves aleancad

?&? 4%
te caso pava cada g, ¢ {g) & & nmatriz en que todas as linhas

S “"{“@‘W i?i;‘ﬂ% %&@ gé%g afx@g}gg % g}’y R %?y ig’&’@ %&g % gg {%& e éj; %gé‘
8
g & X & . & &
forme 8 ¥ 8 ou g = 8 , respectivamente; em conseguénocia, O {gl¢

b

8

o -
0 {g}, e portanto, £ & “guase-Btima™.

o

e

Em geral, a verificagiio das condigdes emigidas em 5.3 ¢

73,

88 se ndo valem as condigles, teramos iinar o conjunte Poa

&
cular y{g) pava cada g € F ; em seguida selecicnaremns una 41

d % wﬁa
vig} seja maximal (isto &, escolhevewos uma g = £ , tal gue v{f ! »
il oS -

»ylgl, ¥g 8P,

{(#*} Se W = (f,, £,, @@gﬁ«@ﬁ & uma estratégis gualguer, o "ganhe
=7

até o imstemte H", 2 als devido, se define de ums mamairs
Elitite B :

EoQ (M) £(f )

]
¥ {H} = = 2
AL T ;
)
no caso em que Il & uma estrat@pgia estacionfria, isto 3 H=(£ "'},
$ e
B
o s“iﬁgﬂ‘a 'M’f‘i
20 CEy v{£;
& 5 % % ﬁwﬁ o8 e s 2% S
tem=ga: ?ﬁiig = T s dondes
5 Pl
! oe(E)y |
. . em LI peld o T ;
Lim $g§x§ = izag | 2{£} = @ (£} z(5y =
open = é%@w o i |

e
iy 8 e by g R 2% w3 & A
BT LR W @ 5 €§ B §§‘ gé’l&, & 8 &S e



Toorens 5.5

H2 uma estrat@gia Stima que & sstacionfria.

J& sabemos que V{£} = [I - gQ{£)] ~ r(£f), donde se

bibs

¥§*&§%§ & wma funclo racional de 8.

@‘z« ¥
0

- &
Seponhamos, entzo, gque £ & Gtima pavs oma colegas

limite & 1, isto &, eniste By € By € wee € B % ... < 1, tal

. & ,
iy guando n —> @, e V{f } 2V, (g}, Y ge&pP.

e

Como tddas as coordenadas de V,

gegue~se gue:

s

&
5 A SN / 3
Vaif ) Volgl,

& para cads 3?.% suficientenente prézimoc de 1; Y g @ P, fate &, &

Os exemplos seguintes sgo instrutivos:
Exemplo 1l

§§§,§~§§% satisfaz &g bipBteses de (4) do Teorema 5.3,

s

i

S {*

Gt

B
4
P«v
&

8508
e

?@%%@%“ {1, 2} e

ganhko igual a 1, e o sis

= {1, 2}. No estaede 1

se move para ¢ estado 2

de 1/2; enguanto & agido 2 d& um ganho igual 2 2, e

Lamente para o estado 2 {(com probabilidade igual

y agéo 4 um ganho nulo e o sistena permanece
estado 2.
Efetivamente, 50 hi duas regras de aglo & consid £ e
{1} = 2 @ £{2}) = gi2} = 2 foom efeits, s o
do 2, @ indiferente towar £(2} = 1 ou £{2) = 2,
= 1 ou g2} = 2, pois e alam &

" Vg, 2
parmaneae obri




Para essas regras de agio £ e g, acima consideradas, tem-se:

(1/2 1/2) (1]
al{£} = ¢ ri{f} = :
0 1) 0
o 1) 2
Qig} = ¢ rig) = ;
| O Ly : o)
ITogo @&E@%&&%@@iﬁ%
2/{2=8} |
vséfk =
G
2
%%Z%ﬁ o
g

Ora, como U(B) = 2, vemos que gl= §“§§&$§m§ﬁiﬁ&“€w®§s

§ REB

£ ndo & Stima,

pois, $§€g} > %giﬁég para todo 8 < 1.

Uma £ tal gue €(s,f) = g, para tedo §;§W;;; mas gue nao

{in

. - ) - S S Y
(%} Inicisimente com ¢ "estado 1%, teremos ﬁ‘;’{ﬁiﬁ = 3 % =l z:g%?%
cvisoe = 2f/(2 ~ 8} iniciendoc com o “estade 2%, o sistema permanecs

r2 indefinidemente n@ste mesmo estado, com ganhos sucessivos nul

}&5}%3
E g B 2 %
isto & L‘%{ﬁgzgwﬁ = §.

(%%} poiss: lim §:§§§} - ‘%‘ﬁéﬁﬂ = O,



w5

&imﬁaé§=ﬁ tz;ya} e A= {1, 2}). No estado 1, a agio 1 43 um

¢ igual a 3, ficando ¢ sistema no mesmo estado com probabilidade

1/2; guanto & agdc 2, 42 wm ganho igual a2 6, e o sistema obrigatoria

mente se move para o aestado 2. No estadc 2, cada ag@o 43 uma perda

igual a 3 {isto &, um ganho igual a2 -3) e o sist

mo estado 2 com gx@h&ﬁikiﬁéﬁ@ 1/2.

Beid

Héste cado, ainda basta considerar duas regras de agéoc £ e g,
tais ques £(1) = 1, gf{l} = 2 @ £{2) = g{2) = 1 (pois se o sistema se

encontra no estado 2, & ﬁm@iﬁ&& escolher a agao 1 ou a).

Tem-ge, entao:

(1/2 1/2 )

Q) = ¢ (€]} = ' H
/2 1/2 -3
o 1 6

Glg) = , v rig) = .
1/2 1/2) -3

saguida, =(£}, xlg), ¥v{(f), vig).

Caleularemos, em
Como Q®(€) = Q(f), n =1, 2, .... (basta verificar Q2ff} =
= Q(f})), obtemos Q (£) = Q(F), donde:
1/2 1/2) 3} (o)

R e

(172 1/2 =3 ﬁé
Por outro lado, H(£) = [T - 0if) + ¢ (8] - 0"(8) =

= L o~ G{fY, donde:

>

(£} = [T - 0(8)] x(€) - QUf) x(f) =



5§l
Quanto a @ (g) = | a relagio 0(g)0" (g) = 0" (9], fornece
- o d
a=c¢ebe=d; além disso, ser

ko v = (1/3, 2/3) tal que VO(g) = v,

o &
tambén deveremos ter vQ (g} = v, ouv sedja:

a b
(3/3, 2/3) { = (1/3, 2/3},
a By
@ce a = 1/3 ¢ b = 1/3; segue-sa:
/3 2/3) 6 o
x(g) = Q" (g) rlg) = =]
1/3 2/3 (=3 0

Por outro lado, temoss -1 _

. 4/3  -1/3 7/8 2/9
(z-o@ + @™ = | -

-1/6  7/8, li/e  8/9)

dondes

11/9 2/9 3 4}

1/9 8/9 --3 =2

Vi) = v (£) =

- [ 4 3
- [;?{-_f—%w V) + e(8,£) | = ! - +
""gg ‘“"3
f1 1
+ (B, g} - ¢(8, £} = g + e{8,9) ~ e(B8,£f}) ——s ¢ Guan-
1 i

do 8 —=# 1, & portento, £ nio & “quasé-Stima”.

¥&o obstante, G(s,f) = #, & = 1, 2 {(omitivos os ciélculos.)



§ 6 ~ CONIUNTOS DE BOREL E FUNCDES MENSURAVEIS A BOREL

A partir de agora, encaminharemo-nos para uma generalizagao
dos processos de decisdo estudados nos paragrafos precedentes. Aqui
08 conjuntos'é)e A de estados e de agoes sao conﬁuntos ndo necessa-
riawente anmumerdveis, um grau de generalidade satisfatorio e obrido
concidevando e€stes conjuntos ccmo eonjuntos.de Borel de um espago
nétrico ecmplete e separévél.

Seja E um espago métrico; lembramos que o espago metrico E
diz~s2 zoupleto quando toda sucess3o de Cauchy tem um Gnico ponto
limite no espago; separavel, quando existe um subconjunto C de E,
erameravel ¢ denso em E, ou seja, C = {eys €p) cessss} € tal que

seu Focho € = E.

Definigde 6.1

A g-algebpa de Borelﬁka), nun espago matrico E, @ a s-alge-

@ ‘ -
sra gorada pelos abertos de E( ); tedo mombro desta g~aigebra diz-

se wa_cenjunte de Sorel em E.

Ihsarvemss que 88 X & um conjunto de Borel ea E, podsmos
sosciderar ¢a X 2 Topolegla induzida pala Topologie de E, ssndo o3
"abeitag am X" ae interseugdes dos abertos em E, com X. Em conssquan
ela, o3 "conjuntos de Dorel em X", 580 as intersesgoss doz conjunzor

de Raxel em E, com X.

Definicdc 6.2

Seja X vn conjunto de Boral; £: X —= |R diz-sc mansurdvsl a
Zorel oul.{X) - mernsuravel, quando £73¢(B) 8UUX), para eada conjun-

1@ 42 Borel B, na veta |R.

Dafinigas 6.3

Ss X @ Y s&@o conjuntos de Seral, uma probabilidada condicio-

nal, en ¥, dado X, & uma fung@o q(.|.), tal que:

e =
(%) Paga a nogds de s~algebra gerada por um conjunto de partes de us
eanjunto dade, remeteamos 3 Bsrtle, R.G.{(- Cap.2, ou & Kaveu,J.
qﬁﬂ}: Cap.d.
SER.




-G
¢ % & ol L By #
(i} para cada € X, q(.|x) & uma probabilidade em ¥ }g
(ii) Para cada subconijunto de Borel B de ¥, isto &, para cada
B € 7XY), entdo q(B).) & uma funcdo mensuravel a Borel

definida em X.

P{¥} = classe de todas as probabilidades em X, ou mais
mente, no espago probabilizavel (X, T(X)J;
(¢Y|%X)= classe de todas as probabilidades condicionais em Y,

dado X

(%) = classe das fungoes de Baire, limitadas em X.
&7 = espagoe produto X po Y.

Definicdo 6.4

1)

™2

(a) Se p @ P(X) e u € M(¥), entac pu € definida como fu dp.
(b) Se u € MIXY) e q 8 Q(Y|X), entdo podemos definir qu HM(X},
tal que:

quix ) = §a€x@gy} é%igix ), ¥ x_ @ X.

(e} Se p € P(XY e g € QIYIX), ent3oc podemos definip pg €
(isto &, uma probabilidade em XY), tal que:
palul = plqul, ¥ u € M{Y.

As definigles dadas acima exigem alguns comentdrios.
Em (b), observemos que uma vez fixado x_, qls ) & uma probz

bilidade definida no espago ¥ e tem g@ﬁ%iﬁ@ congidevan

s‘.ﬁz
&

gral 5%{x WV} é@iy%x }: ao variarmos Ky esta integral apave-

[
§» »51&
b

bad

ce como uma fung@o de x € X real desta Gltima var

ravel a Borel.
Agora vamos examinar os fatos por tras de (e). Ora, conforme
{(b), dados g € Q(Y|X) e u € M(XY), fica definido qu & M(X)y

por sua vez, conforme (a), dados qu € H(X) e p € P(X), fica.

o &, q(Blx) & [o,1], # 8 a¥H¥); qs]x) = 0 e q{¥|x) = 1; se
ﬁ%@{?}s 3w 1, 2, (.c.., 880 dizjuntos doic a dois, entao:
g(B. ¢ B, + ... |z) = L oafs, lz).



wida plgul, tal que:

4

plqu) = j

entac, definimos pglu) = plqu).

Obsarvacio

qu dp =

[ [ ute,y) datylxd] dptoyy

Toda probabilidade m € P(XY), admite uma fatorizagio m

tal que p € P(X) e g € Q(Y|X);
piBY = m(BY), ¥ B eTHxX),
relativa i

{%

com efeito, tamemﬁg T & P

isto &, p € a distribuicioc marginal d&:

mente a primeira coordenada; quanto a q, tomemos comno

a primeiva; tem-ge, dados B €T0(X) e C @T3(Y):
q(BCY = palug,) = plqug,) = i}f‘ﬁ ¢$x5¥) daly|=)] dp(x)
o § uy (x,y) dqly|x) dplx) = Upe(,y) dmix,y) = m(
isto &, pg = m.
Seneralizagbes:
19) Sefam Xys %55 <cv. conjuntos de Borel, ndo vazios.
p € P{X,) e q, & %§KQ@X§E§§ +++s X 3 n > 1, entdo podemos

ca~-ge pop

29) Uma vez definidas P4y.--q,, para cada n >

probabil

o9
=

idade em Xlg XE“" Xﬁ&z

sto &, Py oo

&
%
-

)

&

1
p. €

inducao
¥ oa "

1, existe

X

gﬁgnsa\‘(}é&gg

ma‘*w@ * » el - fi L 2 & % e > &
P94 94 ey © uma ex ctensdo de gqiq? gﬁg pava cada n » 1,
conforme o Teorema da extensio de Kolmogorov), podemos conside
PAyQn+e«5 tal que:
é'c«‘m s o8 % h w&sg & e % % ® 2 & 2 4 fg‘ 3{%9:
i o= Eﬁﬁgwﬁ,ﬁ? a5 1.
3 & ¥ FAT I e vy

3¢) Dados q, € %§33§31KE} e q5 € QX [X,X,X.), podemos
Yommanan L PLY_ , 2. 13 o)
devar Pex x?} af Ek&§£2§ € PlXg) e Qiiﬁxﬁ} 138 e 1%y 539 5.0)

fru il

}::\ii}:% e it mﬁ\“



BB
g %{?%éx -s Para cada €kiﬁx2§ e legg logo, por (¢} da Def. 6.4, temos

) e ?{xﬁx 3, ¥ (xlsxzi é X Rz, tal que:

B g
(%, .5} =ix 1 9% i

Qgingxg} {ﬁl,ﬁz)) (B) = (F(x »%g ) €§m.’&."x?

Fand

L [ walxgsx,) Mz, x,) (x, |24)] P, 2,0 %30 =

E.mm« L

= g L g uglxgs%y) dqglay fatg 5%,,%,0] daylxglng,z,ds ¥ B 8WLX, )

i

]

logn, se definirmos §2§3§ tal que: (g,q4) (Blx %qa¥y) ®

y) (B), ¥ B @%%iﬁggKg}g ¥ (xy,%,) € XX, tem-se

Ux 1422

Xq %y
Qy%g € Q{K§X%§E1X2§,

Se u @ §{§3§§2323$X%}$ podemos definip Gglgh e %iﬁlxiﬁﬂ como
se segue:
(gya4ud(x; ,x,) = ! WKy 5%y 525X, ) Alqoq, (xg %y 12, 5%,03
¢ §xl§&§§ e %, ng
k9) Se qu € §€§ﬁ§z§ ye-+-X ), para n > 1, temos:
Qeeeeq, © Q{Xméig,w‘xm%igxl..“ ot éara o ging

logo, dado u @ M{X X,....X ), temos: q ...qu € MO X, .0 X 0.

Notagdo:

Dada uma fung8o u em Y, usavemos ¢ mesmo simbolo pavra vepre-
gentar a fungdo v em XY, tal que vix,y) = uly), ¥ y; por exemplo,
qualquer g € Q(Y|X) serve para representar q' € Q(Y{2X), tal que

a'(.[zs.3 = qC.].).

&

Definicio 6.5

Uma probabilidade diz-se deger

ponto x € Xy uma probabilidade condicional ¢ 8 Q€¥§X} ﬁigwg@ deg

gane~

&ﬁ

rada quando cada gq(.|x) & degenerada.

Propogicac 8.8

Ag probabilidade condicionais ¢ € Q(Y|:

e
%
¥



las pave az quais existe uma funglo mensurdvel a Borel £: Y Y,

que gf{{fGO %) = 1, ¥ 2 ¢ X,

12} Seja <§: X -~ Y mensurdvel a Borel, tal que g{{f(xy]
s 4

(.|x) & concentrada no pento £(x) @ ¥, ¥ x € %, i

e, al{.|x) & degenerada, para cada x @ X, donde q & degenerada.

29) Se q & degenerada, isto &, q(.|x} & degenevada, p
E=3

x € ¥, ent3o cada q(.|x) & concentrada num ponto vy = F{x}

s donde

£t X e—s ¥ & tal que q{{f(x)}|x) = 1, ¥ x @ X; vesta mostvar qua £ &
una fungdo (mensuravel a Borel).

Ora, seja B @¥UY); q(Bl.) & una fungao de Baive, donde:

£7HB) = {x 6 X; £0x) € BY = ix € Xy 788 eqlylx) = 11 =
2 {x € X; g(Blx) = 1}
pois {1} &{KY).
Uma tal £: X-=<¥ cervird para f@gr@se?ta? a g{¥[X) degenerad:

&
&
ef

a que esta associada, no sentido seguinte: da's u @ MIXY}, se defi

mog fulx) = ulx,f(x)), ¥ x € X, %ﬁ%gﬁ_f$€§§vtf§ cide com quix}; com

efeito, como qf.|x) é concentrada no ponto fix}, tem-se:

G

ulxd = | ulx,v) dolyix) = ulx,£0x3) = fu(x); note-se que fu
_ 83 gLy }

Lenma 6.7

g qf

Para quaisquer q 8 Q(Y|X), u € M{XY) e ¢ » 0, existe £

degenerada, tal qus

{1} fu > qu, isto €, fulx)'> quix), ¥ x € X;
23 3 > ulx + = B, ¥x & ¥.
{23 ql{iv; ix s ¥ > ulx o° §§xé}3 s}ix$§ g, x, 8 X

ndice IT



§ 7 - CASG GERAL - PRELIHINARES

Generalizando o problema de programacdo dinamica estocastica,
com unm fator de desconto B, 0 < 8 < 1, consideravemos:
fé&ﬁ : conjunto de Borel de espagos métricos completos o

separaveis, ndo vazios (vespectivamente, o espa

dos "estados® e das Yacles“lj
<

¢ ! a lei de mﬁv&@ﬁﬁte do sistema, ou seia uma prc

bilidade condicional q € Q§§§§ﬁ}}

? : o ganho, que & uma fungdc real, limitada,

vel a Borel, definida en %ﬁpﬁ isto &€, » € 1 é%&é%ﬁ&

Definicio 7.1

. . %)
Uma estratégia ﬁ€ ) é uma sequéncia (ﬂls 23 sevsed onde cada

3, sendo ﬁﬁ = }%ﬁ@@ﬁ@fﬂf#ﬁﬁf¢ﬁ

(¢a~i)fatores
giveies "historias® do sistema, até o instante de ser tonmada a n-osi-

?‘}
%
é

o conjunto de todas as pos

Obs.: Notapemos §§$A€@§§ Bgs Tgs coey & n-1° o,) cada elemento de H

onda oy & ¢ estado inicial, os oy (i = 2§ sy W 880 os estados

sequentes e &4 (i= 1,2,...,n) & a i-ésima aclo.

Definigdo 7.2

Uma estratégia ¥ = €§&$ Bys «ve.) diz-se uma estratégia de *

§&%A$v§ guando I, € QQ&;@@ 2 1,2,0000.

Definicéo 7.3

Uma estratégia 0 = €ﬁi$ Hhpseeeee) diz-se uma estrategia ndo

aleatdrizada,de Markow, quando cada E é um elemento "degenerado® de
‘ "

o ow tBs 5 ) o = \ . e |

Qaﬁégﬁa isto &, cada 1_ = fﬁ,ﬁg =t A {(funga&o mensuvavel a %@m&@ﬁg

@ "degenerado”, no sentido de Def. 6.6; loge,

ad s
§§§€§a§a£§¥§a§§



te uma func@o mensuravel a ﬁﬁ@@& f*}¢ —a A tal que § = €§§xw,h§&€§

Definicao 7.5

Fizados uma estratégia 0
te® g € Q%&E@&§s entdo:
3

a) Para cada n » 1 e ﬁﬁ@l é;;"i"'ﬁﬁéa
. (%3 én faﬁszss : )
& %&i que : €§£§g*a T3Geae §§§)€A Sy on A S 4180 =
= | dn ée&a §§:§} ﬁqﬁﬁgiﬁial} H.éﬁﬁiaﬁée‘;z,&}_ﬁ SRR
&§§2§«n& gﬁ%i |
4 : . a %5“ A8
@5@§&§-€§$ﬁ§ﬁﬁ%@@ de Borel) e ¢ estado inicial g = Gy gjéz

bl e = 0,4 0,9 ... € %i@ﬁ%ﬁsg = ﬁyéég,esﬁ € a extensio das
. %
f,q ... E q & QH ﬁ«?ﬁ}@? n > 1.

Agora temos condigoes de definir o ganho total esperado,

tivamente a estvatégia I escolhido e considerado um desconto B,
g

< 8 <« 1. Ova, dado um elemento @§£§§3 ele & da forma (o,,9), com

T

imiﬁ Ggs Bos Tgp Gay eeed} §§§w} diz-se uma "historia” {(ou "tpa-
¢

jetdéria®) do sistema, a que correspondem ganhos corpigidos, sucesgi-

n=-1 . .
vog: g ﬁCanﬁ L $ﬁ$§}$ n=l, 2, ... @ portanto, um ganho to-.

tal corpigido:

J 3

&2
1 S % @ z‘{fﬁﬁ; ﬁﬁg gﬁ‘%i

Entdo podemos chservar que u € M(SQ).

Entao podemos calcular o ganho fotal esperado (com o desconto

ou corregac s 0 < B < 1), para a escolha de uma certa estrat egia 1

{(#} Observemos que 2 fﬁﬁM



~5g-

R
V(i) = e;. u = 5 gt I.9... & _gr
‘ n=l -

gue depende de cada estado iniecial & = oy

£

Com efeito, e; € %i&&ﬁ% e u @ §§;§} — e, u € H(F; ou

e C8G8 estado inicial s o valor de V(1) em & serd denotado, VI{H}igl.

Definiecao 7.8

| S ~ & . i
(a) Dadoz p € PU® e ¢ > 0, o plano T diz~se (p.e)-dtimo a
PEYY

do, para qualquer outro planc I, tivermos:

%
p {V{N) » ¥(n ) + e} = ¢

o
e

& % B B o X * .
(b} Dado ¢ » 0, o planc § diz-se e=otimo quando for {(p,el-oti~
£

mey, ¥ p € ?%}%g ou equivalentemente, quando V{(#} (8} <« ¥{E ) (s}

o oe.

&

9

para cada planc I, V @ @j&k

| ‘ & . . .. .
(e} O plano 1 diz-ge Otimo, quando foy c-otimo, ¥ ¢ » 0, ou
- 2 3 3 o ﬁ o S
equivalentemente, V(1) (s) < V(¥ ) (s), para cada planc I e & ﬁj%@
. & e ‘
(8) Dado p € ?€§§§ ¢ planc B  diz-se p-Gtimo, quando for

F 4

{p,ed¥~Otimo, ¥ ¢ > 0.

Ubservemos que a definigdc de plamo &timo contém a da estrats
gia 80tima, do "ecaso disereto®.

Planos (p,c)-Gtimos sempre existem (vide § seguinte); porén,

ndo se pode gavantir a existé@ncia de plancs p-Stimos ou e-Gtimos, con

forme os exemplos abaixo.

Exemplo 1 (n3¢ existéncia de planos p-Gtimos)

Sejam: 8 = {0} (isto &, S tem um unico elemento) e A

i

g {1, 2, 8, ....}. Tomemos »{0, a, 0} = fa-1)/a.
0 ganho (covrigido}, pava €§z§ 813 Ogs @ps Ogpeees) S

e

¢ o . .



\~im‘:§. Ba = :?:.
A

Logo, néc ha nenhum T eom V(R) = 1/(1-g), embora sup¥{u} = -
)

= 1/(1~8}, pois, com a aa%w&%egxa § que cbriga a escolha da acao n,

em todos os instantes, tem-ge:

R T ai~1 n -1 : | e )

F{n = e et 2 JIF{L = @3 =13/ e sup V(i 3} =

¥{ ﬁ} {%3 g E— gg i g;} Eﬁﬁ 3 } e sup V{n )

= 1/{1=8).
Exemplo 2 {(nado @ﬁxﬁ tencia de planos e-Ctimos)

Q‘,{ o & e n& . % < “'Z % &
ﬁﬁiﬁﬁﬁif 4 = §§§R§. A transicaoc e do tipo (s,a’ @éﬁg“vw$$§ is
ica .

@ &

to &€, o estado inalteradc, de instante a instante, gualquer que seisn

a agao a escolhida, qls{s,a) = 1; por outro lado, seja B um certe o

junto de Borel @m}%& ¢ seja o ganho v dado por: v(s,a,s) 2 ri{s,a) =

se (8,8) € B, e vle,2,8) & v(s,a) = 0, se {s,a) € B (o ganho

de duas vaviaveis,pois ndo se permite mudanca de estado).

Ora, pava qualquer o = §§1§ fgs <) tem-se {83, qv = 8} & u»

T
Wé;‘ &

« . &
conjunto de Borel, na projegic D de §~@m}§a

Entdc, escolhamos B tal que D ndo seja um conjunto de Borel, e

?g assim, existe S, € D, tal que T.» = 0 ig o conjunto dos s
E‘ ¥

gue . qr = §§ O & un %ﬁ%@@ﬂjﬁ&ﬁ@ de Borel de D ora, D nic

G
g Ty=d

= 03 logo V(H} = LB THy q L.oE
% .n-1 -

ﬁ ? & & % } gg } <
5 . (T Raaed(s,) <

eew = BFC1=82.,

&

] % ‘ % ,
Como existe wm §  tal que V(1 s ) = 1/(3-8),

& possivel, pois, 8, gD

mog I tal que a agdc escolhida seja sempre a 3 néste o

bl ¥ » x “?%
» etapa e sempre 1, para s_ inicial, donde V(u 3{3&5 =
(i-8

¥, vemos que:



Bt v o . 1 - 1 - _
vin }{'ﬁ@} ?ﬂﬁﬁﬁa} s =g ¢ 1, dondc

ﬁ v e
v n )iao} - ?€§}€$§} > e, ¥ e « 1, e portanto I ndo &

e=Gtima.

Bt
&



£ &. CASO GERAL - EXISTENCIA DE ESTRATEGIAS {p,e} - UTINOS € 3E
ESTRATEGIAS WAO ALEATORIZADAS lp,e} - DOMINANTES

Teorens 8.1

ia ¢ > 0, existe uma estratégla {p,e)-F

Para cada p © %gﬁé e cad
na .,

19} Bejam f uma estratgils arbitriris; se p @ DX} & a digtri
de probabilidede para o estado inicial, ent@o p.¥(I) 3 o ga

mente, se £35r fixedo um

.

tado inicial v,, tem-se uma distribuigdo de probabilidade con
trada em o,, isto & ploy) = 1, donde p.V(N} = V(i) {oy).
Tomenos v = @%@ p.V{l}, @ portanto, podemos escolher uma se-

guéneia de estratégias %gigg ﬁ§§} esep tais gus @v§€§§ﬂ}§wm@ 73
seja u(s) = S%@ ?€ﬁ€ﬁ§}€%§s

uida, para cada n, consideremos o conjunto & de tod
8 @3/, para os guais n & o menor dos k cue $&ﬁi@§m§@% %{ﬁ@*%
> u (8} - e, pela prOpria definicdc esta sequlneia & de conl

disjuntos e para todo s @ )gzﬁn} se€s,

LS

m@ﬁg ﬁswﬁg&&%‘g% ﬂ%" @ B % @%ﬁ“f‘ P Y ‘%’ii, r

o . - & 1l
Enteo consideremos a estrategis I , gue coincide com ﬁgﬁ} e

&

& &
cgadla 8 € 8 0’ isto &, se 1 = éﬁig i, csal, Lom—se:

od ggg} oy R gy b R s,
gﬁ% {ggﬁgg @lg e e g @mé m= [ { Eglg @izbs AR ﬁ}'g%%gy ﬁ@«&éﬁ TG

6 €8 em=1, 2, ....; em @@ag&qgém@i&g teremos:

&
Vi ¥{g)} = V€ﬂ€%§3{g§g ¥ g «;g s ¥ n, © como nesta civetne
ois %{ﬁéﬁz}éﬁé > pig) - g, &&@%@m@%*

%?{‘ﬁ 1} » p{a) - ¢, ¥a @ $&, ¥ n, & uns ves q&@tgﬁw g

b N ! "
* eeees, OBtemos, f£inalwente, que V(E ) {s]) > pf{a} -~ e ¥ s e

e e
Ty L3

2y
Fa
B

V&

apesar Jde simples, &ﬁf%ii%%&ﬁﬁ@ esta demonstragso nac & consiruti-



e %}‘e ﬁ} ey

é&
Vi > u = ¢ (1}
29} Agora mostremos que para cada H se tem p{V(m) <« u} = 1, iste &,
%

ples € 5 V(ui(e) < u(s)} = 1, ficando entdoc provado que T &

{p,e)-0timo, pois (1) vale para todo s étﬁ,
Ora,tomemos qualque T e qualquer veal 7 > 0; em vez de consi

3 23 : ;
derarmos a sequencia ﬁgi ~{2§, ey E{n), cvs sy COnsiderencs a

(1) (23 And

sequéncia ¥, X I s seesyg B s sese3 Ga mesma forma coms se

% % 5" = g o & = : &f&
construiu ¥ partindo da primeiva seguancia, construirenos 1 BT
tindo da segunda sequéncia, e sendc p' = sup (¥{u), ?éﬁgl}}, veely

cbtemos y' = max (V(I), u); analogamente, tervemos ?(ﬁ }€s§ > ptlar ~
. , . " af &% e ey
- ys ¥ 8 $£§§ isto e, ¥(n ) > uf = ¥, donde V(§ ) = maxfy, V(8

B

£

L
s
&

N < T % L &%
Has, pV(B ) < v g,ppg }, enquanto pV¥(I J > » max{u, V(1

~ ¥, donde se obtem:

o

pmax (4, W(@)) < pp » ¥ como YV 0 & um nimero vesl arbitns

rio, segue-se p waxly, V() < Py, @ como pp < p maxiu, V(I))} segue-

sa:
Q.8
p o= max{y, V(R)},
§5$
donde V(u) < u, ou seja:

pl¥(nl) < u} = 1.

Teovena 8.2

Para cada p € P(IY e cada ¢ > 0 e cada planc 0, existe um pla-

& . . . . :
no R, nao aleatorizado, de Markev, que (p,s)-domina o plano I, ou ae

ja:
(%} 4 primeirs desigusldade 2 Gbvia: a segunda, verifica-se como se
sague? ¢
v o ﬁag p V(E) = sugp @@{ﬁgﬁ}§ = gup é @€§(a3} dp < g sup ¥{ ‘3';a%.
7 : n @

E ¥ dp = pu.



o, B3 s
s ] o

Dem,

&«

@3

V(i) - ¥(1') = eu~agu = g‘ éﬁ“l B,q.. .0, gy -
i Rt n=1 - '

o &
- % 87 g B g ... ﬁ ar = % gt

By G coe K qr -
B 1

%m’

n=1
é HP g cew 5, ars donde:

% 2
ia”:ﬁ LN 3-

zwz &

o
ovemy - wernd |} o= [ gg'g

%ﬁ«}‘@l G «se B
n

nell €7

% g §§m e g § .
“31Qutt E‘ﬂ'@‘w @,ﬁ‘} gsﬁg § g IS qu."’ gg@.%qx}w

-
- 88 q ... B! . qp < E ﬁwli ji, g oo l_ o qe [} +
) 8 i+l nal 1 n+H

n~1 X
1& €sag igl Q oeee B0 @

por outre lado, € imediato, gue sup §§1 Q oeev Boop gl <« [l 2 || e
) -
&ﬁ&&@g&ﬁ%ﬁﬁﬁﬁ parva as ﬁ% en lugar das ﬁﬁ.
Em consepuéncia:

Pl vir) - v(u*y || =

&,
<]

N3 el + LinlD)s

Eﬁﬁ%%%s

297 Ora, se tomarmos 1' = iﬁig cer My £ nel? éﬁéﬁg «sed, donde as

[} vaay  v(m®) ||

%f‘g

kxg i » H+l s3o nfo aleatorizadas, e com K suficientemente gran-

de de sorte que Qgﬁ flell 7 (3-8) < /2, teremos:

Py vexy - w(m*) || < e/2.

%2:‘ % R



LG L UL LR R . 1]

{obgsanvanos

hm seguida, pode=-se mostrar que existe fM tal que, para u* =
= (Ry0 wed Wy g5 fys Fyeqs --.)ge tonha p{V(I") > V(') - v} = 1 on-

de vy = 7?% (serd deixado para se provar no final).

O0»a, ecalto este fato, podamos determinar A"' = (n1° ceolly o

~h
i
=0

Fioo Fprnqe vee) tal que PIV(R"') > V(R") - 4, e assim sucessi-
. = . .'.3 L - .
vazenie, oté encontrar uma 17 = (£3, £5, «..) que é ndo estocastica,

de laxlov, e teremos:

p{V(nQ) > V(n') - e/2} = 1.

FLV(E ) 2 Y(EFY - H.ed 20}

A

39) (i PIVH) ~ YY) < e/2 implica(w) [vEn)(e) - vC(u'i(s)| < /2,
Yoo, oua por sua vez implica V(N*2(g) » V(iui(s) - /2, ¥ 585 isto,

$
inodo com piviN ) » V(') - ¢/2} = 1, forneca:

o
&
pfV (it ) > V() ~g} = 2,
isto & vlano # & (p,e) -~ dominante com relagdo ao plano %, e alén
disco, § & ndo estccdstica, de Markov.

)

B0 L wzsta prover o wesultado indicado no item (29), ou seja: dada
B* = iﬁl, ey Tgo Tpegs «es), eXiste £y tal que plv(a®) > V(a'}
7'=l, onde y = ¢/2N e A¥ = (ﬁl, cevn Mg 9o £q» fN*T"")'

sboepve-se2 que:

By @ vae g g q w8y, a, 8,4) = 03 @ o0 T qr(sk’“ﬁ’3k+l)’ pave

X < N-l (cou 1% R ao depe 3 7 =
X< (coa efeito, HJ g nao depende de 8> s Spyqo gquandoc j

Iicgo, se J = Wy q o0 By 1 q (u+ 5 Iy Q v) onde u (Sl’al""’
_ et kel _ 3 4 '
. Sﬁ) = i B r(sk, & Bk+l) e v = V(SN’ ays 3N+l) =

k=1
. e .k (%)
E( ‘\-‘S'n - (X D & . - .
* 2oy, ays Syyq) ¢ kgls fnsz 9 +o D @® s Segue-ge:
() pois ||¥(u) - ¥(@") || = sup Fv()(s) =~ V(R (8) |.
(%} llotaremos u no lugar de u(sl’al"°"8ﬂ%13’ v no lugar de

V(BH’ I sm%l) e ¥ no lugar de qualquer r(an, an’sn+1)'




.
WEAS

_ H-l k=1
&? =4 §1 Q ¢ o ¥ EE%”‘}; Q i{k;\}l g“ ?“%} #
'*BNW*}'EE g (r + ig&xf £ gv.}}%
H giq” TNl D oceers Ty @
N-1
k3 -1 ;
= @gz B 2 Ei G eeven ﬁk gr + 5% ﬁi L« B §§wl q ﬁﬁ gr 4
& % : @

+ BB, g ... B, - g £ q ees £ yz=§ By g ... BF <

Kefe1 1 N-1 9 *ne1 Hex TR L 19
= ¥(H'), isto &,

H=-1

o

R A I B 8 By qul = ¥(n'), (13}

onde u e v s3c definidos como anteriopmente.
Em seguide, encontravemos fNQ tal gue:

F{ﬁl Q e My qfgw = By @ vev My 5 g Iy = v} =1 (2)

onde w = %% gv @ M(SA).

Ora, consideremos a probabilidade m = By @ «o. Ty, em
g&& @**m§§& (2H fatoves), e representemos as coordenadas variiveis
gﬁﬁ 912 G1s ce+es Oys o3 para qualquer fy, tem-se que x &
* Oy g .ol By g afywlo,) & uma versdo de Eduloy, fg(§%}}§ﬁi§9'@ﬂ%
quanto y = Iy qy ... Oy . g Hywloy) é uma versio de giwéaﬁ3&%}§ﬁ1}*
Entdo, se escolhermos £y tal que wlogy, fﬁaﬁ}E > wlay, e} = v, com
probabilidade 1, segue-se X > y ~ vy, com probabilidade 1, que & equi

s

valente a (2).

Que um tal f, existe, & decorréncia do Lema 6.8, com X nﬁ%g

]
4

2% 5

3

= A; q uma versdo da distribuicBo condicicnal de Gy, dada Uagl

&
i

Wi e T oy,
Iste completa a prova.

Copolaric 8.3

2
.

£ . ' "
Para todo p € F@%& @ e > 0, existe um plano de Markov I que

{p,e)=Etimo.

=}



wlF
Dem.

Conforme o ?@@y@m& 8.1, @xiste um plano T que & (p,e/2)-
otimos g@lﬁ Teorema 6.2, existe ﬁ qua (pgsfziuéaﬁmnﬁ o plano %.
Entao, E € (p,e)=6timo.

C.q¢.D.

0 seguinte exemplo mostra que o teorema 8.2 ndo pode ser me-

lhorado, no sentido de suﬁgﬁiﬁmi@&ﬁg a €y,s)~é§&iﬁ&g§&,pﬁl& e=~domi~

LR

Exem

plo (Uma estratégia 1 que n3o pode ser e-dominado por

nenhums estratégia de Mavkov)

1¢) Tomamos X = Y = [0, ‘i} e B um subconjunto de Borel do quadrado
unitdvio XY tal que a projecdoc D, de B sbbre X, ndoc & de Borel;

;}}”‘ %ﬁgt

Consideremos a seguinte lei de movimento, para x € X e
(x,¥) € B:

(2,5 % ®
x -+ x3
logo se trata de uma lei de movimento q, degenerada e i&é@g@ﬁﬁ&
da agdo g, isto &,

’@iixﬁs | éﬁgy}} = I ¥ (x,¥) € B, e q ({x} b %) =1, 9 2 e x.
¢ conjunto de &@@@@ §a={o, 1], ﬁ@ﬁﬁ@ r dada por:

r (x, a, ) = 1, se (x, a) € B
(13

r = 0, caso contrario.

' - 2 % &
29) Agora, tomamos qualguer estratégia 1 = (§1, ys «o0), tal que
& -
i, €w§$§§ 815 <.0y 8. ) & ﬁ@g@aeyaéa em ¥, quando s, = (x,y); mos-
travemos qa@§ neste casoc, ¥€g } = 8/(1-8) em B, isto e,

?(ﬁ He) = g/ i-8), ¥ g = (x,y) 8 B.



4

G-

% ¢ a-1 _% &
Tem-se: ¥(n ) = § g " 1 g ... RB_qr =
n=1 i "
& R
= My ogr ¢ n§2 8 l Q.. & ars; (ﬁl qr)(s) =

porque 8 = (x, v¥ € B e de aeﬁgﬁ@ e@&~€i} p{lx,v).y.x) = 0.

A seguir mostraremos que €ﬁi q e §~ QP?(S} =1l ges = (x,y) &

€ B; assim, para qualquer ”ﬁ%&3ﬁ%ﬁ?ﬁ%” {s, a, s'; a', "), comegan-
do com s = (x,¥) € B, tepemos abrzgatériﬁﬁeaza»a’ = g" = %, devido
& iei de movimento e@ﬁsx@@faﬁag g@?'aﬁﬁwa‘la&§ﬁ~aaﬁa Ki {*§§x§§§§ &
wms, probabilidade concentrada em vy, a grzmazva acdo sera obri igato~
rianente a = ¥, e da mesma forma como ﬁgi.iﬁx%§3,y§xiyg concentrada
em y, a @aganﬁﬁ agdo sera a' = y; em canseqaeneza'

(ﬁg q ﬁl qrii{x,y) = 5 g i §§$€xg§§£} éq} ﬁ“i dg éﬁﬁ = 19 uma vez

que vi{x, vy, x} = 1, de acordo com €i}.v

S

ﬁﬁ%é@g@@%ﬁﬁaﬁ obtemos El Qe §§,§§ = 1, para todo estado ini

cial 8 = (x, ¥) € B, e portanto:

7 ﬁ“} S S

?iﬁ }{3} ﬁ & sg@ w&¢%g @”Ont Sgi& 3 * PUCIREES. 3 e s F

= g/{l=-B);, ¥ g = éxg y) € B.

39) Finalmente, gseja 1I= igls Hos cevs) tal que i, e Qiﬁggfg isto &,

g 3 # ¥ 3 ﬁ 1 5 : ; & . :
nz_mam depende do estado lﬁlﬂ&&li ), Por outre lado, consideve-

mos o conjunto x € X, tais que #, qr > 0, isto &,

{x €@ X3 (1, qr)(x) < 0}; observemos que, para 8 = X, temos:
(griix,a) = g rix, a, 8') dq (s ig?,:é como q ({x}|x) = 1, obte-
mos (qr)(x,a) = r(x, a, x). Ora, (1, qr)(x) > 0 implieca l

(n, qr){x) = 0, (qolx, a)) = zkir{x, a, x)) =

2 j » {x, a, )} 4 £, > 0, donde devemos ter v (x, ag_KE z 1,

isto s6 ocorrendo quando (x,a) € B, donde % € pr§§‘ﬁ = D.

(%) %%g@éﬁﬁateg & é Q{ﬁiﬁ } = %{ﬁﬁﬁggﬁﬁ ae ﬁ g Qiégﬁﬁg entac o

-
5 BRO
2

nzo depende é@ estado iﬁ&&&%§§ pnem da pziwgzra agas enpreendida.



e

~§Gw

Logo temos: {x € X3 (1, qr){(x) » 0} €D, sendo aqudle um con-

g - w A
Junto de B@r&lc ); como D nao e de Borel, esiste Ry € D, tal que

3

~ L - A ;
(T, qrilx)) ﬁhQ( ; mas r 80 pode assumir os valores § a 1, donde &

integral iﬁg @?}€Ka§ > 0; as duas desigualdades fornecen {ﬁz qei{x )=
&S

#

0. Em seguida, para qualquer Yo tal que €xe§ yg} € B (vepeticoes do
t&cnicas j4 empregadas), cbtemos:

v{nX(x ) < B%/(1-p).

o® Yo
, . . , /
Esta desigualdade, junto com V(I } = g/(1-g), em B, fornece:
B 5 &‘ . ‘ : « Ty
V(mCx,, ¥od = VA Xx , 7,0 < [#27¢1-83] - [B/(3-8)] = -8, donde
: g . - &
V(s w2 £ Y X(x s v, ) -8, isto &, V(E Xx,, y,) > Vim)(x Ly )+
&
+ e, ¥ ¢ < B, portanto, nenhum dos planocs B pode ser c~dominado pov

um plano I tal que i, € Q(&B%&s e, em particular por nenhum planc de
Markov.

(#} I, qr e uma funcao de Baire e portasnto {f, qr > 0} & um conjun
to de Borel.
(#*) Do countririo, terfamos D igual ao segundo subconjunto, absurde!



§ 9. ESTRATEGTAS ESTACIONARIAS € OPERADORES

DefinigSo 9.1 - Operador T

Associado a cada fungio de Baire f:j%}«# A, consideremos o ope

rador T: ﬁ§§§‘w@f§;§§5'tal que Tu = fg (» +gul, ¥ u e %§%%§ onde o u

da direita, considerado como fungéo em 3"&?«;& depende 86 da tltima coor
de 5 or

cional degenerada, em A, para casa S %}%, segue~se que a notacac pre-

cedente indica:
(Tul(s) = (fq (v + Buli(s) =

e j { r(s, £(s), s') + Buls’)] dals'is, £(g)), ¥ s g £,

rpretacdo: Tu € o ganho esperado, em fungdo do estado ini-
g £ ¥ w = #* 3 s
cila, supondo que utilizamos fg ) e gque o processo finda no ianicioc do

29 instante, com um ganho final u(s'), sendo &' o estado final; an:

no infcio do (n+l)-8simo instante, com ganho final u{s'}, se s’ & o

estado final.
0 seguinte Teorema resume as propriedades do operador T:

Teovena 9.2

(a} T € monStono, isto & u < v implica Tu =z Tv
(b} Para toda constante ¢, temos T{u 4 ¢} = Tu + geo.

{c) Para toda estrategia de Markov, I = ifls f?g cesdy EEmOs

S

TV(R) = V(f,i), onde (£f,1) € a estrategia de Markov
) g

€f§ flg fzg ntts-}m
?)}3



=L
Dem, de (a)

(Tulis) = (£qr)(e) + 8(fud(s) = j r{e,f(s8),8') dqls'|s,f(s)) +

v @ é uls') dqls'|e,f(8)), ¥ 85 loge, u s v, isto @, uls®) < vis®y,
¥ gt, implica ; uls*) dq(s'|s ,£(8)) < { vis®) da(s'|s,fled), ¥ =
donde (Tul(s) < (Tv)(e), ¥ &, isto &, Tu < Tv.

Tlu + e) = £q (0 + 8(u + e)) = £qlr + Bu + Bo) = fq (v + gul +
+ fq o = Tu + ge,

V(a) = § 870, g ..v X_qp = B " £..q ... £_ qr; segue-
nsl i » a1 . e
. N w
ser TV(H) = T(VHY) = fgr + BFgV(N) = fgr + 8 £q( ﬁiﬁﬁmgﬁxﬁg**§§%
o \ y

=fgr + J 6" £ g £, 9 . £ ar=
= 18" %8 q .08 qr = VD) = V(E,D), onde T = (F,1) =

%’»‘

{g§$ %ﬁy R gﬁg 0&:&} e g: = fg gz = fl’ t e € e s g?; Wi”ig Zokes

C.qg.0.

(i) Dado uma @&t@&ﬁ%@i& B = (£, £f5, ...}, de Markov dizemos
que £: 8 v+ A & uma funglo I-gerada quando existir uma
Wi@&m?@@ 8y * 85 ¥ +evy 0= 8; todos conjuntos de Bo-
rel, tais que, a restrigio de fa §_ & mgﬁmﬁ af,n=
= 3; 2, ..oy (igto &, £ | 8, = £).

(11) 8% = (g3, gy, +...) diz-se uma estratlgia §- gerada, quan

do cada g € %~ gerada,

Definigdo 9.4 - Operador U

Associado a cada estratégia 1 = éfii fz, ;..39 de Markov consi

deraremos © operador U: M(J3

e’y tal que:



Ulu) = sgup T, us
u

onde Tﬁ & o operador (vide Def. 9.1) associado a £, para

nm1§ z* ® % & ¥ @

Interpretacdo: U™u & o ganho esperado Stimo, relativamente a

todas as estratégias N', de Markov, que sdo f-geradas, se iniciamos
usandc 1' e terminamos no inicio do ¢+ 1)-&simo dia com um ganho

final ule'}, onde s' & o estado final, aésse éi&{&}.
0 seguinte Teorema resume as propriedades do operador U.
Teorema 9.8
(a) U & mondtono
(b} Para cada constante ¢, temos Ul{u + ¢) = Un + ge.

(c) Para todo operador T associado a uma f que é fH-gerada, te-

mos Tu <« Uu.

3,

(d) Se & & ume estyatégia de Markov, ent3o para cada u € M(}J

&
e cada ¢ > 0, existe f que € fi-gerada e & tal que o opeva-

G

dor a ela assoeciado satisfaz Tu > Uu - e.

Den., de (a)

Dem. de (b)
U (u+ el = sup T, (ate)s= sup (T, u* ge) = 3§§ T u+ge=
= Uu + Bo.

Demo. de (&)

Uma vez que I = (f,, £,, ......) e £ & I-gerada, temos £{Sn =

ﬁk fﬂ‘*\ “ g l§ 23 & ® & @ e E} a s;{ é‘ Sz * € & 8 & ¥ &
(%) Adiante, apresentaremos uma cabal justificativa para tal
interpretacio. ‘




Logo, dado & @ 2), existe n tal qus s 6 8, donde £ (s) = f(s),
e portanto:

(Tud(s) = (£qri(s) + slfqulls) = (£ adrd(8) ¢+ (£ pdul(e) =
s (T u)(s) s sup [cT u)(s)] = Cvuits);

agssim, (Tu) (2) <(va) &) gv * mo éTu < Uu.
 Dea. de (d)

g@ﬁmz&n&{a*‘rgtﬂn-’ c,aiea,t‘ru::»%-m}. :
n=l, 2, ... assim, os 8, sdo disjuntos dois a dois, e cada s © )
353 é@!&d@% & 81 L 4 52 * sevee} 313'&&0‘ podenmos defi-
nir £ tal que £(g) = £,(8), para 8 @ Spe 21, 2, ...,

pertence a algum

Em consequéncia, para cada v, tem~se Tv = T nVs @@ 8 , onde T
@@@gmméwmsmiwoaf,wmm»,mawaavnvne,ms
donde Tu > Uu ~ ¢, em t‘&é@%

Agora, estamos em condigSes de apresentar uma justificative &
interpretagiio de UMu.

Observemos, iniciilmente, que para cada wmmgia gt = €gi 28y
++++} de Markov, o ganho total devido a ', supondo-se o processo com
término no (n+l)-8simo instante e ganho final w, € dado atvavés de:

?thi' u) = Ti '1’5 seeee raﬂy

onde V_(1*,u) representa o ganho acima referido e T} € o operador as-
sociado a g;. Se I' € -gevada, entdo T{ v ¢ Vv, para cada i, por (9.5)
(ejy como decorvéncia, substituindo-se em V tﬁ s} = ?3, ‘ﬁz vesee B! als
cbtemos V, (1',u) ¢ VMu. Entdo para endontrer I', tal que V I LN

» oy - ¢, escolhamos nimeros positives € @ fungoes 8; que sejam

t-geradas, tais que:
T} gh~i i‘ﬁﬁﬁ“i u-e = gttitl c5

aexistem como decorreéncia do Teorema 9.5(d)).

(as g,
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Por indugd@o sdbre i, comegando por i = n, obtemos:

Ti % e s ¢ e T;l “di’

onde e;%‘i Toeg b Bey g b oeee s”“‘"’“ €y Para i = 1, obtemos

Vo (2, w) > 0% u - d,, e o08 ¢; podem ser escolhidos tais que d, < «.

Teorema 9.6

Se U & qualquer operador com propriedade (a) e (b) do Teorvems
9.5, entdo U € uma contragdoc com mGdulo 8, isto €, ||Uu - Vv]]| <
<8 || u-v||, de sorte que, pelo Teorema do ponto fixo de Banach,
U possui um Gnico ponto fixo &*,v e [jU" u - u‘” < 8™ |lu -~ u&H, pa-
ra cada n. '

Dem.

Lembremos que ||w]|| = sup|w(s)|, onde w @ M(8) (trata-se de
uma norma). Entdo, para cada estado s, tem-se: v(s) = uls) + v(s) -
- ule) < uls) + [vis) - u(s) | = uls) + |uls) - v(s)|< uls) +
+ sup fuls®) = v(s*)| = u(s) + |ju~v|| (8), dsto & v <u 4 jju-v]].

8 ,
Segue-se Uv < U(u ¢ ||u-v}|) = Uu ¢ g||u~v||, conforme (2) e

(b) do Teorema 9.5, isto &:

Uv < Uu + 8| ju=v]} (.

Yol

Trocando os papeis de v e u, obtemos:
Uu < Uv + 3] |u=-v]| (2)

Ora, (1) e (2) implicam que Uv - Uu < g|ju-v]| e
Uu - Uv ¢ 8||u~-v]]|, donde |Uu = Uv | < 8]|u-v]|], isto &,
[Uu - Uv|(s) < 8|ju-v]], ¥ s 6’@, donde |[|Uu - Wv|]| =
= sup {Uu - Uv| (s8) < g||u~v]||, isto @&,
[{Uu = Uv|| « 8l|u-vi].

Em consequéncia, pelo "Teorema do ponto fixo de Banch®, o ope



&

: & - & &

dor U possue um ponto fixo u (isto €, tal que Uu = u ) e
x f, : &

(v e = u || < 6" |lu=-u]|], ¢ n.

C.q.D.

Os principais resultados sobre estratégias Gtimos estdo conti-
dos no Teorema seguinte (sdo indicados os resultados covrpespondentes,

obtidos por Dubins & 3&vag@ €13}}.,
Teorema 9.7

(a) Para cada estratégia 7 = (£,, £, ....) de Markov, vepresen

tando por Tn © operador associado a fn e U = sup Tﬁ o operador assceia
i . & u o -

do a &, o ponto fixo u de U € o ganho otimo entre todos as estrategia

de Markov B' que N-gerados, isto &,

(1} van") ﬁhua,'v I' que € N-gerada;
(ii) 5 £ que € H-gerada e tal que veeh 2 W - el

& & . . o
fpualquer £, comc Tu > u - ¢(1-B), satisfaz essa desigualdade.
(b) Para cada p 6 ?igﬁ e e > 0 existe uma estratégia estacioni-

ria (p.e)-6tima.

% R
(c) 8e para cada ¢ > 0 existir 1 = (ﬁl, Ey» evesd Que @ e~oti~
ma, entdo existe uma estratégia estaciondria que @ ¢/(1-g)-Gtima (3 o

Teorema 3.9.6, de QES}),

(d) Para cada a € A representemos por Ta o o@&wﬁﬁgm assoociado a
f 2 a. Para todo u &e_?a&'ﬁlu, para todo a, ent@o V(1) < u, para €odo
I, isto & u é um limite superior para os ganhos esperados corresponden

tes a qualquer estratégia I. (Teoremas 2.12.1 e 3.3.1, de €§%§.

(e) Se para cada ¢ » 0, existir uma estratégia c-Gtima, entdo
os ganho espevados uﬁ definido em gké uma fungdo de Baire que satisfaz
a eguagso:

u = ag& Tan* - (equagao de otimibilidade).

(Tecvema 8.3.1, de (137>



PG
(f) Uma estratégia I & Otima se e 83 se seu ganho esperado fa-
tisfaz & equagdo o= sgg ?a“*‘
Dem. de (a)

12) Seja B' = €gl, G5 ersesd Bma‘satﬁatégia de Markov, N-gerada; tem-
ge: V(%) = i’ caiw T s onde ag;a ¥{g§§l, 8raas cess ) @ T§
o operador associado a g5 xaﬁa é, Té g = =g .gl{r ¢ Bu), para cada
u e ﬁéﬁﬁt De fato, isso y@de aav:xe&x{;gaﬁa por indugdo, como se
gegue. = /

Vale para n = 1, isto &, V(u') = ?’ 9, pois: T} vy =

i

TS‘ (?(323 g3, t*ce}} 2 gl q (I’ % 5‘?(&2; 235 “*‘) = gl q (I" <§‘

+ ﬁ X gﬁ 3* gﬁ q .o gn.@l qz‘) 5 gl Q(P + nzl B' ggq ¢ e gﬁ”}l Q@’} fre

nsl
; T G0 v S .n-1 ‘
mgi Qﬁ’@‘ E 3 glq wés gﬂ““l q‘!‘ggiqxﬁ,} Es gl% e gg} ars
n=l ' ‘n=2
- § gt ~ ven')
e g@}“& gl q & & & ¥ gn qx‘ ‘
n=

Valendo para n, vale para ﬁ}i§‘i§§§;§ var') = T4 ... Tle —

3@ v e E w ;}*1’ Wi&: T;ﬁéx §n§}.?& ;;4’3.€¥{gn'§'2, gﬁéag ovct?} =
= gﬁ‘?l qr + 8 gn*‘l ] ?(gn*zg gn‘g_ss tqo}: gv{gn’*’l’ gﬂ'ﬁ'zs -cav) =

%Amg @ @Gﬁi‘“&&?&tﬁ ?ig @ @ T;}‘?l un.}l = (T ’*“T }{Tn*,l ﬁ‘}l}

T o (Y
?i’ L N T& u“ ;g v{ﬁ ).,

- 29) Como cada T} é uma contracdo de mbdulo 8, cbtem-se:

L N CRET o LR I PR TR N
1D (1)

A primeira desigualdade, acima, pode ser verificada por indé-
e & e & .
gao (naoc apenas para U, eumnmmas em geral, dados u e u quaisquer),
como Be segue:

(i} Vale para n = 1: (fTiu - Tiu}lt'i B{ju - u'|], Eonforme Teo

rema 9.6



~F T
(ii) Valendo para n, vale parva n + 1:

¢ : 2
56?1 "‘Q.’.?R@‘

oy T 8 ¢
1 9 Tl ﬁ...t.Tn&1

e R AR T ¢ AVETE DT B S & AP I S
" - .

% X3 e g W e ey ¥
uf %é{‘i‘}. "’eiﬁ}{&fﬁ@':’; (X8

dl <8 fu-vi 2

=B

A segunda desigualdade em (1) € vervificada da seguinte

neiva: |lu || = fu | = sup V(8,5 Buyps ++odl =
°  m-1 : s m=1
= ¢ by - B = glwl
$§”-§&§; B 7 8oy T ver Enap Al 2w &51 87 T ghp1 -ve By, alrl
g w1 : v ?ﬁml
£ e B Ens19 < Bpepd suplz| = ] 8 Euead <+v Bpagalizll =

= J 8™ el = |Hell/¢1-8), donde:
fod

8% uy - w2 8w ]+ 1t e enHELL o gty

- & )
Agora, cbservando gque “c%i%ié + [y [{)== 0, quando R

- Apois, 0 < g < 1), pode-se concluir de (1) que:

=

§§?§ cees Tlu - T ... @gu@gg -~ 0, quando n —+ ®, ou seja:
PICEIE T LI H & B ’ -
Vplf cud = Ty oy Tlu, —= Tf ... T' = V(') quando n —> =, (2}
Porém:
v {nt, uﬁ} = T eeee T*u% < U a@ -,gé@g
n 1 n T A R

(vide observagio que se segue ac Teorema 8.5), e portanto, (2)
dmplicanm:

%
V(o' < wu

s

(%

Ora, pelo Teorema 9.5 (d), existe uma f gque € @I~gerada, tal

& & & . . ‘
que Tu >»u =-eg'=zu - ¢’ onde ¢'" = e{l ~ 8) e T & assceiada a ¥
entao, por indugdoc, obtemos:

% & - K
™u »ou m@%1$§%uu-§§1%, n>1 (57

Com efeito:s



o G

i} Vale para n = 1 {(trata-se da prépria desigualdade (u)):

ii) Valendo para n, vale para n+l:

™ u >u = e (L F B ¥ vene. ¢ Y i} s PP o T(Te ) >
# pe % e
LSRR & B S PO S § MESE Y e B+ .
& & .
>u =gt = e+ 2 ¢+ ..., + 8 = 0" o etrrspenZe.. s

£97 por cutro lado, para T assocciada a F, temos:
& &

T ﬁ% e §§§{m§}3 quando n ——s ® (g
- : (=}, _ %
Entao, de (8) e (8) se segue: V(£ ') >u =~
n-1 & et . % eg(l-g) _ @

e gii*@ﬁ‘?’ga.*«‘?ﬁ vste}ﬁu “m“u“”wy‘“ﬂ”x‘”‘g% e

P ‘ &
isto e, ¥€f€w}} 2u o= g,

Dem. de (b}

&

Pelo Covoliric 8.3, existe wma estratégia de Mavkov (p,e/2}-é

ma, que designarvemos por B = €§§g fgs ceesd, donde:

Y

V(i) (s 2 V(u')(g) - e, ¥ 1' e guase todo g @j%; €13,

#
8
s

Por {a), existe uma estratégia de Markov estacionaria £° ° =
y - . ﬁ i s o~ %
8 {f, £, .v...) tal que ¥§§§ §} zu - (e/2), onde u & um ponto fixo
do operador U associado a I; por outro lado, conform (a), se tem:

@

I{E) < u , donde se segue:

4
5

w5
i

ve$)) 5 vy - er2 (2)

W

[v(u®)(s) - e/2] = /2, ¥ u°

8) »
g & £ «© <
quase todo 8 € 8, ou seja @i@ifg }} 2 ¥(E} - ¢} = 1, portanto
gia de Markov que @ (p,e)-Otima.

C.Q.D.
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19) Pava qualquer estratdgia T = €y Tys oevn..) temos:
& .-
vig ) = 1y gy + gw) €13
onde w € %%{*}A 5} e w(s,a,s’ } vim, a8, 5 denotando a estraté
s, e

gia construida a partir de E » da maneira como se segue:

&

& ¥ ﬁ . * e w 3 = A & ® e e 1P ‘}a&
@gfﬁ {"ﬁ:‘gg 29 ® } & gﬁ,é 5313 &:{, ) Bn} gﬁ%’i€ §$ &:&ﬁ‘i&% mm '

i

, £
Com efeito, Myalr + gw) = Myge + Blyqw e V(I ) =
N mar=mge+ § " g S
?ji::é }fg ¢ % s w ﬁ§ 3.% neo : 1% T e s e ﬁC}_
; T .n-1
‘é EEE%{E{:@ & ggzﬂ% ﬁgig Ez%n % & gﬁ‘§1§z‘ = E‘i}.ql? & aﬁ}.%gégg 33} =

§1Q$ * 8ljqw = H.qlr, gw).

29} Ova, se n” for c~Otima, tepemos entio V(I gimu V(ﬁ ety ¢

s,al(s
e, ¥ gt @» iy ou geja:

U

5

) & &
wle,8,8') ¢ V(& J(8') + ¢, ¥ 8' € D (23,

De (1} e (2}, obtemos ?%ﬁ ) < §;§{r~+§(§(g P+ edl, e m% amando
ﬁ = ﬁi@ + &?éﬁ } 4+ gel, tem-se %Eﬁ ¥} < I;h; entdc pelo Lema 6.8, exis
te £ tal que fh > ngg e portanto:

Vn') < fa = fqle + eV(n®) + ge)

& (33
= fglo + gV(N ) + Bge;
: & -
lembrande que Wy = V{£,0 ) = £ qpr 3 &?(gﬁ}, segue-se:
veu e (uy,
V™) < Ty ¢ se ,

e por indugdo, usando o mesmo yr@@aéimﬁnt& pslc qual se obteve (5) de
8.7 (a), obtemos: ' |

V™)) 5 VE®) = €8 ¢ vuna + 8D ¢5)

Ora., TnV€§&} e ?ifgw}}, q&aﬁéo n = o, p@rtantd, obtemos

de (5):



—§ (e
DL N ok
VCESSTY 5 Wm ) -8B 4 L. o+ 8% L) =

£ 3
- 5 % - .
= ?%ﬁg? - §w§mw , isto &, vee 2ot ) - =BE . ou ainda:
o s .

T-3%
e 4 s 3
veeier 2 1™ ie) - (B2, v s @ (&)

- R : R . , N
Por outro lado, como I & e~Gtima, isto &, ¥(ml{s) < V(n J(z) «

e s B, % e @4%% segue~se de (6) que:

vee') ey = VinI(s) - € - [ Be/ (1 - B)) = VCIIs) - [e/1-8)], ¥ s

s

¥97, ou sela, ﬁiw} &€ e/{i -~ 8)-5tima.

C.Qq.D.

Dem, de (d)

(=)

Para cada s # %& e para cada ¢ > 0, existe f z (£, F, ...u3.
o K _

tal que:

Vi) < VeENis ) ¢+ o, ¥n ()3
para isto, basta escolher §{m} que seja (p,e)-Gtima, onde p & a proba-

bilidade concentrada en 8-

Ova, %&% € uy, ¥a@A, implica Tu < u, paras todo u, e em pavriti-

(%) wli Sf=l

cular, pava T assceiado a £ s de onde se cbtem T'u <« T° “u, ¥ n, e

portanto, Tu é %ﬁﬁ‘wz} (isto &, Tu decresce para ?é%éw}ig em particu

lax:

FaaY
el

st
#

éTnm}ésG} ! ?ifimékisg} o u{sé) 3‘${§{m}€g®}

e subgtituindo-se em (1), vem:
Vinis ) ¢ uls) + ¢, ¥, e fazendo ¢ —> 0, obtem~se V( )(s ) < uls .

of - e
¥ 4.

{#} Sendo T assgociado a £, tem-se tu = £g{r + Bu}, donde {tul (s} =
= (£q(r + gu))(s) = [[r(s,£(8),8") ¢ Bu(e®)] dals'|s,£(s)); por
outre ladeo, €?a u)is} i,} r{s,a,s') dgi{s'|s,a), e portante <Tuls} =
= {?§§$§ wjfs}, ¥ g ﬁjég Daesta forma, " |

g B &u, ¥Fa f A o ﬁggs} e < u, ¥ ﬁfﬁ}wﬂ (2 ujis) = (T

< uis), ¥ e ﬁ}ﬁ% isto @, T u ¢ wu.

]

£{g) u} o«
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2%}

Come s, fol escolhido arbitrariamente, tem-se:

V(E) < u, ¥ 1.
€.Q.D.

Dem, de 6(e)

Por (e), a hipdtese implica que existe, pava cada n = 1, 2, ....,

uma estratégia f‘ =) . (fn, n?® eceee) que € (1/n)-otima.

Tomemos I = €f1* £ps eeeces £q0 sesee)} seja U o operador asso

ciado a 1 (logo, Uu = sup T, ©, onde T, € associado a cada £33
%

'ﬁ . i .
seja u o ponto fixc de U; entdo, por (a), segue-se que V(') < u .

§ 4

para cada estratégia 1', que seja N-gerada.

Em particular @ = (fl, f2§ eves) @ N=gerada, donde cada fﬁ &
ﬁwgﬁz‘&é& e @ﬁ:‘t&ﬁ, Qaﬂa f(w) (fﬁ f 5 c.;c) g ﬁ“g@r’ﬁﬁag & %@@@&ﬁ

wws ?€f€ )3 < a&, ns k§ 2, ceeees isto €,
gl o) cu'te), Yee R a1, 2, e
como cada ?(f{”}} 1/n-3tima, temos ainda:
V) sVl e) + /), veed v, ns 1, 2,0 (2
onde I' & agora qualquer estratégia n°. |

Ora, (1) e (2) implicam que V(r')(8) ~ (1/n) < u&(s§, ¥s @

, &,
8,7, n=1;, 2, «ivovy e fazendo n — =, gegue-ge: V(N'){(8) < u (&’

/
%;% s ﬁ % & - . o R
¥ 8 €2 ouseja, V(I') < u ,(assin, u & um ganho Stiro, em rela-

gdo a todas as possiveis estratégias n'}.

Tem~ge:

& & &
gup T u> Uu = u (3}
5= a =

ﬁ - 5 & & & g
- Lembrando-se que u e o ponto fixo de U, verificamos a desigualda~

de.
| # s 2,
Com efeito: (Uu )(s) = sup [(T ud¥s)] e (T u )(s) =
by



.

= (7. (s) ui(s), ¥ s sggg donde (Uu’)(s) = am§§ﬁ z (s }a 3( s <
n

< &u%[&? u }&$§}, ¥ s8¢ esta litima a&slgua&dad@ decorre de, no
E&é@ direito, apavecerem todos os ? » enquanto no lado esquerdo con-

COTTem apenas os T& tais que a = fﬁis}}é

& = « @
39) Tem-se u < v(f{ }E +{ifn), no= 1, 2, ...., com efeito, se fosse

u €$§ s V(E { §§€@} + (1/n), para algum indice n e algum ¢ 8 , ao

H

tomarmos ¢ = u €$} - ?€f§w3}€s} = {1/n)}, obteriamos uma cepta ¢

que seria £

b

&
-gerada e tal que ?€§€&}}€s3-§,a (g) - € = y(et™?
(s) + (1/n), conforme 9.7 (a); e portante, uma contradicac em re~

lag@oc ao fato de ser ﬁgé} uma estratégia (1/n)-Gtima.

: &
Agsim, u < ?éfim}i + (l/n), n =1, 2, .c.., implica T u <

o1, L) &« am =T LTS ¢ By = vea, ey s:gs%} é

&
u ¢ (B/), n=1,2, cco., 0&@@ a Gltima desigudldade decovre

=g

&
do fate de ser u um ganho esperado Stimo, a igualdade que ihe an

e

tecede decorre de (e) e do fato de f & a ser associada a ?ﬁﬁ

X3
&

nalmente, a outra igualdade é conforme (b); ou seja, se tem T B <

5’%&

b

% ) : R & .
csu + {8/, n=1,2, ...., e fazendo n —= e, fica ?&% g %,
donde:

€ &
sup T.u < u (b}
s @ -

& =
Ora, (3} e (4) implicam: sup T,u =u,

la.} parte { ——s )

e 2 P * « i% % e i
Se I e otimo, a hipOtese de (e} & satisfeita, donde u = ¥(u}
¢ um ganho Stimo e satisfaz, portanto, & equagdo de otimibilidade.
2a.) parte ( S— )

Suponhamos gu V{u) ﬁﬁ&&@f&ﬁ & equagdo, ou seja que V(u) =

= mag T, fﬁﬁﬁk} donde T, {ﬁiﬁ}} < V(B), ¥ a € A, donde por (d), com



u = V(n), se obtem: V(N') £ V(E), ¥ B!, isto &, I & Stimo..

C.Q.D.

Gbsevacoes:

1. (d) & estremamente {til para se se provar a otimibilidade; com e-
- %%@gﬁyéﬁiﬁ
feito, se sabemos que u & o ganho esperado de ume W7 8, tal que
T,ug<u, ¥ a@A, entdo (d) garante que I & Stimo.
2. N3o sabemos se o ganho Gtimo sempre satisfaz 3 equagic de otimibi
lidade, ou mesmo se sob as hipGtese de (e), a solucdc (limitada)}

. T
S UnICE.



§ fo. RESULTADOS PARTICULARES

Se A & enumeravel, com elementosz @15 @p;y «.., cada estratégia
. B &
de Harkov @ T -gevada, com I = (glg gy cee) @ g, £ a,, ou seja, ca
da 1 = (f,, £y5 vened é tal que £, é‘zﬁmgafada, k=1, 2, .0ey de fa
to, fixado o indice k, seja, 8, = €s;£§€53 = a,} onde § = 8, + 8, +.
cue ¥ 3& ¥ eeee @ §k€s} = gn{s} ¥s € ﬁn, isto e, fki sﬁ = gy

Reciprovamente, para cada estratégia I 2 £, 00 22005 0 GB-

-geradas pode reduzir-se ao caso em gue A & enu-

mepdvels com efeito, se interpretarmos "agiao n" no estado s, como sen

do a selecdo de £,(8).

Contudo, & preferivel comservar o conjunto de agdes A origi

nal e introduzir o conceito de enumerabilidade essencial.

Definigio 10.2

Duas agbes 2 e b dizem-se equivalentes no estado s quando
rls,a,.? = v(s,b,) e ql.|8,a) = q(.]s,b), ou seja, ris,a.s8') =

= ple;bys’) e ql(s’ls,a) = qls'|s,b), ¥ 8' € s, ou ainda:
T, ug) = T, uls) , ¥ u € M(s).

Definicdo 10.3

(i) Se T = (£, £,5, «..) é de Markov, A diz-ge egsencialmen-

te_enumerdvel por § quando para cada (s,a) existir um n

tal que f_(s) & equivalente a a, nc estado s.

(ii) A diz-se essencialmente finito por I quando existe uma

particdo de S em conjuntos de Borel S35 855 «e.. tais que,

m%;{é’tu‘&x
&



e

@
i{%

para cada pra (g,a) com s € S,» entdo pelo menos uma das agdes

£(83, ... £,(s) € equivalente a 3 em s.

Teorema 10.%

{a) Se A & @saaﬁmmalmaﬁta enumeravel por 1 = é&z& fzg ceen} en

t@o o ponto fixo u do cgeyaéa@ U associado a I, € o g&ﬁ%ﬁ

3

ity

ﬁ@&@@« U e idéntico ao operador S§§ T a0 de ﬁ&@%@ que u

a Gnica solugio (limitada) da equacgdo de aﬁ&m&%&& idade. P2

%

va cada ¢ > 0, ha uma @nica estratégia estaciondria que

e m&‘&ﬁm &

(b) 8e A & essencialmente finito por I = (flg fas eeedy entdo
existe uma estratégia estacioniria Stima.

Dem. de (a)

Para u e 8, tem-se T,ﬁﬁs} s @:ﬁ{s}, onde a m’f (s); entido:
Uulg) = = sup T &§$§ = 3&@ Te _(e) aés}-ﬁ‘sap T,uls), ¥ s €3

isto @3

ot . :gm % =
Uu g sup ?&u (17

Porém, pavra cada a € A, Taafa} = Tﬁu{s}g para algum n donde

T uls) < U u (s), e portanto, sup T uls) ¢ Uuls), isto &,

sup T u ¢ Uu | (23
a

ent@o, (1) e (2) implicam U u = sup T, u.
a

e

Ora, o Teorema 9.7 (d) garante que V(i) < u , ¥ I, e palo
Teorema 9.7 (a), existe uma estratdgia estacionfria £'°) =
» ' % S ‘

= (£, £, ..00), com vz 5 u® - o) emtdo, v£™Y) 5 vam e,

gl

¥ B, ou seja, & e-Gtima.

Dem, de (b)

Se A for essencialmente finito por 1, definimos:



e

B_ =

mos que a seguencia aﬁnﬁ (s)} contém apenas um n

83 n & o menor i tal que T, u (a}

de valores distintos.

% v & fé ® - . e
Definimos f = fﬁ e B, tal que Tu =Uu =t  onde 7 &

#* g @ L , fondd " %
sociada com f. Entao & , como ponto fixo de T, € o ganho de

mﬁw o e
£t 3? e §€ ) & otima.,

A %@gﬁ&ﬁ s8o a@@@m&ﬁ%aéﬁs extensoes de votina

ramento de &ﬁ%@@%@gﬁ&% ("improvement routines®)

no caso de gﬁﬁ A finitos.

Teorena 10 =

' s Lo}
(a} ("Howard improvement") Se V(g,n) » V(7), entio ?ig‘ﬂ} -
> Vig,u) » V(E).

(b} ("Baton-Zadeh improvement”) €3§§. Dadas £, g: g) — A, dafi-
nimos h(s) = £(s), quando V(£'°’)(s) > vgt® 3s) e his) =
= gls), guande ?égé }‘iﬁ} > ?€f€ }}€s}§ @atﬁmg @é%{mgﬁ »
mas {v(£(*), v,

Dem, de (s}

Se T & assoeiado a g, temos T(V(E)) = V(g(u) > V(u),
de, THV(E)) > TPHV(M), ¥ n, donde TRV | v(g®)) o
?%gemkﬁ ﬁ,¥€g$§§. '

Dam, de (bi.

h esta bem definida, pois %z 8% ¢ 8%, onde 8% =
> 7ig™N e e 8" = a3z ey » vt cans.

Consideremo

P

8 ?iﬁ ?2‘& T aszsociados a £, ., e}
vamente; temos: ‘

(T ui(e) = €?l&}($}§ ¥ s € 8"

(T ul(s) = {?ga}Qs}g ¥ g @ g®



875
Com u = nastv¢£™), (g )1, optemos (2u)(s) = IT,u)(s) =
= (T, mas{v(s(™Y), veg‘“}}}3<s§~3,T1v<f(”}}€s> = ves'®dy .
rax(V(s“300), ve") e} = ute), soto & (Tu)(s) > uls), se
¢ € 8'; analogamente, obtemos (Tui(s) = (T,u)(s) ?;{Tz?{g{m}}iﬁim
= @Wg™)(e) = uts), isto &, (Tul(s) > uls), para & @ s*,

Entdo, uma vez @mé} = 8' + 8", obtemos (T uls? » uls), ¥ s ¢
e i@'&:@ & T u > u, donde V(h'")y > u, ou seja, V(n'") >

> maxiveet™?y , vegth,

C.Q.D.
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Taremcs, aqui, a verificagdo da Proposicdao 1.6: Se O & uma ma-

-~ * *
ciriu da Markov, entao existe outrz matriz de Markov Q , tal que Q =

o :1.“31. \“f{: 'g’ L + Qn) / n'

Algumas definicCes e resultados que serao necessarios para es-
1%icagdo, sfo indicados a saguir, com a referéncia da pagina do

Liveo Jde Cantmacher (4), onde poderao ser encontrados.

Ca matriz quadrada A diz-se uma matriz redutivel se existe u-

3 ca2 parmutagao dog Indices i, ] das linhas e colunas, permitin-

G © ela passe a se egcrever scb a forma:

B . 0
;.
¢ D
onilc ¢3 blocos B e D sao matrizes quadradas e 0 & um bloco nulo; ¢

cent ivlo, dlz-se irredutivel (pag. 50).

Uma matriz quadrada A diz-se sob forma normal quando se esc

Al 00'..".00 o........oT
? ‘?2:.....0.? ?‘\.\O....Q'?
P N b
. : R : o
A n 0 o.eo...‘..\r‘\g 0.0......\0

. Ag+1'lag+1'2- e 'Ag"'l'ghﬁl.... ..?
3 (] \\ 8 A \
\\‘
\\

] |

) L

! ’

] ]

| ' - \\ [
Ap,l A '20 ..--.Ap'g p'wloooé%l

-

Pesass

onde g blocos Ai {i=1, a, ..., p) da "diagonal” s&é matrizes
des ivredutiveis, e em cada linha £ > g+l, pelo menos uma das matr
P -

Nz 35 2eeos Be g-1 @ na3o nula. Toda matriz pode ser posta sob a forma

norneal, com uma conveniente pernutagfo de linhas e colunas (pp.74-77).

Se uma matriz A > 0 (isto &, com termos todos ndo negativos) &

irredutlvel e seus autovalores que tém mGdulo maximo r 830 A ,....Ay
-8a-.



R

- w--w—“
8%

(o czoe de vna natriz da2 Maxkov, o médulo maximo @ 1, conforma Pzoyp.

1.5, § 1}, entio: A diz-se primitiva quando h = 1; imprimitiva, quar-
do i » 1 { e o "Indice de imprinitividade” da matriz & o inteiro L =

i) {pédyg. 80}.

Resultados importantes sao os seguintes: 19) Se A > 0 & uma ¥
tviz imprimitiva, com Indice de imprimitividade igual a h, entdc Ah
tem b autovalores iguais ao modulo maximo r; assim, se A @ uma matxiy
do Mavkov, ent@o possul h autovalores iguais a 1 (os restantes com 1)
‘nferior a 1) {pdg. 82). 29) Se uma matriz de Markov A & escrit:.
‘orma normal, entdo os autovalores de modulo maximo 1, ogorzer:

' blocos isolados Ay, «..., A, {isto &, blocos sdbre a "diagonal’,

«&o precedidos sgmente por blocos nulos) (pag. 84-85).

Uma matriz de Markov A diz-se regular quando todos os autovaic
, &2 mGdulo maximo, sdo iguais a 1. Cutro resultado importante é <
guinte: 39) Se A € uma matriz de Markov, regular, ent2o existe uma

wiriz de Markov A" = 1im A% (pp 88-89).
goe

Agora, estamos em condigoes de provar a Proposigao 1.6.

2} Suponhamos que a matriz de Markov A esteja escrita sob a forma

AT

wal, onde Ay, eeeeey Ag sao os "blocos isolados”, com Indices |

Daprimitividade hl' oo Dy (se alguma dessas matrizes £or pr
va, tomaremos 1 como Indice de imprimitividade). Seja ‘h o

niltiplo comum de hy, ceeees hy. Em consequéncia, cada (Ai)“|
h ~ ;

= (Ai 1}“1 {:an h1 autovalores iquais a 1; entao, a matriz 0O

de tAl)h, o witip (A.g)h comparecem como blocos isolados sdbre a

gonal"”, possul hl + weene® hg autovalores iguais a 1, sendo ¢

os re;tantes autovalores de médulo inferior a 1, e assim, Qh a
hq

matriz regular, e existe (Qh)- = ;iﬂ Q" 7; oonforme (19), (29} <

20} Notaremos: P -kgo Qh 7/ (n+l) j n > 0; assim, desejamos provar
t

exigte 1lim Pn o

ne+e




e

Observe-se que a saqa@:fwia éi’ ) éoﬁe ser decomposta em h se-

n>0
quéncias, por pm&qm dos Indices n= 0, 1, 2, ..., & saber:

{r} -
(p ) ‘? }Qﬁﬁ ¢ T omm 0, l, PR h“*l?

verificaremos que ﬁéﬁ&ﬁ estas subsmmias 'peasuem um mesmo limite, e
portanto ficara m‘m&ﬁ@ que a sequéncia (E ]
mmm N

n>0 também possui éste 1i-
3T} Inicialments, mostraremos que a subsequéncia gyéh"ﬁ
um limite; temsse: |
h-1 ~ ght(h-1)
{h~-1} q % '%
‘a - %}f*(h“l) = kge) , Q /igh+h} =

h-1 h
(Z+0#% ...+ Q0 J(XT+Q Pe o et

gh + h
&'z.-s»gﬁg.,+g, 1+ab ... + o9 a4
h ‘ q+ 1
Assim, & exist8ncia de 1lim P?“m dependera & unicamente, da miw
g
tﬁﬁ@i& de lim {Xﬁ} +. “%Q@h} / {g+l), ora, tal limite existe e & i@mi :
qm

a8 m 1%, come serd vwiﬁm&zs adiante, e em consequénc lim %é%‘wg‘f} &
: , qre
= (1/h) ﬁwm-@»@h‘“&} eh*® (2

Agora, prova-se gue, de £ato, toda outra ssqu@:wia 5? {r) @3, ¥ o=

® 0,1,s00,h=2, possul o mesmo limite em (2); com efeito:

\ gh+hel -
.vé”‘ T oty (qhvrel) = [ ;] o/ (qmm] [mm / itzw*ﬁ?} .
kﬁﬁ k=0 A

Bt

= |(gItel R gan+hel, / {h“?«‘*ﬁ] [(h-‘zmn / €€§h~i~ﬁ~£} | {3}

como existem:

. {@f} {ﬁ&@ﬁﬁﬁ&ﬁ&&@ﬁ em termos das (i,j)-componentes das matrizes; com. efeite,

- fizade (i,§), sejam ?{gk r) (i,j)-componente de ?éﬁ} ‘?qw‘gg e supo-
nhames que existam os limites @ ?{;!k‘:). t=0,i,..0,h=1, todos iguais .
é,""* isto &, dado e¢>0, existem Indices n_, teis que {P:’:g‘wﬂw?igfwg
¥ qza_, r=0,1,...,h~1. Segue-se f!'ggh*:) -*Fii{za, ¥ q> m&xina,ﬁpwﬁé i
¢ rm% slovee,b~1, donde |P §§} ijfﬁx, n>h mazfaa,ﬁi,.»a,&h 3§¢ max{&g%,
coeyfi=l}, em consequéncia, ¥ m&ix[:max{%&&snx,...,nh i%ﬁ ou seja,

E %gm ?iﬂ} = §i§”‘ onde ?ég} @ 2 (i,j)~componente da matriz F .



4o}

: ?ar& mp}.am a ﬁmshmm. ﬁaitta mify &3

1im (gh+h) / (qh + v+ 1) = 1
qee

lim{h~r-4) /(ch+r+1) =p e
b
um @Rl gahhel, L 1 =
q«&w
= lim oW (g™t 4 . f»Q"'"} /! fh-r!:-;},;n
q@’ﬁ b
0 B (- i S oL / th=1 - ;;,
mite da expressdo 3 dixa&ta, em (3), a

iim ?éh 1) . éﬁﬁ Q"/{j‘“-t , e ;ear “
Pedion

1im rg&’ = lim 9&*"“1’ s E®0, 1, ..., h=2 4
gee 9 . gew .

seque-se que existe o 1i-

De (2} e (4), concluimos que:
3 Un B, = O/ 404+ e+ 0" (07 e o

. ® . «
£ f8cil ver que 00 & uma matriz est C8 ‘,5 / ga; com aféi.to. as P, o

580 ﬁm&fm Emgasiqaa 1..3}, &emﬁ s&' e a(i.3) - wa

de @ e ?{r% a {i,j}*@maponm de ? fi;i = 1;3,“”3},

m& @&é& i = l‘g 3;‘ dae g Sy

X m 1im {X*Q‘ﬁ-.w%ﬁ“
hy e e h q :
/ (g+l) = (@")" ; mas isto & taaj.l, pois existinto lim (0")%F =
Qe
= iﬁhi {uma vea que Q ragam} ¢ aaguense (& um rasultado clage:-

¢o) © que & megquéncia ée médias axim} rge para o mgﬁm 1

mm €*§

(*} Remetemoe & Enopp (7} (pp.72).
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Fazemos, néste apéndice, a verificacdo de:

Lema 6.8 -« Dados q € QY | %), wue@M( XY )e e > 0, existe
£ e Q(Y | X), degenerada, tal que:

(2 qlly 3 uln,yy 2 uixa, §Txﬁ}} %‘e}{‘xa} =0, ¥ x €X.

 Antes de iniciar essa verificagio, recordemos que qu{x} =
= j ulx,y) daly | %); no caso de £ 6 Q(Y | X) degenerada, pode se
identificar a uma fungdo de Baire f: X —» Y, de sorte que:

Foaudxy = ulx, £lx)).

E}m‘ @@m {:ﬁ}

Consideremos o conjunto D = {(x,y) € XY ; ulx,y} ¥ quilx}};
pava cada x € ¥, seja b= {y 3 (x,y)} € D} afirmswmos que sempre sa
tem q(D_ | x) > 0. '

Com efeito, suponhamos que se tivesse q(D, | %} = 0, iste
&. gi@i | %) = 1, para algum X; observemos que, para v € Dg s e

tem ulx,y) ¢ qui(x). Em consequéncia, obteriamos:

&

qu{z) = 5 Ulx, 9) dq | %) = j c wlx, v} daly | x)
b

< qui{x) daly | x) = | quix) dagly | =3 = quis).
5
%

isto €, quix} < qu(x), contradicdo:

o . aiﬁg«
Entao, por um resultado de Blackwell e Ryli-Nardzewski !

existe uma fungdo de Baire £: X — ¥, cujo grafico & um subconjun
to de D, e portanto,

ulx, £f{x) » qu x), ¥c € ¥,
w@ﬁ&w i



que & precisamente a condigdo:
(1) ' fu
Demo. de (2)

Procede-se como ﬁ&AG¢$@m§ﬂngﬁyma é& {1}, sswgae em vez de D,

usa-ge ﬁ = {{x,¥) € XY 3 ulx,y) » Eix} - gfﬂ} @ﬁﬁﬁ 3{x§ € o "supre

mo condicional essencial de ulx,y)”, 1sta a;, -
8(x) = sup iv € Q3 qliy aix;g} > ?3{3} > s}
(Q = conjunto das niimeros va@xanaas3‘i~
%*“““"ﬁz,x& {y : (x,y} € 31} = {y ; u(g;y) » SCx} - ef2},
e pela definigdo de S(xkquﬁﬁi%x | 2 > 0, ¥ x@ex. &#éim‘p@ﬁa&as
escolher £ cujo grafico esteja em D,, e obtemos:
| ulx, £(x)) > S(x) - e/2, ¥;§1§~§. (A)

por outro lado, ainda utilizande a dafigigiguﬁa\ﬁix}; se tem:

8, ¥xex,

-

ally; ulx,y) » S(x) + e/2}|x )
ally; ulx,y) < 8(x) + e/2}x) =1, ¥ xex,
ou seja ainda, fixado x:
8(x) > ﬁ(x,y) -~ ¢/2, pava qmase todo y € ¥, velativamen-~
te a q(.|x) (8);

(A) e (B) entdo fornecem:

u{x, f(x}} > ul{x,¥) -~ ¢, para gaaaa teéa~y*$ ¥, w@&ﬁﬁzwa
mente a q(.|x)

ou seja,

ALy 3 ulx,£0x)) > ulx,y) - e}|x) = 1, isto &, vale:



—Qh

(2) ally 5 ulx,y) = wlx,F{x3) + e¥fx) = 0, ¥ x € X.

Partindo de ﬁgﬁzﬁx podemos construir a fungdo f satisfazendo

as mesmas condicoes.

(") O resultado utilizado & o Teorema 2 comtido ao artigo de Black-~
well, D & Ryll-Wardsewski, C.; "Non-existence of everywhere pro
per coundicional distributions®, Ann. Math. Statist., 34 (1963),
P.p. 223-225, cujo enunciade (devidamente adaptado 3 nosse nota
¢E0)@ o seguintae:

"Bados:

‘ 4 e T, conjuntos de Borel de um espago métrico completo e @§ﬁ§§
@@igfgﬁw§§gﬁﬁ e %ﬁm*%k?}ﬁ &g o-aigabras correspondentes:
g & ow > R, tel que: a} ¢{z,.) & PR}, ¥ x 8 %
B} $(.,4) @ uma funcdo de Baire, para cada A ey
2 @{ﬁ«ﬁ%@w tal que: 1 364 %g > @, ¥ 28 %, ounde B & a z-secgis de
B, isto @, D D= {y; (=,9) @ D}; entao existe aaa funcze de Baire
£: X ——» ¥, cujo grifico & um subconjunteo de B, iste &, tal gue
{(z, £(x}) e D, ¥z & x."

4s livhas da prova do Lemez 6.8, seguidas por nds, sio ae que
se eucomntram imdicadas no artigo de D. Blackwell, “Memoryleas :
3@3&@&3&@3 in finite-stage dynamie programmiang®, Ann. Math. Stac..
35 (1964}, p.p. B863-865.
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