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§ 1. MATRIZES OE MARtOV 

As ~Jmatri2es da Markovm aon.sti tuem importante instrumental tut!. 
tGtg:,.át.ico para a abordagem do caso discreto de problemas de progr&'!'.a-· 

ç;ão -..1:lnâ.'ilica. estocãat.ica, especialmente na situação limite e ~ l;por 
tal motivo, são elas previamente estudadas 11 nêste parágrafo .. Referi!_ 
oias n:i.bli.ográficas para o assun1:o, oonst1tuem-~e os livros de Bel
lman {3)/J Oantmaoher (4) e Ke?lleny e Sllell (5)., 

Uma matriz quadrada Q • (q1 jL' de ordem s X s, di2-aa uma !!:_ 

tric de Markov quando: ................ ---------------, 
(i) o !. qij ~ l 

- li 
y (i,,;U e {l., 2, @ 1/f, $e e,, s}i 

s 
(11) I, qij • l, v 1 e {l(l! 211 ...... li S) 

j•l 

~ se o conjunto d• eatados é finito, ot1 seja,.)• 
:m (1" 2,: ,. ., .. ll S},11 e & fixada ~ •~ a e A (vide § O) , então oa B 

= (qss i > i uma m&tris de Markov, ~ qae, • q (e t Is ,.a) 1 a matriz de 
id<tntidada I • (4

88
,), onde os 1881 são deltas de Kroneclter, é uma 

matri~ de Markov" 

o produto o1a2 de duaa matrizes da Markov o1 e o2 /l de me81la 
ordem s X s., i tambia U,~ mat.ria de lla.rkov. 

Sejam o1 ~ (p1j) e o2 • (qjkl mat.rizea de. Markov; sejam o1o2a 

~ <~1-1> .. 
.J 

·reremos: 
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• * * * * o o ~ o Q - o Q - Q ; 

Além disto/! para um inteiro n )! o, 11e temi 

(Q - Q~)n w oª - o*~ 
* (b) J. = (Q - O) i não singular• eat:.isfa:a a 

Ii(IU • [ i ·sn ((/1 - o*>] ~ R 111m (I - O + oº,-l = r;/1, quando 

S -~ 1 (B ~ 1)$ 

* ff • * (o) R(8) O • Q B(S) • R O • Q 8 • O 

e 

• (I - O) li $! R (I - Q) • l. - Q .. 

* (d) t,"'Osto (I - O} + posto O • S 

(e) Fara todo votor coluna o 11 de· ordem s X 1, o sisten'\a:: 

A exiatincia da mat:r.1.s lim!.ba o* já foi provada, conforme p:co~

posiçio, var: Apêndice? .. 

Reata f1nal.Mnt:e scatrar: 

(i) 

Da fat:o, 

donde, 

Q (lia _I_+ ____ ~----» 111W (lim ...,I_+-.::-.----) Q isto i. 
n+~ n+o 

(ii) 

De fato., 
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j.ae© ê. Ci{(S} 'p Q ) IZ -L

:'»,*,' - *Í:';-'::*-**;»** « :.

Q :r Q = lim :t ➔• Q : + 
;n➔©:> 

I+ 
.. lim .. P..t 2 

n + l 
* ®: o 

~ 

Observa-se, inicialmente&' que en virtude do rasultad.o precede!!, 
1l tt ã 

;;;3 S,g! tem O O m: O , para todo n (é u11na. ver.:!.ficação t-.rivialrr por 

in.éh1,..;ão finita) r logo: 

m lira ll + l * 3 o 

F~ova-se, s~~ dificuldades, por indução finita1 usando o fato 
ft 

e Q., 

O:) 

\" n t1 n L S (Q = Q ) ffi 

n•l 
«10 

= ! an (O - ct > n; 
n•O 

segue-se: 

isto êu 



'Mg$:\üM

:~::' ' '. l,,:e=:, Qi>':==â,Og$

Í.*:*:~.} ':. ';} {: '' 3 ç- } w

. ün . . #P- <:ei;} -'. *> 1=- seü- } - {x-* $1Í<ij''» ] :,: ::i':3}ez-í;l?f:l:- :
- {3. :, :=} ilf;w8-UnG} m:«*i'ie$} ã $ Ü n'Ü)3;

!!a .P©''jX Q.!'Ü"lmK {E«-óleo«,Ü"}
{'

. :

@

@.

&

W

{lZ'ãp a a»mKaáÇão ê âg;::l\glg:êgjêgÊ,..=C®ma { E {Ü: } F, :?: :::; ,
Â

:..}:,&;!T;=tl{ é 3,b®3.{ü#} 4 qm pax'R } wa 3:

{3. - Ê} p 3 Qa -«--e* {1? f {N iã $ .-»ql 3. (É z li,}. = uç';?.\:]

©#; . ©

;t:.:;::' ': '«E""$"ã-- 8 «3'* aaW@- a €1 - 8 m::; =* {:=n «- Q } ";
<: '- $} HÇ$} '«--'* Qf eB\ares $ .-«-p 3. (8 < 3.} ,

1%l?3.g.ü=i%8o âo'ea % },Eü8© wl {3.) , ah'àazuaa$

(:iÇl$ ':. 3"$€1: -' Q + Q } ---# ip %urna g -«.-)] B ;: ].>::

.:.ria,.i,{lge= RI Q r

f: -« 1) . P © 9''} --B :p (ÊàttU«G $ ----«b 3. :1:; '' =.}8

;t= €3©a Ç$::Ü =ãg3.Üp X - <1} .b i % S na'8Z'É.U kl&0 ==Ç.:!:;;l:\:i-Eil:. .:

K[B> '--** ? n ]] G . ai-''Z - :'.

;l:':> =::i p.uÜ !z& íê á eü$ au"&xGÂk <n'' !?Ê::i : !)i:::c:l:,:::'l
COjÜ <$;) ae Saia da.S &&i&$ rãe ãü:.ea$ 8à ;' €1$ün''$1€'...:.';;:,f:=:
':âf:' e %UÜ tã =àn & .ãÊ31glgã.g g8Gis.XÜ $a 8.; CC:V g )8TÜ :';:
c:?\=>.}a5c san d© Ca3ata .

{f:%':;:): ="8e qua ü ggKÍa = .à.. © .ilsaê31is&..g,..$#$$: pita a:;Í.Seda o::a

=i" n {!- Ün8 U) P& Ü 8 suei.cia a%! nt F ã.{:o da !: e =:êl. ::$;;

$ * S8 üo v rg p Ta 82 q @aá $ ---+ } '. ü3 (eau'?.tgluü{.a a 3ü'i{.:::':
''t;\1;: 9« ã .ÇPg ã ã,})aã f!& 9é=â.©.

%'

':.Ê*, e;; K:â. "-"''© Q e QUaa80 3 ««-* wp ã:e)X3, ã nFà=$. $O ia :!,=:::::..:1,,

l'.ir,i ,~c:..1:Lda 1 obt.mos: . ~ 
(S{t) + Q) (I - Q + Q) • 

* r; • 
a (H (B} + Q ) ,! - 8 {Q - Q l 

!( • * 
- (1 - ~)(O Q - Q O)• I -

- (1 - S) {O - O*) J ª 
* ses) c1 - s:<o - o>, i.sto é: 

w 

(l. - &) Í f311 Qn --+ Q
6

, ~O I __... l (6 < l.) 11 ~ COil'.O 
n•O 

<IJ • ~ ~ il' l pn O • -~-~--, 8 <l, sa,;tte-•• que (1 - ~, t in (o0 
- Q) m 

n•O n1110 

* <l - t> H(a> ~ o, quando e~~ 1 ca < ll@ 

l1plioendo iate resultado ettl (1), obtemos, 

-~ ,. (B(S) + O ) (I - Q + Q ) --+ I, quando t --'>l (8 ,; 1): 

analogamente, 

* * (I .. Q ❖ O ) (H(f) + Q ) ~ I, qWUldo t3 -~ l. (S ,,: lJ i 
~ • .., .. w e.m .conssquGncia tt I - O + O e uma matriz nao s:tnguliir,. :a se t>s1m ~· 

1.1J4~~~,@,~><•ll~$st)l/'i<~~-~~.~ n 
(t'!:) Soja n!o A.,, uaa serio ~ notcuaoo •u • k!O A.t. (n-iQim& SOL'14 pc .. reáit1.) · 

soja (s;) 41 sucessão das mictiae aritaiticaa s; ~ (S 
O 

+s1 +. ,.,.·,·Sr> /1:·:-:, 
Di~:-so que a aô.rie ZAti) ; ~.!. .! !;,~aro se s~ COllVtArge par~ r;l, 
chamado Boma da Ca3aro. --(*")D:t%-s• que <t@ ~ aêri• l! Ãa ; ~ quando •ail'H:~m ~a scncan 

s a ~ (1-8 E &11 A ) para e auficien~ê:11en.t• prÕxiilo de 1 i e nli.i:0 d1.t·· 
1 11•0 11 

eo. s
8 

convGra• para s2 , quan4o J ~ 1 - O (conve.rgêuci.tit i ci1H2t.ic_:t_ 
l'.!zt); s.,, & soaa de Abcil da aêi-i• .. .. -



«ã©;-

(".\, f(q }

Sgü Êg'$«oaÇ3 ãe !'ot3.HBa

Ba :ea'aa;
- . i©

;: ç:; * lli$' {c"
W

- ü*lio* * }l.:'eo* * -
G

® .'©

« }g'''eG -Q }
B

8.~

Bü fa'E0,
©.' .. :.'...'-.' '..®-'. : '.. .'..'.'.'. '..'.'.'.:...' '.®

H (} :« (Xj.=! HÍg} Q n &!m !Í$} Q w

$ k

f -! q' ':
'. «Í. \r .

{= -- Q} EZ * :t

e:; - Q> B u - 0} }l8n Ü'
. ©

ü''} « }l a' {ü":
6

! .:: ;*"*: - :;*; « ? ;* :*" - .''; ' + : ::': :,"
©X®

ã Ê
g

$

f
Í'é} 'gl' u F}'

C 3q {B} m ê.i# l {X - Ü> 1 8
m

M .LÊ}B g €8} -;
$

8:.:E

~ão verificações de rotina: 

,~-.-
H (rs) 0 ~ O 

De fato, 

!!(8; o• = [Ian 
,-.--,-

(ii) -~ (análogo) w 
1 

{iil) r;o1! _;-õf 
De fato, 

* * * H O ~ (lim H(S)) O m lim (B(S) O)= O; 
B+l B.+l 
8<1 8<1 

{iv) To ili • Õ [ (análogo); 

G) 

O.: - OHHa) = (I - O) !an (Qn 
o 

* - o } 

(1: - OI lim hlal ~ 1 í (I - O) !!($) 

R:l i<i t.. 

ll'!'l lim a (S) 
8-9-1 
8<1 

+ _ 1 ; ºhl 
-
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{vS.> 1;:: : - Ü} '; = --' C"l anglo.e9o;

i} ;111. .:.a (8)

ccõrr: ã (©} que â mago:l.a ! - Q -;- G' g nã

g '; PO t { - G'g- " l }

por õuk o &ã , ân cone cã4 gã&c P sÜ© (Ã. 'b B} E? s'Lí=JÀ

Post(:Í-C'bC } =.polUO {l 'Çl} 'pPsü

algas 4i-ggo. ga x 8 izn vebcs (:c:.un=. rãc:n H E 3,, naü na3.o,

{:l: - Q} S{ w 0 ----» <1} }: w !: -..-.-.» CnX n lg ;} :« 3.; X.: ..... -->

..E...=..ÜQ-..t....L:..:.,.=?:...yn- .?( w ]e: V Ê} m &. ',,»..----* e % # ;
c:3:=ü:ls. s :Pü?n:'ecnc üü "espaço !uÇã ;;4a=-Q, t$ n

P;):'t: :.G&C :'Q5?&Ç Q\2:ãci;; E ;? Gã$.!zlZü (X $ ;'-= eSE Baga

el?<)g:; t;üm'"*s@ ã

) f'"i :: :, m {Õ}.

:! - G F' -b âj.!Ü <Ü :' < 5{

{! «, Ül: * dg.!c <lt Q: % g

{B } ':- .$$.in. <0 > '; ..,,

Çügt {Z - Ü} -:' posto C'' .= 9

F$.}':=1ê.r:a='ka. a j.Çu83.aaãe ü c:s eüB$..:u lISa a

}>as'h0 {lÊ - P} '> pOGt0 $ n S.

'f#.:): -k : i/:. f c=; \

sãnÜt3l!.ar.Ü ©

© E,

<

'-P"--P*=?)yâe011#NÓaG»Çh;S8;h

'a '=v'pT q] ga' }\9 ] { 'f;l : - * .- -''

11 e 

X 1, 

~ I 

Q 

ff 



x © y' ge$&w sa3.UÇ$ $ m c ng quã e$-a, 'b©=a!%!::>=

reX C (x - y> » g

l "(x - v') © B

CUaÜ:ÊafX-V'P©P'beã a :bÕ 8 SPÇ ZUÇ ';X-Q>eq P.

C©mn çZ n Ü>f"} '. ) w {©} gUe--a@Ê

ã2

qw

g

y = G. j.®©a &r a n y.

Sxá.a©&neâa

A iuÇã© ê % m Qn G.
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Suponhamoa que x e y sej- 90luções; em oonaequ.ênoia, teremos~ 

Í(l - Q) (s - y) ~ O 

lo* ex - r> ,. o 
* oit uj&u x - y pertence a ambos oê eapaqoa &oluçõea <I - Q> e <O > /! 

ti-
como <I - O>() <Q > • {O), eegae-aet 

biatinei& 
- •• 111'1- ., ••• 

A soluqão i 



€ 2. CASA ©!8egET© - PRÊLÍ6ZNÁRE$

O Casa di cz"eta é aa!'aetepãzaéa p©3.o fato d $ex'ea fã.ni
:og: canto Conjunto ,J8llee estados , coma o eanjtm'to Ã. de a.çõeo; =aEa

!'aras,g11= {1, 23 ......, $i<â}

.âs n0'E.anÕeS e 4efinãÇ8 $ íBÁc!'odu3id&8 aQ $ Q , $ão iaan'bâe=s*

<l} g:xnjl.ü ( ! dado ãns'8aa'E }$ 9orem$ é pendem'â &?ena$ (3o e 'Cada .% a da

açüa ü mBP ©nãzd&p naqu83.e ãn8't&H'tKG {sanda kndep nânn'i:e ão as'tad0 3{,

nü $.}1s':a11'te 8 gata'te); 'k&Z mo'tava, no'tapencs p<8: a} m \ a ãe x'essa,s;

U es'tz'a.eêgia K = (Í'l, Í'2D '''' $ paã no'cada Ri = (fn}, sub

'Ê:=i\ liü do-aa n = Z} 2 , # -' :$- ©.'©'.©

2€Bâsõse].õ.&

Tã aã Ulm 8'tlnae©8ãa 'FT= {fZ) f23 .....} © coadas x'©gEaas ãe ü

ÇaC g3.S 82P ''''', g e F', en'Eã©:
«w. -©' .. ..' 'i$$%.

l:i Â estpa'üêgia 418.{$ g23 '''''$ g8* R hn 9 e 'üak

ael:.!} =.!g; hn = fll-N, s a 1 5.s'tae? glf q2? '

(Ig].9 82m .'''$ gNS f].} &2.. .....};
( 1? $1R $ R gp g$ ''''....p g, E;

(c\ ..u'';3 = 8$ 6$ ' ''- . *.>;

It11 :=!: ' {É'ZP f3* .. ..}.

.:)ef$.i:3.ÇÕ©a 2 . 2

) da tanga ='e8='a (:a aÇãa ã' 8 F, ümtÊo

Íli::l} .l; =ÊSat, ({©':erga ã sÊC%a naa ':=a$a fâuátoi .

i 2. CASO OISCRETO - PRELlMlMARES 

O caso disax-eto i oaraoterizado pelo fato de serem fini

·t:os, tanto o oonj unto ~ de astados, como o conjunto A de ações; not!. 
riem.os fa = {l, 2, .,., ..,. .... , S} (A) 

As notações e definições introduzidas no § O , são u.rrti<!as. 
O ganho (nua dado instante), porém, dependerá apenas do estado! e da 
ação! emp~e,ndida, naquêle instante (sendo independente do estado a', 
11.0 instante seguinte); tal motivo, nota.Ilemos r(s, a) em vez de tt(s ,a,s t 

tel'1.dendo-ae n = l, 2 , 

Fixada uma oetratégia 1T= Cf1, f 2, ......... ) e dadas t"egMs de a
ção g1 , g2 , ......... , t. e F , então: 

(a) A estratégia Cg1 , g2 , .... .,,, , g1p 1) ~ (hn), é tal que hn = gn )e 

a~ l ~ n ~N; h
0 : fn-N' se n > N; isto é, g1 , q2, '"*'gN,n::: 

::: ( gl ' g2m " " " " ' gM ' f 1 ' f 2• * "' * " " ) ; 

(b) g<N>, n = g, g, ............. , g, n; ~,---
N vêzea 

Dada uma ztegra de a9ão f 9 F, então: 

(*) A rigor 1 deveria designar-ao "caao finito". 

-13-



.. 

~(í) <to vot o~ coluna ·sxl cuj~ a-ésima componente i o 9,mhÓ 
. . . . . . . . . ~ . · -· : :, . 

r '(s,f {s)) ~·ou seja, o ganhQ que corresponde a pasoagem. pelo astad~ 

. s a ~acolha da açã<,l,f (s)_ i . iBto i, {i-(f)_l. :~ r(s,f f•».~; . . 
{b ) . Q{f) 'é a matriz quadrada S X S,cujo termo de ordem (ss•, é'.° 11 proba-

1 . . . . . ' . 

bil i~ad;a de ~ansição q(~~ fs, lf(o)) ;_isto é, [p(~>Jss•atj(a•_ls,:Jtja). 
Y;c,CJo; r(f) e Q(f ) <(ão ~- ganho e a lei da 'uanaição 4epe~_dendo. do ~r! 

. 1 • 

tudo ~~ual !. a d~ -~a reg,:a dQ '-?~ :f escolh!df '1~ l'D~~~o. · 
. . , .• 

. Sf! us~~o~ Jt es~at~già fí 12 (fn) ~ :$O o'..sls~oma _ se en~nt:;.r~ ~_ni-
. • • 1 • • • - . ' 

<1L:\1.men~e, (isto é, ·nC\ instent~ O) no ~~t:_a40 ,!, -~ probab11_i<;la4~ ~6 · 
. -·- : . . t ' . • . _. . .; • ' . . - . 

r,,-o ,rr:.o 8t.tng!r ê! 0st P-dn, ~, no !ttst.antei n, .0 p_ termo de or~em ·Jso •·i 
~ , 1 • I • , • , J . . . 

' 
' .. : 

O~( n) ~Q(f1) O_(f2)·_•H Q(fn). t ~i 

t •· · 

Fi1-~~r,.~-0s lli'1lB tii~tt'~'{;é~ia ;(ll i:: (fnf~ ~ 1:1IIl fa~ desconto a~ 
D " e <i: o ga.íiho _s,ota1 espe:ra<:·s, de~co11~ado é dn40 pelo ve~or . c.oluna 

-"- .l . . l . 

.8 ~~ 1·; 

l~V(~; m'1 ·, I '. l~ -Q~i(TI) _r.(f~~·;'l . 
n•O · ·· · -. , , · -

. - ~ . ,. . . . . . .... . 

ftl~ s=5si rjli · c,~FLtIKmoh~~ &1a)]8 ea --~nt~?.1,jreta 
- . . - . . / . . . -

{c1'l!'~ig.tde>) , qt~ü-~do o eat,.do .in~a!ilt · é n_ (s 121 

.. 
·" . ' 

a~ o gar; :~p ·êcpa_:c~ 
. - _-. ~-.- · --~ 

l t' 2 , ., • ., .: S >/ . 

s \, ; 

!3~el1 [rtf!i"?"J:]o, _.Çonuo1sa' &I T9n fH> ~(fn+1>1~; 
., . . . . 

n ~.~ m~~Eri2UJ cimd.i_ç"i.kts, .tomando o0 OH ~ iI (m~triz iden·.:idacle) b:m_-bc \ 

•J~itii10 a2pll~G{~ij , '•, _tü{ :t.:r:a~UJiçâo do 1n.st;,iht~ ihicial aq instante r~: Ct __ ,1,, 

t:! .y:!c yOl':.. ):f &-n\>1s ; Ulo (H) r <~1>ls·~ _ logov o ~~hQ .t~tar ;~srid~.:1-
ªº ~gGil de5cc.1Yt'o) ® d~:1io r.,,-Jr.: · 

: Gl3 - . • 

Í f9n(ll) .. i:(f;n+1)1s . ; 
. . r-,cO . ' . . . 

· ·.:~ illt!:C4i.!ld.l?ú1(:i,&-", ü::fl fàtot· de desCQhto . :1 ~. o i 5 < 1, . do SOr'l':-3 {.i"-•:Q "r; ;.> 

;::~.',.'.I .. H~ição elo n-:·0rdr:to CLO (:n.❖1)-ésimo Í~üt:~nt~ (n::,.O), o g·.nnh,') !!ú:]a 

~: :ig!~tio a1znwSlll; t~o fi,â:or &º, -tem-:a~ o ganho 't.cri.~~l esp-~<!!~o: 

~3z~..E9s!qio 2.,3 

n af~ie quo ~gfi11a cada componente de V{n) conforme (1)3 é 



\ e1-8«tte .

Cabo.file A são finitos, existe a maxln(s,a)l , Q 3. G < ©, lo-

go, O l [Ep(Í)]e] 3 i!''(a, f(8ll] S a, V f G r, V 8 (l,!b, donde:

o t jtena} :"un.p],l ; l }:Ê-ef..*p.].. rç.a)3...l l

S 6:l IQn(R)last 8 © ! n !. Q (lel!!bz'a!' que ead@ Qn(a} é

twa uatpiz de liüz$çov} .

pap.tanto,

o 5. lõ'Cmjel : l i. g*iQ*{ ::'cr..*J],l s ,:} $" , 'i-':g-- '«

2.

V(gJ: = pefl} '} BQCÍi> : $n-l qn-l(Ta} z'(f:\.tl)

;$ p(f].) '} BQ(Í'l.) ve'1R).

Den.

$e ]l 3 (f].) f'2» '''''}, en'tão 'FR : (hk) h2?

h2 ' f39 '''''; cegue-se:

Y( } n28Bn Qa(X) z'Cfn.+].)

x'ef'l) 1l gn Qt!(}i) p(fn.}&>
©

$(f!) + }l $nEQ(fl)Q(f2}.. ...Q lnH)llx' (fnq.l}

='(f'z) '} gQefl} }l.Bn'lÜQChz} . . . Qehn.tl3x'(hn}

$(fl} + $Qeri) üEIB 'L Qn-l(TR> P(hn)

pef'z} '$ êQ(í'z)

n pef:} + $Qef,} Vtg:i} .

(TR) ret!..... } n

c.e].n

-15-

\1'~~-" 

Como J> e A sio finitos !li existe t1 '1:1; max I r(a ,a) 1 , o .::, o < ,. , lo-

go, O!, f ~(f)J8 f = Jr<s, f(a>>f ::. u, , f e F, v s sj;,, donde: 

O ~ , [C!n(I) l'Cfn+1 >] 8 1 " IJ:tr<fn+1>]8 , [Q,,(UJ 8 1:1• j i 
s 

1 .! • f... f ~ C 1) f 88 , ~ G , n !.. O ( leabrar que cada Qn ( n) é . e ... 1 

uma •bi~ de Mai,kov). 

PoM~to, 

~ !. 1 (V(l)]• f ; lnio Bn 

Dea. -
Se 1 = (f1 , f:p ._ .... ), então TJI = Ch1 , h~J n~ .. ), com h1 = f 2 , 

h2 ~ t 8 , ••••• ; segue-se: -VCI)= I ,n Qn(I) tt(fn+l> = n~o 
~ 

= r(f'1> + Iaª Qn(I) t:t(fn+l> :/$ 

n=l 
Cf@ 

~ r(fl) + I ,n(QCf1)Q(f2)@ •••• Q(fn>]r (fn+l> = 
n=l 

• 
= r<~1> + aQ<f1> I ,n-l[Q<h1> *"* Q(hn-1>]r(hn) = 

n:l 
= fii(f ) + ·eQCf ) I an-l ~-1 (TJI) ?'(hn) = 

l l ll•l -= 1'(f'1> + e<t<t1> I .~ ~ <T•> r<~1> m 
a=O 

• r(~1) + Ml(f1) V(~I)~ 
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Dada li x'@gra d© &Çâ© € ' p. Sgeâg99x8ãsã9 1l gl aPL&aa a

'vetar aal.\iaa v, do a=ãw 8 x 1. @} L(e} W n { } $Qee} w.

g'$ta9a$S.Qãa 2.6 .

{&) V'ef,!t) n Z{ } V(R)

elh} Ve€3.r''..f eK,g} « $e€3.) b {eM}V' {R )

{à) $@ R'n efl f2ê ...}p tara©aSg (ff &} n {fp €3.F f2p '''«}

T(fp B) @ 11 . E,Õga. aP3.áeax3ãa & PXOP. g.{ ® »@Ê. 2*$.

V{ f R} @ r(f} $ $Q{ } V'(H} @ &ee} V(g}.

eb} Pro'Waramo© por tnãuçã €3.xü.tü .

Z®} V&i© p©Z'a M s' & a© #0r @ 3ã ©1 0K tPezã& &© 3.tam prea©8.ente.
29} Vü3.anão p©Z'a 3. © r v l P.era M 'F 3.; emR eeaj.tOe

VCej., .... NÍ fW.&, R) w qr(fZP ..., g®} { g3$& $ }

" h(fl}... beg®} 'W{Ê8#3.p R} " Lel3.} .. Lefw} bege.&ã,) %' {g'«

B&8 ãt v@tax ea3.u!:m$w'ãü'@3,aa a rãm$X3,, n=:-

(U3g V3. Z W2f quaaáo {'Wi} Z {W2 ©, 8 n ã, Z ....B {ã8'Eo &. â 8êu
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aü ãw8©©tx'atã$ã aZ@H2, t m Rl:.n2,qüanâ
'V{Xx.} ã.'Ç{K2), 6xl j&# q ! .aaçü x & t&k prêlao=o E. 8

maj.orouj.9uaãaogxuh p ü ã R2 cualq r 8 aS ü
t&Hm© ãlu4-aj.®k ©, {H3. ã- E2 ©ne®@ü8"'®©g 'xR. 8 ne3.ãnxor qua }{2'}«

{b U:!c&Q x«a:êg Új.g- ã$gigâq 8 ER$%a3.qn qu ::

t Ê& ãç3.@ :Í.

f-}(a) Dadas ctuas Mt:rat:iCJ1aa 11 e 12 , not:artllOIJ n1 z.. n2 11 quando 

V c11) !. V c12) , ou eeja, qoudo o 9aabo t:oul esperado ds n1 é 

maior ott igual ~o 9anho esperado 4e 1 2 , qualquer CJU~ seja o 0r~ 

ta.do inicial s .. (11 ?. n2 entea4e-ae: 1 111 i melhor que 11 2 º)" 

...s- • - • (b) Uma eatra~i• 1 4ia-ae ~ qwmdo B :,. lt c;r..1al.quar que seja 

a ••t:rat'9ia 1 .. 



$ 3. CASA gT$CÊeTa E3'ÍRé4'rÊgÍAS Õ'ríltÍá.$, }ÍO CASA B <

?329pqS4:GgQ..!!á

6e $ < !, são ãaãas Üra.t:$gá.aB R2. a fflr g2' ......> © E2.

V(f}.p €2' ...p fti' a2} ---'' V(glj# ÇBagl&Q M '----* '.

(a} 3.RÉ.un5.&3.H@R'k© V'a=á,fà ar m S ;lPa= j.neuçãa fi.ni'ta) que para qu ®u r
cs';::'atã9á.a ]if sa 'kemg

vÍE) n 1l n } gE&q.3.}l4«$wQiÇ {i!} V('FHÍl},

Ül:(:. .l::!:j tranSE Fm&RÇã© T' ap3.áaügãa ã RF. }{ B'©8©$.

3:Pli 1]. P r& Bi '- ]. {c nform Px'apon$.Çãa 2.4}

=?} '::..:gbi: Remos eue, sea & e:P essa dali.&& para 8. sexo v$.!i.8a u;s.-

-'= '(j -:, 3.Í C m e üáta. EeÜ! ranÇ: TKR e:gl,!.g3.p ft1+2ê ....> ©

::Í fli G 'K.}k'' ' Üw.{.3.glK} f saçua-oe:

L
o.ü. } {'K.}.!} .;- $ncK€1j'i> 1.geeu«p!} ''» $eefm.>.)'?e:p x i

iUnf; :l Q ;l=} X'e'E!.>3,} l e. Bl!"b! QH.;.:. ( v(T'i'e':"B} .
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v'e'i' ,.. :r 'R2} Inmü : Gnef].' ...- ft,a ref!:.>..> .':«

:?l'!:'? nãB g n ! Z'efn$.t '5 S G8(}E}'F('ÊI'Eln w ::(}:: : '!:-{«}

§ S. CASO 91SCRET0 - ESTRATtGIAS DTIUAS, NO CASOS< 1 

então: 

(a) Ini.oialmente verificaremos (por indução finita) que para qualquer 
estratégia n, se tem: 

19} Vale para !i'1 ::,: 1 (conforme Propoeição 2 .. 4) 

29} ~~,stra~emos que, sendo~ expressão válida para N, será válida pa

ra N + l: com efeito/J·lembrando TNil m (fl'l+l' fN+2; .,,..,,.) e 

ºrs<TI) O(fN+l) = ºN+l(Il), s&gu8-se: 

tcn:ante provada: 
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+ B çbtti. .... fB'xa).v(za) = 1:-iBa B(fn+l)j + an(m v ]:z)?
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9apeak mas qu R" ã {f, "l; 1. ka &, Lega

ã. 'íeR }, w f © s'.

Elt=ãe; Fa a Qualqu®x' bra'EÊgd.a 3 a (f.} . S©gUwa-GG.: '.(É
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• 
V(tr1 ) = I Bn °n (lt) r (fn+l) , a o segundo termo 11 para ~ei"c>" 

JJ-0 

Teorema 3.2 
... _. .... -· 1 1 ·--

Dem. -
r~ '11 * Suponluullos que n ~ (f,n ), isto é, L(f) V(n > 

• < V(n >, v f e F$ 

Er1tãoe para qualquer estratégia n 5 (fn) f/ segue-se !..(fq)V(, ·-, . 
1t 

.::,. V(n ) , para oada índice N, e usando a monotonicidad~ ,i::,:;_;;,-i L (f.,) 

qu,a 5 equivalente/! conforme (b) da Proposição 2 .. 8, o:'.l 'e 

a.naloga..,nente:: 
,;!'f.,. 

fM··l e n ,~) 

·• e e e e • O e O e e O e • 6 • e • D D O e • • • • 8 a • e e • & @ G $ • a e • • e ij 

* V(f1 0 -n ) 
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des·ta sequência de des:!.gualdad.es r ooncluimos que: 
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Ê
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-ã$"*

P€1.â}
®

(3,2}

1/3.$

z/$

Í:
rt&,2)
l{2,2}
r'{3.2}

3/8

'7/8

3/4

@

vamos s\xpaz' tRR d anta a© $©x' $ n o,$

0,9 t1/2 'w! '# 1/4 v2 'p l/'ê v3)
Q,$ {Z/2 vZ '» k/Z '@3}

Q,$ {1/& vl '$ Z/4 v2 '$ &/2 v3)

f'''* M ©ã*3

'l'vz @ $'z,6
&V: w $©,$

0Qv®xgüs,aa ©©$ai8a, aüaaããauax' oõ u3wst G{X.;e} . ©{2,e} -9

G {3 ::} ; nã ã®ma$ pOx' G(},e} ,

X'®= â©ftnÍÇãa, G{Z,g} M {Q Â; KeX,a.} +(8,$} PÍã,&} 'Vete"1} ?

»\y.{eee"1ll; ta 8&t%: $?{ <m)} . (.,Vã ; V'2 f'P3) (lytscàElnâ

W { w} *'F9 f 8 }'2r3. Par&©wl, fáca}

=eX:!} $ Q,$} Pea.ã} . ('vX«'pâ.'ç3}' "

a 8 Ü.$} (1/2, !/'@* ]./4}*e$].;3f Ç7.,$; $©,Q)'w

m 8 ã,$) ($3.*3}/2 <, {$?,$},f*4 .p <Ç€1:*€1#}/4 'B $1p293 = $3.*3 *' l,::'

$0:tampa, } # $eX,fjÍ ©&r® & m 2, eãc#{

E' {&, 2> #

® 2;7$ +

Q.$} ©€3..2} . {v3,p'wêpw3) ' "

©.$} €3./&$, 3/4, 3./}€1} . {$3.;3} B7.$

VllmOSc 1 -
f ~ 

- 8 + o,t + 

• + o + 

• + + 

os IJ G(2 e 
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, Q -{a r ♦ , ) > 

)}; ) 11\11: fj 

) ~ , • -1,2,3 • "' ,. 
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a 8 + ) t l'!!i/fl li /1 , 
= 8 ~~ ,,, , + , @ ,i;: , -
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r ♦ p li -, 
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:**; 2$ »«

9«!xfr gele 8üwiz,Zjf gx 8 QU {.3.,g; ;'.

Pür xl+c !ãa, 2©G€2.g} #g © 28G{3,Ê} #g,=Gltü',:,,:

=:;«=:!ç a análoga à pr ceã@nba8? r.'ws ü t$1tü3.o úa xegiP3:j.j':!caV={3 ç:,.

tx'= f $e {.;@ü }

z'<2.2} '$'(8 $ P(ã.a} . {'ç}.*v'2;'g3}' a

a !5 + (G.Qa} e!,'}.G, 7/8, !/'!$}.{$3..3

« 3.©2.Q5$ > g?,6 n v9.
anta ã, 6 f ta 2 e G{2.e}.

ll;::":x' 'be=Éüo , 2

$7,$i©

Ora. CQÍBH G(l.g} %Ê* 2 G{2:=) # #ü 2 Gi13,g) # g:,

e==c3 :],aa l ã m s garün'Ej.x' !;!ua f «* 3a u t e t Ç=8gj,ü $E=;. :iã* ça ::';:i J;::

eiE'(!:tp n é eouefej.'ba, 3 f=?.a$. :.n qê WT3 nl? VX wÉi';::

n k. Ü ?u!!çãoçê taâ Q ç $ G S :lÍ}.. aeGea,e} #$ 1.};:::: :::=':

n X,3 p !iQêtÊ geS) wgtS}. SÜG *g} ng' {ROGa9Ü, $6 awilt;,

FC i! gêãX'alntj.Z qUe g("} ,. fe"}. Gene : G q'Üarnma 3:$ {'v'ã.('ü ..;

aGÇ"U âa tapa w at3.Ka ã© giaWa='Ü", {2©aer3.ÜÜ nO ãm$1cj.c gÇl:âÍ }:.:'=:'::?=..: :'

RÜt 4 üecâ3.aui qFlf l?2p V'3? aW<ilX"aFaaÜC S(-$fl;a:"::::.

W X

W2
W3

CÜBW 2 g Geã.g} ${ # G l*Ç> '; g{3;e} M fÍ ÉIU :(i:l'a, (,-.:;!.{,!:j.:.:=i' '::

üa3.cu:l.(}s>, $ aZex'a u ) na s t :! T :gç:.= aÜÉ.=;?=; 3 ::'!.l;.:;:.'i {ã'!::?,:-.

CQ ==11s3.ãeraxteüs h © F, ü.&3. qu© }'í<3.} ;.; =; \ : u 2 :l ;J ç{»} ;. ;-

tü c ü he"} > Çe"}.

}Eaj.8 umü v'eg x'a'hüX'nünos G c$}.eu! ga v].$ v2;' v:$f ==ü:'? )::í :;.

ca.sn :;,,= . i }, G b a

3; :ÍZ , $

'.=Jf3

:, ' := , !:

fico.ções análogae às preoedentesr ftâS a titulo de exemplificação e;,~-

r(2,2) +(0,9) p(2,2) • (V1 wv2,V3)' ~ 

= 15 + (O,t) (1/16, 7/8, 1/16) .. (91,1h 97,6; 90u0) i • 

e 102;056 > 9706 ~ v2 , 

isto é, de fato 2 e G(2,f). 

ora, como G(l,f) • 111 2 e G(2.,f) J'I. JI e 2 e G{3,f) ~ I, ã cltlX.: 
que não pOdemos garantir que f («>} saja tinia estratégia ótima, e. nn ~r:t/ 

dedei, niC> ii oom efeito, se t1efinirrc.os g (2) = g (3) ~ 2 

~ l, a fun9ão g i tal que g(s) e G(s,f), se G(s,f), I 
il\lJt 2,3), enquanto g(s) • f(a), se G(s,f) $1!: I (no caso, se a Q 1), a 
tão podeinoa garantir que g<•> :,,, f(•), conforme o Teor811la 3,.5 (vide ,J) 

sGgUnda etapa na •rotina da Howard u , desori t.a no inicio dês te i:•m.·â~Jr:-,.f. 

Retorl'lando ao cálculo de v1 , v2, 

obtemow: 

{:: 
ffl 119,4 

m 134,,5 

!li\'I 121,9., \V 3 

. ! agora para o caso o.~ g· 

como 2 e G(l,g) fi f e G(~,g) mi G(3ffe.g) wa 1J (agm~a, omiti.r11or; oi::: 

cáloulos), i claro que g<•) não é uma astratÕg:la Óth:Ul@ e alé1.:i1 dirrbor 

se considerermoe b e P, tal que h (li s 2, h (2) • 2 e h (3) 122 g (3) • :i" 
tere~.os h(•) > g<•> * 

Mais uma vez retornamos ao cálculo de v1 , 
caso de h(•), e obt:ellosi 

r - 121116 

v ... e 1531"3 .r; 

lv"' !:"'-..t J.2:2118 l ,:, 



Chão G(Irh @ G{2.h} u G(3,h} H $ (aü?ãm®nt©, o &tãzias o r

aül09} p saque-80 que ht"/ & tHm@ tp &Qã taaá.oaãr$.a ÕEjaãa

e P Fado ãKáüo (corrigi.aa par B « QP$} ã êa'8o pOI'B

v {h {''} )

Cab êã@ S IQllsa pa3.aV'ras $hre êã ãntürg-p©'t3çg éo gal.ÜT :« ,

ãGgGR'E©$nQ,9?iE©Câ6 ln$H©,â.pê 8 itrP?à Ü !;::l:

bahã3.1.4aã ã $ :1 t ãa üas3.st3.x' ãa prÕxãm c Kráãa (}a3G= ü f 3.üo !:,::

c8 5*co, ©te.); assim & ã} $ j.ma ao=zããa ã pKababj.3.á.ã ãa ão m ç o ::,::

Xá.=ã ã ãaâa por $n !!ão P â ra=cãw'e3, a cansa«aex'üÇã o âeclce=.«\.;.

l$ 8a faxina aQ o Q EaÊ em (Z.4}

CO!IO G(l,h) • G(2,h) • G(3,h) • J (novamente, omitirlOs os c~J.,, 

culos), segue-s& que h (•) i uma estratégia eat:acionãria ótima e o g~l 

nh.o esperado aãxiao (oorrigido por e • 0,9) é dado pori 

121,6'] 
15Jq3 

122$'8 

" 

Cabe apenas algumas palavràs aôbre a interpretação do fator 

habilidade do taxi ter de desistir da próxima corrida (por defsi to m:::.,_ 

oân!.co., eto .. ) : assim na n-êsima corrida, a probabilidade do mesmo ,:·t~,E:r, 

lizã-la é dada por Sn, sendo pois rasoivel a consideração do deacont:,r, 



quando 8 = 1 (i,a@xi tarei.a. (}ü desço:lEo) a ganho Lote:;. A-:=;ü,.;;

do , pax'a ti dada ea't3'a'E 8ia, é 'üj.pãcamen'Ee i.afj.aj,'Eo <!:má.s ü: abafa;:;:

te a0 8 pod F gapait'ãp a eonveí'8&?2üãa d@ V{E)$ poX8$ E)Õ-X'-S ccr'E=s

esez'üãégáas $ vePifí,eã Í.V(Rllla p pü e da g © , enq.};.cinto pax'e

ow:x'as a ganho V{ ê indo'Eelwi.naão}.

29} 9ven]]. paz'e eadü a e.l@>Q\héinao, poP exeaP],o, $c ü â

2$) O gania aap padc} V< i} g ãná©te ,mí üão na se$u].nç:© eüao:

$ = {G, 1} iâ t !n wn 8nj.cc a3.ü?=a!'E'Eo; q 'Ecm capa'tüx' (:ü'i:ll::«.

mânx«stj.ao, aam Ü ---«;- ]. ® ]. .,.. Él<$> .E sj.Çáü a --

aãl wm g itho âa c!*$&,üa {13.}: @ ã E Ção :L « , ü cu:'i=;.;

Cp$k,8Gs Q 6 3at úã i:!'' ga ' d - C=*1llk?8$ <»-3.>. 1B= fG'i:í-}.,

n8a't© ampla» Ç}8Ewü$.E'Ka8 üü s'fado s : C* t y'©En= a=!

'Ü='ãag]..ÇQ@8:

C ----» 3. --«-b G --«* }.

m ga ho $ue idos '$3.? --3.s 'F].$ ''L3

[V<a).3©:Ü n }. - ]. + Z
q.ule ã ulü!.a 3âpãa ül'tax'nada coü g ma 5 6ctalm$.!!üâí!

'''""''' [: :] 'q (alü}
W

hÍ \ t.? l j. ; ;i { : l :. : l

f S~ CASO OtSCRETO~ EST2AT!9IAS 0T1MAS PARA 8=! 

Quando 8 = l (inexistência da desconto) o ganho total espe:t'\'a•· 

do, pua tmla dada estratégia, i tipicamente infinito (mais exatamen 

te, não sa pode~ garantir a oonveI'gê11cia. de V{n), pois, para certas 

estratégia.a •• verifica (v<n>]
8 

= ffl, para cada s 8 , enquanto par,a 

OU~I'&S o ganho V(!) i indeterminado}~ 

~- ;e;o~ 
19) [vcn>J

8 
= quando, por exemplo, sa tem 

29) O ganho espera.do V(ll) i indeteminado no seguinte caso: 

S ~ €0, l};~ tem um Único elemento; q tem oarátar deter 
(t\) miníetioo, oom O -$,, l e l -•\:a O ; a trans içio o -~"' l 

dá um ganho de Cr$l,OO (l), a a transição l --:" O custa 

Cxitl,00, ou seja, dá W!'. ganho de - Cx,$1,00 (-lL De fato!i 

nêste exemplo, se parti.rmos do estado s '."lt O , ter•emos as 

transições: 

0~~1~0~1 

,.,. ... 
que e u1ua eer:a.e al taX'nada com soma indeteZ'lllinada,, 

rq(OIO) 

l-1(0jl) 



a u ü ilUazlBJ.X'R8 a i)01':f'.àP 'ta3.S Sã'tuaeã 8 $ 6 ç0='Z'eâ?'l:.:-

não eaasi.de3'tição d© desconto: 11É} trata!' ã sj.kuação $ : i co (

se !imit da situação $ € 1, ou setia} p]'ocux»az' aoET'aÉ:ég].as o! '::. ;

pa::'a "B Bufa.eientemente pz6xi.mo ã© 3." ; (ij.) a11a3.isaz' ü ganiin ::!f ::::

pc} unàdéãde d@ tenda, quando ês'ee g© 'ÜOXhâ â.B&nj.!Ü.'tO.

l!'elnoa eonsãde!'ar aP©na & p Í \eíp& fo!'iüa de anho:'aBgü=!:. ::1::e:

ã ã w ili.zela po!' Blae3@TelZ, en €11}.

CABO $ agQzia tema variável, $,8xq& ee s â :io e:á)3.:' R d=!)ül'}

dê cáa d V(R} em e]açao a $$ pa].a Quü pasoape s a n tar v.<H} ÜT;:

vez VÍlil* @ também pasaa3' os & nos pef'ep$.z' a a8tna'Egêtíã:s a«*8t:i.-.

m ailm dã8aa, 8 B f(6'} RQq-ã mas %'Bee> ?op 'f©(if(l">}, RcFpe-
senta!'ena9 pox' U<g), papa ia! d dc 8 '.: ZP a gana tüka:. e8P©=na.i.ic laü:::

z'i8j-ão pap $ pa!'a. \ a aÊxa'têgj.a $

ça) yma estpa'tê8ia g ãüâlnla ü for l!-&'Üj. .a p&='ü 8 sufãü:l.ü='E:;.:

mente próxima de l$ ãnüo ©) quélnã tF #l:11 U151 par 13 s;
fieâanteman'Ea p:6 âmo * (f: .

b} U m es'tx'a't;8ia g ê SPea51::giÍâl8ã: se u(G> - vn<iYl} --»'', ü= q\:.::.:-:

é. $ --- 1(*ü}. "

0b @pv mo que:

$e R ã u & © xnrütãg:l-a gE.ãÊn.: então a b n 8 SWqg.Ç=:gim:SÇ!.

Â sagaz.P Osso PP bl ã s x ã *b iãi\açâ Üa s'ül;:ü';"i:::':'.a=

ãbãna= au quase i a$ o I'©atiZEaâos são xae !nÍ4o n s guj.fita 'l:üü

(alia:3e@3a,eni$e@&,Ü«$ :,2:ãl-qa©VnE ::B8,$=13- !,

<ie:'::F C\ s 3a, date G :; D, a2iÍ8E® g, :? 6 L, qun luiG -,\',..<1},:;
c , 8 < $ <! .

Hã duas aaneins de aboJ:'<ia:tt tais si tuagões , decorrent -.:e 

não considel'ação de desconto: (i) tl'atar a situação e~ l come 
so limite da situação S < l') ou seja, procurar estra·cégias ôt 
para n B suficient.aente pl:'Óximo de 1" ; ( ii) analisar o ganho méd .; , 
por unidade de teapo, quando êste se tornã infinito. 

I1"9110s aonsidellar apenas a pl'imeitta fonaa de abordagem, que 
é a utilizada por 8laclct-1ell, em (1). 

Como 8 agox-a i uma variâve1, será necessário exibi~ a dgpe~ 

dência de VCI) em :,elação a S, pelo que passal'e.~os a notax, v8cn> Qm 
VGZ da V(R), e tubém paasaremoa a nos tteferir a estratégias s-ôti-· 
mas; além disso, se W = f(•), notaremos V 

8 
(f) por V 

8 
(f(a)). Rep~

aentaremos por U ( l:l) , p&Fa um dado a, < l ll o ganho total esperiado ( 001:

l'igido por 8 para uma estratég:i.a 8•ÔtiL1a. 

a) Uma esn-atégia ll i §tl:m~ \ie for s-ótima para ~ auficieni:~~~, 

mente pl'Õximo de l, isto é, quando V 
8 

( l!) ~ U (a) pa~a a eu~% 
(6) fioientaente próximo de l • 

b) UJla estratégia 1i é g__uase-ótima. se U ( ~) - V 
8 

(rl) -=,~ O " 

do J ~ l C**) .. 

Observemos que: 

Se B é U.'7!.a aatI'atêgia Ótima• então também é ~~.e-ótim~. 

A seguir• nosso problema será a de·tet'Ininação d<a estratégias 
Ótimas ou quase-ótillla.s; os resultados são reuniãos no S$gu5-nte TGo-~ 

(*) ou seja, •ziat• a, o e I e 1, tal que v
8

(n) • U(B), a~ 8 ~ l. 
(**) ou 1Gja 1 dado e> o, eziata 5, o e 1 < 1, tal quQ \u(e) -v (D)i t1 ~ 



'real'ema $.2

Sa:ict f e F'; I'epz'e e temc} po (f) ã zm'traz (CQnf x'ata Lü

ne! Z.7} cã saCIada a QÇÍ'}, is'ta é, Q {f) : Bota'l3Ê.

X

V$(f} ; ExCf) / (l $)] $ y<f'} 'b ç($* f} :

nde x(f é a ã iea so].ração de

{l - Q(fllx = Q @

y(f} ã ã ün3.ea Qluvnãc} d

(l - Qer))V = F(f') - x(f} g. Q {f)

© onde c{8, f} "-"""+ 8 ) quando 8 -A l.

(b} ?ara Cada 8 e,Jg),pse3a GC8, f> o COn3tHni't:o <l© 'e8das as ÜÇ8 s a
'ÜÜiS qlU@:

$

g

ê ®

P{ *a} x(í'} B x.{Í'}

fPca)a> x(r) $ f
n(s,a) + p(8$a} yef} : 'xs(!} I' ys(É'} ,

:eB(f> yS(If} ão ag eompananEea ãe ox'den (3e H(f} G >'ilfl; e:.

':ão} FãEl8 Cada g 8 F tal qUa; g G GI ,f} ?aX'ü algum ê 'haã0 6. ç!

gils} = í'Cs) guarda gCs) © G(ssg'}, 'üü:ü-s@:

g f (i$ea g, ge"} b P(':} }

pera 'bodo g ' Z ufj.aá.aa'kam©n'Ee P.p8xino d© ]..

lc} pa caaas6.lb;se$ax{ *f) c 3untodüaaÇ8 ã

'P(s,a} xef} = x.<f'>

Z'(8$ã) 'b P(8,&> y€1fl} = X:!<:f} 'h 3r.{fl} ;

-30·-

'l'eox-ema 6. 2 
•- e • 

Seja f 8 F; representeaos por- Q• (f) a. mat?'iZ Q
6 

(confoX'tlle Le·-
ma 1. 7) associada a. Q(f), isto é, q* (f) = [Q<f>}*. 

Então: 

onde x(f) é a únioa soluoão de 

(I - Q(f))x = O 

y(f) é a única solu9ão de 

• - Q6
(f) X * = Q (f) :r(f) , 

(I - Q(f))y: ?'(f) - x(f) 
A !. Q (f) y = o., 

e onde c(t, f) ~ O , quando 6 -+ l. 

(b) Para cada s 8 ..,i.1 seja G(s, f) o conjunto de tÔdas as ações a, 
tais que: 

{

p(a,a) x(f) = x
9
(f) 

z,(s ,a) + p(s ,a) y(f) :1;, ·x
8 
(f) ❖ y 

8 
(f) , 

onda x
8 

(f) e y 
8 
(f) são aB componentes de o?'dem s de x(f) e :lCf); e.!! 

tão, pal'a oada g e F tal que: g(s) e G(s,f) pa,:,a algum estado s, ~i 

g(s} = f{s) quando g(s) Cê G(s,f), tem-se: 

(o} 

e• ,.,. g(~) ·i. f(e) ) g > f isto e, ;;;: 

para todo$~ l suficientemente próximo de l. 

seja E(a,f) o conjunto das ações a tais que~ 

/p<s,a) x(f) = x
8
(f) 

[r<s,a) + p(s,a) y(f) = x
8
(f) + y

6
(f) ; 



Se=llB='e 6a 'tenaz ab8eZvenSe f'eS} G E( $f}. En'tão$ $e papa Cada Staãü

6 tiver'mOa G(s,f} = @ 9 @ Se E{ )f) eoa'téa aperta o pan'tO í'(s}, 8.©

8ue'se qu f ê 6t5.ma, ou dais PP ej.Saaente, f(") = <f, f; .....}

<d} Se cada a eJ.l)'tivelwog G{ ,x©} = B, e 8e g(8) E(s,f} papa 'tc;
d.0 8 im?lj.CaP Q&(g} Q&(f) = QÜÇg)s ea'üão f @ qUaSe

(© Fa a fa tal que G(s:É'o} ê va8iQP paz'a toda 8, 'temOS x(í'.} }.
!. ;:Cala pax'a todo g F. R©P s©©nteEüag pa!' P Q con3tznto dao $ aü:l.;:

QU {g} = X(fa). Ratão existe f G , eon y(fâ} .= yeg}, papa ê:aâü

8 G i' . Âa g qi&aae ã.nes $ão eKata n'te pax'a quais (g} = K(g:;l

@ y<8} : y(f"}.

Ben. d© (a}

IÇ} Da @8ma fo!'ma Como â aãdãu p PX santézx' p©l' QüeÍ'} ei ínüEp :\

a soem.ada a Qerls x'ePZ'as@nta! m 8 P n }âe$, Í'} @ {{(f'}, z SP Abã$'â3â©R'«

'E©) &S nia'traZeS i!(B) @ H ae3aa3.ad 8 Qeflp b m e©BRQ na'EaPenios:

Qn<g} : l)(í13a; eanfalwe (e) d i, au i.?* tam-sa:

}iCg, f} n=Qên Qa(f} {f'l}. porta tof agçiQ-c'.;;:

:" -'ea] ":': : }..E.." c:'w; .;' 'a=8

n(Qn(f} - Qüeií')>] É'ef}

+ H(8, f) r(í'} = n{.ê} '.?(r} +

* [a«, f'} - Bala,u'l;
fõ:Senda,

$

nf fl} â pef; *

  8
®  

  3    
  K    

se:m-pra se tea, observe-se tt(s) e E(s,f>. Então, se para oada estado 
s tivermos GCs,t") = 1 i» a se E(s,f) contéa apenas o ponto f(s), S,! 

f ... ... • • .. t<•> (f f ' gue-se que e otlJI&, ou 11&1.s pre02.saaante, = i, ,, .. ., .. ~ ., .. , 

é Ótima .. 

(d) Se cada se /\;,tivfl'!llOa Q(e,f) = 1~ e se g(s) e E(s,f) para to 
,._, · •e > *ct> *< > - ... ... • do s ~ioar Q g Q = Q a, entao f e quase-otima. 

(e) Patta f
0 

ta1 qu• G(a,.t
0

) é vazio, para todo s, t:emos x(f
0

).:: 

!,, ;;:(g) i, para todO g e F .. Representemos por r• o conjunto da.a g tais 
( - • • • *1' ( que x(g) = x f

0
) .. Entao enete f e F , 0011 y(f !. y g}, pa.%'& ·toda 

ti ... - " ti g e F .. Aa g quase-otimaa eao exa:taJHnte para as qua1.s x ( g) :: x ( f ) 

* e y<s> = y(f ) .. 

Dem.. de (a) -
. * . à 19) Da mesma forma como se decidiu representar por Q (f) a mat~iz Q 

associada a Q(f), Npx-.sentaNJtOs poi, H(S, f} e H(f), Nspectivamen
te, as matrizes 8(8) e H, aasooiadaa a Q(f), bem como notaremos: 
Qn(f) ~ (Q(f)Jn; conforme (o) do Lema 1.1, tem-se: 

- . 
+ I Jn(Qn(f) - Q* (f) >] f(t) = ~~~~- + 

n=O 
ú(f) f(f) -~ H(e t f) r(f) = _ a ·t- H(,f-) :r:t(f) + 

fazendo~ 

x(t) ... Q*<t> r<f> - , 
y(f) - H(f) r(f) - 9 

~cs, f> - (H<s~ f} - H(f)} ~(f), -



-$ígà-- + v(f} q' e($, f} ,

onde &($* f} ----+ G, qtlanão B ----» !, país, H(8, Í'> -'--}

--) K(f} , quando $ ---+ 1

2'g) 6bsePveH80 que:
(! n Q(Í')} xef} (i +(Í)}eQü(r} refl}

: ÜQ"cí} - qcf) Q8(f)] pef} = be (f} - çü(r)3 :"eg} o

Q#(f} xef} = Q (f) {Qü(É') !'efl} : Q (f) pef} $

QU ae3a, xCf} a Q (f) !"ef} é a colação (6niea, eonfome i,eSm 1.? €1©l} ,

@

(! Q(fllx=0 g. Q(flK Q<Í')I'(Í}.

F'op outra lado, a v@piÍ'âeaÇão 4e y(Ê'} = E(Í'} :'(f} x soRuÇ:

#

(! - Qee) y = !'(í'} Q"çir) y = o.

é ã cappêneâ.a. j.macia.t T':âo'='=: maã.Ê \Bm& VaZ 0 ?a.'t0 X1lf} = q#(=?'> ."€1'':i

das {.dan'üãdade (! Q<í})a(Í'} = ! - Q"eÍ} © Q"(É'} E<Í') 8 ve=:..1,'

ãâaa.ãas en Z. 7 (e} } .

Basta a. wiieidada da dali.!çao y yeã'} , ãe faço, se ax$:3i:l.)?ü:;}

duas s lições y e y'$ ã.8'to ê, s© 'Eãv©zmwQS (i QeÍ)} 3' H (:
pÍÊ') -, x f} © Q (g'} y = Q"(if} y' = 8, an'tão*

(Z D(v' = G © Q'ex=}(y - y }

ã pnã i!'& igualdad foz'nele, suees i.vam@nte. qeÍ} (y - y:}

Qêã {ynyt)=y Hn(:?3.,='..'.....

[:;op j.ndlxçãa g'ijü.ta)} (! '$ Q<f']< y 8 ... $ '(f) <3' - yçl;):;f(l:. .:': '

qVl?ç' B' 'w

.# '.$
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obtemos: 

(1) 

Onde C(t, f) ........+ o, quando 8 ---... l, pois, H(s, f) ->

-► H(f), quando 8 ~ l. 

29) Observe-•• que: 

(I - Q(f)) x(f):::: (I -(f))(Q•(f) ~(f)) ~ 

~ [Q*<f) - Q(f) Q~Cf)) r(f) = (Q*(f) - Q•(f)] r(f) ª o 

ou seja, x(f) = Q6
Cf) r(f) é a so1ução (única, conforme ~ema 1.7 (e)), 

d11: 

(I - Q(f)) X: O • 
Por ou:t?'o lado, a verifica;io de y(f) = H(f) ~(f) ser solução 

da: 

(I - Q(f) y ~ r(f) - x(f) ~ • Q (f) y:::: o .. 

é deoorrência i.J:aediat .... 
11l!8ltãa, maia uma vez o fato x(f) = Q* (f) ::' (f) 

das identidades (I - Q(f)) H(f) = I - Q • (f) e Q* (f) H(f) ~ O (ver:t~ .. 

ficadas em 1~7 (o))~ 

Rasta. a uniaidade da ao1ução y = y(f), de fato, se e.x:í.stir:em. 

duas solugõas y e y', isto i, se tivermos CI - Q(f)) y = o: - Q(f) )y? '. 

• * 
::: J:t(f) ... x(f) e Q (f) y = Q (f) y' = o, ~ntão, 

• f 
Q (f)(y - y):::: o; 

a pi-iaei~a igualdade fOl'lleoe, sucessivamente, Q(f) (y - y 1 ) :::: y ·,, y"; 



y $ n = a3 1) 29 ......; e Í'j.llal©©n'teB pOE' Pa Sabem aO iim$.t~,.,,

q:;(Í) (y n yt} = y n y: que a#} 8 eonpa='az' eQm Q (É') (y n yt) = 8;

pepni.'te conclui.g' y x' y' = o, i8ta és y a y'.

Dcm. ãü {lb}

19 De acox'éo com:

v$(S,í'c«} = p(g} + B Q(g} x?&(fe"1} = z:'(g) 'f#Q<g} i$<nrlr} .}
+ y(f) $ eCB, í;ll : z'(g} & :r-:$-? Q(g} :Ç(Í'} } BQ(a} yef} -p

$ ÕQ(g} e(g, f'} 8 g'(g} .}l-.Sli:-ÍZ=:!!Êi:-J-- Q(g> K(fll 6 leia },{=:1:

(z y(f)l + Qeg} ç($, r},
fazendo el($, f,g) { z yf} Q($} c<l$* :©},

obt ! $:

* } *l--&q::$:P

VBCg, f(@}) !'(g} {g) R(f') ©

4' Q(g} y(f} ci<B, f, g}

©a e club, f, 8} ----b Q, quando g '---.«* ].(Ü .

2Ç} iÊ!©QZ'&s püs8a='eaa8 a eoag-afaz' V$ g) e Vl$(g, fla 3 ã'&Pav S é Gli=;i.

© :PP Õea {l) © {2}, reapeci:â.vamea'üci.

:nielal nt $ provar' mas qu se g( } G G<6,f} l e :alüü$=.

sugieien'EenenEe pr5xãmo d© ã, então a êsâ ã c apdexlada

vl3<g$ r(gl} xe d© a eao='danada d m slw lanãíee, âÂ© '@<f}, OU ==.

$a, [lgB(g, f("})]S>' [Vgefy3a'

Qz'as por def'Ínj.l;ão de GCs,f'} {tomanãb a 8(l , a hi.pom.baaü

g{ ) 8 G( ,f} ©ãgnif'ica que:

(:\} ©Oa Q ei Q* li© €3,{6,f,g} n - {]3.j.m {i-$1] ç€8) F'ef} .?
$''1 ' '$al
$©l

l=Ei8 Q } Fliü {i$,Ê}'3 nÍ}. q 1 1 ':'Q(8}.o
$ {'Z, 'g->3:
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= y - y', n = o, l, 2 1 •••••• ; e finalmente, por passaaea ao li•it0, 
~ . Q (f) (y - y') = y ..,, y', que tu, se comparar com Q (f) {y ... y') = O, 

permi·te oonoluir y ,:,;. y' -= O , isto i, y = y 1 ., 

Deti. de (b) -·· .... 
19) De acordo com: 

(g) r~~f~ . 
-

+ y(f) + e;(J, f>] = l'(g) + r!e Q(g) x(f) + BQ(g) y(f) ·¼' 

+ eQ<s> cc,, t) ~ z.t(g) • f) W• Q(g) x(f)l + ~(g) y(;t) ... 

• Cl - 1> Q<a> y(f>] + UQ(gJ e(8, f), 

e fazendo c1 (a, f, a>~ - < l -a> Q(g) y(f) + Q(g) ~<a, f), 

+ Q(g) y(f) + e1 (B 1 f, g) (2) 

onde ~
1

(6 1 f 1 g) .........+ 0 1 quando S--+ l(A). 

29) Agora, pasrearemos a comparar v
1

Cf) e v
8

Cg, fCC)>), a·travês de suat:1 

exptteesões (1) e (2), Nspeotivamente. 

Inicialnente, provaremos que se g ( s) S G(s ,f) e B < l é toIAiado 

suficientemente próximo de 1 1 então a e-ésima coordenada de 
V 

2 
(g 1 , f<:>) excede a coordenada de mesmo índice, de V 

8 
(f) j\ ou se .. , 

ja, [v8<&:11 f<•>>l
8 > CV•<f>J8 .. 

Ora, por definição de G(a,f) (tomand6 a= g(s)), a hipótese 
g(s) e G(s,f) significa que: 

(*) Com efeito, lia ~1(8,f,a) = - (lia (1-$)] Q(g) y(f) + 
8 .. 1 8 .... 1 
8<1 

❖ (l.imS) Q(g) flim ühf)] !ll, O .. Q(g) y(f) ,:. Q(g),. o = O~ 
@-1-l -8+1 



&g'$W$ ©FR@.## ©.'%& F "» -#$im\,&

g(sl> x(í'} = K {f'}

{r'CS,g(Sl} P(s, g(s)) y(f} ; n(f} $ y'.<f>

)=as, P<S, g(8>} = i.9(alas (vede bs ovações no 9 3, pneca€3a;i8=

fÊzlj-Ç:O 3.!}), dando P<S, g(s)} ;:<f) a l.Qeg} xef>.ia; a.nalagünan'üc,

!){a, ges}) y'(É'} = ÜQeig} y'(í'}.Ês; a3.ém disso, i3á sêlbemos Que p<s, %e=1 ' :;
P IÉ$ (à to es a 6'e83'1aa eoo!'danada da v3'E©xq z'€1g>$; ]-ogo: o sã te :

p:'ccad nte pad znã ep esez'ã'ta:

[Q(g} x(fl]s » xa<lÍ'}

xilf):is x f

!.Ç(g} y€1xa):l8 L ?SÉIF}.

Â.ssãm, na ã8a d valer a 3.e©pHÜ'Ej.l.fã LQiÜ fhf] x €1:?}. :::.:.

maj.or' que x.{f} / €1 $>, Far'a 8 c :::j:eíüil'baB:ar:'ke ?='8xÉ ! de }.$ dtõFlõ:l':

(=tc*;anda n eon:a qu e(13s t> e 1li$se» gl' qt:o.:lã0 3 -« ,
---.*=: ].> p d Demos coae3.wãp qwa, ãlidúeS nde='ÜemaEI'L ção :/üXc:'üs gu ;:

a::*;: *<f} e T'B€8) - I.Ç<g> X(Ê'llS '} ÍÜ{Ig} y'€1f:;jG' SQFg:

B':Cg, r<~)}1;>' Pí;!g'l}. ;

IS'Ü : :it 5123 eane3.U8a0 !:eg r@:B0:3 abV'j.<!:nen'ie= nO CASO di! ©t!'kl-n8 al!.''::::,:.:

rlatj.';a: f'a)i ;ir:l ;Ksef) Ê p - i,qiig) ;:;€1f.ja -? l.Qãia> 1: -::;
;' '>,. {f) «

3::l> Fü"' üu'Epa :!adc, ©e fos' 8(8) @ Q sPf O g(S}

;=n.=ã:'are ü u P$<a, f<"1>lEs * ?$eií''if:,

-;?e $! 'Ê ;l 'l«;; -:

ou 

fp(a, g(s)) x(f) = x
8
(f) 

' . 

{r(s,g(s)) + p{s, g{s)) y(f) 

1i1:as , p C s , g ( s) ) ~ [QC g >1 s ( vide observações no § 3 , precedendo a de·"' 

fin:i.ção 3 .4), donde p(s, g(s)) x(f) : [Q(g) x(f>l ; analogamente, -s 
p{s, g(s)) y(f) ::: (Q(g) y(f)]

5
; além disso, já sabemos que 1"'(8 9 g(s)}ie 

~ 1..,
8

(g) (isto é, a a-ésima coordenada do vetoJ? r(g?); logo, o sistema. 

precedente pode~á ser escrito: 

ou 

·{ÍQ(g) x(f)] 8 ::: x8 (f) 

1,
8 

(g) - [QCg) x(f}] 
8 

1• [QCg) y(f)] 
8 

~· y 
9 
(fL 

8 

Assim, no caso de valei' a altentativa [Q(g) :ie(f)]
8 

~ x
8 

(:f), Si? 

gue-se que a expressao [Q(g) x(f)J
9 

/ (l ~. a) se toz,narâ muito ma.io:t• 

maior que x (f) / (l - S), para e suficiente-inente próximo de l, dond1;:: s . 
(leT/ando em conta que e(fi, f) -e';,, o e w!l (e ,f,, g) --:,, o !'i quando s =~=scêc 

-~:./:' 1} podel'emos conoluil' que, independentemente dos valores que a.st:m 

m:i.r(!:rn y
8
(f) e r

8
(g) - [Q(g) x(f')]

8 
+ [Q(g) y{f)} 811 se~â: 

[va<&, fC•>>}s;::i- [VaCf>ls ; 

a esta mesma conclusão chegaremos obv5.amente !; no caso da out?ta alter·· 

nati.va: [Q(g) 1;:(f)] 
8 

= x
9 
(f) 

~ y._(fL 
:;;, 

39) Po~ outtto lado 11 se for g(s) @ G(s ,f), ·'t:emos g(s) - f(a), ~ en·tão ~ 

mostraremos que (v
8
(g, f(a>)>}

9 
= [Vl!(f)]s;$ 



h pv os qae ü bip6tase g(g) f(a} ím?Zíea
P€8, g(8l} = !'(69 í'(3l}, au ee3a:

@

enquanto UQ(r) VB(í')lls = 2., q(6'l s# Ê'(s)} [>B f]]s:

s,Ig€8)) [V$Cf']]$, = ÜQ{8) '$Cf)IÍa' em l:'aattlo

[oK) al], * Beeg} 7 {n];
Eemn$e, ainda, twaaãa s8 & PpoPasÍ.çgo g.$, que

das qua'tpo iil'temas âguüldad PO 'taa em 4es'toque, ca alu:l.müs , ar!.[=: ::

[vB(g, fC'})]8 : D'Bef8s '

? n 8tmâ9 & eondÍç& impor'tas n© e ancãaáo 4 b . onãu::a=i ü:

>$(g, f('})Ü*>© Pêeí'llls '

pü:"'a Cada 9 e.?11 e $ suÊ'ieã©a'üamen't@ p:4xã 4 is ge do a$,i'ida ug::,=:.:

8o qae existe p la meão um ltndi.ee:' 8 papa Q q.ual va! ã =©©:.«;

gua3.dad !na'tpi't.a ( ) }, e assar:

(g, A=e-)) » f(w

Que entoa nos ?e!'nü.'Ee afia ar <apZàoaud Q Tear'-ena 3.3 q: :

Obsex-vemos que a hipÓteaa a<s) = f(s) implica 
r(s, g(s)) ~ ztCs, f(a)), ou seja: 

enquanto [Q<f> V 8Cf>]
8 

= I 
s' 

~ I q(a' s,fg(a)) [v
8

C..t)]
8

, 
s' 

q(s' ! s, f(s)) [v
5

<f>]
8

, 

= [Q(g) v
8

Cf)]
8

, em ~esumo: 

tem-ae, ainda't uaando-sa a PX'Opoaição 2 .. 6, que: 

das quat110 ÚltiJllas igualdada postas em destaque, ooncluimos, ent:~t:1, 

que: 

49) Em suma, as aondiçõea !apostas no enunciado de (b) .. oonduzem a: 

para cada s e) e 13 sufioienteaente próximo de l, sendo ai.11da oei'.l~· 

to que existe pelo menos um "Índia•" s par-a o q_ual vale a àesi•= 

gua1dade %'e&trita (~),e usia, 

que então nos permite afll'llli!U' (aplicando o Teorema a.a) que: 
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g(") p g(@) , is.to ',

(papa 3 sufiei.8n'taR@nta pl='6xino d@ l}

Dan. d© Ce)

3Ç:} inj.eâalm®n'te, noatp'ap'e c} qu f'fls} © E(6:Í'}, paz'a 'fado $ 8 e :,'
â& f e F'.

D fatos por wa !aãa, 'taliws :

P€0, feal} x€1Í'} = 8QCln) x fll$ B il ; Q {É') p(aa>.}6 g

; 8Q*<í> peí'l]. ; Gxef'll}, : *;ÇÍ)

PoP auto'o :ado, Como (3. }ief} = F - Q <Ê>$ a g\

p(B, f(sl} y(í} = [Q(f} yCg)]© ; 8e(í') BÍf} PÍf},} B

IB f} f(Í'} - !'(f'} + QüCÉ'} p<xnll© = i.peia'> - pÇf , xe:rl- $

* y'$1;f> - x'©<f} '} xa(f), \ a v@z que rias, f'esl} ; u'Q€1f'},
ob't©a08:

P(8, fÇ6l} '} P(S, f'eSl} y'€1f} = yaCf) 4 RKef).

Cam ã.ssa: CQ eZtláno a v@xl$.f:l.eaÇâlG d© g'eu} © nfs. j?}

2Ç Àg©f&, {ãevemo, pr0'WaP qUe G g,e) cá# E(S,f} B {lgeS)} Pm»-;$.

« ã ãki.mü {ou se$ca. ê @-Güi.!üa para b(©e; B «'

café.üã nte $: prãx5.nla ã@ !tg ã a ãz'aü ©©"â © ir Ü €6}!E8 3.2; h $;':1

Tã pS'üv'Ür q©© fe"} Z. (g,f("l} , W Ç G g', j.Sto ã» ql

>'Befl:l; ! B'.{g,!e"} :1 , V 9 © F' qt 8 e8',
baã B Bufa.eã.entemente prêKá.na ã© X

3Q} Q=a. ãc q alsqüa!' g e F © B €3.j©P eGg© ! r hâ.p$ü Ees,f} M
ilf{ }}, e$!8ãa &lt@TRüü3.'Ç&0: g<$) mf ) UÇ } {S:;g>.

ÜS q4ls} ae eeC}. jã Q ãuz coIRo sü v'5«w na E/TO'pa ã© eb} :. ==

©

<•> g . ... , isto e, 

(para .8 aufioien'taente pl'Ôximo de 1) .. 

Dea. de (o) --
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19) Inicialmente" moatrareaoa que f(s) 9 E(s~f), para todos 9 e to 

da f e F,. 

De fato, por u.-n l•do, temos : 

p(s, f(a)) x(f) = (Q(~) x(f)J
8 

~ [QCf) Q*<f> r(f>l
6 

~ 

llí: (Q*(f) rCf)]
8 

= (x(f)}
8 

= x
8
(f) 

" Pov ou:tt;,o lado, como (I - Q(f)) H(f) ::::. I - Q (f), segue-se 

pC&,, f(s)) y(f) = [Q(f) y(f)]
8 

= [Q(f) H(f) tt(f)]
8 

ei 

le y
9
(f·) ... r 8 (f) + x

8
(f), e mrta vez que r,(s

11 
f(s)) ::: :r

8
(f), 

®temos: 

r(s, f(s)) + p(a, f(s)) y(f} = y
8
(f) + x

8
(f)~ 

Com isso, conclui.mos a verificação d2 f(s) e E(s, f). 

29) Agora, devea:>1> provar que se G(a,f) ó- f e E(s.,f) = {f (s)} para ca. 

~ -· J!: (•) ... - ,.__ { j .,. ... i tod ., da s e p, ena:<::) .lo. e ot.uw:1 ou se a# e a-ot IB2l paz·a o B < J. 

enfioientement;e próxima de l); de acôrdo oom o 'feorema 3.,2, bas'l:.ét 

rã provar que f(•) > (g,f<•>), Y g e F, isto i, que: 

[v 
8 

(f > j s ~ @ 
8 

(g, f < • > >] , v g e F, v s e ... i, 
a todo 8 auficientemsnte próximo de l. 

39) ora, dados quaisquer g e F e s e , come por hi.pÓtese E(s,f) e 

• {f(a)}, aõ hã duae alternativas: g{a) m f(a) ou g(s) - E(s,f)r 

mas g(s) • f(B), ji conduz como se viu na prova de (b)r a~ 



B'.{ç,ee"1l]'; « fv.Kl].

ce atã.6€az a Ev {ft]g = 8j'$(ç,et')]

Assim, g t aa aonsi.d@lal' a 33.ternatã'ra g(8) # Ees,f} , :lt3T::

w=aat@eoH biS6te Gta,e} # c a queg#f}.

'30 F r d fará.ção. g(©} © E(s,f} sigaífieat

rseg) - Ba(a) xef]] + Ga 9} y f ] # y'g(gl:

po ouez'o ].ado Ge ,Ê) n #; em pax'tã.au3.az'. 3.mplãaa ÇQe ç'e©} Çg

g G(SP€1P © taX &m pOr âagãnj.Çãoe-.Ü} n

Ba{9 {fll; S a; ef}

©

8aeç} xefils # K© (f}

lr {g . Ba(ç} yef>ls:. 9€f} 3'se:E},

B { } x(flls '' }=©<Ê}

Ke )] ! X9 (e}

b l$(ç) yeg)als ! {f q- ::s {e},
Q p r sua va8 âmpl3.ca{ '\}

©

<Ü ! eg avio áe 8(8} 6 GC©,f).
il aw v'irtude de: <.& « B) ou {eÂ lç. $} e ( ( B\} --e«

{Ã. < D} V'e (À w B}A{C < n} }.

rYs<g,f<•>>Js • [vs<f>]s 

q\te satisfaz a (v 
8 
(f)] 

8 
.::. (!.r 

8 
(g ,f (•>1 .. 

8 
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Assim, resta-nos oonsiderar a alternativa g(s) - E(stf), jurrt.:~ 

mente C0ll a hipótese G(s,f) • J (caso em que g,4 f),. 

49) Por definição, g(s) • E(s,f) signif~c,a: 

ou 

por outro lado G(a,f) • I, em particular, implica que g(a) f 
~ G (e ,f) fl e tambia por definição(.*) , se tmu 

i J)(g) X (f)] S !:, x
9 

(f) 

lra(g) + [O(g) y(f)Js !:.X8 (f) 

-t-lica (*l\) que por sua ve~ ~ 

(*) negação de g(s) e G(s,f). 
(tn~) ~• virtude de: (A < B) ou { (A !:. B) G (C !:. D)} ~· 

_.,,,. (A < D) V{ (A • B) A (C :::. D)}" 



Ba(Ç} K(e}.!8 < xa (f)

ÍB0(Ç} x( }ls * x Cf)

l,z'a(g) - Da(ç) xef)3s © ÚQeç} y'iflJs 5. y'seE}.

Pa tanto, tacos ã eoa àã pa c} si.st©mas (3} Q (4} , BãKlu}.{:â\=ç:i.!:-

nnnte. Obaarve-'ee qua en {ê} . a ao!©iÇâo !P(ç} K(fllls < s(:g :11::

=ãmp3.g.aar3.a s8zi.nha m Cv$eg.e(-l]] < Êv13(flls' üu&!QbêH at fu='.:

ÜG @ [V8{ ):]s ! Flr$eg,f(n})13s' P tanto, reata-nos eõKBã.ãe:'ü:r

ãt am nte com {3} , 0 63.atmüa:

IGo(ç} xefl'ls " xsef}

l.r8(ç} - Bo(ç} x(r]:] üaç} {f] !v'$(el;
ora, (3} @ (4 ' } ínpli.eam

r8aeÇ) X(€1l8 n X6(f}

l.ra(ç} - Ba(ç} xef]] b g} s'Cflls ' ysee),
aonde acaneZu ã copa çã d@ {l} e (?}. caslüe b , qu

eVg(Ç,ÍC"}):lS « btp$(e138

Portanto, coaai8 ra as to$ a Rogai.'w@ãs a].tc=slat3.v'am. 'üe:u,«:;

€ '} ' }

bv$(Ç}.f(«})]s S. [X!$e').1s' v V À,
].slw ã. ft"} !. (.g,eÍ")). eomüa p %u rãão.

Püx'a ©QBàui.Hu&F a 8wnaaskr gün ão T or !mü 5.3, ÜÜT n g Hücç:3:;';.

ãã ãe nmniar provara gtiãKt lhas

i,ema $.4

S©g, geF sãotaj,s©u ge ,f}, x%:©a ntãoiE:(f} ::

'*Keg}. S aãêmãÊaao, {g)g f} m {ç'}. n'bg 3'ef> :"L:<ç}.

{

Ü)(g) x(f)]
8 

• x
9

(f) 

r
8

(g} - (O(g) x(f)]
5 

+ (o(g) y!f)]
8 
~ y

8
(f}., 

Portanto, temos de conaide:rar os sistemas (3} e (4), eimultane?1-

mente., Obaerve-·a• que em <•>, a cond.i9ão [O(g) x(f)]~ < x
8 

(f) jí,i, 

impliaaria sósinha em [vfl(g,.f<•>,]s < [v8(f>]s, também satisfaz(s,r: 
(•) . 

do a [v 8 (f) J s !. fv 8 (g, f ) ] 
6

, e portanto, resta-nos considerar r 

si.mul.t.aneamen~ com ( 3) , o si atem.a., 

{ 
rs, (g) X (f)] S • X

8 
(f) 

(4 ~} 

r
8

(g) - [p(g) x(f)J
8 

+ (p(g) y(f)]
6 

'!:.. y
8
(f); 

(3) e (4') impliaam 

{ 

IJ>(g) x(f)]
5 

• x (f) 

r 
8 

lgl - [o lgl x ,:>] 
8 

+ 

donde li!Q conclui da coaparação de (1) e (:?') i co~io Gm (b), que 

Portant:o, conaiderada■ todas as poss!veis alternativas, tem.-r;-'.t 

sempre: 

[v
8

(g),f<•>1]
8 
~ [v$(f>Js, V911 v se 

isto i, f(•) !. (g,f<•>i, como requerido$ 

Para continuar a d.emonetra9ão do Teorema S., 3, teremos neoes~ü~· 

dade de enunciar e provar o seguinte lema: 

Lema 5.4 
.. • td 

Se f, g e F são tais que g(s) e E(a,f), v se , então x(f) • 

- * * * -= x(g) .. Se a1em disso, Q (g)Q (f) • O (g), entao y(f) • y(g)0 



1 } g } e B(a,e), V 6 e:,,1$, e®iiv'ak &

Kef} - xa eÍ}P (s.ges} }

z' (s ,g(s } 'b Pes.qea} } V'(f} H x. ($1} '$
a

V's(e} , W s Q,${

ÍQeg) xef} M x(f}

l.r (q} Qeg ]p(f} H R(g> + ]rec}

1,}!:(mlwktã©lS,emâ8e a g©l:ã& 3-ç{3 24aã Far "eç} ,

G {g} {g} . Q g} Qeç) y'eÍ} n G {eg} 31€}

ü Q (9} Q{'g} » G (q} . s©Wle'-aa:

Q {g} z'eg} u G {g} ]'ef} í

í 8
4.e (g} (g w G {g} x

c tra a'nasqu©xef ã oZ Çgo8õ & müa

X
Ã

®'

'r G {Ç} ='ee} ,

Gg'&, QQHfOmm { ã L nÜ 3..?. êste ã Ü :e PÜ =U=:. 8 SO.t=Çg.=}

Ê & Xeg} H C" g Ç}. @ p0:'tais'bõ, )=ef} «; !eig},

2 CÊBaããoraa gp SÇ&8a, & conã$.Çao !FX!!::j.ÜaZ. l ç l fn

a Q (Çl? aQ: y'(f> M a{ } (g © Q';(g} gef} n G, ob'üanüus

Qefly'eflnG"(e}(8# rf w .*ef} {f. g ::

®

eg} v'Cg} *' (Q"(ç} q (Êl} y'ef} {g € : f ls'e:=1: =: í=.
asgãlü, y f $ solâÇg 6o sj.sÜcma$

19) 

{

p(s,g(a)) x(f) = x
8

{f) 

r(a,g{s) + p(s,g(a)) y(f) • x
8

(f} + y
8
(f), Y se r 

{

Q(g) x(f) • x(f) 

r(g) + Q{g) y(f) • x(f> + y{f) 

• tl;:-GIUltipl1can4o a aeguDISa igualdade por Q (g), obtemos: 

• . * * * O (g) r(g) + O (9) Q(g) y(f) • O (g) x(f) + O (g) y(f), 
* • s como Q (g) Q(g) • Q (g), segue-se: 

* • 0 Cg> r(g) • a Cg> y(f> , 

fioamos então oonu 

{

Q~g) x(f) • x(:) 

O {g) r(g) • O (g) x(f) 

mo8tran4o-noa que x(f) i solução do sistema: 

Q(g) Jt a X 

• * 
Q (g) X• Q (g) C 

e• r(g) 

Ora, 9onforme (e) do Lema 1 .. 7, iate sistema posau:J. a soluçãt."J 

única x(g) ~ o"'(g) r(gJ, ~ portanto, x(f) ~ x(g)" 

• * 29) Considoremos, ~ seguida, a aondiçio suple,:nentar O (g)Q {f) • 
ft • 

~ O (g); como y(f) • H(f) r{f) e O (f) B{f) ~ o, obtemos: 

* * * O {f) y(f) • Q (f) (H(f) r(f)) • (Q (f) H(f)J r(f) = O 

donde: 

• ~ " * * O (g) y(f) • (O (g) Q (f)) y(f) ~ Q (g)(O (f) y(f)) ~ O: 

ass:J.m., y(f) é solução do ais·tema:: 
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:;e B ! ã ientw!'w&te rã ãla ãe 1, tal que 'Fêeg,he'1} l vGelt

-----'- g(9} e Gea,b)B E(8-h). V êi;.

Ç} E 3.]Ra!!Wa !2m B tal q @ Zn6 $ Z} hã @Ua Ztara üüá%'ãs !.'CS=].:':' .-:

Ã pzáj! ã a ã sla ao i t@ em f ger $-ãtj.zn, © nês'bü çnc$o :'; i: :;

U{B) - Va (f} a Ü ÍI':;

Â ©ultda alt r atã'va azls. Eit 8w f R o aer 8 ãaã.$!a:, :s=Ê; ::;;í:::i:

©89©, aOnf0='ma 0 '?©Qr ER& 3.3? XãgÜ W! g q gn à : Õw:l,p:«}.i'' ,~ :

<©Bãeknk$},tsto$,ãpsã $}.'tüXqaf fz:É .,. < :::,:.
u :3 iU$ef) ç V$efl.} 'g '?'. 'g '?8€fk) © !k'? é \!i s'E=rü'E!!T:!.= !,,'

ãtj.m@.

Como V$(g.he"1} tVg(h} <"'---'* V$eg} E, '7aeti} {#}, qae s$

xr$efj' f:l:ã.} !'y$efj-k}, 3 " 3., -''''.
e em và,rtuã© de s@r 3. 6 *' i,mf âey,h.8}, {g,!}.,s} :l.? !.:-:: .

a aÊxtãa @m vÊrtuã ã r®su],hüaão Fap5.gãcaãa ãbam ç cag tiE=, :

Êje$} a{ *f$-1{ }} m(B,Í3.!Ísl},VÜ::g}. $',,; ''':: '

m ©, W © ©/8}, He h= G C(Ü;::}

'C 8C$.f} ' 8€s,f) . V s ©.g9. Em:recinto o!-iÊa=ma © ÜE'iuLLc$.=;fão i:i''.

$.3 ã} tm ''(€1} ç)"ef} :: « d aeorãü :oncz;:::tz $: :
c'3 pÍ:ae concZulx' ÇUG x(f&} m x f © yÍf3.> n .yef},

BOX' 0UtEa !aão, G(8rfZ ã P !$ 5 XegÍ}, E S.g.} e{3l!:::=:'1::::

s8 ãe ieef3.> © V'ef3.} g liam %'©g qu {fã} w xeg} © ='efl} n y'e#} :, ::':'

gnz egos,f].} Gs ,€1m$eH ,fX :g(u:fl- ';$ ÊI.(c}

IÜ} $<b} $naQn(b>r(b} n [2- q<h}..i,'! {E] e Be<g,he"1} w

$q )VBC&}, daade VB( ,h("/} ='Fgflh} «ç""«, teg> Sql
- VBeb} n r(g> ' ÜÜQ{ } - E] B - SQ(h>1'! =(h> =. O ''*-..*

'É=<g} a [,g - $q(t2)]'i r( *-© VÊ(g) : 'fã<lÍÃ}

!gÊ, G {s.g}

V el!;} -:8

>=süeg '.l ,':

~e e suficientemente pr6x1Jlo de 1., tal que v
6

(g,h(«»)) 

---;1, g(a) e G(a,h)U 2(a,h), v se),. 
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29) Esoolhamoa um S tal que l-& .e B < l; bã duas alternativas pos~lI"'-''~: 

A priaeira deslas oonaiste em f ser s-õtima, e niste ca50 ri ( s) · ;'" 

A segunda alternativa consista am f não ser a-ótima, mas 11êst,,:, 

caao, aonfozme o Teorema 3 .. 5, existe wna sequência f 0•::,f1 ,f2 .... 

(onde k ffi k(I), isto i, dependa 4e fU, tal qae f <: f 1 '" ., .. ,, < i\. r 
oo seja, t1

8
(f) <= Vi!t{f1 ) <i: 't" .. ., ~ v

8
(fk) e f~•) i un1a estratégia s · 

ótiaa., 

Como V 
8 

(g ,h <•>) !. V 
8 

(b) +---+ V 
8 

(g) ::. V e (h) (*) , segue·-se 11 

. (•) v8 (fj, fj-l) ~ v8 (fj_1), j m l, "$*®~, k, 

e eri virtude de ser 1-& < 6 < l, i6 m inf ô (g,h,s) 11 (g 11 h,s) e i? 2 x 

e ainda an virtude do resultado verificado no item preoadente, s:cc

gue-se que: 

fj (s) e G(a,fj-l (s}) u E (sgfj-l (sH, v e J:,~ j = l, • ,,,, ., i..:,, 

Q!:!_, E2r hip§tesa_, G(s.,f) ~ '1/J V s e), donde f 1 (s) e G(sqf) rr. 

ti E(s,f) = E(s,f)11 \J se~, e portanto. (llonforme o enunciaclo df.; 

* • * S" 3 (d) ) se t.em O (f 1 ) Q (f) $l:1! O (f 
1

) : e de acordo com o Le,ma 5. ,t. 

se pode concluir que x(f1) ~ x(f) a y(f1 ) = y{f)~ 

Por outro lado., G(s,f1) depende só de x(f1) 1 e E(s,f1 } de.pa~fü:: 

só de x(f1 ) e y(f1 ) i ~ ve~ que :it(f1 ) = x(f) e y(f1 ) = y(f} r m~,· 

gue-se G(s,f1 ) = G(s,f) = J e E{s,.f
1) = E(aufl, donde f

2 
(s) € 

(*) V
8

(b) n t6nQ11 (b)r(h) • [I- Q(h)}-l r{h) ~ :n
8

(g,h(eo)) • r(g) ❖ 
❖ BQ(g)V

8
(b), donde v

8
(g,h(•)) ?: v

13
(b) +-+ r(g) + SQ(g) v

1
/b) ~~ , 

- v,(h) • r(g) + ÚQ(a) - 1] [Í - SQ(h)}-1 ~(h) ?: O •~=-¾- [r.-3Q(g)]~,/ 

)(.r(g) m (1 - SQ(b)]-1 r(h) 4--+ VB{g) :::, Vs{h). 



tiUgPXI UEtSft1lanHi$1E} V ,eana&aga n:b f pc4n : -.

=lUIZ' qUe X f2) n Xef e y(f2} n y'(g}
P eao8eizáa besta. fOraap aessi.'çalmÊ©nte. ohtemo :

Kef} * X(f3.} n ..'''''..... » X Ífp

yef} ' yefz} * .....''..... ~ vefk}

ê tERIa este'atêgj,a $-,ãtã.füa, ©©m-8e B(8$} m 'gQ Íf:,} ;: :li::::.

©

! sega !

KeEa,. )

u(8) % --T-::::B-- + ri: + üea* el,.} «

y' {Ê} '} g {gr g&} g

G W3ãa V@B qUe V$({} w Xee) / <& - $} y E <' ctg. g}. ob'ãe::aos=

Ue$} - Vg f) @ {$p f.} - ee$f f}

(=umt®-g© qãa Êk ã P n8e á© $. {5tü ãp !e * x3:(gi>'

P\..E'@&r e©Hn lqUalqU@ qU 3 & r çgra 8 Ü$a© Ç, tens-SS:

ee$. 9} ""'--p 9r qUaaaa $ --«# 3-, © ü3,ãm âãsta taj. g G ? são G= n'l.

'a p fj.ni'b®. sagui-ga qçz©í

Ue$) - V8(f} ---«© 6p Quaaão Ê

E:: g©* paj.s, (5} oa {7), â "cluaBa-&Ü3.ma';

f''? \

=s::.Be.&

:W gü EunT G s,eo) # g, W s etjb', 'k©m- p r { a3.çüex' ® ü ys

beç * f.}':-; * »* {f.)

;.{g} - beç} «<f.}.l. :- beá} 3'eí.}'l; 5.. 1:*e:?;:;}

: n : cutwa lado,

-42·· 

e G(a,f1) u B(s,f1) • B(a,~), Y s e , e analogamente, se pode c-::i;, 

oluir que x(f2) • x{f) e y(f2) • y(l). 

Prooedendo desta forma, suoessivaaente, obtemosi 

x(f) • x(f1) - ·•·•·••••~-· ~ x(fk) 

e y(f} • y(f1) ~ •••®@oe~0••* • y(fk); 

a eomo f~o-) é wna estratégia a-ótima, tem-se U(a) ffl v 
8 

(fk), do:,,J.:-

se segue: 

(not.e-se que fk depende c!e B, isto i, fk ~ :flt ( 8) ) " 

Pcirizll, como qualquer que seja a regra de ação g, tam-sei 

~ (B, g) --+ O, quando S --.+ l, e alam disto tais g e F são em núu 

mero finito, seque-•• que: 

U(6) - v
8

(f) -.. o, quando 1 _ .. 1 

LogO, pois, (5) ou (7), f & ºquase-ótima~. 

19) Se for G(s,f
0

) ~ li, v s e v tam-se para qu.al.qu.er g e F~ 

(O(g) x(f
0
)j

8 
= x

8
(f

0
) 

r
9

·(g) - [O(g) 11(f
0

))
9 

+ (o(g) y(f
0

)1s ~ y
9

(f
0
), 

por outro lado, 

(7} 



$'. €9 -e:'} } v$ K.} ],*

'p {r8(9} - [Q(9)x(fa]] B (g)y(f©ll$ vsefo}

4' 11Ü].(B fa'g) - e(eF foilS ' 'W G eJ8i}.

Qrü, ©© g6r o ea o ãa ppim j.pa ®E©tQZ'aa'uva FÜ giK(e.:,;11].
"Ê f;ç; {g) . tar@wost

:€

@

- $ {g'8 (g) - ..........} '« u,

IV'ev,e(l"l} - 'çefell'® ! Bel( * eo'g} - e(5;íü}.3s' pm=ü
Z ê = 6(al}

8© fãx' o ea8Q de t©r @ outra @j.ü©riuhüãva. j.a'ta ©,

IP Ç { o)lls - KaCf} g x'©(e} '# h(g]VÍ:fa).! - 13i<Çly'efc;)]ú::; :l.
=y'8€:?a}. obtwo o o a3.ta8ü acj.mea.

Per&anta @@ tQ & n i.ne $€8}. taremaa:

V'$fÇ,Í©'l} - Ç'$(f©} ! €3.{g, fa.: {g} - e<13, ía).
Fa=ü Xw6 « B 'c 3. {Í8tO F pêra $ u3?ãc3,an'E®mene© préK$.uo ©a :l.} .

8o ao 'te$} atüãx3.aa aaeg8a. asilva3.ar ab 3. o Z g,.gü':;'}
{glfG , tazaüoa ) $,e©fq} - ©e$,f®} E. {e$1U. nâç U8

coXnaau$a8c00z'ãanüãa g c8a àgaaÊ Z ? }Ç :

V$(g,e:"} SVBef & {$) u

9aK'a $ 3afÍ â Ü n t prãa3uH© a@ .;.,.

@

P zihp lapa, © ta â L8 g m hg {w$.8ü Daf3.!à3.Ç=o 2«}$p
$3.©ãma a©ságuaãã ã pas asares?©=' 8

ülS a VQQre©ua*ea ü ei3, '.,Pa$).ãeEat'oq\:.©
a â.':'Ü $a ? nU8Z {l«1l, ..., ia:l} ã Ue a <},

+ fr
8

(g) ... [O(q)x(f
0

)]
8 

+ [O(q)y(f
0
)]

8 
""y

8
(f

0
)) + 

+ [c1 Uh t
0 ,g) - e(8, t

0 >)m e, Y se 
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ora, se fôr o caso da pri:m•ira alet:ernativa [O(g)x(f
0
)]

8 
,~ 

< x
8

(f), t:etwao8t 

para S sufioient .. nt:e próximo de l, donde: 

()(g,t!•)) - V(f0 )J~ i T.,1 (8, f 0 ,g) ·- ~(a,f0 >Js, para 
1-4 ~$e l, 4-: t(a)i 

se fôr o caao 4• se ter a outra alternativau !ato i, 
[Sl(g)z(f

0
)]

8 
• •• (f) !! r

8 
(f) + Ü)(g)y(f

0
}] - @(g)y(f

0
) }

5 
!_ 

! Y
9 (:?0

), Obt:ellOa o 11eao resu1tado acima .. 

Portanto, ~• tcallrllOa t • inf a (s) e teremos i s 
t•) v8 (g,f
0 

) - v
8
(f

0
) ::_ c 1 (s, f

0
t {g).,. t(S, f

0
), 

para 1-& e 13 < l (ieto i, para ssuficientanent• próximo de 1). 

29) Scmdo -r(S} a llixima coordenada., e11 valor absol.uto, de ~1 (S,f
0

,g) .. , 

.., ~(S,f
0

),, 1:ereos e1 (8,f
0

,g) - , (S,f
0

) ~ t O)u, onde u é o vet,,:-;~ 

coluna cujas coordenadas são todas iguais a 1<*>: logo: 

Vs(g,f~-,, !:. Ve<fo) + T(B} u, 

· para B suficientemente próximo de 1 .. 

Por outro lado, notando L
1 (g) • t

8 
(vide oefin:l.ção 2. 7), as~::a 

última 4esigualdade pasaa a $e emorev~: 
---- .. . . .,.. .. . . ..... 

p t ~ (•)Seu~ um v•tor coluna, eom a ~ (a1 , $$$, u1), e claro quê 
6lt !. '17U, IC t - ma~ {la1f, *HJ i«s11 ~ ut a (1, nq 1),. 



L$Vg (f©) ! VB {fcl} '} tegju,

P indução fliij.ta. obt@mose#):

X'Bv'$(ea} SV$efa} + €1 + B +' ... «. $a-l} ($} , P 8 enf3. n:.:

aeat® p=6K3.mc a@ 1, © n % 1, 2. ...... .

.Riam d&a80, Cama 1 + 8 + ... + @n'l S. 1 + B + ...... w 3../:'e;...« ,

'il ', {;.} s «'.{'., * 'T'='?''

par B $1iÊI.aà®ataaeat8 pr6zàma a@ &, © n n 1* 2r ..,..g e \!! :;',\:;

VB {g} ! 'r($} u / (! - g},

para $ aufj.elaataa nE pp&xilza ã© k.

{ ;'$ 1:

c(g} xefo
1 - $

V$(g} - V'$efa) " + y'(g} - y(e©j'$ e€8,g$- c.{F;::l': ';

I' {i; '!B

Ora. {6} © (9} í.mpla,eam wa x(g} S. x(f.} . :llaz'a {=oao ç © E:.\:'.;;,

{Í; ã} 'Ç!!e, pata Rn1 (.3ã v@riÊécada Íá} S pau s q© : y&T,= .';i l:::-
bi.erário; 8 8u@.8e.(e8etev@ áa $ © 1, ew !uãa é© L.: © ?{8}$ r.:;-'.T:;
alg.veraaaaçãü;idewVC} wlã á©7€1} ;'
La':'!V(fa) a L (La V(fa)> ! LB'<iea} + <3, ':' 8 ':' ... e. $a'''> 'f::iÊ n

'; U{ } ; @Qeg) [V(fa)''b (! '+ $ '8 ... + 8U'ly:Íçg w [lU .
':' gqe$} '@(g,}j '. h( }($ :' $: -p ... + $ü'3'} v*.3 - h Y<g*> :

:' B3{iglCB + $2 'p ... +. $a'l} vu] 3. 8, V'ega} # ($ '> 8â'}."..}&ii"*'l;T:::.
:..!a 'gega} '# {1 l 8 1- ... .} Bn) is, âsi=ü 11. &!@ para s :' 3..

<lÊ:b> Cou afeito, se f $ x€8} p' {ea}. eüpg.amas K$(g> > x8<;ol} '::l;;-
aZ$ua 8, doada (caBE ma ü&ea!eü 3a E} g8 c Kbaci.ãa} ©b'= ::!!Bif3= ': ::
[.VgCg) - Vg(ea]] $ar{ a bil rara.am©aüe 8 náe, F®te $ ©u=i.=:;.ü:'::;
!cat P :cimoâel.çlu&ê u uEpaãg.çüaea tep oa

IV.{m} vf / f] - B'b[.vat$} ' vate.}]. E. Te$} / (i - $}.

L,v8Cf
0

) ~ v8 (f
0

) + i(8)ulf 

e por indução finita, obt-.oa<*>, 

L~ t (f
0

) !:,. V tl (f
0

) + (1 + 1 + .... ., + an-l) 1' ($)u, para B suflciant0
:,,. 

mente. próxillo da 1, e n • l, 2, 

segue-ae: 

lf 

para s IRlficientemente pr&t!mo de 1, e n • 1, 2, ., .. ., " 11 ; e u..-na v(I_. ~r. 

que 1111 L: V 8{t
0

) • V 
8

(g) (oo~orme Proposi9ão 3 .. 1), segue-se. aJs1 
n+- . 

da, 

VI (g) ... V B (f 
0

) ~ -r (8) u / (1 - S) 11 

para e nfioientemente próximo da l. 

Por out:ro la4og 
x(g) - x(f

0
) 

D------ ♦ '.f(9') - y(f
0

)+ ~(8,g)~~ 
1 - 6 

(8) 

'I $ < 1.. ·(9.) 

(*"). ora, (8) e (9) implicam em :it(g) ~ x(f
0
), para todo g e P • 

(*) l) Vale. para ■~1 (ji verificado); li} Supoaoa que vale para .n •r
bitririo; ••a••-••. (eecrevendo L e t 11 ~m lugar de t 8 a 'f (B), .par.t 
ali'f'iar a 11otac;ão; idea V() am lugar de V ( )): 
Ltl·}lV(f ) • L (Lª V(f )) < Ll)(f ) + (1 .z. 8 •j, "~ .. 

i,;i r(g) ! BQ(a) (v(f ) 
0 

+ (1 + 8 +
0 

...... + &11
-

1)tuJ ""' 

n-t -~• 8 -, TUj ::: 

( r(a> .;-o 
-l• SQ(g) V(f

O
)J + [Q(a) (t •¼- ,i -~ ...... + 811

-
1 ) Tu] ~ L V(f

0
) .:-

❖ [Q(g)(8 + 8 2 + *"" + Sn-l) -cu] !, (i. V(f~) + (S + a2+$u+J1'-l)T~ ... :::. 

e L V(f) + (1 + 8 + ••• • Sª) ,a. isto i. vala nara n + 1. - O ~ ~ r 
(*ª) Com ef•ito, 98 fo■•• x(&) » z(f ), tariaaoa x (g) » x

8
(f

0
) p~ra . o • 

algua •• d.onde (c.011forao ticnica jâ noiuui conhecida) obter{.amot q:J 
[v

6
(1) - v

8
(f

0
)]

1 
seria arbitrariam•nte graade, pare S aufici.Qt\tt::i··· 

m~nt~ prÕxiao da 1~ que i uma contradição com reapoito ai 
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;::8Üj.%ré2É:Í) t f :i8 hã tZS: :(!: : : elí3 '.Ç: 3 r \::j5:1:t):'ê::v:; :-: '\ ;* '
%lt'=! .':3.? n =, ;;€3.} m 2 f ; .g '::: : ;f;,:!!nf=.{.'ka:. ::% o :.:;:t:',..

:'=L;Ç'::.;::I.:'E H? St29ã8 2; 8 á.nã$.e©TIÕ\:@ bG)Íl81r f : .= 3, ©!ã Ê 2 ': ::b: .::=: : :

! :: t::l'i:} ,IX :2'e:1€} == Z; :le,;j.i;i ç.) ::Í:iEi:(; :;: =(:!-:';;:'<i; :':ZllC* ?.! Íiili:Í1 5:::l:::i:: :

- :.'l' ": ?",-'.'-f'Ê'Yfl\-'= '':iq:'':-e(.'Jf'\? ":";.\'-: 'q: ',r:':,« ",;.- i-?: : UaP.a-.: Ü VÇhÇ=P;j)Ún'VeUT'h+Q=:b=h ; L: :;\U: \ :\;?

ã:' < < ~ 1, " ~ .. .. " .. ,. 

1/! v:"f g t~ -~ ~ 

) 

/l 
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Pax'a casas çraa @ &çgo g @ $. aã & Consta raã s, Eg:à$!

x/2 i/z'l fl
Qa)ul Í , =Ktn il

8

e : ] , ,',, - ]:] :
3.-nço ca3.cu3.&aoaeü}

,.'', - }"':'"]
: }'P$eg} m

QZ'Ü, COmOUe$) a 2, V %U fe"} &'qua -$tÉna"' !\!s

f\'-: 3o ã ÕtSmü, paisf V'$(g) » 'V13€e), pax'a toca B ;.

Õ=8,g ã'FGX'j.fI©açã© qW f 6ê&'Üj,©g©E ã n8&Ç$ 80T ã2 $*)
Sã0 3Jn.ãaã3.citas.

<Ê :$.cãa! ae eoa © "a8tado 3.", t amas 0'(f)lio H 2. ':. #3
',....«a/<2 8 ÍÍiadaaaaa" t&ã =:;,Q8á.8e©nuaFe í:::.;

3Éãfíaíd nea t@ @gm e8t&ãopcü Ê h $cQcÍ\'olTLtZ:o,

::GE© ; Lv<ifli,-Z
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-49-

Para essas regras de ~ão f e g, acima consideradas, tem-aei 

1/2 1/2 1 

Q(f) - r(f) • ~ , 

o l o 

o l 

21 Q{g) li!t r(g) • ~ 

w 

o l O; 

logo ealoulamos (*) 

2/(2-B) · 

o 

(•) - - '**) Ora, como 0(8) = 2, v-os que f e"quaoe-otimaª \ ; :mae 

fc~> não i ótima, pois, v
6

(g) > v
8

(f), para todo a~ 1 .. 

OBS .. : A verificação da que f satisfaz às condições do Teorair.a S,,3 (,1.,1) 

são imediat:as,. 

~~~""~"-'•-,.,•-• -,--,1•-----
(fc:} Inicialaente com o "&atado l'1

~ t~u=~■os [y(f)}
8 

= ·l ❖ ~S ❖ !e2+ •• , 
•••••• • 2/(2 - a) iniciando co■ a "aetado 2•, o aist■■a permanac~ 
rã iudafinidaaeute nist~ ■estilo estado, eo■ ganhos sucessivos nul<n; 
isto i [v(f)J

8
• 2 • o. 

(t::'.'t) poia: lia ru (8) - V a, (f )] ~ O. 
a-.1 -



:-$8;',

.:}

jê.3.Elíã&.ê)n {Z, 2} © Ã. u {1, 2}. NO S: ã 3., & anão l ãã un

qant &gua3. a 3, :fãaanõa a a3.a'tema ao m 81ao ta8 ea Pr b b3.3,j.8=1:c

1/2; c:kart ã ÜÇã 2. ãã lw! g ah Igual & 6, e â teme ob âg ü<lT!.êi

Rente sa Ka'F© pax'a Q as'teca 2. Na ast @ 2P cada anão ãã ix a P fg.ã
água:a3(ãataê.'tumgahoí.-gua3.a e âüu apor a o
n astaã 2 com p='obabãlãaede !,/'2.

8 aaãa. aj.tida basta com8j.dera duas x'a?pas â & â g e g,
Ê.üãs <;ueg e(ã} n 1, g(!} n 2 © g'{2} a g(2} @ l {Paj.S 9e © $á,8t ma e

n Ol:t a ü© staão 2, $ ãnã3.garanta ee alh r anão Z Qtx &}.

13./2

.8'

#'

g

G

1/2 1/2

Q(g}

Calcu3.üx'ümaa« ma Ga9üÍiã®, xeg} . xeg} , V'eÊ} , Y'eg}

C Q{Ê G{É},awl;.:, .... b 'üawrãfüc?G2ãf
% 8 g , obewRas G" {Í} Qeg * çã K8 g

g©'

..». .}..'.'}.

l«3,i l .l
P©r aut=ü 3-ago, Rega a I'<i - ©Íf} # ' (=1'l''' - <e} H

:'eflm E'eflwG!-üe€1].regi-Qil {f u

:: :.;.; . Í ;}
I'-s.:l

1/2

à/2

-so-

Ainda~ 1le {l, 2} e A·• {l, 2} .. 1'0 estado l, a ac;,ão l di um 

ganho igual a 3/f ficando o aia~ r..o mesmo estado com probabilldade 

1/2; crJanto à ação 2, dá um ganho igual a 6, e o sistema obrigatori!:_ 

ment0 se move para o est:ado 2., No eàtado 2 a cada ação di uma perd.a 

igual a J (isto ã,·um ganho 1gua1 a -3) e o sistema permanece no me!. 

mo estado 2 com probabilidade 1/2,, 

Hêste oado, ainda basta considerar duas regras de ação -f õ g, 

tais qae: f(l) • l, g(l) = 2 e f(2) • g(2) • l (pois se o sistema se 
encontra no estado 2, é indiferente escolher a ação 1 ou a). 

'l'em-se, então: 

Q(f) -
r/2 
.,112 

o 
Q(g) liS 

1/2 

1/2 

1/2 

l 

1/2 

li 

3 

r (f) ~ 

-3 

6\ 

r(g) a 

-3 /J 

Calcularemos, ffll'l seguida, ~(f), x(g), y(f), y(g)@ 

• S1t Q(f))e obt9fflOS O (f) m Q(f), donélei 

x{f) ~ Q(f) r(f) ~ 

Por outro lado, H(f) l,\11 [I - Q(f) + o* (f')J-1 - o* (f) g; 

~ 1: "' O (f) , donde: 

y (f) mi S (f) r (f} • (I - Q(f)} r (f) = Q(f) r (f) ~ 



tinto a {g) n l Í & z-elaçãa Q(g Q (g} n Q©tg}, fo==of;:

ê w b e8í lé dí.asa, endav u C1/3P 2/3} t&l qu©V'9(V} H v,
ã !ên ã 'F8r@©Qg ter 'Ç#'Q {g} n '?p QU ei3 !

ea/3. 2/3) 1 1 n (1/3, 2/3} ,

qUa f r a â n 1/3 © h w !./'3P aegU S :
. Í1-,'3 2/3}

p'eg} a E g} g} @ {CE-0ÇÇ)'!'Ceeç>.]'3' Q {ylix'e®) M !>-QÍgl' *eç:l-X:tl;,l;,

RvBeg} -qv$eE} @ ];êÍslib- + g ee$, g)]

« ' ««] -í.ll - í.ll .
e© $ "-'-&l' ZP © p01'tanta, f 238Ü ã 'qUaaã

$?g b@eant®. Geg,f} w #, 8 m k. 2 {auj.k3.n08 ©5 c

!e€9) n Q&Cq) x'eg} @

{.E - Q{Ç} ..t Ü(gÜ'Z u

' .". .} - .n. ', - l:

Z/3 2/3

4/3 -3,/3

-!/G ?/$

?/$ 2/9

Z/9 8/$

'} € {8,g} - e e$,f} -..-...---

@

-: . f''' ;,*
{i/' 8/*

©

.:

.;

:}

@'

.=
@'©

g

3

ã

}

e {B .g)
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. Iª b] - . . Quani:o a O (9) • 

0 

d a rela9ao O(g)Q (g) • O (g), fornec(r, 

a• e e b • dr ale cli.aso, sendo v m (l/3, 2/3) t:al que VO(g) • v, - . tambêm deveremos ter vQ (g) • Vg Ot\ aeja: 

{l/3. 2/3) r: bb] • (1/3, 2/l)ff 

que fornece a• 1/3 e b • 1/3; segue-se: 

aonde: 

. 11/3 2/31 
x(g) b Q (g) r(g) • j 

1/3 2/3 .. 

Par ocatro la4o, t: t 
4/3 

-1/6 

-l./3]-l" [7/9 
7/6 ll/9 

2/9} 
8/9 

y(g) SZll B(g) r(g) • ( (I-o<g>+o* (g)J-1 -o• (g} )r(g) • ~-Q(g>+o* (g)]-1rl'1')t."1 

_ .
1
7/9 

1/9 

Logo: 

- [ + y(f) + 



§ 6 - COIJJU,'iJTOS OE BOREL E FUNÇÕES UENSURÃVE1S A BOREL 

A par'tir de ago~a, encaminharemo-nos para uma generalização 

c1.os p1~oceasos de decisão estudados nos parágrafos precedentes. Aqui 

os con j untos }J e A de estados e de ações são conjuntos não necessa

ric1l!1-e~Yte r.;nw.n1erâveis , . um grau de generalidade satisfatório é obrido 

con~:,.C:.~J.~ando êstes conjuntos como conjuntos de BoNl de um espaço 

Se ja E U.ü espaço métrico; lembramos que o espaço métrico E 

d i%-s~ ~om~e-~o quando tôda sucessão de Cauchy tem um único ponto 

J..im:i:c~ no espaço; sepai ... ável, quando ~xiste um subconjunto C de t:, 

ermm•ç',1:-iáve:;. e denso em E, ou seja, C = { c 1 , c 2 , •••••• } é tal que 

r;~.H fêcho e ::: E . 

J),2f i ni çâo 6 . 1 

/~..9-álgeh~a da Borel'tfE); num espaço métrico E, 8 a o-álge-

1.:;ll.~,!l ~,,~;~Q<Sld<il :p~lo:n .;ibeM:on de E ( '2J >; tcdo momboo desta o-álgebE'a diz-

nh~rlll.""''w'~m~~ qu@l se X é um c,onjunto d~ Boral ~ E, pod&mos 

,;}oJ:..t-J.!! -=-t.~.:t-r (.m X ~ 'i'opolcgia indu:;ida P®la Top-ologi11 da E, m~mdo olJ 

11~b0t~'k-~·Q. ~ ;r. u ê"1~ 1.nt~:rD~açõ~::; do.s ~b@k'tOa sm E, coa x .. Em c~n9~4uin 

mL1 p ~~ "{:.onjtmii:~m de Ilo.L'~l (;ll'l X", aio '1~ !n't:ar:,&~çõcs do~ conj~1tot: 

S@j~ X VJu conjWlto d$ Bo~al; f: X a<:-t> IR diz-se manstl.!'iv@l d 

Eo~.:: l. cm"Q~OO - mcnsu~â~al, quzmdo f-1 (B) 81~(X), p.ll'a cada conjun

t @ d@ Bm.-:~]. B, na ~Gt"ta IR. · 

s~ X <; Y 11.}io ccnjuntoa de Boral., v.ma I?robabilid&da condicio

mú. ~ Y, ~ X, é uma funçio q ( •· 1 • > , tal que: 
.....,,.....,,,...,.,.. ___________ _ 
{0 ) P.~~~ ~oçã~ da v-álgebra g~rada por um ~oajunto da pArt•• de um 

~~~j~nto dad~. r~met*~º' a iartle. a.e.(:. Cap.2, ou a Rsveu,J. 
1ft;J.)7 C~~.l. 



;'=) pax'ü c(xda 8 X, q.<. lx) 8 tEnHa ? obabilã(jade am '!{ ),
êlã.ã) Papa aaçia tbeon3\Mi'EQ de Boz'e! B de V', isto $ Faena c8d.=

8 e ':c81Y), eatãc} q.<BI .) é uma í'w\ção nen tirãBge! ü Bata:!.
d fiaida en X.

-$3

ieo'Í:aÇÕ®s:

P X} e CLaaS© de 'Cada â pzwbab$.1iãades ©n K, GÜ n&$.S Üxa:L:'.

m©a't@s na P ça px'obabã25.naval (E. e:":'€1Z} >;

Q(Vlx Classe d@ bodas ao px'obübÊIÉlâa6 co âã :tcnai.ü eíi} \;
dado X

E K> cãa $© da.s É'tân$$ s d@ Bü$.rws ].i.ni.'tôdas ©a }€1.

XY e paço p!'aãuto X p Y.

Def'iaição 6.Q

a} $e P © F'(X) u Q i:t>, en'tgo PU c$üÊ'inã a nü ft.? {ã:";*

:} $e u © !':(XY'} © Q g Qíl'rlX}, en't:o plã o dçf:l.iii.:* qu :íÇ::l:

qu(xo> : .fu<xe:y) aQiiPi o , ? xo g X,

(e} $© p © ?(X} Q q G Q{TIXi}, antãc po8 i ãa#'i.:}.$,p pq Q .ç :::::

<$.s'to ê, WR& prnbab5.ZÊãadc ! XXr : xk l qua

Pala Pilqu), $ u G ?{(X.'T}

'$-

#

Ã,© ãafiaÍ.ÇÕe dada ac3.nâ e iga11 a3.g},âns ac ! a'?;=á.'=s«

1) Em (b); 8bg©i'x7©Ro$ que ün v :?j,: ü xo' (Ê ; : 'l&: .:-:i'<.:1,::».

? liáad ãafi ã8& i\o g$-cp.ço '! t : :3az-E'bã.(:o cone:}.(ioz':3):} .= :;.1'Eq' :

Epal /u(xO9y} eq(y'lxC} o vapi.armes zO' =6'tâ ílrüê=;1;::' l a .;=F:;.*:'

ae ca o un f'unção d x G ] r a! düs'âa G.]tãnw :;a:*j.ãvc]..; :a<!:"\=.:::

rávez ã Bop©l.

2> Ãgaz'a vamos aminap Q :geadas pox' tznãs da {c}. t))'ü, co=fü *'::.ç;

<b}, dado q ÇVIX) en GN{XT * íãeaâfâni-êoqcG :llli:

par' aua vez, eonfcx'n© {all* da o aáu Q E(K} Q P G P(x>: !i.e-:

:il:S :!:?l'l':! :*t2:::1:.:1.T :;?;iii.:i:112i:;,::: * ~;':::l:il :
=Íls: '!' "u :' ,:- l;.:ii ': :: =;i'l=$:1=:1}

Í i'; 'i

para cada 8 X, qL j:x:) i uma probabilidade em y<*>; 

(ii) Para cada subconjunto de Borel B de Y, isto ê, para cada 

B e •';~Y), então q(B:,.) é uma função mensurável a Borel 

definida em X. 

~otações: 

P(X) t!i alasaa de todaa as probabilidades em X, ou mais exa·t&·

mente~ no espaço probabilizável (X, ff'(X)); 

Q(YfX):i! classe de todas as probabilidades condicionais em Y, 

dado X; 

M(X): classe das fun9Ões de Baire, limitadas em X* 

XY ~ espaço produto X po Y. 

(a) Se p Q P(X) eu e MCX), então pu é definida como fu dp. 

(b) Se u 8 M(XY} e q Q Q(Y IX), então podemos defini.X' qu M(X) ~, 

tal que: 

qu(x
0

) ~ ju(x
0

,y) dq(yfx
0
), V x

0 
e X~ 

(o) Se p 8 PCX) a q e QCYIX), então podemos defin:i.r pq e P(XY) 

(isto é, uma probabili.dade em XY), tal que! 

pq(u) 'lii p(qu), V u Q M(XY)., 

As definições dadas acima exigem alguns oomentâ:rios,, 

l) Em (b) li! observemos que wna vez fixado x
0

, q (-' '. ·· ,) é uma prob2. 

bilidada definida no espaço Y. '7$ tem sentido con.sider:-a1"' a intz.:· 

gra1 / u(x
0 

,y) dq (y ! x
0
); ao val"'iarmos x

0
, esta integral apar•e

ce como uma função de x e X real desta Última variável, mensu 

:rával a Borel~ 

2) Agora vamos examinar os fatos por trás d~ (e). Ora, conforma 

(b), dados q e Q(Y(X) eu e M(XY), fica definido que M(X); 

por sua vez, conforme (a), dados que M(X) e p e P(X), 

:(sto &, q(Bix) 
a; efJfr), j • 

.J 

Q li, sa 
en.tao: 



tÊ©Ã ]::ã"Ê.ã.Ü& Pq,q,%ã.g: W&..& QXÃ ;S

P(qu} y ;' qtx P

=n':IBID, deg'j.nim Pq lu Pilqu).
u.oscr't-;aqao

T â PP babã&j.dado m G p'<X?) , aâmã'ãe \.una fa'Eo::'àaüçae:} ::! ' !-:''} :

üa: Q=a P G P(X) e q € ç(ylX} n e$;ei.E:ü, zham n $ p 8 ?€11:>., Ea], :.;..
> :; = zã(}3Y'l: V }$ e'C:XX}, j,sEo g, g) a d=1-c-Ê:r'ãbu:l.ção ü\,8:.isü}. fã:=;

E'.;:l=.'bÊva=en'Ee à ppâmei,z'a eo ,âeKe.da; quaX}'E & Q9 t n í cago t:.\::!:).«

q=c::' 'ü,Q}.üão da dâ.stt''ãbüição cuiigÊci.oi\a]. d& $ ggun !a c üp<ialie;dn :. {::'l;:.:

â pp: !Üej.X:ca} 'baB-a©, andais B gKç= : © <:i g'ê=iii'r>

:1,:3 3ow : Pqílu a : Pqu$C) = .f [j €1z;,F'> qjiV])o]! ã$ } :
ãq ylKl} ÜP< : f ulã lx,y} du<1=sy'' H n'';(ll>

u(x,y) dQ(y]x ] dp(x>

8 j' uBÇex,y}
j«o'to e $

$iwSwlli:Àmç$gg.;

k@l $ 3&% ;e!) "2$ '''' uonjim\'bü8 aü Eçz'e.l, Bgün Eã(!s. =;,

P g ?€1>;].} e qn Q Q<xn4.].là'=* . .. B Xnlw n = 3.$ an'ea pod ! os da:?$-::'::j.::*

Pq,].$' ' ' $ qRs que e w: a P ohãbâ3.g.ãaãe ew X].9 .ü2' '' ? grei
Xn.}1' {%;üp$.faca-Üe DOEU 4 Çãü 3.s'Eo é Pql *.

G :'eXZK2' . .Xn.*3.} .

29) çma vez éef'ânâ.ãas Pq=:' ''qik: Sa a üâa a L ::, a):].s"b'= ;.n:!

::rkç:!'i ao Pqlq2''' '') que @ \xm pz'obãhã],iaa$ :;;iXg * ., X],'::':.:'* ' ':
COa afG:L'EQp C)b8 T=j'©'S©= ÍPq].qÊ. . *Ç;:.;.:.

$ Bj. ' e;#H:l>, ã = 1,2,,. : »n:; ou ae-,.;-;

Pq2q2'''qn.p3 e \ ã ez'benção d @qj.q2'''qas Fa='a cada }! ): ].= Fcu': n';::

co>\Í:o'.hnaai= D T o em,a da ex'i:ansüo ãc Ka:l.nogaposz'j, FcãegiB : ozisj.ã ; ::R

Pq].ç-:l . . - , 'ta3. qü©:

Pq:.q2 ' . .(B.ã2' . ' BslXn$.ZKn.}2. . . )
R > 3..

3'?) Dance q2 g Q< ;31 zx:} !$ G Q l : lx3.:? :3 ç s:'=ü=::üs ;c1l'.s:;:

pÍ:::.}:,}l) : çei.l)i:; ! Q p:: :?} ü ":)*';.:.;.i} : (:.~,

'x
'w

gP
m

3. ?ã
$ $

Pq ...qH{BL32'..BRs' âg E%.l.

= :::.'8 $

dofin:i.úa p(qu), tal qua: 

p(qu) ~ J qu dp ~ J ( J u(x,y) dq{ylx>J dp(x); 

então, definimos pq{u) = p(qu).. 

Observaç~ 

-54·· 

Toda probabilidade m e P(XY), admi:te u.ma fatorizaçã<) m = pq_, 

tal quo p e P(X) e q e Q(YfX); aom efeito, tomemos :p 9 P{X), tal qtv::, 

p(B) = m(BY), V B et'3(X), isto i, :p é a distl'"ibuição marginal dn m 

r•eln:t:ivamente à primeira ooorâenada; quanto a q, t:o:men1os con10 qual·· 

que,:. ve!lsão da distribuição condicional. da segunda coordenada~ da<la 

a pri1n.ei:r1a; tem-se, dados B e-S{X) e e e~HY): 

pq(BC) = pq(ttBc> :: p(qu1c) :: f [ J u:ach::,y) dq(ylx>] dp(x) ~ 

li J UBC(x,y) dq(y(x) dp(x) :: / UBC(x,y) dm(x,y) g m(BC) '¼ 

isto i, pq = :m,. 

19) Sejam x1 , x2 , ~·•· conjuntos de Boral, não vazios .. Se 

p e P(X1 ) e qn e Q(Xn+l I x1 , "",., Xn i, n !, l,, então podemos definü ... 

pq l, •.. , 4n, que é uma probabilidade ~:m X1 , X2 ••• , Xn+ l ::: x1 ,, x2 n 

,~ ••• 2: Xn+l • (verifica-se por ilidução) isto é, pq1 ... pn e 

e P(X1X2···xn+l). 

29) Uma vez definidas pq1 ••• qn, para cada n ~ l, existe uma 

e):tensão pq1q2 ...... , que é uma probabilidade em. x1x2 5 ••• = x1..cx2i{ ••• i 

pq 1 q 2 • •• qn+ 1 é 'W"lla extensão de pq 1 q 2 ••• qn, pal."'a cada n :'.. l , pol:'t1 ntc 

confottm.e o Teorema da extensão de Kolmogorov), podemos considerar 

pq1q:r •• , tal que: 

pql 4 2 • H (B182 ·.,. 8nxn+lxn+2 • .. ) = P41 • .. qn cal 82 • "" 8n s V Bi O ;~"''lXi; 



L li:: ?X3s põ.x'a Cada <xZex2 e XZX2; logo? pop e da D©f. $.i$: 'E€1::.:::

P{X.:;: 2 q:lXls 2) P{X3XQl$ Ç (X3.9K2) G XIX2 'i:ÜI qUa

P =].*x2} qexl,x2)) {$} = (P<x!,x2} qexlpK2}) <p$) #

u {x3,x%) q ,x2} (x ]za ] '$Pexl,3;:)<:€3} ;

$(x3$xQ) dq3{K%]Kz3%29K3 ] aq2(x3lxt }'2) g & 8'f,;<E3=:!.1}

]..o3n* se ã fÊnj.!'moS q2q3$ 'tal qUe: (q2q3} BIX3,eX2} 8

B <!"e:=].,X?} q<X X2} Ç B ©al"j:X3sE4) V (}ã$ 2 )].E2* 'E=i:l-a'l''

q 3 e Q<x x lx x2 .

S© U © H<KlsX29%3 X4}$ poé u s 8ee'ãnã:.'' {ã2q.3t.t 8 :: 1EZX.:>t: e:= :::::;

<lq:;q.3\1leX3.SX2) q .Í U{X]. X2 X3sX: êlq2€3{x3'x$1Kã?K21}1S

g {:]. 'x2} G X:i.X2'

qÇ} $e qu 6 Q(XRsLllXi'...XHÀl} pax'a n :. :, 'temcE;i

qn:'...qn Q(Xm+l'...Kne.ZIX.,...Xn$ Fa!'a m =. n;

lobo, dado u G K<XZX2' - . .Xn+]}, 'fenos: qn' ' 'qa'.{ g N(X].>(o. - - ,E!.,*

B&d { ü:a função t 8m Y u a amas c egmü slnba:l.o país ]l:p

sen'küE' & função v XY', taZ qu v( (,$'} = \}(:;'>* Ç y'; pü=' ü;ceà=!:)].a,

qual}.q.\zü!' Q. G Ç(YIX v püpei P en'8=3' q: Ê Q(7Í X , 't:õ.E qtZa

q; €1. lz,, , q(. i . ).

Defj.nj.ção 6.$

ÇEãâ ?3'0bãlbÍ.Zj.dada di.z-sa !ÃÊãl$:11g=g(ãa SQ a üan'Epa8a : aln.:.:. :

po to H g X; uma. pr b bãã3.ãaãe cündi.cãünaR q g Q<'ílX} 8ã.z ( RI !!ü:
=aC.=; t=.::âanü c d& q .ix} ã g©n@Tca6&.

='l$ ppüba=)ã.3.ãda:l cun=ãj.Q=!.G1:8.$s fy y Ç:'!: ! :.; l;ç ::=;.= :::.' ==.} Í'i{ '; ;

-ss-
3 Q(X~Jx3 , para cada Cx1 ,x2 ) e x1x2 ; logo, por (o) da Def., 6 .. 4, te?no:·; 

P(x "'t \ 4fx x) e P{X~X.,), i Cx1 ,x2) e X1X2 , tal qua: 
l ~- 2" · l' 2 .J .. 

(p(xl,x2) q(xl,x2)) OU ~ (p(xl,x2) q(xl,x2)) ("•) ffl 

.. J ( f "1<x3,x4) dq<x1,x2> (x~lxa>J dp<x1,x2><x3> :;g 

= J ( I µ.(x3,X4) dq3Cx~ix1,x2,x3>] dq2<x3lx1,x2); i B e1':HX3X~);, 

logo, se definiraos q2q3, tal que: (q2q3) (B(x1 ,x2) ~ 

4cx
1 

,x
2
)) (B), 'f B e t:•:, (X3 ,x4 ) , i Cx1 ,x2 ) e x1 x2 , tem-se 

q2q 3 e Qcx3x4 Jx1x2 L 

Seu e MCX1 ,x2 ,x3,x~), podemos definir q2q3u e M(X1X2), como 

se segue: 

(q2q3u)Cxl,x2) ~ J u<x1,x2,x3,x4) d(q2qa<x3,x4lx1,x2)),, 

y, <x1 ,x2) e x1x2,., 

49) Se qu 8 Q(Xn+lfx1 •• ®~Xn)" para n .:!.. 1,, temos: 

4m• ...... qn e Q(Xm+l" ..... xn+l I x1 .... ,. .. xn,, para m ::,,. n; 

logo,, dado u ~ K(x1x2" •• *Xn+l), temos: 4m~ .... qnu e MCX1x2 .. ~ ... Xm)* 

Dada uma fungão u em Y, usaremos o mesmo s Ímbolo para :repr~·

sentar a função vem XY, tal que v{x,y) = u(y), V y; por exemplo, 

qualqual' q 8 Q(YIX) serve para represental:' q" e Q(Y(ZX), tnl que 

e•il !"» ) - n' 1 ) ,4 ,.,_,~, fll'~,is. .... 'it'-~ t • li,-

Uma pl'obabilidade diz-se .~ene:rada se é conéenti,ada ~nn algu.m. 

:ponto x e X; uma probabilidade condicional q 8 Q(Y IX) diz-se degene·· 

rada ~uando oada q(.fx) é degenerada~ 

Pro,.2osigio 6.6 

As probabilidade oondioionai.s q a.OlJt:; ... -... ,. 



$$;

.Çj::!:.'Ê aa qUaiS ©X18 e Ulaã fU Ç8a E1 8tiTéltyC]. a 80re3. .ti X-'' . . ';:.;
;::,!=. :; çleÊ'<xl} lx 1* V x X

].V} $©:3& $': X ---', T mn©ngUX'&V'Ü]. éà BQX'el-e 'tal qUe q l$1=1?'eX:} { ;::.:j'.;

Ç ;' C X; ün'i:ãos q(. lx} é co ean'Üxladü no ?o to .:<1:} a U', :.{ ;= G :{, 'l:

ã» q€1. Í .; ê ée8: ne!'ancas pax'a eaóa x G E, donde q ê !eEI p:: i*

2Ç Se q é d g n Fada, ãs'bo g, Q(.IK 8 ilesa ='ülêü} :a:::'= ç!,:..:
;: 4 :; Üi!'EaQ aa'5a q(. IX ÜO)qLeeil'ETÜÜÜ Rt.{3= PÉ)n'i:Ü y' = ='(::lli , C3(i lt:i:J

.;': :{ --"., ? © 'ta! qt.!© qCef'ÍRliI:( Z $ G X ='©j$'ba klQ='U.'élJ :I.::-'5 ;. ;.'
\: a fu: golo Im n upáv 3. ã paper".

ÜI'&, seca B ©'iF3('rl; q(©Í .> 8 una É'unção 8e Eaãz'a, dün.d

É''xeBl=ex X f%)Gg) fxêR yGBeq<y'l?=1=tÊ,}
x Q X q<Blx)

#

Uma t Z f: X---q? çez'vá=a ãba!'a F pPe :!'üüp @ q Tli l ã f Ü !:. ?.:!.:.{::

a q:.{ü os'La es90cíüda$ no aenxhS.4o oagilj.i%'te: dúi ::'= u Í-:<X\'l} s !ag'';.c:i:.,

n0$ Í':leX} = tx(K,:fÇ:i) , V X 8 X; m gÜ f\i< c"çi=laC{.Üe Cc:! qU(}e:; ceEI

ü#ai'Ec eOm q<.lx} e e eent='ü4 nõ poiltü f'rElI: 'boHi-GGg

4t 1;.: 1 u< sV'} ãq<yíx> = u(x.=1'€1le> fw{);>; no'Ee-sü= í:%%= f'u Ç ::: :::l':'
u<n , V' }

â:EWHE©i & . '/

))â!''& ql.mÊgq\aeX' q un Q<T'lEIs; t3 G :;feE'l} C Ê: :: B* X;,S'kc ); i: Ü:':l.; l;:

degeneX'adÜ9 'taZ qU=:

i13.> fXÜ LqU. iÜ'E0 ã, fU€1:r~l qa€1X>, \? :: XÊ

< <ey'B ue:'o* y'} = ü(x.3' Ê'<':o>> '; '} Í);=:;} : *, :; : X,

E !aü'bc:üüS &a .;.l;;ênã& T

S6 
J.ar:: pê1.r.ta as quais existe uma funçio mensurável a Bol'el f ! X---:• 't, t,:1 

(:-t' .. "" .-.((f(x)1. 1x) .. - D ~ • ~ 1 -

Dor:1. 

19) Seja,5: X-"' Y mensurával a Bo:re1, tal que q({f(x>l>x)::.~1• 

V- :t 8 X; então, q L lx> é oonaentI'ada no ponto f(x) e Y, V :: e X, is: -~ 
ê, q(,.(x) é degenerada, para. oada x e X, donde q é degene?'lada. 

29) Se q é degenerada , isto i '.) q ( ~ l x) é degenerada '!# pa:t"a <~., ª '·t 
x e Xi então oada q ( .. l x) é oonoontrada n:um pon·to y ::: f ( .::t) ~ dm1de 

uma fungão (JMnsUI'ável a Borel) .. 

Ora, seja B eT-:>CY); q(BI-> é uma função de Bai~e~ donde: 

f-1 (B) -~ {x e X; f(x) e B} ~ (x g X; y e B e q (y j:;;:) :'.:J l} •. 
!! {x 6 X; q(Bix) = l} ,~ .,. 

pois (l} eW(Y) * 

Ob~~!,ção: 

Uma tal f: X --i•Y ,;tervirá para :representar a q{Y i X) àegenercid,:~ 
a que estã associada, no sentido seguinte: d~ 1,:1. u 8 M (XY) , se def:i..riLc 

' • ""''º"~ 

mos fu(x) = u(x,f(x)), \t x 8 X, então fu(x) c0incide oo:1Ii qu(x}; com 
efeito, como q(. fx) ê ooncentrada no ponto f(x) ~· tem-se: 

f 

Í u(x,v} dq(ylx) =t u(xf!,f(x)) = fu(x); note-se que fu e MCC< . J --

~ 

Para quaisqu•r q a QCYIX>,. u e M(XY) e t > O, e.xist:e f e 
degenerada, tal que: 

(2) 

Dom .. --

fu ::_ qu, isto é, fu(x) ·~ qu(x), V x S X; 
q({y; u(x

0
, y} ~ u(x

0
, f(x

0
)) + ~}lx

0
} =o,~ x

0 
S X. 
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G nepalizaaão c} p='ableü 4 p!'a8paaação dinâmica atõegs:Ê :i::
cü un f op de deaaan'to $9 8 = 8 € ]., c nsã8ex'a!'ecos:

.,Ú},Â. t CanjUz;]'Eo ãe 8op ] d p&ç $ m©'t='âeo eo:!p].e=uçg; ,,

8epapãvai.s , não vaza.es <x'aspecEI.vanen'ka, c T: ::.'-

dOS Í'as'tüãos$' © daa t:aÇãestt)

q : e! leá. ã 30vãmez\Eo do É eç$nü: üu

b lida e canéãoãonal e QÇ.l1lê.} ;
F' : 0 gãWhQe QUe é tm] fUnçãO Pe :, ].$.='!j.'Ea4a: 8: ! S

veZ a op 1, dará.nada en .?fxP. isEü g, 2' © {:>:,'Ê,J:
Defãniçãa ?.l

0m © tpa'té®âa E(á) ã \u a s quêne5.a eH!, 82) .....) o!%<i.ü c=:':

i!;: e Q<Aliin}, ndo & ,kgi..;lÂ...$=.=.=-:«;i9o conjun'Ea d© 'Eodã: ü : ?..:"- " " (:ln«}lfâEa
11Ve:.n Ê#i'ij.STOP: 8:ç dO cáa'te s al:ê © É.Rstã11'i=ul da B©p 'Ealz da ã !i--=i$:;.

C2bS.: 8GtêL='@©Q8 pOZ' <©l$ U1 2$ '''$ BHi-!9 GR eüd,a ã n n'k0 Ú© !'}.:,

ãa o es'dado adiei.âl9 G8 aq <i. = 2$ ..., n) sãü OO 'tKã4ung 9{1;}

Gaql:.Ü='eeS © qã {i = lp2,...,n} & 8. i ésünu âÇÜO.

p©ej:giÇgo 7:2

$

": - 'iT.f\ i" )l
' ;U \./ H:6,l

U

Uma tpa'tégãü B ' <83., H2: . . . .} ãÊz-'ae maa Sg.}3i:ÜiÊ@&;la..:Sb

yÜ:;;P!, qlmado Kn e a($tl/:i», n = :L,2,''''.
DaÍ'Í.nação '7.3

çKa 'b='a'i;égá,a R = (a].$ ;*2$'' ...) aj,=-"$ü uma es'Ez'ates:1.a =:==

azia'bGã?j.anda,de BarlçO<.?» quanúáo cada E. ã \im Zem a'tO w<!agl C:i&=Ü" í::::

Q{.àl.l,ã, esta é, Cada n :: fn j} * Ã <f'imÇão ücní6%Haâ'F©]. ã Ko:;ü3.\:<';}

lll ( :iaê"é8eaürüéo", a n !ad 3Ê. :ã.$i 3.©=ü:;

:;,::<f,: ; Í; - i* " . p,;3

§ 1 • CASO GERAL* PRELIMfMAlES 

Generali&ando o problema de prograMoão dinâmica estocástica, 

com um fator de desconto 8, O~ 1 ~ l, oonsiderareJIOs: 

A : conjunto de Borel de espaços métricos completos (.} 

separáveis, não vazios {respectivamente, e espaçe: 

dos "estados ir e das "ações" > ; 
q : a lei de movimen·to do sistema, ou seja uma p~obt1"' 

bilidade condicional q e Q(!)l1-;A); ., ./ 

~ : o ganho, que é tm1.a função Nal , limitada, rnensu.z,i:i 

vela Borel, definida em'p 

p_Gfiniç-o. ~ ·! 
,.__ .,, • <•> .., ... • < uw,s est!'&tegia n e uma sequmtcia n1 , a2 , ... ., ., .. ) onde ca<lt1 

nn 8 Q(AJHn>, sendo Hn ~ -:1--~'ll""o conjunto de todas as pos·· 
(211-l)fatorea 

sfve-is ••histórias" do sistema, até o instante de atu:i tomada. a n-ési•w 

-ma açao. 

Obs.: Notaremos P!)l' (oi, a1 , o2 , " •• , <&n-l' on) cada el~mento de Hn~ 

onde o1 é o estado inioia.l, os ªi (i:;: 2, .... , n) são os estados ;sub 

Uma esti-atêgia fl = (111 1; n2 ~ .. ,. ., • ) diz-se uma ~tégi!l dt;: :: 

tfatt!~ov, quando n n e Q {A l , n = l , 2 , • ., ... ., 

Defini9ão 7.3 

Uma estratégia n = (n1 , n2 ,.,,. .. ",.) diz-se uma estratégia nao 

aleatôriaada,de Markow,, quando cada Bn ê um elemento "d<ageneztadon de 
e~~ 

Q(A{~ 111 isto é, cada lln r1 fn J> ---❖ A (f,mção mensurável a B01..,el) · 1 

(*} Cada nn; "degenar4do"~ ao a ■atida da Def. 6.6; loto, 

rrn(fn(a)(8) ~ 1~ V s ~ 



.l::; <;:1.: !: .1 ( ü:o y . !;

Ú StT'ã'ténia it e Bêg...$1:$g:ÊgI:ê=g$gÇ.g6$gg&gBg?IG ; qU33'EdU Ü:' :' :::

'l:C \!n= ftXnção m nsupável Ü BO ©l f:,} -4' Â$ 'kaã qUe R a {Í',='*. . ::Ít
Dej:l.;l!.üão 7,5

Fixados tuna e 'ü!--'üésia R = (R., !!,]* ...} u= ;:].aj. ü8 ::::3'.j':.;j .

t:'" ; € Ç(?l$A}. -'t;' . ' .

a} Pw'a Cada n 3, 3. e !n Z * 'ãã-=«ê-u..:=Jlig, ?;lq ... E.% C Ü<?: :. :

; ';*: ..*'*;: '':..,1'*:,?'.:8:1Íl:?E.::.*: ... **;«.:.:.:.; : ::'' '
: .l '$E].h]lo].} dq.{a2la ]) .. a n<e:,l*].,ü3., '..*'}.:>,
ã'i$2 '. .xâ.$:,.,;2.

. dqCon.}xla % }, pü!'a .2,'..,$n.;3. e'f;,, : ê':i:'=, .,': ; ;:
Çg$1ÉIÀ> (eQ 3inzü0 4 BoPa].} e o 'Üadn $.nia{,a]. s s e.?. ã?>.>;

b> ©% = al'q B2q '''' G Q<nl;l$,B Á}'igEFI) ..., Q ã ex: n (!õ

...' xn Q{ ''ni.].,l,>, n = )..

B.güx'a 'demos conde.ç8a ã d fãná2'' o ganho 'üo'üã.Z çãspüp.aãn, riz3.;;.

tágenaaEe a. esEpa'têgia K escol Êd e i ããap dõ wm! ( :!conto »:

8 :l, $ € 1. õg'&: dado um aleman'Eo e($i' Êls ©2'© e 4.} f P:KI <ç:].Pi$1t! üfí:

:«! = \sk 0Zt a2$ a3e a3$ ... f .©} á:i.a-$e 112a& çti\j.S'k6P:l.ã:} ilÇ.; ":'Ll?::;

$Ü'E: :Ê& f} da $á.g't©i!!ãp & qi] CGZ''Ént2$P0 60m gana'iaS COPA'X8;.dCSs \ 3(C$::«:

\*Ü:::ã.''i': 31(GB aR9 gBs&Z\ R Z$ 2s ...$ n pcEb'üãn'kos \::2' 8an:) 'i:f.-

':.=:i. cüp='àgâdc

®
.n. }

®# ©»R Kã

pa4ümos chsex"wap que ! g B $$2 .

Hn3ão p d mcs e ]atüap G ãünilo 'Euea]. çinT>enlâo l cm 8 seüilÊ:.;

01.z G=ã'T'eÇão $ Q < $ ( 1 ) P& ã â gc &ka de t ã a x''üa es'Üll'e2':cçi$,{* ;:

r;': :l:iü=:.' ü :ne Z...:.. .;;'ti-?.T

% :à) ü »w 8Hi nliÊSi#ü :ppsçw8MüiB Re

-58-

Uma estra.tigia n é ~io ~~.!!..~ox-iza~o _est8;cd.~n~~<l, quando exi:3 •• 
te \Una função acans'Ul'ável a Bore-1 f:j:: -+ A, tal que 1 = (f,f,.., ;):(:(º 

Definição 7.5 

to" q 
Fixados uma estttatégia ll = (n1 , n: 2, .... ) e 'tlma n1ei de 

e Q(pl ), então: • * 
a) Pa.I'a cada n !. l e Hn+l. ~ , , n1q • ., • Hnq e Q(Hn❖}, 

_ (~) 2n fator~~ : ,, 
e :ªl que : (tt1q ... n1q .•• lnq)(A1s2 •.. AnSn+l~s, ~ 

= J dll1<«1lª1) d4(02fº1«1> "".dnn(ºnÍº1'ªl' •n,onL 
•181"" .An1n+l 

d ( 1 " <? S 81P ,~, A A " q 0 n+I 10n°n 1 ' para ... 2,,...q n+l v-'';,V·' 1: '2' •H' 

.(A) (conjuntos de Borel) e o estado inicial s = a1 e 

Agora temos condições de definir o ganho total esperado, 1.""el.:~t··, 

tivamente a estratégia n escolhido e considerado UJ~ desconto B, 

o< a< 1. Ora, dado um ele11ento defo, êle é da forma (~1 ,w), c<m 

w = Co1 li 1:.1 2 , « 2 , ª:P etlP' ..... ) ; (ol.w) diz-se a~ "história" (ou nt7.~a-, 

j et&i."ia") do sistema, a que oorTespondem ganhos co?'rigidos, sucess i ~,. 
n-1 vo~·s :ro(a , ,.- . n, 

tal coZTigido: 

n ':,l; 1, 2, ••• .,, e po~tanto, um ganho to-

Então podemos observal:' q~e u e M(s,2). 

Então podeaos calcular o i~º tot~ (coin o desconto 

ou: corl'eção B, O ::_ J 'll: 1), para a escolha de u.:.~a certa eat1:-,atég:t,~ !t 

ô dada po11 : 



Eãq.,. RV(:i er' U R }l gn

e.ç= ({ p nãa d cada as'dado iaj.cj.al 8 = cxl'

Cüm ef'eÍ'üa, eB © Ç( l;S e u G Ê l;)ü} --* eH u a !:ãÇl;$; ou E;c: ü ::
r.::.cabe as:üdoãaic3.a=sovalapd g B} m exBã loas , v :lí

D =;:.nação ?.Õ

ãos p:l:'& quülquex' owtr'o ?la o $ 'u3'serras:

P 41q'eK} 3 V{E $ } G

(b Da o € ) Q, G plano " ój.s-se $rglÊ& ? quanta {ox' {l?*e>

mü, $ p G B''<,;»* au ©qu{.v'a].an't@nent©. quaná $# 8 {1s} 3,. y' R (l li :

plK'a üüda Plane B. 'B g ©,XX.

C 0 P].ÜaÜ a ããzn e Q$3:Ç;g» quando Ê'ÕT G : V E :; r:: {=:7:

eqtii-'r=!entamen':9: l?{.g (s S V<8"> <slP P pâ c da Fã no E := ü.?3

(é) B&d p Q P{,l.B, © »Z n * dãz',ae F-é:ãuo. q=ãnatn fül:'
( :),e} ã'E:{.no, V e ) ü .

®

übsenvemos que a d fÉn&çãü ã p:aa dbiKO eoat8si â da. e=:!:&:::l
gãa l$o'EI.na, :;Caso di8CPQ'EOn

F3.ano (p,çl-Óti.anos 8enp='a exi.soam (v$.êe 3 segui.}ll:ü} l: : ;::

n:5ü pode géipmn'tàp a e i -t&ncj.a 4© P ün $ $-8'i:j.nüs ou =-&«E$,n:ç= ; {':.::,:

fo='::': os e enp3.c6 abaixo.

E39192].0 Z anão exiatâacãa. de pZaa $ F'8'üj.müs}

S 3am: $ {G} (j.8't©©, S 'tu=t\íman:l.cüell nt01 Âx

H ini., 11, 3, ....1}. Taneaos peG, a, D> = ilü-k>/.a.

õ ganho {eol'!'ãgi.ão>, pax'a {al} ®k' g2P e2) a3'' '
(C, ü].* G' «2, ....}, ;

q_ue depende de cada estado inioial a ~ o 1 ., 

Com efeito, e1 e QCA l,P e u e K9'Q) ~ eu u 0 M(~; ou seja 

1:""" cat~a estado inicial s o valor de VOO em s será denotadot \~(n) (e}'" 

* (a) Dados p Q PC °'i3 e ~ '.%, O II o plano n diz-se {p. e )-ô~im~ q1_M.1: -
/ 

do, pa~a qualquer outro plano n, tivermos: 

• p {V(K) »VCI)+ e)= O 

* (b) Dado e > O, o plano n: diz-se ti-Ótimo quando for ( p, e )-,5t i., 

mo 11 , p 9 P<J" 11 ou equivalentemente, quando V(n) (s) :::. V<n*) (s) 4' e· .. 

para cada. plano n, v $ e 

(o) o plano u* diz-ee ótimo. quando for e-ótimo, i e ":,, O, cu 

1Jtqui valenteaents, 'f (1) ( s) ! V ( n *) ( s) 11 pa.ra. oada plano I e s e J,. 
(d) Dado p 9 PC 

(p,€)-Ótimo, V s > O~ 

:t 
, o plano n diz-se p-ótimo, quando for• 

Observemos que a definição de pla.ao ótimo contém a da eet~a·tê 

gia 8Ôtima 11 do ttoaso discreto". 

Planos { p, ~ )-ótimos sempre existem ( vide s segui11te) ; pol'.•em , 

não se pode garantir a existência. de planos p-Ótimos ou G-Ó·timos, con 

forme os exemplos abaixo .. 

Exemplo l (não eKiatência de planos p-Ótimos) 

Sejam: S = HH (isto é, S tem um único elemento} e A ~ 

'@l {l, 2, 3, •• ili> .t,.} @- Tomemos :r(O, a, O) :::: (a-l)la., 

o ganho (oo?Tigido)li para (al, ,.,l' O' 2:; ª2' ªa,•&••> :::: 

(O, o, * @- .. .. ) , 

"" :::: º1s ª:p e: 



l e:] «]' «: -- ]..

=c81os R"c }xã FX ih En} !i eom V'(R} = 1;'€1)« e h ::.!: ,:PT 11

= 1.; í]].,,:;lt: põj.$, con â eSkz'atggia n qu ã8& ã ü üo],}= -á:a ÜÇEc; ,:.

cp t(}:'!:;s üí$ :Í.nC'tüil'E;aS, 't: ws :

:.'€1a}.) {';.[ @â-Z --3-i«-;L- : Í':i./{:i. - B>] L€1jn-2)/=1 ü si.!p T41Hnli

Lk
X

P

;« 1 . .1 . . P- -ç ':" 9 «" D' :.,:' : ]. -g >

= ]. É; ;] ],- Ê .í .

Exaü }.© 2 lago exj.s'l:êncj.ü d IPZanüs :-d'tj.n08}

'bo ):: ü ©9'üeRdo á.na].'!Grade, ã j, s'Eai\'ba ü ã.na't:an'8e: q nlq'lGP qllo s ;: :
â e':];rC, Ê e8CÜ}.}l-:1.8ãs Ç. SIS::Ü} H ].; pOP 0U't;'C l-aãa, 8&$a B U Ü ):.'l:0 :: :

]tÃ:':'::=! =e Bope3. ainJPL\ m-] O g Ánh P dado pOPa rias.X,S} = Pil3,a} ;

ü li::=lãG$,e2:'Í?s'=$ ps$-a} ::C) e ,.axÊB sãünüdPcli:::;,

:[ü c;:: llü ãua:ã v'a:p].a\;e s Fn s nao s F s=:iilj.'Üü i udã: Ç& e:3'L,ããol}.

0?'ÜS pa!'a qual.CtUÜ3' }! = ilgls g2, ...} te?ã' r'B;F.L qZ' » 8? ;; :.

co:l\i?'3ü 4® : 1} ta P o3eÇã B B em,,f;l},

EK'k&Gs ÜSC0lühc8.}EGB B 'Egt:i- qU 3 n 0 Cja IHH etn:\$}.;nt0 8e 8nu=*a:*. :

/}À a:i=!.}ü, eKãste g 8 B, t E qu 31Z' = a, pn$.a o carijtãn' o 6os 3 e',;-1;:
q:,{= ;il}. q= = i1l P b I'; Ç! \2Eql S\ibCOn:3Un':a d BOr l de G=lÊ, },} 0 :'Ü:'í::.':

UQ C:')=.1:tXnX'0 da BaX'e:* ©H'k8au P GU P 10 Z:aias U PC)).'CC ;}..,: Ç D$ ~''='- :

=,; :fl {S; EI qX' b Ü} óuU ja K't P : C; l08Ü \?ilK} = : !.n-,;':!ã Q ... ::'!:.,

;iD:.:;.;:,à o$ $ üü: l<li ilao} = g $n"'ã <E q .. :nq:Pll<nol} = Í ;::;

;: / ÇI =-G ' .

=ü=o exj.S'Le i.E& 'Ea] qi:!e ç<? ]gn) = !/{1].-$}, pül.u : c:l.::.;,-.: .

&ü '?\:;, qUÜ 8 'ãQ> © $; j.CÜo e 11o sÍ'/e=, p':Yi,s3 5,,.* € :} * F :Ol],B, :.L;::; ::

Híog :; 'ba]. q üça co}.h{.ãa gaja s'eap='e an e 'Ee ==;: c c ga;:ll:;

!=?z ç':,';: e'bata ü s ÜFre 3., ;ie!.põ. =o ã.nicla:1., 8cn4 ?( :!<1=.,.}1; -: ]:'>3- :-;

:.. = 11,':].-'i$js %.. eãl3E t!\ã

f

Logo,, não há nl?nhum n com VOO = 1/0.-e), embora supVOD :, 

com a estratégia nn que obriga ã escolha da açao tr 

eat todns os instantes, tem-se: 

V{Il): 
n í: 

i=l 
i-1 s n - l 

11 

Exemplo 2 (não existência de planos e-Ótimos) 

Se:ia j9fic! = [o ,1],, A tl'ansição é do tipo (s ,a: a p '\ -,s ~ it 

to é 1• o estado inaltettado., de instante a ina·tante" qualquer qua s~jn 

a &çac., a escolhida,. q (e í s ,a) :: l; por outro lado 'll seja B u.m ce1:-to r.H>J. 

junto de Borel em}9A e seja o ganho !:_ dado por: r(e ,a,s) ~ z-(s ,a) ·· 

se (e,a) 8 B,, G r,{s,::r;;s) ~ r(s,a) = O, se (s)a) ~ B (o ganho depe11tk 

apenas de duas vaX'iâveis,pois não se permite mudança de estado). 

Ora, para qualquett , .. 
(~ UI' 

conj unt:o de Bo?'el 11 :na p:r:,oj eção D de B em JJ· 
Então, escolhamos B tal que D não seja um conjunto de Borel ~· ~ _ . assim, 

que n: 1 qr ~· n1 r .► lJ ê u:m. s,iboonjun·to de Borel de D; OI'a, D não sencto 

u.~ c(,n.junto de Borel, então possui 

B (:~ {s; nl qr 71,, O} ou. seja !ll ~ ::: o , 

a.pli.candc a s
0

, nos dá: V(U)(s
0

) = 

* * Como exis·te iun n: ·tal que V { :rr ) ( a 
O

) ::'; l/ ( 1-a ) , pois escolh111w:) 7 

.'3.
0 

tal que (s
0

,a
0

) G B; isto é possível, pois, s
0 

€D:: proj.B~ 'fcn.;:tr·: 
tt 

mos n tal que a ação escolhida seja St!mpre a0 ; nêste caso, o ganho 

em cE..da etapa é sempre l,, para s 
O 

inicial$ donde V ( ii *) ( s 
O

) = l + 13 •l· 3 / 



-©x, ,: *

Ê
V€1Z )(s.)

©
) -

©

v (K} €1$ }0
X

1 - B
ã

Veii}(8n} > E, $$ e € !$ e pop'tan'Lo E !à&ü ©

g-Q'=liR&

V(IA)Cs
0

) 

• '1(1 ) (s ) o 

l l = y-::--i"" y-::--i ~ 1.., dondo 



# ã?. cg,Sa GERA,i. - EX $Tg@czát Bg es'íeÃ'rg03i.q,s €1).a} - gl'!i:as Fi:

ESTA.ã7981.4$ @êl ÂLêÁT09íZAgA$ {Ío; ©} - vigie;NÁê!'fã$

Ueax'emn 8.3.

pax'a Cada p @ ptgB © eaãex € > 8. üxãÊ}'u© wm stKüe$g:.a ~i: ; :l:

S j m ii tlsn tr tãÇÍ.a ar5j.trãpÊü? $) g p(X} ã cl ã3.sEKj,}:t:.;:'*::
8 P bab&lã &8© paga Q taça 3.Rica.a3.. oltb3o B.?g'eE} B Tn::;;;,
aSParaaÜ. Ei :9br 1 8 QU ão a arda COiFa êk OtnÇ C,80ta€3ül ÜgA::.':;::;:

P.W'eK} n l 'geÍ;i{ } dpea}. Faa'ããcla]. s-da 'ha, G© E$z' fj. a8o uli ::J::.

'ba a âní.aãak al' ü®H-ouQ U!!W 3âsb â.;].wj.{l?So a© g halo.3,É.8ülÍü ç!::ç.*

t ©m al, i t© ê pila&} " ã? ã 8 i}.KeiÍ} ':: v(!;Í>eCã}.
TQ81@©8yn !ãpp.vgeElf prÜ ta; P âg)ãüos üaãh \n:: Sl:,

**;-*'; '. .*u*êà,l:** : {i} , l;e:} 1 . . 1 .* ;;il:l'i:;:'i: «i"l':..;:;~ :,';
S 3 {S n 8U© V'eXilÜ

Hn 8@gu.Lã&f para &8 p a8ã.paramos Q eOa$Uatü S.. 'bcll :

1:: }i { } - Er ©©&ã própria &afj.Diga Sha fWuê Ê $ ga :!*:.{l::*':,

âã :3untoa Q pára taça s ,Jgliân ; 6 © En'

Z'ogafjgl} '* SX. q- $2 'r ''' '$ $n '+ ... ':' ' ' .

nnüg0 eoagiã : & atr tgÇ3.a ! g % a üãn áãÜ unç?:} B{ \ f:::.
j.BeQ 8, w *, ":;; ...}, taSt-ge:

@&' '... am} « = ml{ Igk' ';3.; ''». a=;1; P=.=a 'c{)= : :')

Ü3. © S:. ©!a% &., 2 .... ãã Sç3QU8 CÉ=, Mü©=GBÜjg=

V'{ }e©} nW{E{ }{ } @ 8 g $*,; V r Q CQ 31 güâ aj.X=Ü}':;l:::':,.
C3.a $«?eR:'/}(©} }! S ' Cr Sa'WZa-aa:

'P(H'"}(S} 1: eB - çr VS ©$n' Vn. © Uma W'e=qUeÇ':' j;i}.' ':::l ;

-' '....; Obtaglm ganha ent p qua V{ "j€8} =. }ie=> - e W s 8 3:. :.l

ill''l' :'! SÜr ÚQ SLE3P}.aa, {;lf ZÉ n esta áCmz n.Sti:ÜÇa Et8 CO ;:::,:Ç'.

t, 8. CASO GERAL .,. EXISTENCZA OE ESTRATlGtAS (p, ~d - l1TiMOS E 'CE 

ESTRAT!GIAS MÃO ALEATORIZAVAS (p,~) - VOUINANTES 

Teor- 8.1 

Para cada p e P e cada e> O, existe ~a estratigia (p,c} 

19) Sej&a n tmla eat:ratâgia arb.itrãria; se p e P (X) é a d.i.i:,;tribu:i.çli:::i 
de probabilidade para o estado inicial, então p. V (lI) i o ganho 
esperado., Lembremos que de acôrdo com a notação adotaõa, t,11n.-::.:,,:~ 

p.V(I) • J V(n) (s) dp(a),. Particularmente, se fôr fi~ado u1u ,:m 

ta4o inicial a 1 , tem-se uma dietribui9ão de probabilidade co11c,(,l'>
trada eiu o1 ,, iato i p (o1 ) • 1 w dondt!l p. V (n) e V (n) (tf

1
) • 

Toaemoa V ~ 8ifP p.V(R), e portanto, podemos esoolber \Dna sec, 
... i ~- - ,..,: . n (l) 1l (2) t i '.W (n (n>. queno a - ea-a-gi.as n , li 11 .. ., ., , a s que p.,v /·~~;, ~1; 

seja p(s) ~ agp V{n(n))(a)& 

Em seguida, para cada n, consideramos o conjunto sn de tcdo:1 '..~';;J 

s e~, para os quais n i o v1enor dos k que satiefaaaa "J(Ii ~l:): { ;} 
.::. u (a) - i u pela própria definição esta sequênoia. i de conjtnri:c, J: 
dia juntos a para todo s e 3 n; s e s

11 
.. 

togo,~• s1 + s., + ...... + s + .... " .,i- ~ • .. • - n - .. . Entao consideremos a eatrategi& n "que coincide 
.,. • • * cada s e sn, iato eu se n • (111 1! n2 , ,. ,. .. ) , bam-ae: 

u:* I ~ ) 1if (D) I 1 ) m "'"'ªl' «1, ., .... , 0m ª··mi., º1"' C!l' """'lf 0m IP 

cr1 e sn e m • 1/!i 2, " ...... t erâ consequência, teremos: 

V (n •) (a) = V (n (n)) (s) , V s e Sn u v n, e aomo nesta circCn~tf n , 
eia V(i(n))(s) ~ ~<•> - e, segue-se: 

V(n°) (s) > µ(s) - ,;;, v s e sn"' V n, e uma ve~ que/;> %;wt s 1 ❖ t'. 2 ·:,
fil 

i· "" .. ., .. 11 obtemos, finalmente, que V(Il ) (s) !,. ti (s) = ~ V s e S;, ::.~: 

c~q Apesar de. simples"' infelizaent• esta deaonetração não ; construt l,-, 



} Ó.Sopa aa$'tr'©aog qua pa='a c.aãa & $e taa P{'V(a} = B] = Z, iste} .;;

>e© G ; V'(R 1 ) :., pfla>} = k, x=iGâ en'tão pz'o'fiado que â

{i},e> paÍ l vale pa:'a 'todo s Cxg)

Cz'a*'Eomemo quêàlque R qK !que?' pedi .? :: ü; oa vas ü cü ç:.

dera!':ao ã qu8ncía g<1}, !i(2}, ..., R< )} ....$ caa ã ü?o$ .;
Ql:8 cj.a 8, Íi(l}, i1(2} Ken} . da iê !a forma Cano s

ec:nsEraíl! " partãado ãa ?Pàmeãx*a qugneiâ, eonst!'uãr Q }g

E$.n$o Ga g! da sequência, e anão t3' = suP {yeK), y(iiÍZ>}, .,,'.
Cl>'i:C Ü$ Pe mWH ('!F:R), Hl; Üa legam 't©! 'termOS '?lRÜ (S} Üf<lg;.:;

t$ V 6 e:;ll), ÍCüo g, 7 á tp{ - :Í, donde V<!i } llmax iys ;:;;

g 3

8
$

$

M&$, PV€1aÜÜ} 3. V S. Pi:glÜ} B eaqUan't0 P'C )!
'f. éond © ob'bãm:

P B!-ax ( w, :'V(gl} « pw {' F cona I' Q é tsa n me:! z'enl .=!*ká; :fu

rãa, gua'ae p naxCu, V(x)> 3. ?p, © Gamo p'P ! P ax ! , V€111l} $eg$.{a

\f f H '- ':

aai; €1w , V(}})} ,
q«©

dando V : $ u :ãa:

P{V<H} : i l.

'lÍ'eax'ema 8.2

Pax'a cada P © F'Çl$ a a 8 cada Flama ií, exj.a'Ee u::

rio B , 11ão aleatopi.gado, d© ieüã'&ow$ QU p,e>-lamina ç} P! n E$ ü:
Ê

ü} à ? Éaaj.=a $ti idaáü ; ;%'?i=; â a®guafla. Reli.fi.ea- cüxlo EL:

' l. }e CÍF * P:::»

ÜUP P V'l n P pVilien>} . üuP Ç(H(Ül> .iP . l S%iS; ':J, :li''l,:: .

(l} 

29) Ago~a mostremos que pa~a cada i se tem p{V(I) ~~}~li! isto é~ 
p{s a I V(l)(a) ~ p(a)} • 

<1>,e)-ótimo, pois (l) vale 

1i l, ficando então provado que n 

pa.ra todo s G }J,, 
.. 
e 

Ora,toae11os qualque n: e qualquer tteal t"' O; em ve~ de cons.i 
deral'IIOa a aaquincia n(l), n:( 2), ...... , 11(n), ........ , consideremos a 
... • w -w,(l),. w(2) ~ w<n).. da • soquenol.a li I\' li ., !:!e , ♦ • " ♦ j .t~ ,, o,.,""'; mesma ÃÔrlla. como Se 

A . ~• oonst1"uiu li pa?'ti'ndo da primeira sequência, aonstruireaos n par--
~ (l) tindo da segunda sequencia'!, e sendo p' ~ sup (V(l), VCI ) , .. ~.) ~ 

•• • obtemos µ' ~ max (V ( n ) , u) ; anal.ogamente, taremos V C 1 ) ( s) ~ iJ * ( s ) ~· 
t\... • ~ •• ( *6 - y, 11 e e,:,,,, l.$;1:o e, V ( 1 ) !. µ. - ·,, donde V ( n ) !. max ( ~ , v· ( n) ) , 

~... (*) . ** Mas, pV(D } ::., v ~ pu . , enquanto pV(I ) !. p aax(~, V(n}) ·· 

- :f, donde se obtemz 

p max ( ia, N <n ) > ~ Pll + ·r oomo V o é um número X'eal a,r,bi tr-ii 
rioi, segue-se p màx(l.!, V(ll)) ~ p11, e como pai:!_ p max(~, VOO) segue-

q .. s 
Jl ::: max(" 11 V(lt)), 

q ~ s 
donde von ~ l1 $ ou seja: 

p{V(n) ~ p} :::: l. 

'leo~ema 8 • 2 ·-•----.-.......-----
Pa?'a oad& p e P( e cada e ► O e oada plano It li' existe um 

• rio n , não alea.torizado, da Markov, que Cp,~)-domina o plano n, ou nri 

(O) A priaeira dealaualdado; ibvia; • ••auada, verifica- ■a eo■a ~~ aeguei 
v • aup p V(R) • •u9 pV(H(Q)) = aup I V(l(n)) dp e f 1up V( (n))d n ~ n - J ~ { 
"" f J! d p t:, P:t * 

~ 



PáyÍliÍ';} = 'F(R} - ç} = l
::* $: €

3 ?onhano qu E © K'$ são pkàn que eoáneid m no i pPí.=:eá.=':~«:

j.=©"ün'ü3a; se \i g N{,!#: v'io'Eüp ma IÍull : :P l u s} li $ g\:::'

V(E} - V{R$}

&

}!: q ... R. qT9 Onde:
! "

11 v< } - vCX') 11: 11 $g ?zan'l8zzQ

%-

&- g
m

@

n '

a!:<,H q='

$.

an.}3. qp3
R«~,}.W

$ $n4.K q!'

*ã ... ai4.K qXn $"-xCllz: q Ht:.*8 qp 1 1 '*

:* 1 1 â Kâ.?; qp ll} bu© IK; q
® '

'.:,}! q, l

E&.}H qP ll;

p03' ü\!' :rü lacas e Ím dà üo*

âs:h! $encn'be, papá a,s Kj em

k ! QRS \:uer.c3.&:

ÍI v€8) - 'çÇa:) 1 1 s
&. .' '.$$8:

1 1 v$R} '?(z;) 1 1 a.

a- »llp 1:!: q
lugar' d&© a.q'

H..;,* q.l : i l l l *

6u ?. s"-z(il«li llpíl ,

2Ç 8Se39S tQãwmQ E' = (al ... EtgPfB+Zg'"H+2g '''} êon8 S

}g$3. $ão 8a Eea'bapia©daa , © eom N sufieãan'üenan'ea ã:'=.:::

de ( soz''te que 2$i{ lll'll / (]. .ç e/2, 'tez'amos:

1 1 7<3} - '?eKe} l i :: ©/2.

Dem. --
19~ Suponhamos que 11 fJ I', são planos que coincidem nos ?l primeh:•:y:, 

instJant3s; se tt e K(lt, notaz,emoe l I u 11 = S11P I u(s) 1; segtte·,. 
• 8 

@ 

t' n-1 . 
V(I) - V(n'l :: eu - e u t! J, 8 1 1qu.,ln qx,"" 

II !' n:l 
~ ffl 

- l en-l li q -~*• n' qr ~ f Bn-lvl q ••• nn qr -
n=:l n n=i+l 

• n-1 
I e 1 1 q ••• Rn qr, donde: 

r • .: l!•t, ]. l 

• 
- li q n• l~H qr li:::_ e• I ,n-

1 q111 q .... ªn+K qr f 1 + 
n=l 

$ 

❖ 1 f li q ... " •~+N qr 1 1) = SN I ,n-l Caup l n1 4 .. " Jtn+N qr ··· 
n=l s 

\ 
analogamente, pa.%'& as llj em lugar das lj" 

Em aonset1uênoia: 
@li 

I 
n=l 

1 i Vii) 

29) Ot"a, se tO!l&rllO& ! ' ::: Otl, ,... ,. IH' fn+l ~ fu+2, H.,) li> donde ªª 
f. ,. i > N+l são n!o alea:torizadas,,, e oom M eufioientemente gran-· i~ .... ,, 

f1a de sorte que 2$N I ir,,11 / {1-$) < f!:,/2 "/J tere110s: 



= 

• ! 

CoiJr: ,:i:.:i-;.10~.ios que u r se compoI'ta como não estocás•i:ica, de Karkov, para 

Hs seguic1a 5 pode-sa mostztaI' que existe fM tal que, para 11•• = 

:: C .'l =· ••• rri.'i-J. ' f~p f'N+l' ••• )se tonha p{V(11") !. V(n') - y) = l on-

cla ·i· ::: r/~E <será deixado paria se p~var no final) • 

0:,."'a, êC•aH:o êste fato, podamos detez,m,inar nn' = Cn1 , ••• RN_ 2 , 

f .1 1 , :::. _., ~ f r,r.,.-1 , ••• ) tal que P{V(un,) _> V(n 11 ) - l ·· , e assim suceasi-
1,·• ... h •• ·-

= (f1 , f 2 , ••• ) que é não estocástica, 
~·.., 

e ~contrar uma n 

i.'. s . <.11.~:J pm:· suet vez implica VCn')(s) >· V(U)(s) ~12, 'J s; isto, 
{: 

c. 0:.!!, h1,:t t10 com p t;H n ) !.. V (n 7 ) - f.:/2} = 1 l) fm.meco: 
.,, 

p{V ( il- ) ~ V(rr) -e}~ 1, 

.. 
:i.r.:·:.:o .:-, ~ 

::': 
~' p l ano í! ê (p :ie) •• dom:i.nante com 1,~11ação ao plano n !! e alâr.1 

-. 
~~~!... ~ co, 

f ; ..., ,.~ ~ 
~ G nao estccastica, da Ma~kov. 

F t :: ( HJ.? ••• , nN, fN+l' ••• ), existe f 1,p ta1 que p{V(nt2 ) ~ 1!(E 1 ) •• 

• · ·,-}:::i_, onô.e y = rd2H e iIº:: (n1 , ••• , !IN-l;, fN' fN❖ l, ••• ). 

E;_ ç_ •• • iIN~J. q l."(Gk' ªJc' ºk❖l) = nl q ••• nk QZ'(Sk'~;:'sk+l>, par,:: 

,._ .'.:. n~::i. (co:<:a1 efeito, n:j q não depende de ªJc' ~, ªk-<-l' quando j :- 1:. 

f.,cgo, J nl l!H-1 (u ❖ N-1 
nN v) onda se = q ... q B q 

N-1 
s.-> ("' 1---1 

ri(sk, 8 k·~·l) V(sH' 8rH·l) ~ 
::; l cr' ªk' e V = ªN' !.'l k=l 

({,) pois l lv(n} - V(it') 11 ª sup} V(ll) (s) - V(ft') (e) I • 
e 

u 

= 

U':.'l) Ho'i:arar.103 u no lugar de u(s1 ,a1 • • •• ,et1❖d, .Y. no lugar da 

v(GNp ªN' ºN❖ l) e t no lugar de quslquor r(sn, ªn•ªu❖ l). 

Csl 'ªl' .. ' ) 



:,;-: . [;=!' :;:-: :'; .*
+ $8'1 HH q {lp k:=.L$K É'Êg.b].

:'g* *l:':' :l q

k=N+l H]. Q ''. i'Pi-l

»« ã $;-,::

: ': E]. Q .

fN,Fk q3')) *

h!-l
. Hk (ãx' 'p 8'' " iiZ q. i!!g-Z € F:{ '==' ':

'LN+k :':l :;

'?(R ' ) , =iS'to 8

J : K3. q .'- BN-], q (a {- 89'! BN qu) = V{E:},
cede {J e v' sãü d©É'$.zli.dos con antepãopnenÉ:e.

E i segtxida, eilcon'EE'a?gemas Í'N9 'üa! que:

F'eã3. q ... RN-3. q.Í'Bw : 81 q

ande w = B@-3' qv g MC$Ã}.

üx'a, consideremos & ppüb ihâ3.j.dad w = pE& q .- . RH, ea

,Ê.-Â .. ..,ê© <2K gaEoX'a e PAPE'üsenteaos aa e ã leda :J& áa.'t;c:=

p0:l l$ @ .''') aN3 aN; papa quão.qUQXO f8 'bemmSe gula X

# EIÊ q .'. llR-l qfbã@ 1) uma v p ão d g(w w$ fN(©N)}lak}, en"

qU :!'i:Ü y : 11]. q! ... gK-! q E];Wea].} é :MÜâ VQZn gO ãe =(tO(ON,ÜH> IÜI ::.

Então: e @ eoZhe3'nos :Fig t&ã Q.wü $?(1 #) e(aFÍll} :, t?CaN « ' :f, eü!:i

pXaunhêã; :l,lããaãe 1? égua-8e K > y' ' Y$ eGm P oblltbj.íãdade Z, q e :! ã:
v.alenke a (2).

$

REÍ-! q RB - Y}

qU \W ':al g'@ ©nxã8'üe, 8 depor:'ânci.a ão Lema $.8, QOm =.;1}

Y' = Â; q uma vepsãa d& distribua.$8o eoadi.ciona2 d @M, d&a& ç?:;

lesem vamp:eea ã pr-ov&.

Pax'a 'bodo ? G )Ç Q Q " a$ exls'çe uü\ sl2ün 8e Ê p3 !' (!\!',::
" # q -'' g:3 E, ':= , = j wOe=3,ma

N-1 . l 
J ~ R1 4 •.• nN-1 q (< l &K- r) + 

k=l 

+ &N-1 nN q (r ? f tl.K fN+l q •• • • • fN>.-k q!))) \\it 
k=l 

:::: V(D*), isto ê, 

onda u e v são definidos como anteriormente .. 

Em seguida, encontraremos flf, tal que: 

P{nl q ~-· nN-l qtNw: nl q .... nN-1 q nN - y} ~ 1 (2) 
onde w ~ s•·1 qv e M(SA). 

O!'a, consideremos a pZ"obabilidade me p11 q .... nN, em 
(2H fatores), e I'epl!'esenteaos as coordena.das vaI'íâveis 

por ~1 , ~1 , .... , ºN' cN; para qualquer fN, tem-se que x ~ 
~ n1 q ••• nH-l qfNw<a1) é uma versão de E(w(oN, fw<•5>>!a1), en
qu&Yto y ~ ª1 ql .,.,., ªN-1 q nN"(al) é 'W!1Q vel'.'S&O de E(w(aN'ºN)iol). 
Então, se escolhermos fH tal que w(alf, f(o8 )) ,:::. w(aN, un) - ·v, com 
probabilidade l, segue-se x ~ y - l, com probabilidade 1, q-ue é aqu;:-:_ 
va1ente a (2),. 

Que um tal f N existe, é decorrência do Lema 6. 8, oom X = Jl; 
Y = A; q uma versão da distribuição condicional de mw~ dada aN; 

Isto COJllpleta a prova~ 

CoX'OlÂrio 8.3 -
{i O , existe um, plano d0 Ma!'kov n qun 



Cona'az'me o T'eorewa $.1, exISte WR P].ano !Í qa g {P$&/'2}'

P !a Teapema 8.2, eKi.Ste que (p,c/2)-do:ü.na Q P}.ano iÍ
En'üão* K" é (P,c)

c.Q.o.
0 seguinte exemplo mne''Ez'a que Q t©opeaw 8.2 aão pode 8ap ma.

!ho='aãa, n0 8entj.de d© 8ubs'Ei'ruir'aas a (p,e) iwçâo pe].a a-én?i$,,

lgg.ção :ggx' :; € :Jg98:lnado##

)

191} Ta amai X Y

uni'tápão XY tal
a.

,!0 = B U X.

(R,y) g. B:

i:0, Z.l e B \im l:bean5uato d@ BoneZ do qtzadpaão

que a pro:3eÇão D, d B sÓbne X, não é 6@ Bore3.;

a aegminte Z@í de movimente, papa x G x @

(x,y) .> x

X -o w'.

! ga 8 tx'e'Ea de t a le:l d movimento qp d g negada
da açãa â, feto ©,

iz' (x9 a8 x) = ].* se <J:, a) e B

p Q) a o eontrápi.o.

xgy } : l$ y {x,y} e B, ® q ({x} l x) =
$, aÇÕ©© ã À m ila, i.{, geada z' ãüãa pOX'$

e i.nd p n

A.,

29}
A8oK:a , tomamaa qualquer' aa'tpa't®gía Eü

8n ('lsz, al, '.. , sn) â d@8@napado em y,
't:'ax'Caos qUa, nê8'te Caso, q!(B } = 8/{].-B}

V(K"lee} = $/e].-$)$ V : Cx$y)

®

il2s . . } $ 'ba]. q\ãe

guarda sl = çy

en B, ãs'Ea e.
G B.

Den. -
ConfOl'IBe o TeoNIJI& 8 .. 1, existe um plano lI que é (p,it/2)

Ótimo; pelo Teorema 8.2, existe n* que (p,e/2)-dollt.ina o plano n. 
i: Então, 1 é (p,1t)-Õtimo. 

O se1uinte exemplo ~stt-a que o teoreaa 8.2 nio pode ser me
lhorado, no sentido de subatituil"210a a (p,~)-dosinação. pela c-domi--naçao. 

19) TOll4llOs X = Y ::: [o 1 1] e B wà subconjunto de Borel do quadrado 
unitário XY tal que a projeção D, da B sÔbN X1 nio é de Borel; 

);., ~ B U X .. 

29) 

Considex-aoa a aeguinte lei de movimento, p&I'a x 9 X e 
Cx,y> e. B: 

logo se trata d• uma lei de movimento q 1 degenerada a independe 
da ação a, isto é, -

q({x}) ! Cx,y)) = 1 1 V (x,y) 8 •• a q C{x} 1 x) e l, V x e X. o oonjunt:o 4e ações i A• (oi' 11, sendo r dada por, 

I
r (x, a, x> = 1, ' se Cx, a) e B 

(l) 

r ~ o, oaso aontrârio. 

• . * * • Ag0%'a, tomamos qualquer eatrategia n = (11 , 12 , ••• ), tal que • nn (.Js1 , a1 , ... , sn) é degenerado em y$ quando s1 ~ Cx,y}; mos-
• traremos que, nêste caso, V(B) ~ 8/(1-8) em B, isto i, • V(R )(a)~ 8/(l-S), Y s: (x,y) 9 B~ 



«$©«*

','*-;.: Vm*, : B"-: "Z q ... «. q, ::

: :!q«* }l $"-1'*:q ... .=q:'; u: ,} } :ü' n=2 ' '' '

po!'que B = (x, y\ B e de ac8x:do com (1)P p((x,y),ys:<' :: ü

.A seguir' aast='ar'ellas que (ili q ... !in ql'}($) :: 1 8e $ = <;:::,i.; ;

q a; a.SSjals par'a qtXalqU@r f''tr'arie'el3pãa (6} a 8 ) &t Sç: : aaWn<;=.=i"

do eon s = (xsy) e B, 'cereRQ$ obr'ãgatópi..amante 8' = 8" = x; divã.Sai

i ].©{ de motim nEo eonsiãel'ada; pe3' auEln leão, Cabo Ril (. l€1x.t}) :l
\!:u ppababi.lãéade eoneenEzwda em y, a pl'abeira anão sap; obx'âgat:13~

pãêlüRQH'tQ a = y} e da me8aa forma Como R2<.1(x,y},y$x) c enüx..sd:a

e!& y) a 8e8uada aça0 8@p âl = y; n coziseq.tieneza.:

:'; q »; q«}e':,}', : { 1 3 Ú''*,v,*) 'q] '-; 'q «-; : ', -- "":
qua pexl y+ x} = ]., d© acõpda eam {l).

.ánã]ogamente, ob'temos ! q .,. Rn qp = ].s papa 'todo es'tudo ã.n.:-

Cara s (x, y) e B, e por'tango:

V(R){S) B Bz ...+ga't-... =B(l+$+ ....}$n-l4.

'ih.

'

?

= g/{l ), V 8 = (x, y) e B.

!'ã.na]nente, ae:ia« R: l 82) ''''} ta]. que 2 G Q(Â.l,''iS, i.sto ''*
E? não depende d estado ãnãei.éà].{ü). Po!. outro lado, canga.óe3'a-

nos Q eonjtxnto x e X, tais qtx R2 qp > O, isto é,
x G X <K2 qx'lÍx) 0}; obaep'vero quis pa='a 8 = x* 'tGnos:

Ílq:'l<x,a) * l p(x, a, s*) dç (s:lx), e Como q ({x lx} - !, obFü-

os Cq )qlx,a} a T(x, &, ). Oral {R2 qrlex 0 impLãea

(E2 qXnlCX) : B? (qr(X, al} = H2 (!'eX9 a: X)} =

:: IP(x,a,xldE2 QsãndeãvemQS'tepp(x,açx> =-»

cesto s3 aeaxw'ando quando (x,a} e 3$ donde 8 px'?3.B = D.

er !mente, !í2 Q<AiaZ} » ç{.Ki,bi\>i; Be $2 8 e(A.ljl), »»=ü ::. T.Sü
d peuá® da aseaá ã.aicia2.. a êa pz'iiaair& üa r n.(:ié

ê

©

.@''~ 

* TeJri-se: Y(JI ) = 

* • n-1 * * • = n1 qr + Í 8 n1 q ••• Rn qr; (B1 qr)(s) ~ O 
n::::2 

-68-

porque s = <x, y) e B e de acôrdo com (l), r(Cx,y),y,x) = o. 

. • * A segu1.r mostraremos que (lli q ..... ln qr}{s) = 1 se a •· (x,y) G, 

e B; assim, para qualquer "tr-ajetôris" (s, a, $', a', si''), começan-,. 

do com s = (x,y) e B, teremos obri&atóri•mente s' = !S'i = x:, devido 
~ . • 1 -a lei de movimento considerada; por outl'O lado, como n1 L 1 (x,y)) o 

U.":illl probab:i.lidade oonoentrada em y, a primeira ação se?'á obriga tê#· . .. 

~ia.mente a :i y, e da aesma fomaa como 12{ .. j(x,y),y,x) é concentrada 

em y, a segunda agio aeri a'= y; em consequência: 

cn; q 1~ qr)Cx,y) = J f f (Jrcx,y,x) 

que r(x, y, x) = l, de aoô~o com (l) • 

... . Analogamente, obtemos 111 q ,. •• • ln qr = l, para todo estado ini 

oial a = (x, y) e B, e portan·to: 

vcn*><e) ~ 8 + a2+ .... • +ln+ ... u "" 8(1♦ J + • .., + ,n-l + • ,... ) :e 

39) Finalaente, seja I= <n1 , n2 , ..... ,.) t.al que n2 e Q<Al , isto é, 

n2 não depende do estado inioia1<*>. Por outro lado, considere-

mos o conjunto x s X, tais que n2 qr ~ o, isto é, 

{x e X; (u2 qr)(x) < Ol; observelSOS que, paras~ Xt temos: 

(qz,)(x~a)::: J r(x, a, s') dq (s'ix), e como q ({x}lx> z: 1, obte

mos (qr)(x,a) = rCx,, a, x) ~ Ora., Cn
2 qr)(x) > O implioa 

<n 2 qr) (x) = 112 (qx,(x, a)) ::: n
2 

(r<x, a, x)) :::: 

= J r (x, a, x) d 11 2 > O, donde deveaoa ter r (x, a, x) = 1, 

isto 2ó ooorrendo quando (x,a) e B, donde x: e proj.B::: D. 
l 

(t¾) Geralmente"' 1 2 e Q(AiB2 ) • Q(Al)AJ_j; se 1 2 e Q(Aj~, tu1tão 11 2 não 
~io depende do estado inicial,., iun'I d.a primeira ação 11mpre~nd ida. 



boga 'demos: {x © X; (R2 qx']i]x) G} C: D$ sendç} aquã].e tüH eol\-

jün o e B rel(ã) Coma D não é de BQX'els eszs'te H. G D, 'baã 6ãu3

eli2 q!'}(xa) : g(ü ); uas p sÓ pode a s\mip os v&lope6 g a. &* dona;= i:';

inbeg:'a1 <!12 qT')(xa) ! Q; as dual desigualdades fop ecen <x2 qx'llex:::

= ü. En seguida, paz'a quaZqttex ya taZ que <xo' ya) e $ (püFeEàçée c:
t;cnãcas 3â enpz'egadas} , opte © :

V(n}(xo' yo> 3. $Z/(l

Esta de3iguaZdaãe, junto eon V{R'> = 6/(1H$}, em 8, faz':\eeçi

V(z[ [xop yo) (Re}(xa' yo) l [Ba/(]. [g/(Z-$13 = -$, donde

V(Rl<X0' yO) É, VelÍÜ)(X0'' yO) -B, lato ã, V{Râ}(XQB yO) > V(IE}(X0'yal}

+ e, V e < $) por'tan'to, nenhtin dos p].anos B pode sap c amànado ?o

\M p3.ana l tal que R2 e Q(Al?) , e, eu paptãauZaz' pop nemhwü pla ç: de

(lü Zqt ua fuaçâod %aãEeepartaat {X2qr> anacn3g
©6 dé $®®ãk.

l ü 9o oaG? t o tetÍama8 igual aa s g ada subcon3unç:a, h$ ãü:

-69-

Logo temos: {x e X; (n
2 

qr)(x) ~ O} e D, sendo aquêle um con~~ 

junto de Borel(*); como D não é de Borel, esiste x
0 

0 D, tal que 

<n2 qr)(x
0

) !. o<**); mas :r só pode assumir os valores O a!, donde~ 

integ:t'al (12 qr)(x
0

) !. O; as duas desigualdades fornecem <n 2 qI')(x.
0

)~. 

= O.. Em seguida, para qualquer y 
O 

tal que Cx
0

, y 
O

) e B (I'epetições dr;:1 

técnicas ji empl'egadas), obtemos: 

8/(l-e>~ em B, foI'nece: 

V(!I)(x
0

, y
0

) ... V(1*)(x
0

, y
0

) !. (t2 /(l-s)j - (B/(1-S)] ::: -$$1 donde 

V(n)(x
0

, y
0

) ~ vc1"><x
0

, y
0

) -s., isto é, v<u*><x
0

, y
0

) ;}, V(n)(x
0

,y
0

)·~ 

• • + ~, Y ~ e B, portanto, nenhum dos planos ll pode ser e-dominado por 

um plano i tal que n2 e Q(A 

~ov .. 

, e, em particular pox, nenhum plano de 

(~) 1
2 

qt.' i 1n1a função d• Jaire e porta~to {n 2 qr > O} ; um conju!_ 

to 4• Borel .. 
(**) Do cout~ârio, te-riamo$ D igual ao ••suado aubconj tuH::o t absurdo! 



CsreÁr901ÃS e$TAel0HÃRTAS [ OPERADORES

Def'iniçâo g.a - Operada!''r

.ãsaoeiado a cada f\unção de Baia'e f: /:12--{ A) bons d p ao= c> (';:1 ::
Fado:' T: êi(,l3 --+ iXi;ll), tal que Tu íq {p +$u), ! u e mÇ)>, onde Q

da di:'eira. ean$idez'ado Gamo f'tenção em.d;l\:\:X: depende s8 ã& {i].'bg,ns eoa::
denêiãa a8si.m, f podando sez' intez'px'e-::aãa como uma dãsEz'ã.buàçio co::=.!f

cãanal degen r'ada, ©n A, pa:'a Casa 8 ©.IDs segue- e qu 8 rio'Eaç ;o !=lTü-

cedanEe i.nãâea:

eTu}(s) = (fq (r' + Bu}) (s)

8 l l.r(s, f(s}, s! @ue$')j ages'ls, f(sl},

11Q'te!'opg$;g:çêo: Tu é o 8a l© gpelaão, em função do üsâa<ia =;::i.

cí.].üe apondo que utilizamos fe") e que o px'acesso f'i.Fid ! o i.i\i.ci.o C;::

2? ins'tantos com 18RI ganha fí.na] u€8' } 9 sendo 8' o es'taça gãzlü].; llllii;,i:i

gam R e Tnu é o ga11ho e papado, taaibãm ea! í'unção éo es-l:a.8o $.s'\Í.c:la:i.::

a:ln ü com a sup083.ção ãe u'tã3.ãzannos f("} © (ãe ç.u© o pE'crasso f:l.i:::i=

no iHIPcÍQ do (&+ll-ãsima instar't 3 c m ga! !o fi,naZ uns;}, s: ec
estaca final.

0 $ giiin'Ee Teorema !'çl$%ana aa ppoppã ãaãe do epal'el8op T

T oPeRa 9.2

(a} 'r é mono'toro, ãstü 8 B = v' l.nPIÍçü Tu Tv

(b} ?az'a toda cais'tan'üe c, 'temos 'r<u . ü = Tu {- Bc:

Ce) Papa 'cada as'tpa,'tégãêi de Bãl'kQÇP ã €1f].3 X?s - , . .i. 'Ü(tlÜÜ=S

TV<i!) g Vêlf,}!), ca if,R} © & as€3'aZe8âa áe !çü!::kü\

(IÍ'B í'l ,

i 9. ESTRATtGJAS ESTACIONÃRIAS E OPERADORES 

Defini io 9 ~· 1 - O rador T 

Associado a cada função de Daire f: p~ A, consideremos o op2~: 

rador T: MC}J ~ '.M( , tal que Tu ~ fq (r +Bu), 'li u e M9b>, onde o u 

da direita, conaid~ado aomo função depende só da Última coor' 

dena~ai assim, f podendo aeit interpre·tada como uma. distribuição condJ: 

oional degenerada, em A, pera casa s e), st:\gue-se que a notação pre~• 

cedente indica: 

(Tu)(s) = (fq (It + 8u))(s) = 

!lll J ( r(s, f(si, s') + tu(s')] dq(st!s, f(s)), ~ s ':):;). 

Int ~Ntaçã.9.: Tu é o ganho esperado, em função do estado ini*~ 

cil.a, supondo que utilizamos f(°'} e que o p'I'Ocesso finda :no início do 

29 instante, oom um ganho final u(s'), sendo s' o estado final; anà12, 

gamente, ~ué o ganho esperado, também em fun9ão do estado inicial~ 

ainda oom a suposição de utilizannoa fC•) e de que o processo finda 

no início do (n+l)-ésia.o instante, oom ganho final u(s'), se si é o 

estado final,. 

O seguinte Teorema ~esume ae propriedades do operado~ T: 

Teorema 9.2 

(a) T é aonôtono, isto é u ~ v implica Tu< Tv 

(b) Para toda constante o, temos •r(u ❖ e) ::t Tu ❖ ac~ 

(o) Para toda est~atégia de Markov, n = (f1 , f 2 , ••• ), t~moa 

TV(n) = V(f,rt), onde (f,n) é a estratégia de Ma:rikov 



"'- J .t , ~

Dem. de (a)

}(s} = (fqpl€8) + $(f }eü J p(ü,í'(s},s') dq.{8'ls,f€9l} }

' l uC8'} dq($'1s*fC$1}, V e; aag , u ::: v, is'ta ã, ut8'} ã; :/€1:,;

$ a:, implica I' t!es'} dq(©'ls ,í'(s)} s .l v(s') dq($'1a,g'Íüll* ::: : .
(o\$e {Tu){8} : (Tv)€1S), V a. i to é, Tu 5.. 'Fv

Dem. d@ {b)

're::-se) fq(r $(u+el} fq(x, 8 $e} fq(p gu .

'F fq $Q s Tu + $e.

D8ae. d© <e}

@: ::l ..

T'e=} a= $n''i K3. q .... !n qP = } $n'3' fl q ..'. Í'n q='; scgt:ü«

S t T\r(=) T{V{R)} = f8n + 8fgWI(X} 8 Í'8X' '} $ fq( . @n'!fICa,,,É:..'=:
n qZ E $n f q f3. q ... fn qK' . a=3' '' ;;

-$'.Ba'lgã q ''' gn qX' %p(ã} B Vef',ii)9 ond R (É',8}
ã8#''.'iÀ

g& q2 .'''$ gã9 '''.} e93. =f892 = fl9 '''',

c.q.n,
Q$f4:8j.. 9.3

<j.> Dado tema es't:'akégãa a B CÉ'lB Í'21 '' 'l$ de Mar'kav dj.z<:

qUa f: $ -$«b Â, é IMa f'unção X x'ada quando ezí$'bã? w:;l

p-ã:''tãçaG.})a ©l '} s2 'F '''s a- ©j. 'Eoãas ealn3un'Eon e:c EO-

x'eZ9 tais que, a p©©'tx'ã.ção de g' a $R é i.g\ml & Ê'n' n =
= 1, 2$ ...$ ( s o ã$ f } $. = f.}.

<j.i} E+ = <gl$ g2) ....} dãzn©e \leia es&z'a'têgáa g x'&ãã2 qi;;:.:

da Cada gn ê geP da.

A9 caiado & e& & e 'tpa'EégS.a !i = (Án].! É'2,

tÊ p :10s aPepada=' W: M(lllP M' nilg»} 'ünZ qae:

. } $ de NaE$1€ v co:!sJ

) ) + 8( ) = J 8 ) ') si Is )) 

f )), V s; ... 
f -l· , u ait ., J 

I s', qs )) < s') 'Is ) , -
) ), '91 s,, 

.,. 
< ., -

tiii 

--

) 

,. 

wna 



onde 'Fn ã o apupado (vida Def. g.l} associado a fns pape
& a: 3,4 2* + $

Unu é o 8arlho e9pel'ado Õtíno, pelativ'au:3uüe ü.

todas as estpaEégias Rt , de }gapkQvs que são !i+gex'idas, 8e ínã.ci.avos

usando R' e termina os no inz'eio do <''ç+ 1) dia eom um gaxtho

fi.na! uee'), onde $' é o e Cada final, nesse día(ü}.

O seguinte 'real'eaa pesque as pz'op='iedades do open'aaoP ii

z'citação:

'x$$©©wg%@, w @

(a) U é monótona

(b} Papa cada constante e» tegaos U(u + e) = Uu + ge.

Ce} Papa 'todo afaz'açor T aa6aeiado a uma f que ê g-gexlãaa, 'ü©

w08 T'u < Uu.

(d) S© R é \xa& estpatégía de }Íal'kQvs en'tãa papa Cada u g ÇL$
e Cada e ) D, exí©t9 f que é i e é 'taZ 'que o CP©2'=

doz' a ela asaoeâ.ado satisfaz 'Fu Z Uu - e.

Den. de (a)
Traz'. 9.2(@)

Tnu ! Tnv' n = is 2, .....-h:« Tnu $ :? T::"'. :

: Uv -----w Uu : sgP Tràu S Uv.

Dea. de (b)

U (u + e) = SUP TR" n

= Uu + 8e.

(Tn u} Be}

Beba. d® (e)

Um vez que R

= fRs n = 1, 2,

e f é R-g Faia, te:üos É'lEn 9

$,} +

(ü} Adiaüt * apz'e9 nt anos u a afaz justa.EÍcaeÊv yüra !:ã
Êaterp?etaçãa.

-que sao 

+ l com um 

.. 

o 

ué 

a uma f 

mos ::_ Uu .. 

(d) Se n i uma u e M( 

o 

Ttun:·. , .. 2 
u < V < n t:: l, 2, ~~ 

" ,;. . . . . "" -
- Uu = < Uv,. - -

u u+ 

:::: 

D ( 
••••• $ ) f 

.,. 
fl VC!~ que ~ 

$ ) e e ~ 

= li n = li,} 2, •••• e ::;: s, ... + + o ••• \)ij< $ 

( liU~@~ uma l f 

.. 
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B e.h. «bate a tüZ qu8 8 8 8n. donde fnCS) : r<s},
«

(TÜ)(e) 8 (fqP}(a) B{8q ){8> Cqi$p)(S) + B(fnqu)(a) .

8 (Tn )(8} 1 8P [(!B )(B)] e (W)(B)t

Feia, (Ta) f }â( a)B).'+ 8ji. :;to 6 TÜ ! Ih.
P9g,:; üp: (d}

$a3aa! $n i' {a{ riu < Utt - q 8e it ne e Tnu ã. Uu n e).
!t = 1) 2$ ...i asain$ as 8n aio dl.83antoB dote a doi89 e arda 8 e !)

nj.x' f 'Eal que fCB) flt(8)9 papa 8 e $Rs n 8 te 2, ....
Ea eonaequânela. pazu cada v+ t8a+sa Tv 8 Trás ea 8nP onde 'f

e Q aP Palop aa80eiado a fi ea part]au],a88 !u R !nu l uU - e+ eR St,,
d & e ti = uu - e, w todo.3}

Agora, wta®ç>8 ea eoadi.çõ 8 de apB elvt8P ia ju8tifiaativa ã.
Inca!'p'z'etaçêo de Unu.

Gb8e:ve a , í,aiei&lBentee q» pa:'a cada eatpate8ia 8t (81 g?,
. . . .} d@ Pewkav} o ganho fatal dJBvá.iü0 8 R' s eUPando=Be o pxiae88Ba e©n

tãrmlna !n (& 1} ã$i o i:utente © 8adw final «. é dada atpavâa de:

v.U'. -) ' 'ri rã ..... ';u.
Qnü© Ç'3(RI ,U} !'©PPeB nta o ganha aa3na r f6PiidO e T e a op !udap &8

coada & gi' $e ãi é g :uda+ e:itaa 1l v ! YVs pa!'a Cada i, po:' (9.$}

(e} $ e deee3:-xGneii!, BtÜ8tituiRdon88 ea VRCRt.u) B ri vã ..... Y;u,
eb'Ee:ms Vn(!i' +u} S Vnu. Então pa=u enóon'b'ax' a' e tal que VnCX' su) :..
5 V';u ' e, eseo].hajas n&ae=oa poaitivoa ei finçõea 8i que 3a
i! g :'&a&©$ tai,e qtxe:

'Pi. ip-i u :.. tWn u . ej. . Un-i'+l u.

a$ Í axiatea ea o dado:':'âna3.a do Teo:'eaa 9.$(d)}.

Loao. dado • t J,. uiate a 'tal que • 1 •a• donde t,. (s > .::: 
• ~.-tos 

(h)(a> • (fqa-)(aJ • l(fqll)Ca) • Cfa•><•> + 1<taq•><•> • 
• (Ta•><•> !. np [<?.•><•>] • CU.><•> 1 ·. , a 

aaelat (Tu) fs)~(U.) a> ,9 • :,to é Ta !. U.. 

f 

(a; T1u <1t Uu • e.• l -c n 1 • 'fnu::,. Uu - a), 
, • 18 eio diajetca dou a tola, • cada a e 
donde))• s1 + 82 ♦ •••••I atio, ~ deli

)= fn(e), ,aM a 118 ,. n • 1, !, •••• 

pea cada •• 't--•• 'fV • Tn•• • ln, onde T 
é o O'Dt1N(~ u11oa1acno a f; • paitioula, h • Tau ?. UU • e, • Sn, 

- ~,-todo 
.a1:aa,a • oom:ligõee • apeaa'ta.r ae. juatificative. à 

MaJ*crv, o 1umo total 4"16, a I' , eu,c:mdo-•• o orc,a.11110 

- •• ,.-- instante • pmho final. u, i W1.~1a a:t~avn de: 

1 1 & -a•1ntaa Mdo 'f! v !. Vv, 
a.•::to:t:~tlol~, substituindo-e• • •n<I' ,u) = 

J':ft"i!'".!lllft -&a'Nlt enôon~ 1 • ~-- . 
!:_ 8S~lOJ.llall08 nafa'OS posltivoa ei 8 fungÕd 

l\l 



-?@

Poz' i.adução e6bx'e i+ Começando pop i= n, obtemos:

Ti. '..... Tn u ! Un-i+l - d

ande di = eã + cÍ 1 + ... + Bh'a' en' F'axu is 1, obtemos

Vn (a' , u) ! Un u - d].9 6 08 eÍ poder 88p eeeolhidae tais que d]. ! €

Teopena 9.6

$e U é qualquer operado!' eon p:'appiedade (a) e (b} d© T'eo!'en-ü

9.$, então u ã tilaa eontpação eaa aó<t'Jo B, Isto ã, l luu .- vvl i (

< B ll u vl 1, de sox'to que, pelo Tw Falto fixo de Banach:

U poeoui \:m único ponta fixo uü. e l IUn u + uül 1 ! Bn l lu - uül 1, Pa
zu Cada n.

Dea.

l.elübx'wos que i lvl l euplv(s)t , anda v e }ltS) (inata-80 de
una noz-na). Então, polpa cada es'fada B9 tuna«: v(B) = uCs) + v(s}

uCs) S ues} + iv(a) - ues) l B uC8) + lu(a) u v(e)IS u(e) +

+eu? IRES'} -v(8')l :uCe) 'p }lW , htoivS.u+ ilu-vll
Bllunvll, Conforme (&) eSegue ee Uv :..U(u

(b) do Teorema 9.$, isto

Uv ! Uu + 8llu-vll ( . }

Tx'orando 06 papeis de v e us $

Uu ! Uv + Situ-vll (2}

Qzu, (l} e (2) íapliean que uv n uu 1 8llu-vl l e
Uu - Uv ! Bllu-vtl, donde IUu !8llu 11, lato é,

IUu - Uvl(e) ! el lu V B OJà donde jjUu

= suP luu Uvl (s) l Bllu ll$ i.ato i,

l iUu - Uvl 1 1 BI lu-vl l.

Eal ean8equênclap pelo 'lT80D8©R do ponto fixo de BãHcht' , o OPg.
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Por indução sôbre i, começando po!t i = n, obtemos: 

T' T' 0n ... i+l .,. i ····•• nu?:. - ui, 

onde di = t::i + &e1,.1 + ••• + ,•-i •n• Parai• 1, obtemos 

V n (1' , u) ~ uª u - d1 , e os c1 pod• ao eeaolhidoa tais que d1 ~ & ,, 

Teol'ella 9.6 

Se Ui qualqu~ opeNdor oom ):m)PJ.'iedade (a) e Cb) do Teorema 

9. 6, entio U é wna aon:traçio com ~o 1 • isto i, 11 Uu .- Vv 11 ,i: 

< e I f u ... v 11 , de sorte que, pelo TeozteM do ponto fixo de Banach, 

U possui um único ponto fixo u", • 111.fl • • u
6 li ~ 8n 11 u - u

11 11, pa

NA cada n. 

D•. -
Lembremos que 11•11 = auplw(a) 1, onde w 8 M(S) (trata-se de 

u. n~). Entio, para cada estado a, t_..e: v(s) ~ u(s) + v(s) -

- u(s) ::. u(a) + lv(a) ·- u(a) l • u(a) + l•d•> - v(a) l~ u(s) + 

+ suv lu(a') - v(s')f = u(a) + llu-vll (a), isto i v::. u + llu-vll
s 

Segue-se Uv ~ U(u + l lu-vl 1) • Uu + 11 lu-vl l, confo1"118 Ca) e 

(b) do Teorema 9.5, isto i: 

(2) 

Ora, (J.) e (2) iapl.ioa q• Uv ... Uu :!.. t l lu•vl I e 

Uu ... Uv !:, allu-vlf 1t donde IUu - Uv 1 :!.. lllu-vf 1, isto i, 
fUu ... Uvl(s) !. ti lu-vl 1, f a e donde I IUu - Vvl 1 • 
= sup fUu - Uvl (s) ~ sllu-vll, isto é, a 

F.ll oonaequincia, pelo "Tewema do ponto fixo de Banch", o ºP!. 



dc3' U po& ue t pon'to fixo u (i8'Eo é, tal que Uu u )e
i IVnu - u*ll S gn l lu . u*il, Ç n.

c.Q.o.

Q8 pZ'ÍneÍPaÍ.S t'e8uZtada8 s6bz'e estPategias otimas estão Cone!.

dos ao Taop@ina ae8uín'te ($aQ xndieados 08 !io untados eoTlnesp(}lieen':e$ :
ob'Eídos pop Dtxbins & Savago (23))

T@OPBma g.7

(a} ?a a Cada estratégia R = (fl# f2, ...,) de }!a!'kov, rw?reses
tan poP Tn Q opepadox' a.ssoeiado a fn e U = suP Tn o o?e!'arfar' asaaeãÊ
do a X, Q ponto fixa u' de U ã o ganho 6timo entre todos ã estratégia
de i pkav a' que a gerados, isto ã,

(i) V(Rt) l \i', V ]l' qua R gerada;

{íi) 3 f que é a qua V(f(')) » uü

(2*lalquez' f, como 'fu Z u eCl-B) , satiBf'az essa ãe8ãgualeã:a8.s.

(b} Paz'a Cada p G Pl$» e e > 8 existe liam estxntégia estacionã-
I'i.a <p.e)

{e) Se papa Cada e = 0 e9cistir RB B (R].s R2s ''''} que é e

ma, então exíBte lma estratégia egtaeíaziápia que ã ej <â-g}
Teope a 3.9.6, de (23}}

(ã} Papa Cada & e .A nepz"e antenoa po=' 'ra Q Open'üãon a.sabei.ado &

f = ü. ?apa todo u se Tau 3. u, papa todo a, então V(R) .â u, papa dado
]Í , is'to é u â ula lj.note 8uPBZtioP papa Q8 gaz)hos epex:aços co!'x+espande l
üas a qualquer' est!'atégia E. (TaQP mas 2.12.1 e 3.3.i* de <iljib.

{Q) Se pax'a cada € » 8, existir uma est!'ategía g enxhao

a$ g ilha espex'adc>s u' definido en â é tDiia função d@ naipe que eaEis;faz

@

'!P T.«'
Item m 3.3.Z, de (13})'

(equação ãe atina.bi.lãdad }.

l l 

• u nr»,<w~,,- um nn'l'\"i"t"> u ( ... e, tal 
f4 

- u li ::.. !lu - u" f 1, V n .. 

Os 

(i) 

resultados sôbre 

seguinte (sio indicados os Nsultados 

& Savage (la>). 

ff = ( 
a e U = 

-nn1r'"'"' fixo u * de U i o ganho Ótimo 4\l!tll">'iÍ"'l"lfffll 

:1' 1...:gerados , isto i, 

* ... V(U')::.. u, ~ 1' que e 1-gerada; 

C .. Q 

i f i 1-gerada • que V(f<•>) ~ u* - ~-

• . tli,1aJ.quer f, como tu ?,. u .... s(l-1), satisfaz essa 

(bl Para 

e)-Õtima .. 

p6 

(e) Se para cada~?., O existir = (n1 , 12 , •••• ) que i 
uma esb,atigia estacionária que i ( ) 

( >," 

f a a.. use Tau u~ patta todo a, entio V 

1, i ui um limite su~ior os 

a 



(f) Uua estratégia R é Óti.ma se e s8 6e $eu ganho e$pex'ado ga

tisf z ã equação u#' SUP I'au '

Dew. de (a)

Seja E' = (gl, #2, .....) una eatzutégía de Maz'kov) R 8e!'ada; te:n-

ae: V(Z') = Pâ, .... T'; un' ande un 8 V(gn+l, gn.t2, ....) e vi ã
Q cpe!'aduz' a660ciado a gi, isto é, Tj. u = giq(!' +' Bu}, papa Cada
u e N{,l>. De fato, isso pode sez' vez'ifieado pop indução, Como se
segue.

Vaia pa & n = ]., isto é, V{Rt} : T] U], pOiS: T]. ul *
= TI ('y(g28 g3' ''''j} = 8z q (x' + BV(g2 g3s ''''} = g]. q (!' '}

'} Rzl&n'l g2 q ''. glt.+l qX') B g! q(P + E Bn g2 q '.. gn+l qz'/ =

:gZqP+ }l $ng].q'''ga+],qP=glqP+ il2B lq

,:q',$n' g! q '''. gn qz' s V(Et).

Valendo papa n, vale paz'a n+l, bato ã v(x') = T'ã. .... TÂu --->

--+ T{ .... Tn].],+ Fole: TíD+]. un+]. = 'Pn+].(V(gn.}2) gn+3) '''')) =
: gn.}]. q!' 4' 8 gn+l q V(gn.}2' gR+33 ''') = V(gn.ti} 8R42B ''''}
un). e pol'tanto Ti, ... Vi l un+l = (vi....TÁ.}eTn+! un.}l)
TI, .... TÂ un : V(R').

Como Cada Tj. é tilüa eontpaçãa de nÕdu].o $, optem

1 1 i.... T,: -. - 'Pi.... V:i u*l 1 ! B"l 1«. - -*1 1 : 8'.Ç:l..!=Ü *.
+ llu'll)

A px'ímeipa d sígualdade, Reina, pode Bep vepifieada pop índü

(nãa apenas pax'a un e u m aas em ge!'al, dadas u e uü quaísque )
aa cegue:

(i} Vale oa='a n = 1: llPãu ;ll ! Bliu - u'li, êonfoz'ue Te9

z»ma 9 . 6 ;

W

29)

(1}
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(f) Uma estratégia n é ótima se e só se seu ganho esperado 6a-
' f"" - ... M ft tis az a equaçao u = sup ~au .. 

a 

Dem. d• Ca) -.... . .., ,, 

19) Seja X' : (g1 , g,2, ••••• ) uma eatNtégia de Ma:rkov, R-gerada; tem

as: V(Jl') = Ti, ..... T~ un, onde un = Y<in+l' 'n+2 , ...... ) e Ti é 
o operado?' associado -a gi, isto é, Tl u = giq(r + au),. para cada 
u e M( .. De fato, isso pode ser verificado por indução, oomo se 
segue. 

Vale para n = l, isto i, VUP) = Tl u1 • pois: Ti u1 : 

= Ti <V<a2, g8, •••• >>: 11 q (r + sv<,2 , 13 , •••• ) ~ 11 q Cr + - ~ + P I ,n-1 12 q .... " in+l ql:') ;it &1 q(r + I an i2 q .... " in+l qr) -n~l n=l 
~ -= 11 qr + I Jn gl q ·•• 2 +l qr ~ gl qr + i ,n-1 gl q ••• ln qrã nol -n n=2 

• 
= I ,n-1 i1 q ·••· ln qr ~ V(I'). 

n=l 

Valendo p~a n, vale para n+l, isto é V(I') = T1' ....... T'u -;, nn 
--•Ti•••• T~+l' pois: T'n+l un+l: T~+l(V(gn+2' Sn+S' ..... )) ~ 

= in+l qr + 8 'n+l 4 V<&n+2· in+a, • .. ) : v<ln+l' gn+2' ... ""> = 
un,. e portanto Ti, .... T~+l un+l. ~ <Ti ...... T~)(T~+l un+l) .e 

T1, ..... T~ un = V(I'). 

29) Como aa.da TI é uma ciontragio de módulos, obte11-se: 

HTi' ....... T~ un ... Tí ...... T~ ,/'li!. snllun·- u*H !. an~ ..... 

+ Hti*lf> {l) 

A primeba desigualdade, acima$ pode ser verificada por indil-
... ( ... * • . ) <;ao nao apenas pa:ra une um aas em geral~ dados u eu quaisquer, 

como se segue: 

(i) Val.e para n = l: 1 ITi_u. .... 'riu·) 11 !. e.f lu - u·i 11 ~ Bonfol'lle Teo 

N!'ll& 9 .6; 



?7

(l j.i) tFã:i.©BC30 .2â=g;...ga8...3:g:;:.Ç- .pal'$ Ei +

11 â ... . ..'rÉ.:i ti - 'fl . . .& &ã'P& .à

-(Ti .. . .TÂ}.(Tn l ui ) i 1 : $nl
8n'*ZI lu - ÜI l.

A segunda desãgua]dade eu (].) é

na&:'a: ll nll : lunl : suP IVn<gn+l' gn.}2'

,3'? :*Ê :"- a-:.,z q ... g.:..*. q!

g"' g«lq ''' g *mq *Epl:,l

u' il(T.l . . .'F! ) ilTf ~ !j ':

i5.gn(g l l {í-\:: l l ::m lvÂ.:.: u -

\F©pàfic& a da sega:í.';\t:= :::.
'% # .

© . e' '.'f .' { . .''

Bm- gRsh:Lq
a::,' ;.:: l ;« l

g,;{,3.q ' ' ' E;.;.::q.l IZ'l l

lz'l 1 = i i='i l/(t-S) , donde:

-*ii =.$*<ii«.ii .* ii»*ii :$"(4.1;4* ii«'ii}g"liu.

Ag !aas b e='\ando que n(-llf.. ê + }l IÍ)
(IPo].s. Ü € 6 i * poã ns eone]uiz: de (].) qtxe

?n<i'í ,u") = Tx '... Táu'. ---> V.l ... Tt.u. = tF<g: quarlãü R --} «. <:i;

" , R @

$ ®
.. Tt u =n nm

ri ..... vi » :' miai;

lvã4e b pvaçâo qu e 8 gue ao T o!'ema g.Sl$ e pox'ba.n.ê:o, €12} a (:1))

i,ÜP].:l.üam:

@

V .®'

m

Vela') = u'

GPa Fel-o 'Teorema 9.$ <d). exi
®

Qn'E3Q$ pOP IndUÇãO, Ob't@HG6{

?' > t<1 4- $-L... + Bn-'3.) n > Z

zs'çe \lna r que E'8ez;üãa} '.-ü.ll,

= ç€1 - $} G 'f ê aaaoc$.üda :i Ê';;

©
@

'$ '..-w ; s ande $U

f '. 'l

CC =\ .ü É'e ã.'k o :

A segt.mda desigualdade em (1) é ve-rificada da seguinte !Jf'" 

neira: 

00 

l I 
xn=l 

~ 

= r 8m-lf f?II 1 ;; H?lt 1 /(1-S) 11 donde: 
m=l 

Ag b d n( . oN, o servan o que 

(pois" O~ B '('; 1), pode-se cona1uir de (1) que: 
. ~ i ITi ...... T~un ... Ti " .. · 'J.'~u I t -+ O, quando n -❖ •, ou seja: 

* Tntu . -•;;,, T! .... T' u ::: VOI t) quando n ~ @. (2) .1. n n 

Porém: 

( vide obsexivação que s~ segue ao Teorema 9 • S) , e por·tarrto, ( 2) e ( 3 l 
. l . imp ~J.cam: 

-Oz,a, pelo TeoI'ema 9 • 5 (d) , exis·to u.ma f que e If-get~da, tal 
* li> ft qu<a T u :i> u - ~' = u - e' 11 onde , ' : ~ ( l - s) e T é associada a. f; 

então, por indução, obtemos: 



::* 'g ®-

.L.L ./

7a].e papa R = :i. {'Ê::'aea-se da pz'8Ppj.a 8esãguülÊ-} ã Ç4

l!$

<ll ê {' v'.

Eç - et($ + $2 +

Ba-3.} \ü l. :j':':

T m c'€1: -b B -' . . .::.=.*1},.

ç '' :l-:,$')$=+ . ' - '-' -:!: ":

ÇI 9o owüpa Z ão, par'a 'E ã oeãaãa f$ '-emõs:

T --«:: y(f€1">), qtla 4o R --«> ',

Então, 8e (ã> e IG © se.Êüe

:: ::

S'CI 8 8 *k ..... #. 8n-' xh

l.s'üo .Ê, V<fe">} : - e,

. . . } '4&:.ê-} -
i::

ü«.V.u

Bün!. d© {b}

;'ü].a Copos.âpãü 8 . 3 , el;Çás'Ee \xna e='trü'tegj.ça dc i"',?pkov' €1lp,ü:F'kl}.-:i}2 :

K!&; ::I. é ãg Z'©mQ6 pOZ' K = <fk' Ê'2$ ''..>: 8DilãG:

\?r] is 3%!X}(} ,$i quaet--:':::,s8.,;=> €1:i.)

F'0r (i%} , eras'te Z a -üpa'Eégãa 8e Pi :n&GV' aa'l:a.--::.r:i!.;P:.a f<.:. g

B l;ÉI': f: .....} 'Üa3. ql:© V<É'e"1} E. t - €1Ü/2)9 Cn8© i! Ü t: l;*)i'aÇ ;:l.=;,.'e;

C Ü ==ã.dQXq Ej 8B93üãtããü a. H; pOZ} aU'tPC i.ÜdC, Garfo)'Z ::É * '; 't:Ci;':.!

x.?i: :'; - , (ãü ãe s8 9 gUa:

Vêlia€1"1} E. V(E) - c.;':i ':',

(!e {l:l..l} Q €1E>; xvüm; Vef€1"1>ils> E. l:V iii><s> - e/2.l ;:2* g ! : c= T;.=!'*f:\

ã :: ';lado s 8 $, ou s ia P T€1f<»)1} 1. v.ÊIR} - ü} = :1.9 l)on'Ea:'::3 '.i:"': l=

U.=ã eS'bP©'Üégà\ 1 3ÜV QEÃ ã (F,E)-Õ'Cj.mã

'/ : \: + h' F

.il==n , Cü l

i) V.ale para n ::: l ( trata-se da própria desigualdada ( 4) ) : 

, ·i ) Val.endo n vale a n+l: 

:;t, T(u
11 

- .,:l(l + B ❖ T ..... + 8n-J.)) :: 

* N :)'., u - e t - € f ( a + g2 + ". .. • + {3 ) :: 

~9) por outro lado, para '!" associada a f'J; temos: 

r2 ~ 
u ~ ·t(-F(a.)) 

l, - !!> quando n _.,g, ~ 

Então, (6) V(f(•)) * de (S) e se se·gue: > u --

Der:1. de (b) --
Pelo C01:>0lál'io 8~3, existe uma estratégia de Markov 

~ia~ que designaremos por n 2 (f1 , f 2 , ....... ), donde: 

V(i)(s) ~ V(R')(s) - s 1 V R' e quase toôo s e ·D 
✓ 

(6) 

* tt -1'.'., 

(:l). 

- . . ~. ,~1 Por (a) , existe uma estrategia de Markov esta,:".~;..cnar:.a f · ,;; 
{ . ~ 

f, • ".,.,,) tal que V(f co)) ?_ ti - (c/2), onde \l é um ponto :i::i.xo 

do operador U associado a n: ; por outro lado, oonforu l ~1) ;.; se tem~ 

de (1) e (2), vem: V(f(co))(s) !. [V(lt')(s) - ~/2] - r;,/~1, V ui e pa.r1a 

quase todo s e S, ou seja p{V(f(•)) > V(Jt) - €} = 1,, por·tan·:::o f(,%,) ,; 

uma est~atêgia de Markov que é (p,&}-Õtima~ 



X?} ?a:'a qUaRqUaX' es'tZ'atggg.a !K = { 11 X2$

V{E") = RI q(!' + 8@) :;e. l;,

on : \ ç3 PeÊf).A.:;» © w(B,a,se) = V(ils ãl€1si)9 Es .a dedo'bando es'Ü::ü'L=

gãa Construída a partir de E", da manei,x'a Cano se Bege:a:

Ha:a = (E!, K'. ...) e R'(.lst all ...s Sn} : BRF]<.i$s8s8].9',.3:.'.

Co ef ã'tas a].Q.(p slv) = iilqz' '} 8$Lqw @ %'Çii >

}© 8 #

BR].QV' (X3 : &)

: E].qp '9 gRlq'w =

'$ ü, @ s' e.à.i! u eja:

WÓ(g,&,8:} =. VÍa#}(S'} 6, # 8i e,.")

8@ ill} e (2}, abtemüs '7€R+) 3. alqer $('?(= ) } ©l}, eha::e,'!::;!::

qlp 6V<x } + $e), 'tem © V(R } : Elh; en'tão P &o L ma G.8:. e':::.$!

t© = kal qu fh l zàh, @ poP'Eaato:

V'(XÉ} S fh = í'qe!' + $V(a }. $ Be}

fq(x' + êvea") $ 6ç;

ianbz'ando que TV41 } = v'(f,R } f q Ç BV(R@l$ segca-sa:

€ 3 }

© po!' indução, usando o neama PI«odÍaento pelo qual 6e obteve ($} ãü

9.? (a}, ab'temia:

Tn(Veta }) !.. V(Rü) n e(8 .... .+ Bn}

ora, Tnv(Rü} -......:.+ Vila(©)} 9 quando n ""'-'+' ". e pap'trinta, ob'Eeinog

d® <$):

$
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• 1<2) Pai"'a qualquer estratégia !l = (n1 , n2 '$ • ., $ ..... ) tem.os: 

• V(n):: lll q(r + 6W) (1) 

onde w 9 MÇiA e w(s,a,s') ~ V(i
9

,
4
)(s'), n

8
,a denotando a astraté 

gia construida a partir da n*, da maneira como se segue: 

n
8

,a ~ (li, n2, ~ .. ) e l~(.ls1 , a1 , ••*' sn) = Rn+l<~ls~a,s1 ,.~~sn). 

* COll efeito, u1qCr + Bw) = n1qr + s11qw e V(n) e 

* .. . ... ( 29) Ora, se R for c-otl.lla, teNmOs entao V Rs,a)(s' 
❖ ~, 's' ej}, ou seja: 

* • De (1) e eu, obtemos VOr ) .::.. n
1
q(r +t(V(JI ) -,¾ ~)), e ohamando 

• • h = q(:r, + BV(JI) + 8tt), tem-se V(ll).::.. n1h; então pelo Lema 6 .. 8, exis 
te f tal que fh ?., 11h, ·e po:rtanto: 

• • V ( n ) < th = fq e r + BV ( n ) ' + Ih~) 

* = fqCr + &V(n) + ae; 
(3) 

• * ... • lemb~ando que TV(I) = V(f,n) ~ f q~ + sV(I ), segue-se: 

....... do .... _..,..,...,..,, ~~nto ~10 qual se obteve ( S) de e por indu.çio, -- ,... .,....,..,,._ v r-

9. 1 (a), obt81110a: 

r1CV(16
)) ~ V(»*> - c(J + •••• + Sn) 

ON, Tllv(i*> __,. V(f(•>,~ quando n ~ t» 1 e portanto, obtemos 

de (S)t 



-$8:-

V(A=:,'':;} .: Ç{ } gÇ6 <- ... .b $ZI $' .

\?(.e';â} - :l--'E-'i , j.sto ê, V<f(")} Z V(Eâ) -

V(If<"}){s) :. V(E8)(8) - IÍl!!:'-'i, V $ g,í,}.

F'o!' c?u'k:'o lado, cano R' é € Ó'tina, isto é, v 1 41

+ c , Ç a, V Q G..,. 2} cegue $e de (6) que:

V(fÇl"))(s} . V<K){ls} - e - L $e/(l B)13 = V(8)<8} - [Ê/:3.-

Ç'Í'Í; üu se]3a, f(") :g c/,<]. - B)

üj.ndâ

e.Q.n

Den. ãa (d)

Papa Cada papa Cada e > 0, exís.ta fe"' (É', f, . . - , .': .

V(g)(so} :. VCf("})(Sa} + e, VR

para i-ata, beista esealh©=' &e('> que seja (p,e) 6tãma, ande
bãliüada conCeBE!'ada em $..

el :..l: ;

P @ & p='üJ:n.

Ora Tau !. u# V & A, i Placa Tu ..= u9 paz'a 'boda i.ã3 en pa: ;::Í-,

calar', püx'a I' ass eíado a í(1 ), de çlnde se abEeu Tnu :. T=-3ü, $ n, G
pQI'canto, Tnu l qg(f:~ ) (isto é$ '!'nu deez'esse papa ll(Ée">1$ m Pa.:?:;,c\i

(Tnu}(so} .l Vef:l">)(sO)
e sabstãtuãndo-se en (l} , ven:

V(B)(Sa) U(Sâ} + e, Ç11, e Í'agenda 8 ---» 8, ob'üem-se lí( }<3.}

v€f («3
''©'

.f ' ê

(&) Sabão't ã 8 fiado af, te n&e 8U ufq(Z'+ $Ul* jade tti)<e) H
= {Eqer '} gti)}($} - .fff($,Í(a},8'} 4. $u(8').l dq€16'Ío,Ê($11; !,

outro fada, CTa H)(6) . ,f r(8,&,8') dq'(8'lgpall e p ü&n&o :';'Fu: ;:
* il 1:) u>Çs}, V$©,,:;!* $ea fazia' ,

::: ' ::';, v*$1Ét'' TeQ} "E«, v -©,,)-,* W«>e*} ~ ;* ::::
1. t:;lsl}, V B G '% g,atü ©, T ü :{ a. ' :'''

.BB.

-:; ':

' (6). 

• .... ... • • ... ( ) {f ) Po~ outro lado, oomo R e c-ot1ma, isto e, V H ,s 

[ se/(1 - e>) ::; V(nHs) - [t:11-s>J, V: s 

Oem. de (d) -
Para oa.da s

0 
":.4 ).;,, e para cada t > O, existe f(c) ~ (f, f 'li 

tal que: 

(l); 

para isto, basta escolher f(•) que seja (p,c)-ótima, onde p i a prol>a~

bilidade ooncentrada em s
0

• 

Ora., T u .: u. V a 9 A, implica Tu :::., u, para todo u') e em pa:rt:ir a -
cular, para T assooia.do a f<*>, de onde se obtea T'1u < Tn-lu, V n, e 
portanto, -flu J V(f(•)) (isto é, T11u decresce para V(f(•)), em paPticu ❖ . , --

lar: 

(Tnu)(s
0

) J V(f(tio)}(s
0

) 

e substituindo-se em {l), vem: 

V(R)(s
0

):::., u(s
0

) + e, iB, e fazendo~-~ O, obtem-se V( )(s
0

} ~ u(s
0

), 

(*) Sendo T asacciado a f, tem-se ~u ~ fq(r + Su), donde (tu)(~)~ 
o:,, (fq(r + Bu))(s) $ /(r(s,f(a),s 11

) ,c"' 8u(a')J dq(~'ls,f(~)); po1· 
outro la.do, {Ta u)(a) = / r(s,a.,s') dq·(s'ls,a), ~ port.~ntc -:fTu(o) ·· 
• (Tf(a) a)(a). ••e Deaca forma, 
T u < u, ? a 6 à ~ Tae("') u ~ u& v :7 e tl ac 1 

4 f:I _.,. w 

" ~ . "" ~- u(Si' 'i ~ e/, l.StO lll½r, 'f u <( u .. 



Caac ':ó foi escolhido a!'bits'ax'íamen'te , 'tem

V(R} S u, V R.
c.Q.n.

Den. d© 6{e)

lq) Pop {c) , a hipótese í.aplica que existe. para Cada n

\ma estpa'ténia iÇa...,} 3 (fn' fn' .....) que é (l/nl-õt:

T'omeRws X = {flP f2+ '''''9 fn .... ); sela t! o ape adax' as82

alada a ]l (logo, Uu 8 sup Tn tis onde 'Fn é associada & ea a fnl;,
8 :ia u Q ponto fixo de U; então. pop (a}, cegue-se qu© Vezlt) = ::f:

pa!'a Cada es'u'até8ía Rt 9 que seja H

Em partíeu3.ax' a a (íl f2, ....) ã R gerada, donde Cada fn $

R 8eznda, e então, Cada f:') = (fn' fRs ....) é w-gepadat e pQ'p=nü2

'i:0, V(f<')) ! UÜ, n B 1, 2, ....., iStO é

V(f(-))(a) ! u (e)

coRO cada V(fe-)) á l/n-8:ima,

V(R')(e) g V(f:')}(s} .} (l/n)+ V 8 e,..Âi V a,
onde x ' ã agora qlu].quer ea'U'atégia Rt.

apa, {].) e {2) inp].mean que V(BI)(8) ! u"(s), y B ©

e.lb, n = 1, 2, ....., e í?acenda n ---» nl $oguen8e: V(R!} 8) : uü

V 8 a,,i:a. elu o«i3a, VCa'} S u+,(
!ão a todas aa o08eÍvBís estratégias a' }.

$

1, 2 , .....
teaoe ainda:

z , 2 ,. . il?i

%gg.;ul...g:. .é. .tm gaa la Õ'bica, em re3.ü-

2P) Tem-se:

'llç' 'r. '= " : *
Lenb!"ando que u ã
ãe.

Con efoi'to: (Uu') (6)

a ponta fi:ço de U, vez'i.fiaaans a desigual.ãa.-

SUP [(Tn u )es)] e CTn uü} l ) =
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Como. q 
O 

foi escolhido a-rbi tv-a-riam.ente, tem-se: 

C.Q .. D .. 

Dez. de 6(e) 

19) Pol' (o), a hipôtese implica que existe, pava oada n .e 1, 2, ••• ~, 

uma es~atégia ~~) ~ (fn, fn, ••••• ) que é (1/n)-ôtiaa. 

Tolll91l0s 1 : (f1 , f 2., •• ., •• , fn, ...... ) ; seja U o 

oiado a n (101011 Uu = sup Tn tt, onde Tn é asaociado 

seja u* o ponto fixo de U; antio, pol' (a), eegue-se 

para cada estratégia n', que seja 1-get-ada. 

operado:r asso 

a cada fn); 

• que V ( li ' ) ::. li e 

Ea partiau:lar B: (f1 , f 2 , •••• ) i 1-gei,ada, donde cada fn é 

n-gerada, e .-1tio, cada f~•> = (fn, 'n' ...... ) é •-gerada, e port&ll 

"to, V(fi•)) '.!. u", n = l, 2, ....... , isto i, 

V(f~o.,))(s) :!.u"<s>, !$ eJ;I n = l, 2, ...,.u (l); 

oomo cada V(t!•)) é 1/n-õtiaa, temos ainda; 

V(l')(a) ~ V<t!•))Cs) + (l/n),, se 

onde r' i aacma qulquel' estztatégia 1 1 • 

t\ Ora, (l) e (2} implicam. que V(X')(s) - (l/n) ~ u (s), V s a 
e/t:1, n = l, 2, ...... , e fazendo n-+ •, segue-se: V(l')Cs) ~ u~(s: 

V a e ou seja~ V(I') :;:. u" t<aa• ~ a u" 9 '!11 gànho Ó-til!,9 .. ,r_!.!!:, 

io a todas as aeíveie eatra • iu 1•). 

29) Tem-se: 
* * • aup T u :> Uu = u ( s) , s· a. -

* Lembrando••• que u é o ponto fixo de U, verificamos a d~aigualda• 

de. 

Com efeito: cuu*><s) 



:«$2«*

: } . }esl* V s 0,É:X an . {U }{ ' a?E'rWf..(,} *l<g).ê :..

'elTau"lts}.3 t V 6 g,,.f:) < eS'ta G) ü=ima desi.@u.zlda d col're d©, ={.i

].aáa dã.z'@á'Eop ap'apaeaz'em 'dados Q 'Fã3 enquan'tO nQ latia qua.Y'ao :: ;
coza'cm ÜPeaas o Ta taIS qae a = f {$1}.

391} Tem-se Ua :. V(Í'(ç')> .b {i/n} n !, 23 ...* eGm ef'e3.-1=o, 8© ::.::l;:

u (9} ' RI(fe~})(e} } (l/n}, papa aãg\ ihdice e ülg:w:i ç ; !:

'EomaX'moS € u u ($> V(fn )( } (l/zl}, ob'te Êün s \!mã ce:b=: :;:;;1 .

qtle S pãa fC~j-gex'ada © ta.l que V(fll"})(e) a €1s} - g = v{.<:3l}

(s} (l/n), eonfolw® 9.7 (al; © por'eaato* uméà eonEradiçao c t :í'.::.;

loção ao Í'ato @ p fn") \aaa eBtpatégia (3./n)

Assim, u8 S. V(f(-l} 4. (1/n), n = 1, 2, ...., imp:j.ca 'F.u -:

:= u" b ($/n}, n = 1, 2, .... , onde a gltília desã.guazdadü ã cü:»::e

ãa Àe&'tQ d© s©!' u' \in gaxülo espez'ado Ó'üãmo, a Ígãu8].d de que 3.}!c =;.

tecede ãeecb:'x'e d© (e) © d© faca d© f E a 8ez' aas ciaãa a T., u ::;f.
nalmente, a outra j.guazdade g eonf'opõe <b ou sela, 6e tam T... :;

=. ' + (lg/nlP n= l$ 2f ...., ©faz@dan--PW, xnj.aaT:.a ?.:::

aonde:

OPa, {3} e <q} i plíeaa: sgP 'fa u

Dem. ã@ (f)

}e;1l}.Êgr:l;g { ------:, }

$e E é Ó j.maf a hiPÓEBa8 de (e) ; saEis:felba, donde = çe!;>

c \2m ganho l3tiao @ bati faz $ pax''i'an'to 9 e equaçã d© a'tj.mãb3.].:.6.;:4:

2a. } parte ( ã-- )

$uPczlhamos q.u VilX} gata.afaz ã eqliaçã o e$a (ãue V

it = <Tr (a) u )(s), V a a 
n 

< sup({T u*> {s)J I V s e - '"'· a -4 -

( esta ú.:tti11a desigualdade deooz,re de, no 

lado direi to I ap~carem todos os Ta I enquanto no lado esque?'do con·· 

correm apenas os Ta tais que a::: fn(s))., 

39) Tem-seu~!. v(f(>1»)) + {l/n) 1 n = 1 1 2 1 .... ., 1 com efeito, se fôsi3r· 

u '\s) > V(f~•> )(s) ·J. (1/n), patta algum índice :n e algum s 8 1 ao 
tomarmos e 'l1ti u * ( s) - V ( ) ) ( s) - ( 1/ n) 1 obteríamos uma cer-ta f { '-'" :: 

que seria f<~>-gerada e tal que V(f<~>)(s)) u~(s) - S: V(f~~>} 

(s) + (l/n), oonfome 9 .. 1 (a); e pol'tanto, uma contradição en1 r&•· 

lação ao fato de Se?' f~•> uma estratégia (1/n)-ótima~ 

Ass:i.11 1 u~ < V(fC~>) + (1/n), n ~ 1 1 2 1 •••*• impliaa Tu*< - a :s T
4 

(Vf~•> + (l/n)) ~ Ta{V(f~•>) + (8/n) = V(a,f(•)> + (8/n> :::_ 
• ~ u + {8/n), n = 1 1 2 1 $···• onde a Última desiguàldade deoo1'Te 

~ do fato de ser u um aanho esperado Ótimo, a igualdade que lhe an 
teoade decorre de (e) e do fato de f s a ser associada a Ta, e fi 

iJ:t nalmente, a outra igua.1dade é conforme (b); ou seja, se tem Tau"~ 
* • t: ::. u + (8/n), n = l, 2, ........ , e fazendo n _,, l!\!fj, fica Tau ::,. u. \\\ 

donde: 

Dem. de (f) 

~ Se '.ll é ôti.mo.. a hipótese de <•> é satisfeita, donde u = VOO 

é um ganho Ótimo e satisfaz, portanto, i equação de otimibilidad1=. 

+-2&.) parte ( -.i-- ) 

Suponhamos qu V(n:) satisfaz ã equação, ou seja que V(n)::;; 

- sup Ta{V(R)), donde Ta(V{JI)) f V(JI), V. a e A, donde por (d)> o<>m a 



t,i:: V(R}, se obter: y(li'} E: v(E}, $ K:, iate é, i} g 8tima.

c.Q.o.
Qbsewa,iões:

Z. (d} é eSt!'eaamento Ú'ti.Z paz'a se $e pp©vaxn a atim5.bilidaã COW ;:.«-

í'ei.'ta, $e sabemos que u é a ganho esse:'edo de iln :VKW E:j al clu:

Tüu É. u, $ a 8 A, então <d} ga!'anta que B é õti.mo..

2. não sabemos se o gã:lho 6timo aemPZ'a 8at':.afaz a equação d o'timáhj.

lidade9 QU me61BO se sob a8 hipótese de (e) , êl solução <!Êmà'tada>
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l .. (d) é estX'ella.lll91lte útil para se se prova~ a otimibilidade; com e
estratégia 

feito, se sabeaos que u é o ganho esperado de um~·~ 1l ~ tal que 

Tau:.. u, 'li a e A,, então (d) prarrte que n é Ótimo.. 

2 .. Não eabemos se o aànho Ótillo aapN satlsfaz i equação de otimibi 
lid4de~ ou mesmo se sob as hipótese de (a),, a aolugão (limitada) 
~ - .. e un1ca .. 



$ &O. RESÜLTÀ$©S PARTICULARES

Se A ig en:mer'aval, eom elementos aZ, a2P ' ' ' ) cada ec'EPa't:a8i©.

de ÊQ:'!<otr e i{ gerada eam 1l (gl, g29 ''') e gn s an clu Gaja ce
d& g = (f].) f2) ....} ê 'Eal que fk 8 zm'gex'ad&» 3t = Z, 2, ..., d@ f'$.

to, fixado o z'ndiee k, seja $a {s;fk($) = elb} ond $ = S]. 'b $2 ':»:

.,. ; í3n ' .... efh(a} 8R(3} V6e$n' i8toé,fkl Sn=gn'

B$gãpx'wamgBllq} : P$!iq.:Çqq$ :99:$;1qçéa4g R .:

31aga...$g...gg$pegêgj:4p.Pu:$!ie$eg: ::P9qe ;pquzi11 ge ao Gaba em aue. .:ã..ã #kl\3:-

ne::â-/el; e©u efei'to, 8e intepppeta:'mos nação n" nc> es'cada 8, Como :aÊ

do a $eleção de fn(8}.

Contudo, ê pr'efepíva! canaapvap o eontjwtto d@ açÕês A oz'ãB;l:

na3. e introduzi.I' Q Conceito de enumenabilidade es8enei.al.

$@gágl$age xg.2

uas çÕee g: © êi dizem-ae gquival;+pllpq:::pg.ggV$g2..g, quando

x:'C6s&P') = r'($,b,) e a(.le*ü) = q(. Is,b}, ou seja, re$*a,6t) =
= z'es,bs$'} @ qCsils,a} = q€8tjs,b)+ y st e s, ou aind.a:

Ta U€8} : I'b U(8) 9 V U e M(S).

Def'adição l0.3

Çi} $ :í = (fl9 f29 ''''} é de llapkov, A diz © e seneialnnen=.

gS..S811ee::glSI paz' X quando pal'a Cada (s ,a existir tm :

taZ que fn<8} é equivalente a g, no estada g..

(ãi) A di.z gglgieã ]acnte finito poz' x q\nada existe \ma

pal-'tição de $ e eoa3un'to© de Banal Sll $2s ... . 'tais qu:s,

essencialmente fi.alta oc

$€

.,. 
e 

.,,. 
e , 

n t , . . . . ) 
, o !li 

" ., . ·i- + * lJ.t lj&-@ e 

s 

) 1 --

( 

, 
com 

... 
e 

) 

, 

Sem: 

= (gl, 82' .,.,.) 8 

fk i ... jlC!!l:l'ê!ila&, 

, 8
11 

= (s s) 

.. *., .. ) 
,,,. 

de Marko11, e 

1 cada 

a !t no 

no 

uma 

, 
"" >ti,, * * , 



paz:'a Cada p!'a <s,a} eom 8 6 $sn' então pela ne s \nla daS çg s
fl e) ... Én(sa} é aqui.valente a ã ©© s.

T alemã IG.ii

{a.) $e A ã gseneáalwea'te entmel'aTeI pon R aal: f29 ''''' e':
tão a pon'Eo fixo u" dO opepadoz' U a$ cicia o a !i, ê a ãan â

Õtãmo. iJ é idêntico ac} apepaãoz" sup Ta' d© sc>rte Que u: :;
a & âea solução (li.aútada) da equação de oEâmãbã3.i.dado, F=:

pa Cada E > Q, há \ama enãea es'tpacêgi.a es'Eac3.onárãa q .

8-Gt3Jna.

(b) $a .à é esse eia.Z®ente finita po!' E : (f'ls f2, ...}, en'ügc
existe w a estpa.tégâa. estaeionápí.a óEá.ma .

Dem. de {a)

P x*ã u ss 'Eam-$e 'PRu(s) B 'Fau(s), onde & Én(sl; en'tao:

{Ju<s) & $:P Tnu(8} = suP' I'fnC8) u€8) s $uF' Tat.lilsl$ V 8 e $*
ã.s'tc} @,

â ;ãP r,"
?oi'©a$ papa Cada & e .&, TaU(8) = q'nuas)p pax'a a].gum 3: don8a

Taue$) 5. y u <$1p e pO! aRtÇl3 auF' Tau(s} S Uu<ls}, esta é:

sllP rau Uu
ea'tão, (l} e (2) imPliCa U

Qpa, o T@Qxn©BH 9.7 (d) gai'an'te que 'f(R} =. ua, ç » Buãc

'Pior ma 9.7 ça}, exã6te \lIRa eB'EI'ategia estacãünax.àa f(@) .

{:f, g, ....), aon 'F(f(')) Z. u# - .; então, Vef(">} ! V{F>

V R) ou seja, f("} ê e-Ó'Cima.

Bem. d© (b}

S© A. fÕP ess nei.amante finito ?op E, 4üfãná.mos

pa~a cada pra (s,a) aom se Sn, então pelo menos uma das ações 

f 1Cs), .... fn(sn) é equivalente a~ em~-

(a) Se Ai essenoialaente enumerável por n = Cf1 , f 2 , ...... ) e.g 

tão o ponto f'ixo u* do opex-ador U assooiado a 11, é o gan..'lo 

Ôtillo. U é idêntico ao operador sgp Ta, de so:rte que u.
114 

é 
a únioa solução (liai:tada) da equação de otimibilidade,. P!! 

?la oa.da ~ > O, há ~ única estratégia estaoioniri& que é 

e-ótima. 

(b) Se Ai essenoialaente finito por 1:: Cf1 , f 2 , ..... ), então 

existe 'WI& estratégia estacionária ótima. 

D-. .. de (a) -----
PaM u e s, ·tem-se Tnu(s) :::i T

4
u(s), onde a ::: fn (a); entio: 

Uu(s) ~ •~ Tnu(s) = sup Tf (s) u(s) :!E eu
4
p Tau{s),, se S, D n D 

isto i, 

Uu ~ a:p Tau (l). 

Pot:'81l, para oada a 8 A. T
4
u(s): Tnu(s), para algum!!. donde 

Tau(s) !. U u (a), e portanto, a:p Tau(s).::. Uu{s>~ isto é, 

aup T 
4 

u !. Uu ( 2 ) ; 
a 

então, (1) e (2) illplioaa U u: sup T
4 

u. 
a 

~ Ora.~ o TaOl:"eaa 9,. 7 (d) garante que V(lf) ::. u ~ , n, e pelo 

Teorema 9.7 (a), existe wna eatratêgia estacionária fC•) = 
= (f, f, *®*•), com V(f<•>)?. u~ - ~; entio, V(f<•>) ~ V(ff) -~, 
u • f<•> ... .. • v n, ou seJa, e c-ot111a. 

Dea. de (b) 

Se A fôr essencialmente finito por n, defini110s: 



:3õ"=ts; o cno!'&'Lü:iqu T{.!(s l ;' :Ê::1l::~:::;,

nQS q a sequenc&ü {'yn (S } aonken ÜPe ã$ i«ç;ã ':::::x::.,=? = j.i- ,. :

$@ valores dj.s'tintos.

D fãnj.ma$ f = f'n en Bn$ taZ qUe T U u "'=({e u; :':: :~

sae:l.ada cüm f. Entoa . k } eQ PO ta fil;o de U:: :] u Fa.=tll.ü ...l:=

o'exma..(«}@f ® ©
$

& Seguir sao aPP t dag xteasÕes âa r€1l:in $ polpa Ê:;;.;.l:l,:

}?afaz'k0 ãe eS'tZ'a'C gãa8 ( !tãuppoveme 't !,ou'Eãi\a.ç 1; , i?g =Q}'!;lGC::.::l::«:;

ãe }18 © Á. rara'tas.

E'aapewa kQ.$

(:â) {':Eüwapd $.npE'av'email'ti:} Se V(g,ii} 3. v(w), a ü vlgl;:;) l*
: x?ez,R> 1 v<a} .

nl.müs hÍa} a f<s , q)iandü V(fÇ"l}(s} :. V<8<"' s h $1:

es}, qua do V(ge"1}( } V(fC"l}(8); eyx:l$c, v(h€1"1} ::

m 8 {V(f<"1}, Vila(mll}.

Bem. d© <ê}

8a T' ã a8 caiado a g, temos '<V(a)) 3 ç l;::<! } !. ?eB}, :::::;;..:.
{ãe, Tn<Ve©l} = Ta-'L{V(=})s V $ do de 'tn(Ç<1;:11> :1 V :lg<"'} ;::

vglg(">) !, 1'(g,a}.

Dela. da (b}.

h üs'eg ben (ãeÊ'ânãda, pois 1:)= $' 't $", a:: ã $ fts1l.f::ll':',:Él:,

E. V(g("êles)l} e $'* = {8;V'(g("})( » ]refêl"})tlSl!.}

CO sêde!'eixos TZS ?$2 e T a88Ü Í dOS a f. :'- . n 1:. X'eS!.}e,=1''.

v'a=üz\l:a; 'temas :

(T u}(s} = ('F],u)(c}, V 8 $:

eT2U} €18>s ? G e

!~ • .. • l T *e ) .. ,. !:} ·• ' .. ºn - ts; n e o menori .! ta qucs i u s :z sup ·.;._,.y. ; e~ 1 ~; ,,z:,, 

mos que a sequência {Tnu"(s)} contêm apenas um :,.:~?,.,!e!'ü 2in• .. ~,, 

de valoNs distintos. . ~ ::· ... De~inimos f ::: f n em Bn ~ tal. que Tu i:auu ª\~ --nde '!' e , .v· - . -eociada c-o:m f.. Entao ;,. , como ponto fixo de T, e o ganho de 

fc~,, e f{a) ê ótima .. 

A Segul. ..... ªª-º •p""esentadas extenso-es d0 .,..c,•'"',tn..,,,. ,-.r ..... ,,. • .,n·lh .... ~ '-" .. ~ - - ·' t....a: .. .,,Q.t':;;> !'~'4;:,A. )1,p, .... ·..,;.~.f. ~·'"'' 

'" 
z,amento de est?'atégias ("i.mprovement routinesf•), já aor1hec:i.di-lS 

' 110 caso de p> e A finitos .. 

!_!5>FeBl!.+O•~ 

(a) ("Howa?ld improvementº) Se V(g,n) !. V(rr)'" en".:ão V(g(1:0) .,. 

!. V(g,n) !. V(I). 

(b) ( •iEaton-Zadeh improve .. nt") (l4) .. Da.das f, g: b-> A, def:S.·· 

nimos h(s) = f(s), quando vct<•>)Cs) !. V(g<~>)(s} e h(s) = 

= g(s)l! quando V(g<•>)(a) ~ V(fC•>)Cs); então, V(h(a)) ?~ 

mas {V(f(•>), V(gC•))}. 

Dem. de (a) -
Se T é associado a g, temos T (V OU ) ~ V (g ( n) !. Von , ck.rn,.., 

der, Tn(VUt)) !'.. Tn-1 cv(n)), i n, donde ~(V(;I)) 'f V(gC•)) '(.";' 

V(g(m)) ~ V(g,R)~ 

Dem. de (b). -- ·---
h está bem definida., pois~: S' + S" l) onde S' e {s ;V(f(~1, 

~ vcg<•>,cs>J • S" • {s;V(g<•>>cs> > Y(f<•>>cs>J. 
Consideremos T1 , T2 e T associados a f, z, e li: :i"espe.nti

vamente; temos: 

CT u)(s) = (T1u)(s), is e S' 

CT uJ<s> = (T2u)(s), V a e S" 



«ã$g"g:«©

COn u : naseV<f(nl} V(gC')}}, obtemos C?u $ : }T,ul<s)

: ( ! aaeV(f("J}, V(g(-)}}) ) : IVef("})(s} : V(f(®)} .

ax V(f\"/)(s), V(ge"})(8)} = u(s>, Isto é {'lTulea) .L u(s $ se

$t; aiulogamente, ob'temos (Ta}(S) = (T2u){ } ! T2Veg(mllf8:::
= (V(g\"/){s) = u€1s}, isto. é, (Tu)(s) Z u(sl$ pal'a 6 e S{'.

Bntãa. twa vez quellã} = $' + $", obtenas (T u)(8) ue$}, V
; {b :**. é, * " ! «, ;-.. vü'-b .L -, - ;.j«, ::...ii:il :
S aaxfVCf(-)}, VCg(-})}. ' '

c.Q.n
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COII u = mas{V(f(•)), V(gC•))}, obteaos (Tu)(s) = )T

1
u)(s:) .. 

= (T
1 

aaa{V(fC•i), V(g(•))})Ca) !.. T
1
V(f(•)}(s) = V(f<•>) ~ 

max{V(f(m))(s), V(g(CD))(s)) = u(s), isto é (Tu)(s) !.. u(s), t!Hl 
s 8 S'; analogamente, ol>te1toe (Tu)(s) ~ CT

2u)(e) ?:_(T
2V(g<•>)(s):: 

= (V(a(cit))(s) = u(s), isto. é, (Tu)Ca) > u(s), pal'a s e S". 

Então, uma ve~ que~~ S' + S", obt~ (T u)(s) !.. u(s), V s 8 
S ~ isto é, T u ?.. u, donde V(b(•)) !:. u, ou seja, V(hC•)) > 
!:. ux{V{fC•>), V(g<•>)}. 

C.,Q.D. 



h P E N V 1 C E 1 

Fal:'e.mos·, 5qui, a verificação da Proposição l.6r Se a é uma ma-

* * CG? ?·Iaxkov, então existe outra ma.triz de Markov O , tal que O 111 

Algumas definições e resultados que serão necessários para es

\:.:: -~·\.~~:- ... f icação , são indioados a seguir, com n referência da página do 

J • .:: 'h.'o .J,e Gt-:nb.11acheÃ: ( 4) , onde podarão ser .encontrados. 

u~a matriz quadraãa ·A diz-se uma matri2 redutível se existe u

r.1~ rc.-õ::"=I~a pa1:mutação dos !ndices i, j das J.inbas e colunas, permitin

do q-.. ,: r2la passe a se escrever sob a forma: 

o 

Ã " 

D 

om1c t:- '.J blocoo B e D são matrizes quadradas e O é wn bloco nulo; e 

ccn-;• : ~~-:.: io, diz-se !1:redu-t:Ivel (pág. 50). 

uma matri~ quadrada A diz-se sob forma normal quando se esc 

A m 

Al 

o 
' 1 

' ' ' ' l 
o 

o········º 
A2••••••••º 
1 1 
1 ,...._ 1 
1 , 1 . ', ' 1 . .... • 

' ' ' 1 ' ' o • o •••• ·• ' • .;. ... g 

o········º 
o········º " .... 1 , .. 1 

' ' . 
' ..... 1 ' ', . 
' ' 1 • ' 1 o ••••••• :--0 

onde 09 blocos Ai ( i m 1, a, ••• , p) da •diagonalª são matriaaa 

d as i :c.i:edutiveis, e em cada linha f > g+J., pelo menos utna c!aa matr 

A1 , 1 : ... .o, Af,f-l ê não nula. Toda matriz pode ser posta_aob a for?f'l.a 

nc:r.m.al, CO!Jl uma conveniente pernmtac;ão de linhas e colunas (pp. 74-77). 

Se uma matriz A~ O (isto é, com· termos todos não necjativos) é 

irl:el~utível e seus autovalores que têm módulo máximo r são 1 1, •••• Ah 

-Sd·· 



•!~"!,".) ~"f.© d.e uma mAt.zi~ d~ M~ov, o mldulo máximo é 1, canforme h"G1p . 

1 .. 5, § 1}, então: A d13-se I?rimitiva quando h • li µnprlmit:iva, q1.,ar:.·· 

do h )) 1 ( e o "!ndice de impriraitividade_" da matriz é o int:eiro h "' 

~ lJ (p~.g. 80) • 

Result#t.dos importantes são os seguintes: 19) Se A ~ O é uma r.: •. ~ 

t~iz irnprimitiva, com Indice de impr!Jnitividade igual ah, então Ah 

teJ1 h autovalores iguais ao módulo máximo r; assim, se A é uma m&t~i ✓-

de ?-Sarkov , en-t:ão possui h autovalores iguais a 1 (oa restantes com rj 

ãnlo infexior a l)(pág. 82). 29) Se uma matriz de Markov A é escrit~ 

ncb a f onna nm.,na.1, então os autovalores de módulo máximo 1, oeor:rer.: 

ncs b locos i solados A1 , •••• , Ag (isto é, blocos sôbre a "diagonal 11 , 

q1.1~ Bão precedidos spmente por bloco_~ nulos) (pág. 84-85) • 

Uma matriz de Markov A diz-se regular quando todos os autoval~ 

Y.'e~, de módulo máximo, são iguais a 1. outro resultado importante é c

m:gui nte : 39) se A é uma matriz de Markov, regular, então existe UF.?. 

mn~r:tz: ds Marko,, A• s lim Aq (pp 88-89). 
g~o 

Agora, estmnos em condições de provar a ProposiQão 1.6. 

lt?) Snponhamos que a matris de Markov A esteja escrita sob a forma 

ri'tal, onde A1 , ••••• , Ag são os "blocos .isolados", cc:n !nelices 1 

ilnprimitividade h1 , •••• , hg (se alguma dessas matrises fôr p~ 

va, tomaremos 1 como .lndice de imprimiti.vidade). Seja "h o 

múltiplo commn de h1 , ••••• , hg. Em consequência, cada (Ai) u 1 

hi a · 
0 (A1 } i t(,)1'1 h1 autovalores iguais a 1: então, a matriz O 

h b àe (Ai_) , ••• , (A9 ) comparecem como blocos isolados sôbre a 

gonal n, possui h1 + • • • • • + hg autovalores iguais a 1~ sendo t 

os re~tantes autovalores de módulo inferior a 1, a assim, oh é 

ma.triz regular, e existe (Oh)•• li.Jn Ohq, oonforme (19), (29) -.;-
q ... • 

2Ç) Notaremos, Pn • I oh / (n+l) 1· n ~ o, aaalm, desejamos pro,,ar 
k•O 

existe lim Pn. 
n· .. • 



Ob8ózve-se que a sequência (PR)Rb0 pode sez' ãacampasta wm h s4«

quê aí&sr pau' partição dós índices n n o 1. 2. ..., ater:

{..I'*',w qht-+:' ) . , r B 0, 1, .... h

ve=i.fíeere11n8 qua todas estafa subaequêacías possuem inn meado li.mí,ta, ©

PO tanto fieel'ã provado que a sequência (Pnln»O também possui. êste 3.à«~

note' .

UM 3.imí-te; tMtxs8:
Inlc3.aZl!!anta, sioaUwa&oa qua a subaequênc3.ü CP.lh'x)q oii g989à:i,

eh-l}W
q

b-l h
+.... +@.

# : :#«;: '# @.':.':#
@'

«-

' PqN.{h-l} Q*./}qh+h} u

tinas.a de lln e!.+Qh+...Hgh} / {q+l) , ora. 'Eal liga.ta exísEe 8 ã igu à

a (Qhjn aM gera vex'ífieada adiante. © ©n aonsequêncj.ü: 11m p..Sh-!} ::
e$ã@@Ê: '%

B {i/}n) (!+Q+...+Qh-Z) (QhÍ- (2}

€x}

Agora. p ava-a8 qual de eatof toda out='ei sequãnei.a {PârJç>o' z' '
n a,l....,h 2, pas8ul o ae8:wo liMIte eM (2} } eaM efe3.to:

#FVÜ . i. 6% HW

E
= feaah+n't + ... + aq +h+i} ,;' {b-r-11il * Íleh-!'-!} / Qh+nl ]]

Qh / (qh+=+1} n ql#l+l h / {qh+tt}
[»::* ' ' *,»'*;::

3

/ {qh+t]
-.ÜHm

{+}(Raaã c$1aea08 en ter oa das (i.j) caapaaaa&es d& a rÍzea; eon ;efa:lãc

. .;:;::i !'«';: . ':;::;il ! i::i:'!:::;:::::i-:i*=*::i'ii:'
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0b••rve-ae que a sequência (Pn)n>O pode sar decomposta em h se-:-

qainoia•, por part.19ão doa ln41aes n • o, l, 2, ...... li' a saber: 

verifloan110s que tô4as estas subs~nctas possuem um mesmo limite, e 

portanto fiaarâ prcwado que a sequência (Pn)n>O tmabim possui iste 11-
llite(*) .. 

(h-1) Inicialmente, 1110atr&N110e que a subaaquincia (Pq q!.o: i 

• l+ + ,...,. + I+ .. + 
h ,. q + (1) 

Ass:L"tl, a exi•tênoiá de lia p:•l) dependerá anioaaente, da exia
q+• 

dncia de lisa (I 
q+-

.... +Qqb.) / (q+l), ora,, ul limita ex1a1:e e i igual 

a (Oh)•, ~ aerã YerifiOMO a.cu.ante, e e OOD■equância: lia p(h-1) ffC 

q➔-- q 
• (1/h) (?+Q+ ..... (2) 

Agora, pron-•• qQe, de •~,-toda oat:ra aeqainoia (P!r)q?_O' r e 

• 0,1, ... .;,h-2, poaaui o mesmo limite e (2); COM •f•ito: 

p(rJ • qb+r t;/1 / (qb+r+l) • q 

:. ~ 1 + ••• + 0qh+h+1) 

como •i•t:eas 

l t,/1 / (qh+h)] [(qh+h) / (qh+r+al] ., 
/ (b-r-1)] w [<h-r-1) / (qh+r+l)] (3) 

(*) (taciociaeaoa em teraca da.s (i,J)-coaposae11t•• 4•• aatrisea; com ef,ei,to"' 
fixado (i,.i). ••jaa PfJh+r) a (i~j)-coapo11eate de •!ª) - Pqb.+rt ·" aupo·· 
nlaaaos qv.e eziat.am os llait•• ~H •~Jh+r), r•0,1, ...... ,11-1, to4oa tauai~ 
P1.; lato;, dado ~>o, ~xi•t~• ln4ic•t ~ $ taia que ;,f,••~>-P1.f<c, 

J (qh+r) r 1J J 'f q?.ur, r•O, 1, .... .,.ll-1.. Segue-ae f P ij -P ij 1 <e» '9 q?_ aax(a0 ,a1 , ""ªh-l 
• r•0,1.,.,.. ... 11-1, 4loa4le (P~j>-pij f~g. '9 u?_ll aax{a0 ,u1 , ... .,..,a.b_1 }+ aax{0,1 
~@~,h-1}, ~• cou•equincia, • a?_h{iaax<•o•ªi•~•••ªh-l}+l} oa ••Ja, 
:1 ÃÍI P~j) • Pij' oud• P~j); a (t .. J)-coa.poae11te da aatris Pn .. 
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l

w && %@& ' ## / %%88À 'V' M"WP .&:@ W 8

lí.m (h + r + 1) « 0

lln {Qqlt'+=+1 +. ... + Qqh+h+i) / (h

n !J.a Qqh(Qnl + ... + Qh-l) / (h - ='

n (Qhj'eQT'+l .+ ... + Qh-!) / {h 1), segue-sa que existe o :j

mi.te da expressão ã dJ.Feita, «a {3}. B aabet:

li« páh-n . u« qh+h.l d qu'N, e n,ü«t.:

lí"pq 'u Ih páh'Z) . = n o. 1. ..., h-2 {4}

De (2} 6 {4) l aolnlulane pise:

3 ? Pn tl/blt: + Q +

49} Ê fáa3.1 ver que Q' â ima aatx'lz eatoaãsttca; eom fe3.to, as P. Q

são (Gonfom@ Proposlçãa 1.3) F donde be ç:31, é a€1,i) ei ! ponenü

e e P!?à a (l,jl-aolqponen ãe pn: ti,3 n 1,2,....S}, 8@tie-se;

,2:'" ',í::e'8 'n,}.,Í?! ':= :--.
para cada í = 1, 2, ...f 6.

-$i-

e

- !} -

h®2

+ Qh-l)(Qh)'-- Q&

;=.

H

- - - . :

5 } Pwa eaa©!etat' a daumatraçãa. falta verá.ficar qua 3.].n (:-IQ+. . .'PQqk:

/' eq'+l) n (Qbj' : t 8 i to 6 fãell, paá.8 axtstlnto q'-+ hlq .
u {Qh)-' tuna vea que Qh ã x'emular) , segue 8e {é um E'avultada cZã e:

ã qin qu6 eía de aédl.as arie:Rêti.aa8 aoaver'ge para a me9Ela x=:.

ml.te\- .

(Ü> X©@eBlen Xaapp (7) {PP.72)

(qh+h) / (qh + r+ 1) • l 

· (h - r - itl / (qh + r + 1) • O e 

lim co•b+r+l + .. .. .. + cfth+h+l, / (h - r ... l) • q ... 
• :u.a tor+1 + ...... + oh-1, / (h ... r -. 1) • 

q+•. . -
• (Oh)• (cf+l + .. .. .. + cr--1 , / (h · .... r - 1) , segue-se que existe o 

mi.te da eçressio i direita,,• (3)., a Mbé~: 

De 

qh,th-1 '_k 
• llm I u·/(qb+h), e ,ortaato: 

..-• k-0 

lt.m •!""·• lia PJh-l) , r • O, 1, ...... , h-2 ' q.,.. 

e (4), o:.mclu~ que: . ,, 
~ h-1 ~ = 1\1 • (1/h) (? + O. ♦ .... ., + 0 ) 

fácil ftr·que o" é .a ma1:l'is est.ocâstioa; efeito, as 
. ~. . .. (eonf'ome t,ro~sf.çio l .. 3J, donde se q1.,, é a ií'j) - cmme:i,n~u1te .. ~, . . . Q e P1 ,j a (i,;J)_~n~ de 1\1'. fi,:I • 

s * s ., I q•j - I lim •• -~ - lia j•l • j•1 ,J,.,., ..- l 

" "" ;,• >f--, i! 

co.pletãt: a. -~suapo, falta 
• (Oh)ª : •• isi» 1 flcil, pote -~ .. ::,•;..·.:.:,;;:~ 

J •. (ua vea oh- i regu,WJ, •~-• 
"que- a ~ldMJla de maias uita&Uoa.a COl~me 
(*) . ... 

1 • 1, 



E'azedas , Baste apêndice, a vepifieaçãa d©:

baga:.$..:.g - Dados q 6 Q{V l X), u e M( XY ) e € '. g, exá.stc

f e Q(V i X), degenerada, 'tai que:

; u(K,y> + u(x,..., f'Cx ))
© 'll x.) ; ü: ç . © x

.Antes de íai.fiar casa vex'ií'ilação, I'ecord mos q.ue qu<K)

l aCx,y) dq(y l x); na Caga de f e Q(V l x) deg nez'aeãa, pode =:-'
:l.den'tifieax' a ia função de Baia'e ?: X -b Y, de sox''te que:

D;=m. de <].)

Cansa.âez'amas Q aonjwlto D = {(xgy} e XY ; u€1x,y} b qi,{<xl! : ?

?ã ã Cada x G X, ae3a Dx 3 {y ; (x,y} e D} af'inüanos que semp:'e sü

'tem q(i)K l K) » G.

Can efei.to$ suponhamos que se tíveBse q D:. l }e} = Q: :l.:;üü

ê. ç<O11 1 x} = Z, paz'a a18lm x; ob$epveaos que, par'a y 6 0l: , se
tefn uÇx,y} .e. qu(x}. Em eonsequeneias obterx+a os:

q«( o - I' \i(*, y} q 1 *> , 1.. «(*, v'} õqQ l *> *

< 1 . qu(x} dq(y i x)

i.sto e, qu(%} < qu(x) , Contradição:
8X

quem q >' 1 K} = q:.: l: l

Então9 pol' tnm pesuZtado de B].ac]açpe]]. © Ryã3. árabe.s}(â,:- :

e;;ã8i:e {nm função de B&ã!'@ f: X ----» Y, Cujo gx'ãf:Lco um \ücaliSi: :

-l:ü d@ D, © po!'tanto,

u(x, f( } Z qu (x}, V e G X,

F

Fazemos, niste apêndice, a verificação de: 

Lema 6.8 - Dedos q e QCY IX), u a M( xt) e~~ o, existe -
(l) 

Antes de iniciar essa verifiaação, recordemos que qu(x) ,., 

:: f u(x,y) dq(y I x); no caso de f S Q(Y IX) degenerada, podesa 
li 

identificar a uma funçio de :&a.ire f: X~ Y, de sot:tte que: 

f u (x) ~ u(x, f(x)). 

ConsideremoB o conjunto D= ((x,y) e XY; u(x,y) ~ qu(x)}; 

par-a oada x e X, seja Dx = {y; (x,y) e D} afirmamos que sempre se 

·tem q(Dx I x) > O,. 

Com efeito, suponhaJII08 que se tivesse q(Dx I x) ~ o, isto 

é~ q(D~ 1 x) = 1, para alaua x; observeaoa que, para y e D~, se 

tem u(x,y) ~. qu(x). Ea consequência, obteríamos: 

quCr.> = J U(x, y) dq I x) :i: J 
O 

u(x, y) dq(y I x) < 

ºx 
< J 

O 
qu(x) dq(y I x) = J qu(x) dq(y I x) ~ qu(s) 

Dx 
isto é, qu(x) < qu(x), oontradiçio: 

. IA) 
Então, por um Nsultado de B1ackwell e Ryll-Nardzewski' , 

existe um.a função de Saira f: X --+ Y, cujo gráfico é um auboonj un, 

to d& D, e portanto, 

u(x, f(x) !. qu Cx), Y e e X, 



H

$3

que e pz'eei.sanente a. Condição:

{l} f u ! q u

Delwlo. de {2)

©

Procede na demonotp9ção ãe {l), 66 que en vez ãe D,

tesa-se DI = {(x,y} e XY ; u(x,y) > $(x) } onde S(x} g Q "eupr$.
no conde.cic]na], a8aeneial. de u(x,y):', isto é,:

$(x} ; 8tip {p e Q; q({y B u(x,y) > File) o}

{Q eaniiw)tç} dos nÚner'08 Paeianais}.

VaIaDa: DI,x = {y ; (x,y} e Dl} = {y ; uex,y) B' $(x}

© p©j.@ defãnàçãa de S<x)s q(DZ X l x} > 0, y X 8 X. .ASSim podenaa

escolher' f Cuja gráfico esteja eu DZ, e obtela06:

u(x, f(xl} ) $(x) - e/2, V x e K

pox' out!'o lado, ainda utilizando & deí'inição de S(x) , ae temi

q({y;U(X,y} >S(xl+e/2}lx1=8 9 !XeX,

q({y; U(X,y)5.S(X) + C/2}lx} =1 9 VX6X,

üu seria aã.hda, f'j.xado x:

$ex) à uex,y} , paz'a quase 'fado y e Y, pela'tívamen-
te a q{. ix) (B} ;

(A} e (B) en'tão fornecen:

eB paz'a q\u8e tc]do y © Y, Pe],aviva
mente a q(.iK) '$

ou seja,

que i pl'eoisaaente a condição: 

(l) 

Deao. de (2) 

Procede-a• como na deJ10netr•çio de (1), aõ que em vez de D, 
usa-se D1 = {(x,y) e XY; uCx,y> > SCx) - e/2} onde S(x> é o "eup~ 
mo condicional .. aenoial d• u(x,.y)'', isto é,: 

(Q w conjunto do~ nÚJMroe x-aoionais),,, 

= {y ; (x,y) 8 D1 ) ::: {y ; u(x,y) " S(x) - c/t}, Temoa: Dl,x 
e pela definigão de S{x), ,q<»i,x I x) > O, 9 x Q X. Assim podemos 
ésoolhe f cujo gráfico esteja em D1 , e obtesaoa: 

u(x, f(x)) > l(x) - c/2, , x 8 X 

por- outl'O lado, ainda utilisando a d•finição de S(x) 1 se ta: 

q({y; u(x,y) ~ S(x) + c/2)fx) = l, 

ou seja ainda, fixado x: 

! X 8 X, 

S(x).:. u(x,y) - r.12, paxie qUABe todo y e Y, relativamen-

(A) 

te a q ( ,. 1 X) 03); 

ou seja, 

u(x, f(x)) > u(x,y) - ~,pare.quase todo y e Y, relativ~ 
.. nte a q(. lx>, 



q<Íy ; uCx)y} =. u(x,fex)} + üllx}

F'aP'Ein4a de D fl D]. poãemo c n 'tnuÍZ' tã Ê'unção f sa"Ej.aÉ'aaen4o
a ii smas eazldj.boas.

\ '' .j D @ untado utiZj.gado e o T rama 2 ea tido a areia d 3 üà:k-
{?eZ3.# B & Ryl.l-&ard waká. a.; *:N xi peace og ©lr ry h@ p!:ü
pe= aoa&ãeiaaal di8cri.bati,caB':, Âna. M&Eh. $taei.se., 3i% <ã$õ)}:
P.P. 223-225, cujo anunciada (Idevâáeue t adap ad i nõ p ü ta
çao>ã e ergui.zt@:

X @ 7 coujua a de Batel ei© un aPaGa a8t i c coar z Ga Pa É;
ve3.; '1wu'8llX) © '{3a'lÍ:&Y}. &$ o-âZ8abTaa carre8panâüüües; ' '

Ç:ãK '---4 R, !qUe$Ül$<K,.)gF(X}.yi:©X;
b) çl{.,&} ê umü fuaç;a d@ Bai.t'@p paz'K cada A. e€1b
) aG..,X'83, t l Que; W{K,oy s Q, @ g, ande n*. © a i:"-s CÇ ç:la

D* ãsüoi.D ney; (X,y>©ij} aãoeãateumaÊa$g áa3ü$1e
g: R ---# !p Cujo 8 ãEI.ea ã um Q be njtac d© B, i.Gtn . cii quç;
{x, f(x}) © D, V x e X."

Á$ 1ãaha© da prova d L ã 6. : g 8u d $ por aon, saü a:' (íue
o© a&Qanet'am iadãeadaa n & e a d@ D. B3. akt !&, nb:anG=y3.@a$

sür tegi6© ia fÍ.uiva-eea8e dy a i pregramnãn$", Àaa* }!ae1l. Ste;.
3$ €11$64}# P ? 863-S65.

-94-

Par-tindo de D(\ D1 podemos construir a função f satisfazendo 
as írter:rmas condições . 

(ft) O ~•sulcado atiliaado i o Teorema 2 contido no artigo de llack~ 
w1tll I D & Ryll-Warclsevaki, e .. ; "Non-utistence of evorywhere pro 
per coQdiciooal distributioueº• Aun .. Math. Statiat •• 34 (1963). 
p.p .. 223•225 1 cuja e■unaiado (devid&aeute adaptado i noa ■a nota 
çâo)i o seguinte: 
r•nadoa: 

X• Y1 coajanto ■ de Borel d• u■ aspaço mitrico completo• apari 
ve 1; :l-,- "B(X) e ~ = ~Y) 11 ai;i o-ãtaebraa correspondentes; 
lf;: 1: ~ -+ R, tal qu•i a} t(x\11.) e P(X). v :it e X; 
b) t (., .A) i uma função de Bai.~ a• par a cada A e ~ 
J e o .... x'l,&., tal CJV.•: •<ltp~ ~ Oi, " X e x. onde DX ; a ::;i:

4 ,~ecção de. 
D1 i ■ to ;, Dz ~ (y; (x,y) 8 D}1 Qntio exiata ama funçio de Bair~ 
f: l ~ t' 1 cujo arãf ico i um subconjunt.o de D, isto i, tal ir~u, 
(x, f(z)) e D,• z a x~º 

... -A• liahaa da pro•a do Leaa 6.8, seguidas por nos, sao ee que 
ae. ¼lft~ofttra■ iadicadaa no artiao de D. Blackwel 1, "Mcamorylea8 
atrateai•• ia finite-staa• dynamic progratiuaingº 11 Ann.. Math. Stat. :, 
35 (1964}, P~P~ 863-865~ 
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