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INTRODUGAO

O objetivo deste trabalho & o estudo de uma classe de sis-
temas Markovianos de Particulas introduzida por Lee [5] e Harris

[3], que chamaremos de Processos de Mistura.

Estes processos podem ser descritos intuitivamente da se-
guinte forma: particulas sao dispostas nos pontos de Z:.cada
ponto podendo ter uma ou nenhuma particula. Essas~ particulas
evoluem pelo efeito de permutagoes, que atuam sobre conjuntos
finitos de posicdes, escolhidas ao acaso, ao longo do tempo,

segundo um Processo Pontual de Poisson, o-finito, definido no

espago produto, tempo x conjunto das permutagoes.

Nota-se que um caso particular dos processo de Mistura,
sao os Processos de Exclusdao Simples Simétrico, estudados por

Spitzer [9] e Liggett [6]1 e [71].

Nossa principai preocupagdo € caracterizar completamente
o conjunto das medidas de probabilidade invariantes para os
Processos de Mistura. Lee, em seu trabalho, simplesmente mos-
tra que uma certa classe de medidas de probabilidade e inva-
riante em relacdao ao Processo, identificando também uma parte
de seu dominio de atragao. No entanto, nao demonstra que es-
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tas sao as Unicas medidas de probabilidade invariantes.

Resultados semelhantes aos de Lee sao obtidos em [2],on-
de também se generalizam os Processos de Exclusdao Simétricos,

para uma classe de sistemas em R.

Estes resultados, contudo, estdao aquém daqueles obtidos
por Liggett e Spitzer, que demonstraram que as probabilidades
permutaveis sao as Unicas invariantes, com respeito ao Proces-

so de Exclusao Simples Simétrico.

Neste trabalho, conseguimos estender esta caracterizagao
para os Processos de Mistura Homogeneos, nos quais o° alcance

das permutacoes aplicadas & limitado. .

Nossa técnica, semelhante aquela empregada por Spitzer
(9], baseia-se num acoplamento entre dois Processos de Mistu- .
‘ra com um numero finito de partfculaﬁ. Esse acoplamento e a
generalizagao natural, daquele que Liggett, em seu curso de St

Flour, chama de acoplamento basico.

A limitacgao no alcance maximo das permutacdes € uma res-
trigdo puramente técnica e dela trataremos de nos desvencilhar,

num proximo trabalho.

Como etapa pré\}ia, apenas para que a apresentacao fique comple-
ta, iniciamos o trabalho construindo o processo. Nao utiliza-
mos aqui, a restrigdao no alcance maximo das permutagoes. Nos-
sa construcao € semelhante aquela feita em [1], para sistemas

aditivos em geral, reescrita para o caso particular que nos

interessa.



Com o objetivo de facilitar a leitura,dividimos o traba-
lho em duas partes: na primeira apresentamos as definigdes e
enunciamos os dois grandes teoremas que serao demonstrados na
segunda parte. 0O pfimeiro teorema € demonstrado utilizando-se

a propriedade da aditividade e dualidade.

A existencia do processo dual, serd largamente utilizada
na demonstracgio do segundo teorema, onde provamos que owpon—.
junto das medidas de probabilidade permutaveis coincide com o
conjunto de medidas invariantes para o Processo; sendo esse

nosso principal resultado, pelo seu carater novo e original.



12 PARTE

DEFINICOES E NOTACOES

1- L = u 1
XEz X,
n=2,3
onde
mi{x,x+1,...,x+n-1} — {x,x+1,...,x+n-1}/7m € bijecao e
zx,n - &

m(x) #x, 7m(x+n-1) =x+n-1

Em outras palavras, Zx N e o conjunto das permutacdes de

bl

{x,x+1,...,x+n-1} que nao deixam fixados nem X, nem (x+n-1).

OBSERVAQEO - Essa Ultima restrigcao € feita, a fim de que, to-
da permutacao aplicada em {x,x+1,...,x+n-1}, x€Z, n =2,3,...,

pertenca a um e apenas um sub-conjunto Zx

2

2 = A: ) — R, invariante-Ipor translacao, ou seja, VxEZ,
n=2,3,... .Se, WGZO € W'GZX o com m'(x+i) =x+mw(i),¥i =0,1,

.,n-1, entao

A(m) = x(m")

OBSERVACAO - m€) pode ser considerada como uma bijecao -de 72
em Z da seguinte maneira: se WGZX n’ entao definimos a sua ex-

tensao como a aplicacdo identidade fora do conjunto {x,...,x+n-1}
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e coincidindo com m no conjunto {xl,...,x+n—l}. Por abuso de

linguagem denotaremos essa extensao, também por mw.

3 - S ={0,1}%
S = {nGS ) n(x) <“}
XEZ
E = conjunto das partes de Z
E = conjunto das partes finitas de 2.
4 - Para m€), seja 1 a bijecdo inversa, isto &,

ﬂ—l(y) =x <= 7n(x) =y, V¥x€Z, Vy€Z.

5 - Para m€) seja T : S — S tal que VgE€S e VxEZ

a0 = c(n o).

I

6 - Vx€Z, I
X

{nez

n(x) # x}

¥neEsS, In {ﬂGZITﬂn z n}.
7 - VYmw€), suporte m ={x,x+1,...,x+n-1} se
mT(x) 2x, w(x+n-1) #x+n-1 e 7(z) =z ¥z <x

ou z >x+n-1, isto &, 7€)

X,n’
8 - V¥n€S, |n| = ¥ n(x)
) XEZ
YAEE, |A| = nimero de elementos do conjunto A.
9 - Vn,z€S, nvc @& um elemento de S, dado por:
(nve) (x) = n(x)vz(x), VxEZ.

10 - VZ€S X & um elemento de S, dado por:



TEOREMAS

1l se z =x
c¥(z) =
0 se z =2x.

TEOREMA T - Seja A: } — R, invariante por translacio e tal

que

0< ) A(m) <o,
HGIO

Entao existem duas familias de funcdes aleatdrias

{(cz)tzo:nes} e {(cﬁ)tZO:Aeﬁ}; -

definidas num mesmé espago de probabilidade (Q,B,P) e tais que:

1)

2)

{.

para todo hGS, (Cz)t>0 e um processo de Markov com a
propriedade de Feller assumindo valores em S, tendo n
como configuragao inicial e cujo gerador infinitesi-
mal aplicado a uma funcao cilindrica f: S — R tem o
valor
Lf = ) A(n)[foTn-f]. -
TEL
Esta familia tem a propriedade de aditividade seguin-.

te: para todo n€S, €S, w€R e t =0,

W) = lwvet).

para todo A€EE, (Cfé)t>0 € um processo Markoviano de Sal-

to, assumindo valores em E, tendo A como elemento i-



nicial e cujo gerador infinitesimal aplicado a uma fun-

Gdo limitada f: E — R tem o valor:

1

e = T R hrggnlon,

TEL
Esta familia tem a seguinte propriedade de aditivida-
de: quaisquer que sejam A€E, BEE, weR e t >0:

AuB

Ce

(0) = cﬁ(w)utf(w).

3) As duas familias sao ligadas pela propriedade de dua-

lidade dada por: V¥t =0, AEE e neEsS.

E[ I cg(m)J =El T nx)]1.
XEA xecﬁ(w)

OBSERVAGAO 1 - 0 processo de Markov (cz) sera chamado de Pro-

cesso de Mistura definido pela aplicacgdo A.

OBSERVAGCAO 2 - Se identificarmos E com o conjunto {z€S:|g|<w}
da maneira habitual, a cada conjunto A€EE fazemos corresponder

a configuracao 1A€S definida como

1 se xEA
1,(x) =
0 se xgA,

entao o processo (Cﬁ) também € um processo de Mistura defini-
do pela aplicacio A tal que X(ﬂ) =A(ﬂ-1). Isso faz com que a
a parte 2, do Teorema I, seja uma conseqiiencia direta da par-

te 1 do mesmo teorema.



OBSERVAGAO 3 - O Processo de Mistura (gg) satisfaz ainda ase-

guite expressao para a propriedade da aditividade:

C .
t(w) = (w) .
¢ (W) x:n(zx)=1ct (w)

TEOREMA II - O processo de Mistura, definido no Teorema I,tem
como conjunto de distribuigGes invariantes as medidas de pro-

babilidade permutaveis.



2% PARTE
DEMONSTRACAO DO TEOREMA I
a) Construgao do Processo

Seja nes. Nessas condigoes o processo (Cg)t>0 sera o Pro-

cesso Markoviano de Salto, assumindo valores no espaco

/A-/{ceéz)z(c(x) =}Z(n(><)}-

! - . ~
Esse processo permanecera em uma configuragdo n, um tempo ex-

ponencial de parametro ) A(m) ao cabo do-qual pulara para u-
mel
n

ma nova configuracao g, escolhida ao acaso com probabilidade

Q(n,z) dada por:

Lo A(m)
mEL :
n .

Tﬂ(n)=c

booa(m)
mEI
n

Q(n,z) =

Observemos que Q(n,n) =0, ¥n€S e que ) A(m) >0 ja que supo-

mEI
n

mos que ) A(m) >0.
HGIO

(*) - A demonstragao nao segue a ordem do enunciado.
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Os instantes sucessivos de salto do processo serao cha-
mados de TB,TT,TQ... e as posigoes sucessivas por ele assumi-
das, serao chamadas de NgsNp>Npe++, OU seja, para todo n 20

n

- n n
Ct N, se Tn <t <Tn+

1

com TB =0 e N =ﬁ.

Passemos a construcdo do processo.

Consideremos {N":7€r} uma familia de processos pontuais
de Poisson, em R, independentes, de parametros A(m) defini-.

dos no espago de probabilidade (Q,8,P). -~

OBSERVACAO 1 - Como % & enumeravel, o conjunto de realizagdes
para as quais ha coincidencias nos tempos de salto de ao me-
nos dois dos processos pontuais de Poisson, tem medida nula.

Podemos portanto considerar @ como sendo o conjunto de rea-

lizagoes para as quais ndo ha coincidéncias.

Seja N um processo de Poisson, o-finito, definido em

10,»[ xz, munido da o-algebra, produto da c-algebra boreliana

e da o-algebra das partes de %, dado por:

N(BxI;+) = J N"(B;-), YBEB ([0 ,[) (a.1)
mEI .

e Iex, I finito.

Seja ainda, At a o-algebra gerada pelas variaveis aleatd-

rias {N(10,s1xI,*):0<s<t,Icx}.

Definimos entao:



w 11 =

T‘i‘ = inf{tzO: N(10,tIxI) >0}.

Como:
Y A(m) s ) ) A(m) <) ) A(m) =
mEI XEZ : TEL: XEZ : HGIX
" n(x)=1 T n(x)=n(x) n(x)=1
= ) Y A(r') = |n] Y A(n") <o, (a.2)
XEZ: ﬂ‘GIO - n'GIO_ _
n(x)=1

.+

resulta que T? ¢ variavel aleatdria com distribuicdo exponen-

cial de parametro ) A(w).
TrEIIn

Suponhamos que ﬁlGZ seja a (Unica) transformacao ocorri-

da no instante T?; ﬁ
f‘
dentes e |

'n' - - - . - . -
1 © Ty sao variaveis aleatorias indepen-

([ A(0)

L A(m)
P(n1=0) ={ﬂeln,

» se T_(n) #n

0 , caso contrario.

\

Denotando por ny o estado do processo cg, depois da primeira .

transformacdo, isto @,

temos: -
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ARNC)
T?Gln.
n=n
) = P(m)=0)s ——1
Q(n,ny oe% : (m,=0) s
T N TEL
On—nl n

Prosseguindo na construcgao dos tempos de salto, defini-

mos

n _ ; .
T2 1nf{t>T1. N(]Tl,tJXInl)>0}.

Como T? € tempo de parada para o processo N e,rh.(e;mra

tanto I
n

1 2
tro )
mEL

N1

Seja

Temos que

1
) e ATn—mensuravel, temos que, condicionalmente em

1

A, gl —T? ¢ uma variavel aleatdria exponencial -com parame-

A(m) <o,

n .

m, a (Gnica) transformacdo ocorrida no instante T2

-t ) A(m)
- A (o) "€y,
P(n2=o, Tz—T1>t/ATq) = e
1 Y A(m)

mEIL

N1

e definimos o elemento n2 como

le = T'n'z(nl)'

Por recorrencia, temos entiao V¥n >0
n - = n. n

Tn+l 1nf{t>Tn. N(]Tn,tJXIn )>0}

n



onde LY € a (Unica) transformacgao ocorrida no instante TR+T

OBSERVACAO 2 - Para maiores esclarecimentos, no que se refere
as propriedades do processo pontual de Poisson utilizadas aqui,

ver Ito [4].

b) Continuando a ‘demonstracao do teorema, provemos que o

processo construido acima & nao explosivo, isto &,

»/ ~-
(4

1im Tg = © quase certamente (q.c.),VnGé.
N->co "

f-

Para isso provemos o seguinte lema.

LEMA 1 - Seja (T.)

n’ns1 ©S instantes de salto de um processo de

Markov (Xt) a valores num conjunto F, enumeravel e suponhamos
ainda que as taxas de salto q(+), satisfacam a seguinte con-
dicao:

sup q(x) = M<wx,
XEF

Entao

P(lim T = ) = 1.

n-o

DEMONSTRACAO - Seja (Y ), 57 @ cadeia imersa do;nncesm)(xt)

t>0°

Tomemos uma seqiiencia de variaveis aleatorias, U%{WQ nz1
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independentes, de leis exponenciais de parametros q(Yn) e M -

- q(Y_ ) respectivamente e definimos Vn >1:
n P

wn
Il
ne~—g

'mln(Ui,Vi).

i=1

As variaveis aleatorias Tl’TZ""’ sao dadas por:

n
T = 7§ U., Vn =1,
n - 1

i=1

e portanto, ¥n >1.

p S < T q+Cs ’ -

Por outro ladé} pela lei dos grandes numeros:

(.
' Sn 1
—_—

n ™ 4-c-

0 que implica

€ portanto,

Tn_')'oo quo D'

Voltando ao processo (52)’ observamos que se
n€§r = {;eé: |c|=1} para r=1,2,...,

entao vt =0, cEGSr, conjunto enumeravel, e como

max ) A(w) sT+ § A(w) <o,

n€Sr 7r€In ﬂGIO



temos, pelo Lema 1,

1 n—oo =

n-re

c) a demonstragao da propriedade de aditividade para o

processo em questdo & dada a seguir.

Observemos que Vn,z€S e wEL.

c.1 - Tﬂn(x) vTﬂc(x) <1, VXEZ.
C.2 - T“(nvc) = Tﬂn VTHC'
Tomemos n,c€§ e ordenemos os instantes de salto de‘Acg e

g% numa seqliencia crescente Un‘ Chamemos ﬂn'atransformagﬁo o~

corrida no instante Un’ n=1.

OBSERVAGCAO 1 - Se Un € um instante de salto para os dois pro-

cessos, c2 e c%, entao a transformagao que atuamo processo cg

C

£ nesse instante.

coincide com a transformacdo que atua em ¢

Provemos por inducao, que ¥n>1, tGEUn,Un+1[

AL SO R - |
Ly - = e VLS (0-3)/ _

i) para teru,,u,r, supénhamos que Uy € um instante de

salto para o processo cg. Entao
- [
e Tnl(n) #n e rZ T“l(C) zC

ou SR T, (2) = t,
1
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isto é,lh_é Ounao um instante de salto para o processo (c%).

Se t <U1, entao CQVC =nvg pois, supondo por absurdo que

T1 <U1 e um instante de salto para o pnmesaaczvc e m a trans-

formagao ocorrida em T

nveg

te ~ = T,.(nvg) = nvg, “ se t>T

1 H

0 que implica, por (c.2), que:

P

Tﬂn 1 ou Tng 27 e T1

- - ,/ & - -
e um instante de salto para cg ou c%. Mas isso e absurdo, pela cons-

trugao dos Uss 1=1,2,... .

Entao /
nvg _ n..¢C
Gy = LpvEe, se t€L0,U;[
e
nve _ - ,N,,C
¢ Tﬂl(nvc) CeVT s se t€[U,,U,L.
Supondo (c.3) verdadeiro para tGEUn,Un+1[, ¥n <k-1, te-

mos:

1i) se tGEUk,Uk+l[ @ Uk € um instante de salto para o pro-

cesso c?, entao:

n o n n r _ z
t. =T (¢ ) =g . e ¢t =T_ (g ).
t T Ug-1 U 1 t L |

Por outro lado, para t = Ui’ i <k, t ndo € um instante
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de salto para o processo EEVC e 5S¢ tely ’Uk+1[

nvg nvg _ n . . C .M C
z = T €& ) = T_ (g ) vT (g ) =g vl
t k Uk~1 T Uk-l L Uk—l t t

d) Propriedade da .dualidade

LEMA 2 - Seja (Cﬁ)t>0, A€E, o processo Markoviano de salto, de-
finido em (I-2Z). Entao, sob as condicGes do Teorema I-1 e I-2;

para todo t >0, A€E e nes,

E[XgAgn(m,x)] - E{:Xecg(w.)n(x)}.

DEMONSTRACAO - Consideremos inicialmente que ) A(T) = c <
TEL
(basta supor que para particulas suficientemente afastadas, nio °

ha interacao).

Entao:
5| 1 2800] = PCee9 1, xew -

; ten ' )

— A(m) . A(m) 1 ' = 7
sl D 1 n (Tﬁno...or (n(x)=1, Vx€A)
'nl'n'z...‘lTn ﬂ'l

-tc,.n

e t
ngl——?Tr—— X(ﬂl)...X(ﬂn)l
ﬂlﬂzntu"n
-tc.n
e 't A(”ll)

(wil)o...On]_ll(A)c{x:n(x)=1}) <

= -1
5 ..,A(ﬂn ) 1(

4 .. .Onl’ll(A)c{x:n(x) =1}

ﬂlnznooﬂn

P(Cﬁc{x:n(x)=l} =]3[ i} n(xi] (d.1)

xecﬁ
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No caso geral, isto &, sem a restrigao na ) A(w), con-
TEL

sideremos uma seqiiencia de conjuntos finitos I crescendo pa-

ra £, e os geradores

b J A(m)C£,T, ~£]

nex’
definido em § para f£: S — R, limitada; e
Lg= I A Higgn el
nes’

definido em E para g: E — R, limitada.

~

") e (CE,') de geradores Ln e L, res-

Os processos (ég

pectivamente, tem 4 propriedade da dualidade, por (d.1).

(

Provemos que€ |

ELgAz?’”(X)] — E[XIGIACE(X)] (d.2)
E [XECT%’AC(X):' — E [:xer(lsft‘n(X)]. (d.3)

quando n#te,

Inicialmente, provemos que VYn€S

t
M, = £ - £(5p) JREICRE

c (d.4)

¢ um martingal.

Por construgao gg satisfaz:



~ 10 =

t Ay
el = o) ]l e sy,
mexL’0

e qualquer que seja a fungdo cilindrica f,

t
JCVRE I L)tf(Tﬂ(cg_>) - £(z7) " (ds)

“Por outro lado,

t

€D = £ + I [ R 1) - ()10 A (m)as +

TEL ‘0

f
I

t
® néz L)[ngﬂ(Cg_)) -f(Cg_)]A(n)ds, )

0 que implica /
[
: t t 7
€D £ - [ LEGDds = ] [ Y oM am)as. (@)
s s
0 meEL ‘0 '
= n _ n
onde L —f(Tﬂ(cs_)) f(cs_).
Mas, como o termo a direita de (d.5) & um martingal pois
(Nﬂ([O,s])—A(ﬂ)s)S>0 € um martingal e YS e um. processo adap-
tado e continuo a esquerda, concluimos que (d.4) & “também um

martingal.

Temos entdao que, para todo n =1

t
R e RN

t
M, = £(2D)-F (2)) -L)Lf(cg_)ds



sao martingais e

i

ey - 9 n,ny _ n,ny _
5t E(Mp) = 5 BE(ey ) - L () = 0

- 90 ny _ ny _

ou seja,

9 n,ny _ 9 ny - ny _ n,n

Logo, para provarmos (d.2) & suficiente provarmos que Ln

converge para L, fracamente, ou seja para,toda funcao f, ci-

lindrica,

|L £-L£], — 0 quando nte.

Mas

|L £-L£], = | Zznx(ﬂ)[fOTﬂ—f]Hms

m

IA

A(m) | £,T -£|
ﬂé%n 0w

e quando I M1, in,: ¥n >n,, ﬂfT“—f“ =0, vngs™, ja que £ & fun-

¢do cilindrica.

A demonstragdo de (d.3) & analoga e portanto podemos con-
A
t

cluir que 0os processos ;2 e C_ tem a propriedade de dualidade

qualquer que seja n€ES e A€E. ) g

~

Tomemos agora (nn) uma seqliencia crescente em S que

nx1’
converge para n€sS e A€E.



- P =

n

Pelo Lema 2, os processos ctn

e Cﬁ tem a propriedade da

dualidade V¥n >1.

Definimos

n
z, = lim Ctn-

n->c

n :
Observemos que, como ctn tem a propriedade da aditivida-

n
de e n, € uma seqliencia crescente, entio, (ctn) 1 © tambem u-

nx
ma seqliencia crescente e portanto existe o limite definido a-

cima.

Para concluirmos que VAEE, neS e t =0,

gt - o g ]

~provemos o seguinte lema.

LEMA 3 - cg definido acima, ndo depende da particular seqiien-

cia (nn)nZI escolhida.,

DEMONSTRAGAO - Sejam (nJ)s1 © (c,) 1> duas seqliencias cres-

centes em S convergindo para n. Entio,

lim n_ =1im z_ = n,
1o n N> n

e Vk, ENk: i scNk, 0 que implica
. Nk . CN . Cn
1im Ct <1lim Et = 1lim Ct ,
ke ko n->e

e analogamente Vk, HMk: Ck san e



n
g M n
lim ctk <1lim Ct k . lim ctn
koo ko -+
0 que conclui a demonstracao. a

Temos, entao, pelo Lema 2, que para todo n =1,

n .
E,:H ;t“(x)] = }3[ T n (x):‘ (d.6)
XEA AR
X€eC :
-t
e tomando o limite, obtemos o resultado desejado, isto é,(c;)

e (C;) tem a propriedade de dualidade.

OBSERVAGAO - Nesse item provamos a propriedade enuncia@a em
[-3 e a usaremos a seguir para provar que o processo cz defi-

nido em I-1 tem a propriedade de Feller e que seu gerador e.

dado por L.

e) Definimos:

Qe (ns*) =P(cl=+), ¥nes.

Vamos mostrar que (C;,tZO) € um processo de Markov,de se-

mi-grupo Qt e que Qt € um semi-grupo de Feller.

Observemos que Qt possui as seguintes propriedades:

~

i) sua restrigcao ao conjunto S & um semi-grupo pois a pro-
priedade de Markov aplicada a (CE) para neé, permite-

nos escrever:

Qras(,2) = P2, =0) = Q.Q.(n,0).



- 23 -

ii) A aplicagdo n — Q.(n,*) & para todo t 20, uma apli-

cagao fracamente continua de S no conjunto das medidas de pro-

babilidade em S, isto e,

n'*no

e f, continua em S.

Basta observar que se N € uma seqiiéncia em S que conver-
ge para n e

(n) = I n(x),
AT <en

entao Vk =1

n
E(gy(c,) = E(g 4(n)
Ct
Tk A - o
e como EgA(z;t ) converge para E(g A(n)poisCt e finito e se
N — N, entao nk(x) =n(x), VXGCQ,

dice.

a partir de um certo in-

Logo,

n
. k
Lim Bgy(cy) = Bg p(m) - Eg,(2]) -
t

Para concluir que (;;) € um processo de Markov de semi-

grupo (Qt)’ resta-nos provar que,

BLEGDEGE]L )T = o (.40 (o) [o, (. g,
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qualquer que seja f,g, funcoes continuas em S.

Consideremos entao uma seqiiéncia (nn) crescente, tal que

~ n N
nn€S, Yyn=1,2,... e nn Ccresce para n. Sabemos que csn 6] cti; crescem res-
pectivamente para cz e €2+s' Entao, pelo Teorema da Convergencia Dominada

e pela continuidade da aplicacao n —+-Qt(n,~), temos o resultado desejado.

f) Provemos que o gerador de T4 € dado por L sobrézw fun-

¢oes cilindricas f.

Mas isso € imediato ja que,

t
M, = £(e]) - £(c]) —jo LE(eD )ds

€ um martingal, - (ver d.4), e portanto,

3 n
— Ef(z) = Lf(n) .
At t {t=0

g) Para todo n€S, a fungdo aleatoria (cz) € q.c. conti-

nua a direita e admite limites a esquerda.

Essa propriedade & verdadeira para n€sS, por construgao.

~

Seja n, uma seqliencia crescente em S convergindo para nes.

Para todo x€Z, definimos,

1, se n(x) =1
0 (n) -

0, caso contrario.

Entao, ¥t =0

n n t n
n _ ny _ _ n
M= 0 (5™ -0y () - [ Lo, (s Mas,
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é um martingal cad lae, ou seja, as trajetérias do martingal
~ - ~ x - ’ . . ' -~
sao continuas a direita e convergem para um limite & esquerda,

em cada instante t.

n
Para todo t 20, Mtn converge quase certamente para

t
n o Ny _ - N
MY = 0 (e <o (m) - | Lo (e )as
pois 6, e L6  sdo continuas e limitadas.
Pela desigualdade de Doob, temos:

E (sup

Mnn -an
u<tl H U

2 n n 2
L] n — p
) <4 E(|Mt Mt | )

e a expressao da direita, tende para zero quando n e p tendem

ao infinito, pelo teorema da Convergeéencia Dominada.

n
Logo, uma sub-seqiiencia (Mun(m))n, converge q.C. emw, u-

niformemente em u€[0,t] para MB(m).
Entao (ME,tzO) € q.c. cad lae e como
£ n

e continua em t, as funcdes t - ex(cg) sao cad lae para todo

XEZ e portanto também a funcao cz.



DEMONSTRACAO DO TEOREMA I1*

Seja (cg)t>0, nES, o processo definido no Teorema I e su-
ponhamos que p & uma medida invariante. Queremos provar que yu-

é permutavel, isto &, VA,BEE: |A] = |B]|, e

u(z(x)=1,x€A) = u(z(x)=1,x€B).

Mas, se u & invariante, qualquer que seja t >0,

H(ECD=1,x€0) = | n(An ()00 =1, xEn)
S

e
u(e(0=1,x€8) = [ u(an)P(c](x)=1,x€B) .
s
Além disso, pela-propriedade da dualidade, (I-d),
[utamrleo-1,xen = 3_pchpyutn(e) -1, 26m)
. DEE
e
[neanpl0=1,xe8) = J P(Bedyutn(2)-1,z26D).
DEE
(*) —Lembramos que a deﬁonstraggo sera feita para u L onde N

x€Z .1

n=2,3,...,N
e um numero natural fixado.

-26-
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Portanto, qualquer que seja t 20:

|u(z(x)=1,xEA) - (5 (x)=1,x€B) | sDéEIP(cﬁ=D)—P(cE=D)| (0.1)

Logo, se provarmos que:

Lin J_|p(ch=m -p(cB=p)| = o (0.2)
t->e DEE '
YA,BEE: |A| = |B|, teremos mostrado que u & uma medida permu-

tavel. Provemos entdo o seguinte lema para o caso em que A,B
forem distintos em apenas um elemento, ja que nos demais casos,

(0.1) segue por indugio. ~ - .

LEMA 1 - Sejam Cﬁ e C% dois processos, definidos no teorema.

I-2, com A,BEE, |A| =|B| e |A-B| =1. Entdo,

Lim J_[P(Ch=D) -P(cP-D)| =0.
t>e DER

DEMONSTRACAO - O lema sera demonstrado acoplando-se Cé e(ﬁck

maneira que, para todo wEQ, Cﬁ =CE para todo t >T(w),ou seja,
vamos mostrar que exisfe um processo Markoviano de salto
(aﬁ’ag)tzO’

que assume valores no conjunto E xE de maneira que, a primei-
ra projecgao, (Eé), seja um associado,-(dual), do processo de
mistura, tendo I como gerador infinitesimal, onde L ) gera-
dor associado de L e A como configuragdo inicial e que EE a
segunda projegao, seja também um associado do processo de mis-

tura, de gerador L e que tem B como configuracao inicial.
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Em resumo, o processo acoplado sera construido de modo

que:

(1) - Zt =(6ﬁ,6§)t>0, seja um processo Markoviano de sal-

to, com espago de estado E xE e estado inicial (A,B);

(2) - para todo t =0, Eﬁ tera a mesma distribuicao de pro-

babilidade de Cﬁ e EE a mesma de CE;

(3) - para quase toda realizacao, Eﬁ =EE, Yt >T, onde T

e um tempo de parada, finito com probabilidade 1.

DEFINIGAO DO ACOPLAMENTO

Consideremos 3 processos de Poisson, N!,N? e N3, defini-
dos em [0,»[ x%, independentes entre si, identicamente distri- -

buidos com:

N (BxI,+) = ] NT(B,-)
mEI

onde Ng, m€l, 1=1,2,3, sao processos pontuais de Poisson en
[0, xZ, independentes entre si, de parametro X(ﬂ),quaisquer

que sejam BER(LO0,~[) e Icr, I finito.

A cada ocorrencia do processo pontual de Poisson N*, (PPP(i)),
uma permutagao m€L € aplicada nas particulas situadas em Z, da .

seguinte forma:

a) se m for determinada pelo PPP(1), m atuara sobre as
particulas de Eﬁ, somente no caso em que o suporte da

permutagao nao contiver particulas de EE ocupando po-
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sigoes onde hajam particulas de 6?;

b) se m for determinada pelo PPP(2), w atuara sobre as

particulas de E%, somente no caso em que o suporte da

permutagao nao contiver particulas de Eﬁ ocupando po-

B,

sigoes onde hajam particulas de Et,

c) e finalmente, atuarao as permutdgoes,determinadas pe-

A
t

e CE. Nesse caso, elas também agirdo sobre as outrdspar—
B
t

lo PPP(3) se houver superposigiao de particulas de C

~

AA ~ . -
ticulas de Ct‘e C, que estiverem em seus raios de a-

cao (suporte).

Para facilitar‘a argumentacdo, chamemos de particulas do
tipo 1 as particulés de Eﬁ sujeitas a marcas determinadas pe-
lo PPP(1); as pargiculas de EE,
das pelo PPP(2), de particulas do tipo 2 e as particulas de

sujeitas a marcas determina-

Eﬁn&%, de particulas do tipo 3.

Observemos que, pela construcao do acoplamento,ocorre u-
ma superposicao de particulas quando uma marca determinada
pelo PPP(1), (ou anaiogamente pelo PPP(2)), provocar uma per-
mutagao numa particula do tipo 1, (tipo 2), fazendéla saitar,
para uma peosicao onde haja ﬁma particula do tipo 2 (tipo 1);e-
que apds a sua ocorrencia, a superposicdo das particulas ndo

mais de desfaz.

Formalmente, a definigao do acoplamento pode ser dada por:

YnEr = U pX
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. m
a) se no instante t houver uma marca do processo N1 e

se
suporte vn&ﬁ_n&%_ =@,

entao,

~A ~B, _ A =B s .
(Ct’ct) - (N(Ct,)sct_),
b) se no instante t houver uma marca do processo‘Ng e
se )
suporte maCA oGP = ?,
="t~ -
/
entao, /

“A B SA =B
(C5.Co) = (Cpom(Er )

m

C) se no instante t houver uma marca do processo N3 e
se
suporte nnEA nEB z @,
t-""e-
entao,

(C3.CY = (n(Eh ) in (@R ).

E imediato que, a partir de a, b e c, (1) e (2) ocorrenm,

: ~A
pois se olharmos, por exemplo para Ct’
processo & construido de maneira semelhante ao processo do

observaremos que esse

Teorema I-2, sendo que aqui, o processo pontual de Poisson é
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composto de pedagos disjuntos dos processos independentes N!
e N3,

A demonstracao de (3) que se segue, sera feita conside-
rando-se as diferentes cardinalidades de A e B para A,BGE tal

que,

|A] = |B|] e |A-B| = 1.

OBSERVAGOES - Denotaremos daqui para a frente, num abuso de lin-

~A A =B B
guagem, Ct por Ct e Ct por Ct'

3-1) Consideremos inicialmente A,BEE!

A = {x}, B = {y}

com X #y e suponhamos, sem perda de generalidade,que x <y,is-
to e, inicialmente as particulas localizam-se como na Figura

1'

® ©)

1
I

f
X y
Figura 1

Como nao existem particulas do tipo 3, somente as permu-
tagoes determinadas pelo PPP(1) e PPP(2) & que, efetivamente,

provocarao mudancas nas posigGes das particulas.

Chamemos de Dt’ a distancia das particulas no instante t:

- {x}_~{y}
Dt lCt Ct ‘, ¥t =20,

e indiquemos por (Xn) a cadeia imersa do processo Dt’ is-

n=0"’
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to

X0 = Dt se te[O,ol[,

onde oy € o primeiro instante no qual ocorre uma mudanga na po-

sicao das particulas;

Xl = Dt se t€[01,02[,

onde 0, € o segundo instante no qual ocorre uma mudanga na po-

sicao das particulas, e assim sucessivamente.

Notemos que X, #X ;1> ¥ 0sn <L, onde

n+
L =m1n{n:Xn=O},

pois toda vez que ocorre uma permutacao, uma e somente uma das

particulas sofre um deslocamento.

Como queremos provar que a cadeia Xn’ atinge o estado ze-
ro num campo finito, calculemos as probabilidades de transi-
¢ao no caso em que as particulas se situam como na Figura 1,

ja que nos demais casos as probabilidade sio analogas.

Se considerarmos, como um recurso de demonstracao, que a

. S : : - A
cadeia nao e absorvida no estado zero, isto e, C

. € indepen-

dente de CE, ¥t 20, entao, teremos:

i) sed = |x-y| = N e i€{0,1,...,N-1}



- %3 -

i I x(m Y¢S 1
m(x)=x-1 m(y)=y+i
P(d7d+l) = = = + — — =
YoA(m) + Y A(m) Yox(m) + Y A(m)
| €T, el el mel, |
I x(m + 1 x(m
m(0)=-1 m(0)=+1
2« )Y A(m)
L WGIO
i I x(m I A(m
m(x)=x+i m(y)=y-i
P(d,d-1i) = - — + . - -
Y oA(m) + ) A(m) LoA(m) + ) A(m)
mel mEL mel mEI :
- X y X y ik

I xm=+ I X(m

m(0)=+1 m(0)=-1

2+ ) A(m)

Notemos que, em ambos os casos, a 12 parcela refere-se ao
PPP(1) e a 2% ao PPP(2) e ainda que, pelo fato da distancia
entre as particulas ser maior ou igual a N, existe apenas uma

posicdo possivel para cada particula, em cada caso..

Como X, por hipdotese, & invariante por translacdo, con-

cluimos que ¥x,y€Z: |x-y| = d, d = N e i€{0,1,...,N-1}

p(d,d+i) = p(d,d-i).

ii) se d = |x-y| < N, ¥x,y€Z, i€{0,1,...,N-1} e

Y o A(m) = 1:
'n€I0
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4 Lo A(m) o« ) A(m)
p(d,d+i) = 5 m(x)=Xx-1 ou m(y)=y+i ou
LT(X)=X+(2d+i) m(y)=y-(2d+1i)
I YOR I A
p(d,d-i) = 5| m(x)=x+1 ou m(y)=y-i ou '
m(x)=x+(2d-1) m(y)=y-(2d-1)
Como d <N, podem existir, para alguns i's€{0,1,...,N-1},

duas possiveis posicdes para cada particula em cada caso,e co-
mo nao sabemos, em geral, o valor de A para m(x) =x * (2d+1) e

m(x) =x + (2d-1i), nao podemos concluir que:

p(d,d+i) = p(d,d-i).
Resumindo, temos que:

1) no conjunto {N,N+1,...}, a cadeia Xn’ evolue como um

passeio aleatorio simétrico;

ii) no conjunto {0,1,...,N}, (Xn) evolue como uma cadeia
de Markov, irredutivel, podendo atingir também o con-

junto {N,N+1,...}.

Para a cadeia Xn, definida acima, consideremos os tempos

de paradas Ti’ i=1,2,..., dado por:

—J
]

min{n>0: Yn=N}

—3
]

? mln{n>T1:¥n=N}

e assim, sucessivamente.



= 8% -

E imediato que T1 <~ pois, qualquer que sejg o estado i-
nicial, a cadeia Xn’ ou realiza um passéio aleatorio simétri-
co em {N,N+1,...} e portanto visita o estado N infinita vezes,
ou atinge o estado N partindo de algum elemento do conjun-
to {0,1,...;N—1}. Como ‘'em ambos os conjuntos, {0,1,...,N-1} e
e {N,N+1,...}, a cadeia visita o estado N, infinitas vezes,

temos que Ti <« com probabilidade 1, Vi=1l,2,..

Definimos entao, para todo i=1,2,...

1, se X, =0 para algum ne[Ti,Ti+ L

1

0, caso contrario. -

Por construgao, as variaveis aleatorias Ui,i=l,2,... sao

independentes (pela propriedade forte de Markov) e identica-

mente distribuidas com,

P(Ui=l) = £, £elo,1l. .

Logo,

o que implica, pelo Lema de Borel-Cantelli, que

P(lim Ui=1) =1
e portanto

Dt =0 c.p.l para algum t <o,
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3-2) Tomemos agora A,BGE, de maneira que:

X2y, m=1,2,... .

Chamemos de Yn a cadeia imersa no processo Markoviano de

Salto, Z, =(CQ,CE), isto &, para todo n =0,

_ _ A B
Y = (An,Bn) = (Ct,Ct) se t€[0n,o

I [

n+1l

onde o € 0 n-ésimo instante em que ocorre uma mudanca na po-
sicao de pelo menos uma particula, (particula 1, 2 ou 3) e on-"

de A_ e B_ sao da forma
n n

_ 1
An = {x »Co o ,C_}
_ 1 m
Bn - {yn’cn" ’Cn}

e (AO,BO) = (A,B).

Consideremos ainda as classes de conjunto, Fd’

de{0,1,2,...},

dadas por:

Fd = {({x,zl,...,zm},{y,zl,...,zm})GEXE: |x—y|=d}.
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e consideremos, sem

Verifiquemos o comportamento de Yn
perda de generalidade, que inicialmente as particulas se si-

tuam como na Figura 2.

® 0O
| 1

3 Il o 2

c X c y c

Figura 2

i) Se |x-y| =d 2N, entdo nio existe nenhuma permutacao que
afete ao mesmo tempo as particulas 1 e 2, e nesse caso, para

ie{1,...,N-1}, temos:

P(a,p) (dd+i) = P(Y,€F,, +/Y =(A,B)EF,) =

S S D PN €13 IS X(’T)]
(A,B) [m(x)=x-1i m(y)=y+i
=1 > 3
= k by + }\(
(A,B) _ﬂ(0)2=—i L n(0§=+i ﬂ)l
. -1 : T h\
d,d-i) = k A(m) + ALn)
P(A,B)( 1) (A’B)[%(x)lx+i ka3 n(y)ly—i (r ]
ol PG IR .7\(“)]
(A,B) [m(0)=+i m(0)=-1 )

Para i =0,

N-1
=1- ) Pep, py(d,d+i)

P (d,d)
(A,B) +1=1

= 1-2.k1

L A(m).

(A,B) mel,
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E imediato que, se a distancia das particulas do tipo 3,
em relagao as particulas isoladas, for maior ou igual a N,ain-

da teremos:

Pea,p)(d,d*1) = py py(d,d-i).

Para todas as outras possiveis posicGes das particulas do
tipo 3, as probabilidades p(A B)(d,d+i) e p(A B)(d,d—i) se es-

crevem de modo analogo as probabilidades dadas acima.

Em resumo, podemos argumentar que, quando tomamos |x-y|=

> N, todas as permutagoes que agiam sobre as particulas 1 e 2,
no caso (3-1,1), continuam agindo aqui, com a condigdo de que,
algumas sao determinadas, por exemplo, pelo PPP(lj e outras
pelo PPP(3). Por outro lado, como o valor dado a cada permu—x
tagao € o mesmo, independentemente do processo qﬁe o determi-

nou, segue que para todo (A,B)eFd, d>N e i€{0,1,...,N-1},
P(a,p) (4478 = p(y p)(d,d-1) =
= Kum] L Ame+ [
T2 m(0)=-1 m(0)=+1

com,

k(A B) = ) ) i(ﬂ) = |AuB| i(n) = k.
’ ZEAUB ﬂGIZ ﬂeIO

Denotemos,
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E(0,i) = k“l[n IR

(0)=-1 ﬂ(0%=iicﬂ)]'

Entao, para todo (A,B)EF,, d =N, ie{xl,...,+(N-1)},
d

E(0,1) = Py py(d,d+i) (3.2-1)

+(N-1)

(0,0) =1 - E(0,i) = (d,d).  (3.2-2)
’ 1o 2P

ii) Se (A,B)EF,, de{0,1,...,N-1} & facil de ver que em ge-
ral,
p(A,B) (d,d+i) ’:P(A,B) (d,d"i) .

Por outro lado, para dl€{1,...,N—1}, d2€{1,...,d
e (A,B)GFd

1+N-1}

1

P(a,B)(d1.dy) >0

€ p(A’B)(dl,O) =0 se (A,B) & tal que, existe pelo menos uma

particula do tipo 3, entre as particulas 1 e 2.

Consideremos entao, para todo d€{2,...,N-1}

({x,zl,...,zm}, {y,zl,...,zm})GFd:
Fd = {se x<y entao Vi=1l,...,m, C <X ou c.>yp.

se x>y entao Vi=1,...,m,'ci>x ou c.<y

Logo,



- 40 -
Pea,p) (d:0) >0, V(A,B)€EF,.

Para (A,B)EFd, de{1,...,N-1}i€{+l,..., *N-1}, chamemos:

k
g(A,B) (d,d+i) = —%ELP(A,B) (d,d+i) SP(A,B) (d,d+i).

E como g(a B)(d,d+i) nao depende das posicoes (em Z) das
particulas do tipo 3 quando estas estdo a uma distancia maior

ou igual a N, de ambas as particulas 1 e 2, podemoé definir:

P

E(d,d+i) = inf{gtA p) (d,d+1): (A,B)EFy} =

/ (3.2-3)
= min{g(A’B)(d,d+i): (A,B)EF, e AuBc[O,Bme]} -

e para (A,B)GFd /
|

E(d,0) = min{g(A,B)(d,O): (A,B)eFd e AuBc[0,3N+ml} (3.2-4)

Entdo, V(A,B)EFy, de{l,...,N-1}

diN-1 _ d#N-1 .
Pea,py (bd) <1- d12=lp(A,B) (d,d)) <1- d12=1E(d,dl) = a(ﬁ,d).(B.Z-S)

Denotemos ainda,

e = inf{E(d,0),d€[1,...,N-11}

a = max{a(0,0), a(d,d),de{l,...,N—l}}

e provemos que, se Y0 =(A,B)€Fd, d >1, entao

P[nzl{YneFd}/Y0=(A,B)) = 0. (3.2-6)
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Mas ,

P(Y,€F,]Yy=(A,B)) <a

e supondo que

_ n-1
P(Y,€F,, ... ,Yn_leFdIYO—(A,B)) <a ,
temos
P(YleFd,...l?YneFd|Y0=(A,B)) =
B (A %,f YEE P(YnE:FdlYn—lz(An-l’Bn—l)).
n-1’"n-1 d
[ _

-P(Yn_1=’{(An_1,Bn_1) ,Yn_zeFd...YleFd|Y0=(A,B)) <

< o ) P(Yn_1=(An_1,Bn_l) ,Yn_ZGPd,...,YleFd|Y0=(A,B)) =

(An—l’Bn—l)EFd

= e _ e N
= P (Y, j€Fy...Y6F,[Y = (A,B)) £ of,

d

Portanto,

o]

P| n {Y _EF,}|Y =(A,B)) < lim o™ = 0.
n=1 o . 0 n-+e

Seja (Z ) um passeio aleatorio simétrico em Z, com pro-

babilidade de transigdo dada por: Vx€EZ, ie{1,...,N-1},

P(Zl=x+i|20=x) = P(Zl=x-i|zo=x) =
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X(m) + A
m(0)=1 n(0§=—i S

= q(x,x+i) = -
2. ) A(m)
WGIO

Para Y, = (A,B)EFy, d>1, definimos os instantes de para-

da,

=]
]

1nf{n>0: YnﬁFd}

=)
N
]

Lnf{n>rl: Yn gclasse YTl, isto €, Ixn—ynlzlxrl—yrll}

e assim sucessivamente.

Provemos por indugdo, que para todo n =1,
d,dl,...,dn_le{N,N+1,...},

LY, Y. €Fy Y= (AB)) =
n n

P(Y_ EF; ,-» EF
g o Th-1 9n-1
(8.2-7)

1

= q(d,d ) .. .q(dn_l sdn) .

Para n =1

p o T ey Ry . 1,7k [Y = (AB)) =
(YTleFdllYO (A,B)) Zl gk 1 Yo

B, _y) 1,7k IYp (A:B))

= P(Y,EF; »Yy_ =(A, _1>»
k=1 (A Bz )E k= dy k=1 ek
k-1°"k-1 d
) kzl (A T P(Y,EFg IYyo1™(k 1By 17
k-1'""k-1 d
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) ) q(d,d )P (Y, =(A,_4,B, )T =k|Y,=(A,B)) =
K21 (A_q.By_{)€Fy 1 k-1"Y'k-1""k-1""1 0

I

q(d,d)IP(r <= |Y)=(A,B)) = q(d,d}).

A Gltima igualdade decorre de (3.2-6).

Supondo que,

PY_ €Fd1,...,Y ~ EFy _1|Y0=(A,B)) = q(d,dl)...q(dn_z,dn_l)

1 n-1 n
temos, z
P(Y €F, , Y €F,/ ,...,Y_€F; |Y.=(A,B)) = i
Th 9n° Tpe1 -1 1 470
2 |

= y Y P(Y. hEF, ,T.=i+j,Y.€F, 1. =L,-++,Y_€F. [Y =(A,B))=
i=Tn—2+1 j=1 1f3 dn n 1 dn_1 n-1 Ty dl 0

= ) Y Y P(Y.,.€F, ,T _=i+j|Y.=(A",B')T__,=i)*

3 3 1 1 d ? ’ —].

i=t ,*1 j=1 (A',B )eFdn_l b L n

.P(Yi=(Av,B-)Tn_1=i...YTleFd1|Y0=(A,B)) =

Y P(Y.€F, ,t!=j|Y =(A',B')]-
i=t__+1 (A',B')[;=1 Jdy1 o0

-P(Yi=(A‘,B')Tn_1=i,...,YTleFd1|YO=(A,B)) =

= q(d_,,d)P(Y. €, ,...,Y_ €F, |Y.=(A,B)).
n-1’"n Th-1 9o Ty dyt 0

Preferimos provar a propriedade forte de Markov para a

cadeia Yn’ em vez de utiliza-la na demonstracgao acima.
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Finalalizando a demonstracao, tomemos
YO = (A,B)GFd, d=N e

inf{n>0: Y EFg, de{1,...,N-1}}

&) se YnGFd ; dn.zN, Yn>1.

n

Por (3.2-6) e (3.2-7), temos que

P(S <= |Y(=(A,B)) = 1.

Seja entao:

/ -

/ 1nf{n>81: YnGFd,

T1 =f © se YneF0 para algum n >S

d >N}

1
-N, caso contrario.

inf{n>T, : YneF

]. d, de{l,...,N-l}}Se Tl < ©
S2 = {o, se Tl = o
-N, se T1 = -N.
1nf{n>82: YnGFd, d=N} se S2 <o
T. = +W, se 82 =0 ou

.SZ <w e YneF0 para algum n >S2

-N, caso contrario.

€ assim sucessivamente.
Como P(T1=-N|Y0=(A,B)) =0, provemos que

lim P(Tn<m|Y0=(A,B)) = 0.

n-»co
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P(T1<w|Y0=(A,B)) 1 —P(Tl=w]YO=(A,B)) g

IA

1 -P(YS +l€F0|81<°° e YO=(A,B)).

1

Mas ,

P(Yg 416Fg IS <= e Y =(a,B)) =

51

© N-1
= ¥ ) ; P(Y €F,|Y, =(A, ,B,)) -
L . - k+17 0k Yg P
k=1 dk—l (Ak,Bk ede

P(Yk=(Ak,Bk)Sl=k|Y0=(A,B))

P(S<=|Y,=(A,B))

© N-1

P(Yk+lePOlYk=(Ak,Bk))'

) .
5—1 dk—l (Ak,Bk)Gde

P(Yk=(Ak,Bk)Sl=kIYO=(A,B)) >

© N-1
ee ! P(Y, €F, , s =k|Y =(A,B)) = €.
k=1 g4, =1 K47 170

v

Logo,

P(T1<wlyo=(A,B)) <1 -¢
P(S,<=|Y =(A,B)) = P(sz<mlT1<w7Y0=(A,B))f
P (T <=|Y,=(A,B)) s

S P(Sy<e|T, <o, Yo=(A,B))(1-€) =1 -¢
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P(T,<w|Y,=(A,B)) = P(T2<wlsz<w,Y0=(A,B))-
¢ P(S,<|Yy=(A,B)) < (1-g)*
€ por recorrencia, temos:
lim P(T <=|Y(=(A,B)) srlliz (1-6)" = 0

n->o

ou seja

n /
lim P(S <o e Y EF, para algum n>S |Y,=(A,B)) =1
n->o kZl ( k n0 k"0

e 1 ¢
podemos concluir dque,

P(Y EF, para algum nzllY0=(A,B)) = 1.
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