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INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é o estudo de uma classe de sis

temas Markovianos de Partículas introduzida por Lee [5] e Barris 

[ 3 ], que chamaremos de Processos de Mistura . 

Estes processos podem ser descritos intuitivamente da se

guinte forma: partículas são dispostas nos pontos de Z, cada 

ponto podendo ter uma ou nenhuma partícula. Essas partículas 

evo luem pelo efeito de permut aç ões, que atuam sobre conjuntos 

finitos de posições, escolhidas ao acaso, ao longo do tempo, 

segundo um Processo Pontual de Poisson, a-finito, definido no 

espaço produto, tempo xconjunto das permutações. 

Nota-se que um caso particular dos processo de Mistura, 

sao os Processos de Exclusão Simples Simétri~o, estudados por 

Spitzer [9] e Liggett [6 ] e [7]. 

Nossa principal preocupação é caracterizar completamente 

o conjunto das medidas de probabilidade invariantes para os 

Processos de Mistura. Lee, em seu tr abalho, simplesmente mos-

tra que uma certa classe de medidas de probabilidade -e 1nva-

riante em relação ao Processo, identificando também umà parte 

de seu domínio de atração. No entanto, não demonstra que es-
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tas são as Únicas medi.das de probabilidade invariantes

Resu[tados selne]hantes aos de Lee são obtidos eln [2],on-

de também se generalizar os Processos de Exclusão Simétricos,

para uma classe de sistemas em IR

Estes resultados, contudo, estão aquém daqueles obtidos

por Liggett e Spitzer, que dentonstraram que as probabilidades

permutãveis são as únicas invariantes, com respeito aoProces-

so de Exclusão Simples Simétrico.

Neste trabalho, conseguimos estender esta caracterização

para os Processos de iKlistura Holnogêneos, nos quais o alcance

das permutações aplicadas é limitado.

Nossa técnica, semelhante aquela empregada por Spitzer

[9], baseia-se num acop]amento entre dois Processos de Mistu-
ra com um número finito de parti'GuIaS». Esse acoplamento é a

generalização natural, daquele que Liggett, em seu curso de St.

Flour, chama de acoplamento básico.

A limitação no alcance máximo das permutações é uma res-
trição puramente técnica e dela trataremos de nos desvencilhar,
num próximo trabalho.

Como etapa prévia , apenas para que a apresentação fique comple-

ta, iniciamos o trabalho construindo o processo. Não utiliza-
mos aqui, a restrição no alcance máximo das permutações. Nos-

sa construção é seme]hante àque]a feita em [1], para sistemas
aditivos em .geral, reescrita para o caso particular que nos
interessa



CAIR o objetivo de facili.tar a leit.ura,divid.amos o traba-

lho em duas partes: na primeira apresentamos as defi.nações e
enunci.amos os dois grandes teoremas que serão demonstrados na

segunda parte. O primeiro teorema é demonstrado utilizando-se
a propriedade da aditividade e dualidade.

A existência do processo dual, seta largamente Utilizada

na demonstração do segundo teorema, .onde provámos que o con-

junto das medi.das de probabilidade permutáveis coincide com o

conjunto de medi.das invariantes para o Processo; sendo esse

nosso princi.pal resultado, pelo seu carãter novo e original



la PARTE

DEFINIÇÕES E NOTAÇÕES

l

onde

U
xÉ; z

n=2,3
E*,.

:* ,. - {::::'::: ': ::.::::l'*::
,x+n-l } ---- {x ,x+l , ,x+n-l}/lí

'}
Em outras palavras, Ex,n é o conjunto das permutações de

{x,x+l,... ,x+n-l} que não deixam fixados nem x, nem (x+n-l)

OBSERVAÇÃO - Essa Última restrição é feita, a fim de que, to-
da permutação aplicada em {x,x+l,...,x+n-l}, xeZ, n =2,3,
pertença a um e apenas um sub-conjunto E'x,n

À: Z ''-R+, invariante .por translação, ou seja, VxGZ,

2,3,....Se, lrGll0,n e lí'Cllx,n com lr' (x+i) :x+7r(i),Vi:0,1,
n-l, então

2

)

À (T) : À (T')

OBSERVAÇÃO - nC>1 pode ser considerada como uma bijeção ' de z

em Z da seguinte manei.ra: se lrCEx,n' então definimos a sua ex-
tensão como a aplicação identidade fora do conjunto {x,...,x+n-l}

4



e coincidindo com lí no conjuntoÍx.,... ,x+n-l}. Por
linguagem denotaremos essa extensão, também por lí

{0,11z

conjunto das partes de Z

conjunto das partes finitas de Z

Para vC>1, seja v'l a bijeção inversa, isto é,

x'l(y) = x -c-;'' v(x) : y, VxCZ, VyeZ.

Para vC>1 seja Tlr: S ---* S tal que V(GS e VxGZ

Tlr(Cx) : ((lr'l(x))

v*c', i,. ; {«e>1 «(*) : *:}

"«", :. ; {«',

VxÉ;>1, suporte lr :Íx,x+l,...,x+n-l} se

lí(x) #x, ü(x+n-l) px+n-l- e lí(z) =z Vz <x

ou z > x+n-l, isto é, wc>l

VnÉ;S, in 1 ; >1 n(x)
xÉ;Z

VACA, IAI : número de elementos do conjunto A

Vn,(eS, HV( é um elemento de S, dado por

Crio (x) = n (x) v( (x) , VxGZ

10 - VçeS (x é um elemento de S, dado por

nCS >1 R(X) <w
x€Z

0

abuso de
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TEOREMAS

TEORENU

que
Seja À: >1 .----IR+ invari.ante por translação e tal

0 < >1 X(lr) < m
lr É; l .

Então exi.atem duas famílias de funções aleatórias

e {(C.) t;0

definidas num mesma' espaço de probabil i.dade (Q,Í3,P) e tai.s que

1) para todo neS, ((n)tZO é um processo de Markov com a
propriedade de Feller assumindo valores em S, tendo rl

como configuração inicial e cujo gei'odor infinitesi-

mal aplicado a uma função cilíndrica f: S .------- IR temi o
valor

((rl) tZ0 :nGS

Lf
lrC ÀC'í)[f'Tv-f]

Esta família tem a propriedade de adi.tividade seguin
te: para todo neS, CÉ;S, uÉ;ç2 e t zO,

c:'((") : (:(")"(li('.)

2) para todo AeE, (CA)tZ0 é um processo Markoviano de Sal
to, assumindo valores em E, tendo A como elemento i



ni.ci.al e cujo gerador infini.tesiinal aplicado a uma fun.
ção limitada f: E ---+ .IR tem o valor

Ílf ; >1 51(TT'l) [f.Tr-l-f]
xeE -'

Esta famz'lia tem a segui.nte propri.idade de aditivo.da

de: qual.squer que sejam AGE, BeE, ueç2 e t »0

C:'B(.«) : cA(.«)uCB(.«)

3) As duas famz'lias são ligadas pela propriedade de dua
li.dade dada por: Vt à 0, AÉ;E e nÉ;S.

Et H.(:(u)] ; Et n n(x)]xeA ' ..A
xeC... («,)

OBSERVAÇÃO 1 - 0 processo de Markov ((t) seta chamado de Pro-
cesso de Mistura definido pela aplica.ção À

OBSERVAÇÃO 2 - Se i.dentifi.calmos E com o conjunto {(eS: l(l<m}
da maneira habitual, a cada conjunto AGE fazemos corresponder
a configuração IAeS defi.nada como

l se xCA
XA

0 se xÉA

então o processo (CA) também é um processo de Mistura defini-

do pela apli.cação À tal que X(v) :À(n'l). Isso faz com que a

a parte 2, do Teorema 1, seja uma consequência direta da par-
te l do mesmo teorema.



OBSERVAÇÃO 3 - O Processo de blistura ((t) satisfaz ainda ase
guita expressão para a propriedade da aditividade:

ç:l(«) : ,>1. .çÍlx(«)
' x:Q(x);l '

TEOREMA ll - O processo de hlistura, definido no Teorema l,tem

como conjunto de distri.buições invariantes as medidas de pro-
babilidade permutãveis



2a PARTE

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA l

a) Construção do Processo

Seja nÉ;S. Nessas .condições o processo ((:1),...n será oPTo
cesso Nlarkoviano de Salto, assumindo valores no espaço

>l ( ( x)
X

Esse processo permanecera em uma configuração n, um tempo ex-

ponencial de parâmetro >1 X(lí) ao cabo do qual pulava para u-

ma nova configuração ç, escolhida ao acaso com probabilidade
Q(íl,o dada por

T n

>l x('F)
€l

n

Tu.(n)=(
>l À (lr)

n'É;l
n

Q(rl , ( )

Observemos que Q(n,n)

mos que >1 X(lr) > 0

Tí€10

0, VíleS e que >1 X(lí) >0 jã que supo
x€1

n

(+) A demonstração nao segue a ordem do enunciado
9
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Os instantes sucessivos de salto do processo serão cha

mados de T8,Tni'TZ'.. e as post.ções sucessivas por ele assumi

das, serão chamadas de n0'rll,r12''' ' ou seja, para todo n zO

;: : -. ;. ,: ' ' ' '=*:

com TB =o e no =íl

Passemos à construção do processo

Consideremos {Nv:vÉ;El} uma família de processos pontuais

de Poisson, em ]R+, i.ndependentes, de parâmetros X(v) defini-
dos no espaço de probabilidade (Q,É3,P)

OBSERVAÇÃO 1 - Coiro E é enumerável, o conjunto de realizações
para as quais hã coincidências nos tempos de salto de ao me-
nos dois dos processos pontuais de Poisson, tem medida nula

Podemos portanto considerar Q corno sendo o conjunto de rea-
lizações para as quais não há coincidênci.as

Seja N um processo de Poisson, a-fmi.to, definido em

]0,w[ xE, munido da a-á]gebra, produto da a-ãlgebra boreliana

e da a-álgebra das partes de E, dado por

N(Bxl ;.) >l Nt''(B; ')
x€1

VBGB ( [ 0 ,m[) (a.l)

e leE, l finito

Seja ai.nda, At a a-ãlgebra gerada pelas variáveis aleató
rias {N(]0,slxl,'):0<sÉt,lcE}

Definimos então:
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T: =i.nfÍtz0: N(]0,tJxln)>o}
Como

>l x('í)ç >1 E À(«)É >1 >1 x(1)Irei. xeZ : lreE: xGZ : VGI
n n(x):i T..rn(x)*n(x) n(x)Li ''''x

*cz' -'''("') : Inl .i. x(«')«",
. (;15'::l " ''' ' " ''"o

resulta que TI é variável aleatória com di.stri.buição exponen
cial de parâmetro >1 X(n)

v€1
n

Suponhamos que xleE seja a (única) transformação ocorri-

da no instante Tl;,'nl e Tv são variável.s aleatórias indepen-
dentes e

(a . 2)

À(a)
>l x(m)

Irei
n

se Ta(n) * n

P( ü ]. :a )

0 , caso contrario

Denotando por rll o estado do processo (nt' depor.s da primeira
trans formação , isto } é ,

rll : T.ül(rl) ,

temos



1 2

>l X(a)aCI
n

T.n:nl
>l x(1)

K€1
n

Q(n ,'ll) a'} : P("1:'):
n

T.''l:nl

Prossegui.ndo na construção dos tempos de salto, defina
mos

Tn2: iní'jt>Tl: N(tTI.,tlxlnl)>ol'

Como TI é tempo de parada para o processo N e, rll (e por-

tanto lnl) é ATl-mensurável, temos que, condicionalmente em

ATrl, T2 TI é uma variável aleatória exponencial com parâme-

tro >1 À(.r) «m
lí€1

nl

Seja v2 a (Única) transformação ocorrida no instante Tn
Temos que

-t >1 x,(lr)

"):P(lr2:a, Tn2'Tn>t/AFR)
À (a)

>l x(lí)
x€1

nl

e definimos o elemento rl? como

n2 : T"2Cnl)

Por recorrência, temos então Vn zO

'rn+l : inflt>T:: N(]T:,tlxlnn)>0}
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e

nn+l : T«n...l(nn)

vn+l e a (Única) transformação ocorrida no i.nstante

OBSERVAÇÃO 2 - Para maiores esclarecimentos, no que se refere

às propriedades do processo pontual de Poi.sson utilizadas aqui,
ver [to [4]

b) Continuando a demonstração do teorema, provemos que o
processo construído acima é não explosi.vo, isto é,

lim Tnn r" quase certamente (q.c.),Vneg

Para isso provemos o seguinte lema

LEMA 1 - Seja (Tn)nzl os instantes de salto de um processo de

Markov (Xt) a valores num conjunto F, enumerãvel e suponhamos

ainda que as taxas de salto q(.), satisfaçam a seguinte con-
dição

suP q(x)
x€F

< 00

Então

P(lim Tn : ")
ll-'>oo ''

DEMONSTRAÇÃO - Seja (Yn)nzl a cadeia i.mersa do processo (Xt)tZO

Toincmos uma sequência de pari.ãvei.s aleatórias, (U.,Vn) nzl,
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i.ndependentes, de leis exponenci.ais de parâmetros q(Y.)
q(Yn) respectivamente e definimos Vn zl

Sn

n

i=].min(Ui'Vi)

As pari.ãveis aleatÕri.as TI ,T?, são dadas por

T
n

n

2:": Vn 2 l,

e portanto , Vn à l

Í
/ Sn < T. q.c

Por outro pela lei dos grandes números

õ= l
ii" ''''' ''M- q.c

o que implica

S. ---* w q

e portanto,

'h --"''' " q.'

Voltando ao processo (CTI) , observamos que se

neSr : {(GS: lcl= 1} para r : i,2,

então Vt ZO, (nCgr' conjunto enumerãvel, e como

D

míp E X(v) $ r' >1 x(lr) <®,

nes, "€1n "€10
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temos, pelo Lema l,

P(lim Tn :")
R-+oo ''

c) a demonstração da propriedade de adi.tividade para o
processo em questão é dada a seguir

Obs erveinos que Ví) , (eS e É;E

c.l TTrn(x) v Tx((x) g ]- , VxeZ

C.2 - T.ü(nvo : Tlrn v T.ü(

Tomemos n,(es e ordenemos os instantes de salto de' (:l e

cli numa seqüência crescente Un' Chamemos lrn a transformação o-
corra.da no instante U., n 2 l

OBSERVAÇÃO 1 - Se Un é um instante de salto para os dois pro-

a transformação que atuano processo c:l

coi.nade com a transformação que atua em (f nesse instante.

Provámos por i.ndução, que Vn zl, t€1Un'Un+l[

(n entãoGessos, e ( t 't

Cc.3)

i) para teEUI'U2[, suponhamos que UI é um i.nstante de
salto para o processo C:l. Então

e (li : T.n (o ç
ou
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isto é, UI é Ounão um instante de salto para o processo (ço

Se t <UI' então (nv( =QVC pois, supondo por absurdo que

TI <UI é um instante de salto para o processo (:lvz; e T a trans-

formação ocorra.da em TI,

T (n "o : n"( , se t »'rl '

o que implica, por (c.2) , que

Tu.r] #]] ou Trl( #( e TI

é um i.nstante de salto para (nt ou (C. Mas isso é absurdo, pela cona

trução dos U:,

Então

(
n

(
( v(t t se tG[0,Ul[

e

TV (rl"o se t€1UI 'U2t

Supondo (c.3) verdadeiro para tG[Un'Un+l[, Vn Kk-], te
mos

íi) se tÉ;EUk'Uk+l[ e Uk é um instante de salto para o pro
cesso (:, então

(nt : Tvk((nk-l) # Cuk.l e [( : Tvk(CÇk.l)

Por outro lado, para t # Uj , iÉ k, t não é um instante
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de salto para o processo (ntvZ; e .se tG[Uk,Uk+l[

Ç:"( : T.k((UkÇ:) : TVk(CUk.:) "T«k(qk.l)

d) Pro15riedade da .dualidade

LEMA 2 - Seja (C':)tZ0' AGÊ, o processo Mark(iúiano de salto, de-
finido em (1-2) . Então, sob as condições do Teorema 1-1 e 1-2i
para todo t z 0, AeÊ e nCg,

L'A ' ). Q(X)n
Ax€C (u)t

DEblONSTRAÇAO - Consi.detemos inicialmente que >1 À (T) = C <m

(basta supor que para partículas suficientemente afastadas, não
há interação)

€E

Então

EL:n (:](x)] : Pkt(x):l, xa)

n e'tctn *(«1) . . .X(Tn) l(T.í.0...0TH (Q(x):l, VxM)

nzl '-ii!-- À("1) . . . À ("n)l(v:l) 0 . . .Oxnl (A) 'tx:D (x) :l}) :

xllí2 ' ' 'lrn

nz J:::::Ç: i(v?) ...51("nl) l(Talo...o«l;l(A)'Íx:n(x):l})
TílTr2 ' ' 'lrn

P(Cfclx:R(x):l} = E (d.l)
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No caso geral, isto~, sem a restrição na l A(TT), con
n 1r6E 

sideremos uma seqü~ncia de conjuntos finitos E crescendo pa-

ra E, e os geradores 

l A(TT)[fÜTTT-f] 

TT6En 

-
definido em S para f: S -+ :R, limitada; e 

- -
definido em E para g: E -+ R, limitada. 

Os processos (i~' 0

) e (C~•·) de geradores Ln e [n' res

pectivamente, tem Í propriedade da dualidade, por (d.l). 

Provemos que ! 

(d. 2) 

(d.3) 

quando ntoo. 

Inicialmente, provemos que Vn6S 

-
- (d.4) 

e um martingal. 

Por construção çi satisfaz: 
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rt

«czl. T.(ç:-) -(!.]N"(ds),

e qualquer que seja a função ali'ndrica f,

f(C:) : í((B) ' à: l,EÍ(T.((:-)) -f((!.)]N"(ds),

Por outro lado,

pt

rcdt) : f((o) ' ..: [']f(T.(z;:.)) -f((:.)](N"-À("))ds '

ft

«ez L'EÍ(T.((:.)) - f((:.)]À(")ds,

r(ç:l) -r(ç8b -ÇLf((:.)ds ; à: [Y;W"-À("))ds. (d.q

/o que i.mplica

onde Ys : f(Tlí((s-)) - f((s.)

Mas, como o termo ã direita de (d.5) é um martingal pois

(N"([0,s])-X(K)s)SZO é um martinga] e Ys é um processo adap-
tado e contínuo à esquerda, conclux'mos que (d.4) é -também um

martingal

Temos então que, para todo n 2 l

Mt : f(Çn,n) -f((n,n) -lÍtLní(cs.rt)ds
e

Mt : f((t)'f ((n) - 1) Lf((n-)ds
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são inartinç,ai.s e

lã%l E(Mn) = -ã-t Ef((n,n) -Lnf((n,rl) = 0

'ãt E(Mt) é :'ü:) Lr( ( i2 ) 0 ,

ou s eja,

l4 EÍ((il'b --4 Er((:1) Lf((rl) - Lnf(Cn,n)

Logo, para provarmos (d.2) ê suficiente provarmos que Ln
converge para L, fracamente, ou seja para.toda função f, ci-
líndrica,

ILnf-Lfjl. ---'> 0 quando n4'm

Mas

ILnf-Lfjl. 11 ÍànX(")[íoT.«-í]ll. g

É >1 . À (lr)llf.T.-fll

e quando Ente, ]n0: Vn zn0' jfTv-fl :0, Vn.éE:n, jã que f é fun-
ção cilíndri.ca

A demonstração de (d.3) é análoga e portanto podemos con-

cluir que os processos (nt e CA tem a propriedade de dualidade
qua[quer que seja rleS e AeE . []

Tomemos agora (nn)nzl' uma seqüência crescente em S que
converge para neS e AeE

ET

e
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Pelo Lema 2, os processos (rln e CA tem a propriedade da
duali.dade Vn à l

Defi.ni,mos

;: : :j.= ;'"

Observemos que, como (tn tem a propriedade da aditivida

de e nn é uma seqüência crescente, então, ((tn)nzl é também u
]na sequencJ-a crescente e portanto existe o limite defi.nado a
f' l Tn n

n
tem acomo ( t

Para concluirmos que VALE, êles e t zO,

'Lg.;:.*,] E l n n (x)
x€

provemos o seguinte lema

LEMA 3 - (2 definido acima, nâo depende da particular seqüên

cia (nn)nzl escolhi.da

DEMONSTRAÇÃO - Sejam (nn)nzl e ((n)nzl' duas sequências crer
contes em S convergindo para n. Então )

lim
n->oo

n = lim cn n

e Vk, ]Nk: nk g(N.,' o que implica

(N.n
lim c." glim ct tk->m k-.>m ::« ;:",

B-+oo '

e analogamente Vk, ]Mk: (k $r)M,. e
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i] ;:* ::! ;l"* : zi= ;"«
o que conclui a demonsti'ação.

Temos, então, pelo Lema 2, que para todo n zl,

P

D

' [.:.;:".*,] : '[ .:.-..*,] ....,
e tomando o lilni.te, obtemos o resultado desejado, isto é, ((...)
e (Ct) tem a propri.edade de dualidade

OBSERVAÇÃO - Nesse Item provámos a propriedade enunciada em

1-3 e a usaremos a seguir para provar que o processo (:l defi-

nido em 1-1 tem a propriedade de Feller e que seu gerador é
dado por L.

e) Defi.nimos

Qt(n,') p( (:1; ') , vnes

Vamos mostrar que (ç;,tz0) é um processo de Markov,dose

mi-grupo Qt e que Qt é um semi-grupo de Feller

Observemos que Qt possui as seguintes propriedades

i) sua restrição ao conjunto S é um semi-grupo pois a pro.

pri.edade .de bÍarkov aplicada a ((n) para nCS, permite
no s escrever :

Qt...s (rl,o P((:.s;0 QsQt(n,c)
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ii) A aplicação n ---'" Qt(n,') é para todo t zO, uma apli
cação fracamente contínua de S no conjunto das medidas de pro
babilidade eln S, isto é,

rl11; Qtí'(n) : Qtí(no), vtzo

e f, contínua em S.

Basta observar que se nk é uma seqüência em S que convem
ge para rl e

gA(n) n R(x) ,
xGA

então Vk 2 l

E(gA(Ct") : E(g.A(nk))

e como EgA(z;nk) converge para E(g A(n) poisCA é fi.nato e se
nk "'' n, então nk(x) :r)(x) , VxeC{,'t a partir de ula certo in-
dize.

n

t

Logo,

:= 'g.ktb EgAü:)

Para concluir que ((;) é um p.rocesso de Markov de semi

grupo (Qt) , resta-nos provar que,

EEf((:)g((nt+s)]: IÍQs(n,dof(oIÍQt((,dn)g(rl) ,
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qualquer que seja f,g, funções contínuas em S.

Consideremos então uma seqüência (nn) .crescente, tal que
nnÉ;S, Vn :1,2,.. . e nn cresce para rl. Sabemos que (sn e Ctn crescem res-

pectivamente para z;nt e çt+s ' E]Ltâo , pelo Teorema da Convergência Dominada

e pela continuidade da aplicação n ---''- Qt(n,') , temos o resultado desejado.

f) Provemos que o gerador de (. é dado por L sobre as fun-
ções cilx'ndricas f

Mas isso é imediato Ja que,

PO

Mt : f(z;t) -fc(rl) - l Lf((!.)ds

é um martingal,'(ver d.4) , e portanto,

ãa Ef((n) t:0 : LfCrl)

g) Para todo neS, a função aleatória ((:) é q.c. contí
nua à direi.ta e admite limites ã esquerda

Essa propriedade é verdadeira para neS, por construção

Seja nn uma sequência crescente em S convergindo para êles

Para todo xÉ;Z, definimos,

ÍI, se R(x) :l
o.(n) : l

10, caso contrario.

Então, Vt 2 0

Mt": 0x((:") - O,.(n.) - [LO,:((;!)ds,
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é uln lnartingal cad lae, ou seja. as trajetórias do parti.ngal

são contínuas à direita e convergem para uin limite ã esquerda
em cada i.ns tanto t

Para todo t z.0, Mtn converge quase certamente para

l

": ox(dt) - ox(n)
t

LO )dsSX

pois 0.,. e LO. são contz'nuas e limitadas

Pela desigualdade de Doob, temos

E (sllP 'uH$t «=' :' ''... «:" - ~:'1:,
e a expressão da direita, tende para zero quando n e p tendem
ao infinito, pelo teorema da Convergência Dominada

Logo, uma sub-sequência

niformemente em u€1[0,t] para Mn(u)

tz0)Então cad laee q C e comot '

n n
(M (.o) ) nU converge q .c . em u , u-

LOx(Ç:)0

ê contínua em t, as funções t -) 0x((t) são cad lae para todo
xeZ e portanto também



DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA llt

Seja ((nt)tz0' neS, o processo defina.do no Teorema l e su-

ponhamos que p é uma medi.da i.nvariante. Queremos provar que p
e permutãvel, isto é, VA,BeE: IAI = IBI,

H(((x) :l ,xGA) = p(( Cx) ,xGB)

Mas, se p é invariante, qualquer que seja t zO,

u(((x):l,xeA) : l u(dn)P(dt(x):l,xCA)
e

U(((x):l,xeB) : 1. u(dn)P(dt(x):l-,xCB);s '

Além disso, pela propriedade da dualidade, (l-d),

p(drl)P(dt(x):l,xeA) ; .21np(ct:D)u(n(z):t,zcD)' DeE '

e

n(dn)P(dt(x):l,xeB) : DãÊp(Ct:D)U(n(z):t,zCD)

(Ü)--Lembramos que a demonstração será feitapara U E onde N
xCZ xpn

é um número natural fi.xado. 2P3, ...,N

-26-
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Portanto, (qualquer que seja t z 0

lu(((x):l,xeA)-u(((x):l,xeB) lg.>1=tp(ct:n)-p(cil:D) l (o.l)DeE ' '

Logo , se provarmos que :

t:= .>1.lpCce';.Q -pK::m 1 : o u.a
VA,BeE: IAI = iBI, teremos mostrado que U é uma medida permu-

tãvel. Provemos então o segui.nte lema para o caso em que A,B

forem distintos em apenas um elemento, jã que nos demais casos,
(0.1) segue por i.ndução.

LEMA 1 - Sejam C} e CB dois processos, definidos no teorema
1-2, com A,BeE, IAI = IBI e IA-Bl=1. Então,

!iln .>1; ip(ct:D) -P(c:;D) 1: ot->m DÉ;E ' '

DEMONSTRAÇÃO - O lema seta demonstrado acoplando-se Ct e CB de

maneira que, para todo uGQ, c: =cil para todo t >T(u) ,ou seja,
vamos mostrar que existe um. processo Markoviano de"salto

,RA '.B.
t't''tJ tZ0'

que assume valores no conjunto E xÊ de maneira que, a primei-

ra projeção, (êx), seja um associado, (dual), do processo de

mistura, tendo L como gerador infinitesimal, onde L é o gera-
dor associ.ado de L e A como configuração inicial e que CB a

segui-tda projeção, seja também um associado do processo de mis-
tura, de gerador L e que tem B como confiauracão inicial
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Em resumo, o processo acoplado será construído de modo

que

(1) Zt : (CA,CB)tz0' seja um processo blarkoviano de sal
to, com espaço de estado E xE e estado i.nicial (A,B)

para todo t zO, CA teta a mesma distri.buição de pro-

babilidade de ct e c{ a mesma de cil;

para quase toda realização, CA =CB, Vt >T, ' onde T

e um tempo de parada, finito com probabi].idade l

)

(2)

(3)

DEFINIÇÃO DO ACOPLAMENTO

Consideremos 3 processos de Poisson, Ni,Nz e N3, defina
dos em [0,m[ xE, independentes entre si, i.denticamente distri
buÍdos com:

N:(Bxl,') : àiNl;(B,')

onde N:, lrC.[, i=1,2,3, são processos pontuais de Poi.sson em

[0,m[ xE, independentes entre si, de parâmetro À(IT) ,qual.squer
que sejam BÉ;13([0,m[) e ]cE, ] fmi.to

A cada ocorrência do processo pontual de Poisson N] , (PPP(i)),
uma permutação veE é apli.cada nas partículas situadas em Z, da
seguinte forma

a) se T for determinada pelo PPP(1), lr atuarã sobre as

partículas de ct, somente no caso em que o suporte da

permutação não contiver partículas de C: ocupando po-
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lições onde hajam partículas de ct;

b) se .lí for determinada pelo PPP(2), lí atuarã sobre as

partículas de cil, somente no caso em que o suporte da

permutação não contiver partículas de Ct ocupando po-

sições onde hajam partículas de cT;

c) e finalmente, atuarão as permutáções,determinadas pe-

lo PPP(3) se houver superposição de partículas de ct

e Ct' Nesse caso, elas também agirão sobre as outras par'
tÍculas de C.f.e CB que estiverem em seus raios de a-
ção (suporte)

Para fácil i.ta.r':'a argumentação, chamámos de partículas do

ti.po l ãs partículas de C} sujeitas a marcas determinadas pe-

lo PPP(1); ãs partículas de C:, sujeitas a marcas determina-
das pelo PPPC2), de partículas do tipo 2 e ãs partículas de

CtncS, de partículas do ti.po 3

Observemos que, pela construção do acoplamento,ocorre u-

ma superposição de partículas quando uma marca determinada

pelo PPP(1) , (ou analogamente pelo PPP(2)) , provocar uma per-

mutação numa partícula do tipo l, (ti.po 2) , fazendo-a saltar

para uma post.ção onde haja uma partícula do ti.po 2 (tipo l);e

que após a sua ocorrência, a superposição das partículas não
mais de desfaz

E x,n

Formalmente, a defina.ção do acoplamento pode ser dada por

U
x€Z

n=2,...,N
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a) se no instante t houver uma marca do processo Nlr e

suporte KncÊ.ncil. g,

então,

ÚÊ,'il) («(õt.) , e:.) ;

b) se no instante t houver uma marca do processo 'N1l e
se

r

suporte TriCA.nCB. : çó,

/9

/

r-
úe' , õ:)

c) se no instante t houver uma marca do processo NT e' 3

se

então

(ÕÍ. ,«(õF.) ) ;

suporte finCA.nCB. # g,

então,

(õt,õ{) ; («(õ':.) ;«(õ:.))

Ê imediato que, a partir de a, b e c, (1) e (2) ocorrem,

pois se olharmos, por exemplo para CA, observaremos que esse

processo é construx'do de manei.ra semelhante ao processo do
Teorema 1-2, sendo que aqui., o processo pontual de Poi.sson é
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composto de pedaços disjuntos dos processos i.ndepcndentes Ni
p r\l '

A demonstração de (3) que se segue, seta feita conside-

rando-se as di.ferentes cardinali.dades de A e B para A,BCE tal

que,

IAI = IBI e IA-BI = l

OBSERVAÇOES - Denotaremos daqui para a frente, num abuso de lin

guagem, CA por CA e CB por CB

3-1) Consideremos inicialmente A,BÉ;E:

A : {x}, B = {y}

com x #y e suponhamos, sem perda de generali.dado,que x <y,is-
to é, inicialmente as partículas localizam-se como na Fi.guia
l

® ©
X y

Figura l

Como não existem partx'culas do tipo 3, somente as permu-

tações determinadas pelo PPP(1) e PPP(2) é que, efeti.vamente,

provocarão mudanças nas posições das partz+culas

Chamemos de Dt' a distância .das partz'Guias no instante t

Dt 'Í*'-'Í''l, Vt 2 0 ,

e indiquemos por (Xn)nz0, a cadeia imersa do processo Dt' is



se toro .a. r .

. .. .l,l lll... .:.; ....,;

se teEal 'a2[,

no qual ocorre uma mudança l
m suc es s i,lamente .

0 É n < L, onde

ntn:Xn:0},

permutação, uma e somente un

ento.

e a cadeia Xn' atinge o este
nos as probabi.lidades de ti

aulas se si.tuas como na Figa

robabilidade são análogas.

am recurso de demonstração ,

Lado zero , isto é, C't é i.nd
cremos:

i eÍO .l . . .. .N-l }
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to e

XO : Dt se tÉ;[0 ,al[,

al ê o.primeiro i.nstante no qual ocorre uma mudança na po
lição das partículas;

XI : Dt se tCEal'a2[,

onde a2 ê o segundo instante no qual ocorre uma mudança na po
sição das partículas, e assim sucessivamente.

Notemos que Xn #Xn+l' V 0 gn <i, onde

L = mintn:Xn:0} ,

pois toda vez que ocorre uma permutação, uma e somente lma das
partículas sofre um deslocamento

Como queremos provar que a cadeia X., atinge o estado ze-

ro num campo finito, calculemos as probabilidades de transi-

ção no caso em que as partículas se si.tuam como na Figura l,

ja que nos demais casos as probabili.dade são análogas

Se considerarmos, como um recurso de demonstração, que a

cadeia não é absorvida no estado zero, isto é, CA é indepen-
dente de C:, Vt zO, então, teremos:

i) se d x-yl 2 N e leIO,1, ,N-l}
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. }1 .51(«) >1 51(x)
rr (x) :x- i lr (y);y+ j.

>l 51(") ''' >1 51(«) >1 51(«) ''' >1 51(«)
. "€1* «€1y "€1x "€1y

o>1:-i «Ni:''i (") l

2 ' >1 À ('«) l

velo J

+P (d ,d'''i)

E ic«) F i(«)
lr (x) =x+i v(yy;y- i

. . ''"' * , y '"' E i(") * E i(«)
"Clx "G\,. '

E ic«)* E i(«) l
x(0) ;+i T(0) :-i l

z. >1 x(v) l
"cio J

P(d,d- i) +

y

Notemos que, em ambos os casos, a la parcela refere-se ao

PPP(1) e a 2i' ao PPP(.2) e ainda que, pelo fato da distância

entre as partículas ser maior ou igual a N, existe apenas uma

posição possível para cada partícula, em cada caso..

Como X, por hi.pótese, é invariante por translação, con

cluímos que Vx,yÉ;Z: jx-yl = d, d 2 N e iet0,1,...,N-l}

P(d,d''"i) ; p(d,d-i) .

ii) se d: jx-yl < N, Vx,yeZ, leIO,1,...,N-l} e
>l À (1) = l

7rC10
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-''..*" - {l,71f!;;t!':: :'«, ' tJ ! t}.: *'«,l

-''..-:' : 41.71f! t!.:! :'«, . j ! !t! ,'-'l
Como d <N, podem existir, para alguns i.'se{0,1,...',N-l},

duas possíveis posições para cada partícula em cada caso,eco-

mo não sabemos, em geral, o valor de À para lí(x) =x :t (2d+l) e

ll(x):x t (2d-i), não.podemos concluir qüe

P(d,d+i) ,d-i)

Resumindo, temos que:

i) no conjunto {N,N+l,...}, a cadeia X., evolua como um

passeio aleatório simétri.co;

ii) no conjunto {0,1,...,N}, (X.) evolue como uma cadeia
de Markov, irredutível, podendo ati.ngir também o con-
junto {N,N+l,...}

Para a cadeia Xn' definida acima, consideremos os tempos

de paradas Ti' i;1,2,..., dado por:

TI minÍn>0: Yn:N}

T2 :Yn:N}

e as s im , sucess ivamente
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É imediato que TI <m pois, qualquer que seja o estado i-
nicial, a cadeia Xn' ou realiza um passeio aleatório simétri-
co em {N,N+l,...} e portanto vi.sita o estado N infinita vezes,

ou ati.nge o estado N parti.ndo de algum elemento do conjun-

toÍO,l,...,N-l}. Como em ambos os conjuntos, {0,1,...,N-l} e

e {N,N+l,...}, a cadeia vi.sita o estado N, infini.tas vezes,

temos que Ti <" com probabilidade 1, Vi=1,2,

Definimos então, para todo i = 1,2 )

11, se Xn : 0 para algum neETi
U. ; 4

10, caso contrãri.o.

Por construção, as variáveis aleatórias Uj ,i=1,2,... são
independentes (pela propriedade forte de Markov) e identica-
mente di.stribuÍdas com

l

)

P(ui:l) : e, echo ,l [

Logo,

>l p(u; :l)
1:

o que implica, pelo Lema de BoTeI-Cantelli,. que

P(lim U.i :l) : l

e portanto

Dt c.p.l para algum t <m
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3-2) Tunemos agora A,BeE, de maneira que

,cm}

,cm}

x #y, m : 1,2,

Chamemos de Yn a cadeia imersa no processo bíarkoviano de

Salto, Zt ;(Ct'Ct), isto é, para todo n zO,

Yn : (An'Bn) (ct,c:) se tCEan'an...lt

onde an é o n-ésimo instante em que ocorre uma mudança na po
sição de pelo ]nenos uma partícula, (partx+cula 1, 2 ou 3) e on

de A. e B. são da forma

An
m: {x , c }n n n

Bn : {y.,c

e (AO 'B0) : (A,B)

Consideremos ainda as classes de conjunto, Fd'
d e{ O ,1 ,2 ,.. .} ,

dadas por

Fd : {({x,'l Zn} , {y , zl ' ,zH})eÊxÊ: jx-yj:d}
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Verá.fiquemos o comportajnento de Y. e consideremos, sem
perda de general i.dado, que inicialmente as partículas. se si-
tuam como na Figura 2

3c x l
C y 2

C

Figura 2

i) Se jx-yl =d zN, então não existe nenhuma pennutação que

afete ao mesmo tempo as partículas l e 2, e nesse caso, para
i€111 , . . . ,N-l} , temos

P(A , B) (d , d''- i) P(YleFd..i/Y0:(A,B)CFd)

(A,B)

(A,B)

«(X):X-i ) ''' Q)>ly'''j. ]

*u,nLp :.i «w):*i )

P (A,B) (d,d-i)
«(x):x*i «Q):r-i )]

*il,*, [...':*:''«, * ;:-: '"']
Para i = 0,

N-l
p(A,B)(d,d) : 1- >1 p(A,B)(d,d'i) : l-Z'X(}ls) E i(«)
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É imedi.ato que, se a distânci.a das partículas do tipo 3,

em relação ãs pílrtÍculas isoladas, for maior ou igual a N,ain-
da teremos

P(A,B)(d,d'''i) : P(A,B)(d,d-i)

Para todas as outras possíveis posições das partículas do

tipo 3, as probabilidades p(A,B)(d,d+i) e p(A,B)(d,d-i) se es-
crevem de modo análogo ãs probabilidades dadas acima

Em resumo, podemos argumentar que,. quando tomamos jx-yjz
z N, todas as permutações que agiam sobre as partículas l e 2,

no caso (3-1,i) , continuam agindo aqui, com a condição de que,

algumas são determinadas, por exemplo, pelo PPP(1) e outras

pelo PPP(3). Por outro lado, como o valor dado a cada permu-

tação é o mesmo, independentemente do processo que o determi-

nou, segue que para todo (A,B)eFd' d zN e i.eÍO,l,...,N-l},

P(A,B) (d,d'''i) P(A,B) (d,d-i)

[...}:.::'«, ' . .;:.::'"']
com,

k(A,B) ' ,e}.B "€1, ) :
IAuB 1 >1 51(v)

velo

l)enotemos ,
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'';:-:,'«, * ....\
Então, para todo (A,B)É;Fd, d zN, j.êttl,

E(O,i) = k'l

(N-l) } ,

E(0,i) g P(A,B) (d,d+i) (3 .2- 1)

e

a (0 ,0)
:t (N - l )

i:ul 0,i) ZP(A,B) (d,d) (3 . 2- 2)

i.i) Se (A,B)eFd, dÉ;to,l,...,N-l} é .fácil de ver que em ge

ral,

P(A,B)(d,d'''i) :P(A,B)(d,d-i)

Por outro lado, para dlêÍI,...,N-l}, d2€ÍI,...,dl+N.-l}
e (A, B) CF d

P(A,B) (d].,d2) > O

e p(A,B)(dl'0) :0 se (A,B) é tal que, existe pelo menos

partícula do tipo 3, entre as partículas l e 2

Consideremos então, para todo det2,...,N-l}

uma

x,zl''..,Zm}, {y,zl'...,Zm})GFd

x<y então Vi=1 , . . . ,m, c.i <x ou

x>y então Vi=1,...,m, c:>x ou
Fd

Logo,
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P(A,B) (d,0) > O, V(A,B) cFd

Para (A,B)eFa, deÍI,...,N-llieÍül,...,iN-l}, chalneinos

g(A,B) (d,d'''i) : -'l:(:l:gi) (A,B)(d,d'i) sp(A,B)(d,d'''i)

E como g(A,B)(d,d+i) não depende das posições (eln Z) das
partículas do tipo 3 quando estas estão a uma distânci.a maior

ou igual a N, de ambas as partículas l e 2, podemos definir:

E(d,d+i)
inflg(A,B) (d ,d+i.)

/

"TIRO,n N 'a'D

(A ,B) eFd}

(A,B)CFd e AuBc[0,3N+m]} (3 .2'3)

e para (A,B) CFd

E(d,0) : minÍg(A,B)(d,0) : (A,B)CFd e AuB'[0,3N+mJ} (3.2-4)

Então, V(A,B)eFd' dÉ;ÍI,... ,N-l}

P(A,B)(d,d) É l a(d,d) . (3 .2-5)

Denotemos ainda,

e = infÍE(d,0),d€11,... ,N-ll}

maxja(0,0) , a(d,d) ,d€11

e provemos que, se YO : (A,B)eFd, d zl, então

J

,~-:,}

pl n {Y.eFd}/Yo:(A,B)l (3 .2-6)



Mas,

que

P(YteFd'...,Yn-leFdIY0;(A,B)) É an'l ,

P(YIÉ;Fd ' .. . ?YnÉ;Fd IY0: CA ,B) )

(An-l 'Bi;-l) eFdP (YneFd IYn-l:(An-t 'Bn-l)) '

'P(Yn-l:l(An-l'Bn-l),Yn-2€Fd' ' .YICFdIY0:(A,B)) g

(a' n-l 'Bn-l) eFd (Yn-l:( n-l 'Bn-l) ,Yn-2GFd, ' ' ' ,YICFd IY0:(A,B))

ct 'P(Yn-lCFd' ' 'YIÉ;Fd IYo; (A ,B) )

Portanto,

PI n:ÍY.CFdllYo:u,nl ' li" -"

Seja (Zn) um passeio aleatório simétrico em Z, com pro
baba.li.dado de transição dada por: VxÉ;Z, ietl,...,N-l}

P(Zt:x+ilZ0:x) : P(Zt:x-ilz0:x)

Í

<
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= 

= 

da, 
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I À(1r) + I À(1r) 

1r(O)=i 1r(O)=-i 

= q(x,x+i) = -----
-----

-

2• I 5:c1r) 
1r6I 0 

Para Y 
O 

= (A, 13) 6F d, d ~ 1, definimos os instantes de para-

e assim sucessivamente. 

Provemos por indução, que para todo n ~ 1, 

(3.2-7) 

Para n=l 
00 

P(Y E:F /Y =CA,B)) = I P(YkE:Fd , -r 1=klY0=CA,B)°") = 

T 1 dl O k=l 1 

00 

I I P(YkE:F~ ,Yk-1=CAk-l'Bk-l)-r1=klYo=CA,B)) = 

k=l (Ak-l'Bk-l)€Fd 1 · 
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k=1 (Ak.].,Bk-l)eFd)P(Yk-l:(Ak

: q(d,dl)P('rl<"lYo:(A,B)): q(d,dl)

A Última igualdade decorre de (3

Supondo que,

P(YTleFdl'''''YT . tÉ;Fdn.tIY0:(A,B)) : q(d,dl)'''q(dn-2'dn-l)

temos , .r

P(YT eFdn' YTn.ICFdn'.I' ' ' ' 'YvleFdlIY0:(A,B))

i:Tn-2+l j >llP(Yi.+.J GFd 'rn:i+j ,YieFdn-l'tn'l:t'' ' ' ,Y.ttGFdtIY0:(A,B)):

'i:TnE2+l j>ll(A' ,B')eFdlP(Yi+jeFdn'Tn:l+j IYi:(A' ,B')Tn-l:i) '

'P(Yi:(A' ,B')Vn-l:i. ' 'Y.tlGFdl IY0: (A,B)) :

CX) r» 00

'i.=T 2+l (A'>IB') ljlllp(YjCFdn''tl:j IYo:(A' ,S')J'

'P(Yi:(A' ,B')'rn-].:i, ' ' . ,Yv eFdl IYo:(A,B)) :

; q(dn.l 'dn) 'P(YTn.leFdn.:J' ' ' ' TleFdl IY0:(A,B))

Preferimos provar a propriedade forte de Markov para
ia Y . em vez de utiliza-la na demonstração acima

klV) T (A B))Bkl l l 0

6)2

/

a

jade n
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Finalal i.zando a demonstração, tomemos

YO : (A,B)eFd' d 2 N e

YneFd' dÉ;ll,...,N-ll}

se YnGFd.

sl
Vn 2 l

Por (3.2-6) e (3.2-7) , temos que

P(SI''m l YO : (A , B) )

Seja então

jinítn>si: YnGFd' d 2 N}
r -lm se YnÉ;F0 para algum n >SI
l-N, caso contrario.

/

TI

infÍn>T l
se

N -N.se

YnÉ;Fd' d€11,...,N-lJ} se TI < «

TI

TI

infÍn>S2: YnCFd' dzN} ,se S2 < "
se S. = m ouá

S2 < " e YneF0 para algum n > S2

caso contrãri.o

)

) 0

S2

T2

N

e as s im suces s ivamente .

Como P(Tl:-NIY0:(A,B)) :0, privemos que

jilmm P(Tn':("lY0:(A,B)) : 0
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(Tl:wIYo:(A,B)) g

+lcrolsl<« e Y0:(A,B))
''HU )

P

(A B k))k

)

k

(YSl+lCF0lSl<" e Y0:(A,B))

N-l

dk:l (Ak,Bk;eF,] P(Yk+lCF0l'rk

.:!:b:.JAk BPSl:kjYo;(A,D)
P (Sl<w IVo : (A , B) )

N-l

Úk l mk'skicpa. PWk.IGFo IYk:Mk,BP)'k

P(Yk:(Ak'Bk)Si:kjVo:(A,S)) z

N-l
k>ll ,l >1.P(YkCFd, , Sl:kIYn=(A,B)

(A Bk k d k

Logo,

P(TJ.<"lY0:(A,B)) g l - ;

P(S2«"lYo:(A,B)) : P(S2«nlTI«",Y0:(A,B)

'P(TI''miTO:(A,B)) g

$ P(S2<mITl<", Y0:(A,B))(1-;)
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e por recorrência, temos: 

lim P(Tn<00 IYo=(A,B)) ~ lim (1-É)n = O 

n+oo 
n+oo 

ou seja 

lim 
n-+oo 

n I P(Sk<oo e YntF
0 

para algum n>SkJY0=(A,B)) = 1 

k=l 

e podemos concluir ~ue, 

/. 
P(YnEF~ para algum n~llY0=(A,B)) = 1. 

- o -
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