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CAPITULO I

O objetivo deste trabalho & apresentar a Analise de Varian-
cia Multivariada Nao-Paramétrica como uma extensao da Ana-

lise de Variancia Multivariada Paramétrica.

Inicialmente, no Capitulo II, faremos um resumo do material
encontrado em Randles & Wolfe (1979) e Hollander & Wolfe
(1973) sobre Andlise de Varidncia Univariada Nao-Paramétri-

ca.

Logo apds, no Capitulo III, generalizaremos a Analise da
Variadncia Univariada para a Andlise de Variancia  Multiva-
riada Nao-Paramétrica, utilizando-se dés resultados de Puri
& Sen (1971) . Este capitulo é basico pois fornecera
resultados necessarics para o entendimento e o desenvolvi-

mento dos proximos.

. No Caﬁitulo 1V, faremos a Ahélise de Variancia Multivariada
Nao-Paramétrica para planejamentos de experimentos em blo-
cos incompletos, como uma extensao da Andlise de Variancia
para planejamentos &k experimentos em blocos completos apre-
sentada no Capitulo III. Ainda no Capitulo IV, trataremos
da Analise de Covaridncia Multivariada Nao-Paramétrica, pa-
ra observacoes alinhadas ou nao, além de procedimentos e

testes simultdneos para este tipo de analise.



Completaremos a parte tedrica no Capitulo V, onde apre-

sentaremos a Analise de Perfil Multivariada Nao-
trica para dados que diferem por deslocamento ou
baseando-se nos trabalhos de Bhapkar & Patterson

e Bhapkar (1979).

No Capitulo VI, faremos aplicagoes dos assuntos

citados.

Paramé-
escala,

(1977)

acima



CAPITULO II

ANALISE DE VARIANCIA NAO PARAMETRICA UNIVARIADA

Neste capitulo vamos desenvolver de modo resumido, alguns
resultados sobre Analise de Variancia Univariada, tomando
como base Myles, H. & Wolfe, D.A (1973) e Randles, R. H.

& Wolfe, D.A. (1979).

2.1 - EXPERIMENTOS COM UM FATOR (ONE WAY LAYOUT )

Sejam xij’ i=1,..., k ; i=1,..., n

dentes de k tratamentos, com nj observagoes do trata-

a.a. indepen-

mento Jj.
Assumiremos que:

i) X,. = u + T, + e.. ; j=1l,..,k;i=1,..., n

ij i ij J
onde pu & a média geral e T € o efeito devido ao trata-
' k
mento J e z T. =0.
. . J
j=1
" ii) Os eij sao mutuamente independentes com a mesma dis-

tribuigao continua F.
Queremos testar

(2.1) H :'rl = i, = 'fk contra alguma alternativa de interes-

Se.



Mas se tomarmos ej = u + Tj ; j=1,..., k o proble-

ma recai em testar

HO s 61 = .. = Bk versus alguma alternativa de
interesse.
onde ej é a média da populagao com f.d.a. F( x - ej ) .
Se Rij e o posto de Xij sobre Xll""’ Xlnl' le .
7o swy X2n2 7oss§ xkl’ isw e ank, sob HO 5 81 = .. =
= ' * = )
= 8, + R ( Ryqres-r Rlnl""’ Ryqreeers Rknk ) tem

distribuicao uniforme sobre

R= { r | r & um permutagdo dos inteiros 1l,..., ¥ = I nj}
J=1

pelo resultado ,

(2.2) Seja Zyseeer & uma amostra aleatdoria de uma dis-
_ 1 N

- . * * *
. tribuicgao continua, e R™ = ( Rl; S RN ) um vetor-

*

~de postos, onde R, - €& o posto de Zy sobre %

i 17 e ZN.Se

R={r :r & uma permutagao dos inteiros 1,..., N } , en-

-~ * - . n
t3o0 R & uniformemente distribuida sobre R-

s v * -
Como consequéncia de (2.2), gqualquer estatistica V ( RY)

funcao de Xll""' Xlnl"°" Xkl' # &y ank somente atra-

vés de R* & livre de distribuigdo ndo paramétrica, sobre

a classe das distribuigGes continuas F, sob Ho'
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Dizémos que uma estatistica T & livre de distribuigso so-
bre uma classe de distribuig¢oes (], se a distribuigdo de
T & a mesma para toda distribuicao com elemen-
tos de Q. Se ) possui mais de um elemento, dizemos

que | & livre de distribuicao nao- paramétrica sobre .

Vejamos agora alguns exemplos de alternativas e testes

associados a estas.

Exemplo 2.1

Hy = Oi # ej para pelo menos um i # j.
n.
1 ] .
Tomemos R.j = — & Rij . Sob H_, usando (2.2) ,
n., i=1
J
chegamos a EH (R.j) = N*1 | peste modo, uma
o 2

maneira de sentirmos alguma diferencga nos Bi' i=1,..., %

. . N + 2
€ basearmos o teste em ( R.]J ~E_§_l_ ), 3=1,....k .
“Pensando assim Krushall & Wallis (1952) sugeriram o]
teste
X .
. N + 1 2
¥4 i j - — 2:2
(2.3 V, = 12 ¢ ny (R = ) (2.21)

N (N +1) j=1

Tabuas para os quantis superiores deste teste foram fei-

tas por Hollander & Wolfe (1973) para k = 3, n; < 5 e

i=1, 2, 3. e Iman, Quade & Alexander (1975) construiram

as tabuas adicionais. Krushal & Wallis (1952) mostraram



que Vv tende em distribuigao para uma v.a. qui-quadra-

1
do com k-1 graus de

liberdade

com

n.
(2.4) ninimo (ny,..., n) >« © —J 5+ X ,0< A< 1 ;

N J 4
= 3= Lysasy Ka
Exemplo 2.2
Hl 3 el <. . . < Gk com pelo menos uma desigual-
dade estrita.
Para esta alternativa, Jonckheere (1954) e Terpstra (1952),

independentemente, propuseram o teste

Quando miﬁ (nl,..., nk) + ® com —— > A,

n

. u v
. V = s U - v (x -X
2.5 V,= 3 qu, w= b V(X X )
U< v s=1 t=1
onde V¥ (t) =1 comt > < 0. Este teste rejeita Hy a
favor de Hy;, a nivel a , se
V, > v, (o)
onde v, (o) @ o limite superior de 100 o % de V2 sob
o

n.

N J



V, - E
2 - B (V)
(2.6) s N (0, 1).
sob Ho
/v (V)
k
N2 - z rB
. Jj=
onde EH (Vz) = ;
b 4
k
N2 (2N+3)- % n (2n+3)
j=1
var ( V2 ) =
Ho 72

Note que VYV, e V. s3o estatisticas que sdo fungdo linear

1 2 X

dos postos, isto €, da forma )3 c. aj( R* ). Puri
=k

(1964, 1965) generalizou V e V usando escores aj(.)

1 2

mais gerais.

2.2 - EXPERIMENTOS COM DOIS FATORES (TWO WAY LAYOUT )

-~ A) Com uma observagao por Casela (Experimento Cruzado

sem Interagao).

Sejam X.., 1 < i <k, 1l < j<n, satisfazendo X,. =
ij -7 = — — ij
= T ;
u o+ i + BJ + eij onde
i) U € média geral

T. € o i- ésimo nivel do fator T.



B. € o j-ésimo nivel do fator B

J
k k
com z T, < 0, z B. = 0.
- i=1 j=1
ii) Os eij sao v.a. mutuamente independentes provenien-

tes de uma mesma distribuicgao continua F, 1 < i <k ,

1 <3j<n.

Queremos testar

H : Ty T «ee = T versus alguma alternativa de

Hl de interesse.

Sob H_, Xij p i=1, ..., k tem a " mesma distribuicgao
F(x-p-1 - Bj) isto €, Xij , i=1, ..., k & a.a.
de F (x-pu -1 —‘Bj). para cada jefl{l, 2, ..., n } ,
j fixo, seja Rij o posto de Xij sobre le g sed ij .
Deste modo, sob Ho (De acordo com (2.2), R;'i ( Rl' re e 4
¢ Ryy ) & uniformemente distribuida sobre R={r|r &
uma pérmutagéo de 1,...,k }. Supondo cada observagao do
‘fator B independente das demais , por "Zl,;.., ZN
uma amostra aleat6ria de uma distribuicao  continua e
R*=( R; i oeway R; ) o vetor de postos definido como em
-(2.2). Se V ( R* ) & uma estatistica baseada em
( Zi, ceey ZN ) soménte através de R* __> V ( R*) & 1livre

de distribuicao sobre a classe das distribuig¢Ces conjuntas
de N variaveis independentes e identicamente distribuidas

-« . 3 T : *
continuas e univariadas ", tiramos que qualquer estatistica S(Rl ;



* - ~ -
Fosog Rn ) que e funcao de Xll""’ an somente atraves
* * - ~ ~ -
de Ry reees R e livre de distribuigao nao-parametrica so-

bre a classe das distribuicoes continuas sob H -

Vejamos agora algumas alternativas e testes associados a

elas.

Exemplo 2.3

Hl : T, # Tj com algum i diferente de Jj.

i
n
Tomemno s R, = —%—~ z Ry: i EH ( Ri } = —E—%—i- ’
. j=1 | o "
como consequéncia de (2.2). Note que se basearmos em
‘ k+l 2 _ " 2
( Ri - 5 ) » teremos uma nogao se esta ocorrendo H;

ou HO . Pensando neste fato, independentemente, Friedman (1937),

Kendall e Babington (1939) propuseram a estatistica

k K+1 )2

2

(2.7 s, = —22— 1§ (R, -

k (k+1) i=1 e

para o teste acima. Rejeitaremos H_ a nivel ase Sy > s; (a),

onde s; (o) € o limite superior de 100 o & de S; sob H_

(2.8) Quando n~+> , S;.

> Xi 17 fato que pode ser usado para

aproximar s, () ( vide Lehmann (1975) pag. 388 - 389).

Exemplo 2.4.

Hl Y < e 2 T com pelo menos uma desigualdade estrita.
Tomemos R, = n R; . Page (1963) propGs o teste
k
S, = ) MR | R, para a alternativa acima. Rejeitaremos H
i=

1 O
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a nivel a se S, > s, (a) , onde s, (a) € o o —quantil de

S2 sob HO. Quando n -+ o
. s, - E (s5) D
(2.9) 2" o 77 s N (0, 1)
var ( s,)
Hg 2

nk (k+1)2

onde E (82) = ;

H 4

o

n k2 ( k+1)2 ( kx-1)
Var ( s, ) =
H 144
Podemos aproximar s, (a) por
nk (k+l )2 / 2 2

2 4 (c0)

onde Z(a) € o o - gquantil da N (0, 1).
~ B) Com mais de uma observagao por casela (sem interagao)
Sejam Xi50 7 i=1,..., k;j=1,..., n; 2L = Loeeertyy
. k n
as % z ti. ‘v.a. mutuamente independentes . tais
i=1 j=1 *J X

que as xijl’. tem uma distribuigao continua F ( X = T; - Bj ).

Consideraremos um planejamento com dois fatores T e B8 ,

sem interacao, com tijﬂ observacgoes (ou réplicas) para
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cada combinagao de nivel i (deT ) e j (de B ).
Estamos interessados em testar HO - Tl = ... = Tk versus
alguma alternativa de interesse . Vejamos os seguintes

exemplos :

Exemplo 2.5

H + T < T

1S Ty S ... 2

com pelo menos uma desi-

1 Tk

gualdade estrita.

Skillings e Wolfe (1977) consideraram o teste

n ‘— V2] - EHO (sz ) I
(2+11) S3 = I | - :
.21
J L- Var ( V2. )
H j
o
onde V.. & a estatistica de Jonckheere (2.5) para as

23

observagoes do j =-ésimo nivel (ou tratamento) do fator B

Rejeitaremos HJ a nivel a se S, > s

€ o o -ésimo quantil de S, sob H_.

3 (a0) onde S3 (o)

Quando min (tll,..., tkn ) » o com n fixado de tal

i ile]ete) que

J +Aij, 0 < 2y <1 pwmai=l...k e
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S
(2.12) 2 D , N(0,1)

/n

sob Ho' Fato que pode ser usado para aproximar Sj (a) «

Exemplo 2.6

H, : T. # Tj para algum i # 3 , i, j = 1,..., k

1 i

Rejeitaremos Hj a nivel o se Sy > Sy (a), onde s, (a) é

o o - quantil de

n
(2.13) s, = = V..
4 J=1. 17
onde Vlj € a estatistica de Krushal - Wallis (2.3) pa-
ra as observagoes do j - ésimo tratamento de B.
Quando min  (tyqs <ot ) > com
Vti\
— J . > Aij , 0 < _xij <1, i=1,...,k; 3 =1,...,n.
I t,.
i=1 4
D 2
(2.14) s, ——> X scb B, -
(n-1) (k-1)
resultado usado para aproximar Sy (a) .
Testes para experimentos cruzados com dois fatores = com

interacdo , sao encontrados, além de outros nos traba-
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lhos de Lehmann (1963 b), Patel & Hoel (1973).

2.3 - COMPARACOES MOLTIPLAS

A) Testes Livres de Distribuicdo para Comparagoes Multi -
plas Baseados na Soma dos Postos de Krushal-Wallis (Mo-

delo com um fator).

I) Comparacao de todos os tratamentos QE_EE_ determinado

fator
a) Tomemos n; = ... =mn =mn, isto &, O mesmo namero
de observacgoes de cada tratamento. Seja Rij o posto
de X.. sobre X.,,..., X |
ij 11 lnl, .oy Xkl""’ ank e
n.
(2.15) ZJ
2.15 R, = R. .
LS
Decidimos que TU # T, com U < v ao nivel a se
| RU - R, | >y (o, Xk, n) onde y ( a, k, n) satisfaz

(2.16) P (IR11 ~ R, | < vy (o, k,n), u=1,....k; v=u+1,

b) Procedimento Conservativo
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n,
5 J . .
seja R.7 = ( £ Ryj ) ;L) . Decidimos que
i=1 j
Tu?‘ Ty w#v ao nivel o se
> 1
. - 2
(2.17) R 7 R > [h (o, k, Ny, -eer ) :
- o34
T 1/2 ,
N (1) ( _1 41 72
' 12 e Ny

onde h (a, k, ( Dy oeees Dy ) ) & o quantil superior

do teste de Krushall- Wallis de nivel o , pois

k-
(2.18) 8§ = —2  § n, (Rj-R.) >
N (W1) 3=1 7 -

12 n n

> * i b4 .
N (N+ 1) n +n
n v
2
. (R.U—IEV) = TIV]JrV-
Expliquemos isto: seh (o, k, (ny,..., nk) ) & o quan-

til superior de nivel a para S (P ( T >h (%, 0y nyseen
’ nk) ) <o ) entao h & quantil superior de nivel o«
para T (P(Tzh(x,a, (nl,...,nk))iP(Szh(x,a,

' (nl, ,nk)) devido a S > T -

c) Aproximagao para amostras grandes.
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i) . Quando n, = ...=n =n,n grande, Miller (1966)su-

geriu para decidirmos que Tu o T, a0 nivel a se

k (ko + L7 | 42

-(2.19) iR-U_R.Vi> q(a,k,oo )’-

]

12

onde q ( a, k, ) & o quantil superior da amplitude
(Range) de k variaveis aleatorias N (0, 1) independen-—
tes. Note que h (x, o, (nl,...,nk ) ) em (2,17) foi apro-

ximado - por g ( a, k, « )

ii) Dunn (1964) sugeriu que aproximemos h ( o, k , ( ny

:---,nk))em_gpor

Z(&L______j, onde
k (k-1)

(2.20) P (X >ZL__.))=__G_, X~ N(O0,1)
' o k (k-1) k (k-1)

- II. Tratamento versus Controle

Assumiremos que o tratamento 1 & o tratamento controle.
a) Procedimentos Exatos
Consideremos neste caso n, =

. . 3 0 T > T — * —
1) Decidiremos " 1 se R-U R.l_i yv¥ (a, k-1, n )
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onde y* ( o, k-1, n ) satisfaz

PHO ( ( R.u - R ) < y* (o, k-1, n),p=2,...,k)=1-a.
ii) Decidimos T 7 1, se | R~ R | > y** (a, k-1, n )

onde y** ( a, k-1, n ) satisfaz

P { | R - Ry | < y** (a, k-1, n) , u=2,..., k }
b) Procedimentos Aproximados
Sejam n, = b, n, = ... =n =n, b e n grandes.

i) Miller (1966) sugeriu que se aproximasse y* (o, k-1, n )

do procedimento i) de a) por

t1/2
1/2
- N (N+1) 1 1 |
* — = . —
(2.21) y* (o, k-1, n) m (o, k-1, b+n ( 1 ) i 5 n|
onde m(a, k-1, %) satisfaz
(2.22) P (N _; > m (a, k-1, p )
onde N e a soma de k-1 variaveis N(0,1) com cor-

_relagao comum p .

ii) O procedimento ii) de a), Miller (1966) aproximou por :

T, F T, se | R -R, | | mn | (a, k-1, —BEH— ) .

1/2
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. n .
onde | m | (o, k-1, g ) satisfaz
(2.23) P ( M > {m | (a, k-1, —2——) < a )
H k-1 : b + n
o
e M € o maximo de k-1 variaveis N (0, 1) com cor-
k-1 :
s _ _n
relacao comum p = g

iii) Dunn (1964) aproximou y* ( a, k-1, n ) de a) sub-

topico i) por
1/2
*
_ s 7@ N (1) L .
(2.24) v (a, k-1, n) =) L B J (——n+n)
u %
e
y** (a, k-1, n) de a) sub tépico ii) por
(2.25) y** (a, k-1, n) = 29 [N(11;+1)—|(_1_+_l_)
2 (k-1) B n,on,
onde o tamanho das amostras nao precisam ser iguais e

(2.26) Z € t- quantil de uma N (0, 1).

B) Testes Livres de Distribuicio para ComparacSes  Milti-

plas Baseados na Soma dos Postos de Friedman.

Seja os modelos com dois fatores

= Tv- 1 = e T =
xij U+ Bi+ jﬁ-}— eij , i Yisanp K 3 3 1s5% .00 B
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considerados anteriormente. Usaremos as notagées 7

(2.27) Ry= -I Rs s By = 2 R = k+1
1 j=1 J . n .e 2

~e

I. Comparacoes de Todos os Tratamentos de um Determinado

Fator.

Sejam n, =n, | i=1,..., k.

i) Decidimos que Tu # T, a nivel « se
I R, =~ R, | > r (o, k, n) , onde

~e

(2.28) P {IRU-RV | < r(o,k,n) ,pu=1,...,k1

H
o)
; v= p+1l,...,k } = 1-ua
e
3 = = T = T
Hb Tl . i .
Como
k . 2
- (2.29) sl=—12—n r (R -R ) > 12 .
k (k+l) i=1 : e o nk (k#l)
(R -R )2 Yy, v
A ]J« v 14 7
podemos aproximar r (a, k, n ) pelo limite superior de

100 o % de confianga da soma dos postos de Friedman
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12 | nk (k1) k&
P {iR -R | > (£(a kn) | 1<
_ 12 _
< P-[Sl.i £ (o, k,n) | < a.
Note que neste caso r ( o, k, n ) & tomado como
— —1/2 [1/2

(2.30) r (o, k,n) = j- £ (o, k, n) i

ii) Aproximacgao para grandes amostras

Quando n grande, podemos aproximar r ( o, k, n ) por

(2.31) r (o, k, n)

1l

, nk (ktl) |l/2
g ((L k,“’)

L 12 | _J

onde g ( o, k, » ) & o limite superior de 100 o % da

"range" de v.a. N (0, 1) e independentes

Miller (1966) & Nemenyi (1963) fizeram um estudo completo

dos testes acima.

II- Tratamento Versus Controle

Consideramos o tratamento 1 como o controle.
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i) Decidimos que T > T, a nivel a se

(2.32) R, - Ry 2> r* (o, k-1, n )

onde r* (a, k-1, n ) satisfaz

PH [R,-R < r* (o, k1, n), H=2,..., k] =1- «a
()

e—] = T
e Ho Tl - K
ii) Decidimos que Tu # Tl a nivel a se
(2.33) [R -R ] 2> r** (o, k-1, n )
* % . .
onde r (o, k=1, n ) satisfaz

P (] Ru - Ry | < ™ (o k-1, n )i w= 21°;'rk )=1l-a
H
(@]

- iii) Aproximagao para grandes amostras

*
Quando n grande , r ( a, k-1, n ) pode ser aproximado

por

.‘

1/2
nk (k)

e

(2.34) r* ( o, k-1, n ) = m ( o, k-1, ‘;—)

Jnimeimis e
v

e r** (a, k-1, n ) por

1/2
nk ( k+t1 )

6

(2.35) ' (o k1, n)=|m| (a k1, =)
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Os procedimentos de tratamento versus controle até agora
descritos foram tratados por Nemeyi (1963), Wilcoxon & Wil-

cox (1964) e Miller (1966).

c) - Testes Livres de Distribuicao para Comparagoes Madlti-

plas Baseados em Postos Sinalizados de Wilcoxon.

I) -SEEBEEESEQ de Todos os Tratamentos.
Seja Yj = | X, -X_|,3=1,..., n
uv Ju v
1, se X. < X,
.- 3 v
J ;
o= j=1..., n
H 0, se X. > X.
3 j
(2.36) R ; O posto de Y sobre
nv Hv
k
Yl Fo%s ;r Y
uv uv
n
T,= * ®_ ¥
" =1 UV WV
T" = mx { T , £ (;+l) T },u< v
uv w d
Decidimos que T # T a nivel «a se

u v

(2.37) P {TUV < t (o, k,n),u=21,.e., k1; v= pu+ 1,

H
(@)

ey k} E l—a.
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A constante t ( o, k, n ) pode ser aproximada por

£(akon)= 2L o qla k=) .
n(ntl) (2n+ 1) !
48 B

onde q ( o, k, » ) ja foi anteriormente definida.

0 procedimento baseado na aproximagdo anterior nao é livre
de distribuicdo (Nemenyi - 1963). Sen (1968 a) derivou um

procedimento livre de distribuigéo baseado nas Tuv?s

II - Tratamento Versus Controle

i) Decidimos que T, > T4 a nivel a se
Ty, > t* Cop k-1, n) onde
@3y p (T < e (akhn);u=2...k) % 1-a
H
o

Hollander (1966) propds a aproximagao

(2.39) t* (o, k-1, n) = n(2+1), + m(o k1, p )

n(ntl ) (2n+ 1)
24

onde
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»

A & a proporcao de sextuplas (a, B, Y, ¥, v, w )

que satisfaz

. - 5 X - 3
(2.40) ( Xau < XBu +X Xey © Xau xY ut _xOLw X )

onde o, B, Y sao niveis de um fator e yu,v,w sao niveis

de outro fator.

m ( a, k-1, p ) & o limite superior com 100 o % de con-
fianga do maximo de k-1 wvariaveis N (0, 1) com comum

correlagao p .

Em (1967 a) Hollander propds que trocassemos m ( o, k-1 ,

~ n
r o) da estimativa anterior por m ( o, k-1, p ) , on-
n - _ ” -
de, p € a correlagao, sob H_, de duas estatisticas
U :
baseadas em postos sinalizados. Nemenyi (1963) propos

" substituirmos m ( @, k-1, © ) por m ( o, k-1, —%— ) pa-
ra n > 50.
ii) Decidimos gque Ty # Ty @ nivel o se

* &
(2.41) T > 7% (a, k-1, n )
lu

%k
onde t (@, k-1, n ) satisfaz
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' *k -~
2.4 p (T, <t (o, k1,n), u=2,..., k-1 } = k-1.

1
H H
o
Baseando-se nas aproximagaes anteriores, pode-se tirar

as aproximagoes

* - 1 <
£ (o k1, n) 2 2Ly (o k1, =)

2

n(ntl) (2n+1) 11/2

‘L 24 |

_
£** (a, k-1, n) = 2 loH) (4”“) +im| Ca k-1, 5 )
— 172
{ n(ml) (n+1) |
L 24 |
Tabelas para | m | ( o, k-1, ¢ ) sao encontradas em
Thigpen (1961) , Krishnavah e Armitage (1965).
2.4 = ESTIMAGAO DE CONTRASTES
A) Experimentos com Um Fator
Seja o modelo,
(2.44) Xij = u + TS 4 ey i=1,..., nj; j=1,..., k.

onde

B : é amddia geral
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T, : & o efeito devido ao tratamento j do fator T ,

&5y & o erro cometido ao fazer a i -ésima observagao

do tratamento j,

sendo que as seguintes condigoes estao satisfeitas

k

Y Tt. = 0,

j=1 J
€5 sao v.a. i.i.d. com uma distribuicao continua F.
Chamaremos de contraste nos efeitos T's do moaalo

acima a

k k
(2.45) ©6 = I a. T onde ¥ a. =0, a.'s constantes,
j=1 J 3=1 J J
que pode ser escrito como
k k
(2.46) 6 = h r d A
h=1 j=1 "3 P
onde
a
h T b _
dh..: 7 Ah. = h - Tj H J = ,uc-,k, h = l,. ,k-
) k J
Seja
z, = mediana { Xh —XBj sa=1,..., nn; B=1,..., nj}
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h#j, o estimador de Hodges Lehmann para T,6 = T..

J
k
In. 2
i . =17 - h=1,..., ki 2, =0,V h.
h == 14
k
I n,
i
Wn,= 2n- 2y
J
O estimador de 6., ajustado pelos pesos a &
- k - k k
(247 6 = I a, A, = 3 ¢ d W, =
=1 =1 31 3 j
k k _ _
= I3 ody (8- BAy)
h=1 j=1 Jj
\Note que se n; = ... = n, =n.,
k
I Z
; h.
j=1 ] " N
) - A, = 2 - 2z,
(2.48) T, = - e by ; h. 3.
O estimador de th = Ah - Aj para T, - T, foi propos-
to  por Spjgtvoll  ( 1968) como uma modificacgdo
de (2.48) , devido a Lehmann (1963 a). Os resultados

obtidos por Lehmann (1963a) foram estendidos por Bhuchong-
p .
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kul e Puri (1965). Intervalos de confianga para contrastes

® podem ser encontrados em Lehmann (1963b) e Sen (1966a)

-~

O desvio padrao assintOtico de 6 foi desenvolvido por
Spj¢tvoll (1968) , normalidade assintitica e eficién-
cia por Spj¢tvoll (1968) e Lehmann (1963a).

B) Experimentos com dois fatores sem interacao, com uma

observacao por casela.

Seja o modelo,

(2.49) Xij = u+ Bi + Tj + e, ., i=1l,..., n; j3=1,...,k

ij
onde,
u : E a média geral
Tj : E o efeito devido ao tratamento j do fator rt.
Bi 3 E o efeito devido ao tratamento i do fator B.
eyt E o erro cometido ao fazer a i-é@sima observagao do

tratamento j

e as seguintes condigoes satisfeitas
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€y sdo i.i.d. com distribuigao continua F.

k k k
Tomemos 6 = ¢ a, T, = z z dh Ah

s SR N = B S T
contraste nos efeitos T's, como definido no exem-—

plo anterior.

Definamos

a diferenga entre o tratamento u e v, calculada pa-

ra cada. dos n efeitos do fator B.
_ i |
- % = meédia { D : i=1,..., n }.
uv uv
uv He v
k
L 203
A - j=l ’ Z = 0 ; U=11-°°rk
ue. K Uy
o estimador de A .
Uv.
Um estimador de 6 sera obtido considerando 96 = 6 , onde
= k k a k
(2.50) ©6 = Ik )X . = I a. Z2..
=1 j=1 dhj Ahj =1 J 3
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O desvio padrao assintotico e a normalidade assintdotica de

® alem de estudos sobre sua eficiencia, foram obtidos

por Doksum (1967) .

‘Lehmann (1963a, 1963b, 1964) e Puri - Sen (1967b) obtive-

ram intervalos de confiangca para os contrastes.

Um outro estimador de 6 pode ser obtido, baseando-se no
estimador de uma amostra de Hodges - Lehmann proposto

por Lehmann (1964) é&,

- kK k -
(2.51) 0 = L % dh A = ¢ a. W
h=1l =1 § h.j =1 J
onde
X. =X, +X, -X,. .
ip iv Ju v o
W = mediana : , 23
Hv )
i,j=1,...,n.
W = 0
HU
-k
b3 W .
W= 1=l
He k
A= W= W
- U .

O desvio padrao, a normalidade assintotica e estudos sobre

sua eficiéncia deste estimador também sao encontrados em

Lehmann (1964) .
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Tabelas para q( @, k, ® ) ; h(x, o (ny,e.e, 1) )
y* ( o, k-1, n ) , y** (o, k-1, n ) , Ne_p m( o, k-1, p),
| m | (o, k1,0), My o r(a,k,n), £(o, k, n) ,
r (o, k, n) , r** (a,k,n) , t(ae, k, n) e £ (o, k, n) sao

Encontradas em Hollander & Wolfe (1973)
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CAPITULO 111

ANALISE DE VARIANCIA NAO PARAMETRICA MULTIVARIADA

Iremos desenvolver, neste capitulo; os resultados obtidos
para Analise de Variancia Nao Paramétrica Multivariada ,
resumindo os tépicos de Puri , M.L. & Sen, P.K. (1971)

e complementando o assunto com as publicacoes nao cons-

tantes da referéncia acima.

3.1 - EXPERIMENTOS COM UM FATOR "ONE-WAY LAYOUT"

c
Sejam N = L ng observagces, com 1 observagoes do
k=1
tratamento k. O modelo a ser estudado &
(i) .
(3.1) Kj = u + i + eij y 1< i <e¢; j=1, 2
onde -
(i) (i) (i) \ _ _
Xj = le ;e ij ) & o j - ésimo vetor

de observagoes do i- ésimo efeito do fator T .

1
Bo= Clyreeny My ) , & a média geral ( constante )

l - » >
T, = (T, , ««. T. ) , € o efeito devido ao tra-

P

tamento i (constante)
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(i) (1)
e.. = ( e,. , «e., €. ) @& o erro cometido ao fa-
ij 1j ~ PJ

zer a j - ésima observacao do efeito i do fator T .

e as seqguintes condigoes estao satisfeitas

e
z = 0
R |
i=1
e  sao v.a.i.i.d. com distribuicgao acumulada con-
1]
tinua F.

Estamos interessados em testar

. = — T - .
(3.2) HO 2T .o c versus ‘Iﬁ.‘ Ti # Tj
para algumr i# 3, L< i, j< o
Tomando
= T
61 H+ oy

o problema se resume em testar

(3.3) Hd>: 91 = ... = ec versus Hl : ei # Gj
para algum i # j , 1< i,j<c
(i)
Como X. + 0, = & ;, € 0s e, ., tem a mesma dis-
J 1 ij ij
tribuicao continua F, os testes anteriores sao equiva-

lentes a
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HO : F ( X + el ) = ... = F ( X + eé ) versus

(3.4) Hy : F (X + Bi) # F (X + ej) para algum i #3

1l <i,j<c.

Este & o problema de localizagao de multi-amostras multiva-

riadas.

Faremos a seguir uma cobertura do que foi feito nesta dire-

cao até a publicagao de Puri & Sen (1971).

3.1.1 - Principios Basicos e Testes para Localizacao de

Multi-amostras Multivariadas.

A) - O Principio da Permutacao dos Postos
] i . (k) .
Seja a i-variavel Xia y i=1,...,p ;5 =1, ..., n,
. (k) (k) c
k=1,...,c e R. o posto de X, sobre as N= ¥ n
_ ia ia k=1 k
32 Uk (k) (6.9l . '
. Observagoes. Ao vetor X, = ( X ; esey X ) esta associa-
a lo o,
k (k) (k)
do o vetor de postos R( ) - (R ,..-1 R ). Os N ve-
: a la pa
tores de postos Rék) o=1,..., ny, ; k=1,...,c podem

ser representados pela matriz

(1) ’ ()
Rll ooy th— .o Rll .o Iﬁn
- . L L3 C
(3.5) RN = . o . i
R(l) (1) (c)
ol anl e Ryoeer Ry n_

de ordem p x N
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Diremos que duas matrizes de ordem p x N sao permutacio-

nalmente equivalentes se uma pode ser obtida da outra rear
ranjando suas colunas. Se rearranjarmos as colunas da
matriz (3.5 de tal modo que na primeira linha aparecam

os nuameros 1l,..., N , na ordem natural, obteremos a ma-
*

triz RN , permutacionalmente equivalente a R ., da for-
ma
1 2 . N
* * *
Ro1 Ryo Ron

(3.6) Ry .

* * *
R R v
. Pl P2 PN |
Como as p - variaveis X;k) , i=1,..., p sao dependentes
.0
~ *
(em geral) a distribuigao conjunta de Ry ( ou Ry ) sob a

(k)

hipdtese (3.4) ira depender de F. Mas os vetores X,

o = 1l,..00, Dy k=1 ..., ¢ sob Hj (3.4) sao v.a.i.i.d.
- *
e portanto sua distribuigao conjunta (ou de RN ) permanece

invariante sob qualquer permutacgao destes vetores entre si.

Definamos,

(3.7) S ( R;x) = { Ry | Ry & uma matriz obtida de

* .
Ry fazendo uma permutagac em suas colunas }
Entao

(3.8) P ( Ry=r1y | S (R;) , H ) = 1

2 N!

*
VIN € S (RN ) e F oontinua.
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(k)
Podemos concluir que qualquer estatistica de X, +a=1,

reeer My k=1,.,., ¢ baseada em (3.7) e (3.8) & 1li-
-~ R - 3 *
vre de distribuigao nao parametrica. Testes baseados em RN,_
somente através das permutagoes dos vetores colunas de
*

RN , serao chamados testes permutacionais baseados na or-

denagao linear dos postos.

Exemplos de Testes Permutacionais Baseados na Ordenagao Li-

near dos Postos

Definamcs

(i)
(3.9) By, =3 (—2—) ;1 <a < N; i=1,...,p
! N; N+ 1
de j esta definid r . tee s P
on Iy “inida para — 4, N+ 1
- N a a + 1 -
e & constante em ( T 1’ RTl ) .1 <a <N-1
Entao
(k)
- (1) (k) Ria
(3.10) By .+ Ry, = iy, O w T )
Definamos
(k) i "k (1)
(3.1 T . = — & E . (k)
N,i n g=1 N, R
(k)
R,
io

a média dos escores gerais

I, N T )
1
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na k -~ @ésima distribuigao; k = 1,..., ¢; 1 <1i < p,
(k)
Se definirmos ZNirG como
-
l, se a_ o - ésima menor observagao
(k)
i sobre Xia i 8= L ose ey n
(3.12) 2 = < k =1,...,c e da amostra da dis-
Ni,(!

tribuicao k

0, caso . ° contfério
\
teremos que
N Ei (k) N ’ (‘ o (k)
(3.13) X . % = I J - ) 2 =
o=1 N,a N; .0 o=1 Ny N f 1 N; O
n R(k)
- Zk . ( l(l) —
=1 Nj N+1
k(1)
o= B, Ri(x
T(k)
ks N,i
Seja
,_ _ (i) . N ()
(3.14) E - r E :
N N a=1l N, o

Se H_ é dada por (3.5)

(k) -(i) . *
(3.15) E(T - E | s(Rg),H,) =

N,i N
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; (i)
N (i) (k) N '
= 5 - S(R'), 1) =
= % E . 2 - —_— 5 H =
E ( nk o=1 N,q Ny /@ N =1 R\],a | Iﬁ\] r s
o g (k) L .

— . (0 _ 7 e L 5
= EVE Sy Oxap) (05> %~ —F3) £ ¢ 6 njid
. 1 W y-27/ sats )

— . [0} { 4 7 _.—_l S ,H T

= El J . ( N + 1 ) . L nk E ( Ni,a N RN
N =

S %p . S r "k .1 - 1 } = 0 . Portanto
= 1 N+ 1 . L N nk N ]

(k) % -
(3.16) E(TN / 8(Ry),H )=E

i N

Chamaremos de JN a probabilidade condicional gerada pelas

*
N! igualmente provaveis permutagoes das colunas de RN,’ is-

~to &, a probabilidade
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Deste modo,

L (k) (q) -
3.1 cov [ (T T )/ gl=
N,i N,Jj
"
(k)
. . c k
- E (i) - (3 _ 1 : : ( Rinx ) -
N1 N N NN-1)  g=1 g=1 M~ y41
(k)
R'a
IN ( 1 ) se q # k
- < 3 N+ 1
(1) _ .
nk - N E E (3) nk - N
N N -
n, (N=-1) nk :N (N-1)
k (k)
ST (M g (M X
r I J ’ N - se q=
\ k=1 o=1 Ni N+1 J N+1
(k)
Sob H_, X ;s G = 1,.0:, N ; k =1,...,c sao identica-
. o o k
mente distribuidas entao
i E (L S T - -2 Ta B (T
3.18) — I . = — I . =
H N k=lrk N,i N kélnk H _ N,i
o o
z @) =(d)
k=1 N

Devido a este fato construiremos testes para Ho baseados nos

escores médios T(k)
| 2ol k) _ £
tes linearmente independentes T - E r kK
: N,i N

, isto &, tomaremos p(c-1) contras-

=1,ic.;, C-1;
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i=1,..., pe construiremos nosssos teste como sendo uma
forma quadradtica positiva definida deles. A maneira mais
16gica é tomarmos um teste assintoticamente equivalente a

razao de verossimilhanca de Hotelling. Usaremos a  fungao

i
~

N N N

oz? c (k) - v -1 * (k)
(3.19) N:kzlnk(TN -E )V (r )(T -

onde

(k)

T =(1% 7%
N N, T N,
- - (1) - (p) \
EN = EN 4 L N

* *
e V ( Ry ) é considerada positiva definida. Se (Ry )
nao for positiva definida, trabalharemos com a matriz de

*
maior ordem obtida de \ ( RN ) retirando o mesmo namero
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*
de linhas e colunas até que o det ( V ( R ) ) # 0.

. *
Como a distribuicao de izN / RN ’ HO € a mesma para qual-
quer F continua , podemos construir um teste aleatorizado

de nivel € , livre de distribuicgao,

(1 se{y o Ly (R

*

(3.20) ¢ (Ry) = { AN,E( ) Se‘ﬁN = Ly CRy)

Ry
o sed < L, (R
onde .LN ( R; ) e determinado para satisfazer
E (o6 (Rg)/3y) =c¢

Exceto para pequenos valores de N e p uma aplicagao exa-
ta do teste acima & muito laboriosa. Por isso estudaremos
a distribuigao assintética de iiN‘

Vejamos primeiramente alguns testes baseados na forma exata

de i?N s

_ . Teste Médio Para Multiamostras Multivariadas

Def inamos

(1)
(3.21) E
N,a 0, c. contrario

I
-
Z,
~~
ZQ
+
H
~
|
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entio .. = ——— 31 E € a proporgao de valo-
Nll _1 N ’ R.
= io
res da amostra da k - ésima distribuigao, na i - ésima
. = - ) = N -
variavel que & menor ou igual a a = [ 5 1
. N c e EUQ (k) "
3.22 = — I X . .
( ) vij ( RN ) N =l - el N,o,i N,a,]
- (1) - )
- E =
N N
5
a _ ,a , a_ _aN-a) s 1i=7j
N N N N2
= <
a 2 . .
a . ~{-5) se i#]
L N,i,] N

onde aq i i e a proporcao das. observagoes amostrais combinadas
I 7

pa-

ra as guais a i- ésima e a J- ésima variavel
S EE . g r N wi
sao simultaneamente menores ou iguais a | 5 1

1, JTN & a estatistica de Mood - Brown (1951)

Para p =

Teste da Soma dos Postos

Definamos
(1) . o o

(3.23) E = 3 (—'N—;_——l—) = 'm; li OLiN,l';l,...,p
N,a N

entao



42

n (k)
R,
(3.24) T(k) = "'—L"‘ b 3j (—'—‘N*—;-L'_"—%—*) =
N,i n o=l By
(k)
R
_ 1 5 i,o
a=1
N+ 1 n,
que é (N + l)_l vezes a média dos postos da k - ési-
ma variavel, nas observacgoes do i - é€simo componente da
variavel, i=12jeeer P 3 kK=1,604, €.
(k) (k)
(3 25) ( * ) l ; ;lk Ri’a : leu- ]_
. 2 s —= = .
SR R e (N+1)2 .
(k)
c %k R,
(2 = )
k=1 o=1 N+ 1
(@)
c nq R. o
e( z ¢ 2 —A2_)

Para p = 1, ILN €& a estatistica de Kruskal-Wallis.

Teste dos Escores Normais

(i) R, _
Definamos E = E Y 1 ) 5 o = 1,..., N

o . N + 1
N,a
- (q)

onde Ri,a e o posto de ordem a de Xi,B 7 B(;)l,..., nq :
q=1l,..., cC onde estamos considerando X o ~ N (0,1)
- l'
para q=1,...,c ;a0a=1,..., n

q°
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A.l -Distribuicao Assintética ég-JiN

Enunciaremos agora os resultados sobre a distribuigao as-
sintotica de oﬁN, resultados estes que estao provados em

Puri - Sen (1971), capitulo 5.

Teorema 3.1

* ~
se V ( Ry ) & assintoticamente nao singular, entao a dis-

tribuigao conjunta das p (c-1) variaveis

(k) — (1)
T - E i i=1,...,p 1 k=1,...,c-1 !
N, i N
sob JN tem assintqticamente uma distribuigao p (c-1) -

— normal.

Enunciaremos condigoes e notagoes necessarias para o enten-

dimento dos proximos resultados

(k) - (k)

F ~: Distribuigao Acumulada de X,
£
(k) _ (k) (k)
F : i " n n ( X ) , X .
[i,3] i,a j,a

& (k) ny
N = z nk 7 A = -
k=1 N N
(3.26) Condicao : Assumiremos que para todo N, as desi-

o y S 1 -2, <1 valem para
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alggm )‘o < —%— e k=1, g - G
C (k) (k)
(x) = z A F (x)
By [i] k=1 N N [i]
(%) - G % (k) < T
Fy [1>]( = T [ nimero de Xi,a tal que Xi,cx— X ]
k
(3
(k) P . (k)
Foo(x,y) = i Lnumero de (Xi,a R ) tal que
N [1,3] x -
X, < x .(k) < Y}
i,a — j,a
c (k) (k)
H (le) = z A F (le)
N [i,3] k=1 . M N [i,3]
c (k) (k)
H (x,y) = I K F o (x,y)
[i,3] k=1 1i,3]
c (k) (k)
H (x) = I )\N F 1(x)
[i] k=1 [i]
- Seja jN  como def.inido em (3.10) satisfazendo
i
(3.27) 1lim iN (p) = i (p) para 0 < p<l e nao
N + o i .
constante , i =1, r Do
. N ) - N H (%) 1
(3.28)[ 3 - B Xy I, { =7
J [ Ni N+1 Li] i N+1 N Il] -Il
(k) -~
dF (x) = ep( N“) .

N Ji]
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-+ oo +
N H (x)
(3.29) j 5 ¢ I ) ( )) ~
A Ny N + Ni] N N+ 1 N[T
o N . N H (y)
I3 O N[i’]‘) ) Jj(N+1 N[j])
|
(k)
dF [ (TIY) = Op (1) H 17{], ilj:ll---l P
N |i,]
Note que (3.29) segue de
+ o0 2
(x) _ a N H (X
(3.30) j JN (N+1 N + 1 HN ) Ji ( N+ 1 Ni )
% (x) = o (1)
amg; () =6
e também satisfazendo
o | 1
| d§ { 1) i L =540
(3.31) | i | 2K Hil-w)
| | '

-~oua condigao

(3.32) Existe um nimero finito de intervalos semi~abertos,

(1) (i) p o (1)
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assume valores constantes nestes intervalos com

(i) (1)
<

j 1) = J. . ara qualquer HN < a, ;
JNi (n) 31,3 p q q H 5-1 — U‘ g
j=1..., ri
e para algum ¢ > 0
7 2+ 8
3. | (i) (1)
X i 5| (a, -o ) < o paratodo i=1,..,p,
=1 | R
i i ri.
k -
Suporemos que X ; o =1,..., no k=1,...,c tem a
o
mesma distribuicao F e sejam F_ F as dis-
(k) Ll] [ir]]
tribuigaes marginais de X e ( XGO 2 XGQ ‘) res-—
i,Ol. i,OL jIOL
pectivamente.
. 1
Definamos r
v L 2 Uf . _
5 jTWau -y, , u = i, (w) du
i i i 0 1
0 .
para i = j, i,j=1,..., p
(3.33) Y (F) = { +% +=
1) . .
J e )3y (r ) .
-0 -0 [l-l J [le
# dF‘_ (er) - Ul “j ;i #j::ll"'l P-
L [i,3] :
(3.3) Y (F) = ( Y.. (F) ) 1,§=1, cony, P

1]
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Teorema 3.2

Se (3.27), (3.28), (3.29) e (3.31) valem, entao para todo
Fk e 8 , k=1,..., ¢ ( Q2 conjunto de todas distribui-

¢oes p - variadas continuas) temos que

* ' :
V(RN) >Y (H) com N+, sob Jyr ponto a
ponto
2 N > o b
i. s X com r SOb Jy -
N P p (c-1)
Teorema 3.3 : (Generalizagao do teorema 3.2)

Se Fy G’j , para k =1,..., c¢ ( j espaco das Distribui-

¢oes continuas) e se jN satisfaz (3.34), (3.35) e
i

(3.38) para i = 1,...,p, entao o vetor estacastico
1 (k) N
1 (x) . J
2 - ) i=1,ccesps k=1iceosc

N T ) U ’ 1P ’ r
l: ( N, i N, i

tem uma distribuicao 1limite normal com vetor média zero e

matriz de covariancia

c(k,q)
S O B
onde 56
X) - (k) _
T kS 3 (H ix) ) 4aF . (%) ; 1= LsessP 3 6= 1,5:0,0s

.
=00
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(k) P S 5 (x) @
& = 2 I A A (x,y) AF (x) dF__ (y) +
- N[i,3] r=1 sy 4 i [4] i]
r7k ‘
o l— () 200 (k) (x) (x)
, 2 c N | [j\i (x,y) dF (x) dF (y) +
)\(k) r=1 t J [l] 5
N K —~© < X <Y<
c c (x) (s) % 5 ()
L 1 s r AN My | A, (x,y)
(k) -
AN =l s= l---oo < X < y < ®
s#r r#k
s7k
(r) (s) jj A(k)
dF (x) 4 F (y) + . (y,x)
(i] [i] *

- < X<y <<®

(x) (s) o)
dF (x) 4F ¥
[i] [4] ]

(r) (s) 4 +
c c A A [ (k)
-5 3 N N f J B, . (x,y)
r=1 s=1 L A AR S Y
N

(r) (s) ¢ (r)
d F (x) d4aF (y) - I Ay

[i] (51 r=1 '

(k) (r) (k)
5 S B (xy) [AF (x) daF _ (y) +
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(k) (r)
+dF (x) ar_ _ (y) ] +
[i] [3]
to  + o
c  (r) \f (r) (k) (k)
+ X A Bi (x,vy) dFr__' (x) dFr_‘
r=1 N o ‘e ) [1] (51
(se k =g, 1i# 3)
r (r) (Q
S JJ ALY Gayy aF L ar )
r=1 —00<x<y<oo (1] |
(k) (k) (q)
¥ Ay ) dF 0 dF (y) -
- [i] [i]
-0 < Yy < X < o
e (r) , \jj @ (x) w
- %) A (x,y) dF (0 &F _ (y) +
N r.‘( s !
r=1 ~w < x < yl< o L+ {‘l‘l
(@) (r) (k)
+ Ay v daF 0 ar_ _ (| +
[i] 11]
- 0 < y < X < o
(k) (9)
-+ S i (\:,y d F'_ , (x) d F'_ (y) +
r=1 [i] [i]
L "0 < X <y < w®
e ) @
+ j /\ (y,x) d Fr.*r(x) dr 3 (y) ,
i [i] [i] ]
00 < y < X < =

{ se k?éqli:j)
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+o +o0
c (r)‘J~ ‘{ (k) ( (x) (@)
= ~ T A B, , (x,y) adF (x dF _(y) -
r=1 N -0 - 00 o Li [:ﬂ
c T (k) (@
= § >\N j j B. (x,y) 4 F (x) dF_  (y) +
r=1 Vo e 77 [i] 13
+ o + o
c (r) (r) (k) (q)
+ I A S~ B . ((xy) 4dF (x) 4F (v)
e N T [i] 3]
(se k#g , i #73
onde
(a) (@ T (@ | -
A (t,u)=F_ _(® | 1-F | 3" (H__ )5, (H__W)
i 11 L Ll Jdoi Al 4]

(0) (o) (o) (c)
LBt w) F (¢, w) - F__ (&) F__ (W |3 _(H__(®).

- Observagao :

a) A distribuigao normal assintotica obtida no teorema anterior

é singular e seu posto & no maximo p (c-1)

b) Sob HO ’
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(k,q) S

o . F ( kq -1 ) Yi' (F)
N[i,3] 3 (K) J
N
onde akq € o delta de Kronecker e Yij (F) & dado por

(3.33).

(X

c) se Y (F) positiva definida,

2 (k) (k) _ )
{ N ( T -y, Y s 1i=23.c0pik=T0u-c F &
N,i 1
assintoticamente normal p (c-1) multivariada de posto
P (c-1) e
= =1, (k) - ¥
* < (k) ® | T = £
(3.35) i = g [ T - E | v -
N T h Tk N N N
‘ 5 2 ¢
tem distribuicao X ; assintoticamente, sob H .
p(c-1) =0
a=] -1
d)se Y (F) & um estimador consistente de Y (F), v ()

de posto p (c-1),

= A
¢ (k) - - - k) =
(3.36)IN=an(TN-E)\Yl(F)(T -EN)
k=1

tem também sob H_ uma distribuicao assintdtica X )
o p (c-1)

-~

e) Podemos basear os testes assintdticos para Hy em (i; dado
por (3.36). Chamaremos tais testes de "testes assintdo-

ticos da ordem dos postos livres de distribuicao".
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Distribuicao Limite de 6£N para Sequéncias de Alternati-

vas de Escala e Translacao.

Sejam alternativas { Hg } que especificam para cada k,

(k=1,..., ¢ ) a distribuicao de

(k) (k)
F (x) = F ( x , ..., X )
k 1,N p:N

com Fe Q,=1{F|F & continua de posto p }

onde

(k) (k) ‘% ® -3 .
(3.37) Xi,N = X, + 0, N ) ( 1+ Gi N ) , i=1,...,p.
Denotaremos

(k) (k) (k) ! (k) (k) (k)
(3.38) 0 = ( 81 ;o i Gp ;O = ( 61,...,6p )

(1) _ _ . = ... =6

(3.39) 0 = ... = 0 ; $

. (1) ' (c)

nao & verdadeira. Note que se § = ... =6 temos

(1) (c)
-0 problema usual de localizagao e quando o = x-= 9
.0 de escala e se (3.39) vale temos HO : Fl = .. = FC
Teorema 3.4
Se
(k) (k) (k)
— 9 1im A = A com 0 < A < 1,k=1...,c
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}

~ As condigdes do teorema (3.3) valem sob { Hy

entao

(w2 (D= vy )i=lepik=l...c}

*
D - N( o, 7 )
pcC
com
* (k,q)
f = (o ) onde
[i.3]
(k. ) 8,
o = (—__(1—'_—— 1 ) vlj (F);ilj=ll-~lp
[i,3] N ,
k,g=1,..., ¢C
e 6k0 & o delta de. Kronecker e Yij (F) como anterior-
‘mente definido.
(I
Sejaﬁ Fr L . as f.d.a. marginais das varia-
- kS li,3 1
veis (i) e (i,j) da distribuigao F (xl, ...,xp ), res-
pectivamente.

Teorema 3.5

Se

- As condicoes do teorema (3.4) estao satisfeitas
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(q)
- F_ _(x) tem distribuigao F (x) para todo q ( =1,
[1] [1]

¢t eses C) r i =1,..., P

. \S B c (k)
- a = lim /N j 5
i . (i) | k=1

k) -5 k) -3
-F (x+ei N ) (1+6 N ) -
i ,

(a) (@)
~ J (F (x)) a (x) existe e & finito.
(1) [i] (i]
Entao
OBN D > X2
p (c-1), A

onde o parametro de nao centralidade A , vale

(k)[ (k) -1 (k)
A o.

Vejamos agora algumas notagoes e conceitos necessarios para

o entendimento do resultado que nos da outra forma de cal-

culo de A .
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Sejam Xl""’ Xn v.a.i.i.d. com f.d.a F com x €& Rp
(p>1) , 3 = { F|F & f.d.a. em rP ) e
0 : GS —> R .

n
® & chamado um funcional regular sobre Ef se 3¢ : R —> R
tal que
(3.40) \S"' 5 ¢ ( Xyreeer X ) dF (x)... dF (x)= 6 (F)

rP"

para VF € 30

Se (3.40) vale, dizemos que 6 & estimavel. O menor intei-
ro n que satisfaz (3.40) & chamado grau e ¢ & chama-
do nuacleo de 6. Consideraremos o nlucleo ¢ sempre simétrico
sobre seus argumentos, pois se existe um nucleo podemos

construir um simétricc atravées dele.

Definamos
X cee X )3
q)c(xl,..‘, Xc) — EF{ ¢ (Xl, IXCI c+ll m
P (xl,...,xc) = ¢C.(X1""’Xc )7 - 0 (F)
2
;i p(F) = EF { wc ( Xl’ ey Xc) } para todo p=1,...,m.
c "

Note que oy = 0(F) e Po (F) = 0, VF,
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o (1)
g (F)= ‘EF CY (Xpeeey X))
(1) W ] (4)
£ (P )= 2 F (o )| r > 0
[i] ° dx 11l s | s
() N i SN
p - g o o >
hLl]( s ) ‘:l.] S | s
dx
85 Lpaxsy By L § L2 Lyueas B
O ® ) T | (1)
(3.41) n = e:L L { Jl,S - Ji,s+l } fr 1 ( ps )
* s=1 ' L]
0 T3 | (1) (1)
+ 6 L { Ji,s - ji,s+l } - ps

para k=1,..., ¢ ;i=1,...,p

B (F) =j d 5 (F_(x) dF

. e dx 1 [il [i]
i=1, r P
+
C. (F) =5 X d j,(F (x) ) dF (x)
i=1, r P
e ® - 0 -
ni=Bi(F)(ei-ﬁi)+Ci(F)(§i-éi)

.
14

°
!
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(k) (k) k)
(3.43) n = (n , ..., N ) 5 k=1,..., ¢
i 1 P
I c (k) (k) - c (k) (k)
o, = 51 A6 e &, = 51 A 6, ii=1,...,p
) (k)
Se (3.31) e trocado por (3.32), o n dado por (3.43)
toma a forma (3.41)
(i)
£(e )
a = Ll.J - s = l’ ’ Y. —l’
18 (i) *
h (e ) o
Li] s i= 1, ; P
Teorema 3.6
Se F (X) e ji sao tais que para i =1,..., p,

- F_{(X) & continua e derivavel em cada um dos intervalos
Jetd
abertos ( - « , a

(

i1 )7 08y s 850 s e

By )

- F_(x) tem uma densidade fr 7(x) que & limitada em
[i] [i]
cada um desses intervalos acima

- A fungao d 3, F _ (x) | & limitada para x »+ «
dx * [1] I
. (k) 5
entao os limites «o , k=1,..., c existem e sao dados
por (k) (k)
o = =7
(k)
onde n e dado por (3.42) e (3.43).
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Se as condigoes do teorema (3.6) estdao satisfeitas A & da-

do por
‘ —.
c (k) -1 (k)
(3.44) Ap = L A(K) n Y (F) n J
L ka1
(k)
onde 1 € dado por (3.42) e (3.43)

Teorema 3.7

Se as condigoes do Teorema (3.4) e (3.6) estao satisfeitas

sob i Hg } definidas por (3.37) e (3.38) a estatistica.

jirq definida por (3.19) tem, assintoticamente, uma dis-
tribuicao qui-quadrado com parametro de nao centralidade

d 3.44) .
Aoﬁ ado por ( ) 0

Segue dos teoremas (3.2), (3.4), (3.5) e (3.6) que sob as

alternativas { Hy }
o fu2fo
3, L

Pode ~se concluir de(3.45) que para testar H, versus { Hy N

-~

e I—N tém , assintGticamente, o mesmo poder.

B) Testes Multivariados para Multiamostras Baseados nas Es-

tatisticas U

Sejam
(k) (k) (p)



a..a., de Fy (X) , k =
mente continua

F=(Fl

Q= {F|F

o (F) = (8

um (vetor ) funciona

6 (F) = 0° =

0 = .
onde 6 e conhecido e

Como estamos supondo 6

nucleo

6= (d; 4 ...

onde

59

l,.., c onde F, nao € necessaria-

;awsy B ) 3 F-EJQ

nao precisa ser continua }
(F), ..., 8, (F) )", t> 1
1 regular de F & { com

o 0 .
( Bl‘, oy et )' sob H

independente de F.

estimavel entao existe um vetor

, 0p ) de o
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(1) (1) (c)

. dF, (X ) ve...dF, (X } ssase GF (X )
l a l a LR L] c a L L B

11 1 mil c1
. ch(x(C) ) = 6, (e R VF e i=1,...,t

: o 1
cm, _
e
e matriz grau
B 1
Mypr---r Mic

(3.47) m = : °

onde cada mij , i=1,..,t; 3=1,...,c & um inteiro
nao negativo, isto é m, ee., MW, i 2 1,. a4t sao
g 7 14 ll” I lC 14 14 4

os menores inteiros que satisfazem (3.46).

(k)
Consideraremos ¢, simétrica em (X , ..., X )
o o
k=1,...,c, mas nao sobre os diferentes c conjuntos.
Chamaremos
\
UN = (U y sewy U )
Nl Nt
de U - estatistica generalizada correspondendo a ¢
onde
¢ "k (1) (c)
(3.48) || = 1 (m ) ) ¢i(x iriag R
Ny 2= £k S5 %1 Cc m;
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e
S = [ 1 €787 % ay % & < : k=10, 001 =1,
ik :
c
Fias i g1 o, = N o tamanho da amostra tirada
k=1 :

da distribuigao F, , mg. c N 3}

Construiremos testes para HO baseando-se em UN'

Tomando as ¢ amostras formaremos um vetor de tamanho
Np, ZN , das observagoes,

_ - = ) ;
(3.49) ZN = ( Zyreens ZN ) za = Zig t ot Zpa

o =1,..., N

onde 1)

xa ! o = l, . 7 n,
2, = O w

x& I r PATA Q=M + ... F Oy + Lyeeey

L o = ’ an+...+nk;K=2,...,c.

Sob Ho’ ZN e composto de N vetores aleatdorios i.i. dis-

tribuidos. Entao

(3-50) P ( ZN = zZ HO e ZON ) = LN

quando F & continua, z, é um vetor obtido de ZON fazen-

Dy

do uma permutagao dos seus elementos e 2 o valor

ON

obtido de ZN na amostra. Deste modo, todas as pos-
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siveis particoes das N observagoes em c subconjuntos

de tamanhos n,,..., n_ , respectivamente, sao igualmen-
1 r “c

te provaveis (sob’ Hj e dado ZN = LON ) e cada parti-

cagao tendo a probabilidade permutacional

{ N _ n,! ... n_!
(3.51) | 1 L

( nl,...', nC} 5

Note que (3.51) & independente do F € Q e do ZON toma

-

do (fixado), entao qualquer teste baseado em (3.51) e

livre de diétribuigéo~(condicionalmente livre de distri-

buigao). Neste caso UN , baseado na medida (3.51) & 1li-
vre de distribuigao. A distribuigao de UN baseada em
' (3.51) serd chamada "distribuigdo de UN baseada em
permutacoes".
Propriedades da Distribuicao de UN Baseada em
Permutacoes
Sejam
m, = My 4+ ... 4+ m. para i =1,..., t
kg
* 1
= pA N = L ¢ Z . 7
¢1 ( oy ! " Tamy ) - % 1 ( o' Ta ml)
1 S.
i
x _ -
onde S; eo conjunto de todas as mi! permutacgoes de

( Oy yeeesO ).
l' 7 mi
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* * *
¢ = (¢l 7 oes ey ¢t)
* - - :
Note que ¢i e uma forma simetrica de ¢i, L = )l,;% swy, te

Assumiremos que 6 satisfaca as seguintes condigoes

* 0
(3.52) 0 (_zN) = 9 S A2
.
(3.53) A matriz de covariancia de N { UN - 8% } tem
' assintoticamente (com N » « sujeito a condicgao
. n (@
N . SRR N, 0 <A <1, I A =1) umlinite po-
N ; k=1
sitivo definido T ( F, X ) sob H , onde F & a f.d.a.
comum ( Fl = i.. = Fc =F ) e X = _( Al,..., AC ) .

Sseja T ( ZN ) a medida de probabilidade gerada por (2.50)

(isto &, dado ZON e H_ e pensando nas permutacoes das

Z
coordenadas‘de ‘ON)'

Entao,

(3.54) E(le (7)) = (ECU T (Zy) s oo s

CECU | wcz)) -

+

Por (3.48) 1

oz EC 8/t (Zy))
( ey |
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1
2 E(e /v (Zy )) =
c nk Si
|
e=1 myy )
=(ei,...,e:)=e°.
(3.55) Assumiremos que E (¢ ¢' | Fg Q ) < o
Definiremos
(i,3) , .
Y (F) , 0 < dk < min ( My v Mag )
dl"' ; dc > J

como a covariancia entre ¢, e ¢j onde dk das varia-
(k) ‘

veis { X } , k=1,...,c . sao iguais e ¢i , ¢j de-
a <

finidas para o uso em (3.46).

Considerando a medida de probabilidade T ( ZN ) , repre-

sentaremos a mesma covariancia acima como

(i,3) . .
ol (Zy) i 0 <@ < min (mik,mjk).
dl'° 'dc v
k= ll 'ld i l,j = l,-..,t.
Note que
(1,3) .
(3.56) P (Z,) =0ii3 =1t

0;...,0
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@57 04,5 (3 )= v Uy ol )/ x (7)) ]

ll i
c c
= {1 :3‘ Yyl : . 3
k=1 k 4= 0 a=0
fe. m. - m. (i,3)
k ’
-kﬂl{(dl)(nk ik )y,
= " my = 4 dy
|
(3.58) o (F) = cov { ( u. , U)] B S yee = B =
i,j Ni N] I 1 C
m, m,
& nk =3 il ic
= {71 (m Yy |- Z « B
=1 ik a=1 d=0
c - n —-m' .n *
D TGN B b
k=1 4, T
% jk dl” .,dc
para . todo i,j =1, ..., t. Entao,
(3.59) L ()= ((C o, (L,)))
ZN +J ZN\ i,j=1, , t
r (F) = (( o5 ® 1))
' ) | i,j =1, 't
Teorema 5.8
a) Se (3.58) vale e F QQO entao
q.t.p

>

N[z (4 )- @ ]

65
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b) Se (3.58) e (3.53) valem entao

g.t.p
ne(L ) IR r )
Teorema 5.9
Se ¢ tem momentos finitos de quarta ordem, para todo
F € Q,, entao
Nz (Ly) - f(Fr)|—E> 0
onde
_ c
F = I )\ka
k=1
Teorema 3.10
Se sob Ho' ¢ tem momentos de ordem 2+6 , 686 >0 fi-

nitos, ou, sob a alternativa ¢ tem momentos finitos de
—~ordem quatro, e se (3.58) vale

1

(3.60) ( n* (Ug- 6, )/ t(Z))

> Nt('O,I‘_(F,)\))

- 'E além do mais

G (T ./« (Z)) = ( (U~ ) (= (ZN)-)—l -

S TR VRN AR
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2
converge em probabilidade para X N

O

Para pequenas amostras podemos calcular a distribuigao de

UN sob a medida T ( ZN ) usando (3.51), mas para
grandes amostras isto se torna trabalhoso. Usaremos neste
caso, os ultimos teoremas. Por exemplo:. O Teorema 3.10 su-
gere que TN dado por (3.61l) pode ser usada como estatis-

tica teste para Hj quando N & grande.

-

Se tomarmos N Z (F) um estimador consistente de
N & (F ), aestatistica
3.62) T = n(U =8 ) (n3: (p) " ( Lot~ 6 )
L N N (0] ' (0]
- ol 2 * =
converge em distribuicao para uma Xt" Deste modo, TN , e
um teste livre de distribuigao para Hy quando N & gran-
de..
T T* :
-Mostraremos agora que N © N tem assintoticamente,
o mesmo poder.
Seja
(3.63) B = (FlN, ....,FcN) tal que Fiad > P .
. (k=1,..., ¢

em distribuicao nos pontos de continuidade de F.
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Il
@
+
2
3
3
¥
=

(3.64) H : 0 (FN)

com N > @

l

onde n ( nl,--. ;N )

Teorema 3.11

Se ¢ tem momentos de quarta ordem finitos para todo

Fc O e se (3.53) vale entao sob { HN} dado por (3.64)

*

T T

P
N Y N

Entretanto qualquer dos dois testes tem assintoticamente (sob

- . ' -
{ H. } ) uma distribuigao X . A =T (T (F X)) lrh
N t,A )
o O

c) Eficiéncia Relativa AssintStica dos Testes da Ordem

dos Postos.

1. Para o Problema de Localizagéo de Multiamostras multi -

variadas

Na teoria paramétrica & usualmente assumida que Fj,.... FC
s3o todas f.d.a. multinormais independentes com matriz de
dispersao I comum e ndo singular, e vetores médios pos-

sivelmente diferentes. O teste comumente usado, baseado na

raziao de maxima verossimilhanga generalizada, &

| N I \
(365) U = L
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onde
- c ™ ( (k) _(k)) ( (k) -(k)),
N E, =- I z X - X X - X
¢ k1 a=1 © :
- ¢ - (k 2 - Ky - -
- - - 1
N I ¥ n (X ) (X X )'+N Lo
k=1
e
- (k) T k(K
X = ’ T X’ ; k=1,..., c;
= o
- v« =€ n - (k)
X = I k X
k=1 N
Pode ser mostrado que -N log UN é assintdticamente ,

em probabilidade, equivalente a

: c _k) - -1 _ (k) -
(3.66) WN = I nk(x -X ) I (x - X )
~ k=1 :
.Como
z - (k)
. 3.6 n S (X - B ( x ) ) . k=1,..., c,

sao independentes, pelo teorema do limite central, (3.67)tem
distribuigcao assintotica normal multivariada, com ‘vetor
média'nulo e matriz de dispersao I ( para todos Fire-oiFg
diferindo somente em localizagao e tendo momentos de ordem'

dois finitos). Segue-se entao, que NN tem uma distri-
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buicao assintotica multivariada qui-quadrado com fp(c-1)

graus de liberdade e parametro de nao centralidade

c (k) - (k) = -1
(3.68)  r» ( E( x y - E (x))e2
k=1 , '
- (k) - !
(E (x 7y - E (%))
: (k)
Deste modo, sob (3.38) com § =0, k=1,...,c, WN
tem assintoticamente uma distribuigao qui-quadrado com

p (c-1i) graus de liberdade e parametro de nao centrali-

dade .

c (k) (k) - -1 (k) =
(3.69) A, = T A (e - 98) = ( ® - 6 )
W k= ‘ :
- c (k) (k)
onde o = X A S
k=1
Assumiremos 6= 0 para simplificar a notacgao.

Pelo visto atras e teoremas (3.5) e (3.6) a eficiencia

relativa assintotica (E.R.A) de &FN em relagao a WN

é ]
v oo (k)
; Aﬂd {r#k)Y l(F) n }
=1 :
.(3-70) e =
i ¥ c W ® -1 (K
T A {e -~z 0 }
k=1

onde
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n = ( n ’ . ¢ N I
1 p
(k) (k)
e n- dado por (3.42) e (3.41) com §; = 0 pa-

ra i=1,..., p;:; k=1,...,c.

Casos Especiais

1. Para o teste JzN (R) da soma dos postos onde ji( W)= u,

0O0<wpy <1, i=1,...,p, temos

3 k
NG LT RV

~onde

400 “+oo
Y., (F) = 9 S y F (%) F.](y) dF (x,y)———l——;
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* -1
onde Y (F) = ( Yij’ (F) ) )

2. Para o teste dos escores normais

I4q( ¢ ) , onde j, (u) = o (w); 0 < u<1,

i =1,00s¢p onde ¢ (x) e f.d.a. N (0, 1),

c (k) (k)' =1 (k) /
ng (s T UAEE S Yy
(¢),W K=

]
™
>

k=1
onde
(k) (k) (k)
S = ( 61 ’ ey Gp ) 7
4o ;
(k) , 0 j’ d 4P (F (0 ) aF
6i = i 2 dx [1] i
- f
l,se i=3 =1, ; P
T35 = W +o oo
-1 -1
S g 6 (F ) ¢ (v &) dF[ijﬂ’]"Y’
o e [i] [5] ’
L . i ?{ J = Lyvsuey P
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Note que se F & N (0, £ ) entao e(£ = 1
(¢) W
3. Para o teste médio onde j, (u) € 1 ou 0 se u < o
. . 1 - 0,
ou nao, respectivamente, i =1,..., p, temos

c (k)b % (k)
7 5 g 7Y () o

k=1 .

eéli =
() AW c (k) (x)' -1 (k)

A ) % 6

k=1

onde
*_1 . * -1
T ) = ( (., ()
1]
e
~
1
=-——4—~£2(O) ,_'1_=J=1, ;P

ij =( F_ (0,0 -TF (0) F_(
[i,4] i - 3]
/ [ =10y £ (o]
L [i] 13l

2. Para o Problema de Escala de Multiamostras Multivaria-

das.

No caso paramétrico, & usual considerar Fireeor F com
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distribui¢do normal multivariada nio singular e alguns
testes baseados na razao de maxima verossimilhanga sao
disponiveis para testar se a matriz de dispersao de Fi

roeeer Fg € a identidade ou n3o. Se estamos interessados

somente em testar a identidade das variancias das P va-

riaveis, temos um teste semelhante ao teste estatistico W,

digamos WN, que tem assintoticamente sob HN ( onde
8(k) =0, k=1,..., ¢ ) uma distribuicdo qui - quadra-
do com p (c-1) g.l. e parametro de ndo centralidade.
~ c (k) (k)' -1 (k)
(3.71) A, = 2 A ) ‘ r §
W x=1
onde
3.72 r = Y. . .
( ) € ( 1] ) ) 1;3 & YpesosD
com -
2
3.73) Y = 20 , i, =1,..., p
' ij ij .
(3.74) £ = (( o,.) ) a matriz de covariancia de F.
ij . iy
‘Deste modo o E.R.A. de diN com respeito a WN e
‘L
e b=
O A
v N W
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Pode-se concluir que se F~N (0, £ ), det ( W) # 0,
o teste dos escores normais multivariados e WN sao as-
sintoticamente equivalentes e os limites inferior e su-
perior para a E.R.A., tanto para o problema de escala
e analogamente para localiza&éo sao obtidos calculando

. . . -1
a menor e a maior raiz caracteristica de T Phpd

3.2 = EXPERIMENTOS COM DOIS FATORES (TWO WAY LAYOUT )

Considere um experimento "two-way layout", com um fator,
com p niveis, e n blocos independentes, onde o efeito
devido a bloco nao é aditivo e a “variavel resposta

€ uma g - variavel.

Seja

Il
>
-

.

.

.
~
N

X. . . -

1] ij 1]
a resposta do experimento no i-ésimo bloco que rece-
beu o j-ésimo tratamento, i = 1,..., n; j =1,...,p.

Assumiremos que a f.d.a. de Xij P Fij , @ continua.

Estamos interessados em testar se os diversos niveis do
fator estao produzindo efeito ou nao, isto &, iremos tes-
tar as hipoteses :

(3.75) Ho : Fil = L. = Fip = Fi , 1 =1,..., n versus
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Construamos agora o método das n ordenagoes ( n ranking

method) .

_ (s) (s) ~ (s)
Seja rij o posto de Xij sobre as observacoes { Xij
/3j=1,..., p} wpara i=1,..., n;s=1,..., q.
Destes dados podemos construir a matriz

(1) (1)
riq “ & rip
(3.77) R, = : i=1, , N
(q) (a)
) Ti1 Tip
’ *
Definiremos por Ri a matriz obtida de R; permutando

as colunas de Ri de tal maneira que na 12 1inha tenhamos

O numero

8

na posigao

ra a esquerda, i

LijoassiPs

" Diremos que as matrizes

i, posicao contada da direita pa-

e B de mesma ordem sao permu-

tacionalmente equivalentes se A pode ser obtido de B

pPOoxr

Seja

um numero finito de permutagoes das colunas de B.
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Il

permutacionalmente equiva-

| 8

*
S ( Ry )

lente a R.

{ A/A &
*
1

*
Note que para cada R(i) € S (_Ri )

o) * -
(3.78) P (R, = R, / S ( R, ), H_dado por (3.75)>= 4
1 1 1 o ]
p-
- *
isto &, uniforme sobre S ( Ri )
Como os efeitos devido a blocos sac independentes, Rl""’
. Rn sao estocasticamente independentes. Se tomarmos (Ri,
o} * * o
poeee 0 Ry ) € ( S ( Ry ) 4 «ees S ( Ry ) ) entao
' e . % *
(3.79) P { R, = Ryy i=1...,n/ S (R ),...., S (R ), H
. . n
dado por (3.75) } = ( A )
p:
independente de Fio eves Foo Chamaremos de 6)n a probabili-
dade condicional dada por (3.79) . Deste modo testes basea-
_dos em Ry, ..., R e na probabilidade -411550 livres de

distribuicao.

Construamos um destes testes

" Dpefina

ol 1 .
(3.80) T . = — I r. ii=l..pis=1l...,9q
n,j i=1 1]

entao
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(s) n (s)
3.8) F _ (T..) =—-—= £ E_  (r., )= -1,
6’ n,J n i=1 /J') 1] 2
n n
=10, P
(s) (s') 8.., (8..,p -1)
(3.82) Cov (.., r.,.,) = 11 33
jS"‘ 1) ) p(p-1)
n )

[] ) 2
[‘z’ = e E(gl)}

para i,i' =1,..., n; j,3' =1,...,p i s,s' =1, e
onde 6ii' e 6jj' sao os delta de Kronecker usuais. Po-
demos entao concluir que
(s) (s")
i} 5
3.83 Co T ., T, = (6,.,-—) o©
( ) n V{g) ( n,Jj ’ n’Jl ) ( ]]' p ) SS'( Jn)
n _
onde t (f ) = (( oss,(ﬁ’n) ) definido  por
p p (s) (s') 2
e o (Py= 22— & 3z r_ - BEH;
a8 n (p-l) i=l t=1 it 1t 4 (p-1)
s, s' =1, r g
(1) (q) (1) (a) \
Se tomarmos Tn = ( Tn,IT’J}ul yeaes Tﬁ,p—l" r Typa )

(3.85) nVp (T)=[1 -p
f, )T e
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Considerando a forma quadratica em oo rald (ptl) ¢ "
n 2 q(p-1)

e usando V ,33 (Tn ) oomo seu discriminante e usando a

~ n
relacgao

p-1
(s) (s)
R | = =T

1 n,J n,p

[}
Il
=

T k|
3

nos obtemos a estatistica teste

: i |
(3.86)<£an= n ( Tn———]é—-(p+l) Kq ) (V/f (Tn) S

(p-1)
(T - 2 1) 2 =
1, 7~ () L) )
q g ss' P (s') 1
= n 3 5 o (Jn) b3 (Tnj - J%%— ) -
s=1 s'=1 =1 !
T(S') vl
° ( n,j - 2 ) 7
ss' n 0 -1 & .
onde ( (o (4 ) = ( z( Sn) ) que & assumida
positiva definida ( Na pratica se Z—l (an) é singular,

podemos torna-la nao singular eliminando variaveis).

A distribuicao permutacional <kaoEN pode ser calculada
usando (3.79). Mas para grandes valores de n este cal-
culo torna-se muito trabalhoso. Com intuito de simpli-

ficar estudaremos o comportamento assintdotico de 1?N
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3.2.1 - Distribuicao Permutacional Assintdtica de iLN

Defina F (x) e F

1_(x, ) como a f.d.a. marginal de
ij[s] ijLer'j
- (s) (s) (s") .
X, e (X  ,X . )para s#s' (=1,...,9)73=1...,p;i
1] ij 13
i=1l,...n, respectivamente.
Seja
- Ezizzﬂ-) se s=s' (=1,..., 9
(3.87) He %
1 P "
= by F (x) F (y) 4dF (x,y) +
o (F)) = S EC PSR S N
gs' 1 1
+ 2 S (le) dF (le) - L (4p+l )
1tL§ s'] ij[s,s"]
#t‘—l —c0 =00
L
’ S#S';-_-ll r 9
i=1, , N
3.88) & (F; )= ((o (F))) l,..., n
ss'
-~ Teorema 3.13
Se as Fij (x) sio todas continuas entao
n P
1 e
5 (/) ) - — X { £ (F.,)} ——0com n >
Ja o= +

0
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Corolério- 3,13

Sob Ho’ dado por (3.75)

n
1 - =
- : (z( F;) ) = L ( ( On,SS' ) )
i=1
onde
p( p+l ) g =8" = lieees; P
12
o =<
n,ss' n - ]
31 b —P——4 T o __E_(E-___2) . ||
i=1 | i,ss 12 gi,ss ]
L s# s' =1,..., q

Note que sob Ho '

e por isto definiremos

F = G OF = F
ijEs] i[s] ij[é,s'J i[ﬁ,s']
‘s T
Definimos i,as e pgi,ss' como
oo 4o
T - -
i,ss' 4 S S F. ()f_{y) dF (>'<,y) 1

Yo e ils,s'y ils,s
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p = 12 S S F (x) E‘ﬁY) dF (x,y) -1
gi,ss’ Jo 2 ifs]  ifs'] i[s,s']
Pelo colorario 3.13, se pelo menos uma das matrizes
_ n
1
-Tn === iil ( (1 gv N e G —'j;‘- Z ( ( pgi,ss‘) )

positiva definida entao Iy tambem o é.

(3.89) SeF; (i =1,...,n ) @ nao singular entao ambos Tn

e Up o sao.

Podemos concluir de (3.80) que I ( Fi) pode ser expresso

como soma de uma matriz positiva definida e uma positiva
semi-definida, quando Fij € nao singular. Deste modo
1 n
— ¥ | Fi ) € nao singular.
n
i=1

Considereremos a condigao :

(3.90) EXiSte]%)E N tal que para n > ng

n
—%— z (z ( Fi) ) é positiva definida
i=1
Note que pelo Teorema 3.13 a condigao (3,90) implica

que L ({Pn) & positiva definida,

Teorema 3.14

Se as Fij sao todas continuas e (3.90) vale,a distribui-
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~ 9 (s)
¢ao conjunta permutacional de { n % ( Tn " -—Eztl—-) ;
' ’

s=1,...,9; 3=1,..., pr1 } & assintoticamente, em probabi-

lidade, uma

L 2 .
Moy (8 2 - fa VB )

O Teorema 3.14 nos leva ao seguinte teorema

Teorema 3.15

Sob (3.90), a distribuicao permutacional assintdtica de

X &, em probabilidade, uma X2 .
n
q(p-1)
.
Deste modo, para n grande, o teste permutacional ‘f, re-

n

duz-se a:

2
. 1 X
Rejeitar H, a nivel o se cf-n > q(p-1) 0
(3.91) '
- fo s
Acei H " n " oge <
; o n — g(p-1),a

A consisténcia do teste i‘n segue do seguinte :

' (s)
(3.92) (ﬁ > max {-n (T - )2 / e« {)n)
T os5 L n,Jj 2 S5

| R |
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(3.93) pela lei dos grandes numeros
(s) p ngRT .

1 1
lgy = ~ B oy 507" (3 F o) dF, (x) - —
] 2 B s 1

onde B
- : PA
F.= — ¢ F.
. P 521 ij
O lado direito ge (3.92) & 4 (n) e quando comparado com
P
uma X2 &

e de 9
q(P‘l)IOL P (l).

32,2, Distribujes { il ~
———==2Ulgao é§§lntotlca Nao Nula d

(g} ;
- .[__T_’l.l/
N TATE ]

Sejam .
+ o
(S) 1 n P
H Bl I A (%)
n,j n i=1 9 T By F (x) aF e
=L, o At[d] 1] (s]
j=l,..,p;s=l,.--rq
(s,s")
Fofx 0@ @ ey U8
i,jt,j't' 1 > xit y ' > Xit'
1]
)
(s) (s') (538
i X (s) _ > X
13 > Xj_t ) p( Xij' it
para j # ¢ i s - = 1N
J # t l' ’p ! S’S' = l,o- ' ] q' l
’ r N

onde
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(s) (s) (s)

) (1"P(Xij >Xit')

(s,s) (s)
ll = P dx. *» £..
it

iljtrjt
j#t: 1,--.,p ; 8 = l’..,,q.

* 1 n p P
Y = — 1 z z 1
n,js,j's’ n -1 | 1) t'=1EY i At Y1
* *
L = o )
n nljsrj'sl m X m
' * _
By - (F gooe Fl—p) r Fn = (Fl,-.-,‘Fn)

* .
& maior ou igual a 1 }

3 = { F posto de - L,
n n
a . oconstantes
= " ) S reals
A ( ( asj ) ) s = Lyeeerdi =)= 1,e./P J
H, (% A) a distripuigao acumulada  de
i
= P d (s) (s)
n 5 asEiiam o Ly e iy LD onde
' . n,J 1]
j: S:l Ss)
P p q q a a 5 ¥ .
Y @a) = z 2 b 'E 59 s'y' n,js n,j's'
n j=1 =] s=1 57
Teorema 3.16
Para todo A onde ine. Yn (a) >0
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lim Hn (x : A) = &(x), uniformemente em x; x € R,
N » o

onde & & a distribuigcao acumulada da N(0,1).

Note que

- sob H, I = |1 --1¢ z'}ez
O n P g

p P P L2
L

- se (3.90) ocorre, Zn € positiva definida entao pos-
*

to de I e qg (p-1). Consequentemente, para todo
p 2 2
A ( onde Yy a, £ =0,s=1,...,9), Y_ (A ) é& posi-
j=1 SJ H
(k)
tiva e | tera distribuicae assintOtica singular de
n,j

posto g(p-1).

3.2.3 - Distribuicao Assintética de oﬁn sob ~Alternativas

de Translacao Local

Sejam :

- Kn} uma sequéncia de alternativas de translacdo lo-
cal dada por

1

A _ _ 2
(3.94) K : Fij(x) = F (x) = Fy ( x+. n %oy )

n,ij
j=ll"'.lp; i=1’-'-,n

onde «a. = (a;l), eee s 0. ) ;3=1,...,p s30 q - vetores

constantes, com a. =" 0 e os aj‘s nao todos nulos.



o)
—'grl a classe de todas F, = ( Fir eve F )  que

sao absolutamente continuas com Zn positiva definida.

- A= ( an poeees @ ) onde
jeo

(s) n .

(3.95 a = -2 3 S f (x dF ®x , s=1,..., q
N =1 ilsj iis|

Tedrema 3.17

‘3 o - .
Se F;1€ - (n>1) entdo sob { K, } dada por

(3.94), i;. definida por (3.89) tem assintoticamente uma
distribuigdo qui-quadrado ndo central com q (p-1) graus

de liberdade e pardmetro de nio centralidade

(s) (s")

q q ' (s') P
(3:9€) B, = 2.1 o g%¥a y oo, O
Jﬁ s=1 s'=l J= J J
) | . |
onde (( o° )) = 3 ]

Conforme Anderson (1958, paginas 187 - 210) temos que se
Xij satisfaz - (3.94) e tem momentos finitos de ordem.
2+ 6, & >0 para todo i,j com Fyroeeer Fy normais e
tem matrizes de dispersao homogéneas aﬁﬁo—-Z]@gl% ’(Un

teste da razao de miaxima veroséimilhanga para a  hipotese
nula aj =0, j=1,...,p) tem distribuicgao assintotica
qui~quadrado bom o) (q—lj graus de liberdade e parametro

de nao centralidade
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(3.97) A =
- u

onde os aj‘s sao definidos por (3.94).

n n
n-> o i=1

n
T Ai e Ai

~e

€ amatriz de dispersdao de F, .

Deste modo a E.R.A. de i; em relacao a Un e —

que ira depender de N, T e dos aj's. Alguns resultados

para modelos especiais sao encontrados em Puri & Sen (1970).

3.2.4 - Testes Nao - Paramétricos para MANOVA em Experi-

mentos com Dois Fatores Utilizando Ordenagéo
ApOs Alinhamento ("Ranking After Alignment" )

Seja um experimento completo com n blocos, sendo aplica-

dos a cada bloco p tratamentos. O vetor resposta da ex-

periéncia feita no i-ésimo bloco aplicando o j-€simo tra

tamento €

(1) (q)
X .=(X ., «co, X_,
i) ij ij

com

(3.98) X s

Il
=
+

-
+

oa. + e.
1
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onde

M-= Hyr eoe s uq )' €& a média geral

a,= ( O, jioss O, )' & o efeito fixo devido ao bloco i,
iy ig . .

Ti= { T ijesep )' & o efeito fixo devido ao tratamen-
J jl Jg
to j, j=1,...,p
(1) (q) o .
e..= ( e, ,...e, ., )' & o erro cometido ao fazer a Jj-
1] ij ij
-ésima observagdo no bloco i ; i = 1,...,n; j = lyeas P

Assumiremos que

- eij’ i=1,..,n; j=1,..,, p & um vetor aleatdrio cuja
distribuicao conjunta Gi ( €iqreeeer © ) € simétrica (con

. ip ! n
tinua sobre 0s seus p-vetores € qrerens eip e pode ser di-

ferente para cada i, i =1,..., n.

n p
- I a, = 0, g T, = o0.
i=1 j=1
Seja Xi. uma fungdo de X;qs +.e, Xip 81meﬁ§1ca e inva-
 riante por translacao ( por exemplo LI Xij)' De-
I j:l

finiremos as observagoes alinhadas

(3.99) Yij - Xij - Xi y 1= Lseensp il =lpees;
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com O intuito de retirar o efeito devido a bloco e com isso
aumentar a eficiéncia dos testes baseados nas ordenagoes,

como feito anteriormente.

" Para a k- ésima variavel do vetor

(1) (q)
Y. = C Y., reeern Yoo )

ij 1] 1]
(k) ' (k) (k)
seja R.. o posto de Y._ nas observacoes 11 7 - 7
1] ij
(k)

,an; i=1,...,n ;3 3=1,e.., P ; k=1,...,=c.
Deste modo, corréspondendo ao vetor Yij’ temos o vetor
(1) (q)
posto Rij = ( Rij R Rij )' , i=1,...,p; 1 =1,

F osxwg Ds

Para cada inteiro N (=np) ecada k (k=1,..., q)

definiremos
N
(k) (k) (k) (k) (k)
F = L E
= ( E 1 cee1a E ) H N z
N,1l ' N,N N N,a
a=1
onde
(k) . )
— s de ; 1l < < N
EN,j jN,k ( N +l — j —_
com Jo g satisfazendo as condigoes (3.27), (3.28) e
I

(3.30).
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Definiremos
M
= 1, se a a- €sima menor observacao sobre
os N valores Yf%) € do j- ésimo
(3) X 1]
Z = tratamento
N k,a
= 0, caso contrario
C
T(k) T(k) T(k) ;
N - ( N’l 7 e ey N, P
onde
(k) . N () (k)
T = T z Z . .
- N’J N'k’a N,Cl

Os testes que veremos serao baseados em

(k) - (k)
{T = E i k=1,..., 9;3=1,..., p }
N,j N

Construamos entao tais testes livres de distribuicao.
Seja

R = ( Ryp s -eoer R__) = ( Rysessr R )

onde
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Estamos interessados em testar
(3.100) H H T = ° e 0 = Tp = 0

-e sob esta H, a distribuicao de Yoqreees Yip e simetri-

ca nestes p -vetores e portanto permanece invariante sob

qualquer permutagao detes. Entao a distribuig¢ao conjun-
ta de
< \
YN_ (Yll’ LR 4 lp’ e e oy nl, e oy an)
permanece invariante sobre o grupo finito de transforma-
coes
anp qp * *
(3.101) G = {g: R >R | g(Y)=Y =(7¥ ,
n n N ' 11

' * o -
onde - (Y , ..., Y ) & uma permutagao de ( Yiqr oenv

il ip
= !
, Yip) } .
- - n
Note que o numero de elementos de Gn e (p!) .
Chamaremos de a matriz posto correspondente a YN .
* ’ *
Para cada R , existe g_ € G_- tal que R =g ( RO )
N n n N n N
. * o
epara cada g € Gn existe RN tal que g ( R7) =
N
*

= RN' Quando H, (3.100) vale, a distribuigao de R; so—
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bre as suas ( N! )q realizacgoes ira depender de Gi’ i=1,

* ~
fweeg M.jp € 3 Y tera a mesma distribuicao de Yn para cada
n

n
0 S
gne Gn‘ Como teremos ( p! ) distintos < . € Gn ’
* * .
(3.102) P ( YN = YN Yn = B Yn ' gné Gn e HO (3.100)) =
- 1
n
(p:)

o que implica

(3.103) » (R.= R ! RL= g (RO),gnéGneHo (3.100) ) =

Chamaremos a medida de probabilidade condicional acima de

g}

n Podemos concluir que qualquer teste baseado na medi-

da (3.103) é livre de distribuigao.

Seja »
_ " P E(k)
E k) = — I & L i=1,...nk=1,...,q
. Nr Ri. p J=l N, le
) (k)
a média dentro.dos blocos de E (k) .
N, R, .
1]
(e} n p (k) ~ (k)
_ 1 (k) (k) -
Y = - . .
(3.104) Y, ( RN) r T 1 EN, - Fm, Rl

n(p-1) i=1 j=1 1j i.
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(k") (k")
A{E &y - E xh)} i ke k'=1,..., g
Nl R -. N' R
i) % i

Ve (B) = ( Mo (RD) ko k=1,

Pode-se provar que

(k) —(k) )
(3.105) E 0 (T ) = E : 3=1,...,p; k=1,...,9
J N,J N
n
.- (k) (k")
(3.106) cov((® (T ., T )= —2 (6., p -1)
N,J N,Jj' np JJ
O
T (RN)
k, k' =1,...,g 5 3, 3" =100, Po

o
Suporemos VN ( RN ) positiva definida e definiremos sua

inversa por

vV R:) N RO) D) k' =1,.., q

N

Para testar Hj dado por (3.100) usaremos o teste

q | q kk! O P (k) _ - (k)
3.0 s = n 3z 3z Y (R ) % T,+ -~ E _
- N k=1 k'=1 N =1 rJ N

(k‘) _(kl)
L -]
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se V_( RN ) é singular, podemos usar na definicao de
SN o menor principal de maior ordem, que é positivo de-
finido, trabalhando com a forma quadratica que envolve as

variaveis do menor principal.

A) Distribuicdo Permutacional Assintdotica de S

Definamos
1 (k)
F (x) = — nimero de Y, £ < X ; k=1,..., q.
a1 P i3
12 1,0eei P
(k) i
H (x) =— 1L F x) ; k=1,..., g
N Py= N3]
k,k' _ (k) k")
(k) - 1 namero de Y <X, Y e ¢
e B n ij — ig
N[j.2]
g, K'=1,..., 9; 3J, 2=1,..., p; com j # £ ou
k # k' ou ambos
(k) (k, k") .
F (x) e F (x,y) as f.d.a. marginais de
ifi] il3.2
(k) (k) (k')
Yy e ( Y ., Y, . ) , respectivamente, da f.d.a.
1] 1] 1] .

conjunta Gi ; J» L =1,..., p ; k, k' =1,..., g com pe-

lo menos um j # £, k # k ocorrendo.

"(k) l n P

H (x) = — L ST ) (x) oom k=1,..., q.
N AP 4=1 §=1  i[j]
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(k) (k)

Assumiremos que E = ] B
e N,a N ( N + 1 )

satisfaz (3.27), (3.28) e (3.30) e as condigoes

1 2 v
. (k) . (k) —
- (3.108) 5w -3 dy >0 com N> o -
N
0

(3.109) YN abaixo definida & positiva definida .

estao satisfeitas

Para a definicgao de YN chamaremos
(k) (&) (k) (k)
?ij_ J (HN (.Yl:] )) ;k_ll~'-l q:
' “ j=1,..., p
i=1,..., n.
it (1) (q) _ :
Zij = (Z.. feee g Z" ) ; ]=l’___'p;i=1’...,n
ij ij
(k) (k)
a =E(z,, . Zip, ) i ko k' =1...,q 3.&=1...,p
kk*,32,1 2ot
) * i & .
a = —— I akk',jl,i ; k,kf = Liwws @i Fol=l posnyPe

A= (Ca®l ) kK = Lqpm it s L.
j 3
(n) P p (n)
v = _L EZ) a - ——l—- X % a
Kk' N P jml k'35 PP 91 LAl Kk',54
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(3.110) Y, = ( ( Vkk' N ) ) k;k' =1,....9

(n) (n) (n) (n)
(A + A - 2 A ) i#£28=1,...,p.

A = 2 _
(3, £) 33 £L L

Lema - 3.18

Y @& positiva definida se

N
[ (m) ]
max posto A | = p
: i, L
J#£=l“.”pL (3 )J
Lema - 3.19
Como VN ( Ry ) > YN podemos entao concluir que

p

VN ( Ry ) € positiva definida se (3.109) vale

Teoreﬁa 3.20

Suponhamos que (3.27),, (3.28) e (3.30) na definicao de

£K) & (3.108), (3.109) valem, entdo
N,(l : o

P
> X2
q(p-1)

B) Distribuicao Assintotica Nao Nula de Sy

Sejam: :
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<+
- (k) -
u(k)= S j(k) [ H (x):l dF(k)J(x) ;3J=1,..., P

N,j N nfj] |
=1,..., q
o +
' (k,k") (k) k")
B(k.k) _ g S F..on s 1(x,y) - F _1(x) F 1(y) .
R A 1(3,3'] i3] if3']

(k) ' -(k) _kD Y -k")
.3 H (x) -3 H ()
N N

(k) (k")
dF (x) 4F (y)

n{e] nfe']

| T, |

para j, 3', £, L' =1,..., p; k, k' =1,...,gcom J # j'
ou k}‘ k' ou ambos.

(k) r (k)
B(k,k) _ SJ F_ l 1 =F. iy ‘}
Fi.L L i 113] |_ i[j] _J

—°°<x<y<°°

)T k) LS A ¢ S R
J H (x) -] | Hy (y)J

- (k) - (k) - (k) -(k)
dFr_'(x) dFl__‘(y)+dF’_ (x)dF‘_W(y)
n[] n{e'] nje'] n[£] |

para j, £, ' =1,..., p; k=1,...,9 ; i=1,..., n.
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(k, k") N n p p (k")
B = L ) ) o +
j3',n NP 4=1 | =1 2'=1 jj',e e’ i
(kK" (k, k") (k,k') N
+ B - B = B
L&' 5t ) N o LI 5,50 i
para kik'" = l;es«7d; F:3! = ez P
para k,k%= l,..., 935" J, JV=1, 0, P,
Teorema 3.21
Se as condigoes (3.27), (3.28) e (3.30) valem, o vetor
5 o) (x) 7D
N (T - u ) i 3=1,e..pik=1,...,qf — —>
N,j N,j __| N - o
(k,k') \
N 0, ( B i, J'=1,..., p
pk ji'm
k, k' =1,..., g
Teorema 3.22
Sob H_ e as condigdes (3.27), (3.28), (3.30), (3.108) e
(3.109) _
D 2
S > X
N q(p-1)
0
Se YN € um estimador consistente de YN , positivo de-

finido, o teste



100

- q q ~ kk'! P (k) = (k)
@uy s=n x I v I (T -FE :
N ksl k=1 N j=1 N,j
(k") (k")
< (T - E )
N'j N -
- ’ o 2
€ assintoticamente livre de distribuicao ( X q(p-1) ) on-
- kk' - -1
= _ Y L
de ( v ) N Note que VN ( Ry ) definido em

(3.104) & um estimador consistente de YN .

Estudaremos agora a distribuicao de Sn sob uma sequéncia

de alternativas de translacao.

Seja | K } uma sequéncia de hipdteses alternativas tal
: <1732

que KN especifica a v.a. Xij - N TJ, =1 ,
ye--7 P, permutaveis para cada i, i = 1,..., n, onde Tl 7
p
gawiy T sao p g- vetores com I T, -
p =1 J :
J
Sob KN
' 1
(k) (k) -5 (k)

F (x) = F (x-N T. ), j=l...,p:;k=1,...,9

if4) i S

(k,k") - (k,k") -% (k) —% il
F (x,y) =. F (x-° 7., vY-N“"41 )
i[53 1,8 33'+1 .

ji'=1...,p: k, k' =1,..., g.

(k)
Assumiremos que F r 3J=1,..., P; k=1,..., g sao
1[5 |
absolutamente continuas e
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: . n (k) (k)
(3.111)  lim —%— I F. (x) = F (x
n ' (k,k")
(3.112)  lim —%— r %) = F (%,y)
n > « i=1 i, 835+ §jji'+l

para k#k' =1, ..., q.

P

S -
da mesma forma como em (3.110) e os Qg 55 sao todos
!

Pelo lema (3.19) V. ¢ R; )

calculados para a distribuicao limite anterior. Definamos,

+ :

k , - " ;
I R
. dx

- 00

k=1,..., q.

Teorema 3.23

Sob a sequéncia de alternativas { KN } e sob as condi-

~gOes do Teorema 3.22 e a existéncia dos limites (3.111) e

(3.112)
D 2
SN > 7 alp-1), Ag
onde
A= L I v ( B(F )) B(F ) ) .
k=1 k'=1
p (k) (k")
. ._.1_ X T . T .
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Sob as alternativas { Ky } o, UN’ teste paramétrico

Maxima Verossimilhanga para Hy, tem distribuigao
2
q(p-1), &
u

, q q Kk p k) (k')
@3 A, = B— 3z oz A L ¢ T T
U p k=1 k'=1 p J=l J J
se as condigoes da secgao 3.2.3 valem.
Deste modo a E.R.A. de SN com respeito a
bs
y @ ; que ira depender de A rY -
N A '

de
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CAPITULD IV
PLANEJAMENTO EM BLOCOS INCOMPLETOS
e -
ANALISE DE COVARIANCIA MULTIVARIADA(NKO PARAMETRICA)

4.1 - PLANEJAMENTO EM BLOCOS INCOMPLETOS

4.1.1. Introducao

Considere n -réplicas de um planejamento D, em blocos in-

completos, consistindo de ;

- b blocos de tamanho constante k (> 2)

- v tratamentos com v > k
onde os tratamentos sao aplicados do seguinte modo

i) Nenhum tratamento ocorre mais de uma vez em cada bloco

ii) 0 Jj - ésimo tratamento ocorre em rj ( <b) Dblocos
iii) 0os (j, j') tratamentos ocorrem juntos em rjj'( >0)
blocos para j #3' = 1,..., v.

Seja Si o conjunto de tratamentos que ocorrem no i- ési-

mo bloco, i =1, ..., b.
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Para a a - ésima réplica, a resposta do experimento no
i - ésimo bloco, recebendo o J - ésimo tratamento, & o
p - vetor Xaij e sera expressado  COmO
s . X .. = + ., + . + A
(4.1) aij Mo Bai 3 Ea;g
je Si :i=1, ..., b ;o= 1, ..., n
com
z T . = 0
jes;
onde
My ¢ £ o efeito devido a réplica o y &= 1, asap D
Byus ° £ o efeito devido ao bloco i na réplica a ; i = 1,
vee, b ; oa=1, «.. , D
Tj . B o efeito devido ao tratamento J, J € Si; i=1,
..I' b.
iy’ £ o p - vetor do erro cometido ao fazer a a- ési-

ma réplica do J - ésimo tratamento no bloco 1i.

Assumiremos que as variaveis

(4.2)

B = { €aij ! j e sy }
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tém uma fungao distribuigao acumulada conjunta Gy ( Xqrene
roX ), simétrica sobre os k p- vetores e sao independen-
tes, para a =1, ..., n ; i=1, ..., b. Note Que isto

inclue a suposicao convencional de que os (N = n b k) er-

ros sao i.i. distribuidos.

Estamos interessados em testar a hipdtese

: = = . 0 o
(4.3) HO 2T Ty, 0  versus Hy : Ty #U , para pe
lomenos um j( =1, ...,
V).
No caso univariado (i.é. p = 1 ) os testes (dentro dos blo-

cos) para este problema sao devidos a Durbin (1951), Bernard
e Elteren (1953), Bhapkar (1961l) e outros. Para o caso es-
pecial de planejamentos balanceados, os estudos feitos por
Elteren e Noether (1959) e Bhapkar (1963) revelam a baixa
ef%ciéncia (de Pitman) destes testes, particularmente quando
k & pequeno. Em planejamento em blocos incompletos, & co-
nhecido (Hodges e Lehman (1962) e Sen (1968)) que o uso
dos postos apds alinhamento aumenta a eficiéncia dos testes
que usam postos. Mostraremos aqui, novamente, que a orde-
| nagao apoOs alinhamento pode também ser usada no tipo de
planejamento que descrevemos anteriormente, e com este pla-
nejamento ha também aumento da eficiéncia dos testes. Mos-
traremos que certos limites de onde a eficiéncia é derivada

nao dependem de D, isto &, dos particulares valores de

r..,e k.

b, v, r. 350

JI
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4.1.2 - Nocoes Preliminares

Nos definiremos as observagoes alinhadas por

(4.4) Yaij= Xaij - — I xmiz

i
e
R(F{ , O posto de Y(?X sobre as N observacoes alinhadas
aij aij
na t - ésima variavel, t =1, ... , pP-.
(4.5) T = Te = T 2T
J.d ] k L€ s,
1
fi=1l, sesag b 3 JE Si'
(4.6) e .. = ¢ - 3z e
> aij oij k oif
Le S

De (4.1), (4.4), (4.5) e (4.6) concluimos que

~
~
<
]
>
1
™
b
I
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1
= u + B+ 1. +E - — (I (u+8))—
Q. oy i3 k Le Si o oy
—__}l"{__.z T£—1—26a
>~ Le S, LES ik
i i

Camo Si tem k elementos, (4.7) pode ser escrito ,

1
(4.8) Y = g = S z T, # € _ 1 L € =
%y Ik pes f %37 % tes; ‘it
= T. . <+ ,e
j,i i3
j e Si ? i=1l, ceerbya=1 .o, D

Como nos demais casos de planejamento feitos iremos consi-

derar agora p sequéncias de escores postos gerais

(t) .
s S —=
..EN,S = jN,t ( N+ 1 ) F S .S < N; para t =1,...,p.

onde para cada t as seguintes condigoes, devido a Chernoff

e Savage (1958) valem:

i) lim (w) =

jt (), existe para todo
N > o

IN,t

0 < g < 1enao & uma constante.

ii) jt (u) & absolutamente continua com
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pra 6 >0 ; r=0,1 e K constante finita.

N ; 7
i % s . i . i _
13 N—iﬁlHN,t(“m)'Jt( N+l)l * HiN )

Para simplicidade de notagao definiremos para cada t (t=1,

cees P)
(t) E(t)
n = ;i Jg 8. i=1, ...,bj a=1,...,n.
o, . N, R(t) +
1]
ij
(€) . ®)  ® L R W
n = z n ;N = 5 .z n
oy Jj e,Si uij Q.. i= oy
(t) 1 = (t)
n = z n
ces n o=1 Obs o

A estatistica de teste que sera considerada & uma forma qua-
dratica em

(t) n (t)
Ty, 5 '

™
™
=3

o=l iep, %44

onde



Pj={i_.j esi};j=1_, cee, Vi £t =1,
Para definir a estatistica, sejam
(i) (i)
Vn = C 0V ) ) sd =1, 2.
onde
n b () (t)
v(l) _ 1 % DR ] n- -
N, tt! n pk 7L 1=l 3€S; I %3 %y
= =
(€") € |
n - n |
OLlJ (11 _l
) = 1
(2) o . lr (t) ® |
v = L - I | - ™ - n l
N, tt' nb o=1 i=l L oy .. _l
[ &) €
o R 1
para t, t' =1,...,p
. (i)
alt) o (¢ ajj0 ) ) i=1,
'onde
(1) B . E LENH
a.. = i k L) - X
-+ 1 | 5 %59 7 i k-1
(2) - ] i
a.., = br.., —xr. r.,
33 33 i3 b -1
- i, 3' =1, .

L

109
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§.., € o usual delta de Kronecker e r.. = r. .
JJ , JJ J

(1) (1) (2) (2) |
o= A Vg + A Vg

(1) (1) (p) (p) )
TN = ( TN,l ;"‘I TN,V 7 eeeg TN,]. H e g TN,V

(1) (1) () (p)

n = (Ii n.” poeeer TN e, TN ey rvrl..)

A estatistica dos postos ordenados (apds alinhamento) pro-

-

posta para testar (4.3) e

(4.9) iN

onde WN € uma inversa generalizada de NN.

I

(Tg-n) W (Tg-n)

N

A construgao decﬁ_ € baseada na invariancia permutacional

N

da distribuicao conjunta dos b k vetores,

(4.10) { Y, ,3€s s, i=1 ..., b }
13
( para ) cada o =1, ..., n, sob Ho) sob as ( k! )b per-
_ mutacgoes dentro de blgcos. dos b conjuntos de k veto-
res, como também nas b! permutagoes dos b blocos. As
( bt (k!)b )n permutacoes igualmente provéveis (levan-
do em consideragéo agora as n réplicas), geram uma me-
dida quq( condicional) de probabilidade permutacional(is-

to €, sobre as permutagoes acima descritas), onde
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(4.11) Eq ( TN ) = n e \[arg> ( TN ) = wN_
N ' ’

Deste modo Oﬁ y & uma forma quadratica em TN - E? (TN )
N

com matriz discriminante W;] , uma inversa generalizada de

Wy -

Para ilustrar calcularemos a primeira parte de (4.11), is-

to é E@(TN)'
. N

(t) (t) (t)
: EQ (07 = EQ (B, ) -
N al] N ij
(t)
Ra“. N
EQ j ( —3—) = & -5 0 —E-)
Nt N+ y ' N+1
(t) N . .z 1 pois
= = j ( ) S
P(rR =2z )= 2 N, t N+ 1 npk
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(t) '
P( R =z/§>N) —t 521, .., v

Il

~e

0Lij. npk
t=1, ..., p
i=1, ..., b.
_Deste modo, -
) : (t) (t) - (t)
. . = . = . : t =1
EQ@ (Ty,3) = x5 n Ty :
N e o o . o

CEQ Ty = oo
N .

(t)

Mostremos agora gqual a distribuicdo de R

iJ
(t)
Distribuicao de R
o
Séja\
' (1)
(D) (p) .
= ) /€Sy )y ceer (Y P oees
Y, = { (Yilj LR Yilj 1 ib3

a k b - upla da i-ésima réplica de p - vetores

( Yi ) sao i.i.d

i=l,...,n
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d
( Yl P osewp Yn ) I | Yc(l)' ey Yo(n) ) , pa-
ra qualquer permutagcao o de (1, ..., n) ) entao

(t) (t)
(Cyypy 7 desy ), (Y7 5€58), :

(t) (t) . d
C(y .. /3esy ), Yy /5 esy) =

nlj

(t) Yty )

/ 3¢ Sy ). (Y ./ Jg 8 , /

CC Y5113 1 0 (1)bj b

(t) (t)

Sob Ho ’ T

efeito de blocos, temos que

(t)
(4.12) (v  /

“Como a distribuicao de (Y

para cada £ = 1,

(t) d

_(§.13) Yizj

(t)

De (4.12) Yihj

De (4.13) vem

-+ = T, e sabendo que Y, nao sofre
- ij

(t) ) '
( Yih,j /3 € Sy ) :h; b =1;...,b,

" Qu

jes,)

(t) ,
123 / Jes; ), & simétrica

., b, concluimos" que

(t) )
Yiﬁh ; h,jc S£ i =1, «iszob.

9 (t)

Y ; h, h* =1, ..., b

ih'j
L ¢ Syr i3 € S, -

que
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(t) d (t)
Yo(i)hj = Yin'e
onde 0 & qualquer permutagéo, i=1, ...,n; h, h' =1,...,
, b; KG.Sh,;jQSh. )
(t) _ L . -
Como os Ya s 0 =1, ceey N3 &L =1, Juu,b 3 3 G—Si sao
ij
continuas
(t)
1 1
P@ ( Ra = Z ) =t —— S
'N ij N n b k

Assumiremos que D € ; onde ; € a classe de todos plane-

jamentos com blocos incompletos, para os quais

(4.14) posto de A(l) =v -1 ; A(z) e b A(l)—

- (b -1) A(z) sao nao negativas definidas.

4.1.3 -Propriedades de Cqu para grandes amostras

Para pequenas amostras, a distribuicao de OFN (sob(§§ ),
pode ser usada para construir testes livres de distribui-
¢3o para Hy (4.3). Para N grande isto se torna muito
- trabalhoso. Por isto daremos a distribuicao assintdtica de
cﬁ N° As provas doé resultados sobre(f ﬁ (sob (SDN ) ,pa-
ra grandes amostras, sao longas e tém a mesma linha das
correspondentes provas, pafa blocos completos, tratados
em Puri - Sen (1971), capitulo 7, segao 3, ou Sen (1967) ,
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(1968), (1969). Por estas razdes nao as faremos aqui e nos

limitaremos a enunciar os resultados.

Teorema - 4.1

"Sob as condigoes da segao 3.3.2 a distribuigdo permutacio-

nal assintOtica de;(?N ( sob QPN ) converge para a dis-

O
= 2 ~
tribuicao X . A distribuicao de Az y (sob H
o
(p (v-1))
(4.3)), sem considerar Cg% ) depende da f.d.a que esta

em jogo, mas também converge para uma distribuicdo qui-qua-

drado com p (v-1) graus de liberdade".

Deste modo, para n grande, os valores criticos de(f sao
\\

p (v-1)°

N

aproximadamente aqueles da X

Para estudar as propriedades do poder assintotico do teste
baseado em(fN, tomaremos a seguinte sequéncia de alternati-

vas | Hy }  ( de Pitman) especificadas por

1
T (4.15) ' 0 0. ( e(l) e(p) )
. : . = . = n . ; .' = . o0 e :
v oF Ty 'j,n J ;) 5 I
. v (t)
com J =1, coisy; V3 ¥ 6. =0, e os 6. reais e fini -
. e® o
3
--tos.
Correspondendo a pk - variavel [:Za ;3 eS; aJ temos

a f.d.a. ¢onjunta F (Xl"“’ Xy ), a f.d.a. marginal de

(t) (t) (t") (t) (t")

Lois v ( & W ﬂa ) e (e e ) denotadas por
J ij ij ij ij
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(1) (2)

F (x) ; F (x,y) e F - g§, y) , respectivamente.
[t] [Et' ] (£t
Como Ya eliminou o efeito devido a bloco, a f.d.a.
ij
. . - -
~conjunta G ( Xyseees X ) de L Saij , Jes; 1 @

simétrica sobre seus argumentos e sob HO (4.3)... 4s f.4d.

acumuladas marginais acima nao dependem de i, j e j' (j #

i) .

(1) \L)
Tomemos VvV = (( Vg Yy , i=1, 2 onde

S _ _

- S g Ig l:F ‘X)] I ’ F_Q) |dFr(—l)‘>£4 y) -
tt! o mw - [t] Lty J LE,t!]

* * ’ )

- H U H t, t' = l, cecr P ¢
t t!

1

* (i)

q e S‘ j (u)du para t=1, ..., p, € F_ (x,y) &
e &, ]

NGs assumiremos que v € positiva definida e sejam
\ (2)
A _ kK -1 A(l) + b -1 A
k . b k
_ 1) (b-1) (k-1) (2)
(4.16) B = k=D A — A
: k

A 8 v -pg P

o)
il
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Nos também assumimos que Fr,~ € absolutamente continua

Lt
com
| . |
d j [FT_(gri) ] limitada, quando x -~ + =,
, d x t Lt
para t =1, ..., Po
Definamos,
‘00
t He X 1t] | [t]
Eft):z B 5(@ g(t):= r. (k-1) e(k) _ '; ( r..,) e(t)_
j t 3 °f 3 k j T k 3!
J
i# 3!
~(t)
-r. 0 '
J o
onde
-
~(t) , b ® (t) |
= h) z 6, - — I 0 ; £E=1; ..., p.
° bl i-1jes; | 7 K p&s, * i
Definamos, finalmente
(1) (1) (i)
Ki= ((kttl)) ;ktt|= tvttl Btl H t].t.=l, csoy p;i=l, 2.

' = Agg - Béxk
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(1) (1) (p) (p)

( €1 7 eer By poaesr €1 1 sees E

(4.17) € )

v

~(1) ~(1) " ~(p) ~(p)
6 = ( e F2E LR 4 e g © ey e g o o g e
v 1 v

1

~ ~(1) ~(1) — ~( ~(p)
0 = (8 seee v 8 sever O seee 1 68 )
o o (@] o o

Teorema 4.2

Sob {HN} em (4.15) e sob as condicOes acima estabeleci-
das, Of N tem, assintdticamente, uma distribuigéo qui -
quadrado com p (v-1) graus de liberdade e parametro

de nao centralidade.
(4.18)/%)(=€S_2€=(6—6)I‘ (e =-106_)

onde § e T sao as inversas generalizadas de Q e T , res-

pectivamente.

-

4.1.4 - Eficiéncia Assintotica §§!£ "

No caso paramétrico f i.8. na teoria dos modelos normais),
para p = 1, o teste Sdtimo e invariante & baseado no teste
F.F , comparando a soma dos quadrados medios devido a
tratamento (eliminando o efeito de bloco) com a soma dos

guadrados médios devido ao erro.

Para p > 2, podemos ter as seguintes generalizagoes

deste teste : -



119

i) Da Razao de Verossimilhanga da Teoria Normal (R.V.T.N),

baseado na razao de verossilhanga,

| T | -

™ )

!
2

(4.19) AN

onde,

ZQ : & a estimativa de maxima verossimilhanca da matriz

de covariancia na distribuicao normal.

Q2 : €& a estimativa de maxima verossimilhanca da matriz

de covariancia da normal, sob Hy -

Rejeitaremos a hipotese H_ se A < X_, A_ escolhi-
o N o (@)

do adequadamente.

2

ii) A Estatistica Generalizada (Hotelling - Lawley) To

-1

baseada no trago de S, Se ( onde S, € a matriz

de somas de quadrados e produtos cruzados devida ao des-
vio em relagao a hipotese nula e Se € a matriz de so-

ma de quadrados e produtos cruzados devida ao residuo

(erro) ),

iii) A estatistica de Roy baseada na maior raiz caracte-

- ) 1
ristica de Sh Se € outros.

v, Para maiores detalhes sobre estas estatisticas vide . An-—

derson ((1958), Capitulo 8) ou a dissertagdo de mestrado

de Singer (1977).
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2 /

Foi mostrado que TO e Ay sdo assintoticamente equiva-

lentes em probabilidade e portanto tém as mesmas proprie-

dades.
Queremos comparar O teste(fN com o teste RUTN quando
a funcao de distribuig¢ao que esta em jogo nao & neces-

sariamente normal.

A distribuicao tedrica de - 2 log AN" quando a distri-
buicao que esta em jogo nao & necessariamente normal, foi
estudada no contexto de hipotese linear geral multiva-
riada em Puri & Sen (1970). Segque de seus resultados ,

particularmente o Teorema 2.2, que quando F (x) tem mo-

mentos finitos de até segunda ordem, a matriz de disper-

sao de e  (definido por (4.6) ) denotada por
1]
I = ¥ (F), é& finita e positiva definida,
(1.20) - 2 log Ay P ; sob Hy . (4.3) e sob
- + p(v-1)
Hy ( 4.15) tem assintéficamente uma distribuicao qui-
quadrado com p(v-1) graus de liberdade e parémétro

_.de nao centralidade,

-~ = (l)gz—l - ° .,
(4.21) A)\=(6—60) A J (6 -0 ) .

Assim a eficiéncia relativa assintotica (E.R.A) (conforme

Sen & Puri (1967), Quade, (1976) ou Puri & Sen (1971) )
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deci Ny com respeito a Ay é

| b |
(4.22) etd 2 = —2 - o (ARAD, 5, L, 0)

Ay

aqual nao depende somente de A(l) e A(Z) e matrizes de
covariancia I , Ky e K, » mas também do parametro de trans-

lagao 6.

Provaremos agora algumas desigualdades sobre (4.22). Para
isso chamaremos as ralizes caracteristicas minima e maxima

.de A por C, (A) e Cy (A) , respectivamente.

Teorema 4.3

Sob as condigoes da secao 4.1.2 ‘e 4.1.3 temos que
. 1 2 :
mfee(A(),A(),z,Kl,Kz,e)>c(z: Ky )

spg e CAY, AP m k002 g0 Ky )

para todo D& @

Demonstracao
. C(6-6) T (8 -0 )
e (&, 2 = 0 2
. ~ iy —n (1) —= oo
(6-86) [A78 ] (8- 0)

Pelo teorema de Courant sobre o quociente de duas formas

—_

quadraticas, temos :
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sup, e(of,x)=cM [~ r (A(l)B )]

infee(o(,k) .cm Cr (A8 =) I

mas ¢, [r (AY8 )] ! _

onde T ’ A(l) sao as inversas generalizadas de T e
A(l) , respectivamente.

Tirando o valor T de (4.16) , e de B e A de (4.17) temos:

1 —_—

Cm[(A(l) 8: )r- cm{‘:(A(_l) 8x7h) (A By - BBk |-=

- N -1
- 1) k-1 A(1) -1 4(2) _
= ¢, Lea™s o o (B A - T %) 8

- ( k-1 A(l) _ (1) (k-1) A(Z) ) 8 K, —i
k - b k -

——— -1 . :
_ 0 k-1 (1) b-1 (2)
= ¢ [ (A 8z Y){—F—A"8K * 55— A SKl‘

~ - 2
- kkl AD g g, 4 (bk-)l})( Gl A@ g 77
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Mas

=AY S AP B B AT B -

b k
(1) k-1 2
A@K2+ (k-1) (b-1) A()@Kz -
b k
. - 1
= k-1 A(l) 8 Ky + b-1 A_(Z) 3 Kl _ k-1 A( ) 8 K, +
k b k k
+ (b-1) (k-1) A(2) 9 Ky -
b k s
Substituindo esta igualdade acima, temos :

- — -1 - - 711 =1 |
Cm L(A(l) 8 3 ) 1—.1 - Cm [; (1) 3 3 ) ( A(l) 8 K]_) _

1 (1) (2) - -
- =L (A" - -1 A" K, + (k-1) K =
b k | 3 |k 2 |

-1 (1) '
B A (1) )
- [IV 8z K o ( bA ©-1) A ) ®

Portanto
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1
(1)
r(pA '8 =)= — =
mL.v 1l Dbk )
_l _
onde 2 = I I:Kl + (k-1) K, |

De maneira idéntica

=1 (1) _ -1
— A (1) _ (2) , _
Gy |_IV8 L Ky S— (bA 1) A“') B¢ (Ky+ (k1)

Mas

(4.23) - A( ) (b A(l) - (b-1) A(z) & positiva semi-definida

por (4.14) e

~(4.24) Ky + (k-1) K2 @ positiva semi-definida pelo lema

que mostraremos abaixo.

De (4.23) e (4.24) concluimos que

AY (oA - e AP 8 (kg D k)

é positiva semi-definida . Entao
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o TR -1
1,82 K- —BA= AP e A®) 8 g+ ) .
b k

: - -1 _ — -lK—f
k)l e [1,8z 3 = o [ = 1

—

-] GS =1
oy [, 8 ¢ Ky = —éT(b A= -1 7@ gs

M (Kl + (k-1) .
o -1 -1 K
Ky)l < (I, 82 k) = ¢ (2 1 ).
Deste modo
. L) A(2) ok
lnfe e ( A 14 A r Z ’ Kl 14 Kzle ) i Cm ( Z l )

1 2 -1
sup, e ( A( ) A( ), Zr Ky v Kyr © ) > Cy (2 Ky )
Lema = 4.3

Ky é positiva semi-definida = Ky + (k=1) Ko € positi-

va semi-definida

Demonstracao

Por (4.17) é suficiente provar o lema para

v* = v(l) + (k-1) v(z). Note que



126

(1)

- v & a matriz de dispersao de
T + |
Jt' F = (e() ) I i t=1, ...,p
[t] a5
- v(z) é a matriz de dispersao de
(3, (F__ (o) e T
] F__ e P P F e . J
O] %43 e el My
cam j # 3' ; t,t'=1, ...,p.
-~ * - ~
ent3o Vv & a matriz de dispersao de Z = ( Zl, s Zp ) ;
T (t) 7]
Zt— .Z JtlFr‘ﬂ (e’a.. ) I ;t_l' « =y B

. . positiva semi-definida.

Quando p = 1, a comparagao da eficiéncia de iiN com ou-
tros testes paramétricos e n3o paramétricos sao encontra-

dos em Sen (1971).

Para p > 2, em virtude do teorema (4.3) a E.R.A. (de-

__finida em Puri & Sen (1967))

é(F,j)= ,9=(6

satisfaz

-1
c, ( T K )<= (F3I g (XK ).
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4,2 - ANALISE DE COVARIANCIA MULTIVARIADA

Naé secgoes 3.3.1.1 e 3.3.2 faremos um resumo do que é
apresentado em Puri & Sen (1971) e nas outras ~ segoes
completaremos o assunto com os resultados obtidos nao
constantes desta publicagao, como Analise de Covariancia
sem alinhar as observagoes e testes simultaneos para con-

trastes.

4,2.1 - Analise de Covariancia baseada na ordem dos Pos-

tos, sem alinhamento

A) Caso Univariado .

Seja Z = ( Xy X5p ey Xp ) onde X € a variavel prima-
ria e X = (X2, s Xp) a covariavel, onde
k k 'k k k k
B, = (xla,xa ) ., X, = (x2a,...,xpa ) a=1, ..., n &
a o - ésima observagao do k - é€simo tratamento, Isto é:
k
Assumiremos que Za ; o =1, ..., ny sdo i.i.d. com uma
f.d.a. continua Gy (z), " Z € rP para k = 1,...,C (k> 2).
(k) (1) 1

Denotaremos a f.d.a. (conjunta) de Xa pm:Fk (x),><6RP—
(k) (k)

e a f.d.a. condicional de X, dado X = X por
o o

(2)

Fy ( Xy / x )i k=1, ..., C.
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E também assumido que a co-varidvel nao & afetada pela

aplicagao dos tratamentos, isto e,

(1) (1)
(4.26) F, 0 =F ® , k=1, PRS- L

Estudaremos o modelo,

(2) (2)
(4.27) Fk (y/x) = F (y - Ty L EYink = 1,455 50

onde T = ( Tyr weer Tg ) & o vetor dos efeitos devido

a tratamentos.

Note que o modelo

(4.28) vy = -’I;' + B X + €

onde € sao i.i.d. & um caso particular .deste.

A hipbtese nula de ni3o efeito devido a tratamento & dada

por
(2) ' (2)
(4.29) Ho s Fk (y/ x) = F (y/x), k=1,...,c.
'#‘A‘hipétese H implica que T = 0 e como consequeéncia
d -
G, £ G, ; k=1, ..., c.

k 1

Os testes para Hj dado por (4.29) foram estudados esta-

belecendo correspondéncia com o problema de multi-amostras
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multivariadas, diferindo por 1oca1izaq§o, assunto este vis-
to anteriormente ou para mais detalhes, vide Puri & Sen (1966)

e Puri & Sen (1971).
Vejamos entao os testes usados para H_.

Adotaremos as mesmas notagoes da segao 3.1.1 e 3.1.2.

k

Il

Sob Hy, G =G l, ..., ¢ entao a probabilidade (3.8)

k

continua valida, isto e :

* 1 , *
(4.30) P (Ryg= er S (Ry), H) = —i ;VrNe S (Ry)

e Gl continua . Utilizaremos esta igualdade para construir os

testes da ordem dos postos para HO.

(k)
Definiremos TN i , i=1, ..., P; k=1, ..., ¢
14

como em (3.11) e VN = ( Vij ( R; )) = VN ( R;)

i,j =1, ... p ocomo em (3.19).

Como foi anteriormente verificado,

) - ()
E ( TN,i - EN / J ) = 0; i = l,...’p; k:l’ 505 Cs

(k) - (1) (q) - (3) _
E Ty~ B ) (Ty5- E ) /7 )

J N

*
( dhl, =W, ) Vi ( RN)

) - 1)
nk (N - 1)
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i, §J=0, «..,p; k,g=1, ..., c

e continua valido o resultado

U S S IR €8
N (T - E ¢ L= l,ceceP i k=1;:036}
N, i N
sob IN tem distribuicao assintotica normal

multivariada com média zero".

Utilizaremos a informacao contida nas covariaveis para
eliminar de T(k) a variagao devido a regressao de
N,1l
T(k) em T(k) ) ey T(k) , k=1, coss € Por isso
N,1 N,2 N,p
trabalharemos com o residuo destas regressoes. Os resi-
duos sao
. o
(4.31) T = T(k) - E (1) _ { o valor ajustado de
N,k N,1 N
T - E em T poeeer 1 } =
N,1 N N,2 N,p
(k) - P VN,ll
= T E - L ( )
N,1 N =2 VN’ll
(k) - (i)
. (T - E ) =
N,i N
k  Yyi ®) - ()
- 1 —— (T -E )

k=1, «c., Co
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*

onde vN,ij € o cofator de Vij (Ry ), i, 3 =1,...,p.

Para maiores detalhes sobre este tipo de raciocinio, ~ ver

TIM ( 1975 ),

(k) (k)
Como X2 1eeoy Xp sao independentes
* * ' P V..
1
Cov (T T )/ 3)=cov (3 —Neiz
N,k N,q i=1 V
N,11
-a P N @) - (3)
(19 - g @)z ML (7 Ty ), g -
N, i N /)5=1 Vi 11 2 N
- DS U e ov | (T - E )
S ot N,i N
=1 =L VN,11 VN , 11 -
(@) - (3) - B :
’ . - ‘)/ JNI = hX N"ll
NIJ N / _.I 1= VN,]_l
[k -@) (@ - (1) ]
Cov | (T - e T - ) / JN_] =
L N,i N N,1 N
Y NG, -
S B %k ~ k K QL s
Wil o (v

onde | VN | & o determinante de VN ( RI: ) .
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Com o mesmo argumento usado para justificar (3.26), podemos

usar O teste

; Ve 1| c .
(4.32) ‘L g = —uH rooa (T )
para Ho'
Para N pequeno, (4.30) nos d3a uma maneira de calcular a

*
distribuicao de ;L‘N’ mas para N grande este calculo
se torna muito trabalhoso. Nestes casos usaremos a distri-

. - *
buicao assintotica de iLN’ dada pelos Teoremas 3.1 e 3.2,

- 2 _
que e X (c-1) , sob JN. O Teorema 3.3 nos leva a
concluir que a distribuigao nao nula de fj& e assinto-
ticamente X2 . Deste modo para grandes amostras o)

c-1 * 5
teste assintotico rejeita Ho’ a nivel «a &aJ:N > X .
a,c-1

s = * .
Estudaremos a distribuigao nao nula de i’N sob a sequencia
de alternativas

= 1

(4.33) H.:] 1 G (@) = G (Z) = G (2 - N 2 8 s Dyr weer By )

k=1, ..., C ;eie R, i=1, ..., c.

) .
Aplicando o©os teoremas (3.4), (3.5) e (3.6) em JgN’ conclui -

se H

Teorema 4.4

*
Sob { H§ } e condigbes dos Teoremas (3.4) e (3.6),11& tem
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assintoticamente uma distribuicao qui-quadrado com c-1

graus de liberdade e paradmetro de nao centralidade

* c (k) (k) _ 2
(4.34) A =v'(@ z X (n - 1)
k=1 1 1
onde v'' (G) & o elemento da 12 linha e 12 coluna de
vl (G), definido por (3.34) onde
= -1
vt (G) = (v (G) ) para F = G e ng#)
k=1, ...,c definido por (3.41)
. c (k) (k)
n = Zz A n .
1 k=1 1
(k)
Denotemos a matriz de covariancia de Za por
Zk (G) e sob H Zk (G) = £ (6), k=1,...,c. Suporemos
que L (G) seja nao singular e denotaremos ( I (G) )
ij
=" (0 (G) ).

Sendo G normal, o teste usado na analise de covariincia
€ o baseado na razao das variancias (apds a variagao de-
vido as covariaveis ser eliminada dos quadrados mé-
- -dics entre e dentro dos grupos. Vide Scheffé 1959, capi-
tulo VI ). Pode ser mostrado que se G é a f.d.a; mul-
tivariada com momentos finitos de ordem 2 + § , § > 0 .
entao sob (4.33), (c-1) vezes a razao das variancias tem

assintoticamente uma distribuigao ch—l A onde
"
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Oy o F 1% . S (k)
A = 0d" (G Z A (6, - 06) , 6= 1 A ek
J k=1 ' k=1 .

k »
e A( ) é o da condicao (3.33).

. *
Assim a eficiéencia relativa assintdtica (E.R.A) de:f com

respeito ao teste da razdo das variancias &

Ap* "
(i 3 A o (G)
, 3
onde
+

B(l) (G) = gw — Ju (G[l] (x)_) d G «L-l]-(x) ’
Gtﬂ-se refere a f.d.a. Gy [1] sob a condigao
Gl[l::l’—' cee = GCIl] = G[l] sendo Gk[i] (x) a f.d.a.

(k)
de xia ’ ,i =1, «c., P-
Exemplos de calculos de e* sao encontrados em Puri

& Sen (1971) éecgéo 5.9. 'é

B) Caso Multivariado

Iremos agora generalizar a parte A) para o caso multivaria-

do . Usaremos, o quanto possivel, a notagao anterior.

- Seja,
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e ’
Zka ( Yka ' *ka )
onde
(1) (p) (1) (q)
Nea = (Y v eeen By ) 3 K= O X e X )
com p, 9> 1, a=1, ..., n, -
Para cada k, k=1, ..., c, teremos' nk vetores aleato-
rios i.i.d. tendo uma funcao distribuicao acumulada
p+q T =
G, (2), com 2 € R - SupGem-se que Zjqys...,Z_  S30
mutuamente independentes.
(1) .
Chamaremos de Fk (X) a f.d.a. conjunta de xka e de
(2) -
Fk (Y / X ) a f.d.a. condicional de Yka dado Xka =X,

k = 1, i:¢4; C.

Como no caso da teoria univariada,do resumo anterior, as-
sumiremos que

(1)

__;_‘F]fl) (x) = ... = Fc (x)

) - = e 2
isto e, as co- variaveis nao afetadas pelos tratamentos .

A hipdOtese nula de interesse é

: (2) (2)
(4.35) H, :F; (Y/X) =... F (Y /Xx)
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Pode-se notar que no modelo aditivo usual,

(2) (2)
(4.36) F, (Yy/ X )= F (Y- 7 / X))

(1) (p)

Te = (T, eee Ty )
e a hipotese Hy (4.34) implica que T} = ... = Tg -
Nosso objetivo agora & encontrar um teste para Hj-
Tomemos O ponto amostral
*
Iy = ( 2117 = v Zen)
(o]
que & uma matriz de ordem (p + gq) X N. Ordenando os
c *
N ( = I n. ) elementos de cada linha de ZN em
i=1
ordem crescente nds obtemos a matriz de ordem (p+qg) x N
. — (1) (1) (1) (1)
S Feceyg S 7 c ooy S r ceey S
) A Wy ¢ .C ng
" (p) " (p) “(p) )
Sll geoeec g S]_rl 7 ©ceeyg SC 7 e eceoyg Scn
(4.3)) R = 1 1 c
(1) (1) (1) (1
Rll""'erl"'” Rb R )
. ~ . 1 g dntatmmr, Ten
o
"(a) " (@ (@ - @
goeeeyg R AL R ) oeey R
- B 1 ny cy cn, |
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(1) (3) (i) (3)

onde S, ( Ry, ) & o posto de Vi ( Xiq )

sobre as N observagoes na i - ésima (j - ésima) varia-

vel Y (varidvel X ) , i = Y ceve P 13 2 Ly cowp ' )

Nos definimos as estatisticas dos postos como

n
k - ko @ ,
(4.38) | = —— % EN S(i) : i=1,....p; k=1,..., c.
Ni =] ! ko
nk .
K x(5)
(4.39) T =2 EN(J)(j) :
: . Nj k a=1 ’ Rk(x
j=p+l,...5p+a; k=1, ..., c.
onde (i) £ (4) |
E e E 3, a=1,..., N s3o os escores gerais
N, o N,o
satisfazendo as condicoes 4 de Puri & Sen (1969) ou as
condigoes 5.4 de Puri & Sen ( 1971 ) (ou as condigoes

para a distribuicao assintdtica dec£ N due sao (3.33),(3.34),
(3.35), (3.36) e (3.38). Para maior entendimento, reescre-

veremos estas condigoes :

— = - . . p — ' . .
Sejam Gk[;] (x) e ,Gk[},' (x, x') as f.d.a. marginais

1l
(k) : (k) (k)

X5q ),

respectivamente para i # j

=1,2, ..., p+gq, k=1, ..., c. Definamos entao

- (x) = g Dk, G — - x)
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< k
H—= (x = z G, — — (x )
; 1 k=1 N k3, g 7
i,j=1,..., ptq
c n, P+1
- L G, (Z), Z € R
H (2) = k=1 N I
Assumimos que
(k) n
1
4 = - .
(4.40) 0 < Ao < N - L o 1(0 < Ko &= );
k=1, s C
Seja
(1) _(1) o ‘
E = 3 ( N+1 ) se l_<_(1_<_N, i=1, r Pt Qg
—N,a N
onde

@
jN (Fl—) seliaf_N;i=l,...,p

(1) _
- @4 3, 3 S
31 . a

J s T

) sel<a<N,i=ptl,...,pHq
N

L

~satisfaz as condigoes de Chernorff-Savége (1958) que sao:

(4.42) 1;3 . In) (u) = J (1) (u); 0 <u<1l, existe
(1) (i)
e & finito, i=1, ....p+qg;: jJ = 3 ,i=1,...,

R L
' P e j =3 (l), i=»n+1, ..., P+ q.
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n (k)
- (k) \ . .
(4043 T - ——ln; o 3W ey L ep(l) :
N_,J. &=l N+1
k=1, ..., ¢ i=1], ..., p+q onde
= (k) =(k)
T _ 1 Zk J(l) (; RiOL )
N,i n j= N N+ 1 |
_(k) @ k) imp)
Ria = sﬁm L= ), . WP § Ria = Rka i=p+1,
yeees PH.
(1)

(4.44) 3j é absolutamente continua em ;i 0 < p< 1 e

r _ (1) l

’ 1
S -r—7+6
(4.45) ——== 3 (p) ‘~§K{-u(l—u)}

parar =0, 1, 2 onde § >0,k (k >0 ) sao constantes

independentes, i = Lyaewasy B #+ 4=

—(k)
"k _ @) 3  _k) ™, (1) .
1 i = - = 1 = ia y .
~ (4.46) BN azl iy (R, ) 3y ( Rja) By ail i =)
. - (k)
_(3 R.,
- J (F{T) _e(l)lllj=ll . P+ Qg 7

k=1, ..., c.

Consideraremos também a matriz v (H) y abaixo definida ,

como sendo positiva definida. Definamos
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. 1 '
j _(1) 2 2
Vii(H)—Vii— [J (u) du- n
0
. 1
ﬁi=f 3@ (u)yaw
0
+ 0 + o
S S'-m( @13 (n )
L@ = . B 13 Hq @)
Vi3 - . [i (5]

.d H(X,y) - u, y. parai,j=1l,..., pHg
i,J

(4.47) v (H)

(vyy @)

ij=1 ..., pt+gq

Note que
( 1l
j J(l) (u) dp ,1i=1, r P
Ui‘:
0
ui = < 1

Definamos também

. . N
= (1) N (i) (i)
E = '—l— z E = —]:"" pX J ( 2 ; i=l,...,p
N N o1 N, N g=1 N "Wl ’
(1) . - (i)
* 1 *(1) 1 *{i) o
== I E = I 37 ; (-
N N = N,a B o=1 N N+l N
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. € M @y () (3)
visn= w B I o Ey i S
3 k=1 o=1 V Sxq N, 5
- ) - o
S B B mmids bVl )
Dy (i) :
1, 2 * . * (9)
Vii gn= —— I t F @ . E . -
D22 N o=l N, R N, rO)
kot
= i.é(i) * (3)
- prai,j=p+1l,..., Pptg
N N
Vo = (Vg5 95 ))
1 © Y ,E(i) E(3)
Vs am = == ~BA F . (3) -
i3, 12 N k=1 o=l wn, s N, R
ko kal
- (1) - . :
- E E* (j) para i = lr ceey Bi ] = p'l'lr---rp"'q

N N

e
o Vi Viz\
(4.48) V =
1
v12 V22
Seja Iy @ probabilidade (condicional) géi‘ada pelas N!

permutagoes igualmente provaveis de Ry + conforme racio-
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cinio da secgao 3.1.1 (ou de acordo com Puri (1964) . Usando

os resultados da segao 3.2 temos que :

.(k) - (1)
ELy =~ /&) =0 A=Lou,p

N N
(k) - x(1) . o
ECT =+ F y) =0 i=p+l, ...,pP*dq
N. N
1
(k) (k) (6 ,N- ) v
CIJV(L ,L. /JN)= kf. nk l:],].l
N; Nj n (N-1)
i,j=1, ..., P
(k) (k) (6, N ) v
cov (T /T /3g) = ——b k1322
N, N j n (N - 1)
i,j=p+1l, ..., P+ Q
&) W@ 7 (le N - nk) Vi4 12
Cov (L T  /73)= .
N; N j nk(N—l)

- i=l,...,piJi=p+1l,..., 9
onde le & o delta de Kronecker.

_ -Procedendo como (4.31) nos obtemos os escores ajustados pa-

ra as ¢ amostras como

(@.a9) L = L - E + Vv _ V! ( T - F

N N N 12 22 L N N J
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(k) * * (k)
LN = 1 { LN,i ) ) LN =T £ LN,i ) ) sdo matrizes

de ordem p x c.

- (1) =

_ b N N
E = ((E ) ) = .
N N '
- (p) - (p)
N ' i N pXxc
- «(pHl) E*‘P‘”
N ' ' N
- % - % e
E = ((CE ) ) = . ‘
u N - % (ptq) £+ (o
N o N
gxc
(k)
T=CT )
N,i gxc
. -1 '
Se a-distribuicao fosse normal Vll - V12 V22 \/12 se-
ria a Cov ( L; . LN ). Note que Cov ( L;_, V12 . V22
e(ATN - E; ) ) =0. Usaremos
-1
- (4.50)

Vii,22 = /'V11 = Vo Voo Vi,

para construir nosso teste para HO. Proporemos a estatisti-

ca
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* » - *
onde | 2 a k - ésima coluna de LN s+ k=1, ..., c.
N,k
Note que quando p = 1, a estatistica acima & aquela con-
siderada na parte A. A distribuicgao permutacional de
jiN n3o depende da f.d.a. quando H_ & valida, entao a

distribuicao permutacional decﬁmq & livre de distribuicgao
sob Ho' Para pequenas amostras O calculo da distribuigéo de
°i1q , sob a distribuigao condicional, & razoavel. Mas quan-
do temos grandes amostras este calculo torna-se trabalhoso.

Por esta razao veremos a distribuigdo assintltica de éiNF

a) Teéte Permutacional para Grandes Amostras Baseado em
L, -

- (i)

jN ’

coes 4 de Puri & Sen [ 1969 ) ( ou condigdes (4.40),(4.42),

Suporemos que i=1, ..., p+ g satisfazem as condi-

(4.43),(4.44), (4.45), (4.46) e Vv (H) positiva definida ) .

Teorema 4.5

Sob ascondigoes acima citadas a estatisticalfN definida por

(4.51) tem assintoticamente, (sob permutagdo Jy) uma dis-

tribuicao qui-quadrado com p (c-1) graus de liberdade.
Demonstracao
Como 3(1) satisfaz as condigoes (4.40), (4,42), (4.43) ,

N
(4.44) e (4.45)
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a) Pelo Teorema 3.2

/ =
V ( RN ) r\E' V ( H) , isto @ sao assintoticamente equi-

valentes.

b) Pelo Teorema 3:1, a distribuicao conjunta de

- (k) (i)
{j' - E i=1, ..., p+qg; k=1, ..., c-1
Ni — N

~e

- : ‘.
€ assintoticamente a de uma (g + p)*(c - 1) normal com

média zero (sob JN ).

*
Deste modo \f L (k) ) ,i=1, ..., P k = l,.,,c—lj

N,i
7
é assintoticamente uma p.(c - 1) normal com média zero.
p : P -
Como ¥ ( Ry ) > VCEY Vg 90 > Hi1.22

onde Hyy ,, é definido do mesmo modo que Vll.22’ usando
- (1)

j . Podemos entao concluir que
£ D 2
_ s X
N p( c=1 )

(ou usando o teorema 4.1 de Puri & Sen (1969) ou usando

o teorema 3.2).
[

Pelo teorema acima, para grandes amostras, podemos usar

o teste :

2 .
X . . 03 3
Se iN > ol o= ), & Tejeitamos H_ de outra maneira aceita-

onde X

p(c—l) €

nos H
o’
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2
- e ; X =
€ o limite superior de (100 €)% de uma ol &1 )
Estudaremos agora a distribuicdo assintdtica def + SOb uma
N
sequéncia de alternativas | K. } definida  por
1
2
: T = = =
(4.52) Ky : T st N 6, » k=1, ..., ¢
onde 6, = ( Oy 7 weer ekp ) , k=1, ..., ¢. Para isto

~ *
teremos que estudar a convergencia assintdotica de LN 7

ou de LN e TN sob as alternativas (4.52)

Assumiremos inicialmente que

‘ (k)
(k) Dy ® "9 a < 1, B=l,ea,8.
(4.53) 1lim A = lim TN -
N - o N N »> ©

) '
Seja G (2) a distribuicao comum de Ty = ( Y, o X )

socb a H (4.35) e G ; «.oy G a f.d.a. marginal
o

~

das p Y- variaveis correspondendo a conjunta G.

Assumiremos também que as distribuigOes marginais sao abso-

lutamente continuas e os seguintes resultados valem 2
- \ + CO

(1) d-' (1) .
4.54) = S‘ 3 (G (x) ) dG L), i=1,...p
( : : ' dx [i] [i]

= 0O

' 1
; -2 2 (i)
i3 'J‘ j (4) -y =f j  du
v“'ll—o [J (u) J du ”i_'_“i : J(u)
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+ o +o

S X £ ( (x) ) M ( )
v, = J G X) j G (y)
1jedl ) J [11 [JI

. dG (x, v) = wu, u. .
3] b

-

onde f.d.a. marginal da (i, j) Y- variavel

G
[i,7]

correspondente a f.d.a. G, i # j =1, «r D=

51 5 {33 2 .2
itz T o [3 (“)] ap = R

i
1
W = j W wan,i=1, ..., q
0
+ o 4
. s
v =5 Jj‘l’(e W )
i§.22 [i]
(3)
--j*J G_ (¥)) ac x, y) - ui* u; '

.{J] [J.,J]
i #3= l,...jq
* e G*
(1] Gir3]

ma X - variavel

--onde G sao as f.d.a. marginais da i - ési-

correspondendo a f.d.a. comum G, i # J =

(i) * .
S . *(3)
- G (x)
Vijiaz2 T J_ S . ( %) 3

I, (i) ( G[;] (y)) :
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k% *
. dG (x,y) - wu He

i ] 1

* %
onde G

[i,3]

ma Y-variavel e j - ésima X - variavel correspondendo

(x, y) & a distribuicao conjunta da i - ési-

a f.d.a. comum G, i = 1l, weae P} J = 1, sawy ga
' 11 V12
(4.55) = PoVog = ( ( Vij.rs) )
v' v22
e
-1
(4.56) V., = V »

Teorema 4.6

Sob as condigoes (4.40), (4.42), (4.43), (4.44), (4.45) ,

(4.46) , v (H)- positiva definida, (4.52), (4.53) e
T (4.54) a estatistica JTN definida por (4.51) tem as-
- L 2
3 . . . . X
sintoticamente uma distribuicao plc-1), Ai’ onde o
_parametro de nao centralidade & dado por
’ c (k) = -1 '
Ko = I A (n -n)v “(n - n)
L k=1 k - 11.22 k ’

onde
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= ) w
= n y ess 5 1N HER = 6,. B H
k k1 kp ki =
i=11, ..., psK=1,...,c
— gt (k)
e n= I A n .
' k=1 k
Demonstracao

Do teorema - 3.3

> K
(N (L -
k=1, ..., c

te multinormal com média

definida no

1

(N%(L

(k)

segue que sob as condigoes do enunciado

(k) (k) *

H ’ T H (k) ) ;i=1,...,p; j = 1,005
Ni N,j Nj

) tem (conjuntamente) uma distribuicao limi-

zero e matriz de covariancia I

Teorema (3.3). Deste modo

, T -E M,
N N,J N

= s (k)
E(l) T

=1, ..., c¢) tem uma distribuigdo multinor-

“mal com médias

(k)

C ( u,

1

onde

k)

* (k) )
3

r U i=l,..epiJ= l,..., g;i k=1,...,0)

~
=
2
oy
I
m
Il
3
1
=3



150

u*(k) = 1dm (U*(k)'E*(j)) = 0
3 N+ Ni N

e mesma matriz de covariancia.

' * (1) _ ~
Notemos agora que LN x € uma combinagao linear de
14
(3) . - _ L i = _
T ; 3=1,..., gq;i=1,...,p, k=1,...,c e sob as
N,k -

condigoes estabelecidas concluimos que (Para detalhes vi-

de Puri & Sen (1966)

v (H) > v (G) com N +

V ( R; ) ;B v (H) com N > =

Das duas convergéncias acima tiramos que

Vi1.22 =™ V11,22

Deste modo

- 1
((N2 L:](]::) lk=ll f--'ci i=l,n..’p))

’ ‘ . -
tem assintoticamente uma distribuicao normal com vetor me-

dio ( n(l)- ; ) ;.k = l,...,c ; i=1,...,p e matriz de
K .
dispersao Vii.22 °

Assim sob as condigoes do teorema, l; (4.51) tem uma - dis-

tribuicdo assintdtica qui-quadrado com p(c-1) ‘graus de li-
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berdade e parametro de nao centralidade

c (k) | F =] '
Ap = T A (n - n) v (n - n)
o[ k=1 k 11.22 k

b) Eficiéncia Assintatica dos Testes Propostos

Se nao considerarmos as covariaveis e considerarmos a es-

tatistica da ordem dos postos baseada somente na estatis-
L(l)
N,k
secao 2.2 (ou de Puri & Sen (1966) continuam validos. O

tica ; i=1, ...,p; k=1, ..., ¢ o0s resultados da

correspondente teste estatistico para esta situagao e

(0]
Lo S )V« )
(4.57) = I n S - -
Homy ok Wk W g oMk N
onde
- '(l) _ (C)
E = (E £ wendi B ) e S &€ a k - ésima
N N N N,k

ma.coluna de LN’ usado em (4.49). Pelo Teorema 5.7 e

sob a alternativé (4.52)

o _
i N x2
N p (c-1), AoﬂO

onde

c (k) - = -
bag = L KX (n - n) v (n - n)
¢£ k= k 11 k
(k) -
com OS n e n anteriormente definidos. Deste modo

a E.R.A. do teste MANOCA (‘i-N ) com respeito ao teste
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a qual depende de el

Mostremos que Eof.oeo

S
e

memente em 91,...,

I Q..' ec

& limitada abaix

e G,

o

da distribuicao

G.

por 1, unifor-

perior ao correspondente teste MANOVA. Pelo teorema

Courant aplicado

sup

el...,ec ( Ei.£°‘“)

Cmin ¢c )

max

onde

ca da matriz entre

Deste modo

inf

colchetes.

-1
a

(ei‘ﬁo )

=}

temos

Y12 ]

isto & , o teste MANOCA é su-

de

é a menor (maior) raiz cara<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>