
ANALISE DE VARIANCIA NULTIVARIADA

NÃO PARAMÉTRICA

SILVIO AGUIAR

DISSERTAÇÃO APRESENTADA

“M

INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATÍSTICA

DA

UNIVERSIDADE DE SÃOPAULO

PARA OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE

EM

ESTATÍSTICA

AREA DE CONCENTRAÇÃO: ESTATÍSTICA

ORIENTADOR: PROF. DR. PEDRO ALBERTO MORETTIN

- SÃO PAULO, SETEMBRO DE 1982 -



AGRADECIMENTOS

Ag,tadaço,

Ao P,toda.ó,60,t Oott.to.t Fada.o A,Cbe,t.Ca Ma4.c,t.tílt pe.ea ax,éen,Cação

a am.ézade demos,6,t,fada .a .Cada mamen,to;

Ao P40áeó.óa.t Z)au,taa. Ado.echo Wa.CZex P,imazan,é Can.ton, reza,6

auge,õ,tãe.ó apa.e,õen,Cada,6 du.4an,Ce a e,baba,tacão de.õ,te .txaba,Cho;

Aa am,égo Pa.oáe.õ.õo,t Dc,ü,{o.t F,eanc,é,6ca Rct,é Tava,te,ó de AZnTelda,

pe,eo ,éncenZlvo, ,én,{e4e,ó,6e e pacZênc,éa eltl d,é,õcuZ,é.t de-

rtian,6Z,'cações de,s.{e .{a.aba.eho, aula ãa.ea él áo,ta de eu catnpo

de pe,õqu,éó a;

À í).év,éóão de U uãx,éo.ó da Ccn{,to dz Campa,Cação da Un.é-

vex,ó.idade Fede,taZ de M,énaó Ge/ta.é.õ ICCCOAÍI , pe.ea a/uda lta

Pa.tZe 'contra ac,éapza,e;

E a .toda.ó que d.éxe.ta au ,énd,éa.e.{attte.n.{e comi lbu,é,tam paga a

,tea.e,ézação cÍc.6,Cc .{.tabaZha



+



Í N D l C E

CAP. l

CAP. ll

INTRODUCAO. . . . . . . ' .

b n

ANALISE DE VARIÂNCIA NAO PARAMETRICA UNI

RIADA

r
l

3

Experimentas Com Um Favor ( One

Layout)

Experimentou Com Dois Favores (

Way Layout).

Comparações MÚlti.pias
Estimação de Contraste

Way

Two

3

7

13

24

2.3

2 .4 es

CAP. lll ANALISE DE VARIÂNCIA NAO PARAMETRICA MUL

TIVARIADA 31

3.1 Experimentou com Um Fatos (One tVay

Layout ) . . . . . . ' ' ' . . . . . 3].

3.1 Princípios Básicos e Testes

Para Locali.zaçao de Multa-Mos
trás .Mu].ti.vara.abas . . . . 33

Principio da Permutação
dos postos. . . . . . . 33

À.l

À.2

Distri.buição As-

se.ntótica de: J. N

Distribuição Limite

de c{ N para se'
quências de Àlter-

43



nau.vas de Escala

Translação

Testes Multivariados

para Multiamostras Ba-
seados na EstatÍsti.ca U

e

52

58

Efici.ência Relativa As-

sintÓtica dos Testes

da Ordem dos Postos. . 68

3. 2

l

n

Experimentos com Dois Fatores ('l\©

Way Layout). . . . . . . . . . . 75

3.2

3.2

Di.atribui.ção AssintÕ

Liga do Teste J.n
Distri.bui.ção Asse-ntÓ

tida Nao Nula de Tn,j ;
j = 1,...,P ; s : 1,..., q

Di.atribuição Asse.ntÓ

bica de(LN sob Alterna-
tivas de Translação lo-
cal

Testes Nao Parametricos

para MANOVA em Expert.'
bentos ct)m Dois Falares

Uti].izando Ordenação

Após Alinhamento ( Ran-
king After Alignnrlnt)

80

84

3.2

86

3.2 .4

88



A - Distribuição Permuta.
clonal Assintõtica
de SN

B - .Di.stríbuição Permutaci.a-
nal AssintÓtica Nao-Nula

de SN
PLANEJAMENTO EJ"l BLOCOS INCOMPLETOS E

ANALISE DE COVARIÂNCIA MULTIVARIADA (NÃ)

PARAMETRICA ). . .

93

97
CAP. IV

103

Planejamento em Blocos

pletos
Incom

103

103

106

4.1.1
4.1.2
4.1.3

Multivaa.

Introdução

Noções Prelími.naves

Propriedades de ({N para
Grandes Amostras

Eficiênci.a Ass.i.ntõtica

a. J.~ . .

Analise de Covariânci
ri.ada

114

118

127

4.2.1 Aná].ise de Covari.anciã

Baseada na Ordem dos

Postos, Sem Alinhamento.

A) Caso Uni.variado
B) Caso Multivaríado

127

127

134

4.2.2 Ànãli.se de 'Covariânci.a

Multivari.ada Utilizando

Ordenação Após Alin})ci-

mento 153



4 .2. 3 Testes Si.multâneos para

Contrastes, Utilizando a

Ordem dos Postos, em
Análise de Covari.anciã

Multivari.ada . . . . . . 157

A) Procedimentos para
Testes Simultâneos 171

180

184

Consi.gerações das E.R.A.'s

CAP. ANALISE DE PERFIL

5.1 - Testes Não Paramétricos para

Analise de Perfil de Varias Amos

trás Multivariadas com Distri-

bui.çÕes que Diferem em Localiza

çao

5.1 esultados Pre

184

186

Notação e R

liminares

Testes Nao Paramétricos

para Paralelismo dos

Pera.s . . . . . . . .

Consistência de Tof TI '

e T:
Distribui.ção AssintÕ-

tica de To ' TI e T2

Conclusão

5.1

195

202

5.1

5.1
212

2275.1



\nu uO AXL4\J # CA.LaAllÇ; L-.L .L\#\../;> bla..La. llllCI'

llse de Perfil de Varias Amostras

Multivariadas de Populações que
Di.ferem por Escala

5.2.1 - Distribuições
ti.cas

228

Assintõ-

233

246

256

CAP. VI APLICACOESl

BIBLIOGRAFIA





CAPITULO l

O objetivo deste trabalho é apresentar a Analise de vara.ân
cía Multa.variada Não-Paramétrica como uma extensão da Aná

].ise de Variância Multivariada Paramétrica.

Inicialmente, no Capítulo 11, faremos üm resumo do material
encontrado em Randles & Wolfe (1979) e HolJ-arder & golfe

(1973) sobre Análise de Variância Univari-ada Não-Paramétri.-
ca

Logo apósr no Capítul-o 111, generalizaremos a Analise da

Variânci.a Univari.ada para a Análise de Variância Multiva-
ri.ada Não-Paramétrica, uti.lizando-se dos resultados de Puré.

& Sen (1971). Este capítulo é bási.co pois fornecera

resultados necessários para o entendimento e o desenvolvi-

mento dos próximos.

NO Capítulo lv, faremos a Analise de Variância Multivariada

irão-Paramétri.ca para planejamentos de experimentas em blo-
cos incompletos, como uma extensão da Análise de Vara-anciã

para planejamentos (&: exper.isentos em blocos compl-elos apõe'
sentada no Capítulo 111. Ainda no Capítulo IV, trataremos

da Anal i.se de Covariância Multivariada Não-Paramétri.ca, pa'

ra obsex-vaçÕes al:inhadas ou não,- além de procedimentos .e

testes si.multâneos para este tipo (ile analise
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Completaremos a parte teóri.ca no Capítulo V, onde apre-
sentaremos a Analise de Perfil Multivariada Não- Paramé-

trica para dados que diferem por deslocamento ou escala,
baseando-se nos trabalhos de Bhapkar & Patterson (1977)

e Bhapkar (1979)

No Capítulo yl, faremos aplicações dos assuntos acima
ci.Lados.
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CAPITULO ll

ANALISE DE VARIÂNCIA NAO PARAMETRICA UNIVARIADA

Neste capítulo vamos desenvolver de modo resumido, alguns
resultados sobre Análise de Variância Univariada. tomando

como base Myles, H. & golfe. D.A (1973) e Randles, R. H
& Wolfe, D.A. (1979)

2.1 EXPERIM.ENTOA COM UM FAVOR (ONE WAY LAYOUT )

Sejam Xj.jr j :J',..., k ; i=1,...r nk a.a. indepen'
dentes de k tratamentos, com nl observações do trata
mento j

Assumiremos que

i) xj.j li + T : + e: 1,...,k 1,.'., nj

onde p é a média geral e .t.i
k '

mento j e E 'r4 = O.
j

é o efeito devido ao trata

ii) Os e:.i são mutuamente i-ndependentes com a mesma dis

tri.bui.ção contínua F

Queremos testar

(2.1) Ho : 'rl centra a].gunn altel:nau.va de interes
se
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Massetomarmos 0: : U + 't..; ; j=1,..., k oproble
J J

ma recai em testar

n. : ol Ok versus alguma alternativa de
interesse

onde 0.i é a medi.a da população com f.d.a

Se Rij é o posto de Xj.j sobre
e /'11'

sob

)Rkn, Rkl, k

x:. '

ol :

X21 ,

R+ : ( Rll''''' Rln.'

di.atribuição uniforme sobre

tem

k
E n.}R { r ir é uim permutação dos inteiros l, r

pelo resultado ,

(2.2) Seja ZI'..., ZN uma amostra aleatória de
.+ ' + +

tri.buição contínua. e R' = ( RI, ..., lh )

de postos/ onde Ri é o posto de Zj. sobre ZI'
R = { r : r é uma permutação dos inteiros l,...,

tão R* é uniformemente distribuída sobre R
11

uma dis--
um vedor

, ZN'Se
N ) , en--

Como consequência de (2.2) , qualquer estatística V ( :R+) ,

função de Xllr'.'r Xln.r..'' Xklf '''' Xkn. somente atra-
vés de R+ é li.vre de distri-buição não paramétrica, sobre

a classe das distri.buiçÕes cone'znuas F, sob Ho
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Dizemos que uma estatística T é li.vre de distribuição so-

bre uma classe de distribuições Q, se a distribuição de
T é a mesma para toda distribuição com elemen-

tos de Q. Se Q possui mais de um elemento, dizemos

que T é livre de distribui-ção não- paramétri.ca sobre Q

Vejamos agora alguns exemplos de alternativas e testes
associados a estas.

Exemplo 2.1

HI : 0i / 0j para pelo menos um i # j
n.

. ]

n. j.=l

chegamos a Eno ( R.j ) : -!L + l

maneira de sentirmos algum\a diferença nos 0] . i= 1,

ébasearmosoteste em( R.j- N'tl )2,j=1,

Pensando assim Krushall & Wallis (1952) sugeriram
teste

Tomemos E Sob H., usando (2 2 ) ,

Deste modo, uma

, k

,k

0

k

(2.3) y] = 12 E nj ( R.j
. ' N (m + x) j=i

(2. 21)

Tábuas para os quantia supera.oreg deste teste foram fei-

tas por Holl-ãFide: & tVolfe (1973) para k - 3. n.i < 5 e

i= 1, 2, 3. e íman, Quase & A]exander (].975) construí.ran\

as tãbucRS adia.orais. ]<rusha] & Wa].lis (1952) mostraram
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que VI tende em di.atribui-ção para uma v.a. qui-quadra
do com k-] graus de ]-iberdade com

(2 . 4) líÚ (n].,.... nk) - " e -, Àj ' o « xj « l ;

j : 1,..., k.

Exemolo 2.2

nz : oi S. < 0V com pelo menos uma desigual
date estrita.

Para esta alternativa, Jonckheere (1954) e Terpstra (1952) ,

independentemente , propuseram o teste

k

(2.5) V2 = E E UPV 'j' UUV
U< v

n n'

11 ; @ ( *..
s=1 t=l

\;'

onde @ (t) =lcomt> <0. Estetesterejeita nn a

favor.de HI, a nível a , se

V2 .Z v2 ( a)

onde v2 ( a) é o li-cite.supera.or de 100 a % de V2
H0

sob

Quando min (nl' . nk) - " a:xn
X
j '

j = 1,..., k



V2 - E%(V2) o
.>

cr-\t-\ H'
'0

(2.6) (o, l)

k

4

N2 ( 2 N+ 3 )

on& En ( V2)l'b

k 2

j: :'; ' :": ''' ;'
( v,

Ho 72

Note que VI e V2 são estatísticas que são função linear
dospostos, istoé, deforma E c. a.:( R+ ). Puré

1= 1 J -/

C1964. 1965) general-i.zou VI e V2 usando estores aj(.)
mais gerais.

2 .2 EXPERIMENTOS COM DOIS FATOIWS (TWO WAY ]:AYOUT )

A) Com uma observação por Casela (Experimento Cruzado
sem tnteracão)

Sejam xj.j' l<i<k, 1< j<n. satisfazendo xij
p + T; + B..i + e:. onde

l J j.j

i) p é medi-a geral

r. é o i- ésimo nível. do favor 'r
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B.i é o j-ésimo nível do fatos B
]

k k
om E 't.: 0, E B.

j.=i ' j=]. '
C

ii) Os el.i são v.a. mutuamente independentes provenien-
tes de uma mesma di.atribuição contínua F, 1 < i. < k ,

1 < j < n.

Queremos testar

Ho : TI rk versus alguma alternativa de
ii. de interessel

SobHn' x.i.i , i=1, ..., k tema mesma distri-buição
F(x-p- t -B.i)istoé,,x:l' i=1,...,k é a.a
deF(x-U-T--B.). Paracada j e{ 1, 2,..., n} ,

j fi.xo, seja Rj.j o posto de xij sobre xlj ' ''. , Xkj
Destemido, soba.(Deacordo com(2.2), RI' =( R.. ,... ,

\J -l ! l

r Rkl ) é uni-fortemente distribuída sobre R = { r ir é
uma permutação de l,...,k }. Supondo cada observação (ü)

falar li i.ndependente das demais , por ZI' ...' ZU
uma amostra aleatóri.a de uma distribuição contínua e

R*=( R+ , ..., R+ ) o vedor de postos defi-ni.do como em
(2.2). Se V(R*) é ulnaestatÍsticabaseada em

( Z].. ..., ZU ) se«ente através de R* --:> V ( R* ) é li-vre

de di.stribuição sobre a classe das distribuições conjuntas
de N variáveis i.ndependentes e identicamente distri.buídas

contínuas e univariadas " , tíi:ainns que qualquer estatÍsti.ca S(RI' ,
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,..., Rn ) que é função de XllP...r Xkn somente através
de RI p...í Rn é livre de distribui-ção não-paramétrica scF-

bre a c].asse das distribuições continuas sob Ho
L

Vejamos agora algumas alternativas e testes associados a
elas.

Exemolo 2.3

H. : T. # 'ta com algum i. di.gerente de jJ. x J

k + l
Tomemos R. =---3-- E R.. ; L,, \K. / ' -- /l E ( R )E RR iHl j 0

como consequência de (2.2) . Note que se basearmos em

( Ri. k+1 )2 , teremos uma noção se está ocorrendo nl
ou H. . Pensando neste fato, independentemente. arie(ilman (1937) ,
Kendall e Babington (1939) propuseram a estatística

E
k (k+l) j.=l(2.7) SI

para o teste acima. Rezei-faremos Ho a nível a se SI > sl (a),

onde sl (a) é o limite superior de 100 a % de SI sob no

(2.8) Quando n -> m , SI , fato (]u.B pode ser usado paraa- Kel

aproxinnr sl (ci) ( pide l.ehnnnn (1975) pág. 388 - 389)

Exemo].o 2.4

HI : '''tl S-
< lk (nm pelo rmrlos uma desigualdade estai.ta

Tomemos RI : nRj . Pane (1963) propôs o teste

S2 : .E. i Ri para a alten)at=ivaacünia. Rejeitarenos Ho
k

.L
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a nível a se S2 > s2 (a) , onde s2 (a) é o cl -quantll de
S? sob H.. Quando n '» "

s2 - Eo (s2)(2 . 9) ( o , l )

( S2 )

n k ( k + l )2
4

onde E ( s2)
H

0

n k2 ( k+l)2 ( k-l)

144Var ( S2 )
tJ '

Podemos aproximar s2 (a) por
/

n k ( k+l )' + Z
4 (a)

'n k2 ( k+l )2 (k-l)
(2.10) s. (cl)2

onde Z(a) é o a quanta.l da N (O, l)

B) Com mais de uma observação por casela (sem interação)

Sejam xj.jZ ; i;l,..., k ; j=1,..., n; ,e=1,...rtj.j
k n

as }l }l t..i 'v.a. mutuamente independentes tais
i=i j=i

que as xijZ tem uma di.stribuição a)ntÍnua F ( x -- xj. ' Sj )
Consideraremos um planejamento com dois favores T e B ,

san interação, com tj.j.e observações (ou répli.cas) para
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cada combinação de nível i ( de 'r ) e j ( de13)

Estamos i.nteressados em testar H. : 'rl =
alguma alternativa de interesse . Vejamos os

exemplos

'tk versus
seguintes

Exemplo 2.5

nl : T l 5. t2 i-

gualdade estrita

<

T k' cona pelo menos uma desi

Ski.llings e Wolfe (1977) consi.deparam o teste

u.:u s;: : r V2j)

:j:: [ «;:.: (v:j )0

onde V2.i é a estatística de Jonckheere (2.5) para
observações do :j -ési.mo nível(ou tratamento) do fatal

Rejeitaremos Ho anÍvelcE se S3 > s3 (a) onde s3
é o a -ésimo quantil de

as

B

(a)

Quando min (tll'
modo que

tkn com n fi.Nado de tal

l para i- ' l, ,k e

E t.
i:l x]
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S3

/ n

sob Ho' Fato que pode ser usado para aproximar s3 (a)

(2.12) D ~ N ( O. l )

Exemolo 2.6

HI 'l. / ::i para algum i ?i j , i-, 1,. .. , k

Rezei-taremos Ho a nível cl se S4 3. s4 (a), onde s4 (a) é
o a - quantil de

(2.]-3) s4 : jzi Vl-j

onde V. . é a estatística de Krushal - Walli.s (2.3) pa

ra as observações do j - ésimo tratamento de íi.
]

Quando min (tll' , tkn ) '' " com

t.

k
E t

i=1 z]

À 0 À < i
1] '

1,...,k; 1,...,n

*' mb -.
(n-l) (k-l)

(2.14)

resu].Lado usado para aproximar s4 (a)

Testes para expert.mentos cruzados com dois favores com

interação , são encontrados, além de outros nos traba-
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lhos de Lehmann (1963 b) , Papel & Hoel (1973)

2.3 COMPARAÇÕES MÚLVip;Ag

A) Testes Li-vres de Distribuição para Comparações Multa -

pias Baseados na Soma dos Postos de KrushaJ--Wallis(MCP'

pelo com um favor)

1) CglgpqEgçgg. qg çgggg. gg. tratamentos de 1111. determinado

favor

a) Tomemos nl : ... : nk ' n , i-sto é, o mesmo

de observações de cada tratamento. Seja Kii o

X.j sobre Xll/'''' Xlnl'

numero

posto

e

11 j
R. : E R..

] i:l x]
(2 .15)

Decidimosque tP/Tv com li<v aonÍvel cl se

IRU-Rvl .:y(a,k,n) onde y(a,k,n) satisfaz

(2.16) Pn(IKp- v.l< y(a,k.n).U:l,...,k-l;v:u+l,0

,..., k )

onde Ho : xl T k

b) Procedia\evito Conservativo
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n.
3

::: '::iSeja R.j (

Decidimos que

'tU ?é TV r p / níve] a sé

l
2

(2.17) IK.p-K.v IZ lh(a,k.(nl' ''',nk)

1/2
(

N ( N+l )

12

l
n

P

+ .L )i''2nV

onde h(cl. k, (n]. .... nk ) ) éoquantil superior
do teste de Krushall- Walli.s de nível ct , pois

D E n: ( R.j -R.. )2 Z
N ( m+l- ) j=i '

(2. 18)

12

N ( N + l )

n nU v
n + nli v

>

( R.p - R )2 = T , V p,v

Expliquemos isto: se h ( a, k. (nJ;,.... nk) ) é o quan-

tia superior de nível a para s(P(TZh(x,a.nl'... ,

,nk) ) .Sa ) então h é quantil supera.onde nível cl

para T(p(I' 3. h(x,a,(nl'....nk))5. P(S3.h(x,a,

, (nl' .-., nk ) ) devidc' a S > T ).

c) Aproximação para amostras grandes
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1). Quando nl : ... : nk : n r n grande, Miller (1966)su-

geriu para decidirmos que TU/ lv ao nível a se

Í' k ( kn + ]. ) l ]'/2

.: i -.. - «.. i » , ( «, k, " ) i '--- i
onde q ( c!, k. m ) é o quantia superior d.a amplitude

IRange) de k variáveis aleatórias N (0, 1) independen

tes. Note que h(x, a,(nl'...,nk)) em(2..17)foi apto'
ximado por q ( cl, k, m )

ii) Dunn (1964) sugeri.u que aproximemos h ( cl. k . ( nl '

nk ) ) em .b por

onde

k (k-l )

11. Tratamento versus Controle

Assumirem\os que o tratamento l é

a) Procedimentos Exatos

Consideremos neste caso n.

i) Decidi.remos 1.. > T.

.: .....g. N ( o, l )
k (k-l)

P.2U p (x 3. z
k (k-l)
a

controleo tratamento

, k 2,nk ./ l J' +

y+ ( a, k-l, n
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onde y+ ( u, k-l, n ) satisfaz

PHo(( P ' RL) < y+( a, k-l. n), U:2,...,k) -l-a

ii) Decidimos TP # TI se l RU-RI 1 > y++ ( a, k--l, n)

onde y++ ( a, k-l, n ) satisfaz

PHO { l RU - RI 1< y++( a. k--l, n) r U = 2...., k}

b) Procedimentos Aproximados

Sejam nl;b/n2-..':nk:nr b e n grandes.

i) Miller (1966) sugeri.u que se aproxi-messe y't (a, k-l, n)

do procedimento i) de a) por

(2.21) y+ (a. k-l. n) ; m (a, k-l,i#i;-) ( NN+l) )1/'2

onde m(a, k-l, -:;i) bati-sfaz

(2.22) P ( Nk.l > m ( cl, k-l. p ) : a

onde .Nk-l é a soma de k-l variáve

relação comum p

ii) O procedimento ii) de a) , Miller (1966) aproximou

'.?' 'Íz w IR..-K.il»l« l('.k-X.-iâí-)

1/2 l l 1/2
}] (N+l)

N(O,l)IS com cor

por

12



l A'' l \. L.,ç/ J'L bCtl-J.t51dZ

(2.23) P ( M > jml(a,k-l,---9---) 5. a)
Ho k-l b + n

e M éomãxi.mo dek-l vara.ãvei.s N (0, 1) c
k l

relação comum P : -:Ê;!!

íii) Dunn (1964) aproxi.mou y+ ( cl, k-l, n ) dea
tõpj-co i) por

-T1/2

(2.24) y (a.k-].,n) ; Z--iFÍ N(N'FI) (--L-+--J:=)1/2n
P

y++(a,k-l,n) de a) subtópico i-í) por

25)y**(a,k-l.n); Z a [N(Nn) (] +J')'' U v

onde o tamanho das amostras não precisam ser iguais

(2.26) Zt é t-quanta.Ideuma N(O, l)

B) Testes Li.vres i4g. Pj;S.iç;rij:b.ii.;l:Saa para Comparações
p].as Baseados na Somca dos Postos de Friedman

a os modelos com doi.s falares

u+fi.+ 'r] e.ii'i:lr...,k;j=1,...,n

onde

om cor

sub

e

(2

e

MÚlti

Sej
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consi.derados anteriormente . Usaremos as notações ,

(2.27) R.
' 1

in

T
V

- ) P '

u +v = a

n

j:l: ':ó ' ':

R.l
f

n
k + l

2

1. Comparações de 11Q4Qa Qg.. Tratamentos .4S:. !41B. Determinado

Fatos

Sejam ni 1,..., k

i) Decidimos que T
P

a nível a se

R - RU v > r ( a, k, n ) , onde

(2.28) P { l RU- v i < r (a, k.
0

1,

1,...,k--l ;

e

% : 'l n

C:oinn

':."' ;:- -J=b- ;: '~.
9

)' .! 12

n k ( k+l )

( Rp -R )2 , V P, v

podados aproxi-mar r (a, k, n ) pelo limite superior de

100 a se de confiança da soma dos postos de Friedman



, k n } f pois ,

1/2 [' n k ( k+l ) ]i/2

P { i'u'Kvl Z ('e(', *'') L 12 . }!

,e ( a, k, n ) ] 5. c-

e caso r ( c*, k, n ) é tomadonest comoque

(2.30)

Quando n grande, podemos aproximar r ( ct, k, n ) por

n k .( k+i ) li/2
(2.31) r ( ct. k, n) = q ( a, k, m) L ::

r de 100 ci %\.iln..lç: \d \ \.À/ i'L/ ' / ç; \-/ -u..ullt-.L\.-\ú o\-t.E/

"range" de v.a. N (0, 1) e independentes

Mi,ller (1966) & Nemenyi(1963) fizeram um estudo
dos testes aci.ma

1].- Tratamento Versus Contro].e

/'lAnnB nvnmnn A 4wvn nnmnn+»/\ l fH/\Tyl/'\ /l

grandes amostrasij.) Aproximação para

daergo

completo

controle
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i) Decidi-mos que 't U > 't l a nív

(2.32) Rp - RI Z r+ ( a, k-l, n

onde r* ( a, k-l, n ) bati.sfaz

P [ RU - RI < r+ ( a. k:-l,
0

e H : T
'b ' 'l '''' k

i.i) l»cid=inos que tP / 'tl a nível

(2.33) FRp-RI'l .! r++ (a. k-l,n

onde r** ( ci, k-l, n ) sati.sfaz

P ( l R -- RI 1 < r++ ( a, k-l, n)
0

iii) Aproximação para grandes amostras

Quando n grande , r ( cl, k-l, n ) pode

por

r
(2.34) r+(alk-l.n): m(a,k-l.-#-) I'

e r** ( a, k-l, n ) por

(2.35) r(a, k-l, n) E.l m l(a, k-l,--!-

el a

2,

a

/

se

, k]

se

2,...,k

ser aproximado

n k ( k+l )

6

Í' ]1/2
n k ( k+l

6
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Os procedimentos de tratamento versus controle até agora

descai.tos foram tratados por Nemeyi(1963) , Wilcoxon & Wil
.cox (].964) e Mi.ller (1966)

c) - Testes Livres de Distribui.ção para Comparações MÚlti.
pias Baseados em Postos Sinalizados de Wilcoxon.

1) Comparação de Todos os Tratamentos

Seja v:j
PV

X
]u xjv ' j : l,

n

i, " x:jp ' *:j

', - 'S. z ]vx.
@j

IJV
, I'l

(2.36)
j

R .
PV

o posto de vj
UV

sobre

YI
PV

k
, Y

PV

".« : :!: *:. «:.

n ( n+l )
2 T. } . .« .

Deck-di.mos que r.. / a nível ct se

(2.37) P
H0

< t ( a. k, n ), p = 1, , k-].} v P + l,



A cona or

se

} l,k ar

ao
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1....,a.IJ.l-t= L- \ t.XI J'b/ ll / tPÇ-fX.KX-' -?'"'b "EP.bvZb.K+'''''"" .r'

t ( a, k. n ) : n (4n+l ) + q ( a, k, n )

.-- 'li/2
n ( n-P1) ( 2n + l ) l

48 J

onde q ( CE. k, m ) já foi. anteriormente defina.da

O procedimento baseado na aproximação anterior não é livre

de distribui-ção (Nemenyi - 1963) . Sen (1968 a) derivou um

procedi.mento livre de distribui-ção baseado nas Tpv's

11 - Tratamento Versus Contro].e

i) Deck-cimos que lu > 'tl a nível ct

TIU Z t+ ( ct, k-l, n ) onde

(2.38) p { T...< t+(cl,k-l,n);u=2

Hollander (1966) propôs a aproximaç

(2.39) t+(a,k.-].,n): n(rnl + m(a.k-l-,P)

n ( n+1 ) ( 2n + l )
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12 À - 3

À .é a proporção de sextuplas (a,B,Y,u,v,w
que satisfaz

(2.40) *B. ''' xi:.., ' *'« X
Y Xa,, )

onde a, í3, Y são níveis de um fatos e U,v,w são nível.s
de outro fatos

m( cl. k-l,p) éolimite superiorcom100 cl% de con-

fiança do máximo de k-J- variãvei-s N (0, 1) com comum

correlação p

Em (1967 a) Hollander propôs que trocássemos m ( a, k-l ,

, P ) da está-mau-va anterior por m ( a, k-l, p.. ) . on-

P.. e a correlação, sob nor de duas estatísti.cas
baseadas em postos sinali-zados. Nemenyi(1963) propôs

substitui.amos m ( a, k-l. P ) por m ( a, k--l, -á-- ) p-
ra n > 50.

n

ij.) Decidi.mos que T.l nível cl se

(2 . 41) T » t'';* ( a, k-]., n

onde t ( a. k-]., n ) satisfaz
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(2.42) p { TJ.u

Baseando-se nas aproximações anteriores, pode-se

as aproxi.maçoes

) 2,k 1, n U(x/ rl

0
k-l } ; k - l

tirar

t* ( a. k-l, n ) 2n"F]' ) + l m i ( cl. k-l-. -:L-

n ( n+1 ) ( 2n + l )

L "

t** ( a, k-J-, n ) g Ln+l::} + i m i ( a, k-l-;
4

L
n ( rn1) ( 2n+l) li/2

Tabelas para l m 1 ( cl. k-l, p ) são encontradas em

Thigpen (1961), Krishnavah e Armitage (1965)

2.4 ESTIMAÇÃO DE CONTRASTES

à.) Experimentou com Um Fatos

Seja o modelo,

(2.44) xj.j : U + Tj + eji

onde

1,..., nj 1,..., k

p : é a nédi.a geral
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Tj : é o efeito devido ao tratamento j do favor 't ,

é o erro cometido ao fazer a i -ésima observação

do tratamento j,

sendo que as seguintes con

k
E .t . = 0,

são v.a. i..i.d. com uma distribuição contínua F

Chamaremos de contraste nos efeitos T's d

acima a

( 2. 45)

que pode

(2 . 4 6)

onde

lições satisfeitasestão

modelo0

ser

'rj onde jli aj = 0, aj's constantes,

escrito como

k k

h-: j-: ":j ""j

a

dhl: h . Ah.i:; h''tj; j-l,...,k, h=1,...,k

zh.i : mediana { Xoh - xÍ3j ; a ' I''.., nh; B ' I''..í nj}
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h / j, o estimados de Hodges Lehmann para Th

z .

k
E n.

'h 1,...r k;. Zlt. = 0, V h

W h .:
]

O estimados de 01,.' ajustado pelos pesos a. e
]

k

j:l: 'hj W«.,
(2.47) a.

k k

»;'- j:: '"j ( Ãh Ãj )

Note que se nl : ''' : nk

k

. j:l: '"j
(2.48) Ah ' k

z - z
h. j

o está.mador de llh
]

/

Ah Aj para 'th 'rl foi propos'

to por SpjQtvoll ( 1968) como uma modificação
de (2.48) , devido a Lehmann (1963 a). Os resultados

obtidos por Lehmann (1963a) foram estendidos por Bhuchong-



kul e Pari(1965) . Intervalos de confiança para contraste

0 podem ser encontrados em Lehmann (1963b) e Sen (1966a)

O desvio padrão assintõtico de 0 foi desenvolvi.do por

Spj$tvo11 (1968) , normalidade asse-ntótica e eficiên-

cia por Spj(>tvo11 (1968) e Lehmann (1963a)

B) Ezne.:ijzgç!!E9g .g9u (!gi= eaEe]sg. â9n.. i;9:.çg:gago , g9n. ]!!@

observação pgl. çêS.SI.g

Seja o modelo,

(2.49) X. . -

onde,

u : É a média geral

T.i : É o efeito deva.do ao tratamento j do :Eator T

11. : É o Ceei.to devido ao tratamento i do fatos 13.l

e, : : É o erro cometido ao fazer a i-ésima observação d

tratamento j

guintes conde.çÕes satisf

k n

j:l: ::j : o , ::: B:

S

0

ellase as se

T. + e. . , , n ; j = 1,...,k
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são i.i.d com distribuição continua F

k k

h:: j:: "j '"j
Tomemos a. T

contraste nos efeitos t's, como definido no exem

plo anterior

Definimos

i
D 1, . . ., n,

a diferença entre o tratamento p e vf calculada pa
ra cada dos n efeitos do favor B

média { D'
UV

1 , . .., n

ZZA
U VPV

, onde

E

1, .. ., k

o esticador de

Um esticador de 0 sela obti.do considerando onde

(2 . 50) a. Z
] ]
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O desvio padrão asslntÓ.taco e a normalidade assintótica de
0 além de estudos sobre sua efici.ência, foram obtidos

por Doksum (1967)

Lehmann (1963a, 1963b, 1964) e Pari - Sen (1967b) obtive

ram i.ntervalos de confiança para os contrastes.

Um.outro estimados de 0 pode ser obti-do, baseando-se no

estimados de unam amostra de Hodges - Lehmann proposto

por Lehmann (1964) é,

(2 . 51) 0
k k

"-: j:l: '":i

onde

*:. ' *« * *,« :)L' : « , !
2 ' J

i,j = 1,...,n

W = medi.ana
PV

A : W
PV U

O desvio padrão, a normalidade assintÓtica e estudos sobre
sua efi.ciência deste esticador também são encontrados em

Lehmann (1964)
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Tabelaspara q(a,k, m) ; h(x a(nl'...,nk) )

y+(a,k-l,n) , y(a,k-l,n) ,Nk.I'm(a,k-l.p).

jml(a,k--l,P),Mk.t ' r(a.k,n), Z(a,k,n) ,
r*(a.k,n),r(a,k,n).t(cl.k,n) e t*(a,k,n)são
encontradas em Hollander & Wolfe (1973)
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CAPITULO lll

ANALISE DE VARIÂNCIA NÃO PARAMÉTRICA MULTIVARIADA

Iremos desenvolver, neste capítulo, os resultados obti.dos

para Análise de Variância Nao Paramétrica Multa.variada ,
resumindo os tópicos de Puré , M.L. & Sen. P.K. (]-971)

e complementando o assunto com as publicações não cons-
tantes da referência aci.ma.

3. 1 EXPERIMENTOS COM UM FAVOR "ONE-WAY LAYOUT''

C

Sejam N = E
k:l

tratamento k
nk observaçÕesr com nk observações do
O modelo a ser estudado é

(i)
(3.1) X.
' ' ]

P + 't. 1 < i < c; j ]- . . . , nj.

onde

xl:' ; ( * j , ... , x.j )' é . j -

de observações do i.- ésimo Ceei-to do favor 'r

o e i nl r\ lrn t rlr

P ; ( ul' , é a média geral ( constante )

1 ; ( 'til ' ''' vZP )' r é o efeito devido ao tra

tainento i (constante)
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(1) (í) .

ej.j = ( elj ' ..'' epj y éoerrocometidoao fa

zer a j - ésima observação do efeito i do favor r

e as seguintes condições estão satisfeitas

}l T : = 0
; .l a-

C

e. . sao v.a.i..i.d. com distribuição acumulada con

tÍnua F

Estamos interessados em testar

(3.2) Ho : T]. ; ''' ; versus HI

para algum i / j, l 5. i , j < c

T j

[l'amando

0: = U + v:
l ' l

o problema se resume em testar

(3.3) Ho : OI'... - 0 versus HI.: 0j. / 0j
para algum i / j , l .S i , j .S c

( j. )
Como X: +0. - e . ,eos e.. temamesma di.s

] l j.j '

tribuição contínua F, os testes anteriores são equi.va

lentes a
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versus1-1o : F ( X + 01 F ( X + O )C

(3. 4) Hl:F(x+0i)/ F(x+0j)paraalgum i/j

]. < í ,j < c

Este é o prob]ema de ].oca]i.zação de mu]ti-amostras mu].uva
Fiadas

Faremos a seguir uma cobertura do que foi- feito nesta di.re

ção até a publicação de Puré & Sen (1971)

3.1 Princípi.os Básicos e Testes para Localização

Mu].tí-amostras Multivari.idas.

de

A) O Pri.ncÍ io da Permutação dos Postos

Seja a i-variável Xia) , i= 1,...,p ; a
(k)(k)

k = 1,.../c e Rica o posto de Xj.ct sobreas

.»:.-;,'.:. "', -'',; x.k' ( J:), ..., *"' )'
do o vetou de postos K(jk) : ( Rlcl),... .R

teres de postos K(jk) ci : l,...r nk ; k - lr.

ser representados pela matriz

l (].)
h.i

1, nk

nk

esta associa-

). Os N ve-

,c podem

.4'
. cRI.: q.z

(3.5)
8

Rpl
(1) (1)

R
pnl

(c)
R
pnc

de Ordem p x N
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Diremos que duas matrizes de ordem p x N são permutacio

nalmente equivalentes se uma pode ser obtida da outra real.

ranjando suas colunas. Se rearranjarmos as colunas da
matri.z ,(3.5) de tal modo que na pri-medra linha apareçam

os números 1,..., N , na ordem natural, obteremos a ma'

triz Rm r permutacionalmente equi.valente a RN ' 'da f
ma

or

[. :
+

R21

2

+

R22 ';~

N

+

(3.6) RN

L '-: *,: : : ' '-« ]

- variável.s xjk) , j. ; 1,..., p.são dependentes

a distribuição conjunta de RN ( ou liN )(sob a
4) irâdepender de F. Mas os vetores Xcl ;

nk ; k: lr..., C sob Ho(3.4) sãov.a.i..i.d
sua di-atribuição conjunta (ou de RN ) permanece

sob qualquer permutação destes vetores entre si

Como as p

(em geral)
hipótese (3

(l ' ]-/. .. /

e portanto
invariante

Definimos,

(3 .7)
+

{ RN l RN é uma matriz obti.da

.o uma permutação em suas colunas }

de

Então
+ .

p(\:rN i S (\) , n.)(3.8)
l

V rN € S ( RN ) e F continua.
+
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(k)
uiiçi-uAF que quaJ.quer estatística de X,. } a = 1,

r''.rnk ;k:l,...,c baseadaem(3.7) e(3.8)é li-

vre de distribuição não paramétrica. Testes baseados em RN'
somente através das permutaçÕes dos vetores colunas de

RN r serão chamados testes permutacionais baseados na or.
denaçao li.cear dos nnntn

Podemos C

+

S

EZS!!!EJ:ge. çlg. 'nestes p'ermutac&.gBgJ:g. Baesggea pa Ordenação Li
near dos postos

Definam.os

(j.)
(3.9) EN.a j (

Ni
' )

N + l
; 1 < oc < N;

jNi esta defina.da para l ,

e é constar-te em ( ~ ' --ã-F-l-

/
N

N + l

Então

(i) '(k)
(3.10) Em ' Rica

(k)
R.la

N + ljw

Definimos

( }; )

(3.1].) Tm,z
nk (i)

«:: E:~ , *'*'
(k)

Rj.a
N + l

câ média dos escores gerais jn. (l



na k sina di.stribuiçãoi k : 1,..., c; 1 < i < p.

(k)

Se .defina.rios ZNi,a como

1, se a. a - ésima menor observação
(k)

sobre Xj.CI ' a - l, ...r nk ;

k = 1,...,c é da amostra da dis
tribui.cão k

caso . contrario0,

(k)
(3.12) Z

teremos que

(k) N

(3.i3) E Ew,a ' znj. : a:ll. jnj.

(k)

.!,.:.:h,

(k)
T
N,i

Seja

-'(i) . N (i)
(3.i4) E

N N cl=1 N.cl

Se Ho é dada por (3.5)

(k) - (i) l +

O.is) E ( T. : - E. l s ( nu

a=].
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N (j.)
E E

a=1 Nrq

(k)
Z

N (i)

-à- .:l: \,. l s ( ::; ), ..)

-:l: j~ ( -R'Jí--í

(k)
Z 4;-] +

/ S (lh ), Ho)

w. (k) . +

a: j j (-íi-3--í) { l: --Ê-- E ( Zn.,. ) -i- ] s (% ),n.

N

.:: :~:
t'

l
\

l l
''í l

]
Portanto

o.") E(l=1 / s(<

(j.)

0

Chamaremos de JN a probabilidade condicional gerada pelas

-to é., a proba.bilidade

P ( R
' N -~ / S ( R; ) n )0

P ( R
N rN / JN )

l
N!
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Deste modo,

. (k)
cw L ( T

N.j.

(q)
, T

N,j
(3.17)

E.'" Ê."' .:à- ;: l: ?.:.:;:n- ,
se q / k

( j. )

nk (N-l) N

(j )
nk ' N

nk N (N-l)
(k)

R.

%:j ( -
. 'k Kk)

l k-: --: '": ( -aif-)
(k)

Sob Ho' Xa ' ct - l,..-r nk

mente distri.buidas então

; k = 1,...,c são identica

o.iu E (
H0

l
N

C

:.:: '*
(k)

Eln (.TN.j- )0

(':' : El:'

Devido a este fato construiremos testes para Hn baseados IDS
encores medi.os T\KJ , isto é, tomaremos p(c-l) contras-

tes linearmente independentes T(k) - E(i) , k- 1,..., c-l;
N,i N
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1 = 1,..., p e construiremos nosssos teste como sendo uma

forma quadráti.ca positi.va defina-da deles. A maneira mais

lógica é tomarmos um teste asse.ntoticamente equi-valente à

razão de verossimilhança de Hotelling. Usaremos a função

c (k)

k=]. rk ( Tn
E

N

(k)
( T

N
(3. 19) N

onde

(k)
T

N
: (

N

( «

+
vij ( \ )

(q)

En,a,j

T k)
N,l ' ' N,p

\

)

- (1)
E N ' Ê '-' ,'

Ü

V ( RN )
( R* ) )

N i,j / P

l
N E E En Eh)

k=1 a=1 Nfcl,i m,a,j

- : (i)

En

(q)

,~. ( -é'l )

e V ( RN ) é considerada positiva defi.ninfa. Se V (RN )
não for positiva defi.lida, trabalharemos com a matriz de

irai.or ordem obtida de V ( Rhl ) retirando o mesmo número

+



40

de linhasecolunas atéqueo det( V( RN)) / 0

Como a di.atribuição de c2..m / RN / Ho é a mesma para qual-
quer F contínua . podemos construí.r um teste aleatorizado

de nível c: , li.vre de distribuição,

Í :, ;..Í~ » L~( )

' An,c ( + ), se .f.m : Ln

', ;. "f~ « L. ( < )
L

é determinado para satisfazer

B.2D + ( \ )

+

R

onde

E ( 4' ( Rm ) / aw ) C

Exceto para pequenos valores de N e p uma apli-cação exa--
ta do teste aci.ma é mui.to laboriosa. Por i.sso estudaremos

a distri.buição assintótica de d..N

Vejamos pri-meiramente al-duns testes baseados na forma exata

N

Tese.e Médio Para Multiamostras Multivari.idas

Definimos

';.": En,. : j~: (-:;';-r) - 0 ,. c. contrario

:, w . « [ -b]

a = 1,..., N ; i = 1, ..., P.
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-.;. ,'*'
nk a::]. N) R(a) é a proporção de vaJ-o

res da amostra da k - ési.ma di.atribuição, na
variável que é menor ou i.qual a

i - É>qimn

(3.22) ' <., - 'F J: .: (,: q.,.,,

. (j.)
E

N

- (j)
E
N

a
N

a (N - a)

#
se i ' ]

L

a
m,i,j

se i. # j

onde aN,j.,j e a proporção das observações amost:tais (nmbi-nadas

'Fcâ as quais a i-ésirnaea j-ésima variável

sao simultaneamente menores ou iguais a [ ----;-- .l

Para p = 1, N é a estatística de Mood Brown ( ]. 9 51 )

Teste da Soma dos Postos

1.)efin am os

(j.)
E
N,a

(3.23) j
N.l

( lí-h ) -iÍ-FT- ; ]- .S ct 5. N; i 1, ,P

então
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..k .a)
.:: '": ' =': '

(k)
'k R.'

N + l CE'l rlK

que é ( N + l)'l vezes a média dos postos da

ma variável, nas observações do i- ésimo componente

variável, i = 1,..., p ; k = 1,..., c.

(3.24) l

\

esi-

da

+

\) l
N k=1 cl=l

(k) (k)
R. . R.

l rCI ] .0C

( N + l )2
(3.25) l

N2

. \
( E E

k=1 o!=].

(k)
R.

1,(x
N + l

(q)
R.

]N .

}wl

)

)

n
c q

k=lcl=l

Para 1, ., é a estatística de
IN

Kruska].-Wa].li.s

Teste dos Escoras Normais

(j.)
E

N,ct
1 , rDe:Einamos

(q)
posto de ordem a de X: Q , B =

(q)
onde estamos considerando X

i, B

,c ; a = ]-,..., q

R.
l ,(l

N + l
N

onde

q : l,

para

1, n
q

N (O ,l)
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P
A.l -Distrlbuicão Assintõtica de .,L N

Enunciaremos agora os resultados sobre a distri.buição as-

sintÕtica de aC,m, resultados estes que estão provados em
Pari - Sen (1971), capítulo 5.

Teorema 3.1

Se V ( RN ) é asse-ntoticamente não si-ngu].ar, então a di-s
tri.buiçã.o conjunta das p (c-l) variáveis

(k) : (i)
{ T - t:

N,j. N

sob JN teü assenta.tican\ente uma distri.bui.ção p (c-l)
normal

f i = 1,..., p ; k = 1,...,c-l }

Enunci.aremos conde.çÕes e notações necessárias para o enLen

di-mento dos próxi-mos resultados

(k)
F

(k)
F

'T' . .'T

LZ ,].l

r'.'=

1 1

(k)
Distribuição Acumulada de X.

j,' i = 1,. .., P '; k = ]-,...,c

*K) :
N N

C

N = E nk
k;l

(3.26) Ç911gjSgg : Assumiremos que para todo N, as desi-

0 5. Xo 5. À(k) 5. 1 . À < 1 valor pua
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e k 1, r C

(k)
À

N(x)
i]

F (k) (x)

'~ [l*'
l ' -'» ';: ';-. *:':. * ]
nk

(k)
F (x,y)

l r -
l nuuxo
L

(k)
de ( x.lra

tnl que

N b.,j] nk

X.k) < x e X.(k) <
l.a ' ].a

n (x,y)
N [j-,j]'

C (k)
À

N
E

k-l
(k)

F (x,y)
N [i-,:j]'

n. (x.y)
C (k)

À.
N

(k)
F (x,y)

LZ, ].l

E

k-l

n (x)
i:j-]

E

k;l

C (k)
XN

(k)
F (x)r. l

LZJ

Seja ]N.l
como defina.do em (3. 10 ) sati.sfazendo

(3.27) 1im jNz (.U ) jj. (u ) para o < p<l e nao

consta1lte r i 1, r P

+0',

'k gl' ::t \l:\, l(3.28)

(k)
d F (x) oP (' N : )

]
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: (":p:"-- 'u [g' )
(k)

d F (x,y) = 0 (1)
N b,n ' p '

Note que (3.29) segue de

o.") J l :h: ("lílr

(3

]

"..[:í"' ) '~, ( -#h

', ' .g- 'u [jl''l
i / j, i,j - 1,..., p

0 )

2

jj. ( -ii!!i;T nN.(*) )l

d FN,j. (x) - OP (1)

e também satisfazendo

z -

''(3.31)
' i

(k)

(3.32) Existe um número finito de i.ntervalos semi-abertos,

a.5. ), ' (j-) (j.). . . .(j.) ; ...,
(i)(i)

, cxri .l < IJ < 1 : a tal que jNz (U )

conde.cão
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(i ) (i)
jNi(p) : jj.,j paraqualquer li :aj.l< u j

1,.

intervalosnestesvalores constantes comassume

e para algum (S > 0

2 + Ó

( a. ) .a(D
] j-i

1,.... ri

k
Suporemos que X ; cl = 1,

mesma distribuição F e sejam
(k)

tribuiçÕes marginal-s de X

pecti.valente

Definimos

r.
l

:j:: jj.,:j
para todo i. = l r . . rP/

1,...,c têm a
F as dis-

[j. , :j]
; X(k) .) res--

i,C] ] ra

[ j ,í'-,'«-«í,
0

][nra l ' ]. x,]

l

pj-: Jo ji (u) du

1,..., P

(3.33) 'Y . (F)

( F )Y

+.) +'o

:t :t ;: ' '.:v') j:j ( F.:jlg )

dp (i'V) - Pj.}JJ' z#j'J',...,P

i,j : 1, ..., p0.3© 'v ( F)
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Teorema 3.2

Se(3.27),(3.28),(3.29) e(3.31) valem, então para todo

Fk G Q ' k - 1,..., c ( ç2 conjunto de todas distri.bui-
çÕes p - variadas contínuas) temos que

--> y ( n ) com N -* m , sob JN' ponto
ponto

a.

2
> xN P ' P ( c-l ) '» " r SOb JN

Teorema 3.3 (Generalização do teorema 3.2)

Se rkÉ'3 , para k- 1,..., c (3éspaçodas Distribui
çÕes contínuas) ese j.. satisfaz (3.34), (3.35) e

(3.38) para i. = 1,...,p, então o vedor estacásti.co
l

l
N '

(k)
. )
N.l

i 1, ,P ; k = 1,

tem uma distribuição limite normal com vetou média zero e
matriz (ile covariânci.a

(k,q)

N b,j]
) )

onde

(k)
%,i

(k)

jj.(n(])) dFb](x) ;i-=1,...,p;k:l....,c.
-a)
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(k,q)
a
Nb, :j] ' + = oo<

(r)
A. (x,y)l

(r)
d F (x) d F (y) +

[i] ]i] '

* -n j: l <;' ll«!*''*,*, ' ,:l'*, ' -='*, .
"N r7qç -- < x < y< m

(k)
(x,y) di

(r)
\

(s)
\

Í Í Í (k)

J .l A: (x.H
L-« « ,: « y «

+

l

À (k)
N

c c

r=1 s=l
s#r r7gk

s7ék

(r)
d F (x)

[i]

(s)
d F (y) +

[i] '

(k)
Ai (y,x)

(r)
d F (x)

[j.] ]
( se k = q,

(r) (s)

''N ''N

x (k)
N

(s)
d F (y)

[4 '

+"

m - w

c c

r=1 s=l

(k)
B. . (x,y)

1,]

(r)
d F (x)

[j.]

(s)

T 't,f''
c (r)

.:l "N

S
.m .m
j.

(k) . (r) (k)
B. .(x,y) [' d F (x) d F (y) +

:,] [1.] ' [:j] '
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(k) (r) -l

[[i[ d pEj] (y) J

c (r) Í f (r)
r:l N .Z J Bi,j (x,W

(k)
d F (x)r . l

lzJ

(k)
d F (y)

L] l

(se 1. / j )

(r)(q)
(x,y)' d F. . (x) d F. . (y) +

LZJ l.i j-:: *:'' [ (k)
'1

< x < y <m

'J

A:n u,;., .,ü) .;., .,©
< 00

(r) (q) (r) (k)

Ai (x,y) d F. {x) d ]3'... (y) +Lzl Lj-J

(q)
Aj. (y,x)

x <

(k)
d F (X) d F

E.] Í]i-]
(y) +

c (r)

' :.:,:: ''N
L

(r)
Aj. (x,y)

y <

(k)
d F (x)

r. l
LZJ

(q)
d F (y)

bl '
+

*..)l.*-ll '*,*' .-=;'*, ',J;' '*, l
( se k / q, i
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+"
(r)

À
Nr=].

+"
(k)(r)

Bi.,j (x,y) d F. ](x)

(q)
d F (y)

[j] '

-b@ -bm

.E: «:'' L ! ,::: '*,*, . ,;:i '*, ',;:; '*, *
c (r)

.l N .J.

+ 'D

a)

(r)
B

(k)
d F (x)r. q

lzJ

(q)
d F (y)r .l '

L]J
(x,y)

( se k # q , i / j

on(ile

(a)(t, P): F..(t) ]i-Pr.=(U)] j'(nLiJ(t)) jl.(n

(c!)
B . (t, P )1.]

(CE)
F (t. P )

[x ,]J

(a)
F (t)
li]

(CI)
F (P).

L]J
j' (u (t))
LZJ lzJ

j' ( n (u) )
] L]J

0b.óea.vagão

a) A distribui.ção normal asse.ntÓtica obtida no teorema anterior

ê singular e seu posto é no maxi-mo p (c-l)

b) Sob H .' o '
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(k,q)
a

N [i, j]

(F)

À (k)
N

6kq e o delta de Kronecker e Vij (F) é dado por
(3 . 3 3)

c) Se Y (F) é post.uva defi.nada

{ .(k) (k){ N'( 1 - u.),i=1,...,p;k=1,...,clé
N,i l

assintoticamente normal p(c-l) multa-variada de posto
P (c-l) e

/

';.;', .f*.. : j: .:. ] 'u'*' - Ê.] «:: ',, ]\.'*' - (]'
2

tem distribui.cão X . ..' P(c-i)
l

/Ç

\ l

assintoticamente, sob Ho
/

A'.L .l

d)Se. Y (F) é umesLuiHâdo= consistente de Y (F), y (F)
de posto p (c-l),

c (k)

B.3H .{~ : E q, ( 'h
k:l

E )
N

(F)
(k)

T
N

tem também sob H. uma di.atribuição assintóti.ca Xu ' P (C-l)

2

e)Podemos basear os testes assintÓticos para Hn em Olw dado
por (3.36).. Chamaremos tais testes de "testes asse.ntÕ-

ticos da ordem dos postos livres de distribuição''
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A..2 - Distribuicão !!j:glj:ES 4S (/.N pg.[g: Sggyggg.}gg. gg âJ:ES:ieg.Ç.L

vas de Escala e Translação.

Sejam alternati.vas { HN } que especi-fi
( k = 1,..., c ) a distribuição de

(k) (k)
F ( x , ..., x )

l,N p,N

com Fél. Qa= {PIP écontínuadeposto p }

cam para k,

onde

(3 .37)
(k)

X
i.N ' *: * .l*':.'é (k) -e

( 1+ 6: N ' ) , j.= 1,...,P.

Denotaremos

(k)
(3 . 3 8) 0

(k)
( ol '

(k) \

, oP );

(k)
8

(k)
( ól '

(k) \

, 6P )

e assumiremos que no mínimo uma das duas igualdades

(1). (c) (1) . (c)
(3.39) 0 ''''' 0 ; 6 - ...= 6

(1)(c)
não éverdadeira. Noteque se ó - ... : (S

(1)
o problema usual de locali.zação e quando 0 =

o de escala e se (3.39) vale temos Ho : FI

temos
8 (c)

Fc

Teorema 3.4
Se

(k) (k)
om

(k)
/ l l, . lX l
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As condições do teorema (3.3) valem sob { HN }

l (k) (k)

N : ( in,i. - p N.i ) , Í - i,

P---» N ( O, E:* )
P c

(k,q)
a ) o«de

b.,j]

então

+

D
1,...c } >

y

(k,q)

P.,j] ( >..(k) 'J') vj.j(F);j-,j=1,
'' k,q : l,

e 6kq e o delta de.Kronecker e Vij (F) como anteri.or-
mente definido.

Ü

Sejam F.. , F.. . as f.d.a. margi-nai-salas variã-
LZJ

veia (i) e (i.j) da di-atribuição F (xl' ''',xP )' res-
pectivamente

Teorema 3.5

Se

Às condições do teorema (3.4) estão satisfez.tas
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(q)
F. .(x) tem di-stri.bui.ção F..(x) para todo

[:Ü ' [j.]
r . . . , C)

1,

1,

[i.] (':' oln J': ) :*ó&) ;{ )
«.} ,.:ilJ: c"

r P

(q)

(i) [1] ))I'aP(q) (x) easteeé finito.
Então

.2
P (c-l), A

onde o parâmetro de não centralidade A , vale

(k)
À

k-l

(k)\
a

(k)
(F) a

(k) (k) (k) .\

a : ( al '...' ap )' ; k : 1,..., c.

Vejamos agora algumas notações e concei-tos necessários para
o entendi.mento do resultado que nos dã outra forma de cal-

culo de A
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Se.jam Xlr...f X v.a.i.i.d. com f.d.aFcom xé Rr

(p .: 1) , 3 : { F l F é f.d.a. em RP } e
O : '+ > R

0 é chamado um funciona] regular sobre J se ] 4) :R

tal que

n
> R

O (F)S
Rpn

( 3 . 4 0) 4' ( xl'..., Xn ) d F (xl) d F (xn):

para VF él

Se (3.40) vale, dizemos que 0 é está.móvel. O menor intei.-

ro n que sati.sfaz (3.40) é chamado,grau e + é chama-
do núcleo de 0. Consideraremos o núcleo + sempre si-métrico

sobre seus argumentos, pois se existe um nÚc].eo podemos

construir um simétrico a+.revés dele

Definamos

, *. ) Ep { '' ( 'q, ,':. , 'qni ' x ) }

q' ( XI'..., Xc ) 0c.( XI'..., Xc ) - 0 (F')

P (F)
C

E. {' ü2F ' c XI'.... Xc ) } para todo p: l, ..,m

Note que +o 1) (F) e po (F) O, V F
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(i)(i)
Ps (F) :. F { Ps ( XI'''., Xs )

(i) (j.)

't,( '; )
d F ( P

LZJ s
)

( j.)
P > o
Sdx

(j.) (i)
( P )S

( j.)

h...( P; )
LZJ

d
S

0

dx

1, r r. l i 1, /

(3.41)
(k)

n
l

(k) ri l
{

(i)
P

S
0 .l E ]j.,s ] j. , m-l f

r . i
LZJs=l

(k)
+ 6.l :ji,;...: }

(i)
P f (

(j.)
P; )

para k 1, 1, P

B
d

l
j. ( PF.IÍ*) ) d F[(])

l
(F)

d x

1, P

Ci (p) -.g-- j. ( F (x) ) dF (x)
dx l [i] ' [j.]

r P

(k)
(3.42)

(k)
0

l Cj. (p) l

1,
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(k)
(3.43) n

(k)
( n , .. .,

l

k)
n
P

; k = 1, r C

(k) (k)
6 .l

c (k)

k-l

(k)
1 ' 1, ,P

Se (3.31) é trocado por (3.32), o
toma a forma (3.41)

(i)

' [j.] ( P; )

(i)
h ... ( Ps )

LZJ

a

(k)
n dado por (3.43)

i,s s = 1,

i = 1,

Teorema 3.6

Se F (X) e Ji sao tais que para i 1, Pf

q...(X) é conta.nua e derivãvel ern cada um dos intervalos
FJ

ab.erros (-",ail ) ; (ail'ai2), :.. .

, + m )

Ft lx) tem uma densa.jade fria(x) que é li-ateada em
cada um desses intervalos acima

(k)
então os limites u , k = 1,

(k)(k)
a

(k)
onde n é dado por (3.42) e (3.43)

" '--,:. -t; ': ['.:í"' ê li.mirada para x 'F+ m

dadosexistemC e saor

n
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Se as conde.çÕes do teorema (3.6) estão bati.ski.tas

do por

A ê da

'É
(k)

onde rl é dado por (3.42) e (3.43)

.g: *'-, l «'*'' «': '-' -(3 .44)

Teorema 3.7

Se as condições do Teorema (3.4) e (3.6) estão satisfeitas

sob t HN } definidas por (3.37) e (3.38) a estatística
ilt. N defina.da por (3.19) tem, assintaticamente, uma di.s-

tribuição qui-quadrado com parâmetro de não centrali.dade

A.f dado por (3.44)
Q

Segue dos teoremas(3.2),(3.4),(3.5) e(3.6) (]ue sob as

alternati-vas { n.. }

-;.«\ .f~ =.í.
Pode :-se concluir (iie(3.45) que para testar Ho versus { HN }r ófN
e /. N têm r assintõ.ti.comente, o mesmo poder

B) Testes Plulti.variados para Multiamostras Baseados nas Es-
tatísticas U

Sejam
(k)

X
a

(k)
( xl. ,

(P) \

XPa ) ; a : l,...r nk



:assai'ia--K '

mente continua

de F Xa .a

l

FI' ...l Fc ) , Fe Q

F i F não prece.sa ser coREi

o (p) = ( o]. (p), ..., ot (p) y ,

tor) funcional regular de Fe f2 co

0 (F) ; 0o = ( 0o , 0o )' soba

onde 0o é conhecido e independente de F

Como estamos supondo 8 estimável ente
núcleo

nua

(veum m

0

exi.ste0 um

(1). (1)
4,: = Ó: ( x , ..., x

a- 'L (l (l
ll ]m.

xl

1,..., t

(c)
x ,... , x

cl c m.
lc

isto é;

/"' f" (1) (].) (c) (c)

o") J....'l 4': (x...,...,x~ . ,''','b ,...,x
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(].)
x )
clllFI d F: (

(1)
X

)

(c)
d F. ( X. cl

''.(<''
' 'c m.

lc

)
O. (F) ê R,l 1,...,t

e matriz grau

mll' r mlc

(3 .4 7)

mtl' / m.b-c

onde cada m.. , i = 1,.., t ; i = 1,
"'i ] ' ; ' ' ' '

não negativo, isto ér mil.,'''' mic r l
os menores inteiros que sati-sfazem (3.46)

(k)

Consideraremos $i simétrica em ( a '
K.

]-, . . . ,c, mas não sobre os diferentes

,c é um intei-ro

1,...,t são

, x ) ,a
k mic

c conjuntos.

Chamaremos

Un
u ,
NI

\, u )
Nt

de

onde

es.tatisti.ca generalizada corre'spondendo a $ ,

:i: . ..: ,': 1 :,., '*:=...... *""*(3.48)
Ni
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e

si 'ki ' ''' ' '* . 5. "k
ik

, t , }ll nk : N o tamanho da amostra
da di.atribuição Fk ., mj.k €1N }

C

If..., c; i = 1,

tirada

Construiremos testes para H baseando-se em UN

Tomando as c amostras formaren\os um vedor de tamanho

Npr ZN r das observações,

(3 . 4 9)
Zlf' '' , ZN z. ; ( zl.

1,..'., N

onde

Za.

(1)
Xa

(k)
X

a ' nl

1, . . . , n,

, para cl

'k-l
/

nl +

.nl +

+ q.-: + :,
K+ n ,ck'

Sob Ho/ Zi.Í ê composto de lq velares aleatórios i..i. dis
tribuidos. Então

(3.5 0)
p ( Zm

Z a Zon

quando F é continua, z. é um vedor obtido de Z... fazen-

do uma permutação dos seus elementos e ZON é o valor
obti.do de ZT.. na amostra. Deste irado, todas as pos'
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sáveis parti.ções das N observaçoes em c subconjuntos

de tamanhos nlr... r nc / respectivamente, são i.gualmen-

te prováveis (sob Ho e dado ZN - Z.ON ) e cada parti--
cação tendo a probabilidade permutaci.onal

n. ! ... n.!
N!

(3 . 51) \-l
' ". J

Note que (3.51) é independente do F € ç2 e do ZON toma
do (fixado) , então qualquer teste baseado em (3.51) é

livre de di-atribuição (condicionalmente l i.vre de distri-

buição). Neste caso Um ' baseado na medi-da (3.51) é li.--

vre de distri-bui-ção. A distribuição de UN baseada em

(3.51) sela chamada "distribuição de UN baseada em

permutações"

!19Bllegeg= ge: 2igEll&gj:ção gS Um !ggSgge: W
Permutacóes

Sejam

mj. ' mj.]. + para i : 1,..., t
lc

l;'' li* $: ' '':,mi= S'

onde Sj. é o conjunto de todas as mi! permutaçÕes

( al.''',amj )

l

+

l
)( z Z

al '
a

de
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+

+

Note que
+

4'i. ê uma forma simétrica de 'b j. ' j- 1, , t

Assumiremos que 0 Bati.sfaça as segui.ntes condições

(3 . 5 2)

l

f d a

O' , V ZN

(3.53) Amatrizdecovariânciade N2 { UN-0o } tem

assintoticamente (com :{ -'' m sujem.to a conde-ção

-::B--- -» Àk' 0 <Àk< 1, ]PI Àk 'l) tmliiü.te po-

sitivo definido I' ( F,À ,) sob Ho ' onde F é a

comum(Fl- ... -Fc:F) e À -( ÀI'..., Xc)

+* ( ZN )

Seja t ( ZN ) a medida de probabilidade gerada por (3.50)

(i.sto é, dado ZON e Ho e pensando nas permutaçÕes das

coordenadas de .ZON)

Então,

(3.54) E ( Un T ( n) ) ( E ( U
NI

T ( ZN ) .

, E.( U
\ . ( z.. ))

Por (3.48)
(

C
E E (
si

't (ZN ) ) ,
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s: E ( 'bt / T ( Zn ) )

( .: , ... , .' ) - .'.

(3.55) Assumiremos que E ( + +' i FCÇ2o ) <

Definiremos

p(j-,j) (p)

dlr...r dc
r 0 < d, < min

( mik ' m:jk )

]-,. ..,c ; i,j = ]-,. .. , t

como a covariância entre $z e 4).i onde dk das varia
veis{ x } ,k=1,...,c .sãos.guaise $: ,4)üde

fi-nadas para o uso em (3 . 46 )
a

Consi-gerando a medida de probabil-idade t ( Zm ) , repre'
sentaremos a mesma covari.ânci.a acima como

( Zm ) ; 0 5. dk < min ( mik ' mjk )
,d

1,...,d ; j.,j = 1,...,t
Cdlr

NCXe que

(i,j)

0.5u '.;...,. ( Z.)
o i j.,j = z,..., t
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O.SU a.,j ( 4 cav { ( Unj. ' UNj ) / 'r ( Zn

m. m.

' j: ' z ,-: :l\ "':c

'' ''.; .

. t { ( j'k ) ( nk'mj.k ) (i-'j)
k:l dk mjk - dk dl'...,dc( ZU )

(3.58) a. j(P)= Cava ( UNj . UN:j) Fl:...: Fc:

C

k:l

mj.l

) } E
dl: l

m.lc
E

d : OC'ã
t

*i:' =i* ' ' EI
todo i,j = 1, ..., t. Então,

E(ZN) :(( a:j(Zn.))):j ::,...,t

m ( 1- , j )
) P-q (F) ,

para

(3.59)

E ( F)
( ( aij (F) ) ) ij . l t

Teorema 5.8

a) Se (3.58) vale e F C Qo então

N [ E ( Zn ) - E u) ] -3--!-!. o
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b) Se (3.58). e (3.53) valem então

N E ( Zn ) q.t.p r ( F , À )

3
Teorema 5.9

Se $ tem momentos fmi.tos de quarta ordem, para

F ( ç2o, então

todo

N i E ( Zm ) -P--> o

onde

Àk Fk
k-l Q

Teorema 3.10

Se sob Hor + temmomentos acordem 2+ (5 , 6 > 0 f-
mi.tos, ou, sob a alternati.va @ tem momentos fmi.tos de

ordem quatro, e se (3.58) vale

(3.60)( N2(UN- 0Q)/ 't(ZN)) -'!--'' Nt(0. F(F, X

l

) / ' ( z~ ) ) >

E além do mais

O.ÕD ( Tn / . ( Z.l \- .' : ( z..
l

[ q. .' 1 / ' ( z..
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converge em probabi].i.date para X t.
2

Para pequenas amostras podemos cal-cular a di.atribuição de

UN soba medida T(Z.,) usando (3.51),mas para
grandes amostras isto se torna trabalhoso. Usaremos neste

caso, os Últimos teoremas. Por exemp].o: O Teorema 3.10 su

gere que Tm dado por (3.61) pode ser usada como estatís-

tica teste para Hn quando N é grande

n

Se tomarmos N E ( F ) um estimados consistente

N }l ( F ), a estatística

de

+

(3 .62) T
N N ( Un - o. y ( N E ( Uu - o. )

') -r +

converge em distribuição para uma XZ. . Deste modo, TxJ é

um 'este livre de dis'-ri.buição para Hor quando N é gran-

..Mostraremos agora que TN e TN têm assintcÍticdmente,
o mesmo poder

Seja

(3 .6 3)
tal (]ue Fk]] '» F

an distribuição nos pontos de conta.nuidade de F
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O (FN)

l
.' ... .i .

N(3.64) nN
n -+ rl a)m N -> m

N

onde rl ( n ,l
, n )

t
\

Teorema 3.11

Se $ tem momentos de quarta ordem finitos para todo

FG Q e se(3.53) vale então sob{ HNldado por(3.64)

T p T
N f''J N

A

Entretanto qualquer dos dois testes tem assintoticamente(sob

{HN}) umadistribuição Xt.A J A;(I'(F X))'h.

c) Eficiência Rgjl:gtÇ:3jlg Assintá.rica gge Tggtes ga 91gSle.

dos Postos

D

1. Para o Problema de Localização de Multiamostras multi-

variadas
\

Na teoria parametrica é usualmente assumida que Flf..'/ Fc
são todas f.d.a. multinormais independentes com matriz de

dispersão E comum e não si.ngular, e vetores medi.os pos'
sivelmente dize:entes. O teste comumente usado, baseado na
razão de máxima verossimi].hança generalizada. é

.i N. Znl

l N X,., i
(3.65) u :

N
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onde

- c nk (k)

~ :' k:: .:: x.
(k) (k)

) .( x.

c . (k)

E q. ( x
k:l

(k)
N E

)' + N EQ

e

- (k)
X - )

-\. a

(k)
X

(1

X :': 3
k:l N

- (k)
X

Pode ser mostrado que -N log Ux. é asse.ntóticamente ,

em probabi.cidade, equivalente a

(3.õ6) WK
c .(k)

k:l q. ( xE
-l . (k)

E ( XX

Como

(3.67) nlç2 (X (k)

(k)
; k -' ]-r..., c,

são i.ndependentes, peão teorema do ]-imite central, (3.67)tem

distribuição assintÓtica normal multa.variada, com vetar

média nu].o e matriz de dispersão }l ( para todos FI/.../Fc
difere.ndo somem)te em ].oca].i.zação e tendo momentos de ordem

dois finitos). Segue-se então, que \'JN tem uma distri-
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buição assintõtica multivariada qui-quadrado com l (c-l)

graus de liberdade e parâmetro de não centralidade

c (k) - (k) - 'l
(3.õ8) E À ( E( x ) - E (x))'E

k:l

(E (i ü) ) - E (x) )

Destemodo, sob (3.38) com 6(k) -0, k: l,...rc, WN

tem assintoticamente uma distribuição qui-quadrado com

p (c-i) graus de li.beldade e parâmetro de não centrali-
dade

c (k)

k:l

-l (k) -
E ( 0 - 6(3.69) óW

c (k) (k)

k-l
onde

Assumiremos 0 0 para simplificar a notação

Pelo visto atrás e teoremas (3.5) e (3.6) a eficiência

relativa asse-ntótica (E.R.A) de c/N em relação a WW

e
(k)

E (k) { (k)l .y-J- (F) n
k:l

}

(3.70) e
.Í ,w c (k) (k)' -l (k)

k:ü

onde
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(k)
n

(k)
( n

l

(k)

P
)

(k) (k)
dado por (3.42) e (3.41) com óie

ra

pa

1,..., p ; k = 1,. ..,c

Casos Especiais

1. Para o teste &.N (R) da soma dos postos onde ji( u)= u,
0 < P < 1, i = 1,...,p, temos

C
E À(k)

k-l
( e+(k)

+--1
Y

'l«''',''~
C
E

k-l

(k) (k)' -l (k) .

onde

-e. %--f

+ (k)

( :l '

+ (k)
, : ) 'P

+''
(k) l .

oj. J fj. (x) dx

]-,..., P ;
1,...,c

+ (k)c ' '
l

+

l
12

se 1,...} P

+.0

f F (x)
[i]

Y.. (F)

'EJÍ*' ' 't:,l$'*'
l
4

1. / j = i, ..., p



de Y (F)
l

on

f

( 'Vj.j n) ) )
teste dos escoras normais

, onde ji (u) = $ ' (U); 0 < Li < 1,
,p onde (b (x) é f.d.a. N (0, 1)

c (k) (k)' -l (k) /
E À (ó 't (F) ó ) //

1, 1.{l $ ) ,bJ

// E À(k) ( 0(k)
k:l

-l (k)
E 0 )

onde

(k)
6

(k) .(k) .

( 61 '....' 6P ) ;

.!*' :! l;-- .':''f:l*?(k)
6

l

1, se i = j = 1,..., p

+ oo +ao

.l .ç -:('t:j"') '$':('[,]*'
i / j

't . . (F)
1] ' '

d F (x,y)
[i,:i] '

r P

l
e 't (F) ( ( 't.. (F) ) )'l
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Note que se F é N ( O, E ) então eZ(4,),W

j. (p) é l ou 0 se Ul

1,..., pP temos

À (k) o(k)iT+-i (r) o(k)

(k) o(k)t E'l o(k)

3. Para o teste médio onde

ão, respectivamente,
C
E

k:l

C
E

k:l

ou n

e

<

l
2

.Í h),"

T+-x (F) ( ( .
-1

(F) ) '

e

l 0 )'? (
[j-]

{ F ( 0,
[j.,j]

1, ... , P

#

't . . (F)-1] 't ' '' '.:í','l /

'.j ' ,]
i / j : 1, ..., p

L

2. Para o Problema de Escala de Multa.amostras Multivaria

das.

No caso paramétri.co, é usual considerar F.r. , Fc com
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dlstri.buição normal multa.variada não singular e alguns

testes baseados na razão de máxima verossimilhança são

disponíveis para testar se a matriz de dispersão de FI ,
r ...r FC é a identidade ou não. Se estamos interessados

somente em testar a identidade das vara.anciãs das p va-

ra.ãveis, temos um teste semelhante ao teste estatístico W,

digamos tlN' que tem assintoticamente sob HN ( onde
0''' = 0, k = 1,..., c ) uma di.stribuição qui. - quadra--

do com p (c-l) g.l. e parâmetro de não centrali.dade

c (k)
E .X

k:l
(k) '

6 . '*'' ]

onde

(3.72) r =(( vj.j)) j.,j-i,...,P

com

')

1 3.73) Y.. : 2 a' , i,j = 1,..., P
z] ij '' ' ' '

(3 . 74) E
tl ( aj.j ) ) a matriz de covari-ânci.a de F

o E.R.A. deê(.N comrespeitoa WN é

'd
W

Deste modo
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Pode-se conclui.rque se FTIN (0, E ), det ( W ) # 0,

o teste dos estores normais multivari.ados e W.. são as-

slntaticamente equivalentes e os li.cites infer'ior e su-

perior para a E.R.A., tanto para o problema de escala

e analogamente para localização são obti.dos calculando
a menor e a maior raiz característica de I''x E.

3.2 EXPERIMENTOS COM DOIS FAVORES (TWO WAY dali(Xn )

Considere um experimento "two-way layout", com um favor,

com p níveis, e n blocos independentes, onde o efeito

devido a bloco não é adi.ti.vo e a vara.ãvel resposta

é uma q -- variável

Seja

*:j : ' x j , ..., *h) ).

a resposta do expert.mento no i-ésimo bloco que rece-

beu o j-ésimo tratamento, i. = 1,..., n ; j = 1,...,p

Assumi-remos que a f.d.a de
xj.:i ' 'i:j '

Õ contínua

Estamos interessados em +-estar se os diversos níveis do

favor estão produzindo efei.to ou não, isto é, i.remos tes-

tar as hipóteses

(3.75) Ho : Fil F
ZP Fi , i : l, , n versus
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(3..76) HI : rj.j (x) pj. ( x - oj ) ; j 1, , p ; i- ' 1,..., n

onde

(1) (q) l
oj: ( oj ':; , oj )' ;j

Construamos agora o método das n ordenações ( n rank=ing

method)

(s) (s) (s) ,

Seja rij o posto de x.j sobre as observações { xij /
/j=1,..., p} para i:l,...,n;s=1,...,q

Destes dados podemos construir a matriz

(1) (1) ]
r .. . . . r. 'lil ' ' ' 'iP

(3.77) Ri : '

Ü

(q) (q) i

l 'í-i ':ip

Defi.niremos por Rj. a matriz obtida de Ri permutando

as colunas de RI de tal maneira que na l9 linha tenhamos

o número .i na posição i, posição contada da direita pa-

ra a esquerda. i = 1,...,p.

i = 1,. . ., n

Diremos que as matrizes A e B de mesma ordem são permu'

taxi.oralmente e(]uivalentes se A pode ser obtido de B

por um número finito de permutaçÕes das colunas de B.

Seja
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.+

S ( Rj. ) { A / A é permutaci-onalmente equi.va

lente a R. }
+

Note que para cada R:' € S ( R.i )

(3.78) P ( RI
v + \

Rj. / S ( Ri ) , Ho dado por (3.75))
l

P!

isto é, uniforme sobre
+

S ( Rj. )

Como os efeitos devido a blocos são independentes, RI ,...,

, Rn são estocasticamente i.ndependentes. Se tomarmos (R?,
o . , + +

,Rn)C(S(Ki),..., S(ltN)) então

(3.79) P{Rj.=Ro, i:l,...,n/ S(i+),...,S(ib), Ho

l ~n
dado por (3.75) } = ( ----J:-- )

i.ndependente de Flr ..' , Fn' Chamaremos de '.5)n a probabi.].i-
dade condicional dada por (3.79) . Deste modo testes basea-

dos em Rlr ''.r Rn e na probabi-lldade #n são livres de
r] i c t' -r- i }-xla i r'' = n

P:

Construamos um destes testes

Defina

(3 . 80)
(s)

T
n/]

l n (s)
1, 1,..., q

então
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(s)

E e. ( T.,j )

(3.81) --L ;l E
" ::: l

1,..., P

(s)
r.

1]

(3.82)
(s')

P (s)

t:l it

(s')

para iri' = 1, , n ; -j,j' 1,...,P '; STS' = 1, , q

onde (5jl. e (SI.S. são os delta de K=onecker usuais. Po
demos então concluir que

«=:,(3.83) ( Õ:j:j- - -+ €

.-a. E (3'.) ( .;;.(f.) ) definido por

0.80 ';;. ({'.) ' E E
n (p-l) i-=J- t=l

(s') 'üuJ;
4 (p-l)

s, s' = 1,..., q

(1) (q) (1) (q) \
( T.,p'.,,T.,: ,.... Tn,p-.l ' ''., l«,p....i )Se tomarmos .:Tn

(3.85) nV.l5n.
l
E»l

l
Z
p'l

) ;

1,. .., 1 )'
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Cohslderando a forma quadrãtica em (p+l)

e usando V.4) (T. ) axmseudi-scri.mi.nante e usando a
relação

n

p'l .(s)
E T

j:l nr]
T(s)

nrp
1,.. ., q

nõs obtemos a estatística teste

(3.86) (lun: n( Tn---ã--(p+l) zq(p-l) ( V,51'n

( T. - -#- ( ai

- ;g: ;':: ."' .s'., ,{: . ';''
(s')

( Tnr] 2

onde(( ass'(#'n)) =( E(JÍ)n))'l queéassumi-da

positiva definida ( Na pratica se E (JDn) é singular,
podemos torna-].a não singular el i.ini.nando vara.ãveis)

A distribui.ção permutacional de oCn pode ser calculada
usando (3.79). Pias para grandes valores de n este cal-

culo torna-se muito trabalhoso. Com intuito de simpli-

ficar estudaremos o comportamento asse.ntóti.co de ({. N
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3.2.1

Defina PJÍxl e F jLsxsY'\ como af.d.a. marginal de

xl') e( X(s), x(s'))para s/ s'( : l,:;,,q);j:l

i=1,...n, respectivamente

{dePermutacionalDistribui Assintõticaao N

P;r

.Ç..iZ1..2. se s = s' ( = 1,..., q)
12

(3.87)

....'':. :l : ;t'l.,*,.,..:: :} J.':ri, ':,ft: ' ':, :!:.*
P '.m '

* .: .b l ':;.J::;q '':i:i;T:']
jPq=J- --m

s': =.'1,..., q

1, ..., n

(3.88) -E ( Fj. ) = ( ( a...( Fj.

Teorema 3.].3

pij (x) são todas contínuas

n
F /.#) \ . ..]:.. F f r p \

Ê

então

ln i:l

j/j ' ?Ét=l

1,..., n
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Corolário. 3. 13

Sob Hor dado por (3 . 75)

l
n

E E F:) En ( ( a.,;:. ) )i-l

onde

P( p+l ) 1,

<

L

12
r P

]-- :!: l -} T
i,ss' P

gi,ss' J

s / 1, r q
n

Note que sob Ho r

1, rP 1, , n

V i'Vh +UVV definiremos

F

z] LSJ
F
ZLSJ

F
j-:its,s'J rS

Definimos T
i,ss' e P

gj.,ss'
como

T
i,ss' F (X,y)

ib,s'J
d F (x,y)

1. b, : '] '
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l .! ,:.:f' ':g: '':ü::l::Í'
P
gl,ss'

12

Pelo colorãrio 3.13, se pelo menos uma das matrizes

[ . , , .. . ; ]. =

n i:l ' ' urss' '' 'n n i:l

positiva definida então }ln também o é

) ) ) ) é( ( Pgi,ss

(3.89) Se Fj (i - l,...,n ) é não si.ngular então ambos

e Gn o são.

Podemos concluir de (3.80) que E ( Fj) pode ser expresso
como soma de uma matei.z positiva definida e uma positi-va

semi-defina-da, quando Fj.à é não singular. Deste modo

. 11

2-- E ( F: ) é não singular
n ll

Considereremos a conde.ção

(3.90) Existe noC N tal que para n : no

gÍ- Z. ( E ( Pi) ) é post-ti-va defina.da
n

l

Note que pelo Teorema 3.13 a condição (3.90) implica

que }l (fn) ê positiva defi-ninfa.

Teorema 3.14

Se as F.a são todas contínuas e (3.90) vale,a distribui
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, 2
ção .conjunta permutaclonal de { n

s = 1,..., q ; j : 1,..., E)-l } é assintoticamente, em probabi-
lidade, uma

Nq(p-l)

O Teorema 3.14 nos

Teorema 3.15

Sob (3.90) , a distribuição permutacional a

({n er em probabilidade. uma' q(p-l)
X2

U

Deste modo, para n grande. o teste permutaci-onal IÍI.n re-
duz-se a:

Z

Rejeitar Ho a nível cl se n > Xq(p-l)-,
(3.91).

Aceitar Ho " " " se cl n 5- Xq(p-l),cl

A (nnsistênci.a do teste .Í,n segue do seguinte

/
s.j L n/] ' J

J:&l- { «- ( T@
s,j n,]

(3.92) . .z «w. [ (T';] - -!}.-):]. .;; ({:'.)

l

leva teoremasegui-nteao

dessintõtica

a

2

P (E#l)

Z( t) , l p-lp-l T .....: ';,.: ) 8 : ({''.)
a

2 a
ss2

)' }
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.. numeres 
(3.93) pela lei dos grandes 

+l 
(s) pn p 

1 l1\I (x) d F .. (x) -
Tn,j > - F 2 n 

i l J 

orrle 
p 

l 
í. F .. (x) 

F . = 1. p 
j=l 1.) 

o lado dire i t o de (3.92) é rado cott\ 
e (n) e quando compa p uma x2 

é de e ( l ) . p 

3.2.2. 

Sejam 

q ( p-1) , a. 

Distribuição Assintót i ca não j = 1, .. . , p ; s = 1, . . . ,q l 
: 

+ oo (s) n 
p s = 1 

I \ l 
µ 

2 + I 
n, j n i=l 

t=l - oo 

Nula de --- l 
( s ) . 1 . 1 

~ 

(x ) d f (x) F 
I" ., r - i j LS.I i tLSJ 

j = l, .. ,p ; s = l , ... ,q 
(s, s') 

(s) (s) (s') ( s ') 

~ 

) ... 
= p ( X 

X · t ' 

. > X X > 

i,jt,j't' 
ij , 

l . it i j' 

(s .') (s ') 
(s) 

(s ) 

2\t' 

p ( X 
) p- ( X .. , > > X ij i t l ] 

) 

s , s ' = 1 , ... , q ; 
. ~ 1 1 J.. 

para j t- t , . '--1 1 Jrt = l, ... ,p , ... , n. 

onde 



(s,s) (s) 

,r = p ( X .. 

i,jt,jt 
lJ 

* a = 

n,js,j's' 

* 

( s) 

> X ) 
it 

(s) 

( 1 - P ( X . . 
lJ 

(s) 

> X 
it 

j :/ t = l, ... ,p; s = l, ... ,q. 

p 

r 
t'=l(jj') 

,r j 
i,jt,j't' 

r = 
n 

* 
( 

0
n,js,j's' ) :pq x :pq 

1 * 
F. = ( F. , ... F. ) F = CF1,···, Fn) 

l 11 1p 
n 

~* 
* 

* 

{ 
de . r 

.. maior ou igual a } 

= F rosto e 
1 

n 

n n 
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) 

A = ( ( ªsj ) ) s = l, ... ,q; j = 1, ... ,p ) 
a 
sj constantes r eais 

H (x, A ) a distribuição acumulada de 

n 

1 p 
2 

n I: 
j =l 

2 
y (A) = 

n 

'l'eorema 3 16 
~ -

q 
E a 

s=l sj 

p p 

r z 
j =l j ' =l 

Para todo A onde 

T<s> (s) 
- µ ) / 

y ( A ) 
( . 

n,J n,j n 

q q * 
r r a a o 

sj s'j' n,js 

s=l s ' =l 

Y (A) > O, 
n 

onde 

a 
n,j' s ' 
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lim H. (x : A) = 'D(x), unifoJ
N -+ m ''

onde q' õ a distríbü.ção acuimlada da N(0,1)

!nte em x; x € R.

Note que

+

sob Ho/ En [ :. +'. '; En

se (3.90) ocorre, }l. é positiva defina-da então pos-

se E. é q ( p-l ). Consequentemente. para todo

A(onde }l a.-0,s=1,...,q), Y.(A)é posi-4.1 tSI xx

uva e T(k)' tela distribuição assintõtica singu].ar den,]
posto q(p-l)

+

2P

3.2 Distribui.ção Asse.ntÓtica de

de Trans[acão Loca].

sob Alternativas

Sejam

{ Kn} uma sequência de alternativas de translação
cal dada por

lo

2

Fi ( x + n '' c»j

.,p ; i ' 1,..., n

l

(3.94) Kn : Fij(x)
F .. (x)n,]]

onü .::(.In,... ,.h) )' ;j:l,...,6sã"
] ' j ' ]

constantes, com'E a. = Oeos a,is não
' j=iJ ']

vetores

todos nulos
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3 aclassede.todas Fn: (F].r ..' /Fn) que

são absolutamente contínuas com E. positiva defi.ninfan '

(1) (q) .i
a . ..., a ) onden n '

0

a
n

(s)
an(3.95) n f (x) d F (x) r S 1, , q

Teorema 3.17

Se FnC no(n.1l) então SobÍKn} dada por
(3.94) , ceh defina.da por (3.89) tem assintoticarnente uma

distri-buição qui.-quadrado não centra;l com q (p-l) graus

de liberdade e parâmetro de não centralidade

':'"' AZ : ;E: ;t: .-' ;.;, ;s' j' .';'
onde ( ( .;;' ) ) D

Conforme Anderson (1958, pági.nas 187 - 210) temos que se

X.il satisfaz (3.94) e temmomentos finitos de ordem

2+6 , (S>0paratodoi,j comFlf ...IFnnormais e

tem matrizes de di.spersão homogéneas então - 2 1og U. ,( Un

teste da razão de máxima verossimilhança para a hi.pótese

a.i = 0, j = if...r P ) tem distribuição assintóti.ca
qui-quadrado com p (q-l) graus de liberdade e parâmetro
de não central:jade
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P
\

(3.97) A
U

onde os aa's sãõ defi.lidos por (3.94)J

AnIÍJn A ;
n -.> oo n

é a matriz de di.spersão de Fj.

n
E A e A.l

Deste modo a E.R.A. de 1/]] em relação a Un é l

A
U

que irã depender de A , E e dos a.i's. Alguns resultados
para modelos especiais são encontrados em Puré & Sen (1970)

3.2.4 - Testes Não. - Paramétricos para MANOVA em Expert.-

mentor com Dois Favores Utilizando Ordenação

Após AJ-inhamento ("Ranki.ng Àf'cel Alignment" )

Seja um experimento completo com n blocos, sendo aplica-

dos a cada bloco p tratamentos. O vedor resposta da ex-

pert.ênci.a feita no i-ésimo bloco aplicando o j-ési.mo traz
lamento e

(1)
x. .

(q)
, X.. )' ; j = ]....,p ; i ' l,...,n.

c01n

(3.98) xij p + t.! + a: + e:
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onde

P : ( ul' , Pq ) é a média geral

Ül: ( ailr'''r aj.q )' é o efeito fixo devido ao bloco i,
i = 1,..., n.

'tj: ( 'tj].,''','tjq )' é o efeito fi-xo revi.do ao tratamen
to j, j = 1,...,P

(1)(q)
el..i=( e. . ,...e.. )' éoerrocometi.doaofazera j

-ési.ma observação no bloco i. ; i= 1,...,n; j = 1,...,p

Assumiremos que

eij' i=1-,..,n ; j = 1,..,, p é umvetor aleatório cuja
distribuição conjunta Gi( eil'...., .. )ésüétrica (mnZP

tÍnuasobreos seus p-vetores eilf''''p ej.p e pode ser di.-
gerente para cada i, i = 1,..., n.

n P
}l ct.= 0. X TH WB Vr éa

i

Seja Xz. uma função de Xil' '.'r X.P si.métrica e i.nva
diante por translação ( por exemplo --g=- E X.:). De

fi.Diremos as observações alinhadas
:1r ]

(3.99) Yj.j Xij x:. . [,...,p ; i ' ].,..., n ,
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com o intuito de retirar o efeito devido a bloco e com isso

aumentar a efi.ciência dos testes baseados nas ordenações,

como fei.to anteriormente

Para a k ésima variável do vetou

( ].)
Y : ( Y.. ,
' j-j z]

(k)
R.. o posto de1]

i = 1,..., n

(q)
, Y.'. ) '1]

Y(j)nas observações Y(k),

; j = 1,..., p ; k - l,

seja

Deste modo, correspondendo ao vedor Y.il' temos o vedor
(1)(q)

(R.. , ..., R..)' ,j =1,...,P; i-:l,
' 'i] z]

posto j.j

Paracadainteiro N(=np) ecada k(k-l,...,q)

defi.ni.remos

(k)
[ .. '-
'w

(k)
E ,
N,l

(k) .

En,. )

N (k)
E E

N,aa=l

onde

E.,j : :j.,*. ( -Rlii--) ; l 5.j 5.u

com jN,k satisfazendo as conde.çÕes (3.27)r (3.28) e
(3 . 30)
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Definlremos

1, se a a- éslma menor observação sobre

os N valores Vjk) é do j- ésimo
tratamento

(j )
Z
N k,a

0, caso contrãri.o

(k) (k)

T. : ( T '
(k) \

, Tm,p )

onde

«=ll - -i .;: ,:l:,.. E n
N,a

Os testes que veremos serão baseados em

(k)
{ 1'

-(k)
E

N
1, 1, P }

Construamos então tai.s testes livres de distribuicão

Seja

R=

onde

RI'..., R )

Ri ( Ril '..'r Rlp 1, .. ., n
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Estamos Interessados em testar

(3.100) Ho 'tP ç: 0

e sob esta HO a di.atribuição de Yilr'''r Yip é simétri-
ca nestes p -vetores e portanto permanece invariante sob

qualquer permutação metes. Então a distri.buição conjun
ta de

Y
N (''Yn' ' Ylp ' '''' I'nl '

)'

permanece i.nvari.ante sobre o grupo fi.ni.to de transforma

Çoes

(3.101)
qlP

g : R >n ' ( \.
+

Y ,
11

+' \
Y )np

Y '' )i é uma permutação de ( Yil'onde -( Y+ ,
il

, Yj.p y } -

r

Note'que o número de elementos de
n

P: )

Chamaremos de
+

Para cada R
N

e para cada
+

RN' Quando

\
a matriz posto correspondente a Ym

riste gn él Gn tal que R+N =gn ( N )

. .*:;'. R= ';: q-. ,. ( R' )

no (3.100) vale, a di-stri-buiçâo de Ro se.
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bre as suas ( N: )q real.izaçÕes irá depender de GJ' i= 1,

,..., n , e , Yn terá a mesma distribui.ção de Yn para cada

gnél Gn' como teremos ( p! )" distintos gnC Gn '

';.":' ' ( \.,
+

\ gn \, ' gné G. (3.100)
\

l
n

( P: )

o que implica

(3.103) R; RI. g ( Kã.) , gné G e Ho O.iOU )

l
n

( P! )

Chamaremos a medida de probabi-lidade condicional aci.ma de

/}l . Podemos concluir que qualquer teste baseado na medi--

da (3.103) é livre de distribuição.

Seja
P (k)

Ê«, *Í:, - .t ,:: Eu , 4:' ;:
.(k)

a média dentro dos blocos de t. (k)
N, R

1]

, .o . l n p

O.iOq Ykk' ( KNJ : np-D i.:l- j=J-

1,...,n; k 1, rq

(k)
R.
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(k') (k' )
.{E(k-) -E(k-)} ;krk'=1,...,q

Nr Rij Nr RI.

VN ( N ) : ( 'Ykk. ( RN ) ) k, k' ..,q

Pode-se provar que

o.ioD E.P (Tul ) : o

':."', ''"Ç (T..,l , (*li ): -L ( '«. - -:
0
!.. )

Vkk' ( Rm

k, k' = 1,...,q ; j, j' = 1,..., p.

Suporemos VN ( Q ) positiva defi-nada e definiremos
inversa por

v 1 ( Ru ) ; ( 'vkk' ( R= ) ) k,k'

H. dado por (3.100) usaremos o teste

*l: ,i:-"' . < ' ,i: 1 (1 - Ê

l '(:l' - Ê '*''

r r

ar

1,...,P ; k = 1,. ,q

sua

q.

Para tese

(3.107) S

q kki
iEn
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Se V.. ( Rm ) é singular, podemos usar na definição de

Sm o menor principal de maior ordem, que é positivo de-
finido, trabalhando com a forma quadrãtica que envolve as

variáveis do menor pri.ncipal

A.) pj:gtribuiç$g Permutacional AssintÓtica de SN

Definimos

F (x)
i{ [:i]

l
n

l
P

(k)
Y < x
lr]

número de ; k = 1, /

r

q

P

(k)
n (x)

N

P
E F

j:i mb]
(x) ; k = 1,..., q

(k,k')
F

N [j , .e]

(k)
ni;mnrn dn V .' v
A& Ll\+J.q.r ub x \ r

1] '

(k')
Y 5. y

k, K' = 1,..., q

k # k' ou ambos

j , .e = 1, , p; com j # Z ou

F(k) (x) e F(k,k')
á. [:j] ' iE:j ,z]

(k) (k' )
Y.. , Y., ) , respectivamente, da f.d.a

, j , Z = 1,..., p ; k, k' - l

lo menos um j / Z, k / k ocorrendo

de(x,y) f d margznazsas a

com peq/ r

-(k) . n p

H (x) : -'il-F j.=1 j=1 Filj](x) oom k: 1...., q.
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";-«:--; ,- E~,. : j.l*' -( -ii'rr )

Bati.afaz(3.27),(3.28) e(3.30) e as condições

(3.108) ( l j(k) (u) -j{ (u)l du-0 (nn N-''m
N

(3.109) YN abaixo defi.nada é positiva defina-da

estão satisfeitas

Para a definição de YN dlannrenos

(k) (k) -(k) (k)

z.j- j(.nn(vi.j));k-J-,...,q;
j - 1,..., p

i = 1,..., n.

. (1) (q)
zij:=( Zij '.l.' ' z.j) ; j-l,...,p;i-'l,...,n

. . (k) (k)

Xk',jZ,j.: t' ( zij ' zi.e ) ; k, k' =1,...,q; j,.e=i...,p

(n) -. n

kk',jZ n iEI al<k'rj.e,i ; k,k' =1,...,q; j,,e=1,...,p.

A(n) :((l a(n))) k.k.=1,...,q@raj,,e=1....,p-
j.e KK',j .e

l p (n) ] P P (n)v = -.X- E a - ----:k-- E E. a
kk',N P j=t kk',jj Pa j=i Z=1 kk',j Z

para k.k' = 1,..., q.
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(3'.].10) YN :( ( Vkk.,N) ) krk' :lr...,'q

.(n) (n) (n) (n) .

A(j,.e): jj .e,e 2A.jz) j#.e=x,...,p.

Lema - 3 . ].8

YN é post.uva definida se

-,: .r («) l

IPZ .,p L st' A(j ,e)j

3.19

Como VN ( RN) > Ybi podemos entãoconcluir queD "

vN ( RN ) é positiva defi.ni.da se (3.109) vale
Ü

Teorema 3.20

Suponhamos que (3.27),, (3.28) e (3.30) na definição de

E(k) e (3.108), (3.109) valem, então
N,ci

( sw /gl)n) P > q(p-l)
X2

B) Oistribuição AssintÓtica Não Nula de SN

Sejam
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-(k)
F

n
-.!- E
n l:l

(k)
F

. r .l

(k)
P :" [ r'« ] ':::,'«

m

(k.k')
B :
jj ',.e .e',i.

m

(k,k') (k) (k') l

ib.j'] '® ' F [j] rj.b'&)l

(k)
j (x)

(k')
j

.(k')

.HN '*' J

(k)
d F (x)

n [,e]

(k')
d F (y)

-@'] '

para

ou

.e l
ambos

q com

(k,k)
B
jj,.e ,e' ,i

(k)
F (x)

i- [j ]
-m < X < y < m

r'

L
J=..,,]
IL]J J

kr r-&) l k)I'*'' [<*' .*,] .: 4*' .*,' ]
-(k) - (k) - (k) .(k)

(X) dF ]Z',(y) +d F i2i](x) d F [€1íy)l

,q ; i : l,para jr Z, Z'
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(k,k') 1 ? r tl 1l . .: (k,k')
B = ---=--- E < E E
jji,n np 1=1 L,e=Z .e'=1 ' jj',,e,e',i

(k.k')

,e.e ' ,jj ',i

(k,k')

jz ' , .ej ' , i.

(k,k')

,ej ' , j,e' ,j.

para k.k' = 1,...,q; j,j'

para k,k' = 1,...,q ; j, j'

r

r

P

P.

Teoreroa 3.21

Se as conde.ções

ui ( Tu)

(3.27),(3.28) e(3.30) valem, o vetar

(k)
P

]

:, . ..,.q í

\
, P

q

J
,P ; k

(k,k')
( B )

jj',n
N

P
j , j '

k, k' = 1,

D
Teorema 3.22

Sob Ho e as condições(3.27)/(3.28),

(3 .10 9)

(3. 30) , (3 .10 8) e

D 2

SN > Xq(p-l)
Q

YN ' positivo de-le Y., é um esticador consistente de
N

finito, o teste
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v kk' E ( TÜ)
N j:]. w,j

(3.111)

(k')
( T

é asse.ntoticamente livre de distribuição ( Xzq(p-l). kke A 'l
de (vN ) : YN ' Noteque VN(RN) definido
(3.104) é um está.maior consi.stente de YN

Estudaremos agora a distri.bui.ção de Sn sob uma sequência
de alternativas de translação.

Seja { Kn } uma sequênci.a de hipóteses alternati.vas tal

que KN especifi.caa v.a. xj.j'N'' T3' j:i r
r...r pr permutãvei.s para cada i, i= 1,..., n, onde T. ,

TP são p q- vetores com E l.i . 0
' ]=.L J

P

s'b h

(k)(k)
F (x) = F ..;: .', ,, ,P ; k = 1,...,q

(k.k')

:b,j'] *'H

(k.k')
F

i.,ó jj '+i

(k')
T

j '

j,j' = i, ,P ; k, k' = 1,..., q

(k)
Assumiremos que F .. l ' j = 1,

absolutamente contínuãg e

1,..., q são
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. n (k)
(3.111) 11m --=-- E F (x)

n -, w ' l:l :

(k)
F (x)

( 3 . 112) 1im
n -'>

..!:.. n (k,k') (x,y) - F(k,k') (x,y)
'' i=1 i,ójj'+i ójj'+i

para k / k' = 1, ..., q

Pelo lema (3.19) VN ( o) P > Y onde Y é defina.do

da mesma forma como em (3.110)~e os akk-,j:j' são todos
calculados para a distri.bui.ção limite anterior. Definamos,

-F oo

(k)

dx
d

]
k

B ( F'' )

(k)(k) (x) 'PF (x) ;

Teorema 3.23

Sob a. sequência de alternati.vas { K.. } e sob as condi-

ções do Teorema 3.22 e a existênci.a dos limites (3.111) e
(3.112)

2D
XS >

q(p-l) ,N

onde
q q

S k:l ki:l

(k) (k ' )
F )) B(F ))

l
P

P (k) (k')

ó:l: ' j ' j
n
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Sob as alternati.vas { KN } , UN/ teste paramétrico

Máxima Verossimi-lhança para HOr tem distri.buição
2

X

de

q(p-l) , A ,
U

q

+r *:: *'- *
: .«'' : € 'k' :'k''

p j:i ] ](3.113) A ü

se as condições da secção 3.2.3 valem

Deste modo a E.R.A. de SN com respeito

U é - r que irã depender de A rY
N A

U

A

a



103

CAPITULO IV

PLANEJAMENTO EM BLOCOS INCOMPLETOS

ANÃUSE DE COVARIÂNCIA MULTIVARIADA(NÃO PARAMÉTRICA)

E

4 . 1 PLANEJAMENTO EM BLOCOS INCOMPLETOS

4.1.1. Introdução

Considere n réplicas de um pla

completos, consistindo de ,

blocos de tamanho constante k ( > 2 )

tratamentos com v > k

onde os tratamentos são aplicados do seguinte modo

i) Nenhum tratamento ocorre mais de uma vez em cada bloco

ij.) o j - ésimo tratamento ocorre em rj ( 5.b) blocos

iii) os (j. j') tratamentos ocorrem juntos em rjj'( >0)
bloa)s para j / j' - 1,..., v.

Seja Sj o conjunto de tra
T l . . =

blocosnejamento D, inem

Lamentos no eslocorrem lque

mo '!.rr
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Para a CE - ésima replicar a resposta do experimento no

i- ésimo blocos recebendo o i - ésimo tTatãmentor e o

p ' vedor xaij e será expressado como

(4.1) Xaij : Pa Bai + t:i + ea+i

j G. Si ; i : if ..., b ; a : lr ..., n

com

:L;: :
onde

É o efeito devido a réplica 1, , n

É o efeito devido ao bloco i. na réplica a ; i' Ir

, b ; a : Ir ... , n.

É o efeito devido ao tratamento j, i € Sj.; i: Ir

br

e..::: É o p ' vedor do erro cometido ao fazer a o;-êsl
ma répl-ica do i - ési.mo tratamento no bloco i

Assumiremos que as variáveis

(4 .2) c .al aj.j ' j G sj.
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têm uma função distri.bulção acumulada conjunta Gai( xlf..

, xk ), simétrica sobre os k p- vetores e são independen-
tes,paract:l, ...,n; i=1, ...,b.Noteque isto

inclue a suposição convencional de que os (N = n b k) er-
ros são i..i. di.stribuidos.

Estamos interessados em testar a hipótese

(4.3) Ho : vl nl : Tj # 0T = O versus HI : Ti / u r para pe'

lo menos um :j ( = 1, . . . ,

v)

No caso univariado (i..á. p : 1 ) os testes (dentro dos blo-

cos) para este problema são devidos a Durbin (1951) , Bernard

e Elteren (1953) , Bhapkar (1961) e outros. Para o caso es-

pecial de planejamentos balanceadas, os estudos feitos por

Elteren e Noether (1959) e Bhapkar (1963) revelam a baixa

eficiênci.a (de Pitman) destes testes, particularmente quando

k é pequeno. Em planejamento em blocos incompletos, é co-

nhecido (Hodges e Lehman (1962) e Sen (1968)) que o uso

dos postos após alinhamento aumenta a eficiência dos testes

que usam postos. Mostraremos aqui, novamente, que a orde-

nação após alinhamento pode também ser usada no tipo de

planejamento que descrevemos anteriormente, e com este pla-

nejamento hã tan\bém aumento da eficiência dos testes. Mos-

traremos que certos limites de onde a eficiência é derivada

não dependem de D, isto é, dos particulares valores de

b, v, r.il r.i.i, e k

q
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4.1. 2 - Eeçêsg freli.minares

NÕs defina-remos as observações

(4.4) Yai.j = Xai.j - l E Xai..e
Z € sj.

jes: ; i=l

a].inhadas por

r

'\

e

K(Sfà , o posto de Y(SFI sobre as N observ
na t - ési.ma variável, t = 1, ... , p.

(4.5) 1: : = T. - .-.]:-- E xl.
JT't J k .ee Si

1, ..., b

E

.ee s:
' 1

1, ..., n f i = 1, .... b,

De (4.1), (4.4), (4.5) e (4.6) concluímos que

4.7) Y.i.j :: Xai.j' - -i- E ' X.i..C
zesi

P. + B.i + Tj + caj.j

.ees: ( Ua+ Bal + T,C + cai.C

açoes

]' c s.lr

(4 6) e Caa ]- ]

alinhadas

] € sj.'
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Pa + Baj.+ tj+cclj.j ' "k(ZESj.(Pa

.t

Cano S. tem kl elementos, (4.7) pode ser escri.to ,

"-:, : ',-+ *Ê:; :. -'' '«:,-

T. . + .ê

]': 'ij

j G Sj. ; i = 1, ..., b ; ,a= 1, ..., n

Como nos demais casos de planejamento feitos iremos consi

gerar agora p sequências de encores postos gerais

(t)
En,; jm t ( s ) ; l .S s 5. N; para t : l,. ,P

onde para cada t as segui-ntes condições, devido a Chernoff
e Savage (1958) valem:

i)lim jn,t(u): ljt(p),existe para todo

0 < p < 1 e não é uma constante

li) j+.. (u) Õ absolutamente contínua com
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dr jt ( P) < K l U ( 1 - U )l2
dUr l '

E)ara (5 > 0 ; r = 0, 1 e K constante finita.

il.i) -'à' E ju,t(-'R-:i-T)-jt(--V-F-Í) : o(w'i)

Para simpliclidade de notação defi.niremos para cada t (t:

, P)

t)
R(t) ; je si
a.

1]

(t) , (t) (t) ] b (t)n =--b-- E n ; n =--+-: n
az. '» j eSi 'uj.j a.' ' ' i:l ai.

(t) l n (t)

n a=]. ci..

estatística de teste que será considerad
drãtica em

(t) . n (t)

1~,j : -t- :. .: ...

(t)
1,1, ,b;l

formaA a e uma

a ]

1,

qua-
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P
]

{ j. j € s: } ; j = i, rV; 1,... ,P

Para definir a estatística, sejam

( j.)

Vn
( j.)

Vn.tt') )
1, 2

onde

n b i

cx=1 i-l j C Si
(1)v '
N,tt'

(t) (t)

J
(t')

n
a.1] J

;.. ;. :. [ .'''
nb ':i l-:i L 1.a.

(t)

''' J
v(2)
Nftt'

Í' (t')
n
a.l

(t') i

a.. J

para t, t' 1,... ,P.

..R(i) : ( ( a(z} ) ) 1, 2

onde

(1)
';jj' ':j ó:i:i' ' 'jj-

l
k-l '

(2)

'; -:.] e:-:
j, j' = ]., ..., v
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õ.i.i. ê o usual delta de Kronecker e

(1) (1) (2) (2)
b\IN : A VN + A VN

r
]

(1) (1) (P)
TN : ( TN.I ;.'', TN," ; '''; IÚ: ;

(1)(1)(P)(P)
n :(rln... , '''' rv n... , '..'rln... , ''',::.n...)

A estatística dos postos ordenados (após ali.nhamento) pro

posta para testar (4.3) é

(4.9) .l..m ( Tu n ) Wjl ( Tm

l

n )

onde wi e uma inversa generalizada de Wn

A construção de ({. N é baseada na invariância permutacional
da di.stri.buição conjunta dos b k vetores,

(4.10) { Ya.. , j G Si ' i:l1]
r l

(para cada cl=1, ...,n,sob H.) sobas(k:)'per-

mutaçÕes dentro de blocos dos b conjuntos de k vela-

res, como também nas .b! permutaçÕes dos b blocos. As

( b! (k!)' ) permutações i.gualmente prováveis (levan-

do em consideração agora as n réplicas), geram uma me-

di.da (l$ N ( condicional) de probabili.date permutacional(ís'-
to é, sobre as permutaçÕes acima descritas) , onde

'\



[(l} ( TN ) : n e Var(i) ( TN ) : wN'
N J

Deste modo (l. N é uma forma quadráti-ca em Tn -E9 ( Tu
N

a)m matriz discriminante \nlã , uma inversa generali.zada de

Wn

Para i.lustral calcularemos a primeira parte de (4.11) , is-

E(? ( TN )
N

(t)

""'D : Eq. ( -à-- .:l: :'p. -''
] 1]

-t.! .\,, :Ç'-lll , : -Ç.:::: 'q t :ll,;

:q' ':=' - : q 'c:l <:1 '
j~,.( ---=&j--- ,; j.,.(

----z-- )

:l: ,: ,g: :~,. ' T7i= ' -- "

111

(4 . 11)
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(t)
P ( Ra.. : z /

1] . €' l
r

n p k
1,

1,

1.

r V

p P

, b

Deste modo,

(t)
Tu,j tn

(t)
r. n

(t)
rr j 1,

e

q
N

(t)
Mostremos agora qual a distribuição de Rcl 1]

Distribui.ção

( TmE

Seja

":.- { ( ( 'q:j ' ..., *''') / j's: ),

Y(P) ) /:í.e Sb }

1, ..., n;

upla da i-ésima réplica de

Yi ) são i.i.d
1=1,...,n

(1)

velares

;>
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\ 'l ' '''' ;n' : \ 'a(1)' '''' 'a(n)

lquer permutação a de (l, ..., n) \ então

(t) , (t) .

(( Viij / jeSI.)....,( Yibj/ jCsb),

ft\ . (t)
.( Ynlj/ j G' SI),...,( Ynbj/j GSb

rtx.(t)
(( Ya(1)1j/ j € SI),...,( Ya(1)bj / jC Sb) ,...,

, (t) , . (t)
, ( Ya(n)lj '' jC SI),...,( Ya(n)bj/ jC Sb) )

t = 1, . .., P

Sob Ho / 'rl: ''' ' 'rv e sabendoque YcE nãosofre
efeito de blocos, temos que

(4.t2)(vü:j/ jc.sh):(v:Elj/je.sh.) ;h,h'-i,...,b.

(t)
Curto a di.stribui-ção de ( Vi,ej / j € Si), é simétrica
para cada ,e = 1, ..., b, concluímos' que

(t) d (t)
(4.13) vj..ej : vi..th ; h,jcs.e ; .e=]., ...,b.

(t) d (t)
De (4.12) Yihj: Yj.hij; hr h'=1,...,b

,e G s.. ; j ê s.

) , pa

ra qua

r

r

1:]
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(t)
Ya ( i. ) hj

(t)
Yihi.C

onde a é qualquer permutação, i = 1,

, b; Z C Shl ; j G. Sh

,n; h. h' = 1,...,

(t)Como os Y cl = 1,aj.j
, n; i = 1, ,b ; j eSi são

continuas

(t)
Pg ( R«:. - : )

"N z]

/'--\ r''
Assumi.remos que D C i':3:J onde \9:

lamentos com blocos incompletos,

l
N

l
n b k

é a classe de todos pl-ane

para os quais

(4.14) posto de A(1)-v-l; A(2)e bA(1)

( b - 1) AtzJ são não negati.vas defi.ninfas.

4.1.3 - Propriedades de N para grandes amostras

Para pequenas amostras, a di.stribuição de ol)N (sob(3IN ),
pode ser usada para construí.r testes livres de di.st.rj.bui-

ção para Hn (4.3). Para N grande isto se torna mui.to

traba].homo. Por isto daremos a distribuição assintÕtica de

As provas dos resultados sobre oÍI N (sob (li)U ) ,pa-
ra grandes amostras, são ].onças e têm a mesma li.nha das

correspondentes provas/ para b].ocos completos, tratados

em Puré- - Sen (1971), capitulo 7, seção 3, ou Sen (1967) ,
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(1968)r (1969). Por estas razões não as faremos aqui e nos
limitaremos a enunciar os resultados.

Teorema - 4.1

"Sob as conde.çÕes da seção 3.3.2 a di.stribuição permutacio-

nal asse.nt3ti.ca d(!çl(l.N ( sob (l$)n ) converge para a dis-
tribuição X, , , . Adi.stri.buição ae(J. N (sob no

(P (v-l)) ,..--~ ''' N o

(4.3)), sem consi.deram ç..:lHN ) depende da f.d.a que esta
em jogo, mas também converge para uma di.stribuição (!ui-qua-
drado com p (v--l) graus de liberdade"

Deste modo, para n grande, os valores críticos de

aproximadamente aqueles da X' P (V-l)
\

N sao

Para estudar as propriedades do poder assintÓti.co do teste

baseado em cíINr tomaremos a seguinte sequência de alternatt

vas { HN } ( de Pitman) especificadas por

(4.IS) nN : Tj : T 'l' . oj ': ( o:ln,.. , .@ )
v (t)

jX: 0j : 0, ' '?s.0j ;eais e fi-«i. -

3fn 'j ' "j

com j = 1,

tos

Correspondendo a pk - vara.ãve]. l ,e,. . .i cSI l temos

a f..d.a. conjunta F (xlr...r xk )r a f.d.a. marginal de
(t) (t) (t') (t) (t')

ealj ' ( eij ' Zaj aj.j ' alj') dentadas por
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(2)

F [ t(x' y)r respectivannlte
F (x) ;B]

e

Como Y. eliminou o efei-to devido a bloco, a f.d.a.

njunta G(XI''...Xk) de Lca:.iíj Sl] é

simétrica sobre seus argumentos e sob nn (4.3)... Às f.d.
acumuladas marginais acima não dependem de i, j e j' (j /

co

j ' )

Tomemos v(i)=((v(z))),i:1,2 onde
+«) +oo

j
«::l : . [ s. ?.[,.Ji'] ,..[':$,]',:11fí',

+

P
t

+

P ; t, t'
tl

1, P

j ( u ) d u
t

(i)
F (x,y) éR,apra t 1, , p, e

substituída por F (x) , (i = 1, 2)
it l

(1)
NÕs assumiremos que v é positiva. defina-da e sejam

'hq'+.

(2)( ].) l+A b
k - l

k

(4.16) ( k - l)
k

Q : ..A 8 v(1)

(b-l) (k-l)
b k

A e)

(2)v '
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Nos tambem assumi.n\os que

-},- '. ['H'
para t = 1, ..., p.

Definimos,

,. : J L'Jq ' 'J;'

com

\+ c4+JD\./-L \.i LçiiLicii L-c \#\./iil.LiiLaa.

li.mitada, quando x "> + m r

1, ... , P

.''' : B. ;á' ;
-(t

- (t)
r: 0

] 0

onde

-(t) . b l (t) . (t)

q., : 'k' ::::É;: l ', - 't.:l;: '*'
Definamos, finalmente

(i) (i) (i)

Ki ; ( ( ktt ) ) ; tt' : Bt vtt- Bt' ; t, t'

KI - B 8 K.

) r

l]

r

/

(k-l) (k)

k oj
(t)

oj'

11 ..., P

, P; i : 1, 2
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(1) (1) (P) (P) .

(4.17) c:( cl'..., 'v''''' I''..,ev )

- (1)
0 : ( 61 ' .

-(1)
(0.

- (1) ' - (P) -(P)
0v '...' 01 '..., 0v )

-(1) ' -(P)
, . . ' . , o ,

P

Teorema 4.2

sob {Hm} em (4.15) e sob as condições acima estabeleci--

das, cÍI N tear assintoticamente, uma distribuição qui -
quadrado com p (v-l) graus de li-beldade e parâmetro
de não centralidade

(4.18) Ap - c í2 e

onde 9 e I' são as inversas generalizadas de Q e I' , res

pectivamente

ll

( 0 - 0o ) I' ( 0 Q )0

4.1.4 õ::!"*éw; @/~

No caso paramétri.co ( i.é. na teori-a dos modelos normais) ,

para p : 1, o teste óti-mo e invariante é baseado no teste

.F r comparando a. soma dos quadrados médios devido a
tratamento (eli.minando o efei-to de bloco) com a soma dos

quadrados médios devido ao erro.

\

Para p > 2, podemos ter as seguintes generalizações
deste teste
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i.) Da Razão de Velas

baseado na razão de ve
similhança da Teoria Normal

rossi.Ihança,
NE Q 2

E

(R.V.T.N),

(4 .19)

onde.

Q
W

é a está.nativa de máxima verossimi.Ihança da matriz

de covariância na distribuição normal

é a está.mau.va de máxima verossi.milhança da matei.z
de covari.ânci.a da normal, sob H0

Rezei.faremos a hipõLese Ho se ÀN < Xo / Xo escolhi
do adequadamente

ii) A Estatística Generali.zada (Hotelling - Lawley) T

baseada no traçode Sh Se (onde Sh é a matriz
de somas de quadrados e produtos cruzados devida ao des-

vio em relação a hipótese nula e S. é a matei.z de so-
ma de quadrados e produtos cruzados devida ao resíduo
(erro) )

2

0

íii) A estatÍsti.ca de Roy baseada na mai.or rai.z caracte.

rísti.ca de Sh Se' e outros
Para maiores de'ualhes sobre estas estatÍsti.cas vice . An

derson ((1958), CapítuJ-o 8) ou a dissertação de mestrado
de Singer (1977)
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Foi. mostrado que To e ÀN sao assintoticamente equiva
lentes em probabi-cidade e portanto têm as mesmas proprie
danes.

2 /

Queremos comparar o testecfn com o teste RUTN quando
a função de distribui.ção (]ue esta em jogo não é neces-
sari.amante normal

A di.stri.buição teóri.ca de - 2 1og Xm, quando a distri-
buição que esta em jogo não é necessari-amente normal, foi

estudada no contexto de hipótese li.cear geral multiva-

riada em Puré & Sen (1970). Segue de seus resultados ,

particularmente o Teorema 2.2, que quarído F (x) tem mo-

mentos finitos de até segunda ordem. a matriz de di.sper-

sãode e- (definidopor (4.6)) denotada por

EI = }1 (F), é finita e positiva definida,

(4 .20)
2

X

P(v-l)

HN ( 4.15) tem assintoticamente uma distribuição qui-
quadrado com p(v-l) graus de li-beldade e parâmetro

de não centralidade,

(4.3) e sob

(4.21) A. : ( 0X
0 )

Q '

- o .
( o - o )

Assim a eficiência relativa assintÕti.ca (E.R.A) (conforme

Sen & Puré(].967), Quade,(1976) ou Puré & Sen(1971) )
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de cjl N com respeito a ÀN é

A.l

\
Àe r

/ 4 qq \

( A(1),A(2), z, K]. , K2, o )

aqual não depende somente de A(1) e A(2) e matrizes de

covariância E , KI e K2 ' mas também do parâmetro de trans.
loção 0

Provaremos agora algumas desigualdades sobre (4.22) . Para
isso chamaremos as -raízes. característi.cas mínima .e .máxima

de A por Cm (A) e CM (A) , respecti-vamente

Teorema 4.3

Sob as condições da senão 4 .1 . 2 -e 4 .1.3 temos que

inf0 e ( A(]-) , A(2), E , KI ' K2 ' 0 ) .! Çm ( E'l KI )

sup0 e( A(]-), A(2),X,Ki ,K2'o ).!cM(E'lKI )

para todo De$;?

Demonstração

e (g , À )

( 0 - 0o ) [AU) 8 E]' ( 1; - Ü'

Pelo teorema de Courant sobre o quoci-ente de duas formas

quadráticas, .temos
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sugo

i'úo e (á., À ) Cm [

Mas (h [r ( AO') 8 E )]

. (J , * ) : 'ü [; H''u L ) J

r (A(]-) 8 E ) J

l

l

( A(i) $ E )' rl

l

Cmt(Am É3 E'l )

1 = . . .3 . . .3 . TI

6)

oMe i , A''' são as i.nve

A(]') , respectivamente

Tirando o valor I' de (4.1

CmEd'D ( A @ KI

(4de deB Ae

«:']

temos

Cm [(Am8 E'l ) { (-!iL- Aa) + -Ê:+-- Ae) ) 8 KI

Au)- u-nkkn Am.) 8 K2] l

Cm [ (AU)8 E ) { --J%L- Aa)8 KI + -k'-l AO)9Ki

k-] A(]-) 8 K2 + (b'"i) k-n A(2) 8 K2}



A(U 8 KI ''T'F-(bAU) - b"'DAQ))8 [KI+ &'D K2

Au) 8 Ki ' ''l 8 Ki + 'E:l-- Am 8 Ki ' ''l

K2+ '!!C--l) b-n Au) 8 K2

-B:!-- Ao')8 Kz+ "';.l. AQ)âK:- k-l Au)8 K2 +

+ (b-l) (k-i) A(2) 8 K2b k '

Substituindo esta igualdade acima. temos

'..[ao) B:': j rJ: c. [ Am8 :' ) (Au)8 KP

i(bA(1')-(b-i)A(2)) â LKi+(K'i) K2]

Cn [lv 8 Z'i Ki ' "!i.) ( bA(i)- (b.-.i) A(2) ) G)

8 E rKi + (k-i) K2 l

Mas

l
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c . [F( Am8 z')]
CmÍlv 8;

l
onde [ KI + (k-]) K2 J

De maneira idêntica

c. [Í (A(n 8 E )]
CM E-l ) F )

X

Cw Li.8 E KI ( b Au)- (b-'n Ao)) 8z '«]+ü-n

Mas

(4.23) ' A''' (

por (4.14) e

-(4.24) KI + (k-l) K2 é P'

que mostraremos abaixo.

De (4.23) e (4.24) concluímos que

A(i)(bA(z) - u-i)A(2)) g(K:+ u-z) K2)

é oositiva gemi-defina.da . Então

( ].) (2)AA (b ]. )b positiva gemie

definida pelosi.uva gemi



CmElv âz '' Ki ' '';fk(bA(i)-(b.-i) A(2)) 9E'x(KI +(k-i)

K2)]5. C [lv8E'l KiJ ' Cm [ E'J' Kl]

CM Liv 8 E 'l' K] - bk (b A(]')- (b-l) A(2)) 8Z'i (K].+ (k-l)

. -l -l
K2 ).l 5. (h( lv GZ KI) ; (h (E KI )

Deste modo

inf0 e ( A(1) , A(2), E , KI ' K2'0 ) Z m ( E'l KI )

sopa e( A(i) A(2),Z, K].'K2'o) .:cM(E'l 'KI )

Lema :- 4.3

KI ê positiva gemi.-defina.da -:> KI + (k-l) K2 é post.ti
definida

pemQnstração

Por (4.17) é suficiente provar o lema

v(1) + (k-l) v (2)

125

va semi

para

+ (k-l Note que

(1)
(b Ab k

(
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v(1) é a matriz de dispersão de

''' ) l ; .
aj.j J

1, ,P

v(2) é a matriz de dispersão de

' ;. ' '. . <:1 , , :.. [ ,..: ' ~1::' ,] '
cxm j / j' ; t. t' 1, rP

aitão v+ é a matriz de dispersão de Z = ( ZI'

(t) . l

't' jÊ.s: :jt L [t]( '\i:j) J ; t-i,

, zp )

r P

positi.va gemi-definida

Quando p - 1, a comparação da eficiência de d=N com ou
tios testes paramétri.cos e não paramétricos são encontra

dos em Sen (1971).

Para p3. 2 r em virtude do teorema (4.3) a E.R.A. (de
finita em Puré & Sen (1967))

-1 .

! .: ,.
l

é (p, j) ( Olr'''' OP )

satisfaz

Cm ( E KI ) S-e (F, j) 5. CM ( E KI )
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4.2 ANÁLISE DE COVARIÂNCIA MULTIVARIADA

Nas secções 3.3.1.1 e 3.3.2 faremos um resumo do que é

apresentado em Puré & Sen (1971) e nas outras seçÕes
completaremos o assunto com os resultados obtidos não

constantes desta publicação, como Analise. de Covariância

sem alinhar as observações e testes simultâneos para con-
trastes

4.2.1 - Analise de Covariância baseada na ordem dos Pos

tos, sem alinhamento

A) Caso Univariado

Seja Z =( XI' X2' '''' XP) ondeXlé avara.ãvelprimã

ri-a e X = (X2' '''' XP) a covariãvel, onde

k
Za

k :''k k

( xi. , h,. ) , x.
k k

1, ,\'

a a - ésima observação do k - ésimo tratamento, Isto é

Assumiremos que Za ; a = 1, ...r nk são. i.i-.d. com uma

f.d.a. contínua Gk (Z), Z ( RP para k = 1,...,C {k3.2).

k

Denotaremos a f.d.a. (conljunta) de Xak)por (1)(x), xCRP'l
(k) (k)

ea f.d.a. condicional-de X].a da(]o Xa = x por
( 2)

Fk ( xl / x ) ; k : 1, ..., c.
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É também assumi.do que a co-variável não é afetada pela

aplicação dos tratamentos, Isto é,

(1)
Fk (x)

(1)
F (x) , k(4 .2 6) 1, , c ; x é R p'l

Estudararos o modelo ,

(2)
F ( y(4 .27)

(2)
Fk ( y / x ) tk' / x )r k 1,...,c

onde T : ( vl,

a tratamentos.

r T )c ' é o vetar dos efei.tos devido

Note que o modelo

(4.28) yak Vk + B X + Cak

onde e sao
ak

i.i.d é um caso particular deste

A hipótese nula de não efeito devido a tratamento é dada

por

(2) ' ' (2)

(4.29) Ho : Fk ( y/x ) ; F ( y / x ), k = 1,...,c

A hipótese H. impli-ca que T

GI ; k' = 1 , ..., c.

d
0 e como consequencza

Os testes para Hn .dado por (4.29) foram estudados esta
belecendo correspondência com o problema de multa-amostras
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multa.vara.adas, diferindo por localização, assunto este vis-

to anteriormente ou para mais detalhes, vede Puré & Sen (1966)

e Puré. & Sen (1971)

Vejamos então os testes usados para Ho

Adotaremos as mesmas notações da seção 3 .1 ..1 e 3.1.2

Sob HOr Gk : GI r k : lr ..., c então a probabi-lidade (3.8)
conta.nua valida, isto é

(4.30) p ( lh
+

rN l s ( íh ), Ho )
l +

s (

e GI (nntinua . Utilizaremos esta igualdade para construí.r os

testes da ordem dos postos para Ho

(k)

Defina.remos Tn,i.

como em (3.11) e

, i = ]., ..., p ; k = 1, ..., c

Vn - ( vi.j ( Rn )) : Vn ( nN )

i,j =: 1, ... p coro em (3.19)

Como foi anteriormente verificado,

(k)
E ( Tu,j.

- (i)
E /

N
a. ) ,P; k = 1, ,c

(k) - (i) (q) - (j)

E (( TN,j. - EN ) ( TN.j - EN ' ) '' JN )

+

( 6kq N - nk ) vj.j ( ih )

ilk ( N - l)
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i., j = o, , P ; k, q = 1, ..., c

e conta.nua valido o resultado

l
N 2

(k)
{ T

N,i

' (i)
E

N
1,... ,P 1 , . . . , c }

sob Jm tem distribuição assintõtica
multivariada com média zero"

normal

Util i.zaremos a informação contida nas covari.ãveis para

elimi.nar de T(k) a variação devido a regressão de
N.l

T(k) emT(k) , ..., T(k) , k=1, ...,c. Porisso
N.l N,2 Nrp

trabalharemos com o resíduo destas regressões. Os
-P

duos sao

regi-

(4 .31) TK)
N,l

- (1)
E

N

Ê ':'
N

(k)
.« T

N.2

{ o valor ajustado de

Tu)
N,l

(k)
T
N,p

(k)
T
N.l

(k)
( T

N,j-

- (j.)
E )

N

V~,i:

Vu.n
r

k
E

i:l

k)
( T

N,i

k : l

- (i)
E

N

, c.

i
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verr

onde Vt.,:4 é o cofator de

Para maiores detalhes sobre este tipo de raciocínio
TIM ( 1975 )

(k) (k)

Como X2 /''.f XP são i-ndependen
P

=N ) : C- ( :!:

'ç: - (':),,!:l=- 'dl - Ê.I" , , . ~
p ; Vn i.i . V., -:- c. l (Tn

j.=i j=]. \k ii Vn,ii L n'l-

, € - Ê.]'')' '«]
; ..b-z

\ ,::

cov l (Tn - E Q) , Th) - E Q)
L N.i N N.l N

Pk ( N-l )

,....3. I' t/ l .n . .. z.

tes

' o a't'-i."nt' de VN ( )N \

+

) , i , j 1,

+ +

( T )/
Nrk N.q
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Com o mesmo argumento usado para justificar (3.26) r poder\os
usar o teste

(4.32) it N

iv~.::l
l v..

C

E
1. 1

n
k

para Ho

Para N pequeno, (4.30) nos dã uma maneira de calcular a

di.stribui.ção de (Í-Nf mas para N grande este calculo
se torna muito trabalhoso. Nestes casos usaremos a distri-

buição asse-ntótica de (j,Nr dada pelos Teoremas 3.1 e 3.2,

quem X2 (C.l) r sob JN' O"Teorema3.3 nosleva a
concluir que a distribuição não nula de cf..N é asse'ntõ-
ticamente X2 . Destemodo para grandes amostras o

c--l : .P+ '' ..2

teste assintÕtico rejeita HOr a nível a se {J-N > X'a.c.l

Estudaremos a distribuição não nula de á-ü sob a sequênci.a
de al;ternati.vas

l

G (Z]. - N 2 Ok ' Z2' ''.. Zk )
+-

(4.33) HN iqç U) : Gk.n (z)

1, ...r c ; 0i C R r i : 1, ..., c

Aplicando os teoremas (3.4)r (3.5) e (3.6) em .z:N' conclui
se

\

Teorema 4.4

.» +

sob { H+ } e condições dos Teoremas (3.4) e (3.6)..(l.N tem
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asslntÓti.comente uma distribui.ção qui-quadrado com

graus de liberdade e parâmetro de não centrali.dade

c-l

(4 .34 )
+

A

L
C

v' ' (G) }l
k:l

(k) (k)
À ( n

l

9
E )'
l

onde v'' (G) éoe]emento da ].g ]inhae ]gco].una de

v'' (G), definido por (3.34) onde

(G)
l

( v (G) ) para
(k)F G e n l

k = 1, ,c definido por (3.4].)

. c (k) (k)

l k:l l

(k)
Denotemos a matriz de covariânci.a de Zn por

Ek (G) e sob Ho Ek (G) : }l (G), k = 1,...,c. Suporemos
que }l (G) seja não singular e denotaremos ( }l (G) )'

( a (G) )
]-]

Sendo G normal, o teste usado na anãli.se de covari.ânci.a

é o baseado na razão das variâncias (após a variação de-

vido as covari-ãveis ser eliminada dos quadrados mé--

dias entre e dentro dos grupos. Vi.de Scheffé 1959, capí-
tu].o VI ). Pode ser mostrado que se G é a f.d.a. mul-

tivariada com momentos fmi.tos de ordem 2 + 6 , (5 > 0 ,

então sob (4.33) , (c-l) vezes a razão das vara.ânci.as tan

asse.ntQticamente uma di.stribuição Xz..l A onde
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' (k)
a" (G) E À

k:lÂ.g

é o da mrxli-ção (3.33)

-': - 2

( Ok- O )

(k)
X

k:l Ok

Assim a efici.ência relativa assintÓtica (E.R.A)

respei.to ao teste da razão das variâncias é

A,r
v' (G) ( B(1) (G) )2e

B(].) (G) j(]-) ( ap.] (x) ) d G Ü.] (x) ,

GEIJ se refere a f.d.a. Gk LIJ éob a

Gela sendo Gk Lj.J (xy a

condição

Gc [].J
f.d.a

(k)
de X.la i = 1, ..., P.

Exemplos de cãl-nulos de

& Sen (1971) secção 5. 9

são encontrados em Puré.

B) Caso Multivariado

Iremos agora generalizar a parte A) para o caso multivaria

do . Usaremos, o quanto possível, a notação anterior

Seja,
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Zka ( Yk.

onde

(1)(P)
Yk« ' ( Yk.* , ..'' Yka )

(1) (q)
\« : ( \. ,..., \. )

(nn pr q > 1, a = ]., , nk

Para cada k, k = 1, ..., c, teremos ni,. vetores aleató-

rios i-.i.d. tendo uma função di.atribuição acumulada

Gk (Z)r com Z é RP+q . Supc;em-se que Zllr...,Z são

mutuamente i.ndependentes

(1)
Chamaremos de Fk (X) a f.d.a..conjunta de Xkü e de

k ( Y/X ) a f.d.a. condicional de Ykcl dado Xka :Xf
k = lr .. ., c.

Como no caso da teori.a univariada.do resumo anterior, as
sumzremos que

(1)
(x) : ... - F. (x)

isto é, as co- vari.áveis não afetadas pelos tratamentos

A hipótese nula de interesse é

(4.35) H
' 0

(2)
F]. ( Y / X )

(2)
Fc ( Y / X )
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Pode-se notar que no modelo aditivo usual,

(2)(2)
(4.36) Fk ( Y / X ) : F ( Y - Tk / X ) ,

(1) (P)
'tk : ('t k . '..' 'T k )

e a hipótese Ho (4.34) implica que TI

Nosso objetivo agora é encontrar um teste para H

Tomemos o ponto amostral

+
ZN - ( Zll'

que é uma matriz de ordem (p + q) X N. Ordenando
+

N ( : .E. n.i) elementosdecadali-nhade ZN

ordem crescente nós obtemos a matriz de ordem .(p +

i-- (1) ' (1) (1)

. fü- ''''' ?:=1:' ..':' ': ,
' (P) ' (P) .'(P) '(P)
sn ,. ''s].::'..., s.'', .''' '-.::

l (1) (1) (1) . (])
.pu.'.:''q'"i' ;'' 'i'.'''' '..

i '(q) '(q) '(q) .(q)
L '\: ''''' ':":,'''' ': . '''' Rcnc

0

(4 37)

TC

os

em

q) x N
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(1)
Ska

(j )
('Rk. )

(1)
é o posto de Ykaonde

sobre as N observações na i- ésima (j - ésima) varia

vel Y(variâvelX) , i= 1, ..., p(j =1,..., q )

statÍsti.cas dos postos
n

:k l .k .(i)

u.3u L:i : -ii- E Eu, s*D

IL .

?? :l : i'k,

defina.mosNÕs eas como

;P; k : li : l C

j = p + l,...',p + q; k = 1, , c

arde (j.)
E
NtQ

e E (j)
N.a

, (x 1, , N sao os escores gerais

satisfazendo as condições 4 de Poli & Sen (1969) ou as

condições 5.4 de Puré & Sen ( 1971 ). (ou as condições

..para a di-stribuição assintõtica de(ÍI N que são (3.33),(3.34),
(3.35), (3.36) e (3.38). Para maior entendimento, reescre-

veremos estas condições

ée'jam GkEiJ (x) e .ékLni,]J (xr x') as f.d.a. marginais
(k) . (k) (k)

de Xla e ( xj.a f Xja),' respectivamenteparai/ j

=1,2, ...,p+qf k=1, ... ,c. Definamos então

c n, (x)



n.B,Ü (x) : k:l: "k akB.,D (x' W

i,j = 1,..., p+q

: *:: ''', , . .-*:
Assumimos que

(k)

(4.40) 0 <. Xo 5. )IN x. « l ( o .S À. S --à-- );
, c

Seja

(i)

,a.

onde

.(j.)
]

N
se 1 < a < N , i = 1, ..., p+q

r
(j.)

hà- ) se 1 < a < N; i- = 1, ...,p

(4.41)
(i-P)

se ]. < a < N, i = p+"l,...,p+q

satisfaz as condições de Chernorff-Savage (1958) que são:

(4.42) ].im jn(i) (u) : j(i) (u); ' 0<u< 1, exi.ste
(i) (i)

eé fmi.to, i.=1,...,p+q.; j: j ,i.=1,...,

o.)-l.''i*(u, i:p+l, ..., p+q.
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(4J3) T
Nrl

\
[

a=l

.(k)
R.la

N + l
) 'P ;

k = 1, ..., CF 1 = 1, ..., p + q.

(j.) Rjk)

\ ('-v#:r)

pide

- k)
T
N,Í .,. }

'k j:i

..(k) (i)
Ska ; i = 1,

.(k)
rP ; Ria

(i-P)5.. i P + l,

(4.44)
(j.)

ij é abso].utarrulte contínua em p ; o < P < l e

(4.45) l 6r j(i)(u) 1 5.K{.u(i-p)} 2+Ói 6 u

pa:'a r : 0, ]., 2 onde .S > 0, k ( k > 0 ) são constantes
independentes, i = 1,..., P + q

f'."'* -t .: Â.':' .<:' , <" .<', --t!;':''4},
- (k)

.u l.:. . o (]-) , í,j : 1,..., p+q ;

k = 1, .... c

Consideraremos também a matriz v (H) , abas.xo definida ,
como sendo positiva defina.da. Definamos
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(i) ( P ) d u]

+ @ +'Q'

('j.)

( nj
H

n (y))
[:j] ' '

d H (x, y)
b.:i] ' Ui Uj pna iPJ' l,

(4.47) v (n) ( vj.j (n) )
i,j = 1, ..., p + q

Nato (Fle

(j-) (u ) 1, r P

+

Pi j+ (i p+-l,..., P + q

Defi.namos também

\

-} : (i)
E

N,a
l
N jn )G.i#í-); i:x,...,p

ê..' 't?: .}
N
E

a=l
E (i)
N.a .'F' 'w j*':'(-dN

i; ( 1-)
1.

N

i = P +l, , P + q
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"':,« : -} ,.i: .: :':l :l:' (J)
E
N,

- (1)
E
N

- (j)
E Bra i.,j

N
1, , P ; Vll:((vij,ll))

',,« : 'F*::
(j.)

(i)E

a=l N
ka

Ê,:(i) E+(j) irai.,j=p+l,...,p+q
N N

V22 - ( ( vj.j 22 ) )

vij,].2
l
N

c ilk (j.)

*:: .::' \, ;':,
]<a

(j)
N, R

kcl

(j.)
E* (j) par;
N

1, ..., P; ptl , . . . ,PK

V12 - ( ( vij,].2 ) )

e

(4.:48)

Vn Vi:

V22

\

Seja JN a probabilidade (conde-cional) gerada pelas N!

permutações igualmente prováveis de RN f conforme racio-
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cinto da secção 3.1.1 (ou de acordo com Puré- (1964) . Usando
os resultados da seção 3.2 temos que

(k) - (i)

E ( LN. EN / aN ) : O j' : 1, ..., P

(k)
E ( T

N.l Ê.'':' ' JN
P + 1, ..., É + q

(k) (k)

( L.., ' L~: ' JN

( ÕkE N i.j,l.l
( N - ].)nk

i,j = ]. P

(k)
T
Ni

k)

'k,'Ju
( 6kC N - nk ) vij,22

nk ( N - l)

i,j = p + l , P + q

(k) (z)
c«: ( L , T

õk,e N ' 'k
V

( N - ].)nk

i = 1, p ; j : p +

'' JN

1,..., q

onde õ. . é o delta de Kronecker

Procedendo como (4.31) nos obtemos os escores ajustados pa

ra as c amostras como

(4.49) L'
N N

\l ...l-'t T
N " J
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L~ : ( ( 1' ) )

de ordem p x c.

L'
N ( ( L*,(k) ) ) são matri.zes

(1)

(1)
) )

- (P)
E
N

# (p+l)
r , Ê*@+D

N
(i)

(PQ)
r

N
r

q x c

T (k)

'w: ( ( Tu,j. ) ) q,:.

Se a-distribuição fosse norma]. Vll - VJ.2 V22

ria a cov ( LI' , Ln ). Note que cov ( L+ . Vi2

( Tw - E; ) ) : 0. ü;-.m.;

«.50) Vii,22 : Vii - Vi2 V22

l

l

l

Vi2 se

para construir nosso teste para
ca

Proporemos a estatísti

C

(4.51) cLN : kEI nk

l
V

11.22
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onde é a k ésima coluna de Ln ; k 1, , c

Note que quando p : if a estatística acima é aquela con-
siderada na parte A. A distri.buição permutacional de

IÍ.N não depende da f.d.a. quando Ho ê valida, então a
distri-bui-ção permutacional de cLN é livre de distribuição

sob H.. Para pequenas amostras o calculo da distribuição de
f , sob a distribui-ção condicional, é razoável. Mas quan-

do temos grandes amostras este calculo torna-se trabalhoso

Por esta razão veremos a distribuição assintÕb.jca de À.N'

N

a) Teste Permutacional para Grandes Amostras Baseado

N
i

ein

Suporemos que jN r i' lr ..., p + q satisfazem as condi-
ções 4 de Puré & Sen il 1969 ) ( ou condições (4.40),(4.42)

(4.43),(4.44), (4.45). (4.46) e v (H) positiva definida )

Teorema 4.5

Sob ascondiçÕes aci.ma citadas a estat'zstica({N defina-da por

(4.51) tem assintoticamente, (sob permutação JN) uma dis-

tribuição (ãui-quadrado com p (c-l) graus de liberdade

Demonstração

Como 5(i) satisfaz as condições (4.40)r (4.42)r (4.43) ,

(4 .44) e (4 .4 5)

N
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a) Pelo Teorema 3.2

valentes.

b) Pelo Teorema 3;1, a distribuição conjunta de

( j. )

E ; i = 1, ..., p + q; k = 1, ..., c-l
N

é assintáticamente a de uma (q + p) ' (c - 1) normal com

média zero (sob JN )

Oestemodo l(L+(k)) , l-l,...,p;k=1,..,c-l
N,i

é assintoticamente uma p.(c renal com média zero.

Como V(nn) > V(n), Vit.22 > n].]..22

onde H]]..22 e definido do mesmo modo que VII.22r usando
.(i) .
j .- Podemos então conclui.r que

.P 0 2
1 ~ x

a--N ' P( c-l )

(ou usando o teorema 4.1 de Pari & Sen (1969) ou usando

o teorema 3.2).
n

Pelo teorema aci.ma, para grandes amostras, podemos usar
o teste

o 2P ' z
Se -=1.N > P( c-]. ) , € rejeitaims Ho de outra maneira aceita-
mos H., on(]e X&

' P(c-l) ,e

./

P
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ê o limite superior de (100 E:)8 de uma X
P( c-l )

Estudaremos agora a distribuição assintÕtica de.fINa sob u]
sequência de alternativas { Kn } definida por

N ' 0x.. , k = 1, ..., c

2

l

(4.52) KN : Tk Ok ' k : if

onde Ok:( okl '..'' okp) , k:lr ..., c. Paraisto

teremos que estudar a convergência asse.ntótica de Lm '

sob as alternativas (4.52)ou de L N

Assumiremos inicialmente que

(k)
lim X

N -+ m N
N

X(k),' o < x(k)< 1, k:l,..rc(4.53) ljm
N -+ m

Seja G (Z) a distribuição comum de Zka : ( lelea ' }Sm )

s(í) aH. (4.35) e G..r ..., G.. a f.d.a. marginal
l u l

das p Y- vara.ãveis correspondendo a conjunta G.

l

Assumiremos também que as distribuições marginais são abro

lutamente contínuas e os seguintes resultados valem

(4.54)
-A. j(j-)(Gb.] (x))dGE]] (x) ' i:i...,P

(i)22
du jP

(u)0
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+

s. (1)
3

m -m

(j)

(x) ) j ( ab] Q) )
víj .n

(x, y) - Ui Pj

Gti,jl é a f.d.a. marginal da (i, j) Y
correspondente a f.d.a. G, i# j = 1, ..., p.

' l :' ':' '«, 1: ' « ': :

variável

vii.22 ã

l

J
0

+ 0Q + 00

«: j+ (i) (p) 1,

.+ (i)
]

vl:i.22
M )

I'(j G:tjlÍH ) dG* j (x,H- pj. Pj

i / j = i,...,q

onde Gr. e G. . sãoas f.d.a.margi.naisda i.-ési

ma x - variável correspondendo a f.d.a. comum G, i/ i
1 . . ... a

(j.)

"i.j.i J" J j
+'Q

'*, , ,' ':' ' 't;: '*,)
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+

i''l. pj '

onde G

b,j]
ma Y-variável e j - ésima

a f.d.a. comum G. i = 1,

(xf .y) é a di.atribuição conjunta da esi

variável correspondendo

, p; j : 1, ..., q.

vll

VI
12

v12
(4.55) ; v rs

1'/

: ( ( « ) )ij.rs

i 2

e

l
(4.56) vll - vll ' v12' v22 vi2

Teorema .4.6

Sob as condições(4.40), (4.42),(4.43),(4.44),(4

(4:46) , v (n)' 'positiva definida, (4.52), (4.53)

(4.54) a estatística (ÍIU definida por (4.51) tem

sintoticamente uma distribuição X'P(c-l) , A P onde
.' . ' i4

parâmetro de não centralidade é dado por '

4 5) ,

e

as

0

c (k)'

k-lk ( n
k

l
V

11.22 n - n )'
k

onde
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nk : ( nkl '
, n ) ; n

kp kl

(1)
Oki B

i = 1, ..., P; K 1, ,.c

C

E

k:l

(k)

k
e n

Dannnstraça)

Do teorema 3 . 3 segue que sob as conde.ções do enunciado

(n2(L(k)- u(k) T(k) - p*(k)) ;i=1,...,p;i=1-,...,q;
N,i Ni W.:j Wj

k = 1, ..., c ) tem (conjuntamente) uma distribuição limo--

te multa.normal com medi.a zero e mata.iz de covariânci.a E

definida no Teorema (3.3) . Deste modo

( N2 (Ln - Ea), Tn - E* (j)) .i
N,i N m,j N

P Jr P r 1,

r :..; qr k = 1, ..., c) tem uma di-atribuição mul-tenor

mal com médias

(( u:k) , u+(k)) ' j.=1,...,p ; :j: 1...., q; k= 1,...,c)
]

onde

(k) (k) - (i)

u. - iü" (uni - E )
l N-+ m "' N

i = 1, ..., P ; k = ]., ..., c
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u+ (k)
]

lím
N -+

( p+(k)
Ni

E * (j)
N

e mesma matriz de covariância

+ (1)
Notemos agora que LN.k é uma combinação linear de

T(j) ; j -l,..., q; i=1,...,pr k=1,...,c esob as
N,k

condições estabelecidas conclui.mos que (Para detalhes vi
de Puré & Sen (1966)

v (H) ----=--> v (G) com

V ( R= ) ,.3 v U) com N -+ m

Das duas convergências aci.ma ti.ramos que

Vii.22 '> vl1.22

Deste modo

( ( N 2 L*(i)
N.k

) )k iP 1, .. .,c 1,...,P

tem âssintciticâmeBte uma distribui.ção normal com vedor mé-

dio( rl'''- n) ,k=1,...,c; i=1,...,pematri.z de

dispersão v]]..22

\

k

Assim sob as condições do teorema, aih (4.51) tem uma dis
tribuição assintÓ.bica qui-qu 4drado com p(c-l) graus de li
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beldade e parâmetro de não centralidade

U
C
E

k:l

(k)
X ( n

k
n )

-1
V

11.22
( n

k
n )

b) Eficiência Assintatica dos Testes Propostos

Se não considerarmos as covariãvei.s e considerarmos a es-

tatística da ordem dos postos baseada somente na estatÍs-

ti.ca L(1) ; i:l, ...,p;k=1,....,c os resultados da
N.k

seção 3.2 (ou de Puré & Sen (1966) continuam validos. O
correspondente teste estatístico para esta si.tuação é

/(4.57)
N : k=1 k ( SÚ,k En) Vu ( su,k

lC

onde
- (1)
E ,

N

(c)
, E ) e S é a k - ésima

N N,k
E

N

ma coluna de Lm' usado em (4.49). Pelo Teorema 5.7 e
sob a alternativa (4.52)

P (c-l). A/.o
\

onde

c (k) . -l
E X (n -Q)V '(n

k:l k ll kk'
l

)

com os íl e n anteriormente definidos. Deste modo

a E.R.A. do teste MANOCA ( l;L N ) com respeito ao teste
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MANOVA (J N ) é dado por

AÍ'

a qual depende de ol' , c da distribuição G

Mostremos que cepo é limitada abaixo 'por Ir unifor-

memente em Olr...rO,. e G, isto ê , o teste MANOCA é Su-

pera.or ao correspondente teste MANOVA. Pelo teorema de

Courant apl'icado a (caPO)'' temos

suP

':... , . ..;* ' ";l «::]

onde Cmin ( Cmax ) é a menor (maior) raiz caracteristi
ca da matriz entre colchetes. Assim por (4.56)

ç.. I"«{"«-"« "«

.1ln
V
u.2J

~. -l -l

q.- : -"u { "i: 22"

-l --l
pois vll {. v12 v22 v22 } e post.ti.va gemi-definida

Deste modo

OI'...,'c

l
s\:P

'l..'..,oc ( :.Í.j.o )'z
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> 1

4.2.2 - Analise de Covariância Multivariada Utilizam:do Or

denacão Após Alinhamento

Sejam N ( = n c ) ( q+p ) -vetores estocãsti-cos

Zka ( Yk. , Xk.» )
, k = 1,...,c ; cl = 1, , n

onde
(1)

\.. ,
(1) (q)

, xh )\. xh:

com p/ q > 1 , como antes definido e

a = 1,

c(p+q)
comuma f.d.a. contínua Gn(Z), ZG. R

z ) , n

Assumi-remos que a f.d.a. conjunta de Xcl - ( Xla'..., Xccl )

é simétrica sobre os seus c q-vetores, cl = 1, ..., n.

Seja a hi-põtese nula (n,l) que estabelece

(4. 58) Ho A f.d.a. de ( a ( Ylclr , Yc. )/

a=1, ...,n,és=imétrica nos seus c p'vetores, e a hipÓ
tese alternativa considerada é sob um conjunto de pos-
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vivei.s translações (efeitos devidos aos c tratamentos)

Note que sob Ho (4.58) Ga {Z) ê simétrica nos seus c
(q + p)-vetores a = 1,... , n.

Consideremos as observações alinhadas

(4.59) Zka' Zka'.-p k-lZka ; k:lr...,c;a=1, ...,n

C

+

(4.60) Za z. b ) ,
+

a = 1,..., n

(4 .6 1) Z.
N

Note que ZN é uma matei.z (p+q)x)N : e(para esta ZN de-
finiremos RN comoem(4.37), LN.i eTNj como em

(4.38) e (4.39) respectivamente, e Vm ( RN ) de ordem

(p+q) x(p+q) comoem(4.48), LxJ comoem(4.49) e

VII.22 como em (4.50) . Deste modo um teste estatístico

++

+

, z c n

para 0

(4 .6 2) N

+

N,k

D -l .
- } L*' V L'

j-i N.k 11.22 N.k

+

ê a k - ésima coluna de L ,
N

Sob a medida condicional ''fn da seção 3.24, VXI.22

invari.ante.enquantoque(L ,... ,L ) pode
N,l N,c

\ .-,-.31 4 sn;:aa 4ntl=ltnaT-l+"a

lcr

/

onde k - l

e

'.-, ;.'.l\ provavezs
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(não necessari.amente distintas) . Podemos usar estes fatos

para construir um teste, sob gn' Isto é, usar estes fa-
tos para construir um teste, sob Jg ní baseado em .,ÍN r li-

vre de distri-buiçãor para Ho
+

Usando o Teorema 3.20, conclui-se que J N tem asse.ntú-

ticamente (e. sob .ll)n ) uma distribuiçãoJ n

--'; ;,-; zl. : ' *: , *; ) : ( *;,.,...,<:, x.'
,'''. +. ). De amido cxm o suposto para Xi' X+ contln
simétrica sobre seus c q-velares.

Escr

conta.nua

Esbocemos agora os resultados sobre a di.atribuição as-

sintótica de cÍlm sob a alternativa.

(4.63) nN:Ga(z): Ga.N(Z): Ga(y-N 't ,x) ;a:!,...,n

l
2

onde' 't: (( 'tjk)) éovetor cp dos efeitos
devido a tratamentos e Gct (Z) : Ga ( x , y ) , x € RPxc

y e; Rc q

r

A f.d.a. da k - ésima vara.âvel primári-a, correspondente

af.d.a. Ga é si-mbolizadaporGafk] ; k:lr'..,p ;

Suporemos que
. n. n'» oo

t .:: '«Bí ' 'E*] ' ';;;« : :'
densidade correspondente a GEk]c e a função e
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assumida ser contínua

Procedendo como na

mos conc].uir que
11

secção 3.2.4-B e pelo Teorema 3.23 pode

u.õu , .f.' D X2

p(c-].), A.f+
>

(4.64) S b { lh }

P
E

k:l
E .YP kk- E n n

k':1 11.22 j-i jk jk

onde n

]k
-f ..( ,'k') ( vkkl ) como defina

k.k'= 1, ..., c

do para o Teorema 3.23, com

yll é p x p y12 e p x q
Y

21 y22 e q x q y21 é q x p

-J- ..' .l . kk'
'Y22 Y21 ' 'YU.:: ( 'Y:: :: )vtl - v1222

A E.R.A. entre os testes MANOCA e MANOVA baseados na arde

nação após a].inhamento é

}k..., .'.lz
'.f

Pela defi.nicho
l

de Y Y
ll ll

cinto jã fei.to

-1
'Y ' Y

11 11.22

(4.65) , vemos que as raízes características

são limitadas abaixo por 1 ( rácio--

anteriormente usando teorema de Courant) ,
22
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deste modo a E.R.A acima é mai.or ou i.qual a l

4.2.3 - Tggtes simultâneos para contrastes, utilizando a

g114gm dos Postos, em Analise de Covari.anciã Mul-
tlvariada

(k)
Sej;m Za

(k) (k)

(\ ,\ )
(k)

( YI. '
(k) (k)

, Yp ., XI . , r

(k)
xq~ ) " : l.

continua f
k

.., ilk vet:odes aleatórios i..i.d. com

(Z), ZC Rp+q ,. PZ 1, qZ 1, k

f.d.a

1,... ,c

N (

tes
t,.E. nk ) é o numero de vetores estocãsti.cos independeB

C

r k i

A f.d.a. da q-variável xa é denotadapor Gk(x),

xéIRq ea f.d.a. ( Yak) / Xclk) =x ) sei.ãrepresenta-

dapor Fk(y/x)rycRP, x(Rq, k:l, ...,C.

O nosso modelo básico é

(4.66) (à. (x) = G (x) J Fk (y / x) F (y - 'tk / x) ; k : l, , c

onde F e G são f.d. acumuladas contínuas e 'tl,...r 't.
sãg os efeitos devido a tratamentos, p - vetores desconhece
dos.

Testes para



158

(4..67) Ho : rl: ...= rc : Oversus HI : Existepe-

lo menos um k tal que 't.. 7i 0, 1 < k < c
éão tratados rns ]lnrágrafos anteriores. Estamos agora inte-

ressados em testes simultâneos para contrastes em 'tl , ...,
, 't . Estenderemos os resultados de Puré. & Sen (1970) (ou

capítulo 7 de Puré & Sen (1971) ou resumo da seção 3.1.3
e 3.2.5) sobre está;nau.vas de contrastes baseados na ordem

dos postos em MANOVA para o problema de MANOCOVA. Inicie-

mos, então, este trabalho

Considere o par (k. Z) de amostras e seja nk.C ' nk + n.C '
para. l S k < .e5. c. Seja. R(k.Z) o posto de Y(k) so-

l,CI l a
(k) (k) (z) (z)

bre as nk.C observações Yil r '''' Yink ' Yj.I'''PYinZ
(k,z)

parda:l,...rnk;l< i< p eseja Sj.a o posto
(k)

de Xi a sobre as nkZ observações

(k) ' (k) (z) (z)
}(n ,...,Xülk, XU ' ...,XinZ a:l'''.,nk ; i =1,...,q. p-

ra 1< k< ,e< c.

Tomemos agora ( P + q ) conjuntos de encores :Formados por,

(4.6 8)
( j.)

kz

a = 1,...rnk.C ; i : lr..., pr es

cores da variável primaria ,
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(4.69) j (-j)
nk.C

a = 1,..., nke ; j : 1,..., q ,

estores da co-variável, definidos para cada par (k ,e )
1 < k < .e < c

\

emos então as estatísticas

ke q. «:l nW \ % --l .l

i = 1,...,P; 1 < k < ,e < c.

(
ij = 1,...,q ; 1 < k <

(k) (z)
Em vez de trabalharmos com Yj.ct e Yj.a ' trabalharemos com

(k)(z)
Y.a -a , a=1,...f nk e Y.a r a=1, ..., nZ ' A estatÍsti.-

ca correspondente a(4.70) sela denotava por

T(1)(a) , l.S k< .e SC, i=1,...,pe-"<a< mkz '

(i)

Assumiremos que jnkZ (U) é crescente em U , 0 < P < 1 ,
então

( k, z)
(i) . 'k (i) / R.

(4.70) T = ----J:--- E j. l ----------.!=!g

(4.7].) T*(j) . 1. ' ilk j (j)
kz ' :,k .:: :\« )

Defi.ni.r

C

(4.72) T(Z) (a) é decrescente em a, oo < a < oo
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Calcularemos agora o posto das observações de cada coorde

nada. dentro de cada amostra.

Seja

(k)
Yil '

1 0 posto de Yi cl( ou s (k) j (k)

(k) (k) (k) (k)

, vxilç (ou Xia sobre Xil''''' Xink ) param:l ,
(ou i = 1, ..., q)

sobre

( j.)
Defina j

nk
1, j* (j)

nk
1,.. , q

como em (4.68) e (4.69) respectivamente com

trocado por na e seja,

nk.C sendo

(k)
(4.73) vij > :':,

a-l q.

+ (k)
R.
lr(l j (j)

.( j.)
]

.(j)
]

\
Énra i,j = 1, , P

onde

(i)
(4.74) j

\
E

a=l

(i)
j 1,..., P

Analogamente,

(k)
(4.75) vij

\
E

a=l

+ (i-P)
]
\



161

+(k)
S(j-P),a+(l-P)

] '.
'

+(i-P) +

]]

\
: E#l, . . . , Pq

(j-p)

1/]

onde

-l-- > j* o--ü
'k .:l 'k

(4.76) j * (j.-p)
\

a

E»l,

R+ (k)l.a
8

+ 1

(k)
(4.77) vij > :*':,

s+(k)
(l-P)a

j (j-p)
'

j+(1) 5 +(j-p) ;
nk nk

]-, . . . ,p; j = p+l-, . . . ,q

(k)(k)
(4.'78) V -((vij)) j-,j-i,...,Pn,

(k) (k)

v.j : vJi para todo i,j.

,11
C \ (k)

V)
E

N k:l N
,21

V e
N,22N,21r N,12N.ll

1,..., c

(4.79)

onde V.... , V.,,. = V.... e V.... saorespectiva

mente de ordem p x p, p x q e q x q.
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' +

(4. 80) Vn r,12:,11

(i.) .+ (j)
Definiremos j ; i. = 1,...,p e j

nk.C nk.C

para 1< k< Z <c comoem (4.74)com nksendotro

Gado por nk.e e sejam

TkZI(çl)) :((.e)(at),.'',IT)(a))' ,l5. k<Z<c

(al' ''', ap )

T+ (q) )' , 1 < k <

sendo generali.zada dea inversacola

1, ,q

Ü

ã : ( 5 u) , ..., j w) )'
]d ]« kz

1 < k < Z < c

5* : (5* u) j* k) )
kZ kZ ''''' kE

(4.81)
lç€

(T (Q-)
]Ç&

v )
N.22

(lkEQ) , ,Tkt®) ) ,i.Sk' e 5.c.
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A estatisti.ca (4.81) é a estatísti.ca da ordem dos postos

ajustada pela covarlâvel, como deflni.da em (4.49), com

a única diferença de que sua matei.z de covariância permu'

taclonal da amostra combinada Vm = V , definida em

(4.48), é trocada aqui por Vm ' a média ponderada das
matrizes de covariâncias da ordem dos postos, calculada

dentro de cada amostra. Esta tro(ia é feita com o objetivo
de fazer o ajustamento da estatística pelas covariã-

veis, não afetadas por TI' '..r Tc' em (4.81). vN é in-

varian.te por translaçãor quando Tlr...r C não a afe-
ta, isto é, quando a matriz de covaríância permutac.i.o-

nal da amostra combinada esta sujeita a condição TI

't , o que nem sempre acontece

Com o mesmo raci-ocÍnio de 3.1.2 (ou capítulo 6 de Puré &

Sen (1971) ou por Pub & Sen (1968) ) definiremos

i a)
kz,l

inf { a
o (j.)

T
kz

( a ) < 0 }

- ' (i)
A

k.e, 2
sup { a

o (j.)
T
kz

( a ) > 0 }

para 1 < k < .e .S c , i= 1,..., p e propomos como es

timador de A = 't - T
. . kz k z

- (].)
( A ,

]Ç€
A
kz

- (P)

', Ak,e )
onde
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. (1)
A
kz

(1) -

-#- ( A*.,: kZ,2 )

Por convenção 0, 1,...rc e Ak.e : ' A,ek

oara 1 < k <

De acordocom(3.1.2)(ou Puré & Sen(1968) QU Puré & Sen

(1971) ) o estimados compatível (ou ajustado)de Ak,e é

+

(4.82) A
]d

--t-ü' }l A , 1 < k < .e <c
' .e:i kz

C

Seja n (x) (e G... (x) )) a f.d.a. marginal de
(i) ' (j)

(i) (k)
: ( e X
k ' ja

(e )1, q e sejamP ]r r
(k)

Y
la

(1)
n (x,y) ;

(j. ,i' );

(2)
n , (x,y)

(i,j )
e G (x,y) as

(j ,j ')
respecti.vas

f.d.a. conjuntas de

(k)
Y

la

(i) (k) (:j (i) (k)

k ' *i.'. - k ) ' ( :.' '\--., xj ) '

(k)
( x ,

(k)
X
j'a

)
para i ( / i') 1,...,p; j (/ jli) = 1,...,q

Como anteri.ormente , defi.nimos,



165

j( : n« :i ;j ' : xl:.. j* Cj
(P) n--w (n) (u) D-'''m n '"'

1,0 l li<
< qU P j

l
(j.)

dp i : l,H ,P
(P)0

para

l

J
0

«:
* (j)

j du
(P)

+9

vij , ].].

(i)
(x) )

(j)
j . ( n(j) (x) )

(1)
d H (x, y)

(i,j)

(i)(n(i)(x)). j(j)(G(j) .(y) )vi.j,12

(2)
d n (x,y)

(i,j)

+

; i = ].,...,p ; i : l,...a

+ (1-) +(j)
j ( G(j.) (x)) j ( G(j) (y) )vlj,22

d G (x,y)
(i,j) ul. pj
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(4.83) v].] : ( ( vij ,]]. ) ) ;

v22 ( ( vij,22 ) ) e vU v21 ( ( vij,12 ) )

U.8© v* : vU. - v12 v22 v21 : ( ( v+.1]

onde v22 é a inversa generalizada d

«.8D r*

ond +a'

j(4.86) Bi .g. (j.) (x) ) dn(j.) (x)

v22e

e

dx

1,

1,.

, P

, P.lr]

F .l.lACa.&.ILl\=lll Ç;; \#\./AAB3.A.\Ú\u.b.\uxLt\./u v vvJ u

u.8n $ (L) - 'ez 1 + ... + 'e

. .l. (z,...,i)'

estimados ajustad

( L ) é

(4.88) $* ( L ) - ei Ai. + ... + .e

n ne e n /4 f'l#\\ ... .....l ....

ante

fC

translacãoinvariante por0/

eiinion e

Z., ..., Z. ) -.L
l
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Para estudar as propriedades assina-éticas de @+ ( L ) ,
nos assumimos que, para

(4. 89) nk
Àk 0 < Àk < Ir FEIra 1,..., c

Pelo Teorema 3.12

U.9U u2(+*(.L) -+(L)--» w(o,( E --fb---) *
k:l À.

De modo análogo, se nõs temos r ( > ].) contrastes li
Realmente independentes,

]

l

(4.91) 4) ( Ls ) = kEI 'esk 'tk

Ls = ( .es]., ..., zsc )

C

Ls J.(]., . . .1) ' , 1,.. , z:;

e se definirmos,

(4: 92) C ( ( Cs;. ) ) s,s' = 1,..., r

' 'bJIL
Css' : EI Àk

s, s' = 1,..., r

teraros ,

l
2

(4.93) { N ( 4)+ s) ) , 1 « s « r

D

D
->

bi (o, c g r*)
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onde 8 e o produto de Kronecker para duas matrizes

Usaremos (4.90) e (4..92) para determinar um intervalo de

confiança para 'b ( L ) , LJ.(i,...i)', Para i-sso necessita-

remos estimar a matei.z desconhecida I'+. Façamos isto

Chamaremos de

t a limo.te superior de 100 a sa de confiança
uma N (0, 1)

de

( j.)
A

kz,u

o (j.)
sup { a : T (a)

í- -* 'k,e 1 5
~,:: ' =À ]

l'q

ta
2

o (j.)

'L (;)« .
2

- * 'kzv +

N,i.i-.:. nk nZ

(i)
B
]a 1' % '\:. ,l;

(-Jlla..
nk' n,C

]. < k < .e <

- (i)
A
ke,L
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onde ç+(k) ê o elemento (i,i) da inversa generalizada
N,ll

de Vm , definido em (4.80)

- (i) -(i) -t

Note que AkZ,U ' k.e,L N são invari.antes por

translação, então B\ J é um estirador invariante porkz

translação de B(i) , dado por (4.86)

Pelo Teorema 3..2,

(k) (k) p

V = Vm .--.- > Y com N -> m .sob JN

0

V P > y com N -> " r sob JN
N

e podemos concluir disto que V P > y com F] '» m, sob
N

'tll «Destemodo vN.j.i P > vj.i com N-»u, onde
. + +

v ev sãooselementosdelocalização(i,i) deN,ii ij.

respectivamente

Pelos argumentos usados na demonstração do Teorema 6.7.1

de Puré & Sen (1971), pode--se conclui.r que
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( :\ «:*,:

'tT,:': 'Ç:-:=::
(4.94) .> Bi

Se tomarmos

- (i)
(4.95) B = .'''

1 < k < .e< c ]'Ü

/ , P,

B é lm esticador invariante per translação.

Podemos agora estimar I'+ por

+V
; i,j = 1,...,p.

;l(j.) ;(j)

e B(i) com N - « ,

(4.96) 1'+
N ( ( 'vi.j ) ) , 'rj.j

Note que pelas convergências

- +

(4 . 97) r
N

-! N -+ m

O espa'p de todos possível.s mntrastes @ ( L ), L .L (]-,...,].)
é gerado por um conjunto de c-l contrastes linearmente

independentes. Usando (4.91) com r = c-1, (4.88) e (4.90)

concluímos (ãue

l

\

pÍn7 l T'(++(L)- $(L))l [(T'r=T)
l

(4. 99) 1im
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C

. ( E
k:l

. X2 para L J (1,...,1) '
P (c-l) ,a

T # o }

onde X2 é o limite superior de(100 a)8 de con-
P(c-l),a

fiança de uma qui--quadrado com p(c-l) graus de llberda
de. Isto nos dã um i.ntervalo de confiança para 'b ( L )

A.) Procedimentos Para Testes Simultâneos

Procedimento l

Considere um conjunto de r ( 3. 1) contrastes linearmente

independentes 4) ( Ls ) , s = 1,..., r, como defina.do
anteriormente e seja

(4.99) Hs + ( L; ) 0 versus A s : + ( L s) # o, s ]-,...r

(4.100) H = HI .n Q Hr e A : A: U u A .

Definimos os está.maiores ajustados 'b* ( L s ), s = 1,...,r

coi-lo em (4 . 88)

+

N,s
-.g-- [$*( L;) ]' t.r ']'l( +*( L;)) , s: l,...,r
'ss . N

A.b

onde I'' ê definido
N

em (4.96) e c.. em (/1.92)
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l

7 c +* (L:Como I'+
N

( L: ))' -L »

N 0, Css I'+ ), então sob n (4.100)

para Vs ( Resultado de Krishnomorthy & Parthasarathy

(1951). Oeste modo exi.ste um Qn tal que

(4.101) 11m
N -+ p { qi s '5. Qa ' Vs = ]., ,r / H

0 Qa pode ser escolhido de tal maneira que,

P ( Ç41,s 3. Qa ) .S ]-
r

l-Íl-a)
rl' ''

'l\.l a , sob HSr para ca'

da s , s = 1,...,r

Neste caso rejeitaremos Hs em favor de

QN.s > Qa'. De outra maneira aceitaremos
A hi.pótese total H é aceita se e somente
rá todos s.

quando

l ,. . . ,r

Qa pa-

os intervalos de cona-ança si-multâneos para t 4' ( Ls ) ,

t # 0, associ.aços com a probabilidade (4.101); com coefi-
ciente de confiança 1 - a.l absinto.ti.comente,

./

H.xoD l T' ( +* ( k ) - + ( Ls ) ) l .!

5. {+.';;(I' :;'T ) - J

l

1,...,r; T # O



Procedimento ll

Seja Cj omenor principal de C , incluindo as prlmei.
s e escreva para 2 < j < r,

cj-i

cjj

C+: = Cii' C.i-l C.ill C.i.l ; j: 2r..., r e C+l= Cll
]]

Definimos,

l

H.iO© Z: - N 2 [ $* ( Li

l

OD zj [( 4'* ( Li

+

, ( 4' ( b-i

(4.93) podemos conclui.r que

Z:---P--» N ( O , Cii r; )
l

i06) ( N ' ( +* ( Lj ) - + (Lj

D

zj > u( o, Cj.i 8 N )

li.nhas colunaras j e

r

(4 l

]) 2>para j

Por

1'+(4 Cs0, S

L't.J-voJ Uj

Li

Li

b-:

) ]) +

( $ ( L. ) )

( ) + (

D
.» N () + ( L: ) ) )
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Pel:os resultados (4.108) e (

guia/ podemos conclui

l

u.ioH( u2('b*(L:i) - $(Lj)/ zj) -

N (( Cj-iCJ i 8 1) zj , C;jrm ) p.raj:2....,r

Os resultados sáo

«"" « *: '*:,*:, ; «,(.-:,«:,,lll: 1111
com XlroNr(VI'Ell) ,X2-JNp-r.(U2 ' E2)

então a distribuição de X2 / XI é

.l 'l

p-r (U2+E21 }lll (Xl-PI) , E22- E21 Ell E12

H.ioD ;' \: ( xx.' <.)--2--» x':(xl.,xl:)a".h,

então ( X2N / Xllg

Escrevamos agora

$ ( L:)1 '

( L:i ) - ( c:l-i C:j : 8 l ) [ +'( Li ),.
, $' ( L-\.i ) ]

colocaremos a se4. 109) que

r

/ xlX2

N: ( PI ' E:ll)



175

Uma outra maneira de escrever a hipótese H (4.100) e

(4 .110)

onde

+

n : nl

(4.111)
+

0, para j ' 1, .... r

Construamos inicialmente um procedimento simultâneo para

testar H.i , j=1,...,r. Paraisso seja
+

j : *(L:i)-(cl.:C:1:0 : )[+*(Li) ,

, ..., 4'* ( Lj-i ) J' e

n
l

+

'p* ( Li )

(--X--)« ;y(f )': (-' ) ) j:i,...,:'

Por(4.93),(4.97) e(4.107) concluímos,.que sob H,... Qi;.l '

,.''r QN,r sao assintoti-camente independentes, tendo
cada um uma di.atribuição qui-quadrado com«p graus de li-

berdade. Usando este ultimo resultado, concluímos que exis-

te Q,, tal que

+ ./

+

(4.112)
'' +

].im P { Q ' <
N 'F oa N/s

+

Q ; s = 1,
a

, r / n } = l a
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Construamos agora um procedimento simultâneo para Hr tes

bando sequencialmente Hlr ...r Hr' Expliquemos isto
+

Se' Q > Q , rejeitar HI eentão H. Seisto não
N,l cl '

ocorrer passar para H2' Se QN,2 > Qa ' rezei.-
tar H9 , então H. Se isto não ocorrer. passar para H3

e assim por diante. A hipótese H é aceita se somente se

Q .S Q. para todo j, j : 1,.., r
n,j

+

Em virtude de (4.107) podemos concluir que um i.ntervalo

de confiança para t TI.i Õ

(4.11-3) iu2(n+- rl.)' t l 5. l Qa(t'( rN+) tcjj l2
] ]

j = 1,...,r. t / 0

Procedi.mento lll

Seja t'
l

lr , T c ) ; 't i Tlj.' ''' ' 'tPi) '

i = 1,...,c

e

/ 0

um pc ' vedor tal- que alar .'',acj. nao são todos i-guai.s

para i: 1,..., p. Denotaremos de J/l = { Çà-. l(là-satis-
faz as condições acima }
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Mostrar

mo

(4 .11 5)

nde

n
(4.116) Ha : a' 't : o para a e./b

Demonstração

4.107) valem---=> Hs (4.99) = 0, s - l,..

$ ( k ) - o, s : l,...,r
C

E 'esk 'tk Orcxxn E Zsk Oetodos.eSk
k-l

<-
H

r'".
c l ; l

k::* :* I'-« 1 : '' ' i

nu].os

CÍ.71;: o ; 'N (à. c/%, -ü::P n ( 4.nD
a

os esta nova forma de H. Denotemos

A , .. 1 , A ' )c.

onde A.. l k=1,..., c foi defina-doem (4.82)

(4 100) podehi.põtese escri.taH serque aemos

H

0

H

rlu].os

Usarem

co

n H a

nao

na)e talos .e
sk

n



178

N : matriz diagonal com nlr
Isto Õ

)
u':") Q o ( )':;l-k:: ''''''( r=)':

Por (4.93), (4.97) e sob H, Q./.. temuma di-atribuição

assintõti.ca X2P(c-l)

Deste modo

(4.118) 1im P { Q < X
N -.> m N.0 P(c-l),

Se trocarmos A por A - t em (4.1
H de (4.118)

Tomando Çà-e, Íik , e .usando o mesmo raciocínio usado para
obter (4.118), temos

u.unu" '' [d. ( i -G yJ' ( Q.( ~(8) ( ;: )': Q!
N ->m.

(Q.( i-Ç;) ) ! x P(-D.. 'l

0 'n.

nl. 0

r

17) podemos eliminar

na diagonal ,

Portanto,
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«,«. p { [Q'(Â-')]: 5.x:),.[Q( N 8(r;)'i4'
1 - a

Conclui.mos que o intervalo

H.i2U iQ.i (;1 -:) l .S x2 BQ' ( N B( ;=)'i(l2]-i
P(c-l),a

é um intervalo de confiança com .coeficiente de cona.ança
1 -- a para (à- t, V Çl:X. G, /Õ

. n

para Hçl' Ç:X-C/b- , de nível l

rejeitando }iQ quando

.2 i©.' A 1 » x: [Q.( ~ ( r )-i G1l':
P(c-l),ct

Podemos obter testeum a

O procedimento 111 tem maxi.ma flexi.bilidade para todo

ÉI)..c/ib / mas na pratica, quando estamos interes-
sados em contrastes específicos, é usualmente menos efi.-
ci.ente do que os outros doi.s.

A simplicidade computacional de Q,. sobre Q,. ( derivado
+ . +

da independência assintÓEica de Q ,..'.,Q ) tem que ser
N,l N,r

ponderada sobre a arbi-trará.edade e compli-cações envolvi

das na escolha da sequência de sufixos l,...,r e na for-

mulação de HI , ..., H.

+

+ #
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4 . 2.4 Consideração das E.R.A's

Ignorando as co-variáveis como em Puré & Sen (1968), obte
mos as está.nativas dos contrastes usando

T ,
kz

1 < k < Z < c, j. 1, , P

Neste caso a matriz de covari.anciã assintÕtica em (4.90) e

(4 .93) é

H.J.a) r : ( ( 'Vj.j ) ) ; 'Vij

'j.j,n
B. B.

1 ]

; i,j = 1,...,p

onde p 'T\.
' '1 são definidas em (4 . 83 ) e (4 .86)

Puré & Sen (1968), defi.niram a E.R.A. como a razão das va--

riãncias generalizadas elevadas a potênci-a l , onde p é
o numero de componentes da variável que estamos trabalhando

Deste modo, a E.R.A. das está.mativas da ordem dos postos ,

usando as covariãveis em relação as mesmas estimativas
sem consi.deram. as covariãvei.s é

$ 1 lvu l
l

\

l
P

l
P

(4.123) ZI :

/ l.vn l
1 -1

1. 1 vu 'v12 v22 v2]. l

onde v+ é defi-nado em (4.84) e v12 v22 v21 é positiva
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seml-definida. Deste modo ,el > 1 e aigualdade vale qual

do v12 : 0. Isto explica a supremaci.a asse.ntÓti.ca das es
timati.vas ajustadas pelas covariãveis.

Note que de manei.ra semelhante podemos concluir que a E.R.A.

é função não decrescente do número de covariãveis, isto é,

adicionando mai-s covariãveís teremos mais i.nformação
sobre as estimativas.

Na teoria normal clássica de está.mação de contrastes,

meados no vedor médio amostrar, chamaremos a matriz de

variânci.a de

(k) x(k) .I' .

l

Defi.namos como usualmente

ba

co

(4 .124) E

+

(4 .125) E Ell =12 E22 E21

onde E22 é a matriz inversa generali.zada de Z22

Dos resultados de Puré & Sen (1970) (calculou as estima-

ti.vas de 4) ( L ) como se a di.atribuição fosse normal, em-

bora não seja - maneira clássica) a E.R.A. de @+( L )cxm
respeito a manei.ra clássica de calcular as estimati.vas para
$ ( L ) ê
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n."u .:: Ç a) }
a qual depende de }lll r E12 ' }122 como também

vll l v12 r v22 e BI r '''r B;

de

De maneira

,e , mas2

geral não é possível achar bons li-mi.tes para

l

(4 .127) ,e <
2

l

x::l '\ ' . ;
Em particular 12 o, z >' 2 ' l

igualdade vale se v12 ' 0. Assim se as variáveis ori-
ginais são não correlacionadas, mas não necessari.agente

independentes, nÓs esperamos ganhar em efi-ciênci-a consi-ge-

rando as está.nativas +'( L )

Os mesmos resultados valem para intervalos de confiança

simultâneos em (4 . 98) quando comparados com procedi.bentos

idênticos para MANOVA e o procedimento tipo Scheffé pa-
ramêtrico.

8
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Para os testes simultâneos da seção 4.3, as E.R.A's des-

tes com respei.to a seus paramétricos análogos são conside-

rados em Krishnaiah (1969) e depende do particular conjun-

to de vara.ãveis ou amostras incluídas no conjunto de
contrastes sob teste
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CAPITULO V

ANALISE DE PERFIL

Inicialmente, faremos a analise de perfil para vãri-as amos-

tras multa.vara.adas que diferem por deslocamento, além de

explicitar um teste para a "diferença pura" entre popula-

ções, isto é, após ser eliminado o efeito da i.nteraçao
entre as variáveis coordenadas e os tratamentos. Logo em

seguida estenderemos este estudo para populações que dife-

rem por escala

explicitar um teste para

ções, isto é, após ser e
entre as variáveis coord

segui-da estenderemos est

. rem por escala.

5.1 - TESTES NÃO PARAMÉT

VÁRIAS AMOSTRAS FIU

DIFEREM EI.! LOCALI

Quando amostras a].eatÓri

;das de k populações. p'

' . rica paramétrica, supoen

. pu.Laçoes sao normais p'

cia desconhecida, não s:i

que ocorrem são devidas

' lações. Se a média da l

fR l\ li = f u. ' -'.

5.1 - TESTES NÃO PARAMÉTRICOS PARA ANÁLISE DE PERFIL DE

VÁRIAS AMOSTRAS PIULTIVARIADAS COM DISTRIBUIÇÕES QUE

DIFEREM EI.! LOCALIZAÇÃO.

Quando amostras aleatórias independentes (a.a.i) são obti-

das de k populações p'val'fadas, em inferência estatís-

tica paramétrica, supoem'se que as di-atribuições das k-pcF-

pulações são normal.s p--variadas, com matei-z de covarian-
cia desconhecida. não singular, comum, e as diferenças

que ocorrem são revi.das somente a localização das popu'

]-ações. Se a média da i-ési-ma população é '

(5.1) Pi
(1)

( ui '
P

, u . )
' 1

a hipótese de homogeneidade é equivalente a
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(5:2) Ho : PI uk

vários testes MANOVA bem conhecidos para fln são encon-
trados em Anderson (1958), Kshlrsagar (1972) , Morri-son
(1967) e Rao (1965)

A hipótese de paralelismo dos perfis das populações é es
tabe].ecida como

(5.3) HI
(1) (].)

Ui PI (P)(P) P l i : 2, ... k

que é também i.nterpretada como a hipótese de não interação

entre as p variável.s e as k populações.

Se a hipótese HI foi aceita padeiros estar interessados em
saber se os pera.s são idênticos, dados que são parale-
los, isto é, testar

(5.4) « H2 : Ho / HI (Ho dado HI)

Testes para HI e H2 são encontrados em Kshirsagar (1972) ,
Morrison ( 19 6 7 )

Agora nÕs necessi.temos descartar a hipótese forte de nor-

malidade e desenvolver testes não paramétri.cos que possam

ser ap]i.cados para testar fiar HI e H2' Vários traba].hos
para testar a homogei.nídade dada por Hn (5.1) são en-
contrados em Bhapkar (1965); PURÉ and SEN (1971); Rao
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(1965) e Tamura (1966).. Estenderemos' as técnicas dos

trabalhos acima para anal i-se de perfil para varias amos-

tras.

5'.1 .1 Notação e Resultados Preliminares

Seja x: .
( ]. )

( xj.j '

(P)
xj.li ) ; j

n.l

a.a.i. de tamanho nj da i--ési.ma população com f.d.a não

si.nÜul- ar t':; ' i =i,''.''.;;'k
) \

A hipótese de homogeinidade dessas k populações e

(5.5) Ho : FI Fk

Testes nãó paramêtricos para Ho ( 5.5) são baÉ.eados na U-

estatisti.ca general.izada,. desenvolvida independe.ntemente

por Bhapkar:=(.1965)., e, fugi.ura (1965)

Sejam,

['; ' ;: n].

:::«, IfÓt

nk (a)
E 'F

tk:l :'
(5 .6) {xk tk

a = 1, ..., p F i ; 1, ..., k ,

(5.7) UI
l ,.:u:Íd. ;,*. u' . Ç

onde
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(5.8) 4'.lcl) ( xi'1 *

(a) (a) (cl)
Xi ,.,., }t )= 4'( R]. )

( ]. )
com xj - ( xj '

posto de X;' 'sobre

1 ,
( CI )

xk

, k e Ri ) é o

1, ...k

1-1o'uc que

bíão hã empcates/ pois as F.i são contIDo.as,

(ay(a)
Seja x: o valor observado de X: ;

1, ... P.

1, ...k

,k

(a)
$i ( xl ,

( CI ) (a) (a) (CI)

xl.-.

(a)

l

(CI) (ct)

x::k ) onde (r]., rj.+.I' ...,rk)

, i- ], i+]., . . ., k }

estatisti.ca generaliz.nda
é uma permutação

tanto U}'' é
}31 apear

p'ar-

de

Se considera--mos na defi:lição de fugi.u:í:a, ín.Íi)
j = 1, ..., c , veremo:s que !j.'u/ 8 taíab81n

ica gelxerãliçada Suc.lura

/

veremos que
&tj s'i:

seja

F].f

e ãefi.na
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(a) ( cl)
(5.9) nl. ( r'..) = E .( Ui. ) =

f '':;i ....g : ''f-'
] "I 'k

à '::: ''',::
j

E 4':Íd ( x:,. , b. ) - .xi$

onde os Xi's são vetores aleatórios com

Fi's l respectivamente. Então

.(a):u) :E ( @:Í"\ :jk j P (Rj. .

::,j::.+ Ç:i, .vko u)

.(a) . . , ..(a). ., , .,(a)
Aqui Ki.. .eoposto-ae Ài sootet .Ãj r

(5..iO), 'f:l:i) ;n) : p,( RI. :E j:)

com a probabiJ-idade computada sob F

(5.11) Se nj. --> ~ de ta]. maneira que

onde N = E nl . 0 < pl < 1 ; i - ].,

e

) ] -(xIt :tl

E ( .bla) ( x1'l , xk ) )

(j) P ( RÍc')= j ) ,

f.d. acumuladas

j' )

j = 1, ..., k} e

l
'R

k
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n' (F) - ( rll (F) ,

( ].)
nl (F) ,

ni: (p) )

«:Í'' ',, )

1 , k

por .Bhapkar (1965),

(s.]-2) n2 ( Uu- n (p))-!--> N (o, x)

l

onde

Ell E12

E22 E2k

E

\

l.Ê:+ .:.,''

Ek2

[ .!T,'' ] alatB) ( 1. , j )

1, . .. , P

(cl .B )
p (,e) (j-,j)

(ct)
+j.; ( xl'

(a) (6)

'l- ' ":j '

(B)
}qç) ) 'bj ( v]., Yk'

onde Xj. e Yi sãov.a. i.i.d. com f.d.a. Fi(i. = 1,...,k),
excito que Y.e= x.ê' Um aquif si-mbo].iza U ca].colada
nuJnn amostra de tamantlo F].
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(q)
Sob Ho (5.5)r { Xj F j : lr
com f.d.a. cont'znua F, então

te distri.cuida sobre { l,

, k 1} são v.a. i.i..d.
(a)

( Rj. ) é uni-:Eormemen

, k } , portanto

(5.i3) .(d@) ::i?l: +0) P(Ri:j): Rj :j

i = 1, ..., k ; a = ]-, ... , P

n' n) - ( ( n:(D @),....nb) @)),

, n:Ü @) ) ) : '} i'..

,(n (]-) (F),k

onde j é uma kp-mpla de I's

Pela demonstração do Teorema 3.1 de Bhapkar (1965), con

club-se que

(5 .14) (F) S (F)

onde @ é o produto de Kronecker e

+

E -.!L
(k-l)

k Q j Kj Q' }

[1] ; j = [ 1 ] ; . A = matriz dia
kxk kxl

tonal com pll naposi-ção (i/i.); i-lr ..., k ;

Pi , Q' : ( PI , ''', Pk )
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S (F) é a matriz dos coefici-entes de correlação PctÍ3' on
dé PaB é a correlação entre +(a) (xl,...rlqç) e

fila)(YI, ...IYk) a, Í3:1,...,p a)m osXj.'s e Yi's inde-

pendentes, i= 1, ..., k, tendo f.d.a. comumF, exce

to que Y]

«: . *!'' X:') ) ] )2

onde

(a)
Q ( xj. ) ( xl'..., xp l xl.

Lema

Se as funções +(a) bati.sfazem (5.8) e Ho (5.1) vale

então

r

/, + 'o + (N (k::'l l.:)- .zw:, "-:-«.-:, - .:
ln:l

onde é dado por (5.13 ) e B é a distribui.ção beta

Dem

(a)
{ 4):X i :l'l ( ,.: ,..., ':k'

t 'b (j) P { X(a) ter posto j
j=i '

sobre

(a) (a)X Xl k dado X. = x. }1 1 '
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(:i) ( !:t ) [ p(')
j=].

( *(.))y k':j

) ] '':

onde F(a) é a distri.buição comum de X(a) sob nn' Como

F(a) ( X(a) ) tem distri-buição uni-forme em [ 0, 1 ] (poi-s

F é continua e então F(a)também o é ), temos ,

E ( 9 ( xj.(a) j!: $ U (!-+ ) E l(p(d(x:l")) ):j'l

( l '- F (a) , ,*-' ]
.f (;:i)xj'i Q-x)k':j:$: . «, ..f

k
E + (j) (j - 1)! ( k - j)!

(k)!

k
E @ (j)

j
(k - l)!

(k - j) ! (j
lj ]-)! (k - j)

(k - j - j) :1) !

,}: ' ''' *
Também,como

[W ( x(a) ) ]2 = Zkl mkl + (e) '} (m)
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(a)F
( xi(')) l ' . [ 1 - pko( xi. )]

Segue-se que

E [Ú ( Xi.(a))]2:,ekl m:::: 'b (Z) $(m)
k l k-l

( ) )E l m l

(a) . *:''', I'': l : - .'''.*!'', ]"'''"l
! } 4, (Z) '} (m) ( ,e 1 ) ( m.l )

,e=1 m=l

B ( .e + m - 1, 2k - .e - m+l)

Portanto

[ . . « . *f', ]:U E ( 'P2 (x!')) )

.bl mr::l } 'b (m) ( Z:l)

B ( Z + m - 1, 2k - .e - m +.l) 4,2

NC)te que sob nn' P é livre de distribuição

Se a massa probabi].ístlca de F não esta em algum conjun-
to de di.menção menor que pr S(F) é não singular, de

acordo com Bhapkar (1965) , e, considerando as restrições

(a), (b), (d) doTeorema 3.15 deBhapkar (1965), uN é
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singu].ar de posto p (k-l)

Sejam

(5 .15) ii~, ul)~)N '0~
l

, ukN

onde N si.mboliza o tamanho da amostra usada no

de U e Ell é o cofator de all de E.

cãlcu].o

Tomemos S uma . matriz de estimadores consi.utentes de S ,

como em Bhapkar (1965)

Defi.Damos/

(s.iuT.-u(U.-$j')('ii8 .)(u.-+j)

onde j éovetorde I's de tamanho conveniente ( j é

(k-l) pxl).Por Bhapkar (1965), Tn éda forma

.j.n'L: -BI';: ::: p:'u:'") ;':; (u:-ü)
ni

r
N

bu.ição X2p(k.l)

U: , e tem uma distri

Alguns exemplos da estatística T(... sâo encontrados
Bhapkar (1965) e em fugi.ura (1965)

em
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5. 1. 2 Testes Nao Parcamétricos orla Paralelismo dos Per
fls

Formularemos um teste não paramétrico apropriado

.para o paralelismo dos perfis análogo ao HI(5.3)

Daremos a seguinte defi.ni.ção geral

Definição - 4.31

As populações FI'
los se F' = (Flr

l Fk são ditas terem perfis parale

, Fk) satisfaz

(5.18) n: : V:ll) .n)
a) é definida) em

(P)
= 'Y

' j.j

(5.10)

(F) 1, k

Podemos querer saber se HI (5.3) é equivalente a HI (5.18)
sob a hipótese de normalidade. A resposta é não, exceto

para o caso especial onde as vara.anciãs aaa de X'''
sao as mesmas, para todo cl , cl = 1, ..., p. Provaremo

o segui.nte

S

Lema 5.2

Se X].r .../ Xk são. v.a. independentes com di.atribui-

ção N( iil'E ), ..., N( pk' E ) respectivamente, e os
elementos da diagonal de }l são iguais então H. (5.3)

i-mpJ-ica n. (5 .18)

Dem
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Not:e que

«!;' ''' P ( R:Í'): j ) E P ( cada um
e

dos

(a)
{ xj.,e '. 'e j-l } < X(a) < cada um dos { Xim) ,1,

, m = j+i, ..., k } )

Tomando Xla) : Y(a) + p.la); i. : i, , k, onde

{ Y(a) i : ].l

temos

k } são identi.camente distribuídos

6.1g 'VS.,j n) : Ê P [( M;««dm { VU -'' Pj..?

(a) (a)
< cada um dos { Y.im + Uim

(a)

Aqui. -à denota a soma sobre as ( k'l ) combi-nações de
-Índi.ces iP, Z : 1, ..., j-l escolhidos dos k-l índices

dista.nãos iP, .e = 1,...,k (exceto j), denotando intei-
ros 1, ..., k. (exceto i-)

Se,a condição (5.3) 'esta satisfeita e como os elementos

da diagonal de E são iguais (isto é, Ylct) não depende
de a ) então (5.19) não depende de ci, portanto (5.18)es-

ta satisfez.ta
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Note que o fato de X.i , j = 1, ..., k ser normal nâo

foi usado, exceto que pj era um parâmetro de locali.z-a-
çao. Então usando o mesmo argumento anteri.or provaremos
o lema abaixo.

Lema 5.3

Suponha XI/ ...p Xk independentes coHt f.d.a. Fi(X)
=F (X-Pi), j-=1, ...,k, paraalguma F contínua

e suponha que as f.d.a. margi.naus F(a), ct - 1 , ... P
de F são i.dênti.cas. Então, (5.3) implica (5.18)

Para testar HI (5.18) Brapkar & Patterson (1977) pro
puseram a estatística

n.:m T:- ,l (U:-Ü')'

l ;'t- ; ;-: . ;': l
( Ui - U )\ T. T:

com

( U: - U )' s'i .l s ' ( U:- U )(5.21) T2

' 9

N (k - l)'
P k'

k
E Pi

i-l

onde
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l

:j - ;-: :j
H (5.2)o ' '

. T. ê a estatisti.ca (5.17) para

TI é um teste X(p-l) (k-l) para Hlr quando temos

des amostras, enquanto que T2 é um teste X(k-l)
Ho dado H].r para grandes amostras. Note que Ho/HI

dado HI) testa a diferença "pura" das populações

eliminar de Tn a contei.buição devido a interaçãor
houver

gran-

para

(no
após

se

Note que se P é uma matei-z (p-l) x p de posto p-l, sa

tisfazendo Pj = 0 r então' (p-l)xl

-]
(5.22) . S ' s-l .J s-l P ( P s P )'x P

onde S é uma matei.z post-uva defi.ni.da e

(5 .23)
l

j'- s-: '
\

pois

s-l s-x .J s-i - P ( F' s P )'i P

ss:-i .l s'" s P')'l P..-1

(5 . 24) s-l s P'.; ( P s P')'l
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Se Pj - 0, então

P ( 'v J s'i ) : 'v ( P .J)

Seja ( L )j a j--ési.ma coluna de Y J S''
.l s-: ) , . p ( L )j

Como

Pensando agora em P como operador li-cear como P tem

dimensão p-l (equivalente a pensar que imagem de P tem

posto p-l) e o espaçovetori-al V onde o operador
esta defi.ni.do é de dimensão p (pois ( L )] é um vedor

com p coordenadas) concluímos que o núcleo de P tem

dimensão l (i.sto é, a dimensão do sub-espaço Nuc (P)

{ Y i p Y = 0 } tem posto l)

Mas Pj : 0, Nuc (P) tem di.pensão 1, conclui-se

( L )z : ci ' j com cj. e R, i- : 1, ..., P'

Mas «Y J S ' é simétrica e as Col-UDcaS são da forma

cí' j então 'r J S'l sõ pode

que

ser da forma

C C

L ' ''' ' ]
Deste modo
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Mas

s-l l
Y

o que implica cp l
P

.L .J
P

Deste modo Y J s-l'

Vejamos agora a forma do 29 membro da igualdade (5.24)

S P'( p'S P )'J- P = ]. + M

P M

Mas l +M é simétrica e l tambémé, conclui-seque
M é simétri.ca

Como

PM = 0, M si.métri.ca , pelo raciocínio feito para o
membro conclui.-se que

19

CJ

Mas ( ]- + c J.) J = 0 > i + mp

o que conclui o resultado

l
P
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Como S é matriz de correlação não si-ngular, S é post.-

ti.va definida, então S também é positiva defina.da

comprobabi-lidado 1, com nl >m ; i=1, ...,k

Usando a igualdade (5 . 2 3) podemos expressar T: como /

6.2D T:: --:io'-n2 :k:R. ( U:- U )' p' p'. s H'i

p ( Ui.- Ü )

o qué justifica o fato

(5 . 26) T:
D

(p-l) (k-l)0
com n.l -> m ; i=].,...,k

' T2 - Tt - T. , (X)m nj > m ; j.=1, k

pelo Teorema 3.1 de Bhapkar (1965)

O objetivo é estabelecer uma distribuição limite para TI
sob HI ( 5.3) somente. Como vimos, pelos resultados
acima, i.sto não foi possível..Somente na secção 5, com o

uso de "alternativas locais" para Hor é que poderemos

j'ustificar o uso de TI para testar HI

Noteque por(5.12) E= T(F) éem geraluma ma-

tei.z pk x pk de funci.orais dependendo de F. Somente

sobro que T(F) tem a estrutura X+8 S, on-
de E* éconhecidoe-S éumamatriz pxp de fun-
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ci.onals dependendo de F

5.1 Consistência de To J TI e T2

Para estudar a consistência desses critéri.os, para suas

respectivas hipóteses, nÕs necessitamos do

Lema 5.4
l

Suponha N 2

triz positiva definida

, q' ) e A uma ma

Então a forma quadrãtica

Qn Yn ' 6 )' A (

6

n. i
c #

Yn no sentido que

P (Qn> C ) -> . lr quando

xado, se e somente se
V: e para cada c fi.

Dem

Seja € # (5

N ( Yn - Õ )'' A ( Yn (\
r'

« [ ( *.:

b'c)+( c- S)

c: ) + ( c - .5

j'

, ]
N ( Yn E ) +C

A ( c -6 )E

)' A (\

+ N ( Yn
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(.-ó) A( - . ) ++ aC

( e

- E: ) + N

+ N ( c - - 6 )

E

- : )

( E: - (5 )

l
( c - (5 ) ( e - .5

Yn N ( )' A (e - ó)

1 1
c) A (Yn- c:) + 2 N2 N2 (Yn- e)' AN Un

(c: - 6) + N (c - (5) 6)

l l
õ)' AN2N (Yn - c)' A ( Yn

( Yn - c ) 6)' A ( c

l
~ 7 ( Yn D ).. N ( O, 'P ),

1}. -'> ool
en-Eao

i:l,...,k
l

2N 2 (' - Õ)' A ( Yn .> N ( E: 6)' A A' (e 6) )

i-l, ,k

Chamaranns de Tn 2 N
Z

C Õ

N2 Tn+ N (e-6)' A (c - 6) > c

l
P

r

p l T. »
L

lC
l

P
N (c - 6)
l

N 2 J

r'
C
l

N2
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lim p IN2Tn+N(c:-6)'A(c-6) >cj
I'l.-r oo

l
i=1,...,k

r-.LT

:P«'l-L» +- p ..-','" ..- .,l
j.=1,...,k N

se aoroxima da normal e ---.g-- ---..+ 0l
P

rnpois l

l
,k

Como N (Y
' n E:)' A (Yn c:) é um número posa.uivo ,

lim P ( Q. > c ) = l
I'l . -> ool
i:l,...,k

( >)

Suponhamos por absurdo qu

Seja a função contínua,

Rp , R l g (V)

6Ce

Y' A Y

Como(Yn-C:) o >Y-N(O,W)e gécontÍnuaentã)
j.=1,...,k

g (Yn - c:) = (Yn - c)' A ( Y - c-) -T--:Í-=.-. Y' AY

i=1,...,k

Mas Y' AY tandistribuiçã) X , portanto existe c > 0 tal
que P ( Y' A Y < c ) = a >0
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'. P ( Y' A Y > c )

Podemos agora concluir que

lim P ( Qn > c ) : P ( ( Y'
11 . '»ool
i=1,...,k

Teorema 5.5

Sejam To,n ' TI,n e T2.n definidos por (5.17

e (5.21) para funções $(a) defina.da por (5.8)

nj. -'> m de tal modo que ----'iÍ-- -----"'-> Pi

O < pi< 1 então

, k . (cl)

(i) To,n--&->" .-» F Í{ F l j1l+ (j) Vij (F)

índepaidente de ie a; i= 1,...,k; a = 1;...,p

-, P,f' { F l :j!: 4' CD VI ) é

dente de a= 1,...,pr paracada i, i= 1,...,k

(j.j.i) T2,n P > m 'e''''F.é{ F l jXI (1) (])BEIja,b

1,. D

independente de i }

pede)rlqçrg:çgg

l

i) Seja U =(UI ,Uo) coinoem(5.15).Por(5
Lema (5.4) conclui se

l a ,absurdo

) , (5 . 2 0)

Se

r

e

indepen

Y (F)

12) e
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.2 N(u.,.- 4':i)'[ 1:: os':] (u.,.-4':j)
seesomentese r).(F)'= $ j, i=2,...,k, j um vetou

P x l
l

k
Como zEI ílÍ (F) : k @ i, j é um vedor kpr concJ-uivos que

(i) valeê+' n:a)(F) : 4), i' l,.:.,k;ct= 1.,...,p 4:->
(a)

F € { F l ÍI. (F) é i.ndepaidentede i-, a; i= 1,...,k; cl= 1,..

,P } <:: >

r
l

k . (a)

F ê { F l jZz '} (j) 'vj.j

Se trocarmos S por estimadores consistentes, vimos que

T. . e a forma quadrãtica (5.28) tem a mesma distri-

buição limite em vista de (5.16) e (5.17). Oeste modo

(i.) esta provado.

ii) Por Bhapkar (1965) ou pelo fato de (5.20) ser igual a

(5 . 21) , temos

":,«: '-i-;z- 2: p:(U: -'Ü:i'' (p' '''':p'U:'"':\ vl '''/ \' '/ x' xvl ''/

W(U.,.-4'jy( z:: 8 ''(p ê-p')'Q(U.,.-4'j)

Note que

(5 .29) P' ( P ; P')'l P
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l p' o . . . o 1 1 iÍ'poo
o P' . . . o .l . . OPO

@ S P')'ll l

[ i . . . . ; ] L ] L
':...-:. ''' ':;: . ',;-,': l 'b..

Deste modo podemos expressar TI,n como

T:,. : « (:k-:8 n(Uo,.-+j) ' 1 := 8

[:\-: 8 ,] ( U.,.

Do lema 5.4 e de (5.12) concluímos que

Tt,.---/--» E 1( \-i8p) u.,.:( ik-i

.Màs E(xk-i8p)U.,.-(b..i8É') E(U.,.

( b,.i8 p) Í'' n: u)

[ -* ','
: .8 p

l

g

8( P )\ + $ \3 0 ,]l

0 o l
0

8 p )

-1

P')':
J

( P s

p ) + j
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]2
,Ki. j

]k

]-, concluímos

poj'; ':j:

de I's de

Ti,.

(5.30) P n. (F) - O,
l

k
Mas }l r} (F)

k
P TI (F) + E Pn (F)

l i:2 i

].e, P rl. (F)

nho XP

> 00

; iji é um vetou

então quetaça

2, ..., k

j, então

Como (5.30) va

Podemos agora concluir que

TI,n ---"'/"--> m < (F) - 0.

Como o núcleo de P tem posto l

TI,n-'-'7z " 4:::? rl, (F)

1, ...,k

( !i:: : l k.j.isto é
' l '

r)(a) (F) é i.ndependente de a , a - l, ...,k ; para cada

ifixo, i=1, ...k< FC..{ F l n'-"' (F) é i.ndepen-
dente de cl , ct = '1 , ...,.k e i fi.xo, i= 1, ...,k} <-+

k (a)

FC{F l .E. 4) (j) Yi.l (F) éindependentedecl,a=lj=i ''

, pr i fixo, l : l, ...,k }

l

f

a

(a)
k <--> F C. { n: 1, l

kü = 'la
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(lii) Por Bhapkar (1965) ou pelofato de (5.20) ser

igual a (5.21) temos

T2,.
J.

( Ui - U ) s J s ( Uj.

~(u.,.-+:i 'll:: g ;' -- J (u.,.-$:n

mo argumento usado em (5.29) ternos que

(b..:8 a': ) (u.,.-@j I' [ ;:::e .J

l ( ::k-i 8 )

mes

kn (k-l) E Pi2 i;ln k

Pelo

T:

( Uo,n - '> j )

( b..i 8 ;l'i ) . ( U.,. - 4' j )

'(\:-X @ s'l ) U.,.-4' (lk-l8 s'i ) :j.

n (F)

( lv.l 8 ê-i ) l ;2
n ' (F)k

Ê ( %.l 8 S'l ) Uo..] - + ( lk.l 8 S'l

}k)te (iue

8 ;-i )

4' ( zk:; 8 s'') :j «--»

S n (F)
l

«* .,, ] ;-', ]«-

>
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P l,B (Í3)
E P n (F)

B:1 2

P
E

B:l
P,B

P

(B)
rl (F)

J

P
E

B-l
l,'B

P

P
E

B- l:

P B

l,B
E

B

l,B
PE

B

P a.B (B)
P n

l
E P E

hl' :- j

(B)
Y.. (F)1]+ (j)

a,B
B
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T:,. ----» « --.;: :''',!: . ',, «!:' '-'

é independente de i, 1 = 2r

k
Como E T} (F) = k + j ,

i:l i

P arí3 p k a,B
E P rl (F) + E }l P

B:l l B:l Í:2

k, 1,.. .,P

n (P) = K $ j E p

Cam E E P . rl. (F) i.ndependede i,i-=2,
B;l i:2

P c'c,B
k $ j E p

B-l

p a.B k (B)
}l p E @ (j) Y:ú (F) éindepende:ntedei.

B=1 j=1 'J

para .V a , cl = 1,

n

,k e

Õ independente de i, conclui.-se que

1,...k,

0b,6exvação: NÕs notamos aqui que os testes To r TI de-
si.$nados para Ho e Hlr respectil.lamente, são consi-stentes
somente sobre alternativas para as hi.póteses "efetivamen-
te" sendo testadas, isto é

rP.

k - (ct)

(5.31) nod : .E. 4' (j) 'tj-Z ij
k ' (a)

(5.32) Hlg : .jXI 4) (i) Vij (F) é =indepen(lente d-e cl para cada i.

dependendo da $ usadano calculo dasT 's , Natu-

ralmente, esta característica indesejável dos testes não

paramêtri.cos é usua].mente inevi.tãvel, veja, por exemplo

(F) independente dee l e a

f



212

que os testes de Krushall p Wallis, Man-Whitney e teste do

sinal apresentam desvantagens semelhantes .

Note também que se HI é acei.ta,i.sto'é, .k + (j) Y(a) (F) é
' j=1 x]

'indepen(klnte de a, para cada i fixado, temos que T2,n >«r
a não ser que }i $ (j). Vla) seja independente de i. ,

l .l l

que é precisamente a condição de To,n---"/--> m , as -
sumindo H..

i4)

5.1.4 Di.stribuiçÕes Assintót.ocas

Nõs acharemos agora a distribuição li.mire de To ' TI e T2
sob uma sequência de a].ternati.vas de Pit:man

(5.33)HN:FiN(x)- F(x-Nz.6i) i=1,...,k

k
ondeos 6:'s não são todos igual.s e }1 6.

l

0

l

Teorema 4.6

Considere.a sequência { HN } de distribuições { FN } da-
da por (5.33) e assuma que .Ftu/ é diferenciãvel e tem

uma dera-varia limitada ftuJ , ao menos para quase todo pon-

to, a = 1, ..., p. Suponha, também, que exista uma função

g (cl) tal que para h suei-cientementê pequeno

F(a) (x + h) - F(a) (x) i

'R-- 5. g(5 . 3 4) (a) r.\

para todo x e
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r g(d) (x) d F(CI) (x) < m
m

Então com

n
(5.35) l -'+ Pi / 0 < -Pi

N

l

(s.3õ) n2 ( U. - '} i ) ---!2--> N ( v

onde T ( F ) é dado por (4.22) e

Y(a) (p) = k õf')q(-) (.l,,r)j v;. : ( vfi)

''' : ( -:1 , ... , '',. )

( 4' , F ) : :E: 'b CD [( :i:2 ) a(d(:j-2, k-j.

::il ) .( ( :j-i, k-:j-i, F ) J
Demonstração

Os detalhes da prova consi.stem. princip

que para N grande
1.

(5.37) Enn ( Un ) : Euo ( Un ) + N2

(5.38) N vara ( U. ) : N Vara ( Un

+ 00

< 1 ,

T FF /

l

q

mostraralmente. ein

(
)

N Var
H 0
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Usando este fato o resultado sai usando (5.12)

Provaremos (5.37) . A afirmação (5.38) sai de maneira anã

Ioga. através de trabalhosa verificação de todos pos
sívei.s termos e será omi.ti.da.

E% ( ("))
(a) k

E nN 4'j. ( }q.,...,}qÇ) - jE $ (j) PnN( R.

Mm P% (%. -:j)- : P(«d' V!).L-i,...,:j-: (.)

(a)

)rim' ' m' : j+]., ...,k) onde

Ja) : X(a) -W7 6.. ; i
l

cada

Portanto

PnN(R(a)-:i): c P( cada X(a)-NX 6(a)
l - l

, j-Z < X(a) -N2 6(a) < cada X(cl)-lq2 6 ,

m' ...,n : E p("Ü x(') .'i7 .(a).$ Õll « x('

cada X(a)+ l (6(a)..: 6(a) ) ,L-l,...,j-l;m'=j+l,

[( C.d. X(') + .h) ;2'« X(a) « .;d;

l

r

L : l,

<

(a)X,k) ; P

l

+ cü.) N2 ))L=1, j-i ; m' ..., k]
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: f" il .'«,.**;{

(a)
.n,)

k
Jd)(x +$

m'=j+l i-{ :l=- 1 . ,''t*',.«. .=': .'.'-
(a)

"::,...,k;: ! Ç :iÇ: Pko (*--;'j ..lr))
; ' .'. b::l

'i b--r (x+Nlc=imi dF(a)(x) onde m-m'-je :léascn\a so-

breos ( j'l ) combinações dos i.ndices i.LI I' ; l,...,j--l,
escolhidos sobre os k-l i.ndi.ces i., L = 1, ...,k (exce-
to j) (denotando os i.nteiros 1, ..., k, exceto i)

Como F(a) é dera.vavél, como F(a)': i(a) , podemos apli-
car a noção de derivada a

111 =!1 ,'«' . * * ~r# ;l=', [ , ko ( ;. + = (a)
c.

Ana].i-somos primei.lamente o caso mais simples, que é

(5.39) F(a)( x+N'7eil))(]--F(a)(x+Nlcj.3

l

.onde estamos assumindo que eil ' eil e ej.m - ei3 (j - 2,
k = 3). Aplicando a noção de derivada a (5.39) temos

F(')(x+N'2 c:Í:))(l-F(') (,:+i c(a))

]
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pM (d ( l F(a) (x) ) + f(a) (x) ( I'

l
F(d bO) N 7

(a)
cj.l

l
(x)) N 2f(a) (x) ci3 + 0 -l ( x, x)

N2
l

(x,x). : i'}

onde

0 1 (x,x)
2

: 0 -6::» 0 ..}N (x,x)
llm T

N 2

o l
N 2

N 'F m

l
(xxn l.im N 2 (x, x) 0

P(d(':-' n 2 ':Í?)( i - p(d(':'n:
(a)

'i; ))

.!{, ;+ J '''' '*' .;d F(a) (x) ,.' ( -!''0

(CI)
F (x)

d F(a) f(a) (x) F(a) (x)

l
N 2

+

j. Q l (x,x)
N 2

Precisamos mostrar que
+ co

j
- m

lim
N ''» o.

Q'i (x,x)
N.2

d F(a) (x) 0

l

F(d ( x + N2 ':Í:)) ( l F(a)tx
l

N 2

+ N2 c(a)) f(a) (x)-F(a)(x) (l-F(a) (x)) f(a
l

2
(x)f ( ]. - F(d (*) ) e:Í:)

f
(a)a

1 - F (x)Í c
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F(a)(x+N ãe(a))(].-F(a)(x+NÍc(a))) f(a)(x)i3

F(cl)(x)( l -F(a)(x)) f(a)(x) - F(a)(x+ N2

['i-P(d (,:+N7.:3)j Í("} b0-(i-P(d 00)

F(q h:...W2 .;l:)) f(a} eO + ( l-F(d OO

(a)(x+N'ã cj.a))f(a)(x) .- F(cl)(x)(].'-l'(a)(x)) f(a)(x)

p«O( x-' N 2 '::)) ip(d( x+ n Z':]g)) -p (d (*) ]

.L -+

.'"} .*, -- [: - ,'~' .*, ] [,''' ( * --;' :!:)- , '«' '*, .]
f(cl) (x)

[lbnns que

N"7 í«0 (x) [F(© ( x-'";7 ':Í:)) ( l -F(').( x'-Ú''ã ':Í:)))

p( oo Q-F(d (x)]-.ü-;.=:,.- .(')v(d o ííko ol +

+ ( l -F(a) (x) } 'l f(a) (xll2 Ê(a) nr,nt..nlmnntp. ..-,.tnnt

l

l

l

]

0il

(a)F
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(x, x) > 0, pontualmente

% '*,*, .:. JT':..ú't4?, p'rl «, *

N 2

[ '''' *, ]: [:-,''' '*' ]* [''''' '*' ]:
.''' '*,l l 'í3' li ' :*' '*, l '!:' l * [''«' .*,r
,'"' .*,] .='' . [.''' .*,t [:-,''' .*,]

:(a) i : h (x)i3
+ 00

(*)«: «:*i :(«' I' ,oo«-.l.(~)l:*
- 1 1,1 1 '. ' . i l-i l

(x) dx+ 2 c(a) l K .S f(a) (x) dx < «i3

Concluímos então que + «
+ 0'

il.« f ç) .l (*, *) í( oo a,: : J o a*
N 2

usando o resultado abaixo, encontrado. em Cwmingilam (1967)e

Kestelman ( 1 9 70 )

Teorema 4.7

Suponha que

(a) (x)F

(CI)+ Cil

l

l

+ 00

h

(Cl}f



) eg e in \ n : .L/zr. ..J sejam

que são Rieman- Integrãveis em [.t, T lande 0 < t<T< m,

i í. i .S g.

ii) f. -'=-:Í=> f pontuallmnte em cada compacto contido em
(0 ,

0

Então

lim

Podemos agora conc].uir que

(5.40', :'''f p(d(*-- IT))(x-p(d("-'-J': 'i.'*))
C

l í" + "

dF(d(x) pHo(q.k0::j)+ i2l':) E .l f( 0

( 1 - F(a)(x)) d Ê'(a)(x)-Xc=ll;) ( f(a) (x)
'' 3 \J .

l
0(u2 )

De ( 5 . 4 0 ) ti.ramos

6.4D f :ini k-i m (x+N2 'l')) [i-P(d (x--N2.G'0)

219

1) l 2 definidos ( o ,Í n eme

dx < 00

f dx f dxX X

que

:1L

(a)
PH ( )

(a) (a)
) ( 1 - FC

il

(x) d F(a) (x)F

(x)d F
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j:t ( c (a)
lpl il f( [í(d(x) ]j'

F(d 00 k-j
J

d F(CE) : .(«)
m=j+l iin

f(a) (x)

[ ,'., .*, ] '':
1'

L
F(a) (;.) lk'j'i

J
d F(a) (x) +

l
+ O (N2))

(5.41) pode ser descrito como

.L . . -q

,.. ( -:.(') : j ) ...;5' [ E ( :.:: ' t:(a) ) .(d ( :j-2, k-j,

Z( Z. . .(') );(a (j-i,k-j-X.'j--Q(;:
c nr:j+l =im '

'q:,
lcE)

( - j ) +

l
N : ( k-2 )

j-2
( E c:(a)) a(a) (j-2, k-j, F )L:l il

l
( k-l )

K-j-i
( 1l («) ) ;( (:i-X,k':j-i,n.o(ib

pn (4')0

l
õ(~) 1 ( k-: ) a(a) ( j-2, k-j, F

l

+e (w2 )k-l ) a(a)
k-j-i ( j-i, K-j-t. F ) l

poj.s E e( )
lpl ÍL

k 6fa)l A soma
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j IZ cl:» ) - (k-2) ( k .(a) ) *j. d.
c L=1 X-L' j-2 L=1 ÍL

fato que c(a) ; 0 e do resultado seguinte

- Sejam alf .... am números reais dista.nãos e considere

as n! permutaçÕes a de aa(1)' ''''aa'(n) ' cujas i.ma-

gens de um determi-nado a são da forma {aa(1)' ''' ' aa(n)}
Tomando as n! permutaçÕes possíveis obteremos ( n ) con-

juntos distintos { aa(1)' ''' ' aa(j) }

Vejamos agora quantas vezes o número a.p , l < .e .S k apa-

rece nos ( j ) conjuntos di-stintos { aa(].)' ''' aa(j) }
quando se toma as k! permutaçÕes. Para isto basta saber

o número de conjuntos dista.nãos da forma { aC ' a(1)' ''' '

' aa-(j) } onde 8 é uma permutação de { a]' ..., a.ê.]. ,

a.C+l' '.. . ak }' Este número é ( k'l ). Oeste modo

31 'z:l: '.u) ) : ( ;:} ) *:i: .. ,

E denota as ( j ) combinações dos índices a(.C)

escolhidos dos k di.stintos Índi.ces, 1,. ..., k

Teorema 5.8

Suponha vâli.das as condições do T'eorema 5.7

Seja,
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(5.42) Tn .,:: :::-:u..
Q ( Uj,.-

Q' ( Q S Q')'J'

onde Q équalquer matei.z qxp depostoq. Então

sob { H.. } com

(5.43) Tn--2.-->X2q(k.l), ÀQ( +. 6 . F))

e o parâmetro de não centrali.jade e

(5.44) ÀQ ( @, 6 , F ) l k: i ('vj.'Ty O' © SQ')T]'.

Q ( Y - Y ) onde Ej. Pi Yi

Demongtrgção

Por argumentos usados em Bhapkar (1965) ou pelo raci.ocí

niodoTec'rema5.5temos quase U' :(Uo ' U].) , Tn

pode ser. expresso por/

l

6.4D 1. : ~ ( Uo,«N ( (

( U.,. - 4' j ) (N

l
8 ( Q s Q') (E 11

) ' Eul 8 Q' (Q S Q')'J'Q

b..:80)(U.,.-.b :j I'

1( :,...:8 Q) (Uo,.-$DJ
]l\)r (5. 3 6)

u.,. ., N ( Y (p), E 8
11

s )
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Então
l

N 2 ( b..i 8 Q)
D

( Uo,n - 'b j )
->N(( ]k.i 8 Q ) 'v (p)

, ( \.i 8 Q )' ( x::8 s) ( ik.i Q Q ) )

( ik-i Q Q )' ( z:: @ s ) ( b..i 8

análogo a (5.29)e 'f' eclocinlo

Q ) xng( O' s O)

por ra
l r-- =' 1 ''1'

1( .\.:o o) ( u.,.-+j )J'(

Portanto

i:u 8 ( O' s Q )'i )

( ik.]. 8 Q )

tende em distribuição para uma qui-quadrado com q( k-l )

graus de liberdade, pois o posto de Q é q, e parâmetro

de não centrali.jade dado por

(5.46y .l(h.-i8 0) v.U)I'(xn8(o s Q')'z

[ ( :k-: @ Q ) "'
com

'Y' (F) = poisr( 'vl. n) , 'v.: m) )
l

Q s O') ) ( t::8 (O s Q )'i)

( xii 8 ( Q s Q')
8

)
Q S Q'



224

O resultado do teorema anteri.or. continua valido se substi-

tuirmos S por um esticador consistente S , fato este

mostrado por Bhapkar (1965). '

D

Se trocarmos S por um estimados consistente S em (5.42)

e Q por 1. e P obter'.ns respectivamaite (5.17) e (5.25) e a)nn
consequêinci.a (5 . 26)

Corolári.o 5.8

Assumindo as condições do Teorema 5.7 e sendo To,n / TI,n

e T2.n defi-ni-das por (5..16)P (5.20) e (5.21) respectiva-
mente, temos

Xz ( p (k-l), Xo ( @ . Ó, F ). )

D .

(5.47)-TI,n > X2((p-l)(k-l), ÀI (4), 6, F))

T2.n O > X2 ( k-l, À2 ( 4)' Õ , F ) )

onde

'!:llZ' ik pi ( 'vl. ' 'v )' s' ( 'vj.

#;:
;': ] . *.

Xo ( @, 6. F )
'r )

Y )

(5.48) À. ( +, '6, F)



225

"2 ~

Teorema 5.9

Suponha que as conde.çÕes d

das e suponha

q(a) (4), F ) / 0. Entião

(i) To,n D>X2(k.l)< Hovale(Ho:FI'''':Fk)

Entretanto se F(a) - FIÍ3) para cl # É! , então

(ii) TI,n D > X2p.l)(k--l) ZI) :...:6(P), i:l, ...,k.

(Íj-i) T2. D k.l<-- Ho vale, ass\Jmindo 6Ía) : 6(13) Nra
todo

,6+ F) À $ ,Ó F) (À Ó+,/ /l0

Teorema 5 7 continua0

/ Ba

[]

m váli-

X
T2,. > k l H

0

Demonstracão

( i.) Oe (5 .48) vimos que

S'l' ( Y{ - Y ) = 0

Conto S ê post.uva defi.ninfa concluímos que

Ào:0<--> 'Yi= 'Y , Vi<-->'Yi j',j <

YÍa) ; Y(a) Vi,j,a. Mass(k):k6(a) q(a)(+,F) ,

Pj ( Y{
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'Y(') : .Y('*) Vj., .,j ---> Óla)

pois q(a) ( $ , F ) # 0 <

(ii) De (5 .48) ,

*:' ..lr$É' :l. ': (":-:Ü ( b-:

=1

V' m ( lk-i 8 p ) ( x:: 8

( lk.]. 8 P ) 'Yo (Fj

onde P é de posto p-l e Pj

modo À.l = 0 <---o.

( ]k.l 8 P ) 'Yo (F) - 0 ,<--:'' P 'Yj. (F)

Pelo' teorema 5.7 temos que

} *f«' ',, : * ,'-, i .f~?
i:l l ' ' '' i=1 l

. K

i=1 (F) : o. Post:cinto P YI(F) + j.E2

k
Como E P Y: (F) = 0, conclui.-se

i-2

Logo

0

0 ,

6 I")
]

vale

V j. ,ct . j

S-l .J S-l) ('Y.l

P s P')'l)

por (5.29). Deste

O, i = 2, ... , k

do que segue

P 'Y. (F)l

que P YI (F)
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ÀI ; O <:-> P 'YI (F) o , i = ]., , k

Coito assumimosque F(a) - P(B), 'Va, 6

q(a) : q(13) , V a. 13 , portanto ,

P Yj. = 0 .e-->P ( 6j.]'), ... 6(P))' : 0. Comoo posto do
núcleo deP é l e Pj= 0, conclu-lhos que

( Õ(1), ..., õ(P) )' - aj.j. Portanto 6(ct):â(B) Va B

e todo i

então

(ii.i) O parâmetro de não centralidade da distribui-ção

ê À2' Xo' ÀI ' Comoõ assumi-do que F(a) : F(B)

6(a) : Õ(í!) , Vcl, í3 , por (i.i) conclui-se1 1

X. = 0. Deste modo À. = Àl z o

Por (i) À2 ; 0 +--> Ho vale

r

que

L]

5.1.5 - Conclusão

A estatÍsti.ca To : To,n compara as k amostras levando
em consideração a di.ferença entre amostras com respeito

as p variáveis (compara vetores), enquanto que TI com-
para as diferenças entre amostras para as diferentes va-

riáveis do p vedor (cor\para cada componente do p-ve-

dor) . Deste modo se no é falsa e exi.stenl di.ferenças
reais en-t:re as airostras levando a uln valor significanternente grande de

'Ío'o componente TI extrai de To a contribuição devido
ã interação entre as p - variáveis e as k - an\ostras
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O resto, T2 : To - TI r testa a diferença entre os

efeitos principal.s. Se TI é aceito, T2 é usado para tes
tar a igualdade entre pera.s

Para grandes amostras TI é tomada com di.stri.bui.ção

(p-l) (k-l) sendo uma estatística teste para nl' To

é tomada com distribuição X'p(k-l) para testar no' T2

é interpretado como Xk.l para testar H2; o/HI' (Ho

dado H. ) e serve para testar se os pera.s são idên-
ticos, dados que são paralelos.

+

A consistência cie To ' TI e .T2 para uma determinada
+ , bem como as propri-edades asse.ntÕticas destes foram
estabeleci.das.

5 . 2 TESTES NÃO PARAMÉTRICOS PARA ANÁLISE DE PERFIL

DE VÁRIAS AMOSTRAS MULTIVARIADAS. DE POPUI-ÀÇÕES QUE

DIFERE)l POR ESCALA

NÕs agora localizamos nossa atenção em uma famlia de po

p\Ilações com distri.buiçÕ.es

('5.49) ' Fi ( xl' ,xP)
xl

o(1) 'l
), i-l,...k

isto é

(5.50) F: (X) F ( 3'J' x )l
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onde (31 é unia matei.z diagonal p x p com

0(1), ..., 0(P) na di.agonal, 0(a) / 0, i.; l,
.L A .L

elementos

,k; a = 1,...,P

Note que para testar as hipóteses sobre distribuição de

populações, que di.ferem por escala, é desejável que a @ das

U's estatísticas, as quais usarem\os posteriormente. como

no caso de populações que diferem por localização , sejam

sensíveis a diferença por escala

Assumindo o modelo (4.84) , a hipótese de homogeinidade é
dada por

( 5.5 1) 0.l 1 , V í

versus a alternati.va

para algum i

A hi.põtese de paul-elismo dos perfis/ HI , continuara sen

do a mesma que no caso de localização de amostras.

+

Esboçaremos a seguir. condições sobre as populações que di-

ferem por escala. que impliquem a hipótese HI ' Tai-s condi-
ções darão uma interpretação razoável da hipótese do para-

lela-smo dos pera-s, no caso das populações que diferem por
escala

Ü

T'eorema 5.10

Suponha X]., ... / Xk i.ndependentes com f.d.a
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F ( 0.i X ) ,

respectivamente.para alguma F cone'znua, e assuma que

as f.d.a. margi.Dais Ftu/ , cl - 1, ..., p de F sejam

idênti.cas. Então a condição
(a)(a)o . o .' '
l . l

(a)A

l

r

l

F. (X)l i = 1, , k ,

(5 . 52) 2 , , k;'a = 2,...,P

+

impli-ca HI

Demonstração

Y(a) (F)
1]

P ( R(cl)
l

X(a) , ,e
i (.e)

1, ,j-]. } < x(a) <l

< cada dos { X(a) , m
i(m)

j + i, , k }]

onde E denota a soma das ( k'l ) combinações

subscri.tos i. (.e), .e = 1, ..., ij-i escolhidos sobre os

k-l disU..fetos Índices i-(Z),Z= 1,..., k' (exceto j) , denotan-

do i.ntei.ros 1, ..., k, exceto i

C
.dos

Como Yi= 8i.IXj '..i.= 1, ..., ksão i.i. distri.bui
dos com f.d.a. F. segue que
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'v-l'' @) : E p l m'h 'b; { ok0 *(«) ,,:i,...,:j-: «i] C L i(,e) i(.e)

(a)
< 0.

l
(a)

Y. < cadal dos { 0(a)
i(m)

(a)
Y

i(m)
j + ]-,

1,.

k

,j-i
(CI)

oi (z)

0 (a)
l

: ' L -'- dos {
(a)Y
i(.e)

<

(a)
0i (m)

0 (a)
l

« Y(a)
l J

<

(CI)
Y ,

i. (m)
m = j + ]., ,k

>l P l cada um dos
C

(a)'i(z)
i (j)0

l
,e = z,...,j-i '} <

...; { (a)
Y
i(m)

'1

1,

pois
(CI)

oj. (j)
(a)

0
l
(a)

0.l
(a)

ol

(a)

%:H
.1')l

e por ( 5.52 )

o(1)

(1)

oi (j)
(1)

8 .l
(a)

0
1.

o (1)
l

o (1)
l

,portanto independente

de a
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Como as f.d.a. marginal-s F(a), cl - 1, ..., p são i.dên

tecas, a E éamesma paratodo cl ,então

-v(;) n, : 'v:íl) n), v « ,B

C

A condição (5.52) para populações que diferem por escala,

é assim vi.sta como a condição HI (5.3) para populações
que diferem por localização. NÕs podemos notar aqui, que

a conde.ção de igual variância marginal das p respostas

juntamente com (5.3) , para famílias que diferem por loca-

lização, pareceu ser natural para dar pera.s paralelos

De modo análogo, a condição de i-qual localização das p res'

postas (a qual é implicada peJ-a condição de igualdade

das- f.d.a. Ftu/, ct = 1,..., p ) juntamente com a conde--

ção (5.3) parece ser natural para dar pera-s par.alelos.

Façamos um gráfico para ilustração.

Coloquemos no eixo vertical as U(cl) (F) e no eixo das

abcissas as p ' vara-ãveis, identificando-as com os núme-

ros 1, ..., p/ respecti.vamente

l

Note que ao fazer o gráfico nÓs co].ocaremos "estimati.vas

1 : ) - E 'Fjl '' ( xl'.(ci) (p) :: E ( U(a) (a).

11

(CI)
, xk) - E 4' (j) 'v (F) ,

a não ser que se saiba o valor real de rli) (F) , onde

Se H. é verdadeira
+

fy(a) (F) é definido por (5.10)
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então o perfil de cada população é paralelo ao da outra (e

ao eixo dos x) . Entretanto se H. ê verdadeira, estes per

fis paralelos coincidem, então Y(a) : l yi,j, cx

,.'\#'./ \ '\ '\./E (U (k) )
l (1)

U
]'....

\

\\ .,
(.1) '

uj
\

r' '
/ (p) i-ésimo

' IZ' perfil
/

/

y
P.. -

'«

\

\

\e. - -
\

U(p) j'ésimo
] perfil

> variáveis
1 2 3 4 5 6

5. 2 .1 pig.t:ri.bll4çõg1 8:gg4plçóti-cas

O teorema 5.5 nos dã a classe das alternati.vas fixadas

sobre I'=(Flr ... ,Fk) ondeostestes To 'Tle I'2

sao consistentes, isto é, alternativas onde o poder dos

respectivos testes tende a 1, com n] -} m , i. = 1,..., k

NÕs acharemos agora . a distribuição limo.te de To ' il e

T2 sob a sequênci-a de alternati.vas de Pi.íman para Ho /
dadas por

(5.S3) nN : Fj.N (x)

l

F [ ( l -. ;2 Ai
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( oc )onde as matrizes diagonais A: 's (com 6 .' na diagonal )
Jlq l ' C=

não são todas lguai.s e suponhamos que E A: -0
k

ll

Teorema 5.].1

Consi.dele a sequência { HN } de di-stribuiçÕes { FN } da-
das por (5.53). Assuma que f(a) é a derivada de F(a) e

exi.saem funções g(cl) tais que para h suficientemente

pequeno

(x + h x ) - f(a) (x) .
« l x l g

h

( CE )

(5 . 54 )
(x)

para quase todo x , e
+ m

(ct)
(x) d F(a) (x)f <

(5.55)

.s
. m

com . ni '> " / tal que
l

(5.56) N 2 ( Un - 4' j )

x l g(a) (x) d F(CE) (x)r a. = l l Ehtao

''> Pi

-P----> ( @ (p) , T (p) )

onde T (F) é a matei.z de covariânci-a limite dada por

(5.14) quando H. (5.5) vale e

$ (a) (F)
l

k õl ) r(a) ( .} , F ); +!1 1 ,.plú)l

$' - ( + ), @kl
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(5.57) r(ct)(4,,F)= }1 {'}(j) -4'(j-].) }(-i'2)

b ( j - 2, k - ij, F )

+- oo

b(a) (a,b.c): l z ip(a)

f (a) (Z) d F(a) (Z)

PgBo9g.tlqçã9

Para demonstrar este teorema basta provam que para t
1 1

(5'58) EnN(U«): Eno(U.)+ N2 4'+,0(N2)

(5.59) WV'rlh(U.)l: WvuHo(u.)+ 0(N2)

Mostraremos a i-gualdade (5.58) . A prova da igualdade
por ser trabalhoso será omitida

Usando a notação do teorema ante

-.h [1'' -,]

l

l

Í . . .(a)

grande

(5.59) ,

flor, temos
l

.t . l: - ,.., *
l :* ;' 'l'' .i

F(a) y l
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l
N 2

ji: ,(-)
E:l

'!?},)
(a)

l
2

N

y

1 +

L

l
N 2 ( 'Í'' - 'Í%,)k

V

m:.j+].
F(a)l d F(cl) (y)

J

l

: ... ~: 6(«)

Seja c(a)
i(z)

õ (CI)
l

6(a) ; .e . l,
i (.e)

anta)

l

ú'' .!7«,
(5.60) P% ( R:Í")

:ii: ;(«)
z:l

6 (a)
l

k
$

m=j+l

c (CI )
i(m)

6 (a)
l

F(a)

L

F(a) (y)

Como existe a derivada de F.

i-{ '!T',
l

: i . : .:í«)

(a)
F F(a) (y)

(5.61) F(cly(y) f(a) (},): lim
N -F o: l

2
N

(a)' '
c:' ' y

i (,e)

l1 +
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então
l

E: (a)

(5.62) F i(z)
F(a) (y)l

2
1+ (a)

]. (cl)

N 2 ei (,e) y
(CI)

E ' '
j. (,e )
(a)

Ó i

f(cl) (y)

y

l
2

1 + N
(CI)

'1

0 (1) , on(]ey li.m 0 (1)y 0, para cada y fixo Ti

rondo o valor. de
0y (1) en\ (4.97) ,

obtemos

l
N 2

(a)
C

i (z)

\

F(a) (a)
F' (y)]' l

2
l +N 6 (cl )

i

( 0L )

ci (,e)

(5.63} 0 (1)y l
N 2

(y)

y

l
1 + N 2 6(a)

l

;{ ::'*, .l (a)
N 2 c

i (.e)
Como para N grande

lq-1/2 Ó (a)
l

poi-s li.m
N -}

( ct )

6: ) 1, a expressão (5.62)

se transforn\a
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;{ .ITI ,'
F(a) i(z)

F (cl) (y)

l
f(a) (y) N 7T

1 -. ~ : 6(«)
l

(a)c ' '
i(z)

l
9

y + N ' y Oy (1)

Substituindo em ( 5 . 60 ) , temos

'% ( Kf''l ( F\a) (y)

l
N 2 (a) y f(a) (y)

j. (z)

k

oy m).:lj+:

l
F(a) (y) + N 7.

(ct)E ' '

i(m)
y f(a) (y) +

+ u3' y 0y (].))dF (a) CV) ( j-i { F(Q) (y)
c Y'. ,e

c: (a) f (a) (y) }
i(m)

k
l

l
F(a) (y) + N '2 y

iü.. f(d Q) } dp( @)
k l

y
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Oe (5.63) concluímos que y 0., (1) > 0, pontualmente em
N -»m

Rr então L y 0V(1)]K'x >0,pontualmente emR
N-+ '"

-b oo

l y l g(a) (y) d F(a) (y)Como

y l f (y) d F(a) (y)

+
então

j
Mas,

" [' * g(') u)] livií k).lk'i'.e ( @)

l

..«,/...c=& l
(a) 2

+ Ni
y 0y(1) !

.!:. (a)
'2 c:

N j.(Z)
(a)

6.l

<

< l y l g(a) (y) + jy l f(a) (y)

POF'canto

. .* ':, *': . =: [ '* ,''' '*,].
'1

1 1 y l f (ü &) l k'i'Z
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+

J "I k-l
y 0y (1) d F(a) (y) <-1

Pelo Teorema 5.7, temos

r 1 1 k--l

**-: [ '' .« '«, ]

lim
N -} m

(y)
l

O ( N

Deste modo,

:i;li ( Í( ) -W'} .(") yf(d &) )
z:l i(z)'% l

k
$

m=j+l

l
F(a) (y) + N 7

(a)
E

i(m)
&))

-1
&) +0 (N )

h,] -:l'':,]. Nj{»''' (j-:,k-:j,') Ê :
(a)
(z)

(a)- '
( j-l-, k-j-i, F ) E

C
} .(«) ,

m:j+l i (m)

i.* l ''':,l-;{ *.':' l '::g'. '''' 't:,*-;

IÍ) b (j-l,k-j-l,')j ,. .l-(«' )

(]ue estabelece a ig parte do teorema
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Teorema 5.12

suponha vã]idas as condições do Teorema 5.1]. Seja

(5.64) Tn- (k'l)' E ni(Uin-Un)' Q'(Q S ')'l

k

Q ( Ui.

onde Q é qualquer matriz

{ lIN } / com ni -> m e

posto q. Então sob

D 2

(5.65) Tn > X ( q(k-l), ÀQ ( $ . 6 , F

râmetro de não centralidade dado por
.n JI -- l

.õ xQ(4',6.p) - --!Ft2 i: pi(4'i-4')

e pa

Q' ( Q s Q' )'l Q ( +l.

onde
j.:li pi. $i

Demonstracao

Análoga a demonstração do teorema 5.8.

Coiro no caso de populações que diferem por locali-zação, se
substituirmos S por um está.maior consistente dele e se

tomarmos Q respecti-valente igua]. a 1., P ( P é qual

0
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quer matei.z (p-l) xp deposto p-l talque Pj=0)

e j S ''L , obtemos o seguinte

Corolário 5.12

sob as condições do Teorema 4.11, sejam To,n ' TI,n e T2,n
defina.dos de maneira análoga ao caso de populações que di-

ferem por localização. Então,

T.,.

T
l,n

(k-l) , Xo (. '} ,6 ., F))

-> X ( (p-l) (k-l), ÀI ( '$ ,6. F )

T2,. -> X2( '(k-l)f À2 ( (1) , 6 . F

onde

'H :i: .': ' ':Xo ( $. 6. F )

=f. ;: -: ' ':X]. ( 4' , 6 . F ) rl' s-: s-l . .J s-:

À2 Xo ($ , 6 . p) ÀI ( $ , (5 , F.)
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Aqui
l

l
j' s j

O próximo teorema também segue de maneira anãlóga o ca

se de populações que diferem por loca].ização.

Teorema 5.].3

Suponha válidas as condições do Teorema 5.11 e suponha

r(a) ( $ , F ) / 0. Então

(j.) To,n D > XZ( p (k-l) ) Ho vale

se F(cl) - F(B) para Va / í3 , então

(ii)Tt,n D >X2( (p-l) (k-l))#>zl):... :
õ (P) ;i

i = 1, ..., k.

(iii) T2.n

6(a) : (B) . V .* , B

2D X <--> %. va].e ,.>
k-l )

desde que as

ObÁ ea,vaçõe,6

Espera- se que os procedimentos adsintóticos, TI e T2 para

tlestaras hipóteses nl e n2 ( Ho/nl)r respecti-
vamente, tenham um desempenho razoável para grandes

amostras, em analise de perfil de di-stribui-çÕes que di.fe-

+
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rem por escalar, desde que as funções q) sejam efetivas

para o tratamento do problema em questão.

Brapkar & Patterson (1978) observaram que os testes T. e

TI têm poderes desejáveis, êob HOr para amostras de pe-
queno tamanho, da ordem de 20 observações. Também em
anãli.se de perfil de distri-buiçÕes que diferem por locali-

zação, TI aparece com razoável poder para amostras de
pequeno tamanho, da mesma ordem (vi.nte) . Este poder pare-

ce ser mais sensível a desvios H] (5.3) , do que sobre
diferenças das distri-buiçÕes marginais das vara-ãveis, da-
do que as variáveis tenham a mesma vara.anciã e notan-

do-se diferenças sobre as distri.buiçÕes marginais. En--

tretanto as diferenças sobre as distribuições marginais,
causadas pri-nci.palmente por variâncias desiguais , também

parecem ter algum efei.to sobre o poder de TI

Exemplifiquemos aqui- algumas @ de interesse

.. '-, : { :: ':. ' : :...:=.::
4)D e sensível a diferenças de distribuições com dupla
cauda com um parâmetro de escala (exponenci-al dupla, etc)

1, se r = l

0, c. contrario$V (r)
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]., se r = k

0, r # .k
4)B (r)

$l (r)

0, c. contrario

4'W (r)

As estatísticas +lV f +B ' (bl e +W sao esperadas serem

sensíveis a mudança de localização, conforme Brapkar

(1966). $B e 4)V são sensíveis a distribuições uni-
caudais ( como exponencial- negativa. distribuições tipo

gama. etc)

4'c (j)
k '+ l

2

4'D e 'b. e sensível a distribuições simétricas F
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CAPITULO VI

APLICACOES
l

Faremos agora, algumas aplicações dos assuntos tratados
nos capítulos anteri.odes, com o intuito de ilustrar as

informações di.scutidas neste trabalho .

Nessas aplicações, a maioria dos cálculos foram programa

dos e feitos através do pacote estatístico MINITAB.

EXEMPLO 6.1 ANÁLISE DE COVARIÂNCIA

Um experimento com ratos foi feito com 4 tipos de ração

(tratamentos) : casei-na ad libitum. caseína com restrição,
soja + meteonina ad libi.tum e soja + meteonina com

restri.ção, tomando-se 5 medi.das de cada observação, CEA,
CEP, GPT, GOT e Lípase. sendo as duas primeiras Índices
(coefi.ciente de eficácia ali.mental e coefi.ciente de efi-

cácia proteica ) que medem respectivamente quanto um

grama de ração ingere.da promove de aumento de peso cor--

poralr quanto um grama de proteína ingerida produz de au-

mento de peso corporal e as três ultimas, enzi.mas encon-

tradas no fígado.

Estamos interessados em verificar se os 4 tipos de ração
produzem diferença signo-ficativa na 5-up].a (CEA, CEP ,
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GPT, GOT, LIPASE ) levando em consideração o peso inici-al
dos ratos (Co-variável) , dado este que cremos ser de gran-
de influência na analise cio resultado.

Uma amostra de 28 ratos foi dividida em 4 grupos de 7

ratos cada e cada grupo foi. alimentado com um tipo de ra-

ção. Para cada animal foi tomado (em gramas) o peso i-ni.-

cial P,.., e quatro semanas após o tratamento foram medi-
das as 5 vara.ãveis. Os dados obtidos estão na Tabela 6.1

Como a amostra é pequena, para cada tratamento, não sela

poss[ve[ ava].i.ar a forma da distri.buíção de cada componen'

te da 5-upla (isto é, se apresentar cauda à esquerda. ã

di.rei.ta, se é simétri.ca, etc) , informação necessária para

podermos escolher o encore mais sensível a.variações de
cada componente da 5-upla. Por conveniênci-a de cálculos
tomamos

+

JNj : ]ni :d pa'a j li. i = 1, , 5

e não usaremos o alinhamento das observações, o que daria

uma eficiênci.a maior a J.N

Deste n\odo, para o exemplo, encontramos os seguintes re
multados.
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1 1

o a a) a\ -J cn
fa }u N) }'FU tO a\ ib. FU 0

FJ FJ }- FJ
}a Pb \O CD Pb bb

FJ FJ bJ FJ(.D ib- 10 tO bb. t\)

FJ tQ tQ }J }J
{n Fa Cn O (n \D

hJ FJ FJ tU }J tO tO fa
\O fa \O O tQ' }J

IQ }a }a
FU (n 0 tQ

FJ FJ FJ FJ
N) a) (J a) o\ -J

hu tQ {n FU (J
FJ FJ tD FJ
@ (n }b -J (.D }J

FO fa bJ tQ
0 (J -J }'J (n ib. iQ o tn ' a)

J

-J CD tO Ln tQ O\

FJ . FJ IQ }J
.-J \O ib ib. FU 0\

FU tQ Fa
lb tQ }a \o. a) (n

IQ fu tO }a

N) }u tQ tQ
ib -J ib tO tQ FJ

-J -J o\ (J a\ (.D

rÜ }u FUFi Pis o a\ a\ \o

}J FJ }J(n'\o -J \o a) o

FJ FJ }J
@ o -i FU (i a)

}J FJ }J }J }J
Co in m }- -l

FJ FJ }J fa

FJ FU }J 0 0

tO IQ FU
0\ (n FU

}-J
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0 ,35

0,73
0 ,55

0 ,23

0,33

0 ,17

0 ,33

0,67

0,54

0,45

0 ,30

0,55

0 ,20

0 ,45

0 ,61

0,15

0, 22

0,58

0 ,78

0,40

(k)
L )

5x4
L
N

0 ,24

0,45

0,50

0,50

0 ,45.

0 ,24

0 ,45

0 ,50

0, 50

0 ,45

0 ,24

0 ,45

0,5 0

0 ,50

0 , 45

0 ,24

0, 45

0 ,50

0 ,50

0,45

( j. )

Ew,k ) )
5x4

Ew

2.86

5,31

7.62

7.97

6,30

Vi2 Vj.j,i2 )5,::

V: : : (:9,:5 ):,.--,. V:! - ( o,ii ):,.::

TN: ((TN,j.))lx4 - [0,35 0,57 0,44 0,64
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E. ) ):,., : ( ',5 0,5 0,5 0,5

L. - Ê. ..- V:: V:: [ T« - E«
+

Lu

0 ,02

0,10

0,20

0,53

0,33

-0,23

0 , 42

-0 ,2 7

0,42

0 , 36

0,60

0,13

0,63

0, 39

0,11

.0 ,28

0,57

0,41

0,24

0,36
5x4

r'
1,98

4,01

3,01

2,94

2.96

4,01

7.44

5,67

5, 3].

5,39

3.01

5,67

9,25

7.03

6,26

2.9 4

5,31

7,03

9,25

5, 6 3

2 .96

5,39

6 ,26

5,63

7,20

Viz

5x5

1,08

2.34

0,61

0,43

0,98

2.34

4.34

1,22

0,65

1,71

0,61

1,22

2.86

0,34

0,98

0,43

0,65

0,34

2,26

0,11

0,98

1,71

0,98

0,11

2.83

v::.:: : v:: - v::

I" : *;. ,.
4 +

VE 11,22 N
51,4
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TABELA
CEA

6.1.
CETPEg) .[NIC:lAL GPT GOT LIPASE

35,4
37.3
40,6
42,0
43,0
44,9

41,36

0,32
0,36
0,37
0,33
0,29
0,33
0,29

0,33

3.60
4,00

4.15
3,69
3,22
3,73
3,22
3.66

49,06
46,36
35,45

74,17

62.41
61,98

ioo.!3
61,37

350,58
438,53
401,93

407,93
319,53
342,20
345,07

372,22

2,21
1,17
1,22
0,78
2,81
1,20
3,61
1,86

E

F
W
H
H
B

0
8

Z
>

MEDI.A

37,7
40,7
44.6
43.5
46,8
47.1

44,17

0,30
0,27

0,27
0,26
0,26

0,22
0,24
0,26

3,30
2,99
2,97

2.89
2.92
2.51

2.90

42,48
89,21
BO,13

63,79

56,40
76,70

69,46

799,83 0,90
286,60 5,95
493.14 1,85
255,10 3,65
883,75 2,11
899,94 2.76

:[04õ.õ7 },4].
666,43 2,66

(10
K

H
H
H
»

MÉOm

g
37.2
39.3
41,9
43,2
44.4
45,4
47,2 .
42,7

0,31
0,32
0,30
0,31
0,29
0,32
0.30

0,31

3.22
3,29
3,09
3,28
2.99
'3,35

3,20

40,97
44,16
31,51
45,95

41,48

32,82
39,26

39.45

422,00
368,06

643,56
656,69

509.80
446.57
431,83

496,93

8,72
3,57

1,89
2,66
2,66
2,66
12,36

4,93

F
H
W

+

.ã -.
H0Z
H

B

42.1
42,2
44.0
45,3
47,5
45,8
51,2
45,4

0,26
0,25
0,31
0,25
0,23
0,24
0,25
0,26

2,70
2.64
3,20
2,63
2.95
2,48
2.66
2,75

92.27
47,84
44,39

95,69
51,05
40,34
76,11
64,03

1285,03

1000,75
551,12
800,58

805,59

1137,63
902,61

1,53
2,31
3,63
2,75
0,92
1,22
2,28
2.91

H
H»
H

8
MÊOIA
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onde
k-ési-ma coluna de LN

assintoticamente, distribui.ção X].5 con
rações produzem efeito na 5-upla ao nl

+

Como cr N tem/

c].uimos que as
vel de 5%.

EXEMPLO 6.2 ANALISE DE PERFIL

Suponha que no exemplo 6.1. quem.ramos saber se hã intera-

ção entre as cinco vara.ãveis CEA, CET, GPT, GOT e Li.pese

com os 4 tipos de tratamentos. Com este objetivo faremos
uma analise de perfil

Calcularemos inicialmente To ' a estatística para testar
â homogeini.jade dada por H0

Por conveniênci.a tomaremos o encore

(CI)

4'j. ( xl ; q)

1, x. < x
l ]

0, c.c
( CI )

i # j, j:::]., . . . ,5

(a)
rl ê o posto de xl sobre

{ xj : j : I' , 4 } com 1,

Deste modo obtemos o que segue
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Ulb (o,o05; o -; o,1020 ; 0,2916 ; 05619 )

Uo= (0,3349 ; 0,.3032;0,0300 ; 0,2857 ; 0,2274 )

U.a= (0,0021;0,0088; 0,7830 ; 0.0729 ; 0,0358 )

0,5103;0,685]-;0,0850 ; 0 ; 0,2387 )

Tomando como um estimado

rel-ação g) , a matri.z

Bhapkar (1966), onde

-2 .]. N* (a.B ) ,
c + P PaB : N+ l

2
( c-l )

c' ( 2c-l
9

CX
N'' - E

i:l

..'' *:':.-: ';: .....« ";'.,'' ;:-'''-=!: e:; T!=,
(B) (B)

x:: <x.a , k=c+1, ..., 2c-l. Noexemplo'JI 'Jk
1, ..., 4 ; c = 4 e

r consistente

)

2c + 2

f

da matei.z de

proposta

cor-

por

- l )'i
n

/
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/\

obtemos

" ' ''n: .;. p: ' ':P c' . i=l
u.- ul

= 8.23 , não signo.picante, ao nível de 5% pois
T. u > X.. . Todavi-a, esta inclusão parece não estar

condizente com os dados, pois coro vimos no caso do uso

do peso como covariãvel, chegamos a rejeição da hipó-

tese de homogeneidade. Cremos que isto se deve ao fato

de quç a estimati.va de t:V usada não é conveniente (tal--

vez os escores não sejam sensíveis as variações das

coordenadas) . Mudemos então a está.mau.va de (:\) dada

por Bhapkar pela matei.z de correlação usual

Neste caso
l
0,943 1

0,454 -0,364
0,531 -0,552
0,045 -0,083

f-

l

0,132 1

'0 ,103 -0 ,29

0,56 0 , 33 -0,42 0 ,24 0

0, 33 0 ,56 0 ,4 7 -0,].6 -0,16
-0,42 0,47 l -0,44 0, 51

0,24 -0,16 -0,44 l -0,18
0 -0,16 0, 51 -0,18 l
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e To = 62,94 , levando a rezei.ção da hipótese de homo

geneidade Hor ao nível de 5%

Para tentarmos a i.nteração calcularemo

«: - -\HF :-: -. . «: - ü ,- [©'.; ÕL'l' ]

S

u. - ul

.. p.-l A ' A-l.

: ( u:- u). IÇ' .;9a(P '
i:l

2
28. 3

/ ..:
42.7

( Uj. - U ) 1,12,

concluindo que não hã interação dos tratamentos com as

vara.áveis coordenadas (i.sto é os pera-s são paralelos) ao
nível- de 5%.

Note que T2 = To - TI - 64r06 levando também are-
jeição da hipótese de igualdade dos efeitos princi.pais
(ou igualdade dos perfis)
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