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INTRODUCAO

Nas mais diversas dreas cientificas e tecnolégicas, o pes-
quisador nao raras vezes se depara com o problema da estimagdo de

parametros de um modelo matematico cuja estrutura € da forma

y =X B + e
sendo,
y = (yi) um vetor nxl de observagﬁés
X uma matriz nxp de constantes conhecidas
B um vetor pxl de parametros |
e
e = (ei) um vetor nxl onde,

cada e € considerado uma perturbacao (ou erro) asso

ciado ao i-€ésimo valor observado e, satisfaz

E(ei) = 0 para todo i=1, ..., n.

De um modo geral, o problema da estimagao € o de encontrar,
com base no vetor das observagoes, y, um vetor y que de algum mo

do seja um "bom" estimador da E(y) = XB .

A solugao classica para esse problema, foi primeiramente es

- 1 =



tudada por Legendre e Gauss, em um trabalho onde, eles utilizam
o0 entao chamado Principio dos Minimos Quadrados que consiste em

achar um vetor ; € C(X) (espago gerado pelas colunas da matriz

X), tal que
. 2 . t a1
min [ly = a]" = min (y - XB) "(y - XB) = ||y - ¥||°.
n€ C(X) ne C(Xx)

Gauss (1821) e Markoff (1912) ocuparam~-se do problema adi
cionando ao modelo linear a condigao de que, o erro médio qua -
dratico para cada observacao Yio i=1l, ..., n, fosse igual a 02
onde, 6% & uma constante real positiva e desconhecida. Além dis

so consideraram que a correlagao existente entre cada par de

observacoes fosse nula.

Tais restricoes reduziram bastante a gama de situacoes ns

quais o modelo'pudesse ser aplicado.

A partir de 1935, varios trabalhos foram desenvolvidos ,
(ver, por exemplo Aitken (1935)) com o objetivo de estudar uma
forma de encontrar o "melhor" estimador linear de uma funcao

At B, X E Rp, admitindo'que a matriz de variancia e covarian-

cia do vetor das observacdes, y, fosse dada por

D(y) = o2 v

onde
02 >0 € uma constante real desconhecida

e

V € uma matriz nxn de constantes reais conhecidas e de

posto n.
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A'partir de 1940 varios autores entre os quais, Goldman e
Zelen (1964), mostram que a situacao geral (X e V nio necessaria
mente de posto completo) pode ser reduzida através de transforma
dores adequadas a situagdo inicial proposta por Gauss-Markoff.

Entretanto, como tais redugdes sdo complexas, tornou-se ne

"

cessario encontrar-se um modo mais simples de se obter um
g o

me -
lhor'" estimador linear de uma fungao paramétrica, A B, X € RP "
Cuja representagao seja valida para todas as situacdes do modelo

linear.

Zyskind e Martin (1969) assim como Rao (1971, 1972, 1973 ,
1975, 1978) e outros ocuparam-se em obter uma teoria unificada
para a representagao de tais estimadores no modelo linear cuja

situagao fosse geral.

Entretanto, nestes artigos, os autores tiveram que se preo
cupar em obter também um suporte computacional eficiente sobretu.
do para o calculo de "Inversas Generalizadas" o que, ainda tor-

nam tais representagoes um tanto dificeis de serem obtidas.

Considerando a importancia prdtica do tema, procuraremos
apresentar de forma diddtica uma caracterizagao do '"melhor" esti-
mador de X B, sem.fazer referéncia a inversas generalizadas, uti
lizando o argumento apresentado por Rao (1967) denominado ajusta

mento por covariancia.

Este trabalho foi organizado em quatro capitulos, da se~

guinte forma:

’

A notagao e os pré-requisitos necessarios para uma melhor

compreensao do texto, foram apresentados no Capitulo 1.
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0 segundo capitulo é dedicado a um estudo detalhado da A-
proximagao dos Minimos Quadrados sugerido por Legendre e Gauss,
e, onde, obtemos que o vetor ajustado, y, de y por vetores de
C(X) (espago gerado pelas coluna da matriz X) € igual & proje-

gao ortogonal de y sobre esse espago.

Ainda neste segundo capitulo, admitindo E(e) = § observa-
mos que o conjunto de estimadores de uma funcao paramétrica AtB,
» e RP, & dado por fungoes lineares das observacoes, y, da for-

ma
at y + pt y onde,

a € um vetor nxl pertencente a C(X)

p € um vetor nxl pertencente a C(X)l (espaco complementg
ortogonal do espago C(X) em relacao 5'Rn). Completando a
estrutura do modelo linear y = XB + e com as restricoes do Mode-
lo Linear de Gauss-Markoff (E(e et) =021n) obtemos que o '"'me -
lhor'" estimador de XB € ﬁnico e, € igual ao vetor ajustado y de
y ﬁor vetores de C(X) obtido pela aproximacio dos minimos quadra
dos.

No terceiro capitulo mostramos que, com as restrigoes E(e)=

2 V, a singularidade de V induz em algumas res -

t
=@, E(ee) =0
trigoes no vetor das observagdes, -y, e no vetor dos parametros |,
B . Além disso, com essas restrigoes, € possivel encontrarmos um

conjunto de funcgoes lincares da forma cty, c € Rn, c#f, tais que



E(c’y) = 0

e

var (cty) = 0

. ’ ~ - . t
Assim, como poderemos observar uma funcao paramétrica A B,
A€ RP, pode admitir distintos '"melhores" estimadores como funcgio
das observagoes embora, o valor numérico de todos eles sejam i-

guais.

Ainda, neste terceiro capitulo mostramos que, dependendo da

relacao existente entre a matriz X € a matriz ann o "melhor"

nxp
estimador de uma funcao paramé€trica AtB A € RP, pode ser obtido

através da solucdao dos minimos quadrados.

Utilizando o argumento apresentado por Rao (1973) finaliza
mos o terceiro capitulo caracterizando o "melhor' estimador de
XB como sendo a projegao das observagbes, y, sobre o espacgo
C(X) segundo a direcao dos vetores do espago C(VZ) énde, Z € uma

matriz de posto coluna completo tal que C(Z) = C(X)™ .

Finalmente no quarto capitulo, com o objetivo de facilita~
mos o entendimento da teoria, apresentamos dois exemplos de mode

los lineares obtidos em experimentos aleatorizados.



CAPTTULO 1
ALGUNS RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAR

Com o objetivo de facilitarmos o entendimento dos capi-

tulos subseqlientes, descreveremos aqui alguns resultados da

teoria das matrizes, assim como também alguns resultados de

Klgebra Linear relacionada com projetores e projetores orto-

gonais.

Para atingirmos o proposito deste capitulo, por conveni-

encia, admitiremos que os espagos vetoriais sejam todos es-

pagos vetoriais reais com produto interno denotado por’ (x,y)

‘onde x e y sdo ambos vetores do mesmo espago.

1.1 - ALGUMAS DEFINIGOES E NOTACOES

DEFINICAO 1.1 - Seja E um espaco vetorial, onde

n

EcR".
Entao, para todo vetor y €E
1
y = | <] com Y ER, i=1,...,n
Yn

e ainda

(1.1)



t

y = vetor transposto de y «— yt = (ylz...:y ) (1.2)

n

DEFINIQRO 1.2 - Sejam E; e E, dois espagos vetoriais.
Chama-se operador linear ou transformagao linear de E1 em

E, a toda aplicacao

T: El — E2 tal que

a. T(x,y) = T(x) +T(y) para todo x e y €E1;

b. T(ax) =aT(x) para todo x EEl e a ER.

OBSERVAQAO - Um operador linear

.T: E. — E, € tambem chamada de

1 1

endomorfismo de‘E1 (1.3)
DEFINICRO 1.3 -.Chama-sé'nﬁcleo dé um operador linear

T: E, — E,,

ao conjunto de ;odos os vetoresAx €E1, tais que

" T(x) = @ (vetor nulo) } (1.4)
'NOTAGAO - |

nucleo de T = ker(T) = {x €E1| T(x) =¢} (1.5)

o conjunto
Im(T) = {y €E2léxiste x €E; tal qué

T(x) =y} & denominado imagem de T (1.6)



Observe que Ker(T) e a Im(T)

sao sub-espacos de E. e EZ’ respectivamente. & (1.7)

1

DEFINICAO 1.4 - Seja E um espago vetorial e T um endomorfismo
de E.
Chamamos de transformacdo adjunta de T a transformacao il

tal que

(T(x).y) = (x,Tt(y)) para todo x e y €E .

e ainda, se [T], =A =matriz de T com relacao a base B de E (ver

B

Halmos (1978 ), pg. 109, temos
t »

]B A

[T t

onde

At = matriz transposta de A. (1.8)

DEFINIQKO.l.S - Seja E um espacgo vetorial e T um endomor £ismo
de E.

Dizemos que T €& auto-adjunta (ou simétrica) se, e somen-

.te se,
T=T"
ou equivalentemente [T]B =A.=At, ou seja, a matriz de T com
relacgao a
uma base B de E € uma matriz simétrica. (1.9)

DEFINIGAO 1.6 - Dizemos que um endomorfismo T de E & idempo-

tente se, e somente se,



T2 = ToT = T (1.10)

ou equivalentemente se

[T]B =A

entao T € idempotente se, e somente se,

A* = A ou seja, a matriz A &€ idempotente. (1.11)

DEFINICAO 1.7 - Seja E um espaco vetorial de dimensao finita
e T um endomorfismo de E.
Dizemos que T e positiva definida (p.d.) (ou positiva se-
mi-definida (p.s.d.)) se
T=T

e para todo y €EE (T(y),y) =20, onde
(T(y),y) =0 +—y =¢ (1.12)
(ou T =Tt e para todo y €E (T(Y),y) >0, onde

(T(y),y) = 0 para algum y =0). (1.13j

'DEFINIGAO 1.8 - Seja E um espaco vetorial de dimensio finita
e T um endomorfismo de E.

Dizemos qué T € positiva se, e somente se,
T € positiva definida ou positiva semi-definida.(1.14)

Equivalentemente se

[TFIB =A

entao T e positiva se, e somente se,



- &
A =8B para alguma matriz B tal que

posto (B) = posto (A)

e neste caso, diremos também que

A € uma matriz positiva. (1.15)

DEFINICAO 1.9 - Seja E um espago vetorial e T um endomorfismo
de E. Um auto valor de T & um escalar X ER tal que exista um

vetor nao nulo x €E com

T(x) = Xk.‘ (1.16)

Se A é um auto valor de T entao para todo x €E tal que

T(x) = Ax dizemos que X & um auto vetor

de T associado ao auto yalor A (1.17)

—

Equivalentemente, se [T], =A entao A € um auto valor de

B
T e x EE € um auto vetor de T associado ao auto valor A se, e
somente se, AX = AX.

Neste caso, costumamos dizer também que A € um auto va-

lor da matriz A e x € um auto vetor de A associado ao auto va-

lor A ' | (1.18)

DEFINICAO 1.10 - Seja E um espago vetorial e x e y dois veto-

res de E.

Dizemos que X e y sao ortogonais se, e somente se

(x,y) = 0. « " (1.19)

Se S & um conjunto de vetores em E, dizemos que S & -um

conjunto ortonormal se, dois quaisquer vetores distintos de S



sio ortogonais e para todo vetor x €S temos que

(x,x) =1 | - (1.20)

DEFINICAO 1.11 - Seja E um espago vetorial e S um sub-espacgo
de E. ‘

Dizemos que o vetor X €E e ortogonal a S se e somente,se

(x,y) = 0 para todo vetor y €S. (1.21)

DEFINICAO 1.12 - Seja E um espago.vetorial e S um sub-espaco
de E.

Dizemos que o sub-espacgo St de E & o espago complemento

ortogonal de S em E se e somente se,

para todo y €st — y & ortogonal a S. (1.22)

1.2 - ALGUNS ASPECTOS SOBRE MATRIZES

Considerando A uma matriz m xn de numeros reais, temos

DEFINICAO 2.1 - O espaco vetorial gerado pelas colunas da ma-
triz A (espago coluna de A) ¢ igual ao conjunto devetores y'€Rm

tal que

<
I

Ax para algum vetor x €R"

simbolicamente

C(A) {yERm/y=Ax para algum xeRn}.

DEFINICAO 2.2 - O espago vetdorial gerado pelas linhas de A (es-

paco linha de A) & igual ao conjunto de vetores yGRn tal que



- T =
yt =xtA para algum x€R™

simbolicamente
n_ t__t n
L(A) = {yeR |y“=x"A para algum x€R }.
Observemos que

L(A) =c(aY) ; (1.23)

e também, se T € uma aplicacao linear de Rn em Rm tal que a
matriz de T com relagao as bases B, © Bm de R" ¢ Rm-respecti_

vamente, & dada por A, entdo Im(T) =C(A).
DEFINICAO 2.3 - O nﬁcleo da matriz A € igual ao conjunto dos

vetores x€ERT tal que Ax =@, simbolicamente

Ker (A) = {xeR?le=¢}.

PROPOSICAO 2.1 - O Ker(A) € igual ao espago complemento orto-
gonal de L(A) ‘ , ' ' F (1.24)

PROVA - Como, para todo yGKef(A) — Ay =0 e para todo
XGL(A) ~ (pOI‘ 1.22)

‘existe z€R™ tal que x =Atz, temos

!

.x) = (y.A%2) = (Ay,2) = @.2) =

YELB))* = (caty)y?

e portanto

Ker (A) = (C(AT)) .



COROLARIO 2.1 - Se A € uma matriz m xn de numeros reais, en-
tao

rR" 3
= L(A) ® Ker(A) (1.25)

1 : ' .
onde ® = soma direta de sub-espacos ortogonais.

COROLARIO 2.2 - Se A & uma matriz mxn simétrica, entao,

a) CAY) = L(A) = C(A) | (1.26)
b) Ker(A) = (C(A))* ‘ | (1.27)

e assim | |
R™ = C(A) 8 Ker(A). - a.zs)

PROVA - Trivial.
COROLARIO 2.3 - Se A € uma matriz m xmn, entdo
“KerAY) = c)?t (1.29)
e assim
1 : .
R" =c(A) @ Ker(At). (1.30)
‘PROVA - Trivial.

PROPOSICAO 2.2 - Se E. e E, sdo dois sub-espacos de R", entdo

1 2
a) - (El+EZ)l = EinE; - (1.31)
b) - (EJ*E;) = (EjnE)" (1.32)

PROVA |
_ ' : 11
a) - como E,cE +E) e E,cEj+E, — (E;*E,)7cE] e



L 1 L ol A
(E*Ep)"cB) — (By*Ep)"<ElnE,.

inversamente, como para todo vetor

y€E]nE, — y€E, e YEE

1 2

e para todo vetor x€E1+E2 — existe xleEl e XZGEZ tal que

X =X1 +X2

o

(por (1.21)) (y,xl) =0, (y,xz) =0, entdo
(.3 = (raxp*xy) = (7ox)) *+ (7,x,) = 0 —
fpor (1.21)) yG(E1+E2)l

y
e portanto, concluimos que

1

Lo
(E{*E,)" = EJnE

1
2°
L

1 ¢ E, por EZ

1 ’ em a) temos

b - Substituindo E1 por E

~

(E,+E,) " = (B)) ' (B

e como E. e E, sao sub-espacos de Rn, n: finito, entao

1 2
1 N1 -
(E1+E2) ElnE2
e portanto
1 L 1
El-FE = (ElnEz) ‘

2
PROPOSICAO 2.3 - Se A e B s3ao matrizes n><p‘e p xm, respecti-

vamente, entio
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posto (AB) = posto(A) -dim(C(AH)a(C(BNY). (1.33)

PROVA - Sendo AB uma matriz n Xxm, entao

dim(C(A)) = posto(A) = n -dim(C(A)™Y)

dim (C (AB)) =pos;o(AB) =n -dim(C(AB)™)

mas, como

c(aB)?t

Ker(AB)t = {XGRnlxtAB=¢} =

)
{x€R™| x A=p Ju {x€R™|x A20 e xtAB=p}

. onde esses dois conjuntos sao disjuntos e

(xer®|x%a=1 = c)*

fxeRnlxtAxﬂ e xCAB=p} = {XGRnlAtxiﬁ-"*(Atx)tBéﬁ} +—r
Atxec Aty e Atxec(B)*
temos que
dim(C(AB)Y) = dim c(A)* + dim{xer™|Atxeca®)nc (3) 1}

e portanto

posto(AB) = n -dim(C(A)*Y) -dim(c(A®)nC(B)*) =

posto(A) - dim(C(AT)nC* (B)).

EXEMPLO 2.1 - Se A € uma matriz m xn, entao

posto(AtA) = posto(A) = posto(At) = posto(AAt)
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pois

posto(AtA) posto(At) -dim(C(A)nC(A)l) = posto(At)

ppsto(AAt)

-

posto(A) -dim(C(At)nC(Af)l) = posto(A)
e como posto(A) =postoﬁAt), entao

posto(AtA) = posto(A) = posto(At) = pOStO(AAt).
PROPQSIQRO 2.4 - quondo as matrizes Cp xm e Am xn onde

postb(A) = n<m.

Se Bl = C(A) nKer(T) entao EinC(A) = C(PACt), onde
- P, = A(AtA)-lAt (1.34)
PROVA - Sendo Ei = complemento ortogonal de El em Rm, entib
By = C(A)nKer(L) «— Ei = (C(A)n_Ker(m))JL = por (1.32) =
= C(A)?! + (Ker(D))*? ) por (1.24) = c(A)* +c(ch
e

E2nC(A) = (C(A)* +Ca®))nC(A)

cA) tacc)+c(etnc(a) = cet)nc(a)

assim, como para todo yGRm,y€C(A) +«—— y =Ax para algum

n . s
?(GR -y = PA)’ e Yy 'PA}' = (Im'PA)Y =@
Qnde im € a matriz identidade de ordem m, e

PA = AGATAY " IAY. temos.
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yEE]nC(A) ~— y€E] e y€C(A) +—

yeC(@Y) e yEC(A) «—r

- ) t
y =Py ey = (I-PJy + C8

para algum BGRm e

. t t
Yy = PA)’ = PA(Im-PA)Y +PA(E B) ~—y = (PAE ) B
para algum vetor BeR™ e portanto E{nC(A) = C(PACt), onde

Py = A(AtA)T1At,

PROPOSICAO 2.5 - Para toda matriz Am xn temos
t,y _ t - . - '
ao) C(A"A) = C(A") . : . (1.35)
bO)C(AAt) = C(A) | : (1.36)

PROVA - Trivial usando o Exemplo 2.1 anterior lembrando que

‘C(AtA)cC(At) e tambem C(AAY)cC(A).

1.3 -PROJETORES E PROJETORES ORTOGONAIS

Definigao 3.1 Projecoes - Sejam E, e E, dois sub-espacgos do

espaco vetorial E tal que E =El'® EZ'
Seja P um endomorfismo de E. '

Dizemos que P € uma projecdo de E no sub—espag)Elsegnﬁo
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a direcao dos vetores e E, se, e somente se,

para todo vetor y€E tal que y = Yy *¥y, com yleEl e y2€E2'
P(Y) = yl‘

E claro que Im(P) = E, e o Ker(P) = E

1 2°

TEOREMA 3.1 - Seja E um espaéo vetorial e P um endomorfismo de

E. Entao,

P € uma projecdo de E +— P & idempotente. (1.37)
PROVA - Supondo El e E, dois sub-espagos de E tal que

E =E1 ® E2

e P projecao de E em E, segundo EZ' Temos,

1

~ para todo yl€E1 que P(Yi) =Y

.pafa todo y,€E, que P(y,) = @,
a;sim, como para todo y€E, y €& univocamente determinado por
y =y, ty, com yleEl e yZGE2
entao |
‘ P2(y) = P(~P(y)).= P(P(y;*yp)) = P(yy) =y, = P(y)

ou seja p? = P.
Reciprocamente, supondo de p? =P, mostremos que P & uma

projegad.
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Seja

E, = {y€E/P(y)=y} e E, = Ker(P).

h Claramente, E1 e E, sao sub-espacos de E tais que E = E1 ® E,

e Im(P) = Ep, pois, para todo y€E vale a identidade

y = P(y) +y -B(y) = P(y) + (I-P) (y)

\
I = operador identidade de E, escrevendo

yp = PO e y; = (Ig-P)(¥)

temos
P(yp = PO = P2(y) = P(y) - Y1
e | | '
P(y,) = PUI-P)(y) = P(y) -P2(y) = ¢
“ou seja,

y =¥y *ty, com yleE1 e yZGE2

‘e ainda para todo YEE; nE, tem-se que

YEE, e YEE, — por definigdo — P(y) =y e P(y) = @

e portanto y = ¢ — E = El ® E2 onde P (E)

ja P € uma projecdo de E na Im(P) = E1 segundo a direcao- de

Im(E) = El, ou se-

vetores de E2 = Ker(Pz).

TEOREMA 3.2 - Se P & uma projégio de um espago vetorial E,en-
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tdo, E @ a soma direta da Im(P) e do Ker(P). Reciprocamente,
se E &€ a soma direta de dois sub-espacos Bl e EZ’ entao, exis-

te uma Unica projegdo P, de E, cuja imagem & E, e cujo nlicleo

PROVA - Supondo P uma projecao de E entao por (1.37) P2 =P e
assim demonstrado de maneira identica a reciproca do Teorema

3.1 obteremos que a reciproca do Teorema 3.1, obteremos que

t
I

Im(P) ® Ker(P)

reciprocamente.

Se E =E ®E, eP € uma aplicacdo de E em E tal que

Im(P) = E, e Ker(P) = E

1 2

€ trivial que P & um endomorfismo de E tal que P2 =p ¢ portan-
‘to P € uma projecao de E em E, segundo a diregao de vetores de

Egs |
Suponto P* uma outra projecao de E =E1 ® E2 tal que '

Ker(P*) = E.

Im(P*) = E 29

1 5]

temos, para todo y€E, y & univocamente determinado para

Yy =¥y *ty, com y1€E1 e y2€E2

P*(y) = Yy = P(y) para todo y€E +— P* =P

ou seja P € a Unica projecao de E tal que Im(P) =E e Ker(P) = E

1 2
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PROPRIEDADE 3.1 - Seja E um espacgo vetorial. Um endomorfismo

P de E & uma projegdo ~«— (Ig-P) & também uma projegdo de E.

(1.38)

Alem disso, se

E, = Im(P) e E Ker (P)

1 Z

entao

E =_Ker(IE—P) e E, = Im(IE—P) (1.39)

1 2

2

PROVA - Como P & uma projegcao «— P“ =P (por 1.37), entao

2

P = P P(Ig-P) = @ «— (I;-P)2 = (I-P) «— I - P

E

e uma projecao de E, além disso, se Im(P) =E1 e Ker(P) =E2,.te—

mos P(El) = El” e P(EZ) = @, assim

(Ig-PY(E;) = Ip(E;) -P(E)) = ¢

i
tm

(Ig-P) (B,) =I5 (E,) -P(E,) = E,

ou seja

]

E

Im(IE—P) = EZ e Ker(IE-P) 1°

TEOREMA 3.3 - Se um espago vetorial E € a soma direta de uma

familia (M) 5.4 de sub-espacos de E, entao existe uma fa-

’C.o,s

milia (Pi)i=1 8 de endomorfismo de E que satisfaz as con-

9 ° 0 0 4

digoes



b) Im(P) =M., i=1,...,s
c) P.P. =0, sei=j, ie]j =1,...,s

1
S
d) Yy P. =1

PROVA - Supondo E = N& ® M2 ® ... 0 MS temos que para todo

y€EE existe um tnico Y;EM; tal que

Definindo Pi’ i=l,...,s uma aplicagao de E em E, tal que
CPL) =y e facil de ver que P., i=1l,...,s € um endomorfismo
de E, e satisfaz

2 _ _ -
.a) Pi = Pi (i=1,...,s) pois

2 _ _ -y = ‘
P;(y) = Pyj(P;(y)) = P;(y;) = y; =P, (y) para todo y€E

b) Im(Pi) =.Mi, pois, Pi(y)'=inMi para todo y€E —

S
P, (E) = Z P.(M;) = P;(M) = M,

e ainda, o Ker(Pi) = Ml ® ... ® Mi-l ® Mi+1 ® ... + Ms’ pois

como para todo y€E — Pi(Y) = inMj entao se P(y) = ¢, temos
que y; = 0 e reciprocamente se yi=0 ey =y1+...+yidfyiﬂf...yn
com ijMj, j=1,...,s e j =i entao Pi(y) =@, isto é, o vetor y
yGKer(Pi) € na realidade uma soma de vetores dos sub-espagos

MjAcom j=1,...,5; j =i
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Assim, como

Im(Pj) = Mj’ para j =1,...,s

Ker(Pi)_

I
@

LR e 7
=

entao para todo y€E temos
c) Pin(y) =,Pi(yj) =0 —Pp.P. =90
para i e j=1,...,s, i #j, e também, como

. S 3 .
d) vy =P1(y)-+... +Ps(y) -~ y==[i§1PiJ(y), temos

TEOREMA 3.4 - Seja E um espacgo vetorial e (Pi')i=1 Sumafa—

9 0 0 0

milia de endomorfismo de E tal que

a) P% “ Py 158 ,000,2

b) P.P. =@ sei=j, ie j=1,...,s

i
. s
c) Ip= IP
1i=1
Se, M. = Im(P.) temos
i i
dl) E = M1 6 ... 0 MS

dz) a familia de projecdes associada a decomposicdo do
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espago E = M, ® ... ® M_ e a propria familia (Pi)i=

l1,...,s

PROVA - Supondo Pi’ i=1l,...,s endomorfismos de E que satisfa-

zem as condigoes a), b) e c) e

Im(Pi) = Mi
s ‘ s :
certamente E = ) M., pois, por c) I_ = ) P., entdo para to-
. 1 : E 5 1
i=1 i=1
do y€E
oy = [ e )
Iz =y =| I P]00 = P
g) =y \igl i LR

onde Pi(y)EMi, i=1l,...,s, e esta expressdao para y € Unica,pois,

se

com inMi, digamos yi =Pi(yi), entao, usando,a) e b), temos

2 Lo _ _

S
- Bl

]
~

gj(y).= ¥

i

o que prova que E = M, ® ... ) M_ e ainda, como

®
j

Il o~>0n

Ker(Pi) Mj’ para j #1i

1

) .
e por a) Pi = Pi.Onde Mi Im(Pi) temos que

Py € a projecdao de E sobre Mi‘segundo a diregéo dos ve-
tores do
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Ker(Pi) = 0

M., para j =1i.
j J

o0

1

N

Geometricamente observamos entao que projecoes podem ser
usadas para descrever decomposigdes do espago vetorial E -em
somas diretas e vice-versa, ou seja, a familia de decomposi-

¢oes em soma direta estdao associadas a familias de projecdes.

Prosseguindo no espirito do Teorema 3.2 e Propriedade 3.1,
apresentamos, sem demonstragao, condigoes sob as quais algumas
combinacdes algébricas de projegdes sdo elas proprias proje-
coes. A demonstragao pode ser encontrada por exemplo, em Hal-

mos (1978) pg. 81 e Jacy Monteiro (1969), pg. 118.

TEOREMA 3.5 - Seja E um espago vetorial.

Se Pl e P_2 sao projecoes de E, entdo

a) Im(Pl)cIm(Pz) ~— P2P1 =-P1 ' (1.40)

b) Py +P, € uma Projecao <— P
ta esta condicdo, entdo

2P1 =P1P2 =0 e, satisfei-

)

Im(plsz) = Im(Pl) ® Im(PZ)
Ker(Pl+P2) = Ker(Pl)nKer(Pz). (1.41)

c) Pl-P2 € uma projecao -— Ple =P2P1 =P2, e, satisfei-

ta esta condigao, entao

Im(P —PZ) = Im(Pl)nKer(Pz)

1
.

Ker (P;-P,) =Ker(P,) exm(pz) (1.42)
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d) Se Plpz = P2P1 = P, entao,

dl) P € uma projecao de E, onde

Im(P) = Im(Pl)nIm(Pz)

e o
Ker (P) = Ker(?l) +Ker(P2) (1.43)
d2) Pl-sz -P € uma projecao de E onde
Im(P1+P2—P) = Im(Pl) +Im(P2)
e o

]

Kef(Pl+P2-P) Ker(Pl)nKer(Pz) (1,44)

Enunciaremos agora um teorema de grande importancia no es-
- tuo de estimagao em modelos lineares no qual utilizaremos os

sub-espagos gerados pelas colunas ou linhas de uma matriz.

TEOREMA 3.6 - Se E, e E, sao sub-espacos de E tal que E =E; ©

(0 EZ’ entao, uma condigdo necessaria e suficiente.para que E1

e E2 sejam invariantes sob um endomorfismo V de E & que

PV = VP ou seja,'V e P comutam,

onde

P & uma projecao de E em E, segundo E,. (1.45)

1

PROVA - _Supondo que PV =VP onde P € uma projecdao de E em E1

segundo E2 temos,

se y€E;, V(y) = VP(y) = PV(y) — V(y)€E;

se YEE,, V(y) = VP(y) = V(@) = § — V(y)€E,

e portanto, E1 e E2 sao invariantes sob V.
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Admitindo agora que El e EZ sao invariantes sob V temos

para todo yGE1 —+-V(y)GEl e P(y) =y — PV(y)

=V(y) = VP(y)

para todo y€E,; V(y)EE, e P(y) = @ — P(V(y))

=PV(y) =0 = VP(y),

e y2€E2, entao

assim, como para todo y€E, y =yl+y2 com yleEl

PV(y) = PV(y;) +PV(y,) = VP(y;) +VP(y,) = VP(y)

e portanto
) PV = VP

Halmos (1978) pg. 98 éfirma'que

TEOREMA 3.7 - Se’E € um espago vetorial de dimensio finita. Cor-
respondente a qualquer endomorfismo V em E, existe uma trans-

formagdo linear inversivel T em E tal que -

TV & uma projegao de E'sobre a Im(TV) segundo a diregdo

dos vetores do Ker (V).

Uma classe especial de projetores podera ser encontrada
quando o espaco vetorial E- & decomposto em soma direta de um

sub-espaco E1 de E e do seu complemento ortogonal em E.
Tal classe e definida por:

DEFINICAO 3.2 Projetores Ortogonais - Seja E um espaco veto-
rial com produto interno e E1 um sub-espaco de E.

_ 1 , & .
Entao, se E =E1 ® E, onde E2 =Ei € o unico sub-espacgode
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E que completa ortogonalmente El em E e, P &€ um endomorfismo
de E.
Dizemos que P € uma projecao ortogonal de E em El se, €

somente se,

P projeta vetores de E em E. segundo a direcdo dos veto-

1

L : )
res de El. . . .

PROPRIEDADE 3.2 - P €& uma projegao ortogonal de E no sub-es-
pago'E1 de E «— (I-P) € uma projecao ortogonal de E no sub-

espago Ei . (1.46)
PROVA - Imediata usando a Propriedade 3.1.

TEOREMA 3.8 - Seja E um espago vetorial com produto interno e °
P um endomorfismo de E.
Entao, P € uma projegdo ortogonal de E se, e somente se,’
P2 =P e P =Pt, ou seja,
P ¢ simétrica e Idempotente, (1.47)

e ainda, se P & uma projecio ortogonal de E, entao

¥y€E [P(Y)] <y, | (1.48)
onde || "==norma:do vetor.

PROVA - Supondo P uma projecao ortogonal de E, temos por (1.37)

P2 = P e ainda, como Vy€EE temos

(P(y),yz) = 0, para todo yZG(Im(P))l

entao,
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(P(y).yy) = 0PE(y,)) = o (VyeE) «— pC(y,) = @

para todo yZG(Im P)l

de modo analogo,como por (1.46) I-P & também uma projegaoor-

togonal de E sobre o Ker P = (Im P)l segundo a diregao dos ve-

tores da (Im P)’ Tonos

¥yEE e yleIm(P)
((T-PY()yy) = (b, (TP F(y))) = 0
(1-P) " (yy) = ¥y =PC(y;) 70 > P (yy) = ¥

logo, como para todo yEE — y = Y1 +y2 com ylelm(P) e)be(hmﬂl

temos

* Pt (y) = Pt()’1+y2) = Pt(yl) +pt (y,) = ph(y) = y; = POY)

para todo yEE ~— pt P,

2

inversamente, supondo P” =P =Pt temos, P2 =P =~ por (1.31) P

€ uma projecgao de E na Im(P) segundo a direcao dos vetores do

Ker (P).
| Mostrando que KerP = (Im P)! temos: se
yGIm(P) e xEKer (P)
entao,

(x,y) = (P(Y)) = (PE(x),y) = (P(x),y) = (B,y) = 0
ou seja (XKerP) = (Im P)l, ainda,

Supondo P uma projecao ortogonal de E temos
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VYEE, 0s [P = (P().P()) = (P(Y).y)

e portanto por (1.14) P & positiva.
Como I -P & também uma projecao ortogonal de E entao I-P

e positivé e nortanto
IylZ = 1P =0ry) - PP = (v.y) - (P(y),y) =

= (I-P) (y),y) 20 — |p(y)| =l¥l.
COROLARIO 3.1 - Se E &€ um espaco vetorial com produto interno .
e P & uma projegﬁo‘ortogonal de E entdo os auto valores de P
sao iguais a zero- ou um e;.os auto vetores de P associacao a

auto valores distintos sao ortogonais. ' (1.49)

PROVA - Supondo P uma projecao ortogonal de E e AER temos que,

se A & tal que

—

Px = Ax onde x=#@%, X€E — P(P(x)) = sz = Px = AX
€
2 2 .
P(P(x)) = P(AX) = AP(X) = A“X “—— Ax = A'X +—
(A-A5)x = p = 2-22% =0

(pois,

e tambem, se

P(Xl) = klxl para algum xleE e Xy z

€EE e x_, =20

A X_, para algum X, 2

Psz) 272



- 26 -

temos

1]

A (g oxp) = (gxpax,) = (Plxg)ax,) = (x).P(x,) =

(xl,kzxz) = Az(xl,xz),

assim,

" se Al #Az entao (xl,xz) = 0 ou seja os auto vetores de

P associado a auto valores distintos sdo ortogonais.
TEOREMA 3.9 - Seja E um espacgo vetorial com produto interno. °

Se P ¢ um endomorfismo de E tal que

p2 = p e IP()| <]yl para todo y€E entdo P =P%. (1.50)

PROVA - Como P2 =P — (por 1.37) P & uma projecdo de E na Im(P)

segundo o Ker(P) basta entdo mostrarmos que
(Im P)* = Ker(P) ou (Ker(P))* = Im(P).

Para este proposito, temos:

VxE(Ker P)* e y = P(x) -x

temos que x€E(Ker P)* e yGKer(P) assim

H

P(x) =x+y com (x,y) = 0 — [P(x)]% =

(P(x),P(x)) = (x+y,x+y) = (x,x) +

+

ay) = I +lyll % < 1% % «— Jy] <

A

O-(—-)»y=¢

ou seja [|P(x)] [ x| ~— x€Im(P) e portanto (Ker(P ) <Im(p).

Como dim(Im(B)) = dim(E) -dim(Ker(B)) e a
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dim(Ker(P))* = dim(E) -dim(Ker(P))

temos dim(Im(P)) dim(Ker(P))

(Ker(P))*.

e portanto Im(P)

Observe que o Teorema 3.5 permanece valido se a palavra

projecao € qualificada no contexto como ortogonal.

Isto € uma consequéencia imediata da caracterizagdo prece-
dente de projegoes ortogonais e do fato que soma e diferenca
de transformacGes auto-adjuntas € auto-adjunta, enquanto o pro-
duto de duas tranéformag6es auto—adjgnta € auto-adjunta se, e

somente se elas comutam. (1.51)
Generalizando o teorema da soma para projecoes ortogonais, temos

TEOREMA 3.10 - Seja E um espago vetorial com produto interno.

Seja ainda P ..,PS projecoes ortogonais de E.

10"

Uma condigdo necessaria e suficiente para que

s
P= 7 P, seja uma projecdo ortogonal de E
i=1
e que Pin =@, para i #j, i e j=1,...,s
ou seja, a imagem de Pi e Pj para i #j sao ortogonais (1.52)
s
. PROVA - Supondo Pi’ i=1,...,s e P= ) Pi projecoes ortogonais
i=1

de E, temos por (1.48) para todo x€E

1P <l x]l

mas, Como
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2 2 -
IPCON = x| «— 1PCOI" < [x[®

P2 = (P(x),P(x)) = (PEP(x)),x)

S
=200 = (Pe0.x = [ ] P00 .x]
i=1 .

S s ' ’ ’
= (00,0 = 3 P 00l% <l
i=1 i=1 .
entao, se xGIm(Pi) para algum i, i=1,...,s temos

Pi(x) = X e portanto
S 2'
X "PJ(X)" <0 «—

J=1
j=i

[]Pj(x)"2 = 0 para todo j, j #i, i € j =1,...,5 «—
Pi(x) = 0« x€Ker (P) = (Im(Pj))l

para todo j, j #1i, i e j=1,...,s

ou seja, Im(Pi)c(Im(Pj))l para todo j, j =i, i e j=1,...,s

reciprocamente,

e imediata usando inducdo finita sobre s >2 e o teorema 3.5

‘para projecOes ortogonais.
Finalizando nosso estudo de projecoes temos,

TEOREMA 3.11 - Se P, e P, sao projegoes ortogonais de E, en-

tao as seguintes condigoes sao mutuamente equivalentes
a) [P, ()] <|P,(x)| para todo x€E

'b) Im(Pl)cIm(Pz)
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c) P,P; = P
d) PP, = P,.
PROVA - Supondb, P1 e Pz projecoes ortogonais de E temos

pelo Teorema 3.8 P, = Pt e P_ = p

pelo Teorema 3.5 Im(Pl)cIm(Pz) e PZP1 = P1 e portanto,

€ trivial que

]
e}

Im(Pl)cIm(Pz) e P2P1 = Pl +f+ P1P2 1

mostremos que a) +— b).
Supondo que HPl(x)H S"PZ(X)" para todo gGE, entdo, se
x€Ker(P2) —r P,(x) = ¢
— 1P, GO = 02]P GOl — [P, ()] = 0 —
f—+ Pl(x) 5'0 f—+ xe(Pl) ou seja Ker (P
e portanto
Im(P,) = (Ker(Pl))lc(Ker(Pz))l ; In(P,)
supondo que Im(Pl)cIm(Pz),

entao, por a) b) e c)

P2P1 = P1P2 ='P1 vf* (por 1.42)

Py -P, € uma projegdo e também satisfaz por hipotese

- t ot ot _
(P,-P)" = P; ~P] = P, -P,
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assim, para todo yEE
I, 07 1P G017 = (P, ()P, () - (B ()P () =
= (P,(0),y) - (PL(¥)y) = ((P,-P)(¥),y) =
=(P,P,) (7), (P,=P,) (¥)) = Ii ®,-2) 1?20 —

2 2
"PZ(Y)H ZHPl(Y)H para todo yEE,

ou seja
Ip, ()1 =1P; ()| para todo y€E.

- 1.4 - PROJETOR ORTOGONAL ASSOCIADO A UMA MATRIZ

DEFINICAO 4.1 - Considerando uma matriz an ; X =(X(j))’ onde

P

() j=1,...,p, sao vetores nX1€Rn, e

p: R — R" um operador projecao ortogonal de R™.

X

Entao, se

Im(P) = C(X) dizemos que P & uma projecdo ortogonal de
R" sobre o espaco coluna de X
DEFINICAO 4.2 - Seja X uma matriz nxp e P um opérador proje-
¢ao ortogonal de R sobre C(X).

Define-se cos(y, C(x)) para todo yER™ ao cosseno do angu-
lo entre o vetor y e a sua projecgao ortogonal sobre C(X), ou

seja

cos(y,C(X)) = cos(y,P(y)).

Uma forma matricial para apresentar o operador projegao orto-



gonal sobre C(X) € dada por:

TEOREMA 4.1 - Para toda matriz X n xp de posto r <min(n,p) e-

Xiste uma matriz B p xn tal que

xtxB = x*
e,se
P, = XB
entao
PX representa a matriz do operador projecao ortogonal so-
bre C(X) e ainda, P_ = XB & dnica (1.53)

X

PROVA - Como, por (1.35) temos

C(XtX) = C(Xt) entao, para todo y€eR™,

existe beRP tal que xtxb = Xty.

Fazendo y sucessivamente igual a

Jl se i=j
y. =(d..), j=1,...,n, onde dij =
0 se i#j

temos que existe bj’ j =1,...,n,€Rp tal que

t - t - Lt
Xy 7 XYy TG

onde x(j) =j-ésima lina de x, assim, tomando B =(b1:...:b )

temos que existe uma matriz B p xn tal que

xtxB = xt.



Fazendo P, =XB temos que Py ¢ a matriz do operador pro-
jecao ortogonal sobre C(X), pois,

t _ .
a) PX = PX pois,

XtxB = xb «— BExtx = x

assim,

P, = XB = BUx"xB = B'x" = (xB)* = plix

- b) Pi =.PX, pois

(P)% = OB)(xB) = (xB)T(xe) = BEXTxp - BEXY - p

c) posto(Pi) = posto X, pois

como

1l

posto(X) posto(Xt) = posto(XtXB) £

N

posto (XB) <posto(X),
entio
posto(BX) = posto(X)

e como C(Px)EC(X) concluimos que C(P&) = C(X) e portanto, por
a), b) e c) concluimos que P, = XB & a matriz do operador pro-

jegao ortogonal sobre C(X).

A\

Supondo que exista uma outra matriz P; XBl onde Blé u-
ma matriz pxn tal que Xt'XB1 = Xt, temos entao que, P; € tam-

bém uma matriz do operador projecao ortogonal sobre C(X). Te-

- mos para todo yeRn'



tosew - vto _ yt
X'Pry = X'y = X'P y «—

t -
— X (P;}' -ny) = () «—
* -t _ L
+—4-ny —nyGKer(X_) = C(X)
e como
P;y —ny = XBly = X(Bly—By)GC(X)

temos

4

* - = - * = n
ny Py @ —— ny ny para todo yER

entao, concluimos que PY = P

DEFINIGAO 4.3 - Seja X uma matriz n xp.
Define-se matriz do operador projecao ortogonal sobre

C(X) a matriz
P_= XB onde B & uma matriz p xn tal que

xtxs = xt.
Como, a relacgao entre X e B € tal que

(xB)t= ¥B e

XBX = (xB) ®x = Btxtx = x

entdo, concluimos que B € uma inversa generalizada de X de mi-

nimos quadrados (ver Rao § Mitra (1969). (1;54)

Assim, um aspecto importante da matriz do operador pro-

jegcao ortogonal sobre C(X) € que ela & obtida da aproximacdo
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de minimos quadrados e portanto aproxima o vetor yER por ve-

tores pertencentes ao sub-espaco C(X) de R". Tal fato, sera

estudado com detalhes no Capituio 2

" Algumas das propriedades a respeito de Px =XB sao conse-

qiiencias imediatas das propriedades dos operadores projecao

ortogonal e portanto faremos apenas cita-las.

PROPRIEDADES DE P_ - Se X'€ uma matriz nxp de posto rs<min(n,p)

e P, =XB € a matriz do operador projecao ortogonal sobre C(X)

a P
entao, P

I)

I1)

I11)

satifaz as seguintes propriedades:

I —PX & a matriz do operador projecao ortogonal sobre

cx)t (1.55)

Para todo vetor yGRn

Py ¢ d projecdo ortogonal de y em C(X) (1.56)
e
(I—Px)y e a projegao ortogonal de y em C(X) - (1.57)

Se A & uma matriz nxr de posto r tal que C(A) = C(X)

entao

P, = P | (1.58)

PROVA - Supondo C(X) =C(A) onde A €& uma matriz nxr de posto r

temos

C(X) = C(A) = C(x)l = c(A)?t

e como para todo vetor yGRn,y € univocamente detérminado por
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y = Py +(I-P )y = P,y +(I-P,)y
(usando (1.56) e (1.57))

onde P_yEC(X) e P,yEC(A)
1 L .
e (I-P)YEC(X) e (I-P,)yEC(A)

entdo por hipotese vale a igualdade acima apenas quan-
do

- n < -
ny = PAy para todo YER ou seja Px PA'

IV) Se as colunas da matriz A formam uma base ortonormal

de C(X) entdo, p_ = ARt (1.59)

PROVA - Supondo que as colunas da matriz A formam uma base or-

togonal de C(X) temos

 AA =TI e C(A) = C(X) .

Como por definicao P, = AT é a matriz do operador projecio or-
~ togonal sobre C(A) apenas quando C satisfaz AtAE = At, entao,
se P, € a matriz do operador projecdo ortogonal sobre C(A) te-

A
mos que

e assim, como C(X) = C(A) onde

P, = AAY — (por 1.58)"

V) Os auto-valores de PX sao iguais a zero ou um. (1.60)

Estudemos agora as partigoes de C(X) como fonte geradora



de sub-espagos que decompdem este C(X) em soma direta de sub-

espagos ortogonais. -

PROPOSICAO 4.1 - Se X ¢ uma matriz nxp e X i=1,...,s, sao

i 9

p.» entao,

ne~—n

matrizes n xPs respectivamente onde p =

i=1 *
s
X = (X1:X2:"‘:ks) ~— C(X) = iZlc(xi) (1.61)
PROVA - Supondo X = (Xlz...:XS) temos, para todo AeR™ tal que
AGCL(X) entao,
t Lty . _
A K(Xl ..... Xs) P <~
t, . t, . t _
<~ (A Xy AXpieead X)) = P

- AtXi = @ para todo i=1,...,S <—

S -
«— e [l c(x)* «— (por (1.31))

i=1
s L
AG[ ) C(X.))
. L i
i=1
" v
e portanto ] C(X;)<C(X) -
. 121
Como *
' s T s ' s-1 s
dim[ y C(Xi)]'= ) dim C(X;) - L) dim(C(X;)nC(X;)) =
=1 i=1 i=1 j=I1+1 J
s s s
= ] posto(X;) - ] } dim(C(x;)nC(x;)) =
i=1 i=1 j=1i+1 J
= posto(X) = dim(C(X))
. s
concluimos que C(X) = } C(x;) reciprocamente e trivial que
i=1

X =(xl:...:x

) onde X. sao matrizes nxp. com
s i i. _



TEOREMA 4.2 - Se X =(X1:X2) onde Xi’ i=1,2, sao matrizes nxp,

respectivamente, com Pq +p2 = p entao, se

P ¢ o operador projecdo ortogonal de R™ sobre C(X)
12 &

P1 é¢ o operador projecao ortogonal de R™ sobre C(Xl)

temos que

L
C(X) = Im(Py) & Im(P;,-P;)

onde

Im(PlZ-Pl) = Im(Plz)nKer(P

1)

’ 1
Ker(Plz—Pl) = Im(I—Plz) ® Im(P (1.62)

1)'
PROVA - Supondo X = (Xl:XZ) e

P, © operador projecdo ortogonal de R sobre C(X)

pi o operador projecgao ortogonal.de R™ sobre C(X1)
temos

Como X = (Xl:XZ) e CCXl)cC(X) — Im(Pl)cIm(Plz) —_—

— (teor 3.11)
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Plzpl = P1P12 = P1 — (extensao de (1.42)

para projecgoes ortogonais)

P,,-Py ¢ uma projecdo ortogonal onde

Im(plz—Pl) = Im(PlZ)nKer(Pl)

) 1
Ker(PlZ—Pl) = Im(I-Plz) ® Im(Pl)

e ainda, como

- (I-PIZ?Pl = Pl(I~P12) = ¢ — (extensao de

(1.41) para projecoes ortogonais)

P+ (P P € uma projecdo ortogonal sobre a

1¥(Pyp-Py) = Pyy

| L
Im(Py+(Py,~Py)) = Im(Py) ® Im(Py,-P,)

€ como

Im(P1+(P12—P )) =Im(P = C(X)

1 12)

entdo concluimos que

. 1
C(X) = Im(Pl) ® Im(Plz—Pl)

onde

Im(Plz—Pl) = Im(Plz)nKer(Pl).
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Observe que tal decomposicdo pode ser estendida para uma
partigao de C(X) em mais de dois sub-espacos de C(X) como por

exemplo:

PROPOSICAO 4.2 - Se X = (Xy:X,:X5), onde X., i=1,2,3, sdo matri-

zes Nxp, respectivamente, com

entao, se

Pio3 € o operador projecdo ortogonal sobre C(X)
P12~é o operador projegdo ortogonal sobre C(X;:X,)

Py e operador projecao ortogonal sobre C(Xl),

temos que

. L L :
C(x) = Im(Pl) C] Im(Plz—Pl) ® Im(Plzs—Plz)
onde
In(Py,-Py) = Im(Py,)nKer(P))
Im(PlZS-Plz) = Im(Plzs)nKer(Plz). (1.63)

PROVA - Analoga ao Teorema 4.2.

Da mesma forma que existe B tal que xt = xB = x% po-

pxll

~demos demonstrar que existe uma matriz Cpxn tal que
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th = XtCt ¢ a Unica matriz do operador projegao ortogo-

nal sobre C(X%) = L(X). | (1.64)

DEFINICAO 4.4 - Seja X uma matriz nxp.
Define-se matriz do operador projegao ortogonal sobre

c(x®) = L(X) = espago linha de X & matriz Pt = xtct, onde C

€ uma matriz pxn tal que xxtct = x. : (1.65)
Considerando,'a matriz‘G =CXB, onde B e C sao matrizes
pxn satisfazendo xtxB = xt e XXtCt = X, respectivamente (1.66)

temos

PROPOSICAO 4.3 - A matriz G definida em (1.65) & unica para

qualquér escolha de B e C. (1.67)
PROVA - Supondo B1 e B2 quaisquer duas matrizes tais que
x*xB, = x* e x*xB, = x°

a C1 e C2 quaisquer duas matrizes tais que

/ BT tat _
XX"Cy = X e XX'Cy = X

temos por (1.53) e (1.64) que

e C,X = C,X

XB é XBZ 1 2

1

assim, se Gij = CiXBj para };j =1,2, entao N

C1XB1 = CZXB1 = CZXB2 = C1XB2

ou seja,
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= G

Gij 115 para todo i,j,1i',j' = 1,2 e assim prova-se

que G €& unica. Mas, ainda G satisfaz as seguintes proprieda-

des:

I) XGX = X pois

como para toda matriz C tal que
XX"C™ = X ' (1.68)

e para toda matriz B tal que

X'xp = x* (1.69)

entao se G =C B como em (1.66) temos
XGX = XCXBX = por (1.68) XBX = por (1.69) X.
II) GXG = G pois

G = CXB — CXBXCXB = (1.69) CXCXB = (1.68) CXB = G

I11) (X6)* = XG pois

x6)t = ¢t = thtc.txt = 3% = xB = xcxB = X
V) (6x)% = GX, pois

Gx)*t = xtet = EREAtCE = xbeh = ox = CxEK = GX

I
=

que sao as condigOes para a Unica inversa de Moore-Penrose (ver

Rao § Mitra (1971)).

A inversa de Moore-Penrose & importante na solucao de sis-

tema lineares consistentes, como veremos:
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PROPRIEDADE 4.1 - Seja X uma matriz nxp se, Xy =c & um siste-

c ¢ dado

ma linear consistente entao a solugao geral de Xy

por
- + oz p
y =X c +(Ip—X X)z para todo vetor z€ERY, e onde
+

X = CXB € a unica inversa de Moore-Penrose.

PROVA - Sabe-se que a solucao geral do sistema Xy = c consiste
de uma solucao particular arbitraria combinada com cada solu-
¢ao de Xy =_¢ que sdo os vetores pertencentes ao nucleo de X.
Assim, se posto X = r entao, posto (Ip—x+x) = p -1 e portanto
o espacgo coluna de (Ip—x+x) e de dimensao p-r, e assim éomo

x(Ip-X+X) =P ea dim(C(Ip—X+X)) = dim N(X)

entao, podemos concluir que
: . )
C(IP—X X) = N(X)
e portanto, a solucdo geral de Xy = c €

y = X+c +(Ip—X+X)z para qualquer vetor zeRp.

Um outro aspecto de gfande importancia de X" & dado por (Rao
& Mitra: (1971) onde eles -mostram que X" = CXB é a solugao de

Minima Norma do sistema de equacgoes consistente Xy = c.

0000000
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CAPITULO 2
CARACTERIZACAO DO BLUE

NO MODELO DE GAUSS-MARKOFF

2.1 - APROXIMAGCAO DOS MINIMOS QUADRADOS - Seja

y = (y.), i=1 ... n, um vetor de R"

i
X = (x(j)) uma matriz nxp conhecida de posto r <p
onde
X(3) j=1, ... , p, sao vetor nxl de R"
e
B = (Bj), j=1, ..., p, um vetor de RP
Considerando o modelo
y =X B+ e onde e & um vetor nxl de perturba -
cao ou erro (2.1)
temos
DEFINIGAO 1.1 - A aproximagao dos minimos quadrados de y por

tores de C(X) consiste em achar um vetor n € C(X) tal que

‘min ||y - ®]1% = ||y - alF (2.2)
n € C(X)

Tal aproximagao € dada por

TEOREMA 1:1 - Considerando uma matriz anp=(x(j)) onde, X(j)’ j=l,
«se, P, Sao vetores de RT,
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Py ~uma matriz do operador projecdao ortogonal de R" sobre

C(X)
Entdo, para todo y € R

: 2 t .

min_ [ly - || =y" (I-P)y
n e C(X)

e este minimo € atingido quando

n = P ¥ = projecdo ortogonal de y sobre C(X)
(2.3)
PROVA - Por Cauchy-Schawarz, para qualquer vetor c € R® e n €

c(x)

-t 12 ‘
2 -
ly = nlff 5 e (y-m | (2.4)
t '
s c c
Fazendo ¢ = (I - Px) y onde
Px € uma matriz do opefadorc . projecao ortogonal de R"

sobre C(X) temos, por (1.55) que

I -~ P € uma matriz do operador projecdo ortogonal de R"
sobre C(X)l
e portanto

cCe= Yy a-Pta-roy =yt a-ryy
(2.5)

t
=y" @ -P) (v -n) =

0
ct
~
<
I
=
—
I

t
y [@-P)y-@-p)n] =
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=yt @-r)y | (2.6)

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4)

(2.4) fica

t 2
Iy = nlf » & f ~ P V) oyt oy

yo =Ry (2.7)
Fazendo n = P_y = projecdo ortogonal de

y sobre C(X) entao

1]

ly = 5117 = 1y - Py |15 = -p) yl|® =

((I-P) v, (I-P,) y)= (y,(I-P)) y) =

t
=y (I -PJy | (2.8)
assim, por (2.7) e (2.8)
; 2 _ ~ . Lt

min |y = n[|® ={ly - fll=y" (@ -P)y

n €c(x
onde

Y n o= P. Y = projegio ortogonal de

y sobre C(X

Apesar deste resultado ser matematicamente elegante, pode—A
mos notar qﬁe esta formulacao independe da base gerada pelos ve
tores coluna de X;portanto, despreza aspectos do problema - nos
quais envolve os atuais vetores X(j)s J =1,..., p, que sao de

grande importancia, como por exemplo, nos problemas de regressao.
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Considerando, a aproximag@o dos minimos quadrados dos veto

res y € R" por vetores de C(X) ao vetor
Yy =XB €C(X) temos
DEFINICAO 2.2 - Seja o modelo y = X8 + e dado por (2.1)

A aproximagdo dos minimos quadrados de y por uma combina -

¢ao linear das colunas da matriz X - g X () Bj - consiste em
= =J=1
achar aqueles coeficientes Bl, cees Bp 0S quais minimizam a so

ma dos quadrados dos desvios de y pela sua aproximagao ou seja

-~

0s 81 2 ®%Ea Bp escolhidos de tal forma que '

n P 2
min z (yi - I X Bs) =
Blyew.,Bp i1 j=1 )
n P = 2
=T (y;- ¥ ox BT - (2.9)
i=1 j=1 1ij

Em forma matricial temos,

; 2 . 2 - .2
Se  min lly = nll® = min ||y - Xg||“ = ||y - XB]|
n ¢CX) B € RP

entao a aproximagao dos minimos quadrados de y por vetores de

C(X) € dado por X B = ¥ (2.10)

2.2 - COMPUTAGAO DOS COEFICIENTES DE MINIMOS QUADRADOS E EQUA -
CUES NORMAIS

Considerando a funcgao

QB) = (y - XB)® (¥ - XB ) onde

Y, X e B sao dados pelo modelo (2.1)
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temos que
n
Q(B) = I ()’i -
e € continua para todo vetor B € RP.

Assim, derivando Q(B) com relagao a By, k =1, ..., p, ¢,

igualando a zero cada uma dessas derivadas parciais temos

3 Q) . _, g X (y; - g X.., B:;) =0 <«
2 B i=j j =

o~ 3
b
<
=
1
n~s
~
[H
=~
~
™
el
o~
—
A
+

t -t
RS

onde X(k) = k-&sima coluna de X, (k =1, ..., p).

Em forma matricial, se

s (Q(g))

8 = entao B satisfaz o sistema de e-

quagoes xt x B = Xty
que & denominado de equagdes normais que € sempre consistente

desde que por (1.35) temos C(Xt X) = C(Xt).

Ainda, como V g € RP e B € RP tar que xt X8 = xt y =+

y-xB)t (y-x8) = (y-xB + x (B-8))" (y-XB + X (B-B)) =

It

Q(8)

-xB)E (y-xB) + (B-8)F x' x(B-8) > Q(B)

concluimos que Q(B) admite um minimo- em B dado por é para to

do 8 €RP tal que satisfaz as equagoes normais XtXB = xt y
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e também, se él e B, sio dois vetores de.RP tais que

x"x B, =x'y extx g, =xty

entao

xtxél=xtx~éz=xty+—>

t ~ ~ 5 2 .t E m oy gl

(X(By - B,0° (X(By = B)) = 0 «» X(By - B) = § <

ou seja, Q(B) € invariante para toda solugdo das equacoes nor-

mais Xt X = xty (2.12)

Reciprocamente, supondo que Xt = y onde t = B + p . com
p e RP e B ¢ RP qualquer solucao das equagdes normais seja ou

tra aproximacao do vetor y entao,

Q(t) = (y - X (B+p)) " (y - X(B+p)) =

i

[y - xB) - xo]°® [(y - XB) - X o] =

- X0 - 1B -2 - B x o+ ot xE

(y'- xff)t' (y - XB) + ot xt x p pois (Y"Xf;)t X =

I
==

e assim, Q(t)> Q(R)

onde

Q(t) = Q(B)++Dt Xt X p= 0 <=+

X = @
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e neste caso
=Xt=X8 =7y (2.13)

Assim, por (2.11), (2.12) e (2.13) podemos concluir que

— TEOREMA 2.1 - Considerando a fungao Q(B) = (y - XB)t (y - X B)
onde y, X e B sao dados pelo modelo (2.1)

entao

~

min _ Q(B) = Q(R)<+> B
. B € RP

€ solucdo das equacgoes normais x® x B = x° Y que sao sempre con-

~

sistentes e ainda, X B € o Gnico vetor em (C(X) tal que

6m.én.Rp Q(B) = Q(B) (2.14?

COROLARIO 2.1 - Quando a matriz XnXp do modelo linear (2.1) &
de posto p, entao, o vetor invariante X B é explicitamente dado-
por um conjunto de fungées lineares das coordenadas do vetor vy

1

dé forma
X B=x ko~ ! x by (2.15)

PROVA -~ Trivial

Expressoes analogas para o vetor X B no caso de posto X =

= r < p poderao ser obtidas por:

]

PROPOSIGAO 2.1 - Considerando a matriz anp do modelo linear
(2.1) e,
P = XB a matriz do operador projegdao ortogonal sobre C(X)

temos entao que,
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By € solugdo das equagdes normais e portanto,

X.é= X By para todo B 6RP tal que

{

. A . ,
x“ x 8= x"y (2.16)
PROVA - Como por definicao Px = XB €& a matriz do operador pro-

jecao ortogonal sobre C(X) se e somente se X € uma matriz pxn

tal que

xtx B = =xt
entdo, para todo y € R™ temos
t _ sk P
X" X By =X  y onde By € R (2.17)

Observando que as estruturas das equacdes (2.17) coincidem

com a estrutura das equagoes normais, temos que, se

y =X B + e como em (2.1)
entao Xt XBY*= Xt y >

By € solucao das equagoes normais e por (2.12)
X B y =X B para todo vetor
BERP tal que xtx B=xty

PROPOSICAO 2.2 - A aproximag3o dos minimos quadrados y =X B pa

ra o vetor de dados y € a projecao ortogonal de y sobre C (X).
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0 vetor de residuos € a projegdo ortogonal de y sobre 0

complemento ortogonal de C (X).

PROVA - por (2.16) X B =X By = Py onde P ¢ a matriz do ope-
rador projegao ortogonal sobre C (X) '

e

¢ =y -X 8= (I - P.) y onde I - Ee € a matriz do
operador projecao ortogonal sobre ¢ (x)l
Geometricamente, falando a linguagem de espagos vetoriais,
comega-se com um vetor y € R" e p vetores x(l), 5 by x(p) € RP

‘tal que Cc (X = C(X(l): cus B x(p)).

O problema & entdo escolher um vetor y.= X BE C(X) tal que
Yy esteja o mais préximo de y. Note que a distdncia minima reque-
rida € a Euclidiana de um vetor em relagdo a um sub-espaco. Por

tanto, x B & a projecdao ortogonal de y em C(X).
Considerando
X B = Px y e
y - XB=(I-P)y

como anteriormenté obviamente temos que (xé)t (y - X E) =0 e

assim, como para todo vetor y G R

y =P,y + (I-P)y=xB8+ (y- x8)
entao

2 t 112 112
Ly 117 =y" vy = [Ix 81"+ ||y - x 8]]



que € o teorema de Pitagoras.

Esta decomposicao €& importante em prover uma medida de ajus

tamento de Xﬁ para y.

Evidentemente o ajuste € "melhor" quando os desvios y - X B

sao pequenos, isto €, quando a perpendicular a CfX), y - X B8,

@y

pequena.

Para uma medida absoluta do ajustamento faz-se uma relagao

entre o comprimento desta perpendicular e o comprimento de Y.

Uma medida obvia €:

~ 12 2
| |x BI]Z -1 - Ay - xBil = cos (y, C (X))
[y ] Iy |1

(ver 1.4 ) o qual estd sempre entre zero e um.

Evidentemente quando o angulo entre y e C (X & pequeno, o

cosseno € grande e assim y estd bem ajustado por P y=XB8

Nos casos extremos, quando o angulo entre y e C(X) é zeTo
significa que y € ¢(X) e assim y € perfeitamente ajustado pof
P. ¥ =vy; por outro lado um angulo reto significa que y & perpen
dicular a C(X) e a aproximacgao trivial e ¥ é= # e neste caso a

aproximacao € sem utilidade.

2.3 - ESTIMABILIDADE
Quais combinagoes lineares dos parametros B8, At B , sao

determinaveis através de combinacoes lineares dos dados?

Para responder esta questao, defina-se
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"DEFINICAO 3.1 - A fungdo linear paramétrica At B onde A & um
vetor de RP & linearmente estimivel se, e somente se, existe um

vetor a € R" tal que

t

B (aty) = X~ B para todo B € R? (2.18)

Assim, dizemos que At B € linearmente estimavel se existir
um vetor a € R" tal que a esperanga de aty € igual a At B inde-

pendente do valor do parametro B .

Se tal uma funcgao nao existir entao At g 8 dita ser nao

estimavel.

Supondo que no modelo linear y = X B + e dado por (2.1) te-

mos E(e) = # (ou seja, a média dos erros & nula) entzo,

PROPOSICAD 3.1 - AF

At = gt X para algum vetor a € R". , (2.19) .

B € linearmente estimavel se, e somente se

PROVA - Supondo AtB uma func¢ao linear linearmente estimavel en

tao por (2.18) existe a € R? tal que

1}

E(at y) At B para todo B € RP

mas

E(at y) = E(ab(x B + €)) =

= E(a® x8 +ate) =a® xp + at E(e)= atyp= AT g

para todo B €RP «» a° x= 2

Formas equivalentes de enunciarmos esta proposicio sao:



- 54 =

COROLARIO 3.1 - At B & linearmente estimiavel se, e somente se
. t

r e clx) _ (2.20)
COROLARIO 3.2 —'AtB € linearmente estimavel se, e somente se -
posto (X) = posto (Xt:A) : (2.21)
COROLARIO 3.3 - O niimero de fungGes paramétricas linearmente es
timdveis e independentes & igual ao posto de X (2.22)
PROVA - Imediata lembrando que qualquer base para C(xt) consis

te exatamente de posto (X) vetores linearmente independentes.

COROLARIO’ 3.4 - Qualquer funcgZo linear de fungoes paramétricas
linearmente estimaveis € estimavel - (2.23)

PROVA - Supondo que A; B ,i=1, ..., m, sejam funcoes paramé-
tricas linearmente estimidveis

e

m .
B = I b, [ B) com b.€ R, i=l,..., m te

mos, como Ai B € linearmente estimavel - por (2.20) Ay € C(xt)
para todo i=1, ..., m mas

-

. . ¢ m "
Ay x> 2 bia; €cxh)
i=1
para todo biGE R, i=1l, ..., m
assim como
m t m t
(.Z bi ﬁ) B= (z b Ai ) B =

i=1 i=1  ?
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m ot , P
= % b. (Ai B) = X~ B para todo B € R

onde

m
p) b. A. € C(Xt) entao, por (2.20) temos que

\
t

m -
B= E bi()\i B) €

€ uma fungao paramétrica linearmente estimivel.

COROLARIO 3.5 - Se posto (X) = p entdo, B & estimivel e portan
to cada B € também estimavel (2.24)
PROVA - Como, por (1.33) temos posto (X) = posto (XtX) = p on

de xt X € uma matriz p x p , entdo,

1

B=x0 !t ot e = (xtolxt) xog

€ portanto, existe uma matriz

- t -1
Apxp = XXX

tal que EGAY y) = A% x 8 =y 8

Ou seja B & linearmente estimidvel e ainda, como, para cada j=1,

Ooa’p

B. = (6..)8 onde §.. =

entao por (2.23) temos que
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B. & linearmente estimavel

J

PROPOSIGAO 3.2 - A fungdio A° 8, A € RP, & linearmente estimi -

vel «+ existe um Unico
Xp € CX) tal que

xt x p= A é consistente (2.25)

PROVA - Supondo.xt'B uma fungao paramétrica linearmente estima-

vel entao, por (2.19) existe um vetor a € R" tal que
= a X ou
A =X a € C(Xt)
mas como por. (1.35) temses

ctx® = c(x*n

entao

A = Xta € c(xt) ~3 p€ RP

tal que
A= X a=X Xp (2.26)

Observando que o conjunto de equacoes (2.26) € um conjun-
to de equagoes cuja estrutura coincide com o das equagoes nor -

mais que & sempre consistente e ainda X p & o Gnico vetor em
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C(X) talque

t

x* x ) X" a (ver 2.14)

- t - _ - . P
concluimos entao, que, se A B € estimavel entao existe um uUnico

Xp € C(X) tal que xt x p & consistente

Inversamente

Xp€ C(X) tal que X% Xp

Supondo que existe um Unico b

=X b = A & consistente entao, como
X* b =X onde b € c(X) € R" temos por (2.19) que
A'8 & estimdvel.

on.

PROPOSICAO 3.3 - A aproximag@o de minimos quadrados para AtB
de, At & uma funcao paramétrica linearmente estimivel, & dada

por

A =

Atg =t g= ot xty  com

Xt X p = 2 e

2 = : t
A8 € nao tendencioso para A~ B .

PROVA - Supondo AtB

vel entao, por (2.26)

Xt

Xp

assim, se B € tal que

entao

uma funcio paramétrica limearmente estima-

existe um Gnico Xp € C(X) tal que

A € consistente

.
p—4 y.

xt x 8



X*Xxp =228 =p" xPxpg=ptxty
e
/\
TN Tt , .t
AB=p X XB=p X ¥
e ainda
t t '
EOCB) = EQS B = B X" y) = ot xP E(y) =
= pt Xt X B = AtB para
todo B8 € RP.
PROPOSICAO 3.4 - Para todo vetor c € R™ temos que

E(ct y) = P !
¢ y) =0 (¥ BERY) «c € CX (2.27)

PROVA - E(cty) =0 (Vv 8 € RP) «=ct

do g € RP ..

XB =0 +» ct X = @ para to

xtc = g <« por (1.29) c € CX) L

Assim, observando os resultados das proposicoes 3.2 e 3.4

segue que a classe total de estimadores nao tendencioso para u

8, A E6RP, & da

ma fungao paramétrica linearmente estimivel, A

da por

pt xt y + et y onde Xp € o Unico vetor em C(x) tal
que th p= X € consistente e c € C(X)}

(2.28)



2.4 - Completando agora a estrutura do modelo y = X B + e im -~
pondo as condigoes de Gauss-Markoff:-

X, B fixo onde

X € uma matriz nxp de constantes conhecidas

.e € um vetor p x1 desconhecido - tal que

E(e) = ¢

. £, 2 '
E(ee’) o = 2 I, >0
(assim os €, i=l, ..., n, sao ndao correlacionados e tem a mes-
i -~ . 2 '
ma variancia. o)
Pergunta-se qual & o "melhor" estimador da funcdao paramé -

trica linearmente estimavel A° B, A € Rp, na classe dos estimado

o . t
res nao tendenciosos para A B?

Para responder esta questao, defina-se

DEFINICAO 4.1 -  (BLUE)

. . - : t . 4. :

Um estimador linear nao tendencioso a  y & dito ser o me

lhor estimador nao tendencioso (BLUE) da sua esperanga se, € SO
mente se, sua variancia nao excede a variancia de qualquer outro

. ~ . t
estimador nao tendencioso da esperanga de a  y. .

Considerando, entao, a funcao linear

pt xt y + ct y com c € C(X')l e Xt X p = X - consistente

temos

t t t t
a) E(p" x" y+cty) =E(pt xty) + Ety) =
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=o' xt x g+ ct x g =2ats para todo g € R (2.29)
b ) cov (pt xt Y, ct y) = pt Xt(In oz)c S 02 pt Xt & = 0
(2.30)

c) var (p" xy + ct y) = var (p" X' y) + var ity

t

e portanto var (pt Xt y +c y) s var(pt Xt y)

onde _
var(pt xt y + ct y) = var (pt Xt y) >

var(ct y) = 02 ct c=0 <»cbc=0 +«>c = 0

€ neste caso, temos que
t t .t
or Xy ety = oty (2.31)
assim por (2.29), (2.30) e (2.31) conclufmos que o BLUE de A g
€ dado por um dnico vetor da forma pt x© y onde p & tal que

Xt X p =2 € consistente (2.32)

Como, pela proposicao 3.3,pt xt y = At B onde B & qualquer

solucao das equacoes normais conclui-se que

TEOREMA 4.1 - TEOREMA DE GAUSS-MARKOFF - O BLUE de uma fungao pa
ramétrica linearmente estimivel, xE B, A € RP, & o0 Gnico vetor

- A - -
At B = AtB onde B € qualquer vetor que minimiza Q(B), isto &, B

€ qualquer solucao das equagdes normais

X X B = Xt y . g2.33)

7 ’ | ' '
COROLARIO 4.1 - O BLUE de uma combinacao linear de funcdes esti-

maveis € igual a mesma combinacdo linear dos BLUE's das funcoes



o B

estimaveis .
PROVA =~

Trivial

COROLARIO 4.2 - O BLUE de X8

& X8 onde B

(2.34)

-~

é tal que xtx § = Xty

(2.:35)
.r‘ X 4 x B
PROVA - Sendo (1) (1)
XB = 1 ° B = ‘ = _B)
X X, \B (1)
\ (n) . (n) )
onde x(i) = (xilz ivd o xip), i=l, ..., n, € a i-ésima linha de
‘X temos
o
como x(i) € CX") por (2.20) |
x(i)B € linearmente estimiavel para todo i=l,..., n '
e, por (2.33) o
BLUE : i=1,... ¢ i . = X,... B
de x(l) B, i=1, , N,e igual a x(l) B x(l) B
onde
P - t 3 t
B & tal que X X B =X vy
entao

BLU = .
0 E de X B = (x(;

~ i -~

) B =X é onde

B) € dado por

g € tal que
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-~

Como, por (2.16) para todo B tal que xt x B = xt y *
X é = Px y onde Py € a matriz do operador projecao ortogonal de
R™ sobre C(x) entao, uma forma equivalente de enunciarmos: o co

rolario 4.2 ¢é

COROLARIO 4.3 - O BLUE de XB € igual a projegao ortogonal de

y em (C(x) ou seja

X8 =P,y =Yy, que & o vetor ajustado

Dy

e onde , P

X
R™ sobre c(x). (2.36)

a matriz do operador projecao ortogonal de

t

COROLARIO 4.4 - Se At B e U~ B sao funcgOes paramétricas linear-

mente estimdveis ent@o, a covariancia de seus BLUE's é dada por

cov (ut B, 3% B) = 02 pi A= 02 ut Py onde '
Py € P, sao tais que

t

t =
XX Py = A (2.37)

cov (ut é, At é) =0 >

(x Dl)t (x p,) = 0, ou seja, os projetados do ve-

tor y sobre ((Xx) para as combinacoes lineares At B e ut B sao

ortogonais . - (2.38)
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PROVA - Supondo AtB e utB fungoes paramétricas linearmente es
timaveis temos por (2.32) e (2.33) que o BLUE de AtB e ut B sao

dados respectivamente por

pg xt y = At B e
p§ x* y & TR

~

para todo B tal que xt x g= xt y

e para p; e p, € RP  tal que

Xt X pp =M & consistente
e
xt x P, = A € consistente

e portanto,

t

Ccov (uB, A%B) = COV.(of X"y, Py X" y) =

"
©
=
5

t t L
py " X py =

e cov (ut B,AtB ) =0 <>
2

t
o p; X" Xp, =0 @*(Xpl)t(sz) = p; xt Xp, =0

~

assim como X B = Px y temos
.- X X
o=l XPx gl X xB =t xt(r y) -

i}

X p)" Py y)
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