
CARACTERIZAÇÃO DOS MELHORES ESTIMADORES

LINEARES NÃO TENDENCIOSOS NO MODELO

“LINEAR GERAL

ROSA MARIA SALANI MOTA

DISSERTAÇÃO APRESENTADA

AO

INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATÍSTICA

DA

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO

PARA OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE

EM

ESTATÍSTICA

AREA: ESTATÍSTICA

ORIENTADOR:

Prog. Dr. Euctydes Custodio de Lima Filho

- SÃO PAULO, DEZEMBRO DE 1982 -



.e

/
/

país, usvalao e uoray

da , que me educar am com dedica
çao é carinho.

As minhas fi.lhas, Bruna e Sula

Ao Jogo bÍauríci.o, companhei.ro ,
incenti.vapor e, sobretudo, ami
go.

A Inã



AGRADECIMENTOS

Este trabalho é resultado da ajuda recebida de muitos, de

diversas formas e nas diversas etapas de sua elaboração.

Quero a todos externas os melhores agradeci.bentos, em esp.g
cial

Ao professor Euclydes Custodio de Lama e Filho, pela suge.:
tão do tema e por ter proporcionado uma formação básica tão ne-
cessãri.a para a realização desta monografia.

Ao professor Adolpho }Valter Pi.mazoni Canton do Departamen-
to de Estatística da Universidade de São Pau].o.

Ao professor PIÍnio Amarantes Quinino Si.mães pelo seu apoio
constante no esclareci.mento de conceitos matemáti.cos e pelo seu'
estímulo sem os quais não seria possível a reali.zação deste tra
galho.

Aos amigos Verá, Franklin, Cadinhos, tVagner, pelo estÍmu
lo nas horas difíceis.

Aos colegas do Curso de P6s-Graduação e as amigas da biblio
teca do Instituto de Matemática e Estatística da Universidade de
São Paulo pela convivência amiga.

Ao Sr. Jogo Bapti.sta Estepes de Oli.veira, Ali.ce Perran Ta

borga e Luzi.a do Calmo Namiki que colaboraram nesta monografi.a
com o seu trabalho datilográfico



CONTEÚDO

INTRODUÇÃO

ALGUNS RESULTADOS DE ÃLGEBRA LINEAR

1.1 - Algumas Defina.çÕes e Notações

1.2 - Alguns Aspectos sobre bíatrizes

1.3 - Projetores e Projetores Ortogonais
1.4 - Projetor Ortogonal Associado a uma bÍatriz

CARACTERIZAÇÃO DO BLUE NO blODELO DE GAUSS-l.IAR:(OFF

2.1 - Aproximação dos }'mínimos Quadrados.

2.2 - Computação dos Coeficientes de blz+nimos Qua-
drados e Equações Normais

2 . 3 - Estimabilidade

V

l

l

6

12

30

l

2 43

43

46

46

52

3 - CARACTERIZAÇÃO DE BLUE's NO bl0DEL0 DE GAUSS-b,[ARKOFF

GENER{AH ZADO (Gb'IG)

3.1 - Considerações a respeito do l.modelo de GbIG

3.2 - Condições em que o l~Telhor Esticador de blÍni.mos

Quadrados Simples (SLSE) é também um BLUE

modelo de GbÍG

3.3 - Caractere.zação dos BLUE's no modelo de GNÍG

4 - ESTRUTURA DE COVARIÂNCIA DE EXPERlhíENTOS ALEATORIZADOS

B l BLIOGRAFIA

65

66

87

97

1 28

14S



INTRODUÇÃO

Nas fetais diversas áreas ci.entífi.cas e tecnológicas, o pes-

quisador não raras vezes se depara caIR o ])roblema da estimação de
parâmetros de um )nodelo matemático cuja.estrutura é da forma

y = X í3 + e

sendo,

y = (yj.) um vetou nxl de observações

X uma matriz nxp de constantes conhecidas

í3 uln vedor pxl de parâmetros

e

e = (ei) um vedor nxl onde,

cada ei é considerado uma perturbação (ou erro) asse
ci.ado ao i.-ési.mo valor observado e, satisfaz

E(ei) : 0 para todo i.=1, ) n.

De um nodo geral, o problema da estimação é o de encontrar.

com base no vetar das observações, y, um vetar y que de algum mo

do seja um ''bom'' esticador da E(y) = Xf3

A solução clássica para esse problema, foi. primeiramente es
l
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tudada por Legendrc e Gauss, cm um trabalho onde, eles utili.zam

o então chamado Princípio dos l.líni.mos Quadrados que consiste em

acjlar uln vetou y € C(X) (espaço gerado pelas colunas da matriz
X), tal que

min ljy-qjj2:min(y-xB)t(y-xB)= ljy-j ll2
ne C(X) ne C(x)

Gauss (1821) e Markoff (1912) ocuparam-se do problema adi

cionando ao modelo li.near a condição de que. o erro lnédi.o qua -

drático para cada observação yi, i:l, ... , n, fosse igual a a2
onde, a' é uma constante real post.uva e desconhecida. Além dis

se consideraram que a correlação existente entre cada par de
observações fosse nula.

Tais restrições reduziram bastante a gama de si.tuações na
quais o modelo pudesse ser apli.gado.

A partir de 1935, vários trabalhos foram desenvolvidos ,
Cver, por exemplo Aitken (1935)) com o objetivo de estudar uma

forma de encontrar o ''melhor'' estimados linear de uma função
Xt B, À € RP, admi.tendo que a matriz de variância e covariãn-

ciá do vedor das observações, y, fosse dada por

D(y) = a2 V

onde

a2 > 0 é uma constante real desconhece.da
e

V é Mina matriz nxn de constantes reais conhecidas e

posto n.

- ll -

de
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A partir de 1940 vários autores entre os quais, Goldlnan e

Zelen (1964) , mostram que a situação geral (X e V não necessária

mente de posto co)ltpleto) pode ser reduzida através de transforma

dores adequadas ã. situação inicial proposta por Gauss-bqarkoff

Entretanto, como tais reduções gão complexas, tornou-se ne

cessãrio encontrar-se um modo mais simples de se obter um ''me -

Ihor'' estimados li.near de uijla função paramétri.ca, Àt B, X É; RP ,

cuja representação seja valida para todas as situações do modelo
11 nía n-r

Zyskind e l,{artin (1969) asse)a como Rao (1971, 1972, 1973
1975, 1978) e outros ocuparam-se em obter uma teoria uni.facada

para a representação de tais esticadores no modelo linear cuja
situação fosse geral

Entretanto, nestes artigos, os autores tiveram que se pre.g
cupar em obter também um suporte computaci.onal eficiente sobretu

do para o calculo de ''Inversas Generalizadas'' o que, ainda tor-
nam tais representações um tanto di.fáceis de serem obtidas

Considerando a importância pratica do tema, procuraremos

q)resentar de forma didãti.ca uma caracterização do ''melhor'' está

maior de X B, sem fazer referência a inversas generali.zadas, uti

lizando o argumento apresentado por Rao C1967) denominado ajusta
mento por covariânci.a.

Este trabalho fo

guinte forllta
organi.zado quatro capítulosl daem l set

A notação e os pré-requisitos necessári.os para uma melhor

compreensão do texto, foram apl'esentados no Capítulo l

111



O segundo capítulo é dedicado a um estudo detalhado da A-

proximação dos l*íz+nimos Quadrados sugeri.do por Legendre e Gauss.

e, onde, obtemos que o vetar ajustado, j', de y por vetores de

C(X) (espaço gerado pelas coluna da matei-z X) é igual ã proje-
ção ortogonal de y sobre esse espaço.

Ai.nda neste segundo capítulo, admiti.ndo E(e) = g observa-

mos que o conjunto de está.madores de uma função paramétrica ÀtB,

À € RP, é dado por funções lineares das observações, y, da for-
ma

at y .- p' y onde,

a é um vetou nxl pertencente a C(X)

P

p é um vetar nxl pertellcente a c(x)i (espaço colaplement6

ortogonal do espaço C(X) em relação à Rn). Completando a

estrutura do modelo linear y = XÉ3 + e com as restrições do Mode-

lo Linear de Gauss-lçlarkoff (E(e et) =a21n) obtemos que o ''me -

Ihor'' estimados de XB é {inico e, é i.qual ao vetar ajustado 9 de

y por vetores de C(X) obtido pela aproximação dos mínimos quadr.2
dos.

No terceiro capítulo mostramos que, com as restrições E(e):

g, E(e e') : aó V, a singularidade de V induz em algumas res -

trições no vetor das observações, y, e no vetou dos parâmetros ,
B . Alem disso, com essas restrições, é possível encontrarmos um

conjunto de funções lineares da forma cty, c € Rn, c#g, tais que

lv



E(cty) = 0

e

var (cty) = 0

Assim, como poderemos observar uma função paramétrica ÀtB,

X G RP, pode admitir distintos ''melhores'' esticadores como função
das observações embora, o valor ltumérico de todos eles sejam i-
guais

Ai.nda, neste terceiro capítulo mostrunos que, dependendo da

relação existente entre a matriz Xnxp e a matriz Vnxn o ''melhor''
esticador de uma função paramétrica XtB ,À GI RP, pode ser obti.do
através da solução dos mínimos quadrados.

Utilizando o argumento apresentado por Rao (1973) finaliza
mos o terceiro capítulo caracterizando o ''melhor'' está.mador de

Xí3 como sendo a pi'ojeção das observações, y,. sobre o espaço
C(X) segundo a direção dos vetores do espaço C(VZ) onde, Z é uma

matriz de posto colulla completo tal que C(Z) = C(X)"

Fi.nalmente no quarto capz'tolo, com o objetivo de fao.li.taa

mos o entendimento da teoria, apresentamos dois. exemplos de made

los li.neares obtidos em experimentas aleatorizados.

V



CAPITULO l

ALGUNS RESULTADOS DE ÃLGEBRA LINEAR

Com o objetivo de facili.tarmos o entendi.mento dos capí-
tulos subseqiientes, descreveremos aqui alguns resultados da
teoria das matrizes, assim como também alguns resultados de
Álgebra Linear relacionada com projetores e projetores orto-
gonais

Para ati.ngirmos o propósito deste capl+tulo, por convem.-
ência, admitiremos que os espaços vetoriais sejam todos es-

paço.s vetoriais real.s com produto interno denotado por'*..Cx,y)
onde x e y são ambos vetores do mesmo espaço.

\

[.] - ALGUMAS DEFIN]ÇOES E NOTAÇOES

DEFINIÇÃO.l.l Seja E um espaço vetorial, onde

E .Rn

Então, para todo vedor y eE

i = 1,...,n (1.1)

e ainda
l



y' = vetar transposto de y ---- y' =(yl:...:yn)(1.2)

DEFINIÇÃO 1.2 - Sejam EI e E2 dois espaços vetori.ais
Chama-se operador li.near ou transformação linear de EI em

E2 a toda aplicação

T: EI ---'"» E2 tal que

a. T(x,y) = T(x) +T(y) para todo x e y eE.;
b. T(ax) : aT(x) para todo x € EI e a € R

VAÇAO - Um operador linear

T: .EI --'> EI é também chamada de

endomorfi.smo de EI (1.3)

Chama-se núcleo de um operador li.near

T.: EI --"'-'» E2,

ao conjunto de todos os vetores x eEI' tais q

T(x) : g (vetou nulo)

OBSER

DEFINIÇÃO 3l

ue

núcleo de T = Ker(T) : lx eEll T(x) :gl (1.5)

Im(T) : {y € E2jexiste x eEI tàl que

T(x) :y), é denominado imagem de T (1 .6)

ã
?



rve que Ker(T) e a Im(T)

são sub-espaços de EI e E2' respectivamente. . (1.7)

DEFINIÇÃO 1.4 - Seja E um espaço vetorial e T um endomorfismo
de E.

Chamamos de transformação adjunta de T ã .transformação Tt

tal que

(T(x) ,y). = (x,T'(y)) para todo x e y eE

e ai.nda, seET]B=A:matriz de T com relação à base B d(
Halmos (1978 ) , pÉ. 109 , temos

Obse

(verE

At

A' = matei.z transposta de A. (1.8)

DEFINIÇÃO 1.5 - Seja E um espaço vetori.al e T um endomorfismo
de E.

Dizemos que T é auto-:adjunta (ou simétrica) se, e somen-

T :T'

ou equiva]entemente [T]B =A:At, ou seja, a matriz de T com
relação a

uma base B de E é uma Matriz simétrica. (1.9)

DEFINIÇÃO 1.6 - Dizemos que um endomorfismo T de E é idempo

tente se , e somente se

onde

te se,

l
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T2 = ToT = 'r

ou equivalentemente se

(l .lO)

[T]B :A

então T é idempotente se, e somente se,

A2 A ou seja, a matriz A é idempotente (1 .11)

DEFINIÇÃO 1.7 - Seja E um espaço vetorial de dimensão finita
e T um endomorfismo de E.

Dizemos que T é positi.va definida (p.d.) (ou post.uva se-

-definida (p.s.d.)) semi

T :Tt

e para todo y € E (T(y),y) 2 0, onde

(T(r) ,v) : o ----- y : g

Cou T =Tt e para todo y eE (T(y),y) zO, onde

(1.12)

(T(y),y) = 0 para algum y #O). (1.13)

DEFINIÇÃO 1.8 - Seja E um espaço vetorial de dimensão finita
e T um endomorfismo de E.

Di.zemos que T é positi.va se, e somente se, l

fi.

&

€

T é post.uva definida ou positiva semi-definida.(1.].4)

Equivalentemente se

[T]B :A

então T é positiva se, e somente se,
'$

a

+



A =B'B para alguma matriz B tal que

posto (B) = posto (A)

e neste caso, diremos também que

A é uma matriz positiva (1 .1 5)

DEFINIÇÃO 1.9 - Seja E um espaço vetorial e T um endomorfi.smo

de E. Um auto valor de T é um escalar X eR tal que exista um
vetou não nulo x eE com

T(x) = Xx.' (1 .16)

Se À é um auto valor de T então para todo x GE tal que

T(x) = Xx dizemos que x é um auto vetou
de T associado ao auto Valor À (1 .17)

Equivalentemente, se [TJn =.A então X é um auto va]or de
T e x eE é um auto vetou de T associado.ao auto valor À se, e
somente se , Ax = Xx.

Neste caso, costumamos dizer também que À é um auto va-
lor da matriz A e x é um auto vetar de A associado ao auto va-

lor À (1.18)

DEFINIÇÃO 1.10 - Seja E um espaço vetorial e x e y dois veto
res de E.

Dizemos que x e y são ortogonais se, e somente se

(x,y) = 0 . (1 .19)

Se S é um conjunto de vetores em E, di.zemos que S é .um

conjunto ortonormal se, dois quaisquer vetores distintos de S
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são ortogonais e para todo vetou x eS temos que

(x,x) = 1 (1 .20)

DEFINIÇÃO 1.11 - Seja E um espaço vetorial e S um sub-espaço

de E.

Di.zemos que o vetou x eE é ortogonal a S se e somente,se

(x,y) = 0 para todo vetou y € S

2 - Sela E um espaço vetorial e S um sub-espaçoAO l l

(1 .21)

DEFINIÇ

de E;

Dizemos que o sub-espaço SI de E é o espaço complemento

ortogonal de S em E se e somente se,

para todo y eSI ---» y é ortogonal a S (1 .22)

1.2 - ALGUNS ASPECTOS SOBRE MATRIZES

Consi.derando A uma matriz m xn de números reais, temos

DEFINIÇÃO 2.1 - O espaço vetorial gerado pelas colunas da ma-

trizA(espaço coluna de A) é igual ao conjunto devetores y eR"'

tal que

y : Ax para algum vetou x eRi'

s imb oli cament e

C(A) : {yeRm/y=Ax para algum xeRn}

DEFINIÇÃO 2.2 - O espaço vetórial gerado pelas linhas de A (es
paço linha de A) é i.gual.ao conjunto de vetores yGR" tal que



yt :xtA para algum xeRm

s imb o l i c am ent e

L(A) : lyeRnjyt=xtA para algun
nxGR

Observemos que

i, (Ay = C (A ') ' (lb 2S )

e também, se T é uma aplicação linear de Rn em Rm tal que a

matei.z de T com relação as bases Bn e Bn de Rn e Rm.respecti-
vamente, é dada por A, então Im(T) =C(A)

DEFINIÇÃO 2.3 - O núcleo da matriz A é igual ao conjunto dos
vetores xeRn tal que Ax :g, simboli.lamente

{*'«'-«*:.}

r'A-P rA l a -i alia l nrx ncn

Ker(A)

açoPROPOSIÇÃO 2

tonal de L(A)

complemento orto-

(1 .24)

PROVA Como, para todo yeKer(A) --+ Ay @ e para todo

x€1 (A) ---,- (por 1 . 22)

existe zeRm tal que x =Atz, temos

(y,x) = (y,A'z) = (Ay,z) = (g,z) = 0 ---+

're (L (B))l (C (At))l

e portanto

Ker (A) = (C (A'))



COROLÁRIO

tao

Se A é uma matriz m x n de números reais , en-

(1. 25)Rn : L(A) l Ker (A)

onde O = soma direta de sub-espaços ortogonais.

COROLÁRIO 2.2 - Se A é uma matriz m xn simétrica, então

a) C(A') = L(A) = C(A)

b) Ker (A) = (C (A) )'

n e ciTn

l

e

(1 .26)

(1.27)

Rn : C(A) l Ker (A). (1. 28)

PROVA - Trivial

COROLÁRIO 2.3 .- Se A é uma matriz m xn, então

Ker (At) : C(A)X (1.29)

Rn =C(A) l Ker (At) (1.30)

PROVA - Trivial

PROPOSIÇÃO 2.2 - Se EI e E2 são dois sub-espaços de Rn,

a). - (E].+E2)l

U - at'''E{)

então

(1 .31)

(] . 32 )
l(E nE.)l 2

PROVA

a) - como ElcEl+E2 e E2cEl+E2 --- (El-FE2)'tcEI e



(El+E2)'cE2 -"'(El+E2)'LcElnE2

inversamente, como para todo vetou

,''+.-'$ - ''': ' ''::
e para todo vetou xeEl+E2 --p existe xlGEI

x : xl + x2

e(por (1.21»(y,xl) ;0, (y,x2):0, então

(y,x) = (y,xl+x2) : (y,xl) +(y,x2)

(por(1.21)) yG (El+E2)l

portanto , concluímos que

(E ]. +E2) l.

Substi.ruindo EI por Ez e E2 por EI em a) temos
'R

(Ei'''Ez)' : (E:)'- (Ej!)'

ecomo EI e.E2 são sub-espaços de Rn, n: finito, então

ni'E;) '
e portanto

Eil + Ej! : (ElnE2)

PROPOSIÇÃO 2.3 - Se A e B são matrizes n xp e p xm, resp

tal que

0

e

l

ecu

) ; o



posto (AB) = posto(A) -dim(C(A')n(C(B)

do AB uma matei.z n xnl, então

dim(C(A)): pôsto(A) = n -dim(C(A)l)

dim(C(AB)) :posto(AB) = n -dim(C(AB)l)

mas , como

C(AB)l = Ker(AB)t : {xGRnlxtAB:g}

{ xeRn l xtA:0 } u { xGRn l xtA#0

onde esses dois conjuntos são disjuntos e

{xeRnlxtA:g} : C (A)l

{xCRnlxtA#0 e xtAB:0.} = [xCRnIAtx#0 --.-»(Atx)t

AtxeC (At) e AtxeC (B)l

temos que

din(C(AB)l) = dim c(A)l + dinÍxeRnIAtxGC(At)nC(B)i}

e portanto

posto(AB) = Ú -dim(C(Á)X) -dim(C(At)nC(B)i)

posto (A) - dim (C (At)nCI(B))

EXEMPLO 2.1 - Se A é uma matriz mxn, então

t . . . ,. ~ . ,. t.

10

l
) )

PROVA Sen

0}B

t
po s to (AA )pos P P

33)

e x'AB=g}
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pois

posto(AtA) = posto(At) -dim(C(A)nC(A)Z) = posto(At)

posto(A) -dim(C(At).C(At)i) to(A)

e como posto(A) aposto(A') , então

posto(AtA) = posto(A) = posto(At) = posto(AAt)

OSIÇA0 2.4 - Supondo as matrizes Cp XH e Am xn onde

posto(A) = n É m.

Se EI : C(A)nKer(C) então E+nC(A) : C(PACt), onde

P. = A(AtA)-IAt (1.34)

PROVA - Sendo Ei = complemento ortogonal de EI em Rm, então

EI : C(A)nKer(E) '-"' Eil : (C(A)nKer(ü;))l : por (1.32)

C(Ajii+(Ker(C))i = por (1.24)= C(A)l +C(Ct)

PROP

t
PO s to (AA ')

=

e

EinC(A) : (C(A)l + C(At))nC(A)

C(A)lnC(A)+C(Ct) nC(A) (Ct)nC(A)

assim, .como para todo yGRm, yeC(A) ----+ y =Ax l)ara algum

XeRn +----'' y = PAy e y -PAy : (ln-PA)y

onde 1. é a matriz identidade de ordem m, e

PA = A(AtA)'IAt, temo S

y

m
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yCEjnC(A) ---- yeEi e yCC(A) --"'"

yGC (a') e yCC (A) ---+

y = PAy e y (lm'PA)y + CtB

para algum 13É;R'" +-.->

y : PAy : PA(lm-PA)y +PA(CtB) ----- y = (PAl:t)B

para algum vetou BGRm e portanto Ejnc(A) : C(PACt) , onde

PA : A(AtA)'IAt

PROPOSIÇÃO 2 . 5- Para toda matei.z Am x n temos

aO) C(AtA)

bo)C(AAt) : C(A)

(1.35)

(1.36)

PROVA - Trivial usando o Exemplo 2.1 anterior lembrando que
C(A'A)cC(A') e também C(AAt)cC(A)

1.3 - PROJETORES E PROJETORES ORTOGONAIS

Defina.ção 3.1 Projeções - Sejam EI e E2 dois sub-espaços do
espaço vetorial E tal que E =EI © E2'
Seja P um endomorfismo de E

Dizemos que P é uma projeção de E no sub-espaço E. segundo
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a direção dos vetores e E2 se, e somente se,

para todo vetar yeE tal que y = yl +y2 com ylGEI e y2€E2

P(y) = y.

É claro que lm(P) ; EI e o Ker(P) : E2

TEOREMA 3.1 - Seja E um espaço vetori.al e P um endomorfismo de
E. Então,

P é uma projeção de E +---> P é idempotente

PROVA - Supondo EI e E2 dois sub-espaços de E tal que
E : EI © E2

m EI segundo E2' Temos,

para todo yleEI que P(yl) : yl

P de Ee projeçao e

(1 .37)

para todo y2€E2 que P(y2)

para todo yeE, y é univocamente determinado por

y :yl +y2 com yleEI e yaeE 2

P'(y) (y)) : P(P(yl+y2)) : P(yl) : yl : P(y)

ou seja P' é P.

Reciprocamente, supondo de Pz
projeçao.

mostremos que P é uma



EI : {yeE/P(y) =y} e E2 : Ker (P).

Claramente, EI e E2 são sub-espaços de E tais que E

e lm(P) : EI' pois, para todo yeE vala a identi.date

y : P(y) '''y -P(y) : P(y) + (IE-P)(y)

IE : operador i.dentidade de E, escrevendo

yl : P(y) e y2 : (IE-P) (y)

\

EI O E2

temos

P(yl) (y)) : Pz(y) (y)

P (y2) P(IE-P) (y) p(y) - p'(v) : g

y ; yl +y2 com yleEI e y2€E2

e ainda para todo yeElnE2 tem-se que

yGEI e yeE2 ---'' por definição ---- P(y) = y e P(y) = g

e portanto y = g ---+ E = EI O E2 onde P(E) : Im(E) : EI' ou se

ja P é uma projeção de E na Im(P) : EI segundo a direção- d
vetores de E? : Ker(P.)
rTlll/\ T\ T3ll A '7 F) fH . T\ e'

e

de vetorial Euma projeçao um espaço en
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tão, E é a soma direta da Im(P) e do Ker(P). Reciprocamente,

se E ê a soma direta de dois sub-espaços EI e E2, então, exis-
te uma Úni.ca projeçâo P, de E, cuja i.vagem é EI e cujo núcleo

PROVA.- Supondo P uma projeção de E então por (1.37) Pz = P e
asse.m demonstrado de maneira idêntica à recíproca do Teorema

3.1 obteremos que à reco'broca do Teorema 3.1, obteremos que

E2.e

E = Im(P) O Ker(P)

reciprocamente

Se E EI © E2 e P é uma aplicação de E em E tal que

Im(P) .: EI e Ker(P) : E7

é trivia[ que .P é um endomorfismo de E ta].' que P2 :P e portan-

to P ê uma projeção de E em EI segundo a.direção de vetores de

Supondo P* uma outra projeção de E :EI ® E2 tal que

E2

Im(P*) : EI e Ker(P*) E2,

temos, para todo yeE; y é uni.vocamente determinado para

y yl +y2 com yleEI e y2€E2

e

P * (y) yl P(y) para todo yeE +---.- P* P

ou seja P é a Üni.ca projeção de E tal que Im(P) :E. e Ker(P) E2
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PROPRIEDADE 3.1 - Seja E um espaço vetorial. Um endomorfi.smo

P de E é uma projeção ---- (IE-P) é também uma projeção de E.
(1 .38)

Alem disso, se

EI Im(P) e E2 : Ker(P)

então

EI :.Ker(IE-P) e E2 : Im(IE-P) (1.39)

PROVA - Como P é uma projeção -(.---..F PZ =P (por 1.37) , então

Pz = P +----'' P(IE-P) : g ''--'''' (IE-P)z = (IE-P) ''-"--'' IE -P

é uma projeção de E, além disso, se Im(P) :EI e Ker(P) ;E?, .te
mos P(EI) : EI'. e P(E2) : g, assim

(IE-P) (EI) iE(Ei) - P(EI) : g

(IE-P) (E2) IE (E2) - P(E2) E2

ou seja

Im(IE-P) E2 e Ker(IE-P) : EI

TEOREbIA 3.3 - Se um espaço vetorial E é a soma direta de uma

família (Mj.)j.:l,... ,s de sub-espaços de E, então existe uma fa-

ma.lia (Pj.)i:l,...,s de endomorfismo de E que satisfaz as con-
dições
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2
P : P i : l ,a Sl

b) Im(P.i) : M.i , i =1,... ,s

c) P:P: = g, se i #j, i e j = ll J
S

d) .}lipi : IE

) SB

PROVA - Supondo E : MI O M2 0

yeE existe um Único y:eM: tal que1 1

y : >1 y;
i:l *

Definindo Pi' i:l,...,s uma aplicação de E em E, tal que

Pi(y) : yj. é fácil de ver que Pi' i:l,...,s é um endomorfismo
de E, e bati.sfaz

S

O Ms temos que para todo

a) P ,s) pois

Pi(Pi(y) ) Pi(yi) yi P:i (y) para todo yeE

b) Im (P: )l Mj.i pois, PiCy) :yj.É;Mj. para todo yGE -----p

illl.Pi(Mi) = Pi(Mi) = Mi

S

Pi(E)

e ainda, o Ker(Pi) :MI O... ©Mj.-l OMi+l o ..' +Ms' pois
como para todo yeE ---+ Pj.(y) : yieMj então se P(y) = g, temos

que yj. : 0 e reciprocamente se yj.:0 e y :yl}...+yi-l+yi.+l+''. yn

com yjCMj' j:l,'..,s e j #i então Pi(y) :g, isto é, o vedor y
yeKer(Pi) é na realidade uma soma de vetores dos sub-espaços
M.i .com j =1, .. . ,s; j #i



Mj ' para j :l,. .. ,s

S

Ke'(Pi) : O j:IMj

então para todo yGE temos

c) PiPj (y) : Pi (yj) : 0 -- PiPj

para ie j =1,...,s, i#j, e também, como

IE

TEOREMA 3.4 - Seja E um espaço vetorial e (P.i)
mÍlia de endomorfismo de E tal que

a) P2 =..Px' i=1,....2

b) P.iP.i : 0.se i # j , i e j=1,

c)

Se, Mi : Im(Pi) temos

dl) E': MI ©

d) y : PI (y) + . . . + Ps (y) ''---, y :i:,:)',

Assim , como

e

,s

d ) família de associada decomposiçãoa projeçoes a2
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espaço E : I'll O '.. ©'Ms é a própria famz'li.a (Pi)j.:l,...,s

PROVA - Supondo P.i , i=1,...,s endomorfismos de E que satisfa
zem as condições a), b) e c) e

Im(Pi) : Mi

certamente

do yGE
pois por c) IE então para to

IE(y') {:Í:-:) ,, : :i:-:'*,
onde Pj. (y)eMi' i:l,
se

,s, e esta expressão para y é única,pois,

com digamos y.i P.i(y:), então, usando a) e b) temos

pj (pj (yj ) ) pj (yj) : yj

e

pj (y)

S

:E:Pj ÜP
S

:>1:pj (pi. (yi) ) yj

0

e

que prova que E M O''l ' ainda, como

Ker (Pi)
Ç

>l M: , para j #i

Im(P.i ) temos que

sobre M: segundo a direção
por a) Pi : Pi.onde Mi

PI é a projeção ile E
teres do

dos ve
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Ker (Pi) para J # l

Geometricamente observamos então que projeções podem ser

usadas para descrever decomposições do. espaço vetorial E em

somas diretas e vice-versa, ou seja, a família de decomposi-
ções em soma direta estão associadas a famz+li.as de projeções

Prosseguindo no espz+rito do Teorema 3.2 e Propriedade 3.1,

apresentamos, sem dentonstração, condições sob as quais algumas

combinações algébricas de projeções são elas próprias proje

ções. A demonstração pode ser encontrada por exemplo, em Hal-

mos (1978) pg. 81 e Jacy Monteiro (1969), pg. 118

TEOREMA 3.5 - Seja E um espaço vetorial

Se PI e P,2 são projeções de E, então

,/

a) Im(P.)clm(P,) (1 .40)

b) PI + P2 é uma projeção
ta esta conde.ção, então

PIP2 g© e, satisfez.
b

1"(Pl:P2) Im(PI) O Im(P2)

Ker(Pl+P2) Ker(PI)nKer(P2) (1 .41)

c) Pl-P2 é uma projeção
ta esta condição, então

P2PI P?, e, satisfez

Im(Pl-P2) : Im(PI)nKe.r (P2)

Ker (Pl-P2) : Ker(PI) © Im (P2)

b

(1 .4 2)
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d) Se PIP2 : P2PI : P, então,

dl) P é uma projeção de E, onde

Im (P) : Im(PI)nlm (P2)
e o

Ker(P) : Ker(.PI) + Ker(P2)

d2) PI + P2 - P é uma projeção de E onde

(1 .43)

Im (Pl+P2-P) : Im(PI) + Im(P2)

Ker (Pl+P2-P) : Ker(PI)nKer (P2)

Enunciaremos agora um teorema de grande importáhcia noes-

tuo de estimação em modelos lineares no qual utilizaremos os

sub-espaços gerados pelas colunas ou linhas de uma matriz

e o

(1.44)

TEOREMA 3.6 - Se EI e E2 são sub-espaços de E tal que E =EI O
O E2' então, uma condição necessária e suficiente.para que EI
e E2. sejam invariantes sob um endomorfismo V de E é que

PV VP ou seja, V e P comutam,
onde

P é uma projeção de E.em EI segundo E2 (1 .45)

PROVA - :'Supondo que PV =VP onde P é uma projeção de E em E.
segundo Eo temos,

se yCEI' V(y) : VP(y) = PV(y) -----''" v(y)eEI

se yGE2' V(y) = VP(y) = v(g) : g ---+ y(y)GE2
e portanto, E. e E. são invariantes sob V
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Admiti.ndo agora que EI e E2 são i.nvariantes sob V temos

para todo yGEI ---'' V(y)GEI e P(y) y -'-- PV (y)

v (y) : VP (y)

para todo yeE2; V(y)eE2 e P(y) P (v (y) )

: pv (y) : 0 : vp (y),

asse.m, como para todo yeE, y =yl+y2 com ylGEI e y2GE2' então

PV(y) = PV(y].) '''PV(y2) : VP(y].) +VP(y2) : VP(y)

e portanto
PV : VP

calmos (1978) pg. 98 afirma que

TEOREMA 3.7 - Se E é üm espaço vetorial de dimensão finita. Cor-

respondente a qualquer endomorfismo V em E, existe uma trans-

formação linear inversÍvel T em E tal que

TV é uma projeção de E sobre a Im(TV) segundo a direção
dos vetores do Ker (V)

Uma classe especial de projetores poderá ser encontrada
quando o espaço vetorial E. é decomposto em soma direi.a de um

sub-espaço EI de E e do seu complemento ortog(mal em E

Tal classe é definida por

DEFINIÇÃO 3.2 Projetores Ortogonais - Seja E um espaço veto-

rial com produto i.nterno e EI um sub-espaço de E.

Então, se E =EI © E2 onde E2 :EI é o.único sub-espaçode



E que completa ortogonalmente EI em E e, P é um endomorfismo
de E.

Dizemos que P é uma projeção ortogonal de E em E. se, e
somente se,

P projeta vetores de E em EI segundo a direção dos veto-
res de Ef

PROPRIEDADE 3.2 - P é uma projeção ortogonal de E no sub-es-

paço' EI de E -''---r (l-P) é uma projeção ortogonal de E no sub-

espaço EI . (1.46)

PROVA - Imediata usando a Propriedade 3.1

TEOREMA 3.8 - Seja E um espaço vetorial com produto interno e
P um ehdomorfi.smo de E.

Então, P é uma projeção ortogonal de E se, e somente se,
P' = P e P = Pt, ou seja,

P é simétrica e Idempotente, (1.47)

e.ainda, se P é uma projeção ortogonal de E, então

vycn IP(y) ll $ 1rl , (1.48)

onde ll ll = norma do vetou

PROVA - Supondo P uma projeção ortogonal de E, temos por (1.37)
Pó = P e ainda, como VYGE temos

(P(y),y2) : 0, bata todo y2G(Im(P))'

então,
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(P(y) ,y2) : (y,P'(y2))

para todo y2€(1m P)l

de modo análogo,como bor (1.46) 1-P é também uma projeçãoor

togonal de E sobre o Ker P ; (Im P)l segundo a direção dos ve
teres da (Im P) ' temos

(VyeE) ----- P'(y,)

VYGE e y.Glm(P)

((l-P)(y),y]) = (y,(l-P)t(y].)) : 0 '-'-..,

(l-P)t(y].) = y'] -Pt(y]) çO ------ Pt(y].)

yl +y2 com ylGlm(P) e y2G(ImP)x

yl

logo , como para todo yeE

temos

' pt (y) : pt (yl+y2) pt(yl) +pt (y2) P\ (y) : yl : P(y)

para todo yGE

inversamente, supondo Pó =P =Pu temos, Pz =P -.+--"'-p por (1. 31) P

é uma projeção de E na Im(P) segundo a direção dos vetores do
Ker(P)

Mostrando que KerP : (Im P)l temos: se

yG].m(P) e xGKertPJ

então,

Cx,y) = (x , P (y) ) (Pt (x) ,y) (P (x) .y) (@,y)

ou seja (KerP) (Im P)l, ainda,

Supondo P un\a projeção ortogonal de. E temos
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VyeE, 0 g IP(y)ll (P (y) ,P (y) ) : (P (y) ,y)

e portanto por (1.14) P é:positi.va
Como 1 - P é também uma pro.jeção ortogonal de E então l-P

é positiva e portanto

2 l p(y) ll : (y,y) - (p (y) , p(y)) Cy ,y) - (p (y) ,y)

«ji-P) (y) ,y) 2 0 ---- HP(y)ll É jjyjl

COROLÁRIO 3.1 - Se E é um espaço vetorial com produto i.interno

e P.é uma projeção ortogonal de- E então. os auto valores de P

são iguais a zero- ou um e, os auto v'etores de P associação a
auto valores distintos são ortogonais. (1.49)

PROVA - Supondo P uma projeção ortogonal de E e XGR temos que,
sé X é tal que

Px Xx onde x # g, xGE ----* P(P(x)) P2x : Px ; Xx

e

P(P(x)) = P(Àx) = ÀP(x) = À2x ---- Xx : À2x .--...-

(À-À2)x : 0 .+.--.-p À.À2 :0

CPois,

: 0

x # 0) :---* X' : "X2

tam.bém, se

e

0Xl ou

P(xl) Àlxl para algum xlGE e xl # g

P (x2) À2x2 para algum x2GE e x2 # 0
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temos

XI(xl'x2) :(Xlxl'x2) :(P(xl),x2) :(xl'P(x2))

(xl'À2x2) : .À2(xl 'x2) ,

assim,

se ÀI #À2 então (xl'x2) : 0 ou seja os auto vetores de
P associado a auto valores di.stintos são ortogonais.
TEOREMA 3.9 - Seja E um espaço vetorial com produto interno.
Se P é um endomorfismo de E tal que

P2 : P e HP(y)ll gljyjl para todo yeE então P =Pt. (1.50)

PROVA - Como Pó :P ---» (por 1.37) P é uma projeção de E na Im(P)

segundo o Ker(P) basta então mostrarmos que

(Im P)l = Ker(P) ou(Ker(P))l= Im(P)

Para este propósito , temos

VxC(Ker P)l e y = P(x) -x

temos que xG(Ker P)l e yeKer(P) assim

P(x) : x +y com (x,y) : 0 ------- llP(x)Hz =

= (P(x),P(x)) = (x+y,x+y) = (x,x) +

='' (y,y) : llxll2 +ljyjl2 Sllxll2 --.- jjyjl $

g 0 ----* y = g

ou seja HP(x)ll = llxll -----* xGlm(P) e portanto (Ker(P )lclm(P)
Como dim(Im(B)) = dim(E) -dim(Ker(B)) e a
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dim(Ker(P))' dim(E) - dim (Ker CP) )

temos dim(Im(P)) = dim(Ker(P))

e portanto Im(P) = (Ker(P))l

Observe que o Teorema 3.5 permanece váli.do se a palavra
projeção é quali.facada no contexto como ortogonal

Isto é uma consequência imediata da caracterização prece-

dente de projeções ortogonais e do fato que soma e diferença
de transformações auto-adjuntos é auto-adjunta, enquanto o pro-

duto de duas transformações auto-adjunta é auto-adjunta se, e

somente se elas comutam. (1.51)

Generalizando o teorema da soma para projeções ortogonal.s, temos

TEOREMA 3.10 - Seja E um espaço vetorial com produto interno

Seja ainda Pl;... ,Ps projeções ortogonais de E.

Uma conde.ção necessária e suficiente para que

P E P: seja uma projeção ortogonal de E
; -- l A

S

g, para i # j, i e j = 1, ,s

ou seja, a imagem de Pi e Pi para i#j são ortogonais (1.52)

PROVA - Supondo Pi, i:l,...,s e P = .>1 Pi projeções ortogonais+ ; -l &

de E, temos por (1.48) para todo xeE

's

llp(x)ll sllxll

mas, como
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llP(x)ll g llxll ----- llP(x)ll2 g llxll2 ----..

IP(x)ll2 = (P(x),P(x)) : (PtP(x)),x)

(P'(x) ,x) : (P(x) ,x)

}.(pi(x),x) : .>1.11pi(x)ll2 'll*llzi:l " i:l '

então, se x€1m(P.i ) para algum

P.i(x) : x e portanto

>l IP: (x) l ' $ 0 --.--
j :l' J

llP.i(x)ll' : 0 para todo j , j # i,

Pj(x) :.0 -'--.....- xeKer(Pj) : (Im(Pj))l

para todo j , j # i, i e j = 1, ...,s

ou seja, Im(Pi)'(Im(Pj))l para todo j, j #i, ie j=1,...,s
reciprocamente,

ê. i.mediata usando indução fi.nata sobre s 2 2 e o teorema 3.5

para projeções ortogonais

Finalizando nosso estudo de projeções temos,

TEOREbIA 3.11 - Se PI e P2 são projeções ortogonais de E,
tão as seguintes condições são mutuamente equivalentes

a) IPI(x)ll sBP2(x)ll para todo xeE

b) Im(P. ) clm(P9)

)

S

, s

en

=

S

>l P: (x) ,l
=X

i;l
=

i , i : l , s temos
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c) P2PI : PI

d) PIP2 : PI

PROVA - Supondo, PI e P2 projeções oito

pelo Teorema 3.8 PI ; PI e P2 : P2

pelo Teorema 3.S Im(PI)'lm(P2) '---'- P2PI : PI e portanto,
ê trivial que

de E temosgonaxs

Im(PI)clm(P2) '---- P2PI : PI ''"---'" plP2 : PI

stremos que a) ----- b)

Supondo que llP.L(x)ll ÉllP2(x)ll para todo xGE, então, se

xeKer (P2) ------' P2(x) : g

-----'"'HP2(x)ll: 0 2 llPt(x)ll

--"---- PI(x) .: 0 -----"'" xe(pl) ou seja Ker(P2)'Ker(PI)

e portanto

Im(PI): (Ker(PI))I'(Ker(P2))

supondo que Im (P].)'lm(P2),
então, por a) b) e c)

Im (P2)

P2PI : PIP2 : PI '-"-- (por 1 .42)

P2 -PI é uma projeção e também satisfaz por hipótese

Cpz-pl)t = pt -:pt : p2 - pl
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assim, para todo yeE

Hp2(y)ll 2 . llP:(x)ll 2 (P2 (y) ,P2 (y) ) (PI (y) , PI (y) )

(P2(y),y) - (PI(y),y) : ((P2-PI)(y),y)

:«P2-PI) (y), (P2-PI)(y)) ; ll (P2-Pi)(y)ll' 2 0 ------.-

llP2(y)llz 2 llpl(y)ll z para todo yGE,

ou s.ela

llp2(y)ll 2 IPI(y)l para todo yeE

1.4 - PROJETOR ORTOGONAL ASSOCIADO A UMA MATRIZ

DEFINIÇÃO 4.1 - Consi.derando uma matriz Xnxp; X : (x(j)), onde
xr.i), j =1,...,p, são vetores nxlGR'', e

P: Rn ----.-p Rn um operador projeção ortogonal de Rn

Então, se

Im(P) = C(X) di.zemos que P é uma projeção ortogonal de

R'' sobre o espaço coluna de X

DEFINIÇÃO 4.2 - Seja X uma matriz nxp e P um operador proje-
ção ortogonal de Rn sobre C(X)

Define-se cos(y; CCx)) para todo yGRn ao cosseno do ângu-

lo entre o vetou y e a sua projeção ortogonal sobre C(X), ou

seJ a

cos (y, C (X) ) : cos (y ,P (y) )

Uma forma matricial pa-ra apresentar o operador projeção oito
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tonal sobre C(X) é dada por:

TEOREMA 4.1 - Para toda matriz X n xp de posto r Élnin(n,p) e

xiste uma matei.z B p x n tal que

XtXB : Xt

e,se

P : XBX

então

PX representa a matriz do operador projeção ortogonal so-
bre C(X) e ainda, P... : XB é Única (1.53)

PROVA - Como , por (1 . 35) temos

C(XtX) = C(Xt) então, para todo yeRn,

existe beRP tal que XtXb = Xty

Fazendo y sucessivamente igual a

ÍI se i : j

1.0 se i # j

temos que existe bj' j:l,'.. ,n,GRP tal que

x',', : x'y, : *t.,
x(j) :j-ésima lha de x, assim, toitiando

temos que existe uma matriz B p xn tal que

yj : (dij) , j:l,

(bl ;bn)

XtXB : Xt
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Fazendo Px :XB temos que Px é a matriz do operador pro
jeção ortogonal sobre C(X) , pois,

a) Pl: : Px pois,

XtXB : Xt .<... BtXtX : X

assim,

Px : XB : BtXt.XB : BtXt : (XB)t

b) P{ : Px' pois

(Px)2 : (XB)(XB) ; (XB)t(XB) = BtXtXB

c) posto(Pi) : posto X, poj.s
como

ptx
' x

BtXt P'x

posto(X) = posto(Xt) = posto(XtXB) É

g posto(XB) É posto(X),

então

posto (B.X) = posto (X)

e como C(P'X)cC(X) concluímos que C(P:X) : C(X) e portanto, por

a), b) e c) concluímos que Px : XB é a matriz do operador pro-
jeção ortogonal sobre C(X)

Supondo que exista uma outra matriz P; = XB] onde B] é u/L .L .L

ma matriz pxn tal que X'XBI : Xt, temos então que, P; é tam
bÕm uma matriz do operador projeção ortogonal sobre C(X) . Te

mos para todo yÉ;R''
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XtPXy = Xty = XtPXy .<--"-'b

.i-----* Xt(PXy - PXy) : Ç] '----

--' P;y -PxyeKer(Xt) = C(X)l

e como

P;y -Pxy : XBly X(Bly-By)CC(X)

temos

P;y -Pxy g -* p;y Pxy para todo yeR''

então, concluímos que P= = Px x

DEFINIÇÃO 4.3 - Seja X uma matriz n xp.

De:fine-se .matriz do operador projeção' ortogonal sobre
C(X) ã matriz

P. = XB onde B é üma matriz p XH tal que

XtXB : Xt

Como, a relação entre X e B é tal que

(XB)t: XB e

XBX = (XB)tX = BtXt.X = X

então, concluímos que B é uma inversa generalizada de X de mí-

nimos quadrados (ver Rao G blitra (1969). (1.54)

Asse.m, um aspecto importante da matriz do operador pro-

jeção ortogonal sobre C(X) é que ela é obtida da aproximação
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de mínimos quadrados e portanto aproxima o vetar yeRn por ve-
tores pertencentes ao sub-espaço C(X) de R':. Tal fato, seta
estudado com detalhes no Capítulo 2.

Algumas das propriedades a respeito de P.r =XB são conse-

qüênci.as imediatas das propriedades dos operadores projeção
ortogonal e portanto faremos apenas cita-las

PROPRIEDADES DE Px - Se X' é uma matei.z nxp de posto rsmin(n,p)
e Px :XB é a matei.z do operador projeção ortogonal sobre C(X)

então, Px satifaz as segui.ntes propriedades:

1) 1 -Px é a matriz do operador projeção ortogonal sobre
C(X) ' (1 . 5S)

11) Para todo vetou yeRn

P.y ê à projeção ortogonal de y em C(X)

(l-Px)y é a projeção ortogonal de y em C(X)

111) Se A é uma matriz HXT de posto r tal que C(A)
então

e

l

(1. 56)

(1 .57)

c(x)

PA : Px (1.58)

PROVA - Supondo C(x) :C(A) onde A é uma matriz nxT de posto r
temos

C(X) (A) --+ C(X)l

e como para todo vetou yeRn.y é univocamente determinado por
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y = Pxy + (l-Pn)y : PAy + (l-PA)y
(usando (1 . 56) e (1 . 57))

onde PxyeC(X) e PAyeC(A)

e (l-Px)yeC(x) e (l-PA)yeC (A)

então por hipótese vale a igual
do

Pxy : PAy para todo yeR'' ou seja Px ; PA

IV) Se as colunas da matriz A formam uma base ortonorinal

de C(X) então, p... ; AAt (1.59)

PROVA - Supondo que as colunas da matriz A formam uma base or-

togonal de C(X) temos

A'A : 1. e C(A) ; C(x)

Como por defi.nação PA : AC é a matriz do operador projeção or-
togonal sobre C(A) apenas quando E satisfaz AuAü; : A', então,

se PA é a matei.z do operador projeção ortogonal sobre C(A) te-
mos que

arde acima apenas quan

PA : AA'

e assim, como C(X) = C(A) onde

PA : AAt ---...-- (por 1.58)
+

P : AA'X

V) Os auto-valores de Px são iguais a zero ou um. (1.60)

Estudemos agora as partições de C(x) como fonte geradora
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de sub-espaços que decompõem este C(X) em soma direta de sub-

espaços ortogonais.

PROPOSIÇÃO 4.1 - Se X é uma matriz nxp e.Xj., i:l,...,s, são

matrizes n xpi respectivamente onde p : z>ltPi' então,

>l.c (xi)1=1

S

X :. (Xl:X2 x.) -+ c (x)S
(1 .61)

PROVA - Supondo

ÀeCX(X) então,
(xl X.) temos,t)ara todo ÀGRn tal .que

xsJ ; y'

ÀtX2
t ) :X S

.{-.-..> ÀtX: : g para todo i=1, . . . ,s -+-----+''i
S

.---* À iq:lc(xi)' ''----* (por (1.31))

*'t:Ê:' .*:,) '
e portanto .>1.C(xi)cC(X)i:l

Como

s s s

i=lPosto(xi) - iEI j:i+ldim.(C(xi)'C(Xj))

dim l.>i:c(xi)
s . s-l s

i:]dim C(xi) - j.E]. j=].+].dim(C(xi)'C(xj))

S

-c J

posto (X:) : dim(C(X) )

concluímos que C(X) : .>1.C(Xj) reciprocamente é trivial que

x :(Xl:...:Xs) onde Xi são matei.zes nxpi. com

S

l
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p : >1 p;
i:l '

TEOREbIA 4.2 - Se X =(Xl:X2) onde Xi' i:1,2, são matrizes nxpi
respectivamente, com pl +p2 ; p então; se

P.o é o operador projeção ortogonal de R'' sobre C(X)

e

PI é o operador projeção ortogonal de Rn sobre C(.XI)

temos q

C(X) : Im(PI) O Im(P12-PI)

Im(P12-PI) : Im(P12) nKer(PI)

l

Ker(P12-PI) : Im(l=P12) O Im(PI). (1.62)

PROVA - Supondo X : (X.L:X2) e

P12 o operador projeção ortogonal de R'' sobre C(X)
e

PI o operador projeção ortogonal de Rn. sobre C(XI)

temos

Como X = oq.: x2) ---"-'" c(lxZ)'c(x) -----' Im(P].)'lm(P].2) ----'"

37

ue

l

onde

e

11)(teor 3
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P12PI : PIP12 : PI ---"-.- (extensão de (1.42)

para projeções ortogonais)

P12-PI é uma projeção ortogonal onde

Im(p12-PI) : Im(P12) nKer(PI)

e

Ker(P12-PI) : Im(l-P12) O Im(PI)
l

e ainda, como

P12PI ; PIP12 ; PI '+"-"">

''---'" Cl-P12)PI : PI(l-P12) : çó -------* (extensão de

(1.41) para projeções ortogonais)

Pl+(P12-PI) : P12 é uma projeção ortogonal sobre a

Im(P].+(P.12-PI)) : Im(PI) © Im(P12-PI)
l

Im(P[+(P].2-P].)) ;lm(P12) ; C(X)

então concluímos que
l

C(X) : Im(PI) O Inr(P12-PI)

Im(P12-PI) Im(P12) nKer(PI)



39

Observe que tal decomposição pode ser estendida para uma

partição de C(X) em mais de dois sub-espaços de C(X) como por
exemplo

PROPOSIÇÃO 4.2 - Se X :(Xl:X2:X3) , onde.Xi' i:1,2,3, são ]na

zes nxpj respectivamente, com

tri

3

E.pi : p:1

então, se

p123 é o operador projeção ortogonal sobre C(X)

P12 é o operador projeção ortogonal sobre C(Xl:X2)

PI é operador projeção ortogonal sobre C(XI),

temos que

C(X) ; Im(PI) O Im(P12-PI) © Im(P123-P12)
l l

onde

Im(P12-PI) Im(P12) nKer(PI)

Im(P123-P12) Im(P123) nKer(P12) (1.63)

PROVA - Análoga ao Teorelaa 4 . 2

Da mesma forma que existe Bpxn tal que Xt = XB

demos demonstrar que existe uma matriz Cpxn tal que

xx'c'

Xt PO
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e

P.,t = XtCt é a única matriz do operador projeção ortogo-
nal sobre C(Xt) : L(X) . (1.64)

DEFINIÇÃO 4.4 - Soja X uma matriz nxp
Define-se matriz do operador projeção 'ortogonal sobre

C(Xt) = L(X) : espaço linha de X ã matriz Pxt : XtCt, onde C
é uma matriz pxn tal que XXtCt = X. (1.65)

Considerando, a matriz G =CXB, onde B e C sâo matrizes

pxn satisfazendo XtXB = Xt e XXtCt = X, respectivamente (1.66)
temos

PROPOSIÇÃO 4.3 - A matriz G definida em (1.65.) é Única para
qualquer escolha de B e C. (1.67)

PROVA - Supondo BI e B2 quaisquer duas matrizes tais que

XtXB. ; Xt e XtXB. ; Xt
.L É'

a CI e C2 quaisquer duas matrizes tais que

/ XXtCt : X e XXtCt ; X'l '' ' '"' 'l

temos poP (1.53) e (1.64) que

XBI : XB2 e CIX : C2X

assim, se Gij CiXBj para i,j = 1,2, então

CIXBI : C2XBI : C2XB2 : CIXB2

ou seja,
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Gj.j : Gi.j' para todo i,.j,i',j' = 1,2 e assim prova'se
que G é Úllica. Elas,. ainda G satisfaz as seguintes propri.ida-
des

l)' XGX = X pois

como para toda matriz C tal que

xxtct ; x (1.68)

e para toda matriz B tal que

XtXB : Xt (.1 .69)

então se G C B como em (1.66) temos

XGX = XCXBX : por(1.68) XBX = por(1.69) X

11) GXG = .G poj.s

G : CXB -----> CXBXCXB = (1.69) CXCXB = (1.68) CXB = G

lll) (XG)t = XG pois

(XG)t ; GtXt : BtXtCtXt ; BtXt : XB : XCXB = XG

IV) (GX) t = GX, pois

(GX)t : XtGt XtBtXtCt XtCt : CX : CXBX = G'X

que são as condições para a Única inversa de Moore-Penrose (ver
Rao G l-letra (1971) )

A inversa de Moore-Penrose é i.mportante na solução de sis
tema li.neares consi.utentes , como veremos
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PROPRIEDADE 4.1 - Seja X uma n\atroz nxp se, Xy =c é um siste-

ma linear consistente então a solução geral de xy = c õ dado
por

X+c + (ln-X+X)z para todo vetou zCRP, e onde

X+ = CXB é a Única inversa de Moore-Penrose

PROVA - Sabe-se que a solução geral do sistema Xy = c consiste
de uma solução particular arbitrária combinada com cada solu-
ção de xy = çõ que são os vetores pertencentes ao núcleo de x

Assim, se posto x : r então, posto (l..-x'x) : p -r e portanto

o espaço coluna de (ln-X X) é de dimensão p-r, e assim como
+

de (l.-x x)

x'x) : @x(l P

+c(l X x)P

e a dim(C(lp-X+X)) : dim N(X)

então , podemos concluir que

N(X)

e portanto, a solução geral de Xy c e

y = X+c + (ln-X+X)z para qualquer vetou zCRP

Um outro aspecto de grande importância de X'' é dado por (Rao

G lvlit'ta (1971) onde eles mostram que X''' : CXB é a solução de
l\4i'numa Norma do sistema de equações consistente Xy

000o000
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CAPÍTULO 2

CARACTERIZAÇÃO DO BLUE

NO }ÍODELO DE GAUSS-bIARKOFF

2 . 1 APROXIMAÇÃO DOS MI'NIMOS QUADRADOS - Seja

(yi). i:l ... n, um vetou de Rn

(x(j)) uma matriz nXP conhecida de posto r <p
onde

e

x(j) , j:l , , p+ são vetou nxl de R':

(Bj) , j:l, , p, um vetar de RP

Considerando o modelo

onde e é um vetar nxl de perturba -

çao ou erro (2.1)
temos

DEFINIÇÃO 1.1 - A aproximação das mínimos quadrados de y por ®
teres de C(X) consiste em achar um vetar n G C(X) tal que

min jjy- íill2 = jjy- rillz (2.2)
n G C(X)

Tal aproximação é dada por

TEOREFIA 1.1 - Considerando uma matriz Xnx-:(xr;\) onde. x,,. . j=i,
.... p, sãovetores de Rn. ""l' \JJ LJJ : '
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e

Px . uma matriz do operador projeç.ão ortogonal de
c(x)

Então, para todo y G Rn

n C(X) jjy ' n ll2 = yt (l - Px) y

e este mz'niino é atingido quando

n : Px y : projeção ortogonal de y sobre

PROVA - Por Cauchy-Schawrarz, para qualquer vedor c € Rn
c(x)

llr - n ll2 >

Fazendo c = (1 - Px) y onde

Px é uma matriz do operador projeção ortogonal
sobre C(X) temos, por (1.55) que

1 - Px é uma matriz do operador projeção ortogonal
sobre C(X)'

e portanto

ct c = yt (l - Px)t (l - Px) y : yt (l -

n

ct(y -n) : yt (l - Px) (y -TI)

= yt [(l - Px) y - (l - Px) n]

Rn sobre

c(x)
(2. 3)

e r) €

(2.4)

de Rn

de Rn

Px) y
(2 . 5)
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= yt (l - Px) y

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4)

(2.4) fica

(2 .6)

lly - n ll2 yt (l Px) y
(2. 7)

Fazendo Px y projeção ortogonal de

y sobre C(X) então

jjy ljy - Px y ll2 ll(i - p) yl lz

( (l-Px) y, (l-Px) y) (y, (l-Px) y)

yt (l - Px) y (2. 8)

assim, por (2. 7) e (2. 8)

min llX
n G C(x)

1: : 11x Íi 1 1 : yt (i Px) y

onde

PX projeção ortogonal de

y sobre C(X)

Apesar deste resultado ser matematicamente elegante, pode-

mos notar que esta formulação independe da base gerada pelos ve

teres coluna de X., portanto, despreza aspectos do problema nos

qual.s envolve os atuais vetores x(j), j = 1,..., p, que são de

grande importância, como por exemplo, nos problemas de regressão
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Considerando, a aproximação dos mz'nimos quadrados dos veto
res y G R'' por vetores de C(X) ao vetou

9 : X lã G C(X) temos

DEFINIÇÃO 2.2 - Seja o modelo y = Xí3 + e dado por (2.1)

A aproximação dos mz'nimos quadrados de y por uma combi.na -

ção linear das colunas da matriz X - .11. x(j) Bj ' consiste em
achar aqueles coeficientes BI, ...., Bn os quais mi.ni.mizam a s.g
ma dos quadrados dos desvios de y pela sua aproximação ou seja ,

os BI , ..., BP escolhidos de tal forma que

n p .

B min P ixl yi - jxl xij Bj)'

{:: ',': - ,:: *:,ê,,: (2. 9)

Em forma matricial temos,

Se min jjy-nlj2: min jjy-XBll2=ljy-xBjl2
n € C (X) '' B G RP -' ' ' '

então a aproximação dos mínimos quadrados de y por velares de

C (X) é dado por X é : y (2.10)

2.2 - COMPUTAÇÃO DOS COEFICIENTES DE MÍNIMOS QUADRADOS E EQUA

ÇOES NORMAIS

Consi.durando a função

Q(B) = (y - XB)t (y - XB ) onde

y, X e B são dados pelo modelo (2.1)
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temos que
n p 9

Q(B) : :E.(yi - .E. xj.j B.i)" > 0
i=j '' ]' j=1 'J 'J

e é contínua para todo vetou B G RP.

Asse.m, derivando Q(B) com relação a Í3k, k = 1, ... , p, e,

igualando a zero cada uma dessas derivadas parciais temos

a q.:

n
E

z:J
P

(yi - jx Bj )

n p

yi = E xiK (jEI xij Bj)

X B

onde X(k) : k.-ésima coluna de X., (k : l,

Em forma matricial, se

P)

a(Q(B)) ,. . . .
j.=É:-:-- = P então 13 satisfaz o si.stema de e

: x'y

que é denomi.nado de equações normais que é sempre consistente

desde que por (1.35) te)nos C(x' x.) = c(xt)

Ainda, comovo € RPe í3 G RPtal queXtx3=Xty-+

Q(B) : (y-xB)t (y-xB) = (y-x@ + x(ê-B))t (y-xB + x(ê-B))

(y-x:B)t (y-xB) + (ê-B)t xt x(ê-B) >, Q(B)

t
quações

concluímos que Q(B) admi.te um mínimo em B dado por B para t2
do B eRP tal que satisfaz.as equações matinais XtxÍ3 = Xt y
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e também. se BI e B2 são dois vetores de.RP tais que

X' X ê: : Xt y e X' x ê: : xty
então

)Ct X BI = Xt X B2 = Xt y .+-+

xt x (l!: - ê2) g 't (BI B2)t Xt X (Bl- B2)

-+->(x(êi B2))t (X(BI B2) )

x B. :x B,

ou seja, Q(13) é invariante para toda solução das equações nor-
mais X' XB = x' y (2.12)

Reciprocamente, supondo que Xt = y onde t = ê + p . com

p € RP e 13 ê RP qualquer solução das equações normais seja OE
tra aproximação do vetou y então

Q(t) = (y - X (é'+p))t (y - x(B+p))

l

[(y - X13) '- XPJt [(y - XB) - 'X P]

(y - xB)t (y - xB) - 2 (y - xê)t xp + pt xt )©

(y - XB)t' (y - XB) + Pt Xt X P poj.s (y-XB)t

e assim, Q(t))« Q(ê)
onde

Q(t) = Q(B)-pt xt x p: o .-
xp : g
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e neste caso

9 = x t = x 13 = j' (.2.].s)

Assim, por (2.11), (2.12) e (2.13) podemos concluir que

TEOREMA 2.1 - Considerando a função Q(B) = (y - XÍ3)t (y - X B)

onde y, X e 13 são dados pelo modelo (2.1)
então

min . Q(B) = Q(í3)--, B
B G RP

é solução das equações normais X.t X B = Xt y que são sempre con

sistentes e ainda, x Éi é o único vetou em CCX) tal. que

Q(B) Q(B) CZ.14)

COROLÁRIO 2.1 - Quando a matriz Xnxp do modelo l.inear (2.1). é
de posto p, então, o vetar invariante X B é explicitamente dado

por um conjunto de funções lineares das coordenadas do vetou y
da forma

x B = x (k tx)-l' xty (2 .15)

P RO VA - Ti'ivi al

Expressões análogas para o vetou X B no caso de posto X
r < p poderão ser obtidas por

PROPOSIÇÃO 2.1

(2. 1) e ,

Consi.durando a matriz Xnxn do modelo linear

Px : .XB a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(X)
temos então que,
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By é solução das equações normais e portanto,

X.í3= X B y para todo Í] G RP tal que
I', N

x' x lâ: xt y (2. 16)

PROVA - Como por definição Px : XB é a matriz do operador pro

jeção ortogonal sobre c(X) se e somente se X é uma matriz pxn
tal que

Xt X B : : Xt

então, para todo y G RJI temos

Xt X. By Xt y onde By G RP (2. 1 7)

Observando que as estruturas das equações (2.17) coincidem

com a estrutura das equações normal.s, temos que, se

y : X B + e como em (2.1)

então tX X B y : X' y

By é solução das equações normais e por (2.12)

X B y X B para todo vetou

B eRP tal que xt x B: Xt y

PROPOSIÇÃO 2.2 - A aproximação dos mínimos quadrados 9 =X B P.â
ra o vetar de dados y é a projeção ortogonal de y sobre c (x)
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O vetou de resíduos é a projeção ortogonal de y sobre
complemento ortogonal de c' (x).

0

PROVA - por (2.16) x B = X B y = Pxy onde Px õ a matriz do ope
dador projeção ortogonal sobre C (X)
e

ê = y - X B= (1 - Px) y onde 1 - Px é a matriz do
operador projeção ortogonal. sobre C (.X)i

Geometri.camente, falando a linguagem de espaços vetoriais,

começa-se com um vedor y € Rn e p velares x(1) , ''' ' x(P) € RP
tal que C (.)Õ : CCx(1): ''' : x(P))

O problema é então escolher um vetou 9.= X Be C(X.) tal qUe

y esteja o mai.s próximo de y. Note que a distância mz'numa reque-
rida é a Euclidiana de um vedor em relação a um sub-espaço. Por
tanto, X B é a projeção ortogonal de y em C(X)

Considerando

X B : Px y e

y - X B= (1 - P*) y

como anteriormente obviamente temos que (XB)t (y

assim, como para todo vetou y G Rn
x 8) 0 e

y = Px y + (l Px) y : x B+ (y - x B)
então

llxll2 : yt y 11 x B ll' ' l Ir
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que é o teorema de Pitágoras

Esta decomposição é importante em prover uma medida de ajuâ
talento de X.B para y

Evidentemente o ajuste é ''melhor'' quando os desvios y - x B

s3o pequenos, isto é, quando a perpendicular a CN.), y - X 8, é
pequena.

Para uma medida absoluta do ajustamento faz-se uma relação

entre o comprimento desta perpendicular e o compra.mento de y

Uma medida óbvia é:

l jy l l2
l jy - xBI l2

jy llz
cos (y, C (X))

(ver 1.4 ) o qual esta' sempre entre zero e um.

Evidentemente quando o ângulo entre y e C o9 é pequeno, o

cosseno é grande e assim y está bem ajustado por Px y = X B

Nos casos extremos, quando o ângulo entre y e C(X) é zero
significa que y € C(x.) e assim y é perfeitamente ajustado por

Px y : y; por outro lado um ângulo Feto significa que y é perpe2
dicular a C(X) e a aproximação tri.vial e X B= g e n.este caso a
aproximação e' sem utili.dade

2 . 3 - ESTlbiABILIDADE

Qual.s combinações li.neares dos parâmetros B, Àt í3 , são
determináveis através de combinações li.neares dos dados?

Para responder esta questão, defina-se
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DEFINIÇÃO 3.1 - A função linear parainétrica Xt B onde À é um

vedor de RP é linearmente estijnãvel se, e somente se, existe um

vetar a € R'' tal que

E (aty) Xu í3 para todo B € RP (2. 1 8)

Assim, dizemos que Xt í3 é li.nearmente estimável se existir

uln vedor a € Rn tal que a esperança de aty é i.gual a Àt B inde-
pendente do valor do parâmetro B

Se tal uma função não existir então Àt í3 é dita ser
e s tiinã.ve l

nao

Supondo que no modelo linear y = X B + e dado por (21) te

mos E(e) : g (ou seja, a média dos erros é nula) então,

PROPOSIÇÃO 3.1 - Xt B a l.inearmente estimável se, e somente se

Xt = at x para algum vetou a € Rn.(2. 19)

PROVA - Supondo XtB uma função linear linearmente estimável en

tão por (2.].8) existe a € Rn tal que

E(at y) X' B para todo B G RP
mas

E(at y) : E(at(X B + e))

E(at X B + at e) = at x B + at E(e)= atxB= Àt B

C

para todo B eRP .+-> at xt

Formas equivalentes de enunciarmos esta proposição são
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COROLÁRIO 3.1 - Àt 13 é li.nearmente estimável se, e somente se

X € C(X') . (2.20)

COROLÁRIO 3.2 - ÀtB é linearmente está.sável se, e somente se ,

posto CX) : posto (Xt: À) (2.21)

COROLÁRIO 3.3 - O nu'mero de funções paramétricas linearmente es

ti.Haveis e independentes é igual ao posto de X (2.22)

PROVA - Imediata lembrando que qualquer base para C(Xt) consis
te exatalnente de posto (X) vetores linearmente independentes.

COROLAR10* 3.4 - Qualquer função linear de funções paramétricas

li.nearmente está.mãvei.s é estimável . (2.23)

PROVA - Supondo que Àf íi , i = 1,

tri.cas l i.nearlnente estimável.s
n

, m, sejam funções paramé

À t B
m .

i=lbi (Ài B) combie R,i:l,...,m tÊ

mos, como Ài B é linearmente estimável + por (2.20) À.i: G c(Xt)
par a todo i=1, ..., m mas

t

€ c(xt)c c(x') E b X-+i l li:l

para todo b: É; R, i=1,l

assim como

, m

m . m t

(iE= :bi \)' B: (E: bj. Ài ) B



m t .

E. bi (Ài B) : Àt B para todo B G RPi:l

m

i=1 bi Ài € C (X') então

l(Ài B) éÀ' B: E t

é uma função paramétri.ca linearmente estintável

COROLÁRIO 3.5 - .Se posto (X) = p então, B ée

to cada Bi é também estintãvel

PROVA - Como, por (1.33) temos posto (x) : posto (XtX) = P OP:

de Xt X é uma matriz p x p , então,

B : (x x)'l Cxtx) B

xi.ste uma matriz

Anxp : X(XtX)'

tal que E(At y) : At X B :X B

ou seja B é linearmente estimável e ainda

. , P

ollde(

(2 2por}

\

s t imãtre lr e

lt t((x x) )X X B

portanto,e e

l

0) temos que

po rt a2

(2 . 24)

, como , para cada j :::l ,

jl se i:j
,P}Bj : (Õij) B o

então por (2. 23) temos que

nde
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B: é li.nearmente estimável

PROPOSIÇÃO 3.2 - A função Àt B, X € RP, é li.nearmente estima
vel +-+ exi.ste um único

X P € C(X) tal que

xt x P: X é consistente (2. 2 5)

PROVA - Supondo .Xt" B uma função paramétrica li.nearlnente estima

vel então, por (2.19) existe um vetar a € Rn tal que

Xt : at X ou

X Xt a € C(xt)

mas como por , (1 . 35) temos

c(xt) : c(xt x)

então

X Xta € c(xt) - P € RP

tal que

À : Xt a : Xt x p (2. 26)

Observando que o conjunto de equações (2.26) é um conjun-

to de equações cuja estrutura coincide com o das equações nor -
mais que é sempre consistente e ai.nda X p é o único vetou em
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C(X) tal que

xt x P : xt , (ver 2. 14)

concluímos então, que, se À'í3 é está.maTeI então existe um üni.co

XP € C(X) tal que Xt X p = é consistente
Inversamente

Supondo que existe uln único b = xpC C(X) tal que Xt Xp =
= X' b = À é consistente então, como

Xtb :À onde be C(X) eRntemospor (2.19) que
À'13 é estimável

PROPOSIÇÃO 3.3 - A aproximação de mínimos quadrados para Àtí3 ón

de, À'B é uma função paralnétrica linearmente está.móvel, é dada
por

xt â: .t xt y com

Xt X p : À e

ÀtB' Õ não tendencioso para Àt 13

PROVA - Supondo Àtf3 ullia função paramétrica li.nearmente estima

vel então, por (2.26) existe um úni.co Xp € C(X) tal que

xt xp À é consistente

assim, se B é tal que Xt X B : Xt y
então
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x' x . - À -.. À' ê : .t x' x Ê - p' x'y
e

{' '?- .t x' x'. - .' x' '

e ainda

n(Xt B) = E(Ít'''x) = E(pt Xt x) = pt Xt E(x)

= Pt Xt X B = XtB pal.a

todo 13 € RP

P RO POS IÇAR 3. 4 Para to do vetar c € Rn temos que

E(ct y) : 0 (V B G RP)
l

-+ c G C(X) (2. 2 7)

PROVA - E(ct y) : 0 (V 13 É; RP) '---ct X B : 0 .+- ct X : g para tQ

do B € RP +.»

X'c : g '-' por (1.29) c G C (X) l-

Assim, observando os resultados das proposições 3.2 e 3.4.

segue que a classe total de estimadores não tendencioso para y.
ma função paramétrica linearmente estimável, Àt B, À G RP, é da
da por

PtXty+cty ondexp éoúnicovetorem C(X) tal
que XtX p= À é consi.stente e c € C(X)i

(2 . 2 8)
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2.4 - Completando agora a estrutura do modelo

pondo as condições de Gauss-Flarkoff
X, B fixo onde

X é uma matriz nxp de constantes conhecidas
e é um vetou p xl desconhecido tal que

E(e) : g

].m

e

E( e et) a2 : u2 in > 0

(assim os ej , i=1. ... , n, são não correlacionadas e tem a ]nes-
A . z'\

ma variância.a")

Pergunta-se qual é'o ''melhor'' esticador da função paramé -
tri.ca linearmente estimãv'el Xt B, À € RP, na classe dos estimado

res não tendenciosos para X í3?

Para respon.der esta questão, defina-se

DE F[N[ ÇA0 4.] - (BLUE)

Um estimados linear não tendencioso at y é dito ser o mÊ

Ihor está.mador não tendencioso (BLUE) da sua esperança se, e sg
mente se, sua variância não excede a variância de qualquer outro

estimados não tendencioso da esperança de at y

Considerando, então, a função linear

t t t
p' X' y + c' y com c € C(X)i e Xt consistente

teJaos

a ) E(pt Xt y + ct y) = E(Pt Xt y) + E(ct y)
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: Pt Xt X B .. ct X B ÀtB para todo B € RP (2. 29)

b ) cov (Pt Xt y, ct y) = pt Xt(in a2)c = a2 pt Xt c : 0
(2. 30)

c ) var (pt Xt y + ct y) : var Cpt Xt y) + var (ct y)

e portanto var (pt Xt y + ct y) >, var(pt xt y)
onde

var(pt Xty+ cty) = var(pt Xty) --

var(ct y) = a2 ct c : 0 ..-- ctc : o .,.c = 0

eneste caso, temos que

.t xt y .. .t y : P't xt y (2. 31)

assim por (2.29), (2.30) e (2.31) conduz'mos blue o BLUE de Àt B

ê dado por um {inico vetou da forma pt xt y onde p é tal que

Xu X p : À é consi.stente (2.32)

Como, pela proposição 3.3, Pt Xt y : Àt B onde Éi é qualquer
solução das equações normais concluí-se que

TEOREF4A 4.1 - TEOREMA DE GAUSS-MARKOFF - O BLUE de uma função p.g

ramétrica li.nearmente estimável, Àt B, À GI RP, é o único vedor
. . ,.{\ .

X' B = X'B onde d é qualquer vetou que minimiza Q(íi), isto é, B
ê qualquer solução das equações normais

xt x B : xt y Ç2.33)

COROLÁRIO 4.1 - O BLUE de uma combi.nação linear de funções está

mãvei.s é igual a mesma combinação li.near dos BLUE's das funções

/



estimáveis

PROVA - Trivial

COROLÁRIO 4.2 - O BLUE deXB éXB onde B é tal que XtX B =Xty
(2. 35)

(2 34)

PROVA - Se"do l :Q) 1 1 XU)'

11..,1 ': 1:..,.1 :'', ''
x(i) : (xil:..' : xiP), i:l,..., n, é a i-ési.ma li

\X temos

(i) € C(Xt) por (2.20)

x(i)B õ linearmente estimável p

e, por (2.33) o

x(i) B' i:l,...,. n,é igual a )((i) B : x(i)

nha de

todo l , ]'lara l

então

de X B : (x(i) B) é dado por

(i) ) B : X 13 onde B é ta].
t

x' y
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Como. por (2.16) para todo f3 tal queXtX B=Xty +

x B : Px y onde Px é a matriz do operador projeção ortogonal de
R'' sobre C(X) então, uma forma equi.valente de enunciarmos. o co
rolaria 4.2 é

COROLÁRIO 4.3 - O BLUE de Xí3 é i.qual a projeção ortogonal de
y em c(x) ou seja

x B Px y 9 , que é o vetou ajustado

e onde , px é a matei.z do operador projeção ortogonal de
R'' sobre C (X) . (2.36)

COROLÁRIO 4.4 - Se Xt í3 e ut 13 são funções paramêtricas linear

mente estimáveis então, a covariância de seus BLUE's é dada por

cov (ut B , Xt ê) a2 onde

pl e p2 são tais que

t
x'' 'x PI : u

XX.''X P2 : (2. 37)

e

cov (pt ê, xt ê) o .{-->

(X PI)t (x p2) = 0, ou seja. os projetados do ve-
tou y sobre C(x) para as combinações lineares Àt B e ut B são

ortogonais . (2.38)
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PROVA - Supondo ÀtB e utB funções paramétricas linearmente es

tiinãveis tentos por (2.32) e (2.33) que o BLUE de ÀtB e ut í3 são

dados respectivamente por

.! *' * : *' i .

p} x' y : «' ê

para todo í! tai que Xt X B: Xt y

e para pl e p2 € RP tal que

Xt X pl = u é consistente
e

x' x ': À é consistente

e portanto

cov (utê, xtê. ) cov.(pli xt y, pt xt y)

(a2 in) X p2 : a2 pl Xt X p2

a2 ut p2 = a2 pt X

cov (Ut Í!,XtB ) : 0 .-

a2 pt Xt Xp2 = 0 o (xPI)tCXP2) = Pt Xt XP2 = 0

assim como B Px y, t'-s

«t ê : pli *' * B : .li x' x Ê : pii x'( p*n

(X PI)t (Px y)
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Xt â . pt Xt X B : pt Xt (Px y) = (X p2)t(Px y)

onde Px é a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(X)
então

cov (Pt B , Àt B ) = 0 ..--. os projetados de y sg

bre C(x) para as combinações li.neares Àt f3 e Ut B são ortogo
nals.

000o000



CAPTTUL0 3

CARACTERIZAÇÃO DE BLUE'S NO MODELO DE

GAUSS - MARKOFF GENERALIZADO (G14G)

Cona iderando o modelo l inear

! ) 1 1 ( 1 t:

X é uma matriz nxp conhecida de posto rSP
B é um vetou pxl de parâmetros

e é um vetou nxl de perturbação ou erro

então, se

E(e)

e (e et) = a2 V

onde
a2 G R ê não conhecido

V é uma matriz HXD conhecida, si.métrica e post.uva de poâ
to SSn (3. 1)

temos, que o modelo aci.ma denomina-se modelo de Gauss-blarkoff (b

ral (G.l-{.F.)

Simboli.lamente temos o modelo de G.I'{.G. dado por
y. XB, a'V)

65
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3.1 - CONSIDERAÇÕES A RESPEITO DO MODELO DE G.M.G

Considerando o modelo de G .M. G (y, XB , a'V) temos

E(y) = XíS e

D(y) E[(y-XB) (y-XB) t] a' V

(D (y) matriz de variância e covariância de y)

Como V é singular temos então que as variáveis y são line-

armente dependentes e portanto, devera ocorrer certas restrições

lineares sobre a variável dependente y, o qual terão que ser ob-

servadas certificando-se então a consistência (ou admissibilida-
de) do n\odeio.

Uma tal restrição é dada por

LEMA l.l Se (y, XB, azV) é um modelo de G.M.G então

y G C(V:X) cole probabilidade l C3 . 2)

PROVA - Considerando o modelo linear

temos, para todo vetou Cnxl G C(V)' '

XB + e dado em (3.1)

ct V = V c = g

assim

e

E(C' e) : g

a' c' (a 2, 0)



eí\tão c' e = 0 com probabilidade l para todo vedor c G C(V) t ou

seja, o vetou e G C(V) com probabilidade l
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Logo, como y = XB + e então y C C(V:X) com probabilidade l.

O lema 3.1 especifica então quc.y C C(V:X) que e' a Única

afirmação que pode ser feita quando y é não observado. Porém,.
quando temos uma observação de y, então na sua estrutura teremos

que

XB + PV e

onde

PV é a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(V) e
portanto o modelo é admi.ssi'vel se y e B são tais que

y - X13 € C(V) (3 . 3)

o. qual é automaticamente satisfeito quando V é não singular

Observando que se Z é uma matriz nxn-r (r=posto X) tal que
C (z) : C (X) ' temos

c(v:x) c (vz :x) = c (vz) © c (x) (3 . 4)

pois, para todo X C Rn tal que À € C(V:X)x

+ XtV:g e Àt xt Àt

+ À € c(vz :x)l

e, para todo vetou À C Rn tal que À C (VZ) n C(X) -- existe

XI G RP e X9 C Rn'r tal que
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XI e À: vzX2 +'» l ZtÀ : zt X XI

v LJ /\ .
2

x2 : P '>"> ctz x2

HXS tal que V = CCt (V: é ])ositiva)

-'. * ; z'*

de C 8 uma mon

.+-+ À : v z ÀI

assim, temos C(VZ:X) : C(VZ) © C(X) c C(V:X) e

dim C(VZ:X) : di.m C(VZ)+dimC(X) = por (1.33)

dim C(V)-dim(C(V) n C(Z)l)+dim(C(X))

dim C(V) + di.m(C(X)) - dim(C(V) n C(X))

dim C(V: X)

se , e somente se ,

c(v: x) = c(vz) © c(x)

Considerando, também que K ê uma matriz nxn-s, (suposto(V»

tal que as colunas de K formam uma base ortonormal para

c(v)'

ueentão. temos q

(3 . 5)



C (V:X) = C (V) 6) C (K K' X)
l

(3 .6)

Considerando PV a matriz do operador projeção ortogonal sg
t)re c (V) e

P(V:X) a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(V:X)
temos

por (1.55) 1-PV é a matriz do operador projeção ortogonal
sobre C (V) " e portanto

por (1.59)

assim, como por (1 . 62)

.c(v:x) : c(Pv) © c(P(v:x

endo (P(V:X) - pV) (v:x) :

(v: x) (v: x) - Pv(v: x) :

= (v:x)-(Pv(v):Pvx) :.(v:x) - (v:Pv

= (g : x-pvx) : (g : (i-pv) (x))

= (g : K Kt X) então

C(P(v:x) - Pv) : C(K Kt X

nto

c (V:x) : c(v) © c(K Kt x)

pois

l

Pv)) /

onde S

x)

)

portae

l-Pv
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Assim por (3.4) e (3.6) conduz'mos que

LEI'IA 1.2 - Se (y, XB, azV). é um mode]o de G.]ç{.G. e Z é un\a ma-

triz nxR-T (reposto X) tal que C(Z) = C(X)" e K ê uma matriz

nxH-s (s:posto V) tal que as colunas de K formant uma base ort:onor

mal para C(V) l então

y € c(x) © c(vz) = c(K Kt x) O c(v)

com probabilidade l (3 . 7)

PROVA use (3.2) , (3.4) e (3. 6)

Vejamos o que ocorre com o modelo de G.b{.G. se o transfor

darmos pela matriz Kt onde K é dada por (3.5)

LEMA 1.3 - Se (y, XB, aZV) é um modelo de G.b{.G. e K é uma ma
tri.z como especificada em (3.5) então

K'y=d constante com probabilidade l (3 . 8)
e

KtXB:d para todo B G RP se

c(K) # c(x)' (3 . 9)

PROVA - Como K é uma matriz taí que as colunas de K formam uma ba

se ortonormal para C(V)" então temos que

VK = Kt V = g (3 .10)
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+-

E(K'y) = K'XB para todo B € R

var(Kty) = KtVKa2 : P (por 3.10))

então . .
K'y = K'XB = d constante com probabili.dade l

Note que se C(K)c C(X)' então KtX = g e portanto não have-
rá.a restri.ção sobre o parâmetro B.

Assim, o resultado (3.8) e (3.9) mostram que quando V é sin

guiar existe uma restri.ção na variável aleatÓri.a y e no vetar dos
parâmetros B

Contudo,' elas são conhecidas apenas quando temos uma obser
vação de y

LEMA 1.4 - Para todo vetou q € Rn's tal

qt d = 0 e Kq # J4

onde

K é uma matriz dada por (3.5) e

d satisfaz (3.8) e (3.9)

então

qt Kt y : 0 com pr

qt Kt XB : 0

as s ll'n, conto

P

e

que

obabilidade (3l 10)

e (3 11)
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I'ROVA - usa (3. 8) e (3. 9)

Como qt Kt y = 0 com probabilidade l

y € c(Kq)'

então, o leIRa 1.4 mostra que de fato y esta li.gado a um determi.-

nado sub-espaço e talnb8m, como as {inicas restrições sobre o para
metro 13 são dadas através de (3.9) segue-se que as Únicas fun-

ções de ís que são iguais a zero são aquelas cujas expressões são

dadas por (3.11)

Assim, para todo B G RI' tal que

Kt (constante)

então xt qt Kt X para algum q G Rn's tal que qtd=0 e

(3.12)

Observar que

posto(Kq) = llposto(K) -l se d/g

ou

posto(K) se

pois posto (Kq) = posto (K) - dim(C(Kt) ,n c(Kty))

posto (K) - dim(C(K'y))

Como a singularidade de V induz restrições no vetou de pâ
râmetros B, como fica então o problema de estimabilidade?
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Zyskind e I'lartin (1969) provam quc

TEORES'IA 1.1 - Se (y, XB, azV) é um 3nodelo de G.b{.G. então, toda

função lineitr dos parântetros, Àt B, (ÀÉ;RP) é linearmente estimá-

vel se, e somente se, À € C(X:)

PROVA - Se, À € RP é tal que X G C(Xt) então, existe um vetou

a C Rn tal que Àt : at X. Assim, E(aty) = atXB = ÀtB ..

ÀtB é estimável

inversamente,

Supondo À[B Mina função paramétri.ca linearmente estimável en

tão, existe uln vetar a G Rn tal que E(aty) : ÀtB para todo B € RP
tal que

KtXB

a s s lm , como

E(aty) atXB : ÀtB .... (atX-Àt)B

por (3.12) temos atX-Àt qt KtK para algum q € Rn's onde

qt'd = 0 e Kq # .g (3 . 13)

assim (3.13) + at X-Àt qt Kt x ..--

xt (at-qt Kt) X ..-- À € C(Xt)



COROLÁRIO 1.1 - Se E(aty) =. Àt ii para todo vetar B G RP tal que
KtXB = d Úconstante). então, Xt a - À G C(Xt K)
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PROVA - intedi.ata usando (3.13)

Deste modo, observamos quc a conde.ção atX = Àt é apenas ne
cessãria para que E(aty) = Àt B que é bastante diferente da con-
dição usual que estabelece que se aty é não tendenci.oso para
À'B + X'a = À; condição válida apenas quando B é não restrito.

Tal afirmação foi usada erroneamente por Rao (1971)

A falsidade desta afirmação foi feri.facada por Zyskind(1967)

e no trabalho de Zyskind e bÍartin (1969) como citado anteriorlnen
te

Uma nota interessante no modelo quando V é singular é

PROPRIEDADE 1.1 - Se E(aty) = ÀtB para todo í3 G RP tal que
KtXB = d (constante), então, existe b É; Rn

b a Kq (K e q dados no lema 1.4)

tal que

btX : Àt (e portanto E(bty) = ÀtB)

aty = bty con\ probabilidade l

(3. 14)

(3. 15)
e

PROVA - Supondo b = a - Kq então

btX : atX - qt Kt X

btX-Xt : atX qtKtx Àt:(at.qtKt)X-Àt por (3.13) e



portanto, btX =. Àt -p bt XB :. ÀtB para todo B € RP
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+ E(bty) =. xtB

assim, E(aty - bty) = E(aty) - E(bty) : 0
e

bty) : var((at-bt)y)

Kty)

então, a'y = bty com probabi.]idade ].

Asse.m, quando V é singular temos que uma particular fun-

ção paramétrica linearmente estimável, ÀtB, pode admitir distin
tos BLUE's colho função das observações embora, o valor numérico

de todos êles sejam igual.s

Dito de outra forma, com V singular podemos ter um conjup.
to de funções lineares das observações identicamente nulas que,
quando adia.onadas ou subtraídas do BLUE de ÀtB o novo fundo
nal linear também será BLUE de ÀtB

Portanto, para acharmos um BLUE da função parametrica li
near)nen.te estimável, ÀtB, é suficiente determi.nar)nos um vetou
b € Rn tal que

bLx = xt

bt V b seja mi'nimo

embora, esta condição não seja uma condição necessária

TEOREbÍA 1.2 - Se À € RP e tal que ÀtB é uma função parametrica

linearmente estimável no modelo de G.M.G. (y, XB, a2V), então,
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existem vetores b G Rn e m € RP tal que

V t) + X m = g (3 . 1 6)

(3. 1 7)

e

xt b : À

e neste caso bty é um BLUE de ÀtB

PROVA - Supondo Àtí3 uma função parametrica ]inearmente estimável,

então, pelo teorema 1.1 existe um vetar b C Rn tal que Xtb:X. l,{as,

coIRo Xtb = À + bty é um estimados não tendencioso de ÀtB então,

utilizando o processo de bíultiplicador de Lagrange para determi-
nar

b € Rn tal que

bt V b é mínimo

sujeito ã condição de
xt b : xt

temos,

O Lagrangiano L com.um vetou de multiplicador 2m É; RP e

L =.bt V b + 2(bt X - Àt)m =
n n n p P

=E Eb:b:a::+2E E b:x.:..m,.-2 E x.m,
i=1 j=1 '' J 'IJ j.=1 k=1 l iÃ' K k=1 K K

pertence a i-ésilna linha e j-ésima coluna de V

assim, sendo

!'-L- = 0 para u=1, . . . ,n
abu
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n p

2 kXI auj.bj + 2 kxl x ukmk

forma matric i.a l temo s

V t) + X n\ = g

siderando o sistem

I"» . *« : ,
xt b : À

.os que (3.16) e (3.17) satisfazem,

sistema .de eqyqçqes é consistente po'is

vl e v2 € Rn tal que

-i »li « . »! *:
e

ando (3.18) por vl à esquerda

'-il«! ~, »: * »$ x' »:
e

(«li : «;)
xt g
v x

Con a de equações

multiplic

para u=1, ,n

, para todo vetou

-+

(3 . 18)

(3 .1 9)
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-- «li " »:

lhas, como V ê positiva, então exi.ste uma )natrizCnxStal que

im, (3 . 20) fica

vli v vl : g '''--''' (c »l)t(c vl

e portanto V vl : g ou vl V : g

Substituindo (3.21) eln (3.18) t

»! x' : P,

hipótese Xtb=X é

-«! x'

0

assim, existe b C Rn e m G liP tal que satisfazem (3.16) e

e neste caso, con\o b é tal que

E (bty) = Àt B

então bty é um .BLUE de ÀtB

Invariância daÂ Soluções

Supondo bl e b2 G Rn e

hÍ : «!) :. ; g -'- hli : »!)

ass

) +--+ c vl

erros

como, por

Log

g

À

pois

(3 . 2 0)

v:c'c

(3 . 2 1)

(3 . 22)

consistente então, por (3.22)

t
v2

(3 . 1 7)
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ml e m2 G RP

tais que satisfazem

IV bi ''' X"l

xt bl
e

lv b2. + Xm2

Xt b2

então, V(b].-b2)+X(ml-m2)

e Xt(bl - t)2)

multa.plicando (3.23) à esquerda por (bl - .b2) temos

(bii - b!)V(bi - b2)'(t'! - b;)X(ml - m2)

mas, como por (3.24) Xt(bl-b2) : 0 '»

-.- (bli - b!) X (ml - m2)

então, substituindo (3.26) em (3.25) ternos

(bli - b;) V (bl - b2) : g - V(bl - b2)

(usando o mesmo argumento V = CCt anterior)

Assim V(bl - b2) : P '» V b2 : V b2

e também por (3. 23)

CS . 2s)

(3 . 24)

(3 . 2 5)

(3 . 26)
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V(bl-b2):g + X(ml-m2):g '» X ntl:X nt2

claramente temos també)n que

blVbl : blVb2 b2Vbl : .b2Vb2 (3 . 2 7)

blinimização Global

Se b € Rn satisfaz o sistema de equações (3.16) e (3.17)
então, para todo peRn tal quc Xt(b+p) = À temos

x'

p ''Üb

e

tx tvb btvrmP P P

(3 . 2 8)

(3. 29)

e portanto

cov(bty, pty) = a2 btVp (3.30)

ar((b+p)ty)=var(bty + pty)

var(bty) + 2cov(bty, p ty) +var (p ty)

(por(3.30)) var(bty) + var(pty) -.,

var((b+p)ty) : var(bty)

e portanto bty 8 um BLUE de ÀtB onde

var((b+p)ty) = var(bty) ....- var(pty)

asSIm,
V

-+-»
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ptV : 0 ..> Vp (3 . 31)

assim, poi' (3.29) e (3.31) temos

Cb+p)ty é tan\bém u)n BLUE de ÀtB +-.

pe C(X)l n C(V)l (3 . 3 2)

Como por (3.28) e (3.30) temos que para todo b G Rn satis

fazendo (3..16) e (3.17) e para todo PG Rn tal que Xtp = g

E(pty) pt X B 0 para todo B G RP

e cov (bty, pty) = 0

então, podentos concluir que, p não modifica a estimabilidade de

XtB e não aumenta a informação que bty tem sobre ÀtB. Tal caso

nao e o ]nesnto que veremos na seção 3.3 deste capi+tulo em que en-
contraremos uma forma de melhorar a informação sobre ÀtB através

de vetores de C(X)' usando o argumento apresentado por Rao(1967)
denominado ajustamento por covari.anciã

Supondo b G Rn bati.sfazendo (3.16) e (3.17) e

)

a C Rn tal que. E(aty) ÀtB

telltos

E ((a-b) ty) E(aty-bty)

E(aty) - n(bty)

mas , como por (3 . 13)
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E((a-b)ty) = 0 '-'- (a-b)tX = qt Kt X

onde K é uma )matriz tal que as suas colunas formam uma base

normal de C(V)" e q é tal que K q # 0 e qt Kt XB : 0 temos,

(a-b)tX : qt Kt X «..--

(at.bt.qt Kt)X = g ..-* a b Kq P

de

P e tal que XLP = g e portanto,

a-b = p + Kq É; C(X) '

b+(a-b) onde

cov(bty,(a-b)ty)=cov(bty, pty+qtKty) =

= cov(bty, pty)+cov(bty,qtKty) = por (3.29)

covCbty, qt Kty) = bt V Kq a2 : 0

var(aty) = var(bty+(a-b)ty)

var (bty)+var((a-b)ty)>. var(bty))

etanibém um BLUE de ÀtB se, e somente se

var((a-b)ty) = (a-b)tV(a-b)a2 = 0 -'-..,.

ía-b) 'V(a-b) = 0 .--> V(a-b) = 0

c(K)+

Como a

então

t
, a y

r3.33)
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Va = Vb Xm (por (3 . 17) ) (3 . 34)

(Ot)serve que se V e não si.ngular então. a unida escolha para a

8 a=b)

Portanto, conclui.mos que

COliOLÁRIO 1.2 - Considerando o modelo de G.b{.G. (y, XB, aZV)

Uma função aty das observações é BLUE da sua esperança se,

amante s e ,e S

Va € C(X) (3 . 3 5)

Tal resultado foi também provado por Zyskind (1967) onde,

no seu desenvolvimento êle obtém explicitamente um conjunto de

equações para o qual o vetou a pertence

Rao (1965) mostra também que uma estatística é um estimada'
# . .l . . .--- e .«B+ .l "B -+não tendencioso de variância mini.ma da sua esperança se ê não cor

relacionado com toda estatística não viciada para o zero.

COROLÁRIO 1.3 - Se Z é uma matriz nxn-T Cr=posto X) tal que

C(Z) = C(X)' então, aty é BLUE da sua esperança se, e somente se,

zt (3. 36)

PROVA - Use (3 . 35)

COROLÁRIO 1.4 - Funções lineares de BLUE's é também BLUE da sua

esperança (3.37)

PROVA - tr ivialt
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COROA,ÁRIA 1.5 - Se V él não singular então, exi.ste uln único

a=V'l Xm; m G RP, tal que aty é BLUE de XtB (3.38)

e reciprocamente, se E(aty) = ÀtB e a : V'l Xm para algum inÉ;RP

então aty é BLUE de ÀtB . (3.39)

t
tal que a

t
y) :se E(a

PROVA - Supondo a G Rn tal que

atX : Àt

e
Va Xm para algum m G Ri'

como V é não singular, temos

atX : ÀtB

e
v-l x.

onde aty ê BLUE de Àt
t

ainda, como para todo P € Rn então (a+p)ty = (at+pt)y é também

um BLUE de À'13 +'> (por (3.32))

p € C(X)' n C(V)'

então p G C(V)i '» Vp = g mas, como V é não singular e Vp= g

temos que p:g e portanto a = V'l Xm É; o {inico vetou em C(V'lX)

tal que acy é BLUE de XL13

reciprocamente

como E(aty) = xtfi V-l Xm para algum ]n É; RP então,
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Va : V V'l X.: : X.n É; C(X)

c.portanto por (3.35) temos que

aty é BLUE de ÀtB

PROPRIEDADE

tisfazendo
BLUE de X13 é Aty onde A é uma matei.z HXD sa

VA + Xb{ = g para alguma matriz 'pxn

ê

PROVA - Considerando X! : x(i) onde, x(i)' i: l,...,n, é a i-é-
sima linha de X temos pelo teorema 1.1 - 3.1 que Ài B e estimãwl
assim, se a... C R':, i=1,...,n é tal que

e
xtXt A (3. 40)

(i) + X m(i) para algum mÍj)GRP, i=1,...,n
e

Xt a(i) X i

toros que aji)
tBLUE de À By e x(i)

(a.: .) que é uma matriz nxH
L .l .l

(m(i)) que é uma matriz nxp

B e PO rtanto, tomando

e

temos que

V A + X bl

' Xt A : Xt

onde Aty ; BLUE cle XB
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COROI,ÁRIA 1.6 - Se V é invcrsz'vel

(xt V-l X) bl : Xt

v-l x

então
Aty é B].UE de X13

onde, At É; a matriz do operador projeção sobre C(X) segundo a di
ração de vetores de C(VZ) onde Z é uma matriz tal que

c(z) : c(x)" (3 .41)

e ainda, se

Xt V-l X e inversível então

Aty = X(XtV'lX) (Aitken 1934) (3.42)

PROVA - Uti.lizando (3.40) é trivi.al que Aty é BLUE de XB.b4ostran

do que A' é a Úatri.z do operador sobre C(X) segundo a di.reção de
C (VZ) temos ,

como (Xt V'l X) xt ..-* blt (xt v-l x) : x

então

assim

X F,l : Mt(Xt V'l X) b{ = blt Xt : (X M)t

A2 : V-l x b{ V-l x l\.[ : v-l b]t Xt V-l

AV-l }4t Xt : V-l X b{

e portanto A' ,> (At)2 : At

e ainda, como

At

e At VZ : (VA)t Z = }Ít Xt
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temos. que A' é a )llatriz do operador projeção sobre C(X) segundo
a direção de vctorcs de

c(vz)

Assim, corno por (3.6) C(V:X) : C(X) © C(\rZ) temos que o
BLUE de X6 é a projeção de y em C(X) segundo a direção de veto-
rcs de C(\rZ)

3.2 - CONDIÇÕES EIq QUE O MELHOR ESTIIqADOR DE FITNIFIOS QUADRADOS

SIIqPLES (SLSE) E TAMBEhI UM BLUE rqO rqODELO DE G.M.G.

DEFINIÇÃO 2.1 - Chamantos de blelhor Estimados dos blz+ni-mos Quadra-

dos Simples (SLSE) de uma função paramétrica linearmente estimá-

vel, À'13 , ao está.)Dador não tendenci.oso de' menor variância de

À'B no modelo (y, XB, a'l)

Assim, se o BLUE de À[Í3 é o estimados não tendencioso de
menor variância de ÀtB no modelo de G.b{.G. temos)

IEUKEl\IA Z..L - Q SLSE de X13 e Lambem o BLUE de XÍ3 se, e somente
se l

V X = X Q para alguma matriz Q(pxp) (3.43)

PROVA - Supondo Aty um BLUE de XB onde

Xt A : Xt

e
V A = X b{ para alguma matriz bT''' '' '' " '' ''D XR
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e sendo o SLSE de XB dado por Pxy onde Px é a inatri.z do operadct
projeção ortogonal sobre C(X) (ver (2.36)) então, se

SLSE BLUE temos (por (3.40)) que

Px

V Px : X b{ para alguma matriz
e

e portanto,
v P
' ' x

e uma matriz pxp

XX V Qbl

Inversamente, se V X = X Q, tomando u)Tta matriz B px]] tal

que Px : X B é a matriz do operador projeção ortogonal sobre
C(X), então

x : x

V X B x Q B

Px
e v P

' ' x

onde bl = QB é uma matriz pxn

x b{

-> (teor 1.2, 3.1) Pvy é o BLUE de XB e portanto por (2.36)
SLSE de XB é também o BLUE de XB

0

COROLÁRIO 2.1 - Se V é não singular então SLSE : BLUE de X13 se,

e somente se, existe uma matei.z Rpxp tal que

V-l X : X R (3.44)x : x

PROVA - trivial
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Observando que V X = X Q sc, e somente se, C(X) é um sub-

'espaço invari.ante da matriz V (lloffman, Kunze (1979) pg 254) en
tao , temos

TEOREbIA 2.2 - Para qualquer função das observações, uty, temos
que o BLUE e o SLSE da E(u'y) são iguais se, e somente se, C(X)é
ujl\ sub-espaço invariante da matriz V. (3.45)

PROVA - como, uty é SLSE da E(aty) ..-, 'oC C(X) então, se .«ty

também BLUE da E(toty) temos por (3.35) que Vco É; C(X)

Assim, se para todo IV É; C(X) -, V.o € C(X) então C(X) é
sub-espaço invariante de V

Inversamente

conto, uty é SLSE da E(uty) .:-u G C(X) e por hipótese

e

ujn

u € C(X) -* V'« G C(X)

então, se

coty é SLSE da E(toty) temos por (3.35)

béjB BLUE de E(uty)

Zyskind (1967) mostra também que

TEOREbIA 2.3 - Para qualquer função paralnétrica l i.nearmente esti-

mável temos que o seu BLUE e o SLSE são iguais se, e somente se

V possui r auto vetores ortogonais que formam uma base ortonouTnal

para C(X) . (3 . 46)
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PROVA - Supondo ÀtB urna função paranlétrica linearJnente estimável

temos por (3.45) que o SLSE de ÀtB 8 também o BLUE dc ÀtB se e

somente se C(X) ê um sub-espaço i.nvari.ante através da.matei.z Xr e

portanto (Hofflnan, Kunze (1979) pg 284)

C(X)" é também uü sub-espaço i.nvariante através da )matriz V

Disto. se 0] e uma matriz DXT tal que suas colunas formmn

uma base ortonormal para C (X) e

0: é uma matriz nx(n-r) tal que suas colunas .formam uma b3:
se ortonormal para C(X)'

temos então que, exi.stem matrizes simétricas WI TXT e IVOn-rxn-r
tais que

" .} : .} .'':
e (3 . 4 7)

V Ot : Ot Wo o o

":'s, ''"' 01 0{ : 1,

'. ': : :"-,

': ': : .. .}

e

então (3 .47) é equi.valente a

o: v o} : -":

o v ot
0 0

': " ': : .. « .}

(3 . 4 8)
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(oli : oli) então

.'".: .f.:« .}
o. v oli

ndo (3 .48) em (3 .49) temos

mas, com WI e IVo são matrizes simétricas então existem
ortonormais

RI TXT e Ro n-Txn-F tais que

R: W: Rii : DI

Ro Wo Rt : Do

onde DI e Do são matrizes diagonais.

St é uma matei.z ortonormal e satisf

., .: Í«: g 1 .* ,. . Í«' g l

ot

'st

g Wo

wl g

ot
Ro 0o

RI OI

tolilalldo

substitui

)

e

asse.n'i, se

temos que az

porRtg PRo 0

matrizes

(3 . 51)
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=: :.1 1;: :.1 1:: ::1
R: IV: Rli g

g R IV Rt
''O ''O ''OJ

por (3 . 51)

que é uma matriz diagonal

e portanto, as colunas de S formam uln conjunto de auto vetores (b

V onde,

sendo mi Ril : OE Rli)

então, os primeiros r auto vetores de V são combinações lineares

.de vetores da base de C(X) e portanto pertencem a C(X) e,

os restantes n-r são combi.nações lineares de vetores da

base de C(X)'' e portanto pertencem a C(X)"

mas , como St e ortonormal -.>

StS = S St = in

então sts i« + RIOS) W;l K;i) lr -+
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as colunas de Oli Rli são vetores ortonormai.s c portanto forlnalnultta

base ortonormal de C(X) , e assim, conclui'mos que V possui r auto
vetores ortogonais que formam uma base ortonormal para C(X)

Inversamente

Supondo que V possui r auto vetores ortogonais que formam
uma base ortonorinal para C(X)

então , V também possui n-r au

base ortonor)nal para C(X)'

Seja 0 : (01 : 0o) a matriz ortonormal cujas colunas de
OI e 0o são formadas respectivamente por esses vetores das bases
de C(X) e C(X)'

Assim , coIRo

to valores formam unnortogonaisl qt.ie

Í:: =.] "'' ': ;"' "'-:,
rxT diagonal e Do é uma matriz

n-r x n-r diagonal temos

dai, como para todo vet

=.] .' -.
.« € c(x)

V .:«:.}.':"..:
(3 . 5 2)

temos
(3. 53)

então, aplicando V em w temos por (3.52) e (3.53) que
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"" : .:»..!.. * '.'.':«

onde + = DI 01 u G Rr

O:D:O}« ol+

e portanto

v.« € c(x) (3 . 54)

u G C(X) -- uty é SLSE da E(uty)

Vu G C(X)-* uty é BLUE da E(uty)

então, por (3.52) e (3.54) conclui+lnos que

para toda função parametrica linearmente estimável o seu SLSE e

o seu BLUE são iguais

COROLÁRIO 2.2 - Se u 8 um vetou de C(X) e é uma combinação limar

dos auto vetores de V pertencentes a C(X) então wty são ambos

SLSE e BLUE da E(u'y). (3.5s)

PROVA - trivial

COROLÁRIO 2.3 - Para qualquer função parametrica linearmente es

timãvel, o seu BLUE e o SLSE são iguais se, e somente se,

V X TI Xt + Z T2 Zt + a2 in (3. 56)

onde

e a € R
Ti e T7 são )matrizes pxp e n-FXD-T respectivamente
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PROVA Colho, l)or (3.46) SLSE BLU}3 '»

V possui r auto vetores ortogonais que formam un\a l)asc ot'tonomiã.

para C(X) e portanto, V também possui n-r auto vetores que for-
]nan uma base para C(X) '

então , tutlos que

V = 0 D 0u onde (01:0o) é uma

matriz ortonorntal cujas colunas de 01 e 0. são formados respect.i
valnente por esses vetores da base de C(X) e C(X)l e D é unia ma-
triz Hxn diagonal

assim, fazendo D = az in + Q onde a € R e Q é uma matriz diabo
nal temos que

2
: 0(a In ' Q) ot

a2 in + 0 Q Ot poj-s 0 0t : in

. ,:«',, '. ' : 1:: g.)
onde

QI e Qo são matrizes di.agonais TXT e n-TxH-T respectivame2.

a2 i:t . o: QI o} ' o. Q. oli

e como, C(01 ) c (x) -''' ol XCI ocde

CI é uma matriz pxr de posto r

C(0o) : C(X)' : C(Z) ''' 0o : Z Co
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+ -Vn q r7 »n . -P V ,.

tentos ,

c;l x' ' z c. Q. c: z

X TI Xt + Z To Zt + a2 in

TI : CI QI Ct é uma matriz pxp

To : Co Qo Cli é uma matriz n-Fxn-T

a É; R

tV : a'ln'XCI Qi

Inversamente, supondo

a2 in + X TI Xt + Z To Zt onde

tri.z nxn-T tal que C(Z) = C(Xj.!a niaa t; Ulll

a € R

TI é uma matriz pxp

T. é uma matei.z H-Tx=

temo s ,

SLSE da E(ut'y)'-'> u = Xp para algum

e oty é BLUE da E(uty) ..-.F ZtVu : g (ver 3.36)

então, temos que para todo u € Rn tal que u = Xp para algum paRI

..> Zt V u : Zt V Xp = a2 Zt Xp + Zt X T. Xt Xp +

P c pP
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+ ztz t
T

0

+

pois Z 'X = P]

e portanto SLSE = BLUE para toda função parametri.ca linearmente
estimável

CARACTERIZAÇ;ÇO DOS BLUE's F10 h10DEL0 DE G.M.G

O problema presente, pode ser tratado por vãri.os métodos co
)no, por exemplo,

Rao (1971, 72, 75 c 78) apresenta uma Teoria unificada para a re

presentação de BLUE's no blodelo de G.M.G. Nestes artigos, Rao de

monstra a existência de uma matriz T tal que C(T) = C(V:X) e con

club quc o BLUE de qualquer função paralllõtrica linearmente esti-

mável, ÀtB , é dado por Àt B para todo B que satisfaz

Xt T' XB : Xt T- B

onde

T' é uma g-i.nversa de T

Rao (1971, 72) apresenta também um método denomi.nado blétodo da
Inversa da l\,matriz Particionada

ív xl
M = 1 1

lx' pJ
obtida a partir da

minimização de bt V b restrito a Xtb

cador de Lagrange e conclui. que,

«' : r:: .=:]
À pelo método do multipl.i
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uma g-inversa de M, então, o BLUE de Àt i3 e Àt B onde

'; , ou C3 y

Rao (1973) apresenta uin conjunto Ln tal que para todo L € L. en
tao

L' y é 13LUE da sua esparança

Zyski.nd e bíartin (1969) constroem uma sub-classe de g-inversa de

V que depende da relação entre X e V e diz que,

se V' é uma g-inversa de V que pertence a esta sub-classe então.

o BLUE de Àt B é Àt 1; para todo B tal que

xt v- x l; xt v' y

Goldman e Zelen (1964) nlostrant que um modelo linear com matriz

de cavariáncia singular pode ser transformado através de u)na ma

trio ortonormal para um modelo aqui.valente ao modelo linear com

restrição nos parâmetros e cuja )natriz de pari.anciã e covariânciã
dos erros é azl

Neste trabalho, apresentaremos uma caracterização do BLUE

de XB, sem relacionarmos com qualquer inversa generalizada de V

(singular) encontrando, uma roTIna de melhorar a informação so-

bre XB através de vetores de C(X)x usando o argumento apresen-
tado por Rao (1967) denominado ajustamento por covariânci.a

Para este propósito, supondo

t
a'y o SLSE de ÀtB atXí3 (3 . 5 7)
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Z uma matriz nxn-r, reposto(X), tal quc C(Z) : C(X)',. e pg!

tanto Z'X = g (3 .58)

temos que

por (3.57) E(aty) = atXB = ÀtB para todo B C RP

e por(3.58), para todo p € Rn'r tal que Zp G a(Z) -*

E(ptZty) =ptZtXB =0 paratodoBÉ;RP. (3.60)

por (3.59) e (3.60) o novo funcional linear aty-ptZty é

e

(3 . S 9)

U.-)0 A1119

tal que

p Zty) = E(aty) - E(ptZty) = Àtf3

para todo B É; RP

(3 .61)

ptZty) = var(aty)

+ var(ptZty)

cov(aty, ptZty) +

se

temos

cov(aty, PtZty) # 0

então

->

(3 .63)

ptZty) S var(aty) ..

0 S var (ptZty) S 2 cov (aty, ptZty)

e neste caso. supondo



var(pt Zt y) : cov(at y,

var(a'y

pt Zt y)

ptZty) = var(aty)-cov(aty,ptZty)

e portanto ÀtB é me].hor ajustado por

aty - PtZty

cov(aty, PtZty)

então (3.62) fica

ptZty) = var(aty)+var(ptZty) : var(aty)

e portanto

ÀtB é ,melhor ajustado por aty

ai.nda

cov(aty, PtZty)

t
'+. a '

e portanto

(3.65) '» (por(3.36)) que o BLUE de ÀtB é o SLSE

ÀtB

l\mostrando que existe p € Rn'r,

é dado

aty L PtZty temos,

(3 62) ficaentão

(3 64)se

e

Rn
r
' -+todo €para P

65)

xttal deBLUE Bque 0P

por

tvar(a y -
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Como, por (3.36) o BLUE dc X'íl C

aty ptZty -.-+ ZtV(a-Zp)

ZtVZp : ZtVa (3 . 66)

Sendo V uma matriz positi.va e portanto

V CCt onde C é uma matriz nxs (3 . 67)

então, substituindo (3.67) em (3.66) temos

Zt C Ct ZP Zt C Ct a .e.»

(Ctz)t(ctz)P (CtZ)t(Cta) (3 . 6 8)

Observando que (3.68) é um conjunto de equações normais q)e

são sempre consistentes para todo CLa € Rs

então, podentos concluir que exi.ste

p # g, p C Rn'r tal que p satisfaz (3.66) (3.69)

e ainda, como por (2 .12)

Ct Z pl : CtZ p2 para todo PI e P2 € Rn'r

tal que pl e p2 satisfazem (3.66)

temos que

Ct Z pl = Ct Z p2 -+ at V Z pl

ou sela

cov(aty, pt Zt y) cov(aty, pt Zt y)



para todo pl e p2 € Rn'r tal que satisfazem (3.66) (3.70)

e portanto, para todo p C Rn'r tal que p satisfaz (3.66) temos
que

var(aty)

2 cov(aty, pt Zty) - var(pt Zt y)

2 cov(aty, pt Zt y) - pt Zt V Z p a2

2 cov(aty, pt Zt y) - pt Zt V a a2

2 cov(aty, pt Zt y) - cov(aty, pt Zt y)

cov(aty,ptZty) = a2atVZp = a2ptZtVZp : 0

tvar(a y

tvar(p

pt zt y)

0 S var(aty) t- var(a

ty: cov(a

tS var(a y

PtZty)

p Zty) S var(aty) C3 ; 7i)

assim (3 . 71) -'

ptZty) (at)i)-cov(aty, ptZty)

var (aty - ptZty) S var (aty) (3.72)e

e portanto, por (3.69), (3.70) e (3.72) concluz+mos quc

existe p 71 0, p G Rn'r tal que satisfaz

Z' V(a-Zp) = 0
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e, para todo p satisfazendo a relação acima temos que

at y - ptZty será efetivamente o BLUE de ÀtB : atXB qual

do passamos de \r=ln para V singular com a variância ajustada pe-
la cov(aty, ptZty)

Da ]nesnta form temosa,

TEOREblA 3.1 - Sob as conde.ções do modelo de G.l\'l.G. o BLUE de XB

é dado por A'y onde,

A : ] - Z]3 (3 . 73)

onde Z é uma matriz DXH-T tal que C(Z) : C(X)" e

B é uma matriz tal que satisfaz ZtVZB : ZtV

ou
Px - (l-Px) U (3 . 74)

onde Px é a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(X)
e U é uma }natriz tal que satisfaz

(l-Px) V (l-Px) (l-Px) V Px

PROVA Vimos por (3 . 68) que

Zt V Z p = Zt V a = ZtC(Cta) é consistente para todo vetou
Cta G Rs

Assim , tomando )
+ +'

i-esima coluna de C' i=l n

então, existe uma matriz B

P(i) G Rn'r; P(i) # g
C'p (i) )
i=1,...,n
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bati.sfazcndo

Zt V Z }3 : (Zt V Z P(i))

(ZtC Ct a(i)) : ZtC (Cta(i)):ZtC Ct ZtV (3.75)

assina, se

temos que
Xt A : Xt . Xt

e VA=V-VZB

xt

(3 . 76)

llld b } L. L)Jllt.J

e como

por tos Zt(V Z B - V)

z : (v

a matriz l\{
pxn

4--> V Z B = V + X b{

então, substituindo (3.77) em (3.76) temos

Xt A : Xt

V A = -X 1-1 para alguma ma

, por (3 . 40) concluí.mos que

Aty ê o BLUE de XB onde

A = 1 - ZB para toda matriz B

, t ., , . . ,t.,

algum

e
triz

portantoe

v) ; g--v V X M para

(3 ; 7 7)

tal que
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Considerando, P. a matriz do operador projeção ortogonal B.

bre C(X) talitos por (1.55) q\le l-Px 8 a matriz do operador proje-

ção ortogonal sobre C(X)'

assim tomando Z = 1-P... (3.75) fica

Cl-Px) V(l-Px)B : (l-Px)V (3 . 7 8)

multa.plicando à direita de (3.78) por Px e fazendo BPx U temos

(l -Px) V( l-Px) U Cl-Px)V Px CS . 79)

onde, tomando Px - (l-Px)U

obtemos que
xt XtPx - Xt(l-Px)U (PX X)t

e por (3.79)

(l-Px)V A :(l-Px)V Px-(l-Px)V(l-Px)U (3. 80)

iras , colho C (l-P.:-) C(X)' :C((l-Px)t)

então (l-P...) V A b{ para alguma matriz I'Tpxn

e portanto
xt xt

e V A X b{ para alguma matriz Mpxn

concluí)nos por (3.40) que

Aty e BLUE XB onde

A é dada por (3.74)



PROPRIE])ADE 3.1 - Sob as con(tições

Sendo AI : l-ZB

e

A2 : Px - (l-Px)

dadas respectivamente por (3.73) e (3.74)

então, A} y = A! y com probabilidade l

PROVA - Como AI e A2 dadas respecti.vamente por (3
são tais que

Alar e Aly são duas representações

então,

«! n

e ainda,

Ali - A; =(Z-ZB)t -(Px+(l-Px)u)t

(l-U) t ( l-Px) -BtZ t

onde C(l-Px) : C(Z) : C(X)'

então C(A} - A;) c C(Zt) = C(l-PX)

e V(Al-A2) :VAI -VA2: Xhíl - xb{2

x C){l - b{2)

+ C(V(Al-A2)) ' C(X)

106

do modelo dc G

[J

como

N{. G

(3 . 8 1)

73) e (3. 74)

do BLIJE de XB

t
y) : (3 . 8 2)

(3.83)

(3 . 84)



, por (3.83) e (3.84) tentos

"a,(Mf-A!)H : .Zmji-A;) vml-AP g

e portanto por (3.82) e (3.85) concluímos que

Afy= AISy com probabilidade l

el)taol

(3 . 8 5)

2 - Sob as condições do modelo de G.bT.G.

AI : Px - (l-Px) IJI

A2 : Px - (l-Px)u2

onde Px é a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(X) e

UI e U2 são duas soluções de

(l-P*)v (l-P*)u : (l-P.) v P.

PROP E 3RIEDAI

Se

então,

A;ly=A;y com probabilidade 1 (3.85)

ojno por (3 . 74) temos que

Afy e Aly são duas representações do BLUE de XB

então
}

nmiy-A;n : EM;n - nM;n : g (3. 86)

e ainda , como

AI
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var((A} - A!)y) :: (U]. - U2)t(l-Px) V(Al-A2)

mas , cano C(l-Pv) c(x)'

então , por (3. 36) temos que

(l-Px)V (Al-A2) (l-Px) V Al-(l-Px) V A2

e portanto \rRT (A:y «!n (3 . 8 7)

ou seja,

por (3.86) e (3.87) temos que

"f, A;y com probabili.dade l

Assim, por(3.81) e(3.8S) apesar da falta da unicidade da

representação do BLUE de XB, concluímos que a estimati.va de XB é

s e3Bpre a mesma

Rao (1973) afirma que

COROLÁRIO 3.1 Sob a condição do modelo de G.b{.G temos que se

AI : (l - Z B)

A2 : Px - (l-Px)l.J
e

colmo definidas por (3.73) e (3.74) respectivamente
então, se

posto (V: X) terelno s A. A2 (3 . 8 8)

ou sela,
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existe un\a única rcl)resentação do 13LUE de X no modelo dc G.bl.G

PROVA Como , por (3 . 4) observamos que

c (v:x) = c(x:vz) = c(x) '© c(vz)

, se posto (V: X)

'- posto (X: VZ)

o por (3.7) posto(X:VZ) = dim(C(X:VZ))

dim C(X) + dim (C(VZ)) = posto(X) + dim (C(ZtV))

posto X + posto (Zt\r) = (por 1.33) posto(X)aposto(Z)+

dim(C(Z) nC(V)') : r+n-r - dim(C(Z) nC(V)')

dim (C(Z) n C(V)') : n «---

diln (C(Z) n C(V)') : 0 -'--* C(Z) n C(V)

e como AI e A2 defina.das respectivamente (3.73) e C3.74) são ta:b

e, por (3.81)

var((Al-A2)ty) = (Al-A2)t\r(Al-A2)

V(Al-A2) : P pois V 8 uma matriz

e, V(Al-A2):g '"'- C(Al-A2) ' C(V)'

temos C(A. -A,) c C(Z) n C(V)i : g

então

e com

l

que

Xt(A g A2) c(z)C(AIA2) Cl

positiva
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C (AI - A2) AI : A2

Assim por (3.88) observamos quc ]neslno quando Xr é singular

e possível obtermos uma Única representação para o BLUE de XB

PROPRIEDADE 3.3 - Sob as condições do modelo de G.l\l.G. sendo a
BLUE de X13 dado por Aty onde

Px - (l-Px) IJ

como definida em (3 . 74)

então

E (Aty) = XB

e var(Aty) var(Pxy) cov(Pxy,Ut(l-Px)y) (3 . 8 9)

onde,

cov(Pxy, Ut(l-Px)y) i.ndepende da solução U e também é ullla

matriz positi.va (3 . 90)

PROVA - Sendo A Px-(l-Px)U

onde U é tal que

( l -Px)V(l - Px) U (l-Px) V Px (3. 91)

então, multipli.cando ã esquerda de (3.91) por Ut temos,

Ut(l-Px) V(l-Px)U Ut(l-Px) VPx
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ou seja,

var (U: ( l-P.) y) cov(U'(l-Px)y, Pxy) (3 . 92)

e portanto,
cov(Ut(l-Px)y, Pxy) cov(Pxy, Ut(l-Px)y) é

sempre uma matriz positiva para toda solução U de (3.91)

l\mostrando que cov(Pxy, Ut(l-Px)y) independe da solução
de (3. 91) tela\o s ;

como V é positiva -> lr = C Ct para alguma matriz CnxS

temos então que

(3.91) é equivalente ao conjunto de equações

[Ct(l-Px]Í] trCt(l-Px)]U:]Ct(l-Px)] t(CtPx) (3.93)

observando que este conjunto de equações forma um conjunto de n

equações lineares cuja estrutura coincide colll o da equações nor-

mais que são sempre consistentes e também

Ct(l-Pv)U é invariante para toda solução desse conjunto de si2
tema de equações então temos que

Ct(l-Px) UI : Ct(l-Px) U2 1 3 . y4 1

para toda matriz UI e U2 tais que satisfazem (3.93)

Assim, como Ct(l-Px) U2 : Ct(l-Px) IJI '-+

u; (l-px) c : u;l (l-px) c CS. 95)
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então, por (3.94) e (3.9S) temos que

U! (l-Px) V(l-Px)U2 : Ut(l-Px) V(l-Px) U2

ut(l-px) v(l-px) ul : uil(l-px) v(l-px) ui (3.9ó)

cinto, por (3.92) e (3.96) tentos

cov(pxy, uii(i-px)y) : cov(pxy, u!(l-px)y)

oda solução UI e U2 de (3.91)

Mostrando agora que

var(A'y) = var(Pxy)-cov(Pxy, t(l-Px)y)

temos,

como A'y X

var(A'y)= var(P...y) -2cov(P...y ,U' (l-P...)5')+var([Jt(l-P.:.)y)

e, por (3 . 92) temos

varCAty) = var(Pxy)-2cov(Pxy,Ut(l-Px)y)+cov(Pxy,Ut(l-Px)y)

ou seja,

var(Aty) = var(Pxy) - cov(Pxy,Ut(l-Px)y)
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As s i)it ,

do por Aty =

sendo o SLSl! de X B dado por Pxy e o BLUE: de X da

IJ'(l-P].)y que podemos considerar colho

(perturbação eln (l-P*))

notamos que, como

cov(Pxy, Ut(l-Px)y) aZPx V(l-Px) 1-1 é

positiva e independe de U

então, existem vetores em C(l-Px)U: C(X)' da forma (l-Px) U tais
que não pertenccln ao núcleo de V e, a i.mugem desses vetores atra

vés de V são projetados por Px em vetores não nulos de C(X)

Assim, na está.mação de X13 no modelo de G.f{.G. hã uma con-

tribuição importante associada ã perturbação (l-P...)U onde, sen-
do a

cov(Pxy,Ut(l-px)y): var(Pxy)-var(Aty)

uma matriz positiva então, temos que realmente o ajustamento de

Pxy por U'(l-Px)y reduz a variância de P.:.y

Assim, a variância de SLSE de XB com Xr = in é var(Pxy)
a'Px' e quando passamos a V singular o BLUE de XB é dado por

A'y = Pxy - U'(l.-Px)y com a

var(Pxy) : -az PxVPx ajustada pela covariância de

CPxy, Ut(l-P*)y)

COROLÁRIO 3.2 Sob as condições do modelo de G.b{.G consideran



Aty = Pxy - Ut(l-Px)y como dado cm (3.74) o

SLSE : BLUE se, e somente se, (l-Px)VPx:g

.OVA - Sendo o SLSE de XB dado por Px.y e o

]3LUE de XB dado por

Aty = Pxy - Ut(l-Px)y o

az fl-P )Vri-P )U = ('1-P )VP

então

nde

X

BLUE dc XB

(3 . 97)

U satisfa

então, o

SLSE B

)uX X

LUE se e somente se

var(Aty) = var(Pxy) ''' (por (3. 89))

var(Pxy) - cov(Pxy,Ut(l-Px)y) : var(Pxy) '--

cov(Pxy, Ut(l-Px)y) : a2Px V (l-Px)U

«--* (por (3.92)) Ut(l-Px)V(l-Px)U : g

+.

mas, como V = C C' para alguma matei.z Cnxs

então (3.98) fi.ca

[Ct ([-Px)U] t [Ct (]-Px) U]

r-\LTV TI \Tr . íX , . XrrT T)

(3 . 98)
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mas. corno V(l-Px)IJ : g '' (l-Px) V(l-Px)U

então, temos que (l-Px) V Px

Inversamente, sc Px V(l-Px) : g temos
a

a' Px. V(l-Px)U : P e por (3.92)

a2 Ut(l-Px) V(l.-Px)U

ou seja var(Ut(l-Px)y) : g

assim, como E(Ut(l-Px)y) : Ut(l-Px)XB

para todo B € RP

e var(Ut(l-Px)y)

então Ut(l-P.)y = g cole probabilidade l

e portanto

Aty = Pxy +.Ut(l-Px)y : Pxy

ou seja, SLSE : BLUE

COROLÁRIO 3.3 - Sob as condições do modelo de G.l\{.G. SLSE : BLUE

se e somente se VP.... = P.V (3.99)

onde P. é a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(X)

PROVA - Como , por (3 . 97) ten\os

SLSE : BLUE -'--+ PxV(l-Px) ; g então
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S[,SE = ]3LUE ''--'- Px V (]-Px) : g ''-+

PxV : Px VPx ;(Px (PxV)t Px

COROLÁRIO 3.4 Sob as condições do modelo de G.b4.G

SLSE : BI,UE +--+ V (l-Px) T2 (l-Px) +a Zln

onde Tl-e T2 são matrizes pxp e Dxn respectivamente, ae R e Px
e a matriz do open.odor projeção ortogonal (3.100)

PROVA Como , por (3 . 56) vemos que

SLSE : BLUE +--> V X QI Xt + X Q2 Zt +.a2 in (3 . 1 0'1)

onde QI e QZ são matrizes pxp e n'r"n-r respecti.lamente, AGIR e Z
é uma matriz Hxn-T tal que C(Z) - C(X)"

então, sendo Px a matei.z do operador projeção ortogonal sobre

C(X) temos, por (1.55) que (l-Px) é a matriz do operador proje-
ção ortogonal sobre C(X)l

e portanto, sendo C(l-Px) : C(X)i : c(z)

então, existe uma matriz Fnxn-T de posto n-r tal que (l-Px)F:Z
(3 .1 02)

(l-Px)

substituind o (3.102) em (3.101) e lembrando que

Ci -P...) ' temos

SLSE = BLUE «'--* V = XQIXt+(l-Px)FT2Ft(l-Px)+a21n

(l -Px) T2 (l-Px)

XQlx'+
tV : XT X +l



onde TI : QI' QZ : F T2 F' são matrizes pxp e HXH respectivas
te e a G R.

Considerando, novamente o BLUE de XB dado por A'y onde

A = 1-ZB é definida em (3.73)

e, definindo a matriz Cnx:, por

C : A Px onde Px é a matriz do operador projeção ortogonal s
bre C(X)

temos ,

TEORES'íA 3.2 - Sob a condição do modelo de G.b{.G. defi.nindo a m
triz

onde, Px é a matriz do operador p

ZB onde

B satisfaz Zt V Z B : Zt V

tal que C(Z) = C(X)"

então

Cty é um BLUE de XB

e Cty :.Aty com probabilidade l

'A - Como A = 1-ZB definida em

]ien

03)

sobreortogonal c(x)rojeçao

(3 104)

(3PRO 73) 76)tal quee por

xt xt
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XM para alguma matriz bÍpxn

Px '» C :. Px - Z B Px e tal que

XtC : Xt A Px = XtPx = (PxX)t = Xt

V

-> cC : A

=

e
X

'' \

e

então

VC : V A P : X bT Px x (3. 1 05)

Ollde. a = l\{ Px é uma matriz pxn e portanto por (3.40)

telltos que Cty é tajnbém um BLUE de XB

mostrando que Aty = Cty com probabili.dado l temos,

a. colllo E(Aty) = XB. = E(Cty)

então E(Aty - Cty) = E(Aty) - E.(Cty)

b. como

A-C = 1-ZB - Px + Z B Px

(l-Px) (l-ZB)

CAt-Ct)V = AtV - CtV : MtXt-Qtxt

(Mt . Qt) xt

e

então var (Aty-Cty) = var((At-Ct)y)

CAt-Ct) V (A-Ç) a2 :

(blt-Qt)Xt(i-p...) (l-ZB) a2
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e portanto, por a. e b. concluímos que

Aty = Cty com probabilidade l

Observando com mais detalhes a ]a

C = P - Z B P ondex x

ztvB é tal que Zt

temos que

Cá=(p BX Px)(P:

p2 - P Z B P'x 'x ' " 'x

P - Z B P : Cx x

C2 : 'C .,- (Ct)2 : Ct

Ct 8 tal que por (3.105)

ct

vc

Px)

p2 + ZBP Z B P'x ' ''' x ' " 'x

mas,

e

(3.106)

e para alguma matriz Q

ct v z : g..> ctx zt (3 . 10 7)

então, conclul+mos por (3.106) e (3.107) que

Cty é a matriz do operador projeção

sobre C(X) segundo a direção de vetores de C(V Z) onde, Z é uma

matriz nxH-r tal que C(Z) = C(X)'
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Deste )nodo, provalnos quc

COROLÁRIO 3.S - Sob a condição do ntodelo de G.I'í.G. un\ BLUE de XB

8 dado pela projeção Cty sobre C(X) segundo a direção de vetores

de C(VZ) (3 . 108)

onde C = P
X

onde B satisfaz Zt

P X

zt v

Z é uma ntatriz DxB-T tal que C(Z) = C(X)'

e Px é a matriz do operador projeção ortogonal sobre C(X)

PROPRIEDADE 3.4 - Sob as conde.ções do modo.lo de G.b4.G

de XB dado por

0 BLUE

cty onde C é definida em (3.103) é tal que

E(Cty) = XB

e var(Cty) var(Pxy) cov(Pxy, Px Bt Zty) (3 . 1 0 9)

cov(P.:.y, P... Bt' Zu y) é uma matriz positiva e é Üni.ca para todo B
tal quc

Zt V Z B zt v

PROVA - blostrando que cov(Pvy, Pv Bt Zt y) é uma matriz positi.va

e e unica para todo B tal que Zt V Z B : Zt V temos,
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como cov(Pxy, Px Bt Zty)

a2P VZ B Px x a2 Px(Zt V Z B)t B Px

a2 P Bt Zt VZ B Px x var(Px Bt Zt y) (3 . 1 1 0)

e sendo a varCPx Bt Zt y) uma matriz positi.va então a

cov(Px y), Px Bt Zt y) é uma matriz positiva

e ainda , como

Zt V Z B : Zt V (3 . ll 1)

onde V = S St para alguma matriz Snxs temos que (3.111) é aqui
valente ao sistema de equações

(StZ)t (StZ) B (stz) st (3 .11 2)

Observando que (3.112) é um conjunto de n equações lineares

cuja estrtltura coinci.dela com o da equações normais, que é sempre

consistente e também, se BI e B2 são duas soluções desse sistema
então

Su Z BSu Z B 2l

tS Z B S' Z. B -»
2l

temos

V Z BI : V Z B2 ''>

'» Px V Z BI Px V Z B2

-'> Px V BI Px : Px V Z B2. Px

-> covCPxy, PxBtZty) = cov(Pxy,PxBtZty)
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. A l..A : A n -'.f.: desqueronde, BI c B2 são dua

blostrando que

var(Cty) = var(Pxy) - cov(Pxy, Px ]3t Zty)

terias ,

co)no

como pore l

t

Cty) = p)<y - Px Bt Zt y então

var(Cty) = var(Pxy) - 2 cov(Pxy, Px Bt Zt

+ var(Px Bt Zt y)

(3 .11 0)

cov(P.:-y, P.,f Bt Zt y) = var (P.,. B

y) +

zt y)

var(Cçy) = var(Pxy) - cov(Pxy, Px

Assim, sendo o SLSE de X13 dado por P.xy e

Cty = Pxy - Px Bt Zty

odemos considerar como

P.xy - (perturbação em Z) onde Z é tal que

então,

por

Bt Zty)

o BLUE de XB da

c(z) : c(x)'

notamos que , como

cov(Pxy, Px B' Z'y)

única e também positiva

então, existem vetores da forma Z B P... em C(Z) tai.s que a imagem

2
Pa B P ê

XX



desses velares através dc V são projetados por P.,. em vetores não

nulos de C(X) e ainda, como cov(Pxy,PxBtZty)=var(Pxy)-var(Cty) é
UHa ntatriz positiva te)nos que realntente o ajustamento de P..y por

PxBtZty reduz a variância de Pxy

Asse.m, a variância do SLSE de XB cojn V = in é var(Pxy):a2Px
e quando passamos a V singular o BLUE de XB é dado por

Pxy-Pxli'Z'y com a var(Pxy) : aóPxVPx ajustada pela covariância de

(P.y, P. B' Z' y)

123

No teorema 3.1 observamos que sendo Px - (l-Px)IJ onde

' )r '

satisfaz (l-Px) V (l-Px)U : (l-Px) V Px

então, Aty é um BLUE de XB e satisfaz

AtX : X

Ate onde Z É; tal que C(Z) c(x)l

Assim, notando que

Az = (Px - (l-Px) B Px)(Px - (l-Px) B Px)

PÍ - Px (l-Px) B Px - (l-Px) B P2 +

+ (l-Px) B Px(l-Px)B Px : Px-(l-Px) B Px

4- 0 +-

então, temos que (A')' = A' e portanto,

At = P. - Ut(l-P...) é também uma matriz do operador proje
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ção sobre C(X) segundo a dircção dos vetores de C(VZ)

Mas, como o operador projeção sobre C(X) segundo a direção

de vetores de C(VZ) ÉI Úl\ico, concluímos que

para todo y € C(V:X) C (X) © C (VZ) então

Aty = Cty

onde C = Px - Z B Px

para B satisfazendo Zt V Z B = Zt V

e portanto , temos

COROLÁRIO 3.6 - Sob a condição do modelo de G.bl.G

triz do operador projcção ortogonal sobre C(X)

Znxn.T uma matriz tal que C(Z) : C(X) L

então, se

A : Px - (l-Px)U

onde U = BP satisfazX

(l-Px) V(l-Px)U : (l-Px) VPx

r = D . 7 R D
' 'x ' ' 'x

onde B satisfaz Zt V Z B : Zt y

temos que Aty = Cty = projeção de y em C(X)

vetores de C (VZ)

e ainda

e

segundo a di.reção de

Aty : Cty e um BLUE de Xls
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7 - Se no modelo linear y = X13 + e temos (lue

E(e et) = a2 in

UE de X é dado por

Pxy : projeção ort ogonal de c(x)y em

do, o BLUE de XB dado por

Aty : Pxy-Ut(l-Px)y : projeção de y em C(X)

segundo a direção de vetores de C(VZ) onde IJ é tal que

(l-Px) V(l-Px)U : (l-Px) V Px

então, para V = 1 temos ,

( l -P.) v( l -P. )

PROVA Sen

sobre c(x)

U : (l-Px)z IJ= (1-Px) U:

(l-Px)Px

assim, Aty = Pxy = projeção ortogonal de y

COROLÁRIO 3.8 - S

V é não singular
então, o BLUE de XB é dado por

Aty = Mt Xt V-ly onde 1.{ é tal que Xt V-l X }{ : Xt

A'y = projeção de y sobre C(X) segundo a direção d
res de C (VZ)

modelo linear XBe no temos+ey que(

e

PROVA como o BLUE de X13 é dado por
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Aty = Pxy-Ut(l-Px)y : proj

direção dos vetores de C (VZ)

onde (l-Px) V(l-Px)U :(l-Px) V P
então, se V é não si.ngular temos

Cl-Px) V (l-Px)U : (l-Px) V Px "

deeçao y

X

'--'' (l-Px) [ V(l-Px)U - VPx] : g ''-

V(l-PX)U - VPX : -XI'l para alguma matei?. Mpxn

V(l-PX)U : VPX - Xb{ 'p-+

fT.n Iri . n \r'l v\f
X X

e ainda,

XtPx - (XtV'lX)M : Xt-(XtV'lX)b{ : Xt(l-Px)U

-.» Xt.(XtV'lX)M : g '- (XtV'lX)b{ : Xt

eja, o BLUE de Xli é dado por

Aty = Pxy - Pxy + Mt Xt V'l y = Mt Xt V'ly

projeção de y em C(X) segundo a di.ração de vetores

c(vz )

onde I'í ê tal q

ou S

lx)b{ xt(Xt Vue

de

000o000
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CAPITULO 4

ESTRUTUlIA DE COVARIÂNCIA DE

EXPERll~íENTOS ALEATORI ZADOS

Com a finalidade de exemplifi.car a teoria exposta do l*lode-

lo Li.ncar Geral, utilizaremos como base a ideia dos experimentou

aleatorizados proposta por Fislter (1935) e alltplamente estudada

por Kelnpthorne e colaboradores C1061). A motivação é termos pos'

si.bilidade de evitar o grande número de pressuposições que o mg

dela infinito e.xige, ou seja, normali.dade,' independencia, homo-

geneidade de variância e a imposição do modelo que os dados deve.
rão obedecer. Nesse sentido é que os modelos lineares obtidos em

experimentos aleatorizados são ditos dóri.vados, ou seja, não são
impostos mas sim obti.dos com uma base física estrutural

Com os exemplos que estudaremos atenderemos a doi.s objeti-
vos, sendo um deles, uma estrutura de covariância que permite -

nos obter estimadores ótimos (BLUE) através da solução simples

do mínimos quadrados (exelttplo do teorema 1, Zyskind (1967), e

teorema (4.1) Rao (1973) o outro sendo que os experimentou alea-

torizados oferece-nos uma classe de modelos lineares em que a ej.
trutura de covariância é do ti.po
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a2 V : al + bJ onde.

J : [1] [11t

([1] representa um vetou cujas coordenadas são água.is a

um) ,

e, em alguns casos esta estrutura oferece matrizes si.ngul.2
res.

E XEhlPL O

Uma i.lustração primitiva de urna estrutura de covari.anciã
di.ferente de oz l é a que ocorre na retirada de uma amostra casu

al simples de tamanho n sen\ reposição de uma população finita de
tamanho N.

Defi.nindo a variável aleatória 6? para relacionarmos os e-.
le)mento s amo s trai. s onde)

l se a resposta do j-ésimo elemento da

população corresponde a i-ésima obter

vação amostrall

0 caso contrario

para i=1, ..., n e j =1 , . .. , N

temos que as propriedades de ól{ as quais são necessãri.as para o
nosso propósito são

l pr'b (61 : 1)l -l-- para todo i.=1,
N

j :l , . .

n

N
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l então

proa
e

1) apara todo j' / j (4. 2)

p''b( 6{ 1) 0 para todo i' / i (4 . 3)

dado então

p"' ''{ 1) -l-- para todo
N-l

-# j (4. 4)

N .
E 6J

N
E

i:l l (4. 5)

e portanto

proa (ói:l) (4. 6)

para todo i=l n

Nj:i

6 {'') proa (õl{ ó{ 1)

prob( 1/ ó: : i) p-'b (õg. : l)

(por 4. 2))

para todo j (4. 7)
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analogamente

por (4. 3)

E (Õ{ Óg..) : O (4.8)
para todo i' # i

por (4.4)

E ( g óll ) : ----L-- «.D' ' N(N-l)
q

para todo i'# i e j' # j

Assim. se

llV representa a resposta do j-ésijllo elemento da população
. N

yi representa a resposta da z-ésima observação amostral,
i:l

e.denotando por

l jNI Lj (nédia populacional)

a2: ..L jNI (Lj - u)2 (variância populacional)

temos que. quando não hã erro de medida então,
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e como, vale a identidade

Lj : u + (I'j - u)

temo s :

C4. 11)

Substitui.ndo(4.1].) em (4.10)

N

yi : jXI 6: (u ' (Lj - u))

u seJ a,

y{ : u +

nde

ei : .iEI õi (Lj - u) representao

erro aleatório e, é tal que para todo i=l

N

ECej.) = jXI (Lj = u) E(6i)::por(4.6))

N j:l Qj ' ")

N

j:t j':l j ' u) (Lj' - u) E(óil õ

:(por (4.7)) : :E, (Lj - u)2 E l(óJ)l2

j:l j ' © «P

e usa

ei para n

2
)(evar l

5)

(Lj u)

(4. 12)

n

C4.1 3)

)
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N

(por (4.6))
l
N

u) (4. 14)

e para todo i' # i

cov Cei, ei.) Cei ei ')

N

l(jE: õ{ Qj ',.!: 'i; '';. u))

N N j j

j:l j':l j'u)(Lj'-u) E(6j. 6i- )

por (4.8) CLj 'u) (Lj ' -u) 6 j ' . )

p'r(4.9)) : =ii:i) j.j' j ' u)(Lj' - ")
j ' #j

m+ ,?: '', - «,: . #(t ,!: '',-«'):

2
a p

P

NOq'.D j:l Qj'')

2a
N-l

onde

(4. 15)
N-l
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Em notação matricial, com

yt = (yl: yn)

(el: ... : en)

temos o mo dela linear

[1] u + e onde

[1] representa um vetou nxl cujas coordenadas são

todas iguais a um

e ,

E(e) (usando (4.13))

E(e et) = a2 V

l

P

b

P ' ' ' P

} ''' pl uma matriz nxn de posto n

õ . ... i
(por (4. 1 4) e (4.15))

Sendo

Observando que

p) in + P [1] ]11t onde (p : - ;i-:--)

e é tal que o vetou 111 é um auto vetar de V então, segue. que
como
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[: )
o S L S E

-t :g: ,: : t 'u' ,' .. »

ê também o seu BLUE (Zyski.nd (1967))
onde l

var (y) = N n --g
n=1 n

De uma forma geral, sempre que a matriz V for da forma

2

e

V = a 1 + jb J

e a matriz X for da formanxp.

l[:] : «l --.
Q é uma matriz nx(p-l)

podemos tomar , as matei zes

TI
pxP

T2
nxn

(matriz nula)

K2 (constante real positiva)
r: . +.. { . -F '. ', .x ,.
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V : K2 1 + X TI Xt + (l - Px) T2 (I' - Px)

que é a condição de Zyskind (1967) e Rao para que o S L S E
BI,UE (4. 1 6)

;

EXEt4PL0 2 Planejamento Completamente Casualizado

Admitamos que temos N unidades experimental.s as quais apl.L
cabemos aleatoriamente t tratamentos com a condição única que

queremos r réplicas de cada tratamento, ou seja, N : rt

Denotando a j-ésima réplica do i-ésimo tratamento pelo par

(i,j), i=1,..., t e j=1, ... , r, então, cada par (i,j) seta
plicado aleato'piamente ãs unidades expert.tnentais.

A cada possível combinação tratamento e unidade experimel

tal temos uma resposta conceptual Lik, i.:l, ... , t, k=1, ... , N.
Ou seja,

Ljl.. é igual a resposta da

k-ésima unidade experimental ao i-ési.mo tratamento

Definindo-se a variável aleatóri.a 6tl para relaci.onarmos

os resultados experimentais com a respostas .conceituai.s L.k on-
de

l se a j-ésima réplica do i-ésimo tr.2

tamento esta aplicado na k-ésima u-

nidade experimentalâk.. :

0 caso contrario
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para i:l,..., t, j=1,... , r e k=1, ... , N

temos então N t r : Nz dessas variáveis aleatórias. cujas propri!

dados as quais são necessárias para o nosso propósito são:-

p"b ( ó1lj : l) : -t
para todo i=1, t, j=1, ... , r, k=1, ... ,N

(4. 17)

dado que õfj : l então

proa( óf.:. : 1)= 0 para todo (i', j') / (i,j)
]

(4. 1 8)

(4. 19)1) 0 para todo k' .é k

dado então

prob
l

N-l
para todo (i' j ') # (i ,j) e k' # k

(4. 20)

õk
tJ

: .*
j:l ZJ

(4. 21)
i:l

e portanto,

1) = (por (4. 17) )

para todo i.=1, ... . t, j=1,... , r, k=1, ... , N
(4. 2 2)
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.) : prob (ólj ók.j' - l)

p''b ( ó}.j' : ]/ õkj : 1). p;'b( ó1lj : i)

(por(4.18)) = o para todo Ci', j') # (i,j)

analogamente

por (4.19)) E( õij Ókj ) =0 para tod

para todo (i', j ') # (i

e

k' # k

iderando agora

a média sobre o ex

. . l . . .

' ;i;'' ; Í 'ik

Li. a média das respos

':. : + i ':*

L.k a média das respos
tal

L.k : ':'' ? Lik

k' # k0

j )l

Cona

totalperimentol

dotas tratamentoi-eslmo

da k unidadetas esima experzmen

k kE(6 ij Õ
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temos, a seguinte decomposição, proposta fisi.comente, das resto.g

tas conceituais

Lik : L.. + (Li. L..) + (L.k L. . ) +

+ (Lik - Li L.k ''' L..) (4. 26)

onde

Li. - L.. representa o desvio de Li. com relação ã L.. ou
seja, o efeito do i-ésimo tratamento

L.k - L.. representa o desvio de L.k com relação i L.. ou
seja, o efeito da k-ésima unidade experimental e

Lik - Li. - L.k + L

:(Lik- L'') - (Li. - L.:) +(L.k- L.')

representa o efeito de i.nteração do i-ésimo tratamento e

da k-ésima unidade experimental

Supondo, que os efeitos das unidades expert.mentais e trata

Bentos são aditivos temos então que, a resposta do i-ésimo trat.g

mento independe da unidade experimental ou seja,

Lik - 'Li. - L.k + L.
0

e como consequência dessa suposição obtemos que a identidade

(4.26) torna-se



L..) + (L.k - L.;) :
=

=

=

L. .

: L L. .k

14 0

(LLik : L.. +(Li

u + t-j. + ek

onde u = L.

(4. 27)

t. = L.1 1.

ek

Ass i.m, se

yj.i representa a observação da j-ésima replica do í-ésimo
tratamento ent ao

yij '11j ':k C4. 2 8)

que são variáveis aleatórias obtidas como combinação linear das

variáveis aleat8ri.as amostrais 6:.i

Substituindo a identidade populacional (4.27) na identida-

de das observações (4.28)
temos que

yj.j : kNI óij Lik ti ' kNI õ:j ek

ou seja,

tomando õij ek que representa o erro aleatório da
iLésima observação na j-ésima rÉ;p.li
ca
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então

xij u + t. + e. .
l XJ para i=l

j:i

t

r

onde
t
E t.

i=1 l

E E e.
i. j :J i '*

e ei.j para todo (i.:l t e.=l
} r é tal que

por (4.22)

E (eij) EÇ:: õlj 'P ek

t *g: '* (4. 29)

- (.*!: 'i, .*,:

E
k ek ek 6

ZJ (por(4. 24) )

*!: .Í ': Í'.!,,:) por (4.22) l
N

a2

(4. 30)

e para todo par (i j') tal que (i (i ,j )
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.*!: '!; '*, .i.::' ei 'j .k'']

N N

k=1 k'=]. ek ek' ':l:, J opor(4.23)

k.k' ek ek'
k/k'

) :E(Ó Ó (por (4. 25) )

ü, *ii . '* '*' ;:':;- i 'i ' (li 'p (i. 'kJ

l E 2

N(N-l) k ek
a2

N-l
a2 p onde

N-l

(4. 31)

Em notação matricia]. com

yt = (yll:... : ylr: 'ytl ytr)

e

(e 11: . . ' : el r: . . .: e tl et.r)

o modelo derivado para o planejaménto completamente casualizado

é portanto um modelo linear dado por
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X13 + e

com

Bt : (u: tl:

[u : «l

tt)

uma matriz blxt+l de posto t

sendo [ll uln vetou Nxl cujas coordenadas são todas iguais
a um

e

x(1)
g

g

x(2) g

g x(t)

onde cada x(1) , i:l, ... , t, representa um vetou rxl cujas coar
danadas são todas iguais a um

e g representa um vetou rxs nulo.

e ,

(por , (4. 29) )

0

E(e) : g

opor (4. 30) e (4. 31))

ECe et) = a2 V
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l

P

P

P

l

e

P

P

unia )matriz NxN de posto N-l
P

e

Sendo V

Observando que as matrizes X e V do modelo linear derivado

do Planejamento Casualizado são semelhantes ao caso deduzi.do em

(4.16) com, a restrição de que V é singular então, temos que

l P . . . . P

$
0

P P . . . . l

/

P }''.. e 1 - p) iN ' p ll
tl

TI Xt .- (l Px) T2 (l Px) + K2 l

onde T? é uma matriz nula NxN

K.2 : (i -p) = --N-- Ç; R
N-l

Tl: P jl PI. éumamatriz(t+l)x(t+l)

Assim, para obtermos o BLtJE de uma função paramétrica lin.g
ardente estimável no modelo linear derivado de Planejamento Com-

pletamente Casualizado é suficiente trabalharmos com o modelo l.i

near cujas hipóteses são as do blodelo Linear de Gauss-blarkoff ou

sela,
E(e) = y

E(e et) = a2 l

000o000
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