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l N F E R Ê N C l A P A R C l A L

CAPITULO l

iNTKOPUÇ4Q

1 . 1 - Parâmetro Nuisance

O objetivo da In:gerência Estatística é obter ''lnform2

ção'' a respeito de um parâmetro o, que representa um estado deZ
conhecido (por nÓs) da natureza. O procedimento é realizar um

experimento E, cujo resultado x; a ser observado, acredita-se ej.
tar relacionado ao valor desconhecido de O. A formalização mato

mítica do experinento E é feita quando se considera a trinca

abstrata (X,A,P) , chamada de Modelo Estatz'suco, em que X (Esp2

ço Anostral) é o conjunto de todo.s os possíveis resultados do

experimento E, A a a-ãlgebra gerada por X' e P : {PO; O G Ol\''J a

(1) A notação util i.zada aqui não pretende ser formal. Utilizare
mos P(x/o) para indicar tanto' função densidade quanto funç=
de probabilidade

1 

I N F E R E N C I A P A R C I A L 

CAPITULO 1 

INTRODUÇÃO 

1.1 ~ Parâmetro Nuisance 

O objetivo da Inferência Estatística é obter "Informa 

ção" a respeito de um parâmetro 0, que representa um estado des 

conhecido (por n6s) da natureza. O pro~edimento é realizar um 

. experimento E, cujo resultado x~ a ser observado, acredit~se es 

tar relacionado ao valor desconhecidc- de e. A formalização mat~ 

mitica do experimento E é feita quando se considera a trinca 

1 .. 

abstrata _ (X,A,P), chamada de Modelo Estat1stico, em que X (Esp~ 

ço Amostral) é o conjunto de todo_s os possíveis resultados do · 

experimento E, A a o-álgebra gerada por j e P = { P 
0

; 0 E 9} (l) a 

(1) A notação Útilizada aqui não pretende ser formal. Utilizare 

mos P(x/0) para indicar tanto função densidade quanto furç:n 

de probabilidade. 
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família de distribuições possíveis para x. A família Pdescreve

o relacionamento entre x e o, ou seja, para alguns valores dig.

tintos de O. considera-se diferentes di.atribuições para x. Se a

inferência sobre O é.feita a partir do experimento E e da amos-

tra x, a i.nformação sobre O esta contida nos ''dados estatl'stiag'

A maior parte dos estatísticos considera o problemada

Inferência apenas para os casos em que P é uma fanz'lia de dica.i

buições indexada pelo próprio parâmetro de interesse o. Este

trabalho trata de um problema mais frequente e mais geral que

surge quando aos dados x e ao experimento E esta associada uma

família i.ndexada por uw parâmetro .À de tal modo que O:O(À) é unia

''redução'' de À. Isto significa que o modelo P = {PX' À GA} dS.

pende de À e estamos interessados em apenas uma característica
de x, denominada o(À) . Neste caso, como fazer inferência apenas

sobre o, se existem outras características desconhecidas do mg

dela?

,,'/ A maneira usual de enfocar o problema é introduzir um

parânetro +(À), ''complementar'' a o(x) e tal que o e + especifi-

quem conjuntamente a distribuição de x. Isto é, deve existirtma

relação 1-1 entre À e (o(À) , +(x)) de forma que +(À) sejaamenor

redução possível de À. Desta maneira consegue-se uma re]ação ]-].

entre as famílias de distribuições Po,.} e PÀ e pode-se traba-
lhar com uma ou com outra família indistintamente. Na reparame'

txüação .acima, + é chamado de parâmetro nuisance, ou seja, a CZ

racterística do nodelo que não nos interessa. e o o parâmetro de

interesse.

x)3

2 

família de distribuições possíveis para x. A família P descreve 

o relacionamento entre x e 0, ou seja, para alguns valores dis 

tintos de 0, considera-se diferentes distribuições para x. Se a 

inferência sobre 0 é.feita a partir do experimento E e da amos

tra x, a informação sobre 0 está contida nos "dados estatísticns" 

(E, x) • 

/ A maior parte dos estatísticos considera o problerm da 

Inferência apenas para os casos em que Pé uma família de distri 

buições indexada pelo próprio parâmetro de interesse 0. Este 

trabalho trata de um problema mais freqtiênte e mais geral que 

surge quando aos dados x e ao experimento E está associada uma 

família indexada por um parâmetro .À de tal modo que 0=0 ( >-.) é wm 

"redução" de >-., Isto significá que o modelo P = { P À, >-. 6 A} de 

pende de>-. e estamos interessados em apenas uma característica 

de>-., denominada 0(>-.) ·. Neste caso, como fazer infer~ncia apenas 

sobre 0, se existem outras características desconhecidas do mo 

dela? 

</ A maneira usual de enfocar o problema é introduzir um 

parâmetro · 4>(Ã), "complementar" a 0(>-.) e tal que 0 e 4> especifi

quem conjuntamente a distribuição de x. Isto é, deve existirllllla 

relação 1-1 entre >-. e (0 (),) , 4> (>-.)) de forma que 4> (Ã) seja a mmor 

redução possível de Ã. Desta maneira consegue-se uma relação 1-1 

entre as famílias de distribuições P
0

,<I> e PÀ e pode-se traba

lhar com uma ou com outra família indistintament~. Na reparame

trização .acima, 4> é chamado de parâmetro nuisance, ou seja, a c~ 

racterística do modelo que não nos interessa, e 0 o parâmetro de 

interesse. 
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É importante ressaltar-se a natureza arbitrária do pg.

râmetro .}(x) , uma vez que a função +(À) descrita acima não é ú-

nica. Por exemplo, vamos supor que estamos .interessados no coB

pri.mento (desconhecido) de certo objeto. Toma-se, então. n medi.

das não tendenciosas e independentes deste objeto. O modelo ge-

rado pelo experimento pode ser a família das distribui.ções

N(p,a2), em que p é o parâmetro de interesse, isto é, o .compr.L

mento do objeto e a2 o erro de precisão do instrumento de medi-

da. Neste caso poderíamos tomar tanto a variância a' quanto o

coefici.ente de variação a , como parâmetro nuisance. A escolha

do parâmetro nuisance dependerá muitas vezes do método de elimi.

nação utilizado

Por outro lado. em muitos problemas estatísticos meâ

mo a escolha do parâmetro de interesse é arbitrária.: Em um prg

blema de Teste de Hipótese, testar Ho:O:ul-u2:0 parece ser equl.
valente a testar H.:o= --.1 = 1. Em tais casos, cabe ao estatisti

co encontrar a reparamedização (o,+) mai.s adequada para a util.i

cação de alguns dos métodos de eliminação. Portanto, a escolha

do par ''ideal'' (O.+) é um problema de ordem pratica e para o

qual não existe um procedimento esquemático. A seguir tentaremos

exemplificar como uma ''boa'' reparametr;ilação pode levar a uma sg

lição simples.

U

2

l

EXEMPLO l.l (Poisson) - Deseja-se testar a Igualdade das mé

dias de duas v.as. independentes com distribuição de Poisson

Sej am

3 

1:! importante ressaltar-se a natureza arbitrária do p~ 

rimetro •CA), uma vez que a funçio •CA) descrita acima nio é G

nica . Por exemplo, vamos supor que estamos _interessados no com 

primento (desconhecido) de cer.to objeto. Toma-se, então, n medi 

das não tendenciosas e independentes deste objeto. O modelo ge

rado pelo experimento pode ser a· família das distribuições 

N(µ,a 2), em queµ é o parâmetro de interesse, isto é, o compr! 

mente do objeto e a
2 o erro de precisão do instrumento de medi-

d N d 
., .- . 2 

a. este caso po er1amos tomar tanto a var1anc1a o quanto o 

• - (1 -

coeficiente de var1açao - , como parametro nuisance. A escolha 
µ 

do parâmetro nuisance dependerá muitas vezes do método de elimi 

naçao utilizado. 

Por outro lado, em muitos problemas estatísticos mes 

mo a escolha do parâmetro de interesse é arbitrária. Em um pr~ 

bl~ma de Teste de Hip6tese, testar H
0

:0=µ 1 -µ 2=o parece ser equ! 
µ 

valente a testar H :0= -1. = 1. Em tais casos, cabe ao estatísti 
o µ2 

co encontrar a reparame~ ização (0.•J mais adequada para a util! 

zação de alguns dos métodos de eliminação. Portanto, a esco 1 h a 

do par "ideal" (0, •J. é um problema de ordem prática e para o 

qual não existe um procedimento esquemático. A seguir tentaremos 

exemplificar como uma "boa" reparametrização pode levar a umaso 

lução simples. 

-
EXEMPLO 1.1 (Poisson) - Deseja-se testar a Igualdade das me-

dias de duas v.as. independentes com- distribuição de Poisson. 

Sejam 



xl - Poisson (ÀI)

x2 - Poisson (X2)

O modelo é dado por )

e'"lÀll e'"2À22

xl! x21
P(xl'x2/ÀI'X2) : x2:0

e o espaço paramétri.co é ,

A:{ (X]. ,À2) t.q X2:0 }

Estamos interessados em verificar apenas uma caracte-

rística do modelo; a igualdade ou não dos parâmetros, ou seja ,

se À. = À. ou se À. ?É À?. O problema é encontrar o que especif.L
J. & abP u

que esta característica

Considere a seguinte reparametrização do modelo

Q= '1 , +:Àl+À2' Não édifícilverqueentre(ÀI'X2) e

(o,+) existe uma relação 1-1. Nestas condições a hipótese nula a

ser testada é Ho:Q: 1 , de modo que o é o parâmetro de interes-

se e + o parâmetro nuisance. A escolha de (o,+) defina.da acima

não é um problema trivial e adiante venenos porque ela foi con-
si.derada. Observe que outras reparametrizações, como por exenl)]o,

O = .:1 OU o = x.-xo' poderiam testar da mesma forma a hipótese

nula.

A questão que se coloca é encontrar um método de Infg

rência sobre o quando a distribuição dos dados x envolve também

valor .desconhecido (b. que não nos interessa. Da maneira comoum

4 

O modelo ê dado por, 

e o espaço paramétrico é, 

Estamos interessados em verificar apenas uma caracte

rística do modelo; a igualdade ou não dos parâmetros, ou seja , 

se Àl = Àz ou se Àl r Àz· O problema é encontrar 0 que especifi 

que esta característica. 

Considere a seguinte reparametrização do modelo: 

Àl 
0= --- + =À 1+À 2 . Não é difí~il ver que entre (À 1 ,À 2) e 

À1•À2 , 

(e,+) existe uma relação 1-1. Nestas condições a hipótese nula a 

ser testada é H
0

:0= ½, de modo que 0 é o parâmetro de interes

se e to parâmetro nuisance. A escolha de (0.•) definida acima 

não i um problema trivial e adiante veremo~ p~rque ela foi con

siderada. Observe que outras reparametrizações, como por exemplo, 

Àl 
0 = Ãz ou 0 = À1-À 2 , poderiam testar da mesma forma a hipótese 

nula. 

A questão que se coloca é encontrar um método de Infe 

rência sobre e quando a distribuição dos dados x envolve também 

um valor .desconhecido•• que não nos interessa. Da maneira como 
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foi colocado o problema conclui-se que. na verdade, estamos prg

curando métodos de eliminação do parâmetro nuisance +. Existem

vários métodos com esse objetivo, como por exemplo substituir +

pelo seu estinadol-i. Uma breve descrição de alguns métodos pode

ser encontrada em Basu t1977] . O objetivo do presente trabalho é

estudar e analisar em detalhes uma pequena classe destes métodcs

1 .2 Redução de Experimento

Os métodos de eliminação que aqui serão analisados can

sistem basicamente na si.mplificação do modelo original (X,A,P)

para um modelo, redução deste. cuja família de distribuições dg

pende apenas de O. Esta simplificação do modelo origi.nal para
um modelo dependendo apenas de O é o objetivo principal, uma

vez que, deste modo a Inferência sobre O segue das técnicas u-
suais.

A dificuldade esta em justificar a particular si.mpli-

ficação, que muitas vezes não é evidente

Vintes que quando se realiza um experimento E, objeti-

vando-se Inferências sobre o, o resultado x e o modelo estatís-

tico (X.A,P) Cou E). contém toda a informação disponz'vel sobrem

Logo. a substituição do modelo original deve ter como justifica

uva a não-perda de Informação sobre O. Conseqtíentemente, para

as inferências sobre o a partir de uma ''redução'' do modelo ori-

ginal, dois objetivos estão identificados

(A) Simplicidade O experimento (modelo) reduzido deve possuir

5 

foi colocado o problema conclui-se que, na veidade, estamos pr~ 

curando métodos de eliminação do parimetro nuisance •· Existem 

vários métodos com esse objetivo, como por exemplo substituir• 

pelo seu estimadori. Uma breve descrição de alguns métodos pode 

ser encontrada em Basu (l977] • O objetivo do presente trabalho é 

estudar e analisar em detalhes uma pequena classe destes métod.a;. 

1.2 - Redução de Experimento 

Os métodos de eliminação que aqui serao analisados cm 

sistem basicamente na simplificação do modelo original (X,A,P) 

para um modelo, redução deste, cuja família de distribuições d~ 

pende apenas de e. Esta simplificação do modelo original 

um modelo dependendo apenas de 0 -e o objetivo principal, 

para 

uma 

vez que, deste modo a Inferência sobre 0 segue das técnicas u

suais. 

A dificuldade está em justificar a particular simpli

ficação, que muitas vezes nao é evidente. 

Vimos que quando se realiza um experimento E, objeti

vando-se Inferências sobre 0, o resultado x e o modelo estatís

tico (X,A,P) (ou E), contém toda a informação disponível sobre e. 

Logo, ·a substituição d,o modelo original deve ter como justific~ 

tiva a não-perda de Informação sobre e. Conseqüentemente, para 

as inferências sobre 0 ·a partir de uma· "redução" do modelo ori- · 

ginal, dois objetivos estão identificados: 

(A) Simplicidade: O experi~ento (modelo) reduzido .deve possuir 
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uma distribuição: que dependa- apenas de o

(B) Informatividade: A redução do experimento original não deve

perder informação relevante para as Inferências sobre o

O próximo passo e traduzi.r em termos matemáticos os
doi.s objetivos acima. É necessário definir o que seja reduçãodo

expert.mento (ou modelo)

Seja t:X --..--- r uma estatística. É sempre verdade que

p(x/À)=p(x/t,À) .p(t/x) . Associada a esta fatoração podemos co2:

sideral a seguinte fatoração do modelo:

Modelo Marginal: (t,Pt) onde Pt:tp(t/x). ÀGA} é a família de
distribuições marginais de t

Modelo Condicional: (x,P(./t)) onde P(./t):lp(x/t,À) , xeA} é

a famÍli.a das distribuições condicionais de x dado t(x):t

Estes dois modelos são chamados de reduções do modelo

IX.A. rl

Note que associados aos modelos reduzidos pode-se coB

sideral reduções do experimento E. Respectivamente temos

Experimento )marginal Eu ge.bando os dados t

Expert.mento Condicional Et' que gera os dados x, para cada

valor fixado de t..

Desta maneira considera-se os dados (E,x) composto por

(Et,t) e (Et'x). O prineiro experinento pode ser operacionalme2

6 

uma distribuição : que dependa -apenas <le 0. 

(B) Informatividade: A redução do experimento original não <leve 

perder informação relevante para as Inferências.sobre 0. 

O próximo passo é traduzir em termos matemáticos os 

dois objetivos acima. ~ necessário definir o que seja redução do 

experimento (ou modelo). 

Seja t:X-+ t uma estatística. f sempre verdade que 

p (x/>.) =p (xi t, >.) .p (t/ >.) • Associada a esta fato ração podemos con 

siderar a seguinte fatoração do modelo : 

- Modelo Marginal: (t,Pt) onde Pt={p(t/>.), ÀbA} é a família de 

distribuições marginais de t. 

- Modelo Condicional: (x,P(./t)) onde P(./t)={p(x/t,>.), >.6A} 

a família das distribuições condicionais de x dado t(x)=t. 

... 
e 

Estes dois modelos são chamados de reduções do modelo 

(X,A,P). 

Note que associados aos modelos reduzidos pode-se con 

siderar reduções do experimento E. Respectivamente temos: 

- Experimento Marginal Et, gerando os dados ·t~ 

Experimento Condicional Et, que gera os dados x, para 

valor fixado de t _. 

cada 

Dest~ maneira considera-se os dados (E,x) composto por 

(Et,t) e (Et,x). O primeiro experimento pode ser operacionalme~ 
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te definido como ''realiza-se E e observa-se apenas t''. O segun-

do é apenas. um experimento conceptual pois não é realizável

Os objetivos.(A) e (B) podem ser agora formulados em

termos das duas possíveis reduções do experimento. Esta formula

ção originara duas versões da Inferência Parcial (ou separável)

de © em termos de dois Princípios.

S: Princípio da Marginalização (ou Sufici.ência) . Se o

modelo..P = {p(x/o,+), oGO , +çb} satisfizer

a) O modelo marginal Pt depende apenas de o, isto é,

P(t/À].):P(t/x2) se o(x].):0(X2)

b) O modelo condicional (x,PC./t)) é não informativo

com respeito a o

Então Inferências sobre o podem ser feitas a partir (b

Modelo Marginal (Pt't)

C: Princípio do Condicionamento (ou Ancilaridade);seo

modelo P satisfizer

a) O modelo condicional P(./t) depende apenas de o

b) O modelo marginal (Pt't) é não informativo com re2

peito a o.

Então Inferências sobre

Modelo Condiciona]. (P(./t) ,x) .

hlpt-ivn rA) . de simolicidade esta claramente expl.L

dopartirfeitaspodem aser0

0 0
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citado nos dois Princípi.os acima pelascondições (a) . Assim, em S

exige-se que o Modelo l.marginal dependa apenas de o e em C que

isto aconteça com o modelo condicional. O mesmo não acontece com

o objetivo (B) uma vez que as condições (b) dos princt'pios ex-
pressam apenas um conceito vago de não-informação. É esta ausêE

cia de uma definição precisa de não-informação que ori.gana os

vários métodos estudados aqui. Cada um destes métodos tenda ca2

turar, em termos de uma frase matemática, o significado de Inca:

mação e Não-Informação.

1 .3 Suficiência Para.al e Ancilaridade Parcial

Os conceitos de informação e não-informação estão eê.

treitamente ligados aos contei.tos de suficiência parcial(1) e

ancilaridade parcial.L tJ

Esta relação tem como motivação generali.zações dos con

celtas de suficiência e ancilaridade usuais que foram introduz.i
dos por Fisher, para os casos em que o parâmetro de interesseco

incide com o parâmetro do modelo. Analisaremos para esta situa-

ção o relacionamento entre informação e suficiência (não-infor-

mação e ancilaridade).

Seja P=ÍPO' OeO} o modelo estatístico e t:X -.--- .t una
estatística

(1) A denominação parcial vem do fato de se tratar de conceitos
de suficiência e ancilaridade para um subparãmetro do mode-
lo
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DEFINIÇÃO 1.1 - A estatística t é suficienteLXJ com respeito a

o se p(x/o)=p(x/t) .p(t/Q) . em palavras, se a distribuição cond.i

cional de x dado t independe de o.

DEFINIÇÃO 1.2 - A estatística t é ancilar com respeito a o se

p(x/o)=p(x/t,O) .p(t) , em palavras, se a distribuição margi.nalde

t independe de o

Como jã foi dito no i.nício do trabalho, o Único ente

que relaciona o resultado x ao parâmetro o. é a verossimilhança

L(o/x)=p(x/o) . Assim, espera'se que ao variar-se o valor de O,

o valor de L(o/x) se altere. Caso contrario não deve haver Tela
cionamento entre x e o, tornando-se impossz'vel retirar de x al

guia informação relevante sobre o. Como consequência intuitiva,

acreditamos que ao fatorarmos p(x/o) , todo o fatos que não sea4.

t.era ao variarmos O, pode ser abandonado e deve-se considerar ,

apenas, aqueles fatores que são funções de o

A consequência dessa discussão é a eliminação dos fa-

tores p(x/t) e p(t) nas definições 1.1 e 1.2, respectivamente

Assim se t é uma estatística sua.ciente com respeito a o, qual.

quer inferência sobre O pode ser baseada apenas na função p(t/©)

Analogamente, se t é uma estatística ancilar, as inferências sg

bre o podem ser baseadas apenas na função p(x/t,O)

':' Ê*g E:EÊÊ3'.=:s;,;l:;l:;:'li';.:i:.;,',g: '.:ãl:iÍ.T'lã"é:l ! :
ente para a amostra x'' ou ''t isola e exaure toda a informa-
ção sobre o, Contida em x'' .
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DEFINIÇÃO 1.1 ~ A estatística t é suficiente(l) com respeito a 

0 se p (x/0) .=p (x/ t) . p ( t/0) , em palavras, se a distribuição condi 

cional de x dado t ind~pende de 0. 

DEFINIÇÃO 1.2 - A estatística t é ancilar com respeito a · 0 se 

p(x/e)=p(x/t,0) .p(t), em palavras, se a distribuição marginal de 

t independe de e. 

Como já foi dito no início do trabalho, o Único ente 

que relaciona o resultado x ao parimetro 0, é a verossimilhança 

L(e/x)=p(x/0). Assim, espera-se que ao variar-se o valor de 0, 

o valor de L(e/x) se altere.· Caso contririo não deve haver rela 

cionamento entre x e 0, tornando-se impossivel · retirar de x al 

guma informação relevante sobre 0. Como consequência intuitiva, 

acreditamos que ao fatorarmos p(x/0), todo o fator que não seal 

t~ra ao variarmos 0, pode ser abandonado e deve-se considerar , 

apenas, aqueles fatores que são funções de 0. 

A consequência dessa discussão é a eliminação dos fa

tores p(x/t) e p(t) nas definições 1.1 e 1.2, respectivamente . 

Assim se tê uma estatística suficiénte com respeito a 0, qual 

quer inferência sobre 0 pode ser baseada apenas na função p(t/0). 

Analogamente, se tê uma estatística ancilar, as inferências so 

bre e podem ser baseadas apenas na função p(x/t,0)~ 

(1) A expressão "tê suficiente c.r. a 0 11
, não· é muito adequada 

Expressões mais propícias seriam, por exemplo, "t é sufici
ente para a amostra x" ou "t isola e exaure toda a informa
ção sobre 0, càntida em x". 
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A conclusão a que se chega com a discussão acima é

que se t é suficiente com respeito a o, então t=t(x) contém tg

da a informação relevante sobre o que x carrega. Deste modo, é

suficiente que se observe t no lugar de x. A situação em que t

é ancilar é um pouco mais delicada. Não hã duvida que toda a in

formação relevante sobre o esta descrita pelo modelo condicional

p(x/t,O) . Contudo, a afirmação que t é não informativa com res

peito a o traz alguns problemas sérios. Se encararmos o modelo

p(x/O)-.como uma afirmação condicional sobre x dado O, dizer que

t é ano.lar é dizer que t é independente de o (tl.o) . Poderá ex:b

ti.r una outra estatz'ética ancilar t' . ou seja t'JLo e tal que

Ct.t') não é independente de o; isto é, t é ançilar, t' é anci-

lar porém (t,t') contém informação sobre o. Um exenplo extremo

deste fato, deva.do a Basu [1964] , é apresentado a seguir. Aqui,

(t,t') na verdade é suficiente com respeito a O.

EXEMPLO 1.2: Considere o vetar aleatório (x. ,x.) com distribui-

ção.N2(0.0 , 1,1 , p). Observe que (xl,x2) é uma estatística su

ficiente con respei.to ao coeficiente de correlação p . Entretan-

to como xl - N(0,1) e x2 - N(0,1) temos que xl é ano.lar can n2

peito a p, idem para x2'

No lugar de afirmarmos que se t é ancilar então t é

não i.nformativa com respeito a O , preferi.mos estabelecer que se
t é anel.lar então nenhuma informação com respeito a o pode ser

extraída de t.

Na discussão acima a condição de não-informação (B)e:
tã claramente determinada; um nodelo é não informativo com res-

A conclusão a que se chega com a discussão acima 

que se t é suficiente com respeito a 0, então t=t(x) contêm 

da a informação relevante sobre 0 que x carrega. Deste modo, 

suficiente que se observe t no lugar de x. A situação em que 
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(t,t') não é independente de 0; · isto é, t é ancilar, t' é anci

lar porém (t,t') contém informação sobre 0. Um exemplo extremo 

deste fato, dev1do a Basu [196-4]_, é apresentado a seguir. Aqui, 

(t,t') na verdade é suficiente com respeito· a 0, 

EXEMPLO 1.2: Considere o vetor aleatório (x1 ,x 2) com distribui

ção _N2(o,o , 1,1 , p). Observe que (x1 ,x2) é uma estatística su 

ficiente com respeito ao coeficiente de correlação p. Entretan

to como x1 - N(O,l) e x 2 - N(O,l) temos que x1 é ancilar can res 

peito a P, idem para x 2 • 

No lugar de afirmarmos que se t é ancilar então t -e 

nao informativa com respeito a e, preferimos estabelecer que se 

t é ancilar então nenhuma informação com respeito a 0 pode ser 

extraída de t. 

Na discussão acima a condição de não-informação (B)e~ 

tâ claramente determinada; um modelo é não informativo com res-
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pei.to a o se este modelo não depender de o. Entretanto para o

caso em que os modelos envolvem parâmetros nuisance teremos não

apenas um conceitos''não-informação mas alguns, que foram desenço}

vidas por autores diferentes. A proposta dos próximos capítulos
é exatamente discutir estes conceitos

(]c

A generalização dos nétodos de redução, relaci.onados

com as definições de suficiência e ano.laridade de Fisher (l.l

e 1.2), para o caso em que não estamos livres de parâmetros nul

sande pode ser feita como segue

Se t é uma. estatx'stica que satisfaz a condição Cb) de

não informação do Princz'pio S[Princípio C] segundo um autor P ,

então t ê dita parcia]mente suficiente [ancilar] com respeito a

O, segundo o autor P, ou. t é dita P-suficiente [P-ancilar] com

respeito a o. Esta notação é a mesma utilizada por Barndorff

Nielsen [1980] .
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CAP ÍTUL0 2

S

Antes de se introduzir as definições de S-suficiência

e S-ancilaridade serão necessárias algumas considerações sobre o

parâmetro nuisance + .

No capítulo l discutiu-se a natureza arbitrária do p2
râmetro nuisance. A consequência deste fato e a não existência,

en toda a literatura, de uma definição precisa para parãmetronü.

sande. Entretanto.. exige-se do parânetro + que conjuntamente com

o parâmetro de interesse o especifiquem À, e alén disso que ne-
nhuma informação sobro +. é de intere:sse nas inferências sobre

o (complementar). Essas ''qualidades'' do parânetro nuisance sao
de certa forma explicitadas na. definição abaixo, que pretendeser

apenas uma definição funcional.

DErINiç4Q:.2.1 - Os subparâmetros o:A --.-+o e +:A -"--.-- $ são de'\B

Fiação independente se o campo de variação de o é o mesmo para
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cada valor de + e vice-versa: ou seja, o campo de variação de

(0,+) é Ox$.

Na sequência desta seção exigiremos que o e + sejamde

variação independente.

DEFlINIÇÃ0 2.2 - A estatÍsti.ca t é S-suficiente com respeito a

o se p(x/o,+)=p(t/o) p(x/t.+)

DEFINIÇÃO 2.3 - A estatística t é S-ancilar com respeito a o

se pCx/o,+)=p(t/+).p(x/t.o)

A defina.ção de S-suficiênci.a acima, é geralmente atei

buída a. Frases [1956], e pode ser considerada uma extensão das

defina.ções de suficiência e ancilaridade de Fisher. A condição

de não-informação nelas contida é decorrência da discussão fei

ta na seção 1.3. Exigia-se lã, qtle o modelo não-informativo pa'

ra Q independesse deste parâmetro. o mesmo acontece com as defi.

niçoes acima

Portanto se t é S-suficiente com respeito a o, estão

satisfeitas as condiçõe.s do Princz'pio S, da seguinte maneira

(a) A distribuição marginal de t depende apenas do p2.

râmetto de interesse o .

(b) A distribuição condicional de x dado t independe

de o e consequentemente não contém informação so-

bre o.

Assim, inferências sobre o são feitas considerando-se
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apenas o modelo marginal (Pt't)

Raciocínio análogo pode ser feito quando considera-se

t S-ancilar com respeito a o

É interessante notar que as definições acima são equÀ.

valentes no sentido em que elas fatoram a função de verossimi-

Ihança em duas partes uma que depende apenas de o e outra que

depende apenas de +. Nestes casos t define um corte de Barndorff

-Nielsen

DEFINIÇÃO 4:.! - A estatística t define um corte de Barndortt

-Nielsen no modelo PÀ se existentdois subparâmetros de variação

independente o:o(x) e +:'}(À) tal que o modelo marginal Pt depe2.

da apenas de o e que para cada t fixado o modelo condicional

P(./t) dependa apenas de +.

Portanto se t define um corte de Barndorff-Nielsen t

ê S-suficiente com respeito a o e S-ancilar com respeito a 'b

Apresentamos a seguir alguns exemplos clássicos da l.L

teratura, com o objetivo de facilitar o entendimento das defin.L
=ne nr'imn e realçar Q fato de que nem sempre e possível aplicaçoes a

-las.
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CAPÍTULO 3

EXEMPLOS

3.1 - Teste de Igualdade das }Íédias de Duas Poissons IndependeB

tes

Considere novamente o exemplo 1.1. Suponha que estanm

interessados em inferir apenas sobre uma caracterl'stica do made.

].o; a igualdade ou não dos parâmetros. Vimos que essa caracterjj!

tida pode ser expressa em termos do parâmetro o = .ji-:;Í-- , quan-

do considera-se a seguinte hipótese Ho.:O: 7

A seguinte reparametrização do modelo, foi proposta

0 : X +À.. . +:xl+x2-' O espaço paramétrico A={(xl'x2)t.q Àl>0 .,

À2>0} passa a ser A' = {(Q,+) t.q 0<o<1., +>0}. É evidente en-
tão. que o e + são parâmetros de variação independente (defini-

.Ção 2.1)

À

X

Com esta reparametrização, o modelo é.equivalente a

p(xl'x2/' ,o : Êlll;!:= .S:i::z.D. .":o-® *: ; *Éo,\:o
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Considere a estatística t:xl+x2' Observe (luc esta es-

tatística determina um corte de Barndorff-Niclscn no modelo,mis;

P(xl ,x2/o , +) P(t/+).P(x/t,0)

onde a distribuição marginal de t é Poi.sson (+) e a distribuição

condicional de x dado t é Binomial (t,o)

Portanto, t é uma estatl'ética S-ancilar com respeiD a

o e o teste da Igualdade das médias é realizado utilizando-se 2

pelo condicional de x dado t, ou seja, o modelo Bino-penas o mo

miai (t , O)

Neste exemplo a inferência parcial (separãvel) é ele

gantemente aplicável. Se o parâmetro de .interesse fosse + o mo-
delo considerado seria o modelo marginal de t, Poisson (+) Nos

exemplos que seguem essa técnica não parece ser ap]icãve] . pois
etrizacão ciue permita umnão conseguimos encontrar um

corte de Barndorff-Nielsen.

a re

3.2 Teste Exato de Fisher para Tabu.la de Contingência 2x2

Considere uma população de indivíduos, que pode s.er

classificada segundo duas características A e B (AC e Bc são os

complementares de A e B) . gerando a tabela
B B'

Pll P12

P21 P22

P.l P.2

l

A

Ac
(3 .1)
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Considere a estatfstica t=x1+x 2 • Observe que esta es

tatística determina um corte de Barndorff-Niclscn no modelo, rois: 

onde a distribuição marginal de t é Poisson ( ip) e a distribuição · 

condicional de x dado t é Binomial (t,0). · 

Portanto, t é uma estatística S-ancilar com respeito a 

0 e o teste da Igualdade das médias é realizado utilizando-se a 

penas o modelo condicional de x dado t, ou seja, o modelo Bino 

mial (t,0). 

Neste exemplo a inferência parcial (separável) é ele

gantemente aplicável. Se o parâmetro de _interesse fosse• o mo

d~lo considerado seria o modelo marginal de t, Poisson (ip). Nos 

exemplos que seguem essa técnica não parece ser aplicável, pois 

n·ão conseguimos encontrar uma reparametrização · que permita um 

corte de Barndorff-Niclsen. 

3.2 - Teste Exato de Fisher para Tabela de Contingênci~ 2x2. 

Considere uma população de indivíduos, que pode ser 

classificada segundo duas características A e B (Ac e Bc são os 

complementares de A e B), gerando a tabela, 

B BC 

A P11 P1z P1. (3.1} 
AC Pz1 Pzz (•. 

p .1 p . 2 Pz . 
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pll' p12 e p21 são os parâmetros l)opulacionai.s desconheci-
dos correspondentes ãs proporções das categorias AB, AB' e A'B

respectivamente

O interesse do estatístico é testar a independênciaen

tre as caracterl'sticas A e B, ou seja, se o fato do indivíduoer

característica B (ou Bc) não influencia a.probabilidade de ele

ter a caracterÍsti.ca A e vi.ce-versa. A hipótese a ser testada é

Ho.:p(A/B):p(A/Bc) (ou P(Ac/B):P(Ac/Bc)). Segundo a estrutura p.g

ramétri.ca da tabela (3.1) temos

o P.l P.2

O resultado de um experinento, conduzido para testar a

hi.pótese aci.ma, pode ser disposto em uma tabela 2x2 como segue

B Bc

A

Ac

a

C

t

b

d

n-t

nl

nl
n

onde a,b,c e d são as frequências obtidas pelo experimentador em

cada uma das categori.as AB. ABç. Aç'B e A\"'B\' respectivamente

Como a Inferência Clássica exige o conhecimento do eã

paço amostral. vamos considerar dois experimentas que podem ge-
rar a tabela acima.

Ci) Multa.nomial; retira-se uma anostta de tamanho n da

população, com reposi.ção. classificando-os nas categorias. Os
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onde p11 , p12 e p 21 sao os parimetros populacionais desconheci

dos correspondentes is proporç5es das categorias AB, ABc e AcH 

respectivamente. 

O interesse do estatístico é testar a i~dependênciam 

tre as características A e B, ou seja, se o fato do indivíduo~r 

característica B (ou Bc) não influencia a _probabilidade de ele 

ter a característica A e vice-versa. A hipótese a ser testada é 

H
0

:p(A/B)=p(A/Bc) (ou P(Ac/B)=P(Ac/Bc)). Segundo a estrutura P! 

ramétrica da tabela (3.1) temos 

H . P11 
o· P.1 P.2 

Pz1 
(ou 

P.1 
= Pzz) 

P.2 

O resultado de um experimento, conduzido para tes~ra 

hipótese acima, pode ser dispdsto em uma· tabela 2x2 como segue: 

B B c 

A a b nl 

AC c d n-n 1 

t n-t n 

onde a,b,c e d sao as frequências obtidas pelo experimentador em 

d d t . AB ABC ACB ACBC t· t ca a uma as ca egor1as , , e respec 1vamen e. 

Como a Inferência Clássica exige o conhecimento does 

- paço amostral, vamos considerar dois experimentos que podem ge

rar a tabela acima. 

(i) Multinomial; retira-se uma amostra de tamanho n da 

população~ com reposição, classificando-os nas categorias. Os 
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dados para este experimento são (a,b,c) e seguem o modelo mult.}

nomial (n,pll'p12'p21)

(ii) Binonial; toma-se nl indivíduos com característi-

cas A e n-n.l com característica Ac. Dentre estes, observa-se o

número de indivíduos com característica B. Os dados são (a,c) e

seguem a distribuição a - Binomial (nl ' t'll ) e c - Bi.nomial
=ZI. 1. independentes

Cn2 ' ri:
O )modelo Binomial pode ser considerado como uma redu-

ção do modelo hyltinomial, basta ver que a di.stribuição ]nulting

miai pode ser escrita como

p(a,b,c/pll'p12'p21>p(a,c/nl'pll'p12'p21) *

x P(n[/p[['p12'P2])

onde p(a,c/nl'pll'p12'P21) é justanente a distribuição do expe
cimento ii

O ''teste excito de Fisher'' é idêntico para as duas si

tuações. Vamos considerar prineiramente o caso mais geral ou SE.

ja o modelo multinomial

Trabãlharemos com a estatística (a.nl't) em lugar de

(a.b,c) . O espaço baramétrico do modelo é o conjunto

A:{(IPll'P12'P2i)/Pll+P12+P21 : l Pll:0, P12:o, P21Z0}' Fisln
considerou a seguinte reparanetrização do modelo para construção

do seu teste: o B ;tt;Za , + B P21 e .r:pl Não é difícil
ondição de bijeção entre (o,+,v) e (pll'p12'P21) es'CaveT que

18 

dados para este experimento sao (a,b,c) e seguem o modelo multi 

(ii) Binomial; toma-se n1 indivíduos com característi

ca~ A e n-ni com característica Ac. Dentre estes, observa-se o 

número de indivíduos com característica B. Os dados são (a,c) e 

seguem a distribuição a - Binomial 

Pz1 

P11 
(n1 , -- ) e c - Binomial 

P1. 

(n 2 , p), independentes. 
2. 

O Modelo Binomial pode ser considerado como uma redu

çao do ffiodelo ffiµltinomial, basta ver que a distribuição multino 

mial pode ser escrita como 

onde p(a,c/n1 ,p11 ,p12 ,p 21 ) ; justamente a distribuição do expe~ 

rimento ii . 

. Q "teste exato de Fisher" é idêntico para as duas si

tuações. Vàmos considerar primeiramente o caso mais geral ou se 

ja o modelo multinomial. 

Trabàlharemos com a estatística (a,n1 ,t) em lugar de 

(a,b,c). O espaço paramétrico do modelo é o conjunto 

considerou a seguinte reparametrização do modelo para construçã:> 

do seu teste: 0 = P11Pz.z <I> = Pz1 e 
P1zP21 Pz. 

Não é difícil 

ver que a condição de bijeção entre (0,cj,,~) e (p 11 ,p12 ,p 21 ) es-
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tã satisfeita. O novo espaço paramétrico é A'={(O.+,'r)t.q.

Q>0, 0<+<1, 0<v<1} e neste caso -temos (lue o,+ e v sao paramc'

tios de variação independente. A tabela (3.1) pode ser escrit a
como

B Bc

1-++o+

Ac .b (l-V)

J=Ê).! .
1-++o+

Ci-'r) (i- +) (l-'p)

Das relações Pll :-P12 e P21 : P22 segue que a hi

potese nula pode ser equivalentemente escrita como Ho:O:l, as
sim o é o parâmetro de interesse e (+,'r) são os parâmetros nui

O próximo passo e encontrar algum modelo reduzi.do que

oenas do parâmetro de interesse O. portanto que elimi-aepenaa ap

ne + e 'r

A distribuição dos dados (a,nl,t) de acord
parametrização é dada por:

p(a , nl ' t/0 , + , 'r )
Oa.}t(1-+)n'tVnl(1 11)n

(l-++O+)nl '

Considerando a seguinte fatoração da distribuição ac.L

ma

p(a,nl't/o,+,v):p(n]/0,4',v).p(t/n] .o, ,v).p(a/t.nl'o,'},V)
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ti satisfeita. O novo espaço· ·paramétrico; A'={(0,.,,)t.q. 

0>0, O<<P<l, O<,<l} - -e neste caso temos que 0,<P e, sao paramc-

tros de variação independente. A tabela ( 3 .1) pode ser esc_ri t a 

como: 

B 

A <P0 

l-.+0ip 

ip(l-,) (1-,) (l-q,) 

P11 --P12 Pz1 Pzz 
Das relaç6es = -- e = segue que a hi-

P.1 P. z P.1 P. 2 
pôtese nula pode ser equivalentemente escrita como H

0
:0=1, as-

sim 0 é o parâmetro de interesse e (ip,,) são os parâmetros nui

sance. 

O próximo passo é encontrar algum modelo reduzido que 

dependa apenas do parâmetro de interesse 0, portanto que elimi

ne • e , • 

A distribuição dos dados (a,n1 ,t) de acordo com are

parametrização é dada por: 

Considerando a seguinte fatoração da distribuição aci 

ma 
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verá.ficamos que a distribuição condicional dc g. dado (t,nl) de-

pende apenas do parâmetro de interesse o. Vamos supor que tS nl

sem perda de generali.dade

c :: )c :::b''

*l. . =:, :: :, .T
p(a/t.nl'o) t:nl

p(t/nl'+,o) : llfllio.b)nl kt0 ( tl)(t'nl)Ok

P(nl/v) : ( nl) 'rnl(11- ) l

Observe também que se considerarmos o i'modelo Binomial

pCa,t/nl,O,$) a mesma redução pode ser conseguida, uma vez que

na fatoração p(a.t/nl,O,'b):p(a/t.nl'o).p(t/nl'o,+) o modelo coB

dicional de g dado (t,nl) depende apenas de o

Para os dois expert.mentes considerados, conseguiu- se

un modelo reduzido p(a/t.nl'o) dependente apenas do parâmetro de
n n ; Petn d-içar-ihli-leão aué é utilizada n.o ''Teste e-interesse o, e

xato de Fisher''

O argumento de Fisher na construção do teste, parece

ter sido que as estatísticas marginais (nl't) não conteriam in-

formação sobre o. Consequentemente a di.atribuição marginal de

(nl,t) não é levada em consideração neste teste
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verificamos que a distribuição condicional <lc a dado (t,n1) de

pende apenas do parâmetro de interesie 0. Vamos supor que t~ n1 

sem perda de generalidade. 

p(a/t,n1 ,0) = t 
E 

k=O 

t 
E 

k=O 

n n n-n 
;:: ( n ) 'i' 1 ( 1- '11) 1 

1 

Observe também que se considerarmos o Modelo Binomial 

p(a,t/n1 ,0.•) a mesma redução pode ser conseguida, uma vez que 

na fatoração p(a,t/n1~0.•)=p(a/t,n1 ,0) .p(t/n1 ,0,•) o modelo con 

dicional de! dado (t,n1) depende ~penas de 0. 

Para os dois experimentos considerados, conseguiu - se 

um modelo reduzido p(a/t,n1 ,0) dependente apenas do parâmetro de 

interesse e, e é esta distribuição que é utilizada no "Teste e

xato de Fisher". 

O argumento de Fisher na construção do teste, parece 

ter sido que as estatísticas marginais (n1 ,t) nao conteriam in

formação sobre 0. Consequentemente à distribuição marginal de 

(n1 ,t) não é levada em consideração neste teste. 
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Contudo, a distribuição marginal de (nl't) envolve o

parâmetro o e segundo a discussão levada na seção 1.3 deve con-

ter informação sobre O. Além disso (nl't) não é S-ancilar com

respeito a o e não define um corte de Barndorff-Nielsen para o
modelo.

Para alguns estatísticos que tentaram justificar o''tQ.

te exato de Fisher'' a condição de S-não informação, isto ê, a

condição de que o modelo não informativo independesse de o é imi

to restritiva. Deste modo, êles tentaram, em seus trabalhos,re2

pender a seguinte pergunta: Quando um modelo reduzido, embora

dependendo de o, pode ser considerado não informativo com respçl

to a o e assim ser eliminado da analise?

Seta esta a questão que tentaremos anali.sar nos prox2.

nos capa.Lutos

3.3 - Normal Univariada

Considere uma população normal com média u e variância

Suponha que À:(p,aZ) é desconhecido. Estaremos interessados

inferências separadamente para u e.a'

O objeti.vo aqui é procurar uma estatística cuja dist;Ó

buição dependa apenas do sub-parâmetro de interesse e sumari-
ze toda a informação sobre este, contida na amostra

A relevância deste exemplo esta em proporcionar uma

discussão dos conceitos de suficiência e ancilaridade parcial(l.x3

estão es-treitamente ligados a ideia de uma estatística conter

en
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Contudo, a distribuição marginal de (n1 ,t) envolve o 

parâmetro 0 e segundo a discussão levada na seção 1.3 deve con

ter informação sobre 0. Além disso (n1 ,t) _ não é S-ancilar com 

respeito a 0 e nao define um corte de Barndorff-Nielsen para o 

modelo. 

Para alguns estatísticos que tentaram justificar o"~ 

te exato de Fisher" a condição de S-não informação, isto é, a 

condição de que o modelo não informativo independesse de 0 é mui 

to restritiva. Deste modo, ;1es tentaram, em seus trabal&os,re! 

pondera seguinte pergunta: Quando um modelo reduzido, embora 

dependendo de 0, pode ser considerado nao informativo com resp~ 

to a 0 e assim ser eliminado da análise? 

Será esta a questão que tentaremos analisar nos próx~ 

mos capítulos. 

3.3 - Normal Univariada 

2 
(J • 

Considere uma população normal com médiaµ e variância 

Suponha que A=(µ,a 2) é desconhecido. Estaremos interessados 

em . f - . d 2 
1n erenc1as separa amente paraµ e , a . 

O objetivo aqui é procurar uma estatística cuja distg 

buição dependa apenas do sub-parâmetro de interesse e 

ze toda a informação sobre este, contida na amostra. 

sumari-

A relevância deste exemplo está em proporcionar uma 

discussão dos conceitos de suficiência e ancilaridade parcialqt.E 

estão estreitamente ligados a idéia de uma estatística conter . 
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ou não informação sobre un parâmetro. Além disso. do ponto de

vista histórico este exemplo é i.mportante. pois o conceito de

suficiênci.a foi introduzido por Fisher quando discutia a preci-
são de doi.s estimadores da vara.anciã da normal quando a média

era desconhecida; Fi.sher [1920]. [1922]

Seja então uma a.a.s x=(xl'...,xn) de uma população
N(p,a2),p ea2 desconhecidos. Sabe-se que a estatl'stica suficieB

te com respeito a (p,a2) é (i,S2) e que i e S2 são independenes.

Seria, então,i.ntuitivo esperar que i contenha toda a informação

da amostra sobre p idem para Sé sobre a'. Analisaremos em que

senti.do i(S2) pode ser considerada parcialmente suficiente com

respeito a u(a')

Suponha q\íe estamos interessados apenas na média : da

população normal. Seta que i resume toda a informação relevante

na amostra sobre u?

A resposta ~a pergunta acima é negativa. O problema é

que a distribuição de i depende de a'; i - N(uga'/n) , de manei-

ra que não se elimina o parâmeti'o nuisance a'. Além disso vimos

que x ''depende'' de az, por sua vez a6 ''depende'' de Sú logo i de.

ve+depender de S2 e S2 deve conter informação sobre a medi.a u.

Isto pode ser facilmente compreendido quando percebo-se que uma

vez abandonada a estatística S2 torna-se impossível analisar i

como esticador de p em termos de sua precisão. Portanto perde'se

informação sobre u quando se considera apenas x

Se a variância é o parâmetro de interesse o problema
tplvinl nlin na caso anterior. Dois consegue - se

a

torna nenosse
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ou nao informação sobre um parimetro. Além disso. do ponto de 

vista hist6rico este exemplo é. importante, pois o conceito de 

suficiência foi introduzido por Fisher quando discutia a preci-

sao de dois estimadores da vaiiincia da normal quando a 

era desconhecida; Fisher (1920], ~922]. 

média 

Seja então uma a.a.s x=(x1 , .•.• x ) de uma população n . 

N(µ,o 2),µ eo 2 desconhecidos. Sabe-se que a estatística suficie~ 

. ( 2 - - 2 - 2 -
te com respeito a µ,a) e (x,S) e que x e S sao independentes. 

Seria, então,intuitivo esperar que i contenha toda a informação 

da amostra sobreµ idem para s2 sobre a 2 . Analisaremos em que 

sentido x(S2) pode ser considerada parcialmente suficiente 

2 respeito a µ(a). 

com 

Suponha que estamos interessados apenas na média da 

população normal. Seri que x resume toda a informação relevante 

na amostra sobre µ? 

A resposta a pergunta acima é negativa. O problema -e 

- 2 - -, 
que a distribuição de x depende de a ; x - N(µ,a~/n), de manei-

ra que não se elimina o parimetto nuisance a2 • Além disso vimos 

que x "depende" de a2 , por sua vez a2 "depende" de s2 logo x ·d~ 
,, l i 2 2 

ve depender de S e S deve conter informação sobre a média µ. 

Isto .pode ser facilmente compreendido quando percebe-se que uma 

b d d ... · s2 · ... 1 1 · vez a an ona a a estatistica torna-se impossive ana isar x 

como estimador deµ em termos de sua precisão. Portanto perde~e 

-
informação sobreµ quando se considera apenas x. 

Se a variincia ê o parâmetro de interesse o problema 

torna-se menos trivial que . no caso anterior, pois consegue - se 
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eli.minar o parâmetro nuisance u quando se considera a distribui

esta resolvido, isto é,. se Só é totalmente informativa com res-

peito a a'.

A função de verossimilhança

ta como função de (x,S2) como segue

podedos dados escriserX

p(s/pla2) = A(a)exp I' nsz l exp I' !1liz-- l

onde A(a)
(J

Note que a distribuição condicional dos dados x dado

Só depende de a', isto ê,

p (x/p , a2) a( 1)P(i.S2/u ,a2)=P(S2/a2) P(;/S2 . u , a2)

''( :PCSZ/ a 2) P(i/ u , a2)

Como no ''Teste exato de Fisher'' a parte do modelo que

estamos abandonando depende do parâmetro de interesse a', e S

não é S-suficiente com respeito a a'

A pergunta que fica é a mesma que anteriormente. Seta

que a condição de não informação, que exige do modelo a não de-

pendência do parâmetro é muito restritiva?

2

(1) O símbolo ''a'' indica proporcionalidade
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eliminar o parâmetro nuisance µ quando se considera a distribui 

ção marginal de s2 .· Re.sta discutir se o problema da informação 

está resolvido, is to é,. se S 2 é totalmente informativa com res-

. . 2 
peito a a 

A função de verossimilhança dos dados x pode ser escn 

ta como função de (x,S 2) como segue 

qnde A(o) 
L, 

Note que a distribuição condicional dos dados x dado 

s2 depende de a
2 isto é, 

. 2 (l) - 2 2 2 2 - 2 2 
p(xlµ,o )a P(x,S lµ,o )=P(S la )P(x/S ,µ,o) = 

ex 
D( 2 2 - 2 

=P(S la )P(xlµ,a ) . 

Como no "Teste . exato de Fisher" a parte do modelo que 

estamos abandonando depende do parâmetro de interesse a 2 , e s 2 

- A 
2 

nao e S-suficiente com respeito a o . 

A pergunta que fica é a mesma que anteriormente. Será 

que a condição de .não informação, que exige do modelo a não de

pendincia do parâmetro é muito restritiva! 

.(1) O símbolo "a" indica proporcionalidade. 
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CAPÍTULO 4

4.1 - Introdução

A definição de ancilaridade parcial, G-ancilaridade

apresentada neste capítulo foi desenvolvida por Godambe [1980] a

partir de uma generalização do número de Informação de Fisher

Cano no capítulo 2, exigiremos que o e + sejam de v2

nação independente. alén disso que O , o campo de variação de
n unia um intervalo real.

l

DBEjjNlçÃ0 4.1 - A estatística t é G-ancilar com respeito a O se

satisfizer as condições

a) A distribuição condicional de x dado t depende sg

nente de o, p(x/O,+):P(t/o,+).P(x/t,Q) .

h) Para cada oeG).. a classe das distribuições marginal
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CAP!TULO 4 

G-ANCILARIDADE (GODAMBE) 

4.1 - Introdução 

A definição de ancilaridade parcial, G-antilaridade 

apresentada neste capítulo foi desenvolvida por Godambe [1980] a 

partir de uma generalização do número de Informação de Fisher. 

Como no capítulo 2, exigiremos que 0 e• sejam deva 

riação independente, além disso que e, o campo de variação de 

e, seja um intervalo real. 

DEFINIÇÃO 4.1 - A estatística t é G-ancilar com respeit9 a 0 se 

satisfizer as condições 

a) A distribuiçio condicional de x dado t depende so 

mente de 0_, p(x/0 1 •)=p(t/0,•) .p(x/t,0). 

b) Para cada 0€ E)_, a classe das distribuições marginais 
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de t é conpleta Isto é, dado o e®

pt.Q' {P(t/o,+), +e$} é completa

A condição (a) se refere claramente ã condição de siD

plicidade do Princípio C, garanti.ndo que inferências sobre o pg

dem ser feitas a partir do modelo condicional p(x/t,o) , sem prg.

blemas. Resta saber se as condições (a) e (b) garantem que o mg

dela marginal p(t/o,+) é não informativo com respeito a o, e

portanto pode ser descartado da analise.

Para descrever melhor esta questão precisaremos, prl

meigamente, trabalhar com a situação em que o modelo esta livre

de parâmetros nui.sande

4.2 - Estatística Ancilar para o Nlodelo Livre de Parâmetros

Nuisance

Considere o modelo (X,A.P) onde P é a famz'lia de diã

tribuições {p(x/o). OG©} e o é o parâmetro de interesse

O principal resultado desta seção mostra que a dista.}

buição condicional p(x/t,Q) e a di.stribuição p(x/o) contén a

mesma ''informação sobre o parâmetro- o'' se e somente se. a .estatlb

tida t for ancilar com respeito a o. O sentido de ''informaçã) sg

bre o parâmetro o'' aqui anotado é uma generalização do proposto
por Fisher, o qual é definido como:

25 

de t é completa. Isto é, dado 0 E 9 ~ 

-e comp.leta. 

A condição (a) se refere claramente à condição de sim 

plicidade do Princípio e, garantindo que infer~ncias sobre 0 p~_ 

dem ser feitas a partir do modelo condicional p(x/t,0), sem pr~ 

blemas. Resta saber se as condiç6es (a) e (b) garantem que o mo 

dela marginal p(t/0,•) é não informativo com respeito a e, e 

portanto pode ser descartado da anilise. 

Para descrever melhor esta questão precisaremos, pr~ 

meiramente, trabalhar com a situação em que o modelo está livre 

de parâmetros nuisance. 

4.2 - Estatística Ancilar para o Modelo Livre de Parâmetros 

Nuisance 

Considere o modelo (X,A,P) onde Pé a família de dis 

tribuições {p(x/0), 069} e e é o parâmetro de interesse. 

O principal resultado desta seção mostra que a distri 

buiçio condicional p(i/t,0) e a distribuição p(x/0) contém · a

mesma "informação sobre o parâmetro 011 se e somente se -a estatís 

tica t for ancilar com respeito a 0. O sentido de "informaçã:> so 

bre. o parâmetro 0 11 aqui adotado é uma generalização do proposto 

. ppr Fisher, o qual é definido como: 
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l(o) : ula zn p(x/e)IZ. '$ '' T'*'.'.]

A ressalva que pode ser feita ãs conclusões desse ca-

pítulo diz respeito evidentemente a se tomar 1(0) como a infor-

nação sobre o contida na distribuição p(x/o). EntretantoQa jus-
tifi.cativa nem a crítica deste procedimento serão aqui tratados

O enfoque utilizado por Godambe [1960] no desenvolvi-
mento de sua teoria é mais geral que o enfoque usual, pois esta

da funções de estimação em lugar de esticadores.

As funções de estimação são funções real.s, g(x,o) ,dos

dados x e do parâmetro o, tal que o estirador de O é obti.do re-

solvendo-se a equação g(x,õ)=0 em õ. Uma função g é não tenden-

ciosa se sua média é zero para todo valor O, i.sto é, E(g/o)=0

Note que esta definição tem a vantagem de ser invariante sob

transformações 1-1 de o

Na estimação de O, considere as funções de está.mação

g(X.o) . g:Xx6)---' R que satisfaçam ãs condições

Ci.) E]g(x,O)IO] : O. faÇO,

Cii) }& existe para todo OG® , q.t.P

(iij) l g(x,o)p(x/o)dx é diferenciãvel sob o sinal de
' integração e

(iv) E[ ( ao )lo]>o para todo O CO

d
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I(0) 

A ressalva que pode ser feita às conclusões desse ca

pítulo diz respeito evidentemente a se tomar I(0) como a infor

maç_ão sobre 0 contida na distribuição- p(x/0). Entretanto ~ ju·s

tificativa nem a critica deste procedimento serão ~qui tratados. _ 

O enfoque utilizado por Godambe [1960] no desenvolvi

mento de sua teoria é mais geral que o enfoque usual, pois estu 

da funções de estimação em lugar de estimadores . 

. As funções de estimação são funções reais, g(x, 0) ,dos 

dados x e do parimetro 0, tal que o estimador de 0 é o~tido re

solvendo-se a equação g(x,ê)=O em ê. Uma função g é não tenden

ciosa se sua média é zero para todo valor 0, isto é, E(g/ 0)=0 . 

Note que esta definição tem a vantagem de ser invariante so b 

transformações 1-1 de 0. 

Na estimação de 0, considere as funções de estimação 

g(x,0), g:XxG>- R que satisfaçam às condições: 

xt 
(i) E[g(x,0) leJ = o~ 1068, 

(ii) !& ·existe para todo 06@, q.t.p , 
ae · 

(ii~ J g(x,0)p(x/0)dx é diferenciável sob o sinal de . 

_integração e 

(iv) E[ ( *-·)10] > O _para todo e 69. 
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Qualquer função satisfazendo as condições (i)-(iv) é

chamada de função regular de estimação. Denotaremos por.G a clQ.

se das funções regulares de estimação.

O .procedimento para estimar o é encontrar g'eG, ''Õti-

ma'' segundo algum critério e resolver a equação g'(x,ê):0 em õ

Suponha que a família P das distribuições satisfaça as

condições usuais de regularidade (Godambe [1960] )

DEFINICÃ0 4.2 (Godambe [1980]) - A informação l(o) da distri

buição P(x/O) ê dada por

:1'' : !2Ê l :'' l;': ' lo) l o

O teorema abaixo mostra que l(o) definida acima é exâ

tamente a Informação de Fisher

TEORES.IA 4.1 - (Godambe [1960]) A função g'

faz a desigualdade

P(x/o) sais

' [.',''.ao

1 2

g/E C }& lo) lol , VgCGao J

DEMONS.IlaçÃO - Não é difícil ver que g+eG. Substituindo-se g'

por 2-- in p(x/Q) e util'izando-se a igualdade

r l zP l f. H l

EI .i= in p(x/o)I' = -EI a in p(x/o)l tem-se que
l dU ' J L aQ' J

ao

2
a

In p (x/O)
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Qualquer função satisfazendo as condições (i)-(iv) -e 

chamada de função regular de estimação. Denotaremos por G a elas 

se das funções regulares de estimação. 

O p_rocedimento para estimar 0 é encontrar g*EG, "Óti

ma" segundo algum critério e resolver a equação g*(x,ê)=O em 0. 

Suponha que a família P das distribuições satisfaça as 

condições usuais de regularidade (Godambe [1960] ) : 

DEFINIÇÃO 4.2 (Godambe [1980]) - A informação 1(0) da distri-

buição p(x/0) é dada por 

O ·teorema abaixo mostra que I(0) definida acima é exa 

tamente a Informação de Fisher. 

TEOREMA 4.1 - (Godambe [1960]) 

faz a desigualdade 

A função g* a 
= a

0 
tn p(x/0) satis 

DEMONSTRAÇÃO - Não é difícil ver que g*EG. Substituindo-se - g* 

por 3 tn p(x/0) e utilizando-se a igualdade 

. ªª 
E [ !a tn p (x/0)] 

2 
= -E [ ::2 tn p (x/e)] tem-se que 
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.[ .','.;:' ., .]f'': :'.'t '.T l

Portanto basta demonstrar que

:'' [' T ,:'' ] , *' '.'

Mas

CgCx,o) .p(x/o) ) dx (i e iii)

'l i.l.'l'w,;t.l

p''''"'. ':lg i.l : : l(2;P) gl.l .

Ek:l®Et( '!;?
(D e s ig . CaE

chy -S c:luar z )

Das desigualdades acima vem que

: 'g i?'ll : ''':i.,. .l .gP
Algumas considerações sob a teorema acha se fazem n!

cessãrias. Primeiramente. a definição 4.2 é exatamente a defin.i

ção do nÚnero de Informação de Fisher, pois

Portanto 

2· 
1/E[ (_ 3tnP) 10] = 

30 

1 

I (0) 

Portanto basta demonstrar que: 

2 
E (g 1 0) 

Mas 

> 1 / E [ ( a.e. nP ) 
2

1 0 ] , V g 6 G 
30 
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O = f !._ (g(x,0) .p(x/0))dx = 
30 

(i e iii) 

= E [ lK I 0] + 
30 

e 

Das desigualdades acima vem que 

< E(g
2 10). E[ ( ª!~ p )

2
10} 
c_.q.d. 

Algumas considerações sob a teorema acima se fazem ne 

cessárias. Primeiramente, a definição 4.2 é exatamente a defini 

ção do número de . Informação de Fisher, pois 
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!ã: l:''i ,' .,-.i'1 - :''1 .'.'. % ., . l:
EI ( l P ):l' 1 : ic

Em segundo lugar, a função de estimação ''óti.ma'' õ a

função de estimação da verossimilhança, ou seja, ji-!!!Êçzze} . E
em terceiro lugar, o teorema aci.ma .nada mai.s é, que -uma genera-

lização da Desi.gualdade de Cramer-Rao.

Vamos supor que os modelos maTEi.nal Pt e condici.onal

P(./t) satisfaçam as condições de regularidade. Neste caso dono

ta-se. It(o) a informação sobre o conta.da na distribuição '''
dl 'l c)od)

na-t de t por ,

:'''' : !Êêl l:;: I'': l .,.,i'..ll
onde Gt é a classe das funções de estimação que satisfazem as

condições (i) - (iv) para a famz'lia p(./t,o). Observe que it(o)
depende de t

De maneira análoga pode-se defina.r it(o) como a infor

nação contida na distribuição marginal de t,p(t/o)

A Informação l(o) pode ser decomposta em duas partes

una que depende da informação contida na distribuição condicio-

nal p(x/t,o):; e outra dependente da distribuição marginal p(t/o)

Isto é traduzi.do pelo resultado abaixo.
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max {1/E[ g/E( ~ la) l0J2} = 1/E [ g*/E( ~10) lo ] 2 
gEG . a0. . 

= E [ ( a.e.np ) 210 ]. = 1(0) ae 

Em segundo lugar, a função de estimação "Ótima" é a: 

função de estimação da verossimilhança, ou seja, a.e.n~~x/e) . E 

em terceiro lugar, o teorema acima .nada mais é, que -uma genera

lizaçio da Desigualdade de Cramer-Raoi 

Vamos supor que os modelos marginal Pt e condicional 

P(./t) satisfaçam as condições de regularidade. Neste caso deno 
C/4>-v-o ). u.-;; ""')'--

ta - se I (0) a informaçio sobre 0 contida na distribuição m-a-rg~~ ., t . OJ -Y ôou:i 

nar de t por, 

onde Gt ê a classe das funções de estimação que satisfazem as 

condições (i) - (iv) para a fam!lia P(./t,0). Observe que It(e) 

depende de t. 

De maneira análoga pode-se definir It(0) como a infor 

maçao contida na distribuição marginal de t,p(t/0). 

A Informação I(e) pode ser decomposta em duas partes: 

uma que depende da informação contida na distribuição condicio

nal ~tx/t~0) ' e outra dependente da distribuição marginal p(t/0). 

Isto ê traduzido pelo resultado abaixo. 
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TEOREMA 4 . 2 EEit(o) lol+ it(o)

nFMn NqT Q A r X n

-.[$ .- -.*,.,]
IE 1( '1=z 2n p(x/t,o) .p(t/o)) itll

'l't â « T'*'',.,

lit(o) I'ol + it(o)

1(0)

tn p(x/t , O) l t In p(t/o)it

DEFINIÇÃO 4.3 - A distri.buição condiçional p(x/t,o) contém a mg

ma informação sobre O que a distribui.ção. p(x/o) se

i(O) : E[ it(o) ]O]

TEOREMA 4.3 - E [lt(O) ]O]
rl\

tÍstica ancilar c.T.t'Jâ O.
l(o) se e somente se t for uma esta

DEllONSTRAÇÃO:- Se t é ancilar c.r. a O a demonstração e i:'ediau

uma vez que a distribuição marginal de t não depende de o e pol

tanto

It(o) = o

Vanos mostrar então que se I'(O) então t é ancila

c.r. a o

It(o) tn p(t/o)) é .p(t/o) dt 0

(1) c.r . = com respeito
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DEMONSTRAÇÃO -

I(e) =-E[~ ,n P(x/e)] = 
a0 . 

= -E { E [ ( ::z rn p(x/t ,a) .p(t/e)) 11]} 

= -E{E[ ::2 rn p(x/t,e) lt]} -+[::2 rn p(t/eJltl} 

= E [ It (0) re] + I t (0) 

DEFINIÇÃO 4.3 - A distribuição condiçional p(x/t,0) contêm a rnes 

ma informação sobre 0 que a distribuição . p(x/0) se 

TEOREMA 4.3 - E [It(0) 10] = I(e) se e somente se t for uma esta 

tística ancilar e. r _(l)a 0. 

DEMONSTRAÇÃO:- Se t é ancilar c.r. a 0 a demonstração é i~ ediata 

uma vez que a distribuição marginal de t não depende de 0 e Pº! 

tanto 
t I (0) = O 

t 
Vamos mostrar então que se I (0) = O então t é ancilar · · 

c.r. a e. 

t J a z · I (e) = ( ae .e.n p(t/0)) .p(t/0) dt = o 

(1) c.r. = com respeito 
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portanto como o integrando é positivo

C -?B in p.(t/o)) p(t/o) : 0 , q.t.P

:> {B in p(t/o) : ;it7;- i6 p(t/o) : 0 q.t.p

=> :êp p(t/o) : o q.t.p

'. p(t/o) independe de o, q.t.p. e t.é uma estatÍsti.
ca ancilar c.r. a O

c.q.d

Aceitamos no capitulo l que se t é uma estatística an

alar com respeito a o então as distribuições p(x/Q) e p(x/t,o)

contém a mesma informação sobre o, uma vez que elas se diferen-

ciam por uma constante que não depende de o. Portanto, pelo Teg

rema 4.3 a de:finição 4.3 é coerente, segundo nosso ponto de viã

ta. Assin se ICO) : EClt(o)b , p(x/o) e p(x/t,o) contém a mesma

informação sobre o.

A partir dessas considerações seta feito a generaliza

ção para o modelo envolvendo parâmetros nuisance.

4 . 3 - Estatística G-Ancilar

Considere a família P = {P., À G A} .de distribuições

e o(À), +(x) uma reparametrização variação independente. Esta-
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.. 
portanto como o integrando e positivo 

2 
( ; 0 R. n p ,e t / 0) ) p ( t / 0) = O , q • t . p . 

a tn p(t/0) = 1 .L p(t/0) = o q.t.p. => ae p (t/ 0) a0 

=> a p (t/ 0) = o q.t.p. 
ae 

p(t/0) independe de 0, q.t.p. e t .ê uma estatísti 

ca ancilar c.r. a 0. 

c.q.d~ 

Aceitamos no capítulo 1 que se t é uma estatística an 

cilar com respeito a 0 então ~s distribuições p(x/0) e p(~/t,0) 

contém a mesma informação sobre 0, uma vez que elas se diferen

ciam por uma constante que não depende de 0. Portanto, pelo Teo 

rema 4.3 a definição 4.3 é coerente, segundo nosso ponto de vis 

ta. Assim se !(0) = E(It(0)~ , p(x/0) e p(x/t,0) contém a mesma 

informação sobre e. 

A partir dessas considerações será feito a generaliz~ 

çao para o modelo envolvendo parâmetros nuisance. 

4.3 - Estatística G-Ancilar 

. Considere a família P = {PA, A 6 A} ~e distribuiç6es 

e e(A), ~(A) uma reparametrização variação independente. Esta-
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mos interessados apenas na Informação sobre o.

O nétodo que vamos descrever abaixo, supõe que a fam.!

lia de distribuições P e que a classe das funções de estimação

g(x.o) satisfaçam general i.zações das condições de regularida de

(GodambeE1976]) apresentadas na seção anterior. Para que a ex-

planação não se interrompa pom a enumeração destas condições, Ê

las poderão ser encontradas, juntamente com as demonstrações de

alguns teoremas, no apêndice

(1)
DEFINIÇÃO 4.4 - A informação i.(O) ' ' sobre 0 (ignorando +) na

di.stribuição p(x/À) ê dada por

i (o)

onde G. é a classe das funções de estimação de Q que satisfazem

as condições de regularidade (apêndice)

Da mesma maneira que na seção anterior, definiremos 2

qui a informação it(o) , sobre o (ignorando. $) contida na distri.

buição condicional de x dado t. Portanto

1:,: ' i*,., . :,*l: l
onde G.. é o conjunto das funções de estinação de Q que satisfâ

zen as condições de regularidade (apêndice) para p(x/t,À)

i. CO) = nax 41/Et
G It

mação sobre un subparâmetro do modelo.
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mos interessados apenas na Informação sobre 0, 

o· método que vamos descrever abaixo, supoe que a famf 

lia de distribuições P ·e que a classe das funções de estimação 

g(x,0) satisfaçam generalizações das condições de regularidade 

(Godambe[1976]) apresentadas na seção anterior. Para que a ex

planação não se interrompa pom a enumeração destas condições,~ 

las poderão ser encontradas, juntamente com as demonstrações de 

alguns teoremas, no apêndice. 

(1) 

DEFINIÇÃO 4.4 - A informação i(0) sobre 6 (ignorando$) na 

distribuição p(x/Ã) é dada por 

i(e) = max { 1/E ·[g/. E 
g6G1 

onde G1 é a classe das funções de ~stimação de 0 que satisfazem 

as condições de regularidade (apêndice). 

Da mesma maneira que na seção anterior, definiremos a 

qui - a informação it(0), sobre 0 (ignorando_ 9) contida na distri 

buição condicional de x dado t. Portanto 

it (e) = max {1/E [g/E c-alÀ,t), 1
2

} t,ÀJ 
Glt 

onde Glt é o conjunto das funções de estimação de 0 que satisf~ 

zem as condições de regularidade (apêndice) para p(x/t,Ã). 

(1) O símbolo i (minúscula) indica que estamos tratando de Infcr 

mação sobre um subparâmetro do modelo. 



33

A definição abaixo tem como inspiração a definição 4.3

apresentada .na seção anterior

DEFINIÇÃO 4.5 - A distribuição condicional p(x/t,x) é dita con-
ter a mesma informação sobre O que a distribuição dos dados p(x/

/À) se iCO) : E [it(o)] À]

uma vez aceita a definição acima como medida de igual

dado de informação com respeito a O, dos modelos p(x/À) e p(x/t

À) , a estatística t ancilar (segundo Godambe) deve ser tal que

a definição seja satisfeita. O teorema abaixo expressa exatame2.

te esta ideia

TEOREMA 4.4 - Se t é uma estatística G-ancilar com respeito a o

(defi.nação 4.1) então

i(o) : EEit(o) ] x]

Para a demonstração deste teorema, faremos uso do Le-

ma a seguir. As demonstrações do Teorema e do Lema serão apresq!

tadas no apêndice.

LEMA - Se t é uma estatística G-ancilar com respeito a o(defi-

nição 4.1) então

gi' = -!&BE.C:Z1..!91 , e é a única função tal que isto acinte

é atingidomax
gemi

l/E g/n ( ';ê' lx) IÀ
2
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A definição abaixo tem como inspiração a definição 4 .3 

apresentada na seçao anterior. 

DEFINIÇÃO 4.5 - A distribuição condicional p(x/t,Ã) é dita con

ter a mesma informação sobre 0 que a distribuição dos dados p(x/ 

Uma vez aceita a definição acima como medida de igua! 

dade de informação com respeito a 0, dos modelos p(x/Ã) e p(x/t, 

Ã), a e-statística t ancilar (segundo Godambe) deve ser tal que 

a definição seja satisfeita. O teorema abaixo expressa exatamen 

te esta idéia. 

TEOREMA 4.4 - Se t é uma estatística G-ancilar com respeito a 0 

(definição 4.1) então 

_Para a demonstração deste teorema, faremos uso do Le

ma a seguir. As demonstrações do Teorema e do Lema serao apresen 

tadas no apêndice. 

LEMA - Se t é uma estatística G-ancilar com respeito a e(defi

nição 4.1) então: 

para g* 

ce. 

:~~l { 1/E }/E ( ¾¾ 1 >.) 1 >. n .. e atingido 

= a.e.np(x/t,0) 

30 
, e é a única função tal que isto aconte 
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Os resultados acima exigem certas considerações. A de-

finição de G-ancilaridade não exige que o modelo marginal p(t/a

+) , que é abandonado quando se considera inferências sobre o,i2

dependa de o. Entret.anta, se t é G-ancilar com respeito a o a

função de estimação ótima é dada pela. função de verossimi.Ihança

do modelo condicional p(x/t,o) . Portanto, segundo Godambe, o mg

delo p(t/o,+) , apesar de depender de o deve conter informação ZE.

ro sobre o.

Algumas objeções podem ser feitas a este resultado

Uma delas, citada anteriormente, diz respei.to a se tomar Infor-

mação de Fisher como conceito de informação contida em uma dis-

tribui.ção sobre o parâmetro o. Outra diz respei.to a defi.nação 4.

4. Esta definição se inspira na definição 4.3 da seção anterior,

a qual foi ''provada'' ser coerente pelo Teorema 4.3. O problema

com a definição 4.4 parece ser o fato de que primeiramente ace.{

ta-se como coerente esta definição e depois encontra-se a esta-

tísti.ca t que a satisfaça. O caminho utilizado aqui foi o inve.!

se da seção anterior. Portanto,. deve-se aceitar com precaução os

resultados acima

Una generalização do Teorema de Lehman-Scheffé pode sa'

considerada para a definição de G-Ancilaridade

Note que para ooG ® ficado, mas arbitrário, a condição

Ca) da definição 4 .1; "

P(x/Oo'+) : P(t/Qo'4,).P(x/t.0o)l

pode ser considerada como a estatística t ser suficiente na fa-

mília PO. : {p(x/Oo'+) ;'} G e}. VQoG®. A condição (b) impõe que
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Os resultados acima exigem certas considerações. A <le

finiçio de G-ancilaridade não exige que o modelo marginal p(t/a 

~), que é abandonado quando se considera inferências sobre 0,i~ 

dependa de 0. Entret~nto, se t é G-ancilar com respeito a 0 a 

funçio de estimação Ótima é dada pela função de verossimilhança 

do modelo condicional p(x/t,0). Portanto, segundo Godambe, o m~ 

delo p(t/0,~), apesar de depender de 0 deve conter informação z~ 

ro sobre 0. 

·Algumas objeções podem ser feitas a este resultado. 

Uma delas, citada anteriormente, diz respeito a se tomar Infor

mação de Fisher como conceito de informação contida em uma dis

tribuição sobre o par~metro 0. Outra diz respeito a definição 4. 

4. Esta definição se inspira na definição 4.3 da seção anterior, 

a qual foi "provada" ser · coerente pelo Teorema 4. 3. O problema 

com a definição 4.4 parece ser o fato de que primeiramente acei 

ta-se como coerente esta definição e depois encontra-se a esta

tística t que · a satisfaça~ O caminho utilizado aqui foi o inver 

soda seção anterior. Portanto, deve-se aceitar com precauçao os 

resultados acima. 

Uma generalização do Teorema de Lehman-Scheffé podes~ 

considerada para a definição de G-Ancilaridade. 

Note que para 0 b @ fixado, mas arbitrário, a condição 
o 

(a) da definição 4.1; r, 

pode ser considerada como a estatística t ser suficiente na fa

mília P0 = {p(x/0
0

,~) ;~ G t}, V0
0

6 9. A condição (b) impõe que 
o 
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a família Pt.o : {p(t/oo'+) ,d' G $} é completa. Logo estamos

nas condições do Teorema de Lehman-Scheffé e t é uma estatíst.L

ca suficiente minimal para a famz'lia

PQ : {P(x/oo'+).+ G $}, ooG8 e é Única

TEOREMA 4.5 (Lehmann-Scheffé generalizado) - Se a estatística

t é G-ancilar com respeito a o .então para ooG® , fixado e arb.i

traria t é suficiente minimal para a família

P0o
{p(x/oo'+) ,+ G $}

e e unida

O Teorema acima tem uma i.nterpretação interessante;a

estatística G-suficiente é função de toda estatz'stica t' para

a qual vale a condição p(x/o.+):P(x/t' ,o) .p(t'/o,+) . Observe que

a condição acima explicita o objetivo maior do estatístico que

é encontrar uma parte do modelo que dependa apenas de O. PorUn

to. se o estatístico concorda em usar o modelo reduzido p(X/t',O

nas inferências sobre Q, esta descartando a outra parte do mo-

delo pCt'/o,+) a qual também depende dê o. Neste caso é melhor

que ''ninta o netos possível'' e considere a estatística G-anci-

lar t=t(t') como conhecida (em lugar de t') , e consequentemen-

te utilize o modelo p(x/t,Q),(en lugar de p(x/t',O))

EXEMPLO 3.2 -(continuação). Teste Exato de Fisher - Mostrou-se

na seção 3.2 que a distribuição dos dados pode ser decompostaam

p(a,t,nl/O.+,v) : p(a/t,nl'o).p(t.nl/+,V,o) .

O objeti.vo aqui é justificar a construção do Teste Ê.
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a família Pt 0 = {p(t/0
0

,<j>) ,<I> 6 ~} é completa. Logo estamos 
' o 

nas condições do Teorema de Lehman-Scheffé e t é uma estatísti 

ca suficiente minimal para a família 

P0 = {p(x/0
0

, <1>), <1> 6 ~}, 0
0

6 Q e é Única · 
o 

TEOREMA 4.5 (Lehmann-Scheffé generalizado) - Se a estatística 

t é G-ancilar com respeito a 0 então para 0
0

6 9 , fixado e arbi 

trârio t é suficiente minimal para a família 

P0 = {p(x/0
0

,<1>) ,<I> 6 ~} . e é Única. 
o 

O Teorema acima tem uma interpretação interessante;a 

estatística G-suficiente é função de toda estatística t' para 

a qual vale a condição p(x/0,<j>)=p(x/t' ,0) ,p(t'/0,4>). Observe que 

a condição acima explicita o objetivo maior do estatístico que 

.. 
e encontrar uma parte do modelo que dependa apenas de 0. Po~ 

to, se o estatístico concorda em usar o modelo reduzido p~/t',~ 

nas inferências sobre 0, está descartando a outra parte do mo

delo p(t'/0,<j>) a qual também depende de 0. Neste caso -é melhor 

que "minta o menos possível" e considere a estatística G-anci

lar t=t(t') como conhecida (em lugar de t'), e consequentemen

te utilize o modelo p(x/t,0), (em lugar de p(x/t',0)). 

EXEMPLO 3.2 -(continuação). Teste Exato de Fisher Mostrou-se 

na seção 3.2 que a distribuição · dos dados pode ser decompostaan 

O objetivo aqui é justificar a ~onstrução do Teste E 
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xato de Fisher que utiliza apenas o modelo condicional p(a/t,nl'

Q) e abandona p(t,ril/+ .v,o) , que depende de O. Isto é. como ga-

rantir que não estamos perdendo informação sobre O?

Observe que a condição (a) da definição de G-ancilari

dado,,é satisfeita pelas estatz+sticas marginais (t,nl) . Resta sg.

ber se para Oe ® fixado a famx'lia de dista.ibuições

Po : {p(t,nl/4',V,O), 0<'#<1, 0<v<1} é completa

p(t,nl/O,+,'r) : i;lt:+o+)nl l(l-V)n'nl( n.l)kt0(nl) (n.nl)Ok,

t<n.

É necessário mostrar que se

E(u(t,nl)) : 0 :, u(t ,nl)

' :"'' ,«:, : :. :. .:.-''.~,Ée:l:; «': .:-;f'': .::? *l..T?c:T, .*:

'ainol ci-++o+)"x It'o u(t,nl)+t(1-+)n'tktD(nl) (n'ni)okll:a

Para O e + fixados, a equação acima pode ser encarada

como a esperança da função

h(nl)' l Itni u(t.nl)+t(1-+)n'tkt0(nl)Cn'nl) ok
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xato de Pisher que utiliza apenas o modelo condicional p(a/t,nl' 

0) e abandona p(t,.ri1/f,'1',0), ~ue depende de 0. Isto;, como ga

rantir que não estamos perdendo informação sobre 0? 

Observe que a condição (a) da definição de G-ancilari 

dade , ; satisfeita pelas estatísticas marginais (t,n1). Resta sa 

ber se para 0€ 8 fixado a família de dist~ibuiç6es 

P
0 

= {p(t,n1/~,'1',0), 0<1 <1, O<'l'<l} é completa. 

,i. t ,i.n-t n1 n-n1 n t n1 n-n1 k 
_'t'_l_,- __.'l'l _____ n_ · 'I' (l-'1') ( n· ) E (k ) (t-k )B ' 
'(1-~+0~) 1 1 k=0 

S necessirio mostrar que se 

Para 0 e ~ fixados, a equaçao acima pode ser encarada 

como a esperança da função 

1 [ nl t n-t t nl n-nl 
0k] h(n1)= 

(1-~+0~) n1 t:o 
u(t ,n1) ~ (1-~) E (k ) (t-k ) 

k=0 



Pela completividade da distribuição Binomial tcm-se

(nl) :0, nl:0 , . . . ,nh (nl) :0, nl

Seja então nl fixado, arbitrário tem-se então que

Note que l++(Q-1)> 0, portanto podemos analisar ape

o s chato r lo

t=0 (t,nl)+t(1-+)n'tkt0(kl) (t kl) êk ;©

Novamente pela compttividade da distribuição Binomi

t n. n-n. ..

u(t,nl) k:0 Cki) (t-kl) ok : 0 t:nl

Como kt0 (nl)(n'nl) Ok > 0 icu-s© que

u(t,nl) : 0 para nl:0....,n e t:0,...,nl

Logo a fanília Po : {p.(t,nl/+',v,Q); 0<+<1, 0<v<lj} é
conpleta e a estatística (t.nl) é G-ancilar com respeito a o

Parece então, que com base,na G-ancilaridade, o teste

l

(l-++o+) l
t=0 (t,nl)+t(1-+)n'tkt0 (kl)(t kl)9

que

al

f

lógico
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Pela completividade da distribuição Binomial tem-se 

Seja então n1 fixado -, arbitraria tem-se ent5o que 

.Note que 1+4> (0-1) > o' portanto podemos analisar apenas 

o somatório. 

nl · t n n-n . k 
E u(t,nl).t(l-·)n-t E (kl 1 -::.O . . ) (t-k ) 0 

t=O k=O 

Novamente pela compttividade da- distribuição Binomial, 

tem-se que 

Logo a familia P0_ = {p(t,n1/.,,,0); 0<4><l, O<!<ll 

completa e a estatistica (t_,n1); G-ancilar com respeito a 0. 

-e : 

Parece então, qu~ · com base na G-ancilaridade, o teste 

exato d~ Fisher tem um suporte iógico. 
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CAP ÍTUL0 5

H-SUFICIÊNCIA

As definições de suficiência e ancilaridade se base:kim,

ambas, no Princz+pio de verossimilhança. No entanto, a definição

de suficiênci.a é mais aceita e conheci.da pela comunidade estatls

teca que a defi.nação de ancilaridade. . Esta mai.or credibi.lidade

se justa.fica em parte pelo sentido estatz+stico de se trabalhar

com estatx'éticas, mas também deva.do a uma crença de que o senti.

do da suficiência é provado matematicamente pe].o Teorema de Rao

-Blackwell. Este Teorema mostra basicamente que o melhor estima

dor de o deve ser função da estatx'ética suficiente com respeito(

TEOREMA 5.1 (Rao-Blackwell) - Seja t uma estatz'ética suficiente

com respeito a o e s um estimados para a(o) então t'=EEs/t] é
tal que

E [l(t',o)/0'] S Erl(s ,o)/o]
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CAP!TULO 5 

H-SUFICibNCIA 

As definições de suficiência e ancilaridade se baseÉITI, 

am}?as, no Princípio de verossimilhança. No entanto, a clefinição 

de sufi°ciência ê mais aceita e c~nhecida pela comunidade es tat°½_ 

tica que a definição de ancilaridade. Esta maior credibilidade 

se justifica em parte pelo sentido estatístico de se trabalhar 

com estatísticas, mas também devido a uma crença de que o sent! 

do da suficiência é provado matematicamente pelo Teorema de Rao · 

-Blatkwell. Este Teorema mostra basickmente que o melh6r estima 

dor de 0 deve ser função da esiatística suficiente com respeito 

· . a 0. 

TEOREMA 5.1 (Rao-Blackwell) Seja t uma estatfstica suficiente 

com resp_eito a a e. s um estimador par~ a(a) então t*=E [s/t] 

tal que 

E [.e.(t*,0)/0] < E[.e.(s,0)/0] 

-e 
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onde l(y,o) é uma função de perda convexa em a(O)

Este resultado seta generalizado para a situação em

que o nodelo envolve parâmetros nuisance

A quantidade que se deseja estimar é a(o) e o modelo é

dado por

{P(x/0.+) , 0G ® , $G@ }

A função de perda ao se estimar a(o) por u é l(o,y)

que é uma .função convexa em a(o), OG©

Seja U a classe dos esticadores u de a(o) tal que a

função de risco,

ru(o,+) [1 (0 ,u) /0 , +] ru(o)

depende de (o,+) somente através de.o

Portanto, U = {u t.q. ru(Q,+) : ru(o)}

Neste caso temos .o seguinte teorema

TEOREMA 5.2 (Frases) - Se t é uma estatística S-suficiente com

respeito a o. então para qualquer uGU exi.ste uma função de t,

uo:uo(t) tal que

rUo(o) S rU(o)

DEMONSTRAÇÃO - Seja +. € + fixado.

Define-se uo(t):E(u/t.o,+o) . que esta bem definido co
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onde t(y,0) é uma função de perda convexa em a(0). 

Este resultado será generalizado -para a situação em 

que o modelo envolve parimetros nuisance. 

A quantidacle que se déseja estimar é a(0) e o modelo é 

dado por 

A função de perda ao se ~ 

estimar a(0) por u e t(0,y) 

que ê uma .função convexa em a(B), 06@. 

Seja U a classe dos estimadores u de a(0) tal que a 

função de risco, 

depende de (0,~) somente através d~ _0. 

Portanto, U = {u t.q. ru(e,t) = r~(0) }. 

Neste caso temos .o seguinte teorema. 

TEOREMA 5.2 (Fraser) - Se tê uma estatística S-suficiente com 

iespeito a e, entio para qualquer u6U exist~ uma função de t, 

u
0

=u
0

(t) tal que 

r (0) < ru(e) • Uo -

DEMONSTRAÇÃO - Seja t 6 ~ fixado. 
o 

Defirie-se u
0 

(t) =E:(u/t ,0·, ~
0
), que está bem definido co 
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mo está.nadar, uma vez que a distribuição condicional de x dado

t independe- de O.

ru(o) E [l(u, 0) /Q , +o]

;E{ELI(u,O)/t,O,+o]l:EllIE(u/t,O.+o) ,o] }:EDesigualdade de Jen
senso

E [{ (uo(t) ,0)] VOGA

uo(t) € U portanto Erl(uo(t) Co)

c.q.d

Este teorema pode ser generalizado expandindo-se a

classe U dos estimadores da seguinte maneira. Seja a classe U'

dos estinadores u tal que a função de risco ru(o,+) esta bem

definida mas não é necessariamente livre de +;

u' ta]. que rU(o.+) «n}

Utilizando-se o princz'pio minimax para eliminação do

parâmetro + , define-se=

Ru(o)

+'' associada a u

sup r.,(o,+) como a função de risco ''eli.minado

TEOREbIA 5.3 (Hájek) - se t é S-suficiente para o então V uGU' S

xistel uo:uo(t) tal que Ru.(O) S Ru(o) para todo oG®
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mo estimador, uma vez que a distribuição condicional <le x dado 

t independe de 0. 

=E{E[t(u,0)/t,0,4>
0
]}~E{1[E(u/t,0,4>

0
) ,0]}= [Desigualdade de Jen

scns] 

u
0

(t) 6 U portanto E[1(u
0

(t) ,0)j~ru (0) 
o 

c.q.d. 

Este teorema pode ser generalizado expandindo-se a 

classe U dos estimadores da seguinte maneira. Seja a classe U' 

dos estimadores u tal que a fÚnção de risco ru(0;4>) está bem 

definida mas não é necessariamente livre de~; 

U' - { u tal que r (0,cj>)<co} 
u 

Utilizando-se o princípio minimax para eliminação do 

parâmetro 4>, define-se: 

Ru(e) = sup r (0,4>) como a função de risco "eliminado 
cj,6~ u 

c1>" associada a u. 

TEOREMA - 5.3 (Hâjek) - se t é S-suficiente para 0 então V u6U' e 

xiste u
0

=u
0

.(t) tal que Ru (0) ~ Ru(0) para todo 0€8. 
o 
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DEli$QNj$TRAÇÃO - Seja +.eq) fixado.

uo(t) : E]u/t,o.+o] independe de o

Ru(o) : ru(o,+) E [lCu,o) /o,+.]

E{EEI(u,o)/t,o,+olJ:IDesigualdade de Jenserg

: E {lLE(u/t,0,+o) ,o] }

: R (0) umaCO . +.)= T
U0U 00

vez que ur, é função de

t e a distribuição marginal de t depende apenas de o
s.q.d

O Teorema é uma generalização do Teorema de Frases

Note que se ueU, r..(o) : R.:(o)-

A caracterização de S-suficiência dada pelos teoremas

acima ê semelhante a caracterização de suficiência dada pelo Tq!

rema de Rao-Blackwell. Dado qualquer estimados de o é póssz+v el

se encontrar um novo estimados, função de estatl'stica S-sufici-

ente com respeito a o, com menor risco médio.

O caminho utilizado aqui é semelhante ao que foi uti-

lizado por Godambe. Sabe-se que se t é suficiente [FISUERI com

respeito a o então t satisfaz o Teorema de Rao-Blackwell. No

caso em que o mode].o envolve parâmetros nuisance, procura-se a

estatística que satisfaça aos teoremas 5.2 e 5.3 e esta estatí2

teca será denominada parcialmente suficiente cõm respeito a o no

sentido de Hãjek

Í

DEMONSTRAÇÃO - Seja~- 8~ fixado. 
o 
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= E{E [t(u,0)/t,0,~
0
]}~ [Desigualdade de Jense~ 

urna vez que u o é função de 

te a distribuição marginal de t depende apenas de 0. 

s.q.d. 

O Teorema é urna generalização do Teorema de Fraser 

Note que se u8U, r (0) = R (0). u u 

A caracterização de S-suficiência dada pelos teoremas 

acima é semelhante a caracterização de suficiência dada pelo T~ 

rema de Rao-Blackwell. Dado qualquer estimador de 0 e possível 

se encontrar um novo estimador, função de estatística S-sufici

ente com respeito a 0, com menor risco médio . 

.. 
O caminho utilizado aqui e semelhante ao que foi uti-

lizado por Godambe. Sabe-se que se tê suficiente [FISHERJ com 

respeito a e então t satisfaz o Teorema de Rao-Blackwell. No 

caso em que o modelo envolve parâmetros nuisance, procura-se a 

estatística que satisfaça aos teoremas 5.2 e 5.3 e esta estatís 

tica será denominada parcialmente suficiente com respeito a 0 ro 

sentido de Hijek • . 
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Pelas demonstrações dos teoremas pode-se observar .(lue

a condição de S-suficiência é mais forte que o necessário. As

demonstrações exigem que a distribuição marginal de t, p(t/o) ,

dependa apenas de 0. Quanto ã di.atribuição condicional, p(x/t.

o,+), exige-se apenas que para +oG o independa de O. Esta obse.!
vação sugere uma generalização da noção de S-suficiência, uma

vez que é possa.vel encontrar uma estatística t que bati.sfaça con

dições mai.s fracas e para a qual os teoremas são satisfez.tos

Para cada OG® , seja o conjunto n.:,=tx :o(À): o} dos

pontos de À que geram o mesmo o

Seja Po o ''envoltõrio convexo'' da fanÍlia Po : {pÀ .,

XG QQ}. Isto é, Po ê o conjunto das medidas QÓ da forma

a.n) : l P*H' '-.o,, ,,,, '.'. ""

onde (IO é alguma medida de probabilidade em QO

Segue a defina.ção de tl-suficiência

DEFINIÇ:4Q !:J: - A estatística t é fl-sua.ciente com respeito a o,
se

(a) A distribuição marginal de t depende apenas de o

PCx/À) =P (t») .P(x/t , À)

)

(b) Se para todo oe®. existe uma medida de probabili-

qo(x) em ízO tal que: t é suficiente com respeito a o no mg
dela
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Pelas demonstrações dos teoremas pode-se observar que 

a condição de S-suficiência é mais forte que o necessário. As 

demonstrações exigem que a distribuição marginal de t, p(t/0) , 

dependa apenas de 0. Quanto à distribuição condicional, p(x/t, 

0,~), exige-se apenas que para ~
0

8 ~ independa de 0. Esta obser 

vação sugere uma generalização da noção de S-suficiência, urna 

vez que ê possível encontrar uma estatística t que satisfaça COE 

diç5es mais fracas e para a qual os teoremas sio satisfeitos. 

Para cada 086>, seja o conjunto n
0

=o.- :0().)= 0} dos 

pontos de À que geram o mesmo 0. 

Seja P 
0 

o "envoltório convexo" da família P 
0 

= { p À . , 

.. 
e o conjunto das medidas Q 

0 
da forma: 

Q9 (A) • J pl(A)dq9 (l), para todo A8A , 

íl0 

.. 
onde q

0 
e alguma medida de probabilidade em n

0
. 

Segue a definição de H-suficiência. 

DEFINIÇÃO 5.1 - A estatística t é H-suficientc com respeito a 0, 

se: 

(a) A distribuição marginal de t depende apenas de 0, 

p ( x/ À) =p (tA:>) • p ( x/ t , À) • 

(b) Se para todo 06®, existe uma medida de prob~bili

dade q
0

(Ã) em n
0 

tal que: t é suficiente com respeito a 0 no mo 

delo 
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p(x/À) dqo(À)

A defina.ção de H-sua.ciência é mais geral que S-sufi-

ciência e não exi.ge, como na segunda , que o e + sejam de varia
ção independente

Q : {Qo' oe®} onde Qo

Suponha t S-suficiente com despe.i.to a o. Para cada QGO

fixado, considere a medi.da qO(+) que dá valor l para +oG$ fixa-

do e arbitrãri.o. Neste caso QO(x) : P(x/O,+o):P(x/t,+o).P(t/O),
e t é sua.ci.ente com respeito al o para a famz'lia Q.

Os teoremas 5.2 e 5.3 conta.nuas vãli.dos para a defina

ção de H-suficiênci.a. Consi.deraremos apenas o teorema mais geral

Nas mesmas condições que o Teorema 5.3. sendo que

R.,(O) pode ser definido como

RU(o) : sup. rU(x) ., dado que o e $ não necessitam

ser de variação independente

TEOREMA 5.4 .: Se t é H-suficiente com respeito a o, então para

qualquer uGU' existe uo:uo(t) tal que Ru.(o) S Ru(O)

DEMONSTRACÃO - Define-se uo(t) : EQ.[u/t] a esperança condici.g
nal de u dado t com respeito a famz'li.a Q. A estatística t é su-

ficiente (Fisher) com respeito a o para a família Q, logo u.(t)
esta bem defina.do .

Tomando todas as esperanças com relação a {Q., OCO }.

ollde Q0 = J p(x/Ã) dq
0

(Ã) 

íl0 
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A definição de H-suficiência é mais geral que S-sufi-

ciência e não exige, como na segunda, que 0 e~ sejam de varia 

çao independente. 

Suponha t S-suficiente com respeito a 0. Para cada 0G@ 

fixado, considere a medida _q0 (~) que dá valor 1 para ~
0

6~ fixa

do e arbitrário. Neste caso Q
0

(x) = p(x/e.~
0

)=p(x/t,~
0
).p(t/0), 

e tê suficiente com respeito a 0 para a família Q. 

Os teoremas 5.2 e 5.3 continuam válidos para a defini 

çao de H-suficiência. Consideraremos apenas o teorema mais ·geral. 

Nas mesmas condiç6es que o Teorema 5.3, sendo que 

Ru(0) pode ser definido como 

Ru(e) = sup 
).6íl0 

r ( Ã) u 
-, dado que 0 e$ nao necessitam 

ser de variação independente. 

TEOREMA 5.4 - Se t é H-suficiente com respeito a 0, então para 

qualquer u6U' existe u
0

=u
0

(t) tal que R (0) < R (0). uo - u 

DEMONSTRAÇÃO - Define-seu (t) = EQ [u/t] a esperança condicio 
.º 0 

nal deu dado t com respeito a família Q. A estatística t é su-

ficiente (Fisher) com respeito a 0 para a família Q, logo u
0 

(t) 

está bem definido. 

Tomando todas as esperanças com relação a { Q0 , 06 Q } , 
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vamos demonstrar primeiramente que

l(u.o)dQ >

XX

[l(u,0)][(u,o)dQ E =

Q 0

l(uo'o)dQo

EQO {EQO [l(u,O)/t]} 3 [Desigualdade de Jensens]

3 EQo {lEEQo(u/t)'o]} : EQo]l(uo'o)] : lxl(uo'o) dQo

Observe que

dQo : l l(uo'o) Qo(dx)
X

l pÀ(dx) dqo(x)

1.{1x )px«x)} dq.(0

Mas l l(u. .o) .P. (dx)
A

Como uo é uma função de t e a distribuição de
as de o entãoapen l

0)[(u 0
X

l(U.,0)
X

t depeE

(0)Cx) :T UU 00

todo GX Q

Então

t(uo'o)dQo: ..;u.(o)dq.CÀ)
Pelos mesmos argumentos vem que

J ru(x) d%(x) s

R.. (0)'0

l(u.o)dQ.

vamos demonstrar primeiramente que 

J .e.(u, 0) dQ 0 
> J t(u

0
,e)dQ 0 -

X X 

J .e.Cu, 0) dQ = EQ [1(u,0)J = 
0 

X 
0 

= EQ {EQ [.e.(u,0)/t]} ~ _[Desigualdade de Jensens] 
0 0 

Observe que: 

Mas 

J t (u , 0) dQ 
o 0 

= J 1(u
0

,0) Q
0

(dx) = 

X 

= 

X 

f pA(dx) dq 0 (A) = 

íl0 

f {f t(u0
,e) pA(dx)} dq 0 (A) = 

n
0 

X 

f x1(u0 ,0) .p~(dx) = ru
0 

(A) 
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Como u
0 

é uma função de te a distribuição de t depe~ 

de apenas de e então; 

Então 

para todo A 8 íl • 
0 

f 1(u0 ,0)dQ0
= f ru (e)dq0 (A) = 

X íl o 
e 

Pelos mesmos argumentbs vem que 

Í/(u,e)dQ0_ = J . ru(~) dq0 (~) < 

ªe 

R (0) u . 
o 
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no xcn' (x)da.(x) : {E: '.CD :R.(O
Portanto,

'".''' : J''«.,.''.. . J.-'«..'''. . «.'.,
c.q.d

A caracterização de sufici.ência parcial dada por llãjek

pode ser colocada nos seguintes termos: se u é um estimados pa-

ra o consegue-se um está.mador função da estatística t, fl-sufj.ci

ente com respeito a o, com menor risco que o anterior. Portanto

t deve conter toda a i.nformação relevante sobre o, e as inferên

aias sobre o podemser feitas utili.zango-se apenas o modelo mar-

gi.nal. p(t/o)

l(uo'o)dQ l(u.o)dQ<
<

Q

Novamente o modelo p(x/t,O,+) depende de o e apesardis

se considera-se que ele seja não-informati.vo com respeito a o

n.XbMPLU ó.ó (continuação) Normal Univariada - Sabe-se que a es

tatística S não é S-suficiente com respeito a a. Vamos anali.sar

se S é H-suficiente Com respeito a a

Como jã foi dito a condição (a) da definição de H-su-

ficienci.a (5.1) esta satisfeita uma vez que a di.stri.bui.ção de S
depende apenas de a

A função de verossimilhança dos dados se fatora como

p(x/p.a2) - A(.) exp C- agZ ) exp (- !L11i=+1-- )
Za ' 2a 6
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Portanto, 

c.q.d. 

A caracterizaçio de suficiência parcial dada por Hij~ 
.. pode ser colocada nos seguintes termos: seu e um estimador pa -

ra e consegue-se um estimador funçio da estatistiia t, H-sufici 

ente com respeito a e, com menor risco que o anterior. Portanto 

t deve conter toda a informação relevante sobre 0, e as inferê~ 

cias sobre 0 podemser feitas utilizando-se apenas o modelo mar

ginal _ p(t/0). 

Novamente o modelo p(x/t,e,~) depende de 0 e apesar~ 

so considera-se que ele seja não-informativo com respeito a 0. 

EXEMPLO 3.3 (continuação) Normal Univariada - Sabe-se que a e~ 

tatística S não é S-suficiente com respeito a o, Vamos analisar 

se Sé H-suficiente com respeito a o, 

Como já foi dito a condição (a) da definição de H-su

-ficiencia (5.1) está satisfeita uma vez que a distribuiçio de S 

depende apenas de o. 

A função de verossimilhança dos dados se fatora como 

. 2 
. p(x/µ,o) 

2 - 2 
= A(o) exp (- nS ) exp (- n(x-µ) ) 

2a 
2 

Zo 
2 
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onde A(a) = (/2ia)'''

Mostrar a condição (b) da defi.feição 5.1 é equivalente

a mostrar que para todo a>0. existe alguma medida qa em

n. = {(y,a) ; uG R} tal que S seja suficiente em Qa' com raspe.l
to a a 9

Q.(x) : l p(x/u,a2)dq.(p)

n

Para que S seja suficiente com respeito a a, na famt+-

lia Q devemos ter a seguinte fatoração

dq (p)a= A(a)expa. ns2 ] I'exp -q/
Q

r- ,= .Z. -l ')

[- a.Cle.})-: ] dq.(u) : A(i) .B('*)
l 3a ' J "

Pode-se mostrar que se o.campo de variação de a é

[0,n) não se consegue a fatoração acima para nenhuma medida prg

proa q.(p) em.R. Entretanto, quando o campo de variação de a é

linitado superiormente por uma constante K, para a família

q. B N(0,v'''jk2-a2Vn)' . 0<a<K:. a fatoração acima é verdadeira

Devemos ressaltar que na pratica, é natural considera'

nos um conjunto limitado para a2 e na verdade esta condição não

e uma restrzçao.

TEOREMAS 5.S - Seja (xl'...,Xn) una a.c.s. da N(p,aZ)

re a estatística S2 : n ". Então:

(i) s2 é H-suficiente com respeito a a2
ser limitado , 0Saó<k

9

Conside
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onde A(a) = ( IZ1r o)-n 

Mostrar a condição (b) da definição 5.1 é equivalente 

a mostrar que para todo o>O, existe alguma medida q
0 

em 

íl = {(µ,a) 
a 

to a a; 

µ6 R} tal que S seja suficiente em Q . com respe! 
(1 

Q (x) = f p(x/µ,a 2)dq (µ) 
a a 

íl 

= A(o)expl- ~:~] r•xp[- n(::212
] dqn(µ) 

. -00 

Para que S seja suficiente com respeito a 0 , na famí

lia Q devemos ter a seguinte fatoração: 

- 2 A(x) ',B(a ) 

Pode-se mostrar que se o campo de variação de O é 

~. 00 ) nao se consegue a fatoração acima para nenhuma medida pr6 

pria q (µ) emlR. Entretanto, quando o campo de variação de o 
a 

limitado superiormente por uma constante K, para a família 

q = N(o,/ (K 2-a)ln)
7 

, O<a<K, a fatoração acima é verdadeira. 
a 

Devemos ressaltar que na prática, é natural considerar 

mos um conjunto limitado para a 2 e na verdade esta condição nao 

é uma restrição. 

2 
TEOREMAS 5.5 - Seja (x1 , ... ,xn) uma a.c.s. da N(lJ,a). Conside 

re a estatística s2 = L(Xi-i)
2 

Então: 
n 

(i) s2 é H-suficiente 

ser limitado, O<a 2<k. 

2 2 
com respeito a a , no caso de a 



47

(ii) S2 não 8 }1-suficiente com respeito

(a' ilimitado)

no caso

0EUONSTKAÇÃQ

(i) Para demonstrar a cong=j;ç:êg. (i) basta considerar a

seguinte medida para p, qa : N(0. ---.iÍ-- ).. Obtém-se que

exp(' ; ;Z ) . .Ê :AÜ)Bh)

(ii) Quer-se mostrar que

exp( dq.(p) # A(i)B(a) , no caso de a ser il.i
citado

Observe que isto equivale a mostrar que

l f(i/u,a).f(u/a)dp # A(i).BCa)
-H

onde f(;l/u,a) ê a N(p,a'/n)

Isto é, que i independe de a para qualquer f(u/a)

A denonstração desta condição pode ser obtida como um

caso particular do lema abaixo.

LEMA (1) Sejam x ,y,z variáveis aleatórias tal que

CI) A demonstração deste lema é devida ã Professora ataria Eulã
lia Vares.
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(1·1·) s2 - - f · 2 
nao e 1-1-su ic1ente com respeito a ·o , no caso 

de 0<o 2<m (o 2 ilimitado). 

DEMONSTRAÇÃO -

(i) Para demonstrar a condição (i) basta considerar a 
' 2 2 1k -o ~ 

seguinte medida paraµ, q = N(O, --- ) . . Obtem-se que: 
o n 

n x2 
exp(- 2 ;z- ). f =A(x)B(cr). 

(ii) Quer-se mostrar que: 

J
m rn 

/Tira 

- 2 
e xp ( - n ( x -1 ) ) d q ( µ ) ~ A ( x) B ( a) , no e as o d e cr s e r i 1 i 

aº º mitado. 
m 

Observe que isto equivale a mostrar que 

Jm f(x/µ,o) .f(µ/cr)dµ -! A(x) .B(cr) 

-m 

onde f(x/µ,o) -e a 2 N(µ,cr/n). 

Isto i, que i independe de o para qualquer f(µ/o). 

A demonstração desta condição pode ser obtida como um 

caso particular do ·lema abaixo. 

LEMA (l): Sejam x, y, z variáveis aleatórias tal que 

(1) A demonstração deste lema i devida i Professora Maria Eulá

lia Vares. 
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1) A distribuição condicional dc x dado y)z é N(z.y')

V(y,z) - N(z,y')

a

2) P(y>N)>0, V N.

Então x c y não são independentes

gglilgyg!!!êçÃO: Suponhamos por absurdo que x e y sejam independeB

tes

Para VN, temos que

pr-N<x<N] = pL-N<x<N/y>Nll = (hipótese de absurdo)

i PE-N«X«N,-m«Z«n/y] f(y)dy
;N

P [-N<x<N,y»N] : ]:.

PEy,N] Pty»N]
P [-N« x<N/y] df(y)

N

>

--.l-- l .[P(-N«x«N/y,zJ f(z/y)dz f(y)dy

;it:iií fJ pE'yj'l «v(x)« lf3 :fÜ/Ddz íbOdy 5

onde v(x) - N(0 ,1)

. l Í'l' pt-l'v(x)«l] f(z/y)dz í(y)dy s
' PEy>N] ;N!.. '

S P [-l«v(x)« l]' l

V N PC-N<x<Nl<]. o que é absurdo

c.q.d
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.., 
1) A distribuição condicional de x dado y,z; N(z,y~); 

2 x/( y , z ) - N ( z , y ) . 

2) P(y>N)>0, V N. 

Erttio x e y não siio independentes. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos por absurdo que x e y sejam independe~ 

tes. 

Para VN, temos. que 

P[-N<x~N] = P[-N<x<N/y>N] = (hip6tese de aLsurdo) 

= P[-N<x<N,y>N] = 

p [y>N] 

1 =---
p [y>N] J

mP[-N<x<N,-m<z<~/y] f(y)dy = 

N 

1 fm1mP(-N<X<N/y,zJ f(z/y)dz f(y)dy - = 

p (y>Nl N"""' 

= 1 fmfm p c•N-z <'i1 (x) < N-z] f(z/y)dz f(y)dy 
p [y>N] N -m y y 

-onde 'i1(x) - N(~,l). 

< 
1 JmJdO P[-l<'i1(x)cl] f(z/y)dz f(y)dy < 

P(y>N} N-m· 

! P [-l<'i1(X)< l]< 1 

.·~ V N P(-N~x<N]<l o que i absurdo. 

c.q.d. 

< -
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Aplicando o lema obtém-se que R e a não são indepcn(]cn

tes e portanto é impossível conseguir;se a fatoração A(i)B(a)

A seguir anal i.saltemos dois exemplos de H-suficiência

Cum deles também de G-ancilaridade) para os quais a intuição e3.

tatÍstica vai de certa forma contra os resultados obtidos

EXEblpL0 5.1 (Neyman and Scott) - A amostra x consiste de n-pares

Cxil'xi2), i:1,2,...,n em que xj.j 'N(pi,a'), i:l,...,n e j=1,2
independentes

0 parâmetro do modelo e' (ul'...,Un'a) sendo que a é o

parâmetro de interesse e u : (pl'...,Pn) o parâmetro nuisance

(desconhecido)

Considere as estatísticas

. n o

S' = .E. (xil-xi2) 'i:l

x: : :+:+:Ti3- , i=:,. .. ,n

A função de verossinilhança de x, pode ser exprimido

en termos das estatísticas acimalcomo abaixo;

!---- ) 2n exp (- ---7) exp(- . x.'S-1li;:.;;l-)
./2ía ' ' ' 4a' . i:l a'

p(x/ p , a).

Pela decomposição acima fica evidente que a distribui

ção marginal de S2 depende apenas de a, logo seria interessante

marginalizar em S2 quando a é o parâmetro de interesse

Pode-se mostrar que se tomamos (pl'....Pn) como varia
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Aplicando o lema obtém-se que x e a nao sao indepc~ 

tese portanto é imposs!v~l conseguir~se a fatoraçio A(i)B(a). 

A seguir analisaremos dois exemplos de H-suficiência 

(um deles também de G-ancilaridade) para os quais a intuição es 

tatística vai de certa forma contra os resultados obtidos. 

EXEMPLO 5.1 (Neyman and Scott) - A amostra x consiste de n-pares 

(x. -1 ,x. 2), i=l,2, ••. ,n 
1 1 . 

.. 2 
em que x .. -N(µ. -,a ), i=l, ... ,n e j=l,2 

lJ 1 

independentes. 

O parâmetro do modelo i (µ 1 , ... ,µ ,a) sehdo que 
- n 

~ 

a e o 

parâmetro - de interesse eµ= (µ 1 , ... ,µn) o parâmetro nuisance 

(desconhecido). 

Considere as estatísticas: 

, i=l, ... ,n 

A funçio de verossimilhança de x, pode ser exprimida 

em termos das estatísticas acima,como abaixo; 

p (x/ µ_~ a.). = ( 
l 

2n 
) exp (-

✓Tia 

Pela decomposiçio acima fica evidente que a distribui 

ção marginal -de s2 depe~de apenas de a, logo seria interessante 

marginalizar em s2 quando a é o parâmetro de interesse. 

Pode-se mostrar que se tomamos (µ 1 , .•• ,~n) como varii 
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vens normais i.i.d. com média zero e variânci.a (u 'a ). (a' limo.

tado por n) a estatística S' é fl-suficiente com respeito a a

Resultado similar pode ser obtido uti.lizando-se G-su-

ficiência

As estatísticas aqui consideradas são equivalentes as
anteriores

s' = .E. (xil-xi2)' e

2

l

t (xll+x12 ' x21+x22 ' Xnl+xn2)

(2il' 2i2' .. . '2in)

Note que t e Sz são suf.icientes para o modelo abaixo

e são independentes

p(x/u,a) : ( 1 )2nekp(- SZ ) exp

A distribuição marginal de t é
.. ' .

,'.,-.-' ' ' h ,' -- 1- :!: s# l
Portanto a distribuição condicional p(x/t.a)a p(Sú/a)

depende apenas de a e a condição Ca) da definição de G-ancilarl
.dada esta satisfeita. Não é difícil ver também que para a fixa:

do a família das distribuições marginais de t é completa. Logo,

t é uma estatística G-ancilar com respeito a a e a inferência

sobre a é feita utilizandorse apenas o modelo condicional p(x/t,
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2 2 
veis normais i.i.d. com média zero e variância(µ -o) (o 2 limi 

2 . 

tado por n) a estat!st{ca s2 é H-suficiente com respeito a a. 

Resultado similar pode ser obtido utilizando-se G-su-

ficiência. 

As estatísticas aqui consideradas sao equivalentes as 

anteriores: 

2 n 2 
s = E (x

1
. 1-x

1
. 2) e 

i=l 

Note ~ue te s2 sao iuficientes para o modelo abaixo 

e são independentes 

p (x/ µ, o) 
2 

__ (-1- )Zn . ( S · exp - -:-z 
mo 4o 

. A distribuição marginal de t é 

p(t/µ,o) 

cx.-µ.)1 
l. l. 

2 
o 

Portanto a distribuição condiciortal p(x/t.o)a p(S 2/o) 

depende apenas de o e a condição (a) da definição de G-ancilar! 

· .dade está satisfeita. Não é difícil ver também que ·para o fixa..: 

do a família· das distribuiç5~s marginais de t é complet~. Logo, 

t é uma estatfstica G-ancilar com respeito a o e a inferência 

sobre o é feita utilizando.,..se · apenas o modelo condicional p(x/t, 
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a) ou seja o modelo..de.S'. p(S'/a)

Quando se marginaliza em Sz abandona-se (=1'...,in) c

de acordo com H-suficiência e é-ancilaridade não se perde infol

mação sobre a. Contudo a distribuição de (il'...,in) depende de

a e espera-se que contenha informação sobre a. Este fato e re-"

forçado quando se considera que para(il' .. . ,in) próximas espera'

-se a pequeno e para (;l'. .. ,i) afastadas espera'se a grande. A

pergunta que fica é de quão seguro se esta em maTEi.nalizar para

S.2 sem antes considerar-se (;l'...,in)?

O exemplo a seguir de Basu]1977] realça com maior clg

e problema com H-suficiência.reza ess

EXEMPLO 5.2 - Seja l:(xl'...,Xm'yl'...,yn) m+n variáveis alem
terias independentes com distribuição normal com variância uni-
tária e média ,

E(ii) i=1,...,n

ECyi) : o+ j:l,...,n, onde -n<o<n e +=0 ou l

O parâmetro de interesse é o.

A função de verossimilhança pode ser escrita como

AC4) . expj-m

exp - l. (zx? -mi2+Ey2 .ny2)-e11i-o)2
2 ' 'l ' 2

PCx/o,+)

exp
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2 2 
aj ou seja o modelo ._de _S • p(S /a). 

Q d . 1 · s2 b d (- - ) 
uan o se margina iza em a an ona-se x1 , ... ,xh ~ 

de acordo com H- suficiência e G-ancilaridade não se perde infoE 

mação sobre a. Contudo a distribuição de (i1 , ... ,in) depende de 

o e espera-se que contenha informação sobre a. Este fato -e re-

forçado quando se considera que para(x1 , ... ,xn)prÓximas espera

-se a pequeno e para (x.
1

, ••• , xn) afastadas espera-se o grande.- A 

pergunta que fica é de quão s~guro se esti em m~rginalizar para 

s2 sem antes considerar~se (x:1 , ... ,in)? 

O exemplo a seguir de Basu[1977] realça com maior ela 

reza esse problema com H-suficiência. 

EXEMPLO 5.2 - Seja x = (x1 , ..• ,xm,Yl•" .. ,yn) m+n variáveis alea 

tórias independentes ·com distribuição normal com variância uni

tária e média, 

p(x/0, 4>) = 

= 

i=l, ... ,n 

E(y.) = 04> j=l, .• • ,n, onde -oo<0<= e q,=O ou 1. 
]. 

O parâmetro de interesse ê 0. 

A função de verossimilhança pode ser escrita corno: 

ex+ 2 -2 2 -2 - 2 - 2 
(-1-) 1 m(x-0) n(y-0p) 

- (Ex. -mx +I;y. -ny )-
15 2 

]. ]. 2 2 

e~+m (iê/) 
2
] [-n 

,, 

] A(~) exp Ci-0<P J ... 
2 

J 
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A estatística (i,y) é suficiente com respeito a (o,+)

portanto faremos uma prineira redução. isto é, trabalharemos a-

penas com o modelo de (i,y) . Alén disso, a distribuição dc x dÊ

pende apenas de o e se 'b:0 i e sufici?nteparm respeito ao
Basta considerar, para O fixado. qo(+) : l.o c.c

Logo x é H-suficiente com respeito a o

Observe que a marginalização em ; é perigosa, uma vez

que a estatística (i,y) é muito informativa com.respeito a 'b e

se percebe que se + foss

o quando y é abandonada

sobreinformaçãoperder muitol iasee
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A estatística (i,y) é suficiente com respeito a (o,•J, 

portanto faremos uma primeira redução, isto;, trabalharemos a

penas com o modelo de c;,y). Além disso, a distribuição de x de 

pende apenas de 0 e se •=O -
X 

Basta considerar, para 0 fixado, 

é suficiente com 

{
1 para 

q0 (.) = O e.e. 

Logo i é H-suficiente com respeito a 0. 

respeito a 0. 

•=O 

Observe que a marginalização em x é perigosa, uma vez 

que a estatística (x,y) é muito informativa com_ respeito a • e 

se percebe que se 4> fosse 1 perder-se-ia muito informação sobre 

0 quando y é abandonada. 
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CAPÍTULO 6

l-SUFICIÊNCIA(1)

A definição de l-suficiência tem seu pri.ncipal funda-

mento no Princípio da Invariância. A fim de se introduzir esta

definição analisaremos o problema da sufici.ência parcial de S

com respeito a a, segundo o ponto de vista de Barnard [1963j

A definição de suficiência (Fisher) exige que a dis-

tribuição de qualquer função das observações, condicionada a um

valor fixado da estatz'ética suficiente, seja independente do p2

râmetro em questão, e não hã dúvidas de que, para esta defini-

ção, S não é suficiente com res.peito a a

(1) A notação utilizada aqui não é usual. O símbolo l vem de in
varzanc].a. Hall, Wijsman G Ghosh D.96Sll denotam suficiêlciã
Invariante ou estatística invariaii:temente suficiente. Jã D.g

wid [19811 denota G-suficiência, por se trabalhar com Gru-
po de transformaçoes.

CAPfTULO 6 

I-SUFICIENCIA(l) 

A definição de I-suficiência tem seu principal funda

mento no Princípio da Invariância. ·A fim de se introduzir esta 

d~finição analisaremos o problema da suficiência parcial de S 

com respeito a a, segundo o ponto de vista de Barnard [1963]. 

A definição de suficiência (Fisher) exige que a dis

tribuição de qualquer função das observações, condicionada a um 

valor fixado da estatística suficiente, seja independente do p~ 

râmetro em questão, e não há dúvidas de que, para esta defini

ção, S não é suficiente com respeito a a. 

(1) A notação utilizada aqui não é usual. O símbolo I vem de In 
variância. Hall, Wijsman l Ghosh ~965] denotam Suficiêncii 
Invariante ou estatística invariantemente suficiente. Já Da 

wid 098-il denota G-suficiência, ~or se tr~balhar com Gru= 
pode transformações. 
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Entretanto, segundo Barnard, a definição de suficiêB

cia (Fisher) destinava-se a incorporar uma noção lógica, a de

prover o conjunto de toda a informação relevante, disponível ,

para um dado parâmetro. Como a disponibilidade ou não de infol

nação depende criticamente do conhecimento ou :Falta de conhec.i

mento, a definição acima não é bem sucedida com respeito a seu

objetivo. Pois, se a jã é conhecido, S não nos fornece nenhuma

informação. Por outro lado, lembra Barnard, o fracasso de S em

satisfazer a defina.ção de suficiência, vem do fato de que a diã

tribuição de x-U depende tam'bém de a ; isso implica que se u

fosse c.onhecido, x-U poderia ser. usado para nos dar informa-

ção sobre a. Entretanto, u é dado como desconhecido de modo que

a informação em i-u não é disponível

Em seguida, Barnard propõe que se expresse, sob for-

n\a matemática precisa, as noções correspondentes a ''conhecido''

e ''desconhecido''. E conclui que, no caso de parâmetros de loco

ção e escala, as noções acima poderiam ser expressas em termos

de propriedades de invariância para grupos, em relação aos.quais

oi problemas considerados são invariantes.

Concretamentie, em termos do exemplo da N(u,a'), as

idéias de Barnard se traduzem em considerar transformação dos

dados correspondente a translação da origem, isto ê,

ga(xl'...,xn) : (xl+a,':',Xn'a)' Com esta transformação a es'
tatt'stica suficiente (;,s) se torna (;l+a,s) enquanto que (U,a)

se transforma em (p+a,a). Observe também que a, o parâmetro de
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Entretanto, segundo Barnard, a definição de suficiên 
. . -

eia (Fisher) destinava-se a incorporar uma noção lógica, a de 

prover o conjunto de toda a informação relevante, disponível , 

para um dado parâmetro. Como a disponibilidade ou não de infor 

nação depende criticamente do conhecimento ou falta de conhecj 

menta, a definição acima não é bem sucedida com respeito a s eu 

objetivo. Pois, -se cr jâ é conhecido, S não nos fornece n enhuma 

informação. Por outro lado , lembra · Barnard, o fracasso de Sem 

satisfazer a definição de suficiência , vem do fato de que adis 

tribuição de x-µ depende tam'bêm de a ; isso implica que s e µ 

fosse cpnhecido, x-µ poderia ser usado para rios dar informa

ção sobre a. Entretanto, µ é dado como desconhecido de modo que 

a informação em x-l-1 não é disponível. 

Em seguida, Barnard propõe ·que se expresse, sob for

ma matemática precisa, as noções correspondentes a "conhecido" 

e "desconhecido". E conclui que, no caso de parâmetros de loca 

ção e escala, as noções acima poderiam ser expressas em termos 

de propriedades de invariância para grupos, em relaçaõ aos .quais 

os problemas considerados são invariantes. 

2 
Concretamenie, em termos do exemplo da N(µ,cr ), as 

idéias de Barnard se traduzem em considerar transformação dos 

dados correspondente a translação da origem, isto é, 

g (x
1

, ... ,x) = (x
1
+a,.:. ,x +a). Com esta transformação a es -

a n n 

tatística suficiente (x,s) se torna (x+a,s) enquanto que (l-1,cr) 

se transforma em (µ+a,cr). Observe também que cr, o parâmetro de 
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interesse, permanece inalterado (i.nvariante) e se u é desconhe-

cido no primeiro modelo u+a também o é no modelo transformado

Além disso o modelo é o mesmo nas duas situações. Portanto,o prg

blema de estimação de a permanece i.nvariante sob estas transfor

mações e neste caso deve-se considerar apenas estimadores inva-

riantes para a, ou seja, que satisfaçam t(xl'...,x ):t(xl+a,...,Xn+a)

O ponto principal do argumento de Barnard., parece ser

o de restringir a classe dos estimadores de a para uma classe de

estimadores invariantes com relação às transformações de loca-

ção. Esta restrição se baseia na ideia de que se não hã mudança

relevante com relação ao problema de estimação de a, dois esta-

tísticos, um trabalhando com a amostra original e outro com a

amostra transformada, devam produzir a mesma inferência sobre a

Antes de se formalizar as idéias acima, é interessan-

te notar que o que esta por trás da argumentação é o Princípi.o
de Invariância

Princípio de Invariância: Se El:(xrA,PI) e C2:0q?A,P2)

são dois experimentos tais que existe lma transfonnação 1-1 g:.KI'.X2

tal que PI(xl/À):P2(g(xl)/À), V xleXI' VAGA. Então (EI'xl) e

(E2'g(xl)) contém a mesma informação.

Fica evide.nt-e que os experimentou EI e E2 são idênti-

cos em todos os aspectos com exceçãa da maneira de se rotular

os pontos. Isso implica que a mesma inferência deve resultar de

(EI'xl) e (E2'g(xl))

A teoria que descrevemos a seguir exige a consideração
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interesse, permanece inalterado (invariante) e seµ é desconhe

cido no primeiro modelci µ+a també~ o é no modêlo transformado . 

Além disso o modêlo é o mesmo nas duas situações. Portanto,o pr~ 

blema de estimação de a permanece invariante sob estas transior 

maçoes e neste caso deve-se considerar apenas estimadores inva

riantes para a, ou seja, que satisfaçam t(x1, ... ,:x )=t(x1+a, ... ,x +a) 
. . n n 

O ponto principal do argµmento de Barnard., parece ser 

o de restringir a classe dos estimadores de a para uma classe de 

estimadores invariantes com relação às transformações de loca

ção. Esta restrição se baseia na idéia de que se não hi mudança 

relevante com relaçio ao problema de estimação de a, dois esta

tísticos, um trabalhando com a amostra original e outro com a 

amostra transformada, devam produzir a mesma inferência sobre a. 

Antes de se formalizar as idéias acima, é interessan

te notar que o que esti por tris da argumentaçio é o Pri~cípio 

de Invariância. 

Princípio de Invariância: Se E1 = ( x
1 

r.. ,P 1) e E2=(><z,A,Pz) 

sao dois experimentos tais que existe urna transformação 1-1 g: :\-+ x2 

. tal que P1 (x1/A)=P 2 (g(x1)/A), V x1sx
1

, VASA. Então (E 1 ,x1) e 

(E 2 ,g(x1)) contém a mesma informação. 

Fica evide.nte que os experimentos E1 e E2 sao idênti

cos em todos os aspectos com exceçio da maneira de se . rotular 

os póntos. Isso implica que a mesma inferência deve resultar de 

A teoria que descrevemos a seguir exige a consideração 
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de um grupo de transformaçoes

DErINIÇ4Q.6.1 - Um grupo G é um conjunto de transformações

g:X + X , bijetoras tal que

(i) Se gl'92 G G então glo92 € G

g € G então a inversa(ii) Se

(iii) A transformação identidade l é um elemento de G
isto é, l € G

9

Note que a condição (iii) é decorrente de (i) e (ii)

DEFINIÇÃO 6.2 - O modelo P é invariante com respeito ao grupo

de transformações G separa todo g € G e À G A existe um unJ-co

X*=g(X), x* eA talque se x'.PX entãog(x) '.PX*

Pode-se provar que G : {g;g € G} é um grupo de tran.ã

formações em A

A definição acima fornece uma condição próxima da co2:

lição do princípio de invariância. As duas condições seriam exâ

tamente as mesmas se se exigisse na definição 6.2, que G fosse

composto apenas pela função identidade. Desta maneira se x '" PÀ

então g(x) '' PX

Observe que o modelo P é invariante se o modelo dos
fnrmndns continua sendo Pdados trans

DBE.!!jlçÃ0 6.3 - Uma Órbita de X com respeito ao grupo G e ao

ponto xo e X é o conjunto

de um grupo de transformações. 

DEFINIÇÃO 6.1 - Um grupo G é um conjunto de transformações 

g:X ~ X , bijetoras tal que 

(ii) Se g 6 G então a inversa g-l 6G 

5 {i 

(iii) A transformação identidade I e um ~lemento de G, 

isto é, I 6 G 

Note que a condição (iii) e decorrente de (i) e (ii). 

DEFINIÇÃO 6.2 - O modelo P e invariante com respeito ao grupo 

de transformações G separa todo g 6 G e À 6 A existe um 

À*=g(À), À* 6 A tal que se x "-' PÀ então g(x) "-' PÀ*º 

Úniêo 

Pode-se provar que G = {g;g 6 G} e um grupo de trans 

formações em A. 

A definição acima fornece uma condição prqxima da con 

dição do principio de invaiiincia. As duas condições seriam exa 

tamente as mesmas se se exigisse na definição 6.2, que G fosse 

c_<?mposto apenas pela função identidade. Desta maneira se x "-' P À 

então g(x) "-' PÀ 

Observe que o -modelo Pé invariante se o modelo dos 

dados transformados continua sendo P. 

DEFINIÇÃO 6.3 Uma Órbita de X com respeito ao grupo G e ao 

ponto x ·e X é o conjunto 
o 
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X(xo) {g(xo) , VgÉ;G}

DEFINIÇÃO 6.4 Uma função t(x) é

(i) invariante com respeito a G se t(g(x))=t(x)

V x G X, V g € G.

(ii) maximal invariante.com respeito a G.se é inva-

riante e se t(xl)=t(x;2) '' xl:g(x2) para algum

g € G.

A definição 6.4 pode ser.expressa em termos de Órbi-
tas. A estatística t é invariante com respeito a G se for cons

tante nas Órbitas de X; é maximal se além de ser constante, as-

sume diferentes valores para diferentes Órbitas.

No. caso do modelo P ser invariante com respeito a G ,

define-se um grupo de transformações G em A . Portanto e possí-

vel aplicar as definições acima para 0(X) , o parâmetro de inte-
resse. Assim 0(À) é uma função de À invariante com respeito a G

se o(À)=o(ê(x)), V gcê , V X € A . Observe que neste caso,qual:

do os dados sofrem uma transformação g, causando uma transforma

ção ã em X, o parâmetro de interesse 0 permanece o mesmo (inva-

riante) e segundo o .princz'pio de invariânci.a os dois modelos ,

original e transformado, derem fornecer as mesmas i.nformações sg

bre 0 . Logo, a regra de decisão deve ser também invariante com

respeito a G jã que se deva chegar ã mesma inferência com qual-

quer dos dois modelos.

DEFINIÇÃO 6.4 - Uma função t(x) é 

(i) invariante com respeito a G se t(g(x))=t(x) 

V x 6 X, V g 6 G. 
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(ii) maximal invariante . com respeito a G. se é inva

riante e se t(x1)=t(x2) + x1=g(x 2) para algum 

g 6 G. 

A definição 6.4 pode ser .expressa em termos de Órbi

tas. A estatística t é invariante com respeito a G se for cons 

tante nas Órbitas de· X; é maximal se além ~e ser constante, as

sume diferentes valores para diferentes Órbitas. 

No caso do modêlo P ser invariante com respeito a G , 

· define-se um grupo de transformações G em A • Portanto é possí

vel aplicar as definições acima para 0(À), o parâmetro de inte

resse. Assim 0(À) é uma função de À invariante com respeito a G 

se 0 (À) = 0 ( g (À) ) , V g 6 G , V À 6 A • Observe · que neste caso, qu~ 

do os dados sofrem uma transformação g, ·causando uma transforma 

ção g em À, o parâmetro de interesse 0 permanece o mesmo (inva

riante) e segundo o _princípi6 de invariância os dois modêlos 

original e transformado, devem fornecer as mesmas informações so 

bre e . Logo, a regra de decisão deve ser também invariante com · 

respeito a G já que se deva chegar ã mesma inferência com qual

quer dos dois modêlos. 
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DEFINIÇÃO 6.5 - Seja P invariante com respeito a G . A estatí2

teca t é l-suficiente com respeito a 0 se

(a) 0(À) é uma função maximal invariante com respei

to a

(b) t é uma estatística maxi.mal invariante com res

peito a G

Veremos como as condições (a) e (b) satisfazem as su

posições de simplicidade e informação, expostos no Capítulo l

TEOREMA 6.1 - A estatística t(x) é maximal invariante com res-

peito a G, então a função h(x) é invariante com respeito a G se
e somente se h(x) é uma função de t(x)

Demonstração

(:n,) Sejam x]' x2€X t.q t(x].):t(x2)

Então ggeG t.q xl:g(x2) (t maximal invariante)
Plante, portanto

h(xl) : h(g(xl)) : h(g(x2)) : h(x2)

Mas h é inva

Logo h é uma função de t

( n-- ) se h(x)=s (t(x)) então

h(g(x)) =s(t (g(i))) =s (t(x))=h (x)

h é invariante com respeito a G

c.q.d
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DEFINIÇÃO 6.5 - Seja P invariante com respeito a G. A estatís 

tica t é !-suficiente com respeito a 8 se 

(a) 8(À) e uma função maximal invariante com respei

to a G 

(b) t é uma estatística maximal invariante com res

peito a G . 

Veremos como as condições (a) e (b) satisfazem as su

posições de simpiicidade e informação, expostos no Capítulo 1 , 

TEOREMA 6 .. 1 - A estatística t(x) é maximal invariante com res-

peito a G, então a função h(x) é invariante com respeito a G se 

e somente se h(x) é uma função de t(x). 

Demonstração: 

Então 3: gEG t.q x
1

=g(x 2) (t maximal invariante). Mas h e 1nva 

. riante, portanto 

Logo h é üma função de t. 

( < · ) se h(x)=s(t(x)) então 
' . 

h(g(x))=s(t(g(i)))=s(t(x))=h(x) 

h é invariante com respeito a G. 

c.q.d. 
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Note então que toda estatística invariante é função

da estatl'stica maximal invari.ante. Isto fica evidente quando pel

cebe-se que a estatística maximal invariante é a única estatís-

ti.ca invariante que consegue distingui.r duas órbitas especifi-

cas. Portanto se o modelo é i.nvariante com respeito a G e acei-

ta-se trabalhar apenas com estatz+sticas invariantes, a estatx's-

tica maximal invariante é a que contém mais informação com res-

peito a 0, dentro dessa classe. A estata+5tica maximal invaria2

te parece ser uma boa candidata ã definição de l-suficiência.Re2

ta sabei' se sua distribui.ção depende apenas de 0. Este resulta-

do é obtido através do teorema abaixo.

TEOREMA 6.2 - Seja P invariante com respeito a G e 0ot) uma

função invariante maximal com respeito a G. Neste caso, se h(x)

é invariante com respeito a G, a distribuição de h(x) depende g.

penas de 0 (À)

Demonstração Para qualquer ACX, fixado tem-se

P [h(x)GA /À] p jh (g (x) )G A/À] (invariância de h)

p [h (x) GA/Ê (À) ] (invariância de P)

Portanto PEh(x)eA / À ll é uma função de À invariante

com respeito a G .

Apl icando o Teorema 6 . 1

0(X) invariante maxi.mal com respeito a G ,

PEh(x)GA /Xll invariante com respeito a G ,
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Note então que toda estatística invariante é função 

da estatística maximal invariante. Isto fica evidente quando pe! 

cebe - se que ·a estatística maximal invariante é a Ünica estatís

tica invariante que consegue distinguir duas Órbitas específi

cas. Portanto se o rnodêlo é invariante com respeito a G e acei

ta-se trabalhar apenas com estatísticas invariantes, a estatís

tica maximal invariante é a que contém mais · informação com res

peito a 0, dentro -dessa classe. A estatística maximal invarian 

te parece ser urna boa candidata à definição de I-suficiência.Res 

ta sabei se sua distribuição depende apenas de e. Este resulta

do é obtido através do teorema abaixo. 

TEOREMA 6.2 - Seja P invariante com respeito a· G e B(\) urna 

função invariante maximal com respeito a · G. Neste caso, se h(x) 

é invariante com respeito a G, a di$tribuição de h(x) depende a 

penas de 8(\). 

Demonstração - Para qualquer A ÇX, fixado tem-se 

(invariância de h) 

(invariância de P) 

Portanto P [h (x) €A / À 1 é uma função de À invariante · 

-
com respeito a G. 

Aplicando o Teorema 6.1: 

8(>..) invariante maximal com respeito a G, 

P(h(x)6A -/>..] invariante com respeito a G 
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então PEh(x)eA/À] é função apenas de 0(À)
c.q.d

Em resumo, a conde.ção de que 0(À) seja invariante ma-

ximal com respeito a G juntamente com i.nvariânci.a de t garantem

que a distribuição de t dependa apenas de 0 e consequentemente

que as inferências sobre 0 podem ser feitas utilizando-se o mo-

delo marginal de t. A exigência de que t seja maximal esta Tela

cionada ao fato de t ser a estatística invariante com mais ].n-

formaçãl) sobre 6

Alguns exemplos de l-insuficiência são apresentados a

seguir

EXEMPLO 2 . 3 - (continuação)

Seja(xl'..',Xn) a.c's da N(u,az)

Considere o grupo G de transformações de IRn em IRnem

que ga(xl'..',Xn):(xl+a,''',Xn+a), a G]R

A este grupo esta associado o grupo G de transfolmaçoes

de (IR,]R+) em (IR,]R+) em que ga(p,a):(u+a,a)

Alguns resultados podem ser observados:

l

2

P é invariante com respeito a G

O espaço parametrico de (U,a) é o produto cartesig
no dos espaços de p e de a. Observe que G deixa

a invariante e age transitivamente em u. Por-

tanto.uma órbita de O,a) é o conjunto

então P [h (x)~A / \] é função apenas de 0 (À) • 

c.q.d. 

()() 

Em resumo, a condição de que 0(À) seja invariante ma

ximal com respeito a G juntamente com invariância de t garantem 

que a distribuição de t dependa apenas . de 0 e consequentemente 

que as inferências sobre e podem ser feitas utilizando-se o mo

dêlo marginal de t. A exigência de que t seja maximal estárela 

cionada ao fato de t ser a estatística invariante com mais in

formaçãó sobre e 

Alguns exemplos de I-insuficiência sao apresentados a 

seguir. 

EXEMPLO 2.3 - (continuação) 

Seja (x 1 , ... ,xn) 
2 

a.c.s da N(µ,0 ). 

Considere o grupo G de transformações de IR.n em IRn em 

que g (x1 ,~ .. ,x )=(x1+a, ... ,x +a), aEIR. 
a n n 

A este grupo está associado o grupo G de transfonnações 

de (IR,IR ) em (IR.,IR.) em que g (µ,0)=(µ+a,0). 
+ + a 

Alguns resultados podem ser observados: 

1. P é invariante com respeito a G • 

2. - O espaço paramétrico de (µ, cr) é o produto cartes ia 

no dos espaços deµ e de 0. Observe que G deiia 

0 invariante e age transitivamente emµ. Por-

tanto,uma 6rbita de ~,0) é o conjunto 



{(u,a) ; u G]R } , logo a distingue todas as Órbi.

tas e é .invariante maximal com respeito a G

3. A estatística t=(xl-i,...,x.-;) é invariante maxi

mal com respeito a G. Note que, t(g(x))=t(x),VgGG

e que se t(x)=t(x') existe a=í-i' tal quega(x'):x

Dos três resultados segue que t=(xl-i,
é l-suficiente com respeito a a

Uma vez que S2 é suficiente com respeito a a, no modo.

lo marginal de t, é possível reduzir-se mais uma vez para o mo-

dêlo de Sz'

i)X
n

O mesmo resultado é obtido se a redução por suficiên-

cia (Fisher) antecede a redução por l-suficiência, ou seja, se
trabalhamos com o modelo de (i,Sz). Em qualquer um dos procedi-

mentos obtém-se a estatz'stica Sz como aquela que contem toda a

informação relevante sobre a

EXEMPLO 6.1 .- Seja uma amostra de tamanho n da normal bivaria-

da de parâmetro À=(UI'p2'al'a2,p ) desconhecido. O parâmetro de

interesse é o coeficiente de correlação p. Veremos que a cor-

relação amostral r é l-suficiente com resi)eito a p.

Uma primeira redução do modelo é considerada;trabalha

renos com a estatÍsti.ca suficiente t = (;1';2,E(xli'il)ú,E(x2i-i2)ó,

E(xli-tl)(x2i-R2)

Zz"i;i'll:SEi)2 E(x2i-i2)2

)

() 1 

{ (µ,o) ;· µ E 1R} , logo a distingue todas as Órbi

tas e é invariante maximal com res~eito a~ 

3. A estatística t=(x 1-i, ... ,~n-i) é invariante maxi 

mal com respeito a G. Note que, t(g(x))=t(x) ,V g~G 

. e que se t(x)=t(x') existe a=x-x' ta 1 que g (x ' ) =X . 
a 

Dos três resultados segue que t=(x 1-x, ... ,xn-x) 

é !-suficiente com respeito a a. 

Uma vez que s2 é ;uficiente com respeito a a, no modª 

lo marginal de t, é possível reduzir-se mais uma vez para o mo

dêlo de s2 . 

O mesmo resultado é obtido se a redução por suficiên

cia (Fisher) antecede a redução por !-suficiência, ou seja, se 

trabalhamos com o modêlo de (i,S 2). Em qualquer um dos procedi

mentos obtém-se a estatística s2 como aquela que contem toda a 

informação relevante sobre a . 

EXEMPLO 6.1 - Seja uma amostra -de tamanho n da normal bivaria

da de parâmetro À=(µ 1 ,µ 2 ,o1 ,o2,p) desconhecido. O parâmetro de 

interesse é o coeficiente de correlação p. Veremos que a 

relação amostral ré !-suficiente com respeito a p. 

cor-

Uma primeira redução do modêlo é considerada;trabalh~ 

remos com a estatística suficiente t 

) 
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Considere o grupo de transformações de locação e escg.

la agi.ndo separadamente em dada componente da amostra,porém idem.

ticamente , isto é ,

G {ga,b;a:(al'a2) e b:(bl'b2); aGR+ e b€1R'}

onde

gqb(xli'x2i):(alxli+bl'a2x2i+b2), i:l,
,n

Ao grupo G está associado o: grupo G

b=(bl'b2),ae [R=j- , bGIR&} , onde

a=(al,a2),

ga,b(UI'u2'al'a2'p):(alul+bl'a2u2+b2'alal'a2a2'p )

Tem-se então que o modelo P é invariante com respeito

a G . O parâmetro p é i.nvariante maximal com respeito a G, pelas

mesmas razões que no exemplo anterior, ou seja, p e

(ul'u2,al'a2) são de variação independente e G age transitívame2

te em (ul'u2,al,a2) e deixa p i.nvariante. A estatística invari-
ante maximal com respeito a G é

E (xli-ÍI) (x2i-Í2)

E (xli-ÍI)' E(x2i-i12)

pelas mesmas razões anteriores.

Logo, o coeficiente de correlação amostral r é l-sufu

ciente com respeito a p.

No próximo capítulo (senão 7.6),uma interpretação BaylÊ

si.ana seta analisada para o metodo descrito acima

Considere o grupo de transf6rmaç6es de locação e esca 

la agindo separadamente em ~ada componente da amostra,por~m iden 

ticamente, isto e, 

e b E ffi 2 } 

onde 

Ao grupo G esti associado o. grupo G = {gab; a=(a1 ,a 2), 

b=(b 1
,b 2),aE::TR: - , bEIR 2 } , onde 

Tem-se então que o modêlo Pé invariante com respeito 

a G. O parâmetro pé invariante maximal com respeito a G, pelas 

mesmas razoes que no exemplo anterior, ou seja, p e 

(µ
1

,µ 2 ,a
1

,a2) sao de var1açao independente e G age transitivamen 

te em (µ
1

,µ 2 ,a
1

,a 2) e deixa p invariante. A estatística invari

ante maximal com respeito a G é 

r = 

pelas mesmas razoes anterior~s. 

Logo, o coeficiente de correlação amostral ré I-sufu- · 

ciente com respeito a p. 

No próximo capítulo ( seção 7. 6) , uma interpretação Bay~ 

siana seri analisada para o método descrito acima. 
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CAPITULO 7

blÉTODO BAYESIANO

7 .1 Suficiência bíarginal e Ancilaridade blarginal

Um Bayesiano B não tem dificuldades conceituais em f2

zer inferências sobre um subparâmetro o(X)

Da mesma forma que o estatz'suco clássico seus dados x

dependem de uma quantidade desconhecida X e esta relação é dada.

em termos da função de verossi.milhança p(x/À)

O Bayesiano B utiliza a função de verossimilhança pa-

ra transformar. a opinião a priori sobre À. especificada.por B

en termos da priori m(À) , na opinião a posteriori dada em tetlnos

da distribuição a posteriori de x. isto ê,

R (X) P(x/X)
n(À/x) = a R(À)P(X/À) .

n ( x) p (x/x) dÀ

X

G3 

CAPITULO 7 

M~TODO BAYESIANO 

7.1 - Sufici;ncia Marginal e Ancilaridade Marginal 

Um Bayesiano B nao tem dificuldades conceituais em fa 

zer inferincias sobre um subparimetro a(A) . . 

Da mesma forma que o estatístico clássico seus dadosx 

dependem de um.a quantidade. desconhecida A e esta relação é dada · 

em termos da função de verossimilhança . p(x/A). 

O Bayesiano B utiliza a função de verossimilhança pa

ra transformar~ 6piniio a priciri sobre A, especificada . por B 

em termos da priori rr(A), na opinião a posteriori dada em termos 

da distribuição a posteriori de A, isto é, 

II (>./x) 
II (Ã) p (x/ Ã) 

= .------ ·a Il(A)p(X/À) ■ 

J II(Ã)p(x/Ã)d>. . 

À 
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Se o(À) é seu parâmetro de interesse, B simplesmente

calcula a distribuição marginal posteriori de o(x) , n(o/x) , in-

duzida por n(À/x)

No desenvolvi.mento do método acima não foi necessário,

em nenhum momento, especificar o parânetro nuisance +. No entag

to, para simplificar o trabalho de B em especi.ficar a prior.i

n(X) , pode-se proceder a uma escolha do parâmetro +.. Assim, pa-

ra uma dada escolha de +,a pri.ori de B para X pode ser dada co-
ma

e

n (À) = n (o) .a(+/o) onde

n(o) é a distribuição a pri.ori marginal para o, a qua].

é facilmente especificada e n(+/o) a distribui.ção conde.cional a

priori de + dado o, a qual não é f-acilmente especifi.cada e de-

pende da escolha de +

Neste caso, a distribuição a poster.iori de o, n(o/x)é

dada por
[1]

n(0, +/X) a R (0 . +) .P(X/0 ,+)

nCO/x) a l a(o).a(+/o).PCx/o,+) d+

[1] A proporcionalidade.é usada com base no Princt'pio :da Veross.L
mílhança (ou Sua.ciência) yma vez que o fatos de proporciona
cidade não depende dos parâmetros.
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Se 0 ( >.) é seu parâmetro de interesse, B simples men t e 

calcula a distribuição· marginal posteriori de 0 (>.), rr (0/x), in

duzida por rr(>./x). 

No desenvolvimento do método acima nao foi rtecessirioi 

em nenhum momento, especificar o parimetro nuisance 4. No enta~ 

to, para simplificar o trabalho de Bem especificar a priori 

n(>.), pode-se proceder a uma esccilha do parimetro •: Assim, pa- . 

ra uma dada ~scolha de • , a priori de B para~ pode ser dada co-

mo: · 

II(>.) = II(0) .II(<j>/0) onde 

rr(0) é a distribuição a priori marginal para 0, a quál 

é facilmente especificada e n ( <j> /0) a . dis .tribuição condicional a 

priori di • dado 0, a qual nao i facilmente especificada e de

pende da escolha de•· 

Neste caso, a distribuição a posteriori de 0, rr(0/x)é 

dada por: [1] 

[1] 

,. . . 

rr(0,4>/x) a n(0,4>) .p(x/0,$) 

n (é/x) a Jn(0),n(o/0).p(x/0,0J .do= 

A proporcionalidade é usada com base no Princfpio da Vetos~i 
milhança (ou Suficíência) uma vez que o fator de p·roporcion~ 
lidade não depende dos parâmetros. 
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:n(o) l p(x/o.+)n(+/o) d+

. [2]
:n (o) . p(x/o)

onde p(x/o) define a distribuição dos dados x, dependendo apertas

de o, para B. pois envolve sua opinião subjetiva sobre +lo,
n(+/o) . Essa distribuição é chamada de modelo maTEi.nal para o

Bayesiano B e exprime (para B) a relação entre os dados x e o

parâmetro de interesse o. Tendo. em mãos seu modelo marginal, B

defi.ne facilmente a posteriori de O utilizando a priori n(O)

Do ponto de vista do Bayesiano B, a distribui.ção Í;(x/O)

é tão boa quanto qualquer outra função de verossimilhança. No

entanto, quando toda comunidade estatística é envolvida não :tã

concordância com p(x/o) em vista da subjetividade introduzidapa

n(4,/o) , ou seja, Bayesianos com diferentesn(+/o) definem difeim

tes modelos marginais

O próximo passo é tentar encontrar umadefinição de s.g

ficiência parcial com respeito a o, que esteja de acordo com o

ponto de vista Bayesiano. Este problema não tem interesse imedia

to para o Bayesiano B, pois ele não tem dificuldades conceituais

en trabalhar com o modelo indexado por X. O objetivo de se eixo.E

trai tal definição é principalmente a comparação com os métodos

clássicos e uma simplificação do trabalho do Bayesiano

[2] A natação p(x/o) significa.que eliminamos por integração o
parâmetro iluisance + do modelo p(x/o,+)
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=n(0) J p(x/0,~)rr(~/0) d~= 

- [2] 
= n ( 0) • p ( x/ 0) 

onde p(x/0) define a distribuição dos dados x, dependendo apenas 

de 0, para B, pois envolve sua opinião subjetiva sobre ~10, 

rr(~/0). Essa distribuição é chamada de modelo marginal para o 

Bayesiano B e exprime (para B) a relação entre os dados x e o 

parâmetro de interesse 0. Tendo . em mãos seu mo<l~lo marginal, B 

define facilmente a posteriori de 0 utilizando a priori IT(0). 

Do ponto de vista do Bayesiano B, a distribuição p(x/0) 

ê tão boa quanto qualquer outra função de verossimilhança. No 

entanto, quando toda comunidade estatística é envolvida não :1á 

concordância com p(x/0) em vista da subjetividade introduzidap:r 

rr (~/0) , ou seja, Bayesianos com diferentes rr ( 4>/0) definem diferm 

tes modelos marginais. 

O próximo passo é tentar encontrar urmdefinição de su 

ficiência parcial com respeito a 0, que esteja de acordo com o 

ponto de vista Bayesiano. Este problema não tem interesse imeclia 

to para o Bayesiano B, pois ele não tem dificuldades conceittruS 

em trabalhar com o modelo indexado por Ã. O objetivo de se en:nn 

trar tal definição- é principalmente a comparação com os métodos 

clássicos e urna simplificação do trabalho do Bayesiano. 

[2] A notação p(x/0) significa que eliminamos por integração o 
parâmetro nuisance ~ do modelo p(x/0.~). 
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A suficiênci.a de uma estatística t com respeito a o Ua

unte que não haja perda de informação ao se trabalhar apenasoan

o modelo de t. As definições de suficiência e ancilaridade, se-

gundo a visão Bayesiana têm como base a ideia acima, ou seja ,

de se ter a mesma ''i.nformaçâo'' (distribuição a posters.ori) so-

bre o a partir do modelo original de x ou do modelo de t

Elas são definidas a partir do modelo marginal p(x/o)

e portanto dependem da escolha de n(+/o) (ou de B) , mas não de-

pendem de n(o)

DE!!.l!!ç4Q..Z..l - A estatística. t é marginalmente suficiente com

respeito a o(para B) , se t for sufici.ente com respeito a o nona

de].o marginal p(x/o)

DEFINIÇÃO 7.2 - A estatÍsti.ca t é marginalmente ancilar com re.!

peito a o(para B), se t for ancilar com respeito ao no modelonw

ginal p(x/o) .

Trabalhar-se-ã apenas com a definição de suficiênci.a

marginal pois os resultados para ancilaridade marginal seguempor

analogia.

Seja t marginalmente suficiente apara B) com respeito
a O. Neste caso a distribuição posteriori de o depende apenas de

t Oois

n(o/x)an(o).P(x/o): R(o)a(x)i;Ct/o)aR(o)p(t/o)
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A suficiência de uma estatística t com respeito a 0 ~ 

rante que não haja perda de informação ao se trabalhar apenascon 

o modelo de t. As definições de suficiência e ancilaridadc, se

gundo a visão Bayesiana têm corno base a idéia acima, ou seja , 

de se ter a mesma "informação" (distribuição a posteriori) so

bre 0 a partir do modelo original de x ou do modelo de t. 

Elas sio definidas a partir do modelo marginal p(x/0) 

e portanto dependem da escolha de rr ( <P/0) (ou de B) , mas não de

pendem de rr ( 0) • 

DEFINIÇÃO 7 .1 - A estatística. t é marginalmente suficiente com 

respeito a 0(para B), se t for suficiente com respeito a 0 mm 

delo marginal p(x/0). 

DEFINIÇÃO 7.2 - A estatística t é marginalmente ancilar com re~ 

peito a 0 (para B) , se t for ancilar com respeito a 0 no modelo rrar 

ginal p(x/0). 

Trabalhar-se-á apenas com a definiçio de suficiência 

· marginal pois os resultados para ancilaridade marginal seguernJX)r 

an~logia. 

Seja t ma~ginalmente suficiente (para B) com respeito 

a 0. Neste caso a distribui~io posteriori de 0 depe~de apen~ de 

t pois: 

n(e/x)arr(e) .p(x/0) = rr(0)a(x)p(t/0)an(0)p(t/0). 
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e coincide com a posteriori de o. calculada a partir do modelo

da estatÍsti.ca t

Basta ver que

n CO/t)aR (0) P(t/o,+) d+ : n (o)
+

i;(t/o)

Concluindo, se t é margi.nalmente suficiente (para B) ,

pode-se trabalhar com o modelo reduzido de t sem que haja perda

de informação sobre o, isto porque consegue-se a mesma distribi:g.

ção a posteriori que no caso de se trabalhar com o modelo ong.i

nal dos dados

O Bayesiano B desfruta de vantagens das definições a-

cima, uma vez que os cálculos a partir do modelo reduzido, p(Vx),

ficam simplificados. Contudo, cluando B descobre que t é margiin].

mente suficiente com respeito a o, esta informação não tem mais

utilidade: ou ele jã calculou a posteriori de o, a partir de

p(x/À) e observou que depende apenas de. t. ou calculou o modelo

$(x/o) e observou que t é suficiente com respeito a O neste mo-
delo.

Da comparação com os metoaos clássicos veremos que u

modelo p(x/x) e a priori n(x) devem satisfazer certas. condições

para que as definições 7.1 e 7.2 sejam satisfeitas. Conhecendo

estas propriedades o Bayesiano B pode trabalhar com o modelo rS.

duzido sem que antes tenha que fazer cálculos que tornariam inE

tais as definições acima citadas
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e coincide com a posteriori de 0, calculada a partir do modelo 

da estatística t. 

Basta ver que 

n(0/t)an (0). Jp(t/0,.)d• = n(0) ~(t/0) 

~ 

Concluindo, se t é marginalmente suficiente (para B), 

pode-se trabalhar com o modelo reduzido de t sem que haja perda 

de informação sobre 0, isto porque consegue-se a mesma distriliui 

çao a posteriori que no caso de se trabalhar com o modelo origl 

nal dos dados. 

O Bayesiano B desfruta de vantagens das definições a

cima, uma vez que os ~áiculos a partir do modelo reduzido, p(VA), 

ficam simplificados. Contudo, quando B descobre que t é rnargira_! 

mente suficiente com respeito a 0, esta informação não tem mais 

utilidade: ou ele já calculou a posteriori de 0, a partir de 

p(x/A) e observou que depende apenas de t, ou calculou o modelo 

p(x/0) e observou que t é suficiente com respeito a 0 neste mo 

delo. 

Da comparaçao com os métodos clássicos veremos que o 

modelo p(x/À) e a priori Il(À) devem satisfazer certas . condições 

para que as definições 7.1 e 7.2 sejam satisfeitas. Conhecendo 

estas propriedades o Bayesiano B pode trabalhar com o modelo re 

<luzido sem que antes tenha que fazer cálculos que tornariam inú 

teis as definições acima citadas. 
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7 . 2 Suficiência de Fisher e Suficiência l.marginal

Se t é suficiente com respeito a À então para qual(lua

priori n(x) (para qualquer Bayesiano B) . t é marginalmente sufÂ.

ciente com respeito a o. Baeta ver que

õ(x/o) : l p(x/o,+)ii(+/o) d+ :

t)p(t/o,+) n(+/o)d+ :

= P(x/t) l p(t/o,+)n(+/o) d+

Portanto t é suficiente com respeito a 3 no modelo mar

final p(x/O) para qualquer pri.ori nC+/o) col\siderada

Este resultado é lógico pois se t é suficiente com

respeito a À o modelo reduzido contém toda informação sobre À e

consequentemente sobre O. Assim, tanto os estatísticos clássicos

quanto os Bayesianos concordam em que não estão perdendo infor-

mação sobre o ao se trabalhar com o modelo reduzido p(t/X) . P2
ra os clássicos ainda fica o problema da eliminação do parãmeao

nulsance

+

+

+

7 .3 S-Suficiência e Suficiência }4arginal

A defi.feição de S-suficiência de t com respeito a o e-

xige que o e + sejam de variação independente. Este conceito e

uma maneira que o estatístico clássico encontra para expressar a

ideia de que + não contém informação sobre O. Para um Bayesiano
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7.2 - Sufici~ncia de Fisher e Sufici6ncia Marginal 

Se t é suficiente com respeito a À então para qualquer 

priori íl(À) (para qualquer Bayesiano li), t é marginalmente sufi 

ciente com respeito a 0. Basta ver que: 

p(x/0) 

p(x/t)p(t/0,$)IT($/0)d~ = 

= p(x/t) f p(t/0,t)rr(~/0) d~ . 

• 
Portanto t é suficiente com respeito a 3 no modelo mar 

ginal p(x/0) para qualquer priori rr(~/0) considerada. 

Este resultado é 16gico pois se t é suficiente com 

respeito a À o modelo reduzido contém toda informação sobre À e 

consequentemente sobre 0. Assim, tanto os estatísticos clássicos 

quanto os Bayesianos concordam em que nao estão perdendo infor

maçao sobre 0 ao se trabalh~r com o modelo reduzido p(t/Ã). Pa 

ra os clássicos ainda fica o problema da eliminação do parâmetro 

nuisance. 

7.3 - S-Suficiência e Suficiência Marginal 

A definição de S-suficiência de t . com respeito a 0 e-

xige que 0 e t sejam de variação inde~endente. Este conceito -e 

urna maneira que o estatístico· clássico encontra para express~a 

idéia de que t não contém informação sobre 0. Para um Bayesiano . 
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esta ideia é facilmente explicitada em terei\os da independência

entre o e +, poi.s para ele o e + são (tecnicamente) variáveis .g

leatõrías

Seja t uma estatística S-suficiente com respeito a o

e o e + a priori independentes. Neste caso t é marginalnente SE

ficiente com respeito a o , pois

i; ( x/o ) P (x/ À ) n ($/o) d$

P(t/o) n(+) d+

A conclusão que se. pode .tirar, ê que para Bayesiano s

com orioris independentes para o e $, as inferências sobre o pg

dem ser fei.tas utilizando-se apenas a parte do modelo que depe:

de de o, ou seja, no caso de S-suficiência p(t/o) . Os resultados

para S-ancilaridade são análogos

A próxima seção Continua esta discussão generalizando

o conceito de S-suficiência, pois muitas vezes a função de ve-

rossimilhança pode ser fatorada em duas funções una dependendo

apenas de Q e outra dependendo apenas .de +, sem que essas fun-

ções sejam modelos probabilz'sucos com relação aos dados.

7 .4 Parâmetros não Relacionados

No i.vício. foi colocado que como o interesse.S

ram apenas as inferências sobre Q, deveríamos isolar a parte da
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esta .idéia é facilmente explicita<la em termos ela independência 

entre 0 e•• pois para êle 0 e• sao (t6cnicamente) vari;vcis a 

leatórias. 

Seja t uma ~statfstica S-suficicnte com respeito a 0 

e 0 e• a priori independentes. Neste caso t é marginalmente su 

ficiente com respeito a 0, pois: 

p(x/0) = f p(x/>.).rrC•le) d• 
• 

= p ( t / 0) • f p ( x/ t , .• ) . rr ( </l) d </l 

• 
A conclusão que se pode tirar, é que para Bayesiano s 

com urioris independentes para 0 e </J, as inferências sobre 0 P2 

dem ser feitas utilizando-se apenas a parte do modelo que depc~ 

d e d e 0 , ou s e j a , no caso d e S - s u f i c i ê n c ia p ( t / e ) . Os r e s u 1 t ado s 

para S-ancilaridade são análogos. 

A próxima seçao tontinua esta discussão generaltzando 

o conceito de S-suficiência, pois muitas vezes a função de ve

rossimilhança pode se.r fatorada em duas funções uma dependendo 

apenas de 0 e outra dependendo apenas de•• sem que essas fun

ções sejam modelos probabilísticos com relação aos dados. 

7.4 Parâmetros nao Relacionados 

No início, foi colocado ·que como o interesse e 

ram apenas as inferências sobre 0, deveríamos isolar a parte da 
. . 
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informação sobre o. Para isto é importante que o e + sejam nao

''relacionados'', de alguma maneira. de modo que + não contenha iB

formação sobre o. Em BasuE1977] , temos uma definição de ''não rg

lacionamento''

Seja a família de distribuições ã priori em A:®x + ,

independentes i.sto ê3

no : {n(À) n(0) .R(+) ; Oee, +€0 }

DEFINIÇÃO 7.3 - os parâmetros o e + são não-relacionados relata

valente ao modelo P se.para toda prioriKe no e para todo xeX

a dist. ã posteriori n(x/x) € no

Em outras palavras temos (lue o e + são não relaciona-

dos relativamente ao modelo P se distribuições ã priori i.ndepe2

dentes para o e '} gerarem distribuições ã posteriori independen

tes. Vamos analisar agora para que tipo de modelo esta definição

é satisfeita.

TEORES.{A 7.1 - Os parâmetros o e + são não relacionados relativa

mente ao modelo P se e somente se a função de verossimilhança se

fatora como

[1]
p(x/o ,+) : A(x,o) B(x,+)

[1] Note que as funções.A(xlo) e B(x,+) não s.ão necessariamen' ' te novelos de probabilidade.
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informação sobre 0. Para isto é importante que 0 e• sejam nao 

"relacionados", de alguma maneira, de modo que• nao contenha in 

formação sobre 0. Em Basu[1977J, temos uma definição de "não re 

lacionamento". 

Seja a família de distribuições à priori em /\.=ex • , 

independentes isto é, 

II = {II(À) = n(0).IIC•) 
o 

DEFINIÇÃO 7.3 - Os parimetros 0 e• sao não-relacionados relati 

vamente ao modelo P se para toda priori rr E rr
0 

e para todo xEX 

-a dist. a posteriori ·II(À/x) € II 
o 

Em outras palavras temos que 0 e• sao nao relaciona

dos relativamente ao modelo P se distribuições à priori indepe~ 

dentes para 0 e • gerarem distribuições à posteriori indcpen~ 

tes. Vamos analisar agora para que tipo de modelo esta definição 

-e satisfeita. 

TEOREMA 7.1 - Os parâmetros e e• sao nao relacionados relativa 

mente ao modelo P se e so~ente se a função de verossimilhança se 

fatora como 
. [1] 

= A(x,0) B(x,•) 

[1] Note que as f~nções A(x, 0) e B(x,•) não s.ao necessariamen
te modelos de probabilidade. 
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Dljljgjg!!BÇÃO - Se p(x/o ,'P) A(x .O) B (x, +) então

ll(O,+/x) : l A(x.O)n(O)dO l BLX,$1nt$JaQ
J. J .

n (o/x) n (+/x)

Da mesma maneira, se

a(0,+/x) n(o/x)n(+/x) a P(X/O,+)a(o)n(+)

então p(x/o,+) deve se fatorar como A(x,O) B(x,+)

c.q.d

Fi.ca fácil reconhecer quando o parâmetro de interesse

o é não relacionado com o parâmetro nuisance 4'. Basta verificar

se a função de verossimilhança se fatora como acima e se a przg.

ri pertence a ao' Se isto acontece o trabalho do Bayesiano e

simplificado pois não é necessário especificar a priori para +

e além disso a posteriori de o é calculada a partir do fatos da

verossimilhança que depende apenas de .o, ou seja,

n(o/x) ACx , o) !:(9)
ACx , 0) n (o) do

®

É claro que se t é S-suficiente com respeito a o e

Rea.. os parâmetros o e + são não relacionados. O que o teorema
A n... .,.Hn n;n nx-Sstir ta.l estatística t e mesmo as'coloca7 l

DEMONSTRAÇÃO 

A(x,0) TI (0) 

! A (x, 0) TI ( 0) de 

e 

= TI(e/x) TI(cp/x) 

Da mesma maneira, se 

j B(x,cp)rr(cp)dcp 

i 

rr(0,cp/x) = n(0/x)rr(cp/x) a p(x/0,cp)rr(0)rr(cp) 

então p(x/0,cf>) deve se fatorar como A(x,0) B(x,cp). 

c.q.d. 
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Fica fácil reconhecer quando o parâmetro de interesse 

0 i nao relacionado com o parâmetro nuisance cp, Bas~a verificar 

se a função de verossimilhança se fatora como acima e se a pri~ 

ri pertence a n . Se isto àcontece o trabalho do Bayesiano 
o 

simplificado pois não é necessário especificar a priori para 

-e 

e além diiso a posteriori de 0 é cal~ulada a partir do fator da 

verossimilhança que depende apenas de 0, ou seja, 

Il(0/x) = A(x,0)TI(0) 

JACx,0)n(0)d0 

<a> 

~ claro que se t é S-suficiente com respeito a 0 e 

n6n
0

, os parâmetros 0 e cp são não relacionados. O que o teorema 

7 .1 coloca é que- p.ode nao existir tal estatística t e mesmo as-
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sim a verossimilhança se fatorar em duas partes. uma dependendo

de o, A(x,o), e outra de +, B(x,+). iqeste caso A(x,o) e B(x, + )

não são modelos probabilísticos e é i.mposszvel para o estatl'sti

co clássico trabalhar apenas com A(x,O) ou B(x.+)

Antes de se analisar alguns exemplos deste resultado,

são feitas algumas considerações assintÓticas

Uma objeção ao resultado acima, é o fato de considerar

-se independência a pri.ori. Muitas vezes é difz'cil julgar que

as prioris para o e 'b sejam independentes. Entretanto para amor.

trás grandes sabe-se que a força da verossimilhança é grande e

tende a anular as informações da priori. Se neste caso a função

de verossimilhança se fatorar como. no teorema 7.1 asposterio ris

de o e + tendem a ser independentes

EXEMPLO 7.1 Tábua de vida com retirada

Este exemplo pode. ser encontrado em Lindleyl197q

Um numero n de indivz'duos ê observado durante um pelib

do de tempo. Sem perda de generalidade podemos supor este períg

do [0,1] . A cada indivz'duo estão associadas duas variáveis su-

postas independentes; t.l o tempo de vida do indivz'duo no inter-

valo [0,11 e t2 o tempo até a retirada em [0,1]. As variãveis18
een . . .qe +l n e.l .. .. . :.]A...A'=nn-n.\H.Ó-lA .]=,,ra diferentes

tribux'das.LiJ

[1] Outros enfoques podem ser considerados neste.problema: Por
' exemplo considerar tl , o tempo de morte devido.a uma.doença

e to'l o tempo de morte devido a outra doença. Ou,ainda, .pa-
ra Úna maquina composta de duas componentes em série indepeB
dentes, t. seria o tempo de falha da primeira componente e
t2 o teinpõ de falha da segunda componentes.

In IVI U
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sim a verossimilhança se fatorar em <luas partes, uma dependendo 

de 0, A(x,0), e outra de ~. B(x.~). ifoste caso A(x,0) e B(x, ~) 

nio sio modelos probabilísticos e é. impossível para o estatísti 

co clássico trabalhar apenas com A(x,0) ou B(x.~). 

Antes de se analisar alguns exemplos deste resultado, 

sao feitas algumas considerações assintóticas. 

Uma objeção ao resultado acima; é o fato de considerar 

-se independincia a priori. Muitas vezes é difícil julgar que 

as prioris para 0 e~ sejam ind~pendentes. Entretanto para amos 

tras grandes sabe-se que a força da verossimilhança é grande e 

tende a anular as informações da priori. Se neste caso a função 

de verossimilhança se :f;atorar como . no teorema 7 .1 as posterio ris 

de 0 e~ tendem a ser independentes. 

EXEMPLO 7.1 - Tábua de vida com retirada. 

Este exemplo pode. ser encontrado em Lindley [19797. 

Um número n de indivíduos é observado durante um per.fe 

do de tempo. Sem perda de generalidadé podemos supor este perí~ 

do [0,1]. A cada indivíduo estão associadas duas variáveis su

postas independentes; t 1 o tempo de vida do indivíduo no inter

valo [o ,l} e t 2 o tempo atê a retirada em [o ,l]. As variáveis -~ 

ra diferentes indivíduos são independentes e identicamente dis

tribuídas. [l] 

[1] Outros enfoques podem ser considerados neste problema. Por 
exemplo considerar ·t 1 , o tempo de morte devido a uma doença 
e t , o tempo de morte devido a outra- doença. Ou ainda, pa
ra Uma máquina composta de duas componentes em série inde~rt 
dentes, t 1 seri·a o tempo de falha da primeira componente e 
t 2 o tempõ de falha da segunda componentes. 
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Estaremos interessados nas inferênci.as sobre a taxa de

mortalidade durante o período, ou seja, em p(t151)

A dificuldade deste problema esta no fato de que o nlg

mero observado de mortes é menor que o número real de mortes pois

a morte de um indivíduo pode ocorrer depois de ele ter sido re-

tirado da população, porém ainda no intervalo [0,1]

Note, entretanto, que este é um problema de eliminação

de parâmetros nuisalre pois estalTns intercsadm eül a;)enas uma caractere!:

teca do modelo, p(tlSI) . Para resolva-lo é necessãri.o calcular a

função de verossimilhança

Se n inda.víduos são observados no início do período,a

amostra consiste em o.bservar durante o período: nl o número de

indivíduos q\le morreram, n2 o numero de i.ndivÍduos que se meti

ralam do estudo e n3 o numero de indivíduos que sobreviveram

Estes dados seguem uma distribuição multinomial nas seguintes c2.

tegori.as

[tl<t2 ' tl<1] . [t2<tl ' t2<1] e

[tl>1 , t2>1] .

Como o parâmetro de interesse é P(t151) , faz-se a sg

guinte reparametrização das probabilidades das categorias acha

o : P(tlSI) ,

+ : P(t251) e

p ' b(ti<tzltisi, tz:i) .
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Estaremos interessados nas inferências sobre a taxa de 

mortalidade durante o período, ou seja, em p(t 1~1). 

A dificuldade deste problema está ·no fato de que o nú 

mero observado de mortes é menor que o número real de mortes pois 

a morte de um indivíduo pode ocorrer depois de ele ter sido re

tirado da população, porém ainda no intervalo [ü,l]. 

Note, entretanto, que este é um problema de eliminação 

de parâmetros nuisan:e pois estam:lS inter<:'$ada; er.1 apenas uma caracterís 

tica do modelo, p(t1
~1). Para resolvê-lo é necessário calculara 

função de verossimilhança. 

Se n indivíduos são observados no início do período,a 

amostra consiste em o_bs'ervar durante o período: n1 o número de 

indivíduos que morreram, n 2 o número de indivíduos que se reti

raram do estudo e n
3 

o número de indivíduos que sobreviveram 

Estes dados seguem uma distribuição multinomial nas seguintes c~ 

tegorias. 

e 

Como o parâmetro de interesse é P(t 1~1) , faz-se a se . 

guinte reparametrização das probabilidades das categorias acima; 

e= p(t1::1) 

, = p(t 2~1) e 

P. p(t1<t 2 lt1::1, t 2::l) - , 
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onde O é a probabilidade do indivíduo morrer em [0,1], + a pro'

babilidade do i.ndivíd\io se retirar do estudo em [0,1] e p a prg

babilidade de que o indivíduo norma dado que os dois eventos o-

corram em [0,11: o indivíduo morre e o inda.vídeo se retira

É necessário calcular pCtl<t2, tl<1) , P(t2<tl' t2<1)e

P(tl>1, t2>1) em termos de Q,+ e p, para encontrar a função de
verossimilhança segundo a reparametrizaçao

P(t].<t2' tl':l) P(t[<1)P(t].<t2/t]<1)

mas, P(t2<tl' tl<1)

P(tl'l)
P(tl<t2/tl<1)

P(t2<tl ' tl<1-)

P(tl«l)

P(t2<1)
É--- = (independência de tl

P(t2<1) e t2)

P(t2<tl' tl<1,t2<1)P(t2<1)

P(tl<1, t2<].)

P(t2<tl/tl<1,t2<1)P(t2<1)

Portanto

P(tl<t2'tl«].) : P(tl<1)[].-P(t2<tl/tl<1.t2«])P(t2«l)]

e substituindo O, + e p na expressão acima tem-se que

P(tl<t2' tl<1) o [l-(l-P)+] (1)

74 

onde - probabilidade do indivíduo [ü, lJ, 0 e a morrer em 4> a pro-

habilidade do indivíduo se retirar do estudo em [ü, 1] e p a pr~ 

habilidade de que o indivíduo morra dado que os dois eventos o-

corram em [o ,1]: o indivíduo morre e o indivíduo se retira. 

G necessirio calcular p(ti<t 2 , t 1cl), p(t 2ct1 , t 2cl)e 

p(t1>1, t 2>1) em termos de 0,4> e~ para encontrar a funçio de 

verossimilhança segundo~ reparametrizaçio. 

mas, p(t 2ct1 , t 1
cl) 

= 1-
p(t1<l) 

= 

= 1 - p(tz<tl' tl<l) _ 

p(t 1cl) 
= (independência de\ 

e t 2) 

p(tz<tl' tl<l,tz<l)p(tz<l) 
= ·1 - -----------~- = 

Portanto 

e substituindo e, 4> e p na expressao acima tem-se que 

( 1) . 
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É imediato, pela independência de tl e t2 blue

P(tl>1, t >1)
2 Cl-o) . (i- +) (2)

Da diferença das duas probabilidades acima de l,obtém
se

P(t2<tl' t2<1) + (l- po) (3)

Portanto, substituindo-se as prol)abilidades (1) , (2)e

(3) no modelo multinomial, obtém-se a seguinte função de veros-

similhança
n. nn na llo n nl

pcx/o,+,p):o l Lt-(l-p)+l"l(l-o)"2(l-.p)"'+ 3(l-po) '

Alguns comentãri.os podem ser fei.tos a proposito da

expressão acima. Primeiramente,- que esta verossimilhança contêm

informação sobre três aspectos, apenas, das distribuições de tl

e t?, a saber o,+ ep. Os parâmetros (o.+,p) são de variação in-

dependente pois cada um deles varia no intervalo [0,-1] , indepeB

dentemente dos valores dos outros. Em segundo lugar se as prob2

bilidades da distribuição multinomial nas expressões (1) , (2) e

(3) são conhecidas (n'-w) . os valores de o, + e P não ficam es-

pecificados e sabe-se ilnicamente que eles pertencem a uma cur-

va no cubo LO,ll3, O fato de existir uma curva na qual o, + e p

variem e as probabilidades (1) . (2) e (3) permaneçam inalteradas,

é denominado de ''problema de não-identificação'' pelos economis-

tas: Por exemplo, para p : 7 e o-+ as probabilidades (1), (2)

e (3) permanecem constantes. Este fato gera dia.culdades pois

75 

a imediato, pela independ;ncia <le ti e t 2 , que 

( 2) 

Da diferença das duas probabilidades acima de 1,obté~ 

-se 

(3) 

Portanto, substituindo-se as probabilidades (1), ( 2) e 

(3) no · modelo multinomial, obt;m-se a seguinte funçio de veros- 

similhança: 

Alguns comentários podem ser feitos a propósito da 

expressio acima. Primeiramente, que esta verossimilhança cont6m 

informaçio sobre três aspectos, apenas, das distribuições de t 1 

e t 2 , a saber e,+ e~ Os parimetros (0,t,P) são de variação in

dependente pois cada um deles varia no intervalo [ü,1], indepe~ 

dentemente dos valores dos outros. Em segundo lugar se as prob! 

bilidades da distribuiç_ão multinomial nas expressões (1), (2) e 

(3) são conhecidas (n~m), os valores de e, te p nao ficam es

pecificados e sabe-se unicamente que eles pertencem a uma cur

va no cubo [o, 1 J 3 • O fato de existir uma. curva na -qual 0, • e p 

variem e as probahilidades (1) , (2) é ( 3) permaneçam inalteradas, 

é denominado de "problema de não~identificação" pelos economis-

1 
tas: Por exemplo, para p = ~ ~ e=+ as - probabilidades (1), (2) 

e (3) permanecem constantes. Este fato gera dificuldades pois 
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embora se encontre esticadores para (1) , (2) e (3) é impossível

encontrar os esticadores para o, + e p pelos métodos clãssj.cos

conhecidos. Em terceiro lugar. se p é conhecido a função de ve-

rossinilhança se fatora no produto de dois termos, um dei)enden-

do de 0 apenas e outro dependendo de +. Consequentemente se o e

+ são ã priori independentes ou se a amostra é grande, as infÊ
rências sobre O ou 4, são feitas separadamente. Entretanto, se p
é desconhecido, a situação é bem mais complicada. Não existe nS

nhuma razão evidente para se eliminar o fatos que depende de +,

quando o é o parâmetro de i.nteresse, pois esta parte parece coB
ter informação sobre p o qual e importante na interpretação do

fatos de Q. Portanto, p tem um papel fundamental nesta analise

Analisaremos aqui apenas o primeiro ponto de vista em

que P é suposto conhecidotl] . O procedimento é fazer considera-

ções sobre as funções distribuição de probabilidade de tl e t2'

F e G respectivamente, de modo que p fique especificado. Por e-

xemplo se F(x) : cH(x) não é difz'cil provar que p : } , e neste
caso a função de verossimilhança é dado por

P(X/Q,+)ntO l(l-O)n2(1- .2)n3] [.}n3(1-.})n2(l- .Z)nl]

Esta verossinilhança se fatora em duas partes, uma. dS.

pendente de O e outra de +. sendo que as duas partes dependem de

toda a amostra (nl'n2'n3). Portanto, não existe estatl'ética t
que defina um corte de Barndorff-Nielsen para este problema

/'

esta é analisado em Lindley E1979ã
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embora se encontre estimadores para (1), (2) e (3) é impossível 

encontrar os estimadores para e, •e~ pelós métodos clássicos 

conhecidos. Em terceiro lugar, se pé conhecido~ função deve

rossimilh~nça se fatora no produto de dois termos, um de~endcn

do de 0 apenas e outro dependendo de•· Consequentemente se 0 e 

• são à priori independentes ou se a amostra é grande, as infe 

rincias sobre 0 ou• são feitas sep~radamente. Entretanto; se p 

é desconhecido, a situação é bem mais complicada. Não existe ne 

nhuma razão evidente para se eliminar o fator que depende de•• 

quando 0 é o parâmetro de interesse, pois esta parte parece con 

ter _informação sobre p o qual é importante na interpretação do 

fator de 0. Portanto, p tem um papel fundamental nesta análise. 

Analisaremos aqui apenas o primeiro ponto de .vista em 

que pé suposto conhecidofl]. O procedimento é f~zer considera

ç5es sobre as funções distribuição de probabilidade de t 1 e t 2 , 

F e G resp&ctivament~. de modo que p fique especificado. Por e-
1 . . 

xemplo se F(x) = cH(x) não é difícil provar que p = 2 , e neste 

easo a fun~ão de verossimilhança é dado por: 

Esta verossimilhança se fatora em duas partes, ~~a : d! 

pendente de . 0 e outra de •, . sendo que as · duas partes _ dependen de 

tod~ ~ ~mostra (n1 ,n 2 ,n3). Portanto, não existe ·estatística t . 

que defina um corte de Barndorff-Nielsen para este problema. 

[1.] O segundo ponto de vista é analisado em Lindley ~97~ 
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Se as prioris para o e 'P podem ser consideradas i.nde-

peüdentes, o. que não ê de forma alguma absurdo, o e + são ''nao-

relacionados'' e as inferências sobre e são feitas utilizando-se

Onl(l-O)n2(1- 7)n3 e n(o)A(x , 0)

A resolução deste problena, para um estatístico clás-

sico ê inpossível,'uma vez que A(x,Q) : onl(l-o)n2(l-O7)n3 não

é um modelo de probabilidade em (nl'n2'n3)

7 .5 li-suficiência e Suficiência Marginal

A defi.nação d.e }l-suficiência tem uma interpretação Bay.g

siana, que seta dada a seguir

A estatz'stica t é H-suficiente com respeito a O se e-

xiste alguma medida de probabilidade em 'l' tal que t. é suficien-

te para as distribuições

Qo ' J pCx/0,4') dqQC+) .

Conparando esta definição com a definição de suficiêB

cia marginal fica evidente que t é H-suficiente com respeito a

o se exista.r algum Bayesiano B(alguma priori a(+/o)) tal que t

é marginalmente suficiente con respeito a o para B, no modelo

i;(x/o)=1 p(x/o,+).n(+/o)d+.
n Am.-H;d9dp estati.ética ê envul

quando 10Portanto,
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Se as prioris para 0 e• podem ser consideradas inde

pendentes, o. que não é de forma alguma absurdo, 0 e• sao "não

relacionados" e as inferências ·sobre 0 são feitas utilizando-se · 

A(x, 0) 

A resolução deste problema, 

sico é impossível, uma vei q·ue A(x, 0) 

e n(e). 

para um estatístico clãs-

. nl nz 0 n3 -
= 0 (l-0) (1- 2) nao 

é um modelo de probabilidade em· (n1 ,n 2 ,n 3). 

7.5 - H-Suficiênci~ e Suficiência Marginal 

A definição d_e li-suficiência tem uma interpretação Bay~ 

siana, que será dada a seguir. 

A estatística t é H-suficiente com respeito a 0 se e

xiste alguma medida de probabilidade em• tal que t _ é suficien-· 

te para as distribuições. 

Comparando esta definição com a definição de suficiên 

eia marginal fica evidente que t é H-suficiente co~ respeito a 

e se existir algum Bayesiano B(alguma priori nC•/0)) tal que t 

é marginalmente suficiente com respeito a 0 para B, no modelo 

p(x/8)•] p(x/0.•) .n(•J0)d•· 

Portanto, quando· toda a comunidade estatística é emcl. 



78

vida. a defi.ni.ção de ll-suficiência não tem muito sentido

Além disso, no exemplo S.2, a estatística ;l cra [l-su-

ficiente com respeito a o quando considerava-se a priori

1 0

Como confiar na definição de H-suficiência se ela é

vãli.da para uma priori tão extremãtica quanto esta, ou seja,que

não considera a possibilidade de +=1?

l
n(+/o)

se +:0

se +=l

7 .6 l-Suficiência e Suficiência i.marginal

Suponha P: {p(x/À) , XGA} uma famz'lia de distribuiç(5es

invariantescom respeito a G e t uma estatística l-suficiente can

respeito a o

Considere também a família de prioris para À, F ,que

são invariantes em relação a ê., portanto se aeF, geG então

x - R =» ã(À) - n

Nesta situação a família de 'distribuições posteriori

para O dado x é equivariante sob a ação de G em O e G en x (es-
tamos oonsiderando o como ''vara.ãvel aleatória'' cuja distribuiçã)

é governada pelo ''parâmetro'' x). Basta ver que

a(i( D/x) :

A

[lnvariãncia de P com rg;
'peito a g.e de F com rg
i)eito a ê]
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vida, a definição de II-suficiência nao tem muito sentido. 

Além disso, no exemplo 5.2, a estatística x era li-su

ficiente com respeito a. 0 quando considerava-se a priori 

Como confiar na definição de H-suficiência se ela 

válida para uma priori tão extrernática quanto esta, ou seja.que 

nao considera a possibilidade de ~=1? 

7.6 - 1-Sufici~ncia e Sufici~ncia Marginal. 

Sunonha P= {p(x/À), ÀbA} urna família de distribuições 

invariantes com respeito a G e t urna estatística !-suficiente com 

respeito a 0. 

Considere também a família de prioris para À, F ,qtJ.e 

sao invariantes em relação a G, portanto se rrEF, gEG então 

À - n => g(Ã) - rr. 

Nesta situação a família de 'distribuiç6es posteriori 

para 0 dado x é equivariante sob a ação de G_em e e G em x (es- . 

tamos considerando 0 corno "variável aleatória" cuja distribuiçoo 

é governada pelo "parârnetro" _x). Basta ver que: 

n(g( )J/x)= 
p (x/- (>,)). n e-().)) 

p(x/g(Ã)) IT(g(Ã)) 

A 

= [Invariância de P com res 
peito a Q e de F com res 
peito a G] 
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p(g( x) / À) n( À)
A

n ( À/g(x) )

Estamos então na condição do teorema 6.2 pois

1. A família de distribuições posteriori para o dado

x é invariante com respeito a ê.

2. o(À) é invariante maximal sob ê.

3. t(x) é invari.ante maximal sob G

Portanto a distribuição posteriori de O depende apenas

de t. Desta maneira se t é l-suficiente com respeito a G e a

di.atribuição ã pri.ori para À é invariante com respeito a G, neF,

então t é marginalmente suficiente com respeito a o. Para Baye-

sianos com prioris em F as duas definições são equi.valentes

A teoria desenvolvida acima tem aplicação limitada.U-

mã distribuição a pri.ori própria G-invariante existe apenas ':luar

do C é um grupo topológico compacto. Geralmente esta condição

não é satisfeita como por exemplo nos casos da variância da po-

pulação normal]l] e do coeficiente de correlação da normal biv2
Fiada. Nestes casos as prioris G-invariante que existem são me-

didas impróprias. Este fato pode gerar dificuldades uma vez que

a distribuição posteriori de Q pode depender apenas de t mas pg

de não ser derivãve] do mode].o marginal de t. Segundo Danridti9a],

[1] blostramos no ÇapJ.tulo 5 que se a era ilimi-tado não existia
una medida própria para v tal quç .$ fosse suficiente com
respei.to a ;r nÕ modelo marginal p(i,s/a)

= P(g .~x)/>.) n(>.) = n(>./g(x)) 

J P(g(x) />.-) n(>.) 
A 

Estamos então ' na condição do teorema 6.2 pois: 
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1. A família de distribuições posteriori para 0 dado 

x é invariante com respeito a G. 

2. 0(À) é invariante maximal sob G. 

3. t(x) é invariante maximal sob G. 

Portanto a distribuição posteriori de 0 depende apenas 

de t. Desta maneira se t é !-suficiente com respeito a G e a 

distribuição à priori para À é invariante com respeito a G, n€F, 

então t é marginalmente suficiente com respeito a 0. Para Baye

sianos com prioris em F as duas definições são equivalentes. 

A teoria desenvolvida acima tem aplicação limitada.U

ma: distribuição a priori própria G-invariante existe apenas qw~ 

do G é um grupo topológico compacto. Geralmente esta condição 

não ê satisfeita . como por exemplo nos casos da variância da po

pulação normal[l] e do coeficiente de correlação da normal biv~ 

riada. Nestes casos as prioris G-invariante que existem sao me

didas impróprias. Este fato pode gerar dificuldades uma vez que 

a distribuição posteriori de e pode depender apenas de t mas p~ 

de não ser derivável do modelo marginal de t. Segun.do Dawid [1981], 

Mostramos no capítulo S que se a era ilimi-tado não existia 
uma medida própria paraµ tal qu~ S fosse suficiente com 
respeito a a no modelo marginal p(x,s/o), 
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um problema tecnicamente difícil Õ descobrir se uma estatística

l-suficiente pode ser marginalmente suficiente para prioris nag

-invariantes, no caso de grupos topológicos não compactos. Este

dos de caso sugerem que isto não é normalmente possível

Portanto, a redução para uma estatz'stica l-suficiente,

quando o grupo G é não-compacto é incoerente do ponto de vista

Bayesiano, em vista de que as únicas distribuições ã priori, p2

ra.as quais tal redução é possível são impróprias e possivelme2

te para.doxais.
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um problema tecnicamente difícil é descobrir se uma estatística 

!-suficiente pode ~er marginalmente suficiente para . prioris n5~ 

•-invariantes~ no caso de grupos topol6gicos não compactos. Estu 

dos de caso sugerem que isto não é normalmente possfvel. 

Portanto, a redução para uma estatística !-suficiente, 

quando o grupo ô é não-compacto é incoerente do ponto de vista 

Bayesiano, em vista de que as Únicas distribuições à priori, p~ 

ra _as quais tal redução é possível sao impróprias e possivelme~ 

te paradoxais. 



CAPITULO 8

VE

8. 1 Modelo c.om Taxa de Falha proporcional

Todos os métodos clássicos de inferência parcial est.g

dados aqui consideravam apenas duas reduções do modelo original

de x; o modelo condicional de x dado t e o modelo marginal det

O método desenvolvido por Cox [197q considera um modelo redu

zido mais geral o qual é denominado de verossimilhança parcial

Para sua apresentação consideraremos o exemplo do ''Modelo com

Taxa de Falha proporcional'', Cox D1972U , abaixo.

O Modelo com Taxa de Falha proporcional é um caso pal

titular de um modelo mais geral que estuda os tempos de falha

(ou tempo de vida) de uma população.

Primeiramente vamos estudar a distri.buição de variá-

veis que representam o tempo de falha
;n npant.ivâ reoresentando O tempo

T nSeja V auma
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CAP!TULO 8 

VEROSSIMILHANÇA PARCIAL 

8.1 - Modelo c.om Taxa de Falha Proporcional 

Todos os métodos cláss'ic.os de inferência parcial est~ 

daqos aqui consideravam apenas duas reduções do modelo original 

de x; o modelo condicional de x dado te o modelo marginal det. 

O método desenvolvido por Cox [197 s] considera um modelo redu

zido mais geral o qual é denominado de verossimilhança parcial. 

Para sua apresentação consideraremos o exemplo do "Modelo com 

Taxa de Falha Proporcional", Cox [}972] , abaixo. 

O Modelo com Taxa de Falha Proportional e um caso par 

ticular de um modelo mais geral que estuda os tempos de falha 

(ou tempo de vida) de uma população. 

Primeiramente vamos estudar a distribuição de varii

veis que representam o tempo _de falha. 

Seja T uma v.a. nao negativa representando o tempo 
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de falha de um elemento. Vamos considerar T uma v.a

pois é este o caso que.nos interessara

A distri.buição da v.a. T pode ser especificada de v.ã

rias maneiras dadas a seguir

contínua

f(t)

F(t)

função densidade de probabilidade de T

f(U)dU, função distribuição de probabilidg
JO

de de T;

1 - F(t), função de sobrevivência de T

t

F(t)

x (t)
P [t<T<t+AtjTzt] a taxa de falha no

At )lim
At'»0

instante t e

A(t) (u)du o funcional de falha

Uma relação entre as representações acima pode ser

{:; ;'',
-A(t) .

X (t) e : À (t) F(t)

Ç:lt,\; C-All') (8.1)

f(t)

Observe que f(t) e F(t) são representações comuns da

distribuição de uma variável aleatória, enquanto que a taxa de

falha À(t) é uma caracterização especial no estudo de variáveis

de tempo de falha. Idem para A(t) e F(t).

A.taxa de falha À(t) representa a prt)babilidade do

divã'diin morrer em ít.t+dt) dado que viveu até t e é também cgin
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de falha de um elemento. Vamos considerar T uma v.a. contínua 

pois é este o caso que.nos interessará. 

A distribuição da v.a. T pode ser especificada deva 

rias maneiras dadas a seguir: 

f(t) 

F(t) 

F(t) 

À(t) 

= função densidade de probabilidade de T· , 

(t 
= 1 f(µ)dµ, 

Jo 
função distribuição de probabilid~ 

de de T· , 

= 1 - F (t), função de sobrevivência de T· , 

= lim 
tit+0 

p [t<T<t+tit IT:::t] 

ti t 
, a taxa de falha no 

instante t e 

o funcional de falha. 

Uma relação entre às representações acima pode ser: 

f(t) = ~t F(t) = - ~t F(t) 
-J\(t) 

= À(t)e = À(t) F(t) 

( 8 .1) 

Observe que f(t) e F(t) sao representações comuns da 

distribuição de uma variável aleat6ria, enquanto que a taxa de 

falha À(t) é uma caracterização especial no estudo de variáveis 

de tempo de falha. Idem para A(t) e F(t). 

A- taxa de falha À(t) representa a probabilidade do 

indivíduo morrer em (t,t+dt) dado que viveu até te é também co 
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nhecida como força de mortalidade. Sua importância se deve ao

fato de que a informação disponi'vel sobre o tempo de falha é dZ

da, geralmente, em termos da variação da taxa de falha com relê

ção a quantidade de tempo jã vivido. Conhecido À(t) pode-se ob-

ter facilmente f(t) e'F(t), e portanto a taxa de falha especif.l

ca totalmente o modelo .

Uma descrição de vários l.modelos de Tábuas de Vida pg

de ser encontrada em Kalbfleisch ê Prentice [19801 .Estudaremos

aqui apenas o Modelo com Taxa de Falha Proporcional

De uma população S=tl,...,n} de indivíduos observa-

-se as variáveis aleatórias:

t i

A amostra obtida x é o conjunto dos pares (i,ti),que

representam o i-ésimo indivíduo e seu tempo.de falha, assim,

x={(1,t].), (2,t2), .. ., (n,tn)}

Se a população considerada não for homogénea a fun

ção de verossimilhança para o modelo geral é dada por
. 'ii « [*P( Ê) ->

p'-Ji':' f ,-''r( 'L)- {'

L(fn) : fl(tl) :e2(t2) ''' fq(tn) em que

(fl'.. .,fn) são desconhecidas e são os parâmetros.

O modelo com Taxa de Falha Proporcional impõe hipóliÊ

ses simplificadoras

'rE «. J;-P(

Ài(t) : Ào(t)
6

l
1,...,n
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nhecida corno força de mortalidade. Sua irnportincia se deve ao 

fato de que a informação disponível sobre o tempo de falha e da 

da, geralmente, em termos da variação da taxa de falha com rela 

çao a quantidade de tempo já vivido. Conhecido À(t) pode-se ob

ter facilmente f(t) e · F(t), e portanto a taxa de falha especifl 

ca totalmente o modelo. 

Uma descrição de vários Modelos de Tábuas de Vida p~ 

de ser encontrada em Kalbfleisçh & Frentice [1980] .Estudaremos 

aqui apenas o Modelo com Taxa de Falha Proporcional. 

De uma população S={l, ... ,n} de indivíduos observa

-se as variáveis aleatórias: 

t. = tempo d~ vida do i-~simo indivíduo; i=l, ... n. 
1 

A amostra obtida x ~ o conjunto dos pares (i,ti) ,que 

representam o i-~simo indivíduo e seu tempo _de falha, assim, 

Se a população considerada nao for homogênea a fun

çao de verossimilhança para o modelo geral ê dada por 
'_.\ f, ~'t_ - , ; '\,,[Yp o) . ..) 

11' (·' r ,~P.-<rí 'l. \. {, 

L(fn) = f 1 (t 1) ~2 (t 2) ... fn(tn) em que 
I' 

(f1 •.. ~,fn) são desconhecidas e são os parimetios. 

O modelo com Taxa de Falha Proporcional impõe hipôt~ 

ses simplificadoras: 

À- (t) = À (t) . 
1 O 

ô. 
1 

i=l, ... ,n 1 J, 
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Neste model.o, )i.(t) é uma função comum a todos indi-

víduos, que descreve o.comportamento comum da taxa de falha e

6: é a característica de cada indivíduo, que influencia na taxa

de falha multiplicativamente

No modelo introduzido por Cox [1972], também conheci

do por Modelo de Regressão de Cox ou Modelo Log-Linear,impõe-se

as seguintes restrições:

6 i em que

(BI'''',BP) são parâmetros de regressão e

(zil' '''ziP), i:] ,...,n; as caractere'sticas
conhecidas de cada indivz'duo.

Estamos interessados apenas na relação entre o tempo

de falha e as características z.i , ou seja, estamos interessados

em inferências sobre B . Portanto B é o parâmetro de interesse

e X.(t) o parâmetro nuisance

O procedimento é encontrar a função de verossimilhaB

ça de modo a fazer inferências sobre B

A amostra x pode ser equivalentemente descrita como:

{(t(1),(:1));(t(2),(2))f'.;(t(n),(n))}

em que t(i) é o i-ésimo tempo de falha e (i) o indivz'duo correm

pondente. Isto é, t(1),''''t(n) são as estatísticas de ordem de
t.,...,t. e (1),...,(n) os postos dos indivl'duos. Não suporemos

empates nos tempos de falha. Observar (i), no Modelo de Regres-
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· Neste modelo, X (t) ~ uma função comum a todos indi
o 

víduos, que descrev~ o comportamento comum da taxa de falha e 

ô. é a característica de cada indivíduo, que influencia na taxa 
1 

de falha multiplicativamente. 

No modelo introduzido por Cox [1972], também conheci 

do por Modelo de Regressão de Cox ou Modelo Log-Linear,imp6e-se 

as seguintes restrições: 

<B, z. > 
ô. = e 1 

1 
em que 

B = (B 1 , ... ,Bp) sao parâmetros de regressao e 

z. = (z .
1

, .. ,z . ), i = l, ... , n; as características 
1 1 · lp 

conhecidas de cada indivíduo. 

Estamos interessados apenas na relação entre o tempo 

de falha e as características z., ou seja, estamos interessados 
1 

em infer~ncias sobre B . Portanto B é o parâmetro de interesse 

e Ã
0

(t) o parâmetro nuisançe. 

O procedimento é encontrar a função de verossimilhan 

ça de modo a fazer infer~ncias sobre B. 

A amostra x pode ser equivalentemente descrita como: 

X = 

_em que t(i) é oi-ésimo tempo de falha e (i) o indivíduo corre~ 

pendente. Isto é, t(l)'ººº't(n) são as estatísticas de brdem de 

t
1

, ••• ,t e (1) , ... ,(n) os postos dos indivíduos. Não suporemos 
. n 

empates nos tempos -de falha. Ohservar (i), no Modelo de Regres-
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são de Cox, é observar as características z(i)

Com os dados x representados desta forma a função de

verossimilhança pode ser fatorada da seguinte maneira

hoK\«h

L(Ào( :) ,6):P [t(1)/Ào(1) , B] P[(]i)/t(1.) ,Xo ('),Bã 'nEt(2)/(1) ,t(1)IÀo(')' B]

p [(n) /t (1) , (1) , , (n-l),t(n), Ào('),B]

Cox coloca que a função de verossimilhança relevante

sobre B ,deve ser considerada condicionalmente no conjunto de

instantes {t(i)} em que as falhas ocorrem. Explicitamente, ele

considera apenas os fatores da verossimilhança acima do tipo

Pl:(i)/t(t),(1),'..,(i-l.), t(i), Xo' é'
O argumento utilizado foi o de que sendo a função

X.(-) arbitrária, nos intervalos entre falhas consecutivas esta

função deve ser conceitualmente nula, uma vez que não hã falha

nestes intervalos. Portanto nenhuma informação pode ser obti.da

sobre 11 nestes intervalos. Assim condiciona-se no conjunto de

instantes {t.:.} em que as falhas ocorrem. Além disso, os fato

res pt(i)/t(1),(1),'..,(i-l),t(i)' xo('), BÜ. independem do pl
râmetro nuisance X.(.). É isto que mostraremos a seguir

A distribuição de t(11), o primeiro.tempo de falha,pg
de ser dada equivalentemente p6r'f(1), F(ly F(1)' X(1) e A(1)
Segue facilmente que: Í:...\l);ptu\ít.l . 3 - 1'lt'l>,t

(

J

. n -

F(1) (t) : iml Fi(t)
Ai(t)

-í--.LL\, \ V..\ IL\

F" l\\ li,x
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sao de Cox, é observar as características z(i) 

Com os dados x representado~ desta forma a funçio de 

verossimilhança pode ser fatorada da seguinte maneira: 

hcott)v"i o 
L (À 

O 
C) , B) =p [t ( 1 ) /Ã

O
('.) , B] p [ (1) / t ( 1) , À 

O 
(.) , ~ ~) [t czi (1) , t (l)' )1.

0 
(. ), 8] .. 

... pf(n)/t( ),(1), •.. ,(n-1),t( )' À (.),B]. 
- 1 n o · 

Cox coloca que a função de verossimilhança relevante 

sobre B ,deve ser considerada condicionalmente no conjunto de 

instantes {t(i)} em que as falhas ocorrem. Explicitamente, ele 

considera apenas os fatores da verossimilhança acima do tipo: 

O argumento utilizado foi o de que sendo a função 

Ã
0
(,) arbi~rária, nos intervalos entre falhas consecutivas esta 

função deve ser conceitualmente nula, uma vez que não há falha 

nestes intervalos. Portanto nenhuma informação pode ser obtida 

sobre B nestes intervalos. Assim condiciona-se no conjunto de 

instantes {t(i)} em que as falhas ocorrem. Além disso, os fato 

res p[(i)/t(l)'(l), ... ,(i-1),t(i)' Ã
0
(.), s1 : independem do p~ 

râmetro nuisance À (~). t isto que mostraremos a seguir. 
o 

A distribuição de t(l)' o primeiro tempo de falha,pQ 

-de ser dada equivalentemente por f(l)' F(l)' F(l)' "(l) e A(l)º 

Segue facilmente que: 

F (l) (t) = 

n 
II 

i=l 
F. (t) 

1 
=- e 

-í:A.(t) 
1 

, !, \ ·: 1· · . · 1 

r u,l 1..l; ~- rL \\\ 1,) ;: l - 7' ;-•-

F l\\ lL \: ,.. l. \ '.;,ül.\ . - --

. - ,.· :-, ·. l )) S tnlll· li')( .t, 
. // 

f.,?~ 1 - 1 'Sd b) ./~:r, .. 1,1, '1 Si ll 



Da relação C8 . 1) vem

n

À(1)(t) : iEI Ài(t) 9..i.\: {W ,» {..{\\;7.l..ti}.it.tt)

f(1)(t) : À(1)(t) inl Fi(t) : À(1)(t) F(1)(t)

Considere agora a probabilidade condicional

. P[(].):i í\' tfl)e(t,t+dt)]
p [(i) : i]t(1)C(t,t+dt)'] :

P ÜtiG (t (Independência)
f.(t)dt

dtxi.(t) Fi(t) .in#. Fj(t) . x:(t) : xi(t)
n

dt À(1)(t) P(1)(t) x(1)(t) jxl xj(t)

Segue então que

TEOREMA 8.1: Pt(i):i]t(1)] -

Se o modela considerado é o }lodelo com Taxa de Falha

proporcional, e neste caso Xi(t) : Xo(t) 6i' i:l,'..,n, Vt en-

tão temos que (1) E t(1) pois

6

p[(1):i/t(1)] -l1l óJ

que

e

J

,n

, i: l , ,n

P [t ( ].) G (t ,
t

e 

= 

= 

Da relação (8.1) vem que: 

n 
E 

i=l 
À. ( t) 

1 "l.\.l::: ~ -- -e" 
rt ./ 

Considere agora a · probabilidade condicional 

= P [ e 1 ) = i n. t e 1) E e t , t + d t) l 
~ [t ( l ) E ( t , t + d t ) ] 

- --------, - -
\F t e•, ~ ( J-

= 

P [t . 6 ( t , t + d t) , t . > t , j f, i] -
1 = (Independência) 

dt À. (t) F. (t) · TI F. (t) À. ( t) Ài(t) 
. 1 1 . ºfi J 1 

= = n 

dt À(l) (t) F Cl) Ct) À ( l) (t) E À-(t) 
j =l J 

Segue então que: 

TEOREMA 8.1: i=l, ... ,n. 
n 
E ÀJ.(t(l)) 

j=l 

Se o modeld considerado~ o Modelo com Taxa de Falha 

Proporciohal, e neste caso À. (t) = À (t) 8., i=l, ...• ~. Vt en-
. 1 O 1 

tão temos que (1) II t(l) pois 

P [(1) =i/t (1)] = 
8. 

1 
-rt-~-, i=l, ... ,n. 

E 
8 t 

j =1 -J 
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A interpretação deste resultado é de que neste mode-

lo existe a independência entre o ppRlç.o do inda.vÍduo -qle falha

e seu temp.o dç :f,p,}ha. O teorema abaixo mostra que esta e uma c.!

racterÍstica específica deste modelo.

TEOREMA 8.2: (1) u t(1) se e somente se Xi(t):Xo(t) 6i para
i=1, . . . ,n e Vt

Demonstração

Mostrou-se que se Ài(t):Ào(t).6i então (1) H t(].)

Se pi: P[(].): iJ-: PRI.): i]t(r)]

Pi : n 'para todos valores de t(1)

E: ].Àj (t (1) )]

n
Portanto À. (t) = pi E.

: j :i
Pi Ào(t)

c.q.d

Antes de se encontrar as outras distribuições de prg

babilidade conde.cionais, duas observações importantes sobre a

distribuição da variável tempo de falha, no modelo com taxa de

falha proporcional, .devem ser feitas

A distribuição condicional do tempo de vida T condi-

cionado em T > t. ê dada por

PUT > t]T > to]
P > t

ii(t)
F(to)
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A interpretação deste resultado é de que neste mode

lo existe a independ~ncia entre o posto do individuo -que falha 
:,-...,,.........__- · ...... ........._...._ .,..,,,... ~ 

e, s<:~ t ~JllPP eh~ ~}_ h~ . O teorema abaixo mostra que esta ê uma ca 

racteristica específica deste modelo. 

TEOREMA 8.2: (1) li t (1) se e somente se À. (t)=À (t) ô . 
1 . O 1 

para 

i=I; ... ,n e Vt. 

Demonstração: 

Mostrou-se que se Ài(t)=Ã
0
(t).ôi então (l)llt(l). 

Se pi= P[(l) = i] - = P[(l) = i I tcnl· 

pi = 
Ài(t(l)) 
n , para todos · valores de t (l). 

_r À.(t(l)) 
J =l· J 

Portanto À. (t) = pi 
1 

n 
L 

j =l 
À. (t) 

J 

c.q.d. 

Antes de se encontrar as outras distribuições de pr~ 

habilidade condicionais, duas observações importantes sobre a 

distribuição da variável tempo de falha, no modelo com taxa de 

falha proporcional, _devem se~ feitas. 

A distribuição condicional do tempo de vida T condi -

,. 
cionado em T > t

0 
e dada por: 

P [T > t I T > t 
0

] 
__ P [T > t] = F ( t) 

p [T > t J F (t ) 
o o 

= 
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(A(t)- A(to)) -, t > t
' - o

Portanto

F(t/t : to) : e'(A(t)-A(to)), t :l to

d F(tlt : to)

dt
[A(t)- A(to):]

f(t/t :l to) À (t)

A primeira observação, relacionada apenas com variá-

veis que representam tempos de falha, é que dada a i.nformação

que T > t. o funcional de falha se .transforma em A(t)-A(to),en-
quanto que, a taxa de falha À(t) permanece i.nalterada. Isto sig

nifica que apesar de ser dada a informação de que T > to o te

po de falha continua tendo a mesma taxa de falha

A segunda consideração esta relacionada com o modelo

de Taxa de Falha Proporcional. Se. tl'...,tn são os tempos de fg
Iha mutuamente independentes com taxa de falha Ài(t):Ào(t).6i '
i=1,...,n, pela observação fei.ta anteriormente tem-se que, dado

{lt{ > t., i=1,...,nJ , a distribuição condicional conjunta de

t. , ... ,t. muda mas eles continuam sendo mutuamente independentes

com a mesma taxa de falha proporcional Xi(t):Xo(t)6i;i:l, . .. ,n,

t > t.. Em outras palavras, continua-se trabalhando com um Modo

lo de Taxa de Falha Proporcional e a caracterização dada pelo

Teorema 8.2 , permanece valida

A distribuição condicional de t(2) e (2) dado t(1) e
(1), seta considerada

m

-(A(t)- J\(t
0
)) 

= e t > t . 
o 

Portanto 

FCt/t > t ) 
o 

- (A(t)-A(t )) 
= e o 

d F(t!t > t) o 

dt 

t > t ,.. o 

= Ã(t) e 
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A primeira observação, relacionada apenas com variá

veis que represe~tam tempos de falha~ ~quedada a info~mação 

que T > t
0 

o funcional de falha se transforma em J\(t)-J\(t
0
),en

quanto que,~ taxa de falha Ã(t) permanece inilterada. Isto si& 

nifica que apesar de ser dada a informação de que T > t o tem-
o 

pode falha continua tendo a mesma taxa de falha. 

A segunda consideração está relacionada com o modelo 

de Taxa de Falha Proporcional. Se _ t 1 , .. . ,tn são os t~mpos de fa 

lha mutuamente independentes com taxa de falha À- (t)=À (t) ó . 
1 O · 1 

i=l, ... ,n, pela observação feita anteridrmente tem-se que, dado 

· {t. > t , i=l, ... ,nJ , a distribuição condicional conjunta de 
1 O 

t 1 , .. • ,tn muda mas eles continuam sendo mutuamente independentes 

com a mesma ta~a de falha proporcional Ài(t)=Ã
0

(t)ói;i=l, .. ~~n, 

.t > t
0

• Em outras palay-ras, continua-se trabalhando com um Mode 

lo de Taxa de Falha Proporcional e a ciracterizaçio dada 

Teorema . 8.2, permanece válida. 

pelo 

A distribuição· condicional de t( 2) e (2) dado t(l) e 

(1), será considerada. 
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Seja o conjunto de sobreviventes em t(j) K.)l:lÂ,. U>/\\3)]
cm)v«{o dü \ \ udws çãp''k\gto ' I' '

R,:.= {(1,.:.,n)-(1),...,(j)} ; j=1,...,n.

Dar a informação t(1) e (1) significa dizer que (2)

é um valor no conjunto R(1) e que {ti > t(1) : i € R(1)} ' Oes'
ta maneira, pelas observações anteriores temos ainda um I'modelo

com Taxa de Falha Proporcional em R(1), com as mesmas taxas de
falha e portanto pelo Teorema 8.1,

P [(2)/t(].),(1), t(2)]
6 (2)

E 6 .

iGR(2)

[n
Neste caso (2) E t(2)l t(1)'(1) e alémdisso

(2) a (t(1), t(2))1(1)' Se continuarmos este argumento passo
a

TEOREMA 8.3: No caso do Modelo com Taxa de Falha Proporcional,

com 6; como fatos de proporcional.idade e Xo(t) como a base da

taxa de falha, o processo estocãstico t(1),(1);t(2), (2),'-.,t(ny(n)

possui a seguinte propriedade -de independência condicional

(i) E t(].); (2) u (t(tyt(Z)) l (x);(3) H (t(].yt(2yt(3))1(1),(2),

assim por diante e as probabilidades cona.ici.onais

[1] . A notação x ll y/z indica que os elementos aleatorios x e y
são condicionalmente independentes dado z, ou sela,
P (x/y, z) : P(x./z)

89. 

Seja o conjuntti de ~obreviventes em tf.) 
1 , J 

c~\1Jv"tíl (Jrc, \ I\UIV1<A(tO' f..111 ,g,;;c_,l) 

R_(j)= {(1,.:.,n)-(1), ... ,(j)}; j=l, ... ,n. 

Dar a informaçio t(l) e (1) significa dizer que (2) 

é um valor no conjunto R(l) e que {ti - > t(l) : i 6 ·R(l)} Des

ta maneira, pelas observações anteriores temos ainda um Modelo 

com Taxa de Falha Proporcional em R(l)' com as mesmas taxas de 

falha e portanto pelo Teorema 8.1, 

ó ( 2) 

[1] 
Neste caso (2) li t ( 2) 1 t (1), (1) e alêrn disso 

(2) li (t(l), t(.Z)) 1 (1). Se continuarmos este argumento passo a 

passo: 

TEOREMA 8.3: No caso do Modelo com Taxa de Falha Proporcional, 

com ó. como fator de proporcionalidade e A
0

(t) como a base <la 
l . 

taxa de falha, o processo estocástico t(l)'(l);t(2)' (2), ... -,t(n)'(n) 

possui a seguinte propriedade -de independência condicional 

assim por diante e as probábilidades condicionais 

O] . A notaçio x li y/z indica que os elementos aleat6rios . x e y 

·sio condicionalmente independentes dado~. ou seja, 

p(x/y,z) ·= p(x/z). 
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P [(i)/t(1) ,(1), .. ., (i-l) ,t(i)]:P [(i)/(1) ,(2),.. ., (i-l)]

6
l

No }1õdelo de Regressão de Cox, as probabilidades con

dicionais acima são dadas por

e <B'z(i) >

E: e 'z(j) '

jCK(i)

P( (i)/t(1) , (1) ,t (2) ,
, (i-].) ,t(i))

A função de ''verossimilhança parcial'', que considera

apenas os fatores P((i)/(1),...,(i-l)) é

e<B 'z (i) >

jeRU) ' zO)'

L(B) n
iGS

e independe dos parâmetros nuisance Ào(t)

90 

P[(i)/t(l), (1), .· .. , (i-1) ,t(i)}=P[(i)/(1), (2), ... , (i-1)] = 

= 
ô. 

1 

No Mddelo de Regressão de Cox, as probabilidades con 

dicionais acima sao dadas por: 

P ( ( i) / t (1) , ( 1) , t ( 2 ) , ... , (i-1) , t (i)) = 

. A função de · "verossimilhança parcial", que considera 

apenas os fatores -P((i)/(1), ... ,(i-l)) e 

e independe dos parâmetros nuisance À (t) . 
o 
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8 . 2 Modelo com Dados Censurados

Considere uma população S=ll.....n} de indivíduos; pg

ra cada indivíduo observa-se ou o tempo de falha ou o tempo de

retirada do estudo. Assim, para indivíduos que se retiram, sabe.

'se apenas que o tempo de falha é maior que o tempo de saída da

observação.

Sejam as variáveis aleatórias ti o tempo de falha do

i-ésimo indivíduo e w.i a tempo de retirada do i.-ésino indivíduo,

i=1,...,n. O modelo aqui considerado supõe(ti'\'ri) ,i:l,...,n,v2
riãveis aleatórias mutuamente independentes e que para cada in-

divíduo i=1,...,n as variáveis aleatórias wi e ti são independen

tes. Esta ultima suposição embora não seja muito reali.sta, tem

sido utilizada com frequência e será também aqui mantida

Pode-se caracterizar a distribuição de wi por gi, Gi,

Gi, Y ' r

Considere os conjuntos aleatórios l:ti:ti<wi} e

1:1j:t.i>w.i} onde l consiste dos indivíduos que se observou falha
rem e J daqueles que se observou se retiraren.

A amostra pode ser dada por

X = {t(i.ti) ; iGllutl(j,wj), jGJl} e a função de vero.!

similhança como

r w l l «

L(f.g/x) B l.:i fj.(ti) Gi(ti)]l jaJ gi(wj) rj(wj)
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8 .-2_ - Modelo com Dados Censurados 

Considere urna população S={l, ... ,n} de indivíduos; p~ 

ra cada indivíduo observa-se ou o tempo de . falha ou o tempo de 

retirada do estudo. Assim, para indivíduos que se retiram, sab~ 

-se apenas que o tempo de falha é maior que o tempo de saída da 

observação. 

Sejam as variáveis aleatórias t . o tempo de falha do 
1 

i-ésirno indivíduo e w. a tempo de retirada do i-ésirno indivíduo, 
1 

i=l, ••. ,n. O modelo aqui considerado sup6e (t. ,w.) ,i=l, ... ,n,va 
1 1 -

riâveis aleatórias mutuamente independentes e que para cada in-

divíduo i=l, ... , n as variáveis aleatórias w. e t. são independe_n 
1 1 

tes. Esta Última suposição embora não seja muito realista, tem 

sido utilizada com frequência e será também aqui mantida. 

Pode-se caracterizar a distribuicão de w. por g., G., 
~ · 1 1 1 

Considere os conjuntos aleatórios I={i:t.<w.} e 
]. ]. 

I={j:t.>w.} onde I consiste dos indivíduos que se observou falha 
J J 

rern e J daqueles que se observou se retirarem. 

A amostra pode ser dada por 

x = {[(i,ti); i6IJU[(j,wj), jEJJ} e a função de veres 

similhança como: 

L(f, g/x) = [ n f.(t.) G
1
.(t

1
.)]l- n g·.(w.) F.(w.)] 

iE I 1 1 j EJ 1 J J J 
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..IRI fI(tI)jRIFj(Wj)I LRIêI(tI)jnlgI(Wj)

A ('f, x) B (g .x)

Observe que os parâmetros são os vetores das funções

densidades de probabilidade dos tempos de falha e tempos de re-

tirada, f e g respecti.valente. Como estamos interessados apenas

em estudar os tempos de falha, o vetou g é o parâmetro nuisance

e f é o parâmetro de i.nteresse.

Por outro lado, a função de verossimilhança se fatora

em uma parte dependente apenas de f e outra apenas de g. Como

consi.durou-se tj e w.i independentes para i:l,.. .,n, o Bayesiano

consi.dera f e g não relaci.onados e se seu parâmetro de interes-

se é f ele utilizara como função de verossimilitança A(f,x) . Pol
tanto

L(flx)
j.GI fiCti) jCJ Fj (wj)

É interessante notar que a função de verossimilhança

acima é equivalente a função de verossimilhança para o caso em

que se supõe w.i, j=1,....n, constantes desconhecidas. Basta ver
que:

i€1pETiG(ti,ti+dt) .Ti<wi] jnJ PPj'wj]

j.GI p]Tj.<wi/'riG(ti,ti+dt].pETiz(ti'ti+dt)] jnJP[Tj>wj]
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= [ n f . ( t . ) n F . ( w . ) ] [ rr G . ( t . ) rr g . ( w . )J = 
i 6 I 1 1 j EJ J J _i 6 I 1 1 j 6J 1 J 

= A('f,x) B(g,x). 

Observe que os parâmetros sao os vetores das funções 

densidades de probabilidade dos tempos de falha e tempos de re

tirada, f e g respectivamente. Como estamos interessados apenas 

em estudar os tempos de falha, o vetor g é o parâmetro nuisance 

e fé o· parâmetro de interesse. 

Por outro lado, a funçio de verossimilhança se fatora 

em uma parte dependente apenas de f e outra apenas de g. ·como 

considerou-se t. e w. independentes para i=l, .. · .,n, o Bayesiano 
1 1 

considera f e g nio relacionados e se seu parâmetro de interes-

se é f ele utilizari como funçio de. verossimilhança A(f,x). Por 

tanto 

L(flx) = n 
i6I 

f. (t.) 
1 1 

n 
j6J 

F.(w.). 
J J 

g interessante notar que a funçio de verossimilhança 

acima é equivalente a função de verossimilhança para o caso em 

que se supoe w., j=l, •.• ,n, constantes desconhecidas. Basta ver 
J 

que: 

II P[T.6(t. ,t.+dt) ,T.<w.] n P[T.>w.] = 
i6 I 1 1 i i 1 j 6J J J 

= n P[T.<w./T.6(t. ,t.+dt] .P[T.E(t. ,t . . +dt)] n P[T.>w.] 
. iEI 1 1 1 1 1 1 1 1 jEJ _ J J 
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i€1 fi(ti). jCJ Fj (wj)

Portanto, vários supor, no decorrer desta seção

w.i . i=1,...,n não são mais variáveis aleatórias

Para o modelo com Taxa de Falha Proporcional as suão'

sições são como antes

l que

xi(t) : Ào(t) e . zi' . i=1,.. ..n

Estamos interessados em encontrar uma parte da veios

similhança que de

sideral

de Para isto conpende necessar].oeBapenas

-(t(1),.'''t(d)), a estatística de ordem dos tempos de
falha, onde l=ll,...,dl;

(1)'''''(d)), a estatz'ética dos postos dos indivi'duos
que falharam;

Ji:tj: jçJ e tCi-l)'wj<t(i)}, o conjunto dos indivx'-
duos que se retiraram entre as (i-l)-ésima e a i-êsima

falhas, i=1,....d+l e

duos que estão em risco de falhar em t(i), i:l,'.. d

Una possível amostra pode ser esquenatizada como aba.i

q . +

, o conjunto dos indivi-R, :l

.i i-l

j 1 : j:l (j)}

xo

= II 
iEI 

f. (t.) 
l. . ]. . 

n 
j€J 

F. Cw.) • 
J J 
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Portanto, vamos supor, no decorrer desta seçao, que 

wi, i=l, .•. ,n não são mais variáveis aleatórias. 

Para o modelo com . Taxa de Falha Proporcional as supo

sições são como antes: 

i=l, ... ,n 

Estamos interessados em encontrar uma parte da veros

similhança que depende apenas de s. Para isto é necessário con

siderar: 

xo: 

-(t(l), ... ,t(d)), a es.tatística de ordem dos tempos de 

falha, onde I={l, ... ,d}; . 

-((l) ,···•(d))' a estatística dos postos dos indivíduos 

que falharam; 

-Ji={j: jEJ e t(i-l)<wj<t(i)}, o conjunto dos indiví

duos que se retiraram entre as (i-1)-ésima e ai-ésima 

falhas, i=l, .•• ,d+l e 

{s- ·i i-1 

}· -R. = u J. - u { (j) } o conjunto dos indiví-
1 j =1 1 j -=1 

duos que estão ein risco de falhar em t ( i) ' i=l, ... d. 

Uma possível amostra pode ser esquematizada como abai 
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J1 (1) =2 (2)

o yl t(1) y2 t(2)''

Jd (d) Jd+l

';.' t«) yd+l
t

onde x: falha

o: meti.nada

Sejam as variáveis aleatórias

{wj: jCJl} , {t(1)} , histÓri.a até a la falha;

posto do indivíduo da la falha;

{wj: jCJ2},{t(2)} , história depois da la falha até a
e2a falha;

yl

(1)

y2

yd: {wj: jCJd}, {t(d)}, história depois (d-D-ésima falha
até a d-ésima falha

(d): posto do indivíduo da d-ésima falha

yd+l: (wj: jCJd+l} . história depois da d-ésina falha

A função de verossimilhança pode ser fatorada como se

!

gue

L(B.Ào(.)/x):p(yl)p((1)/yl)p(y2/yl,(1)) P((2)/yl'(1) ,y2)

p.( (d)/yl'(1) ,.... .(d-l) ,yd).P(yd+l/yl ' (1) ,y2'.. ,yd'Ga)D
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(1) (2) 

o 

. Yz 

onde x: falha 

gue: 

o: retirada 

Sejam as variáveis aleatórias: 

(1): posto do indivíduo da 1~ falha; 

Y2 : {wj: jEJ 2},{t(Z)} , história depois da _1~ falha ate a 

e2~ falha; 

yd: {wj: jEJd}, {t(d)}' história depois (d-~-ésima falha 

até a d-ésima falha; 

· (d): posto do indivíduo da d-ésima falha. 

Yd+l: {w.: j6Jd+l} , história depois da d-ésima falha. 
J . 

A função de verossimilhança pode ser fatorada como se 

• • • • • p _( (d) / y 1 • ( 1) • .••• • ( d-1) , y d) . p ( y d+ 1 / y"l , ( 1) , y 2 , ... ,y d' (d)). 



O argumento anterior pode ser entendido a este modelo,

uma vez que X.(.) continua sendo desconhecida (arbitrãri.a) , lo-

go. se B é o parâmetro de interesse considera-se apenas as probê

babilidades condicionais do tipo; p((i.)/yl'(1),y2'.. ',yi-l) e a

função de verossimilhança parcial é dada por:

L(B/x) n( (1)/yl)P ( (2)/yl , (1) ,y2) .P( (d) /yl ' (1) ,y2 , . .ydl)

Note que dar a informação yl significa dizer que (1)

seta um valor no conjunto RI e que {tj : t(1) :jGRl}. Asse.m, pe-

las duas observações feitas em 8.1, temos que dado yl os tempos

de falha dos inda.vx+duos de RI seguem um modelo com taxa de f2

Iha proporcional e com as mesmas taxas de falha. Portanto, pelo

Teorema 8 . 1

p(U)/yP : -!(1)--
júRI J

Repetindo o argumento teremos

P((i) /yl ' (1) ,y2 ' . . .yi.l) n

jéKt'J

« B ,z (i) ,
e

:à' .'''''l

A função de verossimilhança parcial é dada por

d 'B'z(i)'

L(B/x) : il1ll -:.
júri'

'.) 5 

O argumento anterior pode ser extcndido a este modelo, 

uma vez que À (.) continua sendo desconhecida (arbitrária), lo-
. o 

go, se a é o parirnetro de interesse considera-se apenas as prob~ 

habilidades condicionais do tipo; p((i)/y1 ,(l),y 2 , •.• ,yi_ 1) e a 

função de verossimilhança parcial é dada por: 

Note que dar a informação y 1 signific~ dizer que (1) 

será um valor no conjunto R1 e que {tj ~ t(l) :j6R1 }. Assim, pe

las duas observações feitas em 8.1, ternos que dado y 1 os tempos 

de falha dos indivíduos de R1 seguem um modelo com taxa de fa 

lha proporcional e com as mesmas taxas de falha. Portanto, pelo 

Teorema 8.1 

Repetindo o argumento teremos: 

= 

<B,z(i)> 
e 

i.= 1 , ••. , d 

A função de verossimilhança parcialidada pbr 

d 
· L (s/x) = n 

i=l 
e 

<B,Z-> 
l: J 

j€R. e 
l. 
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8 .3 Verossimilliança Parcial

Os métodos de. eliminação de parâmetros nui.sance a(lui.g

tudados (com exceção dos métodos do capítulo 7) se baseiam exdy

si.valente nas funções de verossimilhança marginal e condicional.

Coxr197q propôs uma generalização das verossimilhanças aci.ma e

a denominou de ''Verossimilhança Parcial''

Suponha que a experiência total do cientista possa ser

representada por

['1]
- ,}'m'zn'ym+l) ' 'Cyl ' zl 'y2 ' z2 '

A função de verossi.railhança da sequência pode ser da
da por:

P(x/o ,+) :p(yl/o ,+) .p(zl/yl 'o ,+) .P(y2/yl 'zl'0,+)

P(ym+l/yl'zl, , Zn ' O , +)

Suponha ainda que

(a) Todos os fatores da forma p(zi/yl'zl'.'.,yi'Q)são
livres do parâmetro nuisance $, o mesno não acontecendo com ne-

nhum dos fatores res tantos .

[1] O número !B pode depender da amostra x
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8.3 - Verossimilhança Parcial 

Os métodos de. eliminação de parimetros nuisance aqui~ 

tudados (com exceçao dos métodos do capítulo 7) se .baseiam ex~ 

sivamente nas funções de verossimilhança marginal e condicional. 

Cox[l97SJ propôs uma generalização das verossimilhanças acima e 

a denominou de "Verossimilhança Parcial". 

Suponha que a experiência total do cientista possa se

representada por 

x = (y 1 'z 1 'Y 2 'z 2' ~ · • · 'Y m' zm 'Y m+ 1) 
[1] 

A função de verossirailhança da · sequ;ncia pode ser da-

da ·por: 

Suponha ainda que: 

(a) Todos os fatores da forma p(zi/y1 ,z1 , ... ,yi,e)são 

livres do parâmetro nuisance ~. o mesmo não acontecendo com ne

nhum dos fatores restantes. 

[1] O número m. pode depender da amostra x. 
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(b) As variáveis (yl,...,ym) não devem ''conter infor-
mação relevante sobre o parâmetro de interesse o, tal que a diã

tribuição dos y.i 's devem depender de maneira essencial do parâ-
metro nuisance''

Neste caso CoxD.97q chamou de verossi.milhança parei

al para O o produto:

-\v''J t'\'l'/I''/I''\'2'/1''1'/2'':J'''L(o/x) p(zl/yl ,Q)p(z2/yl , zl,y2 ,0') PCzm/yl ' zl ' ,yn: , O )

Algumas observações podem ser feitas. Em primeiro lu-

gar, que dificilmente podemos chamar a isto de definição uma vez

que não existe um procedimento que forneça a decomposição de x

em (yl,zl,.'',ym'zm+l). Uma amostra pode ser decomposta em mais

de uma maneira e para outra pode não existir tal decomposição

Em segundo lugar é evidente que as verossimilhanças margi.nal e

condicional são casos parti.culares. de verossimilhança parcial

Note, entretanto, que em geral a verossimilhança parcial não pg
de ser interpretada como probabili.dade. E finalmente que a con-

dição (b) expressa uma noção vaga e intuitiva de não-informação,

uma vez, que não se exige que a parte descartado independa de O

Para finalizar nossa discussão, gostaríamos de chamar

atenção para o fato de que quando a verossi.milhança se fatora

en duas componentes, uma dependendo apenas do parâmetro de intg
nesse, o fato de basearmos nosso estudo apenas nesse fatal pode,

mui.tas vezes, simplificar o problema de tal forma que a perdade

i.nformação em não se considerar o segundo fatos fica compensada

É bom lembrar que, na verdade, como não conseguimos controlar t)
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(b) As variáveis (yi ••···,Ym) não devem "conter infor

maçao relevante sobre o parâmetro de interesse 0, tal que adis 

-tribuição dos yi's aevem depender de maneira essencial do para-

metro nuisance". 

Neste caso Cox[1975] chamou de verossimilhança parci

al para 0 o produto: 

·:_ ·.-Algumas. observações podem ser feitas. Em primeiro lu-
J :. 

gar, que dificilmente podemos chamar a isto de definição urna vez 

que não exi~te um procedimento que forneça a decomposição de x 

em (y1 ,z 1 , ···,Ym,zm+l). Uma amostra pode ser decomposta em mais 

de urna maneira e para outra pode não existir tal decomposição 

Em segundo lugar; evidente que as verossimilhanças marginal e 

condicional são casos particulares de verossimilhança parcial . 

Note, entretanto, que em geral a verossimilhança parcial nao p~ 

de ser interpretada como probabilidade. E finalmente que a con

dição (b) expressa uma noção vaga e intuitiva de não-informação, 

_Uma vez, que não se exige que a part~ descartada independa de 0. 

Para finalizar nossa discussão, gostaríamos de chamar 

atenção para o fato de-que quando a verossimilhança se fatora 

em duas componentes, uma dependendo apenas do parâmetro de inte 

resse, · o fato de basearmos nosso estudo apenas nesse fator pode, 

muitas vezes, simplificar .o problema de tal forma que a perda de 

informação em não se considerar o segundo fator fiCa compensada. 

n bom lembrar que, na verdade, como não conseguimos controlar to 
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dos os fatores que envolvem um experimento, na maioria das vozes

os nossos estudos são baseados em verossimilhanças parciais cu-

jo fatos complementar não é por nos conhecido.

98 

-
dos os fatores que envolvem um experimento, na maioria das vez~ 

os nossos estudos são baseados em verossimilhanças parciais cu

jo fator complementar não é por nós conhecido. 
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APÊNDICE

Vamos supor as seguintes condições de regularidade p2

ra a fanÍlia de distribuições P =tp(x/0,+); OeQ, $G®}

(1) O é um intervalo real,

(2) 2il:2 e liÊ:ilZ existem para todo OCO , q.t.p,

(3) l P du é diferenciãvel sob o sinal de integração
com respeito a 09

(4) quando a condição (a) da Definição 4.1 valer en-
tão as condições (2) e (3) devem valer também p2

ra os modelos: condicional p(x/t,0) e marginal

p (t/o , 4) )

As funções regulares de estimação gCx,0)C GI devem s2

tisfazer ãs seguintes condições: para todo À C A

(i) Etg/X] : O,

(ii) 2X existe,

(iii) lg'pau é diferenciãvel com respeito a 0 sob o
sinal de integração,

.«, I' :: : .l:».
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APENDICE 

Vamos supor as seguintes condições de regularidade P! 

ra a família de distribuições P ={p(x/0,~); e~e, <P~~}. 

(1) 0 -e um intervalo real, 

2 
(2) -~tnp e a t~p existem para todo e~e , q.t.p, 

"ae ae 

(3) f p ~µ é diferenciável sob o sinal de integraçio 

com respeito a e, 

(4) quando a condição (a) da Definição 4.1 valer en

tão as condições ·(2) e (3) devem valer timbém P! 

ra os modêlos: condicional p(x/t,8) e 

p(t/8,<j)). 

marginal 

As funções regulares de estimação g(x,8)G G1 devem sa 

tisfazer às seguintes condições: para todo À G A 

(i) E[g/À]= O, 

(ii) !g existe, 
ae 

(iii) f g1ra µ é diferenciável com respeito a e sob o 

sinal de integração, 
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Quando a condição (a) da De:Êinição 4.1 valer então dg

vem valer também as seguintes condições

.«, J :'"UF-,- '-. '

g(-!=!n--b)p du existem, para todo ÀGA

LEMA: Se t é uma estatl'stica G-ancilar (Definição 4.1) can.reã

peito a 0 então

maxÍI/EFg/E(291x)l l\l2} é atingido para
gCGI L ao

aÊn p(x/t,0) e esta é a única função tal que isto aco2+
g

tece

Demonstração

Para sinplificar a notação denota-se a ''forma padron.L

zada'' da função de estimação por gs, ou seja,

gs : g/E(2Z IX )

a in P (x/t ,0)
Não é difícil ver que g*=

Quer-se demonstrar que

E(gs'2jÀ) S E(gs2jÀ)2 V g G GI'

onde gs' = g'/E(2g' IÀ)

100 

Quando a condição (a) da Detinição 4.1 valer então de 

vem valer também as seguintes condições: 

LEMA: 

(v) f g(atn p(x/t,e))p dµ e 

ae 

existem, para todo ÀbA . 

Se t é uma estatística G-ancilar (Definição 4 .1) cem res 

peito a e então -

e atingido para 

g* = 
Otn p (x/t~ e) 

ae 
e esta é a ~nica função tal que isto acon 

tece. · 

Demonstração: 

Para simplificar a notação denota-se a "forma padron_! 

zada" da função de estimação por gs, ou seja, 

Não é di~ic{i v~r que g*= 

Quer-se demonstrar que 

onde gs* = g*/E(ãg* IÀ) 

ªª 

a tn P(x/t,e) 

ae 
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Et(gs-gs')2]À]=EEgs.21 Àj..2Ergsgs' ] À]'BEGE.s'21 À] : 0

Portanto, basta demonstrar que

EEgsgs'jÀ]

Desenvolvendo o primeira membro da igualdade

ue:

EBsgs*/X] : Ebgg'/E(2z IU E(.!s

E(gg* l X)/E(2z IÀ) E(2z! IÀ )

Mas

E(gg* IÀ) = E(g . .!- Zn p(x/t,0) IX)

E(g . 1- p(x/X) IÀ) - E(g . 2-- tn p(t/X) l À)

Desenvolvendo as duas esperanças acima

E(g . --!- 2n p(x/À:)) = Í gêg1.26c/X) . p(x/À) du

Z- . p(x/À)dy = Í .2-[ g . p(x/X)]

Tem se que

se q

+
l x) l À

: E [gs*2jÀ]

ac ima tem

[1]

[2]

p(x/À)du
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Tem-se que 

Portanto, basta demonstrar que · 

Desenvolvendo o primeiro membro da igualdade acima tem 
' 

-se que: 

= E(gg* 1 À)/E(~ l>d E(--ª.R: IÀ) 
ae ae 

· Mas 

E(gg* IÀ) = E(g . a tn p(x/t,e) IÀ ) = 
ae 

[1] 

= E ( g •· ~ p (X/ À ) 1 À ) - E ( g • a 9, n p ( t / À ) 1 À ) [ 2 J 
ae ae 

Desenvolvendo as duas esperanças acima 

E(g a R.n p (x/X)) f g a'Ril p(x/À) p(x/À) _dµ . = = 
ae ae 

=.f 
a p(x/À)dµ f ~[ g p (X/À)] d µ-: -J ( !_ g) . p(x/X)dµ g- = . 
ae ae ae 
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EI.-=-- gJ LS.l -. apor l.ZJ e Liii.iJ

2-- in p(t/x) E(g/t,x)iÀ l : [Propriedade de
.aO J Condicional]

Pela condição (b) da DEFINIÇÃO 4.1, para 0

que

pO,t:lp(t/0,4'); +C©} é completa

Logo, se

E(gjX)=EIE(glt,x)]x.] =0 ,[por (i)]

pela condição de completividad

E Lg l t , À . l

Portanto

EL 2 Zn P(t/À) E(g/t,).) IÀ

Substituindo- as esper

E [kg+] : - ELl- g] X ].

Logo

ELgsgs'

g 2-- in p(t/À) IÀ
a o

ujg. !- tn p(t/X) it,XE

tem-se

aCIma,e

[2]2 que, vemancas em

X

Esperança

fixado ,
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a [3} [por (i) e (iii)j = E(- g) 
ae 

E rg L tn p (t/À) 1 À] E jEr, a t n p ( t / À )1 t , À ] À 
f 

-
ae ae 

= E [L ln P(t/Ã) E(g/t,Ã) 1 À] = [Propriedade de Esperança 
ae . Condicional] 

Pela condição (b) da DEFINJÇÃO 4.1, ~ara e fixado 

tem-se que 

P0 t = {P(t/0 ,<t>); <t> 6 <I>} e completa. 

' 
Logo, se 

= o ' [por (i)J 

.pela coridiçio de completividade acima, 

E[glt,Ã_l = o. 

Portanto 

E[!._ tn P(t/Ã) E(g/t,Ã) 1 X] = O 
ae · 

Substituindo as esperanças em [z], vem _que 

E [gg*] = E [ ~ g I À 1 
ae 

Logo 

E [gsgs* 

- · ra 1 
. - E Laa g I À . 

Ã] = . = 

É[ .L gl ~]· E[ . .L g* 1 À] 
ae A · ae · 
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l

[n p(x/t,0) IÀ

E [glzlX]

c.q.d

A demonstração da unicidade da função !&B---p..Ç3..Llz.0)

é omita.da aqui por se tratar de uma demonstração técnica ape
nas. Pode-se encontra-la em Godambe [197(i]

TEOREMA 4.4 - Se a.estatística t e G-;ancilar com respeito a 0

então i(0)=E ljt(0) IX J

Demons traçao :

Pelo Lema tem-se que a informação i(0),da distribui

ção P(xlÀ), sobre 0 é dada por:

i(o) = ll/E 2-8=E-.2.ÉZIZI..zo) /E(a21n p(x/t:0) /x) ' l..À
l L a0 80z J

'y"t*
Como t é G-ancilar com respeito a 0, a distribuição

condicional p(x/t,0) hão depende de + e portanto a.infornação

it(0) coincide com it(Q)

. 321n p(X/llz0) l .t,0
a02

it(o) : it(o)

10 3 

1 
= -

c.q.d. 

A demonstração da unicidade da função atn p(xlt, 9) · 
a0 

i omitida aqui por se tratar de urna demonstração técnica ape-

nas. Pode-se encontrá-la em Godarnbe [1976J . 

TEOREMA 4.4 - Se a .estatística t é G~ancilàr com respeito a 0 

então i (0) =E [it (0) 1 À J 

Demonstração: 

Pelo Lema tem-se que a informação i(0),da distribui

çao p(xjÃ), sobre 0 é dada po~: 

i(0) = -~l/Efatn p(x/t,0) /E(a
2
tn p(x/t,8) 

1 L a 0 a·0 2 

l- . 2 ( 
= E _ a tnp x/t,0) 

ªª2 

Corno t é· G-ancilar com respeito a 0, a distribuição 

condicional p(x/t,8) fião depende de~ e portanto a informação 

it(8) coincide com It(8). 
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l À ]: iu)
]

c.q

' b.'.,] : ' l .'[ - g";t''u

104 

2 . 
a R,n p(x/t,0) 

a·e 
lt,e] 1>- } 

R.n p(x/t,0) 1 À l= i(0) 

a 0 z j 

c.q.d. 
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