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CAPITULO l

TNVpnníírXn
uvb14bv

1.1-PRELIMINARES

A Analise de Variância e a Analise de Regressão são téc
nucas estatísticas extensivamente utilizadas nas mai.s va-
riadas áreas de estudo.

Para o desenvolvimento teórico dessas técnicas, faz-se
determinadas suposi.ções sobre os erros do modelo. Entre -
tanto, na pratica, nem sempre tais pressuposições são ver
padeiras.

A rigor, a Analise de Variânci.a e Regressão, só poderá.
am ser aplicadas se as suposições estivessem completamen-

te satisfeitas. Como o teste F da analise de vara.âncianão

é sensível a alguns desvios das suposições, em muitas si-
tuações práticas em que as suposições não estão perfeita-
mente veria.dadas, tai.s técnicas podem ser uti.lizadas. En
tretanto, se o desvio for acentuado, os resultados da anã

lide podem ser bastante alterados, comprometendo assim o

emprego dessas técnicas .

Ao se analisar dados que não estão de acordo com as su

posições da técni.ca a ser utilizada, pode-se ter, basica-
mente, dois procedimentos : (i) buscar novos métodos de a

nãlise que se ajustam melhor aos dados; (ii) adequar os
dados ãs suposições através de uma transformação.

Na primeira solução, modifica o método ou parte do

e

l
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método a ser utilizado e na segunda, fixa-se as suposi -

ções exigidas pelo modelo adotado e modifi.ca-se a varia--
vel analisada.

Transformação significa uma troca da métrica da varia

vel original por uma outra escala. Ao invés de se traba-

lhar com a variável original Y, uti.liza-se log Y, /Y,l/Y
etc

A ideia central é que, se para a variável origi.nal as

suposições não são adequadas, pode existir uma 'uransfOT

mação conveniente tal que, na nova métrica, elas sejamr2.
zo avelment e s ati sfe it as

Além de corrigi.r os desvios das suposições, a transfor

mação também pode ter outras aplicações, tal como lineari

zar ou simplificar um modelo de Regressão ou ainda elimi-

nar a interação de um modelo de Análise de Variânci.a

1 7'-RHSlIMo. HIS'l'í)R ll:o
/

/'

Segundo um levantamento bibliográfico bastante comple-

to, as primeiras publicações sobre o uso de t6nsformação
datam do início da década de 30. Originalmente eram inveg.

tirados métodos para transformar distribuições não-no.amais

na distribuição normal

No período de 1936.a 1940, foram publicados artigos sg
bre a transformação raiz quadrada, logarítmica e sobre a

transformação angular, no contexto de Analise de Variân -
cia. Surgem então muitos trabalhos aplicados em varias ã-
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rias dê estudo, utilizando tran.sformações. Citamos o tra

balho de BEALL (1942) sobre experimentos.entomológicos.

A literatura disponível sobre o assunto era quase que

descritiva, até que CURTISS (1943) publica um artigo com

maior formalização matemática
O ano de 1947 foi um marco no estudo de transformações.

Neste ano foram publicados três artigos na revista ''Biome

trics'' que ti.velam grande significado dentro do assunto

No primei.ro, EISENHART comenta sobre as suposi.ções usual.s

da Analise de Variância. No segundo, COCHRAN discute se -
bre algumas consequências do desvio das suposições e, no

terceiro, BARTLETT apresenta o uso de transformação como

uma solução para corrigir um desvi.o específico

São publ i.cados então muitos trabalhos sobre o assunto,

sempre considerando cada transformação em particular, até

que, em 1954, M00RE G TUKEY e ANSCOMBE G TUKEY sugerem o

uso de uma família de transformações

Em 1964, BOX ã COX publicam um artigo que é considera-
do um marco dentro dessa nova linha que trabalha com uma

famÍI i.a de transformações. Apresentam um critério de esmo

Iha da transformação bastante simples mas original
Esse artigo proporcionou um grande avanço ao estudo de

transformações e impulsionou o apareci.mento de novos tra-
balhos sobre o assunto. Em muitas publicações são apreseE.
tadas modifi.cações do método proposto por BOX G COX além

de estudos adicionais. Citamos algumas dessas publicações

no capítulo 5 deste trabalho.
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O assunto não se esgotou e $T.equentemente são publica

+os novos trabalhos sobre o uso de transformações, sendo
que, ainda existem.muitos pontos a serem esclarecidos.

1.3-APRESENTAÇÃO DOS CAPÍTULOS

No capítulo 2 comentámos sobre as suposições teóricas
do modelo de Anãli.se de Variância e Analise de Regressão

Discutimo.s algumas causas dos desvios das suposições, co-
mo detectar e como evitar alguns desvios. Apresentamos a-

inda consequências da violação das suposições seguidas das
soluções então) adotadas

No capítulo 3 apresentamos algumas. considerações gerais

sobre transformações, com o objetivo de esclarecer aspec'

tos importantes dentro do assunto estudado. Destacamos as
seções 3.3 e 3.8,cujo conteúdo praticamente não é tratado
na literatura. - ----,,

Os capítulos 4 e 5 referem-se ao uso de transformação
com o objetivo de corrigir os desvios das suposições dos
modelos de Analise de Variância e Regressão.

No capítulo 4, apresentamos o tratamento clássico do
uso de transformação, discutindo sobre cada suposição se-

paradamente. Fazemos comentários.,sobre as transforma.ções

usuais : logarítmica, raiz quadrada, recíproca e as tran2

formações usadas no estudo de proporções. llustramos com

exemplos selecionados da literatura
No caoÍtulo 5. aoresentamos o método de determinação da
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transformação,proposto por BOX .ê COX (1964). 11ustramos

com dois exemplos extraídos desse artigo.

Finalmente, no capítulo 6, apresentamos dois exemplos

de dados reais, procurando aplicar as informações conti-

das nos capítulos anteriores.

1 . 4 -OBJET IVOS DESTE TRABALHO

Os principais objetivos deste trabalho são
(i) alertar contra o uso indevido das técni.cas de Anãli
se de Variância e Analise de Regressão em algumas situa -

ções em que ocorre a violação das suposições do modelo.

(ii) apresentara uso de transformação como uma possível
solução, quando a Analise de Variância ou a .Analise de Rg.

gressão são técnicas indicadas mas as suposições não es -
tão sati.afeitas.

(ii.i) apresentar informações. impor.tantes sobre. o uso de

transformação, que se encontram de forma muito dispersana
literatura. '

(iv) fornecer algumas orientações de como detectar a ne

cessidade do uso de transformação e como escolher a trang.

formação adequada a um conjunto de dados
(v) destacar certos cuidados q.ue devem ser tomados na u'".
tilização de transformação, princi.palmente na interpreta-

ção dos resultados



CAPÍTULO 2

DISCUSSÕES SOBRE AS SUPOSiçõES DO h'loDELO LINEAR GERAL

? l .Aq qTTDnqTrõFq
= ql A 4 bl/ U V X V L/ .L \l \.7 &J b.J

As técnicas de Analise de Variânci.a e Analise de Regres

são são tratadas na literatura através do Modelo Linear Ge
ral

Y = X 0 + c:

onde,

Y : vetou das observações

X : matriz de planej cimento

O : vetou dos parâmetros
c : vetou dos erros ,,

No caso de Analise de Variância, a matriz X é consti-

tuída por O's e I's de forma a associar cada unidade expe-
rimental ao seu respectivo grupo. Em Analise de Regressão,
X é construí'da uti.lizando-se os valores das variáveis ex-

plicativas.

Para o desenvolvimento teórico dessas técni.cas são fei

tas suposi.ções sobre os erros do modelo. As suposições usy.

ai.s sobre cada..g9nlw.Dente de e(Ei) são as seguintes

/

Z
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(i) E(c.i) : 0, i:l,... ,n

Cii) VAR(cl) : a', j.

(iii) COV(ci'cj):0, i,j=1,...,n, i#j

Para se realizar inferências estatísticas (estimação

por i.ntervalos e teste de hipóteses), torna-se necessário

acrescentar uma suposi.ção sobre a distribuição dos erros

É usual supor que

(iv) c: .i . - Normal , i:l , . : .n

Como consequênci.a de (iv), a suposi.ção (iii) é equivg
lente a

Ciiiy e.i e e.i são independentes, i,j=1,...,n, i#

Essas quatro suposições são conhecidas como .lupa,õ.éçõe,õ bã-

óZcaó (ou 6undamanZa.é.61 do Modelo Li.near Geral e podemser

resumidas por

c- N(0,a' l)

Como consequência ,

Y .- N(XO, az l)

Uma outra suposição,relacionada ã estrutura do modelo
e não aos erros do modelo, refere-se ã ad.é,t.év,idade. Na li-

teratura, o termo aditi.vidade aparece com dois significa
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dos distintos. O primeiro, menos usual, caracteriza mode-

los de Regressão em que a lei funcional entre as variáveis
envolvidadas é linear e não de outra fornta, tal como mul-

tiplicativa(1). o segundo sentido da palavra, muito utili
zado no contexto de transformação eqadotado neste tuba -

Iho, refere-se à ausência de interação em modelos de Ana-

lise de Variância

2.2-CAUSAS DOS DESVIOS- DAS SUPOSIÇÕES

Na seção anterior, indicamos as suposições teóricas do

modelo. Como jã dissemos, na prática, nem sempre essas coB

dições serão C:ohpletamente preenchidas. Nesta seção co-
mentámos sobre algumas causas dos desvios da suposição de

não-correlação, de homocedasticidade e normalidade dos er-
ros e sobre a não-aditividade do modelo

As suposições de homogeneidade. de variância, normali-

dade e aditividade,nem sempre podem ser controladas pelo

pesquisador. Jã a suposição de não-correlação dos erros,

em geral, pode ser assegurada através de um esquenn de alem

torização apropriado, no .estágio do planejamento
A violação da suposição de não-ca eZaçãa ocorre mais

frequentemente quando as observações são tomadas sequencl.

almente no tempo. Dados correlacionados exi.gem métodos de

análise apropriados. Mesmo em situações em que é possível

controlar essa suposição, se não forem tomados os devidos

/'

\l

pl ..P2

(1) 1Jrn e:çeiixplo de lm modelo multiplicativo é E(Y) : XI' ' X2'
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cuidados com a maneira pela qual:: o. experimento é conduzi-

do, pode aparecer correlação entre os erros para diferen-

tes réplicas de um mesmo tratamento. Por exemplo, em expg.
cimentos agrícolas, os canteiros vizinhos tendem a ser cor

relacionados post.tivamente. Em experimentou de laborató -

rio, as observações feitas pela mesma pessoa e quase simul

taneamente,, tendem a exibir esse.mesmo ti.po de correlação.
A he.{eA.oceda,6,C,Ccldade dos erros pode aparecer de va-

rias formas. Por exemplo, pode ser produzida por danos em

alguma parte do experimento, causada por contratempos. Po

de aparecer devido ao uso de material menos homogéneo em

algumas répli.cas, ser causado por condições de controledo

experimento medos Cuidadosas ou ainda pela escolha dauni

dade experimental

A natureza dos tratamentos pode fornecer algumas res

postas mais vara.ãveis que outras, causando uma heteroge -
neidade da variância dos erros. Este é o caso de expert -

mentosagrÍcolas, que consi,stem em se aplicar diferentes do

vagens de adubo em solo lúcido. A pratica mostra que, em

geral, as menores dosagens fornecem uniformemente baixa prg

dução com uma pequena variânci.a. As maiores dosagens, sen
do suficientes para cobrir a acidez, fornecem boas produções com

uma .variância moderada enquanto que, dosagens intermediã r

rias podem fornecer boas produções em alguns lotes e pro -

duções baixas em outros, o que causa maior variância
Em muitos experimentou, os grupos de controle tendema

/
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apresentar menor ou maior variabilidade que os outros.

Em experimentos biológicos, que tem como objetivo cog

parar o efeito de tratamentos, a própria apli.cação do trZ
tamento pode causar uma variabilidade extra. A extensão

disto pode variar com o tipo de tratamento ecom o modo como

ele é aplicado

Hã um outro tipo de heterocedasticidade que esta as
sociado com a não-normalidade dos dados. Aparece nos ca -

sos em que a variância é função da média. Um exemplo tí-
pico, refere-se a contagens que seguem a distribui-ção

de Poisson, cuja variância é igual ã iíédi.a. Isto pode ser confie
made em um estudo sobre o número de insetos em uma certa

área durante um período de vários meses : as variâncias dg.

vem ser maiores nos meses de grande infestaçã.o

A heterocedasticidade pode ainda ser causada pela prg

vença de observações atípicas ou espúrias. (''outliers'') .Pg
demos distinguir dois tipos de I'outliers'' : os não-genuí-

nos e os genuínos. O primeiro tipo refere-se a dados que
foram lidos, anotados ou transcri.tos erradamente. Tais ob

servações são conhecidas como erros grosseiros. Os ''outliers''

genuínos podem ser causados por mudanças nas condições el
perimentais não controláveis, devido a uma forma não cor-
rera comque o tratamento foi apli.cado ou ainda por uma vg
Fiabilidade inerente ao experimento

A norma.C.idade perfeita raramente ocorre em dados reais

Em muitas situações a distribui.ção da variável analisada é
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assimétrica e mesmo se a distribuição for simétrica pode
ser bem distinta da normal

Observações referentes a variáveis discretas, que a ri

gor não tem distribuição normal, só poderão ser tratadas
como variáveis normais sob certas condições.

Quando a analise envolve númer.os inteiros e pequenos

(cuja di.stribui.ção, em geral, é mais próxima da Poissón do que da

Normal) , deve-se estar de alerta para a não-normalidade

Além docaso em que a não-adZ,C,év.idade é inerente ao modelo

construído (devido a interação dos fatores principais),g
la pode ser causada pela presença de ''outliers'' (TUKEY ,
1949)

2.3-COMO DETECTAR DESVIOS DAS SUPOSIÇÕES

Existem situações em que, pela natureza do experimento,
sabe-se que as suposições não serão satisfeitas. Nestescà

sos, os dados devem ser cu'Ídadosamente examinados para dg

cidir se os desvios apresentados são suficientes para juã

tificar um tratamento especial dos dados. Mesmo se esse

não for o caso, recomenda-se, por precaução, que a valida.
de das suposições seja questionada. Como regra geral, não

se deve aplicar uma técnica estatística sem antes verifi-

car se as suposições do modelo estão razoavelmente satis-

feitas. É aconselhável que uma analise estatística começe

com técnicas exploratórias dos dados. Com isso, ganha -se

sensibilidade e i.nformações adicional.s sobre a variável e:
tudada.
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Comentámos a segui.r sobre três estratégias ,apresenta-

das na literatura,para se detectar desvios das suposições.
Não são exclusivas,'uma pode complententar a outra. As duas
primeiras são técnicas descritivas e por isso mesmo exigem

uma certa habilidade para produzir bons resultados. A pri-

meira, Análise de Resíduos, só pode ser aplicada após o

ajuste do modelo enquanto que, através da segunda, a Análi
se Descai.uva, pode-se detectar desvios das suposições,an-

tes da aplicação da técnica de interesse (Analise de Vari-
ância, Analise de Regressão, etc). Finalmente, a terceira,

mais formal, utiliza testes de significância
A utilização dessas técnicas é ilustrada nos exemplos

da seção 4.6, 5.3 e nas aplicações do Capítulo 6.

2 . 3 . 1- Anal ise de Res líduos

A Analise de Resíduos é uma técnica bastante eficiente

para detectar desvios das suposições.. Consiste em métodos

de analise -gráfica, métodos numéricos, e ainda outros mis-
tos. Al-ém de permitir que as suposiçõ'es sejam examinadas,a

Analise de Resíduos pode fornecer informações adicionaisso

bre os dados. É recomendada como um procedimento de rotina

Embora a Analise de Resíduos seja muito mais utilizada

no contexto de Analise de Regressão, apresenta igual impor
tãncia em Analise de Variância

O resz'duo é definido por r : y - 9, onde y é o valor ob

servado e 9 é o valor previsto pelo modelo. Esta diferença
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mede de certa forma a quantidade da variável estudada que

não foi explicada pelo modelo. Também pode ser pensada co
mo sendo a estimati.ya do erro, se o modelo é correto. As-

sim, se o modelo ajustado é adequado, os resíduos devem a

presentar caractere'sti.cas favorável.s ãs suposições, ou Pg.
lo menos, não indicar evidências contra elas

Existem vários procedi.mentos gráficos, envolvendo os

resíduos, que potencialmente revelam não-na.ttlla,ê,idade e ;tc

í:e oceda,6.{,Ccldade dos erros. Encontram-se descai.tos ,comen

tados e exemplificados em ANSCOMBE G TUKEy(1963) ,W00DING

(1969), NETER ê WASSERMAN (]-974, Capítulo 4), DRAPER G

SltlITH (1981 , Capítulo 3)

A suposição de.nãa-coa.xe.Cação dos erros, ãs vezes, p9
de ser verificada através dos resíduos mas, nem sempre is
se é fácil. Uma possível indicação de correlação dos
erros ê a ocorrência de sequências grandes de. real'duos
com o mesmo s mal

Quando às medidas são ,tomadas sequencialmente no tem-

po, pode-se construí.r um íkrãfico dos resíduos em função do
tempo, para que seja examinado se existe indicação d
to-correlação dos erros

A Analise de resz'duos também pode ser utilizada para de

tectar ''outliers''. Em muitos casos, as observações corres-
pondentes a resíduos ''grandes'' são ''outliers''

Citamos ainda uma outra aplicação da Anal i.se de ResÍ -
duos,que é veria.car a adequação de modelos aditivos.BLISS

(1967, capx'lula 11) descreve um desses procedimentos com o

/

e au
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qual ê possível verificar a presença ounão da interação e
ai.nda detectar se a nao-aditividade foi causada por algum
''outlier ''

Fi.nalmente, destacamos a fao.lidade do uso da técnica

de Allãlise de Resz'duos atravé;s dos . ''pacotes'' usuais (nIDP,

MINITAB, SAS, SPSS, etc), especialmente nos procedimentos
referentes à Anãli.se de Regressão. No caso de Analise de

Var;tangia,os resíduos não são calculados diretamente mas,

a média geral e as médias dos níveis dos fatores e das.ca

selas, necessárias para o calculo dos resíduos,podem ser

obtidas através dos ''pacotes'' usuais

2.3.2- Analise Descritiva

Enquanto que a técnica de Analise de Resíduos é mais
utilizada em Analise de Regressão, a Analise Descritiva
dos dados é a forma mais comum de se detectar desvios das

suposições, em Analise de.''Vara.anciã. Naturalmente também

pode ser utilizada em 4.nãlise de Regressão.
Apresentamos a seguir, algumas sugestões que podem ay.

biliar a detectar desvios das suposi.ções

a) . Nãa:n04.ma.Cidade d0.6 eA..to.ó

(i) construção do histograma : pode indicar não-normali

dado se apresentar acentuada ass.imetri.a

(ii) uso de papel de probabilidade normal : pode indicar

falta de normalidade se o gráfico construído desvi.ar aceg
tuadamente de uma re ta
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b) tfe.{a,tocada,õ.{,éc,idade do,ó e,t,toó

(â) i.nspeção das variâncias alnostrais das caselas ou gru-

pos analisados : pode indicar não homogenei.dade de variân-

cia, especialmente se esta for acentuada. Uma forma einpl'rl.

ca para isto é através do quoci.ente da maior variância(de3.
vio padrão) pela menor variância (desvi.o padrão); se esse

valor for muito ''grande'', existe i.ndicação de heterocedas-
ticidade dos erros. Em casos de dúvi.da deve-se fazerem dos

testes indicados na sacão 2.3.3

(ii) calculo da amplitude de variação : pode indicar hete
rocedasticidade, se as amplitudes,para os diferentes gru-

pos analisados ,forem bastante distintas.
Ciii) calculo do coeficiente de 'radiação : pode indicar he

terocedasticidade, por exemplo, se todos õs grupos apreseg
tarem coeficientes de variação muito próximos, indicando

que a variância cresce com a média. Por outro lado, se as

médias forem próximas, coeficientes de variação muito difg

rentes podem indicar que as variâncJ;as não são constantes.
c) Nãa-adl.{,év,idade do nlodaZa

(i.) construção de gráficos de perfil ': podem indicar a

exi.stênci.a ou não de interação. Para verificar se a intera

ção é causada pela presença de ''outlier'', tal observação

dev-e ser meti.Fada e refazer-se o gráfico. Se este mantiver

a forma do grãfi.co anterior, existe indicação de que a in-

teração é inerente ao fenómeno e que não foi causada pela

presença do ''outlier''
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2.3.3-Testes de Significâpci.a

Uma outra forma de se verificar a ocorrência de al -

gum desvio das suposições 8 através de testes de hipóte-

ses, específicos a cada suposição. Existe.m situações em

que o desvi.o da suposição é tão evi.dente que os tes-Les de

hipóteses podem ser dispensados..Em caso de dúvida, deve-

se testar se a hipótese é adequada lhas deve-se tomar cer-

to cuidado com a alteração no nível de significância(NETER

ti tVASSERMAN, 1974, capítulo 17)

A seguir, citamos testes apropriados para cada supo-
sição do i\modelo Linear Geral

a) Te,sZe,õ paa.a de.{ê.cZ.z,t não-noxttla.Cidade

Destacamos os testes clássicos que podem detectar des

vio de normalidade : teste de Xz de Pearson ( SNEDECOR tl

COCHRAN, 1980 ) , teste de Kolmogorov e teste de Lilli.efors

( COMOVER, 1980 )

Citamos ai.nda duas m.e'dadas importantes no estudo de

normalidade : coefici.ente de asse.metria ( yl ) e curtose,

ou coeficiente de achatamento,( y2 ) , defi.nadas respecti.vg

x '4 ' dmente por : y] :l'-âljY - }l)3 e .y2: g..11 ' O va-

].or de yl para distribuições simétricas é zero. Se yl > 0
a distribuição ã assimétri.ca ã direita e quando a distri -

buição é assimétrica ã esquerda, yl < 0. Se y2 ; 3, que é

o caso da normal, a distri.bui.ção é denominada mesocÚrtica;
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se y2 > 3, leptocürtica e se y2 < 3, platicÚrtica.

Uma outra opção para verificar desvios de normali.dade é

testar as hipóteses [lo: yl: 0 e Ho : y2 : 3 (WEDEC(]R G C(]:]:üiAN ,
IÇ)80)

b) Teó.te.ó pctxa de.,tec,{aa. lae..{e,'tc,ce,da,õí,éc,idade

Existem vários testes de homogeneidade de variância. Pa
ra o caso de populações normal.s, citamos o teste de Cocllran,o
teste de Hartley e o teste de Bartlett, sendo que os dois prl

melros são apropriados para dados balanceados. Encontram - se
descritos, por exemplo , em IVINER (1970) e CUNHA (1978)

Quando as populações não são normais, BOX G ANDERSEN

(1955) propõem um teste aproxi.nado para o caso em que as mé-

dias populacionais são conhecidas e para o caso mai.s real em

que elas são desconhecidas. Esses testes são apresentados de
forma didãtica em CUNHA (1978)

c) Te.ó.{eó pa.ta de,tec,ta.t co,txeZaçãla do,õ ex.toó

Para testar correlação dos erros, IV00DING(1969) sugere

o teste baseado em postos proposto por Spearman, descrito em
CONOVER (1980). Podemos inda.car ainda o teste do sinal

(CONOVER, 1980), o teste de aleatoriedade eo teste de corre-

lação feri.al de Durbin-lVatson, descritos em DRAPER G SMITH -

(1981)

d) Te.6.te,6 puxa de.tec.{ctx não-ad.é,C.év.idade

Nos casos em que hã graus de liberdade suficiente pg

ra as partes não-aditivas do modelo, as interações podemser
testadas através da estatística F da anal i.se de pari.anciã
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Caso contrario, deve-se usar testes apropriados. O mais usa-
do é conhecido como ,{e.s,Ce de Tukeg pa a não-acta,tZlv,écíade e

foi.proposto em 1949. Tukey considerou o caso de experimen-
tas cruzados com dois fatores fi.xos, sem réplicas. O teste

consiste em utili.zar l grau de liberdade do resíduo paratej.

tar a não-aditividade. Se o teste for significante, o uso de

transformação pode ser recomendável. A construção do teste

encontra-se no Apêndice l
lyILK G KEI'lPTllORNE (1957)desenvolvem o teste de não-adit.}

vi-dade para planejamento em Quadrado-Latino

Z.4-CONSUQUÊNCiAS DOS DESVIOS DAS SUPOSIÇÕES

Após a escolha da técni.ca estatl'ética a ser utilizada,

duas questões relevantes podem ser levantadas : (i) oconjuD.
to de dados analisados satisfaz as suposições da técnica? ;

(ii) Se as suposições não estiverem completamente satisfeitas,

quais são as consequênci.as? as consequências são grau-es?

A primeira quest40 foi abordada .na seção anterior e agg

ra tratamos da segunda. Essa seção não pretende ser técnica

mas, tem por objetivo apresentar de forma resumida algunsl!
sultadosde estudos sobre a questão. Com isso queremos alertar
contra o uso indevido das técnicas de Analise .de Variânci.a

e Regressão, em algumas situações

Um procedimento estatístico é denominado Roeu ,to se não
é muito sensível a desvios das suposições. NÍesmo para as tég

nucas robustas, como é o caso do teste F da anãli.se de vari-

ância, a precisão das inferências depende marcadamente do
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graucom que as observações se ajustam ãs suposi.ções. DaÍ a

grande i.mportância de se conhecer as consequências da viola
ção das suposições, ou seja, saber qual a extensão do efeito

dos desvios das suposições

Em geral, a fallla de uma suposição aZZe a a }'t,c've.C de

.8.égjt.éá,écâltc,Ca. Por exeJ\lplo, quando o pesquisador pensa que
egtã testando a um nível de significância de 5%, ele pode rg.

alnlente estar testando, di.gamos, a um laÍvel de 8%

O desvio de uma suposi-ção pode produzir uma pa da de

"óen,óZb,éZZdade'', no sentido de que um teste mais poderoso pg
devia ser construído. Pode ainda causar uma pea.da. de pxec,é

,õãú dos estimadores envo]vidos. Para i]ustrar essa ú].tilnacon

sequência citada, suponhamos que no Modelo Linear Gel'al,

Y =XQ + c, a forma da matriz de variância - covariância seja

dada por }l ; a V (onde V é uma matriz positiva definida simé
trica) e não azl. Essa forma geral de E inclui. casos da vio

loção da homocedasticidade e da s.uposição de qtJe os erros são

não-correlaciollados. Neste- caso, para .a estimação de O,deve
ser utilizado o método de mínimos quadrados generalizados

(DlzAPER ê SblITH, 1981). O estirador obti'do é dado por

O = (X' V'lX)'l X-V'IY e Var(O) ; (X'V'lX)'l a2

Se E = Vaz, e o método de mínimos quadrados si.}nples for

utili.zado, os estimadores obtidos são ainda não xd.esados PO -

rém, não terão variância mínima. Ou seja, se for utilizado o

estijnador padrão ê ; (X'X)'lX'Y e não O : (X'V'lX)'lX'Y,tem-

se que : V

E(e) : (x'x)'' x'x o : o
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mas

Var (õ) (X'X)'l X' V X (X'X)'l a2

Eln geral, essa matei.z fornece variâncias mai.ares do

que as variâllcias da matriz \rar ( Õ ) : (X'V'lX)'l a2

A seguir, apresentaJnos consequências especificas ao

desvi.o de .cada suposição, eln alguns casos particulares

Destacamos o efeito dos desvios no nível de significâlKià

dos testes

2.4.1-Desvio da suposição de nornlali.dade dos erros

Resunimos alguns resultados, baseados principalmente na
publ-icação de COCnRAN(1947) e no capítulo 10 de SCnEFT;É

(1959)

(i) O teste t bica.udal sobre uma média não é sensível à
a.ssilnetria dos erros. Jã o teste t monocaudal é mais vul-

nerável a esse tipo de desvio. En\bota o coeficiente de cur
tome tenha algum efeito na distribuição t, em geral, esse

efeito pode ser considerado desprezível
(i.i) Em testes de comparação de duas medi-as (''teste t'')

o efeito do coeficiente de assimetria (yl) não nulo no
nível de significância do .teste é pequeno se as dois gru-

pos são de.igual tamanho, apresentam o mesmo valor de yl
e suas variâncias são i.guais. Entretanto se uma dessas con

dições não for verdades.ra, o efeito de y] tenderá a ser au
montado e o níve] de signo.ficância seta a].tarado.
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(.iii) Em testes de comparação de mais de d.uas médias

(I'teste F'') a não normalidade dos erros produz pequenas al
terações no nível de signific.anciã do teste.

(IV) E)n inferências sobre uma variância (a'), no caso em

que a variável estudada não tem distri.buição normal, o co.g
ficiente de cona.onça, o ní.vel de signo.ficância e o poder

do teste dependem do coeficiente de curtose (y2). Se y2--3
for muito .diferem-Le de zero, e nível de significância é ba2

tarte are.nado, como pode ser visto na tabela abaixo(ct fi-
xado eln 5% e n grande)

-0, 51,01,5, 3Y
2

o,ooó l o,024gAlONível de
nificãllciaszg

7,02,0 l4,01,00 0,5
o,osolo,mo,i7lo,zóio,só0,050

Uln resultado mai.s geral é que, em inferências que eB

volvem apenas falares fixos, Ináe4êncZa,6 .baba.e. mêd,(a,ó.,o .g

feito do desvio da :i-iã+noTllt&lidade dos erros ê praticamen-

te desprezível(especialmente para amostras grandes), a não

ser que o desvio seja acentuado. Segundo alguns estudos,se

o nível de significância especificado for de 5% (l9o) os nl.

vens reais podem variar de aproximadamente 4 a 7% ( de 0,5

a 2% ) , quando~ a distribuição não é normal

Em i.nferências que envolvem fatores aleatórios,Znáea.ê.E
c.íaó óob,te vaa..éânc.éa.õ , o efeito da não-normalidade pode ter

implicações sérias. Nestes casos, os estimadores das coU

potentes de variância ainda são não-viesadas mas o coeficà
ente de confiança dos intervalos pode ser bastante diferem

te do especificado.
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2.4.2-Desvio da suposição de igualdade de variância dos erros

Consideremos iniclialnlcnte o Grei.to da v'iolcação da suposi--

ção de i.gualdade de variância no caso de comparação de duas

médias. Se os tamanhos das amostras são iguais (nl:n2), expe-
A..inTen.{0.6 ba,ealtceadaó, e as amostras são grandes, o nível de

significância, calculado segundo a suposição de normalidade e

igualdade de pari.anciã, é valido, lnesJno se essas suposições

são violadas. EntretEtnto se o experimento for i'tão-bítCízlzce.ítda ,o

nÍ\rel de significânci.a do teste de comparação de duas médias

de populações mandai.s é alterado, conto pode ser visto na tabe-

la abaixo (a fixado em 5%, aÍI e a{ :variâncias populacio
naif)

.g/a:f

0 ,002
0 , 031
0 ,07 2

No caso em que as duas amostras tem igual tamanho (7,7)

e que a variância al é 10 vezes Irai.or que a; (um desvio de ho-
mogeneidade de variância relativamente grande) , o n'zvel de

significância muda de 5% para 6,3%, uma alteração que na pra'
teca pode ser considerada desprezível. Entretanto, no caso de

(15,5), em que nl é 3 vezes maior que n2' o nível de signifi-
cância é alterado de 5% para 0,S%, quando a;/a2 ; lO.

BOX (1954a) estuda o efeito da desigualdade de variância
em modelos de Analise de Variânci.a a um fator fi.xo com três

ou mai.s níveis. Apresenta um resultado numérico, que se encoB

i

(1 5 , 5)

( 5 , 3)
( 7 , 7 )

0, 050
0 , 050
0 , 0 50

0,0 2 5
0,038
0,051

0, 008
0 ,031
0 , 0 58

0, 00 5
0, 030
0, 063
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tra na tabela a seguir,para ilustrar o efeito da heteroce-

dasticidade no nz'vel de significância do teste F da análi.

se de variância (a fixado em 5%)

Número de l Razão das variâl l !número de Observa l Ntiinero tot&l de
nível.s l clãs dosníveis l ções dos nível.s l obselvaçoes

NÍ\rel de
siçlnifi canela

3

3

3

3

3

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

2

2

2

2

l

l

l

l

l

l

l

l

l

].

3

3

(qualquer)

5 5 5
3 9 3
7 5 3
3 5 7
5 5 5
7 5 3
9 5 1
1 5 9

(qualquer)

S/S 5 5 S/
9 5 5 5 1
\l.

1 5 5 5 9
3 3.3 3 3

15

15

15

15

15

15

15

15

25

25

2S

25

21

0,050

0,0S6

0,056

D,092

0,040

0,059

0,11

0,17

0,013

0,05

0,074

0,14

0,025

0,12

3

3

3

3

3

3

l :l:l

1:1: 3

1:1:3

1:1:3

[ :1 : 1 : ].

5

5

5

5

7 7 3 3

Esses resultados evi.denci.am que

(i) Moderados desvios da suposição de homogeneidade de vg
riância não afetam seriamente o üx've]. de significância do

teste, se o experimento é balanceado
í.i i) Se o experimento é não-balanceado do nívelalteraçãoa
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de signifi.cânci.a podo ser acentuada

(iii) A discrepância entre o valor real do nz'vcl de signi-
ficânci.a e o valor fixado acentua-se quando apenas uma va-
riância é diferente.

(iv) A alteração do nível de significânci.a depende do nú-
mero de níveis considerados.

BOX(1954b) estuda o efei.to da não homogeneidade de va

riância que ocorre apenas no fatos coluna em experimentou

cruzados com dois fatores fixos, sem réplicas. i\mostra que

o teste de comparação de ]in])as õ excito e propor t-ul\ teste aproxi

)atado para a comparação das colunas. Apresenta o seguinte

resultado numérico (a fi.Nado em 5%)

Nijlnero de l Número de l Razão das variân- l Prol)abil-i.dado do erro do tipo l
linhas l colunas l ciasdo fatorcolunal Linha l Coluna

11 3 1 : 2 : 3 0 , 04 2 0 ,055

5 3 1 :2 :3 0,043 0 , 056

11 3 1 :1 :3 0,038 0, 05 9

S 3 1 :1 :3 0, 039 0,060

3 5 1 :1 :1 : 1: 3 0 , 04 5 0, 068

3 1 1 1 :1 : . . . . . .].:3 0 , 04 9 0 , 071
l

A partir desses resultados podemos estabelecer as se

guintes comparações entre o nível de signifi.cânci.a real e
o fi.xado

(i) As di.sc.repâncias nos testes de comparação de linhas e
colunas não são acentuadas.

(ii) A heterogeneidade das variâncias dos. níveis do fatos

1 : 2 : 3

1 : 2 : 3

1 :1 : 3

1 : 1 : 3

1 : 1 :1 : 1 : 3

1 :1
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coluna torna o nível de significância real do teste de com

l?aração de colunas superior ao nível fixado. Esse efei-to a
centra-se somente se a diferença entre as variâncias for

grande.

Ciii) Nos testes de comparação de linhas, o efeito apare-

ce em direção oposta tornando o nz'vel de signo.ficância re-

al menor que o nível fixado.

Civ) A comparação da primeira linha da tabela anteri.or coma

tercei.ra e da segunda linha com a quarta indicam que o e -

feito da não-homogeneidade de variância acentua-se quando

apenas uma variância é diferente das outras.

Como resultados mais geral.s podemos dizer que,quando

não hã homogeneidade de variância em modelos fixos de Anã-

li.se de Variância, o nível de signifi.cância do teste de
comparação de médias é pouco afetado se o experimento é ba

lanceado. Nessas condições, o procedimento de comparações

múltiplas de Scheffé também é pouco alterado. Assim o

uso de igual tamanho de amostras para todos os níveis do
fatos não só simplifica os cálculos mas também minimiza o

efeito da não homogeneidade de variância no teste F
Se os fatores forem aleatórios, a não-homogenei.dade

de variância dos erros pode ser bastante séria em inferên-

cias sobre as componentes de variância, mesmo se o experi-
mento for balanceado
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2.4 .3-Desvio 11ig: Zi!!p.g.aiç$g dç não-correlação dos erros

A vzolaçao da suposi.çao de não-correlação dos erros,

em geral, produz consequênci.as bastante sél'ias, para made

los fi.xos ou aleatÓri.os. A correlação pode produzir um er
ro s i s temãt ico

Comentam'erros sobre um tipo de correlação de particu-

lar i,nteresse pratico, denominado co,t4a,Cação .6e/t,éaZ. Esse

tipo de correlação pode aparecer se as observações são to

nadas em intervalos de tempo igualmente espaçados.

Definimos abaixo a ccr4./Le,eaçãa ,óex,éaZ da p4.,í)neJ.xa a,t-
dein

DEFINIÇÃO

Seja Y. ,....,Y. urna amostra aleatória e denotejnos a

correlação entre Yj. e Yj por CO!{(Yi'Yj)' Se COR(Yj.Yi+l):p,

i=1,...,n-],(].)R(Y;,Y.):l, i:l,....,n e nos outros casos a
correlação é nula, dizemos que as observações são correla-

cionadas seriallnente e que p é o coeficiente de correlação
serial de primeira ordem.

Consideremos a situação em que ocorre a homogeneidade
de variância dos erros mas que exista uma correlação serial

de pritneira ordem. Então a matriz de variância-covariância

(E) é dada por
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l P

P l P

o P l
0 0
0 0

2a

o o o o

Para se assegurar que }l seja positiva definida, p de

ve satisfazer a desigualdade

(ecos( T ))
n + l

) ) 'l

Pode-se mostrar que o efeito da presença de correia

ção serial de primeira ordem pode ser sério. A tabela a
baixo ilustra esse fato, em inferência sobre uma média(cl

fixado em 5% e n ''grande'')

P

nível de sig
nificância

0,2 .o,i l o o,l i 0,2 io,s l0,4

5
10 0,002 o,0111 o,ozslo,os lo,074lo,098lo,tz to,i4

Esses resultados mostram que a correlação serial post

ti.va tende a aumentar o nível de significância do teste, o

correndo o inverso se p é negativo.

BOX (1954b) estuda esse mesmo tipo de correlação em mg
delas cruzados com dois fatores (linha e coluna.). Supõe que

os erros sejam correlacionados seríalmente apenas dentro de um f2
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tor (linha)

f Um exemplo tz'pico dessa. situação é o estudo de fre-

qt-iências de chuvas ém um certo local durante um determina

do período de tempo. Se.os níveis do fatos linha são as 24
horas do dia e os níveis do fa+.or coluna são os 12 meses

do ano, podemos esperar que as sucesso-vas observações das

frequências nas 24 horas, para uín determinado Três, devem

ser correlacionadas positivamente, jã que a probabilidade

de chover durante algum período de uma hora é maior ou me

nor, dependendo se choveu ou não na hora anterior. Entre-

tanto, o efei.to de coT'relação ent.re os meses deve ser bem

menor e possivelmente desprezível

Consideremos um experimento cruzado a dois falares
(linha e coluna), cada um com 5 níveis, e que apenas exis-

ta correlação serial de primeira ordem entre os níveis do

fatos linha. Na tabela abri.xo podemos observar como a pre-

sença da correlação (p) afeta o nível de signifi.cância re-

al em testes de comparação dos níveis do falar li-nha e do
fatos coluna (a fixado em 5%)

0

Nível de Significância
P

0

0

0

0

0

].ilha coluna
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Esses resultados evidenciam que

(i.) A presença de correlação produz pequena mudança no ní-
vel de si.gnifi.cânci.a do teste de comparação das colunas nns,
a mudança é notável no teste de comparação das linhas

(ii) A correlação positiva, que é o ti.po mais frequente ,
aumenta o nível de si.gnificância do teste da comparaçãodas

linhas, e.ocorre o inverso se a correlação for negativa

f

2.4.4-Desvi.o da suuosicão de aditividade do modelo

Em análise de Quadrados-Latinos e experimentas cruza -
dos a dois fatores com uma observação por cadela, supomos

que o modelo é aditivo. Se isso for verdade, não hãproble-

ma nenhum quanto ã validade da análise. Entretanto,se hoy
ver interação entre os fatores, os estimadores dosefeitos

dos fatores podem tornar-se viesados. Por exemplo, em mo-
delos cruzados com dois fatores (Ae B) , sem réplicas,oqug.

doado medi.o residual (sz) é está.mador viesado de oz se ai.B

for não-nulo, isto é, E(s'): a' +a.ÍB
Para- anal i.se de Quadrados-Latinos cojn fatores fixos (li-

nha, coluna e tratamento) a esperança do quadrado médio do

resíduo contém um termo envolvendo a interação que é não

negativo e pode ou nao ser apreciável. Se os fatores são
aleatóri.os e o modelo realmente não é aditi.vo, o quadrado

médio do fatos linha, do fatorcoluna, do tratamento e do

resíduo são todos vieiados (SCHEFFÉ, 1959, capítulo S)
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2.5-SOLtJÇOES ADOTADAS QUANDO OCORRENI DESVIOS DAS SUPOSIÇÕES

Se for detectado o desvio de alguma suposição que não

traz consequências sérias (colho a não-normali.dado ou a não-

hamogeneidade das variâncias enl experinlentos balanceados com

fatores fixos) a analise dc variância pode ser utilizada bois,

as conclusões não serão praticamente alteradas. No entanto,

se o efeito causado pelo desvio de uma suposi.ção for grande ,
torna-se necessário o uso de medidas corretivas.

Existem medidas corretivas especÍfi.cas ao desvio de ca-

da suposição e,muitas vezes, pal'a situações particulares
Ini.cialnlente vamos destacar algumas medidas utilizadas

no caso em que a suposição de. não-correlação dos erros não
é verificada

Jã comentámos que a aleatorização,em geral,é uma fornta

eficiente para se garantir a não-correlação dos erros. En-

tretanto, existem situações em que a aleatorização não é

possa-vel, como por exemplo, estudos envolvendo o tempo ou

a posição. Em muitos casos, a introdução de uma nova varia

vel no modelo (tal como uin termo linear no tempo)pode rema

ver a correlação di)s erros

Um outro problema interessante refere-se ao planejan\ep:

to de experimelltos em blocos completamente casualizado (EBCC).
Neste caso, as unidades expert.mental.s não são todas homogÊ.

neas.: as uni.dades dentro de um mesmo b].oco são mais pareci:.

das entre si do que com as unidades de blocos diferentes.A

aleatori.zação das unidades experimentais não é completa mas
esta ocorre dentro de cada bloco. Esses dais fatos, que cg
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racterizam o planejamcnt.o em blocos, podoin causar uma noi-

te correlação entre as respostas das unidades .experiillen -
t.ai,s dentro de um mesmo bloco

Em geral, o modelo associado ao EBCC é exatamente o

mesmo de um planejamento cruzado a dois f.amores completa-

mente casualizado (ECC) mas,as suposições usual.s do Rode

to ECC leão são realistas, quando'o planejamento é em blo
cos

Se os blocos são consi.derados aleatÕri.os, a matriz de

vara.anciã-covariânci.a das respost.as e dos erros não é a

mesma jã que as respostas em um mesmo bloco são correia

cionad.as enquanto que os erros não são

Se os blocos são fixos, pode-se moda.ficar o modelo ou

a.s suposições sobre os erros do modelo para permitir a col
relação entre as respostas de um Htcsmo bloco. Neste caso,

ANDERSON (1970) sugere que as suposições sejam mantidas e

apresenta uma modificação do modelo, introduzindo um termo
aleatório correspondente .ã restrição da aleaterização cau-

sada pelos blocos. PERESl:(1981) , mantendo o modelo usual,
discute como os efeitos de tratamentos e blocos devem ser

testados, em diferent.es supósi.ções que podem ser feitas se

bre os erros : variâncias e covari.anciãs desiguais, variâD.
clãs desiguais e covariâncias iguais e ainda variâncias

e covarlanclas Igual-s .

Em muitos casos, a modificação do modelo permite a u-

ti.lização de técnicas padrão. Se isso não for possa'vel,de-
vem ser uti.lizadas novas técnicas. Uma delas é uma técnica

de Analise Multivariada denomi.nada Curvas de Cresci.mento.

4
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A desvantagem dessa técnica é que o número de parâmetros a
ser estimado aumenta demasiadamente, exi.gindo assim lm maior

numero de observações para fornecer boa prece.são.

A seguir, apresentamos procedimentos mai.s gerais que

podem ser utilizados nocaso em que as suposições usuais do bTo

delo Linear Geral não estão satisfeitas.

a) ÁÍãíadc, de a,eea.{04..Czação calnloZe,ta

O teste de aleatorização completa,ou de perlnutação, foi
proposto por Fisher eln 192 5 .

A hipótese a ser -uestad& é que cada unidade expert.men-

ta[, a]ocada en! qual.quer grupo do esquema do planejamento,

fornece o mesmo valor da variãx,el resposta. O procedimento
para se testar essa hipÓ'tese consiste basicaillente elu se

construir todas as possz'fieis permutações dos valores e en

tão calcular o nível de signifi.cância do teste. Tal proce-
dimento naturalmente não depende das suposições usuais do
Modelo Linear Geral

Para o teste é necessário o calculo do quadrado médio

do resíduo de todas. as possx'rei.s perinutações. Isso, em ge-

ral, é bastante trabalhoso ou mesmo inviável. Por exemplo,
em um expert.mento a um fatos com 4 níveis, cada um com 6
réplicas, tem-se 241(61616:6:) = 164 910 249 500 manei.ras

possível.s de se permutar os resultados. Entre-Lento,uma sim

pies modificação da teoria normal, em geral, fornece uma

boa aproximação, conforme descrito em JOHNSON G LEONE (1964,
capítu].o 13)
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SCI.IEFFÉ (1959, capa't.ulo 9) descreve o teste de permu-

tação para planejamentos em blocos e para o Quadrado-J.atj:
no

b) M ézo do,s nãa - paa.aln é.:c.t,éc 0,6

Pa.ra os testes não-parametricos são exigidas suposições

bem menos especl-ficas do club bs testes paramétricos. Por

exemplo, a suposição clássica de normalidade exigi.da nos

testes paramétricos é substituída por suposições mais ge-.

Tais, tal como continuidade ou simetria da distribuição. O

fato das suposições serem n\ais gerais faz com que os tes

tes não -paralnetricos sejam inerentemente robustos

As suposições básicas dos testes não-parametricos são

Sobre a independência das observações e sobre o ti.po de e!
cala de medida

Sabe-se que, se as suposi.ções estiverem satisfeitas ,

muitos dos testes parametricos são mais poderosos do que

os correspondentes testes não-parametricos. Entretanto, se

as suposições não estiverem satisfeitas os testes não-pare.

métricos podem ser mais indicados (especialmente para amor
trás pequenas), por serem, em geral, robustos

Em alguns casos pode-se construir a distribuição exata

da estatística do teste mas, em grande par'Le dos métodos

não-paramétricos, a estatl+stica do teste apresenta uma dis

tribuição complicada, obrigando então a utilização de dis-

tribuição assintÓtica.
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Uma crítica aos testes não-paramétricos baseados em

postos é que não são utilizadas todas as infor.mações con-
ta.das na amostra. Por outro lado, convém destacar a sim-

plicidade de cálculos dos testes não-parametricos

c) P,to ce,6 / 0,6 AI)xo x,épiada.ó

São testes. aproximados, construídos no caso eln que ocos
rem desvios das suposições usuais do lllodelo. Consistem, em

geral, na modificação das estatísticas usuais e/ou determj:

nação de um fatos de correção dos graus de liberdade dos

tes tes us uais

CUNHA (1978) apresenta. uma monografia sobre testes de
hipóteses sobre variâncias e médias nos casos de desvio

da normalidade, homogeneidade de variância e i.ndependência
dos erros.

PORES (1981) estuda as consequênci.as da forte correla-
ção existente entre as re.apostas das unidades experimentais

de um mesmo bloco em experimentos em blocos completamente

çasualizados. Verifica que o teste F usual para avaliar o

efeito dos tratamento.s pode ser usado mesmo se houver uma

covariância constante entre as respostas das unidades expg.

rim.entais de um mesmo bloco. Propõe uma solução aproxima -

da para testar o efei.to dos tratamentos, quando as variân-

cias dos tratamentos.são igual.s.
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d) TA.ar1.6 áoxmaçãa

Uma outra solução corretiva qu.e pode ser aditada é a-

dequar os dados às suposi.ções através da transfol'mação dos
mesmos

O uso de transformação é um procedimento bem geral que

pode ser adotado para qual(quer modelo de Analise de Variâ2:
cia e Regressão, em experimentos balanceados ou não e para
amostras grandes e pequenas. As estatísticas utilizadas são

exatamente as usuais e os graus de liberdade são mantidos.

Portanto,não há perda de precisão na analise e nem perda de
'' sensibilidade'' do teste.

No próximo capítulo apresentamos detalhes interessan-

tes sobre transformação e nos capítulos 4 e 5 discutimos se
bre o uso de transformação da variável resposta, com o ob-

jeti.vo de corri-gir a não-normalidade. estabilizar a variân
cia e obter aditividade do modelo.
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CONS IDERAÇOES 'GERAL S SOBRE I'RÂNSFORb'HÇÃO

3.1-DIFERENTES OBJETIVOS DO USO DE TRANSFORbIAÇ;©

Em Analise de Variãnci.a e Analise de Regi-essão,a trens -

formação pode ser aplicada com um ou mai-s dos seguintes obje
uivos

(i) lílteari zar o modelo

(ii) corrigir desvios .das suposi.ções do modelo
(iii) simplificar o modelo

O primeiro objeti.vo listado restringe-se a modelos de Re

pressão. A utilidade dessa aplicação do uso de transformação
justifica-se pelo fato de que os procedimentos estatísticos,
eln geral, são anais complicados para relações não-lineares do

que para as lineares. Podemos distinguir dois tipos de niode-

,Co,õ não-.êl)tea,teó na.6 paa.âme,{4.a.õ : os intrinsecamente não-li-
neares e os linearizãveis

Um madeZa Zn,ta.,élt,õecamei{,{e não -.C,Cnea,Q n0.6 pa,tâttle..{a.a,õ não

pode ser expresso na forma g(Y)= Buxo + BIXl+...+BPXP + c, Oc-

de X{ é.uma variável explicativa ou uma função dessa varia -
vel que não depende de nenhum parâmetro. São exemplos

Y = Bo + BI e'B2X + c, Y : Bo + BIX + B2 (B3)X + c

Tais modelos são tratados no capítulo de Análi.se de Regressão

como Modelos Não-LI.neares (DRAPER ê. SMITH, 1981, capítulo lO)

Ü
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Made,Co.,6 .e,Cne.aa,.Czave,é.6, conto Q propri.o nome i.ndica, são

os modelos não-lilieoTcs nos parâmetros mas que, após uma

transformação, tornam-se l i.neares. São exemplos de modelos

linearizáveis

(i)

(ii)

o e J. ' c: (modelo exponencial)

Bo X ' ' E: (modelo de potência)

B. B.
í;o XI' X2' ' e(modelo multiplicativo)

(iv)

(v)

1---- ( modelo recíproco)
13o + BIXl+B2X2+ c

!: (modelo logístico)
].+expÍ-CBo+BIX + e)}

Após a transformação , os correspondentes modelos são

(i) logY=logBo+BIX+logc = B;+BIX+e*

(ii) logY= logBo+q.logx +logc: = B:l + BI x*+ c*

(iii) logo = logro + BllogXI + B21ogX2 + logo: ; Bâ+BIXI

: logÍ3 0

= logÍ30

(iv) l
Y 13o + BI XI + B2 X2 + €

(v) log'
1 - Y B. ''' BI X ' '
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O último modelo é usado em curvas de dose-resposta e a

transformação correspondente é conhecida como ''logo.t''

Nos exemplos (i), (iv) e (v) somente a'variável resposta

é transformada enquanto que, nos exemplos (ii) e (iii) tanto
a variável resposta corno as variáveis explicativas são trans
formadas

A transformação das variãvei.s explicativas não afeta as
suposi.ções soba'e os erros, quando é suposto que tais variá-

veis não são aleatórias. Quando a v'ariãvel resposta for tranE

formada deve ser verificado se a suposição acerca dos erros

l\ão foi violada pela transfol'mação

Uma atenção deve ser dada ã estrutura dos erros: para se

aplicar o método de mínimos quadrados, o erro deve ser aditivo na

variável transformada,o que implica que em muitos casos,o el

ro no modelo original seja multa-plicativo. Este é o caso dos

exemplos (i) a (iii) e, após a transformação, asuposição a

ser verificada 3 que logo:i- N(o,aó) . Estimados os parâmetros
do modelo transformado através do método de mínimos quadra -

dos, pode-se voltar ao modelo original mas os está.madores as-

se.m obtidos podem ser viesados
Um outro objetivo do uso da transformação é corrigir a

não-normalidade e estabilizar a variância. Esses tópicos são

discutidos no capítulo 4 e 5 deste trabalho.

0 terceiro objetivo citado do uso de transformação é a

simplificação do modelo, ou seja, queremos achar, se possa '

vel, uma métrica na qual o modelo adotado seja expresso de
forma mai.s simples. Podemos considerar dois casos : transfomlação
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da variável resposta e transfonnação das variáveis explicati.
vas.'.

a) T.tanó áa.tmaçãa da va.t,CãveZ a.e.6paó.ta

Em Analise de Variância, uma transformação conveniente da
variável resposta pode tornar um modelo não-adi.tivo em aditi

vo, ou seja, pode ser que na métrica ori.gillal o modelo aditi

vo não seja apropriado e, após a transformação, torne-se ade

quado. Neste caso, dizemos que a transfomtação eliminou a in

teração do modelo. Discutimos esse tópi.co na seção 4.4

Em Regressão Po[inomi.a]., o objetivo da transformação da
variável resposta pode ser a obtenção de um modelo de ordem

mais baixa. Em muitos casos, se for adotado um modelo de Re-

gressão de 2ç grau para os dados ori.finais, pode ser que,de-
pois da transformação da variável resposta, um modelo de lç

grau seja perfeitamente adequado. Essa aplicação da transpor

mação aparece flui.to em estudos de Engenharia onde as relaçóês

de lg ordem são, em geral, preferi.das. Quase sempre não hã
equi.valência matemática entre os parâmetros dos doi.s modelos,

exceto uma equivalência aproximada que pode ser obtida pela

expansão de Taylor. Assim, se ao invés de ajustarmos o mode-

lo Y : Bo + í31X + B2Xz+c, ajustamos g(Y)=clo +alX + c, a relê

ção entre Bo' BI e B2 com ao e al não é clara. Entretanto ,
essa simplificação pode proporcionar maior facilidade de in-
terpretação do fenómeno estudado.

O problema consiste na escolha da transformação a ser a-
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dotada. Um método que pode ser utilizado é discuti.do no ca
pítplo 5 deste trabalho.

b) Ta.an.ó áoa.mação da.ó va,t,éãlt/ a.é.õ expZ.éca.t,éva.ó

Através da transformação das variável.s expli.cativas pode
ser possível tornar uma relação Complicada das pari.ãvei.s ori-

ginais, em um modelo irai.s simples. Neste contexto destacamos

a publicação. de BOX ê TIDWELL (1962) onde é apresentado um

processo para decidir qual a transformação a ser utilizada
Apesar da validade origi.nal do trabalho, seu valor ficou re-

duzi.do com o aparecimento de programas(coiro oP3R do BMDP,ver
são 1981) que estimam parâmetros em modelos não-lineares re-
lativamente complicados

Neste trabalho, limo.tamo -nos ao estudo da transformação
da variável resposta em Analise de Variância e Analise de Re
gressao.

3 . 2-CARACTERIZAÇÃO DAS TRANSFORMAÇÕES USUAIS

Na literatura, as transformações da variável resposta reâ
tringem-se ãs funções não-Z,éjteaae.õ, mano,ton,écaó e.6,tx,é,taman,{e

Transformações lineares, que envolvem apenas uma mudança

de origem e/ou de escala, podem ser úteis para simpli.ficação

de cálculos, facilidade de i.nterpretação ou por algum i.ntc



41

russo particular. Um exemplo clássico de transformação line-

ar refere-se à padronização dc uma variável com distri.bui.ção
normal. Em Analise de Regressão, quando os valores da vara.ã-

vel expli.cativa são igualmente espaçados,é mui.to comum una rc

codificação para centralizar os dados. Essa transformação li
near tem por objetivo a simplificação de alguns cálculos

Transformações lineares, em geral, não afetam as caracte
rl'éticas essenci.ais cie uma analise estatística.« Citam\os como

exemplo acol-decida propriedade de invariância do coefiente de

correlação de Pearson com relação a mudanças lineares. O Ires

mo acontece com a estatística F da analise de variância: pa-
ra a transformação ]inear g(Y)= a + bY(aC]R , bÉ;R-t0}), as

somas de quadrados ficam multiplicadas por bZ mas o x/alar da

estatística F é exatamente o mesmo, para a variável transpor

nada ou não (pois bz; é cancelado ao se fazer o quoci.ente pg
ra o cá]cu].o do valor dessa estatl'ética)

Através de transformações lineares não é possível corri-

gir desvios das suposições. Se a variável resposta (Y) não é
normal, uma transformação li.nearde Y também não seta normal.Se

ocorre heterogeneidade das variâncias na escala original,a-
pós uma transformação linear, as variâncias também não se-

rão iguais. Portanto, as transformações de importância são
as não-li.neares, com as quais um certo incremento na escala

original, em geral, não corresponde a um incremento igual na

nova escala. Esse fato é responsável pelo efeito que a trans

formação tem na correção dos desvios das suposições
Uma transformação g(Y) é denomi.nada monotõnica estrita
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mente crescente se para todo y'>. y'', nece.ssarialnente ten\

sç que g(y') > g(y''). Esse tipo de transformação não troca

a relação de ordem Ç<,>). Essa característica é importan-
te no contexto de transformação pois a ordenação das ob

servações deve ser preservada. É desejável que a ordena

ção das médias dos grupos também seja mantida. Assim, se

forem aplicados dois tratamentos, A e B, tal que,para a
variável original, as médias populacional.s são tais que

Ui.> bÊ, go.staríamos que, apor a transformação, as médias
populacionais na nova escala, UA e pB' mantivessem a er -

den\, isto é, UA> UB' Entretanto, nem sempre isso e possa'
vel. De fato, suponhamos que para a variável ori-ginal as
variânci.as são di.gerentes e, com objetivo de obter homocg.

dastici.dade foi. utilizada a transformação logarítmica.Ley.

bramos que, se Z = logY - N(U,az), dizemos que Y tem di?.
U + a2/2 2U+2a2

tribuição log-normal, E(Y) : e e VAR(Y);e

- e . Portanto, na escala original, as médias da po-

pulação A e B são respectivamente u}. : eHA+aÁ/2 e

un : e B+aB/2 . O fato de que e A+aA/2 > eUB+aB/2iuo im-

plica necessariamente que uA > UB' Se entretanto, a tranZ

formação efetivamente tem o efeito de estabilizar a vari-

ância, isto é, ai.:aã:a2, a ordenação das médias é manai

UA+a /2 UB+aú/2
da pois, se e > e

que pA> pB

2

. necessariamente tem-se



43

Em muitos casos, a ordenação.das médias amostrais não

é mantida quando se u.ti.liza a transformação raiz quadrada

e a logarítmica
Dentre a classe de funções não-lineares, monot6nicas

estritamente crescentes e contínuas,dest.aca-se a transfol

mação do tipo potênci.a (YÀ,X eR) e a logarÍt mica

.3.3-RELAÇÃO ENTRE AS nip6TEsns DE IGUALDADE DE NiÉDiAS DO

NIODELO ORIGINAL E TRANSFORb'LADO

Consideremos um experimento cujo objetivo é a colnparg.

ção de K tratamentos e seja Y a variável resposta
Se Y tem distribuição normal e as vara.anciãs dos tra-

tamentos são iguais, a hipótese de igualdade-das médias
dos tratamentos é aqui.valente ã hipótese de que os K tra-

tamentos produzem o mesmo efei.to. Neste caso, a hipótese

de i.gualdade de médias é.uma hipótese auto-suficiente. Cg
se contrãri.o, uma hipótese mai.s apropriada a ser testada

é que as distribuições são as mesmas

Suponhamos que a hipótese de normalidade e/ou homoge-

neidade de variânci.a dos K tratamentos não esteja satis -

feita. Suponhamos ainda que a hi.põtese de igualdade de mÉ.

dias seja de interesse, de forma que a comparação dós trg.

tamentos é formalizada pela hipótese

n: : ui. ; u;
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onde p; : E[Yij], i:J-,...,K; j=1,...,ni

Consideremos a trans:formação Z ; g(Y) tal que, após a

transformação dos dados, as suposições do I'modelo Linear Ge

ral são verdadeiras, isto é zij'N(Ui'a'),i:l,...,K,

Para a nova métrica tentamos a hipótese

Se Zij

j=1,...,ni

Ho : pl : p2 Pk

Uma questão que pode ser levantada é se testar Ho ê

equivalente a testar H:, no segui.nte sentido : se para os
dados transformados as médias forem estati.sticamente iguais

isto significa qué para os dados originais acontece o me!
mo?

Vamos estudar a questão, co

lç Caso : Transformação Linear

Z = a + bY, a G ]R , b É; ]R - {0}

Se E(Yij) : pi então uj. : E(Zij) : a+b\li'e a equivg.

.lência de Ho e Ho segue imediatamente

nsiderando a ] ç,un s casos0

./

29 Caso Transformação Logarítmica

Z [og Y, .Y € ]R

' N(pi'a2) então yij tem distribuição log-no!

mal e E(Yij) : eP]'+az/2, z:l,...,K , j=1,...,ni
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ul: P2 Uk ''- tem-se que

2
/2ul+a U2+a /2e e

-k'' ':
e

'b- SS l ."
lato mostrar que

a hipótese H. é equivalente a

3ç Caso Transformação Potência

Y", À € R- {O}, Y € R

(y-P ;) z;

. 1 .2a'

zij' N(pi'az) então p;l= u(Yijl): 1: y A '---7ã-ií a dy,

i:l ,. .. ,k, j =1-,.. . ,nj

Se ul: P2 Uk' tem-se que

.,/' - (y - P,) 2

1 2a2
À e

2 ll a

(y-\)2
2a2

e
l

/ y À
0 '2 ll a

dy dy

u-«P :

dy
l
À

Novamente, a hi.pótese H. é equivalente a hipótese nl:

A questão básica desta seção é se a hipótese Hj: é de
interesse do ponto de vista prãti.co, .ou seja, se com es
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ta hipótese pode-se ti.rar conclusões relevantes. Se este

nÃo for o caso, as considerações aci.ma não tem valor prã

taco e surge então .o problema da interpretação na escala

original ao se utilizar uma transformação.

3.4-SITUAÇÕES Eb{ QUE A TRANSFORbÍAÇÀO NÃO É INDICADA

No capítulo 2 comentámos sobre vãri.as situações onde

a transformação pode ou não ser necessária, dentro do con

texto dos efeitos dos desvios das suposições. Nesta seção

destacamos duas situações em que o uso de transformaçãcl
não é indicado.

Em certas análises apenas um grupo (cadela,bloco,etc)

ou poucos grupos apresentam um comportamento di.ferente dos
demais. ls+-o pode causar uma grande u'ari.abilidade entre as

variâncias dos grupos e uma analise menos cuidadosa pode

indicar a necessidade de uma transforl-cação. Um caso parti
cular dessa situação é quando apenas um dos grupos não a-

presenta variabilidade, .is'co é, todas as observações são

igual.s (ou quando a vara.anciã amostral é aproximadament.e

zero). Nestes casos, não é aconselhável o.uso.de trans -

formação mesmo porque, dificilmente alguma transformação
seria efetiva. O procedimento mais recomendável consiste

na omissão desse grupo que poderá ser analisado separada-
mente. Um outro procedimento satisfatório é a subdivisão

da vara.anciã dos erros (ver por exemplo, COCHRAN G COX ,

1957, seção 3.6.3). Em modelos mais complexos os calcu
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los, necessários a esse procedimento, podem ser muito tra

bálhosos . YATES(1936) apresenta um método para omitir ape-

nas um fatos, l i.nha.ou coluna, de um Quadrado Latino.YA1'13S

ê RALE (1939) estendem o processo para o caso de dois fa-
tores, linha e coluna.

Uma outra situação em que o uso da transformação nem

sempre é recoJnendãvel é quando a heterocedasticidade dos

erros é causada por apenas alguns dados.,Outros detalhes
são discutidos na seção 3.6

3. 5-COpiO ESCOLHER A TRANSFORb'CAÇÃO

Detectada a necessidade de uma transformação, o pro-

blen\a consi.ste então na escol-ha da transformação apropria.

da ao conjunto de dados analisados.

O método de escolha mai.s elementar é por tentativas

Em mui.tos casos, Eem-se ideia sobre possíveis transforma-

ções. que poderão ser adequadas e então, o processo de eã
colha consi.ste em se aplicar essas transformações e sele-

cionar aquela na qual as suposições dlo modelo adorado são

mais proximamente sati.afeitas. Em alguns casos esseprg

cedi.mento pode ser bastante trabalhoso e dispendioso. Exi2
te na literatura muitas outras sugestões mais praticas de

como escolher a transformação a ser utilizada. Citamos a

segui.r algumas delas

O procedimento a ser adorado pode depender do objeti-

vo com que a transformação seta utilizada, isto é, se o ob
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jetivo é obter normalidade, homogeneidade de variância dos
erros ou aditividade do modelo. Tais procedimentos são trZ

tados no capa-tulo 4 deste trabalho.

No capítulo 5, apresentamos um procedimento mai.s ge-
ral, no senti.do de que os três objetivos. citados acima pg

dem ser atingidos
ANSCOMBE G TUKEY (1963) empregam a Analise de ResÍ

duos não sÓ como um procedimento para detec.tar desvios das

suposições padrão mas, também sugerem como construir fun-

ções dos resíduos que indicam a transformação adequada

Em muitos casos, o gráfico das observações revelara
claramente a necessidade da transformação de um certo ti-

PO (log y, l/y, etc)
O fato de existir métodos que auxiliada a escolha da

transformação, não significa que eles devem ser sempre u'

tilizados. Às vezes, é possa-vel que a escolha da transpor

mação seja baseada em informações teóricas sobre o expert.
mento, ou seja, o conhec,i-mento sobre o fenómeno estudado

pode sugerir uma transformação. SCHEFFÉ (1959, seção l0.7)
apresenta um exemplo de uma reação química em que uma pa!..
ticular transformação, que tem interpretação dentro do fg

n6meno, é adequada
Escolhida a transformação, um outro fatos importante

refere-se ã i.nterpretação dos dados na nova escala. Pode

ser possa.ve]. que um método indique que a transformação raiz
quadrada é a melhor escala para se obter normalidade e ho
mogeneidade de variâncias dos erros. Entretanto, se em oy.

8
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tra escala, di.gamos a logarítmica, as suposições estiverem
razoavelmente satisfe.itas e houver maior facilidade de in-

terpretação, pode ser mais interessante trabalhar com a

transformação logarl'tmi.ca

Os métodos desenvo].Tidos para se escolher uma transfor

mação são atei.s como guias mas naturalmente deve-se consi

gerar cada caso em particular

3. 6-TRANSFORbtAÇÃO E ''OUTLIERS''

Os efeitos de ''outli.ers'', se não detectados e devida -

mente tratados são óbvios : distorcem a média do grupo a
que pertencem e como aumentam o quadrado ]nédio do resíduo,

também afetam as conclusões sobre os outros grupos da aná-
lise

Os ''outliers'' podem ser detectados atTa\rés de gráficos

(de resíduos, de probabilidade normal,etc) ou através de

testes apropriados. Dentre as diversas publicações sobre o

assunto destacamos o trabalho de ANSCOMBE (1960)
O procedimento mais aconselhável é examinar a causa da

presença do ''outlier '' para julgar se ele deve ou não ser
eliminado.

Se estivermos seguros que um ''outlier'' foi causado ,

por exemplo, por erro de execução do experimento, e se não

houver possibilidade de retificação, podemos estar i.nteira

mente justificados em descartar essa observação, jã que o

dado é obviamente incorreto. Neste caso, COCFIRAN (1947) su
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gere que tais pontos sejam tratados Como observações perdi.
das.

Por outro lado, se nenhuma explicação puder ser dada a

uma observação atípi.ca, a eliminação desse dado torna - se

mais questionável. Se pudermos estar seguros de que um ''oy.
tlier '' não foi causado por um erro mas por alguma peculig

cidade da população estudada (tal conto não-normalidade ou
uma variabilidade inerente) então essas observações devem

receber um tratamento apropriado. Vários procedimentos são

sugeridos na literatura : redução ponderada da influência

dessa observação na analise, análise desses valores separa
demente, moda.ficação do método de mínimos quadrados com pg.

sos dependendo doé resíduos, utilização do método que mi-
nimiza a saÍRa dos erros tomados en} valor absoluto (NARULA G

[yELLINGTON, ].982), etc. Destacamos ainda uma outra solu -

ção que pode ser adotada, que consiste na transformaçãodos

dados e então aplicação da analise de variância usual aos
dados transformados. Em muitos casos, esta solução é bas -

tanto razoável pois os ''butliers'' podem ''desaparecer''ap(5sa

tr an sf armação .

Por outro lado, em alguns casos, a présençade''outliers''

pode forçar a indicação da necessidade da transformação dos
dados. Assim, uma analise menos cuidadosa pode levar ã

transformação dos dados que seria desnecessária se fossem
eliminados os ''outliers'' da variável original. A presença

de ''outliers'' também pode influenciar fortemente a escolha

da transformação ases utilizada. Essa questão é discutida
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Por ATKINSON (1982) que estuda não sÓ o efeito de''outliers''

mas também destaca o.problema de pontos influentes na es-

colha da transformação.

3. 7-VERIFICAÇÃO DA EFETIVIDADE DA TRANSFORM/ÇÀO

O fato de que uma determinada transformação foi sele-
ci.onada como sendo a melhor para um certo objetivo, não

significa que seja necessariamente sati.sfatória. Após a
escolha da transformação, segundo qual-quer critério, é a-
conselhável a verificação da efeti.vidade da transformação
escolhida a fim de que seja confirmado se realmente o ob-

jeti.vo do uso da transformação foi atingi-do.
Para se avaliar a efetividade da transformação é reco

Rendável que seja fei.ta uma analise paralela dos dados trans

formados com os dados originais.
Na seção 2.3 apresentamos como se pode detectar des

vi.os das suposições. Agora sugerimos que os mesmos proce-
dimentos sejam utilizados para a verificação da efetivida
de da transformação aditada, ou seja, destacamos a impor-

tância de se analisar os resíduos do modelo transformado

e/ou uma analise descritivados dados na nova escala

3. 8-APRESENTAÇÃO E INTERPRETAÇÃO DOS RESULTADOS

Se os dados são analisados utilizando-se uma transfor

mação, é natural considerar-se a segui.nte questão: os re-
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multados devem ser apresentados e interpretados em termos

da variável transformada ou da variável origi.nal?

Na l i.teratura existem poucos comentários sobre esta

questão e não há acordo geral sobre qual deve ser o procg
dimento. Este é portanto um assunto que merece estudos a-
dicionais.

Se a variável transformada tem interpretação pratica

é bastante razoável que as conclusões sejam expressas na

nova escala, para a qual as suposições usuais são adequa-
das. Quando isto não ocorre, é desejável que as conclusões

sejam apresentadas em termos da variável ori,ginal. Por e-

xempl.o, em um estudo sobre efeito de fertilizantes na prg
dução de um determi.nado cereal, apresentar as concl-usões
em termos do logaritmo da produção não é muito satisfató-

rio, ja'que esta variável não tem significado pratico.

Discutimos abas.xo alguns detalhes deste problema, con

siderando separadamente o caso de estimação e o de teste
de hipóteses. ,'/

a) E,6.{Zmaçãa

(i) Está.mação Pontual

Se para a vara.ável analisada,a variância depende da média,

a estimativa padrão y (a média das observações originais),
não é usualmente a melhor estimati.va da média populacio -
nal. Uma estimativa mais efici.ente é ob'.ida utilizando -
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se os dados transformados. Este. é o caso da distribuição

llog-normal, para a qual FINNEY (1941) mostra que os estima
dores da média e da variância obtidos diretamente dos da-

dos original.s são menos eficientes do que aqueles que uti
].izam os dados transformados.

Um procedimento recomendado por muitos autores clássicos

(KEMPTHORNE, 19s2; SNEnECOR, 19só; STEEL ê TORRIE, 1960,

etc) consiste em se achar a estimativa O. de interesse
(média, limites de confiança, etc) em termos da variável

transformada Z = g(Y) e então apli.car a função inversa PZ

ra obter a estimati.va na esca]a origina]. : Ov= g'l(Ov)
Consi,detemos o problema de estimação da média populacio

nal e seja z a medi.a amostral na variável trallsformada.Na

coluna 2 do quadro abaixo apresentamos as está.mativas ob-

ti.das, segundo o procedimento citado, para varias trans -
formações.

Transfonnação Estimativa da média
original

: 2z '

Est:imati.va da média original asse.ntoti
cadente não-viesada

;2 ... (n-l)s:/n

(2'(n-l) s2) .. :o(;'Z,30.Í;lil11 s;)

raiz quadrada

logarÍ-tmica e' ou 10' 2n 'z

recíproca Não hã forma explícita para o ajuste

(sen;)2 + 1 (l-e'2sz) cos 2 ;angular
(arc sen 4)
Z

monotõnica
g'l(;) g'l(;) + viés (g'J'(;))
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Nos casos da transformação logarít..mica, a está.matava

da média original, obtida segundo esse procedimento, é de

nominada medi.a geométrica e no caso da transformação reGI'
prosa, medi.a harmõni.ca

Os esticadores da coluna 2 do quadro anterior são viesa-
dos e nem sempre o viés é desprezível. Existem vãri.os es-

tudos sobre o problema do vi.és para: esticadores do tipo
Qy : g''(OZ). .FINNEY (1941) determina o viés para estima
dores da média e da variânci.a da di.stribuição log-normal

ANSCOMBE (1948) calcula o viés para o caso em que a varia

vel tem distribuição Poi.son, Binomial e Binomial Negativa
NEYMAN ê SCOTT (1960) deriv'aln expressões para o viés sob a

suposição geral de que a vara.ãvel transformada tem di.stri.
buição normal

Na coluna 3 do quadro anterior apresentanlas os ajustes
mais frequentes para remover o viés do estimados da média

Nessas expressões sz é o quadrado médio residual, obtido
com os dados transformador;e n é o número de elementos u
ti.l.izados no calculo de ;l.

Vamos i.lustral o procedimento ci.tado acima com um exem

Plo.

EXEMPLO

Um experimento de controle de insetos Pyrausta nubi

IZI.!;â., tem por objetivo comparar sete tratamentos. Foram

obtidos os seguintes resultados (-BEALL, 1942)
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TRATMEN'm

2 3 4 5 6 8 9 107

l

n

32

18

6

9

10

38

40

23

14

21

21

17

13

27

39

8

20

25

26

11

13

7

12

4

13

10

10

13

19

3

15

13

10

14

26

18

14

20

14

10

14

10

16

26

30

26

15

33

30

26

28

33

26

17

19

30

43

25

19

27

19

48

18

13

11

23

22

15

16

44

S2

22

18

17

19

28

27

22

34

20

15

13

27

56

39

30

28

19

10

27

18

17

94 4

2 3

6

2 05

8

84

24

13

17

13

17

37

44

18

14

10

18

24

26

34

34

16

23

45

58

22

10

9

58

71

23

21

29

28

55

5

11

20

5

44

27

7

Com o objetivo de estabilizar a variância foi aplica-

da a transfonnação logarítmica (base lO)

As médias dos tratamentos para os dados não transfor-

mados (y), para os dados transformados (;), a média con -
vertida à escala original através da função inversa, sem

corteção do viés (y*) e com correção do viés (j':) encon -
tram-se na tabela a seguir
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TMTAWNTOS
MÉDIAS

S 7642 3l

y 24,2 15,0 20,3 14,6 17,8 15,2 40,6

1,367 1,152 1,264 1,122 1,170 1,171 1,584

37,49*:lo' 22,3 13,2 17,4 12,2 13,8 13,8

26,4 15,7 20,6 14,6 16,4 16,4

10z+0,070

44,1

Como era esperado, para todos os tratamentos, Ç* (a mé-

dia geométrica) é menor que y. Na escala logarÍt mica, o

quadrado médio residual é 0,064 e o fatos de correção do

viés é- 2.30-(111"1) s2 : Z,30.--4-g.- . 0,064 = 0,070. As médias

corrigidas são muito mais próximas das médias das observa-

ções ori.ginais (yy, embora elas tendem a ter valores maio-
res que y

( i.i) Estimação or intervalo

Suponhamos qué após a transformação Z;g(Y) as suposi -

ções estejam satisfeitas, isto é, Z-N(U,a'), e seja

p* = E(Y). Desejamos construir o intervalo de confiança p3.

Consideremos inicialmente a transformação. logarít .mica

(Z = logY), caso em que a distribuição de Y é log-normal
Como é usual, consi.deremos os seguintes casos
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lç Caso : a' conhecido

Seja za o quantil de ordem l - -a da distribuição
2

N(0 , 1 ) . Temos que

'g:--;;-- « . « : ' '} lí l

:-,.+* -c ,.-# :*:. -t.-$1

Portanto, um intervalo para P* com coeficiented

fi.onça l-cl, é dado por

//

2ç Caso : oó desconhecido

Seja t..l. a. ,.. o quahti.l de ordem l--a da di.str

buição t com n-l graus de liberdade. Temos que

-l:-'.-:,-} -F« :« :''«-:,$- .-

'g:':b ' 't :''g: -Ür * '?e ' , e ,'

11 r

2

e con

l
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p I' 't.-: : -}.-t . « .-{ . .:".-:,:: -}.-Íl::-.
Como a é desconhecido, um ,én.{e.tva,êa apxox,étnado para

p* com coefici.ente de confiança l-cl, é dado por

Z-tn-l,' .:. }*{ :,*«-:,.}}.l
e

Consideremos agora a transformação genérica Z =g(Y),

g monot6nica estritamente crescente, cuja expressão de
u': = E(Y) nâo é conheci.da

Para construimk)s um intervalo de confiança para p, deseB

volvemos g(Y) em séri-e de Taylor,em torno de U*,a'Lé a le
ordem. Teremos

g(Y) ; g(U*)+ 'g' (U*) (Y- P':)
/r

/
e portanto

u = E(g(Y)) ; g(p') + g'(u*) E(Y-u*) = g(u*) (3 . 8 . 1 )

Seja [TI'T2] um i.ntervalo aleatório de confiança para H,

construído da forma usual. Se o coeficiente de confiança é
l-a, teremos

P[TI « U « T2 ] (3. 8. 2 )
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Usando a aproxi.mação (3.8.1) , a relação (3. 8.2) fica

P [ TI < g(U*)

e portanto, [g'l(TI), g'l(T2) ] é um lEIte vazo de cana.d-

ança apxax,amada para p*

Esse procedimento pode ser utilizado em problemas de

previsão,através de modelos de Regressão : constrói.-se um

intervalo de confiança para a esperança do valor previsto

na variável transformada e então aplica-se a transforTna -

ção inversa para os limites do intervalo de confiança.

b) Te.ó.te de h,épa.{e,õe,6

Consideremos o problema da comparação de K tratalnen -

tos. Se uma transformação for utilizada, com o objetivode

estabilizar as variâncias, testamos a hipótese de igualdg

de de médias para a variável transformada. Se o resultado
do teste F da analise de variância for não-ólgn.Cá,écalt,{e,

as hipóteses do modelo original e do modelo transformado

são equivalentes para as transformações usuais (ver senão

3.3). Neste caso, a interpretação é que em média os .trata.

mentor são iguais mas alguns são mais instáveis que outros.

O problema maior aparece quando o resultado do teste é

ó.égn.éáZcan.{e. Do ponto de vista teórico, os métodos de com

parações múltiplas devem ser aplicados aos dados transfor

medos pois estes obedecem ãs suposições básicas do blodelo
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Linear Geral. Porém, do ponto de- vista pratico, esse pro-
cedimento pode, em al.gumes situações, trazer dificuldades

de interpre'cação. Nestes casos, sugerimos que o método de
comparações múltiplas. seja aplicado ã variável transfor-

mada e que, localizadas as si.gnifi.câncias e as não-signi-

ficâncias, a interpretação seja dada na pari.aTeI origi.nal
levando-se'em conta a desigualdade das vara.anciãs.

Para as campa,taçõeó não-.ó,égn.Cá.écan;Ce.6, a interpreta-
ção pode ser a mesma dada ao caso em que o teste F é não
si.gnificante, sempre acompanhada de um comentãri.o sobre as
varianci.as.

Se e método de comparações múltiplas indica que as mé

dias transformadas, referentes a dois tratamentos, são es

tatisti.camente diferentes , (campaxaçõe,ó óZgn,Cá,Ccan.teó) ,e-:

Riste .evidênci.as de que as médias desses tratamentos tam-
bém são di.ferentes. (ver 3.8.1)

Um outro problema, jã.dj.scutido na seção 3.2 e que me

Tece destaque dentro deste contexto, é a possível 'chocada

ordenação das médias após a transformação.

Se o teste F da analise de variância for .õ,égJt,éá.écan e
e não houver trocas da ordenação das medi.as, vale o mesmo

comentário anterior sobre a interpretação dos resultados
para as comparações múltiplas.

Entretanto, se a ordenação das médias mudar muito,su-
gerimos que as conclusões sejam tiradas de forma descai.ti
va para os dados originais. Uma possibilidade, no caso de

anal i.se de agrupamento de muitas caselas, é formar grupos
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d.e cadelas que tenhatn variâncias mais próximas e, para cg

da grupo, aplicar a técnica de agrupamento de médias



CAPITULO'4

i

A TRANSFORMAÇÃO DA VARIÁVEL RESPOSTA

DO NIODELO LINEAR GERAL

4.1-INTRODUCÃO

No capítulo 2, discutimos sobre as suposições +ueóri -
cas do Nlodelo Linear Geral ealgumins consequênci.as dos desvios

das suposições. Sugerimos então a transformação da variá-

vel .resposta (Y) como uma solução para validar o uso das

técnicas de Análise de Variância e Regressão, quando as
suposições não estão completamente sati.ski.tas

Neste capítulo, destacamos alguns tópicos relaciona -
dos a esse assunto. Tratamos cada suposição separadamente

No capítulo seguin'ce apresentamos um procedimento alterna

tivo mais interessante, que consi.ste em se procurar corri.

gi.r simultaneamente todos os desvios que eventualmente poã

sam ocorrer. Entretan.to, em determinadas situações o ante

nesse consiste em se corrigir apenas'uma suposição (por Ê

templo, ãs vezes a heterocedastici.dade é o úni.co problema

a ser contornado). Além disso, o procedimento apresentado
no capítulo seguinte requer um custo computacional rela-
tivamente alto.Assim, em mtútas situações, o enfoque desse

capz'tule é satisfatório e as informações aqui apresenta -
das podem ser utilizadas com sucesso.
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4.2-USO DE TRANSFORM]ÇAO PARA CORRIGIR NÃO-NORA-VALIDADE

Jã comentámos no capítulo 2 que, moderados desvios da

suposição de normalidade praticamente não afetam os resul

tados dos ''testes t e F''. Porém, se a di.stribuição apõe -
sentar uma assimetria acentuada,. se o coefiente de curto-

se for muito diferente de zero o'u ainda se ocorrer algum

grande desvio .na regi.ão das observações extremas, os moto

dos que supõem a normalidade da distribuição não devem ser

utilizados. Nestes casos, em geral, é possível achar uma
transformação que tornea distri.buição razoavelmente simé-

trica. e possivelmente próxima da normal

Para ilustrarmos o efeito que uma transformação pode

ter emtontar uma distribuição assimétrica em uma distri -

buição próxima da normal, apres.entamos abaixo um conjunto

de dados (BHATTACHARYTA G JOHF{SON,1977) . O histograma des
ses dados, (a), exibe uma cauda acentuada ã direita. A-

pós a transformação, Z =/'9'f', o histograma (b), torna - se
razoavelmente s imétrico .

Y

39,3 14,8 6,3 o,g 6 ,5 2,50 1 ,96 1 ,58 0,97 1 ,60
3,5 8,3 10,0 1,3 7,1 1,37 1,70 1,78 1,07 1 ,63
6,0 17,1 16,8 0,7 7,9 1,57 2,03 2,02 0,91 1,68
2,7 26,2 24,3 17,7 3,2 1,29 2 ,26 2, 22 2,05 1,34
7,4 6,6 5,2 8,3 5,9 1,64 1,60 l ,SI 1 ,70 1 ,56
3,5 8,3 44,8 8,3 13,4 1,37 1,70 2 ,59 1,70 l QI

-b ) -F Jln

19,4 19.0 14,1 1,9 12,0 2,07 2,10 1,93 1,17 1,86
19,7 l0,3 3,4 16,7 4,3 2.11 1,79 1,36 2,02 1,44
1..0 7,6 28,3 26,2 31,7 1,00 1,66 2,31 2,26 2,37
8,7 18,9 3,4 10,0   1,72 7 nq l qA 1.78  
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(a) (b)

0 10 20 30 40 ' 50 o ' q,s i,o l,s 40 2.,5 q.o

O problema básico consi.ste na escolha da transforma -

ção a ser aditada. Exi.stem trabalhos teóricos que tratam

desse assunto mas não existem métodos práticos que inda -

cam a transformação adequada. Uma sugestão que pode ser u-
ti].izada na prática é que, as transformações ,/Y, 4?'T

log Y, l/Y tem o efei.to de di.minuir valores grandes enquan

to que as transformações Y', Y' tendem a aumentar os valo-

res g:1l€8llÍálÊll?: Dependendo da forma do histograma pode ser que

uma dessas transformações seja adequada para tornar a dis
tribuição mais próxima da normal

A distribuição conhecida como log-normal é tal que, a-

pós a transformação logarítmica, tem-se uma d.éó.tx.ébuZção

no.êma.C. A]ém disso, CURT]SS (1943) mostra o seguinte resu]

todo, mai.s geral, relaci.onado com a transformação logarít-
mica

?
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TEOREMA

Uma condição necessária é sufici.ente para que Y tenha

uma distribuição contínua com função densidade dada por

(y+cl)-/k2 +l) . 2

.,y > -a
2 1og (K' '- l)

f

-tlog

] l exp

4i'i;; iki .[ li5 w'''-
Vf(y)

0 ,y 5.-a

tal que VAR(Y) = (K(p* + a))z, é que a transformação

T= .lóg (Y+c!) te.nha umê d.éó,{x,ébu,éçãa naa.ma.e, com média

U = log(U*+a) - log /K2+l e variância a2 = log (KZ,'bl)
O caso particular desse teorema em que a:0,az=log(K'+l)
= log U*- a , corresponde exatamente ã distribuição

log-normal
A importância desse teorema reside no fato de se esta-

belecer uma condição necessãrià e suficiente para que o lg

garítmo de uma variável não-normal seja normal, ou seja,

ele mostra que toda distribuição não-normal, que após a

transformação logarítmica torna-se normal, possui um padrão.

Do ponto de vista pratico, esse resultado mostra que exis -
tem situações em que efetivamente a transformação logarítmica

torna uma distribuição não-normal em normal

De fato, a pratica tem mostrado que, em mui.tos casos,a

transformação logarítmica tem sucesso na normalização de
variáveis

Um outro resultado i.mportante, discutido por CURTISS

e P
2

e

?
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(1943) é que multa,6 .{a.anóáoAmaçõe.õ que ,telri o eáe.éío de.{o,t-

na.t uma d.é,s,tx,ébu,éção não-na4.ma,C em noxmaZ, .também e..ó.tab,é-

,C.ézam a ua,t.éânc.éa

Para um estudo mais detalhado sobre o assunto dessa

seção, citamos as seguintes referências bibliográficas

WASOW (1956), MOORE (1957), A'rKiNSON (1973), HiNKLEY(1975),

CAitROI,L(1980), nERNANDEZ ê JonNsoN (1980) , EFRON (1981)

4.3-USO DE TRANSFORMAÇÃO PARA ESTABILIZAR A VARIÂNCIA

Se a suposição de homogeneidade de variância não está

ver satisfeita , pode ser que umã transformação da varia -

vel dependente estabilize a variância

Apresentamos, a seguir um desenvolvimento teórico,de-
vido a BARTLETT (1947), que determina a 'transformação cog

veniente, no caso em que existe uma relação entre a média

(u) e a variância (az) da variável resposta.

4.3.1-Solução Teórica

Suponhamos que a relação existente entre p : E(Y) e

az = VAR (Y) seja dada por

a2 = f(p) (4 . 3. 1)

Procuramos uma transformação de Y, Z : g(Y), tal que

VAR(Z) sej a constante .
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Desenvolvendo g(Y) em série de Taylor, em

com aproxi-mação até o lç grau, obtemos

g(Y) : g(P) + (Y -U) g'(U)

Para esse grau de aproximação, temos que

n(z) ; utg(p) ' (Y-p) g'(p)] : g(u)

torno de

e

(4 . 3 . 2 )

(4 . 3. 3)

Vm(Z):E[Z-E(Z)]2 ; E[(Y-u)g'(u)]2 :Eg'(U)]
b\

"VAR(Y)

(4. 3. 4 )

L..rLAua v.Lbç4.LAx\-Lv \'T B ae .LJ \ulll L'T ©

]

/

onde, por hipótese, K pluma constante (positiva)

Dessa relação., segue que

g '(H)

nda,

VAR(Z) : [g'( P) 2 f(U)

4)3 temos

ou ai

que

(4 . 3. 5)

(4 . 3 . 6)
f(P)

g(H) d u
f(u)

(4 . 3.7)



68

De forma irai.s geral , temos que

g(y)
f (y)

(4 . 3.8)

Determinamos então a forma genéri.ca da transformação
que estabili.za a variância

A seguir, apresentamos. alguns exemplos de aplicação
desse procedimento.

EXEMPLO l Seja Y - Poisa:on(p)

V.A=('r)=ÍCp):p, g(u)= ./' --!g-- dp = K./'i +. K.

Então a transformação Z = ./7 estabiliza a variânci.a
De fato

VAR(Z) ' Cu)]z

(constante)

yAK (V) (--1--)2 l
4

EXEMPLO 2 Seja Y uma variável aleatória tal que
VAR (Y) = U'. e E(Y)

VAR(Y):f(u) = uz, g(u): ./' -J/K du : KI log U K2
/P'

Então a transformação Z = log Y estabiliza a variância
De fato
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VAR(Z) [g' L.)]z. VAR(Y) ( 1 ) 2 u.2
U

1. (constante)

EXEMPLO 3 : Seja Y* - Binomial (n,p). Consi.detemos a prg
porção de sucessos Y = Y*/n

VAR(Y)=f(p)= U(l-lJ) , g(p):.f --1lEX--- du = K. arcsen/;+ K.
n /h(l-p) ' '

Então Z arcsen ,/7 estabiliza a variância De fato

VAR(z):tg'(u)] 2. VAR(Y): (----L--) . u rl'ü
2 /i(l- u) n

Cconstante , se n é constante)

l
4n

A tabela aséguir contém vários tipos de relação da mé

dia com a variância, que ocorrem na pratica

Uma característica de.muitas distribuições nao-nor -

mais õ que a variância éstã relacionada com a média. As

transformações obtidas pior esse procedimento, que elimi-
nam a relação existente entre a variância.e a média, ten-

dem a melhorar a aproximação da distribuição dos erros ã
di.stribui.ção normal. Este resultado esta de acordo com o

resultado obtido por CURTISS (1943), citado na seção ante
Flor

/
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REL.Çn DA VARIÂNCIA
n4 '1ERM)S DA MÉDIA LJ

(K ©NST.aN'H)

mNSIOW{PÇ ]0 VAniâNCIA Aplu-
XIMADA NA r©VA

ESCOA

nT q'Tn TRT TTr X)HW'yA''

TÍPICA

K2 2

AY(ou -/Y+-r quando osve:l 0,25

lotes de Y são inteiros pg. l 0,25 K2
quentes)

log Y l 2
n -l

log Y, l.g «--D l K2

log10 Y, log10 (Y+1) 0,189 K2

arc sen -''? (radianos) l 0-25
n

arc sen ,/:t (graus) l 821
n

:. «. :.. \ i.=}. ,
3

n' i
quando os valores de Y são
inteiros pequenos)

log( Y ) l Kz
1 - Y

-} :': ' --t=- ' =b
-- arc senh(K -''"V) l 0,25

K

.L o. --.L-- l l,oo
Y Y+ K

=:::::::;
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4.3.2-Solução Pratica

Na pratica, nem sempre a relação entre a variância

(aé) e a média (P) é conhecida. Se este for o caso,deve

se tentar perceber se existe a]gum tipo de re]ação, uti].i

zando-se as médias e variâncias amostrar.s (y: e sf)

O gráfico de sÍ em função de .y:i' logsj em função de

log y.i' ou outros, pode indicar o tipo de relação exis
tente

4 .4-USO DE TRANSFORMAÇÃO PARA OBTER ADITIVIDlmE

A escolha entre o modelo aditivo e o não-aditivo, em

geral, depende da i.nformação do campo científico da pes .-

quina. O conhecimento que se tenha sobre o experimento,as
experiênci.as adquiridas através de pesquisas passadas,são

os melhores guias de decisão entre os dois modelos. Em ca

se de dúvida, recomenda-s.'e que a interação seja incluída
no modelo e então testa'do seu efeito.

O uso de transformação para obter aditividade (ou ell

minar a interação) pode ter como objetivo a simplificação

do modelo, o que proporciona maior facilidade de interprÊ.
tacão dos fatores envolvidos no experimento. Essa utiliza

ção é razoável quando pião existe interesse em se testar a

interação.

No caso em que os experimentas são realizados segue.
do o planejamento em Quadrado-Latino, Quadrado Greco-Lata
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no ou ainda experimento cruzado com uma observação por ca-

sela, arbitrará.amente postula-se o modelo como aditivo (ou

seja, supõe-se que as interações sejam nulas) pois não é

possível testar as interaçães.Entretanto, pode ser que o mg
dolo aditivo não seja adequado, e isso pode ser verificado

através do Teste de .Tukey para não-aditividade (descrito no

apêndice 1) ou por outros testes apropriados. A mudança de
escala pode eliminar a p.:ão+laaa-n!-v:reEaan.,tornando assim o mo

dolo aplicável

Apresentamos, a seguir um exemplo artificial que ilus-

tra o efeito que a transformação pode produzir na elimina-

ção da interação. Consideremos um .experimento fatorial 2ó

Representemos por AI(BI) o nível baixo ou a ausência do fa

tor A(B) e A2(B2) o nx'vel alto ou a presença do fatos A(B)..
Nos quadros abaixo,-(a) representa o resultado do expe-

rimento e (b) a raiz quadrada dos valores de (a)(ARblITAGE,
1977)

(a) (b)

Níveis. de BNíveis de
A Bl 2

9 16Al
16 25b

A.situação (a) mostra lm efeito de interação.entre A e B

mas (b) evidencia que a transformação raiz quadrada elim}.
nou a interação.

Nx'veia de

A

Níveis de B

BI B2

Z 4 5
3 4
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Como nas seções 4.2 e 4.3, o .problema que aparece na

pratica refere-se à escolha da transformação a ser utiliza
da. Existem alguns estudos sobre o assunto sendo que, os

de maior destaque adotam os seguintes critérios para a SS.

leção da transformação

(a) Minimização do valor da estatística F que testa nao

aditividade (TUKEY, 1949): ver apêndice l

(b) Minimização da razão do quadrado médio da interação

pelo quadrado médio do resíduo (TUKEY, 1950)

(c) Maximização da razão do quadrado médio do tratamento

pelo quadrado médio do resz'duo (TUKEY, 1950)

ANSCObÍBE ê TUKEY (1963) apresentam um outro método para

a escolha da transformação que remove a aditividade.

4. 5-AS TRANSFORNIAÇOES USUAIS

Nesta seção, comentámos sobre algumas transformações
muito utilizadas na pratica.

Alguns comentários podem ajudar na escolha da transfor

mação a ser aditada mas é importante deixar claro que, não

existem normas gerais que garantam o sucesso na escolha da

tranformação (depende muito do conjunto de dados anal i.sa-

pos). A efetividade da transformação deve ser avaliada a -
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través de uma analise de resíduos ou outro tipo de anali-

se dos dados transformados (ver seção 3.7)

Citamos o trabalho de THONI (1978) que apresenta um

grande levantamento bibliográfico sobre as transformações
usuais

4 . 5 . 1-A transformação logarí'tmica

A base 10 e a natural são as mais utilizadas por con-

veniência mas, qualquer base fornece conclusões equiva -

lentes. A justificativa para isto é que, os valores de lg
garx'tmos em bases distintas diferem apenas por um fatos
constante e, os resultados da estatística F da analise cle

variância não se alteram com transformações lineares

Quando aparecer algum valor zero ou valores negativos
nas observações originais, a transformação logarítmica não
pôde ser utilizada diretamente. Nestes casos, é sugerida
na literatura, a transfoí'mação log(Y+l) ou log(Y+K), onde

K é uma constante conve.ni.ente

O valores abaixo mostram o efeito da transformação lg

garltml.ca

y

log10 y

2

0,3

20

1 ,3

200

2,3

2000

3,3

É intuitivo esperar que essa 'ransformação tende a es-

tabilizar a variância de grupos que na variável original
h',m .,a.4;n'':ac m,,-it. ,llçtintnK. 11 anronriada quando, naten
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C

escala original, Q dg$y.io nadr4g ê plonorcional à medi.a

(ver tabela da seção 4.3).
Em muitas situações, a transformação logarítmica tam-

bém torna distribuições não-normais mais próximas da nor -

mal (ver seção 4.2) e estudos tem mostrado que é particu-

larmente efetiva se a assimetria é positiva (ARhlITAGE

1977)

A literatura é rica em Comentários sobre. situações em

que a transformação logarítmica pode ser utilizada com su

cesso. É extensivamente utilizada em estudos biológicos e
em geral, produz excelente resultado na estabilização de

variâncias para variáveis do tipo contagem, especialmente

se a amp]itude de variação for grande (BARTLETT, ].947)

Também é util i.zada para obter relações lineares, con-

forme jã comentado na seção 3.1 do capitulo 3. E recome2
dada em estudos do efeito de drogas,onde frequen'emente
os logaritmos das tolerâncias são normalmente distribuí .-

dos (FINNEY, 1964 e 1971)

4 .5.2-A :transformação raiz uadrada

Se a variável resposta (Y) apresentar valores negati-

vos, a transformação raiz quadrada não pode ser aplicada

diretamente e deve ser utilizada a transformação 7Y+K on
de K é uma constante conveniente

Se, na variável original, a variância é proporcional
à medi.a, a transformação raiz quadrada é efetiva na esta-

bi.lização da variânc.ia (ver tabela da seção 4.3). A dis
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tribuição de Poisson é um caso típico dessa situação

r A literatura apresenta vários resultados empíricos re
lacionados ã utiliz.ação da transformação raiz quadrada.Ci

tamos a.lguns deles, sendo que maiores detalhes poderão ser
encontrados nas referências citadas.

Se alguns valores da variável resposta (Y) sao peque-

nos tal que as médias dos grupos comparados esteja entre

2e 10 e, .especialmente se aparecer zeros, a transformação
'7':i''1'72 é -recomendada (BARTLETT, 1936, 1947)

Para o caso em que algumas contagens são pequenas (me

nor que 10), são sugeridas as transformações .ZY;T ou /Y'+

+ l/Y:iÍ (SNEDECOR G COCHRAN, 1980) ou ainda ./Y+3/8 (ANS(1)bBE,

1948), que são mais efetivas para estabi.lizar a vara.anciã

Quando a média e a var:i.anciã são inversamente propor -

cionais, a transformação -nnx].!m' 'nnxlJm ''. tem-se mos-

trado eficiente na estabilização da variância (ANDERSON ê
blCLEAN , 1974)

A transformação raiz quadrada aparece muito em estudos

bacteriológicos (quando a variabilidade não él excesso.va) ,em

estudos entomológicos e em estudos sobre pragas de planta-
ções.

l

4 . 5 .3-A ç131tsformação recíproca

A transformação reco,praça em geral é uti.lizada como

Z = 1/Y ou, se houver alguma observação com valor zero,
Z = 1/(Y+l) ou Z = 1/(Y+K), K colístante
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A transformação reci+proca estabiliza a variância se a

víariância de Y for proporcional a potência quarta da mé -
dia, uma forma inca,ível de variação (ver tabela da seçãa
4 . 5 1

Para valores convenientes de K, a transformação

Z =1/(Y+K) pode ter o efeito de aproximar uma distribui -
ção não-normal ã no.rmal (THONI, 1978)

A transformação recíproca é muito utilizada em anali-

se de tempo de sobrevivência de animais e plantas, em es-

tudos de tempo de cura ou cicatrização, em muitos estudos

farmacolõgi.cos e em estudos de densidade de plantas por

unidade de área, em situações em que a densidade dos gru-
pos comparados e muito variável

4. 5.4-A transformação angular (arcsen #7)

A transformação angular é utilizada para estabilizar a
variância da variável ''proporção de.sucessos'', quando a vâ
Fiável ''niimero de sucesso'' segue a distribuição Binomial -

(ver exemplo 3 da seção 4 . 3)

É recomendada especialmente quando ãs porcentagens dos

grupos a serem comparados cobrem uma grande amplitude de

variação. Se todas as porcentagensvariarem entre 30% a 70%,

a transformação angular, em geral, não é necessária pois o

produto p(l-p) (onde p é -a probabilidade de''sucesso'')varia

pouco nesse intervalo e então a variância se mantem razoa-
ve Imente bons tant e .

0
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A vara.anciã na nova escala depende de n, o número de

observaçóós em que a proporção é baseada (.ver tabela da se

ção 4.3). Assim, somente se o experimento for balanceado ou

quase balanceado, é que a condição de homogeneidade de
vara.ano.a seta atingida.

Quando n < 50, o.efeito de estabilização da variância

pode ser melhorado, substituindo-se as proporções iguais a

0 e l por 1/4n e 1-1/4n, respectivamente (BARTLETT, 1947)
Em estudo de lao,tcetz.{agató em que o denominador não é

fixo mas sim uma variável aleatória, a transformação angu
lar não é apropriada pelo desenvolvimento de BARTLETT, se

gundo o qual esta tra'nsformação foi obtida para dados que

seguem a distribuição binomi.al.. Outras transformações, co-
mo a raiz quadrada e a logarítmica, podem ser efici.entes
na estabi.li.zação da variânci.a

A principal uti.l i.zação da transformação angular refe-

re-se ã analise de variância aplicada a dados biológicos
de resposta quantal. Neste caso também R muito utilizadas

as trasformações ''Probit'' e ''Logit'' mas a transformação an
guiar estabiliza a vara.anciã, enquanto que estas duas nn
dem não estabili.zar

Tabelas da trans

das em FISHER G yATES (1971) em SNEDECOR G COCHRAN(1980).

Os valores dessa transformação também podem ser obtidos fa

cilmente através das funções ASIN e SQRT, disponíveis nos
''pacotes'' BMDP e MINITAB. O conjunto de funções do SPSS
não inclui a funcãn nrrn

a

formação angular podem encontraser

seno
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4 . 5 . 5-Outras transformações

f

São citadas na. literatura mui.tos outros tipos de trans-
formações. Destacamos

(i) Inverso do Seno Hiperbólico : estabiliza a variân -:
cia de uma variável Binomial Negativa (BEALL, 1942)

Cii) ''Legit'' introduzida por FISHER (1950) para estudo de

frequência de gene

(iii) ''Pro-bit'' : a função distribuição da N(0,1) é usada

para modelar frequências acumuladas, pri.ncipalmente para

relacionar estas frequências com variáveis explicativas
(FINNEY, 1971)

Civ) ''Logit'' : similar ã transformação''Probit,' só que é bg.
geada na distribuição logística ao invés da N(0,1) . (BERKg)N

1944)

4 . 6 - EXE boLO S

EXEMPLO l

0

Os dados a seguir referem-se ao número estimado de qug

tro tiposde plânctons, coletados com rede de arrasto -
(WINSOR G CL .ARKE , 1940)
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NUMERO DA TIPO DE PLÂNCTON

11111

REDE DE

ARRASTO

l

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

895

S40

020

470

428

620

760

537

845

050

387

497

l

l

l

l

l

l

l

l

2

l

l

520

610

900

350

980

710

930

960

840

410

520

695

43

32

28

34

27

32

18

31

39

29

22

000

800

800

600

800

800

100

900

400

500

000

300

ll ooo

8 600

8 260

9 830

7.600

9 650

8 900

l

6 060

10 200

15 500

9 250

7 900

l

M;dia (y)

Anplitude

l)estio Pa

deão (sy)

sy / 9

670,75

633

233,92

1 701,25 30 775,00

1 480 . 24 400

356,54 6 688,68

9 395,83

9 440

2 326,04

0,35 0,21 0,22 0,25

Asimples inspeção das amplitudes e dos desvios padrão
desta tabela evidencia que não é razoável supor homoceda:
ticidade

Como s./y é aproximadamente constante para os quatro
nas de nlânctons . existe indicação de que a tranformaçãoti
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logarítmica estabi.li.za a variância. De fato, as estatl'sti

cas apresentadas no quadro abaixo mostram como a transfor
mação logarítmica (base 10) produziu uma sensz+vel homoge-

neidade das variâncias dos quatro tipos de plânctons

ESTATÍSTICA
TIPO DE PLÂNCTON

Média (;)

Amplitude

Desvio Pa
deão (s.)6

2,80

0,43

0,15

3,22

0,39

0,10

4,48

0,36

0,10

3,96

0,41

0,10

EXEblPL0 2

Um experimento de controle de pragas em plantação de

aveia consistiu na aplicação de ci.nco tratamentos vesti.na -

dos a combater certas ervas daninhas. Após a aplicação dos

tratamentos,contou-se o número de ervas daninhas por unida-

de de área-e o resultado obtido encontra-se no quadro abai-

xo (BARTI.ETT, 1936)

BLOCO
TRATAMENTO

l
2

3

438
442
319

538
422
377

77

61

157

17

31

87

18

26

77

4 3 8.0 3.1.5 52 1.6 20

Média(9) 395 413 87 38 35

Anplitude 1 23 223 105 71 59
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A variação das amplitudes das tratamentos sugere a não
homogeneidade de variância

Por experiência sabe-se que, a.variável analisada se

gue aproximadamente a distribuição de Poisson,cuja trens
formação utilizada para estabilizar a variânci.a é a raiz

quadrada. O quadro abaixo mostra uma considerável redução
da variação das amplitudes na nova escala

ESTATÍS
TECA

TRATAbIENTO

Média (;) 19,8

.Amplitude 3 , 1

2 0 ,2 9 , 1 5 , 8

5 , 5' 5 , 3 5 ,3

5 ,6

4 ,6

EXEMPLO'3

Em um estudo sobre o. dano causado por larvas na cultu.

ra do milho, foram utili.zados, além do tratamento padrão
(A), seis métodos de controle (B, C,.D, E, F e G)

Os valores da tabela aseguir representam as percentagens

da colheita que ficaram danificadas (COCHRAN, 1940)
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BLOCO

TRATAMENTO

A

B

C

D

E

F

G

42,4

23,5

33,3

11,4

14,3

8,5

16,6

34,3

15,1

.33,3

13,5

29,0

21i9

19,3

24,1

11,8

5,0

z,ã
l0,8

6,2

16,6

39,5

9,4

26,3

16,6

21,9

16,0

2,1

55,5

31,7

30,2

39,4

30,8

13,5

11,1

49,1

15,9

28,6

11,1

15,0

15,4

11,1

As porcentagens variam de 2,1eo a 55,5%, um intervalo

razoavelmente grande. O número de unidades experimental.s
dos blocos submetido a cada tratamento (n) não éra constan

te mas com variação pequena (em torno de 36,5) . Com objet.{
vo de estabilizar a variância foi aplicada a transformação
angular

Para os dados transformados, o quadrado médio residu-

al é 32,76, bem diferente da variância teÓri.ca que é dada

por 821/36,5 = 22,49 (ver tabela da seção 4.3). Existe po=
tanto uma indicação .de que a transformação não foimuito ade

queda. Talvez a causa disto é que a distribuição da variá-
vel analisada não seja Binomial e, neste caso,outras trans

formações devem ser procuradas.



CAPÍTULO 5

A TRANSFORMAÇÃO DE BOX-COX

5.1 - INTRODUÇÃO

No capítulo 4 discutimos o uso de transformações para a

adequação de um conjunto de dados ãs suposições do f'modelo L.}
near Geral, tratando cada suposição separadamente.

Neste capítulo apresentamos o procedimento desenvolvido

por BOX G COX (1964)que fornece uma transformação da variável
resposta (Y) tal que as condições de estrutura simples do mg

dela, homocedasticidade e distribuição normal podem ser si-
multane amente satisfeitas .

Naturalmente essas suposições são muito menos restrita

vas do que a hipótese usual de que as suposições são todas
satisfeitas para a variável original

A maioria das publicações citadas no capítulo anterior
trata de transformações es'pecíficas (raiz quadrada, logarít-

mi.ca, etc) . Em 1954, M00RE G TUKEY e ANSCOMBE G TUKEY lançam

uma ideia bastante interessante e mais geral que os procedi-

mentos até então apresentados: consistia em se trabalhar com

famílias de transformações

TUKEY(1957) sugere a classe de funções do tipo potência,
definida por

/

CÀ) y
y.i 0log y, À

(5 .1 .1)

onde À é um número real
84
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Essa classe de transformações inclui casos especiais mui 

to utilizados na prática: logarítmica (À = O) ' 
,, 

reciproca 

(), = - 1) e a transformação raiz quadrada (À = 1 / 2) . 

BOX & cox (1964) alteram essa família para evitar descon 

tinuidade para À= O. Definem então a seguinte família de 

transformações: 

À t- o 

À = o 
(5.1.2) 

onde log representa o logarítmo natural. 

O valor da estatística F da análise de variancia é o mes 

mo para as famílias (5.1.1.) e (5.1.2) e portanto as conclu- 

sões não se alteram. Adotaremos a segunda, por ser aquela 

que ganhou grande destaque na literatura. 

Para que essa família esteja bem definida, devemos ter 

y > O. Com esta restrição, y(À) tem exatamente a distribuição 

normal, somente se À é zero (ver seção 4.2). Se 
À > o, 

y(À) > -1/À e se ;,\< O y(À) < -1/À. Entretanto, do ponto de 

vista prático, podemos obter üma transformação do tipo potê~ 

eia que tenha aproximadamente a distribuição normal, embora 

limitada superior ou inferiormente. 

A idéia básica do procedimento de BOX-COX é considerar À 

corno um parâmetro adicional e desconhecido do modelo e esti­ 

má-lo pelos métodos padrão da inferência estatística. 

BOX & COX (1964) apresentam dois enfoques para a estima­ 

çao de À: método de máxima veross irnilhança e método B ays i.ano . 

Consideraremos apenas a primeira abordagem já que, em geral, 
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os dois métodos produzem estimativas muito próximas e tam-

bém porque a está.mação Baysiana apresenta di.faculdades compg

tacionai.s. Outras razões para a escolha do método de maxi.ma

verossimilhança encontram-se nas discussões no final do arte
go ci.todo no início do parágrafo.

5 .2 A DETERMINAÇÃO DA TRANSFORNHÇÃO

5. 2 .1 - Estimação de À

Seja Y = (YI' Y2'..., Yn) o vetou das observações indepeB

dentes da variável resposta. Suponhamos que para algum X dej.

conhecido, o vetou das observações transformadas Y(À): (YI(À),

Y2(À), ..., Y.CX)) satisfaz as suposições da teoria normal
Em outras palavras assumi.mos que, para uma escolha convenieB
te de X , o iNlodelo Linear Geral é tal que

Y(À) : X O ... e

onde e ', N(0,az 1). Além disso, suponhamos que o modelo trang

formado tenha a estrutura''mais simples i)ossível':

A função de verossimilhança de Y(X) é dada por

exp { - (Y(À) - X O)'(Y(À) -. X O) }

l

l
n

c:;&h 2

e para as observações original.s
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l

.Jb"/:
X O) ' (Y(X)

2a2
exp {

X O) } J (À;Y)

ondeJ (À;Y) : :n. l d yi(À)l éo jacobianodatransfoi=1 '/ i

mação e Y(À) é expresso em termos de Y
Para simplificação, tomamos o logaritmo natural dessa

função . Obtemos

LO,a2 (À): : { log.2x - ;l.g a2 (Y(À) XO)a2Y(À)-XO}. og J(À;Y)

Os está.madores de maxi.ma verossimilhança dos parâmetros

envolvi.dos em L 9 (À) são obtidos em duas etapas. Primei-

ramente estimamos O e aó, para X fixo. Se X tem posto complg

to, os estimadores são dados, respectivamente, por

O,a

q (Y) : (x'x)'l x' Y(X) e

aÍ(Y) : ((Y(À) - X Oy(Y(X) - X Õ))/n : (Y(XFA Y(À))/n = S(X;Y)/n

onde A = 1 - X(X'X)'lX' e S(À;Y) é a soma de quadrados resi-
dual referente ã variável transformada

Se X não tem posto coií4)leto, substituilnos (X'X)' t pela inver-

sa gene-ralizada de X'X (SEARLE, 1971)

Para X fi.xo, o máximo de L 2 (À) é, excito por uma conaO,a'
tanto,

a
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Lmax (À ) 1; 1og aÍ(Y) ' log J (À;Y)

n . .

Para a família considerada, J(À;Y) : illl yi''t'i, para to
do À . Teremos então ,

Lmax(X)

. n

1; 1og 8Í(Y)+(X-l) :E. log y:t1=1

B l0g '" )'- v(X)l+(À.l) E l0g yj2 ' n i=1 '

ou ainda

Lmax(À) : - n log ----iÍ-- + (X-l) jE] log yi
( 5 . 2 . 1)

A segunda etapa consiste em sé determinar o es'Limados de

máxima verossimilhança de À . Para issso, calculamos

á- Lm '*' : gl-; :':
/

(Ày .. .(À)
.( +

(x-l) :?l:i'gyil

27 X A YY )(S1[2..4.. a} Y(x) .. :X i.gyi

Se À # 0, temos que

-à '..m )il!;lç(A ww l yw)' :?l: i'gyi
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Y(À) 'A U(À) n

.« -HÓl#ot ' ? ::: :': *:
onde U(X) é o vedor de componentes dela.'l yi log yi

Se À= 0, usamos o fato de que
À-l

J:. i+l 4: .!\- 2log yi)

Neste caso,

-ãt Lmax (x) ; +q-L . ::: :': *:
onde V e IV são respecti.lamente os vetou'es de componentes

{log yi} e {(log yi)ó} . Asse.m, teremos

$1-4-$1- . : . :!; :'; ,:, * ; .
h L..o) (5 . 2 . 2)

;i.i.â-.g i:l I'g yi,

Igualando-se a zero essa derivada não é possível expli

citar À . Métodos aproximados são portanto necessários
O desenvolvimento aci.ma pode ser expresso de forma mais

simples trabalhando-se com a transformação normalizada
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ã(À) (À)

J(À ;Y)

Como J(X ;Y)
n \ .
IT y;A't , para todo À , teremos
ll

À. # o

,(À) ( 5 . 2 . 3)

j' log

onde j' é a média geométri.ca das observações da variável y

É fácil mostrar que,para a transformação normalizada,

J (X;z) = 1 e portanto,

Lmax(À) ; log &{ (Z) C 5 . 2 .4)

onde S(À;Z) = Z(Ày A Z(X) é a soma de quadrados residual
referente ã vara.ãvel normalizada. '

Podemos repetir os cálculos de --ã-ãi Lmax. (À) para a vara.ã
vel normalizada mas também não é possível explicitar À

Para o desenvolvimento Baysi.ano, a expressão. correspon-

dente a (5.2.4) seria o logaritmo da distri.buição a posteri2
ri de À , que é dada por

LB(X)
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onde r representa os graus de liberdade do resíduo. As duas

funções diferem somente pela substitui.ção de r por n. Ambas

são funções monotõmicas de S(À;Z) e nos dois casos, o máxi-

mo da função ocorre quando S(À;Z) é mínima. Assim Lmax(À) e

LB(À) são praticamente equivalentes e, sÓ no caso em que
r/n for bem menor que 1, é que haverá diferença entre

procedimentos

Voltemos ao problema da está.mação de À . Procuramos o

valor de À que maximi.za L x(X) dado por (5.2.4) ou equiva-
lentemente que minimiza S(À;Z) , a soma de quadrados residual

da variável normalizada (5.2.3)
BOX G COX (1964) sugerem a solução numérica mais sim-

ples possível. Para vários valores de À num intervalo con-

veniente, calculamos Lmax(À) . Depois, construímos o grãfi.co

de .Lmax(À) em função de À e então determinamos graficamente
o valor de X que maxi.miza essa função. Este seta o estima-

dos de máxima verossimilhança CX) , estando portanto determi

nada a transformação de BOX-COX

Convém notar a equivalência em se maximizar Lmax(À) dado
por (5.2.1) e (5.2.4). Nos dois casos, o método descrito a-

cima produz a mesma estimativa de À e, portanto a mesma trans

formação mas, na pratica a variável normalizada é mais utili
zada

A construção do intervalo de confiança para À , baseia-

se no fato de que -2 1og A tem aproximadamente:di.atribuição

xz, onde A é a razão de verossimilhança generalizada
(M00D et alia, 1974, Capítulo 9) . Trata-se portanto de um iB

os
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tervalo de confiança aproximado

Primeiramente, construímos um intervalo para L...(À) , commax

coeficiente de confiança l-ct, que é dado por

Lmax(X) Lmax(X) < 2 X2 (a) ( 5 . 2 . 5)

onde Xlz (a) é o quantil de ordem l-ct de uma distribuição x'
com l grau de liberdade. Construído esse intervalo, fica de-

terminado o intervalo de confiança para À

5 . 2 . 2 Procedimento .rãtico para estimar À

Para a aplicação do procedimento de BOX-COX, DRAPER â

SMITH (1981) sugerem que se tomem de ]] a 21 va].odes de À , a

princz'pio no interva]o [-2,2] ou talvez mesmo em [-],IJ. De-
pois, se.for necessãri.o, deve-se ampliar o intervalo conside-
rado.

Nas proximidades do ponto de máximo pode-se tomar valores
adicionais de À para tornar a determi.nação de X mais precisa

No entanto, na pratica, nem sempre se u'cinza o valor de X ob

tido mas sim, um valor conveniente mais próximo da sequência

, -2,-1{, -1, -;, 0, {, 1, 1{, 2,.... Esse procedimento
em algumas situações, facilita a interpretação da variável
ti'ansformada. Essa substituição é bastante razoável quando o

valor anotado estiver contido no intervalo de confiança para À.

O valor da média geométrica, necessário quando se utilizar.+

a variável normalizada, pode ser obtido pelo comando (EOMETRIC
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do BMDP oti facilmente calculado através do MINITAB (ver pro-

grama 2.2 do apêndice 2)
Os valores de S(À;Z), necessários para o calculo de

Lmax(À) podem ser obtidos através dos comandos de Analise de
Variância ou Regressão, conforme for o caso, dos ''pacotes''

disponíveis (BbIDP, MINITAB, SPSS, etc) . Como é esperado que

após a transformação o modelo '.unha a estrutura mais simples

possível, S(X;Z) deve ser a soma de quadrados residual obti-

da sob esta çondição. Por exemplo, num modelo cruzado a dois

fatores, S(À;Z) deve ser a soma de quadrados residual do mo-

delo sem interação (modelo aditivo)

DRAPER G Sbll'ÍH (1981) sugerem uma maneira prática de se

obter o intervalo de confiança para X : traçar no gráfico de

Lmax(À)em função de À uma linha horizontal no ponto Lmax(R) -
- + xÍ(a) do ei.xo das ordenadas. Essa Teta corta a curva em
dois pontos que correspondem a dois valores de À que são os

extremos do intervalo de -confiança -para À'

5.3. - EXEMPLOS

Vamos ilustrar o método de determinação da transformação
apresentado na secção anterior com dois exemplos extraídos

do artigo de BOX G COX (1964). O primeiro é um problema de
Analise de Variância em que a transformação é apli.cada para

se obter homogeneidade de variância. No segundo exemplo a
transformação é utilizada com o objetivo de simplificar um

modelo de Regressão.
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EXEMPLO l

A tab.ela abaixo fornece os tempos de sobrevi.vencia de 48

animais (unida.de = IOh) , expostos a três di.ferentes substân-
cias tóxicas e sujeitos a quatro tratamentos dista.ntos. O ex

perimento foi conduzido segundo um planejamento fatoti.al

3 x 4, com 4 réplicas para cada combinação dos doi.s fatores
considerados

f

TÓXICO
TRATAMENTO

A.l

A2

A3

0,31
0,45
0 ,46
0 ,43

0,36
0 , 29
0 ,40
0 , 23

0 , 2 2
0 , 21
0 ,1 8
0 , 23

0 , 8 2
l ,lO
0 , 8 8
0 , 7 2

0 ,9 2
0 , 61
0 ,49
1 , 24

0 ,30
0 , 37
0 , 38
0 ,29

0 ,4 3
0 ,4 5
0 ,6 3
0 , 76

0,44
0 , 35
0,31
0 ,40

0 , 23
0 , 2 5
0 , 24
0 , 2 2

0 ,45
0 , 71
0 ,66
0 ,6 2

0 ,56
1 ,0 2
0 , 71
0 ,38

0 ,30
0 , 36
0 , 31
0 ,33

No quadro a seguir, apresentamos a média (y) e a variân-

cia Cs;) da variável analisada. O fato da maior variância

(0,1131)ser cerca de 565 vezes mai.or que a menor variânci.a

(0,0002), é uma evidência forte da não homogeneidade de vara
anciã.

8
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'MXiCO l ESTATÍSTICA
TRATAM'UNTO

B B BB
2 3l 4

0,620,57 0,610,880,41

0,'04390,0259 0,0246 0,01270,0048

A2 y 0,32 0,82 0,38 0,67 0,64

0,0057 0,1131 0,0032 0,0734 0,0837

A3 y
2

y

0,21 0,34 0,24 0,33 0,28

0,0005 0,0022 0,0002 0,0007 0,0039

TOTAL y
s2
y

0,31 0,68 0,39 0,53 0,48

0,0105 0,1029 0,0279 0,0482 0,0639

Utilizando o procedimento de BOX-COX, procuramos uma

transformação que torne o modelo homocedãstico, normal e adi
tivo.

Consideremos então a família de transformação normaliza
da

À. / o

,(x) À.j.À-l

j' log

Para esse. conjunto de dados a média geométrica é j :0,42
Para X =-1,0, usamos a transformação z(X) : (y-1,0 - l)/

/-(0,42)'2'0; para X : 0, z(X): 0,42 1og y e assimpordíante
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Inicialmente calculamos para vários valores de À a se

ma de quadrados residual (S(À;Z) ;para o modelo sem i.nteração

A rseguir, calculamos o máximo da função de verossimilhança ,

dado por Lmax (X) : - 24 1og { S(ÀJZ)/48} , e então constry

amos o gráfico de Lmax(À) em função de À . Os resultados ex-
tão abaixo

(À)s(À;z) LX max s(À ;z)

1 ,0
0 ,5
0 ,0
0 , 2

0 ,4
0 ,6
0 . 8

1 ,0 5'09
0,6 345
0,4239
0 ,37 5 2
0 , 34 31
0 , 3258
0 , 3225

91 , 72
10 3,8 3

1 1 3, 51
1 1 6 ,.44
118 , 58

119 ,8 2
1 20 ,07

0 , 3331
0 ,3586
0 ,400 7
0 ,46 25
0 ,66 39
1.,1 331
2.048 9

1].9 , 29
11 7 ,5 2
114 ,86
1 14 ,4 3
10 2,74

89 ,91
75 .69

la

1..(À)

.110

l®

"i
2 -1 0
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A inspeção desse gráfi.co mostra que o estimados de máxi-
ma verossimilhança de X é aproximadamente À = - 0,75

Um intervalo de confiança para À é obtido através da de-

si.gualdade (5.2.5) da senão anteri.or . Traçando-se uma Teta ho

rizontal no ponto Lmax(X)- 2 XI(0,05) : 118,19 da escala vel

tical, a curva Lmax(À) é cortada em dois pontos que corres-
pondem aos seguintes valores de À: - 1,13 e -0,37. Assim,
(-1,13; -0,37) é um in'ervalo aproximado para À. , com ' 95%

de confiança

A transformação recíproca (À:-l) tem um significado nata

ral para a analise de tempo de sobrevivência, podendo ser iB

terpretada como a taxa de mortalidade. Como o valor -l esta
conta.do no intervalo construído acima, seta adotada a trans

formação recíproca e não a transformação corresponden-Le a

X : - 0 ,7 5.

Uma analise dos dados transformados mostra que a trans-

formação recíproca produziu considerável redução da variabi
lidado d'as variâncias das caselas

Os resultados da análise de variância para os dad

ginais e transformados encontram-se na tabela abaixo

9

os orl

SEM 'l'RANSFORMAÇÃO l TRANSFORMAÇÃO RECÍPROCA

FFQ.w n M\'''

COieLUSÃO
(a = S%)F.V G.L

A 2 0,5165 23,27 0,5687 72,91 Si.gnificante
B 3 0,3071 13,83 0,2219 28,45 Significante
AB 6 0,0417 1,88 0,0085 1,09 NãoSignif
Resíduo 36 0,0222 0,0078
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Esses resultados mostram que a transformação

(i) não produziu grande alteração no quadrado medi.o (Q.M.) do
fatos tóxico (A) e do tratamento (B)

(ii.) reduzi.u o quadrado médio regi.dual a quase um terço.

(iii) tomou o quadrado medi.o da interação (AB) bem mai.s próxi.
mo do quadrado médio residual

E XEMPL0 2

Esse exemplo refere-se a um experimento têxtil em que a

uni.dade experimental é um pedaço de fio torci.do. O experimen-
to consiste em apli.car-s.e uma carga-ao fio, de tempos em tem-
pos, e então anotar o número de trações até que ocorra o rom-
pimento do fio (y)

Trata-se de um experimento fatorial 33, onde são consi.de-
rados os seguintes favores quanta.tativos

XI : comprimento do fio (250, 300, 350 mm)

X2 : período de carga (8,9, 10 min)

X3 : intensidade da carga (40, 45, '50 g)

Foram obtidos os seguintes resultados
g

PERÍODO
DE

CARGA

IN'nNSIDAIE
IE

CARGA

COhlPRlbENTO DO FI O

250 300
&

9

10

40
45
se
40
45
50
40
45
50

6 74
370
292
338
266
210
170
118

90

1 414
1 198

634
1 0 22

6 20
438
442
332
220

3' 6 36
3 184
2 000
1 568
1 070

566
1 140

884
360
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Para se estudar como a variável analisada (Y) é afetada

por esses fatores considerados, adorou-se o seguinte modelo
de guperfl'cie de resposta

'Y:Bo+BIXl+B2X2+B3X3+B4XIX2+BsXIX3+B6X2X3+B7Xl+B8X2+B9X3 + c

A questão aqui é verificar se o modelo completo de 2ç
grau é necessário ou, se os dados convenientemente transfor-

mados podem ser representados pelo modelo linear de lç grau
(esse é o princípio da parcimónia, assim denominado por
Tukey)

Para determinarmos a transformação de BOX-COX, calcula-

mos a soma de quadrados residual (S(À;Z)) e o respectivo va-

lor da função de máxima verossihilhança (Lmax(À)) para 'vá-
rios valores de X no in+-ervalo [-1,1] . Neste caso, a média

geométrica é j = 563,78 e foi uti.lizada a transformação na

forma normalizada. Como é esperado que após a transformação

o modelo simplificado seja adequado, S(À;Z) é a soma de qua-

drados residual do modelo sem os termos do 29 grau. Os resul
tados encontram-se abaixo

À s (À.;z) Lmax ( À)
À s (À ;z) Lmax(À)

 
5,4 810
2,99 78
1, 5968
0 ,81 78
0,4115

21 , 5 2
29 ,6 7
38 ,1 7
4 7 , 21
56 ,48  

0 , 29 20
0 ,5478
1 ,10 35
2 ,1 396
3 ,99 5 5

6 1 ,11
5 2 ,61
4 3,16
34 , 22
25 ,79
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Uma .inspeção do gráfico de Lmax(À) indica que a estimati-
va de À é aproximadamente i1= - 0,06. Uti.lizando a relação
(5.2.5) , obtemos o seguinte interval.o..aproximado, com 95% de
confiança : (-0 , 18 , 0 , 06)

Cama ié muito próximo de zero, seta adotada a transforma
ção logarítmica,que corresponda a À : 0,e que esta contido no
intervalo construído acima

Os resultados da analise de variância para os dados ori.gi
naus e transformador (z(X) ; 563,78 1og y) são mostrados na
tabela abaixo.

SENO 'l'R.WSFOmaÇÃO
FQ.M FQ.u

Linear 3 4 916 158,33 66,50

Quadrático 6 704 050,17 9,52
Resíduo 17 73 922 , 41

2 374 448,33 198,83
8 103,17 0,63

11 941,88
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Para os nz'fieis usuais, o efeito quàdrãtico no modelo é
significante para os dados originais mas não é significante
após a transformação logarítmica. Uma analise de .resíduos
tende a confirmar a adequacidade do modelo de lç grau

5 . 4 - CONENTÃRIOS ADICIONAIS

1 - Embora a famz+lia (5.1.2) te.nha grande aplicabilidade
podem surgi.r situações em que nenhum membro dessa família
forneça os resultados desejados. Neste caso, é sugerido na
literatura o uso de transformações mais complexas, envolven-
do mais de um parâmetro. BOX ê COX (1964) propõem a segui.nte
família biparamêtrica

(5 .4 .1)

log Cy + X2) xl : o

O caso particular em. que o parâmetro À2 é igual-
a zero; corresponde à família (5.1.2)

Uma outra aplicação da família (5.4.1) aparece quando al-

gum valor de y é negativo ou'''nulo. Neste caso, X2 não éconside
Fado como um parâmetro desconhecido mas sim como uma constan'

te que torne y + X7 positivo para todo y
A forma normalizada de (5.4.1) é dada por

, À: 7' 0

( 5 .4 . 2)

j' log (y + 2 xl : o
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onde j' é a média geométrica da variável y + À2' ou seja,
n . ,

j' : .a. (yi + À2)l/n
; --l A "

0 procedi.mento para estimar XI e À? é uma extensão do ca

se uniparamétrico e o intervalo é substi.tuido pela regi.ão de
cona.ança. Para a construção da região de confiança utiliza-
se a mesma distri.buição aproximada '(-2 1og /\) , agora uma X'c

com 2 graus de li.beldade. A ideia é exatamentea mesma, mas o

procedimento é mais complicado. Um exemplo de aplicação, com

breves comentários, é apresentado no artigo de BOX ê COX

(1964) e outro em JOHN G DRAPER (1980)

Muitas outras modificações da família (5.1.2) tem sido

sugeridas na literatura. SCHLESSELhIAN (1971) propõe a seguinte
família

(5 .4 .3)
lo.g (y/c) , À = 0

onde c é uma constante. Sugere que c seja a medi.a aritmética

ougeométrica ou ainda a mediana amostral. Essa família, além

de ser contínua, goza da propri.edade de invariância da soma

de quadrados residual., com relação ã mudança de escala:
l.y > wyJ

JOHN G DRAPER (1980)sugerem a famz'lia

//

W

(sinal de y) (jy l . l)À -l , À # 0
(sinal de y) log(jyl + 1) , À = 0

y(À) ( 5 . 4 .4)
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que é apropriada para o caso em que a distribuição dos erros
e s].' 'métrica mas não normal. Se os dados são todos positivos,

essa família é equivalente 'à família proposta por BOX G COX

(1964)

2 - Se a variável estudada Cy) é a ''proporção de sucessos'' ,

TUKEy (1960) sugere a família

yÀ - (l-y) À'
X

À : o
y(À) (5 . 4 . 5)

JOINER G ROSENBLATT (1971) estudam propriedades dessa fa
mília

3 L O iüõtodo de BOX-COX requer a repetição dos cálculos da

anal.ise de 'variância para vários valores de À e a distribui-

ção utilizada para a construção do---i;nter.Talo de confiança pg.
ra À é assintótica. Além disso, }l também é afetado pela prg

sença de ''outliers''
Para contornar esses problemas mencionados, foram propor.

tos na literatura outros métodos de inferênci.a para o parãmÊ

tro X . Os mais citados são: método exato de ANDREIVS (1971);
método de ATKINSON (1973) , também baseado .na função de vero3.

similhança; método de CARROLL (1980), baseado no processo de
estimação robusta de HUBER (1977) e o método proposto por
HERNANDEZ ê JOHNSON (1980) , baseado no número de informação
de Kullback-Leibler

''outl ier''efeito desobre naumestudo interessante 0Um
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escolha da' transformação pode ser encontrado em ANDREIVS (1971),

ATKINSON' (1973) e CARROLL (1980) sendo estabelecidas compara-

ções entre o método de BOX-COX e estes três Últimos métodos ci.
tados

4 - Até agora comentámos sobre a aplicação do procedimento de

BOX-COX no caso em que a variável resposta é transformada. Uma

outra aplicação importante do .método refere-se ã transformação
simultânea da variável resposta (y) e das variáveis explicati-

vas (xl'..., xk), em problemas de Regressão.
Consideremos a transformação de y para y(À) e de x.

paraxl' , ..'', xk '' , respectivamente
De forma anal.oga .ao caso de transformação só. de y, assumi-

mos que para algum vetou de parâmetros desconhecidos (X,XI,

Àk), valem as suposições usuais da Analise de Regressão.
Consideramos então o logaritmo do maxi.mo da função de v'e-

rossimilhança, que é dada por

,xk

Lnax(À,ÀI''..: Àk):- n log .z2,ÀI'..,Àk (Y) + log J(À;Y)
(5 .4 .6)

onde 8Í,Xl;.., ÀkY) é o esticador da máxima verossimilhança

da variânci.a dos erros em uma Análise de Regressão das variá-

veis transformadas e J(À;Y) : ll l d y..(À)l- é o jacobiano da
1 =1 '/ l

transformação

Procuramos então (X, il'..., ilk) que maximize a função de
ve ro s s imilhanç a

Teoricamente o desenvolvimento é uma extensão do caso em
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que apenas y é transformado. Na pratica, o procedimento con-

siste em se calcular Lmax (À,ÀI'...,Àk) para valores conve-

nientes de (X,ÀI'...,Xk) e então examinar as superfícies rg
sultantes (especialmente nas proximidades do seu máximo) mas

a representação gráfica sÕ é possível se k = l

SPITZER (1978) apresenta um estudo dentro deste contexto,
para o caso de amostras pequenas

5 - Se o objetivo é a simplificação do modelo de Regressão e

apenas as variáveis explicativas serão transformadas, o mé-

'odo de BOX-COX também pode ser utilizado

Assim como no item anteri.or, na pratica aparece a dificul

date operacional do método. Um processo alternativo, jã co-

mentado na seção 3.1, é proposto por BOX ê TIDIVELL (1962)

6 - Uma outra i.mportante aplicação da transformação de BOX-

COX aparece em Analise de Séries Temporais, conforme descri-

to por BOX G JENKINS (1976, Capítulo 9) e CHATFIELD G PROTHERO

C19 7s)

7 - Finalmente,citamos outros possz'fieis desenvolvimentos do

método de BOX-COX. Na seção 5.2 supusemos que os fatores da
Analise de Variância são fixos e consideramos uma analise u-

nidimensional

Segundo BOX â COX (1964) , o procedimento apresentado po-

de ser estendido a modelos com fatores aleatórios e a problÊ
mas de analise multa.vara.ada

S



CAPITULO 6

APLICAÇÕES DO USO 'DE TRANSFORMAÇÃO

Neste capítulo apresentamos duas situações real.s em que

o uso de transformação .é apropriado.. Em cada uma delas, dis-

cuj:lhos aspectos práticos importantes
As tabelas e figuras referentes a essas aplicações en-

contram-se nos apêndices 3 e 4, respectivamente

APLICAÇÃO)

O experimento que descrevem.os abaixo, refere-se a uma

pesquisa realizada pelo Professor Dirceu do Nascimento, para
tese de doutoramento, apresentada na Faculdade de Ciênci-as
Farmacêuticas da USP

Um dos objetivos do experimento é verificar como a qua-
lidade bacteriológica do leite é afetada pelo ''manuseio'' (o.!

denha,pasteurização e comercialização) e se esta varia segui
do os meses do ano em que a pesquisa foi realizada

Foram coletadas 153 amostras de leite no período de 30

de agosto de 1977 a 2 de fevereiro de 1978 na cidade de Jogo
Pessoa, ParaÍba. Do total de amostras, 51 eram de leite cru,
coletadas na plataforma de recepção da usina de pasteuriza-

ção (PRUP), 51 de leite pasteurizado do tipo C,coletadas na
câmara :fri.a da urina de pasteurização (CFUP) e.51 de leite
do tipo C jã comercializado, coletadas nas .padarias e super'
mercados da cidade (COM)

0
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Para cada uma das 153 amostras, foram feitas cora,tagenó/mZ

dos seguintes tipos de bactérias, utilizados como indicadores

da qualidade bacteriolõgica do leite: mesõfilas, psicrófi-
las, conformes e conformes fecais. Os resultados dessas con-

tagens para os três locais considerados. (PRUP, CFUP, COM) en-

contratt»e nas TABS. 1, 11 e 111, respectivamente.

Iniciamos por uma Analise Descritiva dos dados. Alguns

resultados, para cada tipo bacteri.olõgico, encontram-se nas
TABS. IV a VI.[

A partir desses resultados, verificamos que
(i) Existe grande variação entre as amplitudes e entre os des-

vios padrão das caselas. Por exemplo, na TAB. Vll, o desvio p2
deão da casela PRUP XOUTUBRO é cerca de 130 338 vezes maior

que o desvio padrão da casela CFUP X NOVEMBRO.

(ii) É esperado que as amplitudes de variação e os desvios pa-

drão variem bastante segundo local jã que, após o processo de
pasteurização, o leite torna-se mais homogéneo. Entretanto, fi

dado o local, pode-se observar ainda uma grande variação das

amplitudes e dos desvios padrão dos períodos. Isto pode. ser
visto na TAB. VI em que as contagens do mês de outubro de amos

trás colhidas na CFUP apresentaram a amplitude de variação cel

ca de 1063 vezes mai.or que a ampla.tudo de variação do mês de
setembro.

(iii) Existem mui.tas cadelas em que o desvio padrão é maior

que a média.sendo que na TAB. V isto não ocorre em apenas uma

casela

(iv) Em mui.tas caselas, a média e a mediana são bem dista.ntas,

indicando uma acentuada asse.metria na distribuição das variá-

f

0
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vens analisadas

(v ) Exi.stem amostras que apresentam resultados que são bas-

tante atz+picos. Este é o caso da amostra número 25 da TAB.ll
co l i fot- r«cs

cuja contagem do número de bactérias Hci!:iáe:àJ.&s foi 240 000,

valor extremamente mai.or que os demais valores dessa variã-
\rp l

Essas observações evidenciam que, para esses dados, as

suposições de normalidade e homogeneidade de var.iância não
são razoáveis. A continuação da analise com esses dados pode

fornecer conclusões bastante distorcidas

Com o objetivo de estabilizar a variância das caselas e
tornar a distribuição dos erros mais próxima da normal, a-

plicaremos o método de BOX-COX para a escolha de uma trans-

formação adequada a esses dados. Como esse método é sensível

ã presença de ''outliers'' , devemos detectar inicial-mente

tai.s observações. Para isso utilizamos uma técnica multa.vara

ada, que se baseia na distância de Mahalanobis. Essa técnica
encontra-se descrita em AFIFI G AZEN (1972)

Como esta técnica exige que o vetou de observações te-

nha distri.buição normal multivariada não devemos aplica-la

aos dados original.s, visto que esta di.stribuição afasta-se
muito da normal. Desta forma, a aplicação da técnica que de-

tecta ''outliers'' aos dados origi.naif produz uma quantidade

injustificável de observações consideradas como ''outl i.eí's''

Por experiências anteriores, sabemos que a transformação lo-

garítmica aproxima a di.stribuição deste tipo de dados para
a normal. Assim, aplicamos a técnica, para cada local, ao lg

garítmo das contagens de bactérias
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Fixando o nível de significância em 5%, foram detectados

os seguintes casos: amostra número 15,24 e 46. da TAB. 1; amor
tra número 25 da TAB. ll e amostra número 3 e 49 da TAB. lll

Decidimos que esses casos deveriam ser eliminados da analise
Assim, o tamanho da amostra ficou reduzido a 147

Examinando a matriz de coi'relação e após ter sido discu-

tido com o pesquisador os objetivos desse estudo, decidimos
analisar as variáveis separadamente

De acordo com os objetivos da pesquisa, a técnica apto'

priada é a Anãli.se de Variância..Adotamos o modelo cruzado
paramétrico:

yijk : p + ''' € ijk ::l'z's;j:i, 5; k:l, , nij

yijk
niimero de bactérias mesõfi.las da k-ésima amostra, cola.

tada no i-ésimo local e no j-ésinlo período.

u : média geral

A; : efeito do i-ésimo local

B.i : efeito do j-ésimo período

AB.i.ii efeito da interação do i-ésimo local com o j-êsimo
díodo (efeito de casela)

cijk: desvio casual da observação yijk

pe

Para as outras variáveis, o modelo é o mesmo.

Para aplicar o procedimento de BOX-COX, utili.zamos o ''pZ
ci/te'' SPgS (ver programa 2.1 do apêndice 2) . Os resultados do

procedimento de BOX-COX encontram-se nas TABS.. Vlll a XI e
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FIAS. l a 4. Verificamos que., para as quatros variáveis ana-
lisadas, o valor de À que maximiza a função de verossimilhan

ça é aproximadamente zero. (que corresponde ã transformação
logarítmica).. Entretanto para estimarmos mais precisamente

o valor de À , repetimos o procedimento de BOX-COX para valo

res de À nas proxima.dades do zero. Os resultados encontram-
se nas TABS. Xll a XV. As estimativas de X para as variáveis

número .de bactérias mesÕfilas, psicrÕfilas, conformes e co-

nformes fecais são respectivamente 51= - 0,0S, i1= 0, i=-0,0Z

e Â= - 0,06 .

Para verificarmos a efeti:cidade da transformação, repe'

temos os cálculos da Analise Descritiva para os dados trans-

formados, correspondentes aos valores estimados de À e tam-

bém para a transformação logarítmica. Para efeito de compara

ção dos dados origi.naus com os dados transformados apresenta

mos o quadro abaixo que coliLélü c quociente do LlãioT desvio

padrão das caselas pelo menor desvio padrão

ESPECIFI
TIPO DE BACTÉRIA

Conformes i Colifonnes fecaisPsicrófilas

DadosOrigi.naus 2611,24 2139,57 27 930,67 130 337,99
Transfomiação
correspoiüente 13,25 3.,18 2,39 1,98
d /\

Tra«'eo«-açã' 16,29 3,18 2,42 2,48

Adotamos a transformação logarítmica, para as quatro VZ

ri.ãveis analisadas, po.r facilidade de interpretação e, espe'

cialmente, porque nesta escala a ordenação das médias das
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n,,. ..,.i.nic fnnr in(-nl e nnr nerãodol foi razoave.Lcaselas e das ma

mente Preservada
Os resultados da Analise Descritiva para os dados transfomla

dos estão resumidos nas TABS. XVI a XIX. A transformação reduziu

consideravelmente a variabilidade das variâncias das caselas

Os resultados da analise de variância para os dados trans-

formados, obtidos através do comando ANOVA do SPSS,encontram-se
nas TABS. XX a XXIII. Para as quatro variãve4s analisadas, o e-

feito de i.nteração não é significante, para os níveis usuais

}-íos casos em que o efeito do fatos é signifi.cante, apli.ca-

mos o método de comparações múltiplas de Bonferroni(PERES ê

SALDIVA, 1982). As cÓmparaçoes de interesse são as seguintes

(i) leite pasteurizado com leite comercializado; (ii) cada períg

do com o perl'odo seguin'ce

O quadro abaixo resume as significâncias encontradas

TIPO' BACTERIOLÓGICO CONIPARAÇÕES SIGNIFICANTES

Setembro x Outubro

Leite pasteurizado x Leite comercia
gizado

0

Me sÓfil as

PsicrÕfilas

Conformes

Conformes fecais Novembro x Dezembro

APLICAÇÃO 2

Consideremos um estudo sobre a resistência de telhas ondula

das da marca Eternit, realizado pelo Instituto de Pesque.sasTecng
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lógicas do Estado de.São Paulo.

Para o experimento , as telhas foram fixadas na la e 5a

onda (ver FIG. 5) e variou-se o tamanho do vão compreendido

entre as fixações. O teste de resistência consistiu em apli

car-se uma carga e medir-se a resistência(i) . Os resultados
obtidos encontram-se na TAB. XXIV

O objetivo do experimento pode ser atingido através de

uma Análise de Regressão,considerando-se como variável res-

posta a resistência (Y) e como vara.ável explicativa o tama

nho do vão (X)
A FIG. 6 mostra como a variância da variável resistên-

cia diminui à medida que o tamanho do vão aumenta. Com o ob

jetivo de estabilizar as variâncias, aplicaremos o procedi-
mento de BOX-COX para a escolha da transformação adequada. A

utilização desse procedimento exige a especificação da rela-

ção que liga a variável transformada (y'\) ã variável explica
uva (x) . Em outras palavras, prece.samos estabelecer a forma

da função g tal que y" = g(x), À # 0

De um modo geral, se g(x) é um polinõmi.o em x, a função
y = g(x) '/" , para diferentes valores de À , descreve uma

grande quantidade de curvas que explicam a relação entre y e

x, em mui.tas situações praticas

Desta forma, com a utilização desse procedimento..,é pos-

sível obter um valor de À tal que yA satisfaça as suposições

básicas. da Anãli.se de Regressão e y como função de x repre-
sente bem o fenómeno estudado

(i) carga em Kg até a ruptura
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Um problema prático que surge é a escolha do grau do pg
linõmio g(x) . Uma solução é adotar i.nicialmente o polinõinio

completo. de maior grau posei'vel e eli.minar os termos não si.&
nificantes

Para a Regressão polinomial de 4ç grau, apli.camos o prg

sedimento de BOX-COX, uti.lizando o programa 2.2 do apêndi.

ce 2. Os resultados obtidos encontram-se na TAB. XXV e po-
dem ser visualizados na FlIG. 7. ..

ü,hü,\lsc de

A TAB. XXVI apresenta os resultados''ã;ivi;;iância do
delo de Regressão correspondente ao valor de X estimado

(X = - 0,45). Como o termo quadrático e o de 4ç grau são não

significantes par.a os níveis usuaisi repetimos o procedimen

to de BOX-COX para o modelo que inclui. apenas o efeito linfa
ar e o cúbico. Neste caso, o valor de À estimado foi X=-0,60

Os resultados da analise de variância encontram-se na TAB.

XXVll e a equação de Regressão estimada é dada por

mo

z = 4330 - 43,0 xl + 3,83 xz

onde 2 é o valor está.medo da variável (y 0,60-1)/-0,60(140,931)1,60

xl e x3 são os polinõmios ortogonais referentes ao
efeito linear e cúbico, respectivamente

Para verificar a efetividade da transformação, fizemos
uma analise de resíduos do modelo aci.ma.e não foi. detectado

nenhum desvio das suposições básicas do modelo de Regressão



APENDICE .l

TESTE DE TUKEY PARA NÃO-ADITIVIDADE

Consideremos o modelo cruzado paramétrico

yij: u''\ + Bj ' mij ' cij' . t:l' ,a, j=1,...,b (A.l.l)

onde,

U

A.l
B

]

AB.iJ
€ ;
tJ

média geral

efeito do i-és imo nível de A

efeito do j-ésimo nível de B

efei.to de interação

erro aleatório da observação y
' ' ].J

Como é usual, supomos que c.i.i- N(0,az) e fazemos as
a b a b

seguintes restrições : tE:IAi:0' jXIBj:0'i l zj'0'jEIABij:0

Desej amos testar a hipótese

n. : All .: Alb 'al Aab : 0

mas o teste usual da interação não pode ser uti.li.zado pois

não hã graus de liberdade suficiente. Uma maneira, sugeri.-

114



115

da por Tukey, é construir um teste que imponha restrições

convenientes sobre a i.nteração Abri ' Assumimos então que
o efeito de interação para cada casela é uma função dos

efeitos principais, segundo um polinõmio do segundo grau,

ou seja

ABij : ao ' al A.' BI Bj '' c'2 Az ' YA.Bj ' B2Bj
(A. 1 . 2)

onde ao'cll' BI ' B2 e Y s ão bons tantes . Teremos

'...: \ . -F ,:: '.' ~4.-t «: ,!: ';* ' '::-i :.
e

: .. . :- :l:h' ': '; .-} :;: 4 .-} *. :i:«:*':'l : .AB.j

b
e E BComo 0, essas expressoes

e

podem

ser si.mplificadas

ABi.: ao ' ctl Ai + a2 AÍ + --=Z-

R

e
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".,: '. '. ': ,. . ? :l: «Í . ': 'Í
Portanto

al Ai ' a2 A2
8. B ,:
b j:l Jao

Bi Bj ' Bz Bj ; .:
i=1 l

Substituindo essas expressões em (A.1.2) t e remo s

..-..Ei.. ! ,? .=Z-- ; ''? .*": B;
o b j=1 J a i=1 ] .' l ,J

(A. 1 . 3)

b
E AB

lAB i 0b bb

b
E

j:i ,!:'l - ?- :::{ ' "\ ',,Mas

b j:l J : :;: € . « } ,!: '.: b j:i J a i=1 l

b
pois, por hipótese, E B:

b
E AB.

j =1 iJ

Portanto,a expressão (A. 1 . 3) se reduz a

AB..
'vAi Bj

CA. 1 . 4 )
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Substitui.ndo (A.1.4) em (A.l.l), obtemos o novomodelo

yij: Bj+.y zBj+ cij' i:l,...,a , j=1,...,b (A. 1 . 5 )

a : b
comarestriçãodeque E A; :0 e = B:

i=i : j:t J

Agora a hipótese de interesse é

Ho : y :-0 (.A. 1 . 6)

O próximo passo edefi.nir uma estatística para testar

essa hipótese. Para isso, valuos calcular primeiramente o e!

timador de mÍniinoi quadrados de y. A soma de quadrados dos

erros é dada por S : ].E]. j=1 zj. :: i:]. j:l(yij'u- l.'Bj-Y zBj)'

b

função não linear de A.i e B.i' assumimos por um

momento que esses parâmetllos são conhecidos.

Derivando S com relação a y, obtemos

i:l j : AiBJQ:j
A. - B. -'YA. B.)

l J l J

Desenvolvendo o somatório, obtemos

a b

i:l j:i : j vij
A.B. A2 B.

l J

A.B2
l J «:l: l!: «í -í
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a b a b 7 a b . .2
Como E E A.B.= E E A'B.: E E. A.B'=0,te

f i=1 j=1 l J iül j=1. l J i=1 j =1 l J '

remos que

::: :l: «:,, *:, : :i: ,!: «í ,;
a b

i:i jz:Ai Bj y:j

; .: B ,:
ibl l j=1 J

0, e portanto,

(A. 1 . 7 )

A definição natural para a sorna de quadrados da ante

ração é zal.jblCYAiBj)2 = V2 iÇll l j=1 B2. Substituindo

(A. 1 . 7 ) obtemos

b 2

E:AiBjyij ]

: .:
Como A; e .B.i, na verdade,não são

0

conhecidos, substituímos pelos seus respectivos estimado

res de mínimos quadrados, obtidos apartar do modelo (A.l.l)

Ai:yi.'j.. e Êj:y.j'y: onde yi.ey.j são

respectivamente as médias das observações referentes a Ai
é a média geral. Assim,a soma de quadrados a!

sociada ã não-atividade é dada por
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b

j:: G:.- j; . ) (9.j' y.

i:t;(9i'' ..): jl

SQ .
NJDIT

(A. 1 . 8 )

Para construirmos a estatística que testa não-aditivida
de vamos enunciar o seguinte teorema

TEORE14A : Seja SQRES: ial jbl (yij - yi.' y.j + y.. )2 a soma

de quadrados.residua] do mode]o (A.]..l) e SQ dadapor
NADIT

(A.1.8). Definimos SQNOVO RES : SQnES - SQNADIT' tão,

sob a hipótese H : y = 0, SQi;:::ã:/a2 e SQNOVO RES/a2 são ig.
ú A.D iv

dependentes e tem distribuição Xó com l e ab-a-b graus de
liberdade , respectivamente

DENÍONS.[116:çAQ : Ver SCHEFFÊ (1959, pag.132) ou RAO (1973

pag. 250 e 251)

/

:.

]

A não-aditividade é testada pela estatística

SQN ADIT (A. 1 . 9 )

SQNOVO RES/ (ab-a-b)



120

que tem distribuição F com (l,ab-a-b) graus de liberdade.

Quando a razão F excede o valor tabelado, rejeita-se à
hipótese de que o modelo aditivo é adequado.

Esse procedimento pode ser estendido para experimentou
fatoriai.s cola três ou mais fatores. No caso de três fato-

res, a soma de quadrados associada ã não-aditividade é da

da por

a b c

a .

E (yj.1 '

.) (y.j .-y. . . ) (X

)2B (9: -! )z E (9
j ''' ''' k

) yijk 'l2

)2
SQ.

N ADIT



APÊNDICE 2

PROGRA'MAS PARA A EST.INUÇÃO DE À DA TRANSFORMAÇÃO DE BOX-COX

2.1. USO DO SPSS
(CARTÕES DE CONTROLE)

RUN NAME

VARIABLE LIST
INPUT MEDIUM
INPUT FORMAT

N OF CASES
VAR LABELS

ESTUDO BACTERIOI.OGICO DO LEITE (b'lESOFILAS)
XI TO X2, YI TO Y4
CARD

FIXED(2F2.0, 2(2X,F8.0), 2(2X,F8.1))
147

XI LOCAL/X2 PERÍODO/YI NIESOFILAS/
Y2 PSICROFILAS/Y3 COLIFORNES/
Y4' COLI FORMES FECAL S

XI (1) PRUP (2) CFUP (3) COb'l/
X2 (1) SET (2) OUT (3) NOV (4) DEZ

(5) JAN + FEV

YI : YI/1000000
}4G : O .450527
LAMBDA : - 1 .05

Z : "ZI'' TO Z'20

Z= ((Yl*"LAMBIA) - 1.0)/( LAMBDA*i'IG ""(l.N»BD.A-l. OÜ)

LAMBDA = LAMBDA ]' O.l

VALUE LABELS

COMPUTE

COMPUTE

COMPUTE

DO REPEAT
CONIPUTE

COMPUTE

END REPEAT
ANOVA ZI T0 25 BY XI(1,3) X2(1,5)/

26 TO ZIO BY XI(1,3) X2(1,5)/
Zll TO Z15 BY XI(1 ,3) X2(1,5)/
z16 'r0 220 BY xi(i , 3) x2(i ,5)
lSTATISTICS

READ INPUT DATA
(DADOS)
FINISH
? END JOB

OBSERVAÇÃO: Para a util.ização desse programa é necessário o cãl
fulo antecipado da média geométrica (MG)

121
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2.2. USO DO MINITAB

(CARTÕES DE CONTROI.E)
NOTE LEITURA DOS DADOS
NOTE CI 'RESISTENCIA
SET CI
279 29 2 301 278 . . . .

NOTE VARIÁVEIS DEPENDENTES SAO OS POLINONllOS

NOTE C2 LINEAR C3 QUADRÁTICO
NOTE C3 CUBICO C4 QUARTOGRAU
SET C2

(- 2,-1 , 0 , 1 , 2) 1 5
SET C3

( 2 , - 1 , - 2 , - 1 ,2)15
SET C4

(- 1 , 2 , 0 , - 2 ,1)15
SET C5

(1 ,-4 , 6 , - 4 , 1) ].5

NOTE CALCUI.O DA MEDIA GEOhETRICA (K2)
l,ET C6 :: LOGO (CI)
AVE RALE C3 , KI

LE'r K2 : Exp (Ki)
NOTE LAMBDA E)l K3

ORTOGONAIS

LET ]{3

NOTE PROCEDlbIENTO DE BOX-COX
STORE
PRINT K3
BRIEF 2
l,ET K4 : K3*K2':* (K3- 1 .O)
LET K7 : (Cl** K3-1.0) / K4
REGRESS Y C7 4 C2 C3 C4 C5
LET K3 = K3 + 0.05
END

EXEC 20

STOP
?END JOB
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f

TAREI.A l Contagem de bactéi'Ías em amostx'as colhidas na plataforma de l:'ecepção
urina de pasteux'ização (PRUP) em Jogo Pessoa

da

vex'eira de ].978

Pb. Agosto de 1977 a fe

Setembro l
2
3
q
5
6
7
8
9

10

12
13

t)utttbro

No1,embro 27
28
29
30
31
32
33
3q
3S

36
37
38

Dezembro s soo ooo
510 000

q9 000 000

lO ooo
ISO ooo

1 100 000
ISO ooo

2 800
7S0 000

23 000
2 800

230 003
Janeiro

e
Fevereiro

FONTE BUSSAB , W.O . ].9 8 ].

9 100 000 810 000 930 000 930 000
11 100 000 5 300 000 1 200 000 230 000
17 300 000 129 000 q3 Qoo  
16 800 000 1 880 000 9 300 000 l soo ooo
8 100 000 5 70Q 000 q3 000 23 000

lo loo ooo 3S0 000 2 300 000 21 000
ly 800 000 128 000 93 000 IS oco
8 iao ooo 790 000 23a ooo 230 00a

13 yoo ooa 11 900 000 23 000 23 00a
B 300 000 7 900 000 230 000  
3 S00 000 y30 000 23 000 23 00C
3 200 000 1 190 000 15 000 + 300
7 900 000 + 800 000 +30 000 ISO ooü

  7 90D oao   770 000 93 000 l soo
IS y 500 000 l 180 000 210 000 3S

16 13 800 900 2 loo ooo 2 q00 00a 35 000
17 B IO0 000 5 qoo ooo 230 000 9 300
18 8 10a ooa l luo ooo 2 q00 000 21' 000
19 3 200 000 l 300 000 93 000  
20 6 200 000   2S0 000 930 000 93 000
21 16 100 000 2 890 000 2 300 000 2 q00 00C
22 B 200 0ao   310 000 93 000 +3 00C
23 9 600 000 6 2ao ooo 93 000 93 000
  9S0 000   0 1: 00c 933
2S soo ooo   90 000 2 300 93=
26 1 3q0 000     43 000 y3 003

12 400 000   90 000 23 000 93Ü
+ ooo ooo l 300 000 q30 000 21 000

13 300 000 l 930 000 43 0DO 9 300
3 700 000   k10 000 2 100  
3 900 000   510 aoo 230 0c0 230 00a
i 09a ooo   n ooo y3 000 93C
2 110 000   200 00Q 93 000 15 03a

760 000   5S0 DOC 7 SOG  
5 800 000 2 s30 00a    

39 13 300 000 B ÜO0 000 2 u00 000 210 00G
  l lqo ooo 270 000    
  61 000 000 3 200 000 ? K00 000 930 000
K2 3 n0 000 Ü80 000    
43 S 800 000 l q10 000 33 00C  
  6 600 0ao + 700 000 230 005    28 300 000 l qoo ooa q 600 000 280 00=
y6 170 000 loo ooo 430 +3:
47 6 700 000 s loo ooo 93 000  
  2 200 00a B00 00Ü 75 000  
q9 11 300 000 1 230 000 150 00C 93 00;
50 3 60a ooo S80 00G 93 00a 93 00]
  760 noo 2BG Q00 q3 00G  
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TABELA 1 1 Contagem de bactét'ias em amostras colhidas na câmara fria da urina . de
pasteurização (CFUP) em Jaão Pessoa - Pb. Agosto de 1977 a fevereiro
de 1978.

AMOSTRAPERÍODO
Ne Mesõfilas

TIPO DE BACTÉRIA
Psi.crófilas Conformes Califormes fecais

Setembro l
2
3
4

S
6
7
8
9

10
11
12

14
IS
16
17
18
19
20
21
22
23
24
2S
26

27
28
29
30
31
32
33
3+
3S

36
37
38

39
40
41
42
43
44
4S
46
47
48
49
se
SI

192
300
IS5
176
IS8
119
117
196
138
147
122
116
IS2

000
000
000
000
000
000
000
000
000
000
000
eoo
000

3S

l
19
l
l
S

3S
6
l
3

27

940
000
630
3S0
800
oso
140
300
000
600
700
300
soo

93
4

43
230

93
230

43
21

230
ISO

4
93

230

3

2
0
4
7

23
7
2
9
7

23
0
0
0

3
3
S

S
l
3
S

9
7
9

3

Outubro ISI
208
148
122
7S

111
33
42
18
S4
75

400
IS

.000
000
000
000
000
000
000
000
100
000
000
000
eoo

730
380
000
000
200
800
S10
S60
4S0
900
S20
000
160

23
4.3

230
2 300

93
430

23
43
93
43
7S

240 000
93

0
0

250
21

IS
9

23
0
4
4

93
4

3
9

71
43
10
IS

3

3
5
3

3

2
2

195
l

Novembro 43 000
18 800
68 000

226 000
126 000
23 100
94 000
S7 000
62 000

170
no
320

1 600
620
4.10
2S0
440

19 S00

23
4.3

93
93

2.3

430
230

9.3
0.4
2.3
0.9

0.3
o.ç
4 .3
l .sDezembro 83 000

64 000
67 000

630
6 600
1 700

230
430
43

230
230

9.3Janeiro
e

Fevereiro
74 000
40 000

102 000
120 000
170 000
120 000
202 000

1 2S0 000
800 000

1 110 000
197 000

1 460 000
1 880 000

S

10
2

900
660
100
200
soo
970
S70
200
100
270
700
000
000

43
93

9n
93
93

ISO
4 .3

230
7S
43

930

l
43

930
43
23
2]

ISO
l
9
0
l
4

4

5

l
2

3
32
31

S
3
9
S

3

3

FONTE BUSSAB W,0. 1981
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TABELA lll Contagem de bactõriai em amostras dc leite do tipo C colhidas nas pada-
rias e supermercados da cidade. (CObt). em Jóão Pessoa - Pb. Agosto dc
1977 a fevereiro de 1978.

pl: R lodo AbtOSTRA
NÇ

fíc sófi ] a s
TIPO DE'BACTÉRIA

Psicrófilas l Coliformcs IColiformes fecais
Setembro l

2
3
4

S
6
7
8
9

10
11
12
13

14
IS
16
17
18
19
20
21
22
23
24
2S
26

27
28
29
30
31
32
33

l
33

3'
38

Outubro

Novembro 2.1
0.4
0.
0 .1
9.
0.
2

'n

Dezembro 45 000
S2 000
89 000

36(1
3 70o
1 300

4.3
230
210

0
43
23

Janeiro
e

Fevereiro

FONTE BtJSSAB 19 8 1

IZI ooo 890     l .s
178 000 191 000 430   9 .3
162 000 10 soo 2 300 } 300
IS5 000 1 300 9.3   9 .3
L45 000 1 760 43   0 .4ilo ooo 96 000 4m   2.3
1o3 000 36 000 230   93
t30 000 46 000 23    
147 000 1 340 230   l ,s
117 000 4 900 430   ] .]
110 000 470 9.3   Z.3
133 000 970 230   0 .4
102 000 ll ooo 150   L . S
159 000   4 bo[} 9.5 9 .5
298 000   S3 0(11}   0 .T
131 000   38 00t) 4.3 1 . s

3 150 000 l 1 4o (}t)t) 9 HO  
123 000   14 20t) 230  
115 000   4 4 0o{i 930 7 . 5
27 900   l l (} 15 0.9

12S 000     230 z.:
11 200   3S0 230 0 .4

43n OOQ   í} 1 0(1(i l soo 0 .9
53 000   4 .it)o 230 Z .5
24: 200   7 !)[)[1   0.a
66 000     430 0 .9

  IZ9 000   1 300 93
  1 31) 000     Z.3
  ltjO OQO   23 400 93  lul ooo   al SOP 930
  78 000     93
  1(11 00n   10 600 430
  16+ ooa   63 00(l  
  Íl8 00(i     9 300
4 rl 2tl r)[)rl 7 Rlir} tlí)( 21 Dali

    83 000 10 300 /5 23
    bO ooo   430  

4 1   IU9 000 $ 70{ 93  
42   72 000 7 SOC ISO  

    79 000 1 030 2S 4 .5
44   209 000 970 93 { .=
45   66 000 1 320 43 2.:
46   117 000 3 100 43 13
47 ] zoo ooo 7 200 930 9.3
48   700 000     D .4

V49 2 800 000 39 000 93'000 ] .]
  l 140 000 ll onr 93 2. :

5] ] 170 000 1 2 0ÍiÍ} 75n ]
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r TABELA IV Estatísticas descritivas referentes à variável núnicro de bactérias mesi3filas

PERÍODO l ESTATÍSTICAS
LOCAL

CFUPPRUP co)l
TOTAL

Setembro 1.táxi.mo

blínimo
Amplitude
Média
P.:cdi:inu
Desvio piiJt':io
Tamanho da amostra

17 300 000
3 200 000

14 100 000

lO 130 769.23
9 1o0 00o

4 462 32t).89
13

300 000
116 (}00
184 000

160 61S.38
l st) t)t)t)

49 SSS.01)
15

310 000
102 000
208 000

1] 7 ÓIS.3S
] 3n ot)t)

S.i t)3' .SS
15

17 3o0 090
102 000

17 198 000

3 {79 666.67
It)! t)o(l

S 384 2S1 .17
39

Outubro 1.1iix lIDo

flí n i nio

l\mplitude
$lÓdiu

flcdiana

Desvio parti':io
Tamanho da amostr.a

16 100 000
600 000

IS soo ooo
6 814 61S.39
7 900 000

4 7SI 8S3.35
13

+oo oot)
IS soo

384 S00

111 738.4Ó
7S 000

104 2Õ3.1?
13

3 IS0 000
1 1 2t)o

5 158 800

362 S6].SJ
123 000

S+S 69S,8Ó
IS

16 10o 000
11 200

16 0S3 S00

2 429 638.40
ISI ooo

+ IS1 8Z1.29
39

Novembro ).l.iÀ.iiiio
\mínimo

.Amplitude
3.1Ód iii

Nlediüna
Dcst'io padrão
Tamanho cla amostra

13 300 00U
760 000

12 S40 000

5 228 888.89
3 900 000

4 600 76+.73
9

2b6 000
18 800

:07 200

79 766.67
62 000
é+ 205.3S

b8 000

J S53 000
ell ll] .]l

]0] 00(i

] S05 Ó31.5}

13 300 UUU

18 800

:í ã;: :::.;.
129 000

5 S72 +12.9s

Dezembro bliximo
bJÍnimo
Amplitude
btéó ia

btedianu
l)CS V10 pULJI':lu
Tamanho tiu umost ri

{9 000 000
S10 000

48 490 000
18 336 666.67
s soo ooo

26 672 177.1+
3

g3 0Cln
6+ Oo{J

19 000
71''333.33

10 214 .5'

s!) oO(!
l s oo(}
4+ 000
62 000.(iO

19 000 000

4S 000

]S 9SS 000

6 1S6 666.6?
83 00(!

!o 164 76b.18
9

15 0-i3.J
3

Janeiro e
Fevereiro

bt3 x i mo

}línimo

Amplitude
blédia
btcdiana
Desvio padrão
Tamanho da amostra

Õ

61 000 000
170 000

60 830 000

11 090 000.0(}
S 800 000

16 783 699.45
13

1 830 0o0
40 0o0

1 840 0ÜV
S78 8J6.15
197 00(1
6S$ 981.yS

3 8ui) oo{J

60 000
2 740 000

600 3$4.
l l ? OÍJ(;

SOÉ 705.{:
13

l ol ooo ooll
40 000

60 960 000

4 089 743.S
800 00ti

]0 697 S44.3
39

TOTAL. b15ximo

$ti'mimo

Amplitude
$lódia
blcdiuiiu
Desvio padrão
Tamanho da amostra

61 000 000
170 000

60 830 000

9 147 647.06
6 700 000

10 960 164..S2
SI

] 880 00t}
l s se(;

'1 86+ Soo

23S 24S .ltJ
120 00u

379 38Ü.S3
SI

.i tj:t) t)Ut

11 20ti
4 õOb 8o(}

S11J S74 .SI

l :] oo(.

8S0 323.]S

61 000 000
11 200

60 988 800

3 2S9 ISS.Su
170 000

7 S66 962.1S
IS3
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TABELA V Estatísticas descritivas referentes à variável 'ittiiitcro de bactérias psicrófilas

PERÍODO

Setembro

ESTATÍSTICAS
LOCAL

CFUPPRUP co)l
TOTAL

l.máximo

Mínimo

Amplitude
Média
blediana
Desvio padrão
Tamanho da amostra

11 900 000
128 000

11 772 000

3 177 461.S4
1 190 000

3 68S 102.00
13

3S 000
630

34 370

[0 716.]S
3 300

13 S28.8S
13

191 000
470

190 S30

30 933,08
+ 900

SS 477.98
13

11 900 000
470

11 899 S30

1 073 036.93
27 S00

S61 6S6.8?
39

Outubro blãximo
blínimo
Amplitude
blédia
blediana
Desvio padrão
Tamanho da amostra

6 200 000
0

6 200 000

1 668 461.S+
1 140 000

2 027 279,98
13

19S 000
380

194 620
26 477.69
2 520

S4 903.ZI
13

1 140 000
110

1 139 890

107 136.9.
7 900

311 2SI .S-
13

b 200 000
0

6 200 000

600 692.oS
43 000

l S84 043.?3
39

Novembro Ntáximo
btínimo

Amplitude
ltlédia
1.mediana

Desvio padrão
Tamanho da amostra

2 S30 000
30 000

2 S00 000

838 888.89
S10 000

884 723.7S
9

19 S00
1?0

19 330

2 623.33
410

6 3]3.33
9

2. 80t) oou

2 799 9sa

2 800 000
se

799 9S0

339 628.89
19 500

'9? 837.S;L):? 4b4 .1

Dezembro blãximo
btÍnimo
Amp].ilude
btédia
blediana
Desvio padrão
Tamanho da amostra

1 100 000
lO ooo

1 090 000

420 000.00
ISO ooo

S93 043.00
3

6 60.
630

S 970

2 976.6
1 7e:
3 183.1

3

3 340

1 7S6 .C
1 3C

1 100 00(i

360
1 099 640

141 S87.7
3 700

3Ó2' 670.3
9

Janeiro e
Fevereiro

P.máximo

blínimo
Amplitude
flédia
btediana
Desvio padrão
Tamanho da amostra

8 400 000
100 000

8 300 000
2 213 846.IS
1 280 000
2 630 736.71

13

32 00(i
270

31 73C

7 013.{i
2 10(;

11 213.2.
13

39 00{J
970

38 03(i

8 100 00(}

270
8 399 730

741 64S.!)i
lO 100

1 81S 07S.7
39

lO IS4 .1S

13

921 .t;

TOTAL 1.máximo

l.tíni.mo

Amplitude
blédia
blediana
Desvio padrão
Tamanho da amostra

11 900 000
0

11 900 000

1 971 313.73
810 000

2 61S 319.70
SI

19S 00Ü

17G

194 830

11 906.
1 60U

29 773.93
s]

'8UtJ UUI.:

SC

2 ?99 9S('

9S 09] .5'
S lO(i

418 292.U.
s]

11 900 000
0

11 900 000

692 770.S
ll ooo

1 769 6S7.4
IS3
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TABELA VI tatÍsticas dcscrit'ovas referentes ã variável ''número de bactérias colifoimes

PERÍODO ESTATÍSTICAS LOCAL
TOTAL

PRUP CFUP cohl

Setembro l)lãximo l 9300000 l 230 l 2300 l 9300000
blínimo l IS 000 l 4.3 l g.3 l 4.3
Amplitude l 928S000 l 22S.7 l 2290.7 l gZJ999S.7
blédia l 114s076.92 l 112.ÜÓ l s]g.os l 381179.s]
bledi ana l 230 000 l 93 l 230 l 23{]

Desviopadrão l 2SS973S.99.l 90.93 l 608.b3 llS:8007.iS
Tananhodaamostral 13 l 13 l 13 l 51)

outubro jblãximo l 2400000 l 24000u l 9300 l 2400ti00
blínimo l 2 300 l 4.3 l 4.3 l +.5

Amplitude l 2397700 l 23999S.7 l 9295.7 l 239999S.
Média l 684792.31 l 18726.gS l 1017.28 l 23484S.S:
blediana l 93 000 l 93 l 230 l 430

Desviopadrão l 987941.83 l 66487.14 l ZS2S.83 l 643087.2
Tamanhodaamostral 13 l 15 l 13 l 39

Novembro jblãxima l 430000 l 430 l 21000 l 430000
Nlinimo l 2100 .l 2,3 l 2.3 l 2.3
Amplitude l 427900 l +27.7 l :0997.7 l 4Z9997.7
Média l 101622.22 l '149.84 l 35SI.S9 l 3S107.3y
Mediana l 43 000 l 93 l 93 l 430

Desviopadr5o l 141263.04 l 173.31 l 7202.80 l 919S1.2]
Tamanho da amostra l 9 l g l g l 27

Dezembro jblãximo l 750000 l 43L l 230 l 7S(LOCO

blínimo l 2800 l aS l 4.5 l 4.s
Amplitude l 7+7200 l 38? l 2ZS.7 l 749993
Nlédia l soogs3,s3 l 'Z34.ss l ]a8,]ti l lo0+3s.s!
bledia na l 150 000 l 23Íi l 11(} l !5
Desviopadrão l 39S806.28 l 193.5+ l 124.!); l 2+bSS(J.U;
Tamanhodaamostrül 3 l 3 l 3 l 9

:::i:?:l i:l=: 1'"'i:i l ":.; l "'ll I'"'"i.:
Amplitude l4S99S70 l 9Z3.7 l 92977 l4S9999S.
blédia l 784979.23 l 21S.41 l 736b.u? l 264187.Ci
Nled ianü l 93 000 l 95 l 93 l 230

Desvjopadrão l14sõ977.gS l 3Z2.Zy l 2S731.31 l 889643.
Tamanhodaamostrul 13 l 13 l 13 l 39

TOTAL l)lãxima lgSooooo l 24000u l y300il l9S{)t)0{J:!
blínima l +30 l ' 2.: l :.3 l 2.3
Amplitude )9299570 l 239997.7 l 9z997.T l9Z99997
blédia l 70165S.49 l 4897.3y l 2861.S1 l 236471.4t.
blediana l 93 000 l g: l 150 l 230

Ucsviopüdrio l IS53810.gt) l 33S81.=!+ 1 13309.yE' l 9SOS+U.](l
Tamanhodaamostral SI l 5} l SI l IS3
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TABELA Vll tatísticas descritivas referentes à variável ''llÚmcFO de bactérias colifolines
fecais

PERÍODO ESTATÍSTICAS LOCAL TOTAL
PRUP CFUP  

Setembro l Máximo 1 1 S00 000
Mínima 1 4 300

Aiaplitude 1 1 49S 700
Flédi a 1 2S0 S61 .S4
hlediana 1 21 000

Desvio padrão l 4S0 7S7 .82
Tamanho da amostra 1 13

C)utub ro l btãximo 1 2 403 000
Mínimo 1 35

Amplitude l 2 399 965
Média l 211 g76.54
Mediana 1 21 000

Desvia padrão l 6S8 206.83
Tamanho da amostra 1 13

Novembro l hlãximo l 230 000
Mínimo 1 430

Ampl ilude l 229 570
blédia l 31 4S4.4+
blediana 1 4 300

Desvio. padrão l 74 808.00
Tamanho da amostra 1 9

Dezembro l biãximo 1 230 00C)

blinimo 1 2 800

Ampl i rude l 227 200
hlêdia 1 8S 266.67
blediana 1 23 000
Desvio padrão l 125 749.01
Tamanho da amostra 1 /'3

Janeiro e l Nlãximo 1 930 000

Fevereiro l Flínimo l 430
Ampl i rude 1 929 S70
blédia i 143 740.77

hledianu 1 7 500
Desvio padrão 1 . 2S6 447.90

Tamanho da amostra 1 13

rOT;\l. l b15ximo l 2 400 000
blínimo l 3S

Ampl i tudo 1 2 399 96S
Flõdia 1 16S lo+.2=
Nlediana l Z1 000

Desvio padrão l 4i9 809.IS
Tamanho da amostra l SI

23 1 2 300 . 1 1 soo ooo
o .3 1 0.4 1 o.s
2.7 1 2 299.6 1 1 499 999.7
õ,8s l i88.37 l 83 s8s.s8

. 4 .s l z.s l 9.3

7.32 1 6s4.9ó l 280 12s.69

!s E is 1 39

230 1 230 1 2 úoo ooo
o .s l 0.4 1 0.3

zz9.7 1 229.6 1 2 3ç9 s99.7
3s.3ó 1 26.97 1 70 6so.óz

9.s l l.s l 21

ó6.0ü 1 6s.99 ! . s83 479.31

13 1 1 3 1 39
IS 1 200 1 230 000

0.3 1 0.+ 1 0.3
14 .7 1 199.ó ' 1 229 999.7

3.88 1 32.!Ó 1 10 496.8o

i.5 1 z.i l 9.s
s.os [ 61.41 1 +i ]s8.ss
9 } $ 1 27

230 1 +5 1 230 000
9. 3 1 0 ,' 1 0,7

zzo.? 1 4z.e l 2z9 999,6
is6.1 3 t 21.2 3 1 2s 413.78
s.3 1 z: 1 2so

127 .+ : 1 :1 .it ] T$ 9]U.8(

930 1 {3 1 930 000

o.s l o .l l 0.4
9z9.i t 4 =.o 1 9z9 999 .ó

94 ,s' 1 1 2 .1P 1 47 944 .1:

9.3 1 1 .s 1 25
zs+.ló l i3.s: l is9 61s.9:
13 1 13 1 3g

930 1 2 30(i 1 2 +UU 000

o. 3 1 0 .: l o.s
9 29 .7 1 z 29y .t. l z s9u u99 .7

4S.SS l 6S.Uti 1 5S 071.6u
3 1 ?.3 1 23

[s8 .9s 1 322.a] ] zs3 114 .70

si l si 1 1 5s
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TABELA vlll - Soma de quadrados residual (S(À;z) e máximo da
função de verossimilhança (Lmax(À)) : z : z----:'

y = (número de bactérias Hesõfilas)/10u
0 ,450 5 27

Lmax ( À )
s (À ;z) Lmax(À)

877.169
532.856
330.151
209.903
136.338
91.751
64.267
47.335
37.179
31.718

TABELA IX - Soma de quadrados res.idual (S(X;z)) e mãxtmo da

função de verossimilhança (Lmax(À) ' z : z':-Í=T '

(número de bactérias psicrÓfilas + 1)/10o e

0 ,0211943

Lmax (X )

- 5,729
' 63,313
129,551

s(x ;z)

158,917
62,118

-1,05
-0,95
-0,85
-0,75
-0,65
-0,55
-0,45
-0,35
-0,25
-0,15  

877,169
532,856
330,151
209,903
136,338
91,751
64,267
47,335
37.179
31,718  

-131,291
- 94,655
- 59,470
- 26,182

5,534
34,645
60,813
83,289

101,040
112,716 

-0;05
0,05
0,15
0,25
0,35
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85  

30,014
32,097
39,119
54,011
83,007

139,007
248,846
469,194
921,717

1871,786 

116,774
111,843
97,301
73,S91
42,006
4,109

- 38,691
- 85,303
-134,932
-187,000
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TABELA Soma de quadrados residual (S(À;z)) e máximo da

função de verossimilhança (l,max(À))

z = ):;jÍ:l-- , y = (número de bactérias conformes)

/10'} e y = 0 ,102539
Ày

TABELA XI - Soma de quadrados residual (S(À;z) e máximo

função verossimilhança. (Lmax(À))

(número de bactérias conformes fecais + 1)/101 e
} : 0 ,105790

da

À s(À ;z) Lnax ( À )   s(À ;z) Lmax(À)

-1,05
-0,95
-0,85
-0,75
-0,65.
-0,55
-0,45
-0,35
-0,25
-0,15

11 595,827
4 412,974
1 718,007

686,541
282,804
120,716
53,762
25,228
12,699
7,164

-321,046 l
-250,038 l
-180,699
-113,281
- 48,093

14,479
73,931

129,542
179,995
222,070

-0,05 5,117
5,81S

11.493
32,247

106,838
387,948

1 503,328
6 142,738

26 273,479
116 975.644

246,803
237,404
187.329
lll.soo

23,455
- 71,327
-170.888
-274,346
-381,162
-490,928

À s (À ;z)
Lmax (À) f'

À s(À;z) Lmax(À )

-1,05
-0,95
-0,85
-0,75
-0,65
-0,55
-0,45
-0,35
-0,25
-0,15

982,486
494,886
253,009
131,467
69,612
37.670
20,915
11,989

7,199
4,745

-139,625
- 89,236
- 39,910

8:208
54,941

100.075
143,322
184,224
221,712
252,351  

3,998
5,737

14',680
51.432

208,266
922,332

4 377,279
21 989,S95

115 788,257
663 871,618

264,941
238,397
169,340

77,188
- 25,606
-134,981
-249,441
-368,080
-490,178
-618,533
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TABELA Xll - Soma de quadrados residual (S(À;z)) e máximo d.a

função de verossimilhança (Lmax(X)) . z : ..,À.I'
y = (número de bactérias mesáfilas)/106 A/ e
y : 0 ,450527

TABELA Xlll - Soma de quadrados residual (S(À;z)) e máximo da

função de verossimilhança (Lmax(À)
y = (número dç;''bactérias psicrõfilas + 1)/106 e

y : 0,0211943

x. s(À ;z) Lmax(X) X s (À ;z) Lmax (À )

-o,lO
-0,09
-0,08
-0,07
-0,06

30,417
30,264
30,147
30,066
30,021

115,794
116,165
116,450
116,647
116,757  

30,014
30,042
30,109
30,214
30,358

116,774
116,706
116,542
116 ,286
115,937

À s(À ;z) Lnax(À)
À s(x ;z) Lmax(À)

-0,04
-0,03
-0,02
-0,01
0,00

0,204
0,202
0,200
0,199
0,198

483,635
484,359
485,090
485,459
485,829  

0,199
0,200
0,201
0,202
0,204

485,459
485,090
484,724
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TABELA XIV - Soma de quadrados residual (S(X;z) é maxi.mo da

função de verossimilhança (Lmax(X). z : y -i ,

(número de bactérias col i.formes)/104 ' e
0 ,10 2.539

X

TABELA XV Soma de quadrados residual (S(À;z) e máximo da

função de verossimilhança (Lmax(À). z : y" -l ,

y .= (número de bactérias conformes fecais + l)/
10' e y = 0,105790

À s(À ;z) Lmax (À)
À s (x ;z) Lmax(À )

-o,lO
-0,09
-0,08
-0,07
-0,06

5,804
5,616
5,453
5,316
5,203

237,544
239,964
242,129
243,999

245,578    
246,803
247,699
248,224
248,356

248,093

À s(À ;z) Lmax (À)
À s(À ;z) Lmax(À)

-o,lO

-0,09
-0,08

-0,07

-0,06

4,153
4,085
4,034
4,002
3,990

262,145
263,359
264,282
264,867

265,088    
264,941
264,373
263,377
261,951
260,034
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TABELA XVI - Estatísticas descritivas referente ã variável
log (número de bactérias mesófilas)

PERÍODO l ESTATÍSTICAS
LOCAL

PRUP l CFUP
TOTAL

cobl

Setembro Anplitude l 1,6876 l 0,9502
Média l16,02tl l11,9S06
Desvio padrão l 0,5233 l 0,2678
Tamanho da amostrar 13 l 13

1,1116
11,8453

0,3035
12

5,1335

13,3099

2,0167
38

OuttJ)ro .ànplitude l 3,2896 l 2,5967
Média l15,SZ36 jl1,1045
Desvi.o padrão l 1,0055 l 0,8438
Tamanho da amostrpl ll l 12

5,6392
11,6182
1,4286

13

7,2707
12,6403
2,2410

36

Novembro .Amplitude 2,8622 l 2,4867
Média llS,0908 l11 ,0216

Desvio padrão l 0,9756 i 0,7823
Tamanho da amostrar 9 l 9

4,2186

'11 ,9904
1,2878

9

6,5617

12,7009
2,0296

27

Dezembro .Amplitude l 4,5652 l 0,2600
Média llS ,4566 jl1,1686

Desvio padrão l 2,2832 l .0,1388
Tamanho da amostras 3 l 3

0,6820

l0,9899
0,3593

3

6,9929
12,5384

2,4772
9

Janeiro e l.Amplituae l 4,3853 l 3,8501
Média jlS ,5767 j12,S677

Desvia padrão l 1,2611 l 1,2928
Tamanho da amostrar 12 l .13

2,9957

12,2325
1,2412

12

7,3297
13,4349
1,9484

37

TOTIAL IAmplitude l 4,7842 l 4,7982
Média l15,5860 lil ,6944

Desvio padrão l 1,0693 l 1,0453
Tamanho da amostrar 48 l 50

6,0222
11,8537

1,1259
49

8,6027

13,0182
2,0916

147
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TABELA XVll - Estatísticas descritivas referente à vara.ãvel
log (número de bactér-ias psicrÓfilas + l)

PERÍODO ESTATÍSTICAS
LOCAL

TOTAL
PRUP CFUP COM

Ampla.tude
Média

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Ampla.rude
Média

Desvi.o padrão
Tamanho da amostra

Amplitude
b6dia

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Ampla.tudo
b6dia

Desvio padrão
Tamanho da amos tra

Amplitude
Média

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Amplitude
média

Desvio padrão
Tamanho da amostra

4,5323
14,1141
1,5352

13

4,6380
13,6035

1,5658
11

4,4348
12,9446

1,4502
9

4,7005
11,6799

2,3593
3

3,4376
14,0729

1,1928
12

7,0817
13,6153

l,S807
48    
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TABELA XVlll - Estatísticas descrita.vas referente ã variáve;l
log (número de bactérias conformes)

PERÍODO ESTATÍSTICAS
LOCAL

TOTAL
PRUP CFUP COMI

 

Amplitude
1.adia

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Amplitude
Média

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Amplitude
média

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Ampla.tudo
f.adia

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Ampla.tude
Média

Desvi.o padrão
Tamanho da amostra

Amplitude
Média

Desvio padrão
Tamanho da amos tra        
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TABELA XIX - Estatísticas descrita.vas referente.: ã variável:
log (número de bactérias conformes fecais + l)

PERÍODO ESTATÍSTICAS LOCAL TOTAL
PRUP CFUP CONA

 

Amplitude
Média

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Amplitude
pedia

Desvio padrão
Tamanho da amostra

Ampla.tude
Média

Desvi.o padrão
Tamanho da amostra

Amplitude
Média

Desvi.o padrão
Tamanho da amostra

Ampla'cede
Média

Desvi.o padrão
Tamanho da pinos tra

Amplitude
Média

Desvio padrão
Tamanho da amos tra        
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TABELA XX - Resultados da analise de variância da variável
log (número de bactérias mesõfilas)

FON'n DE Pi©BABILllnDE DE
SIGNIFICÂNCIA

A
B

AB

Resíduo
Total

2

4

8

132

146

468,674

17,566
11,876

138,589
638,715

234,337 223,196
4,392 4,183
1,485 1,414
1,050

o,ooo
0,003
0,196

roNn nE VARiAdO l G.L. s.Q x''' . l PROBABILiD/WE DE
' l SIGNIFICÂNCIA

A
B

Resz'duo

Total

2

4

8

132

146

977,112
27,453
29,471

413,299
1 446,603

488,556 1S6,036
6,863 ' 2,192
3,684 1,177
3.131 .

o,ooo
0,073
0.318

TABELA XXI Resultados da analise de variância da variável

      log (número de bactéri.as psicrófilas + l)
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TABELA XXll - Resultados da analise de variância da variável
log (número de bactérias conformes)

TABELA XXlll - Resultados da analise de variância da variável
log (número de bactéri.as conformes fecais +l)

F01q'n DE PARI/tÇÃO
PROBABILll)ADE DE
SIGNIFICÂNCIA

A
B

Resíduo
Total

2

4

8

132

146

2 154,471 1 077,235 395,789
3 ,267 9,067 3,331
35,237 4,405' 1,618

359,270 2,722
2 585.793

o,ooo
0,012
0.125

FOlfE DE VARI/LÇAO G.L. s.Q. Q.u. F PROBABILIDADE DE
SIGNIFICÂNCIA

A 2 1 681.009 840,504 242,569 o,ooo
B 4 4,554 1,139 0,329 0,858
AB 8 25,363 3,170 0,915 0 ,S06
Resz'duo 132 457,382 3,465    
Total 146 2 166,109      
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TABELA.XXIV Resistência(1) de telhas onduladas Eternit

NP DE 0RDEI,l

1080 3520

l
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

279
29 2

301
278
286
263
270
312
219
257
281
284
264
232
208

244
205
197
215
180
164
2 25

220
187
208
191
196
192
195
1 78

138
141
129
133
140
145

11 2

133
141
121
121
112
144
117
138

118
9 2

91
103

98
103
114

98
94

101
10 2

85
100

85
90

75

78

86

80

79

8 3

8 3

82
88

88
86
83
8 2

81
78

(1) Carga em Kg até a ruptura



141

yÀ-l
À-l

xj'
TABELA XXV - Soma de quadrados residual da variável

y: resistênci.a (1) , j : 140 ,931

(1) Carga em Kg até a ruptura

TBAELA XXVI - Tabela de analise de variância da variável

z = ; y: resistência(1)

FON'lE DE

Li.néar

Quadrático
Cúbico
Quarto grau
Resíduo
Total

l
l
l
l

70

74

276 608,5
310,'4

2 102,6
195,2

11 104,5
290 321,2

276 608,5
310,4

2 102,6
195,2
158,6

1 744,06
1,96

13,26
1,23

(1) Carga em Kg até a ruptura

X s(À;z) Lmax(À)   s(À ;z) Lmax(X)

-l,os
-l,oo
-0,95
-0,90
-0,85
-0,80
-0,75
-0,70
-0,65
-0,60

12 372,2 l -83,15
12 170,0 1 -82,88
11 98s,8 1 -82,64
11 819,4 l -82,41
11 670,6 1 -82,20
11 539,3 1 -82,02
11 42s,3 .l -81,86
11 328,6 1 -81,72
11 249,1 1 -81,60
11 186,8 1 -81,51

-0,55 1 1.1 141,9
-o,se l ll 114,4
-0,45 l ll l04,4
-0,40 t ll 112,2
-0,35 l ll 138,0
-0,30 1 11 i82,0
-0,25 1 11 244,8
-0,20 1 ll 326,s
-o,15 1 ll 427,7
-o,lo 1 11 s48,9

-81,4S
-81,41
-81,39
-81,40
-81,44
-81,50
-81,60
-81,71
-81,86
-82,03
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TABELA XXVll - Tabela de analise de. variância da variável
-0 .60 .

' . .,. , y: resistência (1)
(0,60) (140,9 31) ' '

Linear

Cúbico

Resz'duo

Total

l

l

72

74

277 987,1

2 196;6

11 374,6

291 558,3

277 987,1' 1 79S,41

2 196,6 13,90

158,0

(1) Carga em Kg até a ruptura
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FIGURA 1 - Máximo da função de verossimilhança (mesófilas)
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FIGURA 2 Nlãxiino da função de verossimilhança (psicrÕfilas)
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FIGA.}RA 3 Máximo da função de verossimilhança (colifonnes)
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FIGURA 4 Máximo da flmção de verossimilhança (colifonnes fecais)
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FIGURA Fixação de telhas onduladas



146

FIGURA 6 Resistência em função do tamanho do vão
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