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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1-PRELIMINARES

A Analise de Varidncia e a Analise de Regressdo sdo téc
nicas estatisticas extensivamente utilizadas nas mais va-
riadas areas de estudo.

Para o.desenvolvimento tedrico dessas tecnicas, faz-se
determinadas suposicoes sobre os erros do modelo. Entre -
tanto, na pratica, nem sempre tais pressuposigdes sao ver
~ dadeiras.

A rigor, a Analise de Variancia e Regressﬁb, so poderi
am ser aplicadas se as suposicoes estivessem completamen-
te satisfeitas. Como o teste F da analise de variancia nao
€ sensivel a alguns desvios das supoéig6es, em muitas si-
tuacOes praticas em que as suposicoes nao estdo perfeita-
mente verificadas, tais teécnicas podem ser utilizadas. En

tretanto, se o desvio for acentuado, os resultados da ané
g

lise podem ser bastante alterados, comprometendo assim o

emprego dessas técnicas.

Ao se analisar dados que nao estao de acordo com as su
posicoes da técnica a ser utilizada, pode-se ter, basica-
mente, dois procedimentos : (i) buscar novos métodos de a
nalise que se ajustam melhor aos dados; (ii) adequar 0s
dados as suposigdes através de uma transformacio.

Na primeira solugao, modifica-se o método ou parte do

-1-



método.a ser utilizado e na segunda, fixa-se as suposi -
goes exigidas pelo modelo adotado e modifica-se a varia-
vel analisada.

Transformagdo significa uma troca da métrica da varia
vel original por uma outra escala. Ao invées de se traba-
lhar com a variavel original Y, utiliza-se log Y,k vY,1/Y,
etc... )

‘A idé€ia central & que, se para a variavel original as
suposicoes nao sao adequadas, pode existir uma transfor-
macdo conveniente tal que, na nova métrica, elas sejamra
zoavelmente satisfeitas.

Além de corrigir os desvios das suposigoes, a transfor
magao também pode ter outras aplicagoes, tal como lineari

zar ou simplificar um modelo de Regressao ou ainda elimi-

nar a interacao de um modelo de Analise de Variancia.

1.2-RESUMO HISTORICO

/
7
/
(

Segundo um levantameﬁto bibliografico bastante comple-
tc, as primeiras pubiicagGes sobre o uso de tansformacao
datam -do inicio da decada de 30. Originalﬁente eram inves
tigados metodos para transformar distribuigdes nao-normais
na distribuicao normal.

No periodo de 1936 a 1940, foram publicados artigos so
bre a transformacdao raiz quadrada, logaritmica e sobre a
transformacdo angular, no contexto de Analise de Varian -

cia. Surgem entdo muitos trabalhos aplicados em varias a-



reas de estudo, utilizando transformacgoes. Cifamos o tra
Palho de BEALL (1942) sobre experimentos entomologicos.

A literatura di§ponivel sobre o assunto era quase que
descritiva, até que CURTISS (1943) publica um artigo com
maior formalizacdo matematica.

O ano de 1947 foi um marco no estudo de transformagoes.
Neste ano foram publicados trés artigos na revista '"Biome
trics" que tiveram grande significado dentro do assunto.
No priméiro, EISENHART comenta sobre as suposigoes usuais
da Analise de Variancia. No segundo, COCHRAN discute so -
bre algumas consequéncias do desvio das suposicoes e, no
terceiro, BARTLETT apresenta o uso de transformacao como
uma solucao para corrigir um desvio especifico.

Sao publicados entao muitos trabalhos sobre o assunto,
sempre considerando cada transformagdo em particular, ate
que, em 1954, MOORE & TUKEY e ANSCOMBE & TUKEY sugerem o
uso de uma familia de transformagGes.

Em 1964, BOX § COX publicaﬁ um artigo que & considera-
do um marco dentro dessa nova linhé que trabalha com uma
familia de tranéformagGes. Apresentam um critério de esco
lha da transformacao bastante simples mas original.

Esse artigo proporcionou um grande avango ao estudo de
transformagoes e impulsionou o aparecimento de novos tra-.
balhos sobre o assunto. Em muitas publicagbes sdo apresen
tadas modificacbes do método proposto por BOX § COX além
de estudos adicionais. Citamos algumas dessas publicacoes

no capitulo 5 deste trabalho.



0 assunto niao se esgotou e¢ frequentemente sao publica-
?os novos trabalhos sobre o uso de transformagoes, sendo

que,'ainda existem_muitos pontos a serem esclarecidos,
1.3-APRESENTACAO DOS CAPITULOS =~

No Capitulo 2 comentamos sobre as-suposi§6es teoricas
do modelo de Analise de Variancia e Analise de Regressao.
Discutimos algumas causas dos desvios das suposicoes, cCo-
mo detectar e como evitar alguns desvios. Apresentamos a-
inda consequéncias da violagdo das suposigoes seguidas das
solucoes entao adotadas.-

No capitulo 3 apresentamos algumas consideracgoes gerais
sobre transformagoes, com o objetivo de esclarecer aspec-
tos importantes dentro do assunto estudado. Destacamos as
secoes 3.3 e 3.8,cujo conteudo praticamente nao € tratado
na literatura. e “

Os capitulos 4 e 5 referem;se ao uso de transformagao
com o objetivo de corrigir os desvios das suposigoes dos
modelos de Analise de Variancia e Regressao.

No capitulo 4, apresentamos o tratamento classico do
uso de transformacao, discutindo sobre cada suposigdo se-
paradamente. Fazemos comentarios..sobre as transformagées 
usuais : logaritmica, raiz quadrada, reciproca e as trans
formacoes usadas no estudo de proporgoes. Ilustramos com
exemplos selecionados da literatura.

No capitulo 5, apresentamos o método de determinacgao da



transformacao,proposto por BOX §& COX (1964). Ilustramos
com dois exemplos extraidos desse artigo;

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos dois exemplos
de dados reais, procurando aplicar as informacoes conti-

das nos capitulos anteriores.

1.4-0BJETIVOS DESTE TRABALHO .
Os principais objetivos deste trabalho sao

(1) alertar contra o uso indevido das técnicas de Anali

se de Variancia e Analise de Regressao em algumas situa -

coes em que ocorre a violacdo das suposicoes do modelo.

(ii). apresentar o uso de transformagdo como uma possivel

solucdo, quando a Analise de Variancia ou a Analise de Re

gressao sao téénicas indicadas mas as suposicoes nao es.—

tao satisfeitas.

(iii) apresentar informagdes. importantes sobre o uso de

transformagao, que se encontram de forma muito dispersa na

!,

1
K

literatura.
(iv) fornecer algumas 6rientag6es de como detectar a ne-
cessidade do uso de transformagdo e como escolher a trans
formacgao adequada'a‘um conjunto de dados.

(v) destacar certos cuidados que devem ser tomados na ué_
tilizacao de transformagao, principalmente na interpreta-

c¢ao dos resultados.



CAPITULO 2

DISCUSSOES SOBRE AS SUPOSICOES DO MODELO LINEAR GERAL.

2.1-AS SUPOSICOES

As tecnicas de Analise de Variancia e Analise de Regres
sao sao tratadas na literatura através do Modelo Linear Ge

ral

onde,

Y : vetor das observacoes
X : matriz de planejamento
© : vetor dos parametros

e : vetor dos erros
s
/

:

No caso de Analise de Variancia, a matriz X & consti-
fuida por O's e 1's de forma a associar cada unidade expe-
rimental ao seu reépéﬁtivo grupo. Em Analise de Regressio,
X & construida utilizando-se os valores das variaveis ex-
plicativas.

Para o desenvolvimento tedrico dessas técnicas sio fei
tas suposicoes sobre os erros do modelo. As suposigoes usu

ais sobre cada componente de s(ei) sao as seguintes
a onente de

e
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(1) E(ei)
(ii) VAR(Ei)

]
Q

(iii) COV(e;,e5)=0,  i,3=1,....n, i#j

Para se realizar inferéncias estatisticas (estimacao
por intervalos e teste de hipOteses), torna-se necessario
acrescentar uma suposicao sobre a distribuicao dos erros.

£ usual supor que

(iv) e, -~ Normal, i=l,...n

Como consequéncia de (iv), a suposicao (iii) e equiva

lente a

(iii)" e; © Ej s3o independentes, i,j=1,...,n, i # j.

Essas quatro suposicoes sao conhecidas como suposi¢oes ba-

sicas (ou gundamentais) do Modelo Linear Geral e podem ser

resumidas por : /

s-N(O,c2 1)

Como consequéncia,

Y - N(Xo, o2 1)

-

Uma outra suposicao,relacionada a estrutura do modelo
e nao aos erros do modelo, refere-se a aditividade. Na 1li-

teratura, o termo aditividade aparece com dois significa -



dos distintos. O primeiro, menos usﬁal, caracteriza mode-
los de Regressao em que a lei funcional entre as variaveis
envolvidadas € linear e nao de outra forma, tal como mul-
tiplicativacl). 0 segundo sentido da palavra, muito utili
zado no contexto de transformagdo e adotado neste traba -
lho, refere-se a ausencia de interagéo em modelos de Ana-

lise de Variancia. 3

2.2-CAUSAS DOS DESVIOS. DAS SUPOSICOES

Na segao anterior, indicamos as suposicoes teoricas do
modelo. Como ja dissemos, na pratica, nem sempre essas con
dig6és serao completamente preenchidas. Nesta secao co-
mentamos sobre algumas causas dos desvios da suposicao de
néo—correlagéo,‘de homocedasticidade e normalidade dos ef—
ros e sobre a nao-aditividade &o modelo.

As suposicoes de homogeneidade de variancia, normali-
dade e aditividade,nem sempre podem ser controladas pelo
pesquisador. Ja a suposiééo de nao-correlacgao dos erros,
em geral, pode ser asseéurada atraves de um esquema de alea
torizacao apropriado, no estagio do planejamento.

A violagao da'sﬁposigéo de nao-correlacao ocorre mais
frequentemente quando as observacoes sao tomadas sequenci
almente no tempo. Dados correlaciohados exigem metodos de
anilise apropriados. Mesmo em situagdes em que & possivel

controlar essa suposicao, se ndo forem tomados os devidos

_ B B
(1) Un exemplo de um modelo multiplicativo e E(Y) = Xll' X22.



cuidados com a maneira pela qual o experimento & conduzi- _
do, pode aparecer correlagao entre os erros para diferen-
tes replicas de um mesmo tratamento. Por exemplo, em expe

rimentos agricolas, os canteiros vizinhos tendem a ser cor

relacionados positivamente. Em experimentos de laborato = -

rio, as observagoes feitas pela mesma pessoa e quase simul
taneamente, tendem a exibir esse.mesmo tipo de correlacado.

A heterocedasticidade dos erros pode aparecer de va-
rias formas. Por exemplo, pode ser produzida por danos em
alguma parte do experimento, causada por contratempos. Po
de aparecer devido ao uso dé material menos homogéneo em
algumas replicas, ser causado por condicoes de controle do
experiﬁento menos cuidadosas ou ainda pela escolha dauni
dade experimental.

A natureza dos tratamentos pode fornecer algumas res
postas mais variaveis que outras, causando uma heteroge -
neidade da variancia dos erros. Este € o caso de experi -
-mentosagricblas, que consistem em se aplicar diferentes do

;

sagens de adubo em solo .acido. A pratica mostra que, em
geral, as menores dosagené fornecem uniformemente baixa pro
dugao com uma pequena variancia. As maiores dosagens, sen
do suficientes paré cobrir a acidez, fornecem boas producdes com
uma variancia moderada enquanto que, dosagens intermedia - .
rias podem fornecer boas producoes em alguns lotes e pro -
dugoes baixas em outros; 0 que causa maior variancia.

Em muitos experimentos, os grupos de controle tendem a
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apresentar menor ou maior variabilidade que os outros.

Em experimentos biologicos, que tem como objetivo com
parar o efeito de tratamentos, a propria aplicacao do tra
tamento pode causar uma variabilidade extra. A extensao,
disto pode variar com o tipo de tratamento e com o modo como
ele € aplicado.

Ha um outro tipo de heterocedasticidade que esta as -
sociado com a nao-normalidade dos dados. Aparece nos ca -
sos em que a variancia & funcdo da média. Um exemplo ti-
pico, refere-se a contagens que seguem a distribuicao
de Poisson, cuja variancia € igual a média. Isto pode ser confir
mado em um estudo sobre o nﬁmero.de insetos em uma certa
irea durante um periodo de vdrios meses : as variancias de
vem ser maiores nos meses de grande infestacao.

Alheterocedasticidade pode ainda ser causada pela pre
senca de observagdes atipicas ou espurias ("outliers").Po
demos distinguir dois tipos de '"outliers' : os nao-genui-
nos e os genuinos. O primeiro tipo refere-se a dados que
foram lidos, anotados ou transcritos erradamente. Tais ob
servacoes sao conﬁecidas como erros grosseiros. Os ''outliers"

genuinos podem ser causados por mudangas nas condigoes ex

perimentais nao controlaveis, devido a uma forma nao cor- __.

reta com que o tratamento foi aplicado ou ainda por uma va
riabilidade inerente ao experimento.
A noamalidade perfeita raramente ocorre em dados reais.

Em muitas situacdes a distribuigdo da variavel analisada é
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assimétrica e mesmo se a distribuigib for simetrica pode
ser bem distinta da normal.

Observacoes referentes a variaveis discretas, que a ri
gor nao tem distribuicao normal, s6 poderao ser tratadas
como variaveis normais sob certas condigoes.

Quando a analise envolve numeros inteiros e pequenos
(cuja distribuic@o, em geral, & mais proxima da Poisson do que da
Normal), deve-se estar de alérta para a nao-normalidade.

Além docaso em que a hdo-aditividade € inerente ao modelo
construido (devido a interacao dos fatores principais),e
la pode ser causada pela pfesenga de "outliers'" (TUKEY ,

1949).
2.3-COMO DETECTAR DESVIOS DAS SUPOSICOES

Existem situacoes em que,.pela natureza do.experimento,
sabe-se que as suposicoes nao serao satisfeitas. Nestéscg
sos, os dados devem ser-cp{dadosamente examinados para de
cidir se os desvios‘apreséntados sao suficientes ﬁara jus
tificar um tratamento especial dos dados. Mesmo se esse
nao for o caso,,reqomenda-se; por precaugéo} que a valida
de das suposigOes seja questionada. Como regra geral, nao
se deve aplicar uma técnica estatistica sem antes verifi-
car se as suposicgoes do‘modelo estéb razoavelmente satis-
feitas. E aconselhavel que uma analise estatistica comecge
com técnicas exploratorias dos dados. Com isso, ganha - se

sensibilidade e informagGes adicionais sobre a variavel es

tudada.
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Comentamos a seguir sobre tres estratégias,apresenta—
das na literatura,para se detectar desvios das suposicgoes.
Nao sao exclusivas, uma pode complementar a outra. As duas
primeiras sao técnicas descritivas e por isso mesmo exigem
uma certa habilidade para produzir bons resultados. A pri-
meira, Analise de Residuos, s0 pode ser aplicada apos o
'ajuste do modelo enquanto que, através da segunda, a Anali
se Descritiva, pode-se detectar desvios das suposigoes,an-
tes da aplicacao da técnica de interesse (Analise de Vari-
ancia, Analise de Regressao, etc). Finalmente, a terceira,
mais formal, utiliza testes de significéncia.

A utilizacgao dessas técnicas € iluétrada nos exemplos

da secdo 4.6, 5.3 e nas aplicacdes do capitulo 6.

2.3.1-Analise de Residuos

A Analise de Residuos €& uma técnica bastante eficiente
para detectar desvios das suposicOes. Consiste em metodos
de analise grafica, métodos numéricos, e ainda outros mis-
tos. Além de permitir que as suposigoes sejam examinadas,a
Analise de Residuos pode fornecer informacgoes adicionaisso
bre os dados. E recomendada como um procedimento de rotina.

Embora a Analise de Residuos seja muito mais utilizada
no contexto de Analise de Regresséo; apresenta igual impor
tancia ém Analise de Variancia.

O residuo & definido por r = y - y, onde y € o valor ob

servado e y € o valor previsto pelo modelo. Esta diferenga
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mede de cérta forma a quantidadg da variavel estudada que
nao foi explicada pelo modelo. Também pode ser pensada co
mo sendo a estimativa do erro, se o modelo e éorrefo. As-
sim, se o modelo ajustado & adequado, os residuos devem a
presentar caracteristicas favoraveis as suposigoes, ou pe
lo menos, nao indicar evidéncias contra élas.

Existem varios procedimento% graficos, envolvendo os
residuos, QUe potencialmente revelam ndc-normalidade e he
te&bcedaéticidﬁde dos erros. Encontram-se descritos,comen
tados e exemplificados em ANSCOMBE & TUKEY (1963) ,WOODING
(1969), NETER § WASSERMAN (1974, Capitulo 4), DRAPER ¢
SMITH (1981, Capitulo 3).

A suposigcae de.ndo-connelacdo dos erros, as vezes, po
de ser verificada através dos residuos mas, nem sempre is
so e facil. Uma possivel indicacao de correlacao doé
eTTros € a ocorréncia de sequéncias grandes de. residuos
com o mesmo sinal.

Quando as medidas séo/;omadas sequencialmente no tem-
po, pode-se construir umféréfico dos residuos em funcao do
tempo, para que seja exam&nado se existe indicagao de au-
tb—correlagéo dos erros.

A Analise de residuos também pode ser utilizada para de
tectar "outliers". Em muitos casos, as observacoes corres-
pon&entes a residuos "grandes" sdo "outliers'.

Citamos ainda uma outra aplicagdo da Analise de Resi -
duos,que & verificar a adequacio de modelos aditivos.BLISS

(1967, capitulo 11) descreve um desses procedimentos com o
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qual € possivel verificar a presengé ounao da interacao e
ainda detectar se a nao-aditividade foi causada por algum
"outlier " .

Finalmente, destécamos a facilidade do uso da técnica
de Analise de Residuos através dos. ''pacotes' usuais (BMDP,
MINITAB, SAS, SPSS, etc), especialmente nos procedimentos
referentes a Analise de Regressao. No caso de Analise de
Variancia, os residuos nao sdo calculados diretamente mas,
a média geral e as médias dos niveis dos fatores e das ca

selas, necessarias para o calculo dos residuos,podem ser

obtidas atraves dos ''pacotes' usuais.

2.3.2~- Anélise-Deséritiva

Enquanto que a técnica de Analise de Residuos & mais
utilizada em Analise de Regressdo, a Analise Descritiva
dos dados & a forma mais comum de se detectar desvios das
suposicoes, em Analise dg/Variéncia. Naturalmente tambeém

!
pode ser utilizada em Anélise de Regressao.

Apresentamos a seguir, algumas sugestoes que podem au

xiliar a detectar desvios das suposigoes

a). Nao-normalidade dos errnos

(1) construgao do histograma : pode indicar nao-normali
dade se apresentar ace%tuada assimetria.

(ii) wuso de papel de probabilidade normal : pode indicar
falta de normalidade se o grafico construido desviar acen

tuadamente de uma reta.
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b) Heterocedasticidade dos enros

(i) inspecdo das variancias amostrais das caselas ou gru-
pos analisados : pode indicar nao homogeneidade de varian-
cia, especialmente se esta for acentuada. Uma forma empiri
ca para isto e através do quociente da maior variancia(des
vio padrdo) pela menor variancia (desvio padrao); se esse
‘valor for muito "grande', existe indicacao de heterocedas-
ticidade dos erros. Em casos de duvida deve-se fazer um dos
testes indicados na secao 2.3.3.

(ii) calculo da amplitude de variagao : pode indicar hete
rocedasticidade, se as amplitudes,para os diferentes gru-
pos analisados?forem bastante distintas.

(iii) calculo do coeficiente de variagdo : pode indicar he
terocedasticidade, por exemplo, se todos os grupos apresen
tarem coeficientes de variagao muito proximos, indicando
que a variancia cresce com a média. Por outro lado, se as
medias forem proximas, coeficientes de variagdo muito dife
rentes podem indicar que as variancias nao sao constantes.
c) Nao-aditividade do modelo

(i) construcao de graficos de perfil *: podem indicar a
existencia ou nao de interacao. Para verificar se a intera
¢ao € causada pela presenca de "outlier', tal observacao
deve ser retirada e refazer-se o grafico. Se este mantiver
a forma do grafico anterior, existebindicagéo de que a in-
teragab é inerente ao fenomeno e que nao foi causada pela

presenca do "outlier".
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2.3.3-Testes de Significancia

Uma outra forma de se verificar a ocorréncia de al -
gum desvio das suposigoes & atraveés de testes de hipote-
ses, especificos a cada suposigao. Existem situagoes em
qﬁe o desvio da suposicao & tao evidente que os testes de
hipoteses podem ser dispensados.-Em caso de duvida, deve-
se testar se a hipOtese & adequada mas deve-se tomar cer-
to cuidado com a alteracao no nivel de significancia(NETER
& WASSERMAN, 1974, capitulo 17).

A seguir, citamos testés apropriados para cada supo-
-sigéoAdo Modelo Linear Geral.

a) Testes pana\déiéctan nacg-normalidade.

Destacamos os testes classicos que podem detectardgi
vio de normalidade : teste de X? de Pearson ( SNEDECOR §&
COCHRAN, 1980 ), teste de Kolmogorov e teste de Lilliefors
( CONOVER, 1980 ).

Citamds ainda duas medidas importantes no estudo de
normalidade : coeficienté de assimetria ( Yl) e curtose,

ou coeficiente de achatamento,( v,) , definidas respectiva

E(Y - "
4

B oy,
g ]

mente por : Yy 0 va-

lor de Y, Para distribuicoes simétricas & zero. Se Y; >0
a distribuicao € assimétrica a direita e quando a distri -

buicao € assimétrica a esquerda, Y, < 0. Sey, = 3, que é

o caso da normal, a distribuicao & denominada mesocurtica;
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se v, > 3,ieptocﬁrtica.e se YZ < 3, platicﬁrtica.

Uma outra opcao para verificar desvios de normalidade €
testar as hipoteses Hozyl= 0 e HO Py, = 3 (SNEDECOR § CCCHRAN

1980).

b) Testes para detectan he;enocedaAticidade

Existem varios testes de homogeneidade de variancia. Pa
ra o caso de populacoes normais, citamos o teste de Cochran,o
teste de Hartley e o teste de Bartlett, sendo que os dois pri
meiros sao apropriados para dados balanceados. Encontram - se
descritos, por exemplo , em WINER (1970) e CUNHA (1978).
| Quando as populacoes nao -sao hormais, BOX & ANDERSEN
(1955) propoem um teste aproximado para o caso em que as me -
dias populacionais sao conhecidas e para o caso mais real em
que elaé sao desconhecidas. Esses testes sao apresentados de
forma didatica em CUNHA (1978).
c) Testes para detectanr cbnneﬂag&o dos ernos

Para testar correlacao dos erros, WOODING(1969) sugere
o teste baseado em postos proposto por Spearman, descrito em
CONOVER (1980). Podemos indicar ainda o teste do sinal
(CONOVER, 1980), o testerde aleatoriedade eo teste de corre-
lagao serial de Durbin-Watson, descritos em DRAPER & SMITH -
(1981).
d) Testes para detectar n&o-aditiQidade

Nos casos em que ha graus de liberdade suficiente pa
ra as partes nao-aditivas do modelo, as interagoes podem ser

testadas através da estatistica F da analise de variancia.
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Caso contrario, deve-se usaf testes apropriados. O mais usa-
do € conheéido como tesite de Tuheg para nao-aditividade e
foi proposto em 1949. Tukey considerou o caso de experimen-
tos cruzados com dois fatores fixos, sem réplicas. O teste
consiste em utilizar 1 grau de liberdade do residuo pérateg
tar a nao-aditividade. Se o teste for sigﬁificante, o uso de
transformagio pode ser recomendavel. A construgao do teste

encontra-se no Apendice 1. |
WILK & KEMPTHORNE (1957)desenvolvem o tesfe de nid-aditi

vidade para planejamento em Quadrado-Latino.
2.4-CONSEQUENCIAS DOS DESVIOS DAS SUPOSICOES

Apoés a escolha da técnica estatistica a ser utilizada,
duas questoes relevantes podem ser levantadas : (i) oconjun
to de dados analisados»satisfai as suposicgoes da técnica?;‘
(ii) Se as suposigOes nao estiverem completamente sattﬂbitma
quais sio as consequéncias? as consequéncias sao graves?

A primeira_questﬁo foi abordada na secao anterior e ago
ra tratamos da segunda. Essa secao nao pretende ser técnica
mas, tem por objetivo apresentar de forma resumida alguns re
sultados de estudos sobre a questao. Com isso queremos alertar

contra o uso indevido das técnicas de Analise de Varidncia
‘e Regressdo, em algumas situacdes.

Um procedimento estatistico € denominado Robusto se nao
€ muito sensivel a desvios das suposigoes. Mesﬁo para as téc
nicas robustas, como € o €aso do teste F da analise de vari-

ancia, a precisdao das inferéncias depende marcadamente do
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graucom que as observagées se ajustam as suposigoes. Dai a
grande importancia de se conhecer as consequencias da viola -
cao das.suposig6es, ou seja, saber qual a extensao do efeito
dos desvios das suposigoes.

Em geral, a falha de uma suposicdo altera o nivel de
significancia. Por exemplo, quando o pesquisador pensa que
esta testando a um nivel de significancia de 5%, ele pode re
almente estar testando, digamos, a um nivel de 8%.

0 desvio de uma suposicao pode produzir uma perda de
"pensibilidade”, no sentido de que um teste mais poderoso po
deria ser construido. Pode ainda causar uma peida de preci -
5@0 dos estimadofes envolvidos. Para ilustrar essa ultima con
sequéncia citada, suponhamos que no Modelo Linear Geral,

Y =X0 + €, a forma da matriz de variancia - covariancia seja
dada por I = o2V (onde V & uma matriz positiva definida simé
trica) e nao 021. Essa forma geral de £ inclui casos da vio
lagao da homocedasticidade e da suposicao de que os erros sao
nao-correlacionados. Neste caso, para a estimacao de ©,deve
ser utilizado o método de minimos quadrados generalizados
(DRAPER § SMITH, 1981). O estimador obtido € dado por

1 1 2

o= vIxy! xvily e var® = vt o4,

Se I = Voz, e o método de minimos quadrados simples for

utilizado, os estimadores obtidos sao ainda nao viesados po -

rém, nao terao variancia minima. Ou seja, se for utilizado o

estimador padrao 8 = (X'X)“lx'Y e nio © = (X'V_1X)—1X'Y,tem—

se que : v

E(0) = (X'X) P Xx'X 6 =8
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mas
var (6) = (') xr vx x'x)7 ol
Em geral, essa matriz fornece variancias maiores do
que as variancias da matriz Var (6) = ()('V—l)()—l 02.

A seguir, apresentamos consequéncias especificas ao
desvio de cada suposigao, em alguns casos particulares.
Destacamos o efeito dos desvios no nivel de significancia

dos testes.

2.4.1-Desvio da suposicao de normalidade dos erros

Remmﬁmoszdgwu;reaﬂiados,baseédos principalmente na
publicacao de COCHRAN(1947) e no capitulo 10 de SCHEFFE
(1959).

(i) O teste t bicaudal sobre uma média nao & sensivel a
assimetria dos erros. Ja o teste t monocaudal € mais vul-
neravel a esse tipo de desvio. Embora o coeficiente de cur
tose tenha algum efeito na distribuicao t, em geral, esse
efeito pode ser considerado desprezivel.

(ii) Em testes de comparacao de duas medias (''teste t") ,
o efeito do coeficiente de assimetria (Yl) nao nulo no
nivel de significancia do teste & pequeno se os dois gru-
pos sdo de.igual tamanho, apresentam o mesmo valor de Yq
e suas variancias sao iguais. Entretanto se uma dessas con
dicoes nao for verdadeira, o efeito de Yq tendera a ser au

mentado e o nivel de significancia sera alterado.
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(iii) Em testes de comparacao de mais de duasv médias
(;teste F'') a nao normalidade dos erros produz pequenas al
teragbes no nivel de signifiééncia do teste.

(IV) Em inferéncias sobre uma variancia (02), no caso em
que a variavel estudada nio tem distribuigao normal, o coc
ficiente de confianca, O nivel de significancia e o poder
.do teste dependem do coeficiente de curtose (Yz). Se Y,—32
for muito diferente de zero, c nivel de significancia & bas
tante alferado; como pode ser visto na tabela abaixo(a fi-

xado em 5% e n grande).

Y, - 3 -1,5 }-1,0 |-0,5 |0 0,5 |1,0 [2,0 |4,0 |7,0
Nivel de | 9x107%| 0,006 | 0,024 | 0,050 | 0,080{0,1110,17)0,260,36

significancia

Um resultado mais geral & que, em inferencias que en
volvem apenas fatores fixos, Lnferencdias sobre medias,o e
feito do desvio da mssenormalidade dos erros ¢ praticamen-
te desprezivel(especialmente para amostras grandes), a nao
ser que o desvio seja acentuado. Segundo alguns estudos,se
o nivel de significancia especificado for de 5% (1%) os ni
veis reais podem variar de aproximadamente 4 a 7% ( de 0,5
a 2% ), quando a distribuigdo nao & normal.

Em inferencias que envolvem fatores aleatorios,4inferen
cias sobnre va@i&ncéab, o efeito da nao-normalidade pode ter
implicacoes sérias. Nestes casos, OS estimadores das com
ponentes de varidncia ainda s@o nao-viesadas mas o coefici
ente de confianca dos intervalos pode ser bastante diferen

te do especificado.
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2.4.2-Desvio da suposigao de igualdade de variancia dos erros

Consideremos inicialmente o cfeito da violacdao da suposi-
cao de iguéldade de variancia no caso de comparacao de duas
médias. Se os tamanhos das amostras sdo iguais (n1=n2), expe-
nimentos balanceados, e as amostras sio grandes, o nivel de
significancia, calculado segundo a suposicao de normalidade e
- igualdade de variancia, & valido, mesmo se essas suposicoes
sao violadas. Entretanto se o experimento for nao-balanceado ,o
nivel de significancia do teste de comparacao de duas médias

de populacoes normais & alterado, como pode ser viste na tabe-

la abaixo (o fixado em 5%, of e ¢ :variancias populacio -
L
nais).
o?/o} 1 2 5 10 = .

mlznﬁ 1777

(15,5) 0,050 0,025 0,008 0,005 0,002

( 5,3) 0,050 0,038 0,031 0,030 0,031

(7,7) 0,050 0,051 0,058 0,063 0,072

No caso em que as duas amostras tem igual tamanho (7,7)

Ca 2 - .
e que a varilancia 0, @ 10 vezes maior que 9,

mogeneidade de variancia relativamente grande), o nivel de

(um desvio de ho-

significancia muda de 5% para 6,3%, uma alteracao que na pra-
tica pode ser considerada desprezivel. Entretanto, no caso de

(15,5), em que n, € 3 vezes maior que n,, O nivel de signifi-

1
cancia € alterado de 5% para 0,5%, quando gi/gg = 10.
BOX (1954a) estuda o efeito da desigualdade de variancia

em modelos de Analise de Variancia a um fator fixo com treés

ou mais niveis. Apresenta um resultado numérico, que se encon
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tra na tabela a seguir,para ilustrar o efeito da heteroce-

dasticidade no nivel de significancia do teste F da anali

se de variancia (o fixado em 5%).

Namero de | Razao das varian | Numero de Observa |Numero total de Nivel de
niveis cias dosniveis goes dos niveis - observagoes- significancia
3 1:1:1 (qualﬁuer) 15 0,050
3 1:2:3 555 15 0,056
3 1:2:3 393 15 0,056
3 1:2:3 753 15 0,092
3 1:2:3 357 15 0,040
3 1:1:3 555 15 0,059
3 1:1:3 753 15 Q,ll
3 1:1:3 951 15 0,17
3 1:1:3 159 15 0,013
5 1:1:1:1:1 (qualquer) 25 0,05
5 l:izl 1:3 §/5 555 25 0,074
5 1:1:1:1:3 9 5551 25 0,14
5 1:1:1:1:3 i 5559 25 0,025
7 1316351304257 . 333 3'3153 21 0,12
Esses resultados evidenciam que
de va

(i) Moderados desvios da suposigao de homogenecidade

riancia ndo afetam seriamente o nivel de significancia do

teste, se o experimento & balanceado.

. ' L - - -~ -
(ii) Se o experimento & ndo-balanceado a alteragao do nivel
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de significancia pode ser acentuada.

(iii) A discrepancia entre o valof real do nivel de signi-
ficancia e o valor fixado acentua-se quando apenas uma va-
riancia € diferente.

(iv) A alteracdo do nivel de significancia depende do nu-
mero de niveis considerados.

BOX (1954b) estuda o efeito da nao homogeneidade de va
riancia que ocorre apenas no fator coluna em experimentos
cruzados com dois fatores fixos, sem réplicas. Mostra que
o teste de comparacao de linhas € exato e propoe um teste aproxi-
mado para a comparacao das colunas. Apresenta o seguinte

resultado numérico (o fixado em 5%):

Nomero de | Nimero de | Razdo das varian- | Probabilidade do erro do tipo I
linhas colunas cias do fator coluna Linha ‘ Coluna
11 ' 3 1:233 0,042 0,055
5 3 1:2:3 0,043 0,056
11 3 ksl:3 0,038 0,059
5 3 1:1:3 0,039 0,060
3 5 123:1:i1:3 0,045 0,068
3 11 " l:lii..e.. 13 - 0,049 0,071

A partir desses resultados podemos estabelecer as se
~guintes comparacbes entre o nivel de significancia real e
o fixado
(1) As discrepancias nos testes de comparacao de linhas e
colunas nao sao acentuadas.

(ii) A heterogeneidade das variancias dos niveis do fator
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coluna torna o nivel de significancia real do teste de com
Raragéo de colunas superior ao nivel fixado. Esse efeito a
centua-se somente se a diferénga entre as variancias for
grande.

(1iii) Nos testes de comparagao de linhas, o efeito apare-
ce em direcdo oposta tornando o nivel de significancia re-
- al menor que o nivel fixado.

(iv) A comparacao da primeira linha da tabela anterior coma
terceira e da segunda linha com a quarta indicam que o e -
feito da nao-homogeneidade de variancia acentua-se quando
apenas uma variancia €& diferente das outras.

Como resultados mais gerais'podemos dizer que,quando
nao ha homogeneidade de variancia em modelos fixos de Ana-
lise de Variancia, o nivel de significancia do teste de
comparacao de médias & pouco afetado se o experimento € ba
lanceado. Nessas condigoes, o procedimento de comparacoes
miltiplas de Scheffé também é pouco alterado. Assim o
uso de igual tamanho de amostras para todos os niveis do
fator nao so0 simplifica os calculos mas também minimiza o
efeito da nao homogeneidade de variapcia no teste F.

Se os fatores forem aleatdorios, a nao-homogeneidade
de variancia dos erros pode ser bastante séria em inferen-
cias sobre as componentes de variancia, mesmo se o experi-

mento for balanceado.
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2.4.3-Desvio da suposicao de nao-correlacao dos erros.

A violacao da suposicao de nao-correlacgao dos erros,
em geral, produz consequencias bastante sérias, para mode
los fixos ou aleatdorios. A correlagdo pode produzir um er
ro sistematico.

Comentaremos sobre um tipo de correlacao de particu-
lar interesse pratico, denomiﬁado corhelacdo senial. Esse
tipo de correlacao pode aparecer se as observacdes sao to
madas em intervalos de tempo igualmente espacados.

Definimos abaixo a coarelagao senial dea primeira or-

dem.

DEFINICAO

Seja Y Y uma amostra aleatoria e denotemos a

IERRERE
correlagdo entre Y; e Y por COR(Y;,Y ). Se COR(Y,Y,  )=p,
i=1,...,n-l,COR(Yi,¥i)=l, i=1,....,n e nos outros casos a
correlagao € nula, dizemos que as observacdes sao correla-
cionadas serialmente e que p € o coeficiente de correlacdo
serial de primeira ordem.

Consideremos a situacao em que ocorre a homogeneidade

de variancia dos erros mas que exista uma correlacdo serial

de primeira ordem. Entao a matriz de variancia-covariancia

(£) & dada por
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I p 0 0 civnees - 0 0 1
; 0 1 P 0 sisienseans 0 0
D P 1 P eevenenoans 0 0
3 = o2 :
0 0 0 0 isiceccanvas o 1
- —

Para se assegurar que I seja positiva definida, p de-

ve satisfazer a desigualdade

=1 3

- (2cos (—1—))

< p < (Zcos(———ﬂ———* ))
n+1 '

n + 1

Pode-se mostrar que o efeito da presenca de correla -
cdo serial de primeira ordem pode ser sério. A tabela a -
baixo ilustra esse fato, em inferéncia sobre uma média(a

fixado em 5% e n ''grande'").

o 0.4 {-0.3 |-0,2 |-0,1 | 0 |0,1 0,2 10,3 |0.,4
nivel de sig-
nificancia | 107 | 0,002| 0,011| 0,028|0,05 |0,074]0,098(0,12 |0,14

Esses resultados mostram que a correlacao serial posi
tiva tende a aumentar o nivel de significancia do teste, o-
correndo o inverso se p € negativo.

BOX (1954b) estuda esse mesmo tipo de correlagao em mo
delos cruzados com dois fatores (linha e coluna). Sup6erque

0s erros sejam correlacionados serialmente apenas dentro de um fa
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tor (linha).

f Um exemplo tipico dessa situacdo e o estudo de fre-
quéncias de chuvas ém um certo local durante um determina
do periodo de tempo. Se os niveis do fator linha sao as 24
horas do dia e os niveis do fator coluna sao os 12 meses
do ano, podemos esperar que as sucessivas observacgoes das
.frequéncias nas 24 horas, para um determinado mes, devem
ser correlacionadas positivamente, ja que a probabilidade
de chover durante algum periodo de uma hora & maior ou me
nor, dependendo se choveu ou nao na hora anterior. Entre-
tanto, o efeito de correlacao entre os meses deve ser bem
menor e possivelmente desprezivel.

Consideremos um experiménto cruzado a dois fatores
(1inha e coluna), cada um com 5 niveis, e que apenas exis-
ta correlacd@o serial de primeira ordem entre os niveis do
fator linha. Na tabela abaixo podemos observar como a pre-
senca da correlacao (p) afeta o nivel de significancia re-
al em testes de comparacgao dos niveis do fator linha e do

fator coluna (o fixado em 5%).

Nivel de Significancia
P
linha coluna
-0,4. 0,0003 0,059
-0,2 0,010 0,053
0,0 0,05 0,05
0,2 . 0,13 , 0,054
0,4 0,25 ! 0,064
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Esses resultados evidenciam que

(E) A presenca de correlacao produz pequena mudanga no ni-
vel de significancia do teste de cémparagﬁo das colunas mas,
a mudanca & notavel no teste de compéragéo das linhas.

(ii) A correlacao positiva, que & o tipo mais frequente ,
“aumenta o nivel de significancia do teste da comparacao das

linhas, e ocorre o inverso se a correlacao for negativa.

2.4.4-Desvio da suposicdo de aditividade do modelo

Em analise de Quadrados-Latinos e experimentos cruza -
vdoé a dois fafores com uma observagao por casela, supomos
que o modelo & aditivo. Se isso for verdade, nao ha proble-
ma nenhum quanto a validade da analise. Entretanto, se hou
ver interacao entre os fatores, os estimadores dos efeitos
dos fatores podem tornar-se viesados. Por exemplo, em mo-
delos cruzados com dois fatores (Ae B), sem réplicas,oqua
drado médio residual (sz) e estimador viesado de ozse oiB
2 2

+ OAB.

Para analise de Quadrados-Latinos com fatores fixos (li-

for nao-nulo, isto e, E(52)= )

nha, coluna e tratamento) a esperanca do quadrado médio do
residuo contém um termo envolvendo a interacdo que € nao
negativo e pode ou nao ser apreciavel. Se os fatores sao
aleatorios e o modelo realmente nﬁo\é aditivo, o quadrado
médio &o fator linha, do fatorcoluna, do tratamento e do

residuo sdo todos viesados (SCHEFFE, 1959, capitulo 5).
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2.5-SOLUGCOES ADOTADAS QUANDO OCORREM DESVIOS DAS SUPOSIGOES

Se for detectado o desvio de alguma suposigao que nao
traz consequéncias sérias (como a nao-normalidade ou a nao-
homogeneidade das variancias em experimentos balanceados com
fatores fixos) a analise de variancia podesertmilugdapois,
as conclusées nao serao praticamente alteradas. No entanto,
se o efeito causado pelo desvio de uma suposigao for grande ,
torna-se necessario o uso de medidas corretivas.

Existem medidas corretivas especificas ao desvio de ca-
da suposigéd e,muitas vezes, para situagoes particulares.

Inicialmente vamos destacar algumas medidas utilizadas
no caso em que a suposicao de nado-correlacao dos erros nao
é verificada.

Ja comentamos que a aleatorizac@o,em geral,é uma forma
eficiente para se garéntir a nao-correlacao dos erros. En-
tretanto, existem situacées em que a aleatorizacdo nao &
possivel, como por exemplo, estudos envolvendo o tempo ou
a posicao. Em muitos casos, a introdugao de uma nova varia
vel no modelo (tal como um termo linear no tempo)pode remo
ver a correlacao dos erros.

Um outro problema interessante refere-se ao planejamen
to de experimentos em blocos completamente casualizado (EBCC).
Neste caso, as unidades experimentais nao sao todas homogé
neas-: as unidades dentro de um mesmo bloco sao mais pareci
das entre si do que com as unidades de blocos diferentes.A
aleatorizagdo das unidades experimentais nao € completa mas

esta ocorre dentro de cada bloco. Esses dois fatos, que ca
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racterizam o plancjamento em blocos;podemAcausar uma for-
te correlagao entre as respostas das unidades Cxperimen o
tais dentro de um mesmo bloco.

Em geral, o modelo associado ao EBCC € exatamente 0
mesmo de um planejamento cruzado a dois fatores completa-
mente casualizado (ECC) mas,as suposicoes usuais do mode-
lo ECC nao sao realistas, quando°o planejamento € em blo-
cos. |

Se os blocos sdo considerados aleatorios, a matriz de
variancia-covariancia das respostas e dos erros nao € a
mesma ja que as respostas em um mesmo bloco sao correla -
cionadas enquanto que 0S e€rros niao S3o.

Se os blocés séo fixos, pode-se modificar.o modelo cu
as suposigoes sobre os erros do modelo para permitir a cor
relacao entre as respostas de um mesmo bloco. Neste caso,
ANDERSON (1970) sugere que as suposicoes sejam mantidas e
apresenta uma modificacao do modelo, introduzindo um termo
aleatorio correspondente;Elrestrigéo da aleatorizacao cau-
sada pelos blocos. PERESE(1981), mantendo o modelo usual,
discute como os efeitos de tratamentos e blocos devem ser
testados, em diferentes suposigoes que podem ser feitas so
bre os erros : variancias e covariancias desiguais, varian
cias desiguais e covariancias iguais e ainda variancias
e covariancias iguais.

Em muitos casos, a modificacao do modelo permite a u-
tilizacao de técnicas padrao. Se isso nao for possivel,de-
vem ser utilizadas novas técnicas. Uma delas & uma técnica

de Analise Multivariada denominada Curvas de Crescimento.
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A desvantagem dessa técnica & que o ﬁﬁmero de parametros a
ser estimado aumenta demasiadamente, exigindo assim um maior
numero de observacoes para fornecer boa precisao.

A seguir, apresentamos procedimentos mais gerais que
podem ser utilizados nocaso em que as suposigoes usuais do Mo
delo Linear Geral nao estao satisfeitas.

o

a) Metodo de aleatornizacdo completa

O teste de aleatorizacao completa,ou de permutacio, foi
proposto por Fisher em 1925.

A hipGtese a ser testada & que cada unidade experimen-
tal, alocada eﬁ quélquer grupo do esquema do pianejamento,
fornece o mesmo valor da variavel resposta. O procedimento
para se testar essa hipotese consiste basicamente em se
construir todas as possiveis permutacoes dos valores e en
tao calcular o nivel de significancia do teste. Tal proce-
dimento naturalmente nao dépende das suposicoes usuais do
Modelo Linear Geral. :

Para o teste €& necessario o calculo do quadrado médio
do residuo de todas as possiveis permutacoes. Isso, em ge-
ral, € bastante trabalhoso ou mesmo inviavel. Por exemplo,
em um experimento a um fator com 4 niveis, cada um com 6
réplicas, tem-se 24:(6/676.6) = 164 910 249 500 maneiras
possiveis de se permutar os resultados. Entretanto, uma sim
ples modificacao da teoria normal, em geral, fornece uma
boa aproximagdo, conforme descrito em JOHNSON § LEONE (1964,

capitulo 13).
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SCHEFFE (1959, capitulo 9) descreve o teste de permu-
tagao para planejamentos em blocos e para o Quadrado-Lati

no
b) Metodos nao-parametnicos

Para os testes nao-paramétricos sao exigidas suposicoes
bem menos especificas do que os testes parametricos. Por
exemplo, a suposicdo classica de normalidade exigida nos
testes paraméetricos & substituida por suposigOes mais ge-
rais, tal como continuidade ou simetria da distribuigao. O
fato das suposicoes serem mais gerais faz com que oS tes -
tes nao - paramétricos sejam inerentemente robustos.

As suposicoes basicas dos testes nao-paramétricos sao
sobre a independencia das observacoes e sobre © tipo de ég
cala de medida.

Sabe-se que, se as suposigBes estiverem satisfeitas ,
muitos dos testes paramétricos sao mais poderosos do que
os correspondentes testes nao-paramétricos. Entretanto, se
as suposicoes nao estiverem satisfeitas os testes nao-para
métricos podem ser mais indicados (especialmente para amos
tras pequenas), por serem, em geral, robustos.

Em alguns casos pode-se construir a distribuigao exata
da estatistica do teste mas, em grande parte dos métodos
nio-paramétricos, a estatistica do teste apresenta uma dis
tribuicao complicada, obrigando entdo a utilizagao de dis-

tribuigao assintotica.
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Uma critica aos testes nao-paramétricos basecados em
postos € que nao sao utilizadas todas as informagoes con-
tidas na amostra. Por outro lado, convem destacar a sim-

plicidade de calculos dos testes nao-paramétricos.

cj Processos Aproximados

. Sao testes.aproximados,ﬁonstruidos Nno c€aso em que ocor
rem desvios das suposicOes usuais do modelo. Consistem, em
geral, na modificacao das e;tatisticas usuais e/ou determi
nagao de um fator de correcao dos graus de liberdade dos
testes usuais. |

CUNHA (1978).abresenta uma monografia sobre testes de
hipoteses sobre variadncias e meédias nos casos de desvio
da normalidade, homogeneidade de variancia e independéncia
dos erros.

PERES (1981) estuda as consequencias da forte correla-
cao existente entre as rqsbostas das unidades experimentais
de um mesmo bloco em expérimentos em blocos completamente
casualizados. Verifica que o teste F usual para avaliar o
efeito dos tratamentos pode ser usado mesmé se houver uma
covariancia constante entre as respostas das unidades expe -
rimentais de um mesmo bloco. Propoe uma solugao aproxima -
da para testar o efeitq dos tratamentos, quando as varian-

cias dos tratamentos sao iguais..

N )

a0




d) Transformagao

Uma outra solucao corretiva que pode ser adotada € a-
dequar os dados as suposigoes através da transformacao dos
mesmos .

O uso de transformacao € um procedimento bem geral que
‘'pode ser adotado para qualquer modelo de Analise de Varian
cia e Regresséo, em experimentos balanceados ou nao e para
amostras grandes e pequenas. As estatisticas utilizadas sao
exatamente as usuais e os graus de liberdade sao mantidos.
Portanto,nao ha perda de precisao na analise e nem perda de
" sensibilidade" do testé. |

No proximo capitulo apresentamos detalhes interessan-
tes sobre transformagao e nos capitulos 4 e 5 discutimos so
bre o uso de transformacao da variavel resposta, com o ob-
jetivo de corrigir a nao-normalidade. estabilizar a varian

cia e obter aditividade do modelo.



CAPITULO 3

CONSIDERACOES ‘GERAIS SOBRE TRANSFORMAGAO
3.1-DIFERENTES OBJETIVOS DO USO DE TRANSFORMAGAO

Em Analise de Variﬁncia e Analise de Regressao,a trans -
formagao pode ser aplicada com um ou mais dos seguintes obje
tivos
(1) linearizar o modelo
(i1) corrigir desvios das suposicoes do modelo

(iii) simplificar o modelo

0 primeiro objetivo listado restringe-se a modelos de Re
gressao. A utilidade dessa aplicacgao do uso de transformacao
justifica-se pelo fato de que os procedimentos estatisticos,
em geral, sao mais complicados para relacoes nao-lineares do
que para as lineares. Podemos distinguir dois tipos de mode-
Los nao-Lineares nos paramethros : os intrinsecamente nao-1i-
neares e os linearizaveis. '

Um modelo intrinsecamente nao-Linear nos parametros nao
pode ser expresso na forma g(Y)= BOXS + 81X{+.“+BPX; + €, on
de X € uma variavel explicativa ou uma funcao dessa varia -
vel que nao depende de nenhum parametro. Sao exemplos

y=8 +8 eP2X,¢c yv=o2 + B X + B, (83)X+e-
(o]

1 (6]
Tais modelos sao tratados no capitulo de Analise de Regressao

como Modelos Nao-Lineares (DRAPER § SMITH, 1981, capitulolO).

-326 -
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ModelLos Linearnizavels, como o proprio nome indica, sio
os modelos nao-lineares nos parametros mas que, apos  uma

transformagao, tornam-se lineares. Sao exemplos de modelos

linearizaveis

. By X

(1) Y = BO e € (modelo exponencial)

- By R
(ii) Y = BO X - € (modelo de poteéncia)
Bl 62
(ii1) Y = BO X1 XZ * € (modelo multiplicativo)
(iv) Y = 1 - ( modelo reciproco)
Bo ¥ BiX *B X €
(v) Y = 1 (modelo logistico)

1+exp{—(80+61X4-e)}

Apos a transformagd@o, os correspondentes modelos sio

(i) logy =1og8O + 61X + loge = 8; + 81 X + g*
(1i) 1ogY==log80+walogX.+10ge = Bé t By X"+ g*

_ . = p* * * &
(iii) logy = 1og8O + BllogX1 + leogX + loge BO+81X1 *B,X +e

2

(iv) — = B, * By x1 * B, X, te

(v) ' 1og 

Loy e thRT TS
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-0 Galtimo modelo & usado em curvas de dose-resposta e a
transformacao correspondente & conhecida como '"logit".

Nos exemplos (i), (iv) e (v) somente avariavel resposta
¢ transformada enquanto que, nos exemplos (ii) e (iii) tanto
a variavel resposta como as variaveis explicativas sao trans
formadas.

A transformacdo das variaveis explicativas nao afeta as
. suposicoes sobre os erros, quando € suposto que tais varia-
veis nao sao aleatorias. Quando a variavel resposta for trans
formada deve ser verificado se a suposigao acerca dos erros
nao foi violada pela transformacao.

Uma atencao deve ser dada a estrutura dos erros: para se
aplicar o método de minimos quadrados, o erro deve ser aditivo na
variavel transformada,o que implica que em muitos casos,o er
ro- no modelo original seja multiplicativo. Este € o caso d&s
exemplos (i) a (iii) e, apos a transformacao, a suposicao a
ser verificada 2 que loge;~ N(o,oz). Estimados os parémetros
do modelo transformado atraves do método de minimos quadra -
dos, pode-se voltar ao modelo original mas os estimadores aé—
.sim obtidos podem ser viesados.

Um outro objetivé do uso da transformacdao € corrigir a
nao-normalidade e estabilizar a variancia. Esses topicos sao
discutidos no capitulo 4 e 5 deste trabalho.

0 terceiro objetivq citado do uso de transformacao € a
simplificacao do hodelo, ou seja, queremos achar, se possi -
vel, uma métrica na qual o modelo adotado seja expresso de

forma mais simples. Podemos considerar dois casos : transformacao
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da variavel resposta e transformacao das variaveis explicati

vas,.
a) Trans formagao da variavel nresposita

Em Analise de Variancia, uma transformacao conveniente da
variavel resposta pode tornar um modelo nio-aditivo em aditi
vo, ou seja, pode ser que na metrica original o modelo aditi
Vo nao seja apropfiado e, apos a transformagdoc, torne-se ade
quado. Neste caso, dizemos que a transformacao eliminou a in
teracao do modelo. Discutimos esse topico na secgdo 4.4.

Em Regresséo‘Polinoﬁial, o objétivo davtransformagéo da
variavel resposta pode ser a obtencao de um modelo de ordem
mais baixa. Em muitos casos, se for adotado um modelo de Re-
gressao de 2° grau para os dados originais, pode ser que,de-
pois da transformagao da variavel resposta, um modelo de 1°
grau seja perfeitamente adeduado, Essa aplicacao da transfor
magao aparece muito em estudos de Engepharia onde as relacoes

de 12 ordem sao, em geral, preferidas. Quase sempre nao ha
equivaléncia matematica entre os parametros dos dois modelos,
exceto uma equivalencia aproximada que pode ser obtida pela
expansao de Taylor. Assim, se ao invés de ajustarmos o mode-

lo Y = Bo + BIX + 82X2+€, ajustamos g(Y)=a0 +a.X + €, a rela

1

1 e 82 com o, € aly nao e clara. Entretanto ,

essa simplificagdo pode proporcionar maior facilidade de in-

cao entre By B

terpretacao do fenomeno estudado.

O problema consiste na escolha da transformaciao a ser a-
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dotada. Um método que pode ser utilizado & discutido no ca

pitplo 5 deste trabalho.
b) Trans formagac das variavedis explicativas

Através da transformacdo das variaveis explicativas pode
ser possivel tornar uma relacao complicada das variaveis ori-
ginais, em um modelo mais simples. Neste contexto destacamos
a publicacao. de BOX § TIDWELL (1962) onde € apresentado um
processo para decidir qual a transformacido a ser utilizada.
Apesar da validade original do trabalho, seu valor ficou re-
duzido com o apafecimenfo de progrémas(conm oP3R do BMDP,ver
550 1981) que estimam parametros em modelos nao-lineares re-

lativamente complicados.

Neste trabalho, limitamo - nos ao estudo da transformacao
da variavel resposta em Analise de Variancia e Analise de Re

gressao.
3.2-CARACTERIZACAO DAS TRANSFORMACOES USUAIS

Na literatura, as transformacoes da variavel resposta res
tringem-se as funcgoes nao-Lineares, monotonicas estrnitamente

chescentes e continuas.

Transformagoes lineares, que envolvem apenas uma mudanca
de origem e/ou de escala, podem ser Uteis para simplificacao

de calculos, facilidade de interpretagdo ou por algum inte -
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resse particular. Um exemplo classico de transforﬁagao line-
ar refere-se a padronizagdo de uma variavel com distribuicdo
normal. Em Analise de Regressao, quando os valores da varia-
vel explicgpiva sao igualmente espagados,é_muito comunm una re
codificagao para centralizar os dados. Eséa‘transformagéo 1i
near tem por objetivo a simplificagao de alguns calculos.

Transformagoes lineares, em gerai, nao afetam as Cafactg
risticas essenciais de uma andlise estatistica. Citamos como
exemplo aconhecida propriedade de invariancia do coefiente de
correlagao de Pearson com relacido a mudangas lineares. O méi
mo acontece com a estatistica F da analise de variancia: pa-
ra a transformacao linear g(Y)f a + bY(aCHQ, bER -{01}), as
somas de quadrados ficam multiplicadas por b2 mas o valor da
estatistica F € exatamente o mesmo, para a variavel transfor
mada ou nao (pois b2 € cancelado ao se fazer o quociente pa
ra o cilculo do valor dessa estatistica).

Através de transformagdes lineares nio & possivel corri-
gir desvios das suposigOes. Se a variavel resposta (Y) ndo &
normal, uma transformagao linearde Y também nZ3o sera normal.Se
ocorre heterogeneidade das variancias na escala original,a-
poOs uma transformacao linear, as variancias também nio se -
rao iguais. Portanto, as transformacoes de importancia sao
‘as nao-lineares, com as quais um certo incremento na escala
original, em geral, nao corresponde a um incremento igual na
nova escala. Esse fato & responsavel pelo efeito que a trans
formacao tem na corregao dos desvios das suposigées.

Uma transformacao g(Y) € denominada monotonica estrita -
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mente crescente se para todo y'> y', necessariamente tem-
s¢ que g(y') >g(y"). Esse tipo de transformagao nao troca
a relagdo de ordem (<,>). Eséa caracterfstica ¢ importan-
te no contexto de transformacgao pois a ordenagdao das ob -
servagoes deve ser preservada. £ desejavel que a ordena -
cao das médias dos grupos também seja mantida. Assim, sé
-forem aplicados dois tratamentos, A e B, tal que,para a
variavel original, as médias populacionais sao tais  que
pR:>uﬁ, gostariamos que, ap65 a transformacao, as medias
populacionais na nova escala, My € Wpo mantivessem a or -
dem, isto €, Wy > g Entretanto, nem sempre isso € possi-
vel. De fato, suponhamos que para a variavel original as
.Variancias sio diferentes e, com objetivo de obter homoce
dasticidade foi utilizada a transformacao logaritmica.Lem
bramos que, se Z = logY¥ -~ N(u,oz), dizemos que Y tem dis

: , W+ at/, 2u+202
tribuicdo log-normal, E(Y) = e e VAR(Y)=e <

2U+02
- e . Portanto, na escala original, as medias da po-

pulagao A e B sao respectivamente uR e

2
up*op/;

ugtol/y  Mgtop/ 2
uﬁ = g . 0 fato de que e A > e

nao im-
plica necessariamente que M, > Wp- Se entretanto, a trans

formagao efetivamente tem o efeito de estabilizar a vari-

- - - - 2_ 2_ 2 (=3 - 4 . - .
ancia, isto e, OA—(Hs—O , a ordenacao das medias e manti-

2 ; 2
UA+O /2 ]JB+0' /2

da pois, se e > e , necessariamente tem-se

que- UA > }lB-
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Em muitos casos; a ordenacao das médias amostrais nao
& mantida quando se utiliza a transformagao raiz quadrada
e a logaritmica.

Dentre a classe de fungoes nao-lineares, monotonicas
estritamente crescentes e continuas,destaca-se a transfor

macao do tipo poténcia (YA,X €ER) e a logarit mica.

3.3-RELAGAO ENTRE AS HIPGTESES DE IGUALDADE DE MEDIAS DO

MODELO ORIGINAL E TRANSFORMADO

Consideremos um experimento cujo objetivo € a compara
c¢ao de K tratamentos e seja Y a variavel resposta.

Se Y tem distribuicao normal e as variancias dos tra-
tamentos sao iguais, a hipotese de igualdade-das meédias
‘dos tratamentos € equivalente a hipotese de que os K tra-
tamentos produzem o mesmo efeito. Neste caso, a hipotese
de igualdade de médias € uma hipotese auto—suficiente; Ca
so contrario, uma hipotese mais apropriada a ser testada
€ que as distribuig¢oes sao as mesmas.

Suponhamos que a hipotese de normalidade e/ou homoge-
neidade de variancia dos K tratamentos nao esteja satis -
feita. Suponhamos ainda que a hipotese de igualdade de mé

dias seja de interesse, de forma que a comparacgao dos tra

tamentos & formalizada pela hipotese
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E 1= . 1= :
onde u} E[Yij], i=l,....K; j=1,...,n..

Consideremos a transformacao Z = g(Y) tal que, apos a

transformacido dos dados, as suposigoes do Modelo Linear Ge

ral sao verdadeiras, isto € Zij~N(ui,02),i=1,...,K,
j=1,...,ni.. Para a nova métrica testamos a hipotese
H'0 1 - M T - Mk

Uma questao que pode ser levantada € se testar HO e
equivalente a testar H;, nd seguinte sentido : se para 0s
dados_transformados as médias forem estatisticamente iguais,
isto significé Qué para os dados originais acontece o mes
mo?

Vamos estudar a questao, cqnsiderando alguns casos
1° Caso : Transformacao Linear

Z=a+bY, a€ R,beER- {0}

/7
7
/
{

Se E(Yij) = u{ ent%o 13 = E(Zij) = a+bu;,e a equiva

lencia de H e H; segue imediatamente.

2° Caso : Transformacao Logaritmica

+

Z =1logY, Y ER

Se Z:. = N(ui,oz) entao Yij tem distribuicao log-nor

“i+°2/2 . .
mal e E(Yij) = e . 1—1,...?K : 3—1,...,ni.
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Se ul= Mo = wew = W tem-se que

Y 2

+g® /2 U +g“/2 uk+cz/z
(S = e T eesee = (S5 .

I &8 T Yy
( AS51mn .

. Tomandc-se o logaritmo natural)é imediato mostrar que

a hipotese H € equivalente a HX.

3° ‘Caso : Transformagdo Poténcia
A +
Z=Y,x€R- {0}, YER
' 2
_ (Y*Ul)
. E w L 202
Se Z.~ N(y,,0%) entdo W'=E(Y..)= fy S dy.
13 . . R Y21 o
1i=1, 2k, j=1,. ST
Se ul='uz = iee. = “k’ tem-se que
2 ap §2
Gy -(y-w)
o L 2 L 1 2
p e : ' A e
foy A dy=f §¥° — Ay = cisas =
0 V21 o 0 v2Il o
- (y-np)
© _.l_ 2 :
. 2
=y r_e 0 4.
© /2T o

Novamente, a hipotese Hy e equivalente a hipotese HY .

A questao basica desta secao € se a hip6tese'H; e de

interesse do ponto de vista pratico, ou seja, se com es-
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ta hipotese pode-se tirar conclusGes relevantes. Se este
nao for o caso, as consideragées acima nao tem valor pra-
tico e surge entdo o problema da interpretacdo na escala

original ao se utilizar uma transformacgao.

3.4-SITUACOES EM QUE A TRANSFORMACAO NAO E INDICADA

No capitulo 2 comentamos sobre varias situacdes onde
a transformagao pode ou nao ser necessaria, dentro do con
texto dos efeitos dos desvios das suposigOes. Nesta segao
destacamos duas situagoes em que o uso de transformacio
nio & indicado. .

Em certas analises apenas um grupo (casela,bloco,etc)
Ou poucos grupos apresentam um comportamento diferente dos
demais. Isto pode causar uma grande variabilidade entre as
variancias dos grupos e uma analise menos cuidadosa pode
indicar a necessidade de ﬁma transformagio. Um caso parti
cular dessa situacao & quando apenas um dos gruégé nao a-
‘presenta variabilidade, isto &, todas as observacoes sao
iguais (ou quando a variancia amostral € aproximadamente
zero). Nestes casos, nao e aconselhavel o uso de trans -
formagao mesmo porque, dificilmente alguma transformacio

seria efetiva. O procedimento mais recomendavel consiste

PP S— — ———

na omissao desse grupo que podera ser analisado separada-

mente. Um outro procedimento satisfatorio € a subdivisao

=

da variancia dos erros (ver por exemplo, COCHRAN § COX ,

1957, segdo 3.6.3). Em modelos mais complexos os calcu -
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los, necessarios a esse procedimento, podem ser muito tra
balhosos . YATES(1936) apresenta um metodo para omitir ape-
nas uﬁ fator, linha-ou coluna, de um Quadrado Latino.YAIES
& HALE (1939) estendem o processo para o caso de dois fa-
tores, linha e coluna.

Uma outfa situacao em que o uso da transformacao nem
'sempre € recomendavel & quando a heterocedasticidade dos
erros € causada por apenas alguns dados. Outros detalhes

sao discutidos na secao 3.6.
3.5fCOMO ESCOLHER A TRANSFORMAQAQ

Detectada a necessidade de uma transformagao, o pro-
blema consiste entao na escolha da transformagao apropria
da ao conjunto de dados analisados.

0 método de escolha mais elementar € por tentativas.
Em muitos casos, tem-se idéia sobre possiveis transforma-
¢bes. que poderao ser adequadas e entao, o processo de es
colha consiste em se aplicar essas transformagoes e sele-
cionar aquela na qual as suposicoes do modelo adotado sao
mais proximamente satisfeitas. Em alguns casos esse pro
cedimento pode ser bastante trabalhoso e dispendioso. Exis
te na literatura muitas outras sugestdes mais praticas de
como escolher a transformacao a ser utilizada. Citamos a
seguir algumas delas.

0 procedimento a ser adotado pode depender do objeti-

vo com que a transformagao sera utilizada, isto €, se o ob
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jetivo € obter normalidade, homogenéidade de variancia dos
erros ou aditividade do modelo. Tais procédimentos sao tra
tados no capitulo 4 deste trabalho.

No capitulo 5, apresentamos um procedimento mais ge-
rgl, no sentido de que os trés objetivos citados acima po
dem ser atingidos. |

ANSCOMBE & TUKEY (1963) empregam a Analise de Resi -
duos nao s6 como um procedimento bara detectar desvios das
suposicbes padrdo mas, também sugerem como construir fun-
coes dos residuos que indicam a transformacao adequada.

Em muitos casos, o grafico das observagoes revelara
claramente a necessidade da transformagso de um certo ti-
po (log vy, 1/y,lefc).

0 fato de existir métodos que auxiliam a escolha da
transformacao, nao significa que eles devem ser sempre u-
tilizados. As vezes, e possivel que a escolha da transfor
magao seja baseada em informagoes teoricas sobre o experi
mento, ou seja, O conhegimento sobre o fenomeno estudado
pode sugerir uma transf;rmagéo. SCHEFFE (1959, secao 10,7)
_apresenta um exemplo de uma reacao quimica em que uma par
ticular transformagéo, que tem interpretégﬁo dentro do fe
nomeno, € adequada.

Escolhida a transformacao, um outro fator importante
refere-se a interpretggéo dos dados na nova escala. Pode
ser possivel que um método indique que a transformagéofaiz
quadrada € a melhor escala para se obter normalidade e ho-~

mogeneidade de variancias dos erros. Entretanto, se em ou
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tra escala, digaﬁos~a logaritmica, as suposicoes estiverem
razoavelmente satisfeitas e houver maior facilidade de in-
terpretacao, pode ser mais interessante trabalhar com a
transformacao logaritmica.
Os métodos desenvolvidos para se escolher uma transfor

magao sao Uteis como guias mas naturalmente deve-se consi-

derar cada caso em particular.
3.6-TRANSFORMACAO E "OUTLIERS"

Os efeitos de '"outliers'", se nao detectados e devida -
mente tratados sao obvios : distorcem a média do gTrupo a
que pertencem e como aumentam o quadrado médio do residuo,
também afetam as conclusGes sobre os outros grupos da ana-
lise.

Os "outliers' podem ser detectados através de graficos
(de residuos, de probabilidade normal,etc) ou através de
testes apropriados. Dentre as diversas publicacdes sobre o
assunto destacamos o trabalho de ANSCOMBE (1960).

O procedimento mais aconselhavel é examinar a causa da
presenca do '"outlier " para julgar se ele deve ou nio ser
eliminado.

Se estivermos seguros que um ''outlier" foi causado ,
por exemplo, por erro de execucao do experimento, e se nao
houfer possibilidade de retificacao, podemos'estar inteira
mente justificados em descartar essa observacao, ja que o

dado € obviamente incorreto. Neste caso, COCHRAN (1947) su
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gere que tais pontos sejam tratados como observagoes perdi
das.

Por outro lado, se nenhuma explicacao pudef ser dada a
uma observagao atIpiéa, a eliminacao desse dado torna - se
mais questionavel. Se pudermos estar seguros de que um '"ou
tlier " nao foi causado por um erro mas por alguma peculia
ridade da populacao estudada (tal como nao-normalidade ou
uma variabilidade inerente) ‘entao essas observacoes devem
receber um tratamento apropriado. Varios procedimentos sao
sugeridos na literatura : reducgao ponderada da influencia
dessa observacgao na anilise; analise desses valores separa
damente, modificacao do método de minimos quadrados com pe
'S0S dependendoh dos residuos, utilizacdo do método que mi-
nimiza a soma dos erros tomados em valor absoluto (NARULA &
WELLINGTON, 1982), etc. Destacamos ainda uma outra solu.—
cao que pode ser adotada, que consiste na transformacgao dos
dados e entdo aplicacio da andlise de variancia usual aos
dados transformados. Em @uitos casos, esta solugdo € bas -
tante razoavel pois os ”?utliers” podem "desaparecer' apos a
transformacao. |

Por outro lado, em alguns casos, a presenca de'outliers"
pode forcar a indicagao da necessidade da transformacao dos
dados. Assim, uma analise menos cuidadosa pode levar a
transformagao dos dados que seria desnecessaria se fossem
eliminados os ”outliefs“ da variavel original. A presenca
de '"outliers' também pode influenciar fortemente a escolha

da transformacao aser utilizada. Essa questao ¢ discutida
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por ATKINSON (1982) que estuda nao sé o efeito de'outliers"
mas também destaca o.problema de pontos influentes na es-

colha da transformacao.

3.7-VERIFICACAO DA EFETIVIDADE DA TRANSFORMAC AO

O fato de que uma determinada transformacao foi sele-
cionada como sendo a melhor ﬁara um certo objetivo, nao
significa que seja necessariamente satisfatoria. Apos a
escolha da transformacao, segundo qualquer critério, € a-
conselhavel a verificac@o da efetividade da transformacao
escolhida a fim de que seja confirmado se realmente o ob-
'jetivo do uso da transformagéo foi atingido.

Para se avaliar a efetividade da transformagéo e reco
mendavel que seja feita uma analise paralela dos dados trans
formados com os dados originais. |

Na segao 2.3 apresentamos como se pode detectar des -
vios das suposicoes. Agora sugerimos que 0S mMeSmos proce-
dimentos sejam utilizados para a verificacdo da efetivida
de da transformagao adotada, ou seja, destacamos a impor-
tancia de se analisar os residuos do modelo transformado

e/ou uma analise descritiva dos dados na nova escala.
3.8-APRESENTACAO E INTERPRETACAO DOS RESULTADOS

Se os dados sao analisados utilizando-se uma transfor

macgdo, € natural considerar-se a seguinte questao: os re-
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sultados devem ser apresentados e interpretados em termos
da variavel transformada ou da variavel original?

Na literatura existem poucos comentarios sobre esta
questao e nao ha acordo geral sobre qual deve ser o proce
dimento. Este € portanto um assunto que merece estudos a-
dicionais.

Se a variavel transformada tem interpretacdo pratica,
€ bastante razoavel que as.concluSGes sejam expressas na
nova escala, para a qual as suposigoes usuais sao adequa-
das. Quando isto nao ocorre, ¢ desejavel que as conclusoes
sejam apresentadas em termos da variavel original. Por e-
xemplo, em um estudo sobre efeito de fertilizantes na pro
dugao de um déterﬁinado cereal, apresentar as conclusdes
em termos do logaritmo da producao nao € muito satisfato-
rio, ja que esta variavel nao tem significado pratico.

Discutimos abaixo alguns detalhes deste problema, con
siderando separadamente o caso de estimacdao e o de teste

de hipoteses. /
a) Estimacao

(i) Estimacao Pontual

Se para a variavel analisada,a variancia depende da média,
a estimativa padrao y (a media das observagdes originais),
nao € usualmente a melhor estimativa da média populacio -

nal. Uma estimativa mais eficiente e obtida utilizando -
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se os dados transformados. Este € o caso da distribuicao
log-normal, para a qual FINNEY (1941) mostra que os estima
dores da média e da variancia obtidos diretamente dos da-
dos originais sao menos eficientes do que aqueles que uti
lizam os dados transformados.

Um prccedimento recomendado por muitos autores classicos
"~ (KEMPTHORNE, 1952; SNEDECOR, 1956; STEEL § TORRIE, 1960,

etc) consiste em se achar a estimativa e, de interesse

o

(média, limites de confianca, etc) em termos da variavel
transformada Z = g(Y) e entdo aplicar a funcao inversa pa
. . s 3 ce] -1 .
ra obter a estimativa na escala original : 9Y= g (GZ).
Consideremos o problema de estimacao da média populacio
nal e seja z a média amostral na variavel transformada.Na

coluna 2 do quadro abaixo apresentamos as estimativas ob-

tidas, segundo o procedimento citado, para varias trans -

formacoes.

Transformagao [Estimativa da média | Estimativa da média original assintoti
original camente nao-viesada

raiz quadrada 7 2 22 4 (n-l)si/n

logaritmica e’ ou 10 e L, ou 10

reciproca -%}- Nao ha forma explicita para o ajuste
z
c 2 2.1 -2s, -

angular (sen z) (senz) t > (1-e ) cos 2 z

(arc sen vY)

“1 - -1,- N, [y
z=g), g g " (2) g (2) +vies (g "(2))
monotonica i '

N

J
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Nos casos da transformagdo logarit.mica, a estimativa
da media original, obtida segundo esse prdcedimento, e de
nominada média geométrica e no caso da transformagao reci
proca, média harmonica.

Os estimadores da coluna 2 do quadro anterior sao viesa-
dos e nem sempre o viés & desprezivel. Existenm varios es-
tudos sobre o problema do viés para estimadores do tipo
éY = g-l(éz). 'FINNEY (1941) determina o viés para estima
dores da media e da variancia da distribuicao log-normal.
ANSCOMBE (1948) calcula o viés para o caso em que a varia
vel tem distribuicao Poison; Binomial e Binomial Negativa.
NEYMAN § SCOTT ﬁ}?éOlﬂderivam expressdes para o viés sob a
shposiggg_geral de ‘que a varidvel transformada tem distri
buigcao normal.

Na coluna 3 do quadro anterior apresentamos 0S ajustes
mais frequentes para remover o viés do estimador da média.
Nessas expressoes si € o quadrado médio residual, obtido
com os dados transformado§;é n é ornﬁmero de elementos u-
tilizados no calculo de Zi

Vamos ilustrar o procédimento citado acima com um exem
plo.

EXEMPLO

-Um experimento de controle de insetos Pyrausta nubi -
lalis, tem por objetivo comparar sete tratamentos. Foram

obtidos os seguintes resultados (BEALL, 1942) :
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BLOCO
TRATAMENTO

1|12 |34 |56 ]| 71| 81|09 10

1 32 38 27 7 13 14 26 25 22 30
18 40 39 12 19 26 30 19 18 28

2 .6 23 8 4 3 18 26 27 17 19
9 14 20 13 15 14 15 19 19 10

3 10 21 25 10 13 20 33 48 28 27
4 21 26 4 9 14 30 18 27 18

4 2 17 11 3 10 10 26 13 22 17
24 13 13 10 6 14 28. 11 34 7

5 13 2 5 0 18 10 33 23 20 34
17 22 23 8 14 16 26 22 15 34

6 13 10 21 4 10 8 17 15 13 16
17 9 29 5 18 5 19 16 27 23

7 37 58 28 11 24 44 30 44 56 45
44 71 55 20 26 27 43 52 39 58

" Com o objetivo de estabilizar a variancia foi aplica-

da a transformacao logaritmica (base 10).

As médias dos tratamentos para os dados nao transfor-

mados (y), para os dados transformados (z), a média con -

vertida a escala original através da funciao inversa,

Sem

cortrecao do viés (y*) e com corregdao do viés-(?é) encon -

tram-se na tabela a seguir.
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TRATAMENTOS
MEDIAS ;
1 2 3 4 5 6 7
y 24,2 15,0 20,3 . 14,6 17,8 15,2 . 40,6
z 1,367 1,152 1,264 1,122 1,170 1,171 1,584
z

y*=10 22,3 13,2 17,4 12,2 13,8 13,8 37,4

yé = 26,4 15,7 20,6 14,6 16,4 16,4 44,1

Como era esperado, para todos os tratamentos, y* (a me-
dia geométrica) & menor que y. Na escala logarit mica, o

quadrado médio residual € 0,064 e o fator de correcao do

2,301 o2 = 5 350,19 | g 064 = 0,070. As médias
2n z 40

- -

vies e

‘corrigidas sao muito mais proximas das meédias das observa-
goes originais (y), embora elas tendem a ter valores maio-

res que y.

(ii) Estimacao por intervalo

Suponhamos qué apos a transformacao Z=g(Y) as supbsi -
goes estejam satisfeitas, isto e, Z-N(u,oz), e seja
u* = E(Y). Desejamos coﬁstruir o intervalo de confianca pa
ra p*. /
Consideremos inicialmente a transformagdo logarit mica
(z = 10gY); caso em que a distribuicao de Y € log-normal.

Como € usual, consideremos os seguintes casos
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1° Caso : 02 conhecido

Seja za o quantil de ordem 1 - —%—-da distribuigao

2
N(0,1). Temos que
PlZ - Z, g < u < 7 + Z, ?_ =
-2— }/r-l_ —2— YN
2 2
Z-z °_+ L U+ gz. 7+z 2o ¥
% Vi 2 : L 2

=Pl e _ < e < e 2 =1-g

Portanto, um intervalo para u* com coeficiente de con

fianca 1-o0, & dado por

. o2 - S 2
Z-2 9+ 7+ 7z + 9
% vn 2 % /n 2
e , € -
o
!/
29 Caso : 0% desconhecido
s - . . Q . .
Seja tn-l,a- ,- 0 quantil de ordem 1—-7T—da distri -

2 _
buigao t com n-1 graus de liberdade. Temos que
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S 2 ' , S 2

t
-2 om0 2

0Ny
|

Como o & desconhecido, um intervalo aproximado para

*

u com coeficiente de confianga l-a, € dado por :
- 2
- 2 B S S
7t St N S¢ Z+t, 4 o t .+t
n-1, & D= /n 2
2 v/n 2 2
e » €

Consideremos agora a transformacio genérica Z =g(Y),
g monotonica estritamente crescente, cuja expressao de
p* = E(Y) nao ¢ conhecida.

Para construirmos um intervalo de confiancga para p, desen
volvemos g(Y) em série de Taylor,em torno de p*,ate é léb

ordem. Teremos

P

g(Y)= g(u*)+ g' (u*)(Y-u*)

e portanto f

w=E(g(¥)) = g(w*) + g'(n*) E(Y-u*) = g(u*) (3.8.1)

Seja [Tl,sz um intervalo aleatdrio de confianca para y,

construido da forma usual. Se o coeficiente de confianca é

l-a, teremos

p['r1 <H<T, ] = 1-a | (3.8.2)
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Usando a aproximacao (3.8.1), a relacao (3.8.2) fica:
A
P[T1 <glu*) <T, ] = 1-a

e portanto, [g—l(Tl), g-l(T7)] € um Antervalo de confi-

anca aproximado para u*.

Esse pfocedimento podé ser utilizado em problemas de
previééo,através de modelos de Regressdao : constroi-se um
intervalo de confianga para a esperanca do valor previsto
na variavel transformada e entao aplica-se a transforma -

gao inversa para os limites do intervalo de confianca.
b) Teste de hipoteses

Consideremos o prbblema da comparacao de K tratamen -
tos. Se uma transformacao for utilizada, com o objetivo de
esﬁabilizar as Variénciaé, testamos a hipotese de igualda
de de médias para a variavel transformada. Se o resultado
do teste F da analise de variancia for nao-significante,
as hipoteses do modelo original e do modelo transformado
sao equivalentes para as transformac¢oes usuais (ver secao
3+3) Neste caso, a interpretacao € que em média os trata
‘mentos sao iguais mas alguns sao mais instaveis que outros.

O problema maior aparece quando o resultado do teste €
sdgnificante. Do ponto de vista teorico, os métodos de com
paragoes multiplas devem ser aplicados aos dados transfor

mados pois estes obedecem as suposigOes basicas do Modelo

\
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Linear Geral. Pbrém; do ponto de vista prético, esse pro-
cedimento pode, em algumas situagoes, trazer dificuldades
bt 3

de interpretacao. Nestes casos, sugerimos que o método de
comparagOes multiplas. seja aplicado & variavel transfor-
mada e que, localizadas as significancias e as nao-signi-
ficancias, a interpretagdo seja dada na variavel originél
levando-se-em conta a desigualdade das variancias.

Para as comparacoes n&o-éigniﬂicanteé, a.interpreta-
cao pode ser a mesma dada ao caso em que o teste F € naio
significante, sempre acompanhada de um comentirio sobre as
variancias.

Se ¢ método de comparacdes multiplas indica que as me
dias transformadas, referentés a dois tratamentos, sao es
tatisticamente diferentes, (comparacoes Aigniﬁicanteé),ef
xiste evidéncias de que as médias desses tratamentos tam-
bém sio diferentes. (ver 3.8.1).

Un outro problema, jé.discutido na secao 3.2 e que me
rece destaque dentro deste contexto, € a possivel troca da
ordenacao das médias apds a transformacao.

Se o teste F da analise de variancia for signdificante
e nao houver trocas da ordenacao das medias, vale o'mesmo
comentario anterior sobre a interpretacdo dos resultados
‘para as comparacdes multiplas.

Entretanto se a ordenacao das médias mudar muito,su-
gerlmos que’ as conclusoes sejam tlradas de forma descriti
va para os dados originais. Uma possibilidade, no caso de

analise de agrupamento de muitas caselas, e formar grupos
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de caselas que tenham variancias mais proximas e, para ca

da grupo, aplicar a técnica de agrupamento de medias.



CAPITULO 4

A TRANSFORMACAO DA VARIAVEL RESPOSTA
DO MODELO LINEAR GERAL

4.1-INTRODUCAO

No capitulo 2, discutimos sobre as suposicoes teori -
cas do Modelo Linear Geral ealgumas consequéncias dos desvios
das suposigoes. Sugerimos entdo a transformacdo da varia-

vel resposta (Y) como uma solugao para validar o uso das

técnicas de Andalise de Variancia e Regressao, quando as

suposigoes nao estdao completamente satisfeitas.

Neste capitulo, destacamos alguns topicos relaciona -
dos a esse assunto. Tratamos cada suposicio separadamente.
No capitulo seguinte apresentamos um procedimento alterna
tivo mais interessante, qﬁe consiste em se procurar corri
gir simultaneamente todos os desviog que eventualmente pos.
sam ocorrer. Entretanto, em determinadas situacdes o inte
resse consiste em se corrigir apenas-uma suposicao (por e.
xemplo, as vezes a heterocedasticidade & o iinico problema
a ser contornado). Além disso, o procedimento apresentado
no capitulo seguinte requer um custo computacional rela-
tivamente alto.Assim, em muitas situagées, o enfoque desse
capitulo & satisfatdorio e as informacdes aqui apresenta -

das podem ser utilizadas com sucesso.

-62-
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4.2-USO DE TRANSFORMACAO PARA CORRIGIR NAO -NORMAL IDADE

Ja comentamos no capitulo 2 que, moderados desvios da
suposicao de normalidade praticamente nio afetam os resul
tados dos '"testes t e F'". Porém, se a distribuicao apre -
sentar uma assimetria acentua@at se o coefiente de curto-
se for muito diferente de Zefg ou ainda se ocorrer algum
grande desvio na regiao das.observag6es extremas, o0s méto
dos que supdem a normalidade da distribuicdo ndo devem ser
utilizados. Nestes casos, em geral, € possivel achar uma
transformacao que tornea distribuicdo razoavelmente simé-
trica e possivelmente proxima da normal!

Para ilust}a}mbs o efeito que uma transfofmagéo pode
ter em tornar uma distribuicao assimétrica em uma distri -
buigao proxima da normal, apresentamos abaixo um conjunto
de dados (BHATTACHARYYA § JOHNSON,1977). O histograma des
ses dados,_(a), exibe uma.céuda acentuada a direita. A-
pos a transformacao, Z =/$§?l o histograma (b), torna - se

{

razoavelmente simétrico.:

Y Z=€'/\7

39,3 14,8 6,3 0,9 6,5 2,50 1,9 1,5 0,97 1,60

3,5 8,3 10,0 1,3 7,1 1,37 1,70 1,78 1,07 1,63
6,0 17,1 16,8 0,7 7,9 1,57 - 2,03 2,02 0,91 1,68
2,7 26,2 24,3 17,7 3,2 1,29 2,26 2,22 2,05 1,34

7,4 6,6 5,2 8,3 59| 1,64 1,60 1,51 1,70 1,56

3,5 8,3 44,8 8,3 13,4 1,37 1,70 2,59 1,70 1,91
19,4 19,0 14,1 1,9 12,0 | 2,07 2,10 1,93 1,17 1.86
19,7 10,3 3,4 16,7 4,3 | 2,11 1,79 1,36 2,02 1,44
1,0 7,6 28,3 26,2 31,7 | 1,00 1,66 2,31 2,26 2,37
8,7 18,9 3,4 10,0 1,72 2,00 1,36 1,78




(a) : - (b)
1,0 -
0,05 —T '
0,5 -
e T [ =
0 10 20 30 40 - 50 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 30

O problema basico consiste na escolha da transforma -
gao a. ser adopada. Existem trabalhos tedoricos que tratam
desse assunto mas nao existem métodos praticos que indi -
cam a transformacao adequada. Uma sugestao que pode ser u-
tilizada na pratica € que, as transformacoes /Y,4/T,
log Y, 1/Y tem o efeito de diminuir valores grandes enquan

- W B A
to que as transformacoes Y , Y  tendem a aumentar os valo-

¥ ALENDS -

res g¥£ndes; Dependendo ﬁé forma do histograma pode ser que
uma dessas transformagée% seja adequada para tornar a dis
tribuigao mais proxima da normal.

A distribﬁigéo conhecida como log-normal € tal que, a-
pos a transformacgao 1ogarifmica, tem-se uma distrnibudieao
noamaf. Além disso, CURTISS (1943) mostra o seguinte Tesul
tado, mais geral, relacionado com a transformacao logarit-

mica:



-65-

TEOREMA

Uma condigdo necessaria e suficiente para que Y tenha

uma distribuigao continua com fungdo densidade dada por

74
..(y+,u)/ku+l) o
f - (log - )
o . AR Th )
' L 1 €Xp > ,}’>—OL
\
/21 log (K% +1) o 2 log (K" +1)

£ (y) ﬁ

L . 0 . Y < -a

tal que VAR(Y) = (K(n* + a))z, € que a transformacao

T= log (Y+c) tenha uma distribuigao normatl, com média 7
- u = log{u*+a) - log K2+1 e varidncia o’ = log (K2+ 1)
: ' : 2. 2
O caso particular desse teorema em que 0=0,0" =1log(K" +1)
2 .
e p = log p*- L., corresponde exatamente a distribuicao
2

log-normal.

A importancia desse teorema reside no fato de se esta-
belecer uma condicdo necessaria e suficiente para que o lo
garitmo de uma variavel nao-normal sSeja normal, ou seja,
ele mostra que toda distribuigao nao-normal, que apodos a
transformacao logaritmica torna-se n;rmal, possui um padrao.

Do ponto de vista pratico, esse resultado mostra que exis -
tem situacdes em que efetivamente a transformacdo logaritmica
torna uma distribuicao nao-normal em normal.

Deffato, a pratica tem mostrado que, em muitos casos,a
transformacao logaritmica tem sucesso na normalizacao de
variaveis.

Um outro resultado importante, discutido por CURTISS
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t1943) & que muitas transformagies que tem o efeito deton-
nan uma distribuicao ndo-noamal em normal, tambem estabi-
Lizam a variancia.

Para um estudo mais detalhado sobre o assunto dessa
secao, citamos as seguintes referéncias bibliograficas
WASOW (1956), MOORE (1957), ATKINSON (1973), HINKLEY(1975),

CARROLL (1980), HERNANDEZ & JOHNSON (1980), EFRON (1981).
4.3-USO DE TRANSFORMACAO PARA ESTABILIZAR A VARIANCIA

Se a suposicao de homogeneidade de variancia nao esti
ver satisfeita , pode ser que uma tranéformagéo da varia -
vel dependente estabilize a variancia.

Apresentamos, a seguir um desenvolvimento teorico,de-
vido a BARTLETT (1947), que determina a transformacao con
veniente, no caso em que existe uma relacao entre a média

(u) e a variancia (02) da variavel resposta.

4.3.1-Solucao Tedrica

Suponhamos que a relacgdo existente entre u = E(Y) e
02 = VAR (Y) seja dada por

.02 = f(n) - (4.3.1)

Procuramos uma transformacao de Y, Z = g(Y), tal que

VAR(Z) seja constante.
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Desenvolvendo g(Y) em seérie de Taylor,»em torno de

com aproximagao até o 19 grau, obtemos

Z = g(¥) = g(m) + (Y -u) g' () (4.3.2)

Para esse grau de aproximacao, temos que

E(Z) = E[g(w) + (Y-w) g'(wW] = g(w 4.

(9]

0

wl
—

VAR(Z)=E [2-E(2)]% = E[(Y-we' (W T =[g' (W]>VAR(Y)

(4.3.4)
Substituindo (4.3.1) em (4.3.4), temos que

VAR(Z). = [g(w]%. £(w) =K (4.3.5)
p

/
/
{

onde, por hipotese, K & ‘uma constante (positiva).

Dessa relagao, segue que

g'(w " (4.3.6)

:

f(w

ou ainda,

W
-
(a9
=

g(w) (4.3.7)



De forma mais geral, temos que

gly) =7V 5 dy (4.3.8)

L f(y)

Determinamos entio a forma generica da transformacao
que estabiliza a variancia.

A seguir, apresentamos. alguns exemplos de aplicacao

desse procedimento.

EXEMPLO 1 : Seja Y - Poisson(w)
e O T R M R
an -

Entao a transformacdo Z = /¥ estabiliza a variancia.

De fato

1_ )2
2/

1
.u— -
4

VAR(Z) = [g'(w]% . VAR(Y) = (

(constante). L

EXEMPLO 2 : Seja Y uma variavel aleatdria tal que

2
VAR(Y) = v e E(Y) = p

/K
S22

du = K1 log v + K

VAR(Y)=£(n) = %, glu)= s 2"

H

Entao a transformacio Z = log Y estabiliza a variancia.

De fato
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VAR(Z) = [g'(u)]z. VAR (Y) = (—ﬁ%—)z uz ‘1. (constante).

EXEMPLO 3 : Seja Y* -~ Binomial (n,y). Consideremos a pro

porcao de sucessos Y = Y*/n.

VAR(Y)=f(u)=—B1=W) ey MK 4 K, arcsen/Ti+ K,
‘ n Yu(l-p)
Entdao Z = arcsen ¥Y estabiliza a variancia. De fato:
2 . -
VAR(Z)=[ g1 ]%. VAR (V)= (—2 y pli-p o 1
2/u(1-1) n 4n

(constante, se n & constante).

A tabela aseguir contém varios tipos de relagao da me-

dia com a variancia, que ocorrem na pratica.

Uma caracteristica ds/muitas distribuicoes nao-nor -
mais € que a variancia €sti relacionada com a média. As
transformacoes obtidas ﬁor esse procedimento, que elimi-
nam a relacao existente entre a variancia-e a méedia, ten-
dem a melhorar a apfoximagéo da distribuicao dos erros a
distribuicao normal. Este resultado esta de acordo com o

resultado obtido por CURTISS (1943), citado na secao ante

rior.



RELACZ0 DA VARIANCIA

VARIANCIA APRO- DISTRIBUIGZO
EM TERVDS DA MEDIA u TRANSFORMACTO
_ . XIMADA NA NOVA TIPICA
(K CONSTANTE) —
u YY(ou /Y+—§- quando osva 0,25 Poisson
Kz n lores de Y sao inteiros pe 0,25 Kz
quenos)
2 12 log Y 2 .
H e Variancias
-1 n=d Amostrais
2 2 2 - -
K™ u log Y, 1log (Y+1) K Empirica
2
log10 Y, 10g10 (Y+1) 0,189 K
wd-w arc sen /Y (radianos) 0,25 Binomial
= n
arc sen VY (graus) g2l
‘ n
(ou arc sen
quando os valores de Y sao
inteiros pequenos)
2 - .
K" uz (1- u)z log ( L ) K2 Empirica
1-Y.
ok 1 1+Y 1 i
12 —- log ( ) Correlacces
n-1 1-Y n-3 Amostrais
u o+ KZ uz X arc senh(KvY) 0,25 Binomial
K .
Negativa
o 0 S | 1,00 Empirica
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4.3.2-Solucao Pratica

Na pratica, nem sempre a relacgao entre a variancia
(02) e a média (u) & conhecida. Se este for o caso,deve -
se tentar perceber se existe algum tipo de relagao, utili
zando-se as meédias e variancias amostrais (§i e si).

0 grafico de si em fuggéo de ii’ 1ogsi em funcao de
log ;i, ou outros, pode indicar o tipo de relacgao exis -

tente.
4.4-USO DE TRANSFORMACAO PARA OBTER ADITIVIDADE

A escolha en£re o modelo aditivo e o néo;aditivo, em
geral, depende da informacao do campo cientifico da pes -~
quisa. O conhecimento que se tenha sobre o experimento,as
experiencias adquiridas através de pesquisas passadas,sao
os melhores guias de deciséo"éntre os dois modelos. Em ca
so de duvida, recomendajsg que a interacgao seja incluida
no modelo e entao testido seu efeito.

O uso de transformacao para obter aditividade (oueli
minar a interacao) pode ter como objetivo a simplificacao
do modelo, o que proporciona maior facilidade de interpre
tagao dos fatores envolvidos no experimento. Essa utiliza
cdo € razoavel quando ndao existe interesse em se testar a
interacgao.

No caso em que os experimentos sao realizados segun

do o planejamento em Quadrado-Latino, Quadrado Greco-Lati
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no ou ainda experimento cruzado com uma observacdao por ca-
sela, arbitrariamente postula-se.o modelo como aditivo (ou
seja, supoe-se que as interacoes sejam nulas) pois nao €
possivel testar as interacoes.Entretanto, pode ser que o mo
delo aditivo nao seja adequado, e isso pode ser verificado
através do Teste de Tukey para nao-aditividade (descrito no
apendice 1) ou por outros testes apropriados. A mudanca de

In i I Q{LO . . )
dade,tornando assim o mo

escala pode eliminar a pao-aditiv
delo aplicavel.

Apresentamos, a seguir um exemplo artificial que ilus=
tra o efeito que a transformacao pode produzir na elimina-
cao da interacao. Consideremos um experimento fatorial 22.
Réprésentemos por Al(Bl) o nivel baixo ou a auséncia do fa
tor A(B) e AZ(BZ) o nivel alto ou a presenca dp fator A(B).

Nos quadros abaixo, (a) representa o resultado do expe-

rimento e (b) a raiz quadrada dos valores de (a) (ARMITAGE,

1977).
(a) ' (b)
Niveis de | Niveis de B Niveis de | Niveis de B
A B, | B, A B, B,,
A1 9 16 A1 3 4
A2 16 25 AZ 4 -5

A situagao (a) mostra um efeito de interacao entre A e B
mas (b) evidencia que a transformacao raiz quadrada elimi

nou a interacgao.



Como nas segées'4.2<34.3, o problema que aparece na
pratica refere-se a escolha da fransformagéo a ser utiliza
da. Existem alguns estudos sobre o assunto sendo que, O0s
de maior destaque adotam os seguintes critérios para a se

lecao da transformacao

(a) Minimizacao do valor da estatistica F que testa nao-

aditividade (TUKEY, 1949): ver apendice 1.

(b) Minimizagao da raziao do quadrado médio da interacao

pelo quadrado médio do residuo (TUKEY, 1950).

(c) Maximizacao da razao do quadrado médio do tratamento

pelo quadrado médio do residuo (TUKEY, 1950).

ANSCOMBE § TUKEY (1963) apresentam um outro metodo para

a escolha da transformacao que remove a aditividade.

4.5-AS TRANSFORMACOES USUAIS

Nesta secgao, comentamos sobre algumas transformacoes
muito utilizadas na pratica.

Alguns comentarios podem ajudar na escolha da tfansfoz
magao a ser adotada mas € importante deixar claro que, nao
existem normas gerais que garantam o sucesso na escolha da
tranformacao (depende muito do conjunto de dados analisa-

dos). A efetividade da transformacgao deve ser avaliada a -
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traves de uma analise de residuos ou outro tipo de anali-
se dos dados transformados (ver segao 3. 7)

Citamos o trabalho de THONI (1978) que apresenta um
~grande levantamento bibliografico sobre as transformacoes

usuais.

4.5.1-A transformégﬁo logaritmica

A base 10 e a natural sao as mais utilizadas por con-
venieéncia mas, qualquer base fornece conclusoes equiva -
lentes. A justificativa péra isto & que, oé valores de 1o
garitmos em bases distintas diferem apenas por um fator
constante e, bs.fesultados da estatistica F da analise de
variancia nao se alteram com transformagoes lineares.

Quando aparecer algum valor zero ou valores negatlvos
nas observacoes originais, a transformacao logarltmica nao
pode ser utilizada diretamente. Nestes casos, € -sugerida
na literatura, a transfpfmagéo log(Y+1) ou log(Y+K), onde
K € uma constante convéniente.

0 valores abaixo mostram o efeito da transformacao lo

garitmica
Y 2 ' 20 ZQO 2000
1ogu)y 0,3 1,3 2,3 3,3

. L

E intuitivo esperar que essa transformagao tende a es-
tabilizar a variancia de grupos que na variavel original

tenham variancias muito distintas. E apropriada quando, na
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escala o;iginal} o desvio padrdo & proporcional a media
(ver tabela da segﬁq 4.3).

Em muitas situacdes, a transformacao logaritmica tam-
bém torna distribuicdes ndo-normais mais proximas da nor -
mal (ver secao 4.2) e estudos tem mostrado que € particu-
larmente efetiva se a assimetria & positiva (ARMITAGE ,
1977).

A literatura € rica em comentarios sobre.situagdes em
que a transformacao logaritmica pode ser utilizada com su
cesso. E extensivamente utilizada em estudos biolégicosve
em geral, produz excelente resultado na estabilizagﬁo‘ de
variancias para variaveis do tipo contagem, especialmente
.Se a amplitude de variacao for grande (BARTLETT, 1947).

Também & utilizada para obter relacdes lineares, con-
forme ja comentado na secao 3.1 do capitulo 3. E recomég
dada. em estudos do efeito de drogas,onde frequentemente
os logaritmes das tolerdncias sdo normalmente distribui -

dos (FINNEY, 1964 e 1971).

4.5.2-A transformacao raiz quadrada

Se a variavel resposta (Y) apresentar valores negati-
vos, a transformacao raiz quadrada nao pode ser aplicada
diretamente e deve ser utilizada a transformacdo vV Y+K, on
de K € uma constante conveniente.

Se, na variavel original, a variancia & proporcionalv
-

a media, a transformagao raiz quadrada € efetiva na esta-

bilizagao da variancia (ver tabela da secao 4.3). A dis -
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tribuicao de Poisson € um caso tipico dessa situacio.

t A literatura apresenta varios resultados empiricos re
lacionados 3 utilizacao da transformacao raiz quadrada.Ci
tamos alguns deles, sendo que maiores detalhes poderao ser
encontrados nas referéncias citadas.

Se alguns valores da variavel resposta (Y) sdo peque-
‘nos tal que as médias dos grupos comparados esteja entre
2e 10 e, especialmente se aparecer zeros, a transformacao
YY+1/2 € recomendada (BARTLETT, 1936, 1947).

Para o caso em que algumas contagens sio pequenas (me
nor que 10), sao sugeridas as transformacdes /Y+I ou /Y +
* /Y:T (SNEDECbR & COCHRAN, 1980) ou ainda VY+3/8 (ANS(OMBE,
1948), que sao mais efetivas para estabilizar a variancia.

Quando a média e a variancia sdo inversamente propor -

cionais, a transformacao Vyﬁéxtn)' /Yﬁéximo- Y, tem-se mos-

trado eficiente na estabilizacdo da Vﬁriancia (ANDERSON §
MCLEAN, 1974).

A transformacao raiz quadrada aparece muito em estudos
bacteriol6gicos (quando a variabilid%de nao & excessiva),em

estudos entomologicos e em estudos sobre pragas de planta-

goes.

4.5.3-A transformac@o reciproca

A transformacao reciproca em geral & utilizada como

[§\]
[}

1/Y ou, se houver alguma observacdo com valor zero,

o3
]

1/(Y+1) ou Z = 1/(Y+K), K constante. °
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A transformacdo reciproca estabiliza a variancia se a
viariincia de Y for proporcional a poténcia quarta da me -
dia, ﬁma forma incrivel de variacdao (ver tabela da secgao -
4.3).

Para valores convenientes de K, a transformagao
Z =1/(Y¥K) pode ter o efeito de aproximar uma distribui -
¢dao nao-normal a normal (THONI, 1978).

A transformagao reciproca € muito utilizada em anali-
se de tempo de sobrevivéncia de animais e plantas, em es-
tudos de tempo de cura ou cicatrizaééo, em muitos estudos
farmac016gicos e em estudos de densidade de plantas por.
‘unidade de éréa, em situacoes em que a densidade dos gru-

pos comparados & muito variavel.

4.5.4jé_transforma§50 angular (arcsen YY)

A transformacao éngular ¢ utilizada para estabilizar a
variancia da variavel "proporcgao.de, sucessos', quando a va
riavel "nimero de sucessof segue a distribuicao Binomial -
(ver exemplo 3 da secao 4.3). ’

E recomendada especialmente quando as porcentagens dos
grupos a serem comparados cobrem uma grande amplitude de
variacao. Se todas as porcentagensvariarem entre 30% a 70%,
é transformagao angular,'em geral, nao € necessaria pois o
produtb p(l-p)(onde'p € -a probabilidade de''sucesso'')varia

pouco nesse intervalo e entd@o a variancia se mantem razoa-

velmente constante.
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A variancia na nova escala depende de n, 6 numero de
observagdes em que a proporcido & baseada (ver tabela da se
éio 4.3). Assim, somente se o experimento for‘balamxmdo ou
quase balanceado, é que a condicao de homogeneidade de
variancia sera atingida.

Quando n < 50, o efeito de estabilizacao da variancia
_pode ser melhorado, substituindo-se és proporgoes iguais a
0 el por 1/4n e 1-1/4n, respectivamente (BARTLETT, 1947).

Em estudo de ponaeniagené.em que o denominador nio &
fixo mas sim uma variivel aleatoria, é transformacao angu
lar nao € apropriada pelo desenvolvimento de BARTLETT, se
gundb 0 qual esta transformacao foi obtida para dados que
seguem a distribuicao binomial. Outras tfansformagées, co-
mo a raiz quadrada e a logar{tmica, podem ser eficientes
na estabilizagao da variancia.

A principal utilizacgao da transformacao angular refe-
re-se a analise de varidncia aplicada a dados biologices
de resposta quantal. Neste caso tambémfgﬂmuito utilizadasg
as trasformacoes "Probit'" e '"Logit" mas a transformagao an
gular estabiliza a variancia, enquanto que estas duas po-
dem nao estabilizar.

Tabelas da transformacao angular podem ser encontra -
das em FISHER § YATES (1971) em SNEDECOR § COCHRAN(IQSOL
Os valores dessa transformacio também podem ser obtidos fa
cilmente através das fungSes ASIN e SQRT, disponiveis nos
""pacotes" BMDP e MINITAB. O conjunto de fungoes do SPSS

nao inclui a funcdo arco-seno.
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4.5.5-Outras transformacoes

[}
1

Sio citadas na- literatura muitos outros tipos de trans-

formacoes. Destacamos

(1) Inverso do Seno Hiperbolico : estabiliza a varian -
cia de uma variavel Binomial Negativa (BEALL, 1942).
"(ii) "Legit" introduzida por FISHER (1950) para estudo de
frequencia de gens.

(iii) "Probit" : a funcdao distribuicdo da N(0,1) € usada
para modelar frequéncias acumuladas, principalmente para
relacionar estas frequéncias com variaveis explicativas
(FINNEY, 1971).

-

- E ~ W . " 9~
(iv) "Logit'" : similar a transformacao Probit, so que e ba

seada na distribuicdo logistica ao invés da N(0,1). (BERKON

1944) .
4 .6-EXEMPLOS

EXEMPLO 1 :
Os dados a seguir referem-se ao numero estimado de qua

tro tipos de planctons, coletados com rede de arrasto -

(WINSOR & CLARKE, 1940).
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NUMEMJDA. . TIPO DE PLANCTON
REDE DE o
— B SO B T . & R IV
1 895 1 520 43 000 11 000
2 540 1610 32 800 8600
3 ~ 1020 1 900 28 800 8 260
4 470 - 1 350 34 600 9 830
5 428 980 27 800 7 600
6 620 1 710 32 800 9 650
7 760 1 930 28 100 8 900
8 537 ' 1960 - 18 900 6 060
9 845 1840 31 400 10 200
10 1 050 2410 39 500 15 500
11 387 1 520 29 000 9 250
12 497 1 695 22 300 7 900
Média () 670,75 1 701,25 30 775,00 9 395,83
Anplitude 633 1480 .24 400 9 440
Desvio Pa- 233,92 356,54 6 688,68 2 326,04
drao (sy) e
s /'y 0,35 0,21 0,22 0,25

A simples inspegao das amplitudes e dos desvios padrao
desta tabela evidencia que nao € razoavel supor homocedas
ticidade.

Como sy/? € aproximadamente éonstante para os quatro

tipos de planctons, existe indicagao de que a tranformagao
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logaritmica estabiliza a variancia. De fato, as estatisti
cas apresentadas no quadro abaixo mostram como a transfor
macao logaritmica (base 10) produziu uma sensivel homoge-

neidade das variancias dos quatro- tipos de planctons.

........ TIPO DE PLANCTON
ESTATISTICA —
I 11 111 v
Média (z) 2,80 3,22 4,48 3,96
Anplitude 0,43 0,39 0,36 0,41
Desvio Pa- 0,15 0,10 0,10 0,10
drao (sz)

- EXEMPLQO 2

Um experimento de controle de pragas em plantagéd de
aveia consistiu na aplicagao de cinco tratamentos destina -
dos a combater certas ervas daninhas. Apos a aplicacao dos
tratamentos,contou-se o numero de ervas daninhas por unida-
de de area e o resultado obtido encontra-se no quadro abai-

xo (BARTLETT, 1936).

| TRAT AMENTO

BLOCO _

A B C D E

1 438 538 77 17 18

2 442 422 61 31 26

3 319 377 157 87 77

4 .. %80 .. ... 315 - ... . 5%2. 16 20

Média(y) 395 413 87 38 35

Amplitude 1235 - 223 105 71 59
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A variagao das amplitudes dos tratamentos sugere a nao
homogeneidade de variancia.

Por experiencia sabe-se que, a variavel analisada se -
gue aproximadamente a distribuicao de Poisson,cuja trans -
formagao utilizada para estabilizar a variancia é a raiz
quadrada. O quadro abaixo mostra uma‘considerével reducao

“da variagao das amplitudes na nova escala.

ESTATTS. - TRATAMENTO
TICA A B C D E
Média (z) 19,8 20,2 9,1 5.8 5.6
Amplitude 3.1 5,5 5.3 5,3 4.6
EXEMPLO 3

Em um estudo sobre o dano causado por larvas na cultu-
ra do milho, foram utilizados, alem do tratamento padrao
(A), seis métodos de controle (B, C,.D, E, F e G).

Os valores da tabela aseguir representam as porcentagens

da colheita que ficaram danificadas (COCHRAN, 1940).
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BLOCO
TRATAMENTO 1 ? 3 A = "
A 42,4 34,3 24,1 39,5 55,5 49,1
B 23,5 15,1 11,8 9,4 31,7 15,9
C 33,83 _ 33,3 5,0 26,3 30,2 28,6
D 11,4 13,5 2,§ 16,6 39,4 11,1%
E 14,3 29,0 - 10,8 21,9 30,8 15,0
F 8,5 21,9 6,2 16,0 13,5 15,4

G 16,6 19,3 16,6 2,1 11,1 11,1

As porcentagens variam de 2,1% a 55,5%, um intervalo
razoavelmente grénae. O numero de unidades exberimentais
dos blocos submefido a cada tratamento (n) nao era constan
te mas com variagao pequena (em torno de 36,5). Com objeti
vo de estabilizar a variancia foi aplicada a transformacio
angular.

Para os dados transférmados, o quadrado médio residu-
al € 32,76, bem diferent; da variancia teorica que € dada
por 821/36,5 = 22,49 (ver tabela da secao 4.3). Existe por
tanto uma indicagao de que a transformagao nao foimuito ade
quada. Talvez a causa disto € que a distribuigao da varia-

vel analisada nao seja Binomial e, neste caso,outras trans -

formagoes devem ser procuradas.



CAPITULO §
A TRANSFORMACAO DE BOX-COX
5.1 - INTRODUCAO

No capitulo 4 discutimos o uso de transformacoes para a
adequacao de um conjunto de dados as Suposigaes do Modelo Li
near Ceral, tratando cada suposicao separadamente.

Neste capitulo apresentamos o procedimento desenvolvido
por BOX § COX (1964)que fornece uma transformacdo da variavel
resposta (Y) tal que as condicdes de estrutura simples do mo
delo, homocedasticidade e distribuicdo normal podem ser g3~
multaneamente satisfeitas.

Naturalmente essas suposicOes sao muito menos restriti-
vas do que a hipotese usual de qﬁe as suposigoes sao todas
satisfeifas para a variavel original.

A maioria das publicagoes citadas no capitulo anterior
tratarde transformacgoes ejﬁecificas (raiz quadrada, logarit-
mica, etc). Em 1954, MOORﬁ & TUKEY e ANSCOMBE & TUKEY lancam
uma idéia bastante interessante e mais geral que OS procedi-
mentos atée entao apre§entadqs: consistia em se trabalhar com
familias de transformacoes.

TUKEY(1957) sugere a classe de funcoes do tipo poteéncia,

definida por:

A
Y%A) Y ; ; (5:1.1)

) log v,

([ S
oo

onde A € um numaro real.

-84~
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Essa classe de transformagoes inclui casos especiais muil
to utilizados na pratica: 10garitmiba (A = 0), reciproca
(A =-1) e a transformacao raiz quadrada (X = 172) »

BOX § COX (1964) alteram essad familia para evitar descon

tinuidade para A = 0. Definem entio a seguinte familia de
transformagoes:
gl kD
yA) = A ; , (5.1.2
log vy A =0

onde log representa o 1ogaritmo natural.

0 valor da estatistica F da analise de variancia & 0 mes

mo para as familias (5.1.1.) e (5.1.2) e portanto as conclu-
soes nao se alteram. Adotaremos a segunda, por Ser aquela

que ganhou grande destaque na literatura.
Para que essa familia esteja bem definida, devemos ter

y > 0. Com esta restrigao, Y(x) tem exatamente a distribuicao

normal, somente S€ A 6 zero (ver segao 4.2) . SE x>0,
y(X) s =1/X e se A< 0 y(x) < -1/A. Entretanto, do ponto de

. vista prético, podemos obter uma transformagao do tipo potéen

cia que tenha aproximadamente a distribuicao normal, embora

limitada superior ou inferiormente.
A idéia basica do procedimento de BOX-COX € considerar A

como um parémetro adicional e desconhecido do modelo ¢ esti-

ma-lo pelos metodos padrao da inferéncia estatistica.

BOX § COX (1964) apresentam dois enfoques para a estima-

cao de A: método de maxima verossimilhanga € método Baysiano.

Consideraremos apenas a primeira abordagem ja que, em geral,
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os dois métodos produzem estimativas muito préximas e tam-

bém porque a estimagao Baysiana apresenta dificuldades compu
;

tacionais. Outras razdes para a escolha do método de mixima

verossimilhanga encont}am—se nas discﬁssSes no final do arti

go citado no inicio do paragrafo.
5.2 - A DETERMINACAO DA TRANSFORMACAO
5.2.1 - Estimagﬁo de A

Seja Y = (Yl’ Yoysoas Yn) o vetor das observacoes indepen

'

dentes da variavel resposta. Suponhamos que para algum X des

: conhecido, o vetor das observacoes transformadas Y(AL=(Y1(A),

YZ(A), e ny YH(A)) satisfaz as suposigoes da teoria normal.

Em outras palavras assumimos que, para uma escolha convenien

te de A , o Modelo Linear Geral € tal que:

Y - xoe+e

-onde € " N(O,c2

I). Além disso, suponhamos que o modelo trans
formado tenha a estrutura'mais simples éossivel?
A funcao de verossimilhancga de Y(x) € dada por:
1 M - x ey - x e

exp | 202 }

I
(276%)

e para as observagoes originais:
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() _ ' (A _
1 / exp (- (Y X 0)"' (Y X G) }J (AsY)
', n/2 2 ,
(2“02) 20
19 ) '
onde J (A;Y) = I l_H?— Y | €& o jacobiano da transfor
i=1 i

macgao e Y(A) € expresso em termos de Y.
Para simplificacdo, tomamos o logaritmo natural dessa.

fungao. Obtemos:

2 _ M- xo) '™

5 + log J(A3Y)
20

- n n
L (A) = -5 log 2m - 5 log ©
@;oz 2 2

‘Os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros

envolvidos em L 2 (A) sao obtidos em duas etapas. Primei-
0,0

ramente estimamos O e 02, para X fixo. Se X tem posto comple

to, os estimadores sao dados, respectivamente, por:

xntx yA .

6, (M)

sty = @™ - xaa® - x&)/m=oMayMym=sanm

1

onde A = 1 - X(X'X) "X'e S(A;Y) € a soma de quadrados resi-

dual referente a variavel transformada.

1

Se X ndo tem posto completo, substituimos (X'X) ~ pela inver-

sa generalizada de X'X (SEARLE, 1971).
Para A fixo, o maximo de L 5 (A) €, exceto por uma cons
. : 0,0 .

tante,
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__n =2 5 -
Lmax(l) = > log OA(Y) + log J (A3Y)

Para a familia considerada, J(A;Y) i , para to-

do A . Teremos entao,

_ . n a2 i ‘
Lmax(k) == log GA(Y)+(X—1) iil log Y

YN Ay ny 2
n i

o (
=<3 log lég Yi

1

ou ainda

II.M’J
[

n o, S(AY :
Lmax(x) = - 5 log —(-—ﬁ—) + (A-1) log y; {5:2.1)

1

A segunda etapa consiste em se determinar o estimador de

maxima verossimilhanca de A . Para issso, calculamos:

7
AN\ LN n
d & Y 2y
2ot W= |-G e (g ) T O T o Vll
o3} n
__n n YM'A d
== 35 T 2 Y + I logy
2 Y(X) A Y(A) o n. dA i= i
Se XA # 0, temos que
d n YN A L Wy, T 10y,
Z i

I Lpax® = - N OVARPRVCN ) is1
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M0

L
A

n.r15
[

log y;
1 .

onde UM 5 o vetor de componentes de{r”! y% log yi}

Se A= 0, usamos o fato de que

A-1 2
d . | 1 (Ji y o o8 vy
) |= 1lim - logy.) = —s—-——
_dX yl )\=O A0 X A . 1 2
Nesté caso,
d | oy--.1n_V AW . % 1oe
. TdX “max Z VI AV - IRE

onde V e W s3o respectivamente os vetores de componentes

{log y;1 e {(log yi)z} . Assim, teremos:

r A) ! 2) : n
Y( AU n
=T : + =+ I log y:, A # 0
YTy T T L i
d ; .
% Lipax A =ﬁ (5.2.2)
Vl n 0
i=

Igualando-se a zero essa derivada nao € possivel expli-
citar A . Métodos aproximados sao portanto necessarios.
O desenvolvimento acima pode ser expresso de forma mais

simples trabalhando-se com a transformagao normalizada
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" 2 (A Paind
1/n
J(A3Y)
- - A-1 .
Como J(A;Y) = i Yi , para todo A , teremos:
i=1 -
p
A ay
T o2 #0
,(A) R | (5.2.3)
y logy , A =0

\

onde y € a média geométrica das observacbes da variavel 1y .
E facil mostrar que,para a transformacdo normalizada,

3 (h:2)

= 1 e portanto,
Lo () = =% 1og 6f (1) = - § 10g (32i2) (5.2.4)

max

1
_onde S(A;Z) = Z(x) A Z(A) € a soma de quadrados residual

referente a variavel normalizada.
. T d : o s
Podemos repetir calculos de L. (A ara a varia
emos petir os s I Liax M) rp a
vel normalizada mas também nao & possivel explicitar A .
Para o desenvolvimento Baysiano, a expressao correspon-

dente a (5.2.4) seria o logaritmo da distribuicao a posterio

ri de A , que é dada por:

ot CS(A;2)
Lg(V) = - 3 log (223E))
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onde r representa os graus devliberdade do residuo. As duas
fungoes difefem somente pela substifuigéo de T por n. Ambas
Aséo funcOes monotomicas He S(A;Z) e nos dois casos, o maxi-
mo da funcao ocorre quando S(A;Z) € minima. Assim Lmax(x) e
LB(X) sao praticamente equivalentes e, SO no caso em que
r/n for bem menor que 1, &€ que havera diferénga entre os
procedimentos.

Voltemos ao problema da éstimagéo de A . Procuramos 0

valor de A que maximiza Lm X(A) dado por (5.2.4) ou equiva-

a
lentemente que minimiza S(A;Z), a soma de quadrados residual
da variavel normalizada (5.2.3). |

BOX § COX (1964) sugerem a solucdo numerica mais sim-
ples possivel. Para varios valores de A num intervalo con-
veniente, calculamos Lmax(K). Depois, construimos o grafico
de'Lmax(x) em funcao de A e entao determinamos graficamente’
o valor de A que maximizé essa funcdo. Este sera o estima-
dor de maxima verossimilhanca (X), estando portanto determi-
nada a transformacao de BOX-COX.

Convém notar a equivaléncia em se maximizar Lmax(x) dado
por (5.2.1) e (5.2.4). Nos dois casos, o método descrito a-
cima produz a mesma estimativa de A e, portanto a mesma trans
formacdao mas, na pratica a Variével normalizada € mais utili
zada.

A construcao do intervalo de confianga para A , baseia-
se no fato de que -2 log A tem aproximadamente distribuicao

) .

Xx“, onde A €& a razao de verossimilhanga generalizada

(MOOD et alii, 1974, Capitulo 9). Trata-se portanto de um in
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tervalo de confianga aproximado.

Primeiramente, construimos um intervalo para Lmax(k), com
"coeficiente de confianca 1-a, que € dado por
L () -L (M) < 5 x () (5.2.5)
max max 2 1 .

onde xi (a) € o quantil de ordem l1-o de uma distribuigao xz
com 1 grau de liberdade. Construido esse intervalo, fica de-

terminado o intervalo de confianca para A

5.2.2 - Procedimento pratico para estimar A

Para a aplicacao do procedimento de BOX-COX, DRAPER §
SMITH (1981) sugerem que se tomem de 11 a 21 valores de A , a
principio no intervalo [-2,2] ou talvez mesmo em [-1,1]. De -
pois, se for necessario, deve-se ampliar o intervalo conside-
rado.

Nas proximidades do ponto de maximo pode-se tomar valores
adicionais de A para tornar a determinacao de X mais precisa.
No entanto, na pratica, nem sempre se utiliza o valor de X ob
tido mas sim, um valor conveniente mais proximo da sequéencia
%, -1, -%, 0, %, %, 2, .... Esse procedimento ,

em algumas situagoes, facilita a interpretacao da variavel

° s o g "2,-1 19 1

transformada. Essa substituicao € bastante razoavel quando o

valor adotado estiver contido no intervalo de confianga para A.
0 valor da média geométrica, necessario quando se utilizal

a variavel normalizada, pode ser obtido pelo comando GEOMETRIC
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do BMDP ou facilmente calculado através do MINITAB (ver pro-
grama 2.2 do apendice 2).

Os valores de S(A;Z), neceséérios para o célculo»de
Lmax(k) podem ser obtidos através dos comandos de Analise de
Variancia ou Regr¢ss§o, conforme for o caso, dos ''pacotes"
disponiveis (BMDP, MINITAB, SPSS, etc). Como & esperado que
apos a transformacao o modelo tenha a estrutura mais simples
possivel, S(A;Z) deve ser a soma de quadrados residual obti-
da sob esta condicao. Por exemplo, num modelo cruzado a dois
fatores, S(A;Z) deve ser a soma de quadrados residual do mo-
delo sem interacao (modelo aditivo).

DRAPER & SMITH (1981) sugerem uma maneira pratica de se

obter o intervalo de confianga para A : tragar no grafico de

Lmax(l)em funcao de A uma linha horizontal no ponto Lmax(k)

— . _
- % xl(a) do eixo das ordenadas. Essa reta corta a curva em
dois pontos que correspondem a dois valores de X que sao os

extremos do intervalo de confianca -para A .

5.3. - EXEMPLOS

Vamos ilustrar o método de determinacao da transformagao
apresentado na seccdo anterior com dois exemplos extraidos
do artigo de BOX § COX (1964). O primeiro € um problema de
Analise de Variancia ém que a transformacdo € aplicada para
se obter homogeneidade de variancia. No segundo exemplo a
transformagﬁo € utilizada com 6 objetivo de simplificar um

modelo de Regressao.
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EXEMPLO 1

! :

A tabela abaixo fornece os tempos de sobrevivencia de 48
animais (unidade = 10h), expostos a trés diferentes substan-
cias toxicas e sujeitos a quatro tratamentos distintos. 0 ex
perimento foi conduzido segundo um planejamento fatorial
3 x 4, com 4 réplicas para cada combinacdo dos dois fatores

"considerados.

TRATAMENTO
TOXICO

B, B, B, B,

A | 0,31 0,82 0,43 0,45
- 0.45 1.10 0.45 0,71
0.46 0.88 | 0,63 0.66
0,43 0.72 0.76 0.62

A, 0,36 0,92 0,44 0.56
0.29 0.61 0.35 1.02

0.40 0.49 0.31 0,71

0.23 1.24 0.40 0.38

A 0,22 0,30 0,23 0,30
0.21 0.37 0.25 0.36

0.18 0.38 0,24 0.31
0.23 0.29 0.22 0.33

No quadro a seguir, apresentémos a média (y) e a varian-
cia (53) da variavel analisada. O fato da maior variancia
(0,1131)ser cerca de 565 vezes maior que a menor variancia
(0,0002), € uma evidéncia forte da nio homogeneidade de vari

ancia.
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- . TRATAMENTO
TOXICO | ESTATISTICA TOTAL
B, B,, By B,
A y 0,41 0,88 0,57 0,61 0,62
s§ 0,0048 0,025 0,0246  0,0127 0,0439
A, y 0,32 0,82 0,38 0,67 0,64
s, 0,0057 0,151 0,0032 0,073  0,0837
Aq y 0,21 0,34 0,24 0,33 0,28
53 0,0005 0,0022 0,0002  0,0007 0,0039
TOTAL v 0,31 0,68 0,39 0,53 0,48
si 0,0105 0,1029 0,0279  0,0482 0,0639

Utilizando o procedimento de BOX-COX, procuramos uma
transformagdo que torne o modelo homocedastico, normal e adi-
tivo.

Consideremos entao a familia de transformacao normaliza-

.da:
-~
.}\_1
Y -2 A #0
-1
LA 2Ny
y logy , x =20
L

Para esse conjunto de dados a média geométrica € y =0,42.
Para A =-1,0, usamos a transformacao (M) < (y-l,O - 1)/
-2,0,

/-(0,42) ; para A =0, () - 0,42 log y e assim por diante.
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Inicialmente calculamos, para varios valores de \» , a so

ma de quadrados residual (S(X;Z) para o modelo sem interagao.
(. L e - ' e

A 'seguir, calculamos o maximo -da fungao de verossimilhanga , -

dado por L_ . (\) = - 24 1og { S(A;Z)/48} , e entdo constru

a

imos o grafico de Lmax(X) em fungao de )\ . Os resultados ex-

tao abaixo:

A S(A:Z) Lnax (M) A S(Ax;2) - Lo (V)
1,0 | 1,0509 91,72 -1,0 0,3331 119,29
0,5 | 0,6345 103,83 “L,2 10,3586 117,52
0,0 | 0,4239 113,51 -1,4 0,4007 114,86

-0,2. | 0,3752 .| 116,44 -1,6 0,4625 114,45
-0.4 | 0,3431 118,58 -2,0 0,6639 102,74
-0,6 | 0,3258 119,82 -2,5 1,1331 89,91
-0,8 | 0,3225 120,07 -3,0 2,0489 75,69

120 4
..
1104

-3 -2 -1 [ 1 2 3 4
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A inspecdo desse grafico mostra que o estimador de maxi-

ma verossimilhanca de A & aproximadamente A = - 0,75.
Umn intervalo de confianca para A € obtido através da de-
sigualdade (5.2.5) da secao anterior . Tragcando-se uma reta ho

rizontal no ponto L (X)- % xf(0,0S) = 118,19 da escala ver

max
tical, a curva Lmax(x) € cortada em dois pontos que corres-
pondem aos seguintes valores de A: - 1,13 e -0,37. Assim,

(-1,13; -0,37) € um intervalo aproximado para A , com  95%,
de confianca.

A transformacdo reciproca (A=-1) tem um significado natu
ral para a analise de tempo de sobrevivencia, podendo ser in
terpretada como a taxa de mortalidade. Como o valor -1 esta
contido no intervalo construido acima, sera adotada a trans-
formacdo reciproca e nao a tranéformagéo correspondente a
A = -0,75.

| Uma analise dos dados transformados mostra que a trans-
formacao reciproca produziu consideravel reducao da variabi-
lidade das variidncias das caselas.

Os resultados da andlise de variancia para os dados ori-

‘ginais e transformados encontram-se na tabela abaixo.

SEM TRANSFORMACAO | TRANSFORMACAO RECIPROCA| CONCLUSAO
F.V. |G.L. (@ = 5%
Q.M. F Q.M. F
A 2 0,5165 - 23,27 0,5687 72,91 Significante
B 3 0,3071 13,83 0,2219 28,45 Significante
AB 6 10,0417 1,88 0,0085 1,09 - Ndo Signif.

Residuo 36 -0,0222 0,0078
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Esses resultados mostram que a transformacio:
(i) nao produziu grande alteracao no quadradq médio (Q.M.) do
fato; toxico (A) e do tratamento (B).
(ii) reduziu o quadradb médio residual a quase um tercgo.

(iii) tornou o quadrado médio da interagao (AB) bem mais pr6xi

mo do quadrado médio residual.
EXEMPLO 2

Esse exemblo refere-se a um experimento textil em que a
unidade experimental & uh pedaco de fio torcido. O experimen-
to consiste em aplicar-se uma carga-ao fio, de tempos em tem-
"pos, € entao anotar o numero de tragaes até que ocorra o rom-
pimento do fio (y). |

Trata-se de um experimento fatorial 33, bnde sao conside-
rados os seguintes fatores quantitativos:

Xl : comprimento do fio (250, 300, SSO mm)

X, : periodo de carga (8,9, 10 min)

X, : intensidade da carga (40, 45, ‘50 g)

Foram obtidos os seguintes resultados:

PERTODO | INTENSIDADE COMPRIMENTO DO FIO
DE DE
CARGA CARGA . 250 300 350
8 40 674 1 414 3 636
45 370 1 198 3 184
50 292 ~ 634 2 000
9 _ 40 338 1022 1 568
45 266 620 1 070
50 210 438 566
10 40 170 442 1 140
45 118 332 884

50 90 - 220 360
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Para se estudar como a variavel analisada (Y) € afetada
por esses fatores considerados, adotou-se o seguinte modelo

de superficie de resposta:

Y=8+8 X +8, X, 485X 8, X; Xy +B X, g+ B X X +8, X048 X248 X% + ¢
A questao aqui € verificar se o modelo completo de 2°
grau € necessario ou, se os dados convenientemente transfor-
mados podem ser representados pelo modelo linear de 1° grau

(esse € o principio da parcimonia, assim denominado por
Tukey) . |

Para determinarmos a transformacao de BOX-COX, calcula-
- mos alsoma de quédrados‘residual (StA;Z)) e o respectivo va-

lor da funcao de maxima verossimilhanca (Lm \)) para ‘va-

ax(
rios valores de X no intervalo [-1,1] . Neste caso, a média
geométrica € y = 563,78 e foi utilizada a transformacdo na

forma normalizada. Como & esperado que apds a transformacao
o modelo simplificado seja aaequado, S(A;Z) € a soma de qua-

drados residual do modelo sem os termos do 2° grau. Os resul

tados encontram-se abaixo:

A s(x;2) | L. (N | sy Loy (M)
1,0 5,4810 21,52 -0,2 0,2920 61,11
0,8 2,9978 29,67 -0,4 0,5478 52,61
0,6 1,5968 38,17 -0,6 1,1035 43,16
0,4 0,8178 47,21 -0,8 2,1396 34,22
0,2 0,4115 56,48 -1,0 3,9955 25,79
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Loax®

50

40 |

Uma .inspecao do grafico de L (A\) indica que a estimati-

va de A € aproximadamente X= - g?éé. Utilizando a relacgao
(5.2.5), obtemos o‘seguinte intervalo aproximado, com 95% de
confianga: (-0,18, 0,06).

Como A € muito proximo de zero, sera adotada a transforma

¢do logaritmica,que corresponde a A = 0,e que esta contido no

intervalo construido acima.

Os resultados da analise de variancia para os dados origi.
nais e transformados (z(x) = 563,78 log y) sao mostrados na

tabela abaixo.

By L. | SEM TRANSFORMACAO TRANSFORMACAO LOGARTTIMICA
: Q.M. F Q.M. F

Linear 3 4 916 158,33 66,50 2 374 448,33 198,83

Quadratico 6 704 050,17 9,52 8 103,17 0,63

Residuo 17 73 922,41 11 941,88
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Para os niveis usuais, o efeito quadratico no modelo &
significante para os dados originais mas nao é significante
apos a transformagdo logaritmica. Uma analise de -residuos

tende a confirmar a adequacidade do modelo de 1° grau.
5.4 - COMENTARIOS ADICIONAIS

1 - Embora a familia (5.1.2) tenha grande aplicabilidade,
podem surgir situagOes em que nenhum membro dessa familia
forneca os resultados desejados. Neste caso, € sugerido na
literatura o uso de transformagoes mais complexas, envolven-
do mais de um parametro. BOX § COX (1964) propoem a seguinte

familia biparamétrica:

ro Xq
(y + )\2) =1
. L A # O
(A1545) ‘ 1
y < (5.4.1)
log .(y + )\2) , Xl = 0

N

com y > u'AZ, 0 caso particular em que o parametro XZ € igual
a zero, corresponde a familia (5.1.2).

Uma outra aplicagdo da familia (5.4.1) aparece quando al-
gum valor de y € negativo og/nulo. Neste caso, AZ nao écxxwidg
rado como um parametro descénhecido mas sim como uma constan -
te que torne y + AZ positivo para todo y.

A forma normalizada de (5.4.1) € dada por:

1
(y + }\2) -1

ALY ‘ | (5.4:2) .
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onde y € a média geométrica da variavel y + A,, ou seja,

=

. 1/n
y =1 (y: *+2xr,) .
i=1 1 "2

O procedimento para estimar Al e Az € uma extensao do ca
so uniparamétrico e o intervalo € substituido pela regiio de
confianga. Para a construgao da regiao de confianca utiliza-
se a mesma distribuigao aproximada {-2 log A), agora uma X~
com 2 graus de liberdade. A idéia € exatamentea mesma, mas o
procedimento € mais complicado. Um exemplo de aplicacao, com
breves comentarios, & apresentado no artigo de BOX § COX
(1964) e outro em JOHN § DRAPER (1980).

Muitas outras modificacoes da familia (3.1.2) tem sido
sugeridas na 1itefafufa.SCHLESSELMAN (1971) propSe a seguinte

familia:

A
Y(A) - | (5.4.3)
log (y/c),Ax =0

onde c € uma constante. Sugére que c seja a média aritmética
ou geométrica ou ainda a mediana amostral. Essa familia, além
de ser continua, goza da propriedade de invariancia da soma
de quadrados residual, com relacao a mudanca de escala:

w
(y —>wy).

JOHN & DRAPER (1980)sugerem a familia:

)(l}’l"'l)}\—l ,}\740 .
A (5.4.4)

(sinal de y) log(ly| + 1) , A =0

.

y(A) B (sinal de y
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que € apropriada para o caso em que a distribuicao dos erros
&€ simétrica mas nao normal. Se os dados sao todos positivos,
essa familia é equivalente a familia proposta por BOX § COX

(1964)

2 - Se a variavel estudada (y) € a '"proporgao de sucessos' ,
TUKEY (1960) sugere a familia:
A A
) y = (1-¥) ., AFoO
A
y = (5.4.5)
log —— A =0 .

1-y ’

JOINER § ROSENBLATT (1971) estudam propriedades dessa fa

milia.

3 = 0 motodo de BOX-COX requer a repetigao dos calculos da
analise de Variéncia.para varios valores de A e a distribui-
cao utilizada para a construcao do-intervalo devconfiangé pa
ra A & assintdtica. Além disso, X também & afetado pela pre
senca de '"outliers'. o |

Para contornar esses problemas mencionados, foram propos
tos na literatura ouffos métodos de inferéncia para o parame
tro A . Os mais citados sao: método exato de ANDREWS (1971);
_método de ATKINSON (1973), também baséado-na funcao de veros
similhanga; método de CARROLL (1980), baseado no processo de
estimacdao robusta de HUBER (1977) e o método pfoposto por
HERNANDEZ & JOHNSON (1980), baseado no numero de informagéo
de Kullback-Leibler.

Um estudo interessante sobre o.efeito de um "outlier' na
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escolha d;‘transformagéo pode ser encontrado em ANDREWS (1971),
ATKINSON (1973) e CARROLL (1980) sendo estabelecidas compara-
¢oes entre o método de BOX-COX e estes trés ultimos métodos ci

tados.

4 - Até agora comentamos sobre a aplicacao do procedimento de
BOX-COX no caso em que a variavel resposta é transformada. Uma

outra aplicacao importante do método refere-se a transformacdo

simultanea da variavel resposta (y) e das variaveis explicati-

vas (xl...., xk), em problemas de Regressao.
Consideremos a transformacao de y para y(x) e de xl....,xk
(Aq) (M)
para xq - 1 s oeeees Xp k , respectivamente.

De forma analoga ao caso de transformagdo so6 de y, assumi-
mos que para algum vetor de parametros desconhecidos (A,Al,..,
A ). valem as suposicOes usuais da Analise de Regressdo.

Consideramos entdo o logaritmo do maximo da funcdo de ve-

rossimilhanca, que é dada por:

e
-_ 1 % :
Lmax(x’kl""’ Ak)— > log ? ’&l“.,ﬁ((Y)-flog.JOHY) (5.4.6)
onde 8% N x. M € o estimador da maxima verossimilhanca

1" 7k

da variancia dos erros em uma Analise de Regressdo das varia-

9

i € o jacobiano da

n
veis transformadas e J(A;Y) = II|39—
i=1 Vi

transformacao.
Procuramos entao (A, Xl,..., Xk) que maximize a funcao de

verossimilhancga.

Teoricamente o desenvolvimento € uma extensao do caso em
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que apenas y & transformado. Na pratica, o procedimento con-

siste em se calcular Lm (A, A ..,Ak) para valores conve-

’ 1"

..,Ak) e entao examinar as superficies re

_ ax

nientes de (A,Al,.
sultantes (especialmente nas proximidades do seu maximo) mas
a representacao grafica s0 € possivel se k = 1.

SPITZER (1978) apresenta um estudo dentro deste contexto,

para o caso de amostras pequenas.

5 - Se o objetivo € a simplificacao do modelo de Regressao e
apenas as variaveis explicativas serac transformadas, o mé-
todo de BOX-COX também pode ser utilizado.

Assim como no Item anterior, na pratica aparece a dificul
dade operacional do método. Um processo alternativo, ja co-

mentado na secao 3.1, € proposto por BOX § TIDWELL (1962).

6 - Uma outra importante.aplicagéo da transformacao de BOX-
COX aparece em Analise de Séries Temporais, conforme descri-
to por BOX § JENKINS (1976, Capitulo 9) e CHATFIELD §&§ PROTHERO
(1973) .

7 - Finalmente,éitamos outros possiveis desenvolvimentos do
método de BOX-COX. Na segéo_S.Z supusemos que os fatores da
Analise de Variancia sao fixos e consideramos uma analise u-
nidimensional.

Segundo BOX § COX (1964), o procedimento apresentado po-
de ser estendido a modelos com fatores aleatorios e a proble

mas de analise multivariada.



CAPITULO 6

APLICAGOES DO USO DE TRANSFORMAGAO

Neste capitulo apresentamos duas situag6es reals em que
0 uso dé transformaciao .€ apropriado. Em cada uma delas, dis-
cutimos aspectos praticos importantes.

As tabelas e figuras referentes a essas aplicacgoes en-

contram-se nos apeéndices 3 e 4, respectivamente.

APLICAGAO 1

O experimento que descrevemos abaixo, refere-se a uma
pecquisa realizada pelo Professor Dirceu do Nascimento, para
tese de doutoramento, apresentada na Faculdade de Ciéncias
Farmaceéuticas da USP.

Um dos objetivos do experimento € verificar como a qua-
lidade bacteriologica do leite & afetada pelo ”manuseio”.(oz '
denha,pasteurizacao e comercializacdo) e se esta varia segun
‘do os meses do ano em que a pesquisa fo% realizada.

Foram coletadas 153 amostras de leite no periodo de 30
de agosto de 1977 a 2 de fevereiro de 1978 na cidade de Joéo
Pessoa, Paraiba. Do total de amostras, 51 eram de leite cru,
coletadas na plataforma de recepgao da usina de pasteuriza-
cao (PRUP), 51 de leite pasteurizado do tipo C,coletadas na
camara fria da usina de pasteurizacgao (CEUP) e 51 de leite
do tipo C ja comercializado, coletadas nas,padafias e super-

mercados da cidade (COM).

=106~
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Para cada uma das 153 amostras, foram feitas'contagené/mﬂ
dos seguintes tipos de bacterias, utilizados como indicadores
da qhalidade bacteriologica do leite: mesofilas, psicrofi-
las, coliformes e coliformes fecais.'Os resultados dessas coh-
tagens para os trés locais considerados:(PRUP, CFUP, COM) en-
contramse nas TABS. I, II e III, respectivamente.

Iniciamos por uma Analise Descritiva dos dados. Alguns
resultados, para cada tipo bacteriolodgico, encontram-se nas
TABS. IV a VII.

A partif desses resultados, verificamos que:

(i) Existe grande variacao entre as amplitudes e entre os des-
vios padréo das caselas. Por exemplo, na TAB. VII, o desvio pa
" drao da casela PRUP X OUTUBRO & cerca de 130 338 vezes maior
que o desvio padrao da casela CFUP X NOVEMBRO.

(ii) E esperado que as amplitudes de variacdo e os desvios pa-
drao variem bastante segundo local jia que, apos o processo de
pasteurizacao, o leite torna-se mais hoﬁogéneo. Entretanto, fi
xado o local, pode-se observar ainda uma grande variacao das
amplitudes e dos desvios padrao dos periodos. Isto pode. ser
‘visto na TAB. VI em que as contagens do més de outubro de amos
‘tras colhidas na CFUP apresentaram a amélitude de variacao cer
ca de 1063 vezes maior que a amplitude de variacgao do meés de
setembro.

(iii) Existem muitas caselas em que o desvio padrdo. € maior
que a média-.sendo que na TAB. V iéto nao ocorre em apenas uma
- casela.

(iv) Em muitas caselas, a média e a mediana sao bem distintas,

indicando uma acentuada assimetria na distribuicado das varia-
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veis analisadas.

(v ) Existem amostras que apresentah resultados que sao bas-

tante atipicos. Este e o caso da amostra numero 25 da TAB.II
o li_formes

cuja contagem do nimero de bactérias mesofilas foi 240 000,

valor extremamente maior que os demais valores dessa varia-

vel.

Essas observacoes evidenciam que, para esses dados, as
suposigaes de normalidade e homogeneidade de variancia  nao
sio razodaveis. A continuac@o da analise com esses dados pode
fornecer ﬁonclusées bastante distorcidas.

Com o objetivo de estabilizar a variancia das caselas e
tornar a distribuicao dos erros mais pr6xima da normal, a-
plicaremos o método de BOX-COX paraba escolha de uma trans-
formacdo adequada a esses dados. Como esse método € sensivel
a presenca de "outliers" =, devemos detectar inicialmente
tais obsérvagées. Para iéso utilizamos uma técnica multivari
ada, que se baseia na distancia de Mahalanobis. Essa técnica
encontra-se descrita em AFIFI & AZEN (1972).

Como esta técnica exige que o vetor de observacoes te-
"nha distribuicdo normal multivariada nao devemos aplica-la
aos dados originais, visto que esta distribuigao afasta-se
muito da normal. Desta forma, a aplicacao da tecnica que de-
tecta "outliers'" aos dados originais produz uma quantidade
injustificével de observagoes consideradas como 'outliers' .
Por experiéncias anteriores, sabemos que a transformagao lo-
garitmica aproxima 'a distribuicao deste tipo de dados para
a normal. Assim, aplicamos a técnica, para cada local, ao lo

garitmo das contagens de bactérias.
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Fixando o nivel de significﬁncia em 5%, foram detectados
os sgguintes casos: amostra numero 15,24 e 46. da TAB. I; amos
tra nimero 25 da TAB. II e amostra nimero 3 e 49 da TAB. III.
" Decidimos que esses casos deveriam ser eliminados da anilise.
Assim, o tamanho da amostra ficou reduzido a 147.

Examinando a matriz de correlagdo e apos ter sido discu-
tido com o pesquisador os objetivos desse estude, decidimos
analisar as variaveis separadamente.

De écordo com os_objetivos da pesquisa, a técnica apro-
priada € a Analise de Variancia. Adotamos o modelo cruzado

paramétrico:

Yij "Wt Ay v By ARy Y ek

nomero de bactérias mesofilas da k-é€sima amostra, cole

Yijk
tada no i-ésimo local e no j-ésimo periodo.

u: média geral

A;: efeito do i-ésimo local

Bj: efeito do j-€simo periodo B

'ABij: efeito da interacao do i-ésimo local com o j-€simo pe-
riodo (efeito de casela) |

eijk: desvio casual da observacao yijk

Para as oﬁtras_variéveis, o modelo € o mesmo.
Para aplicér o procedimento de BOX-COX, utilizamos o "pa
cdte" SPSS (ver programa 2.1 do apendice 2). Os resultados do

procedimento de BOX-COX encontram-se- nas TABS. VIII a XI. e
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FIGS. 1 a 4. Verificamos que, para as quatros variaveis ana-
lisadas, o valor de A que maximiza a fungao de verossimilhan
ca é aproximadamente zero. (que corresponde a trénsformagéov
logaritmica ). Entretanto para estimarmos mais precisamente
o valor de X , repetimos o procedimento de BOX-COX para valo
res de A nas proximidades do zero. Os resulfados encontram-
se nas TABS. XII a XV. As estimativas de A para as vériéveis
numero de bactérias mesofilas, psicrofilas, coliformes e co-
1iformés fecais sao respectivamente X= - 0,05, X= 0, Xx=-0,02
e A= - 0,06.

Para verificarmos a efetividade da transformacao, repe-
timos os calculos da Analise Descritiva para os dados trans-
formados; correspondentes aos valores estimados de X e tam-
bém para a trahsformagéo logaritmica. Para efeito de compara
‘gao dqs dados originais com os dados transformados apresenta
mos o quadro abalxo que conieén c qﬁociente do maior desvio

padrao das caselas pelo menor desvio padrao:

TIPO DE BACTERIA

. ESPECIFICACRO Mesofilas | Psicrofilas | Coliformes | Coliformes fecais
Dadds Originais 2 611,24 2 139,57 27 930,67 - 130 337,99
Transformagao . | '
correspondente 13,25 3,18 2,39 1,98
a A
Transformagao '

Logaritmica 16,29 3,18 2,42 2,48

Adotamos a transformagao logaritmica, para as quatro va
ridveis analisadas, por facilidade de interpretagao e, espe-

cialmente, porque nesta escala a ordenagado das medias das
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caselas e das marginais (por local e por periodo) foi razoavel
mente p;eservada.

Os resultados da Ané;ise Descritiva para os dados transforma
dos estdio resumidos nas TABS. XVI a XIX. A transformagao reduziu
consideravelmente a variabilidade das variancias das caselas.

Os resultados da analise de variancia para os dados trans-
formados, obtidos através do comando ANOVA do SPSS,encontram-se
nas TABS. XX a XXIII. Para as quatro variave#s analisadas, o e-
‘feito de interacdo ndo & significante, para os niveis usuais.

Nos casos em que o efeito do fator é significante, aplica-
mos o método de comparacées multiplas de Bonferroni (PERES &
SALDIVA, 1982). As cdmparagSes de interéése sao as seguintes:
_(ij leite pasteurizado com leite comercializado; (ii) cada perio
do com o periodo seguinte.

O quadro abaixo resume as significancias encontradas:

TIPO BACTERIOLOGICO ... COMPARACOES SIGNIFICANTES
Mesofilas Setembro x Outubro
‘Psicrofilas Leite pasteurizado x Leite comercia-
‘ lizado ,
Coliformes -
Coliformes fecais Novembro x Dezembro

APLICAGAO 2

Consideremos um estudo sobre a resisténcia de telhas ondula

das da marca Eternit, realizado pelo Instituto de PesquisasTecno
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16gicas do Estado de.Siao Paulo. |

| Para o éxperimento , as telhas foram fixadas na 12 e 52
~onda (ver FIG. 5) e variou-se o tamanho do vao compreendido
entre as fixagoes. O teste de resisténcia consistiu em apli-

(1)

car-se uma carga e medir-se a resisténcia . Os resultados
obtidos encontram-se na TAB. XXIV.

O objetivo do experimento pode ser atingido atraves de
uma Analise de Regresséo,conéiderando-se como variavel res-
posta a resisténcia (Y) e como varidvel explicativa o tama-
nho do vao (X).

A FIG. 6 mostra como a variancia da variavel resistén-
cia diminui a medida que o tamanho do vao aumenta. Com o ob-
jetivo de estabilizar as variﬁn;ias, apliéaremos o procedi-
mento de BOX-COX para a escolha da transformacao adequada. A
utilizagﬁo desse procedimento exige a especificacao da rela-
c3o que liga a variavel transformada (yk) a variavel explica
tival(x). Em outras palavras, precisamos estabelecer a forma
da funcao g tal que yx = g(x), lk # 0.

De um modo geral, se g(x) € um polindmio em x, a fungao

A .
1/ , para diferentes valores de A , descreve uma

'y = g(x)
grande quantidade de ‘curvas que explicam a relacao entre y e
X, em muitas situagoes praticas.

Desta forma, com a utilizagéo desse procedimento, € pos-
sivel obter um valor de A tal que yx satisfaca as suposigoes

basicas da Analise de Regressao e y como funcdo de x repre-

sente bem o fenomeno estudado.

(1) carga em Kg até a ruptura.
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Um problema pratico que surge € a escolha do grau do po
lindmio g(x). Uma solugdo €& adotar inicialmente o polinomio
comﬁleto de maior grau possivel e eliminar os termos nao sig
nificantes. '

Para a Regressao polinomial de 4° grau, aplicamos o pro
cedimento de BOX-COX, utilizando o programa 2.2 do apéndi-
ce 2. Os resultados obtidos encontram-se na TAB. XXV e po-
dem ser visualizados na FIG. 7. onc \ioe de

A TAB. XXVI apresenta os resultados daVvaridncia do mo-
delo de Regrésséo correspondente ao valor de A estimado
(X = - 0,45). Como o termo quadratico e o de 4° grau sao nao
significantes para os niveis usuais, repetimos o procedimen-

- to-de BOX-COX para o modelo que inclui apenas o efeito line-

ar e o cubico. Neste caso, o valor de X estimado foi A=-0,60.

Os resultados da analise de variancia encontram-se na TAB.

XXVII e a equacao de Regressao estimada & dada por:

.z = 4330 - 43,0 Xq + 3,83 X3
A - . . - _.0,60 -1 .,6
onde Zée o valor estimado da variavel (y -1)/-0,60(140,931)
.xl e X4 sao os polinomios ortogonais referentes ao

efeito linear e cubico, respectivamente.
Para verificar a efetividade da transformacao, fizemos
uma analise de residuos do modelo acima e nao foi detectado

nenhum desvio das suposicOes basicas do modelo de Regressao.

0



APENDICE 1

TESTE DE TUKEY PARA NAO-ADITIVIDADE

Consideremos o modelo cruzado parametrico

Yij= u+Ai + Bj + ABij + E'ij’ | i=1,...,a, j=1,...,b (A.1.1)
onde,
u : média geral
Ay efeito do i-ésimo nivel de A
Bj efeito do j—ésimo'nivel de B
i3 efeito de interacao
eij : erro aleatOorio da observacao yij'

Como € usual, supomoé que Eij~ N(O,cz) e fazemos as

a
B.=0, £ AB..=0, Z AB..=0

a
seguintes restricoes : I A.=0, ,
= 1) i=1 M g=1 Y

mas o teste usual da interacao nao pode ser utilizado pois

ndo ha graus de liberdade suficiente. Uma maneira, sugeri-
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da por Tukey, & construir um teste que imponha restrigoes
donvépientes sobre a interacao ABij' Assumimos entd@o que
o efeito de interagao para cada casela e uma funcgao dos
efeitos prihcipais, segundo um polinomio do segundo grau,

ou seja

_ ' 2 2
ABij =a + oy Ai+ Bl Bj *oa, Ai+ 'yA.lBj + Bsz (A.1.2)

onde o ’al’Bl’Bz e Y sao constantes. Teremos

(0]
)
L MB.. .
=1 1) B, b b B, b
AB_.=—J—1————=0L +0L1 A+ L Yy B.+ azAzi-glA b B,+__% hX B2.=0
. b i p og=1 d b j=1 J b j=1
e
a
L ABtj o a a, a a
AB =L ca +l v Aspg B +—2 3 A+ Y B I A+8,B =0
-J a (¢} a i=1 1 1 . 1 2]

a i=1 1 a Ji=

a b
Como I A =0 e ¥ B.= 0, essas expressoes podem

j=1 1 j=1 J
ser simplificadas
2 B 0
AB=OLO+OL1A+0L2A.+ tr B, =0
1 1 b j=1 J
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AB =o + B, B. + ¥ A + B, B =0
Portanto,
b
2 B2
a, A. + o, Al = - o - — I B
1 1 2 1 o b j=1 3
e
o a
B, B, + 8,8 = - a -—%+ 3 X
J J 2 a i=1 *t

2 b p 2 '
AB..=-a - ——— I Bl - T Al +vy A B. (A.1.3)
1] °A b j=1 J a i=1 1 1] :
b z
L AB..
MasABi= =— % (~a -—= I B -— . Al +yA. B.) =
b b j=1 ° b j=17 a i=l
B b a, a A. b B, b a, a
= -0 -—2— ZB%—-——ZZA?+Y—12B=-0,——ZZ Bz.——z- ZA?=O
° b j=1 1 a j=1 * b j=1 J © b j=1 I ai=1?
b b
pois, por hipotese, £ B. =0 e I AB.. =0
Portanto,a expressao (A.1.3) se reduz a
AB.. = vyA. B. (A.1.4)

ij :
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Substituindo (A.1.4) em (A.l.l); obtemos o novomodelo :

.=pn+ A+ B.+ yAB.+e..,i=1,...,a, j=1,...,b’ A.1.5).
i~ Wt A Byt YAB. £y a, ] ( )
a b
com a restricao de que I A. =0 e I B. =0
. i - j
i=1 j=1
Agora a hipotese de interesse &
H : vy =.0 (A.1.6)

0 proximo passo edefinir uma estatistica para testar
essa hipotese. Para isso, vamos calcular primeiramente o es

timador de minimos -quadrados de y. A soma de quadrados dos

. a b a _ 7
erros € dada por S = I L €E.. = I L (y..-u-A.-B.-YA.B.)".
i=1 j=1 _‘. i=1 j=1 1] 1] 1]

e DO

Como eii € funcao nao linear de Ai e Bj’ assumimos por um

momento que esses parametros sao conhecidos.

Derivando S com relagcao a y, obtemos
5 a b

<2 S§=-2 3% ¥ A.B.(y..-u-A -B.-vA.B.)=0
a‘Y i=1 j:l 1 J ylj 1 J 1 J

Desenvolvendo o somatorio, obtemos

. a b ) a b
AB.y.. - £ T A.B. - I L A B. -
1] le F i=1 j=1 1] i=1 j=1 * J

N

2 o
- I T AiB' Y > Ai Bj. 0.



-118-

a b a b a b

Como I L AiB.-= z I Ag B: = E I A.B% = 0, te-
foi=1 j=1 Jooi=14=1 Y ) i=1j=1 ?
remos que
a b a b )
X r AB.y.. -y Z r A BT = 0, e portanto,
i=1 j=1 1] °1) i=1 j=1 i
a b
I I Ai Bj -yij
K Lt Wt - (A.1.7)
a
z A% b BZ.
i=1 * j=1 )

a b 2 g 2
ragdo € I I (YA;B.))" =y T A
i=1-j=1  *J =

(A.1.7) obtemos

Como Ai e Bj, na verdade,nao sao

conhecidos, substituimos pelos seus respectivos estimado -

res de minimos quadrados, obtidos apartir do modelo (A.1.1):

R =y;. -V, e Bs= ¥ g7, omde ¥y €Y 5 BEO

respectivamente as médias das observacdOes referentes a A,

e Bj ey & a média geral. Assim,a soma de quadrados as

sociada 3 ndo-atividade € dada por
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a b 5
L2 2 0;3-7 )0 -7 ) ;]
sq_ . =—=213 | (A.1.8)
N ADIT a _  _ , b _ .
- Lo -y, ) 6y-7.)
i=1 j=1

Para construirmos a estatistica que testa nao-aditivida

de vamos enunciar o seguinte teorema

a
- TEOREMA : Seja S = =

- i 2
. - - .+ T
RES A (y. y.. Y. Y. ) a soma

de quadrados: residual do modelo (A.1.1) e SQ_ dada por
. NADIT

(A.1.8). Definimos SQNOVO RES = SQQES - SQ Entao,

N ADIT

v . = 2 2 -
. = SQ_ . 1
sob a hipotese HO sy =0, Qﬁgﬁ/o e SQuovo res/® S3o in

l\\: ADIT

' . . s . e 2
dependentes e tem distribuicdo x~ com 1 e ab-a-b graus de

liberdade, respectivamente.
7

/
/
{

1

DEMONSTRACAO : Ver SCHEFFE (1959, pag.132) ou RAO (1973,

pag.250 e 251).

A nao-aditividade € testada pela estatistica

_ SQ_ » .
F = N ADIT (A.1.9)

SQnovo RrEs/ (ab-a-b)
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que tem distribdigéé F com (1,ab-a-b) graus delliberdade.
Quando a razao F gxcede o valor tabelado, rejeita-se a
hipotese de que o modelo aditivo € adequado.
Esse procedimento pode ser estendido para experimentos
fatoriais com trés ou mais fatores. No caso de ‘tres fato-

res, a soma de quadrados associada a n3o-aditividade € da

da por
abc _ - - - - - 2
[§?§ Gy, 0057y, D6k -¥..) Vi
SQ = 1 =
N ADIT 8 - - 22 .- - 28 52
N ooy, ) IOy, )T -y )
; PO 3 ..
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'APENDICE 2

'PROGRAMAS PARA A ESTIMACAO DE A DA TRANSFORMAGAO DE BOX-COX

2.1. USO DO SPSS
(CARTOES DE CONTROLE)

RUN NAME
VARIABLE LIST
INPUT MEDIUM
INPUT FORMAT
N OF CASES
VAR LABELS

- VALUE LABELS

~ COMPUTE
COMPUTE
COMPUTE

DO REPEAT
COMPUTE
COMPUTE
END REPEAT
ANOVA

STATISTICS

READ INPUT DATA
(DADOS)

FINISH

"2 END JOB

ESTUDO BACTERIOLOGICO DO LEITE (MESOFILAS)
X1 TO X2, Y1 TO Y4 |
CARD |

FIXED(2F2.0, 2(2X,F8.0), 2(2X,F8.1))

147 '

X1 LOCAL/X2 PERIODO/Y1 MESOFILAS/

Y2 PSICROFILAS/Y3 COLIFORMES/

Y4 COLIFORMES FECAIS

X1 (1) PRUP (2) CEUP (3) COM/

X2 (1) SET (2) OUT (3) NOV (4) DEZ

(5) JAN + FEV

Y1 = Y1/1000000
MG = 0.450527
LAMBDA = - 1.05

7 =721 TO Z20
Z=((Y1#*LAMBDA) -1.0) / (LAMBDA*MG **(LAVBDA-1.0))
LAMBDA = LAMBDA + 0.1

71 TO Z5 BY X1(1,3) X2(1,5)/
76 TO Z10 BY X1(1,3) X2(1,5)/
711 TO 215 BY X1(1,3) X2(1,5)/
716 TO 220 BY X1(1,3) X2(1,5).
1

OBSERVACAO: Para a utilizacdo desse programa & necessario o cal

culo antecipado da media geométrica (MG) .

-121-
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2.2. USO DO MINITAB
(CARTOES DE CONTROLE)
NOTE LEITURA DOS DADOS
NOTE C1 RESISTENCIA
SET C1

279 292 301 278

NOTE VARIAVEIS DEPENDENTES SAO 0S POLINOMIOS ORTOGONAIS
NOTE C2 LINEAR C3 QUADRATICO |
NOTE C3 CUBICO C4 QUARTOGRAU

SET C2 o ‘

(-2,-1, 0, 1, 2) 15

~ SET C3

(2, -1, -2, -1, 2) 15

SET C4 '

(-1, 2, 0,-2, 1) 15

" SET C5

(1,-4, 6, -4, 1) 15

NOTE CALCULO DA MEDIA GEOMETRICA (K2)

. LET C6 = LOGE (C1)

AVERAGE C3, K1

LET K2 = EXP (K1)

NOTE LAMBDA EM K3

LET K3 = - 1.05

NOTE PROCEDIMENTO DE BOX-COX

'STORE

PRINT K3 . - :
BRIEF 2 |

LET K4 = K3*K2# (K3- 1.0)
LET K7 = (Cl** K3-1.0)/ K4
REGRESS Y C7 4 C2 C3-C4 C5
LET K3 = K3 + 0.05

END

EXEC 20

STOP

?END JOB
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TABELA I Contagem de bactérias em amostras colhidas na plataforma de recepgao da
usina de pasteurizagao (PRUP) em Joao Pessoa - Pb. Agosto de 1977 a fe-
vereiro de 1978, ‘

PERTODO mggTRA TIPO DE BACTERIA
Mesofilas Psicrofilas L Coliformes | Coliformes fecais
Setembro 1 9 100 000 810 000 930 000 930 000
2 11 100 000 5 300 000 1 200 000 230 000
3 17 300 000 129 000 43 Q00 15 009
4 16 800 000 1 880 000 9 300 000 1 500 00C
-5 8 100 000 S 700 000 43 000 23 000
6 10 100 000 350 000 2 300 000 21 009
7 14 800 000 128 000 93 000 15 000
8 8 100 000 790 000 230 000 230 000
9 13 400 00O 11 900 000 23 000 23 000
10 8 300 000 7 900 000 230 000 93 000
1 3 500 000 430 000 23 000 23 000
12 3 200 000 1 190 000 15 000 4 300
13 7 900 000 4 800 000 430 000 150 000
Qutubro 1y 7 300 000 770 000 93 000 1 500
: 15 4 500 000 1 180 000 210 000 35 -
16 13 800 200 2 100 000 2 400 000 35 000
17 8 100 000 S5 400 000 230 000 9 300
18 8 100 000 1 140 000 2 400 000 21 009
19 3 200 000 1 300 000 $3 000 15 00C
20 6 200 000 250 000 930 000 93 000
21 16 100 000 2 8390 000 2 300 000 2 400 ooC
22 8 200 000 310 000 33 000 43 000
23 9 600 000 .6 200 000 33 000 93 000
4 950 000 0 5 00C 933
25 600 000 90 000 2 300 933
26 1 340 000 60 000 43 000 43 005
Novembro 27 12 400 000 90 000 23 000 930
28 4 000 000 1 300 000 430 000 21 000
29 13 300 000 1 930 000 43 000 9 300
30 3 700 000 -410 000 2 100 430
3l 3 900 000 510 000 230 070 230 000
32 1 090 000 30 000 43 000 93C
33 2 110 000 200 000 33 000 15 099
34 760 000 550 GOC 7 500 1 200
35 5 800 000 2 530 000 43 Coo 4 300
Dezembro 36 S 500 000 10 090 150 000 23 000
37 510 000 150 000 2 800 2 80¢C
38 49 000 000 1 100 00C 750 000 230 030
Janeiro 39 13 300 000 8 400 000 Z 400 000 210 000
e 40 1 140 000 270 000 4 300 4 300
Fevereiro 41 61 000 000 3 200 000 2 400 000 $30 000G
42 3 300 000 480 000 23 00C 4 33C
43 S 800 000 1 410 coo 93 00C 7 5GC
Ly 6 600 000 4 700 00C 230 00C 230 G320
us 28 300 000 1 400 00C 4 600 00G 280 00S
w46 170 o000 100 000 430 430
47 6 700 000 6 100 000 93 000 7 20C
48 2 200 000 600 00G 75 00C 4 30C
49 11 300 000 1 230 000 ~150 oocC 93 00C
S0 3 600 000 580 00C 93 C0G 93 0032
51 760 000 260 000 43 00C 4 300
FONTE - BUSSAB, W.0, 1981.
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TABELA 11 Contagem de bactérias em amostras colhidas na camara fria da usina de
pasteurizagao (CFUP) em Jodo Pessoa - Pb. Agosto de 1977 a fevereiro
de 1978.
PERTODO AMg?TRA TIiPO DE BACTERIA
Mesofilas Psicrofilas Coliformes Coliformes fecais
Setembro 1 192 000 940 93 2
2 300 000 35 000 4.3 0,3
3 155 000 630 43 4.3
4 176 000 1 350 230 7,5
H) 158 000 19 800 93 23
6 119 000 1 0S0 230 7,5
7 117 000 1 140 43 2,1
8 196 000 S 300 21 9,3
9 138 000 35 000 230 7,5
10 147- 000 6 600 150 23
11 122 000 1 700 4.3 0,9
12 116 €00 3 300 93 0,7
13 152 000 27 500 230 0,9
Outubro 14 151,000 730 - 23 0,3
’ 15 208 000 380 4.3 0,9
16 148 000 71 000 230 230
17 122 000 43 000 2 300 21
18 75 000 10 200 93 33
19 111 000 15 800 © 430 15
20 33 000 510 23 9.3
21 42 000 560 43 23
22 18 100 450 93 0,3
23 54 000 2 900 43 4.3
24 75 000 2 520 75 4.3
25 400 000 195 000 240 000 93
26 15 coo 1 160 93 4,3
Novembro 27 43 000 170 23 9,3
28 18 800 300 4,3 0,4
29 68 000 320 93 2,3
30 226 000 1 600 93 0,9
31 126 000 620° 430 15
32 23 100 410 Z,3 0.3
33 94 000 250 43 0,¢
34 S7 000 440 436 4,3
35 62 000 19 500 . 230 1,5
Dezembro 36 83 000 630 230 230
37 64 000 6 600 430 230
38 67 000 1 700 43 9,3
Janeiro 39 74 000 5 900 13 1,5
e 10 40 000 660 ° 93 43
Fevereiro 41 102 000 10 100 930 930
42 120 000 2 200 93 43
43 170 000 500 93 23
44 120 000 970 93 21
45 202 000 570 150 150
46 1 250 000 1 200 4.3 )
47 800 000 2 100 230 9,3
48 1 110 000 270 75 0,9
49 197 000 3 700 43 1,5
S0 1 460 000 32 000 23 4,3
51 1 880 000 31 000 930 4.3

FONTE - BUSSAB, W.0, 1981
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1170

TABELA I1T Contagem de bactérias em amostras de leite do tipo C colhidas nas pada-
rias e supermercados da cidade., (COM), em Jodo Pessoa - Pb. Agosto de
1977 a fevereiro de 1978. .
t
PERTODO AMS?TRA ‘ TIPO DE BACTERIA
Mesofilas ] Psicrofilas l Coliformes Coliformes fecais
Setembro 1 121 000 890 23 1,5
2 178 000 191 000 430 9,3
3 162 000 10 500 2 300 300
4 155 000 1 300 9.3 9,3
S - 145 000 1 760 43 0,4
6 310 000 "~ 96 000 430 2.3
7 103 o000 36 000 230 93
8 130 000 46 000 23 23
9 147 000 1 340 230 1,5
10 117 000 4 900 430 4.3
11 110 000 470 9;3 2.3
12 133 000 970 230 0.3
13 102 000 11 000 150 1,5
Outubro 14 159 000 4 600 9.5 9,3
15 298 000 53 000 23 0,7
16 131 000 58 000 4.3 1.5
17 3 150 000 1 140 000 9 300 93
18 123 000 14 200 230 250
19 115 000 44 000 930 7,5
20 27 900 110 15 0.9
21 125 000 2 820 230 2,3
22 11 200 350 230 0,4
23 430 000 61 000 1 500 0.9
24 53 000 4 400 230 2,3
25 24 200 7 900 " 93 0,9
26 66 000 2 100 430 0,8
Novembro 27 129 000 1 500° 93 2,1
28 139 000 50 2.3 0,+
29 100 000 23 400 93 0.4
30 101 000 41 500 930 0,2
31 78 000 1 220 93 9,3
32 101 000 10 602 430 0,
32 164 000 63 000 23 2.7
3 : 68 000 S 106 9 300 (
33 4 620 000 2 RO 00 21 000 73
Dezembro 30 45 000 360 4.3 0.7
1T 52 000 3 700 230 43
38 89 000 1 300 210 25
Janeiro 39 83 000 10 300 75 23
e 40 60 000 2 100 430 23
Fevereiro 41 109 000 5 70¢ 93 43
42 72 000 7 50C 150 23
43 79 000 1 030 . 23 4.3
44 209 000 970 93 4,3
45 66 000 1 320 43 2,3
46 117 000 3 100 43 15
47 1 200 000 7 200 930 9,3
48 700 000 1 800 43 0.4
249 2 800 000 39 000 93°000 1.3
T 50 1 140 000 11 oor 92 2,3
51 000 12 006 750 4.z

FONTE - BUSSAB, W.0, 1981.
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! TABELA IV - Estatisticas descritivas referentes a variavel "nuimecro de bactérias mesGfilas”

E LOCAL
PERIODO ESTATISTICAS - TOTAL
PRUP CFup COM
Setembro Maximo 17 300 000 300 000 310 000 17 300 000
Minimo 3 200 000 116 000 102 000 102 000
Amplitude 14 100 000 184 000 208 000 17 198 000
Media 10 130 769,23 160 615,38 147 615,38 3 479 666,67
Mediana 9 100 000 150 00o 136 000 162 000
Desvio _p;ndr."w 4 462 320,89 49 885,04 S4 037,35 S 384 281,17
Tamanho da amostra 13 13 13 39
Outubro Mdx imo 16 100 000 400 000 3 150 000 16 100 000
* Minimo 600 000 15 509 - 11 200 11 200
Amplitude 15 500 000 384 500 3 138 800 16 088 S00
Média : 6 814 615,39 111 738,46 362 561,54 2 429 638,40
Mediana 7 900 000 75 000 123 000 151 000
Desvio padrdo 4 751 853,35 104 263,12 845 095,8s 4 151 821,29
Tam:lnhp da amostra 13 a " 13 13 39
Novembro AN imo 13 300 ovo 266 000 4 020 0VU 13 300 ooy
Minimo 760 000 18 800 68 000 18 800
Amplitude 12 540 000 207 200 - 4 552 000 13 281 200
MGdia S 228 888,89 79 766,67 €11 111,11 1 973 255,50
Mediana 3 900 000 62 000 T 101 000 129 000
Desvio padrado 4 600 764,73 €4 203,33 1 503 631,3! 3 572 412,98
Tamanho da amostra 9 Q 9 27
Dezembro Miximo 49 000 000 83 oun 59 00 19 000 000
Minimo 510 000 64 00U 15 006 45 000
Amplitude 48 490 000 19 000 44 000 48 955 000
Média 18 336 666,67 717 333,33 62 000,00 6 156 666,67
Mediana S 500 000 . 67 Ui 52 uit 83 00¢
Desvio padriv 26 672 177,14 10 214,57 23 043,1¢ lo 164 700,18
Tamanho da amostra 3 3- 3 9
Janeiro e | Miximo 61 000 000 1 830 000 2 sui O ol 000 000
Feversirs | viaidio 170 000 40 000 60 000 40 000
Amplitude 60 830 000 1 840 0Oy 2 740 000 60 960 000
Média 11 090 000,00 578 816,15 600 384 1.2 1 089 743,5u
Mediana S 800 000 187 000 117 it 8006 00
Desvio padrao 16 783 699,43 638 981,y8 808 703,65 10 697 544,33
Tamanho da amostra 13 13 13 39
TOTAL Miximo 61 000 000 1 880 oot 4 620 00 61 000 Oov
Minimo § 170 000 15 506G 11 200 11 200
Ampli tude 60 830 000 1 864 500 4 o0& 80U 60 988 800
Média 9 147 647,06 235 245,10 364 574,51 3 259 155,50
Medianu 6 700 000 ' 120 0ov 121 000 170 000
Desvio padrac 10 960 164,52 379 380,53 856 323,15 7 566 962,15
Tamanho da amostra S1 51 51 153
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1}ABELA V - Estatisticas descritivas referentes a variavel “numero de bactérias psicrofilas"

LOCAL
PERIODO ESTATISTICAS TOTAL
PRUP CFup COM
Setembro Maximo 11 900 000 35 000 191 000 11 900 000
Minimo 128 000 630 470 ’ 470
Amplitude 11 772 000 34 370 ’ 190 530 11 899 530
Media 3177 461,54 10 716,15 30 933,08 1 073 036,92
Mediana 1190 000 ° 3 300 4 900 27 500
Desvio padrao 3 685 102,00 13 528,85 55 477,98 2 561 656,87
Tamanho da amostra 13 13 13 39
OQutubro Mi;imo 6 200 000 195 000 1 140 00U 6 200 000
Minimo 0 380 : 110 0
Amplitude 6 200 000 194 620 1 139 890 6 200 000
Média 1 668 461,54 26 477,69 107 136,92 600 692,05
Mediana 1 140 000 2 520 7 900 13 000
Desvio padrao 2 027 279,98 5S4 903,21 311 251,54 1 384 043,73
Tamanho da amostra 13 13 13 39
. Novembro Maximo 2 530 000 19 S00 2 800 000 2 800 000
Minimo 30 000 ; 170 5C S0
Amplitude 2 500 000 19 330 2 799 950 2 799 950
Média 838 888,89 2 623,33 327 374,34 389 628,89
Mediana 510 000 410 10 600 19 500
Desvio padrdo 884 723,75 6 343,332 927 484,14 792 837,57
Tamanho da amostra 9 9 g iy
Dezembro Maximo 1 100 000 6 60. 3 70 1 100 000
Minimo 10 000 630 ’ 3o 360
Amplitude 1 090 000 S 970 3 340 1 099 640
Média 420 000,00 2 976,67 1 786 .67 141 587,7%¢
Mediana 150 000 1 7C¢L 130 3 700
Desvio padrao 593 043,00 3 183,18 1 722,53 362 670,349
Tamanho da amostra 3 3 ’ 3 9
Janeirg e Maximo 8 400 000 32 000 39 00G 8 100 00U
Fevereiro | yinimo 100 000 270 970 270
Ampli tude 8 300 000 31 73¢C o 38 030 8 399 730
Média 2 213 846,15 7 013,02 7 924,62 741 645 .9
Mediana 1 280 000 2 10t S 7ut 10 100
Desvio padrao 2 630 736,71 11 213,24 10 154,15 1 815 075,72
Tamanho da amostra B3 13 13 39
TOTAL Maximo 11 900 000 195 006 2’8o 0uu 11 900 000
Minimo 0 17¢ 5¢ 0
Amplitude 11 900 000 194 830 2 799 95( 11 900 000
Media 1971 313,73 -11 906,47 95 091,37 692 770,52
Mediana 810 000 1 60U S 100 11 000
Desvio padrao 2 615 319,70 29 773,95 418 292,02 1 769 657,47
Tamanho da amostra 51 51 S1 153
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TABELA VI - Estatisticas descritivas referentes a variavel "nimero de bactérias coliformes"

PERTODO ESTATISTICAS LOCAL TOTAL
PRUP CFup COM
Setembro Maximo 9 300 000 230 ' 2 200 9 300 000
Minimo 15 000 4.3 9,3 1.3
Amplitude 9 285 000 225,7 2 290,7 9 299 995,7
Média 1 143 076,92 112,006 349,08 381 179,54
Mediana 230 000 93 230 230
Desvio padrao 2 539 735,99 - 90,93 608,63 1 528 007,13
Tamanho da amostra 13 13 13 ‘ 39
Outubro Maximo 2 400 000 240 000 9 300 2 400 000
Minimo 2 300 4.3 1.3 1.3
Amplitude 2 397 700 239 995,7 9 295,7 2 399 995,7
Média 684 792,31 18 726,95 1 017,28 234 845,52
Mediana 93 000 93 230 430
Desvio padrao 987 941,83 66 487,14 2 525,83 643 087,20
Tamanho da amostra 13 13 13 39
Novembro Maximo 430 000 430 - 21 000 430 000
Minimo 2 100 . 2,3 2;3 2.3
Amplitude 427 900 427.,7 20 997,7 429 997 .7
Média 101 622,22 ‘149,84 3 551,59 35 107,89
Mediana 43 000 93 93 430
Desvio padrao 141 263,04 173,32 7 202,80 91 952,21
Tamanho da amostra ) 9 9 9 27
Dezembro Maximo 750 000 430 230 750 0Co
Minimo 2 800 43 4.3 4.3
Amplitude 747 200 387 225,7 749 9957
Média 300 933,33 339,33 148,10 100 138,5¢
Mediana 150 000 230 210 230
Desvio padrao 395 806,28 193,54 124,494 248 550,0<
Tamanho da amostra 3 3 - 3 9
Janeirc_) e Maximo 4 600 000 930 93 000 4 0600 000
Fevereiro Minimo 430 4.3 23 4.3
Amplitude 4 599 S70 925,7 92 977 4 599 995,7
Média J 784 979,23 215,41 7 366,02 264 187.0-
Mediana 93 000 93 93 230
Desvio padrao 1 436 977,95 322,24 25 731,31 889 648.41
Tamanho da amostra 13 13 13 39
TOTAL Maximo 9 300 000 240 00v Y3 000 9 300 000
Minimo 130 2.3 2.3 2.3
Amplitude 9 299 570 239 997,7 92 997 .7 9 299 997,T
Media 701 655,49 4 897,34 2 861,51 236 471,40
Mediana 93 000 93 150 230
Desvio padrao 1 553 810,90 33 581,24 13 309,98 950 540,30
Tamanho da amostra 51 [ 51 51 153
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TABELA VII - Estatisticas descriticas referentes a variavel "nlmero de bactérias coliformes

fecais"
PERTODO ESTATISTICAS LOCAL TOTAL
PRUP CFUP COM

Setembro Maximo 1 500 000 == 23 -2 300 - 1 500 000
- Minimo 4 300. 0,3 0,4 0,3
Amplitude 1 495 700 22,7 2 299,6 1 499 999,7
Média 250 561,54 ' 6.85 188,37 83 585,58
Mediana 23 000 - B 4.3 2,3 9,3
Desvio padrao 450 757,8; . 7,82 634,96 280 125,69

Tamanho da amostra 13 13 13 39

Outubro Maximo 2 400 000 230 230 2 400 000
Minimo T35 0.3 0.4 0,3
Amplitude 2 399 965 229,7 229.,6 2 399 $99,7
Média 211 976,54 . 38,36 26,97 70 680,62

Mediana 21 000 - 9,3 1,5 21
‘Desvio padrao 658 206,83 66,08 65,99 383 479,34

Tamanho da amostra 13 13 13 39

Novembro Maximo 230 000 15 200 230 000
Minimo ) 430 0,3 0,4 0.3
Amplitude ' ! 229 570 14,7 199.,6 ° 229 999,7
Media 31 454,44 3,88 32,20 10 496,80
Mediana 4 300 1.5 2.1 9,3
Desviq padrao 74 808,00 5.05 67,41 41 158,55

Tamanho da amostra 9 9 G 27

Dezembro Maximo 230 000 ' 230 43 230 000
Minimo 2 800 9.3 0,” 0,7
* Amplitude ' 227 200 220, 426 229 999.,6
Média ’ 85 266,67 156,43 22,23 28 418,78

Medi.?na 23 000 233 23 230
Desvio padrio 125 749,01 127, 32 21, 0c °5 940,8C

Tamanho da amostra ',-’3 3 3 9

Janeirq e Maximo 930 (':)00 930 13 930 000
Fevereiro Minimo 430 0.5 0.4 0.4
Amplitude 929 570 929.1 12,6 929 999,6
Média 143 740,77 94,87 12,1y 47 944,12

Mediana 7 500 9.3 T 4,3 25
Desvio padrao .. 256 447.90> 254,16 12,58 159 615,95

Tamanho da amostra 13 13 13 39

TOTAL Maximo 2 400 000 930 2 300 2 400 000
Minimo . 35 0,3 0,4 0,3
Amplitude 2 399 965 929.7 2 299 .t 2 399 999,7
Média 165 104,22 45,59 65 ,0u SS 071,6uL

Mediana 21 000 1.3 2.3 23
Desvio padrio 419 809,15 138,95 322,41 253 114,70

Tamanho da amostra 51 F 51 ' 51 153
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-130-

: . A
~ . i : ° =y-]_
funcao de verossimilhanga (Lmax(x)). z A&A-l,
y = (nimero de bactérias meséfilas)/lO6 e y =
0,450527 '

X S(A;Z) Lpax (M) A S(r;2) Lpax (M)
-1,05 877,169 -131,291 -0,05 30,014 116,774
-0,95 532,856 - 94,655 0505 32,097 111,843
-0,85 330,151 - 59,470 0,15 39,119 97,301
-0,75 209,903 - - 26,182 0,25 54,011 73,591
-0,65 136,338 5,534 0,35 83,007 42,006
-0,55 91,751 34,645 0,45 139,007 4,109
-0,45 64,267 60,813 0,55 248 ,846 - 38,691
-0,35 47,335 83,289 0,65 469,194 - 85,303
-0,25 37,179 101,040 0,75 921,717 -134,932 -
-0,15 31,718 112,716 0,85 1871,786 -187,000

TABELA IX - Soma de quadrados fesidual (S

(A;z)) e maximo da

A
~ o cu . y© =1 -
funcao de verossimilhanca (LmaX(X). z = AQAHI
y = (nimero de bactérias psicrofilas + 1)/106 e
y = 0,0211943
A S(r3;Z) Lméx(x) A S(r;2) Lmax(x)
-1,05 158,917 = 53729 -0,05 0;206 482,918
-0,95 62,118 © 63,313 0,05 0,204 483,635
-0,85 25,225 129,551 0,15 0,266 464,130
-0,75 10,720 192,447 0,25 0,444 426,474
-0,65 4,804 251,442 0,35 0,879 376,276
-0,55 2,287 305,995 0,45 1,932 318,393
-0,45 1,167 355,446 0,55 4,542 - 255,564
-0,35 0,643 399,255 0,65 11,178 189,372
-0,25 0,387 436,573 0,75 28,482 120,625
-0,15 0,260 465,807 0,85 74,652 49,803




TABELA X -. Soma de quadrados residual (S(i;z)) e maximo

=i3le

funcao de verossimilhancga (Lmax(k)).

da

A .
z = X_TfT_ , ¥ = (numero de bactérias coliformes)
Ay
/10% e y = 0,102539
A_ VS(A;Z) Lmax(x) by S(x;2) Lmax(x)
-1,05 11 595,827 | -321,046 -0,05 5,117 246,803
-0,95 4 412,974 | -250,038 0,05 5,815 237,404
-0,85 1 718,007 | -180,699 0,15 11.493 187,329
-0,75 686,541 -113,281 0,25 32,247 111,500
-0,65- 282,804 | - 48,093 0,35 106,838 23,455
-0,55 120,716 14,479 0,45 387,948 - 71,327
-0,45 53,762 73,931 0,55 1 503,328 -170,888
-0,35 25,228 129,542 0,65 6 142,738 -274,346
-0,25 12,699 179,995 0,75 | 26 273,479 -381,162
-0,15 7,164 | 222,070 0,85 | 116 975,644 -490,928

TABELA XI - Soma de QUadrados residual (S(A;z) e maximo da
. : A '

.. . .y -1 =

funcao Ver0551m11han§a.(Lmax(k)). z = Ayx‘l ¥ =

(numero de bactérias coliformes fecais + 1)/103 e

y = 0,105790

A S(A3;Z) Lmax(x)f A S(A;2) Lmax(k)
-1,05 982,486 —139,625-' -0,05 3,998 264,941
-0,95 494,886 - 89,236 0,05 5,737 238,397
-0,85 253,009 - 39,910 0,15 14,680 169,340
-0,75 131,467 . 8,208 0,25 51,432 77,188
-0,65 69,612 54,941 0,35 208,266 - 25,606
-0,55 37,670 100,075 0,45 922,332 -134,981
-0,45 20,915 143,322 0,55 4 377,279 -249,441
-0,35 11,989 184,224 0,65 21 989,595 -368,080
-0,25 7,199 221,712 0,75 | 115 788,257 -490,178
-0,15 4,745 252,351 0,85 | 663 871,618 -618,533
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TABELA XII - Soma de quadrados residual (S(X;z)) e maximo da
, - A

fungdo de verossimilhanga (Lo (A)). 2z = SO

a ')\_1 ”*3
= - . - AY
y = (numero de bacterias mesofilas)/lo6 e
y = 0,450527

A S(A:2) | Lo (M) A S(A;Z) Loax (M)
-0,10 30,417 115,794 -0,05 . 30,014 116,774
-0,09 - 30,264 116,165 -0,04 30,042 116,706
-0,08 30,147 116,450 -0,03 30,109 116,542
-0,07 30,066 116,647 -0,02 30,214 116,286
-0,06 30,021 116,757 -0,01 30,358 115,937

TABELA XIII - Soma de quadrados residual (S(A;z)) e maximo da
funcgao de verossimilhanca (Lmax(x).

y = (nimero de’bactérias psicrofilas + 1)/106 e

y = 0,0211943
A S(A;2) L) A S(A:Z) Lo ()
-0,04 0,204 483,635 0,01 0,199 485,459
-0,03 0,202 484,359 0,02 0,200 485,090
-0,02 0,200 485,090 0,03 0,201 484,724
-0,01 0,199 485,459 0,04 0,202 484,359
0,00 0,198 485,829 0,05 0,204 483,635
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TABELA XIV - Soma de quadrados residual (S(A;z) € maximo da
' A
~ .. 4 _ y -

| funcao de v§r0551m11hanga (Lmaxﬁx). z Ayk'l g

‘ y = (nimero de bactérias coliformes) /104 e
y = 0,102539

A S(A;2) Lmax(k) A S(A;2Z) Lmax(k)
-0,10 5,804 237,544 -0,05 5,117 246,803
-0,09 5,616 239,964 -0,04 5,055 247,699
-0,08 5,453 242,129 -0,03 5,019 248,224
-0,07 5,316 243,999 -0,02 5,010 248,356
-0,06 5,203 245,578 -0,01 5,028' 248,093

TABELA XV - Soma de quadrados residual (S(A;z) e maximo da
A
- s s _ y -1
funcao de verossimilhanca (Lmax(k). Z —;K?T 3
y = (nimero de bactérias coliformes fecars + 1)/
10> e y = 0,105790
A S(A:2) LmaX(A) A S(A;2) Lo (M)
-0,10 4,153 262,145 -0,05 3,998 264,941
-0,09 4,085 263,359 -0,04 4.029 264,373
-0,08 4,034 264,282 -0,03 4,084 263,377
-0,07 4,002 264,867 -0,02 4,164 . 261,951
-0,06 3,990 265,088 -0,01 4,274 260,034
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TABELA XVI - Estatisticas descritivas referente a variavel
log (nimero de bactérias mesofilas)

LOCAL
PERTODO | ESTATISTICAS - : TOTAL
PRUP CFUP COM

Setembro [Amplitude . 1,6876 | 0,9502 1,1116 551335
Media 16,0211 |11,9506 | 11,8453 13,3099
Desvio padrao 0,5233 | 0,2678 0,3035 2,0167

Tamanho da amostra 13 13 12 38
Outubro Amplitude 3,2896 2,5967 | 5,6392 7,2707
Media 15,5236 |11,1045 | 11,6182 12,6403
Desvio padrao 1,0055 | 0,8438 1,4286 2,2410

Tamanho da amostra 11 12 13 36
- Novembro |Amplitude | 2,8622 | 2,4867 4,2186 6,5617
Media 15,0908 {11,0216 | 11,9904 12,7009
Desvio padrao 0,9756 | 0,7823 | 1,2878 2,0296

Tamanho da amostra 9 9 9 27
Dezembro |Amplitude 4,5652 | 0,2600 0,6820 6,9929
Media 15,4566 11,1686 | 10,9899 12,5384
Desvio padrao 2,2832 | 0,1388 0,3593 2,4772

Tamanho da amostra 3 3 3 9
.%ggiiggrg Amplitude 4,3853 | 3,8501 | 2,9957 7,3297
Media 15,5767 |12,5677 | 12,2325 13,4349
Desvio padrao 1,2611 | 1,2928 1,2412 1,9484

Tamanho da amostra 12 13 12 37
TOTAL Amplitude 4,7842 | 4,7982 6,0222 8,6027
Media 15,5860 (11,6944 | 11,8537 13,0182
Desvio padrao 1,0693 | 1,0453 1.,1259 2,0916
Tamanho da amostra| 48 50 49 147
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TABELA XVII - Estatisticas descritivas referente a variavel

log (numero de bactérias psicrofilas + 1)

: LOCAL
PERIODO ESTATISTICAS TOTAL
PRUP CFUP COM
Setembro Amplitude 4,5323 4,0174 6,0075 10,1393
Media 14,1141 | 8,3426 | 8,6945 10,4282
Desvio padrao 1,5352 | 1,4943 2,0658 - 3,1676
Tamanho da amostra 13 15 12 38
Outubro Amplitude 4,6380 5,2303 9,2461 10,9396‘
Media 13,6035 7,9012 9,1663 10,1004
Desvio padrao '1,5658 1,8573 2,4206 3,1036
Tamanho da amostra 11 12 13 36
Novembro Amplitude 4,4348 4,7424 |10,9331 10,9351
|Media 12,9446 6,4379 9,1943 9,5256
Desvio padrao 1,4502 | 1,4365 3,0459 3,3943
Tamanho da amostra 9 9 9. 27
Dezembro Amplifude 4,7005 2,3491 2,3300 8,0247
' Media 11,6799 7,5604 7,0920 8,7774
Desvio padrao 2,3593 ~|-1,;1785 | 1,1657 2.6188
Tamanho da amostra 3 3 3 9
Janeiro e |Amplitude 3,4376 4,7751 2,5154 10,3453
 Feverelro hygz4ia 14,0729 | 7,7547 | 8,2150 9,9531
Desvio padrao 1,1928 1,5429 0,9584 3,1494
Tamanho da amostra 12 13 12 37
TOTAL Amplitude 7,0817 6,0346 [10,9331 12,3800
' Media 13,6153 | 7,6940 | 8,6959 9,9615
Desvio padrao 1,5807 1,6468 2,1404 3,1477
Tamanho da amostra 48 50 49 147
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TABELA XVIII - Estatisticas descritivas referente 3 variavel
log (numero de bactérias coliformes)

LOCAL
PERIODO ESTATISTICAS TOTAL
PRUP CFUP COM
Setembro | Amplitude 6,4297 | 3,9795 3,8338 | 14,5869
Media 12,1983 | 4,1419 4,5007 7,0114
Desvio padrdo 2,0058 | 1,4091 1,5019 4,1243
Tamanho da amostra 13 13 12 38
Outubro Amplitude 6,9503 | 6,2820 7,6792 | 13,2324
Media 12,2082 | 4,3675 5,0145 6,9969
Desvio padrio 2,1294 | 1,5874 2,1753 | 4,0094
Tamanho da amostra 11 12 13 36
Novembro | Amplitude 5,3218 | 5,2309 9,1194 6,9078
' Media 10,5978 | 3,9799 5,5061 6,6946
Desvio padrao 1,6287 1,8856 2,8578 3,5688
Tamanho da amostra 9 9 9 27 -
Dezembro | Amplitude 5,5905 | 2,3026 3,9795 | 12,0692
' Media 11,1279 5,0877 4,0813 6,7656
Desvio padrdo 2,8778 | 1,1906 2,2717 3,8222
Tamanho da amostra 3 3 3 9
Janeiro e | Amplitude 6,9751 | 5,3766 | 3,6997 | 13,8830
. FRVEreIro ' ymgey 11,9677 | 4,5141 4,7387 7,0043
Desvio padrdo 2,0473 | 1,4226 1,1873 3,8142
Tamanho da amostra 12 - 13 12 37
TOTAL Amplitude 8,3958 | 6,9078 9,1194 | 15,2126
Media 11,7759 | .4,3204 4,8543 6,9328
Desvio padrao 2,0425 | 1,5041 1,9385 3,8518
Tamanho da amostra 48 50 49 147
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TABELA XIX - Estatisticas descritivas referente- a variavel .-

.log (numero de bactérias coliformes fecais + 1)

PERIODO | ESTATISTICAS LOCAL | ToTAL
PRUP CFUP COM ‘
Setembro Amplitude 5,8546 4,3395 | 5,4489 15,4249
Média 11,0535 | 1,6218 | 1,6553 | 4,8590
Desvio padrao 1,7591 0,9845 1,2475 4,7195
Tamanho da amostra | 13 13 12 38
Outubro | Amplitude 7,8558 | 6,6421 | 6,3544 | 15,8950
Media 10,2026 2,2941 | 1,6305 4,4710
Desvio padrao 2,1197 1,6175 1,6190 4,2369
Tamanho da amostra 11 12 13 36
Novembro Amplitude 6,2820 3,9120 6,2146 13,5498
Media 8,4720 1,1961 1,7375 3,8019
Desvio padrao 2,0002 0,8875 1,8811 3,7333
Tamanho da amostra 9 9 9 27
Dezembro | Amplitude 4,4085 3,2081 4,1179 12,7025
Media 10,1090 4,4057 2,4976 5,6707
Desvio padrao 2,2048 1,7957 1,7302 3,8121
Tamanho da amostra 3 3 3 9
Janeirg e | Amplitude 5,3766 6,9405 4,6775 14,6592
Fevereiro | \z4ia 10,4210 | 2,6730 | 2,1792 5,0257
Desvio padrao 2,0480 1,8540 1,0474 4,1431
Tamanho da amostra 12 13 12 37
TOTAL Amplitude 8,6272 8,0392 6,3544 15,8950
Media 10,1573 2,1469 1,8437 4,6615
Desvio padrao 2,0976 | 1,5991 | 1,4339 4,2084
Tamanho da amostra 48 50 49 147
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TABELA XX - Resultados da analise de variancia da variavel

log (numero de bactérias mesofilas)

'
I

FONTE DE VARIAGAO

G.L.

5.Q.

Q.M.

PROBABILIDADE DE

SIGNIFICANCIA
A 2 468,674 234,337 223,196 0,000
B 4 17,566 4,392 4,183 0,003
AB 8 11,876 1,485 1,414 0,196
“Residuo 132 138,589 1,050 - -
' Total 146 638,715 - - -

TABELA XXI - Resultados da analise de variancia da variavel

log (numero de bactérias psicrofilas + 1)

PROBABILIDADE DE

FONTE DE VARIACAO | G.L. 5.Q. Q.M. F STEREIET
A - 977,112 488,556 156,036 0,000
B 27,453 6,863 ° 2,192 0,073

. AB 8 29,471 3,684 1,177 0,318
Residuo 132 413,299 3,131« - -

Total

146 1 446,603
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TABELA XXII - Resultados da analise de variancia da variavel

log (numero de bactérias coliformes)

PROBABILIDADE DE

FONTE DE VARIACAO | G.L. 5.Q. Q.M. F STONIFICANCIA
A 2 1681,009 840,504 242,569 0,000

B 4 4,554 1,139 0,329 0,858

AB 8 25,363 3,170 0,915 0,506
Residuo 132 457,382 3,465 - -
Total 146 2 166,109 - - -

TABELA XXIII - Resultados da analise de

variancia da variavel

log (numero de bactérias coliformes fecais +1)

! PROBABILIDADE DE

FONTE DE VARIAGAO | G.L. S.Q. Q.M. F " SIGNIETCANCIA
i
A 2 2154,471 1 077,235 395,789 0,000
- B 4 36,267 9,067 3,331 0,012
AB 8 35,237 4,405° 1,618 0,125
Residuo 132 359,270 2,722 - B
Total 146 2 585,793 - - -
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TABELA.- XXIV - Resisténcié(l) de telhas onduladas Eternit

i

TAMANHO DO VAO (mm)
‘N® DE ORDEM .

1080 1690 2300 2910 3520
1 279 244 138 118 75

2 292 205 141 92 78

3 301 197 129 91 86

4 278 215 133 103 80

5 286 180 140 98 79

6 263 164 145 103 83

7 270 225 112 114 83

8 312 220 133 98 82
9 219 187 141 94 88
10 257 208 121 101 88
11 281 191 121 102 86
12 284 196 112 85 83
13 264 192 144 100 82
14 232 195 117 85 81
15 208 178 - 138 90 78

(1) Carga em Kg até a ruptura
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TABELA XXV - Soma de quadrados residual da variavel z = XT}%’
y: resisténcia (1), y = 140,931 Ay
A S(A32Z) Lo (V) % S(A3Z) Lo ()
-1,05 12 372,2 .-83,15 -0,55 - 11 141,9 -81,45
-1,00 12 17¢,0 -82,88 -0,50 11 114.,4 -81,41
-0,95 11 985,8 -82,64 -0,45 11 104.,4 _—81,39
-0,90 11 819,4 -82,41 -0,40 11 112,2 -81,40
-0,85 11 670,6 -82,20 -0,35 11 138,0 - -81,44
-0,80 11 539,3 -82,02 -0,30 11 182,0 -81,50
=0,75 11 425,3 . -81,86 -0,25 11 244.8 -81,60
-0,70 11 328,6 -81,72 -0,20 11 326,5 -81,71
-0,65 11 249,1 -81,60° -0,15 11 427,7 -81,86
-0,60 11 186,8 -81,51 -0,10 11 548,9 -82,03
(1) Carga em Kg até a ruptura.
TBAELA XXVI - Tabela de analise de variancia da variavel
-0,45 _, X
zZ = 'y T a5 > V¢ resistencia(l)
(-0,45).(140,931) - ’
///
FONTE DE VARIAGAO | G.L. 5.Q. Q.M. E
Linear 1 276 608,5 276 608,5 1 744,06
Quadratico 1 310,4 310,4 1,96
Cibico 1 2 102,6 2 102,6 13,26
Quarto grau 1 195,2 195,2 1,23
Residuo 70 11 104,5 158,6
Total 74 299 321,2 - -

(1) Carga em Kg até a ruptura.
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TABELA XXVII - Tabela de analise de- variancia da variavel
~0,60 _

z = - 1_1 =5—> Y@ resisténcia (1)
€0,60) (140,931) >
FONTE DE VARIACAO | G.L. s.Q. Q.M. F
Linear 1 277 987,1 277 987,1- 1 795,41
Cibico 1 2 1966 2196,6 . 13,90
Residuo 72 11 374.,6 158,0 -

Total 74 291 558.3 = =

(1) Carga em Kg até a ruptura



" FIGURA 1 - Maximo da fungdo de verossimilhanga: (mesofilas).
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FIGURA 3 - Maximo da funcgao de verossimilhanga (coliformes).
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FIGURA 6 - Resisténcia em funcdo do tamanho do vao.
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