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CAPITULO l

inTRODuçÃO

Inúmeros problemas do mundo real envolvem sistemas
de natureza aleatória, isto é, sistemas estocãsticos.

Ocorre com freqüência que os modelos matemáticos

desses sistemas têm grande grau de complexidade, não sendo

possível algumas vezes encontrarmos fórmulas analíticas para

descrever o seu comportamento. Na teoria das filas, quando os

intervalos entre chegadas e os tempos de servi.ços não são

exponenciais, em geral não obtemos fórmulas analíti.cas para

a distribuição estacionária quer do número de elementos no

sistema quer para o tempo de espera na fila. Nas redes de
filas e redes de comunicações é difíci.l determinar fórmulas

anall'tecas para as medi.das de desempenho desses si.stemas. Além

de métodos de aproximação, a si.mulação desses sistemas é um

instrumento importante para o seu. estudo.

O principal objetivo da maioria das simulações de

sistemas estocãsti.cos é estimar propriedades do cona)ortamento

estacionário do mesmo, tais como obter estimati.vas pontuais

ou i.ntervalos de confiança para a medi.a da sua distribuição
estacionári.a ou funções da mesma

l
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Como em geral as observações XIPX2)... geradas
através da simulação são correlacionadas, os métodos da es-

tati'stica clássica para obtenção de intervalos de cona.anca,

baseados em seqüênci.as de variáveis aleatóri.as independentes
e identi.camente di.atribuídas, não são aplicáveis.

Algumas aproximações têm sido utilizadas para en
frentar o problema da correlação, como por exemplo, agrupar

as observações em blocos aproximadamente i.ndependentes e
identicamente distri.buidos e então utilizar os métodos da

estatl'stica clássica. Este procedimento é anotado nos métodos

de réplicas e blocos

Métodos de analise de séries temporais, que levam
em consideração a existência da correlação entre as obser-

vações, podem também ser uti.lizados

No Capítulo 2, apresentaremos alguns resultados fun-

damentais da teoria da renovação e dos processos regenerati-

vos. O primei.ro a introduzir o processo regenerativo foi.

Smi.th (1955 e 1958), seguido de M.iller C1972)

O método regenerativo permite a obtenção de blocos

de variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-

tri.buÍdas, tem a vantagem de eliminar os problemas decorrentes

da escolha do estado inicial da simulação e permite que se

apliquem os resultados da estatl'ética clássica
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No Capa'tule 3, apresentaremos está.madores pontuais
e i.nterva].os de confiança para parâmetros associados à dis-

tri.buição estacionãri.a de .processos que podem ser modelados

como processos regenerativos. Consi.deraremos em especial a

construção de i.ntervalos de confiança para a média da di.stri.
buição estaca.onãria

No Capítulo 4, faremos as apJ-icações prãti.cas e si

mularemos uma :fila NÍ/M/l usando o método regenerativo, a fi.m

de estimarmos o tempo médio de espera na fila sob a distri-

buição estacionãri.a, através dos está.madores apresentados no

Capítulo 3. Intervalos de confiança para o tempo médio de es
pera na fila, serão apresentados e determinada a proporção
de cobertura para os mesmos.

Para obtenção destes resultados foi elaborado um

programa computacional em linguagem Fortran, na versão Flex,

que apresentaremos no Apêndice, onde também serão apresenta-
dos alguns tópicos pertinentes ao desenvolvimento do trabalho.
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O MÉTODO REGENERATIVO

2.1 - 1 NTRODUÇAO

O método regenerativo é uma técnica que posei.bi.li.ta

o uso dos métodos da estatística clãssi.ca como conseqüência

da obtenção de um grupo de observações aleatórias, que gru-
padas de acordo com os sucessivos retornos para uma determi-
nada condição, produzem blocos independentes e identicamente
distribuídos.

Assim, os problemas de dependência entre observa-
ções e a dificuldade em começarmos o sistema no estado de

equilíbrio, são eli.mi.nados, pois, é possx'vel tomarmos um es-

tado em que o si.stema se regenera como o estado inicial e

fixarmos um certo número de ciclos para rodarmos a simulação,

obtendo então, observações em blocos independentes e identi.-
comente distribuídos.

O uso de tal método é possz'vel quando o processo
simulado é um processo ''regenerativo'', do qual trataremos
neste capítulo.

Como os processos regenerativos estão fundamentados

4
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na teoria da renovação, que é uma importante ferramenta da

teoria da probabilidade, apresentaremos ini.cialmente al-guns

dos p-rincipais resultados daquela. teoria

2.2 - TÓPICOS DA TEORIA DA REÍIOVAÇÃO

Consi.detemos um detemiiílado fenómeno, sendo {Xk, k)l}

a se.qüênci.a de instantes entre ocorrências sucesso.vas deste

fenómeno. Seja

s : o0

e

Sn : XI + X2+
n E: N+x

11 9

que representa o tempo total até a n-ésima ocorrência

Defjniçio 2.2.1 - A.seqti8ncia S = {S.: n E:N} seta

um processo de renovação se XIPX2)... forem vara.ãveis alea-

tórias não-negati.vas, independentes, e identicamente distri-

bui'das. Então OS Sn são chamados tempos de renovação.

Sejam a função de distribuição comum e o tempo médio

comum das variáveis XI..... dados respectivamente por:
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F(t) = P(Xk $ t) k>l

e

E(Xk) xF(dx) , k>.,l ( 2 . 2 . 2 )

Suporemos F(0) = P(Xk:0) < 1 e que E(Xk)

Pela lei forte dos grandes números, temos que

kêl

Sn
n > u, com probabili.dade l

n4'm
( 2 . 2 . 3 )

Agora, consideremos também o número de Fenol'anões

no interva[o de tempo [0;t] dado pot:

N(t) suptn: - Sn -< t} ( 2 . 2 .4 )

O principal objetivo da teoria da renovação é obter
propriedades de certas variáveis aleatórias associadas com

{N(t)} e {Sn' n>.0}, como por exemplo,o número médio de re-

novações em [0 ,t]

Para calcularmos a. distribuição de probabilidade
de N(t), temos que

N(t) >, n < ' n ( 2 . 2 . 5 )



n] = P[N(t) >, n] - P[N(t) ) n+]]

P(Sn .< t) - P(Sn+l $ t)

F. (t) - F..l (t), t>0, nê].

Fn(t) : Jo n-l(t-x) dF(x) = / Fn-l(t-x) dF(x) (2.2.6)

é a fórmula da convolução das ''n'' variáveis aleatórias (ver

Apêndice)

Seja M(t), o número medi.o de renovações no enter

to [0,t], denomi.nado por função renovação, então

M(t) = E[N(t)] = EI.Fn(t).(2.2.7)

Para verificação desta igualdade consi.deremo

N(t) = E A

onde

va

S
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1, se a n-ésima renovação ocorreu em [o , t]
An

0, caso contrario

M(t) = E[N(t) ] EI E A E
l n=l E(An) : .}l. P(An:l)

n=1 P(Sn 5 t)

M(t) = E F (t)
n:l n '

Teorema .:.=.Z..8 - Seja S = {Sn: ncN} um processo

de renovação, e suponha que F(t) seja tal que F(0)<1 então

M(t) < m para 0.<t<m

A prova deste teorema encontra-se em Çinlar (1975)

e Ross (1970), por exemplo, sendo por isso, aqtli emiti.da

Mostraremos que M(t) (2.2.7) satisfaz a seguinte
equação:

M(t) = F(t) + l M(t-x) dF(x) , tãO
0

t
( 2 . 2 . 9 )

Para obtenção de tal resultado defi.niremos a es

perança conde.cional de N(t) dado o tempo da primei.ra Feno
vaçao:
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E[N(t)/X.l:x] : IOp x>t;

1 + M(t-x) , x(t
( 2 . 2 . 1 0 )

então

M(t) = E[N(t)] = J E[N(t)/Xl:x] dF(x)

,t

1 [1 + M(t-x)] dF(x)' o .

logo

M(t) = F(t) + l }lCt-x) dF(x)
0

t

que é chamada equação renovação

Uma generalização da equação renovação é a seguinte

g(t) = h(t) + l g(t-x) dF (x) , t)0
t

(2.2.1] )

onde, h e F são funções conhetidps e o problema é deter

minar g como solução da equação 2.2.11

Teorema 2.2.12 - Suponha que h(t) seja uma fun-

ção limitada. Existe uma Única função g limitada em inter-

va].os fmi.tos que satisfaz a equação renovação (2.2.11) e
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g(t) = h(t) + l h(t-x) dM(x)' 0

bl(x) = E. Fn(x) é a função renovação.

Demonstração: A equação 2.2.11 em terra

função e

os

e

( 2 . 2 . 1 3 )

de. conto

F;

rmada de Laplace temos

g(s) = h(s) + g(s) F(s) ( 2 . 2 .1 4 )

g (s) = --!!.b
l-F(s)

s)

) : ib) l--J:. ': i;b) ll . -.!.ÇD.
l -F(s) l l l -F(s)

usando o fato de que M(s) = --E-çâ.}- temos então
l-F(s)



g(s) = h(s) + h(s) m(s) ( 2 . 2 . 1 5 )

donde.obtemos então 2.2.12. A unicidade é garantida, desde
que a transformada de Laplace determina unicamente a função.

Apresentaremos a seguir alguns resultados funda-
mentais da teoria da renovação

€

Teo rema 2.2.1 6 Com probabili.dade l

N(t)
t .. .L

t+- P
( 2 . 2 . 1 7 )

Demonstração : Temos que

SN(t)
NCt

SN(t)+l
N(t C 2 . 2 .1 8 )

pela lei forte dos grandes números, com probabilidade l

Sn
n H+w

Desde que N(t) > 00

t+"
com probabilidade l,

temos que

SN(t)
t+«

com probabilidade l ( 2 . 2 . 1 9 )
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Pelo mesmo argumento, temos com probabilidade l,

que

$gF : \8H . qW.-' «
( 2 . 2 . 2 0 )

pois :i)!ilrF!:=Ç-L > 1 ocorre
t+"

De 2.2.18, 2.2.19 e 2.2.20 obtemos então 2.2.17

A seguir apresentaremos um resultado sobre a con

verg8nci.a do número médio de renovações por unidade de tempo

Seja S = {Sn: n>p0} um processo de renovação

E(Xi) < ", i.21, então:

M(t) ... ].
t ... Pt+« '

Um modo de demonstrar este resu].tado é mostrar que:

!:p :«' u-P ; -} ' !:! ;ú- M-P . -{t->oo

Teorema 2 2 21 Teorema daElementar Renovação

com

( 2 . 2 . 2 2 )

os qual.s implicam na coüverg8ncia precedente.

O resultado que enunciaremos a segui.r, dã o com
o assintótico da soluç:ão da equação renovaçãoportament
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Teorema 2.2.23 - Teorema Básico da Renovação

Seja F a função de distri.bui.ção de uma va-

ra.ãvel aleatória com média u. Suponha que h é diretamente
integrãvel e g é a solução da equação renovação

g(t) = h(t) + J g(t-x) dF(x)' 0

i) Se F é não-aritmético, então

].im g(t)
t->" l h(t)dx, se u<m;' o .

se l.l=m

( 2 . 2 . 24 )

ii) Se F é aritmético com amplitude À, então

para V'c>0

lim g(c+nÀ) =
t->"

h(c+nÀ) , se U<m

( 2 . 2 . 2 5 )
se u=m

As defi.ni.cães de -aritmético e diretamente Ri.emann

.jaiÇSgl3)!ie.L encontram-se no Apêndice; para demonstração ver
Feller (1966)

Uma formulação equivalente e expressa em termos da

função renovação é apresentada. a seguir:
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Igoremq 2:2:26 - Seja F a função de distribuição

de uma variável aleatória positiva com média p. Seja

NÍ(t) = E. Fn(t) a funçaõ renovação associada a F. Seja

h>0 e fixado.

i) Se F é não aritmético, então

[imIM(t+h)-]'](t)] = -1-, ver Fe]]er (1966)
t-+m "

( 2 . 2 . 2 7 )

{i) Se F é aritmético com am!)litude À,
então o resultado (2.2.27) continuara vã-

li.do desde que h seja um múltiplo da aD
plitude À. Ver Feller (1966)

O teorema elemel)tar da renovação (2.2.21) pode ser

considerado como um corolãri.o do teorema 2.2.26 considerando

bn = M(n+l)-M(n), se F é não-ari.tmético, o teorema 2.2.26

di.z-nos que

lim b. = -1- (2.2 .28)
n->oo

A média de bn também converge para -:lÍ

k:: bk : = -} k:o M'k''"D-"Ü)] : H aP: -} P.Z .:')
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Agora para um t arbi.trãrio e positivo, seja [t] o maior
inteiro não excedendo t. Como M(t) é uma função monotona,

temos que

[t] M([t]) , MÇ!.} < [tJ+]
''i' "''t'tT' ' t ' t

bí ( [ t ] ) +]
[t] +i

( 2 . 2 . 3 0 )

como !!$1ii.} esta entre duas quantidades que convergem

-.L temos então
P

para

que é o teorema elementar da renovação

2.3 - PROCESSOS REG EF.IERATIVOS

Suponha que o sistema si.mulado seja um processo es
tocãstico. De modo informal, tal processo é di.to ''regenera-

tivo'' se tem a propri.idade de sempre retornar para alguma

condição ''regenerati.va'', mediante a qual a evolução futura

do processo é independente dojcomportamento passado e tem a

mesma distribuição de probabilidade. .Isto equivale a di.zer

que exi.stirã uma sequência de instantes aleatórios

0 : Bo$131$B2.<.. ) chamados de instantes de regeneração, tal

que a cada um dest instantes,es 0 tem aprocesso estruturamesma
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probabi.lística que teria no i.nstante f31;.ou seja, entre
quaisquer doi.s instantes consecutivos a porção do processo

é uma réplica identicalnente di.stribuída e independente da

porção entre quaisquer doi.s tempos consecutivos

Um processo regenerativo é definido da seguinte ma
'negra

!!i11j..!!.!.çt.g .ê.=.2.=1 - O processo {Xt:t>z0} é di.to re-

generativo se existe uma seqüênci.a S ,SI,... de tempos de

parada, tal que

(a) S = {Sn: n c N} é um processo de renovação.

(b) Para qualquer n,m E: N, tl,t2,...,tn E: R+ e

qualquer função limitada g, defina.da no es-
paço R'', temos

Elg(XSm+tl' ' ' ' 'XS +tn)/}h:uÇSml:Elg(XtlP'
( 2 . 3 . 2 )

A definição de tempos' de parada encontra-se no

Apêndi.ce. A propriedade (b) i.é denominada propriedade de re

veneração e os instantes S.,SI'.. são chamados os instantes

de regeneração

Designemos por {x t>,o }t) o futuro do processo
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{Xt:t>.0} com relação ao i.nstante T, para T=Sm' m=1,2...,

isto é Xt=XT+t' A parte (b) da defina.ção 2.3.1 nos diz

que {Xt,t>0} é independente da história {Xu)u(T} e que

a distribuição de {Xtlt>0} é a mesma que de {Xt)t>z0}

Seja {Xt:t>0} um processo regenerativo com pon-

tos de regeneração S = {Sn: n c: N} e seja F a função de

distribui.ção dos tempos entre regenerações. Definamos para um

subconjunto A contido no espaço de estados E, a função:

h (t , A) P(Sl>t9 Xt e A), tb0, ( 2 . 3 . 3 )

e sela

g(t) = P(Xt e A), tã0; ( 2 . 3 .4 )

de 2.3.1 temos que

P(Xt e A/SI) g(t-SI) no conjunto {sl«} ( 2 . 3 . 5 )

e então a função g satisfaz a equação

g(t) = h(t,A) + l g(t-s) dF(s)
t

0
( 2 . 3 . 6 )

que é a equação renovação dada por 2.2.11
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Exemplos !je l?ro.gessos Regenerativos

Exemplo 2.3.7 - Seja Z uma cadeia de Markov irredutível re-

corrente aperiÓdica, com espaço de estados contável; se j é

um estado fixado, então cada i.]lstante em que o estado j é

alcançado é um instante regenerativo para Z .inici.ando em j.

Exemplo 2.3.8 - Seja Z... o tamanho da fila com um servidor,

com chegadas de Poisson i.ndependentes e identi.lamente distri-

buídas e tempos de serviços também independentes e identi-

camente distribux'dos bem como independentes dos intervalos en

tre chegadas. Suponha que a origem do tempo é considerada coIRo

o instante em que um cli.ente sai. do sistema e dei.xa exatamente

''j'' clientes neste sistema. Então a cada instante que sai um

cliente e deixa exatalnente ''j'' cli.entes no sistema o pro-

cesso se regenera e Zt é um processo regenerativo.

Exemplo 2.3.9 - Seja Z. o i.ntervalo de tempo de t até o ins-

tante da (n+l)-ési.ma ocorrênci.a em um processo de renovação
S; isto é,

Sn+l-t) se Snet$S....l para algum n c N;
zt

caso contrario,
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então Zt é um processo regenerativo com espaço de estados
[ 0 ,n]

Os resultados obti.dos da teori-a da renovação apli

cam-se para o processo regenerativo.

Pode-se consi.durar processos regenerativos a pa
râmetro discreto ou contínuo.

Sejam 0= Bo.<Bl$... a seqüência de instantes de

regeneração de um processo a parâmetro discreto. Consideremos

a porção do processo

{Xn: Bj-l.<n$Bj}

Façamos

aj : Bj'Bj-l' j >l ( 2 . 3 . 1 0 )

então a.i representa o número de ocorrências entre os ins-

tantes regenerativos (j-l)-ésimo e j-ésimo e é chamado de

j -ésimo ci.clo.

Para apli.cações a simulação, suponhamos que o prg
cesso simulado possa ser identificado como um processo rege-

nel'ativo e, para um i.ntervalo de tempo fi.nato, muda de esta-

dos somente um número fmi.to de vezes. Suponhamos ainda que
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W
g'at -. {z,.Á- G r'#'A'; +'--' /õu .}

j > 1.: .. ..:i:3 :+' .-'; \. Üv v ::x' ?»!f&l! P t

»-+-4n-=-n)+T
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' '«; ' 'Jl::
Teorema

aj ' j)'i

Seja F a 'função de distribuição

(a) Se F é não-aritlnÕtico, então

J
X 'w- > X
n n.f«

( 2 . 3 . 1 2 )

(b) Se F é ari.tmético com amplitude À, então

*«* lâ' * ( 2 . 3 . 1 3 )

A demonstração deste teorema é uma conseqüênci.a di
Teta do teorema 2.2.23 (ver Smith (1955 e 1958)) e Nliller

(1972). Para definição de aritmético ver Apêndice.

Seja f uma função mensurável (a valores real.s)

Suponha que o objetivo da simulação seja obter estimadores

e i.ntervalos de confiança para

r= EÍf(X)}, onde X é a distribuição estacionária

Bj'l

i=Bj-l f(Xi)' para
Seja Y.i j > l ( 2 . 3 .1 4 )
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é a soma dos valores f(Xi) sob o j-ésimo ciclo

regenerativo de coinpri.mento a

Suponllalnos que o processo seja simulado ''n'' ci-

clos de compra.mento ctl)a2)''''an e para cada ciclo sejam

registrados os valores YlpY2)...»Yn

A seguir são apresentados duas propriedades dos

processos regenerativos, que t8m importância fundamental pa-
ra o uso destes

J

jeprema 2.3.:15 - A seqüência {(Y;,a;)}, j)l con-

siste de variáveis aleatórias independentes e i.dente.cadente
distribuz'das.

A proposição enunciada é uma consequência da es-

trutura do processo regenerativo; para sua demonstração ver
Chung (1973)

Teorema2.3.16-Se EÍlf(X)ll<m e F é não

aritmético , então

r= Etf(X)} E(Y: )
j >,l ( 2 . 3 .1 7 )

onde Y. é defina.do por 2.3.1 4
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A demonstração deste teorema encontra-sc cm Crane

e lglehart (1975) que também analisam o caso em que F é
arxtmetzco.

Para o processo regenerati.vo a tempo contínuo, de-

si.gnando-se R.i, j>.1 a sequência de instantes de regenera-

ção e por Tj: Rj-Rj-l a amplitude do j-ésimo ciclo regene-

rativo, permanecem válidos os .teoremas 2.3.11, 2.3.15 e

2.3.16, onde o termo 2.3.14 é substi.tuído por

1 -1zj : JRJ ] f X(t)}dt.
( 2 . 3 . 1 8 )



CAPTTUL0 3

APnESENTACÃO DE ESTiMADORES Tipo RAZÃO

3.1 - 1 NTRO DUÇAO

Apresentaremos aqui alguns está.madores, tipo razão,
e a construção de intervalos de cona.anca com base nestes es

timadores. Para construirmos os i-ntervalos de confiança,usa-

remos o método regenerativo e compararemos os estimadores

quanto ã tendência e à variância

Desejamos obter intervalos de confiança para

r= Etf(X)}, onde f é uma função real e X é uma variável

aleatória, que representa o processo sendo estudado sob a
distribuição estacionária

Como foi visto no Capítulo 2, no método regenera-

tivo obtemos o processo simulado {Xt: t>.0} em ciclos de com

primento ai, i=1,2,...,n, e para. o i-ésimo ciclo, Yi re-

presenta a área sob a curva f(Xt)

Sej am

=:) ., :-:,',...,«;

U

- 2 3.
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e

ul

U2

)
(Y l

l

E(Ui) , i = 1 , 2 , . . .,]l;

com U2#0 e E a matriz de covariância com.elementos dados

por:

a12

a22

gÊ.ZS.=.ylS.g.g: A i.mportância do método regenerativo é permitir
considerarmos as vara.atei.s aleatÓri.as U. is independentes e
identi.camente distri.buídas e

:-l:ÍIJ = .1.i, i=1,2,...,n,

como sendo o quociente de médias entre duas variável.s alea
dóri.as (ver 2.3)

Portanto o valor r seta está.mado através dos es

ti.madores razão, a segui.r:
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E suma d o r d e Fi e]] er'

. 7ã-Ks]2
'í : ãz:==--; ( 3

onde

[ (b - l ( ]-Y/ 2) ] 2 /.n , ( 3 . 1 . 2 )

sendo 0 a função de di.stri.buição normal com média zero e

variânciaum. sll, s12 e s22 são elementosde li (esti-

cador não vi.dado de E) dada por

n-l j.lil (Ui-Ü) (ui-Üy ,
( 3 . 1 . 3 )

e

Y

ã + :!: -:;
Observação: sll} s12) s21 e s22 são obtidos como função

de n (tamanho da amostra) que deixamos de exi.bir explica.-
t amante
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Estima do r de B eal e

. Y (l+s12/nYa)

rb : a (l+s22/nã2)

Estima do r CI ãssico

( 3 . 1 . 4 )

c :
? .
'Í'

E s tinta dor J a c k bife

' 'r i:l: 'i;

( 3 . 1 . 5 )

( 3 . 1 . 6 )

onde

0
l -} - '»-:' (l2: *.,ú!: .;l ( 3 . 1 . 7 )
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Estima dor de Tln

sl 2 s2 2'+
Ycl a

( 3 .1 .8 )

onde todos os estimadores são fortemente consistentes e são
todos viciados.

Os estilnadores de Beale, Jacknife e de Ti.n fora)n

desenvolvi.dos com o objetivo de reduzi.r a tendência do esti-
mados clãssi.co.

ApresentarelBos, a segui.r, i-ntervalos de confiança

para os estimadores citados anteriorJnente.

enter'val o de Confia n ça Fi ell e r

Consideremos Zi: Yj.-raio i.:1)2,...,n

Temos que ...

E(Zi) ; O,

e

2 = Var(Za l all-2ra12+rza22
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Pelo Teorema Central do Limite,. temos que

::« -lzP : ,
D-too

® (Z) , -m<Z<m

onde

o(z) = ---1- e'u2/2du

Seja

S2 sll-2rs12+rzs22) ( 3 . 1 . 9 )

um estimados não viciado de az', para um tamanho de amostra

n. Como pela lei forte dos grandes números,

S > a
n+m

com probabilidade l,

então

,/

= 4, (Z) , -m<Z<mlim
n->m

ver Chung (4.4.8, 1968) Temos então

-F:.*,: . € ',:..,a - :-«
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ente

'l-v/z :a ( 2 $ zl..Y/2 'i%l = i-v

do ao quadrado os termos da d

P[Z2 .< S2.K] .N ]-Y

equivalentein

esigualdadeanElev

de

P[Z';-KS';.<O] = 1-Y

Substitui.ndo Z2 e S2 e reescrevendo a expressão

nte de forma explícita , temos :

P[ (ã2.Ks22)r2-2(?ã-Ks12)rí (Y2.Ksll).<0] = 1-y ( 3 .1

Como ã2 > u2 com probabilidade 1, e
H+m '

1l:la »',
2

n+m
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segue que

> p; com probabilidade l
n4'm '

Portanto para n sufici.entemente grande a expressão

(3.1 .11) é aqui.valente a:

Pl[(&2.Ks22)r2-2(Ya-Ks12)r+(Y2.Ksll)] -< 0,

[ãz-Ks22] > 0} = 1-y. (3.1 .12)

Assim a questão se resume em anali.sar a função quadrática

g(r), com coeficientes aleatÓri.os, dada por:

g(r) (ã2 .Ks2 2)r2-2(Ya-Ks12) r+(Y2 .Ksll)

tal que g(r)<0

O discriminante da expressão quadráti-ca g(r) di.vi
lido por 4 é dado por

D [Ya-Ks].2] 2-(a2-Ks22)(Y2-Ks].l)

No conjunto dos ''r'' onde ãs desigualdades de 3.1.12 estão

satisfeitas, temos D>0 e 3.1.12 é equi-valente a ''r'' estar

compreendido entre as ral'zes de g(r),
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(?ã-Ks12 ) tDI/ 2

isto é, 3..1 .12 equivale a'a

1/2 )+DI/2(Ya-Ks D12 12P .< r
Ks Ksa 22 22

(Ya-Ks
$

a
.w l-'Y

e então temos o i.ntervalo de Fieller

D]./2 DI/2
f

)(ã'-Ks 2 2
rf ( 3 . 1 . 1 3 )

Intervalo de Confiança Usando o Estjmador Clássico

Temos que

4) (Z) , -m<Z<w

onde
n n n

iãIYi-Filial
n n

?c i1]ai'ri:],ai
A'a

n
i111ai (?c-r) nã(í:c-r)

/R a ./ã' a

An (; -r)' c '
. }

a/a
( 3 . 1 . 1.4 )
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logo

/'EZj \ /;b(;--r)\
i!" ,k'X- $ ? : â:.:i p\--=;1:--y : oe). (3.1.15)

Estimando a por:

ll-2;cs12+;2s22) 1/2, (3.1 .1 6)

segue que, para n suficientemente grande

. -q(í.-r) \

'l-v/2 € "'':1'7ã- .Y/2) ' i''v' (3.1.17)
'c' ' ./

pois 8 é um estimados consi.stente de a

Desenvolvendo 3. 1.17 temos que:

' .< ;. * a=g;y - :-;
Temos então um intervalo para r com 100(1-'y)çü de

confiança dado por

:l::fí ...:.L::13i.-:il. (3 18)

- ll'L's c
Z

P $lC an



Intervalo de Confiança Usando o Estirador' Jacknife

Considerando o esticador de a dado por:

1/2
S j

seguinte

lim
n-'> oo

usando teorema limite0

® (z)

obtemos

(;: -r)
P $ z

S
j

v'ii (? ; - r )
. v 'l.V/?l "'19
S

donde desenvolvendo, temos um intervalo de conf

r, com 100(1-y)9o de cona.anca, dado por

J

zanga pa.ra

l nterval o de Co fífia n ç a U sa n do Estima dor d0

a 0

( 3 . 1 . 1 9 )

e Beal e

Utilizando-se o mesmo estimados a. usado oar

Z S r.+z Sl-Y/2 l-Y/2
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intervalo clássico, e.collsiderando o fato de que

-''ã(;b-Íc) n+« >0 com probabi.lidade l,

obteremos então um i.ntervalo de confiança com 100(1-y)ço de

confiança, dado por

.tL:á.:'; í. * a::tl--l o.- .:©

ante aval o de Co n fja n ça. Ti n

De modo análogo para o estimados Tin,

mn(;t-;c) n+. > 0 com probabilidade l,

e usando-se

3.3:.:!z.z..:s: f. .,. 1l:l.íz.---çl . (3 . 1 . zl)
ãAn t :- ã,/i

3.2 - COMPARAÇÕES ENTRE ESTIMADORES

Inicialmente apresentaremos uma comparação entre
os estimadores clãssi.co e Jacknife
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Seja (Yi,Xi)).i:l,...,n uma amostra aleatória

tal que Xi '''' N(lpnh) e Yi dado pelo seguinte modelo

Yi ; a+bXi+ei, i:l,...,n (3.2.1)

com E(ei/Xi) ; 0 e Var(ei/Xi) ; n(5

Considerando €1j. : l-Xj. onde leiil<1 temos que:

E(€1) = 0, Var(€1) = h,

:01: «»«:-"'"'«'',, ';:"
e

Elli) = 1+3h+lSh2+105h3+O(n-4),(3.2.3)

(ver Apêndice)

Seja ;c definido por 3.1.5; da expressão 3.2.1
temos que

'':., : 'H : 'Fg
aE (X'l) +b . ( 3 . 2 . 4 )



Usando 3.2.2 e desprezando termos de O(n'w), temos

E(?c) = a(l+h+3h2+15h3) + b.(3.2.5)

omo

intóti.ca de ; éC

E(Íc) - r

a(h+3h2+15h3)

B2

(a+biÍI - [a(h+3h2+15h3)]2

donde, desenvolvendo, usando 3.21.3 p desprezando termos de

ordem maior que 3 , temos

Var(;c) = a2(h+8h2+69h3) + 6(1+3h+15h2+105h3). (3.2.8)

que

C

( 3

tendênciaentão assa

( 3 7 )
9

l

)C

(1956)estimados QuenouilleAgora propostoseja 0 por 0

. 2 . 6 )

ogo

Var (Í=
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dado pela seguinte expressão

.+, A,

rQ : grc
g
[ r

i=1 l
( 3 . 2 . 9 )

onde é o número de grupos de tamanho ''m'' cujos ele-
mentos são escolhidos aleatoriamente, tal que n= mg

e

Y. nY-mY.
- l l
r.i = '=-'í = . .X. nX-mX.

1 1

onde X.i e Y.i são as ]nédias amostrais do i-ési.mo

grupo.

Observação: Para g=n o estimados ;n reduz-se ao estima
dor Jacknife

Desenvolvendo 9) temos

?Q
g (nY-mYi)/(n-m)
b - .

i=1 (nX-mX : ) / (n-m)l

} '
( 3 . 2 . 1 0 )

*,.l-&
X

onde
ei = (nê-mõ.i)/(n-n) e

ê:. é a média amostral do i-ési.mo grupo

l
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Como Var(Xi) = nh e n= mg, obtemos:

t

Var(Xi) : EfÍh. (3.2

Substituindo h por !$T'h em 3.2.2 e 3.2.3 te-
mos

h
e

Eé;ljl;:zl = 1 + .(;$ii)}l + 15 .i;e;i2h2 + l05 i;E;l;Sh3+o(n-4) .(3.2.13).L

Usando 3 . 2 . 1 0 obtemos então

-';.,: ' * ' 'k - *p :?:
i$rhz - 15g

logo, a tendência asse.ntótica:de ;Q. é:

-ãh«: .. :': tÍEP:"l , 0.2.'-)

que é de ordem

1 + ã$rh. + i 39' h2 + 15 .-i;i:l;i3h3+o(n-4) (3.2.12)
E

3
15 h

B

2 g+ 15 +

b + a EI.X . .Çg-.l)
gX
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Desde que os coeficientes de hz e h) são fun-

ções decrescentes de g(g)2), segue que a menor tendência
ocorrera para g=n

Como

õ, E[(ê;.)z/Xi] : g.i ó,

E(ê;. õj/xi) : Jig'2) 6 e E(8 êi/xi) : ó,

-2 /xE(e l

a vara.anciã de Tn eX

0

Var(?Q): a' h + 2 (g-l)

i$h - Zg-!z-tl:tl'?!D-h2 . Sg a8g4.149g3.260g2-173g.3ah;

( 3 . 2 . 1 5 )
(ver Rao, 1965)

Dado que os coeficientes de h, h2 e h3 são fun

iões decrescentes de .g (tal que g>-2), segue que o menor

lor da Var(?0) ocorre para g=n. Como a tendência é tambe m

mJ-nlJna para g=n, a est:olha õtima de g é n

Considerando g=n, X.i=a.i

?Q e o esticador Jacknife dado por 3.1.6, o qual tem menor

o estimados
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tendência e menor variância do quc o esticador clãs.fico ?c

dado por 3.1.5

Durbin (1959) demonstrou esse caso para

Considerando as hipóteses a seguir

i) y.i = a + bxi + ei,

i i ) E(ei/Xi) = 0, Var(ei/Xi)

Íii) X.i com di.s.tribuição gama com parâmetro
h,

Tin (196S) demonstrou que o esticador por ele proposto e o

menos viciado entre os estimadores en} estudo, seguido, na o.!

dem crescente de vício, pelos estimadores de Beale, Jacknife

e clássico, isto, para um dado grau de aproximação; quanto
às variâncias, para O(n'2) e O(n-3) o está.mador de Tin

tem a menor variânci.a, seguido pelo de Beale, Jacknife e
Clássico.

3 .3 USO DOS ESTIMADORES EM PROBLEMAS FILA

3.3.1 - inTKODUCÃo

Suponha que estivéssemos interessados em estimar o

tempo médio de espera (denotado por E(VJ)), .numa fila com um



41

servi.dor, sob a distribui.ção estaca.onãria. Um estimados natu
ral será.a

N

i : l lvj.
N

w(1) ( 3 . 3 . 1 . 1 )

que é.um esticador consistente para E(IV) onde

WI -- é o tempo de espera (na fila) do i.-ési.mo
cli.ente.

número de cli.entes simulados

Entretanto tal estimados, deva.do ao efeito das con-

dições inicial-s, é um estimados viciado; a construção de um

intervalo de confiança para E(IV), baseado numa seqüência de

variáveis aleatórias i.ndependentes e identicamente distribuí-
.q ++ '+ .dlp n o l +J d'u -q + ldas, não é possível, poi.s as observações serão correlacionadas.

Uma maneira alternativa nesta situação seria tomar

observações até que ''n'' ciclos regenerativos, (Yljal),...,(Yn'an),

fossem simulados e então ,

N

i:llvi
N

n

n

i=1 ]'

n

i:IYi/n

onde
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y. -- é a soma dos temi)os de espera no i-esi.mo
' l ' '

ciclo.

a: . é o número de clientes atendidos no i-ésimo
ciclo.

é o numero de clientes simulados atendidos
nos n ciclos

Desde que cada seqüência {YI)...)Y } e {al)

composta de variáveis aleatórias independentes e identica-
mente distribuídas, temos, pela lei forte dos grandes nÚ

n
E. Y

j.;l 'i ......-----> E(Y{) com probabilidade l
n4

i=1,...,n

)

)

me

ros que

)

> E(a:) .com probabilidade
R'l'm - ,.'

i =1 , . .. ,n,

Yj.) : rE(ai) = E(W). E(ai)) temos então

n
E. Y

> E(W) com probab i.li.dade l
n4'm

l
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Com a obtenção das variável.s aleatórias indepcn

dentes e idelLticalnente distribui'das, é possível usar direta

mente.os resultados limite da estatística cláSsi.ca. Em con

trapartida, obteremos esticadores do ti.po razão

Outros ]nétodos que têm si.do usados na estimação

em simulação, são os métodos de répli.cas e blocos. No método

de réplicas geram-se K rodadas independentes da simulação,

cada uma com o mesmo número de observações, que podem ser
obti.das i.ni,ci.ando-se cada rodada com o sistema no mesmo esta

do, usando-se sequência diferentes de números aleatórios e

supondo-se que as médias das réplicas são i.ndependentes e
identicamente distribuídas. No método de blocos obtém-se uma

Úni.ca rodada da simulação,dividida em K blocos de mesma

tamanho e supõe-se que as medi.as dos blocos são i.ndependentes

e identicamente distribuídas,se o tamanho de cada bloco é

suficientemente grande

3 .3 . 2 FILA GI/G/l

Considere um si.stema de fila GI/G/l, com ordem de

serviço FITO no qual o primeiro cliente (o de número zero)

encontra o servi.dor livre e é imediatamente atendido, tendo

tempo de serviço Vo' O de número ''ii'' chega no tempo tn e

tem um tempo de serviço Vn
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Seja

U = tn - tn.l ( 3 . 3 . 2 . 1 )

o i.ntervalo de tempo entre as chegadas do (n-l)-ésiino

n-ésimo cli.entes, para n>zl e seja Zn: {Vn.l, Un}

{Z.: n)l} são i-ndependentes e identicamente distribuídas com

e

onde

)E(Vn e 0<p<m

Seja

)E(V n

Assumiremos p<1 como condição para que o sistema
seja estável, implicando em infinitos retornou à condição re

generati.va. Os instantes de tempo crescentes 0,TlJT2,..., em

que os clientes chegam e encontram o sistema vaza.o, são os

instantes em que o sistema se regenera

Seja

X. : Vn.l U., n)l
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então os tempos de espera na fila IVi poderão ser. obti.dos

recuos ivamente por

Wn +' Xn+l) se IVn + Xn+l>0p
( 3 . 3 . 2 . 2 )

0, se Wn ' X..l.<0
Wn+l

Usando-se a noção da variável tampo de parada (ou

variável opcional) pode-se mostrar que existe uma seqüência

de vara-ãveis aleatórias {Bi: i)0} tal que Bo:0) Bi<Éli+l e

com probabilidade 1, ou seja, os Í3j. sao os numeros

dos clientes que chegan\ e encontram o sistema vazio.

Fazendo-se ai:Bi'Bi-l' z>-1, então

de clientes a'LendidOS no i-ésimo ciclo.numero0

representa

Observação: Um período ocupado, acrescido do intervalo ileso

cupado imediatamente posterior, forma um ciclo ocupado.

A suposição p<1 implica na condição adicional que

E(aK)<0p K)l. (Ver Ross, 1970, 99-100)

Seja
Bi'l

Yi wK ( 3 . 3 . 2 . 3 )
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o tempo total de espera de todos os clientes para o i-ésimo

ciclo ocupado. blostrarelnos que Yi pode ser escrito como:

Yi N (t)dt
q ' '

onde Ti) representa o intervalo do ci.clo ocupado,

Nn(t)- representa o número de clientes .na fila no

tempo t

Demonstração: Sejam 0,1,...,n.2 1 os números dos

cl i.entes atendi.dos no i-ésimo ciclo ocupado.

Seja

ÍI, se o k-ésimo cliente esta na fila no tempo t;
AK(t) : <

1 0, caso contrario;

então

Nq(t) AK (t) ,

logo,
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l

N (t)dt
q ' ' K=0 AK(t)dt,

trocando-se a ordem da i.ntegral com a soma, vem

íll.: ~«.',
AK(t)dt,

como

IVK) se ílj..lí:K.<ígK-l

0, caso contrãri.o;
AK(t)dt

temos então que

Bi'l

KYi N (t)dt
q ' '

isto é, Y.i representa a área sob a curva f(X) onde f(IV)=lV

e X é a distribuição estacionária

Pelos teoremas 2.3.15 e 2.3.16 ,temos respectiva-
mente que:
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i) U-iíç são independentes e indenticalnente

di.stribuÍdos, onde

i =1, ...,n,

i i ) E(W)
E(Y l

, i = 1 , 2 , ,n, onde

r = E]f(X)] = E(W)

Os resultados (i) e Cii.) sugerem outro modo de

estimar E(IV). Em vez de rodarmos a simulação até que N

cli.entes tenham sidos atendidos ou que t unidades de tempo

tenham sido completadas, siinularemos n ciclos regenerati-

vos, obtendo-se assim a segui-nte seqüência

(YI,al) ) (Y2)a2) , ,(Yn'an)

então

Q(Z)

onde
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Ç : -L E .r.
' n i:l ]

; :-- : ..
. n i:l l

que é o estimados razão clãssi.co dado por 3.1.5. Logo, como

foi. visto no inicio do capl'talo, outros está.madores alter-

nativospal'a E(\\r) são dados por 3.1.1, 3.1.4, 3.1.6
e 3 .1 .8

3.4 - TAMANHO DA AMOSTRA, GERADOR DE FJÜF4EROS ALEATÓRIOS E

PROGRAMA COMPUTACIONAL

Na construção dos intel'calos de confiança apresen-

tados neste capl'tulo, o tamanho da amostra, dado pelo número

de ciclos, foi fixado. Entretanto, para um nível de precisão

fixado, podemos determinar o tamanho da amostra

Suponha que estejamos interessados em construir um

intervalo de confiança para r com nz'vel 100(1-y)go de cog

fi.ança, cujo erro seja 100ó9o de r, então de 3.1.18 com sC

substituído por a, temos que :

Zl-.Y/2'' 6r. ( 3 . 4 .1 )
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Como pela lei forte dos grandes liÚilteros

> E(a)
n4'm

cojn probabili.dade l,

vem

1-*/2'' ; 6,,
E (cl) . ,6'

logo

onde n . é o numero de ciclos

O gerador de números aleatórios que consideraremos,

será o implantado no sistema DEC-10 da U.F.PE. através da

função Y = RAN(Xo), onde Xo é a semente dada. A função
RAN(X..,) gera números aleatórios entre zero e um, de modo

recursivo. O programa computacional seta elaborado na li.n-
guagem FORTRAN na versão FLEX e constara o mesmo do Apendice.



CAPTTUL0 4

COMPARAÇÕES ENTRE OS ESTIMADORES

ATRAVÉS DE DADOS SIMULADOS

4.1 - INTRO DUÇÀO

Neste capz'tulo faremos uma aplicação a uln modelo

de fila M/b{/l, tendo em vista que tal modelo tem.propri.edades

bem conhecidas e nos fornece un\ meio de comparar os resulta-
dos obtidos através da si.mulação com os resultados teóricos

Seja uma fila onde os tempos de serviços

Vn, n=0,1,... , são independentes, os i.ntervalos entre che-

gadas consecutivas Un : tn-tn.l) n=1,..., são independentes

e onde tn representa o instante de chegada do i-ésimo

cliente. Suponha que {Vn} e {Un} são independentes entre

si. e tiim respectivamente distribui.ção exponencial com parâ-

metros u e À, 0<p<m, 0<À<m e.que o primeiro cliente (o

de número zero) chega e é imediatamente atendido.

Seja

p : r(iill;y : X , como definido no Capítulo 3,
51
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que representa a taxa de ocupação do si.stelila

Simularelnos o processo {tVn) n)l} que é t.ijn pro-

cesso lnarkoviano a tempo discreto com espaço de estados con-
tinuo

termo0

Supondo p<1 temos que

..
n n.}«

Nes s a s imul

5 .

Estamos interessados em estimar r= E(IV), que para

o modelo M/M/l é dado por:

(ver Khintchine}v 1960)9

c o ]] s id e rar emo s À 5 10 dondeaçao e P 9

0 ,vem P

E (IV) (ver Dantes , 19 78 ) ( 4 . 1 . 1 )

logo E(IV) =0,1

4.2 - RESULTADOS EX P ERlbIENTAIS

O modelo foi rodado um número ''n'' de ciclos re.

generati.vos, obtendo-se assim n pares independentes e éden
tícamente distribui'dos:

CYI,al), (Y2,a2) , ,(Yn'an)
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onde

Y.i -- tempo total de espera na fila no i-ésimo
ciclo ,. i=1 ,.. . ,n.

n9 de clientes atendidos no i-ésimo ci.clo,

i=1,...,n.

Como vi.mos ,

E(W)

conforme consta no Capa'tufo 3, onde foi sugerido estima-lo

através. dos cinco estimadores: Fieller, Clássico, Jacknife,

Beale e Tin.

Para cada número de ci.dos foram calculadas as es-

timati.vas dos cinco estimadores e os intervalos de confiança

correspondentes, com nível de 90%, dados pelas expressões
3.1.13, 3.1.18, 3.1.19, 3.1.20 e 3.1.21. Foram efetuadas

réplicas das estimativas pontuais e dos intervalos de con-
fiança. Para um número de ciclos menor que 1000 foram feitas

200 réplicas e para um número de ciclos superior ou igual a

1000 feitas 100 réplicas.

Para cada réplica foi testado se o verdadeiro E(W)=0,1

não i.ncluído nos intervalos de confiança dos esti-estava ou
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dadores em pauta

A Tabela l a seguir, apresenta, como função do nú-

mero de ciclos, a n\adia das répli.cas para as estimativa pon-

tuais, um intervalo de confiança para a verdades.ra média com

nível de 90% e a variância entre réplicas; isto foi efetuado

para os cincos está.madores.
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Vemos, como era de se esperará que para quantidades

de ciclos menores, os estimadores Fieller, clássico, Jacknife,

Beale e Ti.n apresentaram vícios negativo, ou seja,. foram i2
fervores ao valor teórico E(IV)=0,1, vício esse que dimi.-

nuiu ã medida que o número de ciclos aumentou

A Figura 4.1 apresenta a média das réplicas para

as estimativas pontuais como função do número de ciclos para
os cinco estimadores.
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bluito embora todos convi.ajam para o verdades.ro va-

lor do tempo médio de espera na fila E(W)=0,1, podemos obser-

var através do gráfi.co que, para as quantidades de ciclos ]TIC

nomes, o estimados Fie]],er é o mais vi.dado e o que converge
mais lentamente; em contrapartida o estimados Jacknife é o

que tem melhor comportamento, sendo o que converge mai.s ra-

pidamente. Os estimadores Beale e Ti.n são aproximadamente

igualis em termos de tendênci.a e um pouco mai.s vi.ci,idos que
o Jacknife, porém menos que o estilnador Clássico. Vemos tam-

bém que para quantidades de ciclos maiores, os cilaco estima-

dores apresentaram resultados aproximadamente iguais, que o.g
alaram em torno do valor 0 ,1

A Tabela 2, a seguir, apresenta para cada número

de ciclos, a proporção de cobertura que foi observada nos i.n

tervalos de cona.anca para os cinco está.madores em pauta, bem

como um intervalo de confiança, com nz'vel de 90%, para a ve.:
dadei.ra proporção dessas réplicas.
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Vemos que para o numero de ciclos até 1200, a pro-

porção de cobertura cresceu, convergindo para o valor 0,90

do ni'vel pré-fixado, e para o numero de ciclos maior que

1200, esta proporção oscilou em torno do valor 0,9

A Fi.Bufa 4.2 apresenta a proporção de cobertura p2

ra os.estimadores Fieller, clássico e Jacknife e a Fi.guia

4.3 apresenta esta proporção para os estimadores Fieller,
Beale e Tin
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Vemos através das Figuras 4.2 e 4.3 que a propor-

ção de cobertura que convergiu mais r-apidamente para 0,9, foi

a do estimados Jacknife, s-eguida pelos de Beale e de Tin, cg

jas proporções convergiram de forma aproximadamente i.gual,

seguidas pela do Clássico e, por Último, pela de Fieller

Vemos também, através das Fi.guias 4.2 e 4.3, que
para pequenas rodadas de simulação, os intervalos de con-

a.ança não cobriram adequadamente .o verdadeiro r= E(IV)

4.3 - CO NCLUSÜES

Observamos que o estimados de Jacknife, para pe-
quenas rodadas, foi o que produza.u os melhores resultados
em termos da tendência e da cobertura dos intervalos de con-

fiança, embora tenha sido o que, visa.fielmente, produziu maior

variação entre réplicas sendo portanto recomendado para es-

timar r. Para longas rodadas, todos os está.madores apre-

sentaram resultados aproximadamente iguais,o que nos leva a

sugerir que o estimados clãssi.co,", po,r ser o mais simples, sg
ria o recomendado
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APÊNDICE

A.l CONVOLUÇÃO

Seja F uma função de distribuição e seja g uma

.função qualquer. Então a função

(F * g) (t) g(t-x')dF(x)

é chamada a convolução de F e g

Se X e Y são duas variáveis aleatórias indepe2
dentes com funções de distribuição F e G, respectiva-

ntente, então a di.atribui.ção de X+Y é dada por

dF(x)dF(y) = J Jt-yór(x)dr(y)' .00 ' .CD
P(X+Y.<t)

X+Y.<t

r' + oo

F(t-y) dG(y) = J G(t-x)dF(x)=(F*(i)(t)m

Observação: Se F=G então F+F=F?. Si.milarmente
//

Fn
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A.2 FU MEÃO ARITF4ETICO

Seja T uma vara.ãvel aleatória com função dc di.s

trio)u:i.ção F. A função F é dita aritmético com am])li.tude

À>0 se a variável aleatória T assuJne .valores no conjunto
{0,À,2À,...} comprobabili.dado 1. Caso colltrãrio F é
não -ar itmét ico

A.3 FUNÇÃO DIRETAFIENTE RIEMANN INTEGRÃVEL

Seja g uma função definida em R+. Para cada a>0

e n=1,2,..., sejam

--n : mintg(t) : (n-l) a$t$na}

ãn : maxlg(t) : (n-l) a.<t$na}

s (a) s (a) ;::: «'

então g é dita diretamente Riemann i.ntegrãvel se as séri.es
s(a) e s(a) são finitas e

lim s (a)
a-+0 '

l im s (a)
a-+0

Obsei'\açâo: Uma condição suficiente para g ser diretamente

Riemann integrãvel é explicitada por:
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j ) g(t) >o , vt>o ;

{{) g(t) é não decrescente;

g ( t) dt<m

A.4 MOrqENTOS DA DISTRIBUIÇÃO NORMAL

A.4.1 Seja X uma variável aleatória e seja

p.i = E[X-E(X)]J, o j-ésimo momento central

Se X for uma variável aleatória normal com média p e va

riancia a', então

L'2j a2j se j >,l

e

U2 j -l : 0, se j >l

(ver Kendall e Stuart , 1958 )

A.4.2 Seja (Yi,Xi), i:l,...,n amostra aleatória

em que a variável Xi tem distribuição normal com medi.a l,

pari.ânci.a nh e
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Yi : a + l)X.

.ei- é o i-ésimo erro aleatório, então

E6-!:-1 = 1 + h + 3h2 + ISh3 + O(n-4)

e

El--iZ) : 1 + 3h + 15]l2 + 105h3 + O(n-4)

Demonstração: Consi.durando €1i:l-Xi) temos que

x. l-e . i:l

então

usando A.4 . 1 , temos que

EIP--i-] = 1 + h + 3h2 + 15h3 + Õ(n-4)
\ x /

é o resultado desejado.

De modo análogo
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'(ã l

.( 1 - € )

Usalldo o desenvolvimento ejn série

f(x) = f(0) +xf(1)(0) + z f(2)(0)+

onde f(j.)(0). i.ndica a dera.veda de ordem i, da função f(x),

apli.cada no ponto zero.

Collsiderando f(x) e usando A .4 . 1 temos

finalmente

'(g : : . ;" . :.«' . :..«; . ...-''
A.5 TEMPO DE PARADA

Sejam XI) X2)...l uma seqüência de variáveis deZ

terias independentes, e seja .N uma variável aleatória que

assume valores inteiros positivos. A vara.ãvel N, seta um

tempo de parada para a seqüência {Xi)i>-1} se o evento

{N=n} sádepender de {Xi)i.Kn} para todo n=1,2



7'5

nE.51'.t'UX t'l.bC:j VLRb10N 22A(J7) 23'AIJb'U3

00vlv
00ul5v
00uou
00Ü'Jv
00t)b V

ODIOU
0011v
0012u
0013u

001.ÕO

0022Q
0023Ü
002 4 J
oo'zso
00Zbv
002'7U

0029v

0033Ü

00.jbv
00.3ov
0 0.s'JQ

00J9v

0042U

QObOu

00)2Ü

00570

+.+++++t,SI't. I't<UGRAt.\A blí4tJbA Urna FILA R/H/l++++'t'+
+++.+++tt++++++.++++ .t+'+#+4'vY+'.f++++,tv +.}+++
L. > iio i) E; C&(:lhOS
c i'lL-n) I'l0 Í)t. REPLICAM
Cn « Cull'rnn> Ct)NI'AI)UR Dt, Kt,PI,ICES
Ç 0=-=«w> Ct)hTADqK Dr. CICLLIS
C I'CH ««> SOM.A L)uS miNI'E,KVAbUS t;íl'J,Rtl (,Ht.GAU Õ RARA \.,HUH \..,.lç..UU
C Tb-n+-> SUGA 0i)b Tür\t'0S l.)L Lbt't,KÀ )ARA CAL)A ClbU
C MH- COn'l'/\t)ul{ DÜ ii0 1)[- Cbl iilLb ÀIEíiLJlvUb
C t' n - + R E i.l C ih '1' 0 i) & C tl L G A l)A

l illiiii.illlllll:l:=i1llill::;::::::::::;';:;:'=:*: =.'=::.=;
C J' liqAI)ÜRt;S .
C fqb( bS'.Cllh\i)Ot< DC 't''lEbrE,R - 11) tü\ FADA Ub UUI'RUÕ
C pPt<1' .LO PADl<AU L)AÕ Ht.PblCAb t'ARA ü Lbl.lf'tAI,UK
C ? ÀdA Ub 0U:il RUS t.B'l l l-i A L)uR LS + .
C INIP}'w> ix\e'iÀI.XS i)u Cu13Pl<li'IE,IY'lU l;U Ih'l'aR.VAt'U .t'RKA hBL'U.L\..HO VV
C OÜK t It:LbÉR' - IOL14 F'ARA US UU'IhUb t.bIIIqAL)TIRE,.'+
C p'CuivFI« > LI :Tr. INFbÃ10k DO Itn'l KVA Q p'ARA kLPblCAS
C r'lUbt.}< + IDE,;' l)AKÀ t.)b UU'CRUS t,blli<AUURLb
ç pcunt'2==> 1Jli.ITb. SuPt,KIOK DO IFi't [.KvAI.,O I'AKA uPulCAS
Ç ['lLLbE;R Dü$i PAF<A tJS UUI'Ü(Jo [,b:llriA1)0H p

i.nri,lcll RE;Ab (A'ó) ..... ...-.- -,-.- .'
DInt.IÜ$1011 t'IIIALIgO(J) ICICj.J(30UOI2) ,'1t.'I'ALIUVVIIIIUlqD\UJ rI'IUF'Ib&\:/
(JP i'J(i)iiJ.1';4 f DE;VI(g; l t)SKi J
l n r' .Â l i'i A - C A ts t:C -l
liqrRlnA=cÀódC-2
kLA L) ( 2 . 7 ) N UI'4& r 110iüE; l
KLA1)(2} +) NTHb
#n J. LL ( r+ 4 0 )
. cuíl'r=0

Lbl'l -

ES']].nAouKES
t'lLLCR -

Eb'lIMÀDUk

DO t; b 'r J. i4 A D t} K

C \j iv 'f t' = 0
CÜinlC=0
ui-\üt'= 0
QHRB=O
tiP\KC=0
QÕtKJ=0
QptR'1'=0
Cuül'B;0
CÜSTÜ=0
Ct;NT'1'= 0
lqRF'=O
MRÉ$=O
b'iRC=0

iqR'l': O
pdll,E(COilT<Kib)
. CUNT'=COii'l'+ l

!

e

e

e

e W ll E(J< N}
TC=Çl;l'S=0
U=ltA11( l O)
Ctt;-C.2'lÀLUGC! .nU))
U;RAíq(ll bU)
e'S;« (.l+ALOG(l .«U))

NÚCLEO DE PROCESSAMENTO DE DADOS DA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNATÁ8UCO



76

f-\ t:b I' + F b X r'Lt.C;j V t,Kb l Ul{ :Z 2A ( J / ) z 3-Áub-u J l b : I'/ P Aut. Z

000Q0

00o'2u
00o3U

00a5Q
00Õ60
0 0'o'/0
00o8U

oo'/oo
00710

007 qu

Ot)7 b o
00770

00o3U

00a50

00b9Q

0093Q
009+Q
009SQ

OQ99U

01060

l
e

'l'C=Cll;l'b=1'S;!N= 0 ; X=0
lv }] t. N ( t'S ) =C li )

Ü=t,'S X =.xt w; M=lll'= u;l= 1;J:
iv }ll LJr. (r >=1 . LJK . I'C<=ibJ

CUIJt)ITIUiqA b
(TC<lS)GL,RL-Ctlt.CAÇA
( TC > 'i S ) G t;t{ t. - lj A IDA

CTC=='rb)
Gt.Rt.
GLRL-SALDA

f
l
+

B

t+
et
l+

B

e

e
e

. . .l.'l N
. }'l fJ

t''l fie

B

E = 1 ; h = 0 ; -J =J+l
. t lrl

CICU( Jrl)=X
CICI,(-Jí Z ) =M

. . r' li'=
CALCULE-ESTATÍSTICAS

t4 R F' = }{ t{ t'' / M
'.t k t3 = i4 R B / f.\ b

-HRC ; ;v- i< C/ }tÜ
M K'r=i4R I'/Hu
M .)=AitJ/)li.
DTRF=S{)R ]' C ]l/{ !] b-l) +(Q{'lkb''M l,+NR1 . 2) )
DPkB=S(>RT( ] ./ (H1,+1) + (0Hki3-fqLT Fira. Z) )
DPRC=sQÚT( lq/ ( i4unl)+(Ul+RC-iqL+ltKC. Z) )
l)pRJ=SQKT( lq/( f,\i,+l) + (OT'\KJ-p-L+nKJ. 2) )
Í)PRT=SORT(l./(.qu«l) (ÜMRI''mii,+F.KI. Z))
C tJ N I' t' =CO [{ ']'F' / MiJ
Cuíil'C=COi'J'rC/itU
CCIÍi'1'13= C Oiy'l'b /I',lb
C(.JfJTJ=CON T\J/hü
CÜPIT I'=CÜ?t'rl'/alia
Vt<KF';Dt'RT'" z
Vede)=1)PRÕ'2
VKÊC=Dt''RC'2
Vdi<J=DPRJ'2
V RR'l'= DP'R'1'' 2
llq'l'Pí=C+sQRl: (COiN'rk + ( l.=cullTb )/r41, )
l iyTPC=C+SuRI' (CONTC+ ( l, +COiü I'C )/HL )
IP TPd=C+SÜKT (COtvTor ( 1 . wCOl\ld )/hl)
li\TPxJ=C'FS{JRT(COi\T i ( le-COi\TJ)/f\b)
li,TP I';Cq'SaRI' (COüT'l'T C l.nCÚl\ 11)/ ii i,)

Su=SÜRI'(Mb)
PCO íg f' l =COi+ TF' = 1 N 'l' P f'
PCÜivt'2=COill'E'+lN'l'PI
PCÜiyCl=COÜTCnlNTPC
PCÍ)NC2=CC)iiTC+iFll'PC
PCONBl=CDNTÓ-lN'l'Pd
Prof.B2:CGt\Tt5+.lllTPÓ
PCÜINJl=C0[xT J-]NTPJ
PCOiiJ2=COiiT.J+lF+TPJ
PÇOÜ'rl=CONTI'-lFiTPT'
PCONT2=CÍ)iNTI''tlNTPT

e

e

e

g

f

e

8

9

l
B

t

l
e

q

l
t
9

9

e

B

e

9

f
8

9
B

+

+

e

9

9

B

+

e
e

e

B

+

e

B

B

e

9

B

B

NÚCLEO OE PnQcessAUENTO DE DADOS OA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMeUCO



7 7

H E b'l'.t''lJ.K. tl,c,Co Vt..K blU 22 ü.( 3'1) Z 3-JtuÜ- 3 J l b ;1 7 PAUL' J

0 1 i70

01 20v

01 22Q

0124Q

0130Q

01 320

. ]i]'rRi'=C +L)PF]'/ü]

. li\'ln C = C al)t''i<C/ b.)

. l ix Tn.i=C+ t)r'RtJ /b )

li\'l'i<1=C 0PR'l'/ b2
. In'lRo=C+0Pt<b/b)
e MICA l =iARI''- l [tTKT'
. Ftl Ci'2=iJ g t' t l I'l 'r ní
, &.l CC .l =r'lkC- l il 'l'n.C
t MllCc2=HnCtlNTnC
. MICJi=i'}..Jn T;.I'KJ
. f41CJ2=1ekJ+li.TnJ
, MIC'l.l=i,\k'.I'n lly.'KT
. nlCI 2=Mk 'l' t l I'l 'rKT
. MICbl=F'iRt3
. MICA 2;14KÜ+ l ÜTÀÚ
. lmPúlMA-SAlvAI
. IF\PRIMA
. RüAD( 2 , + ) N f i-lla

. , e F l N

0 1 q .Z t)

1 0 GERE-CHEGADA
HERA:t(l S 0 )

. Ctt;= ( . 2 a Ai,0Ü ( l

. F ;l'' .+ }

. Fi LA (t' ) =Crí

. I'C='FCtCb
. . . t'ltq

u ) )

01 a4Ç) .I'o GLb.t,nSAI DA

U=HAli(1 1 5 U )
F'b= .!+ ÀLOG(l
V=õ+}6=b'lbA(1)
11; ( w <ç) ) H = U

u) )

X=X+õ
= 'i s + l-' b

. . , FIÍN

e
+

01=7Q

e lo2Q.

OlobQ

lü
9

e
e
e

e

e

+

e

e

e

9

CALCULE-LSTATISTICAÓ
C=1.b.]5
Y;O ; Ài,F'A=tP ; b11=ii ; S2 2= U ; 6 1z=0
L)ú ( 1= 1 , J )

Y=!+CIC'L(lrl)iSll=bl!+CICL(1,1) Z
ALFA=Abt'A+CICIIClp2);o2Z=õZZ+LICL(llZ) Z
Slz=SIZ+CICL(lr l) I'CICb C l r Z}

. . . F'l }l

Abt'Ab=AI,r'A/J

e

g
8

lb=Y /\J
UAbF'Ab=ALFAb++2
QÍB=Yb++.Z

NÚCLEO DE PROCESSAMENTO DE DADOS DA UNIVERSIDADE FEDE RAL DE PERNAM8UCO



78

M L b'l'tt''bX F IJ [.CS V k.Rb 101v z Z/\ ( J / ) 23-/XUb- b J l t, : 1 / t'aut, 4

01700

01 7 30
0 1 7'1u
01750

OI ó2Q
01 b 3 0.
0 1 o'lU

0 1 ubv
01 o70
01 õ80

OIViQ
01y2v

03,V qú

b l l=(SI l-J +QY b ) / (\J- l )
S2 2; ( b2 2 -J + \dl4 1, t'At5 J / ( J
si2= ( s lz-.J+ Y L} +ALF'/\tj)/ (U- l )
K=C+$2/J
t,õl'.IP\ÀDOtt [)E, É']c],bLt<
+ + 4 V'Ç + 4+.+ +.+

t<F'=(Yb ihllt'Aó-i\+blZ)/((JAI,rAb
í'lKt.'+ Ri'

'} +' 'F + + :t .
+

+4'4+ + + ,
+

tlM RF =Qi4}<1''+ Rt'
t;b'l' l MA DOAR É3 Llq L.
.+ + +.i+ + + + # ++'+ +'4'

Rü= ( Yu/À[Jt'Ats) + ( ] +s ]Z/ ( J + YóvAI,F Aü ) )/ ( ltb22/ txi +aALFAB) !
M t< 8 f.\ ik 3+ R B
QixtRt =QMRtttRó' Z
t.S'l'ltÍ.IAL)t)R CIIA6SIC(J ++'++i'+

$ ++'+ + + + + + 4r

Z

+

+ + + + ++'.

RC ;Y t\ / Àb t'' /N B
M t< C : ;'i }< C + t<C
QÕiRC=0iiRitRC' 2
LbTli4À00t< JACRTJIE'L

à: + + 4' + +'+ ++

+ 4' + 'f + '+ e

STETA:O
OUCi=i,J.

ft;TIN(1)=J+LYls/ALbAs)-(\j-l)+((y ICI,(l,A))
STE'rA=bTt.TÀ+T&;l'A(1)

. . . É' l i'l
RtJ=S'rEI'A/-J
NkJ =i'lliJ.}Ru
0 i.i R\j =a:! KxJ + i{ \J '
L;6 i' l ÍqADOR r J. fi

B

e

Z

l / ( AI, }'A -C l CL ( 1 , 2 )))

019Sv

02UOv
Q20iu

+ 4;+ +'
Ç

'l 9

RT=(11)/AI,p'At5)+CltCS12/(\U AIJtAb)-Õ2Z/0AI,IAb)/J)
MRT= ÇR'l'tRT
QMRT;QÍ.{R'l'tR'l''lZ
liN'l'ERVAS,t) Üt. C(liivFIAiiCA p'lbLbk-K +++++4'
+' + + .F + + 'F .+ + + + Y +' 'Ç + + + + .t + Ç + + +++++'F+
D=CYbiAbb'Aü'K+S12)+a2-(UAIJbAB-K'Fb/2)+(UYt K bll)
l ixTF;SL)R'l: ( D )/ L QALb Aun K'rS2 2 )
ICf 1 ; R t' - 1 ++ '1' F
ICE'2=Ri'+lNTÍ
l F' ( ICP' !<= , 1 . A ix í) + tCi'2>= . 1 )CUlv'l't =CUiITF 'tl
IN'Ft;RVJhLO Dd COilt''iA CÃ CLAbbiCO +++;t++

0202D
0203u
02uqu

020o(J
02a'70

0211u

021ÕU

02190

02Z10
0222Q
0223U

+ Ç

SC;bÍIR'rCS11-2+RCeb'12+HC'r+2 b'Z2)
IN'lC=C+SC/(ALt'Ao+bUKTtJ))
ICC!=leCn.LíiTC
ICC2=RC+lfll'C
lk'(ICCl<=fl.Ande ICCZ >=, 1)CUÍq'lC=CUlil'C+l
lis'l'E;AVAL(J DL COill''IAflCA JACKNltt. ' +

t

+

DOCl=1,J)
SJ;SJ+((I'EIA(1)-RJ)++2)

. . . F if.i
SJ =bCiR'r ( SJ / t \J - l ) )
J. f+ 'l'J =CT SJ/ ( üO K'T ( J ) )
IÇ.Jl=RJ «lill'tJ
ICJ 2 = RJ + l nTJ

B

NÚCLEO DE PhoccssAUCNTO DE DADOS OA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO



79

Mt:Ó I'.F b X F lit.Cb VLKb l On 22/\ ( J / ) z3-/\uU- b J l b : l 'J P/\bt. b

0 ZZ4U

0'Z z'/ v
02 z dv
0.ZZ y v
0 2.sOu

02.s3 Q

l

't +

IF(ICJl<=.1 .An0-1CIZ >=.IICUil'l-J;CUNIJtl
J.fl'l't.Rvl\Lt.) L)t:. Ct.'ji'lt' J.ANCA tS[ALu 4+++'++

4 4 + +'+ + + I'+.f + + + + + + +

t
9

l i'q'l'd=C+6C/( AI.t Au+bQKT ( .J ) )
iCU 1 = t<ó l {.i Tti
l C t) 2 = R f3 t l ivT'o
li;'(ICbl<=. 1 çAiiD, ICUZ>=. 1)COí+'lb=CUf.i'i'ü'ti
Ityl't.t<yAbu l.)c3 C(JlJt'IAi'iCA .'rln +++4 '++
» + + + + ++'..}+ + + v ++'+ + + + +.ç+

e

I'+ + + i'4' .

!

f

q

9

IC'T l =f<'1'
iC'l'2 =í<'1'+ in TU
lp'(IC'l'l <=.1 .ÀiHD fICa'2

. t'lti
>= . 1 ) ((jN I'i =CUlq 'l''l' -t l

02JVÜ

02ulv

'l'U 161PRlbiA-CABEM-l
NKI'l'L( 3 . 9 )
wRll'C( 3 . 1 )

RITO(3.ú)
h t<1 Tt; ( 3 . J )
h R l TL( 3 , '. )

# n. ITÉ: ( 3 , 1 )
. t'' l ft

f
l
!

t

!

0.2q Ú U

02bJv

02570
e2580

ImPR.tMA
H KI'l't;( q , 9 )

3 )
noITE( 4 , Z )
p.«ITd(4 ,

l
P

l
t

t

+'9
q

AKltC.(4 ,a )
A K ll' c; ( q , l )
b'uRFt /\'T ( JX , l JO L l - l ) )
b'uKãAT('iXr 'l\u;.1[3bRi p Xr ! ! l pq'/Ar tt ]iq'] t.b]']r-]A']'(JK
E'UR.qÀI'(bXr !ÜP t.bXl! ! if117 ini),lli)
F'uRóAT(+Xf t (,\CLüSlfqX, ' : tl 'lx, itlÉLtJLl<lrlbXr !CbKbõlCAI, illqX
F'Et,15X,íbEAI, l/IUX, iTll'llpluXflli)
F'UK M A'l'( t ! l )

, . .I'l N

l
Z

J
q

y

.ul'' t;iN 1 1 4 bX f

LIAClxl'll

01Zo0U
02Ólv
02o2v

0204v
02obQ

'lu IMPKIMA-SAIDAI
NKI'l'Ec 3 , 5 ) 11 , !<KF., MKC f iqKJ F MKB r F'lH'l

vltti I'E(3, b) iNUiqc. , hlCt'l , pllCk'Z, i41CClrnlCÇ2r F\lC.J 1, 141C\J2rMICbl
'l' 1 . Ft l C'1' 2
WHI'l'E. ( 3 , 10 ) VKKF r VRRC , VRRJ p VtqRIJ r V t<t<T
k'URNA'FC3Xri! VÀR-Rt:PL ! lp5($Xpt9ea,yX)l2Xrl1l)
WK l 'fb ( 3 , 1 )
['uRMÀT(3Xpi!' ipt'b.0'r]Xrtlir5L3X.1'9.üryX)p2Xri1l)
r'tJRMAI'C3Xpii irUAlrl iirb(2XptLiet'9poi'pifb9.t)rllt)pZXpi
F'(iRMAT ( 2 ( 8 A 1 1 Z X ) )

rMÍÇb2,MIC

10

5
b
'1

r

! t )

NÚCLEO DE PROCESSAMENTO DE DADOS DA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO



80

I'.L ó'l'.t''U x

1. HW 0 n n n n n »

1 0 1 f4PR l piA Sí\ [ tJÀ z

: :t l:l: : :li;ii:mr.=s:i;i';il:li::l ilil:::::l:l!:áll., , ...!.
we PCU.ibl ,PCUnliZ.PCuibll fPCOiVi2

. VVdllt.(4,1) . .

;i-- ''' 'a' ' 3:=b'''Z3--HUU-qJ IO : I'I pAUl b

I' }' . CUiv IC .=Ulq J. J l CL:. l I'b , CUr. I''l
P\.,Uil f' l,r:ufv t Z f E'LUtlClf I'Cüi.-z , i'curial , pcun JZ p

b'Cuib 1 ! p PCJIVI Z

i'KuCLDiJR= CKUSS»K:t''E.&E.nCb iAÜI,b

ul)aO CAI,CUI,t:nE:SIAflS4'l:ÜS
0Ü/90

U l J'/ U t, E.KE
00ó40 J06'70

y14qo udKt,nSÀIDÀ
Q06S0 00680

U21 7 u l r PR IRIA-C'A3EC- l

V2'i50 1nrkllqAnCAddC»2

V 2)V V .ti''.r'hj.hA

ç)2/00 1 nrKIMA-SAIDA2

wtictco OE pnoCCSSApaENTO DE DADOS DX UNiVEnSIDA:e FEC EPAL OE PC:"iAMÜUCO

  l CI lílPt<lt.iA
  . \v tÍI I'L( 4 , 5 ) rl l Cu  , aKI't [- ( 4 , 0 ) 1 Ui-tC

C 2 7 JO = . t'Cu.i b 1 , tJCulf ts z

  . nKI lt.('1 , 1 )
   
   



ERRATA

Onde se lê Leia-se llãg.=/linha
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Cavalcanti V 06
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Diretamente integrãvel Diretamente Riemann
integrãvel
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l im g (c+nX)
t.+m

lim g (c+nX)
H-.>oo

13 11
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Onde se lê Leia-se Pãg./linha
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