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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Inumeros problemas do mundo real envolvem sistemas

de natureza aleatoria, isto €, sistemas estocasticos.

Ocorre com freqﬁéncig que os modelos matematicos
desses sistemas tém grande grau de complexidade, nao sendo
possivel algumas vezes encontrarmos formulas analiticas para
descrever o seu comportamento. Na teoria das filas, quando os
intervalos entre chegadas e os tempos de servigos nao sao
exponenciais, em geral nao obtemos formulas analiticas para
a distribuiga@o estacionaria quer do nimero de elementos  no
sistema quer para o tempo de espera na fila. Nas redes de
filas e redes de comunicacdes € dificil determinar formulas
analiticas para as medidas de desempenho desses sistemas. Além

de métodos de aproximacdao, a simulacdo desses sistemas € um

instrumento importante para o seu estudo.

-

O principal objetivo da maioria das simulacoes de
sistemas estocasticos € estimar propriedades do comportamento
estacionario do mesmo, tais como obter estimativas pontuais
ou intervalos de confianca para a media da sua distriBuigéo

estacionaria ou funcdes da mesma.
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Como em geral as obsefvagGes Xl,Xz,;.. geradas
atraves da simdlagéo sao correlacionadas, os metodos da es-
tatistica classica para obfengéo de intervalos de confianga,
baseados em seqiiéencias de variaveis aleatorias independentes

e identicamente distribuidas, n3ao sao aplicaveis.

Algumas aproximacOes tem sido utilizadas para en-
frentar o problema da correlagéo, como por exemplo, agrupar
as observacoes em blocos aproximadamente independentes e
identicamente distribuidos e ent3@o utilizar os métodos da
estatistica classica. Este procedimento & adotado nos méetodos

de réplicas e blocos.

Métodos de analise de séries temporais, que levam
em consideracao a existencia da correlacao entre as obser-

vacbes, podem também ser utilizados.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns resultados fun-
damentais da teoria da renovacao e dos processos regenerati-

vos. O primeiro a introduzir o processo regenerativo foi

Smith (1955 e 1958), seguido de Miller (1972).

O método regenerativo permite a obtencao de blocog
de variaveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas, tem a vantagem de eliminar os problemas decorrentes
da escolha do estado inicial da simulacao e permite que se

apliquem os resultados da estatistica classica.



No Capitulo 3, apresentaremos estimadores pontuais
e intervalos de confiéngé para parametros associados a dis-
tribuicao estacionaria de.processos que podem ser modelados
como'processos regenerativos. Consideraremos em especial a
construcao de intervalos de confianca para a média da distri

buicao estacionaria.

No Capitulo 4, faremos as aplicacdes praticas e si
mularemos uma fila M/M/1 usando‘o método regenerativo, a fim
de estimarmos o tempo médio de espera na fila sob é distri-
buicao estacionaria, através dos estimadores apresentados no
Capitulo 3. Intervalos de confianca para o tempo médio de es
pera na fila, serao apresentados e determinada a proporgao

de cobertura para os mesmos.

Para obtencao destes resultados foi elaborado um
programa computacional em linguagem Fortran, na versao Flex,
que apresentaremos no Apéndice, onde também serdo apresenta-

dos alguns topicos pertinentes ao desenvolvimento do trabalho.



CAPITULO 2

0 METODO REGENERATIVO

2.1 - INTRODUGAO

O método regenerativo € uma técnica que possibilita
o uso dos métodos da estatistica classica como conseqiiéncia
da obtencdo de um grupo de observacles aleatdrias, que gru-
padas de acordo com os sucessivos retornos para uma determi-
nada condicao, produzem blocos independentes e identicamente

distribuidos.

Assim, os problemas de dependéncia entre observa-

¢oes e a dificuldade em comecarmos o sistema no estado de
. - - -~ - - . - -~

equilibrio, sao eliminados, pois, € possivel tomarmos um es-

tado em que o sistema se regenera como o estado inicial e

fixarmos um certo numero de ciclos para rodarmos a simulacio,

obtendo entao, observacoes em blocos independentes e identi-

-

camente distribuidos.

0 uso de tal método & possivel quando o processo
simulado € um processo '"regenerativo', do qual trataremos

neste capitulo.

Como os processos regenerativos estao fundamentados

-4



na teoria da renovaciao, que € uma importante ferramenta da
teoria da probabilidade, apresentaremos inicialmente alguns

dos principais resultados daquela teoria.

2.2 - TOPICOS DA TEORIA DA RENOVACAO

Consideremos um determinado fenomeno, sendo {Xk, k>1}

a seqiiéncia de instantes entre ocorréncias sucessivas deste

fenomeno. Seja

Sn = Xl + X2+...+Xn, nelN

que representa o tempo total até a n-ésima ocorrencia.

Definicao 2.2.1 - A .seqliencia S = {Sn:IIE N} sera

um processo de renovacao se Xl’XZ"" forem variaveis alea-

torias ndo-negativas, independentes, e identicamente distri-

buidas. Entao os S, sao chamados tempos- de renovagiao.
Sejam a funciao de distribuic@o comum e o tempo medio

comum das variaveis Xk's dados respectivamente por:



b= E(Xl;) = j XF(dx), ksl (2.2.2)

Suporemos F(0) = P(Xk=0) <1l eque EX) <, kil
Pela lei forte dos grandes numeros, temos que:

S

7? > u, com probabilidade 1. (2.2.3)

nte

Agora, consideremos também o numero de renovacoes

" no intervalo de tempo [0,t] dado por:

N(t) = sup{n:.S_ < t}. (2.2.4)

O principal objetivo da teoria da renovacgao € obter
propriedades de certas variaveis aleatorias associadas com
{N(t)} e {S_, n>0}, como por exemplo,o nimero médio de re-
novagoes em [0,t].

Para calcularmos a distribuicao de probabilidade

de N(t), temos que

>SS <t _ (2.2.5)

N(t) > n <




entao
P[N(t) = n] = P[N(t) > n] - P[N(t) = n+l1]
, | = p(sn £ t) - P(sn+1 < t)
= Fn(t) - Fn+1(t)’ t>0, nz1
onde
o t
F (1) = JO F_;(tx) dF(x) = jo F,(tx) dFG)  (2.2.6)
€ a formula da convolucao das 'n" variaveis aleatorias (ver

Apéndice).

Seja M(t), o numero médio ‘de renovacoes no inter-

valo [0,t], denominado por funcao renovacao, entao

M(t) = E[N(t)] = I Fn(t). (2.2.7)

n=1

Para verificacao desta igualdade consideremos

N(t) = £ A

onde



1, se a n-ésima renovacao ocorreu em [0,t];

0, caso contrario.

Mﬁ)==EWCU]==E{Z AJ = I E(A) = I P(A_=1)
n-_—l = n =

Teorema 2.2.8 - Seja S = {S,: neN} um processo

de renovacdao, e suponha que F(t) seja tal que F(0)<1 entdo

M(t) < » para O0gt<e,

A prova deste teorema encontra-se em Cinlar (1975)

e Ross (1970), por exemplo, sendo por isso, aqui omitida.

Mostraremos que M(t) (2.2.7) satisfaz a seguinte

equacao:

t
M(t) = F(t) + j M(t-x) dF(x), t30 (2.2.9)
(0]

Para obtencao de tal resultado definiremos a es-
peranca condicional de N(t) dado o tempo da primeira reno-

vacao:



E[N(t)/X1=xJ = |0,, x>t;
) (2.2.10)
1 + M(t-x), xgt.

entao
t
M(t) = E[N(t)] = j EIN(t)/X,=x] dF(x)
(o]
t
- j [1 + M(t-x)] dF(x)
o) .
logo

t
M(t) = F(t) + j M(t-x) dF(x)
(o]

que & chamada equacdo renovacao.
Uma generalizacao da equacdao renovacao € a seguinte:

t
g(t) = h(t) + [ glt-x) dF(x), 30 (2.2.11)
- (o]

onde, h e F sao funcoes conhetidas e o problema e deter-

minar g como solucao da equacao 2.2.11.

Teorema 2.2.12 - Suponha que h(t) seja uma fun-
cao limitada. Existe uma unica funcao g 1limitada em inter-

valos finitos que satisfaz a équacao renovacao (2.2.11) e



esta funcao €:

g(t) =
onde M(x) = I Fn(x)
n=1
Demonstracao:
~lucao e:

tomando a transformada de

g(s) =

h(t)

~-10-

t
" j h(t-x) dM(x) (2.2.13)

(@)

€ a funcao renovacao.

A equacao 2.2.11 em termos de-convo-

h + g « F;

1

Laplace temos:

h(s) + g(s) F(s) (2.2.14)
donde vem
g(s) = B8l
1-F(s)
ou - " #
g(s) = h(s) |—E—| = hes) |1+ ECS) |,
1-F(s) 1-F(s)
usando o fato de que &(s) = —féfl— temos entao

1-F(s)



-

g(s) = h(s) + h(s) m(s) . (2.2.15)

donde, obtemos entdao 2.2.12, A unicidade & garantida, desde

que a transformada de Laplace determina unicamente a funcao.

Apresentaremos a seguir alguns resultados funda-

mentais da teoria da renovacao.

Teorema 2.2.16 - Com probabilidade 1

HLE) > L (2.2.17)
¥ theo H
Demonstracao: Temos que
S ) S :
N(t) t N(t)+1
N(E) S NEy S TN (2.2.18)

pela lei forte dos grandes numeros, com probabilidade 1

> ]_1‘,

S
n
" nte

Desde que N(t)

> o com probabilidade 1,
tte

temos que:

SN(t)
N(t)

> u com probabilidade 1. (2.2.19)
tho
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Pelo mesmo argumento, temos com probabilidade 1,

que:
S Sy e
N(t)+1 _ °N(t)+1  N(t)+l > (2.2.20)
TN(®) T NI N gre M =
- N(t)+1
pois > 1 ocorre.
NCE .

De 2.2.18, 2.2.19 e 2.2.20 obtemos entao 2.2.17.

A seguir apresentaremos um resultado sobre a con-

vergéncia do nimero médio de renovacdes por unidade de tempo.

Teorema 2.2.21- - Teorema Elementar da Renovacio

Seja S = {Sn: n>0} um processo de renovagao

com u = E(X;) < =, izl, entdo:

M(t)
t

e S (2.2.22)
the M

Um modo de demonstrar este resultado € mostrar que:

M(t)
t

SINE lim sup M(E) < =
H to>wo t H

1lim inf
t oo

os quais implicam na convergéncia precedente.

O resultado que enunciaremos a seguir, da o  com-

portamento assintotico da solu¢do da equacdao renovacgao.
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Teorema 2.2.23 - Teorema Basico da Renovacao

Seja F a funcao de distribuicio de uma va-
riavel aleatoria com média . Suponha que h & diretamente

integravel e g € a solugcdo da equacdo renovacio

. |
g(t) = h(t) + j g(t-x) dF(x),
[e)

i) Se F & nao-aritmético, entdo

lim g(t) = {%- [ nrax, se ey

e o (2.2.24)

0, se U=,

ii) Se F & aritmético com amplitude A, entio

para ¥c>0

[ee)

1lim g(c+n)) = j}- Z h(c#n)), se u<= ;
e n=0 | (2.2.25)
0, se U=,

As definicoes de aritmético e diretamente Riemann

integravel encontram-se no Apéndice; para demonstracao ver

Feller (1966).

Uma formulacao equivalente e expressa em termos da

funcao renovacao & apresentada. a seguir:
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Teorema 2.2.26 - Seja F a funcao de distribuicao

de wuma variavel aleatoria positiva com média u. Seja

TM(t) = & Fn(t) a funca® renovacao associada a F. Seja

h>0 e fixado.

i) Se F @€ nao aritmético, entao

1im[M(t+h)-M(t)] = % ver Feller (1966). (2.2.27)

.t

ii) Se F € aritmético com amplitude W
entao o resultado (2.2.27) continuara va-
lido desde que h seja um multiplo da am

plitude A. Ver Feller (1966).

O teorema elementar da renovacao (2.2.21) pode ser
considerado como um corolario do teorema 2.2.26 considerando

b = M(n+1)-M(n), se F € nao-aritmético, o teorema 2.2.26

diz-nos que

R4
/
;

.oy 1 :
lim bn§= < (2.2.28)

n->o©
A média de b~ também converge para %r

n-1 : n-1
11'111% I by = 1im% L MksD)-M)] = 1im M@ _ 1 (2.2.29)

n->e k=0 n-ee k=0 e D H
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Agora para um t arbitrario e positivo, seja [t] o maior
inteiro nao excedendo t. Como M(t) € uma funcao monotona,

temos que

[t] M([t]) M(t) [t]+1 M([t])+1
A £ I R S ) (2.2.30)
M(t) p :
como T esta entre duas quantldades-que convergem . para

%T temos entao

1im MCE) _ L
t U

que € o teorema elementar da renovacao.

2.3 - PROCESSOS REGENERATIVOS

Suponha que o sistema simulado seja um processo es
tocastico. De modo infofmél, tal processo € dito 'regenera-
tivo" se tem a propriedade de sempre rétornar para alguma
condicao '"regenerativa', mediante a qqal a evolucao futura
do processo € independente doicomportamentd péssado e tem a
mesma distribuigao de probabiiidade..lsto equivale'a dizer

que existira uma seqiiéncia de instantes  aleatorios

0 = Bo$81$82$..., chamados de instantes de regeneracdo, tal

que a cada um destes instantes, o processo tem a mesma estrutura
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probabilistica que teria no instante §,; ou seja, entre

l b
quaisquer dois instantes consecutivos a porgao do processo
e uma réplica identicamente distribuida e independente da

- porcao entre quaisquer dois tempos consecutivos.

Un processo regenerativo & definido da seguinte ma

neira:

Definicao 2.3.1 - O processo {X :t20} & dito re-

generativo se existe uma seqliéncia So’S de tempos de

IERRE

parada, tal que

(a) S = {Sﬁ: n € N} € um processo de renovacio.

(b) Para qualquer n,m e N, t .,t_ e R e

l’tZ"' n +

qualquer funcao limitada g, definida no es-
paco Rn, temos

Elg(Xg ¢ sevesXg ¢ )/XusS 1=Elg(X, ,...X )] (2.3.2)
m 1 m n

1 tn

A definicao de tempos de parada encontra-se no
Apéndice. A propriedade (b) .8 denominada propriedade de re

generacao e os instantes So’S sao chamados os instantes

1...

de regeneracido.

-

Designemos por {X, ,t=0} o futuro do processo

t’
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{Xt:tZO} com relacao ao instante T, para T=S , m=1,2...,

isto ¢ xt=XT+t' A parte (b) da definicao 2.3.1 nos diz

que {X,,t>0} ¢ independente da historia {Xu,usT} e que
a distribuicao de {X ,t>0} ¢ a mesma que de {X,,t>0}.
Seja {Xt:tZO} um processo regenerativo com pon-

tos de regeneragio S = {Sn: n € N} e seja F a funcao de

distribuicao dos tempos entre regeneracoes. Definamos para um

subconjunto A contido no espago de estados E, a funcao:

h(t,A) = P(S;>t, X, € A), t30, (2.3.3)

t

e seja
g(t) = P(X_ € A), t20; (2.3.4)
de 2.3.1 temos que

1St (2.3.5)

P(Xt e A/S;) = g(t-S;) no conjunto {s

e entao a funcao g satisfaz a equacao

t
g(t) = h(t,A) + j g(t-s) dF(s) (2.3.6)
. _

que € a equacao renovacao dada por 2.2.11.
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Exemplos de Processos Regenerativos

Exemplo 2.3.7 - Seja Z uma cadeia de Markov irredutivel re-

-

" corrente aperiédica, com espaco de estados contavel; se j ©
um estado fixado, entao cada instante em que o estado j ¢
alcancado € um instante regenerativo para Z iniciando em j.

Exemplo 2.3.8 - Seja Zt o tamanho Qa'fila com um servidor,

com chegadas de Poisson independentes e identicamente distri-

buidas e tempos de servicos também independentes e identi-
camente distribuidos bem como independentes dos intervalos en
tre chegadas. Suponha que a origem do tempo € considerada como

o instante em que um cliente sai do sistema e deixa exatamente

"j'" clientes neste sistema. Entao a cada instante que sai um
cliente e deixa exatamente "j'" <clientes no sistema o pro-
cesso se regenera e Zt € um processo regenerativo.

Exemplo 2.3.9 - Seja Z_ o intervalo de tempo de t até o ins-

tante da (n+l)-ésima ocorréncia em um processo de renovacao

S; 1sto e, ‘

S -t, se S_<t<S
n

A+l para algum n € N;

n+1l

+ ©, caso contrario,
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entao Zt € um processo regenerativo com espaco de estados

E= [0,%].

Os resultados obtidos da teoria da renovacgio apli-

cam-se para O processo regenerativo.

Pode-se considerar processos regenerativos a pa-

rametro discreto ou continuo.
Sejam 0= B <B;<... a seqiiencia de instantes  de

regeneracao de um processo a parametro discreto. Consideremos

a porcao do processo

Facamos
a. = Bj_Bj—-l’ j?l (2.3.]0)

entao aj representa o numero de ocorréncias entre os ins-

tantes regenerativos (j-1)-€simo e j-€simo e € chamado de

j-€simo ciclo. S

Para aplicacoes a simulacao, suponhamos que o pro
cesso simulado possa ser identificado como um processo rege-
nerativo e, para um intervalo de tempo finito, muda de esta-

dos somente um numero finito de vezes. Suponhamos ainda que



= E(o. 2 oo
U. .( J)_’.,
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3y

Teorema 2.3.11 - Seja F ‘a funcdo de distribuicio

comum dos aj, j>1:

(a) Se F ¢& nao-aritmético, entao

X ‘f“ > X (2.3.12)

i nteo

(b) Se F & aritmético com amplitude A, entao

X éi > X (2.3.13)
ni
nteo

A demonstracao deste teorema € uma conseqiiéncia di
reta do teorema 2.2.23 (ver Smith (1955 e 1958)) e Miller

(1972) . Para definicao de aritmético ver Apéndice.

Seja f wuma funcdao mensuravel (a valores reais).
Suponha que o objetivo da simulacao seja obter estimadores

e intervalos de confianga para

-

r= E{f(X)}, onde X & a distribuicao estacionaria.

J
Seja Yj = Z £(X;), para j>1 (2.3.14)



-21-

isto €, Yj ¢ a soma dos valores £(X;) sob o j-eésimo ciclo

regenerativo de comprimento aj.

.

Tt

. Suponhamos que o processo seja simulado n ci-

clos de comprimento Uys055e0e,0 € para cada ciclo sejam

registrados os valores Yl’YZ""’Yn'

A seguir sao apresentados duas propriedades dos
processos regenerativos, que tém importancia fundamental pa-

ra 0 uso destes.

Teorema 2.3.15 - A seqiiéncia {(Yj,aj)}, j*1 con-
siste de variaveis aleatOrias independentes e identicamente
distribuidas.

A proposicdao enunciada € uma conseqiiencia da es-
trutura do processo regenerativo; para sua demonstracao ver

‘Chung (1973).

Teorema 2.3.16 - Se E{|f(X)|} <« e F & ndo-

aritmético, entao

E(Y.) '
r= B(f00} = grgly 321 (2.3.17)
E aj .

onde Yj € definido por 2.3.14.
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A demonstra;ﬁo.dcste'teorema encontra-se em Crane
e Iglehart (1975) que também analisam o caso em que F e
aritmético.

Para o processo regenerativo a tempo continuo, de-

signando-se Rj’ j>1 a seqliencia de instantes de regenera-

cao e por Tj= Rj-Rj_1 a amplitude do j-€simo ciclo regene-

rativo, permanecem validos os teoremas 2.3.11, 2.3.15 e

2.3.16, onde o termo 2.3.14 é substituido por

7. = Jj £{X(t) }dt. (2.3.18)



CAPITULO 3

APRESENTAGAO DE ESTIMADORES TIPO RAZKO

3.1 - INTRODUCAO

Apresentareﬁos aqul alguns estimédores, tipo razao,
e a construcdao de intervalos de confianca com base nestes es
timadores. Para construirmos os intervalos de confianca,usa-
remos o método regenerativo e compararemos os estimadores

quanto 3 tendéncia e a variancia.

Desejamos obter intervalos de confianca para
r= E{f(X)}, onde f & uma fungao real e X & uma variavel
aleatoria, que representa o processo sendo estudado sob a
distribuigcao estacionaria.

Como foi visto no Capitulo 2, no método regenera-

tivo obtemos o processo simulado {Xt: t>0} em ciclos de com

primento o

;o 1=1,2,...,n, e para o i-ésimo ciclo, Y. re-

1

z

presenta a area sob a curva f(Xt).

Sejam

U. = * y 121,70 5115

_23_
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Hy E(Y;)

com uZ#O e L a matriz de covariancia com elementos dados

T3 92

Observacao: A importdncia do método regenerativo & permitir

considerarmos as variaveis aleatorias U;'s independentes e

identicamente distribuidas e

E(Yi) Hy

Tr = m = u—z-, i=1,2,...,n,
i !

como sendo o quociente de médias entre duas variaveis alea-

torias (ver 2.3).

-

Portanto o valor r sera estimado atraves dos es-

timadores razao, a seguir:
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Estimador de Fieller

_ Y&~K512
rf =T———; (3.].])
a -hszz
‘onde
-1 2
K= [¢ "(1-v/2)]" /n, (3.1.2)

sendo ¢ a funcao de distribuicao normal com media zero e

variancia um. s e s,, sao elementos de S (esti-

11° °

12

mador nao viciado de ) dada por

~

S11 512 ;D - i
-— e - - o= !
s = aE=SACEDICEDI CR )
s | S99
e

_ ¥' .=1 n

U &= = T % Ul,
_ i=1
o

Observacao: s $12> 521. e s,, sao obtidos como funcao

11°

de n (tamanho da amostra) que deixamos de exibir explici-

tamente.
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Estimador gg Beale

= (1+S,,/nYa)

F,o- — L (3.1.4)
a (1+s22/na )
Estimador Classico

- _ Y. 3.1.5

TC = &3 ( )

Estimador Jacknife
1 0
f. = =— £ 0.; (3.1.6)
j n ;-7 1

onde

- (n-1) (Z Y./ L OL.) : (3.1.7)
j J
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Estimador gg Tin

v S S
- Y 12 22) 1
T, = = 1 + <__ = ) - | (3.1.8)
Yo o

‘onde todos os estimadores sao fortemente consistentes e sao

todos viciados.

Os estimadores de Beale, Jacknife e de Tin foram
desenvolvidos com o objetivo de reduzir a tendéncia do esti-

mador classico.

Apresentaremos, a seguir, intervalos de confianca

para os estimadores citados anteriormente.

Intervalo gg Confianca Fieller

n
Consideremos Z.= Y.-ro., i=1,2,...,n e Z s+ T .
i i1 n o9 1

Temos que - s

E(Z;) = 0,
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Pelo Teorema Central do Limite,. temos que:

lim P[Z:)/ﬁ < Z] = d)(z), ~0< 7 <o
n->

onde

z
d(z) = L J -y /zdu
V21 e
Seja
2 2
5% = 511—2r512+r Sy9s

. & .. 2
um estimador nao viciado de o¢°, para um tamanho de

n. Como pela lei forte dos grandes numeros,

> ¢ com probabilidade 1,

0t

entao

lim P{%éﬁ 3 {};¢(z), ~0< 7 <00,

1 >

ver Chung (4.4.8, 1968). Temos eﬁtﬁd:

. /0 1 .

(3.1.9)

amostra
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ou equivalentemente

S 5 S
Pl- z — <7 < z —| = 1-v.

Elevando ao quadrado os termos da desigualdade te-

IN

.mOS:
PIZ% < S%.K] = 1-y
onde
K =2% _,_/n (3.1.10)
1-v/2
ou

P[Z2-kS%<0] = 1-v.

Substituindo 22 e S2 e reescrevendo a expressao

precedente de forma explicita, temos:

- 2 .o i r~
P[(&%-Ks ) ~2(Ta-Ks; )T+ (Y'-Ks <0] = 1oy (3.1.11)
=2 2 i
Como &~ > W, com probabilidade 1, e
nte :
22 '
K = X2 > 0,
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segue que

._2 ,
‘ (o —hszz)

> 42 com probabilidade 1.
n e |

Portanto para n suficientemente grande a expressao

(3.1.11) €& equivalente a:

P{[(&Z-Kszz)rz—z(?&-Kslz)r+(§2—Ks

_2 a ~
[07-Ks,,] > 0} = 1-v, (3.1.12)
Assim a questao se resume em analisar a funcao quadratica
g(r), com coeficientes aleatdrios, dada por:
(r) = (8%-Ks., )% 2(Ya-Ks, )1+ (Y2 -Ks. )
gLl 2271 - 12 “%511

tal que g(r)<0.
O discriminante da expressao quadratica g(r) divi
dido por 4 € dado por:

oo 2 =2 =3
D = [Ya-Kle] - (o -Kszz)(Y -Ksll).

No conjunto dos '"r'" onde as desigualdades de 3.1.12 estao
satisfeitas, temos D30 e 3.1.12 € equivalente a '"r'" estar

compreendido entre as raizes de g(r),
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el 1/2
(Yu—hslz)tD

oY

isto €, 3.1.12 equivale a

< 1/2
(Ya—Kslz)—D

(Ya-Ks 2)+D1/2
P

< 1 <
~2 , N N -2
a -hszz o -Ks22

12

e entao temos o intervalo de Fieller

D1/2
Ty e B
(6" -Ks

R (3.1.

22) (3" -Ks

Intervalo gg Confianca Usando [} Estimador Classico

Temos que

ZZi ’
lim P £ 2z = q)(z), —0< 7 <o
n»>e \/no

onde
n n n n
iZ1% 3EaTiEn% T iEi%TiEi%
Mo /n o ./n o
n -
121% (r 1) _ n&(rc—r)_; /ﬁ(r —r) (3.1.14)
Yyn o v/n o

O/a
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logo

£Z /n(r -1)
lim P{—= < z| = 1im P{——S& | - o(2). (3.1.15)

n->e vno n->o ~o/a
Estimando o por:

~

- 2 1/2
=27 S1,+T.S,,) , (3.1.16)

segue que, para n suficientemente grande

. /A (T _-1) |
P (- z § ————— < 2z ~ 1-v, (3.1.17

c
"pois 0 .é& um estimador consistente de o.

Desenvolvendo 3.1.17 temos que:

Z .S Z S ‘
- 1-v/2" ¢ -~ 1-v/2°°c| ~
P<;*C - T =177 L r < rC + ——T177 ) = 1-v.
an on

Temos entao um intervalo para r com 100(1-y)% de

confianca dado por:

z .S Z .S
s ¢ - S /L) (3.1.18)
avn ' avn

=)
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Intervalo de Confianca Usando 0 Estimador'dacknife

Considerando o estimador de o dado por:

e usando o seguinte teorema limite

Yn(r.-r)
lim P|—24— < z| = o(2)
n-o S. ‘
J
obtemos:
VA(T.-1) |
J .
donde desenvolvendo, temos um intervalo de confianca para

f, com 100(1-y)% de confianca, dado por:

-~

~ -

-+Z

SiTMev/2tty TitMey/ac S| (3.1.19)
/mo /n

Intervalo gg Confianca Usando [ Estimador gg Beale

Utilizando-se o mesmo estimador o, usado para o
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intervalo classico, ¢ .considerando o fato de que

/ﬁ(fb—f ) >0 com probabilidade 1,

c nteo

obteremos entao um intervalo de confianca com 100(1-y)% de

confianca, dado por:

Z ) Z . S
. “l-y/2""c. B4 “l-y/2°"c (3.1.20)
avn . a/

Intervalo de Confianca Tin

De modo analogo para o estimador Tin,

> 0 com probabilidade 1,

\/T_I(Tt—rc) n teo

e usando-se Se» obtemos

z .S Z .S
P, - 1-y/2 "¢, £+ 1-y/2" "¢y, (3.1.21)
v T o/

3.2 - COMPARAGOES ENTRE ESTIMADORES

Inicialmente apresentaremos uma comparagao entre

os estimadores Classico e Jacknife.



Seja (Yi’

“tal que Xi ~ N(1,nh) e Yi

Y.
1

0

com E(ei/Xi) e

Considerando:

E(

(ver Apéndice).

Seja

temos que:

~35-

Xi),.i=1,...,n uma amostra aleatoria

dado pelo seguinte modelo:

= a+bX,+e;, i=1,...,n (3.2.1)
Var(ei/Xi) = né,
£i & l—Xi onde |£i|<1 temos que:

£) = 0, Var(&) = h,
- 1+h+3h2+15n°+0(n™ %), (3.2.2)
- 1+3h+15h%+105h°+0(n" %), (3.2.3)
definido por 3.1.5; da expressao 3241
- E(_g_ _ E(__EL_

X %
- aB(X"1+b (3.2.4)
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Usando 3.2.2 e desprezando termos de O(n_4), temos

que:

E(F) = a(1+h+3h%+15h°) + b. (3.2.5)
Como
E(Y,)
r=m= a+b (3.2.6)

~

E(rc) - T

=
1

a(h+3h%+151°), (3.2.7)

o)
1

logo

2

- - 2
Var(rc) E(rc—r) - B

- 2
E[‘_{_ - (a+b)] - [a(h+3h2+15h3)]2

n

X

donde, desenvolvendo, usando 3.2.3 ¢ desprezando termos de

ordem maior que 3, temos
- 2 2 3 2 3
Var(rc) = a“(h+8h“+69h~) + &§(1+3h+15h“+105h~). (3.2.8)

Agora seja o estimador proposto por Quenouille (1956)
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dado pela seguinte expressao:

g
: - op o (g-1) £
To = 8T¢ g LTy . (3.2.9)
i=1
onde: "g"- & o numero de grupos de tamanho 'm'" cujos ele-

- mentos sao escolhidos aleatoriamente, tal que n= mg

e
-1 — -
. Y. ¥y,
Ti = wy = Se——m—,
X. nX-mX.
i i
onde Xi e Yi s3io as médias amostrais do i-ésimo
gTupo.

Observacao: Para g=n o estimador ?Q reduz-se ao estima-

dor Jacknife.

Desenvolvendo ?Q(3.2.9) temos

o st g § OTe/0
Q X € i=1 (nX-mX;)/(n-m)

1 ™M0a
o1

[
=
H?<..l I [ H

(3.2.10)

(né-méi)/(n-m) e

e;- € a média amostral do i-ésimo grupo.
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Como Var(Xi) = nh e n= mg, obtemos:
—1 '
( = i
Var(X;) = Z=h. S (3.2.1)

Substituindo h por E%T'h em 3.2.2 e 3.2.3 te-

mos :
E(?“{—) = L giphos Rt v 15 R o™ (3.2.12)
1 g- (1-g)
(<]
E -——_% 7| = 1 + '(STgljh + 15 ——g—-—zhz + 105 _g_3_}13+0(n_4)‘(3'2_]3)
(¥;) ¢ (g-1) " (D)

Usando 3.2.10 obtemos entao:

E(Tr

g
)-b+a p|-& - (-1 3 1
¢ X £ =

-b+a [1 -3 -g—gTh2 - 15g L2 ‘1%}13],

1

logo, a tendéncia assintotica de T

Q ei
B = aIE g%hz + 15g ((2 ‘l?hﬂ, (3.2.14)
g_

que € de ordem n~2,
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Desde que os coeficientes de h? e 1’ sio fun-

coes decrescentes de g(g>2), segue que a menor tendéncia

ocorrera para g=n.

Como

I

E(%/X;) = 8, BIGED /X = B e,

E(8] &i/X;) £(g-2) 5 o E(G e;/X;) = 8,

(g-1)

a variancia de ?Q e:

2
Var()=a’|h + 2 _En? _ Sglig -1dgsll)y3
1 ) (g-1)

2 4 3 2 -
- . ~173g+32
¢ 8]1 _5%41 - 2g128 9g;8)h2 _ 3g.(28g -149g +262g 173g+32) 3
5 (g-1) (g-1)

’

(3.2.15)
(ver Rao, 1965).

Dado que os coeficientes de h, h? e nd sdo fun
coes decrescentes de g (tal quéh g>2), segue que O menor

lor da Var(fQ) ocorre para g=n. Como a tendéncia & também
- - . - ® -
minima para g=n, a escolha otima de g €& n.
Considerando g=n, X;=a; e fi=ei, o estimador

§Q» & o estimador Jacknife dado por 3.1.6, o qual tem menor
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=)

tendéncia e menor variancia do que o estimador classico

dado por 3.1.5.

- Durbin (1959) demonstrou esse caso para g=2.

Considerando as hipoteses a seguir:

'i) Yi=a+in+€i,

i) B(ey/Xy) = 0, Var(e;/X;) = 8

iii) X; com distribuicdo gama com parametro

h,

Tin (1965) demonstrou que o estimador por ele proposto e o
- menos Viciado entre os estimadores em estudo, seguido, na or
dem crescente de vicio, pelos estimadores de Beale; Jacknife
e Classico, isto, para um dado grau de aproximacgao; quanto
as variancias, para O(n"z) e O(n_s)’ o estimador de Tin
tem a menor variancia, seguido pelo de Beale, Jacknife e

Classico.

3.3 - USO DOS ESTIMADORES EM PROBLEMAS DE FILA

3.3.1 - INTRODUCAO

Suponha que estivéssemos interessados em estimar o

tempo médio de espera (denotado por E(W)), numa fila com um



i} ] =

servidor, sob a distribuigao estacionaria. Um estimador natu-

ral seria

I~ 2

. W.
w1 i‘%v‘i (3.3.1.1)

- que € um estimador consistente para E(W) onde

W, - e o tempo de espera (na fila) do i-E&simo
cliente.
N — ¢ o numero de clientes simulados.

Entretanto tal estimador, devido ao efeito das con-
dicoes iniciais, € um estimador viciado; a construcao de um
intervalo de confianca para E(W), baseado numa seqliencia de
varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribui-

das, nao € possivel, pois as observacgdes serao correlacionadas.

Uma maneira alternativa nesta situacao seria tomar

observacoes até que ''n" ciclos regenerativos, (Yl,al),...,(Yn,an),

fossem simulados e entao,

N n . n
i)Wy abYy o 5/
. A i,

L a. Zai/n
. 1
i=1

onde
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Y, - &€ a soma dos tempos de espera no i-ésimo
ciclo;

a; — & o nimero de clientes atendidos no i-€simo
ciclo;

N — é o numero de clientes simulados atendidos

nos n ciclos.

Desde que cada seqliencia {Yl""'Yn} e {al,...,an}, e

composta de variaveis aleatorias independentes e identica-

mente distribuidas, temos, pela lei forte dos grandes nume -

ros que:

n
igl Yl
- > E(Y.) com probabilidade 1

n i

nte
i=l, ) ,]’1,
n
L 0.
i:l 1' . -
> E(a.) com probabilidade 1
n nte s

1=, 40510,

como E(Y;) = rE(a;) = E(W). E(a;), temos entao

1 71

(W]

n~MmBiis
Vv

E(W) com probabilidade 1.

[
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Com a obtencao das variaveis aleatorias  indepen-
dentes e identicamente distribuidas, € possivel usar direta-
mente, os resultados limite da estatistica classica. Em con-

trapartida, obteremos estimadores do tipo razio.

Outros métodos que tém sido usados na estimacao
em simulacdo, sao os métodos de réplicas e blocos. No método
de réplicas geram-se K rodadas independentes da simulaciao,
cada uma com o mesmo nimero de observacoes, que podem ser
obtidas iniciando-se cada rodada com o sistema no mesmo esta
do, usando-se seqiiéncia diferentes de numeros aleatorios e
supondo-se que as medias das réplicas sao independentes e
identicamente distribuidas. No método de blocos obtém-se uma
Unica rodada da simulacdo,dividida em K blocos de mesmo
tamanho e supde-se que as médias dos blocos sao independentes
e identicamente distribuldas, se o tamanho de cada bloco €

suficientemente grande.

3.3.2 - FILA GI/G/1

Considere um sistema de fila‘GI/G/l, com ordem de
servico FIFO no qual o primeiro clientéA(o de numero zero)
encontra o servidor livre e é imediatamente atendido, tendo

tempo de servigo VO.'O de numero 'n" chegé no tempo t e

tem um tempo de servicgo Vn‘
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Seja
) U, = t, - t o1 : (3.83.2.1)
o intervalo de tempo entre as chegadas do (n-1)-€simo e
n-ésimo clientes, para nzl e seja Z= 1V, 4, U} onde

~

{Z_: n31} sao independentes e identicamente distribuidas com
~

E(Vn) - L e O<p<eo
1 V (o]
E(Un) = 0<A<eo,
Seja
E(V)

Assumiremos p<l como condicao para que o Sistema
seja estavel, implicando em infinitos retornos a condicao re

generativa. Os instantes de tempo crescentes O,ﬁpsz.., em
que os clientes chegam e encontram o sistema vazio, sao . 0S

instantes em que o sistema se regenera.

Seja
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entdo os tempos de espera na fila W, poderdo ser. obtidos

recursivamente por:

1
!

wn +'Xn+l’ n “nal
W =

n+l - n20 (3.3,2.2)
0, se W+ X <0

Usando-se a nocao da variavel tempo de parada (ou
variavel opcional) pode-se mostrar que existe uma seqiiéncia

de variaveis aleatorias {Bi: i»0} tal que 80=0, B.<B; e

1+1

WB = 0 com probabilidade 1, ou seja, os B, sa0 0S NUMETOS

i

dos clientes que chegam e encontram o sistema vazio.
Fazendo-se a.;=B;-B; 1, i»1, entao a;, representa

o numero de clientes atendidos no i-ésimo ciclo.

Observacio: Um periodo ocupado, acrescido do intervalo deso-

cupado imediatamente posterior, forma um ciclo ocupado.

A suposicdo p<l implica na condicao adicional que

E(ayp)<0, K>1. (Ver Ross, 1970, 99-100).

Seja

(3.3.2.3)
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o tempo total de espera de todos os clientes para o i-€ésimo

ciclo ocupado. Mostraremos que Yi pode ser escrito como:

T.

i
Yi = JT Nq(t)dt
i-1

onde (T.

io1° Ti)— representa o intervalo do ciclo ocupado,

Nq(t)- representa o numero de clientes .na fila no

tempo t.

Demonstracao: Sejam 0,1,...,0g 1 O©S numeros dos

1

clientes atendidos no i-ésimo ciclo ocupado.

Seja

1, se o k-ésimo cliente esta na fila no tempo t;

A(t) =
0, caso contrario;

entao .

logo, R
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T. T
i ® i
| N (£) = 2 [ A (B)dt,
T. K=0 - T.
i-1 : 1-1
como
T, W, se B jsKeBy-1,
| A (t)dt =
T, 1 0, caso contrario;

isto €, Y, representa a area sob a curva f(X) onde f£(W)=W
e X € a distribuigdo estacionaria.

Pelos teoremas 2,3.15 e 2.3.16 .temos respectiva-

mente que:



8w

i) U.

i's sao independentes -e indenticamente

distribuidos, onde

E(Yi

ii) EW) = i=1,2,...,n onde
’Ha;j‘: .s b ]
v = E[£(X)] = E(W).

Os resultados (i) e (ii) sugerem outro modo de
estimar E(W). Em vez de rodarmos a simulacao ate que N
clientes tenham sidos atendidos ou que t unidades de tempo
tenham sido complefadas, simularemos n ciclos regenerati-
vos, obtendo-se assim a seguinte seqiiéncia:

a_)

(Yl,al), (Yz,az),...,(Yn, -

entao

Ty ’

a(2)

Q1 lv-<|

onde
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- n
y L = Ty

D =1

' - n
o = %; 7 ai

i=1

que € o estimador razdao classico dado pof 3.1.5. Logo, como
foi visto no inicio do capitulo, outros estimadores alter-
nativos para E(W) sao dados por 3.1.1, 3.1.4, 3.1.6
e 3.1.8.

3.4 - TAMANHO DA AMOSTRA, GERADOR DE NOMEROS ALEATORIOS E

PROGRAMA COMPUTACIONAL

Na construcao dos intervalos de confianca apresen-
tados neste capitulo, o tamanho da amostra, dado pelo numero
de ciclos, foi fixado. Entretanto, para um nivel de precisao

fixado, podemos determinar o tamanho da amostra.

Suponha que estejamos interessados em construir um
intervalo de confianca para r com nivel 100(1-y)% de con

fianca, cujo erro Seja 1006% de 1, ertdao de 3.1.18 com S

substituido por o, temos que:

Z .0
A-x/2" sy (3.4.1)
a vn
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Como pecla lei forte dos grandes numeros

> E(a) com probabilidade 1,

nte
vem
M = &1
E(a).v/n
logo )

B (Zl-Y/ZP < o )
n o= S E (o)1

onde n . & o numero de ciclos.

0 gerador de numeros aleatorios que consideraremos,
sera o implantado-no siétema DEC-10 da U.F.PE. atraves da
funcdo Y = RAN(X)), onde Xg ¢ a semente dada. A  fungao
RAN(XO) gera numeros aleatorios entre zero e um, de modo
recursivo. O programa computacional sera elaborado na lin-

guagem FORTRAN na versao FLEX e constara o mesmo do Apendice.

P #



CAPTTULO 4

COMPARACUES ENTRE 0S ESTIMADORES

ATRAVES DE DADOS SIMULADOS

4,1 - INTRODUCAO

Neste capitulo faremos uma aplicacao a um modelo
de fila M/M/1, tendo em vista que tal modelo tem propriedades
bem conhecidas e nos fornece um meio de comparar os resulta-

dos obtidos através da simulacao com os resultados teoricos.

Seja uma fila onde os tempos de servigos

Vn, n=0,1,... , sao independentes, os intervalos entre che-

adas consecutivas U_ = t_-t n=1,..., sao independentes
g n n n 3 bl 3 p

-1

e onde t =~ representa o instante de chegada do i-ésimo -

cliente. Suponha que {Vﬁ} e {Un} sao independentes entre

si e tém respectivamente distribuicao exponencial com para-
metros u e A, O<u<eo, 0<A<e e que o primeiro cliente (o

-

de numero zero) chega e € imediatamente atendido.

Seja

= %%, como definido no Capitulo 3,

©

"
tr to
—~
<
= =]
—

-51-
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o termo que representa a taxa de ocupacao do sistema.
Simularemos o processo {Wﬁ, nzl} que € um pro-

cesso markoviano a tempo discreto com espaco de estados con-

tinuo.

Supondo p<l temos que

Wn ——:Q——> W (ver Khintchine, 1960).

nteo

Nessa simulacao consideraremos A=5 e p=10, donde

vem p=0,5,
Estamos interessados em estimar r= E(W), que para

o modelo M/M/1 € dado por:

E(W) = 755y  (ver Dantas, 1978) (4.1.1)

logo E(W)=0,1.

4.2 - RESULTADOS EXPERIMENTAIS

-

0 modelo foi rodado um numero "n" de ciclos re-
generativos, obtendo-se assim n pares independentes e iden

ticamente distribuidos:

(Yl,al), (Yz,aé),...,(Yn,an)
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onde
, Y, —  tempo total de espera na fila no i-ésimo
ciclo, i=l;e syl
a; — n? de clientes atendidos no i-ésimo ciclo,
i=1,...,n.
Como vimos,
E(Y,
E(‘V) = 'Em, i=1,...,n
i
conforme consta no Capitulo 3, onde foi sugerido estima-1lo

atraves. dos cinco estimadores: Fieller, Classico, Jacknife,

Beale e Tin.

Para cada numero de ciclos foram calculadas as es-
timativas dos cinco estimadores e os intervalos de confianga
-correspondentes, com nivel de-90%, dados pelas expressoes
3.1.13, 3.1.18, 3.1.19, 3.1.20 e 3.1.21. Foram efetuadas
réplicas das estimativas pontuais e dos intervalos de con-
fianca. Para um numero de ciclos menor due 1000 foram feitas
ZOOVréplicas e para um numero de ciclos superior ou igual a

1000 feitas 100 réplicas.

Para cada réplica foi testado se o verdadeiro E(W)=0,1

estava ou nao incluido nos intervalos de confianca dos esti-
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madores em pauta.

A Tabela 1 a séguir, apresenta, como fungao do nu-
mero de ciclos, a média das réplicas para as estimativa pon-
tuais, um intervalo de confianca para a verdadeira média com
nivel de 90% e a variincia entre réplicas; isto foi efetuado

“para os cincos estimadores.
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Vemos, como era de se esperar, que para quantidades
de ciclos menores, os estimadores Fiellér, Classico, Jacknife,
Beale e Tin apresentaram vicios negativo, ou seja, foram in
feriores ao valor tedrico E(W)=0,1, vicio esse que dimi-

nuiu a4 medida que o numero de ciclos aumentou.

A Figura 4.1 apresenta a média das réplicas para

as estimativas pontuais como funcao do numero de ciclos para

0os cinco estimadores.
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Muito embora todos convirjam para o §crdadeiro va-
lor do tempo médio de espera na fila E(W)=0,1, podemos obser-
var através do grafico que, para as quantidades de ciclos me
nores, o éstimador Fieller € o mais viciado e o que converge
mais lentamente; em contrapartida o estimador Jacknife € o
que tem melhor comportamento, sendo o que converge mais ra-
pidamente. Os estimadores Beale e Tin sio aproximadamente
iguais em termos de tendéncia e um pouco mais viciados  que
o Jacknife, porém menos que o estimador Classico. Vemos tam-
bém que para quantidades de ciclos maiores, oS cinco estima-
dores apresentaram resultados aproximadamente iguais, que 0s

. cilaram em torno do valor 0,1.

A Tabela 2, a seguir, apresenta para cada numero
de ciclos, a proporcao de cobertura que foi observada nos in
tervalos de confiangca para os cinco estimadores em pauta, bem
éomo um intervalo de confianca, com nivel de 90%, para a ver

dadeira proporcao dessas réplicas.
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Vemos que para o numero de ciclosaté 1200, a pro-
porgcao de cobertura cresceu, convergindo para o valor 0,90
do nivel pré-fixado, e para o namero de ciclos  maior  que

1200, esta proporgéo oscilou em torno do valor 0,9.

A Figura 4.2 apresenta a proporcao de cobertura pa
ra os estimadores Fieller, Classico e Jacknife e a Figura
4.3 apresenta esta proporcao para os estimadores Fieller,

-

Beale e Tin.
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Vemos através das Figuras 4.2 e 4.3 que a propor-
cao de cobertura que convergiu mais rapidamente para 0,9, foi
a do estimador Jacknife, seguida pelos de Beale e de Tin, cu
jas propor¢6es convergiram de forma aproximadamente igual,

seguidas pela do Classico e, por Ultimo, pela de Fieller.

Vemos também, através das Figuras 4.2 e 4.3, que
para pequenas rodadas de simulacao, os intervalos de con-

fianca nao cobriram adequadamente o verdadeiro r= E(W).

4.3 - CONCLUSOES

Observamos que o estimador de Jacknife, para pe-
quenas rodadas, foi o que produziu os melhores resultados
em termos da tendéncia e da cobertura dos intervalos de con-
fianca, embora tenha sido o que, visivelmente, produziu maior
variacao entre réplicas sendo portanto recomendado para es-
timar 1r. Para longas rodadas, todos os estimadores apre-
sentaram resultados aproximadamente iguais, o que nos leva a
sugerir que o estimador Classico, por ser o mais simples, se

ria o recomendado.
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APENDICE

-A.1  CONVOLUCAO

Seja F uma funcao de distribuicao e seja g uma
funcao qualquer. Entao a fungao
o+ 0
(F = g)(t) = J g(t-x)dF (x)
- 00 .
€ chamada a convolucdo de F e g.
Se X e Y sao duas variaveis aleatorias indepen
dentes com funcoes de distribuicao F e G, respectiva-

mente, entdo a distribuicdo de X+Y & dada por

P(X+Yst) J J dF (x) dF (y)

X+Ygt i

n
1]

+w
J F(t-y) dG(y)

— ] - 00

Observacao: Se F=G entao F}F:Fz. Similarmente

Fn =F « (F * F...+F)

n-1

j+m Jt-de(x)dF(y)

J+m G(t-x)dF(x)=(F+G) (t).
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A.2 FUNCAO ARITMETICO

Seja T uma variavel aleatoria com funcao de dis
tribuigﬁo‘ F. A funcao F € dita aritmético com  amplitude
A>0 se a variavel aleatoria T assume valores no conjunto
{0,x,2x,...} com probabilidade 1. Caso contrario F e

nao-aritmetico.

A.3 FUNCAO DIRETAMENTE RIEMANN INTEGRAVEL

Seja- g uma funcao definida em R+. Para cada a>0

e n=1,2,..., sejanm

min{g(t)} (n-1) asténa}

"

-n

ﬁn = max{g(t): (n-1) agtgnal

s(a) =a I m, s(a) =a £ m,
= o n=1 "

entao g € dita diretamente Riemann integravel se as séries

s(a) e s(a) sao finitas e

1lim s(a) = 1im s(a).

a-0 a0

Observacao: Uma condicdao suficiente para g ser diretamente

Riemann integravel € explicitada por:
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i) g(t)=20, ¥t>0;
ii) g(t) € nao decrescentc;

1) J g(t)dt<e.
(6]

A.4 MOMENTOS DA DISTRIBUIGAO NORMAL

A.4.1 Seja X uma variavel aleatoria e seja
My = E[X-E(X)]?, o j-ésimo momento central.

Se X for uma variavel aleatoria normal com média p e va-

S 2 ~
riancia ¢ , entao

lej__1= 0, se j?l

(ver Kendall e Stuart, 1958).
A.4.2 Seja (Y;,X;), i=l,...,n amostra aleatoria
em que a variavel Xi tem distribuicdo normal com média 1,

variancia nh e
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onde e,- € o i-ésimo erro aleatorio, entio

1

4

1 +h + 3h% + 15h° « o~ H

tr
~~ N\
ol
N——
1l

e
E(éia =1+ 3h 4+ 15h% 4 105K° + o(n™%).
Demonstracio: Considerando £;=1-X;, temos que
Lol L LEERD - T B e B NG,m,
X 1-Z : i=1 -
entao

|~

\’ = 1+E(&) + E(Ez)+...
/

£

usando A.4.1, temos que

>l

E(—%—) =1 + h + 3h2 + 15h3 + O(n—4)

X

€ o resultado desejado.

De modo analogo
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1 . 1
Ef= = E — .
(i?) (1-£)°

‘ Usando o desenvolvimento em série

. .
£(x) = £(0) + x£10) + 2o £(2) ()4, ..

onde f(l)(O)— indica a derivada de ordem i, da funcao f(x),

aplicada no ponto zero.
Considerando f(x) = ——=5— usando A.4.1 temos

finalmente

E(%):»l + 3h + 15h% + 10§h3 + 0om™ Y.

A.5 TEMPO DE PARADA

Sejam X;, X,,..., uma seqiiéencia de variaveis alea

térias independentes, e seja .N uma varidvel aleatoria que
assume valores inteiros positivos. A variavel N, sera um

tempo de parada para a seqiiéncia {Xi,izl} se o) evento

{N=n} sc depender de {X,,i<n} para todo n=1,Z...
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02460
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02480
0249v
0590V
0251v
0252v
0254y
02549
0250V
02560
Q2570
02580

02590
0200V
0201v
0202V
C2o03v
0204V
02050
C2o00V
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FLECS VERSLOW 228(31) © 23=AUGL=b3 16317 pPAGL &

e LECICULC=4),AND,1CJ2 >=,1)CUNTJ=CUNLU L
o LETERVALU D& Cout LANCA BEALL — A44x2%

& ERXFFRFRAFFFERIFTF 2RI A L4 5083202

. InTg=Cc*¥sC/ (ALFALASUKT(J))

s LlCBL1=Ro=-INTD

y  ICB2=RB8+InTb . :

. IF(ICBI<=el (AuD,ICBZ >=,1)CONLB=CUKTBYL
e InIERVALO De CONFLANCA -TIw $FFH ¥ % )
y  FERAFAFAERFRFFFRIRFARIIERSH

e ACT1=RT-INTD

o ICT2=RT+InTB

’ IF(ICTLIC=3 1 AND,ICTZ >=,1)CUNTLI=CUNTTY]
es o FIN

TO 1HPRIMA=-CABEC-1

o WRITE(3,9)
» wWRITE(3,1)
« wrITE(3.<)
« axITE(3,3)
¢ ARLITE(3,9)
. wR1ITE(3,1)
verFLN

TO ImPRIMA-CABEC-2

» wWnlTBE(4,9)
v aRLITE(4,1)

N rlTe(4,2)

s wrITE(4,3)

,  wxlie(a,4d)

» wrlre(a,l)

s FPURMAT(3IX,130(01=1))
¢ FUKMAT(aX, 'nUuiEBERY, 44, 1",47A,"F0ULx1  ESTIHATOR UK Ew'!,abx,111)
e FURMAT (X, 'OF',0X, 11,01 7('="), 11" . N '

o FURMAT(4X,'CYCLESY ,aX, " 4" j4A, "FIELLEK' 10X, "CLASSICALY 14X, 'UAURHL
. FE!',15X,'BEALL' 18X, ' TLu', 18X, '1") ‘ h i

« FURmAT(UL!D)

veo FIN

A T T ik Kl

10

*

’
.

TU IMPKIMA~-SALDAL

WRITE(3,5) 1, MKF, MRC, MKJ , AKB , HKT

N WRITE(3,6)NUsL, hlLkl MICEZ,n1CCL, mICC2,MLCUL, MICJZ Mlcul,hlLbz MJC
v L1,mICT2

¢ WRITE(3, 10)VRKF,VRKL VRRJ, VKK, VERT

. kURMAT(JX V) VAR=REPL }1,5(3X,bYs0,9X),2X,'4")

+» WKRLTE(3,1)

v FURMAT(3X,'! VoED, 0, 1K, Y, 500X, FY,0,9K),2X,'1))

o FURMATC(3X, '3 ', 8AL, " L1',5(2X, 'L, F9e0, ', 1, k9,0,111),2X," )

¢ FURMAT(2(BAL,2X)) ’ T
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02740 : . wnlje(d4,1)

0275V enet LN

02760 (A3

PrRUCELUSE CRUSS=KIFExENCE TABLL

V1540 CALCULE=ESTATISILIAS
Vo790

V1370 GLEKE=-CHIZGADA
Vob4g V0670

V1440 GERE=SAIDA
, V0650 00HHE0 ;

V2370 LePRIMA=CASEC-]
00490

VZ2i50 LHAPRIMA=CABEC=é
VU300

V239V imPrRimpa=~SAIUAL
V1320

02100 lAPlsdp~SAIDAZ
@133y
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‘ : ERRATA

Onde se 1lé: ' Leia-se: pag./linha
Vanderley Vanderlei \' 06
Cavalcante Cavalcanti ' \' 06
3.2 Comparacao entre Comparacoes entre
Estimadores ~ Estimadores VII 08
Diretamente integravel Diretamente Riemann
‘ integravel 13 04
o
1im g(t):ifh(t)dx lin g(t) = ["h (x)dx 13 07
t > H t > )
o
%1m g(c+nk) = 1im g(c+n}) = 13 11
00 . N> J
onde X e a d15tr1bu1ga0 onde X € a variavel
estacionaria aleatoria com distri-
buicdo estacionaria 20 13
AP e ¥ & o nivel de con-

fianca fixado do inter
valo que se deseja

obter 25 05
g [ (512 312) 1 | Y °12 %12\ 1
T,=—— |1+ aa— o M- T,=— | 1+|—=-—] — 27 02
t 2 Yo o n kg Yo o a
g (a+bX+e | EG«*‘{_&% 35 12
X X '
ceen onde § € uma constante
de ordem n 1 35 04
F =g (ﬁl’éﬁ‘_e) g [2rbX+e 37 12
Q X ' X
3
AsB g2 105—9:——}1 omh 5——g——zh 5-—g—3h omh
(g-1)° (g-1)° (g-1) (g-1) 38 07

menor lor menor valor 39 13



ERRATA

Onde se 1le:

Uso dos estimadores em pro-
blemas de fila

E(aK) <0

2
_(Zl—y/Z) < o )
R = ' $ E(a)T

2
+%Tf(2)(0)+...

(cont.)

Leia-se:

Uso dos estimadores razao

em problemas de fila

E(aK) <

- 2 2
_ 1-v/2 o
.= ( § ) (Eia)r)

2
. X £2) 0y, ..

Pag./linha
40 16
45 15
50 06
74 03



