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uu"' -'''.n'-'.iit-ubf qUaJ. (íe.Les

ê o melhor? Será que o fato de uma metodo].ogi.a revelar-se su-

pera.or em uma determi.nada situação i-ndica que ela seja supe-
ra.or em todas as Situações? Em outras pa].avias
linha fi.losÕfi.ca mais convincente?

No presente trabalho procurou-se

termo.návei.s, embora por vezes nasci.Dantes, sobre a coerênci.a

das fj.losofi.as Clássica e Bayesiana. Em ].usar disso, esco-

lheu-se um problema elementar onde analisa-se o funci.onamento

da estatística Bayesi.ana em confronto com a C].ássi.ca

APlj.Cou-se o método Bayesi.ano, voltado aos testes

põteses, na análi.se de tabelas de contingência 2x2. O trata-

mento clássico deste probJ-ema, o Teste Exala de Fj.sher, tem

sido largamente dj.scutj.do e refutado na literatura estatísti-

ca. e até o momento não foi. apresentada uma solução a].terna-

tiva de perspecti.va clássi.ca que o supere (1). Assim, o ponto

básico deste trabalho é comparar o Teste Exala de Fi.sher com
o alternati.vo Bayesiano proposto.

Quando se estuda um fenómeno se ponto de vista esta-

tístico, procura-se estabelecer um modelo e uma assenti.va que

o caractere.ze. os objeti.vos do estatístj.co que faz a anal.i.se
sao:

por uma assertiva que tenha grande chance de ser
verdadeira

resultadosos analiti.cos se

existe umaf

fugi.r das dj.s cus iões in

de hí

b 0

l 2 ) Pro

(1) VATES,F. Testa of si.gni.fi.dance for 2x2 conta.ngency ta-

bles. J.R. Stati.st. Soc. A..147(3),1984.(To Appear)
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As dj.Scussões Sobre as li.nhas fj.].osÓfi.cas que devem ser

anotadas i.nteressam aos estatístj.cos. Aos usuári.os das técni.-

cas estatísti.cas i.nteressa que sejam ati.ngi.dos os Objetiv'os

acima. sobretudo o segundo. Asse.m. para estes, um bom esta-

tistj.co é aquele que dá 30% de probabi.li.dado para a veraci.da-

::* ':.:":.::::'=:":.::::;.::;:::; :::. ;:.:'::::.::::::':::. ':
somente aque].e que acerta mais, mas também aque].e que. a].êm

de acertar mai.s, acerta quantas vezes vai. errar. Esta é uma
qual.i.jade objeti.va que não depende de diga..a-x
r,, L '-- '' u'-üçusSoêS fj.].OSÓfj.cas

que a assertiva seja verdadeira

Consi.gerando os pontos de vi.sta aci.ma levantados, con-

clui.mos neste trabalho, que a solução Bayesiana mostra-sé ob-

]eti.Varnen+-e superior à Clássica para o caso especÍfj.co dan
tabelas de contingência 2x2

Ressa].te- se, entretanto.
f uuç lido exi.ste a i.ntenção de i.a-

ferir a parti.r dj.sso, que a metodologi.a Bayesi.ana supera a

Clãssi.ca de manei.ra geral.. Isto feri.a uma indução errónea.

pois estaríamos conc].ui.ndo que uma premissa é sempre verda-

deira a parti.r de sua veraci.date para um caso parti.cu].ar

1 0 capítulo ll concentra se na descai.çao e fundamentação

IÕgi.ca da técni.ca de anãli.se clássi.ca para tabelas de conta.n-

(2) DAWID,A.p. The we].]. ca].ibrated bayesi.an.
( 3 7 9 ) : 6 0 5 - 6 1 3,1982

JÀSÀ,77



t-es te ê i.nt roduzj.do

como um exempJ-o em um arte.go de Fj.sher (3), que versava sobre

o Contei.to de Quanta.dade de Informação, assunto que hj.stori.-

lamente ].he deu ori.gem. As característi.cas bâsi.cas d
Excito s3o:

la) A distri.buj.ção de probabi.li.danes conde.ci.anal. utj.li.fa-
da.

21) O cri.têrio de deck.são anotado.

Ini.Cialmente estas característi.cas f am acei.ta.s pe].a co-

mum.jade estatística deva.do à fa].ta de uma so].uçao alternati-

va a este tj.PO de prob].ema. l,lai.s tarde. o teste Excito foj.

fundantentado sobre uma IÕgi.ca gerada por uma teori.a muito

parti.calar: a Inferênci.a Para.al (4). A distri.buj.ç3o de pro-

babi].idades conde.cional utili.zada no teste Surge do uso' do

Método da Redução, explicado através da Inferenci.a Parei.al. o

crj.têri.o de deck.são aditado decorre da determi.nação da proba-

oj.cidade "exala" (conde.cionada nas marginais) de obtenção de

cada uma das possível.s tabe].as de freqiiêncías, Valendo-se da

pre-especifi.cação do Nível. de si.gnifj.cânci.a ao . Ai.nda no ca-

pitulo lJI mostramos que se pode aplicar o mesmo teste tanto

para a tabe].a origi.nada a paz'tir da di.stríbuj.ção 14u].ti.nome.al

como para a tabe].a origi.nada a parti.r de duas dj.stri.buj.iões

Excito de Fj.sher 0

0 teste

or

(3) FISHER. R.A. The logic of i.ndu x ve .lnt erence

Statist. Soc. A, 98(1):39-54. 1935.

(4) MARIOTTO, A.B. Inferênci.a Parcial.

107P. Dj.ssertação(l,mestrado) -l

ct

USP

J.R

São Pa u].o,1 983
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Blnomlai.s.

No capitulo 111 questionamos tanto o uso da dj.stri.büj.çao

de probabi.lídades conde.ci.onal quanto o cri.têri.o de deck.s3o

anotado por Fj.sher em seu teste Excito. A di.stri.buj.ção de pro-

babi.].i.dades envolve uma restri.ç3o do espaço amostral obti.da

através do Método da Redução por conde.cionamento. No caso do

teste em questão, este método deve ser aplicado ali.ado ao

contei.to de G-ano.pari.date que leva em conta a Inforrnaçao de

Fisher. Isto gera uma vio].anão do Princjpj.o da Verossi.milhan-

ça a].ém de uma certa perda de i.nformaçao. A vala.date do Méto-

do da Redução é dj.Scutida por n3o ser uma técni.ca bem defi.ni.-

da uma vez que não temos uma regra geral para o encontro da
parametri.zaç3o adequada ao método.

Além dj.sso, este método conduz ao chamado "Paradoxo de

BoTeI" (5),(6). As defina.iões de Nível de Signo.fi.cânci.a, Ta-

manho do Teste e Nível. Descri.uivo são apresentadas na sequên-

cia do capitu].o 111 com o objetivo de fao.li.tar a lei.tuta do

texto. Procura-se uma medida que refli.ta a segurança com a

qual uma deck.s:o é tomada. A vala.jade da medi.da pt(xIN.m.t),

que leva em consi.duração todas as amostras que poderá.am ter

PEREIRA, C.A.B. Shopping ru].es and conde.ti.onal i.nferen-

ce in 2x2 contingency tables. são Paulo,IME.

USP.1983 7P. (Re].atórío Técni.co, RT

(6) PEREIRA, C.A.B. & l,INDLEY, D.V. Bxamples questi.oning

the use of parti.a]. li.keli.hood. são raDIo,IME-USP.1983
9P. (Relatóri.o Técnico, RT-MAE

( 5 )
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sido se].eci.onadas mas n5o o foram é dj.scuti.da. À pré-especi.-

fi.cação do Nível de Si.gni.fi.cânci.a cvo , independentemente do

tamanho da amostra, é cri.ti.cada. Ressaltamos o fato de o pro-

cedi.mento de Fisher menosprezar eventual.s Informações prece-

dentes que o pesque.sador tenha a respei.to do expert.mento.

No capítulo IV apresentamos uma alternati.va para o Teste

Excito de Fi.sher. Ta]. a].ternativa faz uso das t8cni.cas Baye-

szanas para testes de hi.p6teses assumindo conhecimentos pre--

cedentes tanto para as chances das hj.P6teses em teste quanto

para atei.bui.r distri.bui.iões de probabi].i.jades aos parâmetros

em exame. O cri.téri.o de deck.s3o é baseado no Fatos de Bares
para hipóteses di.scretas.

As distribuições de probabi.li.jades em jogo são Combina-

ções da verossi.mi.Ihança do modem.o com as di.stri.bui.iões de

probabi.li.dades confere.das a priori aos parâmetros. O cri.téri.o

de deck.s5o para amei.tar ou rezei.tar a hipótese nula é baseado

na Razão de Probabi].idades Comp].ementares ou EsGoTe a Favor

do Ho. O Escale a Priori.,C=e/'1 € , é a razão entre os pesos

€ e (l - € ) dados de iníci.o à Ho e HI respecti.valente. o En-

core a Posters.ori., C(x,y) = (:.fo(x,y)/fl(x,y) corresponde

ao produto do Estore a Priori. pela razão das Funções Premi.u-

vas sob Ho e HI. Para o cálculo das Funções Premi.ti.vas.

fo(x,y) conde.cionada à hi.pótese Ho e fl(x,y) condicionada à

hj.p6tese HI, fi.zelos uso da Integral de Li.nha, onde os parâ-

metros em jogo, p e q, pertecem aos espaços paramétri.cos de-

terminados pelas hj.póteses conde.ci.onantes. Quando (l:(x,y) <c,

onde c é uma constante determinada teori.comente, a deck.são é

6



contrári.a a Ho. Se C(x,y) >. c, a deck.são favorece Ho.

Fi.nalmente, no capitulo V Comparamos o Teste Excito de

Fj.sher e o Teste Bayesi.ano através de amostras si.mudadas. Pa-

ra que os testes sejam Confrontados, e].es devem ser Submeti-

dos a condições semelhantes, as qual.s são dj.scuti.das na se-

quenci.a do capituJ-o. Para alguns tamanhos de amostras, são

construídos exemp].os de Tábuas de Deck.são para ambos os tes-

tes. Com base nas amostras simu].abas, provem.entes de popula-

çoes cujos parâmetros são Conheci.doS, são calculadas a$ pro-

babi.li.jades dos erros de la. e 2a. ordem, ALFA e BETA, para

os doj.s testes. Para todos os tamanhos de amostras geradas, o

Teste Bayesiano apresentou um poder mai.or do que o poder do

seu concorrente. Além dj.sso, a soma.dos erros de la. e 2a

espécies é si.gnifi.cantenlente menor quando utj.li.íamos o Teste
Bayesiano.

Ena.m. um ].ei.tor que esteja i.nteressado Somente no senti.-

do prátj.co do trabalho, pode Voltar-se apenas para a lei.Lura

do capítu].o V, no qual. constatará de forma objeti.va que o

Teste Bayesi.ano apresenta quali.dade supera.or ao Teste 'Excito

de Fj.Sher se forem levados em conta os cri.téri.os tradi.ci.ona].-

mente amei.tOS pela Comum.jade estatístj.ca: i-o me].hor teste é

aque].e que, além de errar menos, acerta quantas vezes val er-i'a i'''



CÀptVULO ll

O TESTE EXITO DE FISHER

11.1 - Descrição

O Teste Excito de Fj.sher foi. apresentado pel-a pri.moira vez

como um método de anâli.se para tabelas de conta.ngênci.a 2x2 no

artigo The Logo.c of Inducti.ve Inference (1), em 1935. O arte.-

go versava sobre um contei.to muito i.mportante e po].êmi.co:

Quantidade de Informação. Note que a finali.dade da Inferência

Estatisti.ca é Justamente extrai.r toda a Informação a respei.to
de um parâmetro o conta.da nos dados x.

(1) FISHER,R.A. The logo.c of inducti.ve i.nference
Stati.st. Soc. a.,98(1):39-54.1935

J.R



i:::::i:iii',:::::'::ii::::.:i""''" :-' :::«.'. ::.. 'ri':::
la) Informação Nula: Quando as

- «". * :..«'".« " -..l::::l':l":l 'l.::l":":::
fornecem i.nformação a respei-to de e

') Q. \ . .

) Informação Total: Exj.atem determi.nadas

3 E )

sente nos dados.

4a) Observações estati.sti.comente i.ndepen

quantidades de i.nformação que são adiei.vas. necem

A esta i.nformação adicj.anal, Fj.sher as

informa ao

sociou o Conceito

9



'lu': ua.L e s tatl s ti.ca na da i.n-

forma a respei.to do valor do parâmetro de i.nteresse. Con.tudo

admi.tj.u que esta estatjsti.ca fornece informação a respeito da
"premi.s3o" da está.nativa do parâmetro O

Para i.lustral o uso da estatísti.ca a f p .zs ne r cona i-

derou um estudo sobre gémeos de condenados, desejando testar

se a probabi.li.dade de condenação de monozi.gótj.cos é a mesma
de di.zj.gÕ tj.cos

A análi.se foj. fei.ta a parti.r da segui.nte tabe].a de f
das

Estatística Anel.lar afi.amoue

n ci.la r

re
uenq

Chamando de p a probabili.date de Condenam

nozi.gõtj.cos e de q a probabi.li.jade de Condenação de gémeo

dj.zigótj.cos, Surge o i.nteresse de testar as segui.ates hj.póte-
s es :

Ho: P = q

Hl: P > q

O argumento

deao gemeos mo

utj.lidado por Fj.sher (2) foj. o segui.nte:

(2) FISHER. R.A. The logo.c of i.nducti.ve i.nference.
Stati.st. Soc. A. 98(1):48

J.R.

1 0



cem ínformaç3o Sobre a proporci.ona].i.dade das freqiiên-

ci.as no corpo da tabe].a, poderemos trata-jas como uma

estatisti.ca ano.lar. Desta forma, poderemos nos ].i.mi.tar

ao estudo das formas dj.sti.ntas através das qual.s a ta-

bela pode ser preenchida, dadas estas freqiíênci.as mar-

gi.nai.s. Estas formas estarão comp].etamente especi.fi.ca-

das fi.xando-se uma cadela, a de condenados ('ãj.zigótj.l;;;)

por exemplo, e preenchendo-a com seus 13 valores ooss:í

vei.s(de 0 à 12)".(o gri.fo é nosso.)

Sejam os gémeos monozjgótj.cos, que têm a prooaDI l.idade n

de serem Condenados. Como existem 13 gémeos monozi.gótj.cos.

dos qual.s, no maxi.ino 12 podem ser condenados, a probabi.li.jade

de Ocorrênci.a de (12-X) condenados e (x+l) absolve.doS é dF,d
por:

freqííê nci.a sque mar gi-nai.s forrenao

a

"-("-;o:GJg;.l .("-© Q.p,

Consi.gerando Ho verdades.ra, ou seja.

de que. dos 17 gémeos dj.zj.gótj.cos, x

(17 am absolve.dos é dada por:

X 0 , 1 , 2 , . . . , 1 2

p;q/ a probabi.].i.date

sejam condenados e

"(*):(!') .;'Q-.,':'-* ,. : ',.,:,...,':
Assim. a probabi.li.dado da Ocorrência Simultânea dos doj.s

eventos pode ser escri.ta como:

,«oo:(..{!,.l (:l'Dp"a'p' 8 ,. : .,.,:,...,.:
Note que as potências de p e de (l-P) independem de x e.

1 1



::'''';' .';'. '.;"', ; ,-.»'»:::.... .. ...:.:: ::,.:';:::::
de x é proporci.onal a:

constante a

(:!:*l l:l

Para determi.nar-se a Constante de proporcionalidade basta
recorre r à normal.i.zação:

(:.3j,.l l: l ::

A expressão aci.ma é fao.Imente reconhecível como a soma

das probabi].idades de uma dj.stri.buj.Çao Hi.pergeométri.ca onde a
constante k deve Valer

Portanto, a probabilidade de que se Observe a tabela

termo.nada pelo valor de x, dado que Ho é verdades.ra pode
escrita como:

de-

ser

Pf(12-x)
0 , 1 , 2 . . . . , 1 2

Com esta argumentação, Fj.sher conseguiu determi.nar exata

frente as probabj.].i.jades de cada uma das possível.s cona.Suta

does da tabe].a. sujeita .às freqüênci.as margi.nai.s obti.das. Ne-

:::".'::::=::.::.'::::::;:*::.':. '::::::::':' '': .«".:":'. .

Dadas as probabi.].i.jades aci.ma, i.ntuj.-se o procedi.mento de

1 2



teste. Como IJI indica um teste uni.caudal, as corri.gerações

que favorecerá.am HI com intensa.dade mai.or ou i.gua]. à da tabe-

la apresentada será.am aquelas para as qual.s x = 0,1,2. Para

Obter-se o nível descai.ti.vo do conjunto de dados é suei.ci.ente

ca].Guiar quão provável.s seriam estas cona.durações se Ho fos-
se verdades.ra. Tem-se, entã o

' Pf( 12 -x)Pt( l o )
4,65 x 10'4

A probabi.li.date de obtenção de uma entre as três cona.du-

rações ci.fadas é 4.65x104. ou seja. somente uma de cada 2150

tabe].as apresentará alguma dentre as três corri.durações ex-

tremas se p-q. Logo, consi.gerando-se a segui.nte regi.ao críti.-
ca para o teste:

a probabi].i.dade de rezei.tar-se Ho, dad p:q é dada por

Pr(rezei.tar-se Holp=q) = 4,65xlO4. Note que esta conclusão é
sujem.ta aos valores fixados das margi.Dais.

O Teste Excito de Fisher pode ser utj.li.zado de modo geral

nos casos em que se dele.ja verá.fi.car a i.ndependênci.a entre as

Características A e B dos i.ndi.vÍduos de uma popuJ-anão.
Para i.sso esquemati.za-se a seguirlte tabela

0

1 3



1.:a

Ê..l..E.
--

l p +Q l R+S l l
Tabela ll

O i.nteresse esta em avali.ar se o fato de o i.ndi.vÍduo pos-

sui-r a característilca B(ou Bc) não i.nfluenci.a a probabi.li.date

de que e].e possua a característi.ca A(OU Àc) e vi.ce-versa
A hj.P6tese para teste é:

Ho: Pr (AI B) Pr (AIBC ) (ou Pr( BI A) Pr ( B l Ac ) )

e pode ser escri.ta como

Ho: (P/P+R) (Q/Q+s) ou Ho: (p/p+Q) (R/R+S )

.::«:':'::::::: ::';:::::;:'::::: ::.:: ;::'':::::::.; ''::
segui.nte formato:

1..à.l Ac l
-...g..l..LI m-x l .

.E!.l..Z..l:n-y l .

l t l N - t l N
q'abela lll
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Aqui., consi.deram-se doj.s experimentas que podem gerar a
t abe].a a ci.ma:

1) Multa.nome.al: meti.ra-se, com reposj.çao, uma amostra de N

e].eventos de uma popu].açao, classifi.cardo-os nas catego-

ri.as ÀB. ABc, AcB, AcBc. A disposj.ção dos e].ementas da

amostra nas 4 categori.as segue uma dj.stri.buj.ção 14ulti.no-

me.al com parâmetros (N. P, Q, R) que é dada por

P(x,y,mjN,p.Q,R)= Px R(m-x) Qy S(n-y)

onde n = N-m

2) Binomial: Exj.atem m i.ndi.viduos cona a Caracterlsti.ca B e n

indivíduos co.m a Característica Bc . Para cada uma destas

duas categori.as observa-se o número de i.ndi.vídeos com a

caracteristi.ca A, x e y respectivamente. Estes números
segui.rão dj.stri.buições Bi.nome.ais, isto é:

x 'u Bi.n( m; p/P+R)

y -, Bin( n; Q/Q+s )

À dj.stri.buição conjunta das vara.ávei.s aleatóri.as (x,y) é
dada por

-'",*-~,",'.',''; li:llp.àl"l . i("'*)l"ll' I'l ; I'"-n
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Embora o mode].o 14u].ti.nomia]. seja di.ferente do modelo Bj.-

nome.al, pode-se utj.li.zar o mesmo teste para ambos. As razões

para i.sto são descai.tas abri.xo, onde ao ].ongo da dj.scusão, o
valor de N é consi.derado conhecido.

O modelo 14u].ti.nome.al pode ser escri.to como:

P( x, y,m IN,p,Q, R) P( x, yjN , m, p,Q, R) P(mjN ,p, Q, R)

onde m é a vara.âve] a].estória que i.ndi.ca o número de i.ndi.vÍ-

aaqa por:i:i:;:'-::::::: ::: :::::::,:, ':::::::: :::::: ':::::::.::::'::
p(njm,p,Q,n)= 1'mnj-(P+K)m(i-P-R)(m-m)

A dj.stri.buição de (mjN.p.Q,R) não depende dos Valores em

teste, e si.m de (P+R). Logo, segundo o l2 postulado de

Fj.sher, esta distribui.çao n:o fornece informação sobre

l t R.S)' Neste caso, podemos abandona-la. utj.].i.zango para o
teste apenas a dj.stri.buição de (x,yjN.m,p.Q,R), a qual, con.

forme foj. vj.sto anteri.oriente, é a dj.stribui.çao do modelo R
comi.al

O teste de Fisher é o mesmo para os doj.

argumento básj.co de que as estatísticas margi.nai.s (m,t) não

contêm i.nformaç3o Sobre as probabi.li.dades em questão.

Asse.m. a probabi].i.jade de se Obter a tabe].a descai.ta 6
dada pela dj.stri.buj.Ção Hi.pergeométri.ca, isto é

l

modelosS e usa
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P(xIN,m,t) =p f( xIN .m. t)
onde n=N-m e y:t-x

e t e s ta r llo : Pr (À l B)

Ho: p=q contra Hl: P>q.

Os casos que favoreceriam a rezei.ção de Ho com mai.s ênfa-

0 Objeti.vo
ou se j a.Pr (AIBC

l

.g

.E:l.l..E:l.l..g.V+l l n

l t l N- t l N

Tabela lv

1...ê.

.e. x-2 l m

.g:-l-J::g..l..=.Z'''2 l «

l t l u. t l N
g'abela v
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l À l Ac
.E..l

...g:..' ' ' .
l t l N- t

Tabela vl

1 «

l n

Assim, o Nível Descai.tj.vo deste teste será a soma das

probabi.].i.dades de obtenção destas tabe].as, Condici.onadas ao
valor de t, supondo Ho verdades.ra

Pt( xlN,m. t) Pf(rIN,m. t)

Se esta soma for alta. os dado. ' - - un u'-' D e s t a r a o f o r n e c e n d o evi.-
dênci.as de que Ho é verdades.ra e portanto Ho n:o será
tapa.

Se a
soma for bai.xa, Ho será rejeitad zona divisória

entre as somas a].tas e bai.xas é o Nível de Signifi.canela ,l
teste

r ej ei.

la A

0

11.2
LÓgi.ca do Teste Excito de Fisher

O q'este Exato de Fj.sher é fundamentado Sobre duas propo-

sj.iões bâsi.cas. A pri.mei.ra diz respei.to à distribui.ção de

probablli.jades utj.].i.fada no teste e a segunda dj.z respeito ao

cri.têri.o de deck.são anotado. O objeti.vo aqui. é entender e

dj.sentir a IÕgi.ca sobre a qual. estão baseadas estas duas pro-

1 8



posa.iões. Parte da di.scussão abas.xo é baseada no trabalho de
Ba su (3 )

11 .2 . 1
À Dístribuiç3o de Probabili.dades
Teste

(Jtili.fada no

Como foj. visto na seç3o anteri.or, a dj.stri.buj.ç3o de pro-

babilidades utj.li.zada no Teste Exato de Fj.sher é a Hipergeo-

mêtrica. Fj.sher chegou a esta distri.buj.ç3o servindo-se do ar-

gumento de que as estatísti.cas margi.nai.s (m.t) n3o conterá.am

informação sobre a hi.pótese em questão. Desta forma. não se.

rxa necessâri.o levar-se em consideração a dj.stribuj.çao margj.-

nal dos dados (m,t) os qual.s poderá.am ser consi.gerados fi.xa-

dos para a obtenção da dj.stribuiçao de probabi.].i.dados conde.-
clonar associ.ada ao corpo da tabe].a

O objeti.vo desta seçao é chegar ao âmago desta questão a

ferênci.a Para.al. ssunto bastante geral conheci.do como In-

A Inferênci.a Parcial tenta resolver um problema mui.to i.m-

portante que surge na elaboração de mode].os cuja fi.Dali.date é

o estudo de determi.nado estado desconhece.do da natureza. Para

que o ciente.sta obtenha informação a respei.to deste estado da

natureza, o parâmetro 8, é necessâri.o que e].e planeie um ex-

pert.mento cujo resultado, x, esteja relacionado com o va].or

(3 ) RASA, D. On the e].i.minati.on

CASA, 72 : 355-366. 1 977

of nui.sa nce parameters
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desconhecido 8. A relação entre o resultado do expert-mento,

xr e o parâmetro de i.nteresse. 8, é descai.ta pe].a família de

distribui.iões de probabi.].i.jades de x, que deve ser i.ndexada
pelo parâmetro 8: p(xl0)

O que ocorre freqíientemente, porémr é que não se consegue

planejar expert.mentos de forma que o resultado x esteja liga-

do exc].usi.valente ao parâmetro de i.nteresse 0. Em geral, x

esta re].acionado a uma série de Característi.cas (i.nclui.ndo

8), resuma.das aqui. por À. Dessa forma o mod-elo passa a ser

denotado por p(xl À ). Agora 0, o parâmetro de interesse. é

parte de À, ou seja, 0 = 8(À). Existe, em contraparti.da. um

parâmetro Complementar a 0, #( À), que resume as Caracteris-

ti.cas do modelo que não interessam ao pesque.sabor. Assim, po-

demos montar um re].aç3o bi.unívoca entre À e o par

(e(À), Ó(À)). Com esta representação, g é conhecido como

Parâmetro }luisance poi.s a].ém de ser uma característica do mo-

de].o que n:o i.nteressa ao ciente.sta. pode atrapalha-lo na

reagi.zaç3o de i.nferências sobre o parâmetro de interesse. 0.

A re].aç3o de x com 0 e d é traduzida pela 'di.stri.buj.ção de

probabi.lidades de x que passa a ser i.ndexada por 8 e g e que
será denotado por p(xl0,#) = P(xlÀ)

Como o problema é encontrar um método de inferênci.a Sobre

8, deseja-se eli.mi.nar do estudo o parâmetro nui.sande g. Uma

das técni.cas utili.zadas para i.sso é o Método da Redução, ou

seja, a elaboração de um novo modelo a partir do pri.mei.ro, de

forma que a famíli.a de di.stri.buições associada a este modem.o

dependa apenas de 8. Este novo modelo deve caractere.zar-se
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por duas propri.eda des básicas:

la.) Si.mpJ-j.ci.jade: o modelo reduzi.do deve possui.r uma dj.s-
tribuj.ção que dependa somente de 0

2a.) Informati.vi.dade: o modelo reduzi.do não pode fornecer

menos i.nformaç3o sobre 8 do que o modelo ori.final

A Segunda propriedade é bastante dj.Scutive]. poj-s o con-

cei.to de i.nformaç3o é polemi.co. Um modelo consi.durado nj.nfor-

mati.vo" por um estatístico pode ser consi.derado "n3o-i.nforrna-

tj.vo" por outro. Por outras vezes, pode-se considerar que a

si.mpla.ficaç3o obti.da através da redução de um modem.o Compensa

uma "pequena" perda de informação. Em resumo, existem vári.as

definições de i.nformação que obedecem aos quatro postulados
cie Fj.sher ci.todos no i.nicho do trabalho.

Como jã foj. vj.sto, a re].anão dos dados x com os parâme-

tros 0 e g é traduzida pe].a dj.stri.buição de probabi.li.dados

P(xl8,ó). Uma vez observado o resultado x, p(xl8,g) será fun-

ção apenas dos parâmetros desconhece.dos 0 e g. Neste caso.

P(xl8,Ó) será Chamada de verossimj.Ihança (ou função de veros-

si.mi.Ihança) e denotado por L(8,#lx). A verossimi.Ihança trans-

porta toda a i.nformaçao conta.da no resultado x a respeito dos

parâmetros 0 e Ó. Para que se meti.re alguma i.nformaçao de x

respei.to de 8, deve-se estar certo de que, ao vara.ar-se 8, a

verossi.milhança L(o,glx) também vara.a. Se isto não Ocorre. ou

seja. se para qualquer va].or de 8 Obtém-se a mesma verossi.mi.-

Ihança, não deve haver relaci.onamento entre 8 e x, e nenhuma

i.nformaçao a respei.to de 8 poderá ser reli.Fada de x (l2 pos-
tulado de Fj.sher acerca de i.nformação).
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Deste modo, para i-nferênci.as sobre 8 baseadas nos dados

xf pode-se abandonar todos os fatores de L(0,glx) que n3ó se

alteram ao vara.ar consi.derando-se apenas os fatores que
São função de 0

O segredo do 14étodo da Redução consi.ste prece.Semente na

fatoraç3o da função de verossimi.Ihança em favores que depen-

dam apenas de 8 e fatores que dependam apenas de g. Deste mo-

do, pode-se abandonar os falares dependentes de d, uma vez

que eles não carregam i.nforinação Sobre 0. Com os fatores de-

pendentes apenas de 8, pode-se usar as técnicas usuais de i.n-

ferência. Para que este método seja coerente, é necessâri.o

que não exi.sta li.cação entre 0 e Ó. Com o objeti.vo de expri-

mir a ausênci.a de ].i.cação entre 0 e g, estabeleceu-se o con-

ceito de Vara.açao Independente apresentado na seqüênci.a (De-
f ini.ç3o l l . l )

Para que se consi.ga a fatoraç3o desejada da função de ve-

rosslmi-lhança. é necessário que se enfrente dois problemas

O pri.mei.ro dj.z respei-to à escolha do parârnetx-o de i.nte-

resse 0. O teste Ho: 0 = PI - P2 = 0 é equi.valente ao

teste H0:0 = PI/P2 = 1. Li.cada à escol.ha do parâmetro de

interesse. esta a escolha do parâmetro nui.dance Ó e uma

escol.ha adequada do par (É),d) poderá fao.li.tar bastante o

pZ'oblema da fatoraç3o da função de verossi.mi.].hança. Esta

escolha é arbi.trári.a e não exi.ste uma receita que i.ndi.que

qual. delas ].evarã à solução mai.s si.mples para o problema

Mui.tas vezes não se Consegue a fatoração da função de ve-

rossi.mi.Ihança por falta de uma reparametri.zação adequada
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C) segundo problema esta li.gado à determi.nação de uma es-

tatisti.ca t=t(x), função dos dados provem.entes do expe-
rimento, de forma que se consi.ga fatorar L(0,Ólx)

defina.iões: dado de soluci.onar estes problemas, seguem as

Defina.ção ll.l: Os parainetros 8: .A---"-'--+nO e g5: ./\.----+-(b são

de Variação Independente se o campo de variação de 0 é o
mesmo para qual.quer va].or de g e Vice-versa

Seja t=t(x) uma estatísti.ca. função dos dados x. Sendo t
uma vara.âvel aleatóri.a. pode-se escrever:

P ( x 10, Ó)
P( x it , 8 , g) p ( t l o , Çb )

::l:::::::-'::'.l l :'::l:.::::'.:::' ::l::::: *. «'...:.::::

P ( x 1 0 , @) p 1 ( t l o , g ) P2 (XI t, 0, g)

Defi.ni.çao 11.2: Se 8 e # são parâmetros de Vara.anão Inde-

pendentee se p2(xlt,Q,Ó) = P2(xlt,8), ou seja,

:ll:ll:l: 'l. :l:: ::::'::.:':::l::; ':.:: . '; 'l ',l;l:. :::"::
N este caso, pode-se escrever:
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P( xl0, Ó) pl ( t l o , g) P2 ( x l t . 0 )

Definição 11.3: Se 0 e # s3o parainetros de Vara.anão Inde-

pendente e se pl(tl0,g) = pl(tlg), ou seja, se pl(tl0,d)

não depende do valor de 0, então t é Especifi.Comente Àn-
ci].ar para i.nferi.r sobre 8 a parti.r de x

Nes te caso, escreve- s e

P ( x 10 , g) pl( t l# ) P2 (x l t. 0 , g)

Dadas as defi.ni.iões acima. o prob].enfia fi.ca reduzi.do à

procura de uma estatÍsti.ca t=t(x) que seja ao mesmo tempo es-

pecificamente sufj.ci.ente para i.nferir sobre P a parti.r de x e

especifi.Comente anel.lar para i.nferi.r sobre 8 a partir de x
Asse-m. o modelo se escrevera como:

P ( x 10 , g) pl( tl#) P2 ( x l t , 0 )

Tomando-se p(xl8,#) como função de 8 e #, j.sto é, a ve.

rossi.mi.].hança L(0,#lx), e servi.ndo-se da estatísti.ca t com as

propri-edades aci.ma. alcança-se o Objeti.vo i.ni.cial. Através da

estatística t. fatora-se a verossi.mi.Ihança em uma parte que

depende apenas de Jg e outra que depende apenas de 8. Neste

caso diz-se que a estatística t defi.ne um corte de Barndorff
- NieJ-sen para o modal.o p(xl0,d)

É i.mportante ressaltar a di.fj.cu].dade existente no encon-
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um corte de Barndorff - Níelsen para o modelo.

Vejamos como a i.nferência para.al se apli.c
Teste Excito de Fisher

Retomando a tabela 2x2. vem:

o r,.,( '' '-- '-\P'
1...â

.l.l..l l «-* l .

.P:..-..x
To ta ZI t l N-t l N

Tabela v]

estatí stica

a

L

l

que de fi.na

[io ca se do

Utili.zango se o modelo Bi.nome.al, j.sto
que:

considerando- se

x v Bin ( m; p )

y -. B i. n ( n ; q )

o interesse esta em te
Ho

Hl: P>q

A di.stri.buj.ção dos dados é escri.ta como

''*,*'~.".,,,, :(:) .*.:--j'*'(y,'.:.,'--,,

Através da reparar\etrizaçã0 0=P(l-q)/q(l-p) e #=q, as hj.
póteses em teste tomam a segui.nte forma
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Ho

H l

A pr6xi.ma

da apenas de 0, eli.mi.nado-se assim o parâmetro nui.Sande g.
Substj.tui.ndo n por N-m e y por t-x, cheqa-sÊ 3 s e gui.nte

e Xpre $ s ão :

etapa e encontrar modem.oum reduzi.do deque en

P(x.tln,m,0,P) It-m) x@t (l.©)N t
(l--@-8@) "'

Agora Segue-se a busca de uma
escrever

fatoração l que se possa

P ( x , t l N , m ,0,g5) PI ( t IN . m, g) P 2 ( x l t . N , rn .8)

Para que se Obtenha pl, basta que se Some p(x,tIN.m,0,Ó)
para todos os valores possíveis de x:

)./ P(k,tlN,m.8,#} ..i!!': N-t.ã.lm1 1::19 k
k 0©)m k=0

t tt N t

PI(tIN.m.8,#)

[l'endo pl(tIN.m.o,d), a Obtenção do segundo fatos é i.mediata
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P2( xl t.N,m.0, g) EIX!.Ê!@CP , o ,g)
PI(t,,'N,m,o,p)

t
E (F) (n) .*
k:o

P2( x l t.N,m. 0 )

À fatoraç3o obti.da é, então

P(x,tlN,m,8,Ó) = PI(tIN.m.8,g). P2(xlt,N,m/8) onde

PI(tlN,m.0,g) - ..l!!.!:!-#)N-t }--lf) ltP) 0k

(l--@0@)m k:0

P2 ( xlt .N.m, 0)

m N-m
t-x/ 0xX

Desta forma chegou-se a um modelo reduzi.do poj.s

P2(xlt,N,m.o) depende apenas do parâmetro de i.nteresse 8. Sob

/

llo, 0=1 e p2 (x it ,N,m.l)
m 'N-m.t-x

N-m
t kk:o

P2(xlt,N,m,l) é uma dj.stri.buj.Çao de probabilidades e portanto
:./ P2(klt,N.m,l) = 1. Impondo esta condição, reconhece-se

portanto

que (xlt.N,m.l) deve segui.r.uma dj.stri.buição Hi.pergeométri.ca
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m N-m
X t x

N
t

Lo go, P( x l t . N .m )

se. então, a di.stribuj.ção do Teste de Físher apresenta
da na seçao precendente

Observe, porémr que oqu'J Q modelo pl(tIN,m,8,#) depende de 8.

ou seja. carrega alguma informação sobre 0 que esta sendo

desprezada quando se consi.dera apenas o modelo p2(xlt,N.m.0)

Em resumo, a estatzsti.ca t n3o defi.ne um corte de Barndorff
Nie].sen para o mode].o.

Como então, se justa.fi.ca o uso do modem.o reduzi.do? Quanta

informação esta sendo perdida ao desprezar-se pl(tIN.m,0,g)?

Quando um favor do modelo, embora dependendo de 0, pode ser

consi.gerado não informati.vo com respeito a 0 e consequente-'
mente eJ-i.mi.nado da anão.ise?

Alguns estatístj.cos bons.Ideram mui.to restri.ti.va a conde.-

ção de que o modelo n3o informati.vo n3o dependa do valor de 0

e tentaram re]axá-].a vi.bando justa.fi.ca;:, entre outras coisas,

o Teste Exato de Fi.sher. A partir daí, surgi.u o contei.to d

G-ancilaridade. desenvolvi.do por Godambe (4)

teme

e

Defi.niçao 11.4: A estatisti.ca t é G-anciã.ar com respei.to
a e s e:

(4) GODA14BE, V.R. On suffi.ciency and Anciã.eari.ty i.n presen-

te of a nui.dance parameter. Bi.ometrika.67:155-162.
1 98 0
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(a) À di.atrlbuj.ção condíci.onal de x dado t depende somen
te de 0, j.s to é

P ( x 10 , Ó) p 1 ( t l o , $ ) P 2 ( x l t . 0 )

(b) Para cada 0c O , a classe das d

nai.s de t ê Completa

A conde.ção (a ) i.ndi.ca um mo o maxi si.moles Sobre o qual

pode-se fazer i.nferênci.as a respei.to de 0. Basta que se utj.-

li.ze P2(xlt,0). Porém o que nos garante que o motel

PI(tl0,#) é não informati.vo com respei.to a 0?

Godambe desenvolveu uma teori.a que mostra que a dj.stri.

buj.ção conde.ci.onal P2(xlt,0) e a di.stri.bui.ção P(xl8,/) contêm

a mesma informação Sobre o parâmetro 0 se e somente se a es-

tatisti.ca t for G-ano.lar com respei.to a 8. Como conseqiiênci.a

conclui-se que se t é G-anel.lar com respei.to a 0, pl(tl0,d)

não deve conter i.nformaçao sobre 8, apesar de depender de 0.

Ressalte-se que Godambe serviu-se da Informação de Fisher pa-

ra demonstrar sua teori.a. A Informação de Fisher. defi.ninfa
pol'

isto ibui.iões luar gi

de].

0

1 ( o )
P ( x 10 , #)

I'guia." p(':lo,#)

e um conceito bastante discutive]., pri.nci.painel)te se Convide

darmos que trata-se de uma medi.a para todas as amostras pos
sáveis.
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restante generali.zar o Teorema de Lehmann - Scheffé

Seja a es tatistica t G- a nci].ar

Consi.derand0 coCO fj.xo, tem-se pela conde.ção (a) da De
fi.ni.ç3o 1 1 .4 qu e:

defina.çao de G a nci.].a ri.da de torna se iater

P ( x 10 o, g) PI( t l 8 o, #) P 2 ( x l t. 0 o)

Logo t é uma estatisti.ca sua.ciente par

respeito a g. A].ém di.sso, a conde.çao (b) afi.rma que a famí].i.a

Pt,0o =lP(tl8o,@), dCol é completa. Estas s3o as conde.iões

doTeorema de Lehmann- Scheffê e portanto t é a úni.ca

Estatisti.ca sua.ciente ].líni.ma para a famili.a

P8o=lP(xl0o,@), @Cq'} , 0o € 0

Consequentemente segue o teorema:

Teorema 11.1: Se a estatística t é G-anel.lar com respei.to

a 0, então para 8oC o , fixado e arbi.trári.o, t é a úni.ca

Estatística sufici.ente llÍni.ma para a famíli.a

dadosa os X com

P0o P( x 10 o, P)

Neste caso t será chamada de Estatística suP
om respei.t o a l)

Este teorema a i.a a justa.fi.car o abandono do fatos

pl(tle,Ü), apesar do mesmo depender de 0. Se t é uma estatís-

ti.ca suei.ci.ente mini.ma. t é função de todas as outras esta-

tisti.cas sufici.entes para infere.r sobre #. Consequentemente,

Ànci].arra
C

uxj.l
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õ a estatística mais resuma.da que mantém a propriedade de su-

fIcIêncIa. Logo, se t contiver a].gume i.nformação sobre 0 , es-

ta será mini.ma se comparada à informação conta.da nas decai.s

estatísti.cas Suficientes com respeito à #. Asse.m, se concor-

darinos em adorar um modelo reduzi.do do tiPO P2(xlt.0), é me-

lhor que uti.].i.zeros a estatística G-ancilar t. Neste caso, se

houver perda de i.nformação sobre 0 ao descartar-mos o falar

PI(tl0,g), tal perda será a menor possível

Neste pontos estamos em conde.iões de justa.fi.car o abando-

no do favor PI(tIN.m.0,Ó) na determi.nação da dj.stribui.ção

uti].izada no Teste Excito de Fisher. Retomando a fatoração do
modelo, vem:

P(x,tlN ,m.0, #) PI ( t lw , m. 0, d) P2( x l t.N ,m.8 )

Se consegui.rios provar que t é G-ano.lar com respei-to a

0í provaremos que. segundo Godantbe. PI(tIN.m,0,#) n3o

transporta informação sobre 0 e o Teste de Fi.sher estará jus-

ta.fi.Gado. Para tanto, basta provar que para Oco fi.xado, a
f amí l i. a

P o PI(tlN,m.0,@), o <Çi<1} é completa

Temos que:

PI(tlN,m,8,p)= ---'Êt(]..@)N-t t l.m) l.t-m) 0k

3 1



Devemos mostra.r que. sendo u(t) uma função qualquer de t.
vale a i.mpla.ca ção :

E { u(t) IN,m.0,# l u( t)

Demonstração:

Para efeito de si.mp].ifi.cação,

eli.mi.nados da notaçã o.

N

E l u( t) 1 = t?á -llÇiEL:..@:..(l=g)n-t.
( l-©t0@) m

os condici.onantes Grão

E IF) (!::1) .k
k:O

t

l

(l-@-QÓ) m

N

)l.# u(t) ót (l-@)N-tt:o IFI lil:FI .*
k:o

N t

E ,0'.:q,~-*lEl:H(!:F) .*E { u( t)

u( t)

A Ú].ti.ma i.mpla.cação tem a seguinte justa.fi.bati.va: A ex

pressão é um po].ínoni.o de grau N em Sá, com coeficientes

c (t) u( t) , on de c( t) IFI (E:F) . »ok

pois É) > 0. Este polinÕmi.o deve anular-se para qualquer valor

de Ó € (0,1) e portanto deve ter mai.s do que N raízes. Um po-

li.n8mi.o de grau N sÕ possui mai.s do que N raízes se for i.men-
ti.comente nulo, pox-tanto U(t)
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y' ' ' J c ';ulllpletd e

a estatjsti.ca t é G-ancílar com respeito à 0. Justa.fi.Ca-se.
desta forma. o Teste Exala de Fi.sher

Devemos ressa].tar aqui que o cri.têri.o de Godambe consi.de-

ra o modelo como um todo não levando em Conta a i.nformação

conta.da em um ponto amostrar especifico. É evi.dente que pon-

tos amostrais dj.sti.ntos podent carregar informações diferentes

sobre o Valor de 0. Se. por exempJ-o, t=0, a função

P2(0IN.m.8,çÇ) carrega toda a i.nformação que a verossimi.Ihança
possui sobre 0 pois nesse caso:

ogo, f a mí ]. i aa P0o l P 1 ( t IN , m. 0 o ) , 0 <r

-''**':''",«.,''' : i = :: : ; : qualquer que seja #

No entanto, a si.tuação pode ser invertida para outros va-

].odes de t. Vo].faremos a anal.asar este ponto na sequênci.a do
traba].ho.

11.2.2
Critério de l)eci.s:o Adotado por Fi.sller

O critêri.o de deck.são adotado no Teste Excito de Fj.sher

decorre do conheci.mento da probabili.date excita de Obtenção de

cada uma das possíveis tabelas de frequências, considerando

os totais margi.nai.s fj.xos e Ho verdades.ra. Para uma determi.-

nada tabe].a de frequênci.as resultante de um experimento, cal-

cula-se esta probabi.].i.jade. A pri.mei.ra i.dêi.a que nos ocorre é

a de que devemos amei.tar Ho se esta probabi].i.jade for alta (o
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buu nuJ e rejeitar 110 se esta

probabilidade for baixa (o resultado obtido é "i.nverossimi]."

sob no)

Con r es a laela merece restri.does. Suponha que o re

sultado observado tenha dita probabi].i.date sob Ho mas tenha

uma probabi.li.dado ai.nda mai.s alta sob HI. Isto ocorre quando,

por exemplo, deseja-se testar se os dados obtidos através da

real.i.zaç3o de um experimento provem de uma distri.buiçao

}{(/z,aA2) ou de urna distríbuiç3o N(p,a22 ) com z>az . Aqui.,

N(p ,a') representa a distribuição Normal com medi.a p e va
rzancxa a . O teste será.a

Ho: a = ai

Hl: a = az

As duas di.atribui.iões po.dem ser esquemati.zadas como se

resultado obtido "verossim]]."e

tudo

Z Z

X

22

s e gue

N (p; aÍ )

N(p l al:}

Figura ll.l
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O resu].Lado do expert.mento produzira uma medi.a amostral

quer com a].ta probabi.lidado, assumi.rá um valor no intervalo

(CI,C2). bleste caso, se adotarinos nossa i.déi.a i.nici.al, amei.-

faremos Ho em favor de HI. Contudo, este evento é mai.s prová-

vel sob HI do que sob flo e possivelmente estaremos cometendo

um erro. Conclui.-se, então, que nossa i.déi.a ini.cia]. deve ser

submet.ida a uma análi.se mais profunda. Não basta apenas ob-

servar quão prováve]. é o resul-Lado do experimento sob llo; HI

também deve ser anali.fada. Segue dai que um procedi.mento de

teste coerente deverá.a comparar as verossimilhanças sob Ho e
sob HI asse.m como no exemplo abas.xo:

Pr(resultadoIHo) >Pr(resultadoIHI) ==> n3o rezei.to Ho

Pr(resultadolno)< Pr(resu].tadolNI) ==> rejeito No

Para uma me].hor formal.i.zaçao de tal procedimento, consi.-

devamos o conceito de Razão de 'Teste:

Defi.ni.çao 11.5: Seja uin expert-mento real.i.zado com o i.n-

tuito de testar a hi.pótese Ho contra a alterna'uj.vâ HI

Seja x o resultado do expert.mento. Defi.ne-se Razão de

Tesa-e como sendo o quociente das probabi].i.jades de obten-

ção de x sob Ho e sob HI como segue:

R(x) L(Holx) / L (n 1 1 x)

A estatisti.ca R(x) pode ser encarada como uma medi.da da

Vantagem que Ho ].eva sobre HI dado o resultado do experimen-
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f x.

Um

Razão de Teste for menor do que uma constante arbi.trári.a K e
náo rezei.tar Ho em caso contrári.o

A escol.ha de K pode estar li.gania ao crédi.to que se dá à

veracidade de Ho, a priori. Pode também ser tal que a proba-

bi.li.dado de que se cometa o erro de ti.PO 1, ou seja
Pr(rezei.tar HoIHo verdadeira) seja a

to

critério de de ci.são poderá.a deser 0 re ] ei.tar }io se a

l

Defi.niçao 11.6: Critéri.o da Razão de Teste

Rejeitamos Ho se e somente se R(x)< K

Não rezei.temos Ho $e e somente se R(x)>zK

Teorema 11.2: Suponha uin estudo baseado em uma estatísti-

ca t=t(x), função do resultado do expex'isento. Suponha

também, que para o problema em questão, a Raz:o de Teste

R(x) seja uma função monot8níca crescente na estatística

t. isto é, se t(x) > t(x') então R(x) > R(x'). Além d

se, R(x)=K no conjunto {x:t(x)=to}

Neste caso, o critêri.o de deck.são da Defi.ni.ção 11.6 é
equi-valente ao cri.té ri.o:

Rejeitamos Uo se e somente se t(x) < to.

Não rejeitamos Ho se e somente se t(x) >

IS

to

A demonstração deste resu].Lado é i.medi.ata, e o teorema é

análogo para o caso de R(x) ser uma função monotoni.lamente

decrescente na estatisti.ca t(x). Neste caso, as desi.gualdades
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Asse.mf segundo o teorema aci.ma. em ].usar de fi.xarmos a

constante K como ].i.mi.te dos valores de R(x) podemos fixar to

como li.mi.te dos va].ore$ da estatística t(x). corno os testes,

em gera]., s3o baseados no erro de ti.po 1, e.coiro a distri.bui.-

ção de probabi.lidades da estatísti.ca t(x) é conheci.da, costu.-

ma-se fi.xar to de forma qtle o Nível de Si.gni.fi.cância do tes-

te, isto é, Pr(t(x)<tolUo verdades.ra) seja ao(ou mai.s pró-
ximo possível de ao )

Retomando-se o Teste Exato de Fi.sher, tem-se as hi.põte-

inverti.das

s es

p:q

X

Hl: P>q

Considerando-se a repara.metro.zação 0=P(l-q)/q(l-p) e @=q

as hi.pé)teses podem ser reescri.tas como segue:
Ho:8=1

X

H l : O > l

É oportuno ].embrar que existe uma correspondênci.a um a um
ntre (8,@) e (p,q)

Neste caso, a Ra z3o de Te ste será

R(x) = -L@'!g.g--=.!..é..EJx2.
L(N,in,o > ]-,g,tlx)

Ho

/

e

pois t é fi.xado

Logo

R(x)
0x para 0 >1 e 0$ #€1
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bl-e e xf com m e t constantes. Se ndo

0> 1, a Razão de Teste é monotoni.carente decrescente em x

Desta forma, pode-se determinar um cri.téri,o de decisão para o

teste encontrando um va].or de x, xo, abri.xo do qua]. dei.xa-se

de rezei.tar Ho. Ena.m. Ho será rejeitada sempre que for obti.-

da uma tabe].a cujo corpo contenha um valor de x maior d
xo.

A es bati sti.ca do te

0 que

erma.nação do valor xo é baseada na escol.ha do Nível

de Si.gni.fi.cânci.a cro do teste. Para i.sso, basta que se encon-

tre o va].or xo de modo que a soma das pr(5babili.jades de ob-

tenção de todas as tabelas tai.s que x>xo seja ao ,supondo

p'q. O cálculo destas probabili.danes no Teste Exato de Fi.sher

ê fei..to através da di.stri.buiç3o Hi.pergeométrica, conforme foi.
dj.scuti.do na seç3o 11.2.1.

Ju s ti.fi.ca- se. as si.m. o

detA

pr o c e d i. m e n t o de deck.são uti.gizado
Testeno Exala de Fi sher
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CAPÍTULO lll

DISCussÃO DÀ LÓGICA UTILIZADA WO TESTE EXITO DE FISHER

lll .l
A Dj.stribuiçao de Probabi.].idades do Teste

No capSjtu].o anteri.or tentou-se justa.fi.car o uso da dj.s-

tribuj.Çao Hipergeométri.ca no Teste Excito de Fj.sher fazendo-se

uso de Método da Redução o qual fatora a função de verossi.mi.-

Ihança associ.ada ao teste em dois favores, um dependendo do

parâmetro de i.nteresse 0 e outro dependendo do parâmetro nui.

Sance IÍ. Dessa forma foj. obti.da a segui.nte expressão:

P ( x, tIN .m,o, #) PI(tIN.m, o, #) P2(xlt.N.m.o)

Como não Consegui.mos que um fatos dependesse apenas de Q

e outro apenas de #, j.sto é, como a estatjsti.ca t não define

um Corte de Barndorff-N].e].sen para o modelo, fomos obrigados

a recorrer ao Concei.to de G-anel.caridade para justa.ficar o
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L t'l\tlNfmfu,ÇÕ). Segundo este concei.to,

P(x,tIN.m.0,Ó) e p2(xlt,N,m.0) contêm a mesma i.nformaça
respei.to do parâmetro 0

Contudo, ao abandona

se um favor que depende do parâmetro de i.nteresse 8. Esta de-

pendênci.a si.gni.fi.ca que a probabi-li.jade de observarmos um

evento associado à estatística t vara.a à medi.da que 0 vara.a

O desprezo de tal fatos em inferências sobre 8 contrari.a o

Princípi.o da Vérossi.milhança, uma vez que o fatos abandonado

representa uma re].açao entre a estatísti.ca t e o parâmetro e

Desta forma. de acordo com o pri-melro postulado do prõpri-

Fi.sher. a estatísti.ca t deve fornecer i.nformação sobre B

O aparente paradoxo que se apresenta aqui. pode ser expli.-

gado se levarmos. em conta que Godambe valeu-se do contei.to de

Informação de Fisher para justa.fi.car a ausênci.a de Informação

a respeito de 0 em pl(tIN.m.0,#). A Informação de Fi.sher, de

fluida através da expressão:

1(0) : E la in p(xlu.m.o,#)l
b uma média cujo cá]cu]o ].eva em conta todas. as amostras pos-
sa.vens

O exemp].o segui.nte, dado por Berkson (1) mostra que

abandono do fato

0 a

fatos P l(tlN,m.8, Ó)r e 0 abandonalr

0

(1) BERKSON. J. Do the margina] total.s of the 2x2 table

contam.n relevant i.nformation respecting the table pro-

portions? Journal of Statisti.cal Planning aud Infe-

rence. 2 : 43-44. 1 978
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deter-minadas amostras contêm i.nformação relevante nas fre

qtiõnci.as margi.Dais das tabelas 2x2

l À l A' l 'T ota l
E. l x l m-x l m

.E: l y l n-y l .
Totall t l N - t l N

Na tabela ao ].ado

N e m são fi.xados

previamente

p'Pr(AIB)

q=Pr(Alba )

lio: p=q

Hl: P>q

Exi.atem (N+l) total.s possivei.s para o valor de t.

(0,1,2....N}. Correspondendo a cada valor de t. existe um de-

termi.nado numero de tabelas para as quais xém, yén e x+y=t

Para efei.to do teste só s:o consi.geradas as tabe].as que favo-

receriam a rejeição de Ho com ênfase m(-.i.or ou i.qual ao da ta-

bela obti.da. Desta forma. ca]cu].a-se pt(xIN.m.t) defi.nid

capitu].o anteri.or por

Pt(xIN.m.t) = '5 Pf(rjN.m.t)

I'=x

0 no

t

p:x/m

q=y/n

N
I'=x

Se pt(xIN.m.t)<a (onde cr é um valor previamente está.pu-

xado pelo pesquisador), P é consi.derado Significantemente

mai.or do que q ao nível cr . Uma tabela asse.m é di.ta signifi.-
cante.
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Para di.gerentes totais N e t. a pro]Jorção de tabe].as si.g-

nifi.contes pode variar de 0 a 1. Pode-se chamar esta propor-

ção de "probabi.cidade de p ser signo.fi.cantemente mai.or do que

q dados os totais margi-nai.s" e denota-la ps. Consi.gerando

a=0,05, temos o segui.nte quadro(Berkson - 1976)

PtX

4 0 0 2

5 0 0 0 4

5 0 0 2

l 0 0

0 5 0

0, 7 8

0 , 5 0

0 74

5 00

0 7 4

0 5 0

7 80

0 5 0

0 0l

m=5

0 , 2 2

0 , 0 8

0,2 6

0 1 0

0 , 2 6

0 , 0 8

0 , 2 2

Ps=proporçao de tabe].as si.gni.ficantes dados os total.s mar

ginai.s

É fâci.l perceber que a probabi.].i.jade de rejeição de Ho

varia de acordo com os totais marginal.s. Nos casos extremos,

isto é, nos casos em que t=0 e t=10, o corpo da tabela é de-
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HO.

qual'-'i 'tçxuld rica claro que â medi.da que t

se aproxi.ma de 0 ou de N. a di.ferença entre x e y tende a di.-

minuir, dificultando a rezei.ção da hi.p6tese nula. Conclui.-se

então, que a i.nformaç3o que podemos extrair de t depende do

vaJ-or de t. A amostra efeti.vamente observada é que deveria

ter o maior peso em i.nferênci.as sobre 8. os outros pontos

amostrar.s que poderiam ter ocorrido, caso tenham que ser le-

vados em consi.geração, deveriam ter um peso insi-gni.f
relação ao observado.

Neste contexto som

cento de Informação de Fisher, que nada mai.s é do que uma me-

dida que leva em conta todas as amostras que poderá.am ter si.-

do sorteadas e n3o dá importânci.a especi.al à an\ostra efeti.va-
lente observada

Tentando entender o problema. Basu (2) considerou o se-

gui.nte exemplos em que m=n=3 e(x,y) =(3,0)

Examinando 0

icante em

induza.dos colocaros duvidaa em 0 con

l A l Ac l T otan.

B l 3 1 0 1 3

Bc lO l3 l 3

To ta 1 l 3 l 3 l 6

ASU, D. Di.scussi.on of Joseph Berkson's paper "ln di.s-

praise of the exact test". Journal of Stati.sti.cal

Planni.ng and lnference.3: 189-192. 1979
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tor amostrar (x,y) va-

ra.a sobre um espaço amostrar de 24 = 16 pontos. A amostra

(X,y) = (3.0) compõe o caso mai.s extremo em que p>#q. Portan-

to, estes dados deveriam fornecer uma forte evidênci.a contra
a hipótese nu].a

Consi.derando-
J lixo, reduz-se o espaço antostra]. de

16 para 4 pontosr representados no conjunto

1(0,3),(1,2),(2,1),(3,0) }. Sob a hi.p6tese nula. a proba-

biJ-i.date de que o par (3í0) seja observado no con:junt

Os total.s m fixadose n sao e 0 ve

tse

0 a clima

3 3

3 0
= 0,05

3

ê dada por

Pt ( 3 ) =0, 0 5 .

A um nível de si-gni.fi.cânci.a a=0,045 por exemplo, nem mesmo

esta amostra levaria à rejeição de Ho.

Tomando o espaço amostrar. de 16 pontos como Conjunto de

referênci.a,a probabi.].i.date de se obter o valor (3.0) sob n
seria dada por

P (l -P)3 sendo Ho: p=q

Como p'(l-P)j Ç 1/64, poder-se-i.a

(3,0) s3o altamente si.gnifi.dantes ao níve]. 1/64 = 0,0156.

Conc].ui.-se que a redução do espaço amostral provocada pe-

lo conde.ci.onamento nos total.s margi.nai.s pode gerar resultados

di.gerentes dos obtidos caso ta]. conde.cionamento não ti.veste

sido realizado. O Teste de Fisher n:o rezei.tara.a a hi.põtese

nula com a amostra (3.0). O teste que utili.za o espaço amos-

trar completo (16 pontos) rezei.pari.a Ho. Alj.âs, para m-n=3. o

Teste de Fi.sher jamais rejeitada Ho a um nível de si.gni.fi-

0

di.ze r dadosque os

Este é! o caso mais extremo e
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tese a].te rnati.va

Um outro probi;'+vuüu"'« \luç; ut;vt: =)CJ. J-tsb:sd..LLd.(xo TIo u.se a.a. ].rll:erê-

nci.a Parei.al é a determi.nação da reparametri.zação conve-

niente. Tal reparametri.zaç3o deve fornecer a fatoraçao da

função de verossimilhança de f
ri.a de Godambe

No caso da geticxa zxz em que lotam consi.-

geradas distri-bui.iões Bi.nome.ai.s, ou $ejaí x'wBI.n(m.p} e

y-uBI.n(n.q), fez-se uso da reparametrizaça0 8=P(l-q)/q(l-P)

e #=q recaindo-se no teste de Ho: 8=1 contra Hl: 0>1
A d j a+' Y'l hll i .= .-.

à F) (.h) .*
P ( xl t,0, #) =

0x

'A +carícia 0 , 0 4 5 ,a' evidênciasmesmo favorecessemque as hip6a

orça valerque dase teopossa

tabela de contin

m
X

t

foi adorada para a real.i.zaçao de inferênci.as sobre 0 porque

não depende do parâmetro nuisance çó e porque t é sua.ciente e

completa com respeito à ÇÓ para cada valor de 8

Suponha. porém/ que a mesma tabela de conta.ngênci.a 2x2

tenha si.do obtida de manei.ra di.versa, ou seja. x e y têm di.s-

tri.bui.ção Binomia]. Negativa. Desta forma, em ].usar de se con-

siderar m e n fixadosr (m-x) e (n-y) é que s:o conheci.dos

previamente. À di.stri.bui.ção dos dados será.a escrita como:

P(x.yl (m-x) .(n-y) .p.q) = (x-l) (n'J.l px(l--p)(P"x)qy(l-q)(n')
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Em termos de 0 e #

P(x.tl(m-x),(n-y),o,#) = (x-l) jn-l) x t(t..gl(m'n)
(i-w-oé):

onde t=x+y

Neste caso,(x,t) e(m-x,n-y) são fi.xados previ.agente

Agora n:ío se consegue repetir o procedi-mento utilizado no

caso Bi.comi.al positj.vo pois a estatisti.ca sua.ci.ente mini.ma

com respeito à # dado e é a amostra toda, isto é,(x,t)

Contudo, se for considerada uma outra reparametri.zação,

e: p/q e # = q, as hi.põteses em confronto ser:o Ho: e=1 e

Hl: e> 1. Neste caso, g5 continua sendo o parâmetro nuisance e

a di.stri.bui.ção dos dados passa a ser escri.ta como

P(x'tl (m-x) , («-V) , e,Ó) :(*--1) (':11 e;.(1- {Ó;"'oÓ(i-0j''t+x)

Para que se obtenha pl(tl(m-x),(n-y),e,Ó) basta que se

some a expressão acima para todos os va].odes possivei.s de x

PI(tl(m-x),(n-y) ,e,Ó)=(1- e@)(l x)Ót(l-@)(n-y) E (K'Ei-9 (''}.!P:àl-'D ik

A obtenção do segundo fatos é i.medi.ata

P2(xlt,(m-x),(n-y),{,#) =--Çl;iil ;:i) {x

E(=}) (.=!Jk-o

t
€ k

P2(xlt.(m- x) ( n-y ) , il )
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O segundo fatos não depende do parâmetro nuisance #. Ago-

ra t é uma estatisti.ca suficiente mínima com respei.to à # da-

do € e podemos nos valer do argumento da verossi.mi.Ihança par-

ei.a].. Se esta nova reparametri.zação ti.verse si.do uti].i.zada no

caso Binomlal positi.vo, a estatísti.ca sua.ci.ente mini.ma com

respei.to à # dado € seriam os dados (xrt) e não poderíamos

utilizar o Método da Redução.

O que nos parece estranho aqui- é que devemos consi.derar

parametrizações distintas para tabelas i.quais, somente por

terem sido obti.das a partir de espaços amostrar.s di.gerentes.

NZo parece coerente anali.sar { se os dados vi.erem de uma

di.stri.bui.çao Binomi-al Negativa e O caso os dados venham de

uma di.atribui.ç3o Bi-comi.al Positiva pois a]êm de a tabe].a re-

sultante ser a mesma. as verossi-mi.Ihanças dos dois modelos

são proporcionais

Este fato, provave].mente li.gado ao chamado Paradoxo de

Botei, traz novas dúvidas a respeito do argumento da inferêll-

ci-a parcial e coloca em xeque a di.stribui.çao de probabi.]-i.da-

nes uti.].i.zada no Teste Exato de Fi.sher

111.2 critério de Decisão anotado no Teste

111.2+1 - Nível de Signifi.cância. Tamanho do Teste e NÍ

vel Descritivo

Um teste de hi.pé)tese é um problema de decisão onde a

questão é ].ocalizar um determinado parâmetro 8 em alguma re-
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tatistico bases.a-se em um expert.mento ao qual esta associ.ado

um espaço amostral X

O espaço paramétri.co é di.vivi.do em duas regi.ões, .r'lo e

.fLI de forma que -('lo U (}l =(L e .0.o n .fll ;(} , e o pro-
b].ema é colocado da seguinte forma

Ho: 8 C .Qo

nl: o . n t
Um Procedimento de Teste b é uma regra de decis:o que

nos ].eva a aceitar Ho ou HI. O procedi-mento nada mais é do

que uma parti.ção do espaço amostral X em doi.s subconjuntos

- Região Criei.ca (RC): Subconjunto contendo todos os pontos

amostrar.s que. se obti.dos quando o expert-mento for reagi.za-

do, levarão à rezei.ção de Ho

Região de Aceitaç:o (RA): Subconjunto contendo todos os

pontos amostrais que. se observados, levarão à acei.ração de
Ho .

Em suma. um procedi-mento de teste Ç esta defi.nado para um

dado expert-mento quando a região criei.ca relata.va ao espaço

amostral associado ao experimento está.ver determinada. Em

vi.sta disso, usaremos a notação RC ou \ i.ndi.scriminad

para denotar um procedi.mento de teste

No caso da tabela de conta.ngênci.a 2x2. com va].odes de N e

m fi.xados o procedia\ento de teste estará especi-fi.cada asse.m

que for deterini.nado o conjunto de todas as tabelas (todos os

pares (x,t)) que. se obtidas, levarão à rezei.ção de Ho

A caractere.zação de um procedimento de teste se dã

ndogzao espaço paramêtrico Para tornar decisão,esta 0 es

agentel

alta
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vés de sua Função Poder. À função poder especifica. para cada

va].or de 8c ç2 , a probabiJ-idade de que o procedi.mento ],eve à

rejeita o da hi.pote se nu].a

n( o , â ) Pr ( rej e ita r Ho 10, Õ)
-q

, 8 ci' S2

Associ.a-se a um procedi.mento de teste dois ti.pos de erro

Erro de la. Ordem: rezei.tar Ho quando Ho é verdadeira

Erro de 2a+ Ordem: nZo rezei.tar Ho quando Ho é falsa

Denota-se a probabi.li.jade de cometer estes erros por

a(Õ) = Probabi.].i.date de se cometer um erro de la. ordem.

6(Õ) = Probabi.cidade de se cometer um erro de 2a. ordem.

É fâci.]. construí.r um procedi.mento 8 para o qual d(Õ)

bastando para isto fixar uma RC vaza.a. Contudo, para este

procedi.mento, /3(Õ) = 1. Como exi.ste um compromisso entre a(õ)

e 0(õ). n3o é possível. construir um teste para o qual a(Õ) e

6(õ) sejam arbitrará-agente pequenos. Assim. costuma-se fi.xar

um limo-te supera.or para a probabili.jade do erro de la. espé-

cie. aor de forma que cr(Õ)4 c(o. Este ]-imi.te é conhecido como

NÍve]. de Significância do teste.

Considera-se como candidatos à RC todos os subconjuntos

do espaço amostral cujos valores de lll(e,õ), para 0 € ç2o, fo-

rem no máximo igual.s à cro. Desta forma. determi.na-se a c].asse

Alr composta pelos subconjuntos que possuem a propriedade

acima:

AI [l(0.Õ) É cro,8 ( Ç2ol
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Da c]asse A], se].eci.ona-se o subconjunto do espaço amos-

trar que forneça o poder máximo para 0 ( QI. Este subconjun-

to consta.tuirã a RC do procedi.mento de teste õ. O procedi.men-

to asse.m determi.nado fornecerá um va].or 0(õ) mini.mo dentre

aqueles cujo a(8).< a o:

f3(õ ) é mini.mo <-=>

P(não rezei.tar HoIHI é verdades.ra) é mini.ma

p(x ( RAlnl é verdades.ra) é mini.ma C::;>

1- p(x € RClnl é verdadeira) é mínima <:;::>

P(x e RCIHI é verdades-ra) é máxima </--:>

H(0,õ ) é maxi.mo para 0 € S21

<-»

O Lema de Neyman-pearson fornece uma técnica úti.l na bus-

ca de uma RC para a determi.nação de um procedi.mento de
teste

Para a construção de seu Teste Excito, Fi.sher serviu-se do

cri.téri.o que fi.xa um nível de signo.fi.cância ao e, a parti.r

daí, busca a RC(6) de cr(6)É ao que tenha o mínimo 6(g)

Vale a pena notar que para alguns ti.pos de experimento,

a(o < ao. Isto ocorre para os testes aos quais estão assoc-

iadas di.StribuiçÕes de probabi.lidades di.scretas. Chamaremos

a probabili.date d.(Ç) de Tamanho do Teste.

O nÍve]. de si.gni.ficânci.a é fi.xado a priori pelo estatis-

ti.co com o propõsi.to de determi.alar a RC do teste. Uma vez de-

termi.nado este subconjunto, calcula-se o tamanho do teste, ou

seja. a probabi.cidade de que o nosso expert.mento produza uma
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amostra que pertença à RC, se Ho for verdades.ra. O níve]. de

significânci.a de um teste Ç, a(o, é uma medi.da usada na busca

do procedimento de teste Ç, ou seja, da regra de acei.taçao/

rezei.ção. O tamanho, c{(Ç) é uma caracteristi.ca prõpri.a do

teste. que s6 pode ser ca]cu].ada após a determi.nação de Ç. O

valor de o((b) aá uma i.déia da freqliência de rezei.iões erró-

neas de Ho para uma grande seqliência de amostras aleaté)ri.as.

Berkson (3) chamou o tamanho do teste. oç(f), de O<-efeti-

vo, e o nível de si.gnifi.cânci.a através do qual a RC do teste

foi. determi.nada. 0(o, de cl-nominal. Sua críti.ca ao Teste Excito

de Fi.sher consi.ste base.comente no fato de o O(-efeti.vo ser

sempre infere.or ao o(-nominal. Segundo Berkson. o estatísti.co

que uti.].i.zasse o procedimento do teste b determinado por um

nSlvel de si-gni.fi.cância (Xo, estará.a errando ao afirmar que os

dados que obteve são significantes ao nível «o. O risco, na

rea].idade. seria inferior a OÇo.

Esta criti.ca é i.afundada pois a di.screpânci.a entre o((S )

e O(o vem do fato de a di.atribuição uti.li.zada no teste ser a

Hipergeométri.ca, i.sto é, uma di.stri.bui.ção discreta. Além di.s-

so, nem o nível de significânci.a nem o tamanho do teste for-

necem uma medi.da da força com a qual os dados obtidos como

(3) BERKSON. J. In di.spray.se of the exact tese. DO the mar-

ginal total.s of the 2x2 tabu.e contam relevant i.nforma-

ti.on respecti.ng the table proporti.ons? Journal of

Statisti.cal Planui.ng and lnference. 2 :27-42.1978
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resultado de um experimento estão favorecendo Ho ou HI

Se um estatísti.co, ao testar uma hi.põteseí afi.rma que a

rejeitou com uma signo.fi.canal.a o(o=0,05, como se pode saber

com que força esta hipótese foi rezei.fada? Como se pode saber

se a amostra obti.da como resu].Lado do expert.mento está próxi.-

ma ou di.soante da frontes.ra entre a região cri.teca e a regi.ao

de acei.taça o?

Necessi.ta-se de uma medida associada à amostra obti.da,

para exprimi.r a segurança com a qual foi- tomada a deck.são.

Afi.na]., o que nos deveria fazer tomar uma deck.são s3o os da-

dos obti.dos e não o procedi.mento de teste. Tanto o nÍve]. de

signif-icânci.a quanto o tamanho do teste sZo medi.das associa-

das ao expert-mento e ao procedimento de teste. e nZo ao re-

su].todo obtido.

Uma medi.da associada à amostra obti

Pt(xIN.m,t), :iâ definido anteri.oriente como:

da. ( x, t) e 0

N-mIn

t rr
Pt( xln ,m. t)

Pt(xIN.m.t) fornece a soma da probabi].idade de obtenção

do va].or (x,t) sob HO, com as probabili.jades de obtenção das

tabelas mai.s extremas, também sob HO.

Uma vez reagi.zado o expert.mento e obti.do o resu

(x,t), chamamos pt(xIN.m.t) de Nível Descai.tivo do teste

Inca.ui.-se na RC do Teste Excito de Fisher todas as amos-

tras (x,t) para as qual.s o nível descai.tive é i.nferi.or ao ní-

vel de si.gnifi.cânci.a. ou seja, pt(xIN.m,t} .< o(o

ltado
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Definiç:o lllol: Define-se como amostra li.note da RC, a

amostra (xo,to) tal que

Pt(xoIN.m.to).( O<o e Pt(xo-l IN,m,to)> olo

Logo, o tamanho do teste será igua]. ao nível descrita.vo

se obtivermos como resultado do nosso experimento a amostra

li.mi.te (xo,to). Neste caso escrevereinos

Pt(xolN,m. to) = O<(Ç)

Suponha que ao rea].izarmos o experimento, obti.vemos como

resultado a amostra (x,t). Qual é o si.gni.ficado do nível des

critivo pt( xIN.m.t)?

Pt(xINrm.t) representa o mínimo valor que poderá-a ser as-

sumido por CKor o nível de si-gnifi.cância. para que a amostra

(x,t) conduzi.sse à rejeição da hipótese nula. Devido a Isto,

o procedi.mento de teste elaborado por Fi.sher nos leva a acei.-

tar HO se Pt(xIN.m.t)> üo e a rezei.tar Ho se pt(xlN,m.t)éo<o.

Quando rejeitamos Ho com os dados (x,t), estamos afi.amando

que rezei.tamos Ho enquanto o tamanho do .teste ultrapassar

Pt(xIN.m.t), ou seja, enquanto a freqiiênci.a relativa de re-

jeições erróneas de Ho, em uma ].ofega seqiiênci.a de experiinen-

tos for no mini.mo i.qual à pt(xIN.m,t)

Poderíamos, então, uti.li.zar como medi.da da força com a

qual tomamos uma decisão baseada na amostra (x,t), a di.stân-

cia entre pt(xlN.m,t) e cÁ(Ç). Quanto maior for esta distân-

cia. maiores serão as evi.dências de que a decisão tomada foi.
a corneta
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111.2.2 O Uso do Nível. Descrita.vo Pt(xlN,m.t)

Quando rezei.tacos ou amei.temos uma hipê)tese. queremos sa-

ber com que segurança estamos tomando a deck.são. A metodolo-

gi.a de fi.xar umO<.o, encontrar uma RC e em segui.da calcular

o((b) para que posteriormente seja comparado com o pt(xIN.m.t)

pode não ser a ideal.

O valor Pt(xIN.m.t) não reflete apenas a força da amostra

(x,t). Ele i.nclui também todas as amostras mais extremas do

que (x,t), que poderiam ter si.do observadas mas não o foram.

Na reali.jade. s6 i.nteressaria ao pesque.sabor a probabilidade

de obtenção da amostra (x,t) sob HO. Sendo esta probabi.li.date

"grande", a tendência será o favorece.mento da hipótese nula

Não nos interessa a probabilidade de obtenção de amostras que

poderiam ter sido selecionadas mas não o foram.

O exemplo dado a segui.r esclarecerá este ponto de vi.sta

Cotlsi.dele duas funções densidade de probabi.li.date (fdp)

ho(x) e hl(x) defi-ni.das como se segue:

ho(x) l

0

1/2

5

2

se

cc

se

se

se

0 € x É

0 Ç x Ç l0/20

l0/20 < x ( 1 1/20

20/20 ( x < 25/20

hl (x}

Faz-se uma úni.ca observação de uma vara.ãve]. aleatória x,

culpa fdp)h(x);é ho(x) ou hl(x). Às segui.ates hi.põteses devem
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ser testadas:

Ho: h( x) = ho( x)

H 1 : h( x) = h 1 ( x}

As runs;ões ho(x) e hl(x) sZo esboçadas abas.xo

2.0 20

Figura lll.l

Determina-se um nÍve]. de signo.ficância oÇo=0,05. Como as

distri.bui.iões associadas ao teste s:o continuas, o nível- de

si.gni.ficânci.a coi.nci.di.rá com o tamanho do teste «(Ç). À RC

do teste é evidente:

RC ={ x:10/20 4 x 4: 11/20 ou 20/20 4: x Ç 25/20}

o<(S') = P(rejeitar nolno verdades.ra)

= P(x G RClh(x) = ho(x)) = 0,05

Suponha que ao real.i.zar o expert.mento, o ciente.sta obte-

nha como resultado um valor de x tal que 20/20 < x É 25/20 e

consequentemente rezei.te Ho. AO afirmar que rezei.tou Ho a um

n51vel de si.gni.fi.cânci.a CK.o=58, não estará fornecendo uma boa

medida da força com a qual. Ho foi. rezei.tada

Se 20/20(x.K25/20, com certeza não foi. cometido erro algum

ao se rezei.tar Ho. Para esta amostra, a confiança é de 100%.

r l

J

5

3

Z r' -1

20
zo
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O nível de si.gnificânci.a de 5% é uma característica do

procedi.mento de teste b. Ao consi.derarmos todos os resultados

possível.s, o procedi.mento definido através da RC aci.ma levará

a uma rejeição errónea de HO em 5% das vezes

Uma vez obti.da a amostra. não há interesse no poder médio

do teste. mas sim lio poder do teste frente à amostra obti.da

À cona.aboli.jade do teste deve ser função da amostra efetiva-

mente observada e mais do que i.sso, somente dela

Uma medida adequada da confiabi].idade do teste poderia

ser a relação entre as funções densa.date de probabili.jade sob

HO e sob 111 para a amostra observada. Se esta relação for al-

ta. devemos aceitar Ho. caso contrári.o HO deve ser rezei.tada

111.2.3 A Prê--especificação do Nível de Significância

Conforme já hav51amos mencionado anteri.oriente. o procedi.-

mento de Fisher é determinado especificando-se um nível- de

ni.mo entre todos os procedi.mentor para os qual.s cX.(Ç) .< «o.

Tradici.ona].mente esco].he-se o nível de si.gnifi.cância O(o

como sendo 0,10 , 0,05 ou 0,01, dependendo da será-edade das

conseqi;anciãs dos erros de la. e 2a. espécies. Para um deter-

minado tamanho de amostra N, exi.ste um compromi.sso entre os

doi.s tipos de erro e ao tentarmos di.mi.nui.r o o\(b), poderemos

aumentar o /3(b). Normalmente fixa-se (Xo como sendo 0,05. Se

as conseqi;ênci.as do erro de la. espéci.e não forem muito gra-

ves, escoa.he-se Oqo=0,10. Por outro lado, toma-se O(o=0,01
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\:luuuuv v v.Lçul..Liça lia(i quex rejeitar a nzpotese Tlu.La a. lnenc)

que a amostra forneça fortes evidências de que Ho seja fa].sa

Contudo, à medi.da que o tamanho da amostra aumenta, o

compromisso entre o((Ç) e a(f) faz com que a especificação de

CXo=0,01. por exemp]or ].eve a um procedi.mento que rezei.ta Ho

mesmo que se observe amostras que forneçam fortes i.ndíci.os de

que Ho seja verdades.ra

O exemplo abaixo (4) esclarece a si.tuação:

Toma-se uma amostra casual si.mples de tamanho n de uma

di.stri.bui.ção de Bernoulli para a qual o valor do parâmetro p

ê desconhece.do. AS hipóteses em teste são

S

Ho: P= 0, 1

Hl:. P: O/ 5

A distri.buição conjunta de xl,...,xn quando p=0,1 é dada

por:

r e e

n / n&l / n l

ho(x)= (0,1) (0,9)

A di.stri.bui.çao conjunta de xl,...,xn quando p=0,5 é dada

por:

(4) Exemplo seme].haste é encontrado no livro:

DE GR00T, M.H. Probabi].ity and Statistics

Addi.son-Wes].ey,1975. p.380-381

London.
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hl(x) = (0,5}

Para que se determi.ne o procedi.mento de teste utiliza-se

o Lema de Neyman-Pearson. Dessa forma. rezei.ta-se Ho quando

hl(x)> K.ho(x). K é determinado de forma que:

a.(e)=Pr(rejeitar Holp=0,1) 4 0,01. Assim. conclui-se que en-

tre todos os procedi.Bentos para os qual.s o((Í)4 0,01, o valor

6(Ç) será mínimo para o procedimento É+ que rezei.ta Ho quan-

do

E ü-> K'
n

:1l

onde K' ]nK + n.In9/5
In9

Deve-se encontrar um va].or de K' de modo que

n
Pr(>1: xi > K' lji»o,i)

i-l
o,o].

Como a di.strlbuição de Bernoulli. é discreta. nem sen\pre con-

seguiremos encontrar um valor para K' de forma que a equação

acima seja satisfeita. Contudo, tal fato n=o i.nterferi.rá sig-

nificati.valente em nosso exemplo, pois determi.Daremos o va].or

de K' que torne «.(g+) próximo de 0,01

Para cada va].or de n. .pode-se ca].curar

n
Pr( .E xi ( K'lp:0,5)

i:l

Constrói.-se, então, a segui.nte tabela
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Se n=2. o testo b+ di.fàcilmente rezei.ta HO. Ho s6 sela

rezei.tapa se os valores observados forem no mini.m0 2,78 vezes

mais provável.s sob HI do que sob Ho.

Contudo, para n;49, Ho será rezei.fada ainda que a amostra

obti.da seja centenas de vezes mai.s provável sob Ho do que sob

HI poi.s rezei.batemos HO sempre que hl(x) > 0,00108 ho(x). Is-

to ocorre porque o valor de /3( S+) que pode ser ati.agido

quando n=49(1r92 x 10) é extremamente pequeno em relação à

o<(ç+) = o,o08. Neste caso, Çl+ torna-se bem mais caute].

com respei.to ao erro de ti.po ll

Desta fornta, um valor de (Xo que é apropri.ado para um de-

terminado tamanho de amostra n pode ser excessivamente grande

à medida que n aumenta

Seria bens mais razoável valer-se de um cri.téri.o que se

preocupasse com a mi.nimi.zação si.multânea das probabili.danes

dos doi.s ti.pos de erro. Em outras palavras, mi.ni.gizar uma

combi.nação li.cear a o{.(S.) + b l3(S) seria um procedimento mai.s

adequado. AS constantes a e b devem ser escolhi.das de acordo

com a gravidade dos erros de tipo l e 11. Quanto mais grave

for o erro, mai.or deverá ser a constante ]i.fiada a e.]

oso

e
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n   o( (& + )   6 (g'')   K'   K

                 
2   o , o l   0, 7 5   l   2, 7 8

2 5   0 , 0 0 9 5   -3
7. 3 xl 0   6   0 , 2 2 0 6

49   0 , 0 0 8 0 0   1,9 2 x10
-5   1 0   0 , 0 0 1 0 8



111.3 O Desprezo pela Informação a Pri.ori

Um prob].ema s6 pode SeF n:o fama.].i.ar uma Úni.ca vez. Em

vista.di.sso, o ci.entesta que se envolve com um problema cos-

tuma possuir algum tipo de conhecimento a respei.to do mesmo.

Este conheci.mento acerca do assunto em questão deverá.a ser

levado em conta ao aplicar-se qualquer método de inferênci.a

especificamente o 'Í'este Exato de Fi.sher

NO que concerne às hi.pélteses, isto poderá.a ser feito

atribui.ndo-se chances às veraci.dados da hipótese nula e da

hipótese alternati.va

O conheci.mento, ou a fa].ta deste. a respeito dos parâme

tios em questão, poderia ser expresso através de uma di.stri.ú

bui.ção de probab.ili.danes conferida aos mesmos com antecedên-

ci.a. Enfim. o teste de Fi.sher feri.a enriqueci.do se fossem va-

lorizadas i-nformações prévias sobre os estados da natureza em

r

exame
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CÀPfUULO IV

UHÀ ALTERNATIVA BAYBSIANÀ PARA O TESTE EXITO DE FISHER

IV.l - Introduç.ao

A fi.losofi.a Bayesiana defi.ne probabi.lidade como a medida

do conheci.mento (ou desconhecimento) que exi.ste em torno do

objeto de estudo.

Um ci.ente.sta reali.za um experimento com a fi.nulidade de

adqui.ri.r conhecimento a respeito de um determi.nado estado da

natureza (parâmetro). Normalmente. seu interesse em relação a

este parâmetro é despertado por a].gum conhecimento já exis-

tente em torno do mesmo. Na pior das hi.põteses, tal conheci.-

mento precedente é a i.nformação de que este parâmetro existe

e pode assumir "valores" em um conjunto bem defi.lido. Isto jã

é suei.ci.ente para que se possa atribuir uma di.atribui.çao de

probabili.danes para os valores deste parâmetro. Com a real.i.-
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zaçao do experimento, ê obtido um resultado que "aumentará" o

conhecimento do pesquisador a respeito do estado da natureza.

Tal resultado vai. calibrar a i.nformação i.nlcial do cientista

dando origem a uma nova di.stri.bulçao de probabilidades para

os valores do parâmetro em questão. A dali.bragem é fei.ta

através da função de verossimilhança associada ao expert.men-

to, segundo a fórmu].a de Bares.

Esta metodologi.a pode ser estendida para um Teste de Hi.-

póteses, que é .uma situação em que o cientista deve decidi.r-

se pela veracidade de uma entre duas hipóteses, Ho e HI,

exaustivas e mutuamente exc].usivas. Segundo algum conhecimen

to precedente que o pesque.sabor tenha acerca dos objetos sub-

metidos às hipóteses, ele atribui chances i.niciais para as

veraci.jades de Ho e de HI. A seguir. realiza-se um experimen-

to cujo resultado ca].i.bra a i.nformação inicial produzindo no-

vas chances para as hi.póteses em questão. Para que o procedi-

mento seja coerente. os parâmetros presentes nas hipóteses em

teste devem relacionar-se com o experimento rea]izado. Ta].

re].anão é dada pela função de verossimi.Ihança, associ.ada ao

modelo expert.mental

Na prÓxi.ma senão discutiremos este procedimento com maio-

res deta[hes. A].i., trataremos apenas do caso onde os espaços

paramêtri.cos, associados às hi.p6teses em estudo, possuem di
pensões diferentes.
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IV.2 O Teste Bayesiano

Suponha a existência de um experimento cujo resultado

aleatório, x, esteja relacionado aos parâmetros p e q através

da função de verossimllhança L(p,qjx). O objetivo é decidir

se pela veracidade de uma das seguintes hi.pót

Ho : p=h(q)

Hl: p+h(q)

onde h é uma função de q lisa ou lisa por partes. For função

li.sa entende-se uma função contínua que possua derivadas con-

tínuas no intervalo considerado. Por função lisa por partes

entende-se uma função formada por um número fi.ni.to de fun-

ções,. cada uma das quais é li.sa. '

Associ.aços às hipóteses em teste estão os respectivos es

paços paramétricos que podem. ser escri.tos como

Bo = {(p/q)i pe Dp; qc Oq e p=h(q)}

onde Dp - dominó.o de variação do parâmetro p.

Dq = domínio de vara.anão do parâmetro q.

nl= {(prq); p c Dp; q CDq e p#h(q)l
Os domíni.os Dp e Dq são subconjuntos da teta

Seja o parâmetro u defi.ni.do como segue

p = {0 se Ho é verdades.ra. i.sto é, (prq)C (llo

1 1 se HI é verdadeira, i.sto é, (P,q)e ol
A i.ncerteza ini.cia]. que exi.ste em torno dos parâmetros p

e q ê representada por uma função densa.date de probabili.dade

conjunta g(p,q), defi.ni.da no conjunto DpxDq. Da mesma forma

são atribuídas chances inibi.ai.s aos valores de D, ou se'ia

fases

f
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P(p=o)= €

P(p=1)= 1 - €

Caso haja um desconhecimento total a respeito de (p,q),

deve-se atribuir uma di.strlbuição de probabilidades conjunta

uniforme para o par (prq). Assim. os valores (p,q) € DpxDq se-

rão equiprovávei.s. A mesma ati.rude deve ser tomada em relação

às híp6teses. Não havendo preferências, os valores de { e de

l-e devem ser iguais, i.sto é, e=1-e =1/2.

Tendo que tomar uma decisão antes de rea].i.zar o expert.-

mento, o pesque.dador deve examinar o quociente C= e/1-e , o

qual será denominado Razão de Probabilidades Complementares a

Pri.ori. ou Encore a Favor de HO a Priori.. Sua decisão será a

favor da hi.pótese cuja chance for a mai.s alta.

Neste ponto orígi.na-se uma di.scussão reli.cada. }ia maior

parte das vezes, a distri.buição de probabilidades conjunta

para o par (p,q) é representada por uma densidade g(p,q) so-

bre um subconjunto do R, no caso DpxDq. Qualquer sub-espaço

de di.pensão menor, como por exemplo uma curva sobre o plano

DpxDqf terá chance nula de ocorrênci.a. Isto i.nclui a curva

p'h(q). Neste caso, como pode'se atribui.r massa. positi.va à

{p=0l? Não é absurda a expressão P(p:h(q))> 0?

A atribuição de probabi].idade positi.va à hi.põteses que

restringem a dimensão do domínio de vara.açao dos parâmetros

n:o é absurda. Este fato pode ser entendido através do se-

guinte exemplo:

Suponha uma urna contendo duas moedas. Desta urna são

feitas duas reli.Fadas sendo que a cada retirada a moeda é
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lançada. o resultado do lançamento é registrado e, f]na].men-

te, a moeda é recolocada na urna. Sejam p e q as probabi.li.da-

nes de obtenção de cara no prímei.ro e segundo lançamentos

respectivamente. O desconhecimento inici.al a respei.to dos pa-

râmetros p e q é si.aboli.zado pela distribuição uni.forme sobre

o quadrado uni.tâ ri.o. Asse.m:

0 .< p É l e 0 6 q é l

De acordo com a di.stribuiçao uniforme aci.ma. qualquer

curva sobre o quadrado unitário terá massa nula. As hi.p6teses
em teste são:

Ho: p=q

Hl: P#q

OS espaços paramétricos associ.aços às hipóteses s=o:

pPq); 04 P$ 1; 0 {q ÉI e p=q }

P'q); 0É pç 1; 0$ q6 1 e p#q }
e podem ser esquematizados segundo a Fiou llvra

Fi.Suta lv.l: O conjunto S21 é a regi.ão i.eterna ao qua-

dl'ado i.ncluindo seus lados e exclui.ndo a diagonal. O

conjunto ç2o é a região formada pelos pontos interiores

ao quadrado que pertencem ao segmento de Teta
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Embora a di.stri.bui.ção de probabilidades g(p,q) corri.ra

massa nula ao segmento de Teta p=qP qualquer pessoa concorda-

ria em atribuir o valor 1/2 à P(p=0) pois esta é a chance de

que a mesma moeda seja retirada nos dois sorteios. Justa.fica-

se, então, a atei.buição de uma probabi].i.date post.ti.va a uma

hipótese que restri.nge a dimensão do domínio de variação dos

parâmetros em exame.

Dispondo de um expert-mento para aumentar seu conhecimento

a respeito dos parâmetros analisados, o cientista terá inte-

resse em comparar as probabi.cidades de que as hi.p6teses sejam

verdades.ras depois de obtidos os resultados do experimento.

Chamaremos de EsGoTe a Favor de HO a Posteriori(ou Razão

de Probabilidades Complementares a Posters.ori.) ao quociente:

C( x ) P(F:0lx)/P(p-l lx)

Contudo, r.ão exi.ste uma re].anão di.Teta entre o parâmetro

p (as hi.póteses em teste) e o resultado x do expert.mento. A

relação exi.atente é inda.neta e se dá através dos parâmetros

(prq) e da função de verossimi.Ihança L(prqjx) associada ao

mode[o expert.mental.. Em conseqiiência disso, ê mais fácil que

se obtenha a distribuição de probabi]i.danes P(prpfqjx) em ].u-

sar da distri.buição p(pl x).

Através do raciocina.o Bayesiano, deduz-se que a distri-

buição de probabilidades a posteriori. conferida a um parâme-

tro é proporcional ao produto da função de verossimi.].dança

pela di.atribuição a priori deste parâmetro, ou seja
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P(prp,ql x) -!Çlli:E!:gl.x) oC L(F,p.qjx) p(p,qjp) p(p)
P(x)

p(p,p,qjx) é a di.stri.bui.ção de probabi.lidades conjunta a

posteriori. de (p,prq)

L(p,p,qjx) é a função de verossimil

lo condicionada em p.

p(pPqjp) é a.função densidade de

par (p,q) dado p.

Segundo a notação se

p(p.qjp) = g(p,alp)

p(p) é a di.atribuição de probabili.danes a pri.ori para p

Na realidade. nosso interesse esta concentrado nas

chances atribuídas às hipê)teses a . posteriori, independente-

mente dos valores dos parâmetros p e q. Neste contexto pode-

se considerar p e q como parâmetros nuisance e o objetivo

imediato passa a ser sua eli-minação.

Antes de prossegui.amos com a descrição do Teste Baye

piano, discutiremos na prÓxi.ma senão uma técni.ca de eli.mi.na-

ção de parâmetros nuisance.

onde

bodeassoci.adahança ao

doprobabi].i.date conjunta

guisa atê aduz

IV.2ol - A Técnica Bayesi.ana de Eli.minaçao de Parâmetros

Nnisance

A di.stri.bui.ção de probabili.jades condicional utili.zada no

Teste Excito de Fisher surgiu da necessi.jade de eli.minar-se o

parâmetro nuisance do modem.o. Tal distribuição origina-se a
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partir do uso do Método da Redução que não é um método geral

uma vez que não exi.ste uma regra que determine a reparametri-

zaçao ideal. para cada modem.o.

Em contrapartida, as técni.cas Bayesi.anãs, no que concer-

â eli.minação de parâmetros nuisance, são bastante gerais

Assim como sob o ponto de vi.sta clássico, a perspectiva

Bayesiana entende a função de verossimi.Ihança L(Àlx)=L(opdlx)

como sendo a relação existente entre os dados x e a quantida-

de desconhecida X = X (0,$). A função de verossimi.Ihança da-

li.bra a informação a priori sobre a quantidade À , especifi-

cada em termos da distribuição a priori ll(À), transformando-

a em informação a posteriori.. Esta informação a posteriori. ê

representada através da distribuição a posteriori. de X .Note

que. sob o ponto de vista Bayesiano, 0 e # são (tecnicamente)

vara.ãveis aleatõri.as.

Para tanto, o modo de pensar Bayesi.ano casei.a-se na f6r

mula de Bayesf dada por:

[l(Xlx) = [1(À) L(XJx) .. OC. ll(À) L(Xlx)
l [l(À) L(Xlx) dÀ

Se o i.nteresse concentra-se no subparâmetro 0(À ), basta

que se calcule a distribui.ção margi.nal a posters.ori. de e( À )p

11(0 lx), a partir de 11( \lx) .

Para si.mpla.fi.car a determinação da di.stri.buiçao a p

ll(X). escolhem-se os subparâmetros 8 e # de forma que:

ll(X) = li(o,d) = ll(o) . ll(Plo)

rlori
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onde:

11(0) é a di.stri.buição marginal a pri.orí de 0.

H($10) é a distribuição conde.cional de g dado 8 a priori.

O passo mais di.fácil é a seleção coerente das distribui

iões a pri.ori. aci.ma. Uma vez selecionadas, obtêm-se fao.ámen

te a distribuição a posteriori de 0

[l (e ,$1x)
[1(0 , #]) . L( 0 , #] x)

lil(X) L(Àlx) aX

[l( 0 ] x ) = [l( 0 , (P ] x) d# 0C

( 8 )

1( çb l e )

1( o ,$ ) L(8.+lx) d#

ri(é l o ) L(o .#l x) açf

L(8, $1x)d#

Dessa forma as técnicas Bayesianas elimi.nam o parâmetro

nuisance do modelo L(Or#lx) através de integração sobre o

mesmo (media). Uma vez eliminado Pf qualquer inferência sobre

8 pode ser fei.ta a parti.r .da distribuição a posteriori

[l( 0 ] x ) .

A discussão que surge em torno desta têcni.ca é devida à

subjetividade i.ntroduzi.da no modelo através das distribui.iões

a pri.ori, pri.ncipalmente da di.stri.buição U(old). Di.stri.bui-

ções a priori diferentes poderão dar ori.gem a modelos dife-

rentes.

Enfim. a técnica Bayesi.ana de eli.minaçao do parâmetro
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nuísance é, em essência, bastante simples. Basta que se for

nega uma distribuição precedente conjunta para os parâmetros

de interesse. 8, e nui.sande. $. Baseando--se na função de ve-

rossimilhança. chega-se à di-atribui.ção a posteriori para 8 e

+ a qual, i.ntegrada sobre #l, resulta na di.stribuiçao a poste-

rs.ori de 0. Neste caso, estar-se-á consi.gerando uma espéci.e

de média condici.oral do parâmetro nuisance dado o parâmetro

de i.nteresse

Deva-do às dia-culdades existentes na determi.nação de uma

distribuição condicional de $ dado 0 a priori., [l(P]0), costu-

ma-se considerar quem precendentemente. os parâmetros 8 e Ó

são i.ndependentes. Esta i.ndependênci.a (de parâmetros) seria a

correspondênci.a Bayesiana à afirmação Clássica de que os pa'

râmetros 0 e Ó são de variação i.ndependente (# não contém in-

formação sobre 0 e vice-versa). Contudo/ em alguns casos é

di.fíci.l concordar com a i.déi.a de que 8 e # s5o i.ndependentes.

Tal suposi.ç5o é fortifi.cada quando estão em jogo amostras

grandes que fortalecem a verossimi.Ihança tendendo a anular as

Informações a priori

O modelo Bayesiano é mai.s rico do que o modelo condici.o-

na]. consi.gerado no Teste Exala de Fisher. poi-s naquele nenhu-

ma i-nformação é desprezada. Assim, o modelo Bayesi.ano conse-

gue extrair' dos dados toda a informação contida neJ-es. Além

disso, permite a incorporação de i.nformaç3es precedentes que

s3o ignoradas pela Estatística Clássica. Sendo o objetivo da

lnferênci.a Estatística extrair informações a respeito dos pa-

râmetros em questão, será.a um desperdíci.o desprezar informa-
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iões disponíveis

IV.2+2 - Uma Àdaptaç3o da Técnica Bayesiana de Eliminação

de Parâmetros Nui.sauce aos Testes de lli.póteses

Na construção do teste Bayesi.ano foi. encontrado um

obstãcu].o técni.co na obtenção das probabi.li.jades P(F=0lx) e

P(p:llx) a parti.r das distribui.iões P(p;0Pp/qrjx) e

P(p=1,prqjx) respecti.valente.

Inicialmente. tentaremos obter a probabili.jade P(p=0lx) a

partir de P(p=0,píqjx). A primeira i.déia que surge, inspi.fada

no método descai.to na senão anteri.or, é a integração de

P(p=0Pprqjx) nos parâmetros nuisance p e q. O ponto de

partida é a expressão obtida anteri.ormente para P(p-0rprqjx)

p(p=o,p.qlx)
L(p=0 , p,qjx).P(prql p=0 ).P( p;0)

P { x)

{ . L(P= 0 , p.ql x) .P(P.ql P= 0)

P ( x)

Consequentemente:

p(p=0lx) = 1 p(p=0.p.ql x) dpdq

Ê-- Jül(p:o.p.aix) P(p.qlp=o)dpaWP(x) Je

onde o símbolo # i.ndica que a integral é calculada sobre os
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va].ares possível.s para o par (p,q)

O valor p=0 indica apenas o domínio de vara.açao do par

(p,q), ou seja. i.ndi.ca que o par (p,q) pertence ao espaço

paramétri.co S2o. Deste rabi.ocíni.o decorrem as segui.ates

definições:

Defi.niç3o IVo2.1: Defi.ne-se a função L(p:0rprqjx) como

sendo a função de verossi.mi.Ihança associ.ada ao modelo ex-

pert-mental em estudo, L(p,qjx), restrita ao conjunto ç2o;

trata-se. portanto, da função L(p,qjx) onde o par (p,q)

assume somente os valores para os quais p'h(q)

Defi.uiçao IVe2.2: Define--se a função P(prqjp=0) como sen-

do a função densidade de probabi.cidade conjunta para o

par (p,q), g(p,q), restri.ta ao conjunto Qo. Para que

P(prqjp=0) continue sendo uma função densa.jade de proba-

bi.li.dade. precisamos normaliza-la e portanto defina-mos:

g

É
0

(p,q) para (p,q) € 9o

(p,q)dpdqp(p.qjp=o)

cc

o simbo].o + inda.ca que a i.ntegral ê calculada sobre os

valores possíveis para o par (p,q)

Ena.m, a integral IL(p=0rprqjx).p(prqjp=0)dpdq nada mai.s
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é do que a Daêd]a da função de verossi.m]].hança associada ao

mode].o expert.mental, ponderada pela di.stri.buição a priori. dos

parâmetros p e qr condicionada à hipê)tese nula. Tal condici.o-

namento traduz-se através do fato de que o par (p,q) percorre

o espaço paramétri.co Qo. Esta média ponderada da verossimi.-

Ihança. conde.cionada à hi.põtese nula será chamada 'Função

Premi.ti.va sob a Hi.pótese Ho', e denotava por fo(x). É defina.-

da através das Integrais de Linha (1) (também di.tas Integrais

Curva.líneas ou Integrais de Contorno) como se segue:

Defi.niç5o IVo 2 o 3

Ig(p,a) L(p,qjx)ds
'pQ.

f o( x)=f( xlUO)

onde s é o compra-mento de arco defi.ni.do pela

função h e Qo= {(prq)ipeDp; qeDqe p;h(q)}

Desta fora.la. obtém-se P(p=0lx) a partir de P(p=0rp.qjx) e

pode--se escrever:

P ( P= 0 l x ) = -'---

P(x)
f o( x)

A obtenção de P(p=llx) a partir de P(p:lrprqjx) se faz de

forma análoga

p(p=llprqjx)= L(p:l'P.qjx).P(P,qjp=1).P(p=1)
P (x)

(1) Vice Apêndi.ce A
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: I''-:..

!.L-=--..Ç.2--. L(p=1.P,qlx). P(P,qlP=1)
P(x)

Portanto

P(P= 1 l x) pfql x)dpdq

111-=--s.-z---(L(u=1 , p.qlx) p(p.ql u=1)dpdq
pfv\ J.P (x) .l+

onde o simbo].o + i.ndica que a integral é calculada

sobre os valores possíveis para o par (p,q)

Neste caso, os valores possível.s para (p,q) são i.ndi.cados

pelo espaço paramétrico S21 uma vez que p=l

Por analogi.a com o caso p=0, defina.mos para p;l a 'Função

Predito.va sob a Hipótese lil"

Defi.nação IVo2.4: A 'Função Pr

denotado por fl(x) é dada por:

L(p,qjx)dpdq

editava 6t Hl" l

fl (x) = f ( xln l )

g(p,q)dpdqJ
onde QI l (P,q)i p e np; q e Dq; p#h(q) }

Neste caso n3o se usa a Integral- de Linha uma vez que o

espaço QI é definido por uma regi.ão do plano e conseqÍÍente-

mente a integra]. sobre QI é uma integra] de volume. O vo].un\e

sobre a curva p;h(q) é nulo e portanto pode-se consi-gerar os
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lImItes de i.ntegração varlanQO Qe modo contínuo score a re

g13o DPxDq.

A 8 s i. m :

p(p-ll x) =--(4 - € ) . fl ( x)

P(x)

O lei.tor pode estar surpreso pelo fato de não nos meter-

mos no cá]cu]o do va].or de P(x). Desde que o valor de x é co-

nheci.do ao observar--se a .amostra. o valor de P(x) será aquele

que faz com que P(p=0lx) + P(p:llx) = 1. Assim. conheci.dos

fo(x) e fl(x), o valor de P(x) é obti-do trivialmente.

Neste ponto vale a pena ressaltar o seguinte lema

Lema IV.2el: A Função Premi.ti.va sob a lli.põtese Hi, com

j.=0,1, i.sto é, a função fi.(x)í é uma função densidade de

probabi.lidade em x

Prova:

1) fi(x)=f(xIHI.) > 0 para x € X

experii-tento)

Isto porque:

a) g(p,ql>z 0 para (pfq)e Qi, i.=0,1

poi.s g(p,q) é uma função densidade de probabi].idas

b)L(p.qjx)» 0 paraxeX e (p,q)e S2i, i-O,l

pois L(p,qjx) é uma função densidade de probabilidade

e

(espaço amostral do

(P .q)

:'E.:.*,.E =
xcXx c

L

L(p,ql x} ds

p/q) ds
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( 2 ) g(p,q) >1.íl(p,qjx) ds

Jng; p .q) ds

l: o , l

onde ds indica que o par (p,q) percorre a curva ou a

região determinada pelo espaço paramétri.co .f'Li

Estamos agora em conde.iões de obter o Encore a Favor de

HO a Posteriori, dado por

C( x ) P(P= Olx) /P (P= ll x) 'S.fo(x) / ( 1- € ).fl (x)

O Encore a Posters.ori. corresponde ao produto do Encore a

Pri.ori peJ-a razão das Funções Preditivas sob Ho e HI respec'

tivamente, ou seja. pela razão das verossimi.Ihanças médias

sob Ho e sob HI

Geralmente, quando C(x)(l, isto é, quando Ho é menos

provável do que HI depor.s de observado o resultado do experi-

(2) Aqui consideramos que as funções em jogo obedecem a con-

dições de regulará.date de forma que podemos permutar os

simbo[os .f el).J pois a integra] é ca]cu].ada sobre o par
(p,q) e a somatõria é calculada sobre os valores de x
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mento, a declsZo é contrária a Ho.

C(x) »' lr a deck.são favorece HO.

Contudo, outro cri.téri.o de deck-são pode ser definido, es-

colhendo-se uma constante c tal que, se C(x) < c rezei.ta-se

Hoi caso contrári.o, C.(x)> cf aceita-se Uo.

Antes de analisar os cri.t6rios de deck.sZo com mai.odes de-

talhes, vamos exemplificar o cálculo do Esgote a Favor de Ho

a poster.iori., valendo-nos da tabela 2x2

quandocontrapartida.Em

: Àlv.3 mpla Tabela 2x2

AS técnicas Bayesianas ser:o agora apli.cadas ao problema

da tabela 2x2

l E l Ac l Tota].
B l x l m

Bc l y l n--y l n
Vota 1 1 t l N

Conforme di.scuti.u-se anteriormente, pode-se utilizar o

mesmo teste tanto para o modelo Multa.nomial quanto para o mo-

de].o Bi.nome.al. consi.derando--se o mode]o Binomia]., o objetivo

passa a ser a comparação das duas proporçõesr p e ql levando-

se em conta a observação de N:m+n variáveis aleatórias inde-

pendentes de Bernoul].i onde m tênx p como parâmetro e n têm q

como parâmetro. AS hipóteses em teste são:
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Ho: p:q

Hl: P#q

AS chances inicialmente atribuídas à HO e HI são respec'

tlvamente g e (l-S), istoé, p(p:q)=S e p(p#q)=1-S . Para

efei.to de generali.zação considerou-se o teste bicaudal. Note

quem neste caso, nZo exi.ste i.nteresse na determi.nação dos va-

lores de p e q que serão tratados como informação supérflua

O escore a priori é (.: 'S/l- S . O resultado do experimento é

dadopelopar (xfy) e portanto o escore a posters-ori. ê

C(x,y)=C.fo(xry)/fl(Xry). A verossimi.Ihança associada ao

modelo Bi.nome.al escreve-se como:

-'-,,i,:,*, :l=ll .': .:.,I'"' l;l
y (n-y)

q (l-q)

o primeiro obstâcu].o a ser vencido surge na determinação

da di.atribuição conjunta a priori. para os parâmetros p e q

por motivos operacionais, um estatisti.co que enfoque o pro'

blema sob o ponto de vi.sta Bayesiano, p.rocura exprimir sua

opinião precedente a respeito dos parâmetros em estudo atra-

vés de uma distribuição que pertença à Classe das Di.stri.bui.-

iões Conjugadas em relação à função de verossi.mi.].dança consi.-

gerada. Este procedi.mento favorece a obtenção de expresse)es

analíticas.

Defi.uiçao lvo3ol: Seja uma função de verossi-milhança L/ a

qual depende de uma n-upla de parâmetros(01r82r...rOn)

A esta n-upla é atribuída uma distribui.ção de probabi.li.-
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jades conjunta a priorip ]].

Uma famÍli.a de di.atribuições de probabili.jade é chamada

de Classe Conjugada de Distri.buições em relação a L se o

fato de ll pertencer a esta classe impli-car a pertinênci.a

da di.stri.bui.ç3o de probabi.lidades conjunta a posteriori.

da n-upla(01,82,...On) a esta classe.

Portanto procura-se atribuir ao par (prq) uma di-stri.bui.-

çao de probabili.danes conjunta a priori que pertença à Classe

Conjugada de Distri.buições em relação à verossimi.Ihança ado-

rada.

sabe-se que a di.stri.bui.ção conjunta a posteriori. de (p,q)

ê proporci.oral ao produto da distri.buição conjunta a pri.ori.

pela função de verossi.milhança. AO normali.zar-se este produ:

to. verifica-se que, se a distribuição a pri.ori- do par (plq)

for uma Beta. a di-stribuição a posteriori. também o será. Des-

ta di.scusbão decorre o segui-nte lema

Lema IV.3.1: Considere a função de verossi.mi.Ihança

L(p'al".v) : {:lpx(i-p)( ' )*l.yqy(:.q)(''v)

Assuma que os parâmetros p e q são "independentes" (o va-

].or de p n:o depende do va].or de q e vice-versa) e dis-

tri.bu'idos segundo uma função densidade de probabilidade

Beta

p 'w B(al;bl

q -, B(a2;b2

isto é:
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gl(P)
l

P (at,bt)

l

(3 (az,b2)
cite a distribuição conjunta

aí-l bt-l
P (l-P)

(3)

a3-l ba.-l
q (l-q)

gt. (q)

Cona

por:

g(P,q) é dada

a4-] bq-] az-] bz-].
g(P,q)=gl(P),g2.(q)= : ; 1 P (l-P) q (l-q)

0(a\ ,b{) (3(az,bz)

Sob estas assertivas, a di.stri.buição conjunta a

ri. do par (p,q) é dada através das conde.iões:

P 1] ql (x,y) (4}

pl(x,y) «' plx -u B(x+al;m--x+bl)

ql(x,y) -, qjy «, Bey+a2;n--y+b2)
(}(+al-]) (nr-x+bi-])(y+az.-].)

g(p,qjx,y)= P : -(l-P) q (l-

Ç)(x+al ,m-x+bl) (i(y+az,n-y+b2)
Fi.na].mente tem-se conde.iões para enfrentar o terceiro as-

pecto do problema: as hipóteses em teste. O espaço pa:amétri.-

co associ.ado à hi.p6tese alternati.va é representado através do

segui.nte conjunto

posterio

(3) A constante (3(a.b) é a função euleriana Beta avali.ada no

ponto (a.b) e definida por:

(3(a,b) =.[t (]--t) dt
para a )' 0 e b > O

(4) A notação ]] i.ndica i.ndependênci.a

/
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f'll= 1(p.q): o(pçl; oçq61i píq}
Quando a hi.p6tese nula é verdades.ra, o espaço paramétrico

reduz ao conjunto:

('l o= 1 (p.q); oCpçli p'q l
Tai.s conjuntos estão esquemati.zados na Figura IVol

A di.ferença entre estes espaços paramétricos mini.festa-se

no cálculo das Funções Predi.uvas. Como o campo de variação

dos parâmetros sob Ho difere do campo de variação sob HI as

médias das verdssimi].hanças sob Ho e sob HI também diferem.

Sob HI a média é tornada sobre todo o quadrado enquanto que

sob HO esta medi.a é tomada apenas sobre o segmento de Teta

IV.3.1 cálculo da Função Preditiva sob HI

L(p,qjx,y)dpdq

fl( x, y) = f ( x, yl n l )

Ig(p,a)dPaa
JQ.

Calculando o numerador, vem:

Íg(P,q) L(p,ql x,y) dPdq =

l l l.m) ( n'l (x+at-])(]-p)(in"x+bi -l)l:fy+a -l)(].-q)(n'+bz -UdP dq

o Jo e (al.bl) (3 (az,b2)

( 5 )

(5) A i.ntegral sobre rll é uma integral de volume. O volume

sobre o segmento de teta p-q é nulo e portanto pode-se

considerar os limites de i.ntegração vara.ando de modo con-

tS[nuo no intervalo ].0 ;1]
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l.m) lnl (3 (x+al ,rn-'x+bl) fà (y+a! ,n-y+bz)

e (at.bl) P (az,bz)
O cá]cu].o do denominador é dado por

,q) dpdq

$É(p'0 '''q
Portanto:

(:) (;) B («;, ,@b0 ' '";:,.
la (ai..bt) e (az,b2)

fl (x,y) ,+bz.)

Para di.stri.buiç6es a priori simétricas, i.sto é, al=a2=a e

bl=b2=b:

2fi(x,y)

Para priori.s uni.formes, ou seja a=b=l

fl(x,y) = lxl (nl 6 (x.FI,in-x+l) B (y+l,n-y+l)

e (1,1)

fl(x,y) = 'L
(nH-].) . (n+l)

É interessante notar que fl(x,y) é uma constante. isto é,

não varia com os pontos (x,y) . Este fato não deve surpreender

o leitor poi.s a seleção de uma di.atribuição uniforme como

priori para p (e para q) i.ndica que não exi.ste preferênci.a

por nenhum valor possive] de p(e de q). isto i.mp].ica uma au-

sênci.a de preferência sobre os valores de x e y que é descri-
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ta através da equi.probabilidade destes valores. Finalmente.

como x e y são conde.ciona].mente independentes dado (prq) e p

e q são independentes, temos que x e y são (incondlci.oralmen-

te) independentes. Esta Última conclusão é cona.amada pela

função fl(x/y) descrita aci.ma.

IV.3.2 cálculo da Função Predi.ti.va sob llo

L(p,ql x,y) ds

fo( x,y) = f( x, yl HO)

Aqui, o comprimento de arco s. é dado por meio

does:

p;p .0 4 p 4 l

q:h(p)-p

Calculando, o nugerador

das equa

L(p.qjx,y)ds : l g(p,h(p)).L(p.h(p)lx,y)

f {:) ({1) .(*-'-*«'-'-'r! o-r9. ';'*' -'».-'-*:':-:' V'? '.

dp ;

G(al,bi) r3 (az.bz)

(3 (ai ,bt ) ê (a2,b2.)
Calculando o denominador:

onde t=(x+y)

t:-,,,.; : F',,h(P) ) dp
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Í p(aí+az-2)l-o) v2 dp =

J. @(al,bl) e (az ,bz)

J2' r2}(al+a2-1 ,bl -b2-1 )

r3(alrbl) Í3 (a2rb2)

1:1:;:1:i,.. ...:... . (p (o «,.*«-:,~--',",-:,

B (ai+az -l,bl+bz --l)

lori sine

lr

onde altri.casS pra

n

Para di.stri.buiçõe

bl:b2-b .

}

l3 (2a-1, 2b-l)

NO caso de di-stribui.ç6es uni.formes, i.sto é, a=b=l

( t+2a-l ,N-t+2b--l)fo(x,y)

e

P(i,i)
(:) (=:) :

(N\ (W+Z)
\m/

Comparação da Distri.buiç:o de Probabili.danes

Àdotada uo Teste Exato de Fisher com a Função

Predi.uva sob HO

{

onde t x+y

fo(x,y)

fo(x,y)

IV.3.3

Tanto a di.atribuição de probabi.cidades adorada no Teste

Exato de Fisher. Pf(xIN.m,t), (que também pode ser escri.ta

como Pf(xIN.m.y)), quanto a Função Preditiva sob

Hof fo(x,y), fornecem uma medi.da da probabi.].i.jade de obtenção

dos dados (x,y) supondo Ho verdades.ra

NO problema da tabe].a 2x2. consta erando distri.buições a
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priori. uni.formes para o teste Bayeslano, temos

t\íw-t
X

;:)
Pf( xlN,m,y) =Pf( xlN,m, t)

fo(x,y) =fo( x,t) =
('N\ (N-ÜI)
\m/

AS duas funções diferem pelo fator l/(N+l). Esta diferen-

ça decorre do fato-de o Teste de Fisher consi.gerar o total

marginal t fixado. (N+l) indica o numero de valores di.sti.fetos

que t pode assumi.r(0,1,...,N). Como tomou-se di.atribui.ç6es a

pri.ori. uni.formes. para os parâmetros p e qr os valores que t

pode assunir s:o equi.provável.s; asse.m cada um deles tem pro-

babi.li.date de ocorrênci.a l/(N+l). DaÍ o aparecimento do fatal

1/(N+l ) em fo(x,t) , ou seja:

fo(x,t)=Pf(xlN,m,t}.Pf(tlN,m) = Pf(xlN,m.t) . l/(N+l)

O favor [/(N+]) é uma constante de proporci.ona].idade. ou

seja, mantêm-se constante a medida que o par (x,y) varia. Is-

to signo.fica que. se fossem uti.].i.zadas da mesma forma. as

funções fo(x,t) e Pf(xIN.m.t) levará.am a i.nferênci.as iguais a

respei.to da tabe].a 2x2 (Pri.ncípi.o da Verossi.milhança). A di.-

ferença entre o Teste Exato de Fi.sher e o Teste Bayesiano é

decorrente dos usos distintos que são fei.tos das funções

fo(x,t) e Pf( xlN ,m, t) .

{
N t
m-x l

t
X

IV.3.4 o Esgote a Favor de HO a Posteriori C(x,y)

Conforme foi visto na senão lv.2.2, o Encore a Favor de
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HO a Posteriori. é dado por:

C(x)=P(p=0lx)/ P(p=llx)= g.fo(x)/(l-S) fl(x)

NO caso da tabela 2x2, teremos

C( x , y) '5 . f o( x, y) / (l 'S ). fl ( x,y) C.fo(x,y) / fl (x,y)

là(t+al+a2-1,u-t+bl+b2-1) (3(alrbl) l3(a2.b2)
l3(al+a2-1pbl+b2-1) (3(x+alím-x+bl) (g(y+a2,n-y+b2)

Para priori.s si.métricas, onde al=a2=a e bl=b2=b

C . Í3(t+2a-l,N-t+2b-l} . f3(aíb)

l3(2a-lf2b-l) (8(x+arm-x+b) . là(v+a.n-v+b)

Z

C (x ,y)

Para priori.s uniformes, isto é, a=b=l

/'tx fm-t\
C(x,y) =C. XZZ-.\m-xJ . (m"l) (n+l)

ÍN\ (n+i)
\m/

\

IV.4 O critério de Deck.são Àdotado no Teste Bayesiano

IV.4.1 Erros de la e. 2a. Espécies

Como já foi venci.onado em senão anterior, o cri.tédio de

deck.s:o adorado no teste Bayesiano bases.a-se no Encore a Fa-

vor de HO a Posters.ori e, genericamente é dado por

C( x) < c =::> rezei.ta-se RO
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C(x) > c =:.> n3o se rejeita Ro

Asse.m. dada uma constante c, existe um conjunto

RC:Íx; C(x)< c} de pontos amostrais que ].evam à rejeição de
HO. Este conjunto nada mai.s ê do que a regi.ao crÍtIca do tes-

te. Portanto, no caso do teste Bayesi.ano, não é necessãri.o

que se forneça o nível de si.gni.fi.cância cxo para que o proce'

di.mento do teste ÕB. ou seja, a regi.ao criti.ca do teste seja

determi.nada

uma vez obti.da a região criei.ca do teste Bayesiano ( ÇB),

pode-se calcular facilmente as probabilidades dos erros de

la. e 2a. espécies, i.sto é, cx(ÇB) e 6((B)

A probabilidade do erro de la. espêcief ou seja, o Lama--

nho do teste é, por definição, a probabi.cidade de que flo seja

rejeitada dado que Ho é verdadeira. A probabi.li.date do erro

de 2a. espéci.e é a probabi.li.jade de que HO não seja rezei.fada

sendo que Ho é falsa. Vimos na seçao IV.2 que a Função Predi.-

uva sob Hi, isto é, fi(x) é a medi.a da função densidade de

probabili.jade da variável aleatóri.a x condicionada à hi.p6tese

Hií ou seja, calculada sobre todos os valores de p e q que

obedecem à hi.p6tese Hi.. Consequentemente podemos defina.r:

Defina.çao IVo4.1: o tamanho do teste bB.

ÇB)=Pr(rezei.tar Rolha é verdades.ra) é dado por

a(ÇB): ).Jfo(x)xc RC

Definição [va4.2: A probab]].idade de erro de 2a. espécie

num teste bn, 0(\B)=Pr(não rezei.tar HolHo é falsa) é
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dada por:

e(Ç B):. .} fl(x)
xe RC

lv.4.2 ste Bayesiano minimiza a Combinaç:o Li.near

a O<( ÕB) + b l3(õB)

O Teste Bayesi.ano é um procedi.mento tal que rejeita Ho se

C(x) < c e aceita üo se C(x)» c

Teorema IV.4ol: o procedimento Bayesiano bB minimi.za a

combi.nação linear a o((t) + b(3}(Ç)/ onde a e b são duas
constantes fi.xadas.

Demonstram:o (6): a ol (ÇB)+bji(ÇB)-aj2.j:o(x)+bLl- 12.Ííl (x)]
xe RC ' xc RC '

=b + 5 [a. fo( x)-b. fl (x)]&...J '
.XeRC

A combinação linear aOÇ(ÇB)+b(b(ÇB) será tanto menor

E
x c e.c

que esta soma seja a menor possível, ela deve incluir to-

dos os pontos x para os quais afo(x)-bfl(x) < 0 e excluir

qua[quer ponto x para o qual. afo(x)-bf](x) > 0. Será indi-

quanto menor for a somat6ria [afo(x)-bfl ( x)] . Pa ra

(6) Esta demonstração é baseada na prova citada por

DE GROOT, M.H. Probability and Statistics. London,

Addi.son-Wesley,1975. p.374-375
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gerente incluir ou não os pontos para os quais

afo(x)-bfl(x) = o. Logos a combi.nação li.Real

ao<(ÇB)+bê(ÇB) será mi.ni.mi.zada se a Regi.ão Critica do

afo(x)-bfl(x) < 0, ou se:ja. os pontos amostrais tais que:

fo(x)/fl(x) < b/a

O teste Bayesi.ano é aquele cuja Re

pontos amostrais para os quais:

5.fo(x)/(l-S).fl(x)< c ;-> fo(x)/fl(x) < c.(1-'5)/'g

Assim. basta escolher c de forma que c = b. 5 / a.(1- '5)

Neste caso, o teste Bayesiano estará minimizand

(ÇB)+b G(ÇB) qual.squer que sejam a e b € R.

contémCritica osgxao

0

IV.4.3 Escolha da Constante c

Como foi vi.sto na seçao anteri.or, a escolha da constante

c está i.nti.lamente li.gania aos valores de a e b, e deverá ser

fei.ta de acordo com a importância que dermos aos erros de la

e 2a. espécies

Suponha que no processo de teste de hipóteses estejam en-

vo].vidas perdas, sendo wo a perda sofri.da quando se comete o

erro de tipo l e wl a perda sofri.da quando se comete o erro

de ti.po 11. A perda é nu].a quando a decisão carreta é tomada

Suponham ainda. que P(.p-0):'S e P(p;l)-l-'S . Desta forma

perda medi.a para um procedi.mento de teste é dada por

E[L(Ç)] : P(F=o). ntl(Ç)]p=o] + p(p=1).E[L(Ç)]p-]]
EÍL(\ ) l u=01 = wo C>L (\ )
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E [L(Ç )]P «..e,.ç,

Assim:

Etl(S)] O((Ç) + (l-'g).wl.Ê'(S)

É evi.dente que o desejo de qualquer pesquisador seria a

obtenção de um procedimento de teste que torne a perda média,

E[L(Ç)], mínima. o teste Bayesiano onde c =(1-S)wl/ Swo é

um teste deste tipo .

Se for dada a mesma perda a ambos os erros (wo;wl) e se

p(p=0) : p(p:1) - 1/2r o valor da constante c devera ser l e

o teste Bayesi.ano estará mini.mizando a combinação linear

«.(Ç.) ' G(S'n.
Em sumaí a constante c informa quantas vezes HO devera

ser mais provável do que HI, depor.s de observado o resultado

do expert.mento, para que a deck.são seja favorável à HO.

No prêlxi.mo capa-tul-o será fei.ta uma comparação entre o

teste Bayesiano desenvo[vido neste cap'ztu].o e o Teste Exala

de Fisher. Tal comparação dar-se-á através de amostras simu-

ladas. Como os métodos clássicos não utilizam i.nformações

prévias, a comparação s6 terá sentido se forem utilizadas

distribui.Pões a priori não informati.vas. Caso contrário, po'

der-se-i.a se].eci.orar pri.oris favoráveis aos valores si.mudados

de p e q e assim minimi.zar a probabilidade de erro no cri.té-

ri.o Bayesiano. Evidentemente isto nos levaria a super val-ori-

zar o método Bayesi.ano.

É muito importante que o ].eitor perceba que o teste aqui.
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construído tem um carater geral. A técnica utilizada pode ser

facilmente estendida para tabelas de contingênci.a com di.men-

soes e número de categori.as mai.odes. Mesmo na teoria normal.

de comparação de médias (Análi.se de Vara.amei.a) esta técnica

pode ser utilizada de manei.ra direta. As Úni.cas mudanças exi-

gidas para este fim são com re].anão às di.stri.buições de pro-

babi.cidades a pri.ori dadas às entidades envo].vidas no proces'

so+
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CAPtUULO V

CONFRONTO TESTE BXATO DE FISHER x TESTE BAYESIÀNO

y.l - lntroduç5o

O ob:jetivo deste capitul-o não é discutir a validade da

filosofia C].ássi.ca ou da Bayesi.ana. embora. neste pontos o

leitor ai.nda possa estar em dÚvi.da. sem saber se deve utili.-

zar o Teste Exala de Fisher ou o Teste Bayesiano. Para solu-

cionar esta questão vamos verá.fi.car objetivamente qual dos

doi.s é o me].hor teste

Antes de mai.s nada. devemos defi.nir um cri.térlo segundo o

qual um teste será considerado melhor do que outro. A i.ntui.-

ção nos di.z que um teste é tanto melhor quanto menor for a

probabilidade de que o pesque.sadór erre ao uti.li.zâ-lo.

O teste da hi.p6tese nu].a, HO, contra a a].ternati.va. HI,

pressupõe duas atitudes: a decisão em favor de HO e a deck.s:o
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em favor de HI. Assim, os erros passíveis de serem cometidos

num procedi.mento de teste de hipóteses são a decisão errónea

em favor de HI (erro de la. espéci.e) e a decisão errónea em

favor de HO (e rro de 2a. espâ ci.e).

Uma medida tradicionalmente acei\a para avali.anão de tes-

tes de hipóteses é a função poder associada a eles. como ja

foi. visto em capitu].o anterior, a função poder associ.ada a um

procedi.mento de teste b é dada por:

[l(p,Ç ) ; pr(rejeitar Holp,$) pena

Um procedi.mento de teste ê bom quando a função poder as-

soci.ada a ele asse

xos para pe \ Lo.

Uma outra forma sob a qua] pode-se ava].iar a qualidade

cometi.dos os erros de la. e 2a. espécies. Seja:

ALFA(Ç) = pr(Rezei.tar HolpC f)o, Ç )

BETA(Ç) = pr(Aceitar HolpC lll,S )

valores baialtosvalores eparame

de

( l }

Di.remos que o procedimento Ç] é me].hor do que o procedi

mento Õ2 se e somente se:

ALFA(Çll) + nEvA(ÇI) < ALFA (ç2) + BETA(Ç2)

(1) Aqui., a notação difere da notação dos capa.tules anterio-

res'porque nZo é oportuno discuti.r se o ALFA considerado

é o Tamanho do Teste ou o Nível de Si.gnifi.cânci.a do Teste
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Existem clrcunstânci.as sob as qual.s um tipo de erro é

mais grave de que outro, principalmente quando o experinento

em questão envolve perdas (custo proveniente da tomada de uma

deck.são i.ncorreta). Neste caso, o teste será tanto melhor

quanto menor for a perda média (ou mai.or for o ganho medi.o)

que se venha a sofrer ao aplica-lo. Para expri.mir as perdas

relacionadas aos erros, costuma-se i.nclui.r coefi.ci.entes

Cwo e wl) na combi.fiação li.cear do ALFA e BETA. Generalizando,

diremos que o procedimento ÇI é melhor do que o procedi.mento

à2 se e somente se:

wo.A.LPA(SI) + wl.BETA(ÇI) ( wo.ALFA(Ç2) + wl.BETA(Ç2)

Uma vez defi.nado o cri.tédio para comparação dos testes,

podemos confronta-los. Para tanto, devemo$r antes de mai.s na-

da. submeto-los às mesmas condições. Cabe aqui. ressaltar que,

sendo a metodologia envolvida no teste Bayesiano di.gerente

daque[a envo].vida no Teste Exala de Fisher. a comparação não

ê óbvia

o privei.ro problema com o qual nos deparamos diz respei.to

às i.nformações precedentes que temos acerca do fenómeno ana-

lisado. O teste Bayesiano i.ncorpora os resultados experimen-

tal.s ao estado de conheci.mento ini.ci.a]. do fenómeno, represen'

Lado por distribui.iões de probabi.cidades dadas aos parâmetros

p e q e às veracidades das hipóteses HO e HI. Já o teste Exci-

to não pressupõe informação precedente a respeito do expert'

mento va].endo-se apenas dos resultados experimental.s. Para

so[uci.orar este problema, uti].izaremos para o teste Bayesiano

di.stri.bui.iões de probablli.dades a priori não i.nformativas
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Desta forma estaremos evitando a seleção de distribuições que

üo fornecerem i.nformação sobre os va].ares de p e qr mini.miza-

rlam a probabilidade de erro do critério Bayesiano.

Assim. tomaremos como distri.buições a pri.ori

g(p,q)= 1 l o$p€1 e o(q <l

\ 0 cc

p(u=o)= 'g =1/2

P(u= 1)=1-'S =1/2

O segundo problema vem do fato de o teste Bayesi.ano en-

volver perdasr wo e wl, associ.idas aos erros de la. e 2a. es-

pécies respectivamente. Em contrapartida. o teste de Fisher

n:o se va].e das perdas para indicar preferências com relação

aos erros. Para tornar os testes equi.valentes sob este ponto

de vi.sta. assumi.remos perdas i.quais para os doi.s tipos de er-

ros no teste Bayesi.ano (wo = wl)

A solução dos doi.s problemas anteriores determina o valor

da constante c no teste de Bares: c = wt(l-'g )/wo S - l

Tomando c=1 e empregando o teste Bayesiano, estaremo

ria. mi.ni.mi.zango a combinação li.near:

a.LPA ( \ ) + BETA( b )

Finalmente estamos em conde.iões de enfrentar o tercei.ro

obstâcu].o. O teste Bayesi.ano determina a região críti.ca. ou

seja, o cri.têri.o de amei.taçao/rezei.ção da hipé)tese Hor com

base na constante c, cujo valor é defina.do a partir de pre-

mi.ssas adotadas em re].anão ao experimento analisado. Dado o

valor de c, a regi.ao cr3.Liga'do teste de Bares ê consta.tu3.da

pelos valores de (x/y) tais que C(x,y) < c enquanto que a

ems /

teo
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região de aceitação é dada pelos valores de (xry) tai.s que

(:(x,y) > c. o ALFA e o BETA do procedi.mento são calculados

a partir da regi.ão criei.ca do teste. Por outro lado, o teste

Exato pressupõe o pré'estabeleci.mento de um valor para ALFA

Com base no valor de ALFA é construída a regi.ao críti.ca asso-

ci.ada ao procedimento. Como solução para este problema foi.

adorado o segui.nte esquema: estabelece-se a região critica

associ.ada ao teste de Bares tomando-se c=1; em segui.da, cal-

cula-se os valores ALFA (ALFABT) e BETA (BETABT) para o pro'

sedimento resu]tante. A partir do va].or ALFABT determi.na-se a

região cr'ética referente ao Teste Exato de Fisher. Com este

esquema/ pode-se di.zer que os dois testes estão baseados no

mesmo n51vel de significância devendo ter tamanhos prê)ximos

Uma vez de acordo com a solução aditada para os três pro'

hienas aci.ma mencionados, d.iremos que os testes encontram-se

sob as mesmas conde.iões e podem $er comparados. O teste que

efetivamente fornecer a menor probabili.dade de que sejam co-

meti.dos erros, ou seja, o menor va].or para ALFA + BETA. será

o me].hor.

V.2 os Procedi,mentes de Teste

l A l Ac l Vota l
B l x l m- x l m

Bc l y l n-y l n
Total. l t l N -t l N

tabela 2x2
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Para cada tamanho de amostra. ou sejam para cada par

(m.n), o teste de Bayes e o teste Exato defi.nem regi.ões crí-

ticas e regia es de aceitação di.sti.fitas. Vamos esquemati.zá-las

por meio de uma Tábua de Decis:o na qual os valores de x es-

tarão representados no eixo hora.zontal (colunas) e os valores

de y no eixo verti.cal (linhas). O valor l i.ndi.ca que o par

(x,y) pertence à regi.ão de amei.taçao (RA) e o valor O indica

que o par (xfy.) pertence à região crIEi.ca (RC)

TÁBUA DB DECISÃO

0 1 2 3

0

l

2

3

9

l l o o

l l l o

o l l l

o o l l

0

0

0

0

l

Figura Vol

V.2.1 Tábua de Decisão Bayesiana

O teste de Bares utilizado para o confronto com o Teste

Exato de Fisher foi. construído de forma que a constante c te-

nha valor 1. 0 procedi.mento de teste, bB, é dado por:

rN\ (N+l)
\m/

(nH-l-) (ntl:L < lC
C(x,y) =(x,y) c RC
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€ N t
ITFXe:> C( x , y ) =

lã)
(x.y) C RA

(iMI) (n+l)
(N+l)

> ]-

onde t=x+y e N;m+n

AS expressões aci.ma equi.valem a

(x,y) C RC

e

Teõ

x:y: (M'x) ! (n-y) ! (N+l) !

t! [y.:ÇL].ÉleJ:}.!JnJJ]..L-- )# ]
(x,y) C RA e:>.1 xly:(m--x): n-y) : (N+l):

Apresentamos abas.xo um exemplo de cálculo de Tábua

ci.s:o para o teste Bayesi.ano onde m=n=5

1,1ATBlàYES
Õ 1 2 3 4 5

(-)-) 1 1 0 0 a ó

11-} 0 0 i 1 1 a
4-} 0 0 a l l l
5-) Q Q 0 D l l

Figura V.2

Legenda: corpo da tábua = 1 =:9» (x,y) C R+

corpo da tábua = 0 ==> (x,y) C RC

Conhecendo-se a tábua acima. calcula-se o Alfa d

ri.co (ALFABT) e o Beta de Bayes Teórico (BETABT)

E
(x,y)e RC (Xpy)C RC

onde t=x+y

= (N+l)
ALFABT- fo( x,y) =

de De

Bayes

tl fu-t
llFXX

-.-«.-: E '''*,*, : E l;àm
( }9V ) c R A ( x.y ) eRA
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Para o caso em que m=n=5 obtivemos

ALFABT = O , 225 1 08225 1

BETABT = O , 4444444444

V.2.2 A Tábua de Decis:o de Fisher

Tendo em mãos o ALFABT, temos condições de montar a Tábua

de Decisão associada ao Teste Excito de Fisher

Neste ponto deve ser feita uma observação i.mportante. O

teste de Bares foi. i.realizado como um teste bi.caudal, isto é,

testa-se Ho: p=q contra Hl: p#q. Por outro lado, o teste Exa-

la, da forma como foi construído, é unicaudaJ-, testando

Ho: p:q contra Hl: p>q

Para expert.mentos nos quais est:o envolvidas di.stribui-

ções de probabi.li.jades si.métricas, este fato não traria mai.a-

res problemas. Se um experimento mostra uma diferença si.gni.-

picante entre doi.s tratamentos (TI e T2) a um nível de si.gni-

fi.canela ALFA:0,04 e TI revelou ser superior a T2. pode-se

afi.amar que T] é si.gni.fi.cantemente me].hor do que T2 a um ní-

vel (ALFA/2) = 0,02 (pois TI poderá.a ser i.nferior a T2)

Se uma di.atribuição de erros contínua é simétrica em tor-

no do zero, desvi.os iguais em qualquer direçao terão probabi-

].idades i.guai.s; por outro lado, se a di.atribuição de erros

não for si.mêtri.ca, estas probabili.danes serão distintas. As-

sim, no caso de di.stri.buições contínuas e simétricas, a regra

para determi.nação da probabili.jade de erro em uma cauda é to-

mar a metade da probabi.li.date bi.caudal. Porém. no caso de
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di.strlbui.iões asse.métri.cas podem existir dia.culdades. Na ta-

bela 2x2 com m-n e p:qr existirão pares de pontos equidi.stan-

tes do valor esperado de x, e=E(x):m.t/N (p=t/N). Cada ele-

mento do par estará si.tuado em uma das caudas e para um dado

pari ambos os componentes possui.rão a mesma probabi.lidade hi-

pergeométri.ca. Conseqiientemente. para o caso em que m=n, ê

corneto consi.deram o nSlvel (ALFA/2) para cada uma das caudas

Se m+n, mas 2E(x)=2e for intei.ro, ainda existirão pares

de pontos equi.distantes de e, mas existirão também alguns

pontos desemparelhados na cauda mais comprida e neste caso a

di.stri.bui.ção hi.pergeométri.ca é assimétrica. Como terceira al-

ternati.va temos a si.tuação em que m#n e 2E(x)-2e não é lutei.-

roi com este arranjo não exista.rão pares de pontos equidis-

tantes de e e a distri.buição hipergeomêtri.ca também será as-

simêtri.ca. Portanto, quando m:Én, não é carreto consi.durar o

nível (ALFA/2) para cada uma das caudas pois a probabi].idade

de que se cometa o erro de ti.po l à direta de e nZo é igual. à

probabi.]idade de que se erre do ].ado esquerdo,de e. um valor

à direta de e não é equiprovável a seu simétri.co à esquerda

de e

Fi.sher nunca publi.cou o seu ponto de vista a respeito

deste assunto, mas segundo Yates (2), referiu-se a este pro-

blema respondendo a uma carta de D.J.Fi.nney, datada de maior

(2} VATES, F. Tests of si.gni.fi.dance for 2x2 contingency ta

bles. J. R.Statist. Soc. a..,147(3), 1984.(To Appear)
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de 1946. Em 8ua respostas Fisher defende a so].ução de se con-

siderar metade do n'zvel de significância (ALFA/2)r para cada

extrema.date, não porque haja correspondência entre as subdi-

visões discretas de cada cauda, mas porquef supostamente. o

valor do nível de si.gni.fi.cânci.a foi. escol.hi.do antes que o ex-

perimento fosse realizado. Isto equivale a di.zer que se a

probabi.lidade de obtenção de x for menor do que (ALFA/2)z

con s ide ra remos p; q .

Resolvemos segui.r o conselho de Fisher para comparar o

teste Bayesi.ano com o teste Exatof principalmente para o caso

em que m=nr quando tal procedimento não apresenta problemas.

Desta forma, para montar a Tábua de Decisão de Fisher,

será uti.li.zado o segui.nte critêri.o bp:

(x,y) C RC pt( xIN .m. pf(rlN,m.t) <ALFABT/2

(x,y) C RA pt( xlN ,m. pf(rIN.m,t) ># ALFABT/2

Este procedimento equival-e a

(x,y) e RC < ALFABT/2

(x,y) € RA » ALFABT/2
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QU seja

(x,y) C RC <:+ >.J <1 ALFABT/2
r=x

E
r=x

(X,y) C RA <=:9 m:n:t: (N-t) ! > ALPAB'r/2
r: (np-r) : .(t-r) ! (n-t+r) :N:

t

t

A Figura V.3 apresenta a Tábua de Decisão de Fisher

m:n:5.

para

FiiâTF ISl-ll:IR
0 1 2 3 4 5

0-) { i { <) D 0

3-} Õ { { l l l
4-} Q 0 1 1 { i
5-} Ü Ü 0 { 1 1

Figura V + 3

a: corpo da tábua

corpo da tábua

(x,y) e RA

(x,y) e RC'

Uma vez defina.dos os procedimentos de teste ÕB e ÕF, po-

demos confronta-los através de si.mulação. Cabe aqui. sala.enter

que a comparação deve se dar em separado para cada tamanho de

amostra. ou seja. para cada valor do par (m,n). O fato de um

procedi.mento reve]ar-se me].hor do que outro para um determi-

nado valor de (m.n) não significa que ele será melhor para

todos os pares.
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v.3 - A si.nulaçao

V.3.1 Exemplo para o Caso em que m=n=5

cá[cu[o dos A[,FAS Si.mu].ados

Seja uma tabela de contingência 2x2 onde, conhecidamente.

p'q. se apli.carros a ela um procedi.mento de teste à e rezei.

talhos Ho: p:qr estaremos cometendo um erro de la. espêci.e.

Para cada par (p,q) em que p:qr foram geradas 1000 tabe

las de conta.ngênci.a 2x2. A cada uma destas tabelas foi apli.-

Gado o procedi.mento de teste de Bayes ( ÕB) e o procedi.mento

de teste de Fi.sher ( 'bP), computando-se o número total de re-

jeições de HO. Desta forma, o ALFA si.mudado é dado por:

ALTAS(p,q) =(número de rejeições)/ 1000

A Tabela V.l mostra os resultados obtidos para rn'n=5.

TAllâLFA51i'í

l F1-5 FJ:: Ei ' l

[ [ S[H[JLí:iDO E:FiYES] ] S']Ei-IL]LâE-t]] ]=']]S].]]:F;: ]
l F'::Q l ALF'A{F:',G!) l AL.F'A{F',Q) l

l .{ OQ l .Q92(}Q l .QO?üü l
1 .20Q f .2${ QO 1 .0460D l
1 .30Q 1 .:3<)300 1 .Q€112QÕ l
1 .400 1 .34000 1 .{ Qa00 1
1 .50Ü 1 .3540Q 1 .{ 0Ê]ÜÕ l
1 .6QQ t .36600 f .{1 90D l
1 .'700 1 .31 000 1 .071 0Q l
E .e}00 1 .21 600 ! .05QÜa i
1 .900 1 .{ 24Ü0 1 .Q1 30Q l
l F:'AF:A C;AI)A (F',C!) FC)Flâf,í 51r4UL.ADAl= 1000 TêIDE:l.AS 2X= l

Tabela V.l
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Analisando-se a tabela conclui.-se que o ALFA simulado pa-

ra o procedimento de Fisher (ALFAFS(ppq)) é sempre menor do

que o ALFA si.mu].ado para o procedi.mento de Bares

(ALFABS(p,q)). Esta diferença acentua-se para ós valores me-

di.os de p e q (0,5 e 0,6) e di.mi.nui para os valores de p e q

prõxi.mos de 0 e l

Além di.sso as .curvas ALTAS(p,q) variam paralelamente. ou

ou seja, ê mai.s provavel que se cometa um erro de la. espécie

quando p=q=0,5 do que quando p:q=0,1, i.ndependentemente do

procedi.mento de teste utilizado.

AbrAS (P,q)

0,40

Teste de Bares

0,3 0

0l2 0

0+10 l / ....--,.-"''' Teste Exala
de Fisher

í': 't0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 0 , 6 0,70,80,9'

Figura V.4

Para que os procedimentos de teste sejam caracterizados

para cada par (m,n), ca]cu]amos o ALFA Si.mudado ]t16di.o, uma

medi.a dos ALTAS(p,q) para todos os valores de p,q
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A].fa Mé d]o de Bale 6 Si.mu].ado

0 , 9

E
P/q ;o,l

Alfa Medi.o de Fi.sher Simulado:

ALFAMEBS: (ALFABS(p,q) ) / 9

EALFAMEFS;

Plq 'o,l

Pa ta (in, n) = (5 , 5 } obti.

ALFABT = O , 225 1 08225 1

ALFAMEBS = O , 2 57555556

ALFAMEFS = O , 0 67 33 3333

vemos

(ALFAFS(p,q) ) / 9

O AI,FAMEFS é bem menor do que o ALFAMEBS, ou seja. para

m=n=5 o teste Exato erra bem menos em favor de HI do que o

teste de Bayes. Tal feito pode ser explicado se exame.darmos

atentamente as Tábuas de Decisão associadas aos testes (Fi.au-

ras V.l e V.2) O procedi.mento Bayesi.ano possui uma regi.ão

critica bem maior do que a do procedi.mento de Fisher que. por

sua vez ê mai.s conservati.vo, rezei.tendo HO com mai.or di.fi.cu].-

date. O tamanho do teste Excito (alfa nominal) chega a ser

muito menor do que o nível de signo.ficânci.a escolhido premi.-

mi.narmente (ALFABT = 0,225108) poi.s a distribui.ção sobre a

qual casei.a-se o teste Excito é di.screta. (3)

(3) Este fato já foi discuti.do exausta.vamente no capitulo lll

e aqui está sendo comprovado através de simulação.
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cálculo dos BOTAS Si.pulados

Considere agora uma tabela de conta.ngênci.a 2x2 para a

qual p#q. Se apli.caninos a ela um procedimento de teste à e

amei.tarmos Ho: p:qf estaremos cometendo um erro de 2a. espé

cie

Para uma sêde de pares (p,q) nos qua=is p:fqP foram gera

dos 1000 tabelas 2x2. A cada uma destas tabelas foi apli.gado

o procedi.mento de teste de Bayes ( àB) e de Fi.sher ('br),

computando para cada um deles, o número total de aceita-

ções de HO. O BETA si.mu].ado é dado por:

BETÀS(p/q) =(número de acei.rações)/ 1000

A Tabela V.2 mostra os resultados obti.dos para m:n=5.

NO caso do cá]cu].o dos BOTAS a situação se i.nverte e o

Beta si.mulato para o procedimento de Fisher (BETAFS(p,q)) é

sempre mai.or do que o Beta para o procedimento Bayesi.ano

(BETABS(pfq)). À medi.da que p aproxima-se de q, o BETA(p,q)

cresce em ambos os procedimentos, o que é muito natural pois

se p é próxi.mo de q, a probabilidade de que HO se:ja rezei.fada
deve dimi.ruir

O BETA SI)IULADO M

ALFA SIMULADO 14ÉDIO:

ÓDIO ca].curado de forma anã Iogae ao

Beta Medi.o de Bayes Si.mu].ado

0 , 9 0 , 9

E
p:0,1 q=0,2

't> É'

BETA14EBS (SETAns(p,q) ) / 36
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TâBl:TâSlrl

5 5

F' l
Sll'lULADO E{AYES

][{ EFTA ( F:' , (] )
= ! t,]!JLâDt] F: l Sl-l E= 1:=

[{ E= 'Í'PI { F' , G] )

20D
200
200
2a0
2ÜÜ
2Q0

3QQ

3ÜÜ

400
4QQ
400

500

200

4Q0

4QQ

40a
5 1)1)

90Õ

'i? (} {l>

9QQ

7?:!'Õ0 Ç}Ó2Ü {l)
Ç3i112Õa

47[i00

{ ?'í oa
'?0QOa
Ü2200
?24D0

d) 2QQ {l)

:32Í1}00

62[13ÜQ

'?28Q0
(}7900

491Õ0

221 0(}

463t)Õ

4€13 0Q

4 é) d) O {l'

?1 5oQ

???0Q

l F'Alia CADA (F', [l> FÜFtleii''í S]F'í!.j].A])A: 1000 TAiiEll.àS 2x2 1

Tabela V.2
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de Fisher Sim

0 , 9 0 , 9

E
p:0,1 q=0,2

q>P
Para m=n=5, foram obtidos os segui.ates va].odes:

BETABT = 0,4444444

BETAMEBS = 0,43391667

BETA14EFS = 0,67313889

O BETA14EFS é 55% mai.or que o BETAI'IEBS. Em outras

vias, o procedimento Excito comete o erro de tipo ll um

mai.or de vezes do que o procedimento de Bares

BETÀMEFS E (BETAFS(p,q) ) / 36

uladoMé dj.oBeta

pala-

numero

A Combinação Linear ALFA('b> + BETA('b )

ALFABT + BETABT = 0,669553

ALFAMEBS + BETAMEBS = 0,691472

AI.FA14EFS + BETAMEFS = 0,740422

A proporção de erros referente ao teste Exato é 78 mai-or

do que a referente ao teste de Bayes/ sendo qup a última é

mai.s próxima da soma das probabi].idades de erro te6ri.cas. Is-

to signo.fi.ca que. para m:n=5, em cada 100 tabelas anali.fadas,

o teste Excito decide em favor da hi.p6tese falsa em 7 tabel-as

a mais do que o te-ste Bayesiano. Neste caso, a sugeri.ori.date

do teste de Bares em re].anão ao teste Excito é evidente

AS funções poder dos testes são plotadas no Apêndice B. O

poder do teste Bayesi.ano mostra-se mai.or do que o poder do

Teste Excito de Fisher
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V.3.2 Exemplo para o Caso em que m=8 e u=14

Embora neste exemplo, mÍn. resolvemos agi.r de acordo cola

o ponto de vista de Fi.sher e consi.deram o va].or ALFABT/2 para

a construção da Tábua de Decisão do teste Excito. A Figura V.5
mostra as Tábuas de Deck.são obtidas

Tábua de De cisão de Bares Tábua de De cisão de Fi.sher

F'iATE{AYE=
1 2 3 4

+

{

i

{

Q
0
0
0
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Q
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0
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Figura. V.'5-Observe que a regi.ão crIEi.ca associada ao procedi

mento de Fisher contém menos pontos do que a região

criei.ca associ.ada ao procedimento de Bares

ALFABT = O,1439684

BETÀBT : 0,422222
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cálculo dos ALTAS Si.pulados

TAüâLFâSIM

H : 8 t4 :: 1 4

l SIMLJLADD 13AYES 1 5:EHULADD FISlIER
ALFA ( r' , Q ) t ALFA( F' , EI )l F';q l

[ F:'A]:;:A CA])Ê (]::', U) FC]Fiàí'] =]i'íLJL.A])AüJa 90õ Tàl-leELAS

Tabelas V.3

Asse.m como para o exemplo anteri.or, aqui também o

ALFAFS(p,q) é menor do que o ALFABS(p,q) para qualquer par

(p,q) onde p=q. AS curvas AbrAS(p,q) s:o para].elas, sendo

mai.s prováve]. que se cometa um erro de la. espécie para

p:q'0,5 do que para p;q;0,9, independentemente do procedi.men-
to de teste uti].i.zado

ALFAMEBS = O,1628888

ALFAFIEFS = 0,035

A probabi.].idade de que se cometa o erro de la. espéci.e é

maior para o teste de Bayesf probabilidade esta que se apro-

xima bastante do ALFABT(0,143968423)

l l o

     
200 .1 430o  

.30'0 l€137Q0  
400    

     
    0520a
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cálculo dos BOTAS simulados

TABU::TASlr4

N i4

[ r' ] U ] ]:çE.]rl(1-',1:.1) 1 HETê](F',GI) lF:' l
SIMULéll)O BAYt.Ç

13EI'A ( F' , Q )
[ S [ i íIJLÚDO [:' ] ü'].]E:];:
l BETA(F',G!)

2QQ
20Õ

3Q0

3ÜÜ

400
4aQ
4aQ

400

400

?(1} )

? l} {l)

$ÕÜ

?Q<}

:3QQ

9Q0

5990Q
3€}300

042Ü0

Ó2130Õ

2Ó40Q

?4{1}(10

412QO

Çl3900

297)Õ

924-)0

04903
9290G

Eió3 {1

9't40Q
R==4ÜÜ

492-)a
932DÕ

?200Ü
944a0
905Q(}

l

l F'ARA CAI)lâ (l:', Q ) F C} F[AF{ S [[ r'iULA]) r\Sü.u'iuLnpn lot)t) li'l1115LÜS =x2 1TAlill:LâS =x2

Tabe].a V.4

l l l



O BETA simulado para o procedimento Bayesi.ano

(BETABS(píq)) é sempre menor do que o BETA simulado para o

procedimento de Flsher (BETAFS}

BETABT = O , 4 222222

BETAMEBS = 0,4 14416667

BETAMEFS = 0,6 1183333

O BETAMEBS aproxi.ma-se do BETAB']] e é bem menor (cerca de

508) do que o BETAMEFS.

/' #-

Combinaçao Li.cear ALFA(\) + BETA('b)

ALFABT + BETABT = 0,5661906452

ALFAMEBS + BETAMEBS = 0,5773055556

ALFAMEFS + BETAMEFS = 0,646833333

A proporção medi.a de erros é menor para o procedi.mento de

Bayes do que para o de Fi.sher (cerca de 128). Isto signo.fi.ca

que se submetermos 100 tabelas aos dois testes, o segundo co-

meterá erros em 12 tabelas a mais do que o primei.ro. Neste

segundo exemplo o teste de Bayes voltou a reve].ar-se superior

ao teste Exato de Fisher.

As funções poder dos testes são plotadas no Apêudi.ce C

O procedimento Bayesiano é uni.firmemente mais poderoso do

ue o de Fisher nata (n.a) c IJ.lq
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V.3.3 - Bxenp]o para o Caso xa=5 e u=3 Uti.].i.Bando para o

Teste Bxato de Fisher o va].or ALFÀBT

Para evitar di.scussões a respeito da uti.li.zaçao do valor

(ALFABT/2) para a determinação do procedi.mento de teste de

Fisher. vamos repetir a metodologi.a de si.mulaç3o aplicada nos

exemplos anteriores para comparar as duas Tábuas de Decisão,

sendo que a de Fi.sher foi. construída medi.ante o uso do valor

ALFABT para cada cauda. É i.mportante ressa].tar que ao uti].i.-

darmos o valor ALFABT para cada extrema.date. estamos tornando

c> teste Excito menos conservati.vo, ou seja. estamos aumentando

sua probabili.dade de rezei.ção de HO. ConseqÍÍentemente estare-

mos dimi.nui.ndo a probabilidade do erro de 2a. espécie. Veja-

mos se tal ati.rude fará com que o teste Exato supere o teste

Bayesi.ano em qualidade.

Tábuas de Deck.são

Tábua de Deck.são de Bares
PIA Tl:iA Yl:l.Ç

0 1 2 3 4 5

2-} Q Q l. l l {
3-} 0 0 0 Õ i i

Tábua de De ci.são de Fi.sher
i,'i íhTF ]l S 1-1 1: FI

(-} 1 2 3 4 :$

-;)-} 1 { $ (} 0 Q

2-+ Ü l i l l l
3-) 0 Q a { { l

ALFABT = O , 2 222222

BETABT = 0,5

Figura V.6
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Apesar de ter sido dobrado o nível de significânci.a do

teste Exato, sua região crítica contém menos pontos do que a

regi.ão criti.ca associada ao procedimento Bayesiàno

cálculo dos ALTAS Si.mudados

TFI leAL. F'A= 1 PÍ

M * 5 3

Sil FIULFiDEI) ü?tYE:=
rhLF'A < F:' , Q )

S lt NULiã 1) {1] F ]l Sl-lll:!
ALFPi ( F:' . Q )F:' ::Q

2aÕ
300
40Q

20?t)0

322Qa
34Üll)Ü

29áÇ)0

F'PIFiFI Cú]]ü { F' , C] ) F(]F=É)li"í 5:11i-i!.JL.Ftll)A51 -:lüü "rÉ\ íl{ ElILF} S.' 2 x 2 1

Tabelas v.5

ALFAMEBS = O , 2 473 333

ALFAMEFS = O , 0 9477778

cá[cu[o dos BOTAS Si.mu].idos

BETAMEBS = 0,4853888889

BETAMEFS = 0,6793611111
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rAE{ET êi Si l t4

5 3

F' l
IÇ l MI.JLA DO E{ iãYEap

]ltETAi ( F:' , Q )
S [ [''í iJ L Ft ]) [] F [[ .'? 1-] E ]

11{ E: 'í'â ( F' , GI )

2Qa

200

40Ü
40Q
4aQ
4Q0

4aÜ

:llioo

90Q

E:} <)Ü

9QQ
?QÜ

90Q

'?690'Q

452QQ

164D-)

{92Q0
1300

949Q0

243ÜÜ
{44ÜQ

?4?{)Ü

4$''?ÕÜ

11?51}Õ
:134=0a

?12Ü{)

B213t)0

322aQ
24é)0Ü

44900

6?4)Ü

'? é) €13 0 (1)

l F'Fâl:lrq CrâDA (F',[l) l='üf]iâr] .11f]]..ILUDAS 1 00ü TA1311:LÜS :!x2 1

Tabela V.6
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A Combinação Linear ALFA(b) + BETA(\ )

ALFABT + BETABT = 0,72222

ALFAMEBS + BETAMEBS = 0,7327222

ALFAMEFS + BETAMEFS = 0,7 7413889

Mesmo.com o uso do ALFABT para cada uma das caudas como

n51vel de si.gnifi.cância para o teste Exato, o teste Bayesiano

revelou-se superior em qualidade. na medida que mi.ni.gizou

ALFA(Ç) + BETA(Ç). Além di.sso, os valores si.mulatos de ALFA e

BETA para o procedimento Bayesiano aproxi.matam-se bastante

dos valores teóricos. Ent contrapartida. no caso do teste Exa-

to, os valores simulados mantêm maior distânci.a dos valores

teóricos. Tal fato constitui. um argumento desfavorável à

aplicação do teste de Fi.sher uma vez que os erros que são co-

meti.dos ao utiliza-lo são, na realidade. bastante diferentes

dos erros que se acredi.ta estar cometendo.

As funções poder dos testes para m'5 e n=3 são plotadas

no Apêndi.ce D.

V.3.4 - À Simulação para Tabelas de Contingência em que
lll=tl

A Tabe].a V.7 permite a comparação da combinação linear

teÕri.ca e simu].ada para tabelas de contingênci.a nas qual.s

m=n. No exemplo são apresentados va].ores de m que vão de l à
2 0 .

Para cada tamanho de amostra são constou'idas as Tábuas de
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De ci.s:o de Bares e de Fi.sher sendo que para esta . ], t i. ma é

uti].i.zado o valor (ALFABT/2) como nível de si.gni.fi.câ n ci.a para

cada cauda.

Os AbrAS simulados correspondem à média dos ALTAS si.mula

dos para cada valor de p e q em que p:q (ALFAMEBS e ALFAMEFS)

Os BELAS simulados correspondem à média dos BOTAS simulados

para cada p e q, sendo p#q (BETAMEBS e BETAMEFS) Para cada

par (p,q) foram geradas l o o o tabelas de conta.ngênci.a

TAB

TEilJRICi:
Bâ\'E:S

S l I'-'í t.!L i':ID ru
11€AYES

= 1[ i''-j ].JL i':i i]]Ci

F' l S 1-1 E F;:

l l l lrll.FA .+-

lrl=í'.ll i'ILFlü l Bl:RTPI l 11-:E:TFi

l IFiLFA .{.
ãLi='A l l:Í[TÊ l IE:ETA l Pil.FA i

l ià L. F'A .+. l
BETÉt l Hl:TiC\

{

{ 2:3 í$

'if31 0

142á

1 '

3EI '.? Ei

44Q{)
40 :1; <)

E:Õ -l) :) - )
'7 i:: "'/'í:; "?

/ '..J ../' l

?o o '? l:;
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Ó :: <1} .q 9
&3344

l$ 5& :13 j

:$ {) ? '?
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4Ó4Ó$

$ 4?e:}

=4?4
') (} (} E
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'i :13 :5 !?

.á :1 2 ::

-:} 3é {

';?22

:3 Çi á ill:
'2' c? =' 1:;

} ..f \.} ..l

::} 13$39 1
? ébTti} '? l
71344i

á à l] "f ::i l

J l -l)Ü3 1

El;? ):l;D l

:; :;0Ó4 1

SÓIS :3 1

.:.Ü3Ü&!
.4 ?31.$ 1
4720Ó:
.45?6.41

D©Ütl)l {

-)li$ 8 1

{) :34éi l
t)3?ÜI
Q.'}32 :
Ü .:+9:13 i
-:) '} 't l l

:)4illÓ l

õ {] {) l)
'? :;! .z} :l!

lil'p 4 &
i} '? '? {l}

q..B ' J J=.. X.i

n :;a 'l '?

: 11? 'i l .l
li: -:) :ã '? i

? ':} 15 .$ { 1
.á.$T&4 i
é. .4 -:) 'i '{ l

'i :.'5Ü.5 1
:; ? :i; :l; ç: l
5 !] 'i 71:: !
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!:; 2 ::; e} '? E
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Tabe].a V.7
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Observação: O ].ei.tor deverá ter notado que no caso do

teste de Bayesr o 'valor si.mulado do ALFA é sempre superior ao

valor teÕri.co, enquanto que o valor si.Balada do BETA é sempre

infere.or ao valor teÕri.co. AS somas dos valores simulados,

embora prélximas das somas teóricas, mostram-se supera.odes

Quanto mai.s fi.na for a malha com a qual particionarmos o

espaço paramêtri.co,. mai.s próximos estarão os va]ores simu].a-

ços dos teóricos. A malha sob a qual foi particionado o espa-

ço paramétrico para que fosse gerada a Tabela V.7 é de incre-

mento Âp:0fl. Isto si.gnifi.ca que a medi.a dos ALTAS e BELAS

si.mulatos ê cal-Guiada para valores de p e q que vão de 0,1 à

0 , 9 com incremento Ãp=0 , 1

Se dimi.nuirmos o reticulado (o i.ncremento), o valor simu-

lado aproxi.mar-se-á si.gni.fi.cativamente de teórico no caso do

teste de .Bayes. A Tabe]a V.8 apresenta o cã]cu].o dos ALFAS e

BELAS si.mudados, feito com incremento Âp=0,05. Fizemos este

cálculo para um numero restri.to de valores de m e n deva.do ao

tempo excessivo de CPU consumido por este procedi.mento.

[ [ TE[C[[:;=]EC]] ] =]MULíhD]] ] S']]']IJLlqDi:i
ll [eAYE[S [ [[tâ\']]:= 1 F]S].]E:F=

H H00 H00 eH HHHO« nPOB00 HHeeOB 0H HIHeOnH Hnn nOnnnH+HHW HHHe«H

l l l lâLF;à+'l l IALF'A+'l l IrqLFí\-tl
[M=N] ÜL]:pâ ] H]:ITA ] BETrh ] â]..Fr] ] [iETíh l ETrl l rqLFÜ l BETA l E{E'T'i:]í l

l
>

3
4
5

Tabela V.8
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Esta tabe[a tem os va].ares simulados gerados para p e q

variando de 0,1 à 0,9, com Incremento Ap=0,0S. Note que para

o caso do teste Bayesi.ano, a diferença entre os valores si.mu-
latos e os teóricos ê bastante reduzi.da

V . 4 c].usõe s

l a) O valor de ALFA(b) + BETA(b) está.nado a partir das tabe-

las si.mulatas correspondente ao teste Bayesi.ano, é menor

do que o valor referente ao teste Exato para todos os ta-

manhos de amostra(m=n; m=1, 2,...,20). Isto i.ndi.ca que o

teste de Bayes supera o Exato em qualidade na medida qup

o pesquisador. ao fazer uso do pri.mei.ro, terá uma chance

menor de cometer erros. Além disso, o valor de

ALFA(b) + BETA(b) calculado no teste de Bares é fetais prÕ-

xi.mo do va]or teórico do que o ca].cu].ado no teste de

Fi.sher. Tal fato constitui mais um ponto a favor do teste

Bayesi.ano que fornece uma segurança maior acerca da pro-

babi.].i.jade de que se erre ao uti.li.zã-lo.

2a) O Teste Excito de Fi.sher é bem mai.s conservati.vo, mesmo

quando se consi.dera.- exageradamente, o va].or ALFABT como

n5.ve]. de si.gnificânci.a para cada uma das caudas. Para

m=n=1, sua região crítica é vaza.a. Neste caso o procedi-

mento sempre amei.tara HO, mesmo quando p#q

(ALFA14EFS = 0 e BETAl-íEFS = 1)
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3a ) A diferença entre os dois procedi.Bentos ê mai.s acentuada

para amostras pequenas (m e n pequenos). À medi.da que o

tamanho da amostra cresce. os procedimentos aproximam-se

entre si., tendendo ao procedimento gerado pelo Teste

Qul atirado para tabelas de contingência. Tal aproxima

ção pode ser vlsuali.fada de forma extremamente elegante

através dos gráficos dos Apendices B e C. Nota-se facil-

mente que os grãfi.cos relativos. aos procedimentos de

Fisher e de Bayes são bem mais parecidos quando m=8 e

n=14 do que quando m=n=5. Para]e].agente, o valor de

ALFA(b) + BETA (à ) também diminui.; quanto maior for o ta-

manho da amostra. menor será a probabilidade de que sejam

cometidos erros.

4Ê) Convém ressaltar que o teste Bayesiano parte de um conhe-

ci.mento i.nicia] a respeito dos va].ores dos parâmetros em

jogo e das chances das hlp6teses em teste. Este conheci-

mento i.ni.ci.al pode ter sido originado por expert.Bentos

anteriores ou mesmo pela intuição do especi.ali.sta envol-

vido com o problema. A este conheci.mento, traduzi.do por

di.atribui.çÕes de probabili.jades, são adi.ci.onados os re-

su].todos experimentais. Em outras palavras, os resultados

experimentais calibrar as di.stri.buições de probabilidades

ini.dai.s, ou seja, o teste Bayesi.ano acumula i.nformação.

Em contrapartida, o Teste Excito de Fisher uti.llza somente

os resultados de um único experimento, não aprovei.tendo

possivei.s informações obtidas em expert.mentes anteri.ares

1 2 0



Na slmulaç3o aqui apresentada n5o i.ncorporamos informa-

ções anteri.ares ao procedimento de Bares para que ele

fosse confrontado com o procedimento de Fisher sob conde.-

iões semelhantes. Para tanto fizemos uso de distri.buições

de probabi].i.jades a priori. uni.formes. blesmo assim o teste

de Bares apresentou qualidade supera.or ao de Fisher

O bom senso nos induz a crer que se i.ncorporássemos i.n-

formações prévias ao teste de Bayesr estaríamos contri-

buindo para aumentar ai.nda mai.s a sua efi.ciênci.a

Some-se a i.sso a vantagem de que o teste Bayesiano permi-

te a inclusão de perdas relata.vas aos erros de la. e 2a

espéciesr inda.cauda assim a preferênci.a do pesque-dador em

relação a estes erros.
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APÊNOXCE A

A Integral Curva.IÍnea (1)

Por uma curva ].i.sa C no plano pxq entende-se uma curva

representada por meio das equações paramétricas:

p;#(t)

a=V'(t)

h$t( k

onde # e V' são funções continuas e possuem dera.varias conti-

nuas no intervalo h.Ktçk. À curva C pode-se abri.ruir um senti-

do de percurso que é, em geral, o senti.do dado pelos t cres-

centes. Se i.ndicamos por A o ponto [#(h),V'(h)] e por B o pon-

to [(P(k),V'(k)], então C pode ser vista como o caminho per-

corrido por um ponto que se desloca de modo contínuo de A atê

B

(1) Uma descai.ção mais detalhada da Integral Curva.línea pode

rá ser encontrada em:

KAPLAN. VJ. câ]cu]o ]ntegra]. Vetori.al in

cálculo Avançado. são Paulo, Edgard Bliicher, 1977

v. 1 , P. 252-328.
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(P:.q:

(Pi-t,qi..)

r'
+

h ti-i ti, k
L l

Fi.Suta A.l

Se C é uma curva lisa o comprimento de arco S esta bem

definido, ou seja, é a distância percorrida desde o ponto

ini.ci.al (t=h) até um t genéri.co.

Se a ori.estação de C for dada pelo t crescente. então s

também crescerá no senti.do do movi.mento, variando seu valor

de d até o comprimento L de C

Subdivide-se C conforme a Fi.Suta A.l e indica-se por Âi.s

o acrésci.mo em s de ti-l. até ti, i.sto é, a di.stânci.a percor-

ri.da neste i.nterva].o. Nestas conde.çõesp define-se Integral

Curva.línea. também dita Integral de Li.nha ou Integral de Con-
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Se f for continua em C, então esta integral exi.ste e pode

ca [cu[a da atravé s da fórmu].a

k

h

a integra[ curva.]Ínea reduz-se a uma i.ntegra].

E
L m..,(ÂiS-+O i-l

f [g ( t ) , V'( t ) ]

f(p,q) ds = lim
D..+00

f ( P+i , q+i ) âj.s

modo

f ( P , q) ds dt

Deste

c OltlUln..

Caso a curva C seja representada sob a forma q=g(p),

aÇp$b, então poder-se-á tratar o pr6prlo p como parâmetro de

integral:o em substituição a t, ou seja, C é dada pelas equa--

does:

p:P

q=g( P)

D

a

Exemplifi.canso, se a curva c representar um arame cuja

densidade (massa por uni.date de comprimento) varia ao longo

de C, então. a massa tota]. do arame será dada por

C

onde f(p,q) é a

f(p ,g(P) )

f ( P , q) ds

densa.date (P.q) dopontono arame
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APÊNDICE B

H(p,a,õ) P(Re jei.ta r Holp,q,õ)

VISTA FRONTAL

a'

d
x'

Ç-
F.
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VISTA DE PERFIL

a'

«'
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APÊNDICE C

H(p,q,õ) P(Rezei.ta r Holp,q,õ)
VISTA FRONTAL

./

X

>
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VISTA DE PERFIL

«'
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APÊNDICE D

ll(p,q,õ) = P(Rezei.tar Holpfqf8)

VISTA FRONTAL

129



VISTA DE PERFIL

=
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