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INTRODUÇÃO

Este trabalho esta baseado pri.ncipalmente em uma série

de 4 artigos publicados por R. Schasberger (l,ll,lll,IV) so-
bre esse assunto.

A ''insensibilidade '', a grosso modo, consiste em a Dis-
tribuição Estacionária (DE) de certos processos serem insen-

sz'vens a certas mudanças, nesse caso insensível à mudança das
distribuições de certas Variáveis Aleatórias (VA) que descre-

vem o intervalo entre eventos de certos processos pontuais in-
ternos do Processo, desde que se conservem constantes as mé-

dias dessas VAs, ou seja; a .DE do processo só depende das mé

dias dessas distri.buições

É evi.dente a qualquer probabili.sta que esta é uma proprie

dade bastante interessante tanto em teoria como em apli.cações.

O que faremos nesse trabalho seta principalmente dar uma

caracterização dessa propriedade

Esse tipo de processo e a insensibilidade tem aplica

ções em filas, confiabilidade,

0



CAPITULO l

A CONSTRUÇÃO DO PROCESSO

Antes do processo em si construiremos uma ''base físi.ca'-
para ele

Uma 3-upla

(GEp)

é chamado ''Esquema Semi.-Markoviano Generalizado'' (ESMG) se

a) G é uma família enumerãvel .de conjuntos g; Será o es-
paço de estados do processo: G = {g}

b) S é um conjunto enumerãvel tal que o < Igns
todo g. gnS seta o conjunto dos elementos

do o processo está.yer no estado g

c) P: {p(g,s,.): geG segnS} e uma coleção de distri.bui-

ções de probabilidades em G sati.sfazendo: p(g,s,g')
= 0 a menos que gn S\lslcg'nS.

Signifi.ca que estando o processo no estado g e terminan-

do o tempo de vida do elemento s, sGgnS (s morre), a probabi.-

lidado do estado resultante ser g' é .p(g,s,g')

A construção do nosso processo requer também

para

qual-'vivos'
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a') Uma família

{C.;seS}
D

de distribuições concentradas .em Ri com média fmi.ta,
pelas quais se determinam os tempos de vida dos ele-
mentos s ao ''nas cedem''

b') Uma famz'li.a

(1 . 3) C = {c (s,g) ; geG , sÉ;gnS}

sendo os c(.s,g) números reais posa.tivos satisfazendo

>l c (s,g) > 0 ,
segnG

VgeG

Podemos ver c(s,g) como a velocidade com que se escoa o

tempo de vi.da do elemento s quando o processo esta no estado
g

Para fao.lotar referências , quando conveniente usaremos

enumerações , como por exemplo

G : {gl,g2 ,g3, } e

gins : {sil'si2' } ,
l

ni : IginSI

Descreveremos uma reali.zação do nosso processo assim



Escolhemos um estado e um conjunto de números positi.vos asco
ci.ados, por exemplo

gj.eG e {yil' yi2 ' ,yin.}l

gj. escolhido segundo uma distri.bui.ção inicial e yj.j segundo a

distri.buição (sj.j ' sijeginS..
0, o processo X está no es-

gi: X(0) :gi; e cada elemento sij de gins di.spõem, con-
tado a partir de t = 0, de um tempo de vida yZJ

Y(O) : (Yj.l(O) ,Yin. (0) )l (yil,yi2,

o instante da primeira morte de um elemento de

g: nS, digamos s;. , ou sejai ' ' ia

TI : :::il:. {t: rij ,gi) :o }

llj snilyij /c (sij ' gi) }

no nosso exemplo TI : yia/c(Sia'gi)

Nesse instante escolhe-se um novo estado,digamos ge' se
gundo a distribui.ção

p(gi..s ia'')

Para t, 0 g t < TI, temos

Di.zeros então que no tempo t :

gi: X(0) : gi; e cada e l ement o

a partir de t = 0, de um tempo



X(t) : gi e

Y(t) : (yil ,gl) , ,yin. ' tc(sin. ,gi))1 1

Seja

T2 Üü; ' ,:}min .aIgjgn l

seja b o Índice que reali.za esse mínimo onde

yej : yij T].c(sij

parasej:sij e j'#a, e se sejÉgi'S ou
escolhi.qo segundo a distribuição (q DI

Dizemos então que para TI g t < T2

Sia então yej e

XCt) : ge e

Y(t) (t -T]) c (s e ]. , ge ) (t-T])c(Sen ))''e

Em T2 escolhemos então um estado gk segundo a distribui
çao

P(ge

seja TX: ... e continuando assim indefinidamente temos como

fazer uma realização genérica desse processo.
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Chamaremos ent ão a

Z (t) : (X(t) ,Y(t) ) , t 2 0

de ''Processo Semi-Markoviano General i.zado com velocidades su

plementado''(PSMGV suplementado)

Em palavras, podemos dizer que o processo começa num es-
tado g:, cujos ''elementos ativos'', ou ''vi.vos'' são os s.. de

gins; os tempos residuais são dados em t = 0 por yi.i e são re-
duzi.dos.à velocidade c(sji,gj.) , até que ocorra a príineira mor-

te de um componente ativo de gÍ' di.gamos si.a

A morte de s.in causa o ''pulo'' do sistema a um novo esta-

XJ

do ge

O novo estado, em conseqüência da restrição imposta a

p(g,s,') pela definição, contém todos os componentes do esta-

do anterior g; , com a possível exceção de s:., que entretantoi ' ' . ia

pode ser revi.vido em ge' e possa.fielmente alguns elementos no-
vos; os tempos residuais de vida dos elementos ativos de g

não sofrem alteração na transição, mas :ficam sujeitos a redu-
ção segundo velocidades eventualmente di.ferentes no novo es-

tado, sendo essa a diferença fundamental para com os processos

sem veloci.dados dependentes dos estado. Elemento de ge que nas-
ce com a transe.ção tem seus tempos de vida determinados pe-

las correspondentes distribuições e são contados a partir da

ocasião do pulo.

É i.mportante estab.elecer que as (ç devem ser escolhidas
de modo a não permitir mortes si.multâneas.

0
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A continuidade das cs garantem isso com probabilidade l

A componente x(t) de Z(t) é chamada sua ''G-componente'' e

é o PSMGV, Y(t) seta o seu ''suplemento''

Se (L=EÀ' então a componente de -Y(t) correspondente ã
vida residual de s pode ser eliminada como conseqüência da

ausencia de memória da exponencial

O par (E,C) seta chamado ''Esquema gemi-Markovi.ano Gene-

ralizado com ve.locidades'' (ESMGV)

(,}i,C) seta dito irredutível se para todo par g,g'GG, e-

xiste sOGGnS e uma seqüêncía finita {(gj 'sj)}n:l tal que gjGG

p(g,s0'gl)c(s0'g) , gj 'i) c(sj gj ) l
'P(gn'sn 'g' )CCsn'gn) > 0

Z (t) é um processo de Markov

Para processos como esse sÓ hã resultados gerais a res-

peito da existência e unicidade de Distribuições Estacionárias

(.DE) para G finito. Para G i.nfinito a questão é muito mais di-

fx'cil e não conhecemos resultados gerais

(1.4) Isso posto dizemos que um PSMGV suplementado seta

chamado ''simples'' de (E,C) é irredutível, se não

termina em tempo fmi.to com probabilidade l e se

tem uma DE (Única)



Esse trabalho trata de DE's de PSF.IGV suplementados sim
pies com base em um EShíGV (E,C) fi.xado em coleções ® cuja va

ri.abilidade motiva o conceito princi.pal nesse trabalho: a in
sensibili.dade

(1.5) Um ESMGV (}l,C) é di.to ©-insensível onde © é uma co-

leção de fama'lias '} = {(.,seS}

(ver (1.2)) se todo PSMGV com base em (E,C) e 4,e® é simples e

tem uma DE que é a mesma para todo $É;q'

A cada @ esta associada uma família {À.l,sGS} ou simples-

mente {Àsl} onde À;l ;E(S (À>0)

(1.6) O protótipo de ® para a qual a insensibili.dado será
estudada é

q' : ©s.{À;l} { 4' :{ Cs ' s É;S} }

onde E+s : Xsi e se sgS' então +s=EÀ (') e + produz
com (E,C) um PSMGV suplementado simples}

onde

(t) : (l-e'À;)lÀ K
S +(t) , S'cS , S' :13

Para S' = {s'} seta usada a notação Os'lXs}

Se Os'lÀsl-insensibilidade prevalece então a DE {pg'geG}
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do PSMGV com base em (E,C) e ÓC'Ps. não depende da exata forma

das distri.bui.ções (s' seS', ou seja: só depende das s' sÉ;S',
atravez das suas médias

A abordagem usada nesse trabalho para se derivar alguns
dos resultados aqui testados depende pesadamente do assim cha-

mado ''método de fases'' (ou ''estágios''), que consiste no seguin-
te

Seja para todo sÉ;S

(1. 7) 4'' : 'lÇs : k1llÍk'(EYk'EYk-l''' '*E.yl)(f).l

onde E,Yl*EY.2*. . '+EYk significa a convolução dessas distri.bui

iões e {nk: lgksN} é uma distribuição de probabilidade discre

ta e N pode ser finito ou infinito, e Yk e lrk em geral depen
deh de s

0

Nessas condições uma cadeia de Markov chamada ''Cadeia de

fases'', ou ''Cadeia de Estágios'' pode ser considerada com base

em (E,C) e $ como se segue:

Quando construí'mos (uma realização do) o PSMGV com base

em (E,C) e +' e precisamos estabelecer um novo tempo de vida

segundo alguma (se'P' , em lugar disso na correspondente cadeia
de fases realizamos um experimento segundo

r sN

{«*l=::
e se o resultado é k, fazemos s ''viver''

independentes, numeradas {k, k-l,...,l}

tribuição exponencial com média ]';l

l

k fases consecutivas

onde a fase i tem dis-
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Isso signo.fica que a duração total do tempo de vida de s

teria duração segundo +s sob velocidade unitária e se o esta-
do prevalente é g a velocidade c(s,g) é aplicada independen-
te da prevalente fase.

Sabendo do estado g e suplementando isso com a fase que

cada um dos seus elementos ativos se encontra signo.fi.ca conhe-

cer a variável aleatória a qual flutuarã em tempo contínuo ã
maneira Markoviana. Esta cadeia de Nlarkov é a ''cadeia das fa-

ses'' com base ém (E,C) e @'

Ela tem uma di.stri.buição estacionária única -- e então é

chamada Simples -- se e sõ se o correspondente PSMGV (a ''cadeia

quoci.ente de que falaremos adiante) for simples

A vantagem no uso de tais cadeias é ser possível uso de

técni.cas algébri.cas simples, com a desvantagem das provas cor-

respondentes serem menos gerais. Como as distribuições de VA's

tipo estágios (fases) (.1.7) são, na tipologia da convergência

fraca densas no conjunto das Distribuições (ver Apêndice 1) e

hã resultados.ã respeito da convergênci.a das correspondentes

distribuições estacionárias dos processos (]-E3]) , julgamos po-

der usar o método de fases sem perdas significati.va da gene-

ralidade e aplicabilidade dos resultados.

Lembramos que as VA's com distribuição com (1.7) incluem

as exponenciais, inclusive em casos não óbvios Cver hipótese
do Teorema (3 . 1) )

0



CAPTTUL0 2

BALANÇO LOCAL

Este é um conceito que se mostrara fortemente relaci.ona
do com insensibilidade.

Se o PSMGV com base em (X,C) (irredutz'vel) e ®' = {(

EÀ ' seS} é Si.mples. C$' para nÕs sempr.e seta essa faml'lia
só de exponenciais) então sua Única DE é a única solução pro-

babilÍstica do sistema de equações

S

(2 . 1)

onde

(2 .2)

(2 . 3)

Xsg

Ag

Àsc(s,g) e

E X sgsegnS

Este é o chamado Sistema de Equações de Balanço Global
(SEBG)

O sistema acima e ãs vezes compatt'vel com

(2 . 4)
g'àco g'seg'.sp(g''s,g) Às,g' '

11
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g'àco g p(g' ,se'g)Àsog'

para sO fixo e todo geG0 ê {geG, sOÉ;g}

Nesse caso se diz que (E,C) é ''Localmente Balanceado com

respeito a s0'' ou ''Satisfaz. as Equações de Balanço Local para

s0'' ou si.mplesmente ''(E,C) é s0-BL'', como usaremos de agora

em di.ante. Devemos nos lembrar sempre que hã tm conjunto {lsl-}
de médias subjacente quando di.zemos ''s-BL''

Em palavras (2 . 4) si.unifica

''o fluxo para fora de g atribuído ã morte de sO iguala o
fluxo para g. atribuído ao nasci.mento de sn'' (incluindo renas-
cimentos)

Nessa secção, Balanço Local (BL) gera investigado sem re
ferência a insenbilidade

Se (E,C) for s-BL para todo s de S' subconjunto deS, re
suüiremos isso com a notação S'-BL.

O primeiro concei.to ao qual lilgaremos BL será ''desconec
tividade''

(2.5) DEFINIÇÃO: O esquema CX,C) seta chamado S'-descone

ãg (S'CS,IS' 1> 0), se no máximo l elemento de S' po
de nascer de um pulo, ou seja

p(g,s ,g') c (s ,g)

para toda 3-upla (g,s,g') incluída em um dos casos
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abaixo: 

a) 1 (g'n.S')\(gnS') 1 > O e sES', sEg'. 

b) 1 (g'nS')\(gnS') 1 > 1 e s~S'. 

c) 1 (g'nS')\(gnS') 1 > 1 e sES', s~g'. 

A relação entre Balanço Local e S' desconectividade 

seguinte 

(_2.6) TEOREMA: Se para algum conjunto de médias associa

das o,;1 ,sES}, (E,C) satisfaz EBL para todo sES' ,on

de S' é subconjunt6 de S não vazio então (E,C) é S' 

desconexo. 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos · 

l/{= {H: HcS', jHj = 2} 

-e a 

Se (E,C) for nao S'-desconexo, então, para alguma 3-upla (g', 

s,g) a morte desativa mais que um elemento de S' e portanto 

o conjunto dos elementos ativados por essa tran s ição contém 

algum HEóf' . 

Por contraposição, se (E, C) for H-desconexo para todo HE~ , 

então (E,C) será S'-desconexo. Basta portanto provar H-àesco

nexidade para todo HE 3( . 

Se j a H = { s 1 
, s 2 } . 

Lembrando que G
5 

• {gEG: sEg} definimos 
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'2 ; ';2\''l
G12

G\(Gs luGs2 )

e notamos que

GI U G2 U G12 U G

Assumimos que o processo em consideração tem DE Única

{pg} e sabemos que {pg} satisfaz S'-BL

Tomemos g en G12 e escrevemos a correspondente EBG com
suas parcelas convenientemente separadas

AgPg cg + ug + vg + alg + a2g
s:sl's2P(g' 's ,g) Àsg'
sGg'nS

onde

c ; g'eêPg-sGg'.sP(g''s,g)Àsg' '''

+ g'ãGipg'p(g',si'g)xsg' + g'GG2pg'p(g's2'g')Às2g'

(O teorema estará demonstrado se mostrarmos que os c. são

nulos pois em cç, são somadas as parcelas em que nascem os 2
elementos de H)

g >l p (g'
s#sl
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g à':': ' ;: :- '' '

aig ; . >1 pg'p(g'

ug' vg' alg' a2g são somadas as parcelas em que somen-
te um elemento de H nasce; .o outro já estava ativo (vivo)

Por hipótese {pe} também satisfaz as EBL para sGS' as

quais para sl e s2 e gGG12 tornam a forma respectivamente de:

cg ''' "g ' 'lg

e

cg + ug + a2g

que implicam em

+ Às2g)pg+ (cg + ug + vg + alg + a2g)

Somando e subtraindo ao primeiro membro a parcela

g'eG12Pgs*sls2P(g' 's ,g)Àsg'
seg'nS

temos

(Ag- Àslg' Às2g)pg- .(à.,pg's:s}.s,p.(g',s,g)xsg': -cg

Somando essa equação membro a membro para todo gGG12 te



geG12cg

peG12 g'eG12Pg' s#sl's 2p(g''s,g)Àsg'

cf''. n 1 ,1 q' V Ó ll'.'

g'GG12Pg's*s>1,s2 (1) Àsg'
seg'nS

: '"i:pg ' Ug '

ca o anulamento do primeiro membro.

para qualquer gÉ;G12 temos cg : 0
c.q

Um outro conceito importante é apresentado

(2.7) DEFINIÇÃO: Dizemos que (E,C) tem a ''Propriedade

atenção instantânea a s'', (s-AI) se

a) 0 < p(g' ,s' ,g)c(s'g') g'GGs' sGgnS implica em
c (s,g) > 0, e

b) 0 <p(g',s,g)c(sg'), g'GGs' sGGnS implica em
c (s ,g) > 0

: . "::': ' .«: , ;: >l P(g ' ,s ,g)

geG12
Àsg'

justifi0 que

Em palavras (E c) s-AI se o de vi.da detem tempo9

)
X

Sl

d

da

s passa
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a ser reduzi.do a uma taxa positiva jã a partir do instante em

que nasce.

É imediata a segui.nte conclusão:

(2.8) TEOREMA: Se (E,C) e s0-BL, então (E,C) possui. sO
- AI

DEMONSTRAÇÃO: Olhando para (2.4) vemos que se pg'ÀsOg :0, en-

tão c(s0'g) :0 pois assumimos pg>0 e sOg>0'
Como cada EBL considera todos os pulos que acarretam o

nasci-nento de sO como elemento de um certo g d Gs. e a soma do
membro di.Feito sÓ.tem parcelas positivas, então são todas elas

nulas, o que prova o teorema por contraposição

c.q.d

Outro aspecto da questão BL é

(2.9) TEOREbIA: Se (E,C) é s0-BL para algum conjunto de
médias associadas {Ànt} então o será também para

{psl} onde PSn é arbitrário e ps:Às para s # sO e
a > 0 arbitrário, contanto que haja uma solução pro-

babilísti.ca para (.2.1) com {usl} em lugar de {À01}

Assumimos que o sistema dado por (.2.1) e (.2.4) tem uma

Única solução probabilÍstica {pa} gCG.

Se substituirmos nesse sistema Às0 por ps0 e Xs por Xs'
seS\lsn}, o sistema resultante deve ter também uma Única so-

lução dizemos {qa}. Isto é de fato verdade e pode ser verá.fi-
cado fazendo

(2.10) ps0 : aKÀs0 e qg : Apg se geGs0 e qg : IApg se gGGs0'
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e A é uma constante normali.zadora

Vamos ã verá.ficação

Para a verificação de BC basta a substituição e direta

constatação.

Para BG e geG. separamos as parcelas de (2.1) em agiu

pimentos convem.entes e fazemos direto as substituições i.ndi
cadas:

0

ê ,:l,«;.;'' ;'.*;:.l
sGGãS

F A . t.

g'z'G0 K Pg' s Z' 0 p(g',s,g)aÀsg' +
sCg! nS

g'eG0 K pg' p(g',s0'g)aKÀsOg' '

g'àaoAPg' sG:..sP(g' 's,g)'Àsg

Como já podemos assumir BL então podemos cancelar a pri

mei.ra parcela do primeiro membro com as duas Últimas do segun

do membro restando

# '; ;À.*;.
sCgnS

:.4 ; ê ':- SBs0 p(g''s,g)aÀsg
seg' nS
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Simpl i.ficando o fatos comum eé! vemos que a igualdade re-
sultante é (2.1) subtraída de (2.4) membro a membro aplicada

as quais sabemos válidas por assunção. Isto demonstra
BG para

Para substituição leva a verificação direta

c.q.d



CAPTTUL0 3

INSENSIBILIDADE lblPLICA BALANÇO LOCAL

Parte das relações entre balanço local e insensi.bilidade

ê contida no seguinte resultado

C3.1) TEOREMA: Seja (.E,C) irredutível e sO -PAI, sO fixo,

s0€S e c(.s,g) > 0 para todo s e todo g

+ '
{(=, seS, (s - EÀ.} e

$'' { (= ; (1; E; para s # s0' e

Cs0 ' vIEÀI(') + v2Exl'EÀ2(')}

e nl' lr2' .ÀI' À2 obedecem a

(3. 2)
x2'0, IÀll+x2(À21'ÀI): Àsl: E((sO)

1"1 ' *;.

Denotaremos ÀSn por ÀO

Se (E,C) é {+',$''J-insensível, e se a cadeia dé saltos i-

mersa do PSMCV baseado em (E,C) por meio de +' é recorrente
-20-
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positiva, então (E,C) é sn-BL.

PROVA - Por assunção, o PSbfVG - 4)' é um processo de Markov com

distribuição estacionária (única) {pglgeG satisfazendo EBG.

Seja GO ; {geG; sOGg} e usando a enumeração:

GO : {gl ,g2 ,'''}

(não confundir com a enumeração de G do Capítulo 1) , podemos es

prever as equações de balanço Global, com as parcelas conve
ni.entemente arrumadas como

(3. 3) pi (Ai-xoi) - >lpi P (gj 's ,gj.) Xsj + XOiPi

gâco pg sG>ls p(g's'gi)xsg '''

. Ep P(gjj] ,sO 'gi) ÀOi

onde pi:..pgi .ÀOi : ÀOi'c(s0'gi)

Estas equações formam em conjunto um sistema que pode ser
escrito em forma matei.cial como

.ATp ' d + ÀlpT(c.p)

onde

(PI'P2''''), Pi ê Pgi' c:(cl'c2,'''), ci : c(s0'gi),
I'd2,. . .) com



22

d l segnSP(g's'gi) Às,j.

c.P & (cl'PI 'c2'P2'''')

[a. .]ZJ

onde

s E OP(gi's,gj) Às,i (i : j)

aj.j

' ÀOi ''' á#EsOP (gi' sO ' gj )
(i : j )

p : rPijJ Pj.j : p(gi's0'gj)

e Mi é a transposta da matriz M

Consideremos agora a Cadeia de Fases com base em (E,C)

por meio de (p'' a qual tem o espaço de Estados

{(g,0); gÉGolu{(g,i), geG0' i:1,2}

A cadeia de Fase possui uma distribuição estaca.onãria {inica

{Pg,o; ggGoJutpgj.' gago' i : 1,2}
Essa cadeia de fase pode ser reduzida a uma cadei.a em G

quando abstrai.mos de (g,i) o estágio em que se encontra só,ou

seja: consi.devamos (g,l) e (g,2), identificados a g
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A di.atribuição estaca.onária da cadei.a de Fase pode tam-

bém sofrer uma transformação correspondente, transformando-se

em $a'lgeG} da segui.nte forma

pg : pg0 para gÊG0

+ Pg,2Pg : Pg,l para geG0

Acontece que, por construção, o conjunto das médias as

sociadas à cadeia de saltos por +' é o mesmo conjunto de mé

di.as que temos por redução da cadeia de fase por 4)''

Como estamos assumindo {@' ,(1)''} i.nsensibil i.dade do ESMGV

podemos consi.deram

(3.51)

e

{p.} : {F:}

(3.52) Pgl + Pg2 : Pg

As equações de balanço Global para a Cadeia de Fases pa

ra os elementos de Gn no estágio .L podem ser escri.tas como:

C3.61) Pg,l(Ai-XOi) p(gj's,gi)Àsj +

+ Xlc(s0'gi)pgi,l X2c(s0'gi)pgi,2 +

segnSP(g's'gi)Àsg '
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l pyjlp(gj'se'gi)c(se'gj)

ri.cial dãv ç-tuL'9 ç-iii .t.taxa;ua.b.v'lii iiiaç

(3.62) -AT(x)

onde

xld + 'nl ÀIP'(.c'x)

(Pgl'].,Pg2,I'' ),

\

(PI 'P2'..)

e para os elementos de GO no estágio 2, tem

C3.71) Pj2(Ai-XOi) - jPj2 s>10p(gj's,gi)Àsj '''

+ xj.c(se,gi)pi2 : lí2 gàcopg,o seg.spCg's'gj.)Àsi+

+ 'n2 ;pj]p(gj 's0'gi)À].c(s0'gj)

que fica, em linguagem matricial

C3.72) -A'i'(y) + À2c'y : lr2d +lr2P'l'(c'x)

Lembramos que

(3.8)

os

x+y : P



Deduzimos aqui. três equações importantes nessa- demons

traçao:

Somandomembro a membro (3.6) e (3.7) e subtrai.ndo (3,4)
temos

(3 . 9) .Pi(c'(.À,x-ÀOP)): c'(Àlx-ÀOP)

Somando (3.6) e (3.7) membro a membro e

termos , temo s :

transpor tardo

n. p + À)cox

Substituindo em (3 . 6) , temos

.AT(x) + Àlc'x: À2c'y +xld + lrl(-ATp+Àlc.x-d)

e resulta em

AT(x-vlp)

T

Chegamos a

lx oP0l xo



Fi.nalmente, multipl i.cando (3.6) por ÀI

e (3.7) por ÀO e subtraindo a.s equações .resultante

-A'(Àlx-Àop) + Àlc'x - ÀIÀoc'x : XIÀ2c'y +

+ ÀITrld - ÀOd +(IRIA'-LIXO)P'l'(c'x)

ndo y=p-x (3.8) e algumas transposições

-Ai(Àlx-ÀOp)+(Àl-TrlÀl+À2)Àlc'x

.;4il.g' Àoc'p :(Àllrl-xo) cd+ÀI(pT-l) (c.x)

e a soma

s ,

Faze

de (3

temos

6)

ÀI - vlÀI + À2 : ÀITr2 + À2

Tr2 : À2 (ÀI -X0) /XOXI

Xllr2 + X2 :
ÀIÀ2temos

resultando

(.3. 11)

usando

-AT(Àlx-Àop) ' 3'+i;a c(Àlx-Àop)

(Xllrl-Ào) (d+ÀI(P ' -l)(c 'x) )

z identidade.matei
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Estas equações serão usadas para mostrar que

c'(.Àlx-ÀOP)

o que por sua vez resultara em

AT(p)

o que demonstra o teorema pois anulando A'(p), o que resta em
(3.4) é exatamente o si.stema EBC na forma matricial

Procedendo: O sistema de EBG (2.1) pode ser escri-to co

mo;

(3.1 2)

e

Q'(ir)) = 0 onde {Pg'geG}

[qg'g] lscg'nsP(g''s,S)Xs.g'-sg': (g' ,g)

Assumi.mos aqui um resultado geral da teori.a dos Processos
de Markov:

A cadeia de saltos i.mersa no processo de Mãrkov (E,C),$
ê recorrente post.ti.va se e só se

(3.13) :à.'.i-::l : "
Usando isso: Se Q'(p) 0 , temos

g'EeGPg' seg'nSP(g' 's,g)Àsg' -AgPg
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Somando essas equações para todo geG temos

g€G

Là.'P' sGgnSP(g's'g)À;.-A:]

F
Pg' sGg-nSP(g''s,g)Àsg' +

Usando o teorema assumido para a parte entre colchetes de-

corre que a primeira soma da equação acima também é finita e
invertendo a ordem dos somatÓrios temos

(3 . 14)
:'i:.pg'"g' :.}..J:.. « "

o que i.mpla.ca em

Pg'Às0'(s0'g') < "

g'eG0
o que na notação assumida logo acima é expresso com

(3.15)

em seqüênci.a, usando (3.8), temos

(.3 . 1 6) >lcilÀtxi'ÀOPil < "

Uma outra conseqüência a ser usada mais tarde é

(3 . 17) >ljaiijpi < n



29

que decorre de

Epal' ii
l iPi(Agi' Oci's SnP(gi's,gi)Às,gi)

21pilgàG s#'op(gi's,g)Àsc(s,gj.)

;2.' ':: ' ; ' :t, *:::)
}':lg#g: sÀ.pki's,dx.cb,gPI '

: }lpil.à. ;c81..spcgi'',üx:'b,gpl

lipi"g: ' "
sendo que a Última desigualdade decorre de (.3.14)

Em geral P é uma matriz subestocástica e como tal deter

mina uma participação em seu conjunto de índices em lan conjun

to K de elementos transientes e em classes K. ,K7,... recorren
tes

Fazendo

z =

TP Z
K K

c ' (Àlx -À OP)

o sub-sitema (3.9) correspondente a K se escreve como

Desde que o conjunto de componentes de zv. é l imitado e
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como

-:l" - , .. .
segue que z. = 0.

Isto impli.ca que os subsi.stemas de (3.9) correspondentes
as classes recorrentes K. se escrevem comol

'Kj.'Ki : 'Ki

As matrizes PK: são i.rredutíveis. Se PK: é genuinamente sub-
estocãstica, então z., = 0 como conseqüência de ser limo.Lado

De Pv. é estocãstica então corresponde a uma cadeia de

Markov recorrente positi.va e zK.i tem então apenas componentes
estritamente positivas ou apenas estritamente negativas, con-
tanto que não sejam todas nulas (daqui é citada a demonstração

do teorema (Capitulo IV 31 de Karlin [3). Note-se que a soma

das componentes de zi,. são absolutamente convergentes. Sendo

assim P determina uma partição em seus índi.ces em conjuntos K',

K' e K', correspondentes aos elementos de coordenadas estri-
tamente post.uvas, estritamente negativas e nulas, respecti-

vamente e as transições de K+ a K' e vice versa por P são im-
po s s ive is

(3.18) Suponhamos A, Ki-À0 < 0 e ieK+; então i.mplica en

AI /\.l

jGK+lxj'ÀOpj)aji+-À0 ci(Àlxi-ÀOpi)

jCK. l j'ÀOpj)ajj. + (Àllrl-À0)(di ''

l

l

l
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''' ÀI jeK'cjxjPji) ' (ÀI'ül-À0)[Xi jeK'cjxjPji

xicj.xj.l

Onde a pri.medra parcela de cada membro corresponde a

À.',&
respectivamente, que em conjunto correspondem a

X
jogo

e as duas Últi.mas parcelas do segundo membro se restrigem a

Ka K+ respectivamente pela incomunicabilidade de K+ com K' por
P o que '\mplica em as parcelas referentes a K' serem nulas.

Somando a últi.ma equação membro a membro para todo iGK+
t ef emo s :

ÊK+ (-xlxj -À opj ) 'liCK+aj il ieK+ci(Xlxi-ÀOPi)

jGK' lxj'XOpj)'liCK+ Zjl

+

+

cxl"i-xo)lxi jCK' jxj j.Çà..pji '

xl jGK'cjxj :(à..Pji ' Ài i(à..cixi ' i(à...a.l

Usando o fato de = 0 e a definição dos a.i.i vemos que

para jeK+: }j+aji< 0 'e-<' j.eK+ajÍ >0 para jCK
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e daÍ temos que o pri.melro membro só tem parcelas positivas e

o segundo soma negativo , pois

jeK'cjxj iià..Pji 'i(à'cixi

Com o membro esquerdo post.tivo (.estritamente) e o membro

fmi.to negati.vo , temos que

+

K' = +

no caso de (vlÀl-À0) < 0.

Acontece que nessas condições

pois por (3 . 10) temos

j ji(xj-'KiPj) : 'T0 ci(Àlxi-ÀOPi)

Somando membro a membro para todo i, temos

} (Xj -"lPj )

A.

';É' }ci(Xlxi+ÀOPi)

como 2jaji: 0, e lembrando que Ejaiijpi <« segue que

ici (Àjxj - xopl)
l ' ' ' ' '

0

Como jã sabemos que nesta soma não hã parcelas positivas
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(K' $) também não hã negati.vas, e temos

(3.1 9) c ' (Àlx-XOP) 0, para Àllrl-À0 < 0

Para Àlxl-X0 > 0, o argumento é similar e portanto,(.3.19)
vale para qualquer caso admitido na hi.pótese

Como, também por hipótese, c(s,g) xo > o

Xlx : XOP 'o'o'. Àixi para todo i

Usando isso em (3 . 10) , temos

X2
xl.t

A'(p) 0T
l

ou simplesmente

AT(p)

. xo
:;-Ç ' por hipótese e isso demonstra o teorema

c.q.d



CAPTTUL0 4

BALANÇO LOCAL IMPLICA INSENSIBILIDADE

Pelos títulos deste capítulo e do anterior poderíamos pen-

sar que para os processos aqui considerados insensibi.l i.dade e-

quivale a balanço local. Pela hi.pótese que formos forçados a

fazer no capítulo anteri.or (c(.s,g) <0 para todo s e todo g
(3.1)) chegamos a esta equi.valência apenas aceitando esta res-

trição, a qual nas aplicações se mostra uma restri.ção signi-

ficati.va se quizermos caracterização.

Para este capítulo, entretanto, não prece.samos fazer tal

restri.çao.

e

(4.1) TEOREMA. Se existe uma di.stri.buição estaca.onãri.a

{pe} de (}l,C) bati.sfazendo balanço global e sÕ Ba-

[anço Loca[ (sOiS) então (E,C) é $s.-insensÍve]. on-

de

es0 {@ ' }u {$0}

+ ' {(s - exp(Às) , seS}

$.' {çs exp(Xs) para seS, s # sO

34
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K .

i>llv: .Y(')}, (ver (1.7)

';:. : *i: : *;:
(Notamos que todos os estágios tem a mesma média y)

DEMONSTRAÇÃO : Consideremos a cadei.a de fases (ver 3.5) cujos

estados, além de especificarem em que elemento de G está ó pro-

cesso, também indicam em que estági.o se encontra o tempo de

vida de sO quando sO é elemento de g

A esta cadeia estão associadas suas peculiares equações

de Balanço global

(4.21)( g+Y-À0)$g,i: 'YPg+i+].+g'GGoPg' ,s
p(g',s,g)Àsg+

+ lr. .GG0 g ip(g',s0'g) Yg+ vi g'àGopg' "

seg'nSP(g''s,g)Àsg

com geG0' i : 1,2, ... ,k e $g,k+l

Para gÉG0 as equações se tornam

(4.22)
Agpg : z'àco g ip(g',se'g)'Yg '

g'àGo g seg'nSP(g''s,g)Àsg

Propomos como solução para esse sistema a Distribui.ção

{Pg'gÉGoJutPg,i, i:1,2,...,k, geG0}
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(4. 31)

e

i;. ê Pg s' gg'.

(4.32) Pg,j.': ''T (TI+'FI+I+' ' '+Tk)Pg Se gaGO'

(ver (4 . 11) adiante)

pg são valores da DE da hipótese.
Pri.melro veria.camos que (.4.3) é uma solução para (4.2)

Usando (4.3) em (4.22) a verá.fixação é imediata pela hi

pótese sobre {pg}

Se usamos (4.3) em (4.21), obtemos:

(Ag-À0) -T (vl'''"i*l'

:g("i'.. .'"p. àc.pg'se >i Rspk

p(g's0'g)Àsg'+vi

t

l

g
+ T Pi g

g'eG0
>l p(g '

pC],...t . C

xo"iPg'

onde gCG0

As três Últimas parce.Las do membro direito somam zero pe

la hi.pótese de {pg} satisfazer s0-BL.

O remanescente é equivalente ã equação resultante da sub

tração da (g,sO)-Equação de Balanço local da g-Equação de Ba
lanço Global referentes ao ®'-PMSGV da hipótese, as quais sa
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bemol satisfez.tas pela hipótese sobre {pa} é uma distribuição
estacionãri.a para a cadeia de fases construída aci.ma

Acontece que podemos reduzir esta cadeia de fases ao +''-

PSMGV i.nicia.L pela i.dentificação de (g,.t),Cg,2),..., (g,k) a g

se geGn

Como

b.

pg : :!j:'g,:
se gCG0 (ver (-4.11) e por (14.31) é inediato que

tribuição estacionária para o @0-PSI'ÍGV

Como {pg,j.}utpg} e a Única DE para a cadeia de fases e

{pg} é DE .(Única) do $-PSMGV por hipótese, então (E,C) õ

®. -insensível
í l

s.q.d

Fica assim provada a insensibilidade ãs mudanças das dis-

tribuições dos tempos de vida de sO se nos restri.ngirmos as
distribuições do tipo estãgi.o (que incluem as exponenciais com

média 8n

Esta restrição ao tipo estági.o pode ser levantada da se

guinte maneira:

Se F. é contínua, então existe (ver Apêndi.ce l) lona se-

qüência de distribuições do tipo Estágios {F0,n' n>1} tais que

l

0

ll.>.n

FO,n(t) ------------ FO(t) , para todo t

Foi demobstrado em 1-[3] que as distribuições estaciona
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ri.as correspondentes a cada FO,n convergem francamente à cor
respondente a Fn contando que

rX D/'o rXI'.K ll #"'" I'.R

*o,«l. o''o,«m)a' -- *ol. o-'oaD'''

para x 2 0. Isso pode ser arranjado, o que nos permite assumir

a q). -insensi.bi.lidado para (. sendo qualquer di.stribui.ção con-
tinua

00

Uma i.mportante generalização em outro sentido é:

(4.4) TEOREMA: Se (.}l,C) é ©.-insensível para todo s de S'
onde S' é subconjunto de S não vazio, então (E,C) é

0 . . - i.ns ensível

DEMONSTRAÇÃO: Usaremos mais uma vez o método de estágios. As

suma.remos que o tempo de vida de um elemento s de S' tem dis

tribui.ção

k(s) :

%(-') : illl sn'iEs('),(4 . 5)

onde k(s) é o número máximo de estágios que s pode viver, ou

seja: os' :t+'JuÍ$''} sendo 4,' o usual e +'' tem çs - exp(Às)
para sgS' e se sGS', (. é dado por (4.5)

Consi.devamos mais uma vez a cadeia de Fases associada a

(E,C) e $ sendo que agora é necessário que cada estado espe-

cifique além de geG, qual a fase do tempo de vida de cada ele-

mento de gnS'

Seja geG. Se gnS' #@ usaremos, quando conveniente a enu-
meração



39

gns' = {sl's2,''',Sn}, onde n= IgnS

cremos de notações especial.s que passamos a
niT:

C4..ó){lg} é Jg.S- : {(el'e2'''''en), Igej.«k(sj.)}

Podemos agora descrever G que é o espaço de estado
cacei.a de.fases

{(g,lg): gGG, gnS' #(b, lge:/gnS'lutg: geG, gnS' :4)}

lg denota a fase prevalmente para cada sj.egnS'
Um DE da cadeia de fases teta seus elementos denot

por:

(41.7) pg,l. correspondendo a Cg,lg) e pg para g disjun-
to de S'. (.A parti.r de agora não usarenos o índice

g para lg)
As equações de BG para a cadeia de fases serão

U,8P Bg ' a;.g.S''Y'E sC2.s'XsJPg,l
(1)

; E ;.$:,:'-;*; '''
(2)

g'àc. g 'l se(g'nS)-S'P(g' 's,g)Às,g' '

defi.Pr.eci.s

daS

idos



(3)

' g'eGg sGS'-gpg'uls},l.lsp(g' 's,g)'Ysg'.{s} '

. g'eG: j:t g',l-ej'lj i"'jPk''si'g)Vi,g' '
(5) n

sU}'-g j:l g'eG. g'uÍsl-Ísj} ,I'ls-ej i"'jQ

' P(g 'utsl-Ísj },s,g)'Ysg- .{sl-ls.i }

(6)n

j:i g'eGg g':tsjl'l'ej jvej se(g'nS)-S'P(g''Ísj},s,g)

+

para g: gnS' # $, e

G
g {g'eGjg' nS' = gnS'c-

entre as transições aqui consi.deradas sÓ se incluem as
que acarretam o nascimento de um Úni.co elemento de S' ,isso em

decorrênci.a de S'-desconectividade de (.E,C) nas conde.ções des-
se lema em conseqüência de (3.1) e (2.6) que combinados dizem

que s'-balanço local para todo s' de S' impli.ca em S'-des-
conectividade

e

Isso também i.nfluirã na construção das equações corres

pondentes aos estados g disjuntos de S'

se g: gnS' = +, então

(4'8Z) AgPg : s(à- g':g'EnS':tsl$g'isP(g'
,s ,g)'Y +

sg

+ . E . .Õ,. . E. .p(g',s,g)Às.
g':g'fnS=.0' g seg'.nS sg
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Nessas condições simplifi.Gamos notações como nos casos

usamos l em lugar de lg' usamos yig em lugar de ysjg e etc
Usamos também o seguinte:

1 + a
S

signo.ficando que

i) se s pertence ao domínio de l entãCn somamos as ã
e. : l (s)

ii) Se s não pertence ao domínio de l então

l+asG/Doml u { s }

e

:.,. : {:-',;,} ; {.;:,.;:,
Também usamos

l-i. que é entendido comos=

ZsjeaDoml-lsj} se sj pertence ao domínio de l e
l(s) : es: : is.i

Se 0 < i < e entãos . s .J J

1- i. = (e. ,... , e. - i. ,
sj ' sl ' ' sj sj

Estando isso definido, consi.detemos agora o PSMGV com ba-
se em (E,C) e 4)' o qual assumiremos no início desse trabalho

ter uma DE Única que também é a úni.ca solução probabilística

da EBG (31)
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Esta distribuição estaca.onári.a será denotada por

{Pg'gGG}

ou si.mplesmente {p.}

Acontece que podemos considerar mais uma vez ''cadeia quo-

ci.ente'', agora para o caso IS'l >1 a qual é a componente X(t)

do PSMGV suplementado Z(t) =lX(t),Y(t)} com base em CX,C) e

4)', a qual, de manei.ra semelhante ao teorena anterior propo-
mos ser :

C4 . 9)
n À

Pg illl Ti (i.vei+ivei+l+'Pg,l ilrk (.j. ) )

se gnS' Ê $, e se gnS' $, então

C4.10) Pg : Pg

Aqui passamos a usar a notação

S'ng = {sl's2' ' ' ' ,Sn}

P

n
11 em lugar de ll

L. .bt=1 segnS'
e similarmente em outros casos.

A verificação das equações (4.82.) pelos valores (4.9) e
(4 .10) é imediata

Para (4.8.) 0 uso de(4.9) e(4.10) leva a



n n

(Ag ' j:l jg)Pg inl :6' (irei' {''ei+l ' ' ' ' ' ixki)

(iTrei'' ' ''iTk(i))Jg'eG.Pg' seg' Es-s'P(g' 's,g)Àsg'

+ TT

i1l:7i(irei'' ' ''i.vk(j.) g'àag ses'-gPg'uÍsJP(g'uts},s,g))'

Àsg'uts} '''

n

iEI ?i (irei'' ' ''i"k(i))g'eG.Pg '

(5)n Z#n À.

jlíej illl l (ixei+' ' '+Jxk(i))
i#J

g'eGg seS'-gPg''ÍsJ-ÍPglP(g'uÍsl-Ísj} ,s,g)Àsg-.{sJ-tsj }

(Ójni i. ej inl Ài (ivej.+''' i'Kk(i))]

êGgPg' {sj} sGg'nS-S'P(g''Ísj},s,g)Xsg'-Ísj}
(1)-(1') n n

J\ Ti(irei''' ' ''ixk(i))PgXig

Essa Últi.ma parcela foi calculada da segui.nte maneira

n n

(1)-(1 ') : jlll$g' I'ljVjg ' jliPg, IYsg

n X: n À:

Pg jlll'Vjg J (jxej'l'' ' 'j"k(j))iai Xj. (iKej.'' ' ''i'rk(i))
t#J

. ll À= ll À:

Pg jlllVjg b (kvej''' ' j"k(j))ilt { (i"ei'''''i"k(i))

+

g)Àp(g',s jg' '''j '

i#J

(2) r n Àln
.:l Yi i'Kk(i))]..>1. Pgg'eG

g
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p: j!:*jg j"., :!:

Se somarmos membro a membro as equações (s.i,g)-Balanço

Local para s.iCgnS' vemos que as 4 Últimas parcelas ((.4),(5),
(6),(1-1')) se anulam sendo que as parcelas restantes formam

a equação resultante da di.ferença entre a equação g-Balanço
Global e a soma das (s,g)-Balanço Local é a igualdade resul-

tante é satisfeita pela hipótese fei.ta sobre {pa}

Acontece que

z#J
(i.Tej + ' ' ' +lík(i) ) '

:';:'.;.':: : '; } [:;: ] ':"':. i"k(i) )l

[:E: q q"' '. ' ''i"t(-n)]}
l À;

: Ti (i"ei''i"k(i))

k(n

'n '
' +nlrk(n) )l }

Essa Último somatório vale 1, poi.s

(4.11) e.illl ?i l eito ej.+l+'''+ixk(i))

e E((. ) = 1/X; por definição.

Repetindo esse processo n-l vezes mais chegamos a
l

C4 .12) pg' gnS' # $

Como hã apenas uma solução para (4.8), no caso é (4.9) e

-:Íllzll
*y'...*y'
e2:l en:l

-.{llÊI
l

:'Tule'i
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(4.10), por (4.12) fi.ca demonstrada a '>s'-insensibilidade (ca

se de estágios)

Usando o mesmo argumento de convergênci.a fraca do Teore

ma anterior, fazemos a necessária generalização

c.q.d



CAPITULO 5

EXEMPLOS

Começamos este capítulo pelo exemplo mais trivial possí-

vel. Esse exemplo não ilustra a riqueza da teoria nem os re-
cursos da linguagem aqui usada mas, sendo famíli.ar a todos,a-

juda o processo de fama.li.arização na sua aplicação em caso
concreto.

(5.1) EXEhlPLO: Uma cadeia de Nlarkov comum a tempo conta'

nuo, finita, em nosso esquema se exprime assim:

G : {t1},{2},

e

S : {1,2 ,. ,-}

Os e]ementos da habitual matriz de transição [p(i,j)]se

ri.am designados como

p({i} ,l, {j }) : óilp(i ,j)
As velocidade s

c(i,{j}) : âij

46
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Os tempo.s de vida dos elementos i tem média l/À

Nessas condições, as EBG coincidem com as EBL e são

l

xiPi
n

j:l jpjp(j,i)
P

e vemos que todos os elementos de S são insensz'vais se fizer
mos a cadeia irredutível

Se fizermos G:N, ou seja: tornamos a cadeia infinita,e-

la pode ser recorrente post.uva dependendo dos Àj e p(i,j) e
satisfazer as EBL apesar de a correspondente cadei.a de saltos

ser eventualmente recorrente nula. Isso mostra que a hipótese

sobre a cadei.a de saltos fei.ta no Teorema 3.1 (recorrência po-
sitiva) não é de fato essencial, apesar de não se ter encon-

trado maneira de dispensa-la na demonstração
0

Concretamente: seja

0 P(1,2) 0 0
pC2,1) o p(2,s) o
P(3,1) 0 0 P(3,4)

e

com

P (i,i'l) CI - -})

P(i,l) : l/i

para i > 1 e, para fazemos p(1 ,2) = 1



48

Fazemos também X: = i.

Nestas condições temos que a cadeia de saltos (tens)o dis

Grelo) é recorrente nula e irredutível

>l p (i ,l)
iz2 iS2

Por outro lado, com tempo contínuo e as médias fixadas
acima, temos as EBL= EBL com a :forma

ÀiPi >lxjpjp (j , i)

o que, para i = 1 se torna

pl : j>jzj pj ' l

e decorre que, se hã solução probabilística pl ; 1/2.para i> 2
as EBG tQHam a forma

CS.z) ipi : ci't) pi.ill

e para

2 P2 : PI -::> P2
l
4

Para i > 2, temos por (5.2)

1 .9

Pi : Pi-l ::T=
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que equi.vale a

Pj..l -.H
o que i.ndutivamente leva a

Pk P2

as quais bati.sfazem (5 . 2)

Como

*!:'* : - : *!: 4#F
o distem'a tem uma solução probabilística, e ficam ilustradas
nossas afirmações acima

(5.'3) EXEMPLO: A fila G/G/.l/m com a disciplina ''ultimo a

chegar, primeiro servido'' (preemptive)

Essa é uma fila que aceita todos os clientes que chegam,

e o servidor emprega toda sua capaci.dade de trabalho em ser-

vir o Último cliente a chegar, interrompendo o serviço a um

cliente no instante da chegada de um outro. Nosso esquema se-

rá apresentada como:

{0 , 1 , 2 , . . . ,n} ,neN} ,

{0 ,1,2, . . . ,n} 8 gn

c(0,gn) c(n,gn) : l
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c(i,gn) 0, para 0<i<n

O elemento O deve ser interpretado como uma fonte; cada
''morte'' de zero causa o nasci.mento de um outro elemento, além

do renasce.mento de si próprio; conseqüentemente temos

0

(.lê-se: o sistema salta de gn a gn+l pela morte de 0) e tam
bém

P (gn'0 ,gn+l) : l

A taxa de nascimentos ou mortes de 0 é À. As outras Úni

cas transe.ções possz'vens são

gn+l n+]. g8

Os doi.s tipos de transição possz'vel são respectivamente,

a ''chegada de um cliente'' e a ''partida de um cliente'' em lin-
guagem de filas. Referente ao segundo tipo temos para j > o:

p(gi'j ,gt) â i ,j ' 6 z+ l ,j.

Salientamos que esse é um caso em que c(j.,gn) : 0 para al-

guns elementos de gn (n>1, 0<i<n) e portanto não satisfaz a
hipótese do Teorema (3.1))
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Pela chegada de um novo cli.ente, toda a capacidade de tra-
balho do servidor (Único) seta imediatamente empregada neste,

até a chegada de um novo cliente ou até a sua partida. sendo

isso definido pela disciplina menti.onada e pela determinação

das velocidades. Fica assim definido também que a parti.da de

um cliente renova o atendimento ao agora Último, antes penúl-

timo elemento, até a partida desse ou a chegada de um novo.

As EBG se escrevem para este sistema como

ÀPo : PPI

(À+P)Pn : PPn+l Cnzl)

onde À'l.= E(1(0) e p'l = E(lçi), i> 1.Se paê < 1, o sistema seta
ergódico com solução única probabilística

Pn : P (l-P) n 2 0

Esta solução satisfaz as l-EBL para i> 0, que são

ÀPi : PPi+l

As 0-EBL são

ÀPi : ÀPi-l, i à l

e não são satisfeitas pela DE acima e concluímos que o ESMVG

M/G/l/m é q'..+-insensl+vel
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(5.4) EXEMPLO: A Fila G/G/k/0 com k servidores,sem capa-

cidade de espera: o cliente que encontra todos os

servidores ocupados é perdido.

Em nossa linguagem esse esquema é descrito como:

S : {Q,l ,. . . ,k}

G : {s'SIOCg}

Outra vez o elemento 0 é a -'fonte'' de clientes de todas as

d.emais posições (elementos i de g, ig 0) as qual.s tem cada uma

um servidor exclusivo. A fonte estafa sempre aviva e com ve-

locidade la menos em gk ê{0,1,2,...,k}, ou seja

c(0,g) = 1 se g # gk e c(lO,gk). : 0

Usamos gO ê {0} e temos

a) g --l-- g - {i} se g # g0' iGg, i # 0

b) g --!L» gutj} se g# gk' j.Ég, j # 0

e interpretamos , respectivamente, asse.m:

a) o cliente j. parte;

b) a fonte envia um cliente ao qual se atribui o servi-

dor.j com probabilidade v(g,j);

c) a fonte envia um cliente que é rejeitado, o que Õ e-

quivalente a dizer que a fonte esta inativa em gk se,

L
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como suporemos adiante, a fonte é markoviana

Us aremos as intens idades

XO : À e Ài ; uj.' l g i g k

As EBG são

r k \ k

':l*' :!:":l : :!:p;-Í:l":
gGG iÉg

k

j=lPg-tjlXxCg'Íj},j) + Pg'À'6g,gk
jCG

+

aqui us amos

P(g , 0 , gu {j }) T (g ,j ) , p(guti} ,i ,g)

e

P(gk'O,gk)

As í-EBL são

PgPi Pg-tilÀv(g'Íi},i)

e para 0 e g, g # gk

xP.

Se o sistema satisfizesse 0-BL, então por esta equação
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pg : 0 para g # gk e portanto teríamos pgk
Vamos bons i.deram

lr(g ,i) :

k+l-lgl

A DÉ do sistema seta, então

(k-l) :

(k-2- l g l )
i€g

Pg

Em particular p. # l e, portanto o sistema não satisfaz
0-BL e se tivéssemos uma versão mais forte do Teorema (3.1)

(c(i,g) 2 0 e não c(i,g) > 0) poderíamos concluir por ele que 0
não é um elemento insensível, como o são todos os outros

k

+





APENDICE l

CONSTRUÇÃO DE UlqA SEQUÊNCIA DE'VARIÁVEIS

ALEATÓRIAS QUE SÃO 141STURAS DE EXPONENCIAIS

E CONVERGEM EM DISTRIBUIÇÃO PARA UMA V.A.

CONTINUA POSITIVA DADA

Seja T uma V.A. Contínua, positi.va. Fii:ado um número na
tural não zero n definimos

:». ,: : ,(,»i1,»9], ,.::
i>o big:l-ai=PITs:T>i-il, b0:0

É claro que estas sequências dependem de n, mas serão u

sadas de modo a não levantarem dúvidas razoáveis.

Seja J uma V.A. discreta com a seguinte distribuição

P (J;k)
k-l

b.k inOai

J também depende de n Interpretando J

-'':*, : i, ' i, » ilil i, » « ,i
56
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kk-l g T <
1]

Cancelando o numerador de cada fatos com o denominador do

favor segui.nte , temos :

(1) po:© : plJs/'T '*l

Definimos também

(i > o)
n

X :' exp (n) , XO É 0

ou seja: são exponenciais com medi.a l/n e vara.anciã l/nz para

i > 0, e XO é 0 com probabi.lidade l

Podemos então defi.ni.r

n n

'r« :: :ll.*j.
n

Como. o contexto. perdi.te, usaremos Xi em lugar de Xi

Uma figura ilustrativa é

que pode ser interpretada como

Uln dispositivo pode cumprir uma seqti.ênci.a de tarefas cu-

jas durações são respectivamente XI'X2'... Após o cumprimento
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de uma tarefa (i) o dispositivo é submetido a uma inspeção ins-

tantânea e será aprovado para a tarefa seguinte (i+l) com pro'

babilidade a.i e reprovado com probabi.lidado bl , nesse caso en-
cerrando então sua carreira. O número de tarefas cumpridas é

dada por J e o tempo em que são cumpridas é dado

Queremos mostrar que a seqüência das distri.buições de T

Seja e > 0 arbitrário

r'*."' : ,l:{.*:«l : *}.,l*l.*:« ,:*l--:*,

*}.-ll}.*:«l,.,:« : *}.;*
«[n(t-c)] k'En(t-c)]KkKEn(t+e)] k +

(c) n

k>En(t' e) ]Zk

onde [t] indica o mai.or inteiro menor que t

Trabalhando (a) ,(b) e (c) separadamente

a) para Ogk<En(t-e) ]

: : ,i:}.*:«i : ,i:'E' :*:«i

-l:"'lç':*:-";-«íl :

(+) Sendo Êl= e+(t-c) - [n(t-c)] 2 E
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[n(t-c) ] 1 « ên

,( 'nNI » .l ;
[n (t:-e) ]Var X

li:o2 [n (t-c) ]

n2c2
n ;'r' oo l

b) para [n (t-c) ] g k g [n(t+c) ]

' ' ::llXlll*,i:l.*:«i, ,:*, : .lllElll: *
: ::ll1111* ,:*] : -1":". , :úu'-l

c) para k > [n(t+c)]

k
E xl0 g P < t

i:o -(:"x':*:« ): ,('"x''*:- '**.,«-.]

-l-'"X':*:."F:n»:l .-l :"X':-";-i » J ;
' «- '"X':*:/': ; '':EP '-- .

onde

Ct*c) + [nCt''c:) ] . .
n

Tomando 6> 0 e para n suficientemente grande temos por
CI) e por (a)

(:k:k) Chebi.shev
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' ,. '.. ... .\ [n (t-c) ]-]
0-nPIT«!!L-.i l ''-tk>1 J''(l.ó)p0:H :

[n(t-c) ]-] n [n (t-e) ]-]
g .E. Zkg .}l. P(J:k)k:O " k;O

Similarmente, por (1) e por .(c), temos

Concluindo: usando as desigualdades acima e mais a

ida com (b) , temos :

[n (t-c) ]-]>l (i-õ) P (J:k)
k:O

o.que é equivalente a

(l õ)p IT < EIL-n l g P(Yn<t) g PIT < EIL(ii;=.Ç)31 +

*.,( K:u ':-qFa). ',[,»'Kçu}

n

k>]n(t+e)]Zksk»[n(t+c:)] P(J:k) : 6P

[n (t'e) ]
n0

segu

[n (t - c:) ]<
n

con

[n(t-e)]-]
>l i"(J :k) '''

k:O

E õp(J;k)
k»[n (t+c) ]

T $ +

Fazendo n -} m , temos

(1-6)P(T < t-c) g limninf P(Yn < t) g

É limnsuP P(Yn < t) g P(T < t-c) +

+ P(t-csTst+e) + 6P(T > t+e)
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Fazendo agora c:'»0 e (5-*0 e lembrando que T é suposta
contl'nua chegamos a

P(T < t) g limnsup P(Yn < t) P (Yn < t) $

É P(T < t) + O + O,

ou seja

lim P(Yn < t) P(T < t)

para todo t real

c.q.d
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