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INTRODUGAO

Este trabalho esta baseado principalmente em uma série
de 4 artigos publicados por R. Schasberger (I,II,III,IV) so-

bre esse assunto.

A "insensibilidade ", a grosso modo, consiste em a Dis-
tribuigéovEstacionéria (DE) de certos processos serem insen-
siveis a certas mudancas, nesse caso insensivel a mudanca das
distribuicoes de certas Variéveis Aleatorias (VA) que descfe—
vem o intervalo entre eventos de certos processos pontuais in-
ternos do Processo, desde que se conservem'constantes as me-

- dias dessas VAs, ou seja; a DE do processo so6 depende das mé-

dias dessas distribuicoes.

E evidente a qualquer probabilista que esta €& uma proprie-

dade bastante interessante tanto em teoria como em aplicacoes.

"0 que faremos nesse trabalho sera principalmente dar uma

caracterizagao dessa propriedade.

Esse tipo de processo e a insensibilidade tem aplica-

goes em filas, confiabilidade,... .



CAPTTULO 1
A CONSTRUGAO DO PROCESSO

Antes do processo em si construiremos uma ""base fisica"

para ele.

Uma 3-upla
(1.1) (GEp) = %

-€ chamada "Esquema Semi-Markoviano Generalizado" (ESMG) se:

a) G € uma familia enumerdvel de conjuntos g; Sera o es-

pago de estados do processo: G= {g}.

b) S € um conjunto enumeriavel tal que 0< [gnS| <  para
todo g. gnS seri o conjunto dos elementos "vivos' quan-

do o processo estiyver no estado g.

c) p=1{p(g,s,*): g€G s€gnS} e uma colecao de distribui-
goes de probabilidades em G satisfazendo: p(g,s,g') =

= 0 a menos que gn S\{sl}cg'ns.

Significa que estando o processo no estado g e terminan-
do o tempo de vida do elemento s, s€gnS (s morre), a probabi-

lidade do estado resultante ser g' € *p(g,s,g").

A construgao do nosso processo requer tambeém,



a') Uma familia
(1.2) : ¢ = {CS;SGS}

de distribuigoes concentradas -em RY com média finita,
pelas quais se determinam os tempos de vida dos ele-

mentos s ao ''mascerem'.

b') Uma familia
(1.3) . C={c(s,g); g€G, s€gnS}
sendo os c(s,g) numeros reais positivos satisfazendo:

I c(s.g)>0,  Vg€G
segnG

Podemos ver c(s,g) como a velocidade com que se escoa o

tempo de vida do elemento s quando o processo esta no estado
gl
Para facilitar referéncias, quando conveniente usaremos

enumeragoes, como por exemplo:

G={g1,g2,g3,..-}e

g;ns = {sil’siZ""’sini}’ n, = IginSI

Descreveremos uma realizagao do nosso processo assim:



Escolhemos um estado e um conjunto de nUmeros positivos asso-

ciados, por exemplo:

g;€G e {yil’}EZ""’yini}
gi-escolhido segundo uma distribuicgao inicial e yij segundo a

distribuicao S sijegins.
ij :

Dizemos entao que no tempo t =0, o processo X esta no es-
tado g;! X(0) =g e cada elemento sij de ginS dispoem, con-

tado a partir de t=0, de um tempo de vida yij:

Y(O) = (Yi1(0)$"'sYini(0)) = CYileiZ,'°"Yini

Seja Tl 0 instante da primeira morte de um elemento de

ginS, digamos Siq° OU seja:

—3
]

min {t: ¥ij ™ tc(si.

,g.)=0} =
lsjsni J 1

= min
ISJSnl{le/C(SlJ 1g1)}

no nosso exemplo T1==yia/c(sia,gi)

Nesse instante escolhe-se um novo estado,digamos 8e» S€-

gundo a distribuicao
P(g;ss;,-°)

Para t, 0< t<T,, temos:



X(t)

]
0
o

Y(t) = (}’11 - tC(Sll ’gl) 300 0 ,Yin. - tc(sil’l- ,gl))

Seja

y .
T, = min {—Tf—sz——T+ T }
2 1sj5ni ¢ Sej’ge 1

- -« - - - -
seja b o indice que realiza esse minimo: onde

yej = ylj' - Tlccsij ' ’gi)

= s _ ~ -
para sej sij' e j'#a, e se senginS ou sej Sia entao yej e
~escolhido segundo a distribuicao ¢
, 83
Dizemos entao que para'Tls t<T2
X(t) = g © '

D)

Y(t) = (rgp = (0-Tdelsg) 8e) e v Yen = (E-Tpdels, .

1

Em T2 escolhemos entao um estado 81 segundo a distribui-

gao
P(gg:Sept) ©

seja T3= ... e continuando assim indefinidamente temos como

fazer uma realizagdo genérica desse processo.



Chamaremos entao a
Z(t) = (X(t),Y(t)), t=20

de "Processo Semi-Markoviano Generalizado com velocidades su-

plementado' (PSMGV suplementado).

Em palavras, podemos dizer que o processo comega num es-
tado g;» cujos "elementos ativos'", ou "vivos" sao os sij de
g;nS; os tempos residuais sao dados em t =0 por ¥i5 ® sao. re-
duzidos a velocidade c(sij,gi), até que ocorra a primeira mor-

te de um componente ativo de g5 digamos Sia
A morte de S;q Causa o "pulo'" do sistema a um novo esta-

do 8-

-3

O novo estado, em conseqiiencia da réstrigéo imposta a
p(g.,s,*) pela definigao, contém todos os componentes do esta-
do ‘anterior g;» com a possivel excegaQ de S;,+ que entretanto
pode ser revivido em 8e>» © possivelmente alguns elementos no-
vos; os tempos residuais de vida dos elementos ativos de g5
nao sofrem alteragao na transigdo, mas ficam sujeitos a redu-
gﬁo segundo velocidades eventualmente diferentes no novo es-
tado, sendo essa a diferenca fundamental para com oS processos
sem velocidades dependentes dos estado. Elemento de g, que nas-
ce com a transigao tem seus tempos de vida determinados pe-
las correspondentes distribuicoes e sao contados a partir da

ocasiao do pulo.

E importante estabelecer que as ¢, devem ser escolhidas

de modo a nao permitir mortes simultaneas.



A continuidade das ;g garantem isso com probabilidade 1.

A componente X(t) de Z(t) & chamada sua '"G-componente' e

€ o PSMGV, Y(t) serda o seu "suplemento'.

Se cg==EA, entao ‘a componente de -Y(t) correspondente a
vida residual de s pode ser eliminada como conseqliencia da

ausencia de memoria da exponencial.

0 par (£,C) sera chamado "Esquema Semi-Markoviano Gene-

ralizado com velocidades" (ESMGV).

(£,C) sera dito irredutivel se para todo par g,g'€G, e-
xiste s;E€GnS e uma seqliencia finita {(g ,S - )}J _1 tal que ngG
e s.€g.nS e:

%

1

n—.
I . ,S.
=1 (gJ

p(g, SO,OI)C(SO,g)[ ,gj+1)c(sjgj)]-

J J

‘p(g,.s, .g")c(s ,g ) >0

Z(t) € um processo de Markov.

Para processos como esse sO ha resultados gerais a res-
peito da existéncia e unicidade de Distribuicdes Estacionarias
(DE) para G finito. Para G infinito a questdo € muito mais di-

ficil e ndo conhecemos resultados gerais.

(1.4) 1Isso posto dizemos que um PSMGV suplementado sera
chamado "simples'" de (Z,C) € irredutivel, se nao
termina em tempo finito com probabilidade 1 e se

tem uma DE (Unica).



Esse trabalho trata de DE's de PSMGV suplementados sim-
ples com base em um ESMGV (Z,C) fixado em colegbes ¢ cuja va-
riabilidade motiva o conceito principal nesse trabalho: a in-

sensibilidade.

(1.5) Um ESMGV (Z£,C) € dito ¢-insensivel onde & & uma co-
lecao de familias ¢ = {z,s€s}
(ver (1.2)) se todo‘PSMGV com base em (£,C) e ¢€® € simples e

tem uma DE que & a mesma para todo ¢€6.

A cada ¢ esta associada uma familia {A;I,SGS} ou simples-

-1 -1 _ :
~mente {Xs } onde Ay =Br, (A>0)

(1.6) O prototipo de ¢ para a qual a insensibilidade sera
estudada &
L

o = ¢S.{A; = {¢={cs,ses}}

ot |

onde E¢$= As

e se sgS' entao ¢ = Ey (¢) e ¢ produz

com (Z,C) um PSMGV suplementado simples}

onde

E = {l= I , S'eS, S'=z0.
(8 = A=D1 (o ¢

Para S' = {s'} sera usada a notagio Qs‘{xs}'

Se ¢S.{AS}—insensibilidade prevalecé entao a DE {pg,gGG}



do PSMGV com base em (Z,C) e ¢€¢S, nao depende da exata forma
das distribuigoes Cs’ SES’', ou seja: so depende das g SES',

atravez das suas médias.

A abordagem usada nesse trabalho para se derivar alguns
dos resultados aqui. testados depende pesadamente do assim cha-
mado ''método de fases'" (ou "estdgios'"), que consiste no seguin-

te!

Seja para todo sES:

o~Mm 2

(1.7) ¢' = {;S= ﬂk'(EYk*EYkrl*'f'*EYl)(f)}

onde EYl*Emz*"'*EYk significa a convolugao dessas distribui-
coes e {m + 1<k<N} € uma distribuigdo de probabilidade discre-
ta e N ﬁbde ser finito ou infinito, e Y € T em geral depen-

dem de s.

Nessas condicoes uma cadeia de Markov chamada 'Cadeia de
fases'", ou '"Cadeia de Estagios" pode ser considerada com base

em (£,C) e ¢ como se segue:

Quando construimos (uma realizacao do) o PSMGV com base
em (X,C) e ¢' e precisamos estabelecer um novo tempo de vida
segundo alguma £,€¢', em lugar disso na correspondente cadeia

de fases realizamos um experimento segundo

Y
‘n- ;]
kfx=1

e se o resultado € k, fazemos s '"viver" k faSes consecutivas

independéntes, numeradas {k, k-1,...,1} onde a fase i tem dis-

1 =" . P |
tribuigao exponencial com média ¥~
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Isso significa que a duragao total do tempo de vida de s
teria duracao segundo 9 sob velocidade unitaria e se o esta-
do prevalente € g a velocidade c(s,g) € aplicada independen-

te da prevalente fase.

Sabendo do estado g e suplementando isso com a fase que
cada um dos seus elementos ativos se encontra significa conhe-
cer a variavel aleatdria a qual flutuara em tempo continuo a
maneira Markoviana. Esta cadeia de Markov € a ''cadeia das fa-

ses" com base em (Z,C) e ¢'.

'Ela tem uma distribuigao estacionaria Unica — e entdo &
chamada Simples — se e s6 se o correspondente PSMGV (a '"cadeia

quociente de que falaremos adiante) for simples.

A vantagem no uso de tais cadeias & ser possivel uso de
técnicas algébricas simples, com a desvantagem das provas cor-
respondentes serem menos gerais. Como as distribuicoes de VA's
tipo estagios (fases) (1.7) sao, na topologia da convergencia
fraca densas no conjunto das Distribuigoes (ver Apéndice 1) e
ha resultados a respeito da convergéncia das correspondentes
distribuigoes estacionarias dos processos (I-[3]), julgamos po-
der usar o método de fases sem perdas significativa da gene-

ralidade e aplicabilidade dos resultados.

Lembramos que as VA's com distribuicao com (1.7) incluem
as exponenciais, inclusive em casos nao obvios (ver hipotese

do Teorema (3.1)).



CAPTTULO 2
BALANCO LOCAL

Este € um conceito que se mostrara fortemente relaciona-

do com insensibilidade.

Se o PSMGV com base em (Z,C) (irredutivel) e &' = {cs =

= E, , s€S} e Simples. (¢' para nds sempre sera essa familia
s

so de exponenciais) entdo sua Gnica DE & a Gnica solugdo pro-

" babilistica do sistema de equacgoes:

(2.1) A x = x, J plg'.s,g@)A_ ., g€GC
£ 8 g'ec & seg'ns 58 .

onde
(2.2) . Asg = Asc(s,g) e
(2.3) A=

. %
& SE€EgnS 8

Este € o chamado Sistema de Equacdes de Balanco Global

(SEBG) .

O sistema acima e as vezes compativel com:

(2.4) X A = é X« ) plg'.s,g)A, .+
& 508 g'fc, & seg'ns 58

<1 1=
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& Z x_p(g',s,,8)A
gveGO g 0 S

08

para s fixo e todo‘gGG0 = {g€G, soeg}.

Nesse caso se diz que (£,C) € '"Localmente Balanceado com
respeito a so" ou "Satisfaz as EquagOes de Balanco Local para
so”'ou simplesmente " (Z,C) €& sO—BL”, como usaremos de agora
em diante. Devemos nos lembrar sempre que ha um conjunto {Agl}

de médias subjacente quando dizemos 's-BL".
Em palavras (2.4) significa:

"o fluxo para fora de g atribuido a morte de s, iguala o
fluxo para g atribuido ao nascimento de so" (incluindo renas-

" cimentos).

Nessa secgao, Balango Local (BL) sera investigado sem re-

ferencia a insenbilidade.

Se (z,C) for s-BL para todo s de S subconjunto deS, re-

sumiremos isso com a notacdo S'-BL.

O primeiro conceito ao qual ligaremos BL sera "desconec-

tividade”

(2.5) DEFINICAO: O esquema (Z£,C) sera chamado S'-descone-

xo (S'CS,|S'|>0), se no maximo 1 elemento de S' po-

de nascer de um pulo, ou seja:

p(g.,s,g')c(s,g) =0

para toda 3-upla (g,s,g') incluida em um dos casos
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abaixo:

!

a) |(g'qS')\(gnS')|> 0 e sES', s€g
b) |(g'nS')\(gnS')|>1 e sgS’.

¢) [(g'nS')\(gnS')|>1 e s€S", sfg

D\
)

A relagdo entre Balango Local e S' desconectividade

seguinte

(2.6) TEOREMA: Se para algum conjunto de médias associa-

das {Agl,ses}, (E£,C) satisfaz EBL para todo s€S',on-

de S' & subconjunto de S nao vazio entao (r,C) € S'
desconexo.

DEMONSTRAGAO: Consideremos’
= {H: Hes', |H|=2}

Se (£,C) for ndo S'-desconexo, entiao, para alguma 3-upla (g',

s,g) a morte de s ativa mais que um elemento de S' e portanto

o conjunto dos elementos ativados por essa transigao contém

algum HEZ .
Por contraposigao, se (£,0) LoT H-desconexo para todo HEH
entio (I,C) sera S'-desconexo. Basta portanto provar H-desco-

nexidade para todo HE .
Seja H=1{sy,s;,}

Lembrando que Gg = {g€G: s€g! definimos

1 Sl 43



G, = G_ \G
2 s2 s1
G = G_ nG_
12 sl 52
G = G\(G_ uG_ )
21 B
e notamos que
G = G1UGzUG12UG

Assumimos que o processo em consideracao tem DE dUnica

'{pg} e sabemos que {pg} satisfaz S'-BL.

Tomemos g em G12 € escrevemos a correspondente EBG com

suas parcelas convenientemente separadas:

taget Lo opgr 1 plgls.e)hg,

Ap =c +u +v _+a I
28 g'€eG g S#51,S,

geg g g g '"lg
s€g'nS

~onde

c = E_p ' z p(g',s’g)x ' +
& g'6G-8 seg'ns &

+ ) pop(g'.s.@dA o+ 1 p_.plg.s,.g")A. .
g'GGl g 1 Sg g'GGZ g 2 5,8

(O teorema estara demonstrado se mostrarmos que OsS cg sao
nulos pois em cg sao somadas as parcelas em que nascem O0S 2

elementos de H).

u = § p_. ) plg',s,g)A_ .



= 1& -

L plg',s,g)A__,
g g'€G, g 55, sg

a. ; Z p 'p(g"s"g))‘
Gy, 8 vl

Em ug, Vg’ alg’ azg sao somadas as parcelas em que somen-

te um elemento de H nasce; o outro ja estava ativo (vivo).

Por hipotese {pg} também satisfaz as EBL para s€S' as

quais para s; €5, e gGG12 tornam a forma respectivamente de:

>
o
]

c _+ + a, -
s,ePg ~ “g7 Vgl g

>
e
H

c.+u_+a
g g g
que implicam em:

+ (c_+ u04-vg*-alg+ a

g g g

"5 g As,g)P 2g g

s1g

Somando e subtraindo ao primeiro membro: a parcela

) P :
g'eGlz g E p(g ’Sag)xsgv

515152
SEg'nS
temos
A -2 - A - , v.s,g)A. , = -cC
(hg = X5 g~ *s,g)Py g'gé Pgr 1 Plg'hs,@)hg, .

12 =~ F%5y 8y

Somando essa equagao membro a membro para todo gGG12 te-
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mos:

pois

p_' ! plg',s,g)A__, =

pGG12 g'GG12 & S#S,,5, S8

n
o~
e

) [ ) p(g',s,g)]l .=
g sg
§%5y +8p "BEGy 5

sC-g'nS

i}
~—1
o

g| X (1)}\ =

sg'
szsl,sz
sEg'nS

1}
o~

(A, - A y = A ). ’
g'GGlng ( g Slg SZg )

0 que justifica o anulamento do primeiro membro.

Como cg:zO para qualquer geG12 temos cg==0.

c.q.d.

_Um outro conceito importante é apresentado:

(2.7) DEFINIGAO: Dizemos que (Z,C) tem a "Propriedade da

atencao instantanea a s'', (s-AI) se:

a) 0<p(g',s',g)c(s'g") g'€G_, s€gnS implica em
c(s,g)>0, e

b) 0<p(g',s,g)c(sg'), g'€G,, SEGnS implica em
c(s,g)>0.

Em palavras (I,C) tem s-AI se o tempo de vida de s passa
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a ser reduzido a uma taxa positiva ja a partir do instante em
que nasce.

E imediata a seguinte conclusdo:

(2.8) TEOREMA: Se (&,C) e sy~ BL, entao (Z,C) possui s,-

0
- Al.
DEMONSTRACAO: Olhando para (2.4) vemos que se pg-AS g =0, en-
) 0
tao c(so,g)==0 pols assumimos pg:>0 e 58 >0.

Como cada EBL considera todos os pulos que acarretam o
nascimento de Sp como elemento de um certo g d GSO e a soma do
membro direito sO tem parcelas positivas, entdo sdo todas elas
nulas, o que prova o teorema por contraposigao.

c.q.d.
Outro aspecto da questdo BL é&:

(2.9) TEOREMA: Se (z,C) € s,BL para algum conjunto de

médias associadas'{kai} entao o sera também para

{p-l} onde p_ € arbitrario e p_=A_ para s # s
S Sy . S S 0

a>0 arbitrario, contanto que haja uma solugao pro-

e

_babilistica para (2.1) com {ugl} em lugar de {Aal}.

Assumimos que o sistema dado por (2.1) e (2.4) tem wuma

tnica solugao probabilistica {pg} gE€G.

Se substituirmos nesse sistema A_ por u e A por A_,
S S s s

s€S\{s;}, o sistema resultante deve ter também uma Unica so-
lucao dizemos {qg}. Isto € de fato verdade e pode ser verifi-
cado fazendo

se gEGs e q =-%Apgse gGGs )

(2.10) Mg = aK>\S e q = Apg ; g

0 0 g



“ T8 =

e A € uma constante normalizadora.
Vamos a verificacao:

Para a verificagao de BC basta a substituicao e direta

constatacgao.

Para BG e gGGs separamos as parcelas de (2.1) em agru-
0
pamentos convenientes e fazemos direto as substituicoes indi-

cadas:

A
o ak + ) =
K pg[ N R ]

s#s)
s€GnS
A _
) 'éG K pg. S#S (g',s,g)ax | +
g 0 #Sg P8 »5.8 sg’
- s€g'nS
+ 7 RBop plg.sg.gaka, o+
g'éGO K *g 0 S8
+ Ap_, ] p(g',s,g)ax
g'éG g s€g'nS S8

-Como ja podemos assumir BL entdo podemos cancelar a pri-
meira parcela do primeiro membro com as duas Ultimas do segun-

do membro restando

Aa

= P z A =
K "g $#Sg S8
SEgNnS
A
= }] TP, I plg's,g)ar
g'es N T8 sds S8

s€g'nS
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Simplificando o fator comum %? vemos que a igualdade re-

sultante € (2.1) subtraida de (2.4) membro a membro aplicada

a {pg}, as quais sabemos validas por assungao. Isto demonstra
BG para gGGS

Para gﬁEGS a substituicdo leva a verificagao direta.
0

c.q.d.



CAPITULO 3
INSENSIBILIDADE IMPLICA BALANGO LOCAL

Parte das relagoes entre balanco local e insensibilidade

€ contida no seguinte resultado:

(3.1) TEOREMA: Seja (Z,C) irredutivel e sg - PAI, s fixo,
sOGS e c(s,g) >0 para todo s e todo g.
q)' = {(;'S', SGS, C;S"'E)\S]’ e
" = {C;; ty = £l para s=s;, e

g" ~m,E, () +7w,E, *E, ()}
sO 1 xl 2 Al Az

= Se Ty nz,_xl, Xz obedecem a

-] =1 =1y _ s=1 _ ”
(3.7Z) L >0, LR 7+n2(A2 +Aq ) = ASO = E(CSO)
e Al"l zkso
Denotaremos AS por AO.

0
Se (£,C) € {¢',¢"}-insensivel, e se a cadeia de saltos i-

mersa do PSMCV baseado em (I,C) por meio de ¢' €& recorrente

-20-
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positiva, entao (I,C) € s.-BL.

0
PROVA - Por assungao, o PSMVG - ¢' ¢ um processo de Markov com

distribuigao estacionaria (Unica) {pg}geG satisfazendo EBG.

Seja G0= {g€G; sOGg} e usando a enumeracao:
GO = {gl,gz,...}
(nao confundir com a enumeracao de G do Capitulo 1), podemos es-

crever as equagoes de balanco Global, com as parcelas conve-

nientemente arrumadas como

- (3.3) p:.L (Ai—)\Oi) - Zpi Z P(gj 75,gi)>\sj + )‘ini =
J SZSO

+

gpjp(gj’sorgi)AOi

onde pi==-‘p-gi ‘AOi = AOi-c(sO,gi).

-Estas equagoes formam em conjunto um sistema que pode ser
escrito em forma matricial como:

-ATp4-AOC°p = d-fAIPT(C°p)

onde

Ile

pgl’ c = (Clsczs"')’ C.

P = (PysPps-+-)s Py ; = c(sg.g;)s

d = (dl,dz,...) com
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d.= } p, 1 pP(g,s.g:)A, ;
Y g6, & segns 1775.1

CoPp = (Cl'pl’C2°p2”")

onde

(7 plg:.s.g:)A, - (i =3j)
545, i j’ s, 1

(-A; *Ag;t ) plgyssgegs) (i=3)
1 01 sto 1°70°%)

p = [pijJ pij = p(gi’SO’gj)

e Ml & a transposta da matriz M.

Consideremos agora a Cadeia de Fases com base em (I,C)

por meio de ¢'" a qual tem o espaco de Estados

{(g,0); gfGylol(g,i), g€Gy, i=1,2}

A cadeia de Fase possui uma distribuigao estacionaria unica

{p gEGO}u{pgi, g€G, i=1,2}.

g,0’
Essa cadeia de fase pode ser reduzida a uma cadeia em G
quando abstraimos de (g,i) o estagio em que se encontra so,ou

seja: consideramos (g,l) e (g,2), identificados a g.
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A distribuicdo estacionaria da cadeia de Fase pode tam-
bém sofrer uma transformacao correspondente, transformando-se

em ﬁg,{geG} da seguinte forma

Py = Pgo Para gfG

P, =P, 1%P

g g, .2 para gGGO

g
Acontece que, por construcao, o conjunto das médias as-
sociadas a cadeia de saltos por ¢' € o mesmo conjunto de mé-

dias que temos por reducao da cadeia de fase por ¢'".

Como estamos assumindo {¢',¢"} insensibilidade do ESMGV

podemos considerar

(3.5;) {Pg} = {pg}
e
(3'52) . pgl +pg2 = pg

~As equacoes de balanco Global para a Cadeia de Fases pa-

ra os elementos de G, no estagio 1 podem ser escritas como:

‘3.6 P - A.-A -- = .,S, . A s +
(3.64) g,18i72p5) gpgj,i sjgop(gj g85)As;
+ A,c(S,,g:)DP = X,C(s,,8:)P +
1 0°=1 8i.1 2 0°>1 85.2

+

+m IP } p(g.s.g

A
gEGO g SEgnS Sl
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+ "1*1% Py;1P(85.50.85)c(5).8;5)

o que, em linguagem matricial da

T T
(3.62) -A" (x) + A Cox = )\ZCO}’+1T1C1+1T1)\1P (Cox)
onde
X = , S
(pgl’l sz,l )
¥ = -)

(pgl,z-pgz,z,.-

x+y =7p = (P Pye--)-

e para os elementos de G, no estagio 2, temos:

0

(.3'71). piZ(Ai—AOfI') = ' §Pj2 sxzsop(gj,s,gi)lsj *

+ A.c(Sn,8:)Psoy = T EX p Y} p(g,s,g:)A.:+
a 0°®i°%i2 2 gfG, g,0 SEgnS 3°sd

+ "2 nglp(gJ 950agi) chksoigj)
que fica, em linguagem matricial

. T
(3.7,) -AT(y) + a,coy = myd + 1,PT (cox)
Lembramos que

(3.8) Xty = p
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Deduzimos aqui trés equagoes importantes nessa- demons-

tracao:

Somando membro a membro (3.6) e (3.?) e subtraindo (3,4)

temos:
(3.9) Pl (es(h,x-2gp)) = co(Ayx-1¢p)

Somando (3.6) e (3.7) membro a membro e transportando al-

guns termos, temos:
~A1PT(Cox)==-ATp-+A,Cox -d
Substituindo em (3.6), temos:

-AT(x)-PA.Cox = AZCoy-+wld-+n1(—ATp+A1Cox-d)

1
0 que resulta em

AT(x-nlp) = nz-A1Cox -AZCoy.

Usando

Chegamos a

T = 2 .
(3.10) A (x-nlp) " %, co (A1X=1,p)
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Finalmente, multiplicando (3.6) por A, e a soma de (3.6)

1
e (3.7) por AO e subtraindo as equagoOes resultantes, temos:

T
=A" (A;x-2,P) +XiCOX'-A1X0C°X = AjA,Cey +

- 25 % 1pT (co
+ Alﬂld AOd +(mlxl Alxo)P (cex)

Fazendo y = p-x (3.8) e algﬁﬁé% transposigoes:

-AT (A x=A(P) + (A, =T A +h,)A Cox
1%23 AoCop =(A1ﬂ1—k0)(d+l1(PT-I)(Cox)
Como
o Al -ﬂlkl +A2 = A1ﬂ2-+kz
ﬁséndo m, = Az(kl—xo)/xokl
temo§ ' 4A1“2'fA2 = i%%g
resultando
T | AAz

(3.11) -A (Alx-xop)-F—XE—-C(Alx—Aop) -

(Ay73=2¢) (@+21 (PT-1) (cox))

onde I € a matriz identidade.
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Estas equagOes serao usadas para mostrar que
Co(Alx-AOp) =0
0 que por sua vez resultara em
T
A" (p) = 0.

0 que demonstra o teorema pois anulando AT(p), 0 que resta em

(3.4) € exatamente o sistema EBC na forma matricial

Procedendo: 0 sistema de EBG (2.1) pode ser escrito co-

mo ;
(3.12) QT(p) = 0 onde p = {pg,gGG}
e o
[q ,.1=Q= [ Z p(g',s,g)X =S , A ]
g8 Segvns S.g g ,8 8 (g',g)
Assumimos aqui um resultado geral da teoria dos Processos
de Markov: |

A cadeia de saltos imersa no processo de Markov (Z,C),¢'

€ recorrente positiva se e so se

3.13 ' 2 é
( ) gécpglqgg]

Usando isso: Se QT(p) =0, temos

X P z P(g',s,g)l i “A.P_ = 0
g'e€G & seg'nsS sg g g
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Somando essas equagOes para todo g€G temos

) P ) plg'.s,g)A_ . +
gEG g'=g g s€Eg'nS 8

+ 116 Y p(g.s,g)r. -A } = 0
[gGG g s€gnS Sg &

Usando o teorema assumido para a parte entre colchetes de-
corre que a primeira soma da equacao acima também € finita e

invertendo a ordem dos somatorios temos:

(3.14) ) pA .= ) p, YA, < e
g'=g £ B gieg & seg'ns %8

0 que 1implica em

I>\ S ’o' < @™
g'ggpg s,5(50°8")
g'GG0

0 que na notagao assumida logo acima & expresso com

(3.15) e
.P. <
i.ll

em seqiiéncia, usando (3.8), temos
(3.16) Zcilxlxi_kopil <w®
Uma outra conseqiiéncia a ser usada mais tarde &

(3.17) Z|aii|pi<oo
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que decorre de

b |a.. (A -A.C.- plg:,s,8:)A =
§p1| il gpl( g, Mo%i ZSOP(g1 g;) S’gi)

Zp-[ p(g:,s,g)A_c(s,g.) -
;1 géG 52;0 1 S 1

sto
=Ip;| 1 ) P(gi,S,g)lsc(s,gi)] <
1 “lgzg. s#s
1770
r - <
= zpl z 2. p(.gi’s,g)AsC(S,gi)] =
1 Tg€G segins
= Jp;A, < =
ité8;

sendo que a Ultima desigualdade decorre de (3.14)

Em geral P & uma matriz subestocastica e como tal deter-
mina uma participagdo em seu conjunto de indices em um conjun-

to K de elementos transientes e em classes Kl’KZ"

tes.
Fazendo

z = Co(Alx-Aop)

o Sub-sitema (3.9) correspondente g K se escreve como:

Desde que o conjunto de componentes de Zy € limitado e

. Trecorren- .
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como

segue que z, = 0.

Isto implica que os subsistemas de (3.9) correspondentes

as classes recorrentes Ki sSe escrevem como

T

P, 2 = 2y, .

K. “K. ‘K.

i 7l i
As matrizes Py sao irredutiveis. Se Py € genuinamente sub-
i i
estocastica, entao Zy =0 como conseqiiéncia de ser limitado.
i

De Py € estocastica entdo corresponde a uma cadeia de
i

Markov recorrente positiva e z,. tem entao apenas componentes

Ky

estritamente positivas ou apenas estritamente negativas, con-
tanto que ndo sejam todas nulas (aqui & citada a demonstracao
do teorema (Capitulo IV 31 de Karlin [3). Note-se que a soma

das componentes de z sao absolutamente convergentes. Sendo

Ky

assim P deterﬁina uma particao em seus indices em conjuntos Kﬂ
K~ e K°, correspondentes aos elementos de coordenadas estri-
tamente positivas, estritamente negativas e nulas, respecti-
vamente e as transigoes de K" a K~ e vice versa por P sao im-

possiveis.

(3.18) Suponhamos A, ni—A0<<0 e i€K+; entao implica em

A7 A. |
122 .
'jé§+(xlxj'kopj)aji'+—TB_ c; (AyX3-2gP3) =

jg%'(xlxj-Aopj)aji'+(klnl-ko)(di *
0
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+ A Y oc.x.p..) + (Aqmq=A )I_A. y . C.X.D.. -
1 jek® j7ivI1 11 70 i jeK+ jTifii
= Aicixi]

Onde a primeira parcela de cada membro corresponde a

JEK JEK
respectivamente, que em conjunto correspondem a

e as duas Gltimas parcelas do segundo membro se restrigem a
+ ’. = . .y - ) -
K® K respectivamente pela incomunicabilidade de K" com K por

P o que “implica em as parcelas referentes a K serem nulas.

Somando a ultima equacao membro a membro para todo iek”

teremos:

_jezK.{.(Al).(j’lOPj)-[iezK+aj i] +._>\0 - +Ci()‘1xi-)‘0pi) -

Y _(Ayx.-2A p.)-[ ¥ a..]
jek~ L3 T0T37 gkt 1)

+
~
>
=
3
-
>
o
—
—
>
-
(@]
oS~
+
el

+
>

Usando o fato de Zaji= 0 e a definigao dos a;; vemos que
i

ot . -
para jEK : ié%+aji<<0 — ié%+aji >0 para jEK
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e dai temos que o primeiro membro s0 tem parcelas positivas e

o segundo soma negativo, pois

C.X. ) .P:s:- c.x. =0
jekt 1) iekT It ekt 1 ?

Com o membro esquerdo positivo (estritamente) e o membro

finito negativo, temos que

no caso de (nlkl-xo) < 0.

Acontece que nessas condigoes

K =¢
pois por (3.10) temos
Ao
§aji(xj—nipj) = X, c; (A x;-24p;) -

Somando membro a membro para todo i, temos
) agy = i)
(x.=m.p.)*)a.. = s— )C. (A X.+A,P:)
i) 145 3 Jji Ay 371071717071
como gaji =0, e lembrando que ;Iaiilpi'<m segue que:

gci()‘ixi “Agpi) =0

Como ja sabemos que nesta soma nao ha parcelas positivas
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(k" = ¢) também ndo ha negativas, e temos

(3.19) Co(klx-kop) =0, para_klnl-xo <0.

Para A m -1, >0, o argumento € similar e portanto, (3.19)

vale para qualquer caso admitido na hipotese.

Como, também por hipotese, c(s,g) >0, Al >0’-AO >0

Alx = Aop ¢==>>xixi =_A0pi, para todo 1.

‘Usando isso em (3.10), temos
A
2 T _
[T—'-ﬂi]A (p) =0
AT1
ou simplésmente
AT(p) = 0

A .
pois Xg"“i # 0 por hipotese e isso demonstra o teorema.

Ceads



CAPITULO 4
BALANCO LOCAL IMPLICA INSENSIBILIDADE

Pelos titulos deste capitulo e do anterior poderiamos pen-
sar que para 0s processos aqul considerados insensibilidade e-
quivale a balanco local. Pela hipotese que formos forcados a
fazer n6 capitulo anterior (c(s,g) <0 para todo s e todo g
(3.1)) chegamos a esta equivaléncia apenas aceitando esta res-
trigao, a qual nas aplicacOes se mostra uma restricao signi-

ficativa se quizermos caracterizacao.
o

Para este capitﬁlo, entretanto, nao precisamos fazer tal
restricao.
(4.1) TEOREMA. Se existe uma distribuigdo estacionaria
{pg} de (Z,C) satisfazendo balanco global e s6 Ba-
~lango Local (sOGS) entao (I,C) & o -insensivel on-

0
de:

¢50 = {¢'}u{¢0}

¢’ '{c;fvexp(xs), SES}

n

o' {Cs"eXp(Xs) para s€S, s =s,

-34-
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k. |
t, (¢) = izlniE;(°)}, (ver (1.7)

(Notamos que todos os estagios tem a mesma média vy).

-

DEMONSTRAGCAO : Consideremos a cadeia de fases (ver 3.5) cujos
estados, além de especificarem em que elemento de G esta o pro-
cesso, também indicam em que estagio se encontra o tempo de

vida de s; quando s, € elemento de g.

A esta cadeia estao associadas suas peculiares equagoes

de Balanco global:

A g EGO S#S
SEg'nS

+ X ﬁgvlp(g'ssoag)Yg+ Tri 2 5gv x

1 g'GGO g'eﬁo
x 1 plg's.g)
s€g'nS ' S8
com  g€G, i=1,2,...,k e ﬁg;k+1 =0.
Para gfG, as equagdes se tornam:
® P = . P ] " ’ +
g GGO

+ P, 1 p(g'.s,g)A
g'é g sEg'nS 58

Propomos como solucao para esse sistema a Distribuicao

{ﬁg’ggGO}U{ﬁg,i’ 1=71,2,60s5K,4 gGGO}
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(4.3) By = P, se g£Gy
e
- Ao
(4.32) pg’i = fv-(ni+ni+l+...+ﬂk)pg se g€G,

(ver (4.11) adiante).

Os pg.séo valores da DE da hipdtese.
Primeiro verificamos que (4.3) € uma solucao para (4.2).

Usando (4.3) em (4.22) a verificacao €& imediata pela hi-

potese sobre'{pg},

Se usamos (4.3) em (4.21), obtemos:

A

0 -
(Ag=2g) — (my*my q+e. #m P, =
a ) )
= — (mi+...+my) P p(g',s.8)A ., +
¥t Kgrée, 8 s=s 7sg
SEg'nS
+om Z p ,p(g's 8 A | ) Py z p(g',S,g)A ]
tgég, & L Sg 1 g&zGO & seg'nS °g
Aonip_,
onde geGO.

As trés ultimas parcelas do membro direito somam zero pe-

la hipotese de {pg} satisfazer s,-BL.

O remanescente € equivalente a equagao resultante da sub-
tragcao da (g,so)—Equagéo de Balanco local da g-Equagéo de Ba-

lango Global referentes ao ¢'-PMSGV da hipotese, as quais sa-
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bemos satisfeitas pela hipotese sobre {pg} € uma distribuigao

estacionaria para a cadeia de fases construida acima.

Acontece que podemos reduzir esta cadeia de fases ao ¢'"-
PSMGV inicial pela identificacao de (g,1l),(g,2),...,(g,k) a g

se gGGO.
Como

ka—o
pg"izlpg’i
se g€G, (ver (4.11) e por (4.3,) € imediato que {pg} € uma dis-

tribuicdo estacionaria para o ¢ ,-PSMGV.

* Como {ﬁg i}U{ﬁg} € a unica DE para a cadeia de fases e
'{pg} € DE (unica) do ¢-PSMGV por hipotese, entdo (Z,C) €
~&_ -insensivel.
s
0
s.q.d.

Fica assim provada a insensibilidade as mudangas das dis-
tribuicoes dos tempos de vida de S, Se mnos restringirmos as
distribuicdes-do tipo estagio (que incluem as exponenciais com
nédia 87'.

Esta restricao ao tipo estagio pode ser levantada da se-

guinte maneira:

Se F & continua, entdo existe (ver Apéndice 1) uma se-
0
qliencia de distribuigoes do tipo Estagios {Fy oo n>1} tais que

n .o

FO,n(t) —_— Fo(t), para todo t.

Foi demobstrado em I-[3] que as distribuigGes estaciona-
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rias correspondentes a cada F convergem francamente a cor-
2

n

respondente‘a F, contando que

0

X _ n Ao X
XO’nL)(l—FO’n(;))dt ——— AOL)(I-FO(t))dt,
para x 20. Isso pode ser arranjado, o0 que nos permite assumir
a L -insensibilidade para (8 sendo qualquer distribuicao con-

. 0
tinua.

Uma importante generalizacdo em outro sentido é:

(4.4) TEOREMA: Se (z,C) € @S—insensivel para todo s de S'
onde S' & subconjunto de S nao vazio, entao (I,C) &
@s,-insensivel.
DEMONSTRACAO: Usaremos mais uma vez o método de estagios. As-
sumiremos que o tempo de vida de um elemento s de S' tem dis-
tribuicao
k(s) i
(4.5) g () = T E_ (),
s 4215 17s
onde k(s) & o niimero maximo de estagios que s pode viver, ou
seja: - ={¢"}u{¢"} sendo ¢' o usual e ¢" tem g ™ exp(ks)

para sgS' e se s€S', ¢_ & dado por (4.5).

s

Consideramos mais uma vez a cadeia de Fases associada a
(Z,C) e ¢ sendo que agora € necessario que cada estado espe-
cifique além de g€G, qual a fase do tempo de vida de cada ele-

mento de gnS'.

Seja g€G. Se gnS' = ¢ usaremos, quando conveniente a enu-

meracgao:
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gnS' = {51,52,...,Sn}, onde n = |gnS'|<

Precisaremos de notagoes especiais que passamos a defi-

nir:

(4.6) {Ig} 2 jéns, = {(eg.€p,.0-0e), 1se; <k(s;)}
Podemos agora descrevér G que € o espago de estados da
cadeia de fases

G = {(g,Ig): gGG, gnS' ¢, I €J

" ’gns,}u{g: g€G, gnS' =¢}.

Ig denota a fase prevalmente para cada s;€gnS’.

Um DE da cadeia de fases teré seus elementos denotados
por:
4.7) p ara disjun-
( Pg,1_ g P g j

o -~ - .
to de S'. (A partir de agora nao usaremos o 1indice

correspondendo a (g,Ig) e p

I1).
Qg para g?

As equacoes de BG para a cadeia de fases serao:

1")
@ [ T vgem I [Pyt
1 g s€gnS' @ s€gnS' sgl g1

seGns' &8 S S8

@ ;
B,
g'éc, ¢ ' sg(g'ns)-s

+

p(g',s,g)A
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3

+ g'€G SGSZ'—gpg'U{S}’I+15p(g',s,g)YSg'U{S} +
g

(4)2 g -~ )

+ L Py 1 .y P(g'yS:,8)Y; o0 *

g'EGg J:l g aI ej+'lj J ej J J.8
(5) n

+

z X Z 5 1 ' -
SGS'-g j=1 g'GGg g U{S}'{Sj},1+ls-ej J ej

.p(gvu{s}—{sj},s,g)ysg,u{s}_{sj} +
(6)
+ 1 ) By o )

i1 g'€c, ® ~{s;}Ie5 7€) sg(g1ns) -5

n -
p(g'—{sj},s,g)°

.Asg“{sj},para g: gnS' =24, e

Gg = {g'€G|g'nS' =gnS"'}.

e

Entre as tranéigGes aqui consideradas so se dincluem as
que acarretam o nascimento de um unico elemento de S',isso em
decorréncia de S'-desconectividade de (£,C) nas condigoes des-
se lema em conseqiiencia de (3.1) e (2.6) que combinados dizem
que s'-Dbalango local para todo s' de S' implica em S'-des-

conectividade.

Isso também influira na construcao das equacOes corres-

pondentes aos estados g disjuntos de S':
se g: gnS' = ¢, entao

(4.8,) AB =

) ) P ip(g',s,8)Ye,r *
&g SES' g':g'nS'={s} g 3 S8

+ z 5 1 z p(g',s,g)A
g':g"'nS=0 g SEg'nS 58
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Nessas condigoes simplificamos notagoes como nos casos:
usamos I em lugar de Ig’ usamos Yig em lugar de Y g e etc.

1

Usamos também o seguinte:

+ a
I S

significando que

i) se s pertence ao dominio de ‘I entac somamos a a

eg = I(s).

ii) Se s ndo pertence ao dominio de I entdo

I+asejDoqu{s}

(S PR a .
> s »Tg }
52 n S

tra = {1otag)} = e,

Também usamos:

1

I-i_ que € entendido como:

j
I"ls.eJ%omI-{sj} s€ Sj pertence ao dominio de I e
I(s)=e, =1i_ .
S. .
i %
Se 0<1i <e entao:
S. S.
J J
I-l =(e ,.oc,e -1 ,oo-,e ).
% °1 %j j Sn

Estando isso definido, consideremos agora o PSMGV com ba-
se em (£,C) e ¢' o qual assumiremos no inicio desse trabalho
ter uma DE unica que também € a Unica solugao probabilistica

da EBG (31).
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Esta distribuigao estacionaria sera denotada por

,g€EG
{pgg }

ou simplesmente {pg}.

Acontece que podemos considerar mais uma vez ''cadeia quo-
ciente', agora para o caso |S'|>1 a qual & a componente X(t)
do PSMGV suplementado Z(t) = {X(t),Y(t)} com base em (Z,C) e
¢', a qual, de maneira semelhante ao teorema anterior propo-
mos ser:

A

n .
< _ i :
(4.9) P =p ‘E _ (iﬂei+iﬂei+l+"'+iﬁk(i))

-
=

se gnS'*¢, e se gnS' =¢, entao

(4.10) P, = D,-

I em lugar de I
L- 471=1 s€gnS'

e similarmente em outros casos.

A verificagdo das equagGes (4.8,) pelos valores (4.9) e

(4.10) & imediata.

Para (4.81) 0 uso de (4.9) e (4.10) leva a:



n n Ai
(Ag ) ngng)pg 191 .Y_l i"e. T iTe.+1 d lﬁkl)
;D[E ii(m oot .)] 5 p | ) p(g',s,g)A
=1 Vi te g '€G, & seg'ns-s' B
3, A
+ igl 72'(i"ei+"'+i"k(i) . éGg seg; gpg.u{s}p(g'u{s},s,g)).
" Asgufs}
%), n o2
+ ngj“ei 191 ?;-(inei+...+ink(i))g'éG Pg'p(g',sj,g)xjg,
iz] s
(5, n oA
’ JZ % izl y; e 1"k (i)
1#)
'g,eG SGSZ'-g isI-{p Ip(g  ulst-{s;3,5:8) 200 (s} 15, )
(6) .. n o
' 321 e T (ie; TTk(l))]
izj

'g.éGgpg'-{sj} Seg'ES_S'P(g'—{sj},s,g)ksg,_{sj} -

(1)-1") n noA;
— sh 3Ty oy Yy Wy T et

izj

Essa ultima parcela foi calculada da seguinte maneira:

n
RIS SR 2 e, 1sg "
=p T yi oL (M qteeetim ) T (G ety on) -
g j= Jg Yj J ej+1 i k() i=1 Ai 1€ i"k(i)
izj
n A n .

-. o —J— +.0t. . 1 —1 . L U & =
Pg jZlYJg Yj (knej Jﬂk(J))i=l Y5 (1"61 +1ﬂk(l))
izj '
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Vo o 1A

=p Ao LT — (LT, Feeatmy o)

g j=1 Jg J ej i=1 Yi 1 ei k(1)
i#j

Se somarmos membro a membro as equacoes (si,g)-Balango
Local para sieghS' vemos que as 4 ultimas parcelas ((4), (5),
(6),(1-1')) se anulam sendo que as parcelas restantes formam
a equacao resultante da diferenca entre a equagao g-BalangO
Global e a soma das (s,g)- Balango Local € a igualdade resul-

tante & satisfeita pela hipotese feita sobre'{pg}.

- Acontece que:

o~
o
L |
]
=
0Q
=
).ul !
=
|
e |
~
=
3
(¢}
+
+
=
=
P
pas
=
—
—
 E—— |

1
pg{t%ii k%?)...k%?)[izl g% (i"e +"'+ink(i))]} =

i
k(1) k(n-1) m-1 g
pg{ei%:l... ) |-II = (iﬂei+iﬂk(i))

en_l=1-q=1 1

k(n) An

b T, (nﬂen+"'+n“k(n))]}’
n ;

Esse ultimo somatdrio vale 1, pois
1 =
(4.11) = (i“ei+i ei+1+"'+iﬂk(i)) = E(CS )

e E(cs_) = 1/xi por definicao.
i

Repetindo esse processo n-1 vezes mais chegamos a

(4.12) 1,1 = Pg>  E0S' 0.

g

Como ha apenas uma éolugio para (4.8), no caso € (4.9) e
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(4.10), por (4;12) fica demonstrada a @s.—insensibilidade (ca-
so de estagios).
Usando o mesmo argumento de convergencia fraca do Teore-

ma anterior, fazemos a necessaria generalizacao.

Cafsds



CAPTTULG 5
EXEMPLOS

Comegamos este capitulo pelo exemplo mais trivial possi-
vel. Esse exemplo nao ilustra a riqueza da teoria nem 0s re-
cursos da linguagem aqui usada mas, sehdo familiar a todos,a-
juda o processo de familiarizagao na sua aplicacao em caso

_ concreto.

(5.1) EXEMPLO: Uma cadeia de Markov comum a tempo conti-

nuo, finita, em nosso esquema se exprime assim:

G - {{1},{2},...,{n}}

S =‘{1,2,...,n}

Os elementos da habitual matriz de transicao [p(i,j)1]se-

riam designados como

p({i},2,(3)) = &;,p(i,j).

As velocidades

c(i,{jhH = &,

-46-
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Os tempos de vida dos elementos i tem média 1/xi.

Nessas condigoes, as EBG coincidem com as EBL e sao:

n
A.p. = ) A.p.p(j,.i) .
171 j:lJJ

e vemos que todos os elementos de S sao insensiveis se fizer-

- mos a cadeia irredutivel.

Se fizermos G=N, ou seja: to:namos a cadeié infinita,e-
la pode ser recorrente positiva dependendo dos A, e p(i,j) e
satisfaier as EBL apesar de a correspondente cadéia de saltos
ser eyentualmente recorrente nula. Isso mostra que a hipotese
sobre a cadeia de saltos feita no Teorema 3.1 (recorr&uﬁa po-
sitiva) nao € de fato essencial, apesar de nao se ter encon-

o

‘trado maneira de dispensd-la na demonstragao.

Concretamente: seja

0 p(1,2) 0 0

p(2,1) 0 p(2,3) 0
p(3,1) 0 - 0 p(3,4)

com

p(i,i+1) = (1-4)

p(i,1) = 1/i

para i>1 e, para i=1 fazemos p(1l,2) =1.
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Fazemos tambeém Ai= i.

Nestas condicoes temos que a cadeia de saltos (tempo dis-

creto) ¢ recorrente nula e irredutivel

S Ip(i,1) = §1/i = e,

i>2 i>2

Por outro lado, com tempo continuo e as médias fixadas

acima, temos as EBL = EBL com a forma:
APy = IAspyp (1)
0 que, para i=1 se torna
-1
- gp.

e decorre que, se ha solugao probabilistica Py = 1/2.para i>2

as EBG tomam a forma
(5.2) ip., = (i-1) p. |1 -t
: : Py & i-1 1-1

e para i=2

| =

2p2=pl:p2=

Para i> 2, temos por (5.2)

) i-2
P; " Pj1 1T
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que eduivale a

- p, i1
Pj+1 7 Pj 591

o que indutivamente leva a

_ (k-2)!
Py = x7=72 P2

as quais satisfazem (5.2).

Como

. k-2)!
I =0y I 58 <o
R S A T XY

0 sistema tem uma solucgdo probabilistica, e ficam ilustradas

nossas afirmagoes acima.

(5.3) EXEMPLO: A fila G/G/1/« com a disciplina "Ultimo a

chegar, primeiro servido" (preemptive).

Essa € uma fila que aceita todos os clientes que cheganm,
e o servidor emprega toda sua capacidade de trabalho em ser-
vir o Ultimo cliente a chegar, interrompendo o servigo

a um
cliente no instante da chegada de um outro. Nosso esquema se-

ra apresentada como:

G = {{O,l,Z,...,n},nGN}, S=N

lle

{0,1,2,...,n} g,

c(O,gn) = c(n,gn) =1
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d(i,gn) = 0, para 0O<i<n

O elemento O deve ser interpretado como uma fonte; cada
"morte'" de zero causa o nascimento de um outro elemento, além

do renascimento de si proprio; conseqilientemente temos:

0 .
gn . gn+1

(lé—se: o sistema salta de g8, 2 8,41 pela morte de 0) e tam-

bém
p(g,.0,8,,1) = 1.

A taxa de nascimentos ou mortes de 0 € A. As outras uni-

cas transicoes possiveis sao:

n+l
En+1 gn
-0Os dois tipos de transicao possivel sao respectivamente,

a '""chegada de um cliente'" e a '"'partida de um cliente" em lin-

guagem de filas. Referente ao segundo tipo temos para j > o:

p(gl’j,gg’) = Gi,j. 62’,‘,1,]'_

Salientamos que esse € um caso em que c(i,gn) =0 para al-
guns elementos de gy (n>1, 0<i<n) e portanto nao satisfaz a

hipotese do Teorema (3.1)).
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Pela chegada de um novo cliente, toda a capacidade de tra-
balho do servidor (ﬁnicb) sera imediatamente empregada neste,
até a chegada de um novo cliente ou até a sua partida. sendo
isso definido pelé disciplina mencionada e pela determinagao
das velocidades. Fica assim definido também que a partida de
um cliente renova o atendimento ao agofa Gltimo, antes penul-

timo elemento, até a partida desse ou a chegada de um novo...

As EBG se escrevem para este sistema como:
APy = HPq
(A*u)p, = WP * AP, (n21)

onde A_¥= E(;O) e u-1==E(ci), i>1.Se p5=%A<1, o sistema sera

ergodico com solugdo Unica probabilistica:
p, = o (1-p), n20
-EstaAsolﬁgio satisfaz as 1-EBL.para i>0, que sao:
Api.= MPj+1
As 0-EBL sao:
Api = Api_l, i1

e nio sao satisfeitas pela DE acima e concluimos que o ESMVG.

M/G/1/= € ¢N+—insensive1.
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(5.4) EXEMPLO: A Fila G/G/k/0 com k servidores,sem capa-
cidade de espera: o cliente que encontra todos os

servidores ocupados é perdido.

Em nossa linguagem esse esquema € descrito como:

{g<S|0€eg}

@
n

Outra vez o elemento 0 € a "fonte" de clientes de todas as
demais posigoes (elementos i de g, i# 0) as quais tem cada uma
um servidor exclusivo. A fonte estara sempre ativa e com ve-

locidade 1 a menos em g1 = {0,1,2,...,k}, ou seja:

c(0,g) =1 se g= gy © c(O,gk) = 0.

Usamos g, = {0} e temos:

a) g N g-{i} se g=g,, i€g, i=0

b) g —9+-g0{j} se g# gy, j€g, j=0
0

e interpretamos, respectivamente, assim:
L

'~

a) o cliente 1 parte;

b) a fonte envia um cliente ao qual se atribui o servi-
dor.j com probabilidade w(g,j);

c) a fonte envia um cliente que € rejeitado, o que € e-

‘quivalente a dizer que a fonte esta inativa em g, Se»
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como suporemos adiante, a fonte & markoviana.

Usaremos as intensidades:
1<icx<k
As EBG sao:

pg[l+ 121u1] ) 2 pgu{l}u

g€eG 1Eg

Zp

JGG

g- {J}Aw(g-{j},j)4-pg-l°6

g’gk

aqui usamos:

p(g,0,guli}) = m(g,j), plgulit,i,g) =1

p(g.0,g) = 1.

As i-EBL sao:
PHy = pg_{i}kw(g—{i},i)

g

e para 0 e g, g* 8y

Se o sistema satisfizesse 0-BL, entdo por esta

equagao



~ 54 =

p.=0 para g=# gy © portanto teriamos p_ =1.

g £k
Vamos considerar

m(g,i) = 1

k+1-|g]|

A DE do sistema sera, entao:

el gy
Pio(k-2-1g))!

g Il
0 i<1<k
i€g

Em ‘particular pg #1 e, portanto o sistema nao satisfaz

0-BL e se tivéssemos uma versao mais forte do Teorema (3.1)

" (c(i,g) 20 e ndo c(i,g) > 0) poderiamos concluir por ele que 0

nao € um elemento insensivel, como o sao todos os outros.

o

=
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APENDICE 1

CONSTRUGAO DE UMA SEQUENCIA DE VARIAVEIS
ALEATORIAS QUE SAO MISTURAS DE EXPONENCIAIS
E CONVERGEM EM DISTRIBUICAO PARA UMA V.A.

CONTINUA POSITIVA DADA

Seja T uma V.A. Continua, positiva. Fixado um numero na-

tural nao zero n definimos:

E claro que estas seqiiencias dependem de n, mas serao u-

sadas de modo a nao levantarem duvidas razoaveis.

Seja J uma V.A. discreta com a seguinte distribuigao:

k-1

a.

PJ=k) = b
0 1

=1

ky

J também depende de n. Interpretando J:

o yvk-1 -
- _ k| k-1 i
P(J—k)-—P[TszT> rl]iflpr?n

-56-



- oy k-1 k
-lﬂﬁlﬂT)H”-P[n sT<ﬂ
= .1 7 K]

l—l,P(T >HJ PkT<HJ

Cancelando o numerador de cada fator com o denominador do
fator seguinte, temos:

k-1

<T <
- <T <

(1) PEI=K) = p[

=1ly

|

Definimos tambeém

o _
(i>0) X~exp(n), X

e
&= °

0

- ou seja: sdo exponenciais com média 1/n e variancia 1/n? para

i>0, e X, € 0 com probabilidade 1.

Podemos entao definir

<
Ile
o~ 3
>~ B

i

. . n
Como. o contexto permite, usaremos Xi em lugar de Xi'

Uma figura ilustrativa é€:

i+l b2

que pode ser interpretada como:

Un dispositivo pode cumprir uma seqiiéencia de tarefas cu-

jas duragoes sao respectivamente X Xoseno ApOs o cumprimento

l’
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de uma tarefa (i) o dispositivo € submetido a uma inspecao ins-
tantanea e sera aprovado para a tarefa seguinte (i+1l) com pro-
babilidade a;, e reprovado com probabilidade bi’ nesse caso en-
cerrando entdao sua carreira. O numero de tarefas cumpridas €

dada por J e o tempo em que sao cumpridas €& dado por Yn.
Queremos mostrar que a seqliencia das distribuigoes de T.

Seja € >0 arbitrario

J o k
P(Y,st) = P[ ) X.st) = ) P[ ) qut|J=k]P(j=k) =
_ i=0 * k=0 k=0 * |
© 'k © N
= ) P[_X X.st]P(J=k) £ ) Ly =
k=0 i=0 1 k=0
(a) n (b) n
= . Zk+ X Zk +
O<k<[n(t-€)1 [n(t-¢)l<k<n(t+e)]
(c) n |
+ ) Zy-

k>[n(t+e)]

onde [t] indica o maior inteiro menor que t.
Trabalhando (a),(b) e (c) separadamente:

a) para O<k<[n(t-¢)1

r k

[n(t-€)]
1>2P| } X<t]zp[ X<t]=
(i=0 1 i=0 3
::pf[“(tfe)]x._£29:£11<g) %
L i:O 1 n *

(%) - Sendo € =e+(t-€) - [n(tn‘e)] -
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o

_1__P(lF“(3f€)]x__ [n(t-€)]

(n(t=e)]  In(t-e)3

izo . i “F

e

iZo i n
[n(t-e)]
Var } X,
> 1 - i=0 = .-[n(t-e)] nxo 1.
e 2 n2g?
b) para [n(t-e)l<k<[n(t+e)]:
[n(t+e)]  k [n(tre)] n
0 < p[ ) X.<tJP(J=k) = Y Zy T
[n(t-e)J=k li=0 * - [n(t-e)l=k *
< [n(tZH:” P(J=k‘)' = P[———[n(t—e)] <T S___['n(t%e)]]..
[n(t-£)J=k 0 n
c) para k>[n(t+e)]:
[n(t+e)] . (In(t+e)]
OsP[ZXi<t]sP[ ) X.<t]=P[ ) X.—(t+e)<-e]=
i=0 i=o * i=o *

_ P[_[n(t+e)]X. L [n(t+e)d E) ) P[I[n(t{e)] ) [n(;ﬂ:)]

el s

e~

i=o ¢ " 120
[n(t+e)] | )
< Var N x_/€2 _ [n(t+e)] nz#a=_ 5
i=0 1 n2e?
onde

[n(t+e)] 2 e
n

€ = €~ (t+e) +

Tomando 6 >0 e para n suficientemente grande temos por

»(1) e por (a):

(x%) - Chebishev.
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[n(t-¢)]-1

(1-8)P|T < LEL%EELJ) - I (1-8)PJI=K) s
[n(t-€)J-1 n [n(t-g)]-1
< ¥ Zy < ) P(J=k).
k=0 k=0

Similarmente, por (1) e por (c), temos :

n .
0< 7, < y §P(J=k) = 6F _T>[“—(tn+£)_]J.

P y p
k>[n(t+e)1 ¥ k>[n(t+e)]

Concluindo: usando as desigualdades acima e mals a con-
seguida com (b), temos:

n [n(t-g)1-1
Zy < kZO P(J=k) +

- [n(t-¢)1-1 ’
(1-8)P(J=k) <

~ .
e~ 8
o

[n(t-€)]1 _.._[n(t-=g)] ' -
Pl———=<T<=————2= §P(J=k).
¥ [ n = ]+.k>[ng£+s)] : .

0o-que € equivalente a

(;;5)P[T‘<£Ei%5511]5 P(Y <t) < P[T<:£E£%5511J +

+_P[[n(t—€)] si.s[n(t+s)]]4_GP[T:>[n(t+e)]J.
n n n

Fazendo n+ «, temos:

(1-8)P(T < t-€) < lim_inf P(Y <t) <
< limnsup P(Yn<:t)s P(T< t-g) +

+ P(t-e<Tst+e) + 8P(T > t+e).
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Fazendo agora ¢e+0 e 6+ 0 e lembrando que T é suposta

continua chegamos a:
P(T<t)= iimnsup P(Yn< t) < Lim sup P(Yn< t) <
<P(T<t)+0+0,
ou seja:
lim P(Yn< t) = P(T<t)

para todo t real.

€qsd.
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