
PRINCÍPIOS ESTATÍSTICOS E A TEORIA 

DE KIEFER 

Franciné dos Santos Pessoa 

DISSERTAÇÃO APRESENTADA 

AO 

INSTI TUTO DE MATEMÁT I CA E ES TATÍS TICA 

DA 
UNI VE RS I DAD E DE SÃ O PAU LO 

PARA OBTENÇÃO DO GRAU DE MES TRE 

EM 

ES TATÍ STI CA 

ÁREA DE CONCE NTRAÇÃO: I NF ERÊNC IA ESTATÍSTICA 

ORI ENT ADOR: PROF. DR. CARLOS ALB ERTO BRAGANÇA PEREIRA 

SÃO PAULO(S P), JAN EI RO DE 1 986 



Ã memória de meu paiÀ memória de meu pai 



Agradeço

Ao Ca,t.ê.unha,s , pelo competente trabalho de

orientação e revisão.

Ao Prof. Fa,tm,éga, pelas facilidades .que me

proporcionou durante a realização deste tra
galho.

Aos colegas de pós-graduação que mui.to me

incentivaram durante toda essa longa jorna
da

Ã SÕn.éa Reg,éna, peJ-o seu traba].ho i.ncansã

ve[ e eficiente de dati].ografia.

Em especial à Gxac.éllha, mi.nha esposas a

quem pel-o incentivo, insistência e até broa

cas nas horas certa. dedico este trabalho.

Agradeço 

Ao Cantinho~, pelo competente trabalho de 

orientação e revisão. 

Ao Prof. Fonmiga, pelas facilidades que me 

proporcionou durante a realização deste tra 

balho. 

Aos colegas de pós-graduação que muito me 

incentivaram durante toda essa longa jorn~ 

da. 

À Sônia Regin~, pelo seu trabalho 

vele eficiente de datilografia. 

incansá 

Em especial a Gnaeinha, minha esposa, a 

quem pelo incentivo, insistência e até bron 

cas nas horas certa, dedico este trabalho. 



Í N D l C E

Pãs

01Introdução

Capítulo 1: Princípios Estatísticos
1.1 - Introdução......'.-''.' .

1.2 - Experimento Estatístico e Informação

1.3 - Defi.nações Bãsi.cas.

1.4 - Princípios Estatísticos.
1.5 - Consideraçoés Fi.naus.

04

04

04

06

13

23

Capítulo 11: A Metodologia de Kiefer
2.1 - Introdução.

2.2 - Sub-álgebras e Partições.

2.3 -- A Metodologi.a de Ki.efer (um exemplo)

2.4 - Notação e Definição.....

2.5 - Admissibi]i.date e Esco].ha de Parti.ções

25

25

26

35

38

42

Capítulo 111: Aplicações
3.1 - Introdução.
3.2 -- O Problema Genéti.co

3.3 - O Experimento.

3.4 - O Problema Genéti.co e o Princiípio da
Ihança

45

45

45

47

Verossimi.
48

48

51

54

62

3.4.1 - Metodologia

3.4.2 - Apli-cação aos Dados Genéticos.

3.5 - O Problema Genético e a Teoria de Kiefer

3.6 - Análise Comparativa das Está.mau.vas.

Í N D I C E 

Pág. 

Introdução • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 01 

Capítulo I: Princípios Estatísticos................... 04 

1. 1 - Introdução ........ ............. _...... . . . . . . . . . . . . 04 

1.2 - Experimento Estatístico e Informação............. 04 

1.3 - Definições Básicas............................... 06 

1.4 - Princípios Estatísticos.......................... 13 

1.5 - Consideraço~s Finais............................. 23 

Capítulo II: A Metodologia de Kiefer .................. . 25 

2. 1 - Introdução. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 

2. 2 - Sub-álgebras e Partiçõ-es......................... 26 

2.3 - A Metodologia de Kiefer (um exemplo)............. 35 

2.4 - Notação e Definição.............................. 38 

2.5 - Admissibilidade e Escolha de Partições........... 42 

Capítulo III: 
. . ~ 

Apl 1caçoes ... ........................... . 45 

3.1 - Introdução ............................. c ••••••••• 45 

3.2 - O Problema Genético.............................. 45 

3.3 - O Experimento ......................... :.......... 47 

3.4 - O Problema Genético e o Princiipio da Verossimi 
lhança. • . . . . . . . . . . • . . . . . • . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . 4 8 

3.4.1 - Metodologia .............................. 48 

3.4.2 - Aplicação aos Dados Genéticos............ 51 

3.5 - O Problema Genético e a Teoria de Kiefer......... 54 

3.6 - Análise Comparativa das Estimativas.............. 62 



Pãg

70Bibliografia
Anexo "A"

Anexo "B"

Bibliografia 

Anexo "A" 

Anexo "B" 

Pág. 

70 



IntroduçaQ

Desde que R.A. Fi-sher, D.R. Cox e J.W. Tukey

elucidaram a i.déia daquilo que mais tarde seria chamado de

Princípio da Condiciona].idade, uma grande polémica foi- criada
entre diversos autores. Essa controvérsi.a devia-se (deve-se?)

não propriamente ao que postula tal princípi.o, mas pri.nci.pal
mente às i.mpla.cações matemáticas dele decorrentes, como por

exemplo o Principio da Verossi.milhança. Esse Últi.mo princí

pio passou a ser o pi.võ de todo o conflito, porque de certa

forma e].e sugere uma reformu]ação de a].duns conceitos da In-

ferência Clássica. tais como, níveis de confiança e signo-fí
cância, uma vez que ele estabelece que a informação de um

resultado expert.mental é completamente caracterizada pela fu2
ção de verossimilhança. independentemente da estrutura do

experimento. Até mesmo a palavra "informação" passou a ser

interpretada de modo diferente pelos simpatizantes deste pri-B
copio/ pois a literatura estatística, até então, tratava de in

formação relacionada a urn experimento e não a uma observação
experimental

O Capítulo l é dedicado a apresentação de
alguns dos Princípios da inferência Estatística e suas i.m-

pla.cações. Para uma melhor compreensão de tais princípios,

algumas definições foram apresentadas usando-se a linguagem

de "informação contida em um resultado experimental''. Na de

monstração do Teorema de Birnbaum, que estabelece a equiva

lência entre o Princípio da Verossimilhança e os Princípios
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da Suficiência e Condicionalidade, seguimos em linhas ge

rai.s a orientação de Basu (1975)

No Capítulo 2 apresentamos a Teoria de Kiefer,

que faz uso do Princípio da Condicionalidade (decisão cona.}
cíonada ao resu].Lado de uma estatísti.ca ancilar) na tentati.

va de medir a importância do valor observado diante da dec.i
são adorada. Essa idéi.a de que uma estatística ancilar, quan

do usada em conjunto com uma outra estatÍsti.ca , pode ser

de grande valia para se medir a "qualidade" do resultado amos

trai, jã havia sido apontada por R.A. Fisher (1935) que es

creveu. "lt i.s shows that some, or someti.mes all of the

lost information may be recovered by calculating what l call

anci].lary statistics, whích themselves tell us nothing about

the val-ue of the parameter. but instead, tell us how good an

estimate we have made of it. Their function i.s, i.n face,

analogous to the pare whích the size of the sample is always
expected to play, in telling us what reliance to plane on
the regule".

Usando dados experimentais observados pelo

Prof. Dr. Lui-z Edmondo Magalhães (Inst. de Biociências -USP),

sobre o comportamento sexual do inseto Drosõphila Melanogas

ter. apresentamos, no Capítulo 3. duas soltlções para o proble

ma de estimar a preferência sexual. da fêmea diante de dois ti.

pos de macho. A primeira solução é baseada no Princípio da
Verossimilhança. na qual fazemos uso da variabilidade da fun

ção de verossimilllança para chegarmos a um intervalo de cre

debilidade e testcãF hipótese acerca da preferência sexual de

tal inseto por um dos,dois ti.pos de macho. A segunda soltlção
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faz uso da Metodologia de Ki.efer e tem como propósito mostrar

que em a]gumas ciscunstâncias essa metodo].ogia também é apl.l
sável a testes não simétricos para di.stribuiçÕes discretas.
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Capítulo l
Princípios EstatÍstjço$

1.1 - Introdução

O objetivo deste capítulo é ].evar ao leitor

um resumo dos Princípios EstatÍsti.coi3 bem como algumas impl.i
cações exi.stentes entre eles. Para tanto, defina.çÕes fama.

bares aqueles que lidam com estatística, serão apresentadas

usando-se, no entanto, uma linguagem mais compatível com o
conceito de informação.

1.2 Experimento Estatístico e Informação

Base.camente, um problema estatístico surge
quando procuram-se informações acerca de um estado da natura

za (parâmetro) w, que é desconhecido (não totalmente conheci

do) . Em busca de tal conheci-inneto, um experimento E é plane

lado e realizado, obtendo-se assim um resultado x (normalmen

te um vedor). Neste trabalho, chamaremos de "observação es

balística", ou si.mplesmente "observação", ao par (E, x) para

indicar não son\ente o resultado x, mas também seu processo
de obtenção.

\h

Capítulo I 

Princípios Estatísticos 

1.1 - Introdução 

O objetivo 'deste capitulo~ levar ao leitor 

um resumo dos Princípios Estatí,sticolj bem como algumas impl.:!:, 

caçoes existentes entre eles. Para tanto, definições fami 

liares àqueles que lidam com estatística, serão apresentadas 

usando-se, no entanto, uma linguagem mais compatível com o 

conceito de informação. 

1.2 - Experimento Estatístico e Informação 

Basicamente, um problema estatístico surge 

quando procuram-se informações acerca de um estado da nature 

·za (parâmetro) w, que é desconhecido (não totalmente · conheci 

do). Em busca de tal conheci~eto, um experimento E é plane 

jado e realizado, obtendo-se assim um ·resultado x (normalmen 

te um vetor). Neste trabalho, chamaremos de "observação es 

tatística", ou simplesmente "observação", ao par (E, x) para 

indicar não somente o resultado x, mas também seu 

de obtenção. 

processo 
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A seguir. as estruturas formais de um exper.L

mento estatístico são apresentadas e di.scutidas com o intui
to de tornar matematicamente natural o concei.to de informa

çao.

Um experimento E fi.ca bem caractere.zado qual
do representado por um terno (X, Q, f) , onde

a) X representa o conjunto de todos os posa.L

veia resultados x, quando o procedimento que define o exper.à
mento E ê realizado. Esse conjunto é comumente chamado de

"Espaço Amostral"

b) S2, normalmente chamado de "Espaço Paramé

tri.co'', é o conjunto de todos os possível.s (conforme o conhe

ci.mento de quem o define) valores do estado da natureza. w.

c) f: %x Q-'' [0, m), queacadaponto(x, w)

e X x Q associa o valor f (xlw) 2 0, é uma distri.buição de

probabi[idade ou urna função densidade de probabi].idade em X
para cada w c: S2.

De posse da observação (E, x) , o objetivo do
estatístico é dela retirar "toda a i.nformação relevante" (ex

pz'essão de R.A. Fisher) acerca do parâmetro \r. É verdade que

a expressão de Fisher, ainda nos dias de hoje. não possui uma

defi.ni-ção universalmente aceita, porém tem havido uma certa

aceitação da notação Inf (E, x) como signifi.capo de "toda a

informação relevante sobre o parâmetro w, conta.da na observa
ção (E, x)"
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Desta forma diz-se que as observações (EI,

xi) e (E2, xz) são "equivalentes" ou "i.gualmente informativas"

sobre w ( e denota-se por Inf(Ei, xi) = Inf (E2, xz)), se

Ei e E2 são experimentas re].acionados ao mesmo estado da na

tureza w, e os resultados xi e xz de Ei e Ez respectivamente,

conduzem â mesma .inferênci.a.

Nas prÓxi.mas senões apresentaremos defi.nações,

exemplos e algumas condições necessárias para se estabelecer

a equiva]ência de observações. Em alguns dos exen-p].os que se
seguem. utilizamos a linguagem de caras e coroas de uma moe

da para representar situações envo].vendo ensaios de Ber

noul].i. No entanto, consideramos a probabi.cidade de obten-

ção de um sucesso (cara) como sendo p c (0, 1) no lugar de
1/2 da moeda balanceada

1.3 - Definições Básicas

com o intui.to de tornar esse trabalho um poB
co auto-suficiente, no sentido de conter boa parte dos pré-
requisitos necessários, recordaremos algumas definições uti

lizadas na li.nguagem estatística formal. Nossa referênci.a bã

siga para este capítulo é: Basta (1975), Berger (1980) e Birn
batam ( 1 96 2)

Definição : Seja E = (X, Q, f) um experimento. Diz-se que

T: X -> T é uma "estatÍsti.-a relacionada com o expert.mento E",

se T é uma função (mensurável-) de X em 'r = {t:r(x) = t, para
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algum x e X}

Note que cada ponto t e 't define um sub-conju2.

to %t = { x c X : T(x) = t} de H e quem família {)(t:tE:T}
constitui uma partição de %. Reciprocamente toda pare.L
ção de X é gerada por uma estatística T convenientemen

te definida. Assim, algumas vezes, usaremos uma partição

de X em lugar de uma estatística e vi.ce-versa.

Pgejj:poção 2: seja E = (g(, S2, f) um experimento e T uma

mística relacionada com E. Define-se o "experimento

nal" E.r como sendo o terno ('t, Qr f.p) onde:

f,.. (tlw) ='./'.. f(xlw) dx, t c 'r
t

esta

margz

Observação: O símbolo de integração está saldo usado de inatel

ra bastante geral, de forma que ele pode repre-

sentar um somatório quando necessário.

Exemplo 1: Com a fi.validade de estimar a probabi.li.dade p de

se obter cara no lançamento de uma moeda, um estatístico de

ci.diu lançar a moeda três vezes e observar a sequência (xz,

xz, x3) de caras (1) e coroas (O). um segundo estatjlstico,
achou por bem anotar somente o número de caras nos três lan

lamentos, isto é, usar a estatística T (xi, x2, x3) = xi +
X2 + X3

No primeiro caso, temos o experimento E = (N,
ç2, f), onde:

07 

algum x e ?{}. 

Note que cada ponto te T define um sub-conju~ 

to ~t = { X E~ •r (x) = t} de ?{ e que a família {~ : t e: T} 

constitui uma partição de?{. Reciprocamente toda parti 

çao de ~ é gerada por uma estatística T convenientemen 

te definida. Assim, algumas vezes, usaremos 

de~ em lugar de uma estatística e vice-versa. 

uma partição 

Definição 2: seja E= (?{, íl, f) um experimento e T uma 

tística relacionada com E. Define-se o "experimento 

nal" ET como sendo o terno (T, íl, fT) onde: 

= f f(xlw) dx, 
?{t 

t e: T 

esta 

marg_:!: 

Observação: O símbolo de integração está sendo usado de manei 

ra bastante geral, de forma que ele pode repre­

sentar um somatório quando necessário. 
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íl, f) , onde: 

. I 
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{ (xx, x2, x3): xl = 0 ou xi

(P : o á P É'l}

1 , 2, 3 }

e

f (xlp) ( l. .-p)' se x c {(0, 0, 0) }

p(l-;p): sexe{(O, 0, 1);(0, 1,0);(1, 0, 0)}

p:(l-p) sexc{(O, 1, 1);(1, 0, 1);(1, 1, 0)}

p' se x € {(1, 1, 1)}

No outro caso, temos o experimento E,p

Q, f.p), onde

('t ,

T =' {0, 1 , 2, 3 }

ç2 = {p: 0 É p É 1} e

Ír(tlP) :(il) pt(l-p)3't. t c: .r

Defi-)lição 3: Seja T uma estatística relacionada com um expe

riinento E. Para cada t e 'r, define-se o "experimento conde.
r rn. +- \

cional", E''''' como sendo o terno:

C

E(r (Xt' Q. f(T =t)), onde f (.T:t) é dada por

í(u=t) (xlw) :'g-l!! ) t

Exemplo 2: Consi.dele o experimento E e a estatística T do

exemplo anterior. Para cada t e 1, podemos definir o exper.L

mento conde.cional E(T :t) : (#t' Q, f(T :t)),.com componentes:

/'

Xt : {x c y : -r(X) t}

08 

~ = { (X l, X2, X 3) : xi = o ou xi = 1 : i = 1 ' 2, 3} 

íl = {p o ~ p :( 1 } 

e 

f (x I p) = ( 1_ ·_- p) 3 se x E {(O, o, o) } 

p(1~p)2 se x E {(O, o, 1) ; (O' 1, o) ; (1 , o, O)} 

p2 (1-p) se x e: {(O, 1, 1) ; ( 1, o, 1 ) ; ( 1 ' 1 ' O)} 

p3 se X E {(1, 1 ' 1) } 

No outro caso, temos o experimento ET = (T, 

íl' fT)' onde: 

1' = . {o, 
1 ' 2, 3} 

íl = . {p: o ~ P. ;;; 1} e 

(tlp> ( 3) t 3-t t fT = p ( 1-p) ' E T. t 

Definição 3: Seja T uma estatística relacionada com um 
l. 

rimento E. Para cada te T, define-se o "experimento 

cional", E(T=t) como sendo o terno: 

(x lw) = ·f(x!w) 

fT(tlw) 
X E *t 

exp~ 

condi 

Exemplo 2: Considere o experimento E e a estatística T do 
r 
"---

exemplo anterior. Para cada te T, podemos definir o exper! 

mento condicional E (T = t) = (*t, íl, f (T = t)) ,.com componentes: 

•r (x) = t} 
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O = tp: O $ p $ 1J e

r(v=t) (xlP) : ;ftlJjlà.í : : 1111 ' x € vt

Definição 4: Um experimento E é dito "não informativo" (sg

bre w), se para cada x c N, í(xlw) é constante em w c ç2

Exemplo 3: Com relação ao exemplo 21 para cada t E: v, o expg
cimento condicional E(T:t) é não informati-vo, uma vez que

f(T=t) (xlp) : l é constante em pr para todo x € %t
t

Defi.nação 5: Di.z-se que uma estatística T: X -+ T é "allci

lar" (com r'esperto a v7) , se o experimento marginal E,p ê não
informati.vo.

11$gpplo 4: Seja X uma v.a. com distribui.ção normal de média

u e variânci.a 1, onde U c: {-l, 1}. Considere a estatísti

ca T, baseada em um único resultado x, definida por:

T(x) = itlxl 2 c} (x), sendo c uma constante positi.va e IA ( ')

a função i.ndicadora do conjunto A. Nosso experin\unto ini.-

cialédadopor: E=(%, ç2, f), onde:X=R, Q= {--1, 1} ,

í(clli) = !'(x-p) e 'r a densidade associada à distribuição nor

mal padrão N (0, 1). O experimento marginal E.. é consta.tui
do por:

T = {0, 1J; Q = { e fT dada por:

rv(olP) : Pu(lxl < c): q'(c-P) - 'P(-c - p)

íl = {p: O :;; p ~ 1} e 

f (T=t) (x I p) 
f(x ) 

= fT(t p) 
1 

-3- 1 X E ~t • 
( ) 
t 
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Definição 4: Um experimento E é dito ';não informativo" (so 

bre w), se para cada x e:~, f(xlw) é constante em w e: íl. 

Exemplo 3: Com relação ao exemplo 2, para cada te: 1, o 

rirnento condicional E(T=t) é não informativo, urna vez 

f (T=t) (x!p) = (j) é constante em p, para todo x e: ~t· 

t 

Definição 5: Diz-se que uma estatística T: ~ ➔ 1 e 

exp~ 

que 

"anci 

lar" (com respeito a w), se o experimento marginal ET e nao 

informativo-. 

Exemplo 4: Seja X urna v.a. com distribuição normal de média 

µ e variância 1, ondeµ e: {-1, 1}. Considere a estatísti 

ca T, baseada em um Único resultado x, definida por: 

T(x) = I{ lxl ~ c} {x), sendo c uma constante positiva e IA ( •) 

a função indicadora do conjunto A. Nosso experimento ini-

cial é dado por: E= {*, íl, f), onde:~= R, íl = {-1, 1} 

f (c 1 ~1) = 'l' (x-µ) e 'l' a densidade associada a distribuição no.E_ 

mal padrão N (O, 1). O experimento marginal ET é constitui 

do por: 

T = {O, 1}; íl = {-1, 1} e fT dada por: 

p ( 1 X 1 < C) = µ ~ (e-µ) - ~ (-e - µ) = 

.. 
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= 0 (c-p) +b(c+Ü) - if onde '} é a função de distribuição da

n(o,l). Asse.m:f.p(llu) =1-íV(olu) ='D(-c-u) +

q) (-c + p). Logo:

ív {ol-'l) Õ (c+l) + © (c-l) fp (oll) e

ru (11-1) (-c + 1) + ® (--c - l) í'r (1 1 1 )

Como fV (tlU) é constante em u para t c {0,1} ,
cnirlui-se que o experimento E.p é não informativo, e consequeB
temente T ê uma estatística anci].ar

De maneira maisgeral, se X 'bN(u,a2o), pc

{-po' Uo} (Uo e ao' reais positivos e conhecidos), então a
estatística T (x) = IXI é ancilar

Defi.feição 6: Uma estatÍsti.ca T é dita "suficiente" (para (E,

x) cora respei.to a w) seí para todo t e T o experimento co2
(T=t)di.cional E'''''- é não informativo.

Pt)den\os verificar, então, que a estatística

T do exemplo l ê sua-ciente. pois de acordo com o exemplo 3,
para cada t c 'r, f(V:t) (xlp) : -J-- é constante em p

Defi.nação 7: Suponha que a realização de um experimento

E = (H, n, f), resultou na observação (E, x). A função L:

ç? -> R+ dada por L(wlx) = f(xlw) é chamada "função de verossl
nlt].hai\ca" Gerada .nela ol)servacao fF: .x\

3

10 

= <I> (e-µ) +~ (e+µ) - 1 , onde <ll e a função de distribuição da 
"-

N (O, 1 ) • Assim: fT ( 1 1 µ) = 1 - fT (o 1 µ) = <I> (-c - µ) + 

4> (-c + µ) • Logo: 

f T ( 1 1-1 ) ·- <ll ( -c + l) + <f> (- c - 1 ) = f T ( 1 l 1 ) • 

Como fT (ti·µ) é constante emµ para t · E: {0,1}, 

conclui-se que o experimento ET· é não informativo, e consegue~ 

temente Te uma estatística ancilar. 

De maneira mais geral, se X~ N (µ,0~), µ E: 

{~µ, µ} (µ e a, reais positivos e conhecidos), então . a 
O - O O O 

estatística T (x) == lxl é ancilar. 

Definição 6: Uma estatística T é dita. 11 suficiente" (para (E, 

x) com respeito a w) se, para todo te T o experimento con 

dicional E(T=t) é nao informativo. 

P6demos verificar, então, que a estatística 

T do exemplo 1 e suficiente, pois de acordo com o exemplo 3, 

para cada t E: T, f(T=t) (xlp) ~ 1 é constante em p. 

(3) 
t 

Definição 7: Suponha que a realização de um experimento 

E= (~, íl, f), resultou na observação (E, x). A função L: 

íl + R+ dada por L(wlx) ~ f(xlw) ~ chamada "função de verossi 

~-tilhança li gerada .pela observação (E ,x) . 

·. J 
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Exemp].o 5: Com o objetivo de estimar a probabilidade p de

obtenção de cara de uma moeda, um estatístico decidiu lag

çar a moeda 20 vezes e anotar o número de caras obti-das.

Assim, seu experimento é dado por:

Ei (XI, Q, fl), onde : Ni { 0, 1, 2. ..., 20 }

{p: 0 É p É 1} e

íi(xlp) P (l -P)20-x, x c Xi

Ao reali.zar seu exp'erimento, ele obteve 15

caras (e 5 coroas) . Desse modo a função de verossi.milhar

ça gerada pela observação (Ez, 15) é:

L (pl 15) (l-P)5; 0. É P É

Defi:ni-çãa 8: Dizemos que duas fuhçoés de verossimil-Lança

Li e Lz, definidas em um mesmo espaço paramétrico ç2 (porém

podendo corresponder a distintas observaçoés (Etí xl) e

(E2, xz) respectivamente), são "equivalentes" se, Li(wlxi) =

C. Lz (wlx2) , para alguma constante positiva C (que pode

depender de EI, xl, E2 e x2) e todo w c ç2.

Exemplo 6: Suponha que di.ante de situação do exemplo ant.e

Flor, um outro estatÍsti.co decida lançar a moeda tantas VÊ
ves quantas sejam necessárias para obter 15 caras. Dessa

forma. seu experimento Ea = (H2, Q. fi) é constituído por:

1 1 

Exemplo 5: Com o objetivo de estimar a probabilidade p de 

obtenção de cara de uma moeda, um estatístico decidiu lan 

car a moeda 20 veze·s e anotar o numero de caras 

Assim, seu experimento é dado por: 

íl = {p: O ~ p ~ 1 } e 

obtirlas. 

Ao realizar seu experimento, ele obteve 15 

caras (e 5 coroas). Desse modo a função de 

ça gerada pela observação (E 1 , 15) é: 

verossimilhan 

· ·Defirti~ão 8: Dizemos que duas funçoês de verossimilhança 

L 1 e L2, definidas em um mesmo espaço paramétrico íl (porém 

podendo corresponder a distintas observaçoês (E 1 , x 1 ) e 

(E 2 , x 2) respectivamente), são "equivalentes" se, L 1 (wlxi) = 

e. L2 (wlx2), para alguma constant2 positiva e (que pode 

· ·Exempló ·6: Suponha que diante de situação do exemplo ante 

rior, um outro estatistico decida lançar a moeda tantas ve 

ves quantas sejam necessárias para obter 15 caras. Dessa 

forma, seu experimento E2 = (~2, ~' f~) é constituído por: 
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Xz =' {15 , 1 6, 1 7 , ... }

{ p: 0 É p É 1 } e

f2(xlp) =(x14) p15 (l-p)x'15i x c: X:

Suponha ainda que ao realizar esse experimento, verá.ficou

que a 15$ cara ocorreu no 209 ].ançamento, ou seja, sua ob

servação foi. (E2, 20), gerando asse.m a função de verossi

mi.Ihança

L2 (PI 20) (l-P)5, 0 É P É

Comparando Lz com Lx do exemp].o 5, verá.ficamos que
,20 .

LI(Pl15) = ';#ç- La(pl20), O$PÉI

Assim Li e Lz-são funções de verossimi.].hança equivalentes

PÇf141piÇaqg: Suponha que dispomos de uma colação enumera

ve].deexperimentosEI =(X.ir Q, fl), i= 1, 2.... . E SÊ
ja ]li ]lz, ... uma distribuição de probabi.lidade sobre o

conjunto {1, 2. ...}. que independe do conhecimento do es

Lado de natureza w. A mistura E dos experimentas Ei E2 ...,

de acordo com as probabilidades de seleção Jli, ll2, ..., e

definida coIRo \m ex])erimento nos dois .segui.ates estlági.os:

l

(1) Seleciona--se um dos experímentos Ei, Ez, ..., com pro
babili.date de seleção Hi, llz,

(2) Realiza-se o experimento selecionado em (1)

12 

~2 = · {15, 16, 1 7 , ... } 

íl = { p: o ~ p ~ 1 } e 

f2 (x I p) (x-1) 15 ( 1-p) x- 15 i X E ~2• = p 14 

Suponha ainda que ao realizar esse experimento, verificou 

que a 15~ cara ocorreu no 209 lançamento, ou seja, sua ob 

servação foi (E 2 , 20), gerando assim a função de 

milhança. 

verossi 

15 5 
= ( ~:) p · ( 1-p) , O ~ p ~ 1 • 

Comparando L2 com L 1 do exemplo 5, verificamos que: 

Assim L 1 e L2- são funções de verossimilhança equivalentes. 

Definição 9: Suponha que ~ispomos de uma coleção enumera 

vel de experimentos E. = (~., íl, f.), i = 1, 2, .... E ·se 
J. l. J. 

ja 1I1 IT2, ••• uma distribuição de probabilidade sobre o 

conjunto · {1, 2i ••• }, que independe do conhecimento do es 

tado de natureza w. A mistura E dos experimentos E 1 E2 

· de acordo com as probabilidades de seleção IT 1 , IT 2 , ... ' 
definida como um experimento nos .dois ·_s·egúintes ·estágios: 

(1) Seleciona-se um dos experimentos E 1 , E 2 , 

~abilidade de seleção IT 1 , IT 2 , ••• 

... , 

(2) Realiza-se o experimento selecionado em (1). 

com 

. .. , 
e 
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Desta forma. o experimento mistura

(X, Q, f) possui as seguintes componentes:

E

X = {x =(ir xi); xi c #il i: IP 2....}, que é a união ai.g
junta dos espaços amostrais Hi, g(2, ... de Ei, E2,..., res

pectivamente, ç2 o espaço paramétrico comum a Ei, E2,... e

f (xlw) = iiiÍj,(xlw), onde x = (i. xi) e xi c Wi

Exemplo 7: Se um terceiro estatísti.co na dúvida de adorar

o experimento Ez do exemplo 5 ou o experimento Ez do exem

p[o 6, reso]ve ]-ançar um dado honesto e realizar Ei se o re

multado for par e E2 se o resultado for i.rapar, na realiza

de e].e estala reali.zando um experimento E que é uma misto

ra de Ei e Ez com probabi].idades de se].eçao lli= ll2 = 1/2.

1.4 Princípios Estatísticos

Com as definições exiba.das aci.ma. estamos

agora de posse de todas as ferramentas necessárias para apl:g

sentarmos alguns dos mais i.mportantes princípios da inferê2
ci.a estatística, princípi.os esses que estabelecem condi-

ções para a comparação (equi-valência) de observações e vg
ria.cação da consistência de métodos estatísti.cos.

PI. Princípio da Suei.ciência; Seja E = (X, Qr f) um e=
perimento estatístico e T uma estatística sua.ciente. Então

para cada x c: H.
7

Desta forma, o experimento mistura 

(~, íl, f) possui as seguintes componentes: 
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E = 

~ = {x = ( i, xi·) ; x. e: -~. , i = 1 , 2, .• ~}, que é a união dis 
l. l. 

junta dos espaços amostrais ~1, *2, ..• de E1, E2, .•. , res 

pectivamente, íl o espaço paramétrico comum a E1, E2,, .. e 

f (x[w) = TI. f. (xlw), onde x = (i, xi) e xi e: *iº 
l. l. . 

Exemplo 7: Se um terceiro estatistico na dúvida de adotar 

o experimento E 1 do exemplo 5 ou o experimento E2 do exem 

plo 6, resolve lançar um dado honesto e realizar E 1 se ore 

sultado for par e E 2 se o resultado for impar, na realida 

de ele estará realizando um experimento E que é uma mistu 

ra de E1 e E 2 com probabilidades de seleção IT1= IT2 = 1/2. 

1.4 - Princípios Estatísticos 

Com as definições exibidas acima, estamos 

agora de posse de todas as ferramentas necessárias para apr~ 

sentarmos alguns dos mais importantes princípios da inferên 

eia estatística, princípios esses que estabelecem condi-

çoes para a comparação (equ~valência) de observações e ·ve 

rificação da consistência de métodos estatísticos. 

P1. Princípio da Suficiência; Seja E= (*, íl, f) um ex 

perimento estatístico e T uma estatística suficiente. Então 

para cada x e:~-
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Inf (E, x) Inf (E,P, t), t T (x)

Assim o princípio P] estabe].ece que se T é sua.ciente. e2

tão para cada t E: 1, todos os elementos de Xt teem a mesma

informação.

Exemplo 8: Com referência aos exemplos l a 3, uma vez que

T (xi, xz, x3) = gi + x2 + x3 é suficiente, temos:

Para t = 0

Inf (E, (0, 0, 0) )

Para t = l

Inf (E, (0,0,1))

Inf (ET' l)

Para t = 2

Inf (E, (0,1 ,1) )

E para t = 3

Inf (E. (1,1,1))

Inf (E.p, 0)

Inf (E. (O,1 , 0) ) Inf (E, (1, 0, 0))

Inf (E, (1 ,0, 1 ) ) Inf (E, (1 ,1, 0))

IENE (E.Fr 3)

P2. Princípio Fraco da Condicionalidade: Se o experime=

to E é uma mistura dos experimentos Ei, E2, ..., então para

cada resu].fado x = (i, xl) de E temos:

Inf (E. x) Inf (E. , x:) ,i' ' l

o que si.gni.fica que a i.nformação de qualquer resultado

x = (i, x]) do experimento E, é a mesma que a do resulta

do xi do experimento EI , ignorando-se totalmente a estrutE
ra (probabil i.jade de seleçã.o) do experimento E.

14 

Inf (E, x) = Inf (ET, t), t = T(x) 

Assim o princípio P1 estabelece que se T é suficiente, en 

tão para cada t E L, todos os elementos de ~t teem a mesma 

informação . 

Exemplo 8: Com referência aos exemplos · 1 a 3, uma vez que 

Para t = O 

Inf (E, {0,0,0)) = Inf (ET, O) 

Para t = 1 

Inf (E, (0,0,1)) = Inf {E, {0,1,0)) = Inf (E, (1,0,0)) = 

Inf {ET, 1) 

Para t = 2 

Inf {E, {0,1,1))= Inf (E, {1,0,1)) = Inf {E,{1,1,0)) 

E para t = 3 

Inf {E, ( 1 , 1 , 1) ) = Inf (ET, 3) . 

P2. Principio Fraco da Condicionalidade: Se o experirrle!! 

to E é uma mistura dos experimentos E 1 , E 2 , ••• , então para 

cada resultado x = (i, x.) de E temos: 
J. 

Inf {E, X) = Inf (E , ;x:
1
.) , 

i 

o que significa que a informação de qualquer resultado 

x = (i, xi) do experimento E, é a mesma que a do resulta 

do xi do experimento Ei' ignorando-se totalmente a estrutu 

ra (probabilidade de seleçã6) do experimento E. 
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g?ççpplo .!: Suponha que o estatístico do exemplo 7 ao lançar
o dado obteve o número 4 e ao realizar o experimento Ei

(revi.do a sua regra de seleção) obteve 15 caras. Asse.m a

observação do seu experimento, (E, x) = (E. (1, 15)) é tão

informativa quanto a observação (EI, 15) fei.ta pelo esta

dístico do exemplo 5, ou seja

Inf (E, (1, 15)} lnf (Ei, 15)

P3. Princípio da Conde.cionalidade: Se T:H -> T é uma esta-

tística ancilar associ.ada ao experimento E = (y, ç2, f) , e2

tão, para todo x c: X e t = T(x)

Inf (E. x) Inf (E (T :t) x)

Exemplo jlQ: Com relação ao exemplo 4, tomemos c = 2. Assim

a parti-ção induzida pela estatística T(x) = illxl 22} (x) é

Xo = {x c H : lxl < 2} e

lv1 > 2'}{x C X

Suponha que ao realizar-se o expert.mentc E (do exemplo 4)

foi observado (E, 3). Se por outro lado uma realização de
n(T = 1) resulta em x = 3, então

Inf (E, 3) Inf (E (T : 1), 3) ,

uma vez que T é uma estatística ancilar associada ao expg
cimento E.

Exemplo 9: Suponha que o estatístico do exemplo 7 ao lançar 

o dado obteve o numero 4 e ao realizar o experimento E 1 

(devido a sua regra de seleção) obteve 15 caras. Assim a 

observação do seu experimento, (E, x) = (E, (1, 15)) e tão 

informativa quanto a observação (E 1 , 15) feita pelo 

tístico do exemplo 5, ou seja: 

Inf (E, (1, 15)) = Inf {E 1 , 15) 

esta 

P3. Princípio da Condicionalidade: Se T:~ ➔ Te uma esta­

tística ancilar associada ao experimento E= (~, íl, f), en 

tão, para todo x E~ e t = T{x). 

(T = t) 
Inf (E, x) = Inf {E , x) 

· ·Exemplo · 1 O: Com relação ao exemplo 4, tomemos e = 2. Assim 

a partição induzida pela estatística T(x) = I{[xl ~ 2 } (x) é 

~o = · {x E ~ : [ x 1 < 2} e 

Suponha que ao realizar-se o experim0ntc E (do exemplo 4) 

foi observado (E, 3). Se por outro lado uma realização de 

E(T=1) resulta em X=3, então 

Inf (E, 3) = Inf (E {T = 1 ) , 3) , 

uma vez que Te uma estatística ancilar associada ao 

rimento E. 

exp~ 
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P4. Princípio da Verossi.milhança: Se Ez e Ez são dois ex

perimentos qual.squer com o mesmo espaço paramétrico S2 e se

(EI, xx) e (E2, xz) são observações respectivas, determi

Dando funções de verossimilhança equivalente, então:

Inf (EI, xx) = Inf (E2, x2)

Em palavras o princípi.o P4 estabelece que de posse da ob

servação (E. x), toda a informação relevante sobre w esta

conta.da na função de verossimilhança por ela gerada, ou se

ja, valores que não foram efetivamente observados são érre
levantes.

Exemplo 11: Considerando-se as observações (EI, 15) do exem

plo 5 e (E2, 20) do exempJ-o 6, podemos concluir que elas

possuem a mesma informação ou seja:

Inf (EI, 15) = Inf (E2, 20)

de vez que Lz(pl15) e Lz(pl20) são equi.valentes

É i.nteressante citar. nesse ponto, um fato

curioso em relação aos princípios acima. A grande maioria dos

estatÍsti.cos tender a aceitar. pra propositos de inferência sobre w,

os princípios P[ e P2. Cotltu(]o, poucos desses inesinns estatísUcns amei

tam o princípio P4. Para surpresa da(ãueles que não aceit:am este últi.

im princípio/ Birnbaum (1962. pp 284 rmstra que P4 é imtamti.cairnl

te «luivalalte a PI e P2, ou seja. <PI e P2) -+-> P4.

Com relação a este resultado, Jerome Corn-
field (in Blrnbaum ( i.962, discussion) se referiu da se
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P4. · princípio da Verossimilhança: Se E 1 e E2 são dois ex 

perimentos quaisquer com o mesmo espaço paramétrico íl e se 

(E 1 , x 1 ) e (E 2 , x 2 ) são observações respectivas, determi 

nando funções de verossimilhança equivalent~ , então: 

Em palavras o princípio P4 estabelece que de posse da ob 

servação (E, x), toda a informação relevante sobre w está 

contida na função de verossimilhança por ela gerada, ou se 

ja, valores que não foram efetivamente observados são irre 

levantes. 

Exemplo ·11: Considerando-se as observações (E 1 , 15) do exem 

plo 5 e (E 2 , 20) do exemplo 6, podemos concluir que 

possuem a mesma informação ou seja: 

Inf (E 1 , 15) = Inf (E 2 , 20) 

de vez que L1 (pl15) e L 2 (pj20) sao equivalentes. 

t interessante citar, nesse ponto, um 

elas 

fato 

curioso em relação aos princípios acima. A grande maioria dos 

estatísticos tendem a aceitar, para propósitos de inferência sobre w, 

os princípios P1 e P2. Contudo, :i;:oucos desses nesrros estatísticos acei 

taro o princípio P4. Para surpresa daqueles que não aceitam este úl ti 

no princípio, Birnbaum (1962, pp 284-5) rrostra que P4 é materraticarren 

te equivalente a P1 e P2, ou seja, (P1 e P2) +4 P4. 

Com relação a este resultado, Jerome Corn-

field (in Birnbaum (i962, discussion) se referiu da se 
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guinte maneira "... ainda não estou completamente recupera

do do choque de ver que dois princípios que eu achava rg
zoáveis e um que eu achava ouvi.coso, são equivalentes. É

claro que eu preciso ou acredi-tar nos três, ou desacredi

tar em pelo imnos \m dos doj.s lazoávei.s. O que ainda não está

c].aro é em que base essa escol-ha deva ser feita"

Apenas com o propósito de ilustrar e "sul

preender" nosso leitor. decidimos apresentar uma discus--
são da demonstração do teorema de Bi.rnbaum. Para tanto se

gui.mos, em linhas gerais, as s\!gestões de Basu (1975)

Antes de apresentarmos a demonstração deste

teorema, demonstraremos dois lemas que serão de grande u+..}

lidade para o nosso propósito.

l.erma 1: Uma estatística T é suficiente se. é somente se. pa

ra xx e x2 pertencentes a X, T(xl) = T(x2) implica em

L(wlxi) equi.valente a L(wlx2)

nemonstração

a) Seca T uma estatística su:Eiciente e {xi, x:} C H tan-

que T (xi) = T (xz) = t.

Como T. é sufici.ente temos

f (v=t) (x:lw) = c(x}) , (1)

('r=t) (x,lw) = C(x2) , (2)
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guinte maneira" ainda nao estou completamente recupera 

do do choque de ver que dois princípios que eu achava ra 

zoáveis e um que eu achava duvidoso, são equivalentes. ~ 

claro que eu preciso ou acreditar nos três, ou desacredi 

tar em pelo menos um dos dois razoáveis. O que ainda nao está 

claro ã em que base essa escolha deva ser feita". 

Apenas com o propõsito de ilustrar e "sur 

preender" nosso leitor, decidimos apresentar uma discus-

são da demonstração do teorema de Birnbaum. Para tanto se 

guimos, em linhas gerais, as sugestões de Basu (1975). 

Antes de apresentarmos a demonstração deste 

teorema, demonstraremos dois lemas que serão de grande uti 

lidade para o nosso propósito. 

·Lema 1 : Uma estatística T e suficiente se, e somente se, p~ 

ra x 1 e X2 pertencentes a :X' T (X1) = T (x 2) implica em 

L (W IX l) equivalente a L (wlx2). 

·nemonstra:~ão: 

a) Seja T uma estatística. suficiente e· {x 1 , x~} e ~ tal 

que T (xi) == T (x 2) . = t. 

Como T· e suficiente temos: 

f(T=_t) cx ·1lw) = C(xi), (1) 

e f (T=t) (x 2 1 w) 
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Considerando-se que í(U:t) (xlw) = ;iÍif:lT)) 'x e xt'

segue-se de (1) e (2) que:

f (xilw) = c(xl) . fr(tlw) e

f (x2 lw) = c(x2) . íu(tlw)

Assim,

f(xilw) =-llZ-J:L--. f(x2lw), w c Q
C (xz )

o que imp].ica que L(wlxi) é equivalente a L(wlx2)

b) Suponha que T(xl) = T(x2) implica em L(wlxi) = C(xl, xz)

L(wlxz), para todo {xi, xzlcX e alguma função positiva

c. seja x. E: N tal que T(x.)) = t com função de veross.i

milhança L(wlxo)

Então para todo x c: X+ temos:

L(wlx) : C(x.x.) L(v/lxo), V' w

Assim,

í(r=t) (xlw) . Ívhtilw

Consequentemente,

1 :. J f(T=t) (xlw) d
xt

Q€

f(T t) 1«) (tlw)) C(x, (x fxo T0

(T t)f dxX xo)r\'K0 l w J'' J \" I'b
xt
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Considerando-se que f (T=t) (x I w) = ~) , x € ,tt, 

segue-se de (1) e (2) que: 

Assim, 

o que implica que L(wlx1) e equivalente a L(wlx2). 

L(wlx2), para todo · {xl, x2}c* e alguma função positiva 

e. Seja x €*tal que T(x) = t com função de verossi 
o o 

milhança L(wlx ). 
o 

Então para todo x · E *t ternos: 

L(wlx) = C(x,x) L(wlx ), V w E íl o o 

Assim, 

Consequentemente, 

1 = : J f ( T= t) (x I w) dx = 

~t 

e ( x, x ) f ( T= t) (x I w) f'I, ( t l w) 
o o 

(T=t) ( 1 . f ) f x 
O 

w_) . • e ( x , x 
O 

dx 

~t 
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DaÍ

f (T=t) (xolw) c %X'C(x, x 00
yt

Logo EI L:tJ é não i.nformativo e portanto T sua.ciente

Definição 10: Seja E = (X, Q, f) um experimento estatístico e

x um resu].Lado de E determinando função de verossihlílhança

L(wlx). A função L (.lx) defi.nada por:

L*(wlx) ,.?81;:..:, " . -
n

ê denomi.nada "função de verossi-milhança padronizada" gerada

pela observaçaÕ (E. x)

Observações a) Nessa definição estamos admi.rindo a convergên

cia da integral / L(w'lx)aw' uma vez que em
si.tuação práticas, geralmente é possível vi

sua].azar Q can) um conjunto limitado. Por ou

tro lado esse denominador pode ser substi.tuí

do por outro operador. Por exemplo, no caso

da existência de máximo, esse poderia ser con
siderado um bom candidato.

Q

b) Coiro ccmsequência desta definição podêrms afirimr (]ue

L(wlxt) é equivalalte a b(wlxz) se, scxnente se, L (wlxl)
C'(wlxz).

Lema 2: Se xx e xz são dois resultados de um experimento

E determinando funções de verossimilhança equivalentes, então

Dal 

·1 V _,7,.....c_,,(_x_, -x .......... ) """d_x_ ' 
o 

*t 
X 

o 
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Logo E(T=t) e nao informativo e portanto T suficiente. 

Definição ·10: Seja E= (*, n, f) um experimento estatístico e 

x um resultado de E determinando função de 

* L(wlx). A função L (.jx) definida por: 

verossimilhança 

* ·L(w x) 
L(wlx) . = W E S1 !L(w' x)dw' 

íl 

e denominada "função de verossimilhança padronizada'1 

pela observaçaõ (E, x). 

gerada 

Observa~ões: a) Nessa definição estamos admitindo a converge~ 

eia da integral f L(w' lx)dw~ uma vez que em 
íl 

situação práticas, geralmente é possível vi 

sualizar íl caro um conjunto limitado. Por ou 

tro lado esse denominador pode ser substitui 

do por outro operador. Por exemplo, no caso 

da· existência de máximo, esse poderia ser con 

siderado um bom candidato. 

b) Corro consequência desta definição p.xl.emos afirnar que 
. * 

L(wlx1) é equivalente a ~(wlx2) se, sanente se, L (w1x1)= 
* L (wlx2). 

· ·Lema 2: · Se xl e X2 sao dois resultados de um experimento 

E determinando funçõ~Js de verossimilhança equivalentes, então 
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existe uma estatísti.ca suficiente minimal r. tal que T(xl)

T (x2 )

Demonstração

Seja {xi, xz} C % tal que

L(wlxi) = C(xl, xz) L(wlxz) para todo w c: ÇZ e alguma

positiva C (3)

função

. +

Definimos T: X -+ Ío por

T(X) = L (.lx), ou seja, T é uma transformação que a cada

resultado x e X associa a função de verossimilhança padron.L

zada L(. lx) c É,+

a) T (xi ) :T(x2 )

Como L(wlxi) = c(xl, xz) L(wlxz), V w E Q

segue-se que L (wlxi) = + (\./lxz), V' w e Q

AS s i-m .

+ .

T (xi)=L' ('.lxi)
+ .

L' (. lx,)=V (xa)

b) T é sufici.ente

De acordo com Q Lema 1, basta mostrar que p2
raqualquer {x', x''} C H tal quer(x') = T(x'') teremos

L(wlx') equivalente a l.(wlx-i)
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existe uma estatística suficiente minimal T, tal que T(x1) = 

Demonstração: 

positiva e ( 3) 

* Definamos T: ~+te; por 

* T(X) = L (.IX), ou seja, T é uma transformação que 

função 

a cada 

resultado x E~ associa a função de verossimilhança padron~ 

zada L( . jx) E fo* 

Corno L (w I x 1} = e (x _1, x 2) L (w I x2}, V w E íl 

* * segue-se que L (w[x 1 } = L (wlx 2 ), V- w E íl 

Assim, 

b) T é sufic i ente 

De acordo com o Lema 1, basta mostrar que ·p~ 

ra qualquer · {x', x•i} · C ~ tal que T(x'} = T(x") 

L(wlx') equivalente a L(wlx"). 

teremos 
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Com efei.to, se T(x') = T(x'' ) segue-se que

L(.lx') = +(.lx'')eassim L(wlx') =L(wlx''),x«wc Q

e portanto L (wlx') equivalente a L(wlx'' ).

c) T é minimal

Seja S uma estatísti.ca sufici.ente qualquer, e=
tão pe].o critêri.o da fatoração de calmos-Savage temos:

r (x) : L (. lx) : L(' lx)
J'L(w'lX)dw-
Q

h (X) . g (sl.)
h (X) ./' g (s lw' ) dv/'

Q

r

./' g (slw')dw'
Q

onde g é a função densidade de probabi.]i(jade de

S e h uma função não negati.va que i-ndepende de w

Como T é uma função de S que por sua vez é

uma estatísti.ca suficiente qualquer, concluímos que T é mini
màl

Teorema de Blfübâuln P4 implica e é impJ-icado por PI e P2

a) P4 -Ç PI

Consequênci-a i.mediata do Lema 2

b) P4 -+ P2

Basta observar que as funções de verossi-milhar

ça geradas por ($f(i, xl))e (Ei' xi) são equiva].entes.
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Com efeito, se T(x') = T(x") segue-se que 

* * * 1 * 1 \.....Í. L Llx') =L (.lx") e assim L (wx') =L (wx"),-v-wE: íl 

e portanto L·(wlx') equivalente a L(wlx'' ). 

e) Te minimal 

Seja Suma estatística suficiente qualquer, en 

tão pelo critério da fatoração de Halmos-Savage temos: 

T(X) * 
= L (. lx) 

= g<sl.> 

f g ( s I w ' ) dw' 
íl 

= ·L(.· lx> 

JL(w' lx)dw' 

íl 

= 
'h(x)· . g(sl.> 

h(X) J g (slw')dw' 
íl 

= 

onde g e a função densidade de probabilidade de 

Se h uma função nao negativa que independe de w. 

Como T é uma função de S que por sua vez e 

uma estatística suficiente qualquer, concluímos que T é mini 

mal. 

·Teorema ·de Birnbaum: P4 implica e e implicado por P1 e P2. 

a) P4-+ P1 

Consequência imediata do Lema 2. 

b) P4-+ P2 

Basta observar que as funções de verossimilhan 
. . 

ca geradas por (~, (i, x 1 ))e (Ei' xi) são equivalentes. 
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c) PI e P2 'F P4

Sejam Ei =(HI, Q, fi) eEz=(#2, Q, f2) dois

expert.bentos quaisquer com o mesmo espaço paramétrico Q. Co=
si.dele o experimento E construído a partir de mistura de Ea

e E2 com probabi]i.danes de se].eção Hi = ll2 = 1/2

Assim um resultado genéri.co x € X será rg

presentado por:

(l, x') se Ez for selecionado

(2, x'') se Ez for selecionado

e a função densa.date de probabilidade (ou função de probabili

jade)f seta dada por:

4- fl(x' lw) se x (l, x'), x' c j(l

f (xlw)

; f2 (x' lw) se x (2, x') , x' e g(2

segue-se então de P2 que

Inf(E, x) = Inf(Et, xi), x =(1, xi), xi c: j(l

Inf(E. x) = Inf(E2, xz), x =(2. xz), x2 c Hz
(4)

Sejam xz e xz doi.s resultados quaisquer de Ei

e Ez respectivamente. os quais determinam funções de verossi

milhança equivalentes segundo o experimento E, ou seja:

L(wl (l,xi)) equivalente a L(wl(2.xz)), V. w E Q
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c) P1 e P2 + P4 

experimentos quaisquer com o mesmo espaço paramétrico íl. Con 

sidere o experimento E construido a partir de mistura de E 1 

e E 2 com probabilidades de seleção IT 1 = TI2 = 1/2. 

Assim um resultado genérico x Ex sera re 

· presentado por: 

X = {( 1, 

( 2, 

x') se E 1 for selecionado 

x") se E 2 for selecionado 

e a função densidade de probabilidade (ou função de probabil~ 

dade)f será dada por: 

f (x I w) = 

½ f2(x'lw) se x = (2, x'), x' E ~ 2 

segue-se então de P2 que: 

( 4) 

Sejam x~ e x 2 dois resultados quaisquer de E 1 

e E2 respectivamente, os quais determinam funções de 

milhança equivalentes segundo o experimento E, ou seja: 

verossi 
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Então segue--se de PI e do Lema 2 que

Inf (E, (l , xz)) Inf (E. (2. xa) ) (5)

(6)

De (4) e (5) conclui.u-se que

Inf (EI, xi) = Inf (Ez, xz)

Uma vez que (6) estabelece que dois result.g

dos quaisquer de dois experimentas quaisquer Ei e E2 (com o

mesmo espaço paramétrico) , teem a mesma informação se e].es aE

terminam funções de verossími]hança equiva].entes, fica provo
da a implicação de P4 por PI e P2

1.5 - Considerações Finais

É importam.te salientar que em nenhum momento,

explicitados a definição de informação. Contudo, na defina

ção 4 apresentamos o concei-to de "não informação". Assim, um

experimento é considerado informati.vo sobre w, se não sati.sfaz

a definição 4. Por outro lado, sendo o nosso objeti-vo esco-

lher um "melhor" (mais simples) expert.mento para reagi-zã -lo ,

apenas nos preocupamos em caracterizar alguns experinentos c!(]uz

valentes (no sentido de conter a N©siuâ informação sobre w)

Dessa forma não nos preocuparemos com a difícil tarefa de en
contrai uma medida de informação.
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Então segue-se de P1 e do Lema 2 que 

(5) 

De (4) e (5) concluiu-se que 

( 6) 

Uma vez que (6) estabelece que dois · resulta 

dos quaisquer de dois experimentos quaisquer E1 e E 2 (com o 

mesmo espaço paramétrico), teem a mesma informação se eles de 

terminam funções de verossimilhança equivalentes, fica prov~ 

da a implicação de P4 por P1 e P2. 

1.5 - Considerações Finais 

momento, 

defini 

t: -importante salientar que em nenhum 

explicitamos a definição de informação. Contudo, na 

ção 4 apresentamos o conceito de "não informação". Assim, um 

experimento é considerado inf·ormativo sobre w, se não satisfaz 

a definição 4. Por outro lado, sendo o nosso objetivo esco-

lher um "melhor" (mais simples) experimento para realizá - lo , 

apenas nos preocupamos em caracterizar alguns experimentos ~ 

valentes (no sentido de conter a mesma informação sobre w). 

Dessa forma nao nos preocuparemos com a difícil tarefa de en 

centrar uma medida de informação. 
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Muitas tentativas de definir uma medida razoã

vel de Informação, teem aparecido na literatura estatística

Dentro do espírito de nosso trabalho, poderíamos citar Li2
dley (1956), Oe Groot (1962) e Bernardo (1979). Entretanto,

todos esse autores apresentam medidas para a informação do
expert-mento e não para a informação contida na observação.

Assim. poderíamos encarar essas medidas como sendo o valor

esperado da informação contida em uma observação a ser rea

li.zada.

Como sugestão para um futuro trabalho, acre

ditames que uma "boa" medida de informação, poderá.a ser ob

tida a partir do estudo da variabilidade da função de veios

si.milhança. A motivação para um estudo dessa natureza sur

ge naturalmente quando aceitamos a defi.feição 4 e o fato de

que toda a informação relevante, sobre w, contida no resul

Lado x, esta tan\bém contida no g.rácico da função de verossi

mi].hança (P4 e Lema 2).

No Capítulo 3 apresentaremos uma estimativa

pontual. e um i.nterva]-o de credibi.].idade para a preferência

sexual do inseto Drosóphila Melanogaster diante de dois ti
pos de machos, utilizando apenas a variabilidade da função

de verossimilhança. NQ en.tanto é necessário frisar que ne

nhuma tentativa foi feita no sentido de medir o grau de i.n

formação contida na observação geradora desta função, eiübo

ra tenhamos a prevenção de fazê-lo em um trabalho posterior
como sugerido anteriormente
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Muitas tentativas de definir uma medida razoa 

vel de informação, teem aparecido na literatura estatística. 

Dentro do espírito .de nosso trabalho, poderíamos citar Lin 

dley (1956), De Groot (1962) e Bernardo (1979). Entretanto, 

todos esse autores apresentam medidas para a informação do 

experimento e não para a informação contida na observação. 

Assim, poderíamos encarar essas medidas como sendo o valor 

esperado da informação contida em uma observação a ser rea 

lizada. 

Como sugestão para um futuro trabalho, acre 

ditamos que uma "boa" medida de informação, poderia ser ob 

tida a partir do estudo da variabilidade da função de veros 

similhança. A motivação para um estudo dessa natureza sur 

ge naturalmente quando aceitamos a definição · 4 e o fato de 

que toda a informação relevante, ·sobre w, contida no resul 

tado x, está ·também contida no gráfico da função de verossi 

milhança (P4 e Lema 2). 

No Capítulo' 3 apresentaremos uma estimativa 

pontual e um intervalo de credibilidade para a prefer~ncia 

sexual do inseto Drosóphila Melanogaster diante de dois •ti. 

pos de machos, utilizando apenas a variabilidade da função 

· de verossimilhança. No entanto é necessário frisar que ne 

nhuma tentativa foi feita no sentido de medir o grau de •in 

formação contida :pa observação geradora desta função, embo 

ra tenhamos a pretenção de tazê- lo em um trabalho posterior 

como sugerido anteriormente. 



Capítulo ll
A Metodojoqja de Kiefer

Introdução

Nas Últimas décadas, severas críticas teem

sido feitas à teori.a de Neyman --Pearson --wald (NPW) especial.
mente no que diz respei-to aos testes de hi-põteses. Um dos

pontos comuns entre tais criei.cos é a insatisfação quanto à

forma de avaliação do grau de conclusão de tal metodologi.a

Por exemplo/ na situação mais elementar dos testes de hip2

teses simples/ Ho e HZ, a especificação tão somente das prg
habilidades dos erros ti.po l e tipo ll e da decisão toma

da (a, B, d) , tem sido vista como uma forma pouco prece.sa de

se estabelecer a conclusão do teste. um dos principal.s m2

ti.vos dessas críticas é, sem dúvida. o fato do procedi.meB

to de NPW atribui.r a mesma medida numérica do grau de con

alusão a quaisquer dois valores amostrais "que conduzem ã

uma mesma decisão, embora um desses valores seja, intuito.
valente, mui.to mais conc].usi.vo que o outro. Essa i.dêia fi.c.a

clara após observamos o segui-nte.

EZegp!=a..!: Suponha que observa uma v.a. x normalmente

di.stribui-da com média 0 e variância IÍ e deseja deck.dir
entre as hipóteses simples H.: 0 = 0 = 1. O teste

Capítulo II 

A Metodologia de Kiefer 

2.1 - Introdução 

Nas Ültimas décadas, severas críticas teem 

sido feitas à teoria de Neyman -Pearson -Wald (NPW) especia! 

mente no que diz respeito aos testes de hipóteses. Um dos 

pontos comuns entre tais críticos é a insatisfação quanto a 

forma de avaliação do grau de conclusão de tal metodologia. 

Por exemplo, na situação mais elementar dos testes de hip~ 

t~ses simples, H
0 

e H 1 , a especif_icação tão somente das pr~ 

habilidades dos erros tipo I e tipo II e da decisão toma 

da (a, 8, d), tem sido vista como uma forma pouco precisa de 

se estabelecer a conclusão do teste. Um dos principais mo 

tivos dessas críticas é, sem dúvida, o fato do procedimeg 

to de NPW atribuir a mesma medida numérica do grau de 

clusão a quaisquer dois valores amostrais "que conduzem 

con 

uma mesma decisão, embora um desses valores seja, intuiti 

. vamente, muito mais conclusivo que o outro. Essa idéia fie.a 

clara após observamos o seguinte. 

Exemplo 1: Suponha que observa-se uma v.a. X normalmente 

distribuída com média 0 e variância 1r e deseja-se decidir 

entre as hip6teses simples H : B = -1 e H1 : e= 1. o teste o 
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simétrico(1) de Neyman -Peal'san (NP) rejeita Ho se X à O
neste caso a = 13 = O,16. Note que a mesma deck.são será toma

da se x = 0,5 ou X = 5, pol'ém a conclusão (a. B, d) =

(0,16; 0,16; di) estabelecida para qualquer dos dois valores

amostrar.s, não exibe qualquer dependência do resultado X =x,

que traduza a noção íntuiti.va de que Hi é mais "provável"

quando X = 5 do que quando X = 0,5.

com o objetivo de contornar essa ''inefíci.ên

cia" desse tipo de conclusão e consequentemente tornar a
deck.são mais dependente da observação amostral. J. Kiefer

(1975-1977) em uma série de artigos, propõe uma metodol-agia

na qual coloca a teoria de NPW como um caso particular.

Antes de apresentarmos a l.metodologia de Kig
fer. é i.nteressante revermos a]guns resultados re].ativos ã

teoria de sub--álgebras e participações, ferramentas funda

mentais na construção de tal metodologia.

2.2 Sub-algebras e PartiçÕes

Seja (g(, A) um espaço mensurável, onde % é o

conjunto dos possíveis resu].tacos de um experimento estatí.g

ti.co) e Á uma a-ã].febra de sub-conjuntos de H.

(1) Um teste- é di.to simétrico se a distribuição de f..(x) /
fx(X) sob HO é a mesma que a de fi(X)/fo(X) sob Hto

/
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simétrico( 1 ) de Neyman -Pearsan (NP) rejeita Ho se X~ O e 

neste caso a= S = 0,16. Note que a mesma decisão será toma 

da se X= 0,5 ou X= 5, porém a conclusão (a, S, d) . = 

{0,16; 0,16; d 1 ) estabelecida para qualquer dos dois valores 

amostrais, não exibe qualquer dependência do resultado X =x, 

que traduza a noção intuitiva de que H1 é mais 

quando X= 5 do que quando X= 0,5. 

Com o objetivo de contornar essa 

"provável" 

"ineficiên 

eia" desse tipo de conclusão e consequentemente tornar a 

decisão mais dependente da observação amostral. J. Kiefer 

(1975-1977) em uma série de artigos, propõe uma metodologia 

na qual coloca a teoria de NPW como um caso particular. 

Antes de apresentarmos a Metodologia de 

fer, é interessante revermos alguns resultados relativos 

Kie 

-a 

teoria de sub-álgebras e participações, ferramentas 

mentais na construção de tal metodologia. 

funda 

2.2 - Sub-álgebras e Partições 

Seja (:x, A) ·um espaço mensurável, onde :x é o 

conjunto dos possíveis resultados de um experimento estatís 

tico) e A uma· u-álgebra de sub-conjuntos de~-

(1) Um teste- ~ dito simitrico se a distribui~io de f · (x) / . 
fi(X) sob H ·~a mesma que a de f 1 (X)/f (X) sob H1 ? o o 
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Definição 1: Toda a--álgebra t) de sub-conjuntos de X tal que

0 C Á é denominada "sub--álgebra de A''

junto de Índices, não necessariamente enumerãvel, é dita uma

partição de X se:

a) lí6 n x6' $ se 6 # 6' .e

Note que se T é uma estatÍsti.ca de (X, A) em

algum espaço (vf B), então {Xt= T'l ({t}); t € 't} é uma par-
tição de X. Ta]. partição será denomi-nada "partição indu

zida por T" e será .achatada por {W+..:t c T}

Para cada partição H de W, defina: A (11)

{À € A:A= Uv,, para algum A'C.-A}, isto é, A(li)-é a clãs
se de todos os conjuntos A-mensuráveis que podem ser escri
tos como uniões de elementos de H.. Em segui.da mostraremos

que A (11) é uma sub--ãlgebra de A.

Peia manei.ra como A(11) foi defina.da, fica c].a

ro que A(n) c A. Asse.m. basta mostrar que A(11) é uma a-;al
febra de sub-conjuntos de X

i) x c: A (n)
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Definição 1: Toda o-álgebra V de sub-conjuntos de~ tal que 

V C A é denominada "sub-álgebra de A". 

Definição 2: Uma classe_ Il = · {7T
0 

C~; o E: ti}, onde b. é um con 

junto de índices, nao necessariamente enumerável, é dita uma 

partição de~ se: 

a) 7T O n 7T O' = <I> se o ~ o' e 

Note que se T é uma estatistica de (~, A) em 

algum espaço (T, S}, então · {~t= T- 1 ({t}); t E: T} é uma par­

tição de ~- Tal partição será denominada "partição indu 

zida por T" e sera _denotada por · {~t:t s -r}. 

Para cada partição Il de~, defina: A (Il) . . = 

· {A E A :A= U n
0

, para algum t.'C ·. b.}, isto é, A(Il) · e a elas 
ti' . 

se de todos os conjuntos A-mensuráveis que podem ser escri 

tos como uniões de elementos de rr. Em seguida 

que A (Il) - é uma sub-álgebra de A. 

mostraremos 

Pela maneira como A(Il) ' foi definida, fica ela 

roque A(Il) C A. Assim, basta mostrar que A(Il) é uma 

gebra de sub-conjuntos de~-

i) ~ E: A (Il). 

cr...:al 
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Como H = U 'n.t e W c A, fica evi.dente que % € A (IT)A v l

ii) A € A (]1) -+ Ac c: A(IT)

A c:A(H) então exi.ste A' C A ta]. que

À : U v6, asse.m Ac : U 'K6
A' A'c

ComoAc A(H) CA entãoÀCcAe-Aic : A- A' CA segue-se
(n)

iii) Ai, A2, ... e uma colação enumerãvel de elementos de

A (n). então U An c Á (11).
n=l

Se Ai, A2r ... sâo elementos de A (11), então

existem sub untos Ax, A2r... de A, tai.s que:

Àn : U Târ n = 1, 2,

Seja A' = U A.. Assim

U lí6' Como ij An e A-mensurável e Ai C A, concluímos
Ai n='l

que Ü A. € A (11),

completando assim a demonstração.

Como~= U n 0 e* e A, fica evidente que* e A (IT) 
/!l 

ii) A E A (TI) ➔ AC E A(TI) 

A c:A(TI) então existe b.' C t. tal que 

. e U A = U n 
O

, as sim A = TI 
0 

t,' /J. ,e 

Corno A e A (TI) e A então A e e A e . t' e = /J. - /J.' C /1 

e que A E A ( TI) 
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segue-se 

iii) A 1 , A 2 , • • • e uma coleção enumerável de elementos de 
00 

A (TI), então U A e A (TI). n 
n=1 

sao elementos de A (TI), então 

existem sub-conjuntos /J. 1 , /J. 2 , ••• de õ., tais que: 

= U TT 0 , n=1, 2, ••• 
/J.n 

Seja /J.' 

(X) 

U A 
n=1 n 

(X) 

= U 11. Assim 
n=1n 

Como Ü An é A-mensurável e b.' e b., concluirnos 
n=1 

(X) 

que U An E A (TI), 

n=1 

completando assim a demonstração. 
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Deflniçãg 3: Sejam (H, A) um espaço mensurável e

lira : 6 € A} uma partição de g(. A classe A (11 ) dada por

A ( n ) = {A. c A para algum A' C A}

é chamada de "Sub-ã]gebra de A índuzi.da peia partição ]l"

A definição acima, de certa formar estabelece

que. "toda parti.ção JI de X induz uma sub-álgebra D = A (11)

de A". NO entanto, o exempJ-o abaixo ilustra bem o fato de

que "nem toda sub-ãlgebra 1) de A- é gerada por alguma parti.
ção de X"

11XçnpJIQ ?: Sejam X= R e ÁüB, OKleReí3representam a neta

e a a-álgebra de Borel-- dla teta, respect=ivanente. Considere também a
classe

0 { 0 c B D ou Dc é enumerãve].}

Assim Z) contém todos os conjuntos unitários [x}, x € R, e
portam.to a única partição que poderia induzir 1) será.a ll =

{lxl; x E: R}. No entanto, A (11) = B = A # O. Logo t) não

pode ser i.nduzida por nenhuma partição de H

Seja P uma sub-ãlgebra de A, para cada
defi.na

x : {D c P : x c D} e vx : n D C X

29 

Definição 3: Sejam (~, A) um espaço mensurável e n = 

{n 6 : 6 E ô} uma partição de~- A classe A (TI) dada por 

A ( TI ) = {A E A A = u n 0 ; para algum ô' e ô} 
6' 

e chamada de "Sub-álgebra de A induzida pela partição TI". 

A definição acima,de certa forma, estabelece 

que . "toda partição n de ~ · induz uma sub-álgebra V = A (TI) 

de A". No entanto, o exemplo abaixo ilustra bem o fato de 

que "nem toda sub-álgebra V de A é gerada por alguma 

çao de 1t"• 

parti 

Exemplo 2: Sejam ~ = R e A = (3, onde R e B representam a · reta 

e a a-álgebra de Bore1-da reta, respectivamente. Considere também a 

classe. 

V = ·· { D E B : D ou De · e enumerável} · 

Assim V cont~m todos os conjuntos unitários·{~}, x ~ R, e 

portanto a unica partição que poderia induzir V seria TI= 

· {{x}; x E R}~ No entanto, A (IT) = B. = ·A· ~ V. Logo V nao 

pode ser induzida por nenhuma. partição de *· 

Seja V uma sub-ãlgebra d~~, para cada X E ;{ 

defina: 

ex = ·· {D e:: V 
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Em palavras, vx é a i.nterseção de todos os elementos da sub-
ãlgebra O que contêm o ponto x. Mostraremos em seguida que

ll = {lr*; x c g(} consta.tui uma partição de H.

Para mostrar que ll é uma parti.ção de H, será

suficiente verificar que para todo {x', x'' } C %, temos

ITXe : lrXlt ou TXi n Txee : +/ uma vez que U ITx : N'

x e X

Seja {x', x'' } c # então

(a) Cx' cx-. ou (b) Cx- # Cx't

Se CXi : CX.iir então para todo D c D, x',e D se. e somente se
xii e D e assim T.. = IT.í.

Por outro lado se Cv. # Cv.. , então existe

DOccXl-Cxi-(Cx-i -Cxl)r talquex' cDOex'' é DÓ

(x'Í DO e x''.c DÓ). Se DO c.CXt - Cxii/ então

x' € O (1) e0 '

x-' Z D. (2)0

De (1) segue-se que 11.,. C D.x' o

De (2) decorre que x'' E: Dco e consequentemente TXii C DO

DaÍ

"*. ' ",... c .. ' ':;
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Em palavras, Tix é a interseção de todos os elementos da sub­

álgebra V que contêm o ponto x. Mostraremos em seguida que 

TI= {TI ; x E~} constitui uma partição de~-
x 

Para mostrar que TI é uma partição de~, 

suficiente verificar que para todo · {x 1 , x 1 1 
} e ~, 

TI 1 = TI 11 ou TI I n TI 11 = ~, uma vez que U Tix = ~-
x X X X 

X E ~ 

Seja {x 1 , x 11 
} e ~ então 

(a) e 1 = e 11 ou (b) e 1 ~ e 11 X X X X 

sera 

temos 

Se C 1 = C , 1 , então para todo D E V, x 1 ,° E D se, e somente se 
X X . 

x 11 E D e assim TI 1 = TI 11 
X X 

Por outro lado se e 1 ~ C 11 , então 
X X . 

Do E: C i - C i i (C i i 
X X X 

(x I í D e x 1 1 E D. ) • Se D E e 1 - e 1 1 , então 
O . · . O - . O . X . X . 

x' E D o 
( 1 ) 

x" i D
0 

(2) 

e 

De (1) segue-se que TI I CD 
X O 

De (2) decorre que x" 

Dai: 

TI n TI C D il De = -k 
X I X 11 O O.' '+'• 

e consequentemente TI 1 1 
X 

existe 

t 
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Se D
0 C.. , demonstra--se anal-ogamente que IT... n Tvi-

Definição 4: Sejam (H, A) um espaço mensurável e O uma sub--ál

febra qual.quer de.A. A classe n (O) = {vx; x e X}, acima descrita,
é denominada "partição de N induza.da pela sub--ãlgebra 1) de A"

Da definição acima concluímos que "toda sub--álge

bra 0 de A induz uma partição it (t)) de W". Em seguida ilustra
remos através de um exemplo, que "nem toda partição ll de # é

induzida por alguma sub--ãlgebra D de A"

Exemplo 3 : Sejam

{1 , 2 , 3, 4 , 5 , 6},

{$, { 1, 3, 5 }, {2, 4, 6}, ) } e

{Í1, 2, 3}, {4. 5, 6J}

Note que IT (A) =t11, 3,5}, {2, 4,61}, a partição induzida por

A, é difrente de 11. Por outro lado, Z) = {$, H} é a única sub-ãl

gebra própria de A. Como H (1)) = {X} # ]l, conclui.-se que

não é induzida por nenhuma sub-âlgebra de A.

Pç+lj:picão 5: Seja (X, Á) um espaço mensurável. Diz-se

A c: A é um átomo de A se A ê não vaza.o e para todo A. c: A
C A ti.vermos A

0

que

ta].
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Se D E e 11 - C ,, demonstra-se analogamente que TT , n TT 11 = ~-
o X X X X 

Definição 4: Sejam (*, A) um espaço mensurável e V uma sub-ál 

gebra qualquer de .A. A classe TI (V) = { TT ; x E ~}, acima descri ta, 
X 

é denominada "partição de ~ induzida pela sub-álgebra V de A" • 

Da definição acima concluimos que "toda 

bra V de A induz uma partição TI (V) de ~". Em seguida 

sub-álge 

ilustra 

remos através de um exemplo, que "nem toda partição II de~ e 

induzida por alguma sub-álgebra V de A". 

Exemplo 3: Sejam: 

~ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 

TI== · {{1, 2, 3}, {4, 5, 6}} 

Note que TI (A)= {{1, 3, 5}, {2, 4, 6}}, a partição induzida por 

A, é difrente de TI. Por outro lado, V= {~, *}éa única sub-ál 

gebra pr6pria de A. Como IT (V) = · {~}~TI, conclui-se que TI 

nao e induzida por nenhuma sub-álgebra de A. 

Definição 5: Seja ( ~' A) um espaço mensurável. Diz-se que 

A E A e um átomo de A se A e nao vazio e para todo A E A tal o 

que A e A tivermos A o o = ~ ou A = A. o 
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Prooosição 1: Sejam ll = { 6 : 6 e A} uma parti.ção de H e P
uma sub-ãlgebra de A, então:

(a) Se H é A-mensurável (i,e, todo elemento de ll é

e].ementa de Á], então H = ]1 (A(11))

também

(b) D c A (n (o))

Demonstração

(a) Como ll e ll (A(11) são partições de H, basta mostrar que

para cada IT E: JI (A (H))P existe T. E: H tal que T. = T

Seja Cx''0
{ A c A (n) xo c A}, assim

T
xo

n A
À € c

'' xo

Seja agora 'ün o elemento de IT que contém o

ponto x.. Como ]l é A-mensurável, v. é um átomo de A (H) e

consequentemente 110 c A para todo A c cx.. Como vo c: Cx,.i tg
mos:

xxo : n A : lío para todo xo € # tal que vxoA eCX 0

Logo 'F

T

(b) Sejam D um elemento de O e v' um elemento qualquer de

JI (t)) . Para estabelecer o resultado desejado, basta mos
que se x' a D #.+,. então lí' C D.

32 

Proposição 1: Sejam IT = {Tiô: o E~} uma partição de~ e V 

uma sub-álgebra de A, então: 

(a) Se rr é A-mensurável (i,e, todo elemento de TI e 

elemento de A_), então rr = TI (A (IT)) 

também 

(b) V e A ( n (V) ) 

Demonstração: 

(a) Como rr e TI (A(TI) sao partições de*' basta mostrar que 

para cada TI E rr (A ·(TI)), existe TT E rr tal que TT = n. o o 

Seja e 
XO 

= { A E A ( n) : XO E: A}' assim 

TT = fl A 
Xo 

A E: c -· x · o 

Seja agora TI
0 

o elemento de TI que contém o 

ponto x
0

• Como ·TI é A-mensurável, TI
0 

e um- átomo de A (TI) e 

consequentemente· u
0 

e A para todo A E C 
XO 

mos: 

TT = fl A - TT para todo X E: * tal que 
Xo o o 

A EC 
X o 

Logo 1T 
o = TT • 

Como TT E e te 
O x 0 

TI - TT xo 

(b) Sejam D um elemento de V eu' um elemento qualquer de 

rr (V). Para estabelecer o resultado desejado, basta mos 

que se TI' O D~ t , . então u' c D. 
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Suponha que exi.ste x c H ta]. que xn c: lí' e

. e D. E seja x' um elemento genéri-co de lí'. Assiml para

qualquer D' E O, x' c D' 'e-» xo c D'. Como xo É: Dp segue-se

que x' c D e consequentemente 'n' C D

De acordo com o que foi- mostrado acima, para

qualquer D c: D e n' e ll (D) temos que lí' í} D = 4) ou

v' n D = 'ü'. Logo D é necessariamente uma uni.ão de elementos

de n(O). e por conseguinte D c: A(ll(Z)))

A.ssim, 1) C A (it (Z)) )

Defi.nação 6: Seja (H, A) um espaço mensurável e sejam n e

11' duas partições qual.squer de %. Diz-se que lt' é mais fina
que 11, e denota-se por n < H', se todo elemento de ll e' união
de e].eventos de IT', ou equivalentemente. se para cada n' € H'

exi.ste T c ll tal que v' C T

Proposição 2: Sejam ITi e H2 duas partiçoes de t( e l)i e Dz

duas sub--ãlgebras de A, então:

(a) 0i C P2 -' R (12Z) < ]1 (t)z)

(b) HI. < nz ' A (lle)) c A (llz)

Demonstração

(a) Sejam xo c % e ui o e].ementa de H (O:l) que contém xr,
Precisamos mostrar que existe tz. c ll (O2) tal que Trz C líi
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Suponha que existe x E~ tal -que x E TT 1 e o o 

x E D. E seja x' um elemento genérico de TI'. Assim, 
o 

para 

qualquer D' E V, x' E D' +➔ x E D'. Como x E D, o o segue-se 

que x' E D e consequentemente TI' C D. 

De acordo com o que foi mostrado acima, 

qualquer D E V e TI' e: n (V) temos que TI' 0 D = <t> 

para 

ou 

TI' n D= TI'. Logo D e necessariamente uma união de elementos 

de n (V) . e por conseguinte D E A (IT (V)). 

Assim, V C A (IT (V) ) 

·oefinicão 6: Seja (~, A) um espaço mensurãvel e sejam TI e 

IT' duas partiç6es quaisquer dei· Diz-se que IT' é mais fina 

que IT, e denota-se por IT < IT', se todo elemento de rr e' união 

de elementos de IT', ou equivalentemente, se para cada TI' E IT' 

existe TI E n tal que TI' e TI. 

·proposi~ão 2: Sejam IT 1 e TI2 duas partiç6es de~ e V1 e V2 

duas sub-ãlgebras de A, então: 

(b) 111 < IT2 ➔ A (TI ~ ) e A (ITd 

·Demonstra.cão: 

(a) Sejam x
0 

E * e . ·1r1 o elemento de n (V).) que contém x
0

• 

Precisamos mostrar que existe· ~2 E IT (V2) tal que n 2 e TI 1 • 
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Considere os conjuntos

Ci = {D c l)i c D} e

C2 = {D' € Dz D'}

Como Pi C l)2 temos que Ci C Cz

DaÍ,

ITI = Í) .D D n Dí = IT2/ onde 'ü2 e o

D eCi D' € Cz

elemento de n (1)z) que contém Assim, ll (1)i) < ll (D2)

(b) ]1+ < Hz. então cada u.i c llz é união de elementos de llz.
Se A. c A (lli), A é união de eJ-ementas de ltz, que por

suas vezes sao uniões de e].ementas de H2. Logo A é união

de elementos de n2r e portanto A C A (Jl2). Dai A (lli)
c A (H2)

São esses os resultados que consi.devamos de

maior importância, dentro da teoria de sub-ãlgebras e parti

çoesr para o nosso tl'atalho. As seções que se seguem serão

dedicadas à apresentação e di-scussão da Metodologia de Kiefer.

no que di-z respeito ao problema de testar hipóteses simples
contra alternativa si.mples.

Considere os conjuntos 

X E: D} e o 

X E: D'} 
o 

Daí, 

1T1 = ·Ô .n J o D' = 1r2, onde· 1T2 · e o 

DE:C1 D' E: C2 

elemento de TI (V2) que contém X • o 
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(b) TI 1 < TI 2 então cada i 1 E: Il 1 e união de elementos de TI2. 
' 

Se A E: A (TI 1 ), A é união de elementos de IT 1 , que por 

suas vezes sao uniões de elementos de IT2. Logo A e união 

de elementos de TI 2 , e portanto A e A (TI 2). Dai 

e A Ob) 

São esses os resultados que consideramos de 

maior importância, dentro da teoria de sub-álgebras e part~ 

çoes, para o nosso tiabalho. As seções que se seguem serao 

dedicadas à apresentação e discussão da Metodologia de Kiefer, 

no que diz respeito ao problema de testar hipóteses 

contra alternativa simples. 

simples 
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2.3 A Metodologjq.JQKiefer(yo exçHplo)

À forma mais simples da teoria de Kiefer.

refere-se ao problema de testar hipóteses do tipo,

: X tem densidade (ou função de probabilidade) f 0

Hi: X tem densidade (ou função de probabilidade( fi

associadas ao modelo (g(, A, P), onde X = R, A : í3 (a a-á].ge

bra de Botei da Teta) e P = {P,\, Pi} uma família de medi

das com Po e Pi sendo as medidas de probabi.cidades corres

pondentes às densidades (ou funções de probabilidades) f. e
fi respectivamente

A formu].ação básica dessa teoria e a segui.!3
te

(1) Particiona-se o espaço amostral X em uma

n = {X.c, t € 'r, i= 0,1} de sub-conjuntos de X

T ê algum conjunto de Índices (veremos que, em

.t é a imagem i.nversa de alguma partição
{%', t E 't})

r
l

família

onde

geral,

anciã.ar

(2) Quando o resu]tado amostrar. x, cai em Xt, adora-se a

decisão (A.i, di) que "H.i é verdadeira com coefici.ente
conde.cional de confiança (CCC) A!".

l

2.3 - A Metodologia de Kiefer (um exemplo) 

A forma mais simples da teoria de 

refere-se ao problema de testar hipóteses do tipo, 

H : .X tem densidade (ou funçâo de probabilidade) f o o 

H1 : X tem densidade (ou funçâo de probabilidade( f 1 
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Kiefer, 

associadas ao modelo (~, A, P), onde~= R, A = B (a o-álg~ 

brade Borel da reta) e P = {P
0

, P1} uma família de 

das com P e P 1 sendo as medidas de probabilidades o 

medi 

corres 

pondentes às densidades 

f 1 respectivamente. 

(ou funções de probabilidades) f 
o 

e 

A formulaçâo básica dessa teoria e a segu:i._!2 

te: 

(1) Particiona-se o espaço amostral~ em uma família 

onde 
t . 

IT = · {*, t E T, i = 0,1} de sub~conjuntos de ~, 
i 

1 e algum conjunto de índices (veremos que, em 

Te a imagem inversa de alguma 

. {~/ 1 t € T}) • 

partição 

geral, 

ancilar 

(2) Quando o resultado amostral t x, cai em~, adota-se a 
i 

decisão (A~; di) que "H. é verdadeira com 
l l 

condicional de confiança (CCC) A~". 
l 

coeficiente 
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(3) Os valores A; teem uma interpretação frequentista
bola condicional).

(em

Usando-se p.i para denotar a probabi].idade qual

do Hi é verdadeira e )çc = X; u ©11r

PÍ..(tomar aecisãó.corneta di IXt) : At

Assim, supondo-se 'r enumerãvel e Pi(g(t) > 0 pâ

ra todo t c 'r e i= o,l, podemos i.nterpretar os valores AF
da segui.nte maneira: "Se esse procedi.mento for realizado em

uma longa sequênci.a de expert.Bentos, e se exi.saem mui.tos ex

perimentos para os qual.s os va].odes amostrais cai.am em X+,
a decisão correra aj. sela, mui.to provavelmente, tomada em

uma proporção aproxi-mudamente AIÍ de tais experimentos"

Exemplo 4: (conta.nuação do exemplo 1). Uma vez que no exem

plo l cl = B, definimos o conjunto T de maneira que AE =
AS' para todo t e 'r. Note que. no procedimento incondi.cional

do referido exemplo, o conjunto 'r tem apenas um elemento t

e o espaço amostral H = R foi partia-onado em X: = (-m, 0]
e g(:l = (O. +n). Assim os valores A: = A'f são incondicionais,

e além do mai.s l -A: = a = B = 1 - A11

ExeMol0 5: Ài.nda com referência ao exemplo l r consideremos

agora 't = {u , v, w} e a seguinte partição do espaço amos

trai X = R.
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(3) Os valores A~ teem uma interpretação frequentista (e_!!! 
l. 

hora condicional). 

Usando-se Pi para de.notar a probabilidade quan 

do H. e verdadeira 
l. 

t 
e * t 

= }to­o 
t 

U *1' 

1:i _. (tomar decisão correta d:i_ 1,/) = Ai 

Assim, supondo-se T enumerável e Pi(~t) > O p~ 

ra todo t E Te i = 0,1, podemos interpretar os valores A~ 
l. 

da seguinte maneira: "Se esse procedimento for realisado em 

uma longa sequência de experimentos, e se existem muitos ex 

perimentos para os quais os valores amostrais caiam em ~t' 

a decisão correta dí será, muito provavelmente, tomada em 

uma proporçao aproximadamente· A~ de tais experimentos". 
l. 

Exemplo 4: (continuação do exemplo .1). Uma . vez que no exem 

plo 1 a= B, definimos o conjunto T de maneira que 

A} para todo t E T. Note que, no procedimento incondicional 

do referido exemplo, o conjunto T tem apenas um elemento t 

t e o espaço amostral~= R foi particionado em X = (-00 , O] o 
t (O ) . . 1 At . At - d e ~1 - = , + 00 • Assim os va ores = 1 sao incon icionais, o 

e além do mais 1 .:.. A t = a = B = 1 - · Ai • . o 

·Exemplo 5: Ainda com referência ao exemplo 1, consideremos 

agora T = · {u, v, ~} e a seguinte partição do espaço 

tral ~ = R. 

amos 
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t
X0

(-m. -2]a

(-2, -1]V

(-] , o]W

tt
XH l

--2] U [2, +m)[2, +m) m
r

[1 , 2) (-2, -1] U [1, 2)

(o, l) (-1, 1)

Com probabilidades

Sob "o 'l u

xE l o,1587

*} l ','.';

Ht l of1600

y : l u- l sob Hz

0,341 3 l 0,341 3 l x'}

o, 0215 l o,1 35 9 9(li

0,3628 0,4772 l 9(t

Assim

Au = .Ru = A? = f- ê-gl : 0,9919

Av : .ü: : Av : .gt.{â.;ã = 0,9407

Aw : A: : AY : f-âi$ = 0,7152

t 

u 

V 

w 

t 
*o 

(-2, -1] 

(-1, O] 

[2, +oo) 

[ 1 , 2) 

(O, 1 ) 

Com probabilidades 

Assim 

Au = 

A V = 

Aw = 

t 
*o 

t 
*l 

A u. 
o 

Av 
o 

Aw 
o 

= A~ 

= AY 

= A'f 

u . V 

0,1587 0,3413 

0,0013 0,0215 

0,1600 0,3628 

= 
0,1587 
0,1600 = 0,9919 

= 
0,3413 
0,3628 . - 0,9407 

= 
· 0,3413 

= 0,7152 0,4772 

t 
* 

(-oo, -2] U (2, +oo) 

(-2, -1] U[1, 2) 

(-1, 1) 

0,3413 

0,1359 

0,4772 

·sob Hi 

t 
~l 

t 
~o 

37 
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Dessa manei.ra a conclusão passa a depender

mai.s fortemente do resu].fado X =x obtido, de tal sorte que

a conclusão pode der fei.ta da seguinte maneira:

Se 0 < x < 1 aceita-se Hi cora CCC 0,72

Se l É x < 2 aceita-se Hz com CCC 0,94

Se x Z 2 aceita-se Hi com CCC 0,99

e de maneira análoga aceita se Hn para os valores negativos
de x

Note que adotalldo-se essa formulação, a sen

tença (A;, di) faz distinção entre os resultados x = 0,15,
x = 1,5 e x = 15, o que não acontecia com a teori.a de NPW

Nesse sentido a metodologia de Ki.efer alcan

ça seu objetivo de tornar a conclusão do teste mais depe2

dente da observação amostrar, do que no caso parti.curar o2.
de 'r = {t} da teor'ia de NPW.

2.4 Notação] Definição

Se:ja (Xr A, P) um modelo estatisti.co, onde H

ê um espaço euclidiano, A uma a-ãlgebra de sub-conjuntos de

X e P uma família de medidas como na seção anterior. . Seja

X a v.a. que representa o expert.mento E = (g(, S2, f) como re
saltados em H.
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Dessa maneira a conclusão passa a depender 

mais fortemente do resultado X =X obtido, de tal sorte que 

a conclusão pode der feita da seguinte maneira: 

Se O< x < 1 aceita-se H1 com CCC 0,72 

Se 1 ~ x < 2 aceita-se H 2 com CCC 0,94 

Se x ~ 2 aceita-se H1 com CCC 0,99 

e de maneira análoga aceita-se H para os valores negativos o 

de x. 

Note que adotando-se essa formulação, a sen 

tença (A~, di) faz distinção entre os resultados 
l. 

X= 0,15, 

x = 1, 5 e x = 1 ~, o que nao acontecia com a teoria de NPW. 

Nesse sentido a metodologia de Kiefer alcan 

ça seu objetivo de tornar a conclusão do teste mais depe~ 

dente da observação amostral, do que no caso particular ·on 

de -r = · {t} da teoria de NPW. 

2.4 - Notação e Definição 

Seja (~, A, P) um modelo estatistico, onde ~ 

é um espaço euclidiano, A uma o-álgebra de sub-conjuntos de 

?! e Puma família de medidas como na seção anterior. _ Seja 

X a v.a. que representa o experimento E= (~, íl, f) como ·re 

sultados em~· 
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O espaço de decisão será representado pelo

conjunto D = {do/ di} onde di(i= 0,1) representa a deci-
são "H: é verdadeira".

Uma regra de decisão é uma esta.tís+.ica

Z :X -+ D. ou seja. Z é uma função Apmensurãvelf que a ca

da ponto x E X associa uma (e somente uma) decisão d c D.

Com a fina]idade de evitar dificu].danes de or

dem teórica. os modelos estatísticos aqui considerados admi

ten a existênci.a da medida de probabi].idade condicional re

guiar. Assim sendo, toda sub--ãlgebra F de A pode ser consi

gerada uma sub-á].febra condici.onante. no entanto é convenien

te reservar atenção apenas a sub-álgebras induzidas por es

tatísti.cas definidas em (%, Á), uma vez que estamos infere

suados em uma parti-ção mensurável de X.

Se T é uma tal estatística, então o conjunto

de i.vagens de T seta o conjunto de índices 't e a sub-ãlge

bra correspondente: F = [F É: A : F : T'i(R), para algum
n C T } é a maior sub-ãlgebra que induz a mesma partição in

luzida por T

Para verificar este fato mostraremos que

F B Á (n(T)) onde. n (T) = {9(t : Xt : T-l .({t:}.},t c T} é a

parti.ção i.nduzi.da pela estatÍtica T

O espaço de decisão será representado 

conjunto D = · _{d
0

, d il onde di ( i = O, 1) representa a 

são 11 H. é verdadeira". 
J. 
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pelo 

deci-

Uma regra de de~isão é uma estatística 

Z :~ ➔ D, ou seja, Zé uma função A~mensurável, que a 

da ponto x Ex associa uma (e somente uma) decisão d E D. 

Com a finalidade de evitar dificuldades de or 

dera teórica, os modelos estatísticos aqui considerados admi 

tem a existência da medida de probabilidade condicional re 

gular. Assim sendo, toda sub-álgebra F de A pode ser consi 

derada uma sub-álgebra condicionante, no entanto é convenien 

te reservar atenção apenas a sub-álgebras induzidas por es 

tatísticas definidas em (~, A), uma vez que estamos 

ssados em uma partição mensurável de~-

intere 

Se T· é uma tal estatística, então o conjunto 

de imagens de T será o conjunto de indices · T e a sub-álg~ 

bra correspondente: F· = {F s A: 
-1 . 

f = T ( n) , para algum 

n C T} e a maior sub-álgebra que induz a mesma partição in 

duzida por T. 

Para verificar este fato mostraremos que 
. t 

F = A ( 11 ( T) ) onde, II ( T) = { ~ : t 
,é 

partição induzida pela estatítica T. 

-1 . { }) . } =T (t: _; ,tET e a 
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(a) Se F e F. então existe n C 'r tal que F : T'' (n),

F: T'l(Utt})= U T'l ({t}). Como T'l({t}) e
t e n t e TI

para todo t e 'r, F é união de elementos de H (T)

F e A (n(T)).

dai

n (r)

Logo

(b) F c Á (n(T)), então existe n c 't tal que F = UT-l ({lt}),

assim F = T'i (n) e consequententemente F e F

(c) Uma vez que T. é uma estatística em (%, A), H (T) é uma

partição mensurável de %. Portanto, pela proposição

l(a), H(T) = ll(Á(ll(T))) = ll(F), ou seja, F induz a

mesa\a partição que aquela induzida por T

(d) Seja D uma sub--ã]gebra qual.quer de A tal que ll (t))

ll (T). Pela proposição l (b), concluímos que í) C Á (11(0))

= A (ll (T) ) = F. Assíin, F é a maior sub--álgebra que induz
n (T)

À partição n (1') defi.ni.da acima será denomina

da ".partição condicionante", e neste ponto é interessante lan
orar que se T é uma esta.mística ancilar, então não haverá
perda de informação ao se considerar medidas de probabili

jades condicionais do tipo p(. Ig(t), Wt e R (V) . (Pri.ncípio

de Condici.oralidade - Capítulo l)

A cada regra de decisão Z esta associada uma

partição n (Z) = {Z'i (di); di c O, 1 = 0,1 }. A partição
citada em (1) da seção 2.3 é cansei.puída pelos conjuntos
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(a) Se F E F, então existe n e T tal que f . = T-1 (n), daí 

f . = T-1 ( U { t} ) = U T- 1 .( { t} ) C T- 1 .( { t} ) • orno E II (T) 
ten te:n 

para todo te: T, Fé união de elementos de rr (T). 

F e: A (II(T)). 

Logo 

(b) F e: A (II (T)), então existe n e T tal que F = ÜT- 1 ( f t}), 
te:n 

' 1 
assim F == T- (n) e consequententemente F e: F. 

(c) Uma vez que T é uma estatística em (~, A), rr (T) · é uma 

partição mensurãvel de~- Portanto, pela proposição 

1 (a), rr (T) = II (A (II(T))) = rr (F), ou seja, f induz a 

mesma partição que aquela induzida por T. 

(d) Seja V uma sub-ãlgebra qualquer de A tal que II (V) = 

II (T). Pela proposição 1 (b), concluimos que V C A (II(V)) = 

= A (II (T) ) = ·F. Assim, F · é a maior sub-ãlgebra que induz 

II (T) • 

A partição II (T) definida acima serã denomina 

da ".partição condicionante", e neste ponto é interessante 18_!! 

brar que se T é uma estatística ancilar, então não haverã 

, perda de informação ao se considerar medidas de probabil! 
t ' t dades condicionais do tipo P (. 1 ?é ) , ~ e:" II (T) • (Principio 

de Condicionalidade - Capitulo 1). 

A cada regra de decisão Z está associada uma 

partição 

citada em (1) da seção 2.3 é constituída pelos conjuntos 
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xlj=xtn z-l(di), ondeXtc m(V), Z'l(di) cll(Z), tc: 'r e

1 = 0,1. A partição H (Z) a pouco defíni.da é denomi.nada

"parti.ção bási.ca de X" e é a parti.ção mais grossa, que é
mais fina que n (T) e H (Z) simultaneamente

Um procedi.mento condicional de confiança é

um par (Z, F) ou (Z, T) (ou ainda a partição R construída a

partir de i.ntersecção dos e]ementos de ]l (T) e ll (Z)), e sua

função de confiança condicional é o conjunto A = dali, Af } de
probabilidades.condicionais.

Atl pl. {x € Z'l (d5.) l v=tl; 0,1

Uma sen.terça condicional de confiança associa

do.ao procedimento (Z, F) é o par .(Z, A) e é usada como se

segue: se X =.xo e consequentemente T (X) = T (x.), afia
ma-se que "para i: 0,1 tem-se C.C.C. A: (x.) = AT(xo) de esl o' l '

tar carreto se nj.- é verdades.ra". Assim se Z (xo) = di co2
c].ui.-se que H.i é verdadeira

Neste contexto da metodologia de Kiefer se

tomarmos F = {+, #} estaremos di.ante da teoria de NPW, onde

Ai é a probabi.lidade de uma decisão corneta quando H.i é a h.l
pótese verdadeira (i =0,1)

Àté o presente momento foram mostradas téc

nucas para se tomar decisões e estabelecer coeficientes con

dicionaís de confiança a elas associadas, porém nada foi di

to acerca do que pode ser consi.gerada uma boa partição.
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t t 1 t 1 · *i = ~ n z- (di), onde* e: II {T), z- (di) E Il(Z), te: T e 

i = 0,1. A partição Il (2) a pouco definida é 

"partição bãsica de~" e é a partição mais grossa, 

mais fina que Il (T) e Il (Z) simultaneamente. 

denominada 

que e 

Um procedimento condicional de confiança e 

um par ( Z , F ) ou ( Z , T ) (ou ainda a partição Il construida a 

partir de intersecção dos elementos de Il (T) e TI (Z);, e sua 

função de confiança condicional- é o conjunto /1. = {A\ A}} de o 
probabilidades _ condicionais. 

Uma sentença condicional de confiança associa 

do ao procedimento (~, F) · é o par . (~, /1.) e e usada como se 

segue: se X= x e consequentemente T (X) = T (x ), afir - o o 
ma-se que "parai = 0,1 tem-se e.e.e. A. (x ) = A!(xo) de es 

1 O 1 

tar correto se Hi e verdadeira". Assim se Z (x
0

) = d1 con 

clui-se que Hi é verdadeira. 

Neste contexro da metodologia de Kiefer se 

tomarmos F = { ep, ,d estaremos diante da teoria de NPW, onde 

A. é a probabilidade de urna decisão correta quando H. e a hi 1 l 

pótese verdadeira ( i = O, 1) • 

Até o presente momento foram mostradas téc 

nicas para se tomar decisões e estabelecer coeficientes con 

dicionais de confiança a elas associadas, porém nada foi di 

to acerca do que pode ser considerada uma boa partição. 
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Na seção que se segue i.remos fazer breves

considerações sobre admissi.bilidade de uma .partição e apreseB
tar restri.cães que possam conduzi.r ã escolha de uma parti.ção
conveniente

2.5 Adujs$ibitidade e Escolha de Particões

Considere as aleatórias AI (x) i= 0,1 que

assume os valores A:l(x) . Elementos de grande importância pâ
ra o estudo de admissibilidade, são as leis de probabili.Ja-

des das caudas Gi(t) = pj.(Ai(x) > t, Z (X) = dj.) e os conju=

tos F-mensuráveis Qj. = {Ai(X) = O}, que são as uniões dos elg
bentos X;l de JI (T) onde nunca se pode estabelecer uma deci-

são carreta para Hj. com probabi.l i.dado positiva.

Nas condições dq anotação introduzidas, di.z--

se que um procedimento é não degenerado se para cada i= 0,1,
Pj. (Qj) = O.

Denotaremos por C a classe de todos os prg
cediinentos ll e por C+ a classe de todos os procedimentos não

degenerados. Dado um conjunto de índices 'r (conjunto de ima
bens de uma estatísti.ca T) , denotaremos por C'r a classe de

todos os procedimentos cujas partições sejam indexadas por

T e por C't+ = C'tÍ) C+ a classe de tai.s procedimentos que se
3am não degenerados.
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Na seçao que se segue iremos fazer breves 

considerações sobre admissibilidade de uma .partição e aprese~ 

tar restrições que possam conduzir à escolha de uma partição 

conveniente. 

2.5 - Admissibilidade e Escolha de Partições 

Considere as aleat6rias Ai(X) i = 0,1 que 

assume os valores nI(X). Elementos de grande importância p~ 

ra o estudo de admissibilidade, são as leis de probabilida-

des das caudas G1 (t) = Pi(Ai (X) > t, Z (X) = di) e os conju~ 

tos F-mensurãveis Q. = {A. (X) = O}, que sao as uniões dos ele l. l. 
t mentos ~- de rr (T) onde nunca se pode estabelecer uma l. 

sao correta para H. com probabilidade positiva. l. 

deci 

Nas condições qg anotação introduzidas, diz­

se que um procedimento e nao degenerado se para cada i = 0,1, 

Denotaremos por C a classe de todos os pro 

cedimentos rr e por e+ a classe de todos os procedimentos nao 

degenerados. Dado um conjunto de Indicea T (conjunto de ima 

gens de uma estatística T), denotaremos por CT a classe de 

todos os procedimentos cujas partições sejam indexadas por 

... e por C-r+ = CT O e+ 1 d t · d· • a casse e ais proce imentos que se 

jam nao degenerados. 
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Se o conjunto de índices 't é finito e possui.

L elementos, usaremos a notação CI' e CI'' no lugar de C'r e

C'r+ respectivamente

Em princípio parece i.ntui.tive consi.gerar -se

uma partição ll "melhor" que uma outra ll', quando as lei.s de

probabilidade das caldas, G.i sati.sfazem:

Cs. (t.)' ã G; (t) , j. o,l, t > o (1)

com desigualdade estrita em algum caso

Oi.zeros que é i.ntuitivo uma vez que o cri

tédio aci.ma estabelece que AI em IT é estocasticamente não

menor que A.Í em H' para arl\bos os valores de ie estocastica
mente maior para pelo menos um desses valores. Além do mais
esse critério em Ci coinci.de com o critério usual de admis

sibilidade na metodologia de NP

No entanto esse cri.sério sozinho não é sen

sável em Ct quando 1. > 1, uma vez que ele se'? consi.dera a

lei de probabili.dade das caldas sob Pj quando Z (X) = di. Ass=im

parece razoável que algum critério adicional a (1) tenha Tela

ção com o estudo dessa lei de probabilidades quando Z (X) =
di ou seja

p.i (A: (x) > t; Z (x) di-i), i = 0,1

Se o conjunto de indices T é finito e 
L L+ 

L elementos, usaremos a notação C e C no lugar de 

cT+ respectivamente. 
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possui 

C-r e 

Em princípio parece intuitivo considerar -se 

uma partição 11 "melhor" que uma outra II', quando as leis de 

probabilidade das caldas, Gi satisfazem: 

G. (t.) · ~G~ (t), i . =0,1, t> O (I) 
l. l. 

com desigualdade estrita em algum caso. 

Dizemos que é intuitivo uma vez que o cri 

tério acima estabelece que A. em TI é estocasticamente nao 
l. 

menor que A~ em II' para ambos os valores dei e 
l. 

estocastica 

mente maior para pelo menos um desses valores. Além do mais 

esse critério em c1 coincide com o critério usual de adrois 

sibilidade na metodologia de NP. 

No entanto esse critério sozinho nao e sen 

sível em CL quando L > 1, uma vez que ele so.t> considera a 

lei de probabilidade das caldas sob Pi quando Z (X) = di. Assim 

parece razoável que algum critério adicional a (I) tenha rela 

ção com o estudo dessa lei de probabilidades quando Z (X) = 
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Isso sugere que uma partição n seja melhor

que JI' se as condições em (1) forem satisfez-tas e além ai.g
se tivermos:

Pj. (Qj.) $ Pj. (Q;.) o,l (11)

Definição 7: Uma parti-ção ll é chamada uma parti.ção de NeX

man --Pearson se sua partiçã.o básica {Xo' Xi} constitui um
procedi.mento admissíve]. em C'.

Os teoremas que se seguem, estabelecem co=

di.ções necessárias e suei.cientes para a obtenção de parti-
ções admi.ssíveis .

Teorema 1 : Uma partição ll é admissível em C, no sentido de

(]:) e (11) se, e somente se ela é uma partição de Neyman--

Pearson.

Teorema 2: Uma parti-ção não degenerada H em C' (resp: CJ
é admissível entre parti.ções de Ct (Iresp: C+) no sentido de

(1) somente, se, e comente se ela é uma partição de Neyman-Pear
son.

+ +

+

Devemos observar que diante das condições de

admissibilidade i.mpostas em (1) e (11), não é fácil a obten

ção de partições admi-ssívei-s, a menos que estejamos di.ante
de testes simétricos para distribuições contínuas. Mesmo

assim, ].ançando mão do problema tRencioDado no final do cap.l

tuta 1, tentaremos uma aplicação para a metodologia de KiÊ
fer, comentando sua li.mi.rações e vantagens quanto ao grau
de Inf].uênci.a do resultado amostrar sobre a conclusão do tes

te.
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Isso sugere que uma partição TI seja melhor 

que IT' se as condições em (I) forem satisfeitas e além dis 

so tivermos: 

Definição 7: Uma partição TI é chamada uma partição de Ney 

man -Pearson se sua partiçã_o básica {,é , ,éi} constitui um o .. 

procedimento admissível em c1 • 

Os teoremas que se seguem, estabelecem con 

dições necessárias e suficientes para a obtenção de 

ções admissíveis . 

parti-

Teorema 1: Uma partição TI é admissível em C, no sentido de 

(I) e (II) se, e somente se ela é uma partição de 

Pearson. 

Neyrnan-

· ·Teorema 2: uma partição nao 

é admissível ·entre .part'íções 

L+ . e+ ·) 
degenerada TI em C (resp. 

+ 
ae · CL (iesp ~ C+) no ientido de 

( I) somente, se, e · somente se ela e urna partição de Neyrpan- Peé1E_ 

son. 

Devemos observar que diante das condições de 

admissibilidade impostas em (I) e (II), não é fácil a obten 

ção de partições admissíveis, a menos que estejamos diante 

de testes simétricos para distribuições continuas. Mesmo 

assim, lançando mão do problema mencionado no final do cap.f. 

tulo 1, tentaremos uma aplicação para a rne~odologia de Kie 

fer, comentando sua limitações e vantagens quanto ao grau 

de influência do resv i tado amostral sobre a conclusão dotes 

te, 



Capitulo lll

3.1 - Introdução

Neste capítulo apresentamos uma aplicação de

cada um dos métodos sugeridos nos capítulos anteriores. O

problema a ser analisado, trata de estimar a "preferênci.a se

xua[" do inseto Drosõphi]a Me].anogaster e surgiu de pesquisa
realizada pelo Prof. Dr. Luiz Edmondo Magalhães no Laborató

ri.o de Genéti.ca de Populações do Instituto de Bi.ociências da

USP. Os dados foram. relatados por Peneira (1971).

3.2 - o Problema Genético

Suponha que uma fêmea selvagem heterozi.gota

(e+)í seja colocada na presença de dois machos, um selvagem

heterozigoto (e+) e o outro énoby (ee). Nessas condições,
tem-se doi.s possíveis t.ipos de cruzamentos:

Tipo 1: macho (e+) x fêmea (e+)

Tipo 11: macho (ee) x fêmea (e+)

3.1 - Introdução 

Capítulo III 

·Aplicações 

Neste capítulo apresentamos uma aplicação de 

cada um dos métodos sugeridos nos capítulos anteriores. O 

problema a ser analisado, trata de estimar a ''preferência se 

xual 11 do inseto Dros6phila Melanogaster e surgiu de pesquisa 

realizada pelo Prof. Dr. Luiz Edrnondo Magalhães no Laborat6 

rio de Genética de Populações do Instituto de Biociências da 

USP. Os dados foram. relatados por Pereira (1971). 

3.2 - O Problema Genético 

Suponha que urna fêmea · selvagem heterozigota 

(e+), seja colocada na presença de dois machos, um 

heterozigoto (e+) e o outro énoby (ee) . Nessas 

tem-se dois possíveis t~pos de cruzamentos: 

Tipo I: macho (e+) x fêmea (e+) 

Tipo II: macho (ee) x fêmea (e+) 

selvagem 

condições, 
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Defínamos a "preferência sexual" da . fêmea

(e+) pelo macho (e+) como sendo a probabilidade de haver um

cruzamento do tipo l e de modo semelhante a "preferência SS

xual" pelo macho (ee) com a probabilidade de um cruzamento

do tipo 11. Se supusermos que sempre haverá um cruzamento,

podemos escrever:

P (cruzamento tipo l)

P (cruzamento tipo ll)

0

0H

A hipótese básica ].evantada pelo Prof. Edmon

do Magalhães é que a fêmea (e+) cruza mais frequentemente com
machos (e+) que com machos (ee) , o que nos leva à hipótese
estatística 0 > 1/2.

Analisando--se os cruzamentos do ponto de vi.s
ta genético, podemos chegar às seguintes conclusões:

a) Nos cruzamentos do tipo lr a proporção de descendentes sel

vagens é de 3/4r dos quais 1/4 é homozigoto, e consequen

temente 1/4 dos descendentes são ébony. (Fig. 1)

b) Nos cruzamentos tipo 11, as proporções de descendentes

selvagens e ébony são i-quais a 1/2. (Fi.g. 2).

c) Em qual.quer dos cruzamentos os desecendentes selvagens e
ébony são produzidos i.ndependentemente .
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Definamos a "preferência sexual" da fêmea 

(e+) pelo macho (e+) como sendo a probabilidade de haver um 

cruzamento do tipo I e de modo semelhante a "preferência se 

xual" pelo macho (ee) com a probabilidade de um cruzamento 

do tipo II. Se supusermos que sempre haverá um cruzamento, 

podemos escrever: 

P (cruzamento tipo I) 0 

P (cruzamento tipo II) = 1 - e 

A hipótese básica levantada pelo Prof. Edmon 

do Magalhães é que a fêmea (e+) crúza mais frequentemente com 

machos (e+) que com machos (ee), o que nos leva à hipótese 

estatística e> 1/2. 

Analisanào-se os cruzamentos do ponto de vis 

ta genético, podemos chegar às seguintes conclusões: 

a) Nos cruzamentos do tipo I, a proporçao de descendentes sel 

vagens é de 3/4, dos quais 1/4 é homozigoto, e consegue~ 

temente 1/4 dos descendentes são êbony. (Fig. 1). 

b) Nos cruzamentos. tipo II, as proporçoes de descendentes 

selvagens e ébony são iguais~ 1/2. (Fig. 2), 

c) Em qualquer dos cruzamentos os desecendentes selvagens e 

ébony são produzidos independentemente. 
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CRUZAMENTO

TIPO l
CRUZAMENTO

'TIPO ll

F F
M Me e+

+

e ee e+ e ee e+

e+ +++ e ee e+

Flg. .1 Fig. 2

3.3 - Q Experimento

Em uma caixa de popu]ação foram co].ocadas 250

fêmeas (e+). 250 imchos (e+) e 250 machos (ee), ]-ã permane--

censo por um período de três horas. Esse tempo foi- estipul.g
do pelo pesquisador, baseando se no fato de que uma mesma

fêmea não cruza mais de uma vez em tal período e que esse

tempo é suei-ciente para que todas elas consigam cruzar

É importante salientar que um macho pode cru

zar mais de uma. vez nesse intervalo de tempo, e como o nome

ro de machos é o dobro do número de fêmeas, é sempre possível

à fêmea "escolher" qualquer dos tipos de macho. Esse fato

juntamente com o grande número de fêmeas, torna razoável a

suposição de que os cruzamentos sejam efetuados independente
mente uns dos outros.

F 
M 

e 

+ 

CRUZAMENTO 

TIPO I 

e 

ee 

e+ 

Fig. 1 

3.3 - O Experimento 

+ 

e+ 

++ 

F 
· M 

e 

CRUZAMENTO 

TIPO II 

e + 

ee e+ 

ee e+ 

Fig. 2 
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Em uma caixa de população foram colocadas 250 

fêmeas (e+), 250 machos (e+) e 250 machos (ee), -lá permane­

cendo por um pe-ríodo de três horas. Esse tempo foi estipul~ 

do pelo· pesquisador, baseando-se no fato de que uma 

fêmea não cruza mais de uma. vez em tal período e que 

tempo é suficiente para que todas· elas consigam cruzar. 

mesma 

esse 

- t importante salientar que um macho pode cru 

z.ar mais de uma. vez_ nesse intervalo de tempo, e como o núme 

rode machos é o dobro do número de fêmeas, é sempre possível 

à fêmea "escolher" qualquer dos tipos de macho. Esse fato 

juntamente com o grande número de fêmeas, torna razoável a 

suposição de que os cruzamentos sejam efetuados independent~ 

mente uns dos outros. 
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Uma observação a ser feita é que durante a

experiência, dezoito fêmeas foram perdidas, fi.cando nossa amos
tra reduzida a 232 cruzamentos.

Sendo i.mpossÍvel ídenti.ficar cada um dos cru

lamentos e efetuar a contagem de cada um dos ti.pos, a está

nativa da "preferênci.a sexual", sela baseada no tamanho da

descendência (N) e o número de descendentes selvagens (X) em

cada geração, dado que estes são fortes indicadores do prg
vãvel tipo de cruzamento

3.4 0 Problema Genético e o Princípio de Verossimjlhança

3.4.1 - METODOLOGIA

Sejam N(1) uma var
buição qualquer e T uma variável

P (T= 1) = 0 e P (T= 2)= (1 -0),
vel aleatória tal que:

P (X= xIN =n) = (=) px (l - P) n'x, x 0,1

onde, p = f'pi se T : 1 , 0. $ PI .$ 1

Lp2 se T = 2. 0. $ p2 É l

(]) N assumindo va].ares inteiros não negativos

iãve[ a].eatõria com distri
   
aleatõri.a com distribui.ção

0. $ 0. É 1 . Seja x uma varia   
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Uma observação a ser feita é que durante a 

experiência, dezoito fêmeas foram perdidas, ficando nossa amos 

tra reduzida a 232 cruzamentos. 

Sendo impossível identificar cada um dos cru 

zamentos e efetuar a contagem de cada um dos tipos, a esti 

mativa da "preferência sexual'', sera baseada no tamanho da 

descendência (N) e o número de descendentes selvagens (X) em 

cada geração, dado que estes sao fortes indicadores do pro 

vável tipo de cruzamento. 

3.4 - O Problema Genético e o Princípio de Verossimilhança 

3.4.1 - METODOLOGIA 

Sejam N( 1 ) uma variável aleatória com distri 

buição qualquer e T uma. var-iável aleatória com distribuição 

P (T = 1) = e e .P .(T = 2) = ( 1 - 0) , O $ e_ $ 1 • Seja X uma var-iá 

vel aleatória tal que: 

onde, p = ( Pl- . se T = 

lP2 se T = 

1 , O $ 

2, O ::; 

(1) N assumindo valores inteiros hio . negativos 

' ,7 
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Assim

p (x= xjn= n) = p (x=xl

+ P (X= xl N = n. T = 2). P (T= 2)

P(T= 1) +

Logo

P (x = x l N = n) (=) pl:(l
n x

- Pi) (:) Px (l-p2)n'x (1-0)

0, 1 , 2. ... n; 0, 1 , 2 . . . . ; 0 É 0 É 1; 0 É Pi É l;

0 É P2 $ 1

Dessa forma, dispondo-se de uma amostra alça

dóri.a {(n:. ) }X =i , Kp temos a seguinte função

de verossimilhança

L(01 (n, x)
ni
(xj.) [Pxi (l-pi)nj- ' xi ([-Pz )nj.'xi(1-0) ] ,

o $ o $ 1

Consideremos a função de verossimi].dança P2

dronizada dada por

L(Ojn,
+.

L
x))

;B'm'(oln. x))
h max L(ujn,

0ÉuÉI

(1) Como essa metodologia está sendo .dirigida especificamente
a nossa al?licaçao, veremos mais adiante que esse maxi.mo
existe e e- único.

Assim 

P (X= XI N = n) = P (X = XI N = n , T = 1) • P (T = 1) + 

+ P (X= x I N = n, T = 2) • P (T = 2) 

Logo 

1 N = (n) p~ ( 1 )n-x e (n) X p (X= X n) = -P1 + P2 (1-p2) 
X X 

X = o, 1 , 2' ... n; n = O, 1 , 2, ·••i o ~ e ~ 1 ; o ~ 

o ~ P2 ~ 1 • 

n-x 

P1 

Dessa forma, dispondo-se de uma amostra 

tória { (n. ,- x.)} i = 1, 2, ••• , K, temos a seguinte 
l. l. 

de verossimilhança. 

K 

L(0l(n, x)) 
1\, 1\, 

n· 
( l. 
X.) 

l. 
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( 1-0) 

~ 1 ; 

alea 

função 

Consideremos a função de verossimilhança p~ 

dronizada dada por: 

L(0ln, x)) 

L * ( 0 1 n, X) ) = ---l\,--l\,----,,....
1 
..... ) , 

f\.i f\.i max L(uln, x)) 
o < e < 1 

1\, 1\, 

(1) Como essa metodologia esti sendo .dirigida especificamente 
à nossa aplicação, veremos mais adiante que esse máximo 
existe e~- ~nico. 
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De acolho com o Lema 2 do Capítulo 1, a es
tatÍstica T (N. X) = L (01 (N, X)), 0 $ 0 É :l'. é lmn estatísti.ca

suficiente mini.mal e pelo princípio de verossimi.Ihança toda

informação re].evante sobre 0 está contida no gráfico desta
função.

Assim o esticador natural de 0 é o está.nadar

de máxima verossimilhança

(D w, x) 0Ó tal que

+

L (ool (n, x) )
+

à L (ol (n, x)), V: o s o $ 1

Para se construir um i.ntervalo de credibilida

de. achamos razoável supor que o verdadeiro valor do estado

da natureza. 0 . esteja contido no menor intervalo que con
centre uma certa proporção (l - a) da área total sob a fun

ção de verossimilhança (Fig. 3) . Assim\, defi.ni.mos como limo

tes de credo.bilidade os valores extremos do intervalo tal
que:

JtZ L+ (0t
0

(N. X) ) dO 1 - a e

tx - tn É t! - t;. para todo

.r ti
t:

ulL+ dO l a

(t:0 t'i) satisfazendo

\ lv / .A/ J

ax l +2 l a3

to 0 ti

to;e ti
são tais que

a2
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De acordo com o Lema 2 do Capítulo I, a es 

tatística T (N, X) = L* (e! (N, X)), O $ 0 $- :.1· . é Uffi:3. estatística 
1\, 1\, '\, 1\, 

suficiente minimal e pelo princípio de verossimilhança toda 

informação relevante sobre 0 está contida no gráfico 

função. 

desta 

Assim o estimador natural de 0 e o estimador 

de máxima verossimilhança 

@ (N, X) = 00 tal que 
'\, '\, 

L* (0cl(N, X)};;:: L* cel(N, X)),\/ O~ 0 ~ 1. 
1\, 1\, '\, '\, 

Para se construir um intervalo de credibilida 

de, achamos razoável supor que o verdadeiro valor do estado 

da - natureza. 0. esteja contido no menor intervalo que con 

centre uma certa proporção (1 - a) da área total sob a fun 

çao de verossimilhança (Fig. 3}. Assim, definimos como limi 

tes de credibilidade os valores extremos do intervalo tal 

que: 

f ti L* ( e 1 (N, X) } d0 = 1 - a e 
t '\, 1\, 

o 

tl - t $ tt - t' para todo (t', t'1 } satisfazendo o o o 

tI 
f L* 

t' 
o 

(01 (N,X}) de= 1 -a 
1\, '\, 

t ' e t o 1 

sao tais que 
.. 

. . a2 . . . . 
= 1 -a 
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Um teste de hipóteses para Hn: 0 = On contra

a a].ternatlva composta Hx: 0 > 0,., ' pode ser construí.do basean

do-se na seguinte regra de decisão: ieRejei.tar HO ser e sémen
te se t > 0 "

3.4.2 APLICAÇÃO AOS DAPO$ ÇENÉ].IÇg$

Consideremos as seguintes variáveis aleatõ

rias: N4 = nç) de descendentes doi-ésimo cruzamento, X. = n9

de descendentes selvagens do i-ésimo cruzamento e

.Í l se o i cruzamento.é do tipo l
L2 se o i-ésimo cruzamento é do tipo ll

Levando--se em consideração as lei.s da genét.}
ca temos

l

l

ni i
44

P(xj. nj.)
se

se

0, 1, 2, ..., nl
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Um teste de hipóteses para H: e= e 
o o 

contra 

a alternativa composta H1 : e> 0 , pode ser construído basean o 

do-se na seguinte regra de decisão: "Rejeitar H se, e somen o 

te se t > e ". o o 

3.4.2 - APLICAÇÃO AOS DADOS GENÉTICOS 

Consideremos as seguintes variáveis 

rias: N. = n9 de descendentes do i-ésimo cruzamento, 
l. 

de descendentes selvagens do i-ésimo cruzamento e 

T. -
l. 

catemos: 

se oi-ésimo cruzamento .é do tipo I 

se oi-ésimo cruzamento é do tipo II 

Levando-se em consideração as leis da 

{ (ni) . ( l l xi . <¾> ni_""'. -xi 

P(x. =X. jN. =n.) X . . 4 se T. 
l. = l. l. J. l. J. 

(ni) cl)ni se T. 
l. 

X .. 2 
J. 

aleató 

genét2: 

= 1 

= 2 
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Assim.

p (xí = xílnÍ: nl) = (=i)(;) x.. (;)ni'xi0 .;(xz)(ã)nj.(1-0).

onde 0 = P (TI = 1)

Após algumas operações elementares esta probg
bi.lidado pode ser escrita como:

(x N= x i il

o, l , ... ,

[3xi 0 .i 2nj. (] -e)]

o, l , . . . ; o É o É l

Uma vez que funções de verossimi.Ihança propor
cionai.s contêm a mesma informaçaõ sobre 0 (Princípio de Veios
si.mi].dança, Capítulo 1) , podemos defi.nir

x)) [3xi 0 + 2nj. (] o) ] , o $ o $ 1

como sendo a função de verossimi.]hança gerada pe].o resultado
experimental (n.x)

Baseado nas observações do Prof. Edmondo Maça
Ihães (Tabela 1, Anexo A) , o Programa l do Anexo B calcula os

valores desta função para 0 variando de zero até um com incre

bentos iguais a 0,01. Os valores desta função, bem como o seu

gráfico podem ser vistos no Anexo A (Tabela 3 e Fig. 1, respeg
vivamente).

Verá.ficando--se os valores da função de veios

si.mi].hança constatamos que L(ol(n,x)) cresce para valores de 0
no interva].o [0; 0,62] e decresce para valores no i.ntervalo
(0 ,6 2; 1 ,0)

7

Assim, 

onde e = P (T. = 1) 
l. 
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Após algumas operaçoes elementares esta prob~ 

bilidade pode ser escrita como: 

p (X. = xi INi = n.) = ti) . (.!) ni [3xi e + 2ni ( 1 - e) J 
l. l. xi 4 

n. = o, 1 ' ••• ; X, = o, 1 , ••• , n. •· o ~ e ~ 1 l. l. l. 
, 

Uma vez que funções de verossimilhança propoE 

cionais contêm a mesma informaçaõ sobre e (Princípio de Veres 

similhança, Capítulo I), podemos definir 

232 
L < e 1 (n, x) ) . 

1\, 1\, 
=TT 
-- i= 1 

como sendo a função de verossimilhança gerada pelo 

experimental (n,x). 

resultado 

1\, 1\, 

Baseado nas observações do Prof. Edmondo Mag~ 

lhães (Tabela 1 ' Anexo A), o Programa 1 do Anexo B calcula os 

valores desta função para e variando de zero até um com incre 

mentos iguais a O, O 1. Os valores desta função, bem como o seu 

gráfico podem ser vistos no Anexo A (Tabela 3 e Fig. 1, respe~ 

ti vamen te ) • 

Verificando-se os valores da função de veres 

similhança constatamos que L(el~n,x)) cresce· para valores de e 
1\, 1\, 

no intervalo [O; 0,62] e decresce para valores no intervalo 

(0,62; 1,0). 
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Assim, o máximo de L (01 (n, x)) ocorre quando

0 = 0,62, sendo então 0 = 0,62 a estimati.va de verossimilha2

ça para a "preferência sexual" da Drosophila Melanogaster

NO entanto o interesse é testar a vi.abi.lida

de da hipótese levantada pelo Prof. Edmondo Magalhães de

que a fêmea (e+) cruza mais frequentemente com machos (e+)

Dessa forma, estamos interessado em testar a hipótese

Ho : 0 : 1/2. contra a alternativa composta Hi : 0 > 1/2.

C
Uma vez que a estatística

L (Olp, F)
r (n. x ) : --iã;-TiiÍri;;;=), 0 $O É l

9 É IJ É l '' '''

e'suei-ci-ente minimal para está.mar 0, resolvemos estudar sua

variabilidade e considerar como li.mates de credibilidade, os

li.mates do menor intervalo sob T ( . l (n,x)) que contenha pelo
menos 95% da aÍea total sob esta curva.

O Programa 2 do Anexo B calcula a área total

sob T e vai acumulando áreas parciais a partir de 0 = 0,62
movendo os limites na direção conveniente para que o enter

vala final, no instante em que a razão entre as áreas pagã

cial e total ultrapasse 0,95, seja seguramente o menor i.n

tervalo que contenha esssa proporção de área.

Para tais limites de credibilidade foram en

contrados os valores to = 0f56 e ti = 0,69 (Tabe].a 4, An.g
xo À), assim nosso intervalo de credibilidade é ft .t.)

0
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Assim, o máximo de L (01 (n, x)) ocorre quando 
'\, '\, 

e= O,62, sendo então 0 = O,62 a estimativa de verossimilhan 

capara a "preferência sexual" da Drosophila Melanogaster. 

No entanto o interesse é testar a viabilida 

de da hipótese levantada pelo Prof. Edmondo Magalhães 

que a fêmea (e+) cruza mais frequentemente com machos 

de 

(e+) . 

Dessa forma, estamos interessado em testar 

H
0

: 0 = 1/2, contra a alternativa composta H1 

a hipótese 

e > 112. 

T (n, X 
'\, '\, 

= 

Uma vez que a estatística 

L(eln,x) 
'\, '\, 

_m_a_x_L-.( l1 1 ( n , x) ' 
'\, '\, 

e~suficiente minimal para estimar 0, resolvemos estudar sua 

variabilidade e considerar como limites de credibilidade, os 

limites do menor intervalo sob T (. 1 (n,x)) que contenha pelo 
'\, '\, 

menos 95% da area total sob esta curva. 

O Programa 2 do Anexo B calcula a area total 

sob T e vai acumulando áreas parciais a partir de 0 = O,6Z~-

movendo os limites na direção conveniente para que o inter 

. valo final, no instante em que a razão entre as areas par 

cial e total ultrapasse 0,95, seja seguramente o menor in 

tervalo que contenha esssa proporçao de- área. 

Para tais limites de credibilidade foram 

centrados os ~•alores t = 0,56 e t 1 O 69 (Tabela 4 ~ o = , , 

en 

Ane 

xo A), assim nosso intervalo de credibilidade é (t
0
,t 1 ) = 

l05'1! ílfiQ\ _ 



54

Baseando--se na regra de decisão estabelecida

na seção 4.3.1, rejeitamos a hipótese Hn uma vez' que

t,., = 0,56 > 1/2 = On' o que sugere que a hípotese levantada
pelo Prof. Edmondo Magalhães seja verdadeira.

3.5 0 Problema Genético e a Teoria de Kiefer

Nessa aplicação nos deteremos em parti.ções

pertencentes a C', ou seja. partiçÕes cujo conjunto de Ín

dites 't possuem apenas 2 elementos. Tal conjunto será cons

tituído pelo elementos E e g., para sugerir uma revisão fraca
(weak) ou uma decisão forte (Strong) , respectivamente.

Tentativas foram feitas no sentido de se

obter uma partição convem-ente para cada tamanho de descen

dência (Ni), no entanto não foi pois'tve! conseguir parti-

ções para as quais Al; fossem iguais para todo Nj, quando
j e t fixados.

Esta restrição se faz importante, uma vez
que sua inobservância nos levaria a tomar deck.sões i.dênti.cas

com coCEi.cientes conde.cionais de confiança diferentes. Em

outras pa].avras, poderíamos, por exemplos para a i--ésima ob

servação tomarmos a decisão dz com C.C.C A? (ni,x.i) e para
a k-ési.ma obervação tomar a mesma decisão di, porém com CC

A? (nkrxk) # As (ni, xl)f se ni # nk
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Baseando-se na regra de decisão estabelecida 

na seçao 4.3.1, rejeitamos a hipótese H o uma ve z- que 

= 0,56 > 1/2 = 0- , o que sugere que a hípotese o 

pelo Prof. Edrnondo Magalhães seja verdadeira. 

3.5 - O Problema Genético e a Teoria de Kiefer 

Nessa aplicação nos deteremos em 

levantada 

partições 

pertencentes a c2 , ou seja, partições cujo conjunto de ín 

dices T possuem apenas 2 elementos. Tal conjunto será con~ 

tituído pelo elementos~ e~' para sugerir uma devisão fraca 

(weak) ou urna decisão forte (Strong), respectivamente. 

Tentativas foram feitas no sentido 

obter urna partição conveniente para cada tamanho de 

dãncia (N.), no entanto não foi possivei conseguir 
. J. 

· At f . . t d N coes para as quais . ossern iguais para o o ., 
J J. 

j e t fixaàos. 

de se 

descen 

parti­

quando 

Esta restrição se faz importante, urna vez 

que sua inobservância nos levaria a tornar decisões idênticas 

com coeficientes condicionais de confiança diferentes. Em 

outras palavras, poderíamos, por exemplo, para a i-ésirna ob 
s . 

servação tornarmos a decisão d 1 com e.e.e A1 (n.,x.) e para 
i J. 

a k-ésirna obervação tornar a mesma decisão d 1 , porem com CC 

A~ (nk,xk) ~ Ar (ni~ xi)' se ni ~ nk. 
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Essa impossibilidade, deve-se ao fato dos

testes não serem simétricos e além do mais as dlstri.buições
envolvi.das serem di.scretas.

Diante disto, resolvemos, a exemplo de Pesei

ra (1971), considerar apenas os 40 (menor tamanho de des--

pendência) primei.ros descendentes de cada cruzamento. Esses

dados se encontram na Tabela 2, Anexo A.

com o auxílio de tabelas bi.nomiais, particig
nabos o espaço amostral X = {0, 1, ..., 40} da seguinte ma

negra:

x? = [o, 19]; xY [20 , 25]

KY = [26,30] ; x? [ 31 , 4 0]

Asse.m nossa partição básica é X {Xi, #,}

onde,

KX = X:r U X? = [26,40], que conduz à deck.são di que o cru

zamento é do tipo ll e X2 = X'y u X? = [0,25], que conduz à
deck.são dz que o cruzamento é do tipo ll

Pode--se. feri.fi-car que essa parti.ção é
Neymam--Pearson, pois

de

À (*) : {tl-g- : d#) C2) x IC}) 40-x
3x
.:m.
l
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Essa impossibilidade, deve-se ao fato dos 

testes nao serem simétricos e além do mais as distribuições 

envolvidas serem discretas. 

Diante disto, resolvemos, a exemplo de Perei 

ra (1971) 4 considerar apenas os 40 (menor tamanho de des­

cendência) primeiros descendentes de cada cruzamento. Esses 

dados se encontram na Tabela 2, Anexo A. 

Com o auxílio de tabelas binomiais, partici~ 

namos o espaço amostral * = { O, 1, ... , 40} da seguinte ·ma 

neira: 

s w 
*2 = [O, 19]; ~2 = [20, 25) 

w s *1 = [26,30) i *l = [31,40) 

Assim nossa partição bãsica e*= {*1 , *2 } 

onde, 

*1 = *y U *r = [26~40], gue conduz à decisão d 1 que o cru 
w s . . 

zamento é do tipo I, e *2 = *2 U *2 = [0,25), que conduz a 

decisão d2 que o cruzamento é do tipo II. 

Pode-se. verificar que essa partição e ~e 

Neymam-Pearson, pois 

( 4 O) cl} x · cl) 4 0-x 
X . 4 . . ·. 4 . . 

= 

·. :3x 
.-;;m. 

= . l 

~ 
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3

Ê :e . :'' :â
240

Assim À (x) > 1 I'--+ 3x > 240 .+--> x.Cn.3 > 40 Zn

= 25.24

x à 26, que é a partição básica de X

Considere âs probabilidades dos conjuntos

H;, j = 1,2 e t = w,s, sob cada uma das distri.bui.ções

h\ Tnn.nn .C r'qr n n/4#-t 'n/4%q

X

Zn240x >2
.h3

ou selar

l l

b) Para f2 [ X 'u B(40, 1/2)]

56 
3X 

2ªº 3X 240 3X 
= 1 = ~ 

. = ~ 
240 

Assim À (x) > 1 ++ 3x >. 2 40 _.. xln. 3 > 40 in2 ++ x > 40. t~ ~ 
~ 25,24 

ou seja, x ~ 26, que e a partição básica de*· 

Considere as probabilidades dos conjuntos 
t ~j, j = 1 , 2 e t = w, s, sob cada uma das distribuições: 

a) Para f 1 [X'\, B(40, 3/4)] 

t 
t · .. . .. . . .. •*l . .. 
w o,50602 

s 0,43954 

. . • . • . . 

* . J 
0,94556 

b) Par a f 2 [ X <v B ( 4 O , 1 / 2 ) ] 

w 

s 

.. . t . . . 
.. . ....... ·- ·*l. .. . . . 

0,04001 

0,00034 

0,04035 

0,05426 

0;00018 

.. . . 

. 0,05444 

. . t . . . ..... . -*2 .· . . . .. . 

ó,52234 

0,43731 

0,95965_ 

0,56028 

0,43972 

1 , O 

. . . . t . . ·* .. 

. 0,56235 

0,43765 

1, O 
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Observando-se que Pi(Xw) : 0,56028 =

0,56235= P2(#w) e que Pi(Xs) : 0,43765 = 0,43972 = P2(Xs),

podemos, para efei.tos práticos, dizer que a partição
, w s. - ..{X", K'} é ano.lar

Os coeficientes condicionais de confiança são

(x c x'r l x c xw). = 0,903

(X c: X? l Z c Xs) = 0,999

(x c x'y x € x") = 0,929

(X c %? 0 ,999

Para efeito de admissibilidade da partição,

seria interessante que A'Y = A'! e Ail = A:. Porém, a maior

dessas diferenças ,IAz -- Az lz o)026. é menor que a menor ÓÂ
ferençar l Aw - Az. l : 0,07, calculada pela mesma medida se

bre w e s, o que nos dã um senti.do de "quase admissi.bili.da
de" pelo critério (1).

Uma vez que a partição usada é de Neymam--Pear

son. podemos considerar que estamos diante de uma partição
admissível em Cz+ (Teorema 2, Capítulo ll)

Consi.dele as variáveis

l se o i-ésimo cruzamento conduz à.decisão di
vi

2 se o l-ésimo cruzamento conduz ã decisão d2

w Observando-se que P 1 (~) = 0,56028 

w s 0,56235 = P 2 (~ ) e que P 1 (~ ) = 0,43765 ~ 0,43972 = 

podemos, para efeitos práticos, dizer que 

w s} , {~, ~ e ancilar. 

a 
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partição 

Os coeficientes condicionais de confiança sao: 

A'f. (x E: 7é'1. = P1 V. .. w 
0,903 E: ~ ) . -

Ai = P1 ( X E: *~ 1 -X E: Xs) - 0,999 

A'1_ P2 (X 
w 

1 X ,tw) 0,929 = E: ,t 2 E: -

Para efeito de admissibilidade da partição, 

seria interessante que A'f. = A~ s 
= A2. Porém, a maior 

dessas diferenças ,IA'f. - A~I~ 0;026~ é menor que a menor di 

ferença, A~ - A~- 1 = O ,07, calculada pela mesma medida ·so 

bre w e s, o que nos dá um sentido de "quase 

de" pelo critério (I). 

admissibilida 

Uma vez que a partição usada- é de Neymam-PeaE 

son, podemos considerar que estamos diante de uma partição 

admissível em c2
+ (Teorema 2, Capitulo II). 

Considere as variáveis 

{: 
se o i-ésimo cruzamento conduz· à · decisão d 1 

vi = 

se o i-ésimo cruzamento conduz a decisão d2 
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Os va].ares de vj estão na Tabela 2 do Anexo A, juntamente
com os respectivos valores de estatística T. (nível,s de clãs

slflcação forte (s) ou fraca (w))

O quadro abaixo mostra um resumo das classe.fi
cações dos 232 cruzamentos.

l 74

52

65

41

1 39

93

232

11

Total

. Antes de partirmos para a estimativa da "prg
ferênci.a sexual." da Drosóphile )4elanogaster, iremos testar

se exi.ste associação entre os níveis de classe.ficação (forte

ou fraca) e o tipo de cruzamento no qual a observação foi
classifi.cada (l ou 11-). Para tanto, utilizaremos o teste

de qui-quadrado para análi.se de tabelas de continência.

Consi.dele a tabela de frequênci.as esperadas

sob a hipótese de independência.

Os valores de v. estão na Tabela 2 do Anexo A, 
l. 
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juntamente 

com os respectivos valores de estatística T. (níveis de elas 

sificação forte (s) · ou fraca (w)). 

O quadro abaixo mostra um resumo das classifi 

caçoes dos 232 cruzamentos. 

Níveis de Classificação · · · . w · · Total 

•Tipo de ·cruzamento · ·+ · 

I 74 65 139 

II 52 41 93 

Total 126 106 232 

Antes de partirmos para a estimativa da "pr~ 

ferência sexual" da Drosóphile Melanogaster, iremos testar 

se existe associação entre os níveis de classificação (forte 

ou fraca) e o tipo de cruzamento no qual a observação foi 

classificada (I ou II). Para tanto, utilizaremos o teste 

de qui-quadrado para análise de tabelas de contigência. 

Considere a tabela de frequências 

sob a hipótese de independência. 

esperadas 
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Níveis de Classe.fi.cação

Tipo de Cruzamento +

75,49

50,51

63,51 l 139

9311 42.49

Total. 106 232

Oaí.

2

Xc' = 0,1606

Como P (X'
( : )

associação entre os níveis de classificação e o tipo

cruzamento (classe.ficado)

ue naoZ 0,1 606) = 0, 7, conc].uivos q te

de

Vale a pena sala.entar que essa "i.ndependência"

não si.gni.fica que esta não seria.mn boa partição até pelo con
traria, pois isso sugere que nenhum dos cruzamentos tenham

uma tendência a uma classificação fraca, o que nos faria acre-

ditar numa mai.or posei.bilidade de erros de classificação.

Vi.sendo encontrar uma estiimtiva para a "prg
ferênci.a sexual." , suponhamos inici-aumente que adorados uma
amostragem se]etiva, na qual., sempre que o número de descen

dentes selvagens estiver no interva]o [20, 30] a observa
ção sela rejeitada, sob a a].egação de conduzir a uma "clãs

slflcação duvidosa". Assim nossa amostra fica reduzi.da a
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Níveis de Classificação w s Total 

Tipo de Cruzamento ·+ 

75,49 63,51 139 
I 

II 50,51 42,49 93 

Total 126 · 106 232 

Daí, 

2 
XC - 0,1606. 

Como P (x 2 ~ 0,1606) - 0,7, concluimos que nao 
(1) 

existe 

associação entre os níveis de classificação e o tipo de 

cruzamento (classificado). 

Vale a pena salientar que essa "independência" 

nao significa que esta não seja .uma, boa· partíção até pelo con 

trário, pois isso sugere que nenhum dos cruzamentos tenham 

uma tendência a uma classificação fraca, o que nos faria acre­

ditar numa maior possibilidade de erros de classificação. 

Visando encontrar uma est.imativà para a "pr~ 

ferência sexual", suponhamos inicialmente que adotamos uma 

amostragem seletiva, na qual, sempre que o numero de descen 

dentes selvagens estiver no intervalo [20; 30) a observa 

ção será rejeitada, sob a alegação de conduzir a uma "elas 

sificação duvidosa". Assim nossa amostra fica reduzida a 



60

106 observações, das quais, 65 são classificadas como cruza

mento do tipo 1. DaÍ

a n9deelementosemXz not -=++:o(zS). 65 g 0,6132
s lementos em Xs ::++lXs) 106

Se por outro lado, selecionamos apenas as

observações cujo número de descendentes selvagens se encon

trem em [20, 30] (deck.são pouco intui.uva) , teremos agora

uma amostra de 126 cruzamentos, dos qual-s, 74 foram classe

fi.cabos como do tipo 1. Assim

# (x'g) 74

(Xw) 126

0,5873

À proximidade de 0w e Os deve-se à "indepeB
(]ênci.a entre níveis e ti.pos de classe.ficação"

Consideramos agora uma combinação entre

está.Rali.vas 0w e Os dada por:

as

0
C Ow' P(X c Xw) +' Os' P(X c Xs)

Porém

P(X € Xw) : P(X c: Xw l cruz.ti.po 1). P(cruz.ti.po l) +

+ p(x E: Xw l cruz.tipo li). P(cruz.tipo ii)

Pi (N e Xw) . 0 + P, (x c: Xw). (l-e)
/
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106 observações, das quais, 65 sao classificadas como cruza 

mento do tipo I. Dai: 

not s 
n9 de elementos em *2 

= 65 

106 

- 0,6132 
s n9 de elementos em* 

Se por outro lado, selecionamos apenas as 

observações cujo número de descendentes selvagens se encon 

trem em (20, 30) (decisão pouco intuitiva), teremos 

uma amostra de 126 cruzamentos, dos quais, 74 foram 

ficados como do tipo I. Assim 

e 
w = 

.. 74 

126 
- 0,5873 

A proximidade ae · e e e deve-se a w s 

dência entre níveis e tipos de classificação". 

agora 

classi 

"indepen 

Consideramos agora uma combinação entre as 

estimativas ew e es dada por: 

e = e e w 

Porém 

cruz.tipo I). P(cruz.tipo I) + 

+ P(X € *w I cruz.tipo II). P(cruz.tipo II) = 
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Como a partição {Xw, Ws} é ancllar. segue-se que Pi (X E: )Cw)

Pz (X c Xw) : 0,56

As s i-m .

P (X c: Xw) 0,56 Q + 0,56 (1--0) = 0,5 6

Consequentemente,

P (X E: Ws (X c Xw) : 0,44

Logo,

0 C 0w P (X e Xw) + Os' P(X e Xs)

0 ,5873 x''0,56 + 0,61 32 x 0, 44 0,5987

Do ponto de. vista de i.nformação, esta última

está.nativa "parece" mais confiável, uma vez que ela faz uso

de todas as observações amostrais, enquanto que as duas pr.à
beiras desprezam boa parte destas mesmas observações.

Um outro estimados, que também leva em

todas as observações,. é o esticador de 0 em CI quando
devamos apenas a partição básica {Ri, X2lr ou seja:

conta

consi

++'
+ )cn ' ' :' '--!22 : 0;5991

(XI U X2) 232
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Como a parti cão { * w, ,t} e anc ilar, segue- se que P1 (X E *w) = 

w 
= P 2 (X e * ) = O, 5 6. 

Assim, 

w P (X E: ~ ) = 0,56 0 + 0,56 (1-0) = 0,56. 

Consequentemente, 

Logo, 

= 0,5873 X- 0,56 + 0,6132 X 0,44 - 0,5987 

Do ponto de. vista de informação, esta última 

estimativa "parece" mais conf-iável, uma vez que ela faz uso 

de todas as observações amostrais, enquanto que as duas pri 

meiras desprezam boa parte destas mesmas observações. 

Um outro estimador, que também leva em 

todas as observações, - é o estimador de e em c1 ~uando 
. . 

deramos apenas a partição básica {* 1 , *2 }, ou seja: 

= 
·139 

232 
= 0,5991 

conta 

consi 
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Devemos observar que 0a é a está.Dali.va que
mais se aproxi.ma daquela encontrada na seção anterior, quando

usamos a estatística suficiente representada pelo gráfico da

função de verossimi.Ihança, e para qual todos os tamanhos de

descendência foram considerados. Desta forma nos parecer que

mesmo em situação adversa (testes não simétricos para distri

buições discretas) , conseguimos algum ganho com o condici.o-

namento em uma partição ano.lar

Considerando-se que para a obtenção de 0., usg
mos somente as observações para as quais podíamos tomar uma

decisão forte, e isso nos levou à mais cona.ável (ver seção

3.6) das estimativas desta seção, podemos pensar no coeficien

te condicional de confiança associ-ado a uma decisão, como sen

do um privei-ro passo no senti.do de se atribui.r um valor nu

mérito à i.nformação contida em um resultado expert-mental

3.6 Análise Comparativa das Estimativas

Antes de comparar a estimativa obtida na se

ção 3.4 com as obti.das na seção 3.5, é importante lembrar que

elas foram baseadas em observação diferentes. Enquanto a pr.t
mei.ra usa as observações amostrais, tais quais elas foram ob

servidas, as últimas usam um truncamento das observações ori

finais. Dessa forma, para que possamos comparar essas está

nativas se faz necessário verificar, antes; se alguma perda
slgnificati.va ocorreu di.ante dessa transformação dos dados.

Devemos observar que e e a s estimativa 

62 

que 

mais se aproxima daquela encontrada na seção anterior, quando 

usamos a estatística suficiente representada pelo gráfico da 

função de verossimilhança, e para qual todos os tamanhos de 

descendência foram considerados. Desta forma nos parece, que 

mesmo em situação adversa (testes nao simétricos para distri 

buições discretas), conseguimos algum ganho com o 

namento em uma partição ancilar. 

condicio-

Considerando-se que para a obtenção de e , usa s 
mos somente as observações para as quais podíamos tomar uma 

decisão forte, e isso nos levou a mais confiável (ver seçao 

3.6) das estimativas desta seção, podemos pensar no coeficien 

te condicional de confiança associado a uma decisão, como sen 

do um primeiro passo no sentido de se atribuir um valor nu 

mérico à informação contida em um resultado experimental. 

3.6 - Análise Comparativa das Estimativas 

Antes de comparar a estimativa obtida na se 

çao 3.4 com as obtidas na seção 3.5, é importante lembrar que 

elas foram baseadas em observação diferéntes. Enquanto a pri 

meira usa as observações amostrai~, tais quais elas foram ob 

servadas, as últimas usam um truncamento das observações ori 

ginais. Dessa forma, para que possamos comparar essas 

mativas se faz necessário verificar, antes; se alguma 

esti 

perda 

significativa ocorreu diante dessa transformação dos dados. 
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Consideramos, para qualquer observação (ni' xi)
a seguinte regra de classificação.

f

1 se Pi (X.i =

2 caso contrario{ > P2 (Xi = xiINi

Como Pi e P2 são medidas de probabi].i.dades associadas às dis

tríbuiçÕes B (nll 3/4) e B (n.i , 1/2) respectivamente, temos
que:

Pi (Xi = xi INi

,:. . gJl2.
l Zn3

Pz (Xi
n,) se/ e= x il somente se

Assim,

xi > (.en2.l,en3)

2 se xi g (Zn21.en3){
onde. w.i. = 1 si.unifica classificar o i--ésimo cruzamento

do tipo l e wj = 2 como sendo do tipo ll.

como

Di-remos que um cruzamento gera uma grande des

cendênci.a se n.i for não i.nferior ao valor mediano amostral, ã

(no nosso caso igual a 98) e, consequentemente, gerador de uma

pequena descendênci.a se n: menor que ã.
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Consideramos, para qualquer observação (n., x.) 
l. l. , 

a seguinte regra de classificação. 

w. 
l. 

se P 1 ( x. = x. 1 N. = 
l. l. l. 

caso contrário 

n.) > P2 (x. = x. jN. = n.) 
1. l. l. l. l. 

Como P 1 e P 2 sao medidas de probabilidades associadas as dis 

tribuições B (n., 3/4) e B' (n., 1/2) respectivamente ·, temos 
l. l. 

que: 

P 1 ( x. = x. 1 N. = n. ) > P 2 (X. = x. IN. = n.) se, e somente se 
l. l. l. l. 1. l.l. 1 

x. > 
l. 

.e. n2 

ln3 

A~sim, 

{ 1 

w. = 
l. 2 

se 

se 

n. 
l. 

X. 
l. 

X, 
l.· 

> (ln2_ l ln3) . n. 
l. 

~ (ln2 l ln3) . n. 
l. 

onde, w. = 1 significa classificar oi-ésimo cruzamento 
l. 

do tipo I e wi = 2 como sendo do tipo II. 

como 

Diremos que um cruzamento gera uma grande des 

cendência se n. for não inferior ao valor mediano amostral, · n l. . 

(no nosso caso igual a 98) e, consequentemente, gerador de uma 

pequena descendência se ni menor que n. 
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Dessa manei.ra definimos

{
0 se n, É 97l

l se n. Z 98l
Mi

A Tabela l do Anexo A mostra, ao lado de cada

observação, os valores das classificações Wj e MI

Através de uma contagem si.mples, podemos resu

mir tais dados no quadro abaixo.

T'oral

83

32

63

54

146

86

232

2

Usaremos uma vez mais o teste de qui --quadrado

para analisar o comportamento dessas frequências.

Considere as frequência esperadas supondo que

haja independência entre o tamanho da descendênci.a e o tipo
de classifi.cação do cruzamento.

Dessa maneira definamos: 

se 

se 

n. ~ 97 
l. 

n. i 98 
l. 

A Tabela 1 do Anexo A mostra, ao lado de 

observação, os valores das classific?ções Wi e M .• 
l. 

Através de uma contagem simples, podemos 

mir tais dados no quadro abaixo . 

M o ·Total 

1 83 63 146 

2 32 . 54 86 

Total 115 117 232 
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cada 

resu 

Usaremos uma vez mais o teste de qui - quadrado 

para analisar o comportamento dessas frequências. 

Considere as frequência esperadas supondo que 

haja independência entre o tamanho da descendência e o 

de classificação do cruza~ento, 

tipo 
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72.37

42.63

73r63 1 1 46

43,37 l 86

Assim.

X: = 8.352

Como P(Xzi)Z 8,352) < 0í005, somos levados a rejeitar a

pótese de i.ndependênci.a entre os tipos de classifi.cação e
tamanhos das descendências.

hi

os

Observando-se os quadros de frequências acima,

pode-se notar que (f. - f.)' é constante em todas as celas.

Assim as maiores contribuições para o X. se encontram nas ce
las correspondentes às menores frequênci.as esperadas (menores

denominadores) , sugerindo que a classificação no ti.po ll ocorre
mais frequentemente para grandes descendências .

Levando-se em conta o teste acima. somos leva

dos a acreditar em uma associação entre o tamanho da descendên

cia e a "preferência sexual" da Drosophile l.íelanogaster. Des

ta forma nos parece que consi-gerar apenas os 40 pri.melros des

pendentes de cada cruzamento, acarreta uma perda de informação,
que poderia estar contida na observação do .verdadeiro tamanho
da descendência.

7
-:
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w M o 1 Total 

1 72,37 73,63 146 

2 42,63 43,37 86 

Total 115 117 232 

Assim, 

2 XC = 8,352 

Como P(x~ 1 )~ 8,352) < 0,005, somos levados a rejeitar a hi 

pótese de independência entre os tipos de classificação e os 

tamanhos das descendências. 

Observando-se os quadros de frequências acima, 

pode-se notar que (f
0 

- fe)
2 é constante em todas as celas. 

2 Assim as maiores contribuições para o x se encontram nas ce e 

las correspondentes às menores frequências esperadas (menores 

denominadores), sugerindo que a classificação no tipo II ocorre 

mais frequentemente para grandes de~cendências. 

Levando-se em conta o teste acima, somos leva 

dos a acreditar em uma associação entre o tamanho da descendên 

eia e a "preferência sexual" da Drosophile Melanogaster. Des 

ta forma nos parece que considerar apenas os · 40 primeiros des 

cendentes de cada cruzamento, acarreta uma perda de informação, 

que poderia estar contida na observação do -verdadeiro 

da descendência. 

tamanho 
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Assim, uma vez que o estimados da seção 3.4

utiliza os valores real-s dos tamanhos das descendências e que

o mesmo é baseado fundamentalmente no Princípio da Verossimi

Ihança. achamos que a está.nativa por ele gerada é a que mai.s
merece crédito

Com relação às está.mau.vas obtidas na seção 3.5,

verificamos que Oç: é a que.mais se aproxima daquela que acre
ditados ser a mais confíãvel-. Assim. como já foi dito, a ob

tenção de está.mau.vas baseadas apenas em observações fortemen

te conclusivas, parece nos fornecer algum ganho.

Como está intimamente li.gania

à partição usada, pretendemos no futuro, estudar a senti.bilida-

de de tal esticador.di.ante da escolha da parti-ção. No momento

porém, nos deteremos a analisar os esticadores (11) s e (]1)w sob

a [uz desta parti.cu].ar partição.

Sejam

Yz = :Ü(xil) ; Yz :#- (XW) ; Y3 :#: (X'r) e

Yq = :fÊ (XI) e mais
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Assim, uma vez que o estimador da seçao 3.4 

utiliza os valores reais dos tamanhos das descendências e que 

o mesmo é baseado fundamentalmente no Princípio da Verossimi 

lhança, achamos que a estimativa por ele gerada e a que 

merece crédito. 

mais 

Com relação às estimativas obtidas na seçao 3.5, 

verificamos que 0 - e a que -mais se aproxima daquela que s acre 

ditamos ser a mais confiável. Assim, como já foi dito, a ob 

tenção de estimativas baseadas apenas em observações 

te conclusivas, parece nos fornecer algum ganho. 

fortemen 

Como ®s = está intimamente ligada 

à partição usada, pretendemos no futuro, estudar a sensibilida­

de- de tal estimador -diante da escolha da partição. No momento 
A •"'-

porém, nos deteremos a analisar os estimadores @· e @ sob s w 

a luz desta particular partição. 

Sejam: 

·., 
.. , 
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Pi

Pz

Pi (X c %?)

Pi (X e X'!)

pi (x c xY)

Pi (X € X?)

Pz (X E: X?)

Pa (X c: X'!)

pz (x c: }N)

Pz (X € X?)

Pi ( 0 $ Xi $ 19)

Px (20 É Xj. É 25)

Pi (26 É Xj. É30)

PI (31 g Xi S40)

Pz (0 É Xi $ 19)

Pz (20 $ Xi É 25)

P2 (26 $ Xi É 30)

Pz (31 $ Xj. É 40)

0,00018

0,05426

P3

Pq

qi

qz

q3

0,50602

0,43954

0 , 43731

0,52234

0,04001

qq 0,00034

Nessas conde.cães, (YI, Y2, Y3, Yq) tem distri
buição mu].ti.nomial

M(232; PI 0 + ql(1-0); Pz0 + qz(1-0); Ps0 + q3(1--0);

P40 + qq (1--0) )

Assim,

Y IYi+Y«'»B(Y:.Y-;P-Q+qq(l-Q) .. )
(PI +P4)0 + (ql +q4) (1-0)

Como pz + pk = qi + qK (partição ancilar)

Pqe +.q4 .(1 - 0)
VblV:+ Y« h B (Yl+ Y4; ' ' Pi + Éi )

Pi (X s 
Pi = E: *2) = P1 ( o :;; ~ 19) 0,00018 X· = l. 

P1 (X w 
P1 (20 ~ ~ 25) 0,05426 P2 = E: *2) = xi = 

Pi (X w (26 ~ :;;30) 0,50602 p3 = E: *i) = P1 xi = 

Pi (X s (31 ~ X· ~40) 0,43954 plj = E: * l) = P1 = l. 

P2 (X s 
P2 (O ~ ~ 1 9) 0,43731 ql = E: *2) = X· = l. 

P2 (X w (20 ~ ~ 25) 0,52234 q2 = E: *2) = P2 X• = l. 

q3 = P2 (X E: 
w 

* l) = P2 (26 :;; xi ~ 30) = 0,04001 

P2 (X s (31 ~ :;; 40) 0,00034 qlj = E: *i) = P2 X· = 
l. 

Nessas condições, (Y1, Y2 , Y3, Y4 ) tem 

buição multinomial. 

Assim, 

1 
. . plj 0 + .q4. < 1.-:0.) > 

Y '1 Y 1 + Y 4 "' B (Y 1 + Y 4 ; . . . 

(p1 +p4)8 + (q1 +qlj) (1-0) 

Como P1 + P'l = q1 + q4 (partição ancilar) 

1 
. . plje + .g4- .c1 .- 0) 

Y4 Y1+ Ylj "'B (Y1+ Y4; -----'---) 
Pl + plj 

67 

distri 
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Se assumirmos que Pi qb 0(1), podemos dizer que

Y IVz + Y+ '' B (YI + Y4; 0)

Logo

'D-
Yç

[ Y:..Y.] {- r$;fn l *: ;. * .] }
l

{?i';7- E [Yq IV:+V«t } (Yi+Yq ) ' 0}

0, e portanto (ig) é um está.dador não viciado para 0
S

De maneira aná].oga ,

P3 0+ q3 (1-0)
Y3 IYz+Y3 'u B (Yz+Ya; )

coillo Pz+P3 qz+q3

. .P30 +qa (1-0)
Y3 IYz+Y3 '' B (Y2 + Y a; '--'''''F;'iF;

Neste caso, porém. não é razoável a suposição
que pz = q3 = 0/ assim.

. [ã': -t T3n-] : .{:l€1N:i *, .; *; ,}

(1) Esta suposição« esta sendo feita para essa partição, particular
mente, podendo não ser razoável para uma outra parti.ção. '

Se assumirmos que P 1 = q 4 = 0< 1 >, podemos dizer que 

Logo 

.. . . . Yq 
= E . {E [ . - 1 Y 1 ~ Y i+]} = 

Y1+Yi+ 

= 0, e portanto ·@ é um estimador nao viciado para 0. 
s 

De maneira análoga , 

. p38 +q3 (l"""'.0) 
Y 3 1 Y 2 + Y 3 'v B (Y 2 + Y 3 ; -------) p2+p3 

68 

Neste caso, porem, nao e razoável a suposição 

que P2 = q3 = O, assim. 

Y3 .Y3 
_Y_2 __ +_Y_3-] - E { É [ y z ~ y 3 1 y 2 + y 3 ] } = 

(1) Esta suposição .. está sendo f.eita para essa partição, particular 
mente, podendo nio ser raz~ivel para uma outra partição. 
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E {--iíJ-:;7-- ' E [YalV2 + Y:]}

(Y2 + Y3)
Ps8 .+. q.3 (1.-6)

Pz .+ Ps

(P3 - qs) 0 + q3

Pz + P3 '

Logos

(8>w (P2 + q3 ) é um esticador não vi.ci.ado para Q

Consideremos, então, a está.motiva através de <11i) w

0,5873 x(0,05426+ 0,50602) - 0,04001
0,50602 - 0,04001

0 , 5873 x 0 , 56028
0 , 46601

0,04001 0,6202

Observe que. 0ê é ainda mais próxima da está.mg
uva obtida na seção 3.4 que Oç:r porém vale lembrar que para
essa partição, P (Xw) > P (Xs) e em consequência disto ummaior

númelro de cruzamentos foram classe.picados fracamente, o que

possibilitou 0+ ser baseada em uma amostra mai.or, podendo eã
te fato contei.bui.r para uma maior precisão.
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E { 1 
E (Y3IY2 + y 3] } = • = 

Y 2 +Y 3 

1 
p38 .+. q .3 (1.-:0) 

= E . { • (Y 2 +Y 3) . } = 
Y2 + y 3 P2 .+ p3 

{p3 - q 3) e + q3 
:;: 

P2 + p3 

Logo, 

e um estimador nao viciado para e. 

- * 
Consideremos, então, a estimativa através de @ 

w 

e* w 

tiva 

essa 

= 

= 

0 1 5 8 7 3 X ( 0 1 0 5 4 2 6 + 0 1 5 0 6 0 2 ) - 0 ,· 0 4 0 0 1 
= 

0,50602 - 0,04001 

0,5873 X 0,56028 - 0,04001 
-- O, 46601 

0,6202 

Observe que. 0* e ainda mais próxima da · w 
-

obtida na seçao 3. 4 que. e , porém vale lembrar que s 

partição, p (,t w) > p (~s) e em consequência disto 

estima 

para 

um ma.ior 

núme·ro de cruzamentos foram classificados fracamente, o que 
-

possibilitou· e* ser baseada em uma amostra maior, podendo es w 

te fato contribuir para uma maior precisão. 
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TAPE L A l

l N ( 1 ) x ( 1 ) w ( 1 )

l
2
3

4

5

6
7

8

9
1 0
1 1
1 2

1 3

1 )
ló
1 7

1 8
19
20

22

24
25
26

29
30
31

33
34
35

37
38
39
40
41
42
43

45
46
47

49
50

l ÓI
7 5

l ZI
93
65
75

88
74
67

1 1 6
94
88

74
97

1 37
r6
97

l l l
81

1 1 8
79

58

58
1 2 7
1 22

1 35
87

l o$
95
98
75
86

IU9
1 33
108
106
1 26
IU?

'7 7
57
Ó2
76
4 2
5 2

49
57

63
5 8
5 5
49

107
4 S
5 5

5 1

81
5 2
28
50
9?
32
92
65
6Z
61
76

óo
56
48
69

60
57
54
63

2
l
Z
l
l
l
Z

2
l
2
l
2
2
l
Z

l
2
l
2

Z

2

l
l
l
l
l
l
Z
l
2
2
Z
l
l
T

2
l
l
Z
2
2
2
Z
2
l
l
l
l
2

2

l
0
l
0
0
0
l
0
0
0
0
l
0
0
l
0

0
l
U
0

l
0
l
0
0
0
l
0

l
0
l
U
l
0
0
l

1 0'5

1 02
90
79

1 27
91

85
80
70
60
76
48

l

l
U
0
l
0

CONTINUA

TABELA 1 --------
----------------------------------------------------------------I NU) XCI) w (I) M C I J --------------------~-------------------------------------------1 1 41 77 2 1 2 75 57 1 o .s 1 21 62 2 1 4 93 76 1 o 5 65 42 1 o 6 75 52 1 o 7 Y8 54 2 1 8 88 49 2 o 9 74 57 1 o 10 67 36 2 o 11 64 53 1 o 12 116 62 2 1 

13 91. 44 2 o 1 4 88 63 1 o ,~ 1U7 58 2 1 
16 74 55 1 o 
17 97 49 2 o 
18 1 37 107 1 1 19 /6 45 2 o 
20 'y 7 55 2 o 
21 1 1 1 51 2 1·· 
22 81 64 1 o · 
23 118 81 , 

1 
24 79 52 1 o 
25 43 28 - 1 o 
26 58 50 1 o 
l.7 - 1 22 92 , 1 
2 ts 58 32 2 o 
29 127 92 1 1 
30 122 65 2 1 
31 146 62 2 , 
.5 ê 135 61 2 1 . 
33 87 76 1. o 
34 105 74 1 1 
35 95 60 1 u 
.5 6 Y8 56 2 1 
37 75 48 1 o 
38 86 69 1 o 
39 1 U9 . 55 2 ,. 
40 133 60 2 1 
41 108 57 2 1 
42 106 54 2 1 
43 126 63 2 1 
44 1U7 62 2 1 
45 , 0-S 8S 1 ,, 
46 102 80 1 1 
47 90 70 1 u 
48 19 60 , o 
49 127 . 76 2 1 
50 91 48 .. 2 o ~----------~----------------------------------------------------

'· 
\ 

CONTINUA ••• 



TA8 EL A l

l N ( 1 ) x ( 1 ) M (1)

5 3
S4

S7
58
59

61
62
65

66
67

69
70
71

74

77
78
79
BO
81
8 2
8 3
84

1 ?3
91

1 44
l U3
1 1 5
1 22
1 10
1 37
1 09
1 02
1 38

1 35
110
1 1 4

99
90
93

1 1 8
1 21

91
1 22
1 33

90
1 00

70
T63

70
l l l

79
62
5 5

1 0 5'

70
74

69
93
88
74
69

63
61
63
89
6 8
64
64
71
53
84
31
8 1
64

33
66
59

1 04
79

Z

Z

l
l
l
l
2
2

l
l
l
2
l
2

l
l
l
l
2

2
Z
l
l
2

l
l
l
l
Z
l
l
2
2
Z
l
2
l
l
l
l
l
l
l
l
l
Z

2

l
l
l

l
l
0
l
l
l
l
l
l
l

l
l
l
l
0
0
l
l
0

l
l
0
0
l
0
l
0
l
l
l
0
0
0
l

0

1 00
1 1 5
103

73
93
96

1 35
1 04

98
74

99
71
82

106
1 44

83
60

8 5
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
95

78
60
74
76
5 2
61

68
63
46
79

97
98
99

0
0
l

CONTINUA

TABELA 1 --------
----------------------------------------------------------------1 NCl) XCI) w (I) MCI) -----------------------------------------------------------------!il 118 º' z 1 

5L 1 l3 63 2 1 
53 91 70 1 o 54 144 1 i 1 1 1 
!i' 1 U3 76 1 , 
56 115 79 1 1 
57 122 62 2 1 
58 11 O 55 2 1 
59 137 10J 1 1 
60 109 87 1 1 
61 102 70 1 1 
62 1 38 74 2 1 
65 11 5 84 1 · 1 
64 1 35 69 2 1 
65 11 O 93 1 1 
66 114 88 1 1 
67 99 74 1 1 
68 YO 69 1 o 
69 93 41 2 o 
70 118 63 2 1 
71 1 21 61 z 1 . 
72 Y1 63 1 o 
73 1 22 89 1 1 
74 133 68 2 1 
75 84 64 1 o 
76 90 64 1 o 
77 _ 100 71 1 1 
78 70 53 1 o 
79 163 84 2 1 
80 40 · 31 1 o 
81 100 81 1 . 1 
82 115 64 2 1 
83 1 U.3 60 2 1 
84 73 33 2 o 
85 93 66 1 o 
86 96 59 2 o 
87 1 35 104 1 1 
88 104 79 1 1 
89 62 46 1 o 
90 98 78 1 1 
91 74 60 1 o 
92 104 74 1 1 
93 99 76 1 1 
94 71 52 1 o 
95 82 61 1 U. 
96 106 56 2 1 
97 144 68 2 1 
98 83 63 1 o 
99 60 '• 6 1 o 

,ou 1 U7 79 1 1 -----------~---------------~------------------------------------
' . l 

... CONTINUA ••• 



TAPE LA l

l N ( l > x (1 ) w ( 1 ) M ( 1 )

1 01
102
1 05
104
105
1 06
IU7
108
109
11 0
l l l
1 1 2
1 1 3
1 1 4
1 1 5
1 1 6
1 1 7
1 1 8
1 1 9

1 2 0
1 21
1 2 2
1 2 3
1 24
1 2 5
1 26
1 27
1 28
1 29
1 30
1 31
1 3Z
1 33
1 34
1 3 5

1 36
1 37
1 38
1 39
14U
1 41
1 42
1 43
1 44
1 45
1 46
1 47
1+6
14 9
1 50

1 03
50
8 1

l
l
l
2

2

l
l
2
2

2

l
2
2

2
2
l
l
l
l
2

l
l
l
Z

2

2

Z

l
l
l
l
l
l
2
2

0
l
U
l
0
0
U
0
l
l
0

l
0
l
U
l
0
l
U
0
D
l
l
l
0
0
U
0
0
0
0
0
l
l
l

l Z 3
89
75

1 01
1 05

1 08
84

1 1 2

1 1 6
41

1 09
9Z
Ó4
87

l l o

1 1 2

64
57
91
73

80
1 1 2
1 01

l l l
1 1 D
l U8
l l o

l l o
1 1 9
1 1 8

1 07
l l l

uo
1 26

49

66
5 6
5 1
44
38
5 1
4 1
60
67
47
63
4 3
93
33
77
63
39
64
8 8
84
48
34
34
33
67
57
62
50
60
79
57
54
76
8 5
57
86
74
70
52
90
88
4 1
74
84
61
91
33

l
2
l

l
2
l
l
2

l
l
0

l
0

0

l

CONTINUA

' 

TABELA 1 
--------

----------------------------------------------------------------I N(l) X(I> w ( l) M ( I) ----------------------------------------------------------------101 74 50 1 o 
102 103 81 1 1 1 o.s ó2 44 1 u 
104 123 66 2 1 
105 89 56 2 o 
106 75 51 1 o 107 !> 4 44 1 o 
1 O ts 72 38 2 o 
109 1 01 51 2 1 
11 O 105 41 2 1 1 1 1 i'8 60 1 o 
11 2 108 67 2 1 
11 3 84 47 2 o 
114 112 63 2 1 
115 84 43 2 u 
116 116 93 1 1 
11 7 41 33 1 o 
118 109 77 1 1 
11 9 9 2. 63 1 u 
120 64 39 2 o 
1 21 87 6 ,. 1 o 
122 110 88 1 1 
123 113 84 1 1 . 
124 11 2 ,. 8 2 1 
125 84 34 2 o 
126 64 34 2 o 
127 57 33 l u 
128 Y1 67 1 o 
129 -· 73 57 1 o 
130 82 62 1 o 
131 60 50 1 o 
13l 80 60 1 o 
133 112 79 1 1 
1 34 1 01 57 2 1 
135 1 U4 54 2 1 
136 98 76 1 1 
137 111 85 1 1 
138 110 . 5 7 2 1 
139 108 86 1 1 
140 110 74 1 1 
141 103 70 1 1 
142 110 52 2 1 
143 119 90 1 1 
144 118 88 1 1 
145 72 41 2 o 
146 107 74 1 1 
14 7 1 1 1 84 1 1 , 
148 80 61 1 o 
149 1 26 91 1 1 
150 49 33 1 o 

--------------------------------------------~-------------------
CONTINUA ••• 



TABELA l

l N ( 1) x ( 1 ) w ( 1) M ( 1 )
l ) l
1 5 2
1 5 3
1 5 4

1 57
1 58
1 59
1 60
l ÓI
1 62
1 65
1 64
1 65
1 66
1 67
1 68
1 69
170
1 71
1 7Z
1 73
1 74
1 75
1 76
1 77
1 ?8
179
18U
1 81
1 82
1 83
1 84
18 5
186
1 87
18B
1 89
190
1 91
192
1 93
1 94
1 95
1 96
1 97
1 98
1 99
200

y5

93
99

8 4
80

1 06
94
97
43

1 1 3

1 1 8
1 24
1 08

77
95

1 29
1 1 5

46

1 24
77
?9

69
1 03
1 1 3

92
81

1 07

1 06
96
96

1 1 7
63
99
69
87

1 1 4
97

s l

72

63
81

70
30
61

2
l
2

l
l
2

l
l
l
l
l
2
l
l
l
l
l
?

2

l
Z

l
l
2
Z
l
2
2

l
l
l
2
l
l
l
2

l
l
l
l
l
2

l
l
T
2
l
2
l
l

U

0
0
l
l
0
D

l
0
0
0
l
l
l
l
l
U
0
l
l
U

0
l
0
0
0
D
l
l
0
0
l
Q

l
0
0
l
0
l
0
0
l
0
0
l
0
0
l
0
0

9Z
88
77
5 8
5 3
69
8 2

73
100

41
4 1
34
35
5 2

64
5 8
Ó3
69
79
73
46
91

76
46
67
5 7
76
73
76
4Z

72
64

93
1 05

77
1 1 6

96

CONTINUA

TABELA 1 --------
----------------------------------------------------------------I N ( I) X C I) w e n M(I) -----------------------------~----------------------------------,,, Y!> !> 1 2 u 1 Sl ts.:5 66 1 o 153 93 44 2 o 154 99 72 1 1 15~ 11 5 85 1 1 156 84 45 2 o 157 80 63 1 o 158 106 81 1 1 159 Y4 68 1 o 160 Y7 70 1 o 161 43 30 1 o 162 113 61 2 1 , 6 .s 102 6 ts , 

1 
164 118 92 1 1 
165 124 88 1 1 
166 108 77 1 1 
167 77 55 1 u 
1 6 ts YS 53 2 o 
169 129 69 2 1 
170 11 5 82 1 1 
1 71 46 27 2 U· 
172 YZ 78 1 o 
173 124 100 1 1 
174 77 41 2 o 
175 79 41 2 u 
1 76 ,o 34 1 o 
177 - 69 35 2 o 
178 103 52 2 1 
179 113 76 1 1 
180 Y2 64 1 o 
1 81 81 5 8 . 1 o 
182 107 63 2 1 
1 83 96 69 1 u 
1~4 106 79 1· 1 
185 96 73 1 o 
186 96 46 2 o 
187 117 91 1 1 
188 63 52 1 o 
189 99 76 1 , 
190 69 46 1 o 
191 87 67 1 o 
19l 114 57 2 1 
193 97 76 1 o 
194 93 73 1 o 
195 105 76 l 1 , 
196 86 42 2 o 
197 77 61 1 o 
198 116 47 2 1 
199 96 72 1 l) 
200 ts4 64 1 o 

----------------------------------------------------------------
·7 
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TA8EL A l

l N ( 1 ) x ( 1 ) w ( 1 ) M ( 1 )

?01
202
205
204
2 05
206
207
208
209
21 0

21 2
21 3
21 4
21 5
21 6
Z1 7
21 8
21 9

222
223
ZZ4

226
227

2Z9
230
2 3 1

1 35
1 06

vO
65
98
94
90

l zo
48
69
r8
75
94
90

l zz
1 1 3
1 08

77

1 29
83
96

l uo
70

1 1 8
1 42
l z l

74
81

1 1 8
90

1 1 9

61
88

46
40
70

61
32
5 1

35
49
68
91

2

l
l
l
2

l
l
Z

l
l
l
Z
2

l
l
Z

l
l
l
Z

l
l
2
l
2

2

l
l
l
2
2
l

l

U
0
l
0
U

0
0
0
0
0
0,
l

l
0
U

.b

69
86
52

80
59
72
48

61
75
90

óo
66

100

0
0
l
0

0
0
l
U
l

TABELA 1 --------
----------------------------------------------------------------I N ( I) X C I) WCI) M C I> ----------------------------------------------------------------201 135 61 2 1 202 106 88 1 1 2 O .S YO 67 1 u 204 65 46 1 o 205 98 40 2 1 206 94 70 1 o 207 90 63 1 u 

208 120 61 2 1 209 48 32 · 1 o 
210 69 51 1 o 211 18 65 1 u 212 75 35 2 o 213 94 49 2 o 
214 90 68 ·~ 1 O-215 1 22 91 1 1 
21 6 11 3 69 2 1 
217 108 86 1 1 
218 77 52 1 o 
219 75 61 1 u 
220 129 80 2 1 
2 21 83 59 1 o 
222 96 72 1 o 
223 , uo 48 2 1 
2~4 70 48 1 o 
225 118 61 2 1 
226 142 75 2 1 
227 1 21 90 1 1 
2 2 8 74 50 1 o 
229 81 60 1 o 
230 118 66 2 1 
231 90 41 2 o 
2 .S 2 119 100 1 1 ----------------------------------------------------------------



TAPE LA Z

l x { l ) v ( 1 ) T ( 1 )

l
2
S

4
5

6
r

1 7
30
z l
36
29
32
23

34
1 9
38

1 5
31
23
26
20
39

ZI
1 3
27
34
28
27
35
30

27
20

1 7
38
27
24
ZI

2 2

1 8
23
20

37
39

33
23

2

l
2
l
l
l
2
2

l
2

l
2
2

l
2
l
2

l
Z

2

2

l
l
l
l
l
l
2

l
2

2

2

l
l
2

2

2

2
2

2

2

2
2
2

l
l
l
l
2
2

( s )
(w)

( s >
( w)
( s )

( s )
( s )
( s )

( s >
( s )

( \-/ )
( w>
( s )
( w)

8

9
1 0
1 1
l z
1 3
1 4

1 7
1 8
1 9

2 1

22

26
27

29
30
31
3Z
33
34
35

38
39
4U

43

46
47
4B
49
50

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

C

(

C

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

S

S

W

S
l-J

W

W

S

S
S

W

W

W

W

S
S

W
W

W

}

)

)

)

)

)

)

>

)

}

)

)

>

)

)

)

)

)

)

>

}

)

)

)

)

s )
s )

s )

s )

CaNTIl:UA

TABELA 2 

----------------------------------------------------------------I X li> V ( I) TCI) ----------------------------------------------------------------1 17 2 ( s) 
2 30 1 (W) 
j 21 2 CW) 
4 36 1 ( s) 
5 29 , (W) 
6 32 1 ( s) 
7 23 2 ( l~) 
8 25 2 on 
9 34 1 e s) 

10 19 2 e s > 1 , 38 1 ( s) 
12 21 2 CW) 
13 15 2 ( s) 
14 31 1 ( s) 
1 :, 23 2 01) 
16 26 1 (\,/) 
17 20 2 (W) 
1 8 39 1 ( s) 
19 24 2 (\,J) 
20 21 2 uo 
21 1 3 2 ( s) 
22 27 1 (\-1) 
2S 34 1 ( s) 
24 28 1 01) 
25 27 1 (W) 
26 35 1 CS) 

. "l.7 . 30 1 (\-J) 
28 25 2 e w > 
29 27 . 1 (W) 
30 20 2 ( \·/) 
31 10 ·2 ( s) 
32 17 2 ( s) 
33 38 1 e s, 
34 27 1 0/) 
35 24 2 CW) 
56 21 2 CW) 
37 21 2 cw) 
38 22 2 CW) 
39 20 2 tW> 
40 11 2 e s > 
41 18 2 (S) 
42 23 2 CW) 
43 20 2 ( w) 
44 25 2 CW) 
45 37 1 CS) 
46 39 1 ( s) 
47 28 1 (W) 
48 33 1 e s ,. 
49 23 2 CW) 
50 1 5 2 e s, 

--------------------------------~-------------------------------
• J 

·, 
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TA8 ELA 2

l x ( 1 ) T ( 1 )

53
54

5 7
5 8
59
60
61
6 2

65
66
67

z l
30

30
2 1
1 8
29
34
24
19
32
1 7
33
32
3Z
?9

20

26
32
17

27
26
26
?0
31
30
21
1 6
1 9
28
23
31
30
27
36

26
35

2ç
1 6
1 3
29
31
30

Z

2
l
l
l
l
2

2
l
l
2

2
l
2
l
l
l
l
2
2
2
l
l
2

l
l
l
l
Z
l
l
2
2

2

l
2
l
l
l
l
l
l
l
l
l
2

2

l
l
l

(w)
( s )

(w)

( s )

( s )
(w)
( s )
( s)
( s )
( s )
( s )
( s )
(w)
( s >

( w)

69
70
71

74
75
7Ó
77
78
79
80
81
82

85
86
87

89
90
91
9Z
93
94
95
96
97
98
99

1 00

(w)
( s )
( s )

(w)
(w>
(w)

( s )
(w)

c s )
c s )
(w)
cw)
( s )

(w)
( s)

(w)
( s }
c w)

( s )
( s )

( s)

CONTINUA

TABELA 2 

----------------------------------------------------------------I XCI) V ( I) T ( I) ----------------------------------------------------------------51 2 :s z (W) 52 21 2 CW) 53 30 1 CW) 54 34 1 ( s) 5~ 28 1 e w > 56 30 1 CW) 
57 21 2 CW) 58 18 2 e s > 59 29 , un 60 34 1 ( s) 
61 24 2 (W) 62 19 2 CS) 6 .5 32 1 CS) 
64 17 2 CS> 
65 33 1 (S) 
66 32 1 CS) 
67 32 1 (S) 
68 29 1 CW) 
69 16 2 ( s) 
70 20 2 CW) 
71 20 2 CW) 
72 26 1 CW> 
73 32 1 CS) 
74 17 2 ( s) 
75 26 , 01) 
76 27 1 CW) 
77 26 1 C W) 
78 26 1 CW) 
79 20 2 CW> 
BO 31 1 CS) 
81 30 1 CW) 
82 21 2 C W> 
83 16 2 CS) 
84 19 2 CS) 
85 28 1 (W) 
86 23 2 CW) 
87 31 1 ( s ) 
88 30 1 CW> 
89 27 1 CW) 
90 36 1 ( s) 
91 27 1 ( w) 
92 26 1 (W) 
93 35 1 CS) 
94 27 1 CW) 
95 29 1 CW) 
96 , 8 2 CS) 
97 13 2 CS) 
98 29 1 CW> 
99 31 1 CS) 

100 30 , CW) 
· ---------------------------------------~-------------------------.' 

·:, 

'· CONTINUA ••• 



TABELA Z

l x ( 1 ) v ( 1 ) T ( 1 )

1 01
1 02

104
1 05
106
1 07
108
1 09
l l o
l l l
1 1 z
1 1 3
1 1 4
1 1 5
1 1 6

1 1 7
1 1 8
11 9

1 21
1 22
1 23
1 24
1 2 5
1 26
1 27

1 29

1 31
l j2
1 33
1 34
1 35
1 36
1 37
1 38
1 39

1 41
1 4 2
1 43
1 44
1 45
146
1 47
1 4b
149
l se

26
31

26
27
38
2 5
1 7
1 4
26

21
20
34
33
29

2 5
2 2
34
3 4
1 5

1 2
1 7
1 3
26
30

37
39
30
1 8
1 8
27
34
1 8
34
26

1 8
35
34
26
26
34
31
35
27

l
l
l
Z

l
l
l
2

2
2
l
2

l
2
Z

l
l
l
l
2

2

l
l
Z
2
2
2

l
l
l
l
l
l
2
Z
l
l
2
l
l
2
2
l
l
l
l
l
l
l
l

( w)
( s )
( s )

( w)
( w)
( s )
(w)
( s )
( s )

(w)
(w)
(w)

( s >
( s )
(w)
( w)
( w)
(w)
( s )
( s )
( s )
( s )
( s )
( s )
( w>
(w)
( s )
( s )
( s >

( s >
( s )
( w)
( s >
( s )
( s )
(w)
(w)
( s )
( s )
( s )
(w)
(w)
( s )
c s )
( s )
(w)

7 CONTINUA

TABELA 2 

----------------------------------------------------------------1 X(I> T ( I) 

----------------------------------------------------------------1 01 
1 02 
1 os 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
110 
1 1 1 
112 
113 
114 
11 5 
116 
117 
118 
119 
120 
1 21 
122 
1 23 
1 24 
125 
126 
127 
1 2 tS 
129 
130 
1 31 
1 .S 2 
1 33 
134 
135 
136 
13 7 
138 
139 
14U 
1 41 
142 
143 
144 
14 5 
146 
147 
1 4 ts 
149 
150 

26 
31 
34 
22 
26 
27 
38 
25 
17 
14 
26 
23 
26 
21 
20 
34 
33 
29 
27 
25 
22 
34 
34 
1 5 
12 
17 
13 
26 
30 
34 
37 
39 
30 
18 
18 
27 
34 
18 
34 
26 
24 
18 
35 
34 
26 
26 
34 
31 
35 
27 

1 
1 
1 
2 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
1 
2 
1 
2 
2 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
1 , 
2 
2 
2 
2 , 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
2 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
1 
1 , 
1 
1 
.1 

(W) 
( s} 

{ s) 

e w > 
CW) 
CW) 
(S) 

CW> 
( s) 

e s > 
01) 
(W) 
( W) 

CW) 
( w) 

{ s) 
(S) 

CW) 
(W) 
CW) 
(W) 
CS) 
( s) 

( s) 

e s > 
( s) 
l S > 
CW) 
(W) 
( s) 

<S> 
( s) 

(W) 
e s > 
<S> 
(W) 

e s > 
e s > 
( s) 
CW> 
CW) 
(S) 
CS) 
( s ) 
(W) 
(W) 
<S> 
CS) 
( s) 

(W) 

---~-----~-----~--~~--------------------------------------------
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TABELA 2

« U »We«« n «« e««««w«n u » »un

1 53
1 54

1 56
1 57
l S8
1 59
1 60
1 61
1 62
1 65
1 64
1 65
1 66
1 67
1 68
1 69
1 70
1 71
1 7Z
1 73
1 74
1 75

1 77
178
1 79
18U
1 81

182
1 83
l B4
185
186
187
1 88

1 89
190
1 91

19Z
1 93
1 94
19S

197
1 98
199

26
1 8
3 2
34
1 8
27
3 1

30
26
20
29
34
36
29
29

23
3 2

36
40
1 4

30
20
1 3

3D
31
27
3U

29
1 1
39
31
28
27
29

37
26

38
1 5
26

2
l
2

l
l

(w)
(w)
( s )
( s )
( s )
( s )
(w)
( s )
( w)

l
l

( w)
( w)
(w)
(w)

2
l

( s )
( s )
( w)
c w)

l
l

2

l
Z

l
2
Z

l
2

2
?

( w)

(w)
( s )
( w)
( s )
( s )
( s )
( w)
( w)
(w)
( s )

( w )
( s )
(w)

1'

l
l
l
l
2

l

( s )
(w)
( s )
( s )
( s )

( w)

( s )
( s)
( s )

(w)
( s)
( s )

l
l

l
l
l
2

l
2
l
1.

CONTINUA

l x ( 1 ) v ( 1 ) T ( 1 )

TABELA 2 --------
---------------------~------------------------------------------

I XCI) VCI) T C I) 

----------------------------------------------------------------' 151 20 '· 2 (W) 
152 26 1 (W) 
153 18 2 CS) 
154 32 1 (S) 
155 34 1 (S) 

156 18 2 ( s ) 
157 27 1 CW) 
158 31 1 e s > 
159 28 1 (W) 
160 30 1 (W) 
161 26 1 ( w) 

162 20 2 (W) 
16.5 29 1 (W> 
164 34 1 ( s) 
165 36 1 ( s) 

166 29 1 (W) 
167 29 1 (\,J) 

168 26 1 CW> 
169 23 2 CW> 
170 32 1 e s > 

,...)• 171 2U 2 (\oi) 

172 36 1 ( s ) 
173 40 1 ( s) 
174 14 2 ( s ) 
175 23 2 (WJ 
176 30 1 (W) 
177 20 2 (W) 
178 1 3 2 •· 

( s) 
179 25 2 lW) 
180 3U 1 CW) 
181 31 1 ( s) 
182 27 1 CW) 
183 3U 1 tW) 
184 33 , ( s) 
185 29 1 01) 
186 1 1 2 ( s) 

187 39 1 (S) 

188 31 1 CS) 
189 28 1 01) . 

190 27 1 ( w) 

191 29 1 CW> 
192 13 2 CS) 
193 34 1 ( s) 
194 37 1 CS> 
195 26 1 CW> 
196 25 2 CW) 
197 38 1 ( s) 
198 15 2 ( s ) 
199 26 1 OI) 
zoo 27 1. (W) 

----------------------------~-----~-----------------------------

CONTINUA ••• 



TABELA Z

l v ( 1 ) T ( 1 )

2

2
Z

2

2

2
?

2

2.

2
2

2

2

2
2

Z

Z

2

2
Z
2

2
2

Z

2

2

2
Z

2

2
2

Z

01
02

04
05
06
07
08
09
1 0
1 1
1 2

1 3
1 4
l s

1 7
1 8
1 9
zo
21
2 2
2 3

2 5
26
27

29
30
31

19
37

2
l
l
l
2

l
2

l
l
l

2
l
l

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

s )
s )

s )
s )
w>
w)
s )
w)
w>

w)
s )
w)
s )
w)
s )

3
l
2
Z
l
2
2
Z
2

2

2
3
2

3
2

3
2

2
3
l
2

2
2
3
3
3
l
l
Z

2

2

8
5
9
6
6
9
3
l
8
3
0
4
9
9
0
6
9
0
8
0
5
9
6
3
4
9
4

(w)
(w )
( s )
( s )
(w )
(w )
(w)
( s )
( s )
c s )
( s )
( s )
(w )

l
l
2

2

2
l

l
2
2

Ü

2

TABELA 2 

----------------------------------------------------------------
I X ( l) VCI> T C I) 

-------------------------~--------------------------------------
201 
202 · 
203 
204 
205 
206 
207 
208 
2.09 
210 

.211 
212 
213 
214 
215 
216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
230 . 
231 
232 

19 
37 
26 
32 
12 
28 
25 
19 
26 
26 
29 
23 
21 
28 
33 
20 
34 
29 
39 
20 
26 
39 
10 
28 
20 
25 
39 
36 
33 

· 14 
19 
24 

2 
1 
1 
1 
2 
1 
2 
2 
1 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
2 
1 
1 
1 
2 
1 
1 
2 
1 
2 
2 
1 
1 
1 
2 
2 
2 

{ s) 

( s) 

OJ) 

e s > 
( s) 

e w > 
( w) 

( s) 

(W) 
CW) 
CW) 
CW) 
(W) 
e w > 
( s) 
·e w > 
( s) 
(\,J) 

( s) 

CW) 
CW) 
e s > 
( s} 
CW> 
(W} 
CW) 
e s > 
( s) 

e s > 
e s > 
e s > 
CW> 

----------------------------------------------------------------
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TABELA 3

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0.
0.
0.
G.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0.

.00

. 01

. 0 2
, 03
.04
, o s
. 06
07
03
09
1 0
1 1
1 2
1 3

14
l s
1 6

1 7

1 8
1 9

20
2 1
2 2
2 3
2 4
25
26
27
2 8
29
30
31
3 2
33
34
3 5
36
37
38
39
40
& l
42

44
4 5

47
4 8
49

. 285 32D +067 68

. 4901 7 D+07 2 34

. 4373 9D+07 27 2

.1 407 3D+0729 5

.14 37 2D +0731 1

. 3792 5 D +073 2 3

. S1 373D +0733 3

.1 782 7D +0734 2
41 62 2D+07349
1 2 2 2 8D+073 5 6
69454D+07361
10370D+07367
511 07D +07371
98874D+0737S
85949D+07379
37370D+07383
8862 5D'+073 86
12306D+07390
1061 2 D+07393
59692D+0 7395
22338D+07398
61 S 82D+07400
1 2067D+07403
17645D+0740S
19704D+C)7407
17146D+07409
11 $35D+0741 1
65833D+0741 2
29926D+0741 4
11 2 56D+0741 6
35426D+0741 7
94224D+0741 8
21 371 D+074 20
41670D+07421
7035 8D+07422
1 035 6D +C)742 4
13366D+07425
1 521 0D+074 26
1 5 335 D+0742 7
1 37 5 9D +074 2 8
11031 D +074 29
79308D+07429
S1301 D+07430
2994 5D+07431
1 5 81 4 D+074 32
7S743D+07432
32969D+07433
1 30Ó6D+07434
4722 4D+07434
1 5587D+07435

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0

0
0
0
0
0
0
D
0
0.
0
0
0.
0.

50
5 1
5 2
5 3
5 4

.470 34 D+ 074 3 5
1 2 9 89 D + 074 3 6
32848D+07436
761 20D+0743 6
1 61 6 8 D + 074 3 7
31 4 81 D+07 4 37
51 1 84 D + 074 37
91 8 86 D+07 4 37
1 3763 D+074 3 3
1 886 80+07 43 3
23 649 0+97Ó3 8
270700+074 38
2 82 5S D+07 4 3 8
26848 D+0743 8
2 31 75 D+ 074 3 $
1 81 3 2 D+07 43 8
1 2823 D+074 3 8
81 7 21 D +37 43 7
46771 D+0743 7
23945D+074 37
1 0 91 8 D+07 43 7
441 1 1 D+07 4 3 6
15704D+074 3Ó
489 52 D+07 43 5
1 32 6S D +074 3 5
30993t)+07 43 4
61 864D+0743 3
10439 D+07433
1 471 4 D+074 32
1 7087D +074 31
16089D+07430
1 2 060D+074 29
704 37D+074 27
31 2 54 D +074 2 6
102 26D +0742 5
23804 0+0742 3
377 57 D +07 421
3871 0D+ 07 41 9
24C)2 5D +9 741 7
8 31 1 5 D+07 41 4
1 4414 D +07 41 2
1 09 01 D+074C)9
297 71 D +07405
225 62 D+07401
322 97t)+07 39 6
482 25 D +07390
279 21 D +07 38 3
993 31 D+07 37 3
361 62 D +0 7 36 0
354 33D+0733 7

5 5
5 6
5 7
5 8
5 9
60
61
6 2
6 3
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
8 2
83
84
8 5
86
87
8 8
8 9
90
91
92
93
94
95
96
9 7
98
99

\

TETA L (T E TA) TETA L (TE T A)

TABELA 3 --------
----------------------------------------------------------------TETA L(TETA) TETA LCTETA) 
----------------------------------------------------------------o.ao .285320+06768 o. 5 O .470340+07435 
o. 01 .490170+07234 0.51 .129890+07436 
0.02 .43739D+07272 0.52 .32848D+07436 
0.03 .140730+07295 0.53 .761200+07436 
0.04 .143720+07311 0.54 .16168D+07437 
o.os .37925D+07323 0.55 .31481D+07437 
0.06 .513730+07333 0.56 .51184D+07437 
0.07 .17827D+07342 0.57 .918860+07437 
o.os .41622D+07349 o. 5 8 .13763D+07438 
0.09 .12228D+07356 0.59 .18668D+IJ743S 
0.10 .694540+07361 0.60 .23649D+07438 
0.11 .10370D+07367 o. 61 .27070D+07438 
0.12 .511070+07371 0.62 .28255D+07438 
0.13 .988740+07375 0.63 .26848D+07438 
0.14 .85949D+07379 0.64 .23175D+07lt38 
0.15 .373700+07383 0.65 .181320+07438 
o.16 .886250+07386 0.66 .12823D+07438 
0.17 .123060+07390 0.67 .81721D+'.)7437 
0.18 .106120+07393 0.68 .46771D+07437 
0.19 .596920+07395 0.69 .239450+07437 
0.20 .228380+07398 0.70 .10918D+07437 
0.21 .61582D+07400 0.71 .44111D+07436 
0.22 .120670+07403 0.72 .1570ft0{·07436 
0.23 .176450+07405 0.73 .48952D+07435 
0.24 .197040+07407 0.74 .13265D+07435 
0.25 .17146o+07409 0.75 .309930+07434 
0.26 .11835D+07411 o. 7 6 • 618640+07l133 
0.27 .65833D+07412 0.77 .104390+071.33 
0.28 .29926D ❖ 07414 0.78 r•• 1 4 7 1 4 D + O 7 4 3 2 
o. 29 .112560+07416 0.79 .17087D+07431 
0.30 .35426D+07417 0.80 .16089D+07430 
0.31 .942240+07418 0.81 .120600+07429 
0.32 .21371D+ü7420 0.82 .70437D+07427 
0.33 .416700+07421 0.83 .312540+07426 
0.34 .70358D+07422 0.84 .10226D+07425 
0.35 .10356D+07424 0.85 .23804D+07423 
0.36 .133660+07425 0.86 .377570+07421 
0.37 .15210D+07426 0.87 .387100+07419 
0.38 .153350+07427 0.88 .24025D+0?/+17 
0.39 .137590+07428 0.89 .831150+07414 
0.40 .110310 ❖ 07429 0.90 .144140+07412 
(,.. t.1 .793080+07429 0.91 .10901 D+07409 
0.42 .51301D+07430 0.92 .297710+07405 
0.43 .29945D+07431 0.93 ' .22562D+07401 
0.44 .158140+07432 0.94 .322970+07396 
0.45 .757430+07432 0.95 .48225D+07390 
0.46 .329690+07433 0.96 .279210+07383 
0.47 .130660+07434 0.97 .99331D+C'7373 
0.48 .47224D+07434 Q.98 -361620+07360 
0.49 .155870+07435 0.99 .354330+07337 
----~-----------------------------------------------------------



TABELA 4

+

AR EA S OB L (TETAS O. 8233 31 2 08E- OI

LI LS ÁREA PARCIAL PROP. DE ÁREA

0
0
0
0
0
0
0
0
0
Q

0
0
0

6 2
61
61
60
60
59
59
5 8

5 8
57
5 7
56
56

0
0
0
0
0
0
0
0
D
0
0
0
0

63

64

6S
65
66
66
67
67
68
68
69

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0

99491S70E
1 954 9720E
28951 700E
37 41 4080E
45S00070E
5 2 32 34 80E
5 86 37900E
6367691 0E
681 42580E
71 720570E
74572220E
768S 77 20E
78496430E

02
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01
01

0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

1 2084 0 30E
2374 4870E
3 51 6 41 1 0 E
45423 2 00E
55263 3 90E
63550950E
71 220300E
77340580E
8 27 644 8 0E
8711 0230E
9D5 7 37 9 0E
9334971 0 E
9534 0040E

00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00

INTERVALO D E CREDI BIL l DATE (0ü 56 0. 69)

L l L S AR EA P A R C l AL PROP. D E A R EA

TABELA 4 

•• 
AREA SOB L (TETA) = 0.823331208E-01 

---------------------------------------------------LI 

0.62 
0.61 
O. 61 
0.60 
0.60 
0.59 
O. 5 9 
0.58 
0.58 
0.57 
0.57 
0.56 
0.56 

LS 

0.63 
0.63 
0.64 
0.64 
0.65 
0.65 
0.66 
0.66 
0.67 
0.67 
0.68 
0.68 
0.69 

AREA PARCIAL 

0.99491570E-02 
0.19549720E-01 
0.28951700E-01 
0.37414080E-01 
0.45500070E-01 
0.52323480E-01 
0.58637900E-01 
0.63676910E-01 
0.68142580E-01 
0.71720570E-01 
0~74572220E-01 
0.76857720E-01 
0.78496430E-01 

INTERVALO OE CREDIBILIDADE ----> 

PR0P. DE AREA 

0.12084030E-OO 
0.23744870E-OO 
0.35164110E-00 
0.45423200E-00 
0.55263390E-00 
0.63550950E-00 
0.71220300E-OO 
0.77340580E-OO 
0.82764lt80E-OO 
0.8711023CE-OO 
0.90573790E-OO 
Q.93349710E-OO 
0.95340040E-OO 

C Oi:. 5 6 , O • 6 9 ) 



"B"ANEXOANEXO "B" 



PROG RAMA l

INTEG E R X (23 2) /N(2 32)
REAL Y(IOI ) /TETA/XX (l UI )
REAL+ 8 DL('rUI) /S/ DMAX

C

C

C
LEITUR A DOS DADOS

DO 'T 1 =1 / Z 32
l REAL (5/1 0) N(1)/X(1 )

1 0 FO R MAT (2 15)
C

C

C
INCREMENTA VALOR DO. PARÂMETRO TETA

D0 2 J =1 / 1 01
s=u
T ETA= ( K-l)/l UO
XX (J ) =TETA

C
C

C
CALCULA A FUFIÇAO DE VEROSSIMILtIANÇA NO PONTO TETA

D 0 3 1 =1 / 232
3 S=S+t)LOG(DELE(3.++X(1)+TETA+2.++N(1)+(1-TETA)))

9L ( J ) =DEXP ( S )
C

C

C
IMPRESSÃO DO PAR TETA/ VALOR DA FUNÇÃO

2 FRITE (6/2U) TETA/ DL (J )
20 FO RMA T (l X/ FI 0. Zr D 2U. 5)

C
C

C CALCULA O MÁXIMO VALOR DA FUNÇÃO DE VERO:SIMILHANÇA
DI'iA X= D L (1 )
D0 5 1=2r1 01
IF ( DMAX. LT.DL(1) ) DMA X : DL (1)

5 CONTINUE
C
C
C

C

PADRONIZA A FUNÇ AO PELO rqA XIFIO
CONVERTE OS VALORES DA FUNÇÃO PARA PRECISÃO SIMPLES

D0 7 1=1/1 01
DL( 1) = DL (1)/D MAX
IF ( DL (1) .LT. O. l D- 36 )
Y ( 1 ) = S N GL (DL (1>)
GO T0 8
Y(1):0.1 E-36
k'RITO (1 / 30) XX (1)/Y( 1)
FOR MAT (l X/FI O.Zf FZ0.5)
CONTINUE

TO 6

6

8
30

?

C

C

C
TRAÇA O GRÁFICO DA FUNÇÃO DE VEROSSIMILHANÇA PADRONIZADA

CAL L PLOT('lUI / XXf Y)
STOP
END

e 

PROGRAMA 1 

INTEGER X(232),NC232) 
REAL Y(l01J,TETA,XX(1U1) 
REAL*8 DL(t01),S,DMAX 

C LEITURA DOS DADOS 
e 

DO l !=1,232 
1 READCS,10) N(I),X(I) 

10 FORMAT(2IS) 
e 
C INCREMENTA VALOR DO. PARAMETRO TETA 
e 

e 

DO 2 J=1,101 
s=u 
TETA=(K - 1)/100. · 
XX(J)=TETA 

C CALCULA A FUNÇAO DE VEROSSIMILHANÇA NO PONTO TET~ 
e 

DO 3 1=1,232 . 
3 S=S+OLOG(OELEC3.**X(I)*TETA+2.**N(I)*(1-TETA))) 

DL(JJ=DEXP(S) 
e 
C IMPRESSAO DO PAR TETA, VALOR DA FUNÇAO 
e 

2 WRITE(6,2U) TETA,Dl(JJ 
20 FORMAT(lX,F10.2,D2ü.5) 

e 
e 
e 

CALCULA O MAXIMO VALOR DA FUNÇAO DE VEROSSIMILHANÇA 

DMAX=DL(1) 
DO 5 !=2,101 
IFCDMAX.LT.DL(I)) DMAX=DL(I) 

5 CONTINUE . 
e 
C PADRONIZA A FUNÇAO PELO MAXIMO 

t• 

C CONVERTE OS VALORES DA FUNÇAO PARA PRECISAO SIMPLES e 
DO 7 !=1,101 
DL(I)=DL(I)/DMAX 
IFCDL(I).LT.0.1D-36) GOTO 6 
Y(U=SNGL(DL<I>> 
GOTO 8 

6 YCI>=0.1E-36 
8 WRITEC1,30) XX(I),Y(I) 

30 FORMATC1X,F1U.2,F2U.5> 
7 CONTINUE 

e 
C TRACA O GRAFICO DA FUNÇAO DE VEROSSIMILHANÇA PADRONIZADA e 

CALL PLOT(1U1,XX,Y> 
STOP 
END 



PROA RAMA 2

C

C

C

DI M E N SIO N X(l OI) / Y (l OI )

LEIT UR A DOS DADOS

READ(l/IO)(X(1)/Y(1)/1=1/100)
10 FORMAT (l X/ FI O. 2/ F2 0. 5)

C

C

C
CALCULO DA ÁREA SOB A FUNÇÃO DE VEROSSIMILHA;yÇ'A

A R E A=(Y (1 ) +Y (l OO ) ) /2 .
DO 1 1=2/99
AREADA REA+Y(1)
CONTINUE
A REA:A R EA/IOO.
WRIT E(6/20) A REA
FORMA T (l H1 /// 32X/ l TABELA 4

+ ' A R E A .S 0 B L (T ET A)=l
+8 L S' / 7 X/eA REA PARCIAL! / 5X/

20 / / / 32 X/ ' -- - /.,2 5 X/ ' + ' / / / 1 5Xf
,E15:9,/////14X,51('-'),//16X/ iLli,7X,
' P R OP. D E A RE A' . // 1 4X, 51 (e - i) )

l

C

C

C CALCULO DAS ÁREAS PARCIAIS E INTERVALO DE CREDIBILIDADE
Ll:63
LS:64
LL:LI
ALFA:O
AL FATAL FA+ (Y (LL) +Y(LL+1))/200.
PROF:ALFA/ÁREA
FRITE(6/30) X(LI)/X(LS)/ALFA/PROP
l F (p R op. GT.0.95) GO Te 4
l F (Y (Ll- 1) . G T. Y(LS +l ) > G O TO
LL=LS
LS =LS +l
GO T0 2
Ll:Ll-l
LL=LI
GO T0 2
FRITE (6/ 30> X (LI ) / X (LS)
FORr4AT( 1 4X/ 51( '-') /////1 4X/ l INTERVAL

F 4 . 2 / ' ) l )

3

0
l /8/

4
30 r v Ri'lH l \ l q Á / ) l\

) ' / F 4 . 2 .
STOP
END

D E C R ED IB l LI D A D E

PROGRAMA 2 

DIMENSION X(101),Y(101) 
e 
C LEITURA DOS DADOS 
e 

READ(1,10) (X(I),Y(I),! =1,100) 10 FORMAT(1X,F10 . 2,F20.5) 
e 
C CALCULO DA AREA SOB A FUNÇAO DE VEROSSIMILHA~ÇA e 

AREA=(Y(1)+Y(100))/2. 
DO 1 !=2,99 
AREA=AREA+Y(I) 

1 CONTINUE 
AREA=AREA/100. 
WRITE(6,20) AREA 

20 FORMAT(1H1,/,32X,'TABELA 4 1 ,/,32X, '--- ----~', ////,25X,'*',/,15X, *'AREA SOB L (TETA) = 1 ,E15.9,////,14X,51( 1 - 1 ),/,16X, 1 ll',7X, *'LS',7X, 1 AREA PARCIAL'r6X,'PROP. DE AREA ' / /,14X,51 (' - ')) e 
C CALCULO DAS AREAS PARCIAIS E INTERVALO DE CREDIBILIDADE e 

LI=63 
LS=64 
LL=LI 
ALFA=O. 

2 ALFA=ALFA+(Y(LL)+Y(LL+1))/200. 
PROP=ALFA/AREA 
WRITEC6,30) X(LI),X(LS),ALFA,PROP IF(PROP.GT.0.95) GOTO 4 IF(Y(LI-1).GT.Y(LS+1)) GOTO 3 
LL=LS 
LS=LS+1 
GOTO 2 

3 LI=LI-1 
LL=LI 
GOTO 2 

4 WRITEC6,30) X(LI),X(LS) 30 FORMAT(14X,51('-'),///,14X,'INTERVALO * )',F4.2,' , ',F4.2,')') 
STOP 
END 

,, 

DE CREDIBILIDADE ----> 




