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.Li-N'0RM ESTIMATION' 0F ARMA MODELS

ABSTRACT

The lea.st absolute deviations (.Ll-norm) estimator for the parameters of a stationary

and invertible autoregressive - moving average model is considered. It is shown to be

strongly consistent via a recent result on statisticd estimators that minimize a non difTer-

entiable function, based on nonsmooth analysis. Asymptotic distribution is algo discussed.

Finally, a review of the available algorithms and a Monte Carão study are presented.

1<1eywords: time series analysis; ARMA modela; Ll-norm estimation; consistency; infinite

variance; non-di#erentiability; non-convexity; non-hnearity.
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RESUMO

Considera-se o estimador de mínimos desvios absolutos (estimador .Li) para os parâ-

metros de um modelo auto-regressivo e de médias móveis. Mostra-se que ele é consis-

tente por meio de um resultado recente sobre estimadores que minimizam uma função não

diferenciável. Discute-se também a distribuição assintótica. Finalmente, apresenta-se uma

revisão dos allgoritmos disponíveis e um estudo de Monte Cujo.

Palavras chave: análise de séries temporais; modelos ARMA; estimação .L] ; consistência;

variância infinita; não diferenciabilidade; não convexidade; não linearidade.
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CAPITULOI
a

INTRODUÇÃO

Nos últimos dois ou três séculos o problema de ajustar modelos a um conjunto de

observações minimizaíldo somas de resíduos do tipo

(1.1)

para p - 1, 2, 3, . . . fixado, tem sido frequentemente discutido. Cada valor de p define um

método ou critério de ajustamento conhecido por estimação .LP. THs métodos foram ini-

cialmente usados em problemas de astronomia e geodésia, mas, atudmente, são largamente

empregados em outras áreas, como a econometria. Embora a estimação .LP tenha sido de-

senvolvida tendo em vista o problema de ajustamento de modelos lineares inicialmente

apenas uma linha rega a um conjunto de observações, nas última duas décadas outros

modelos, como os auto-regressivos, passaram a ser considerados. Neste trabalho conside-

ramos a estimação Z] no caso de um modelo não linear, a saber, o modelo auto-regressivo

e de médias móveis (ARMA), de grande importância na análise de séries temporais.
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1.1. DESENVOl;VIMENTO HISTÓRICO

A seguir apresentamos resumidamente o desenvolvimento d& estimação .Li no contexto

mais geral da estimação ZP'

Ruggero Giuseppe Boscovich, um abade italiano de extração croata, estudando a

medição "de um m'co de meridiano próximo de Romã", pua "corrigir o mapa do Estado

Papal", propôs pela primeira vez dois critérios para ajustar uma linha reta y = a + óa

a um conjunto de observações: a) u somas dos resíduos positivos e negativos deveriam

ser numericamente iguais, o que equivale a exigir que a rega ajustada passe pelo centróide

(ã, Í); b) a soma dos valores absolutos dos resíduos deveria ser mínima (Boscovich, 1757;

Harter, 1974). O próprio Boscovich(1760) esboçou um método geométrico para resolver

este problema, enquanto Laplace(1793) propôs um método anallÍtico.

Pierre Simon Laplace(1786) propôs o critério de minimizar o desvio absoluto

máximo para o mesmo problema. Esse principio minimal também é creditado a L«)n.

hard Euler(1749).

Cara Hiedrich Gauss foi o primeiro a utilizar na estimação de mode]os lineares o

critério de minimizar a soma de quadrados dos resíduos, desde 1795 (Gauss, 1806), em-

bora tenha sido Adrien Made Legendre(1805) o primeiro a publicar o principio de mínimos

quadrados. O uso do método de mÍnim(x quadrados generalizou-se rapidamente, suplan-

tando os outros métodos. Uma das razões foi a facilidade dos cálculos. Outra foi que ele

segue naturalmente da distribuição normal (Gauss, 1809), cujo uso também se generalizou.

Além disso, embora o melhor método dependa da distribuição dos erros quando o tamanho

da amostra é pequeno, o método de mínimos quadrada é assintoticamente melhor para

qualquer distribuição desde que a.ssintoticamente a média seja normalmente distribuída,

como mostrado por Laplace(1812) e outros.

Quando os desvios são tomados em relação à mediana, ao invés da média, metade

deles é positiva e metade negativa (Delambre, 1813). Neste caso, & restrição de que as somas

dos desvios positivos e negativos wla igual, exigida por Boscovich e Laplace, é removida. De

2
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fato, "& soma de quadrados dos desvios é um mínimo quando tomados em relação à média

aritmética, enquanto que & soma de desvios absolutos é um mínimo quando tomados em

relação à mediana", como mostrado por Gustav Theodor Fechner(1874). Edgeworth(1887)

removeu essa restrição) e discutiu m vantagens do método de mínimos desvios absolutos em

relação ao método de mínimos quadrados. Turner(1887) mostrou que o aJgoritmo de Edge-

worth podia permitir soluções não únicas, mas, Edgeworth(1888) mostrou como tratar esse

problema. Uma pude significativa da discussão sobre os métodos de mínimos quadrados

e de mínimos desvios absolutos recaiu na discussão sobre o uso da média aritmética ou da

mediana, que por sua vez está ligada à questão da existência de valores estranh(B (outliers)

entre m observações. Como mostrado por Maurice Fkéchet(1935), na maioria dos casos

a média é mais precisa, como no caso de distribuição normal, mas, em alguns casos &
mediana deve ser preferida.

Técnicas para a estimação dos parâmetros de um modelo de regressão linear mi-

nimizando a soma de desvios absolutos dos resíduos foram propostas por Rhodes(1930)

e Singleton(1940). A despeito de todos esses trabalhos, o método de desvios absolutos

mínimos "nunca despertou muita atenção" (Taylor, 1974) até Chames, Cooper e Fergu-

son(1955), que demonstraam que esse problema poderia ser resolvido usando-se as técnicas

de programação linear. Karst(1958) e Wagner(1959) trabalharam na mesma linha.

Desde então, muitos autores têm=se dedicado ao estudo do método de desvios

absolutos mmimos para estimar parâmetros de regressão linear. Vejam-se Bloomfield e

Steiger(1983), Dielman e PfafTenberger(1982), Dielman(1984), Gentle(1977), Harter(1974),

Narula e Wellington(1982), Sposito, Smith e h4cCormick(1978), Taylor(1974). Algoritmos

cada vez mais eficientes foram apresentados por Amemiya(1982), Amistrong e nome(1976,

1977), Armstrong e Kung(1978), Armstrong, nome e Kung(1979), Barrodale e Roberts

(1973, 1977), Bloomfield e Steiger(1983), McCormick e Sposito(1975), Narula e Welling-

ton(1977a, 1977b, 1984), Sadovsky(1974), Schlossmacher(1973), Sposito, Kennedy e Gen-

tle(1977), Sposito(1976). As propriedades do estimador foram estudadas por Gentle,

/
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Kennedy e Sposito(1977) e sua convergência foi estudada por Ba.sset e Koenker(1978),

Rosenberg e Kwlsan(1977), Balet-Lawrence(1975). Desenvolvimentos recentes foram apre-

sentados na Conferência ]nternaciona] sobre Análise de Dados Estatísticos Baseada na

Norma Zi e Métodos Relacionados, acontecida em Neuchâtel, Suíça, em 1987 (Dodge
1987).

u problema cle estimação .bi em modelos de regressão não linear foi considerado

por Oberhofer(1982) e por Dupaéová(1987).

Finalmente, as possibilidades desse método na estimação dos parâmetros de mode-

los de séries temporais foram discutidas por Cogger(1979). A convergência das estimativa.s

em modelos auto-regressivos foi estudada por Grosa e Steiger(1979), An e Chen(1982) e

por Bloomfield e Steiger(1983).

A contribuição do presente trabalho consiste na extensão de alguns resultados

obtidos em modelos auto..regressivos para o caso mais geral de modelos ARMA



aüP. .Í /ntrodução

1.2. ESTIMAÇÃO .[] E D]STRIBUIÇAO DOS ERROS

Uma das suposições mais usuais em modelos de séries temporais é a de que os

erros do modelo tenham sido gerados por uma distribuição com vuiância finita. Na ver-

dade, boa parte da teoria clássica de séries temporais baseia-se nessa suposição (ver, por

exemplo, Anderson, 1970, e Grenander e Rosenblat, 1957). Entretanto, allguns autores

têm mostrado que a variância infinita é mais realista em a,lguns contextos económicos

(Granger e Orr, 1972; Mandelbrot, 1963 e 1967; Nyquist, 1983). A titulo de ilustração,

consideremos o exemplo da variação de preço da batata no Estado de São Paulo, que é

considerado especulativo. Tomemos o preço médio mensal de venda de batata lisa especial

no mercado atacadista de São Paulo, no período de janeiro de 1966 a agosto de 1989,

levantado pelo Instituto de Economia Agrícola e deíiacionado peão índice geral de preços

(disponibilidade interna) da Fundação Getúlio Vergas. A primeira diferença (variação de

preço) tem média 0, 2082, próxima de zero. O histograma mostra certo afastamento em

relação à distribuição normal equivalente (figura 1.1). Semelhantemente aos casos apre-

sentados por Mandelbrot(1963), o histograma dos dados é mais pontiagudo que a normall

correspondente e parece haver vallores estranhos ou aberrantes (outliers).

6 4a
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IGURA 1.1 - Afastamento da normalidade da primeira diferença do preço médio mensal de-

fiacionado de venda de batata ]isa especial no mercado atacadista de São Paulo,

janeiro de 1966 a agosto de 1989.
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Como será visto adiante, quando os erros do modelo seguem a distribuição de

Laplace, o estimador .Li é equivalente ao de máxima verossimilhança. Entretanto, mesmo

essa distribuição não se ajusta ao caso da figura l.l (a estatística de qui-quadrado de

ajustamento correspondente é igual a 213, 58), continuando a aparecer valores estranhos, o

que parece indicar a necessidade de se utilizar uma distribuição com caudas pesadas para

ajustar-se a tais observa.ções.

Uma forma de tratar com muitos valores estranhos consiste em permitir que a

variância. seja infinita, o que significa uma distribuição com caudas pesadas (Taylor, 1974).

A vu'iância inânita aparece, por exemplo, quando estamos tratando com distribuições

estáveis com expoente característico a C (0, 21. A distribuição normal é estável com a = 2,

enquanto que a distribuição de Cauchy é estável com a = 1 (Feller, 1966, v.2, p.167 e 170).

Uma distribuição estável com expoente a tem o o-ésimo momento finito (Feller, 1966, v.2,

p.215) e assim, distribuições estáveis com a C (0, 2) têm variância infinita. Portanto, a

questão da variância inânita também está relacionada à questão da não normalidade.

Por outro lado, independentemente do modelo, o estimador Zi é robusto (no

sentido de resistência a valores estranhos), porque, ao contrário do que acontece com o

estimados Z2, ele não leva em conta o valor de cada erro, mas, seu sinal. Isto significa que

se espera que o estimador .[l funcione me]hor do que o .Z)2 quando os erros seguem uma

distribuição com variância infinita.

Para se obter alguma indicação sobre a relação entre a estimação ZP e a dis-

tribuição dos erros do .modelo, consideremos o ca.se mais simples em que as observações

gf possam ser modeladas por yf - # + e{,({ = 1,2,... ,n), onde os ef sejam variáveis

aleatórias e p seja o parâmetro a ser estimado. Neste caso, Rico e White(1964), basea-

dos em Cramer(1946) e Siddiqui(1962) mostraram que a eficiência (no sentido de menor

variância assintótica) da estimação .LP depende da distribuição dos erros. O estimador .b.,

(também chamado minimal ou de TchebisheH') é o melhor (no sentido de menor variância)

quando a distribuição dos erros tem extremos bem deânidos, como é o caso da distribuição
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uniforme. Por outro lado, o estimador Zi é o melhor quando & distribuição dos erros tem

cauda.s pesadas, como é o caso da distribuição de Cauchy. O estimador Z2 (ou de mínimos

quadrados) é o melhor em caos intermediários, como o da distribuição normal (Rice e

White, 1964). Essa relação entre a eficiência da estimação ZP e a distribuição dos erros

também aparece em casos mais gerais quando a estimação .LP é comprada à estimação de

máxima verossimilhança (I'urner, 1960; Nyquist, 1987).

Em resumo, há indicações de que em modelos de séries temporais o estimador .Li

parece funcionar melhor do que o Z2 em certas situações, como quando os erros não são

normais, ou quando há valores estranhos, ou quando os erros seguem uma distribuição com
vn I'i n n r'l n l ntl n l t n

7

1.3. ESTIMAÇÃO Z] EM REGRESSÃO E AUTO-REGRESSÃO

Existe considerável interesse em saber se as estimativas .LP convergem em algum sentido.

Seja .0: o vedor de estimativas ZP, baseadas em n observações, do vedor de parâmetros P

de algum modelo dado e consideremos a expressão

«'(Á - P). (1.2)

Podemos estudar a consistência das estimativas, isto é, se (1.2) converge para zero quase

certamente (consistência forte), ou em probabilidade (consistência fraca), ou em .Z;,, para

allgum ó, quando n --, oo. Também a con-,,ergência em distribuição da expressão em (1.2)

pode ser investigada, particularmente a convergência para a distribuição normal.

Nesta seção apresentamos resultados existentes na literatura para modelos de

regressão e para processos auto-regressivos.
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1.3.1. Estimação Za em Auto-regressão com Vuiância In$nita

Neste caso, manter e Steiger(1974) e Hannan e Kmter(1977) mostra.ram que, se os er-

ros tiverem distribuição simétrica no domínio de atração de uma ]ei estável de Índice

a C (0, 2), então, para p ' 2, a convergência (1.2) vde quase certamente e em probabili

dade, para qualquer ó < 1/a.

Yohai e Maronna(1977\ / I'' '' WW =nnVH VnB Vd VAGA U+UVA+VWqÍ«+4/ DAAAXvIPJ.lv(b

não concentrada na origem e se valer .E(]og+ la. 1) $ oo, onde {a!} é o termo de erro, então,

n1/2(P2 -- P) será limitada em probabilidade. Além (isso, se E(at2) < oo, então,

mos

8

«'/'(Ó: - P) -= x(o, w), (1.3)

isto é, ela converge em distribuição para uma normal multivariada, onde a matriz de

covariância W depende de P, mas, não da distribuição do erro.

1.3.2. Estimação .LI em Regressão Linear

Para regressão linear, Balet-Lawrence(1975) mostrou que, num espaço paramétrico com.

pacto, e sob fortes condições de regularidade, as estimativas ZP são consistentes, isto é,

(Ó= - P) ---, o (1.4)

e, para 1 < p $ 2, a expressão em (1.2) converge em distribuição para a normal.

Para estimativas .L] , Rosenberg e Carlson(1977) mostraram que, se os erros tive-

rem distribuição simétrica, então, (P' -- .P) terá distribuição amostral aproximada normall

com média zero e matriz de covariância .X2(X'X)'i , onde X é a matriz de vmiáveis ex-

plicatiln.s e À2/n é a variância da mediana de uma amostra de tamanho n da distribuição
dos erros.

Basset e Koenker(1978) mostraram que, se os erros tiverem distribuição continua,

com densidade / continua e positiva na mediana, e se ]imn'iX'X = Q, uma matriz
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«'/'(A - P) -= x(o, «''Q''), (i.5)

quando n --} oo, onde to2 é a variância assintótica da mediana amostrar, isto é,
w = 12 /(0)]''

Boomfield e Steiger(1983) mostraram que, se as vu'dáveis forem integráveis e se os

erros tiverem mediana única nula, então,

(ÓI. - P) ---. 0 g.c. (1.6)

quando n --} oo. Além disso, se a matriz C' dos segundos momentos de X for positiva

definida, se a variável dependente tiver densidade .f continua e positiva na mediana (única

e nula), e se a amostra for estacionária e ergódica, então,

«'/'(ÓI. - P) -= .w(o, o'''/l2 /(o)I'). (1.7)

1.3.3. Estimação .Li em Auto-regressão com Variância Infinita

Neste caso, Cross e Steiger(1979) mostraram que, se os erros tiverem mediana única nula

e média finita, ent.ão,
-]

(PI, - P) ----, 0 g.c. (1.8)

quando n --+ oo.

An e Chen(1982) mostraram que, se os erros tiverem mediana nula e distribuição

no domínio de atração de uma ]ei estável de índice a C (1,2), então, a convergência de

(1.2) para zero vale em probabilidade, quando n --} oo, para qualquer ó < 1/a. Além

disso, essa convergência vale para qualquer ó < 1 se o erro tiver distribuição de Cauchy

centrada na origem.
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1.4.0BJETIVOSE PLANO DO TRABALHO

Nesta introdução procuramos mostrar que os resultados existentes na literatura sugerem

allgumas situações (como não normallidade dos erros do modelo, valores estranhos e erros

seguindo distribuição com variância infinita) nas quais o estimador .LI pode ser melhor do

que outros da classe dos estimadores .LP (especialmente o .L2) pma estimar certos modelos

de séries temporais, como os auto-regressivos e os ARMA. Tais resultados sugerem, ainda,

que essas situações ocorrem na prática e sobre isso apresentamos um exemplo brasileiro

em nossa área de atuação, a Economia Agrícola (âgura 1.1). Uma vez deânido o interesse

teórico e prático do problema, e um modelo no quall ele ainda não foi estudado (no caso,

o modelo ARMA, que tem aplicações em áreas como a Economia Agrícola), podemos

estabelecer nosso objetivo e o plano de trabalho.

Nosso objetivo é estabelecer algumas propriedades do estimador .L] no contexto

do modelo auto-regressivo e de médias móveis (ARMA), utilizado na análise de séries

temporais, particulmmente a consistência forte das estimativas.

Para estabelecer as limitações do trabalho e para facilitar a pesquisa futura sobre

o assunto, é válido assinalar as principais dificuldades a serem removidas no estudo desse

problema, que são as seguintes:

a) a função objetivo não é diferenciável;

b) a função objetivo não é linear nos parâmetros;

c) a função objetivo não é convexa no espaço paramétrico;

d) a variância dos erros pode ser infinita;

e) o estimador não pode ser escrito de forma explicita.

A não convexidade da função objetivo impede que utilizemos técnicas de demons-

tração análogas às de Cross e Steiger(1979) e de An e Chen(1982). A dificuldade em

escrever o estimador de forma explicita impede que utilizemos técnicas de demonstração

semelhantes às de Basset e Koenker(1978), por exemplo. A não linearidade, a não diferen-

10
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fiabilidade e a não convexidade da função objetivo leva.ram-nos a utiliza técnicas baseadas

na análise de funções não diferenciáveis (Rockafellar, 1980, 1981 e 1983; Clwke, 1983; Eke-

land e Tbrnbul1, 1983).

No capítulo 2 apresentamos um resultado de consistência forte das estimatixra.s. No

capitulo 3 apresentamos dgoritmos que podem ser utilizados no trabalho computacional

de estimação. Finalmente, no capitulo 4 apresentamos um estudo de Monte Carlo e no

as conclusões e recomendações.capitulo 5



CAPITUL02
P

CONSISTÊNCIA E OUTRAS PROPRIEDADES

Neste capitulo caracterizamos a estimação .Li dos parâmetros de uma série tempo..

ral gerada por um processo ARMA. Apresentamos um resultado de consistência forte das

estimativas baseado em Dupaéová e Wets(1988). Para chegar a tal, mostramos algumas

propriedades dos resíduos, da função objetivo e do espaço paramétrico.
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2.1. SÉRIES TEMPORAIS E MODELOS ARMA

Seja (Q', .4', P') um espaço de probabilidade, (Q, .4) e (Q.,A.) espaços mensuráveis e 7'

um conjunto arbitrário (usualmente T é o conjunto dos números inteiros). Suponhamos

que Q = Q. seja a rega real e que .4 = .Á. seja a sigma-álgebra de Borel na rega. Sqa

. := {a*(«,), t € 7', ', C Q'} (2.1)

um processo estocástico em (Q',Á',P') com espaço de estados (Q.,.4.) e conjunto de

índices 7'. Para cada t C T, at(o) é uma variável aleatória. A suposição a seguir valerá

daqui por diante, mesmo sem menção explicita.

#

Suposição 2.1. O processo estocástico de6nido em (2.].) tem medialla única nula

m'd(a.) dq«e, que sda t € r, b.«: co«,o .«,ihcia const,nte, onda q«. não

necessm;amante íin;ta, isto é, yar(at) = a2, qualquer que sda t € T. A.lém disso, as
variáveis aleatória at são independentes e identicamente distribuídas.

u processo estocastico aenmao em (z.l), com a suposição 2.1 satisfeita, é chamado

processo de ruído, ou simplesmente ruído

Sda

, : ("),t € T, «,C Q'} (2.2)

um p'oc'sso estocástico em (Q', .4', P') com espaço de estados (Q, d) e conjunto de Índices

T. A suposição a seguir valerá daqui por diante, exceto onde for explicitado em contrário.

Suposição 2.2. O processo estocást;co z deEnido em (2.2) Éo; gerado a partir do processo

de ni;do definido em (2.],) por meio de um modelo auto-regressivo e de médias móveis de

ordens p e q, abreviadamente ÁRM.A(p,q.), isto é,

é(B) ,.(«;) = o(.B) «.(«.,), (2.3)
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pwa w € Q' e t € T, e onde

14

é(.B) := 1 - éi.B --

é um operador auto-regmssivo de ordem p,

0(.B) := 1 .- 0. .B 0..BÇ

é um operador de médias móveis de ordem q e B é o operador de alfa.se ta] que

.B ,.(«,) := z.--(«,)

Os modelos de equações de diferenças estocásticas conhecidos como modelos

ARMA formam uma c]asse geral de modelos para séries temporais introduzida por Tu-

le(1927) e Slutsky(1937) e popularizados por Box e Jenkins(1976).

Denotemos o espaço pm'amétrico do modelo em (2.3) por T e o vetor de parâmetros

do modelo por # '(é' 8'), onde Ó =(él ... épy e 8 =(0] ...0,y, com ,8 € T C RP+ç

Denotemos, também, e' = (P' a:). Às vêzes, a seguinte notação é útil:

é*(B) = é(.B) - l

0*(.B) = 0(.B) - l

éo = éo = l

-éi, ({ = 1,2,. . . ,P),

0o = 0o -: l

(.j = i, 2, . . . ,ç).

No processo estocástico definido em (2.1), fixando-se w € {2', obtemos uma trajetória ou

realização do processo de ruído, chamada série de ruído:

.(«) {..(«,),t C 7'} := {a.,t c r}, (2.4)
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para cada (o € Q' fixado. Analogamente, no processo e8tocástico definido em (2.2), fixa.ndo-

se w C Q', obtemos uma trajetória ou realização do processo, clwnada série temporal:

,(',) = {,*(«.,), t C 7'} := {,.,t C 7'}, (2.5)

para cada co C Q' fixado.

Sob certas condições (Box e Jenkins, 1976), a série temporal em (2.5) pode ser

representada. como a saída de um filtro linear V,(.a), cria entrada é a série de ruído:

,. (2.6)

V,(.B)

com V,o = 1.

Do mesmo modo, sob certas condições podemos escrever

«(.B),. (2.7)

onde

T(.B)

o = ,o = 1 e í, = --«,,(r = 1,2,...).
Os pesos V' e n dependem de P e devem satisfazer a algumas condições, como

será. mostrado a seguir. Estamos especialmente interessados em encontrar condições sobre

os parâmetros P e sobre o ruído at que assegurem o que se chama estacionariedade e

inversibilidade (Box e Jenkins, 1976). Na teoria clássica de séries temporais (ver Anderson,

1970, ou Grenander e Rosenblat, 1957), supomos que as raízes das equações polinomiaís

Ó(')

com 7

P

0:
(2.8)

e
g

ó(3/)
j=o

(2.9)
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caiam fora do círculo unitário e que .D(a?) < oo. Entretanto, tem se mostrado que alguns

fenómenos, como é o caso de certa.s vm'dáveis económicas, 8ão mais bem modelados por

processos com variância infinita (Mandelbrot, 1963 e 1967; Granger e Orr, 1972; Grosa e

Steiger, 1979). Pua um processo auto-regressivo puro, Yohai e Maronna(1977) mudaram a

condição de variância finita para uma mais geral, a saber, .E(logo ja! 1) < oo. Esta condição

valle também para processos ARMA, como será mostrado no teorema que segue.

Teorema 2.3. Suponhamos que vaJbam as suposições 2.] e 2.2 e que as raizes das equações

poJinom;ais (2.8,) e (2.9,) caiam cora do circulo unitário. Então,

a) O processo de ruído ter distribuição simétrica satisfazendo

.E(logo la,l) < «,, (2.10)

onde logo a denota maxl0, 1og =}, é condição suííciente pu'a que as séries Ú(.B)at e n(.B)zt

dadas em (2.6) e (2. 7) conviCjam quase certamente;

b,) Se estas séries conveirgírem quase certamente, ex;sairá um processo estai;amar;o

e invers;ve/) quase certamente único, satisfazendo (2.3,).
/

Prova.

Podemos estudar a estacionariedade no processo

Õ(.B) ,. = e., (2.11)

onde ef = 0(B)at é um processo MA(q) estacionário (Box e Jenkins, 1976, p.67), e a

inversibilidade no processors] 11]

w. = 0(.B) a., (2.12)

onde tot = é(.B)zt é um processo inversivel (Box e Jenkins, 1976, p.54), porque a condição

de inversibilidade é independente da condição de estacionariedade (Box e Jenkins, 1976

P.50).
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Iniciemos a demonstração pela pude (b), supondo que Ú(.B)a! e r(B)zl conviriam

quase certamente.

Para estuda' a estaciona'iedade, usamos (2.11) recursivamente, obtendo após m
substituições:

17

, ll:é:(m)'.-m-.+>1:Ó,..-,,
i=ll r=0

(2.13)

onde

óo = 1,

#

H

, é;('-i) -E:Õ.ó,-.,(, i,2,...),
i-l

com .H = minÍp,r}, e

(2.14)

Ó:(m) = éh-(m - 1) - õié;(«. - 1),(i = 1,2,...,P), (2.15)

com é;+i(m) = 0, para todo m.

Para simplificar a demonstração vamos supor que a equação é(z) = 0 não tenha

raizes múltiplas. O resultado também é válido no caso de raizes múltiplas, fazendo-se

algumas modificações nas provas (ver Anderson, 1971, p.172 e 249). Sejam ai, a2, . . . ,zp

tais raizes. Então, para ép # 0,

õ(') ,'= ll(i-,/,.).
i=o f=l

Por hipótese essas raízes caem fora do círculo unitário, isto é, mail > 1, ({ = 1, 2, . . . ,P).

Seja {ó,, r ? 0} uma sequência tal que
P oo

>:(Õ.'')'' Ó...,'
{=o f=o

De (2.16) e (2.17) obtemos

«> P P oo-

>:ó,,' ll(i - ,/,.)'' l>1:(,/,.)j.
r=0 f=1 f=1 j=0

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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As série8 }:}(=/ai)j, (i = 1,2, . . . ,p), convergem se le/ail < 1 pu'a cada i. Então,

ela.s convergem se lzl < min lail e, pelo teorema de Abel (Hõnig, 1971, P.49), pua qualqua

g ta] que lal < min mail elas convergem absolutamente.

Podemos mostra que os ó, em (2.13) e em (2.17) são os mesmos (Anderson, 1971,

p.169). Então, 8 primeira soma do lado direito de (2.13) conver8: para zero quando m -...+ oo

e, portanto, é:(m) converge para zero para cada {.

Segue-se diretamente que a convergência de Ú(B)at é equivalente à convergência
de ó(.B)el.

Agora, vamos mostrar que existe uma sequência estacionária que satisíw (2.11).
Sqa .ãt ta] que

(2.19)

onde ó(.B) seja convergente, isto é, {2t, t € T) seja gerada por um processo estacionário.

Usando (2.19) e depois (2.14), obtemos:

P oo

õ(B)Z. >:õ :;,''-'-,.i=o f=o

E
t'=1 Í=1 .j=0

+ >1:(ó, + >1: õ.ó,-.)..
r=1 i=l

','.-, + >ll: õ. >1: ó,.,

r

'l J

(2.20)

onde .H é como em (2.14).

Logo, a sequência {zt,t C 7'} é uma solução estacionária de (2.11) e, porá
(2.3).

Por outro lado, se {z;, t € 7'} for uma sequência estacionária que satisfaça (2.11),

então, a primeira soma em (2.13) convergirá para zero quase certamente, de modo q
segunda soma deverá convergir quase certamente.

ue a
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Quinto à inverdbilidade, & prova da pu'te(b) é inteiramente análoga. Da mesma
forma que em (2.13) escrevemos

' l:0;(m) '.-«-J + >1:V, w.-,,
j=lr=0

onde a primeira soma converge pu'a zero quaaido m --. oo, bem como 0;(m) para cada j.

A convergência de n(.B)zt ou de f(.B)zt é equivalente à convergência de '7(.B)tot para pesos

7 adequados.

Em resumo, provámos que, sob a suposição de que as raizes das equações polino-

miais (2.8) e (2.9) caiam fora do círculo unitário, & convergência quase certa de ó(B)et e

de 7(.B)u't, ou, equivalentemente, de Ú(.B)af e de n(.B)zt, é necessária e suficiente para &

existência de uma solução estacionâia e inversivel de (2.3). A unicidade da solução é dada

pela convergência em probabilidade (Yohai e Maronna, 1977).

A fim de provar a convergência em probabilidade, consideremos

g

19

(2.21)

V,(.a).. = ó(.a)..

= ó(B)i(.a)..
oo g

r=O j=0

EE ó,-.©'.-,,
r=0 .j=0

onde .H = minÍg, r}. Igualando os coeficientes de at em (2.22), obtemos
H

V,, ó,-jÕ,(,
j=o

t r J

(2.22)

(2.23)

Então,

m m .f/

EV,,'.-,. -EEó,.-jÕ"'-,
r=0 f=0 .j=0

m g q m

Eó,.Eê ''-,-. - E E ó,.õ, ''-,-,.
r=0 j=0 J=i r=m--i+l

(2.24)
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Agora, seja c > 0 qualquer. Então, usando (2.24) e (2.13)

p(I'. - >1:ú...-,i >.) -ll:ó,'.-.+lll: >ll: ó,ê'.-,-jl >.)
r=O r=O j=i r=m--j+l

P g m

(m)'.-m...+E: )l: Ó,ê. -,-jl >.).
i=1 J=] 1'=m--J+l

20

(2.25)

A primeira soma no lado direito da última igualdade em (2.25) converge para zero

quanto m --} oo, uma vez que é:(m) vai para zero para cada i. Além disso,
m g m

E ','.-, -EÕE',''-,-..
r=0 J=0 r=0

Esta soma convergirá quando m --+ oo se e somente se }l:Z:o Órat-r-J convergir

para cada (.j = 0, 1, . . . , g).

Aplicando o critério de Cauchy,

..!. .e. g m m--.j

p(l>ll: >: ó,'.-,..-jl > .) p]i>1:(>11:ó,.«.-,-J - >]1: ','.-,.-J)] > .] (2.27)
J=] r=m--j+] j=1 r=O r=O

rge para zero quando m -.-p oo.

A prova de que

come

(2.26)

E
r=0

converge para zero quando m --+ oo é exatamente análoga

Portanto

p(l«.- *,,.-,.l > .)

(2.28)

e

.. - >1: ,',''-, - ,. - }: ','.-, (2.29)
r=Or=l

no sentido de convergência em probabilidade. Isso completa a prova da parte (b).

Para demonstrar a parte (&), vejamos que a solução gerall da equação de diferenças
homogénea

ê(a),. = o (2.30)
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,;, (, = o, l, . . .), (2.31)

onde os ki's dependem de Ó e =1 , a2 , . . . , ap são as Fazes de é(z) = 0 (F'uller, 1976, p.41-45).
l.ogo,

E(EI.,')(EÊ ..-,-j)
r=0 f=i J=0

EêEt E': ''-,"-j
j=0 f=1 r=0

>ll: i.E': ''-,.
a=t--g Í=1 t'=0

Para mostrar que (2.32) converge é suficiente mostrar que a série }:=. ja,llz'l

converge quase certamente para todo lzl < 1. Conforme Yohai e Maronna(1977), isso

acontecerá se o processo de ruído tiver distribuição simétrica e satisfizer (2.10).

Quanto à inversibilidade, do mesmo modo que na estacionuiedade, a solução geral

da equação de diferenças homogênea

(2.32)

0(.B)a. = 0 (2.33)

é dada por
r

y, (, = o, l,. . .), (2.34)

onde os gi's dependem de 0 e yi , y2, . . . , y, são as raizes de ê(y)

Logo,

oo g g

E(E p.ví)(E© ..-,.-.í)
r=0 i=1 J=0

t g oo

>ll: ê.-. >:g. Evi ..-,..
B=t--g i=1 r=0

(2.35)
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Mostra que(2.35) converge é exatamente análogo & mostra & convergência de

(2.32), que cegue de Yohai e Muonna(1977). Isso completa, & prova da pude (&).

aap

A suposição de que as rezes das equações polinomiais (2.8) e (2.9) caiam fora do

círculo unitário delimita o espaço paramétrico T ao que se chama região de estacionariedade

einversibilidade.

Seja z um processo estacionário e inversivel pa.ra o qual valha a suposição 2.2.

Definimos, então, um processo de resíduo associado ao processo estocástico z por

r(6) ,(b,,) {,t(«,, b),«, € Q',b C T}, (2.36)

como sendo um processo estocástico em (Q',.4', P') com espaço de estados (Q.,.4.) e

conjunto de Índices 7', gerado a partir do processo z por meio de um modelo ARMA(p,q),
Isto é )

c(.B) ,.(',) .B) ,.(«,,6),

onde &' = (c', /). Como 6 C T, em condições análogas às do teorema 2.3 podemos escrever

(2.37)

,.(«.,, 6) = c(B) d(.B)''0(.B) é(.B)''«.(«,)

)a. («, ) , (2.38)

onde os pesos 77 dependem de b e de P, e o processo r(6) será quase certamente único.

Nestas condições, Êxado t C T

,.(P) = .. g.c.

Por outro lado, fixando-se w C Q', obtemos uma trajetória ou realização do pro-
cesso, chamada séiíe de res;duo:

(2.39)

,(«) {,.(«,, &), t c r} := {,.(b), t € 7'}, (2.40)
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pu'a cada w c Q' fixado.

Uma propriedade fundamental na construção do nosso problema é 8 ergodicidade

dada no lema seguinte.
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Lema 2.4. Sob as sucos;ções 2.] e 2.2 e sob a suposição de estacionadedade e invers;bi-

Jidade, os processos estocásticos a, z e r(6), de$nidos, respectivamente, em (2.]), (2.2) e
(2.36),são ergódicos.

.f'Fava.

O processo de ruído é ergódico porque os at's são independentes e identicamente

distribuídos, o que segue da ]eí 0-1 de Kolmogorov (Gnedenko,1962, p.120).

Como z é estacionário, vde (2.6). Uma vez que a ergodicidade é preservada

quando se tomam funções do processo (Breiman, 1968, p.119), segue-se que z é ergódico.

Analogamente, como vde (2.38), o processo de resíduo também é ergódico.

A.

Uma consequência da estacionariedade e da ergodicidade do processo z é que
podemos estimar o vedor de parâmetros .8 usando apenas uma trajetória, isto é, podemos

concentrar nossas atenções sobre uma série temporal.
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2.2. O PROBLEMA DE ESTIMAÇÃO

Uma suposição natural na estimação Zi é que o proceB80 de6nido em (2.2) mla um processo
LI , Isto e, que

#
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ll,.ll: (")lp'(a"')

.Zi,.ip«,o

.EI,.l< m, (2.41)

para cada t C T, e onde 11.11 é a norma Zi.

Então, dado um processo .Li definido como em (2.2) e satisfazendo a suposição

2.2, o proa.lema de estimação Z] dos parâmetros do modelo ARMA consiste em encontrar

P € 'r que minimize a norma .Z;i do processo de resíduo definido em (2.36):

ll,.(õ)ll l,.(&)l

(õ) ip(d,. ) , (2.42)

1'

ll,.(P)ll - ig. ll,.(õ)ll. (2.43)

Vamos supor que P seja quase certamente o único ponto de mínimo de (2.42).

Na prática, a medida de probabilidade P é desconhecida e o problema de estimação

dado em (2.42) deve ser apraümado pelo problema de encontrar j. C 'r que minimize

.E" l,.(ó) l 1,.(õ)ip "(a;. )

(b)l/«.

Nestas condições, definimos a soma em Zi dos resíduos amostrais, ou soma de

desvios absolutos, ou função objetivo, como sendo a função dada por

t l
(2.«)

s«(b) bc'T (2.45)
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e o eno médio em .Li do resíduo amostrar, ou eno médio absoluto dos desvios, com sendo

afunção dada por

/«(b) = S«(b)/n, b c T.

Então, minimiza (2.44) é equivalente a minimiza.r (2.45) ou (2.46).

O coJnlunto de m;nimízadores é o subconjunto do espaço paramétrico dado por

(2.46)

= «g«.{n /.(.)
: eT:/.(-õ«)

= «gmín S.(.)

{n .E"l,.(Õ)l. (2.47)

O problema de estimação .Li dado em (2.44) é equivalente ao seguinte problema

de otimização : queremos encontrar um vetou b' = (c' /) que minimize a função objetivo

(2.45) sujeita às restrições

'(B)z. -d(B),.(b) = 0,(t = 1,2,...,n), (2.48)

onde

b c 'r,

,.(b) (b)+ - ,.(b)

1,.(õ)l = ,.(õ)+ + ,.(õ)'

,.(b)+,,.(&)' ã o

Num processo puramente auto-regressivo os resíduos amostrais são lineares nos

parâmetros, exceto pelo efeito de valores iniciais. Entretanto, quando há termos de médias

móveis, os resíduos amostrais são sempre funções não lineares dos parâmetros (Box e

Jenkins, 1976, p.232). Portanto, o problema de estimação .Li dos parâmetros de um

processo ARMA é equivallente a um problema de piulgramação não ]ineu'.
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A convexidade da função objetivo deoempeiüa papel importante na solução de

problemas de programação não lineu', bem como na demonstração de propriedades u8int&

rica.s na estimação .Li dos pu'âmetros de regressões e auto-regressões (An e Chefe, 1982;

Bloomfield e Steiger, 1983; Grosa e Steiger, 1979). Todavia, a não lineu'idade dos resíduos

conduz à não convexidade da função objetivo no caso de processos ARMA (Rod(afellu,

1983, p.369). O caso de um modelo puramente auto-regressivo é considerado na seguinte
proposição.

Proposição 2.5. SuponJlamos que o processo definido em (2.2) tenha sido gerado por um

processo .AR(p,) e que se dísponbam de n + p observzlções de uma trajetóda do processo.

Então, se a função olljet;vo em (2.4.5,) áor calculada soba as n Últimas observações, ela será

uma função convexa em T

.f'Fava.

Seja À C ]O, 1], 6 C T e a C T. Usando a desigualdade triangular, temos

s«]Àõ+(l - À)'] ll.xó +(l - .x),l(.a),.l

: >: 1(xó)(.a),. + l(i - .x),l(.a),.l

$ À >: ló(B)'.l+(i - À) >: 1,(.o),.l

= .XS«(b) + (l - À)S«(e)

t

t t

(2.49)

e, portanto, S. é convexa em T

A

Entretanto, se no lema 2.5 as n + p observações forem utilizadas no cálculo de S.,

os p primeiros resíduos amostrais precisarão ser obtidos de outro modo que não diretamente

e S« deixará de ser convexa devido a esses valores iniciais.
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Consideremos o cuo em que o ruído tenha. distribuição de Laplace(Damsleth e

El-Shau'awi, 1989). A proposição & seguir relaciona a estimação Zi com a estimação de

máxima verossimi]hança condicional aos valores iniciais da série temporal e da série de
rl 1 1 fl r)

/

Proposição 2.6. Sela o processo de#nido em (2.2) sob as suposições 2.] e 2.2. Supo-

nllamos, ainda, que o processo de ruído tenha distdbúção de l,aplaca (exponencía/ dupla)

e que estalam díspon;Íveis p valores z. = (zl--, . .. zoy da sá';e temporal, bem como q

valores a. =(ai--g ' . . aoy da sêde de hui'do, moedores ao começo das n obserwções da

amostra z« = (zi . . . z«y. Nestas condições, a estimação .Li será equivalente à estimação

de máx;ma verossimiJbança condicional aos valores iniciais.

A a L/Ya,.

Sda

/(=) = jexp(-l,l/a)l/(2a),

com 3 C R e a > 0, a função densidade de probabilidade do processo de ruído, onde

(2.50)

m.d(a.) = .E(..) = 0 (2.51)

yar(at) = 2a2. (2.52)

O logaritmo da verossimilhança condicional à escolha de (zl. é dado por

.L(P,a) -n logo - n Ioga - S.(P)/a, (2.53)

Es.(P) 1,.(P)l (2.54)

e t't(P) depende de z*, de a* e de z
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Diferenciando-se (2.53) em relação a a e igualando-se & zero obtemos o estimador

de máxima verossimilhança condicional de a:

a = S.(P)in. (2.55)

Substituindo-se em(2.53), obtemos

L(P) n log 2 - « - n logos.(P)/n]. (2.56)

Portanto, minimizar a soma em Z] dos resíduos S.(P) é e(luivallente a maximiza

o logaritmo da função de verossimilhança .[(.0, a).
A

Na prática, vamos usar rt(b) no lugar de at, para (t = 1 -- g, . . . ,0). Para obter

esses valores iniciais de r1(6) podemos adotar dois procedimentos:

a) tomar

,«.(b) '.) (2.57)

como sugerido por Âstrõm e Bohlin(1966) para o caso da estimação .L2 (Osborn, 1976);

b) tomar

,«.(õ) (õ) l ..l

(õ) l /'"l, (2.58)

onde .F" é a sigma-álgebra gerada pela amostra z.. Neste caso, os resíduos amostrais po-

dem ser callculados pelo procedimento de ba(Morecasting sugerido por Box e Jenkins(1976)

para o caso da estimação Z2.

Para um modelo com termos de médias móveis, (2.58) é melhor do que (2.57),

embora com gasto computacional maior, porque a aproximação (2.57) pode ser pobre se

algumas das rezes de (2.8) estiverem próximas da fronteira do espaço paramétrico (Box e
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Jenkins, 1976). Um procedimento económico consiste em usu (2.57) nos estágios iniciais

da estimação e (2.58) somente no último estágio.

Por outro lado, num modelo puramente auto..regmssivo é mais interessante usar

(2.57), reservando as primeiras p observações como os valores iniciais z. , porque a utilização

do procedimento de ba(morecast;ng tornuia a função objetivo não convexa e o modelo

não linear. E interessante notar que os resultados de consistência em auto-regressões com

variância infinita obtidos por Kanter e Steiger(1974) e por Yohai e Maronna(1977) para o

caso de estimação Z2, bem como os obtidos por Cross Steiger(1979) e por An e Chen(1982)

para o caso de estimação ZI , não valerão se utilizarmos o procedimento de backforecmtillg.

Finalmente, embora não seja necessário no presente trabalho, convém mencionar

que a proposição 2.6 pode ser extendida para o caso mais geral (Nyquist, 1987) de estima,ção

I'P em que o processo de ruído tenha distribuição com função densidade de probabilidade

dada por

/(,) pjexp(-l. p['/a']/j2a]'(]/p)]. (2.59)



2.3.CONSISTÊNCIA

Nesta seção mostruemos que o problema da estimalção .L] dos parâmetros de um mo..

dolo ARMA satisfaz a.s suposições de Dupaéová e Wets(1988) e, portanto, a consistência

do estimador pode ser demonstrada. Iniciuemos mostrando a continuidade de allgumas

tunçoes
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Lema 2.7. Suponhamos que o processo deânido em (2.2) sela esÉacionádo e invers;vel e

que satísi]]lça as suposições 2.] e 2.2. Então, lixadas o C Q e t C T, u seguintes ílmções

sâo inÉer;ormente semicontinuas em T

a) ,.(«,,6), dad. e«, (2.36);

b) gt(b) = lr.(b)l, dada em (2.42);

c) S«(6), dada em (2.45);

d) /n(b), dada em (2.46).

Prova.

Basta mostrar que essas funções são continuas em T, uma vez que uma função é

continua num ponto se e somente se ela for semicontinua inferiormente e superiormente

nesse ponto (Royden, 1968, p.49, item b).

Seja 6' = (c' 'r) C T e tomemos õ' = (u' u') td que & + ó C

estacionário e ínversÍvel, fixado t € 7' na série de resíduo, temos;

T Como o processo é

1,.(b+ Õ) - ,.(b)l + «)(.B)(d+ «)(.B)'',. - c(B) d(.B)':,.l (2.60)

e isso vm para zero quando ó --} 0. Portanto, para cada c > 0 é possível

número Mc tal que

encontrar um

1,.(Õ + Ó) - ,.(b)l < c

para todo õ tal que luil < .À/. e lull < J\4., ({ = 1,2,. . . ,P)

continuada.de de r, (o. b)

(2.61)

q) e seg«e-s. a
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A continuidade de gt(b) cegue-8e diretamente da continuidade de ri(ü.,, &).

A continuidade da função objetivo segue-se d& desigualdade triangulo.r e da con

tinuidade de rt(b):

31

IS«(6+ ó) - s«(b)l = lll: l,.(b+ 8)l - >1: 1,.(õ)ll

$ >1:11,.(õ + ó)l - l,.(õ)l

A continuidade de .f«(b) segue-se diretamente da continuidade de S«(b)

t t

t
(2.62)

A

A continuidade quase certa de gt(b) = lrt(b)l em Q é trivial.

O teorema a seguir trata de algumas propriedades da região de estacionariedade
einversibilidade

Teorema 2.8. .A região de estaciona'íedade e inversibi.lidado de um processo ARMA(p,q.)

é um coJÜunto limitado e aberto.

Prova.

Inicialment.e, vamos mostrar que T é limitado. Se G;' , ({ = 1, 2, . . . ,p), forem as

rezes de #'(.B) = 0 e .EÇ"' , (.j = 1,2, . . . , q), forem as rezes de 0(.B) = 0, então,

é(.B) c..a) (2.63)

e

0(.B) -X,.B)

A região de estacionariedade e inversibilidade é dada por

g

]J
(2.64)

T

= {bC R'+g : ICfl < le l.ZÜI < 1,(i = 1,...,p) e(.j = 1,...,g)} (2.65)
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temos
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lguallando-se os coeficientes dm potências de .B em (2.63) ob

p-f+l p-i+2

Ó. = (-iy'' }l: >1:
jt =1 j2=Ji+l

p"a(í = 1,2,...,p), que é uma soma de({) p~celm. Como laJ.l< 1,(i
então

32

(2.66)
ji =Ji - i+l

1,2,...,P),

* ' ; '.. (2.67)

para ({ = 1, 2, . . . ,p).

Analogamente, obtemos

loll< r?),(.j ...,g)\ ? / '

Então, existe uma bola de dimensão p + g, com centro na origem e raio igual a

maxlm«-i({),m«'J (})} que contém T. l,ogo, T é limit,do.

Mostremos, agora, que T é aberto. Em (2.66), chamemos

(2.68)

g.©: , . . . , G,) - >: . . . >: G': G}. (2.69)

e escrevamos

éf = (--1)í+:gí(GI , . . . , G,),

de onde resulta o sistema de equações

(2.70)

+- T'G, (2.71)

com

é - (é: . . . é,)'

7'

G = {gi(G- , . . . , G,)}
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Dados os valores de p -- ] pu'âmetros é, estarão determina(]u p ' l rezes em (2.70).

Logo, dados é2, . . . , ép em T, quaisquer, obtemos os correspondentes valores pma as luzes

G2 = g2,...,(;P = gP' Então, em(2.70)

(2.72)

isto é, dados os demais parâmetros, éi variará num intervalo aberto, simétrico ao redor da

origem, contido no intervalo (--p,p).

Anallogamente, dados 02, . . . , 0ç) então, 0i

ao redor da origem, contido no intervalo (--g, q)

De (2.65) segue-se que

vmiará num intervalo aberto, simétrico] r ] e

P

lé-l +>ll:g.l,
2

T(p, g) = T+(p) x To(q), (2.73)

T+(p) =Íé c R': ICfl < i,({ = i,...,p)} (2.74)

e

Tp(g) = {0 € Rç: IXJ l< 1,(.j = 1,.. .,q)}(2.75)

TÓ(p) é a reunião dos intervalos abertos gerados por (2.72) e, portanto, é aberto.

Analogamente, To(q) é aberto e segue-se o resultado

/\

Uma conseqilência imediata do teorema 2.8 é que o fecho 'Í do espaço paramétrico

é um conjunto compacto. Cromo P é sempre um ponto interior de T, evitamos qualquer falta

de regularidade introduzida por restrições com desigualdades (Dupaéová, 1987; Oberhofer,

1982).

Lema 2.9. Suponhamos que oprocesso (definido em ('2.2,) sela um processo Zi , estacionado

e inversiveJ, e que satisfaça as suposições 2.1Z e 2.2. Então, a função g.(6) = lrt(b)l dada

em (2.42) é .localmente inferiomaente Jipsclzitzia.na em T
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Prova

lbmemos õ € T qualquer e ó tal que b + á € T. Então,

Igt(b) - g.(b + Ó)l $ 1P.(Ó)l

= g.(ó)

$ sup gl(b).
bcT

34

(2.76)

De (2.67) e (2.68),

' «(:):(.,;,,), .:-:, ,,--«,

onde I' :: maxlr,p} e lr/21 indica o maior inteiro contido em r/2. O
bi + óf. Logo,

P+q
lóll

= >: 1(Óí + ói) - bil
8

$ >:(1z': + ó.l + ló.l)
8

« ,; (.,;,,)

- '',*«,(.,;,,).

"«''' ' Ê:{ ..''"'', -- «,(.,},,)--',

s«Pg.(&) $ .K«(') llfll

Ig.(õ) - g.(6 + õ)l $ .K«(;) llóll.

(2.77)

mesmo vde para cada

(2.78)

x' abçllLI LJ

temos que

e, portanto,

(2.79)

(2.80)

(2.81)
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A função X'n(Z) é integrável, uma vez que rt(b) o é, o que, por 6ua vez, segue-se

de z C .Li. Então, segue-se o resultado

/\

A convergência do erro médio em .[i dos resíduos é mostrada a seguir

Teorema 2.10. Suponhamos que o processo de6nido em ('2.2) sela um processo .LI , esta-

cionário e inversivel, e que satisfaça as suposições 2.1 e 2.2. Sejam as funções j. e rt dada

por (2.46) e (2.42,), respectivamente. Então,

/«(õ) ----, .EI,-(õ)l /(6) g.c. (2.82)

quando n --+ oo

Prova.

O espaço das trajetórias ou funções amostrais do processo estocástico z é dado

pelo espaço inânito-dimensional R'' que consiste em todas as sequências inânitas de reais

= - (z] , z2, . . .), sendo B.. a sigma-álgebra de Borel correspondente. Consideremos, ini-

cialmente, as séries temporais z(o) dadas em (2.5) e as séries de resíduos r(co) dadas em

(2.40), com w C Q'. Para todo X € B. temos s(iue

'4x {'., : ,(«.,) c x} c ,4'

(Breiman, 1968, proposição 2.13). Porém como

{;(«,) : «, € ax} C B.,

segue-se que a transformação do processo z para o processo 7'(b) dada em (2.37) é men-

surável em relação a B-. Logo, o processo de resíduo r(b) é estacionário (Breiman, 1968,

proposição 6.6), sendo fácil mostrar que lr(b)l também o é e, portanto, pelo teorema
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ergódico(Breiman, 1968, p.118),

36

/«(b) = '.'' >1: 1,.(Õ)l ---. .Ell,i(b)llZlg.c.

= .EI,-(Õ)l q.c.
t

(2.83)

onde Z é a sigma-álgebra dos eventos invariantes e & última igualdade segue-se do fato de

os processos serem ergódicos.

A

Então, em (2.42) e (2.44) temos

.D"l,.(õ)l !s .EI,.(õ)l < m. (2.84)

Este resultado é equivalente à integrabilidade uniforme de l7'1(6)l em P", para ó € T, o

que, por sua vez, significa que, quaisquer que sejam õ C T e c > 0, existe um conjunto

compacto .K, C Q tal que

Z\K. l,.(b)lp"('z'.) < c,(" = 1,2,...), (2.85)

e

Zv''. (õ)ip(a'')<', (2.86)

(Dupaéová, 1987, p.5).

A seguir apresenta-se o resultado principal deste capitulo. Seja (R', 6«,, p) o

espaço de probabilidade das funções amostrais do processo z. Uma função amostral (

leva-nos a uma sequência crescente {F'(., O, n = 1, 2, . . .) de sigma-állgebras contidas em

B«, tais que para todo ..4 € .4 temos P"(.A, O mensurável em relação a .Fn
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Teorema 2.11. Suponhamos que o processo de6n;do em (2.2) soja um processo .LI , esta-

cionado e invers;vel, e que satisfaça as suposições 2.] e 2.2. Então,

(2.87)

quando n ---+ oo, para quase todas (p.) as amostras ( em R", e pm'a toda seleção {P., n 2

1}, íaensuráve/ em relação a .F", de {argmin .E"g, n ? i}.

Prova.

De (2.47) segue-se que argmin .E"g C T e argmin .Eg C T. Como conseqiiência

do teorema 2.8 podemos tomar .D = T C RP+Ç compacto e tal que

(a,gmin .E"g) n D argmin E"g # g (2.88)

{P} min .Eg) nD gmin .Eg, (2.89)

isto é, P é o único ponto de argmin .Eg.

Os lemas 2.7 e 2.9 e o teorema 2.10 completam as suposições de Dupaéová e Wets

(1988). Logo, o teorema da consistência desses autores vale em nosso caso para toda seleção

mensurável e segue-se o resultadoS

/\
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2.4. OBSERX/ANÕES SOBRE A DISTRIBUIÇÃO ASSINTÓTICA

Um resultado genérico de normalidade a.ssintótica das estimativa foi apresentado por

Dupaéová e Wets (1988). O fato de em nosso caso as estimativas serem pontos interiores do

espaço amostrall (teorema 2.8) permite que nosso problema seja tratado como um problema

de estimação sem restrições. Entretanto, dadas as dificuldades envolvidas na demonstração

no caso não linear (Dupaéová,1987), consideremos apenas uma simplificação do problema.

Como será visto no capitulo 3, na prática as estimativas são obtidas iterativamente

num modelo linearizado. Assim, na j-ésima iteração obtemos a estimativa

.õ.j ,,.. +â«j (2.93)

sendo 8«.Í a estimativa obtida no modelo de regressão linear

,«.(P«,j-- ) z'.J Ó«J + ,«.(P), (2.94)

onde z é um vedor de derivadas dadas por (3.2). Podemos escrever na forma matricial

r = X'á + e (2.95)

Mesmo nesse caso simplificado, o resultado de Dupaéová (1987) não pode ser

aplicado porque a densidade do resíduo r«t(P) não é independente da densidade de X

uma vez que X é a matriz das derivadas do resíduo.

Outra possibilidade a ser considerada é o caso particular de normalidade assintótica

quando as estimativas .L] forem equivalentes às de máxima verossimilhança (proposição

Monte Carlo do capitulo 4

Assim voltaremos a considerar a questão da distribuição assintótica no estudo d}



CAPITUL03
P

ALGORITMOS

3.1.INTRODUÇÃO

Uma vez estudadas algumas propriedades do estimador nosso interesse volta-se para a

obtenção de algoritmos eficientes para o cálculo das estimativas. O aumento do uso de

computadores nas últimas décadas possibilitou a difusão de métodos estatísticos que en-

volvem longas sequências de cálculos repetitivos, como é o caso da estimação .Li em model
ARMA.

.LI não linear, classificando-os em três categorias:

a)"Aqueles que usam somente informação da derivada primeira. Estes métodos

são do tipo Gauss-Ne'n'ton. O problema não linear original é reduzido a uma sequência de

problemas Zi lineares, cada um dos quais pode ser resolvido eâcientemente como um pro-

blema de programação linear usual." Os autores incluíram nesta categoria os algoritmos de

Osborne e Watson, de Anderson e Osborne, de Anderson-Osborne-Levenberg-Mmquardt
e de McLean e Watson.

b)"Aqueles que usam informação da deriva/da segunda. A não diferenciabilidade

d& função objetivo é superada transformando-se o problema .L] originall numa seqiiência

os

Gonin e Money(1987) apresentaram uma revisão dos algoritmos para estimaçãor S ] S
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de problema de minimização sem restrições , cada um dos quais requer solução. Isto é

conhecido como método de funções de penalidade d& programação liceu". Os autores

incluíram nesta categoria os algoritmos de El-Attu-Vidyuagar-Dutta e de Tishler e Zang.

c)"Aqueles que linearizam a.s funções do modelo, mas, incorporam aproximações

quadrático.s pua levar em conta efeitos de curvatura" . Os autores incluíram nesta categoria

os algoritmos de Murray e Overton e o de Bartels e Conn, bem como o enfoque de Busovaéa.

(Jma condição necessária para um ponto em T ser ponto de mínimo é dado no

lema seguinte

Suposição 3.1. Os resÚuos r.t(b*), b* C T, sM continu.,12ente diferenciáveis em b'

Lema 3.2. Sob as suposições 2.], 2.2 e 3.], uma condição necessária para 6 C T ser um

m;mimo .local é que ex;soam constantes (multipJ;calores,) tpt € j--l, 11, t C ..4, ta;s que

>: .{g«l,..(õ')lv'«t(õ*)+ >ll: «.v,«.(õ')
t(Á te.4

(3.1)

onde

.a = .A(õ') = {t l ,«.(õ') = O,t c r, Õ' c T}

e V,«t(b') é o g«diante de ,.. em 6*

A prova consiste numa aplicação das condições de Kuhn-Tbcker e segue-se ime-

diatament.e dos teoremas l e 2 de Charalambous(1979) ou do lema 2.1 de El-Altar et

alia(1979). Ver também Gonin e Money(1987). Note-se que se r.f fosse uma função linear

em T, então esta condição seria também suficiente
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3.2. ALGORITMOS PARA A ESTIMAÇÃO .Li EM MODELOS ARMA

Nesta seção discutim06 0 uso de alguns algoritmos iterativos disponíveis para a, estimação

Zi dos parâmetros de um processo ARMA. Em todos estes algorítmos um critério de
convergência & fim de parra M iterações tem de ser estabelecido.

Os resíduos podem ser estimados por procedimentos condicionais ou, mais eficien-

temente, pelos procedimentos de backforecasting, como em Box e Jenkins(1976). Como foi

visto no capitulo 2, as estimativas dos parâmetros baseada nos resíduos de baclúorecasting

são consistentes. Além disso, tais resíduos satisfazem a suposição 3.1.

Sob as suposições 2.1 e 2.2, a linearização aproximada do modelo pode ser feita

expandindo-se o resíduo numa série de Taylor ào redor de seu valor correspondente a algum

conjunto de vallores iniciais dos parâmetros. Consideremos os vetores Pj, áJ e zÍJ, todos

de dimensão p + g, onde Pj contém as estimativas iniciais na j-ésima iteração, áJ = P -- Pj

e ztJ contém as derivapdas do resíduo em relação aos parâmetros:

'f.J = a,«.(P)/aPf , (3.2)

p"' (í = 1, . . . ,P + g).

Expandindo o resíduo ao redor de r.f(PJ) , temos que

,«.(P) ) - ,;jóJ.

Segundo Box e Jenkins(1976) o cálculo numérico das derivadas pode ser feito diretamente
ou usando

(3.3)

,i..j = 1,«.(P}) - ,«.(P} + a)l/ai,

para({ = 1,...,p+ g) e uma escolha apropriada de a =(0...0
ser estimado por regressão de r.t(PJ) sobre =tJ em (3.3).

P(xlemos, agora, aplicar alguns algoritmos para estimação .LI não linear ao nossoÇ

(3.4)

pode
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3.2.1. Algoritmo de Osborne e Watson

O algoritmo proposto por Osbome e Watson(1971) é do tipo Gauss-Newton (Godn e

Money, 1987). Sua adaptação ao nosso problema nos dá na j-ésima iteração

Passo IZ - Calcular 8 = õJ que minimize

42

>ll: l,«.(pj) + ,:líl;

Passo 2 - Calcular ,y = '7j > 0 que minimize

f
(3.5)

,«.(P} + 7ÕJ)l; (3.6)

Passo 3 - Tomar

Pi+\ = Pi-+ 'xi6s (3.7)

e retornar ao passo l para a iteração seguinte.

O problema .[i linear no passo ] pode ser resolvido, por exemplo, pelo algoritmo

de Barrodale e Roberts(1973). No passo 2 calculamos a direção a seguir.

Este é um método descendente ou de gradiente (El-Attar et alia, 1979) e, portanto,

sua convergência é lenta após umas poucas iterações (Marquardt, 1963). Se suas suposições

não forem satisfeitas na prática, ele pode não convergir de modo algum (El-Attar et alia,
1979)
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3.2.2. Algorítmo de Anderson e Osborne

O dgoritmo proposto por Anderson e O8bome(1977a) é também do tipo Gauss-Newton, e

um método descendente ou de gradiente. Em relação ao algoritmo de Osborne e Watson

ao invés de escolher ' no passo 2 que minimize (3.6), este determina um '7 que assegure

convergência, embora sem requerer a minimização unidimensional. Sua adaptação ao nosso

problema nos dá o seguinte:

Passo 0 - Escolher a € (0, 1) e À > 0 independente de .j (Gonin e Money, 1987,

sugerem a = 0, 1 e À = 0, 0001);

Passo ] - Na j-ésima iteração, calcular á = õj que minimize (3.5); seja iJ esse
mínimo;

43

her ' = 71 como o maior número em {l, a,aa, . . .} para o qual

Passo 3 - Tomar (3.7) e retornar ao passo l para a iteração seguinte.

Este algoritmo parece ser mais rápido que o de Osborne e Watson, isto é, como o

quadrático oposto ao linear (Gonin e Money, 1987).

se 2 EscolPas

(3.8)
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3.2.3. Algoritmo de El-Altar, Vidyasagar e Dutta

El-Attu' et alia(1979) propuseram um algoritmo que converte o problema .Li não linear

numa sequência de problemas de minimização sem restrições. Ao invés de minimizar

uma função objetivo não diferenciável, ele minimiza funções de penalidade diferenciáveis.

Mostra-se que a sequência de soluções ótimas converge pm'a uma solução do problema

original. Sua adaptação ao nosso problema nos dá o seguinte:

Pa.sso O - escolher números pequenos a e ó (dependendo da precisão desejada), um

número pequeno ci > 1 e um número .Z) > 1. Os autores recomendam

cl m?x I'«.(P:)l/iO, (3.9)

ou

'- o«)'' >: 1,«.(P-)l;

Passo ] - Na j-ésima iteração, calcular 6 = P.Í que minimize

n

t l
(3.10)

P(&, cJ) = )1: {1,«,(Ó)I' + ejl'/';
t

(3.11)

Passo 2 - Tomar cJ+i = cJ/.L;

Passo 3 - se cJ+l $ ó e/ou se llPJ -- PJ.i lli $ a, parar. Caso contrário, retornar

o l para a próxima iteração.

Gonin e Money(1987) sugerem

minimização no passo l.

A medida que c.f aproxima-se de zero, a função P(b, e) pode âcar não diferenciável

na prática, e o algoritmo pode convergir lentamente ou não converge. Para evitar este

problema, os autores melhoraram o algoritmo com:

Passo 4 - Se .j = 1, tomar P2 = P] ; se .j > 1, achar a estimativa P.Í+l pela técnica

de extrapolação de Fiacco e McCormick(1966). Então, retornar ao passo l pma a iteração
seguinte

ao pass

o método quase-Newton de Fletcher(1970)e r para a

\
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Nessa técnica de extrapolação temos que

âl+i = :ai(c]/Zjy/',
8=0

45

(3.12)

onde os vetores 6i são calculados de

E
i=o

...}/',(k l,...,.j). (3.13)

3.2.4. Algoritmo de Tishler e Zang

Tishler e Zang(1982) propuseram um algoritmo que aproxima o problema .Li não linear por

uma seqüência de problemas continuamente diferenciáveis que podem ser resolvidos por

métodos de gradiente. A função objetivo não diferenciável é substituída por uma função

uma ou duas vêzes continuamente diferenciável. Sua adaptação ao nosso problema nos dá
n c=f' crt 1 1 nt p

Passo 0 - Escolher números pequenos cl e ó > 0;

Pa.sso ] - Na j-ésima iteração, calcular 6 = PJ que minimize

>l: .AI.J , ,«.(b)l

onde .A é a aproximação uma vez continuamente diferenciável

'-".,«©] -l :-i?u
n r.i(i) $ --Ej;

: .}ã '..@ $ ';1. ,«t(b) se ,«.(b) 2 eJ.
ou Á é a aproximação duas vêzes continuamente diferenciável

Passo 2 - Se llP.Í -- 'êJ.i ll < ó, parar. Caso contrário, escolher cJ

o l para a orÓxima iteracão

.4lcJ,,«.(b)l = . ,W'/8'} +3'«'W'/4.. + 3../8 ;' ;l:Ê-.-@ $ ''; 0':Q

< cj e retornar+1

ao pass

(3.14)
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Os autores sugerem ci = 0, 1. Gonin e Money(1987) sugerem o esquema de El-

Attar et dii(1979) pu'a o decréscimo de cJ.

A medida que CJ se aproxima de zero

et allii pode ocorrer (Gonin e Money, 1987).

\

o mesmo problema do dgoritmo de El-Atta.rS r ]

3.2.5. Algoritmo de Schlossmacher

Schlossmacher(1973) propôs um dgoritmo que aproxima o problema de estimação Zi por

uma sequência de problemas de estimação .L2 ponderada. Sua adaptação ao nosso problema

nos dá o seguinte:

Passo 0 - escolher um número pequeno ó > 0;

Passo ] - Calcular b = P. que minimize }ll:.lr.t(b)l2;

Passo 2 - Na j-ésima iteração, calcular b = PJ que minimize

>l: .«.j l,«.(b)I' , (3.16)

onde

«.. - { :/,«.@,. ::m á3t r2::1 '; Q.-D

Passo 3 - Se lr.t(P}) : t'«t(Pl-l )l $ ó, par'r. Caso contrário, retornar ao passo 2.

Este algoritmo pressupõe a existência de outro algoritmo para a estimação de

mínimos quadrados ponderados em modelos ARMA no passo 2. Cogger(1979) indica este

algoritmo como alternativa à programação linear quando o modelo contiver parâmetros

de médias móveis. Por outro lado, para modelos auto-regressivos puros, os algoritmos de
programação linear oodem ser lisa.dnn



CAPITUL04
P

ESTUDO DE MONTE CARLO

Neste capitulo apresentamos um estudo de Monte Carlo a fim de visualizar me-

lhor o comportamento da estimativas .LI. Os objetivos deste estudo são três. Primeiro,

estudamos o comportamento da função objetivo dentro do espaço paramétrico, principal-

mente quanto ao aspecto da não convexidade. Segundo, procuramos verificar o resultado

de consistência das estimativas obtido no teorema 2.11. Terceiro, procuramos lançar al-

guma luz sobre a questão da distribuição amostral das estimativas. Fizemos, também,

uma comparação entre as estimativas .Li e .L2 no caso de um modelo de médias móveis.
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4.1. PLANEJAMENTO DOS EXPERIMENTOS

Estudamos três modelos de séries temporais: AR(2), ARMA(1,1) e MA(2). Os modelos

AR(1) e MA(1) foram, eventualmente, tratados como casos especiais do AR(2) e do MA(2),

onde é2 = 0 e 02 = 0, respectivamente. Pma ca,da modelo, três distribuições do ruído

foram consideradas: a distribuição normal padrão, & distribuição de Laplace com mediana

zero e variância 2 e a distribuição de Cauchy com mediana zero e parâmetro de escala

igual a um. Séries temporais de tamanho N = 400 observações foram geradas. As n

primeiras observações de cada série gerada formaram uma sub-amostra de n observações,

para n = 25, 50, 100, 200 e 400.

4.1.1. Geração das Séries Temporais

Primeiramente, variáveis aleatórias com distribuição uniforme (0, 1) foram geradas. Os

processos de ruído branco com distribuição normal padrão foram gerados usando o método

polar de Marsaglia(1962). Os processos de ruído branco com distribuição de Laplace e de

Cauchy foram gerados usando o método da traníormação inversa (Abramowitz e Stegun,

1972, p.950). Dados um conjunto de parâmetros e um processo de ruído branco, a série

temporal foi gerada diretamente usando (2.3). Uma amostra de .N + 100 observações foi

gerada, sendo as 100 primeiras descarnadas para evitar o efeito de valores iniciais.
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4.1.2. Primeiro Experimento

Antes mesmo de se obterem os resultados teóricos do capitulo 2, um primeiro experimento

foi realizado para se saber quão irregular seria o comportamento da função objetivo dentro

da região de estacionariedade e inversibilidade. Para cada um dos três modelos e cada uma

da.s três distribuições de ruído tomou-se uma amostra sistemática de pares de pontos dis-

tribuídos dentro da respecti'/a região de estacionariedade e inversibilídade. Desta maneim,

obtiveram-se pontos próximos à origem, próximos à fronteira e intermediários, num total

de 1020 conjuntos de observações. Pa.ra cada conjunto de observações os resíduos foram cal-

culados pelo procedimento de backáorecasting, para valores distribuídos sistematicamente

pela região de estacionariedade e inversibilidade, obtendo..se com eles os erros médios em

Z;i e em .L2 e as correspondentes funções objetivo. Com tais dados construíram-se curvas

de nível para os erros médios.
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4.1.3. Segundo Experimento

Um segundo experimento foi realizado a. âm de determinar a partir de que tamanho de

amostra as estimativas poderiam ser consideradas normalmente distribuídas (Dielman e

Pfafenberger, 1988). Geraram-se 100 réplicas para cada modelo e distribuição, num total

de 900 séries. Tomaram-se os modelos MA(2) com parâmetros 0] = 0,4 e 02 = --0,5,

AR(2) com parâmetros éi = 0,4 e é2 = --0,5 e ARMA(1,1) com parâmetros é] = 0,4 e

01 = --0, 5.

Os parâmetros foram estimados pelo algoritmo de Schlossmacher(1973). Em cada

passo foi usado o algoritmo de Marquardt(1963), de modo semelhante ao descrito em Box

e Jenkins(1976,p.504). Estes algoritmos foram escolhidos apenas por facilidade de uso,

já que não era nosso objetivo comparar a eficácia dos diversos existentes nem elaborar

um programa para ser comercializado. A cada iteração dos algoritmos os resíduos foram

calculados pelo procedimento de ba(Morecasting.
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Calcularam-se allgumas estatísticas descritivas 80bre as estimativas obtidas

mimo, média u'itmética, máximo, mediana, desvio padrão, bem como erro médio .Li e erro

médio .L2, dados por:

]J

100

.,. ó.jl',

para ({ = 1, 2) e (p = 1,2), respectivamente.

As distribuições amostrais construídas a partir das estimativas foram testadas

para normalidade usando o teste de Lilliefors(1967), sendo a estatística D de Kolm(Borov

Smirnov calculada pelo algoritmo de Gonzalez, Sahni e manta(1977)

(4.1)

4.2 RESUl:FADOS E DISCUSSÃO

4.2.1. Curvas de Nível

Para um estudo gráâco do comportamento da função objetivo e do erro médio dentro da

região de estacionariedade e inversibilidade, alguns casos do primeiro experimento foram

selecionados (figuras 4.1 a 4.20). Nas demais séries estudadas, para as quais não apresen-

tamos figuras, o comportamento é semelhante.

O exame do comportamento dos erros médios em .LI e Z2 mostra que o problema

da. não convexidade aparentemente não é muito sério, no sentido de o número de mínimos

locais não ser grande e de a função objetivo não ser representada por uma função muito

complexa, existindo, mesmo, alguma regularidade nas curvas de nível, particularmente nas

proximidades dos valores verdadeiros. Nos processos ARMA(1,1) estudados não se detec-

tou a não convexidade (figuras 4.1 a 4.6, 4.19 e 4.20). Existe, entretanto, a possibilidade

de que ela ocorra fora da região de estacionariedade e inversibilidade ou de que o intervalo

de amostragem utilizado na construção das curvas de nível não tenha sido suficientemente
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pequeno pu'a detecta-la. Já nos processos MA(2) 8 não convexido-de é dtida (figura

4.7 8 4.12). Nos exemplos mostrados, com 0i = 0,9 e 02 = --0,5 aparecem mínimos

locais próximos ao valor Õi = --1,0. Surprwndentemente, nos processos AR(2) & não

convexidade também aparece, semelhantemente aos processos MA(2) analisados (figuras

4.13 a 4.18). O motivo está no uso do procedimento de backáorecasting para obtenção

dos resíduos amostrais. Como visto na proposição 2.5 isso não deve ocorrer se u duas

primeiras observações forem reservadas para o cá]cu]o inicial dos resíduos. Portanto, é na

prática da estimação computacional que pode ocorrer a não convexidade em modelos auto.

regressivos. Como é usual, mesmo na estimação Z2, o uso de bac.láorecasting na estimação

final dos parâmetros (Box e Jenkins, 1976), resultados como os de An e Chen(1982), Gross

e Steiger(1979), Hannan e Kanter(1977), Yohai e Maronna(1977), podem não se aplicar

às estimativas obtidas em modelos auto-regressivos. Entretanto, os resultados mais gerais
obtidos no capitulo 2 continuam sendo válidos.

Na maior parte dos casos apresentados nas figuras o comportamento das curvas

de ilivel Zi e .L2 é muito semelhante. Note-se, entretanto, que a estimação .L2 do processo

ARMA(1,1) com distribuição de Cauchy é muito inferior à estimação .L] (figuras 4.5 e 4.6),

no sentido de as curvas de menor nível incluírem o valor verdadeiro no caso Zi, mas, não
no caso.L2.

E importante observar que os modelos ARMA(p,q) com p = q e 0i = éi ,
({ = 1, . . . ,p) reduzem-se a zt = a!. Isso explica os vallores constantes dos erros médios

ao longo da diagonal éi = 0] que aparecem nas figuras 4.1 a 4.6, 4.19 e 4.20. Se os valores

verdadeiros dos parâmetros estiverem sobre essa diagonal, a estimativa poderá ser .ruim,

como no exemplo da âgura 4.20.
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4.2.2. Estimação

As estatísticas descritiva.s (tabelas 4.1 & 4.3 ) mostram que, em todos os casos, à medida

que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas aproximam-se do v lor verdadeiro,

pois, a média e a mediana das estimativa.s aproximam-se do valor verdadeiro, enquanto

diminuem a.s medidas de dispersão, como o desvio padrão, os erros .Li e .L2 e o intervalo

entre o mínimo e o máximo. Este resultado reforça o resultado teórico de consistência,

mesmo no caso de distribuição de Cauchy, em que o processo nâo é .L] e, portanto, não se

aplica o teorema 2.11. Convém lembrar que, em situações reais onde se dispõe apenas de

uma série, a variância das estimativa.s poderá, eventuallmente, ser obtida pela técnica d
f)/'i í-i t q t rn n

sentados evidenciou normalidade das estimativas mesmo para 400 observações. A pior

situação foi com a distribuição de Caud)y, como esperado. Uma explicação parciall para

esse resultado pobre pode estar no pequeno número de réplicas utilizado, o que se deveu

ao alto custo da simulação, já que o presente estudo de Monte Carlo é antes ilustrativo

que objetivo anal do trabalho.

O exame dos gráficos (figuras 4.21 a 4.38) mostra que:

a) a distribuição das estimativas tende a ser simétrica co

ou à médias

b) com/ ''"' l.'-.'u--'' '-"''y''"'o9 v "'o'-'E.''"'a ç lu'ib puuuiag,uuu que a norma correspon-

dente, principalmente quando a distribuição é de Cauchy (e dentro deste caso, principal-

mente no modelo auto-regressivo);

c) na maioria dos casos aparecem valores estranhos (outliers), principalmente

quando a distribuição é de Cauchy.

Assim, boa parte dos gráficos assemelha-se ao da 6gura 1.1 e aos de Mandelbrot

(1963). Ainda que para conclusões deânitivas sejam necessárias simulações de maior fôlego,

o presente estudo sugere que inicialmente uma distribuição estável de índice cv < 2 poderia

e

Já o teste de Lilliefors (tabelas 4.4 ) mostra (lue nenhuma 4.6 dos casos apreS l S

m pico próximo à mediaim] r ]
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oer considerada pua as estimativa. O exame dos gráâcos também reforça o resultado de

consistência obtido no teorema 2.11.

4.2.3. Eficiência Relativa

A eficiência relativa da estimação .LI em relação à .b2 foi estudada no segundo ex-

perimento somente para o modelo MA(2) com 400 observações. Tomaram-se como estima-

tivas .L2 as obtidas na primeira iteração do algoritmo de Sdilossmacher.. Comparando-se os

resultados das tabelas 4.1 e 4.7 verificamos que em todos os casos a média das estimativas

.L2 esteve mais próxima do vallor verdadeiro que a média das estimativas .Li . Entretanto, a

variância das estimativas .Li foi menor do que a das estimativas .[2 no caso do parâmetro

02, distribuição de Laplace, e do parâmetro 0i, distribuição normal e bem menor no caso

da distribuição de Cauchy, o que parece indicar que o estimador Zi é melhor exatamente

nos casos mais extremos.
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TABELA 4.1 - Modelo MA(2), com puâmetroe Pi = 0,4 e Pa

100 séries gerada.
-0, 6, rnultadoo de estimação Zi 80bre

Distribuição
do ruído

Pnâmetro Tamanho
da amostra

Mínimo Média Máximo Mediana Desvio
padrão
0.1564
0:1029
0:0755
0:0578
0;0449

Erro
Z'i

Erro
I'2

25
50

100
200
400

0.1388
0:0276
0:1552
0:2396
0;2669

0.3«4
0:3#l
0:3H7
0:3713
0;3786

0.7631
0:5061
0:49M
0=48M
0;4852

0.3653
0:3826
0:3731
0:3826
0;3863Laplace

25
50

100
200
400

.0.6512

.0:6216

.0.6388
0:5647
0;5690
0.0704
0:1697
0:2133
0:2512
0;2746

0.3M4
0:4131
0:4W8
0:4598
0;4703

0,3478
0:3525
0,3M5
0:3732
0;3757

0.03n
o:oow
.0:27M
0:3437
0;3612

0.3828
.0:4241
0:4457
0:4594
.0;4757

0.1395
0:1112
0:0726
0=0552
0;0433

0.15«
0:1059
0:07U
0:05M
0;0401

0.0371
0:0198
o.owo
0:0M6
0;0m7
0,0]89
0:0116
0,0%3
0:0039
olo020

25
50

100
200
400

0.85M
0:5531
0:5159
0:50U
0;46m

0.3556
0:3634
0.3565

0.1278
0:0969
0.0670
0:0563
0;0371

0.1071
0=08M
0.06U
0:05W
0;03#Normal

25
50

100
200
400

.0.6544

.0:7252
0:6652
0:5994
0;5815
0.8472
0:0167
0.1756
0:0363
0;2623

0.3M5
0=4nl
.0.4M9
.0:4M9
.0;4729

0.1961
.o:oon
0:1776
0:18n
.0;32W
1.02M
0:8476
0.9661
0:5175
0;4543

0.4052
.0:4498
.0.4760
.0:4746
.0;4787

0.1693
0:1123
0.0952
0:0686
0;0549

0.15M
0:0991
0.0778
0:0582
0;04©

0.0457
0:0174
0.0110
0:0M3
0;0037

25
50

100
200
400

0.3®4
0:3370
0.3M4
0:3759
0;3817

0.3170
0:3401
0.3595
0:3864
0;3908

0.2179
0:1164
0.0978
0:0615
0;0354

0.16Z
0:0995
0.07H
0:03W
0;02®

0.0H2
0=0174
0.0107
0:0M3
0;0016Cauchy

25
50

100
200
400

.1.3224
.0:5661
.0:5871
0:5781
0;5753

0.3M6
0:3979
0.4Z5
0=4H0
0;4826

o.oom
.0:10H
0:0291
.0=1859
.0;3]52

0.3678
0=4074
0:4479
0:4791

.0;4940

0.1626
0:0896
0.0867
0:0592
0;0391

0.15n
0:1087
0.07H
0:0447
0;0257

0.0W4
0:0184
0:0128
0:0M7
0:0018
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TABELA 4.2 -- Modelo AR(2), com parâmetros Ói = 0,4 e Ó2

100 8érie8 gerada.
-0, õ, reBultadoe de ntimaçio l,i 80bre

Distribuição
do ruído

Puâmetro Tamanho
da amostra

Mínimo Média Máximo Mediana Desvio
padrão
0.1723
0:1182
0.0812
0:0588
0;0461

Erro

g:ã85g
0.0672
0:04M
0;0371

Erro
Z'2

0.0n4
0:0140
0.0M6
0:0034
0;0022

25
50

100
200
400

0.0046
0=1195
0.1942
0:2169
0;2802

0.4005
0:4128
0:4103
0:3%7
0;3M4

0.7779
0:69H
0:5582
0:5337
ol5130

0.4076
0=4229
0.4244
0:3950
0;3933Laplace

25
50

100
200
400

.0.7967

.0:7399

.0.7132

.0:6210

.0;5969

.0.5al

.0:5189

.0:5®3
0:5W0
0;4%3

0.0857
0:25«
0.2937
0=39M
0;39M
0.64W
0:518
0:4872
0=4551
0;4374

.0.5812

.0:5225
0:5010
.0:5087
.0;4977

0.1423
0:1128
0:0865
0=0531
0;0418

0.1237
0:09B
0:06W
0:04H
0;0332

0.0Z4
0:0129
0:0075
0:0m9
0;0017

25
50

100
200
400

0.1590
0=2670
0.3240
0:3490
0;3622

0.4178
0:3972
0:4m4
0:4m9
0;3985

0.4191
0:3978
0.4036
0=4059
0;3949

0.0770
0=0540
0.0368
0:0238
0;0166

0.0598
0:0445
0.02M
0:0191
ololw

0.0W2
0:0m9
0.0013
0=0W6
0;0W3Normal

25
50

100
200
400

.0.8565

.0:8331

.0.7350
0:6298
.0;6068

0.4®0
0:5®3

.0:5116

.0:4957

.0;4959

0.07W
0:0476
0:23M
0:3141
.0;36n
1.95m
0:82M
0:5595
0:63n
0;5191

.0.5322

.0:5213

.0.5007

.0:4993

.0;5029

0.2011
0:1539
0.0944
0:0679
0;0471

0.16H
0:11M
0.07n
0:05M
0;03M

0.0400
0:0B5
o.owo
0:0M6
0;0m2

25
50

100
200
400

0.0674
0:1994
0:5254
0:2879
0;3143

0.4208
0:4066
0.3969
0:4010
0;4017

0.4006
0=3988
0.4002
0=3997
0;4002

0.2024
0:0800
0.1033
0:0370
0;0211

0.1076
0=0474
0.0372
0:0173
oloow

0.0410
0=0%4
0.0106
0:0014
0;0W4Cauchy

25
50

100
200
400

1.2940
.0=7066
.0:6710
.0:6493
.0;6256

0.5M0
0:5052
0:5%7
0:5M0

.0:5024

0.77W
.0:2169
.0:01a
0:38a

.0:3992

.0.5112

.0=5050
0:5033
0:5010
.0:5007

0.1845
0:0770
0:0712
0=0335
0:0235

0.0914
0:04%
0:0332
0=0174
0:0101

0.0U7
0:0M9
0:0MI
o:0011
0;0M6
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TABELA 4.3 - Modelo ARMA(1,1), com parâmetros éi = 0,4 e 0i

pobre 100 séries gerada.
.0, 5, re8ultüdoo de ntimação Li

Distribuição
do ruído

Pwâmetro Tamanho
da amostra

Mínimo Média Máximo Mediana Desvio
padrão
0.2018
0:1563
0:1086
0:0715
0;0489

Erro

0;0377

Erro
Z'z

25
50

100
200
400

-8:8ÍgÊ
0:1888
0=2407
0;2885

0.4M6
0:4H8
0:4H2
0:4m4
0;4134

0.9]M
0:85n
0.66M
0:58H
0;56M

0.4503
0:4366
0:4262
0:4303
0;4072Laplace

25
50

100
200
400

0.8181
0:7092
0:7026
0:7226
.0;5859

.0.3M8

.0:3%7
0,4H2
0:4519
0;4M6
0.4m4
0:4621
0:4377
0:4159
0;4167

0.2476
0:05W
.0:13M
0:21n
0;30#

.0.3563
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. buição de Laplace. 400 observações ra o erro médio .Li , modelo ARMA(1,1) com ét = 0,5 e 01 = 0, 1,

distr buição de Laplace. 400 observações ra o erro médio Z,2, modelo ARMA(1,1) com éi = 0,5 e 0i = 0, 1,
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trFIGURA 4.3 -- Curvas de nível para o erro médio .Li, modelo ARMA(1,1) com éi = 0,5 e ei = 0, 1,

FIGURA 4.4 -- Curvas de nível para o erro médio .L2, modelo ARMA(1,1) com Ói = 0,5 e 0i = 0, 1,
distribuição normal, 400 observações. ' ''
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trFIGUR'A 4.5 -: Curvas mr nível para o erro médio Li, modelo ARMA(1,1) com éi = 0, 5 e P. = 0, 1,

dista buição de Cauchy, 400 observações a'a o e'ro médio l;2, modelo ARMA(1,1) com éi = 0,5 e Pi = 0, 1,
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FIGURA 4.7 -- Curva de nível para o erro médio .Li, modelo MA(2) com 0i = 0,9 e 02
distribuição de Laplace, 400 observações. ' ' ' '

0,5,

I'IGURA 4.8 -- Curvas de nível para o erro médio .L2, modelo MA(2) com 0i
distribuição de Laplace, 400 observações. ' '

0,9 .0,5,
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dista buição normal, 400 observaçõesvel para o erro médio 1)1, modelo MA(2) com Pi = 0,9 e 02 = --0, 5,

dista buição normal, 400 observações el para o erro médio l;2, modelo MA(2) com ei = 0,9
0,5,
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FIGURA 4.11 -- Curvas de nível para o erro médio LI, modelo MA(2) com 0i = 0,9
distribuiçãodeCauchy,400observações. ' ' ' ''

.0,5,

ribuição de Cauchy, 400 observaçõesl para o erro médio .La, modelo MA(2) com g] = 0,9
.0,5,
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FIGURA 4.13 -- Curvas de nível para o erro médio Zi, modelo AR(2) com éi = 0,9
distribuição de Laplace, 400 observações. '' '' ' ''"' ''' -'

0,5,

FIGURA 4.14 -- Curva de nível para o erro médio r2, modelo AR(2) com Ói = 0, 9
distribuição de Laplace, 400 observações. '' ''-' ''"' ''- -'

.0,5,
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FIGURA 4.15 -- Curvas de nível para o erro médio Li, modelo AR(2) com dl = 0,9 e d2
distribuição normal, 400observações. ' ' ' ' ''

0,5,

FIGURA 4.16 -- Curvas de nível para o erro médio Z2, modelo AR(2) com éi = 0,9
distribuição normal, 400 observações. '' ' ' ''"' '' -'

-0,5,
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dista buiçURe Cauchy 400 observaçõesl para o erro médio Zi, modelo AR(2) com éi = 0,9 e Ó2
.0,5,

.FIGURA 4.18 -- Curvas de nível para o erro médio Z,2, modelo AR(2) com éi = 0,9 - 0,5,
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FIGURA 4.19 -- Curvasseexnive] para o erro médio l,i , modelo ARMA(1,1) com di = 0, 5 e Ot = 0, 9,

.FIGUR.A 4.20 -- Curvassd:; nível para o erro médio Li , modelo ARDIA(1,1) com di = 0,5 e Pi = 0, 5,
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FIGURA 4.21 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro

é = 0,4, modelo ARR4A(1,1), distribuição de Laplace, 100 réplicas de séries geradas,

amostras de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGA.JRA 4.22 Afastamento da normallidade das estimativas do parâmetro

0 = --0, 5, modelo ARMA(1,1), distribuição de Laplace, 100 réplicas de séries geradas,

amostras de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 obserx,ações.
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FIGURA 4.23 Afastamento da normalidade das estimativ s do parâmetro

é = 0, 4, modelo ARMA(1,1), distribuição normal, 100 réplicas de séries geradas, amostras

de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGURA 4.24 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro 0=

--0, 5, modelo ARMA(1,1), distribuição normal1, 100 réplicas de séries geradas, amostras

de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 obser\-ações.
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FIGURA 4.25 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro

0,4, modelo ARÀ4A(1,1), distribuição de Cauchy, 100 réplicas de séries geradas,

amostras de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGURA 4.26 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro

0 = --0,5, modelo ARMA(1,1), distribuição de Cauchy, 100 réplicas de séries geradas,

amostras de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGURA 4.27 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro

0i = 0, 4, modelo À4A(2), distribuição de Laplace, 100 réplicas de séries geradas, amostras

de Lama- nho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGURA 4.28 Afastamento da normallidade das estimativas do parâmetro

02 = --0,5, mo- delo R4A(2), distribuição de Laplace, 100 réplicas de séries geradas,

amostras de tama- nho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGURA 4.29 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro

01 = 0, 4, modelo MA(2), distribuição normal, 100 réplicas de séries geradas, amostras de

tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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02 = --0,5, modelo MA(2), distribuição normal1, 100 réplicas de séries geradas, amostras

de tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGURA 4.31 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro

0i = 0, 4, modelo MA(2), distribuição de Cauchy, 100 réplicas de séries geradas, amostras

de tama- nho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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FIGURA 4.32 Afastamento da normallidade das estimativas do parâmetro

02 = --0, 5, modelo MA(2), distribuição de Cauchy, 100 réplicas de séries geradas, amostras

de taça- nho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.
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éi = 0, 4, modelo AR(2), distribuição normal, 100 réplicas de séries geradas, amostras de

tamanho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.



aap. .Í .Estudo de Monte Oarlo 84

fi2
fi2

B.76 -8.6é .8.56 -B.46 -8.36 -8.26 -8.16

fi2
-B.35 -B.25

8.62 -B.57 '8.5Z -B.47
l i2

-8.42 -8.37 -B.32

FIGURA 4.36 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro

é2 = --0, 5, modelo AR(2), distribuição normal1, 100 réplicas de séries geradas, amostras

de tema- nho 25, 50, 100, 200 e 400 observações.



C;ap. .Í .Estudo de Monte Cárie 85

fil fil

B.27

f iJ

B.37 B.47

f iJ
B.57 B.6?

IBB

BB

(

«
0

e
t
3
F
l

Ê
h

B.3 B.3{ e.3B B.42 B.{ó
fiJ

B.5 B.54

FIGURA 4.37 Afastamento da normalidade das estimativas do parâmetro
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5

CONCLUSOES E RECOMENDAÇÕES

O presente estudo mostra que as estimativas .[i podem ser úteis no contexto de

análise de séries temporais geradas por processos ARMA. Concluímos que:

a) é possível considerar processos ARMA estacionários e inversiveis com variância

infinita;

b) M estimativas ZI são equivalentes às de máxima verossimilhança quando o
ruído tem distribuição de Laplace;

c) o problema de estimação .[i dos parâmetros de um modelo ARMA é equivalente

a um problema de programação não linear;

d) o uso do procedimento de ba(morecasting no cálculo dos resíduos amostrais

torna a função objetivo não convexa;

e) as estimativas .Li admissíveis são pontos interiores de um conjunto compacto;

f) '.; estimati«m .L- .ã. forteme«te consiste«tes;

g) as estimativa Zi podem não ser normallmente distribuídas, baseado em resul-
tados de simulação

Finalizando, como este estudo não tem a pretensão de ser um tratado completo
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pobre o usunto, mu, apenm uma etapa de uma longa escalada

pontos que & nos80 ver merecem vir & Ber estudados:

a) a distribuição a.ssintótica das estimativas;

b) a estimação .LI com resíduos calculados por o

bati:áoncast;ng;

c)a previsão no contexto da norma .Li , jú que essa é uma du principais finalidades

da análise de séries temporais;

d) a identificação do m

e) simulação com maior número de réplicas, com maior nú

outras distribuições do ruído;

f) comparação entre estimadores;

g) comparação entre algoritmos de estimação ;

h) extensão dos estudos para modelos sazonais, m
odeio ARMA vetorial

destacamos & seguiS S)

utros procedimentos que não o dee

odeio no contexto da norma .L

mero de observações er

com

odeio defunção detransferênciaS

em

88

..IM.n
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