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L,-NORM ESTIMATION OF ARMA MODELS

ABSTRACT

The least absolute deviations (L;-norm) estimator for the parameters of a stationary
and invertible autoregressive - moving average model is considered. It is shown to be
strongly consistent via a recent result on statistical estimators that minimize a non differ-
entiable function, based on nonsmooth analysis. Asymptotic distribution is also discussed.

Finally, a review of the available algorithms and a Monte Carlo study are presented.

Keywords: time series analysis; ARMA models; L;-norm estimation; consistency; infinite

variance; non-differentiability; non-convexity; non-linearity.
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RESUMO

Considera-se o estimador de minimos desvios absolutos (estimador L;) para os para-
metros de um modelo auto-regressivo e de médias mdveis. Mostra-se que ele é consis-
tente por meio de um resultado recente sobre estimadores que minimizam uma fungéo nao
diferencidvel. Discute-se também a distribui¢ao assintética. Finalmente, apresenta-se uma

revisdo dos algoritmos disponiveis e um estudo de Monte Carlo.

Palavras chave: andlise de séries temporais; modelos ARMA; estimagdo L;; consisténcia;

variancia infinita; néo diferenciabilidade; nao convexidade; nao linearidade.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nos 1ltimos dois ou trés séculos o problema de ajustar modelos a um conjunto de

observag6es minimizando somas de residuos do tipo

S = Z_|r,~|l’, (1.1)

para p = 1,2,3,... fixado, tem sido freqiientemente discutido. Cada valor de p define um
método ou critério de ajustamento conhecido por estimagéo L,. Tais métodos foram ini-
cialmente usados em problemas de astronomia e geodésia, mas, atualmente, séo largamente
empregados em outras dreas, como a econometria. Embora a estimagao L, tenha sido de-
senvolvida tendo em vista o problema de ajustamento de modelos lineares — inicialmente
apenas uma linha reta — a um conjunto de observacoes, nas 1ltimas duas décadas outros
modelos, como os auto-regressivos, passaram a ser considerados. Neste trabalho conside-
ramos a estimagao L; no caso de um modelo nio linear, a saber, o modelo auto-regressivo

e de médias méveis (ARMA), de grande importancia na anslise de séries temporais.
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1.1. DESENVOLVIMENTO HISTORICO

A seguir apresentamos resumidamente o desenvolvimento da estimagéo L; no contexto
mais geral da estimagéo L,.

Ruggero Giuseppe Boscovich, um abade italiano de extracao croata, estudando a
medigdo “de um arco de meridiano préximo de Roma”, para “corrigir o mapa do Estado
Papal”, propés pela primeira vez dois critérios para ajustar uma linha reta y = a + bz
a um conjunto de observagbes: a) as somas dos residuos positivos e negativos deveriam
ser numericamente iguais, o que equivale a exigir que a reta ajustada passe pelo centréide
(Z,9); b) a soma dos valores absolutos dos residuos deveria ser minima (Boscovich, 1757;
Harter, 1974). O préprio Boscovich(1760) esbogou um método geométrico para resolver
este problema, enquanto Laplace(1793) propés um método analitico.

Pierre Simon Laplace(1786) propés o critério de minimizar o desvio absoluto
maximo para o mesmo problema. Esse principio minimax também & creditado a Leon-
hard Euler(1749).

Carl Friedrich Gauss foi o primeiro a utilizar na estimagdo de modelos lineares o
critério de minimizar a soma de quadrados dos residuos, desde 1795 (Gauss, 1806), em-
bora tenha sido Adrien Marie Legendre(1805) o primeiro a publicar o principio de-mi'nimos
quadrados. O uso do método de minimos quadrados generalizou-se rapidamente, suplan-
tando os outros métodos. Uma das razdes foi a facilidade dos cilculos. Outra foi que ele
segue naturalmente da distribui¢io normal (Gauss, 1809), cujo uso também se generalizou.
Além disso, embora o melhor método dependa da distribuigdo dos erros quando o tamanho
da amostra é pequeno, o método de minimos quadrados é assintoticamente melhor para
qualquer distribuicdo desde que assintoticamente a média seja normalmente distribui'da,
como mostrado por Laplace(1812) e outros.

Quando os desvios sdo tomados em relagdo a mediana, ao invés da média, metade
deles € positiva e metade negativa (Delambre, 1813). Neste caso, a restrigdo de que as somas

dos desvios positivos e negativos seja igual, exigida por Boscovich e Laplace, é removida. De
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fato, “a soma de quadrados dos desvios é um minimo quando tomados em relagio & média
aritmética, enquanto que a soma de desvios absolutos é um minimo quando tomados em
relagéo & mediana”, como mostrado por Gustav Theodor Fechner(1874). Edgeworth(1887)
removeu essa restrigao e discutiu as vantagens do método de minimos desvios absolutos em
relagéo ao método de minimos quadrados. Turner(1887) mostrou que o algoritmo de Edge-
worth podia permitir solu¢des nao tnicas, mas, Edgeworth(1888) mostrou como tratar esse
problema. Uma parte significativa da discussdo sobre os métodos de minimos quadrados
e de minimos desvios absolutos recaiu na discussio sobre o uso da média aritmética ou da
mediana, que por sua vez esta ligada & questio da existéncia de valores estranhos (outliers)
‘entre as observagées. Como mostrado por Maurice Fréchet(1935), na maioria dos casos
a média é mais precisa, como no caso de distribuicio normal, mas, em alguns casos a

mediana deve ser preferida.

Técnicas para a estimagao dos pardmetros de um modelo de regressao linear mi-
nimizando a soma de desvios absolutos dos residuos foram propostas por Rhodes(1930)
e Singleton(1940). A despeito de todos esses trabalhos, o método de desvios absolutos
minimos “nunca despertou muita atengéo” (Taylor, 1974) até Charnes, Cooper e Fergu-
son(1955), que demonstraram que esse problema poderia ser resolvido usando-se as técnicas

de programagéo linear. Karst(1958) e Wagner(1959) trabalharam na mesma linha.

Desde ent@o, muitos autores tém-se dedicado ao estudo do método de desvios
absolutos minimos para estimar parametros de regressio linear. Vejam-se Bloomfield e
Steiger(1983), Dielman e Pfaffenberger(1982), Dielman(1984), Gentle(1977), Harter(1974),
Narula e Wellington(1982), Sposito, Smith e McCormick(1978), Taylor(1974). Algoritmos
cada vez mais eficientes foram apresentados por Amemiya(1982), Armstrong e Frome(1976,
1977), Armstrong e Kung(1978), Armstrong, Frome e Kung(1979), Barrodale e Roberts
(1973, 1977), Bloomfield e Steiger(1983), McCormick e Sposito(1975), Narula e Welling-
ton(1977a, 1977b, 1984), Sadovsky(1974), Schlossmacher(1973), Sposito, Kennedy e Gen-

tle(1977), Sposito(1976). As propriedades do estimador foram estudadas por Gentle,
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Kennedy e Sposito(1977) e sua convergéncia foi estudada por Basset e Koenker(1978),
Rosenberg e Karlson(1977), Balet-Lawrence(1975). Desenvolvimentos recentes foram apre-
sentados na Conferéncia Internacional sobre Andlise de Dados Estatisticos Baseada na
Norma L; e Métodos Relacionados, acontecida em Neuchatel, Suiga, em 1987 (Dodge,
1987).

O problema de estimagio L; em modelos de regressao nao linear foi considerado
por Oberhofer(1982) e por Dupacova(1987).

Finalmente, as possibilidades desse método na estimagao dos parametros de mode-
los de séries temporais foram discutidas por Cogger(1979). A convergéncia das estimativas
em modelos auto-regressivos foi estudada por Gross e Steiger(1979), An e Chen(1982) e
por Bloomfield e Steiger(1983).

A contribuigao do presente trabalho consiste na extensdo de alguns resultados

obtidos em modelos auto-regressivos para o caso mais geral de modelos ARMA.
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1.2. ESTIMACAO L, E DISTRIBUICAO DOS ERROS

Uma das suposi¢des mais usuais em modelos de séries temporais é a de que os
erros do modelo tenham sido gerados por uma distribuigdo com varidncia finita. Na ver-
dade, boa parte da teoria cldssica de séries temporais baseia-se nessa suposigio (ver, por
exemplo, Anderson, 1970, e Grenander e Rosenblat, 1957). Entretanto, alguns autores
tém mostrado que a variancia infinita é mais realista em alguns contextos econémicos
(Granger e Orr, 1972; Mandelbrot, 1963 e 1967; Nyquist, 1983). A titulo de ilustragao,
consideremos o exemplo da variagao de prego da batata no Estado de Sio Paulo, que é
considerado especulativo. Tomemos o preco médio mensal de venda de batata lisa especial
no mercado atacadista de Sdo Paulo, no periodo de Jjaneiro de 1966 a agosto de 1989,
levantado pelo Instituto de Economia Agricola e deflacionado pelo indice geral de precos
(disponibilidade interna) da Fundagio Getilio Vargas. A primeira diferenca (variagio de
preco) tem média 0,2082, préxima de zero. O histograma mostra certo afastamento em
relagdo a distribuicao normal equivalente (figura 1.1). Semelhantemente aos casos apre-
sentados por Mandelbrot(1963), o histograma dos dados é mais pontiagudo que a normal
correspondente e parece haver valores estranhos ou aberrantes (outliers).
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Como seré visto adiante, quando os erros do modelo seguem a distribuicao de
Laplace, o estimador L; é equivalente ao de maxima verossimilhanga. Entretanto, mesmo
essa distribuigio néo se ajusta ao caso da figura 1.1 (a estatistica de qui-quadrado de
ajustamento correspondente ¢ igual a 213,58), continuando a aparecer valores estranhos, o
que parece indicar a necessidade de se utilizar‘ uma distribuicdo com caudas pesadas para

ajustar-se a tais observagdes.

Uma forma de tratar com muitos valores estranhos consiste em permitir que a
variancia seja infinita, o que significa uma distribui¢do com caudas pesadas (Taylor, 1974).
A varidncia infinita aparece, por exemplo, quando estamos tratando com distribuicoes
estdveis com expoente caracteristico a € (0,2]. A distribui¢io normal é estével com o = 2,
enquanto que a distribuigao de Cauchy é estével com a = 1 (Feller, 1966, v.2, p.167 e 170).
Uma distribuig@o estavel com expoente a tem o a-ésimo momento finito (Feller, 1966, v.2,
P-215) e assim, distribuigées estéveis com a € (0,2) tém variancia infinita. Portanto, a
questao da varidncia infinita também esta relacionada & questéio da niio normalidade.

Por outro lado, independentemente do modelo, o estimador L; é robusto (no
sentido de resisténcia a valores estranhos), porque, ao contrdrio do que acontece com o
estimador L, ele néo leva em conta o valor de cada erro, mas, seu sinal. Isto significa que
se espera que o estimador L; funcione melhor do que o L, quando os erros seguem uma

distribui¢do com variancia infinita.

Para se obter alguma indicagéo sobre a relacio entre a estimagao L, e a dis-
tribuigéo dos erros do modelo, consideremos o caso mais simples em que as observagoes
yi possam ser modeladas por y; = pu + €;,(i = 1,2,...,n), onde os e; sejam varidveis
aleatérias e p seja o parametro a ser estimado. Neste caso, Rice e White(1964), basea-
dos em Cramer(1946) e Siddiqui(1962) mostraram que a eficiéncia (no sentido de menor
varidncia assintética) da estimacéo L, depende da distribuicéo dos erros. O estimador L,
(também chamado minimax ou de Tchebisheff) é o melhor (no sentido de menor variancia)

quando a distribui¢ao dos erros tem extremos bem definidos, como é o caso da distribuicéo
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uniforme. Por outro lado, o estimador L, é o melhor quando a distribuigéo dos erros tem
caudas pesadas, como é o caso da distribuigéo de Cauchy. O estimador L, (ou de minimos
quadrados) ¢ o melhor em casos intermedidrios, como o da distribuicéio normal (Rice e
White, 1964). Essa relagao entre a eficiéncia da estimagdo L, e a distribuicio dos erros
também aparece em casos mais gerais quando a estimagio L, é comparada & estimacéao de
maxima verossimilhanga (Turner, 1960; Nyquist, 1987).

Em resumo, hé indicagoes de que em modelos de séries temporais o estimador L,
parece funcionar melhor do que o L, em certas situagdes, como quando os erros nao sio
normais, ou quando hé valores estranhos, ou quando os erros seguem uma distribui¢ao com

variancia infinita.

1.3. ESTIMACAO L, EM REGRESSAO E AUTO-REGRESSAO

Existe considerdvel interesse em saber se as estimativas L, convergem em algum sentido.

Seja ﬂ?, o vetor de estimativas L,, baseadas em n observagdes, do vetor de parametros

de algum modelo dado e consideremos a expressio

n’(B%, — B). (1.2)

Podemos estudar a consisténcia das estimativas, isto é, se (1.2) converge para zero quase
certamente (consisténcia forte), ou em probabilidade (consisténcia fraca), ou em L,, para
algum 6, quando n — co. Também a convergéncia em distribuigéo da expressao em (1.2)
pode ser investigada, particularmente a convergéncia para a distribui¢ao normal.

Nesta segdo apresentamos resultados existentes na literatura para modelos de

regressao € para processos auto-regressivos.
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1.3.1. Estimagao L, em Auto-regressao com Variancia Infinita

Neste caso, Kanter e Steiger(1974) e Hannan e Kanter(1977) mostraram que, se os er-
ros tiverem distribuicio simétrica no dominio de atracio de uma lei estdvel de indice
a € (0,2), entéo, para p = 2, a convergéncia (1.2) vale quase certamente e em probabili-
dade, para qualquer é < 1/a.

Yohai e Maronna(1977) mostraram que se os erros tiverem distribuiciio simétrica
néao concentrada na origem e se valer E(log™ |a|) < o0, onde {a,} é o termo de erro, entao,

nl/z(ﬂ?1 — B) serd limitada em probabilidade. Além disso, se E(as?) < o0, entéo,
nl/2(B, - B) 2 N(O,W), (13)

isto é, ela converge em distribuigdo para uma normal multivariada, onde a matriz de

covaridncia W depende de £, mas, ndo da distribuicio do erro.

1.3.2. Estimagao L; em Regressao Linear

Para regressio linear, Balet-Lawrence(1975) mostrou que, num espago paramétrico com-

pacto, e sob fortes condigbes de regularidade, as estimativas L, sao consistentes, isto é,
AP
(Bn—B)—0 (1.4)

e, para 1 < p <2, a expressdo em (1.2) converge em distribuicio para a normal.

Para estimativas L;, Rosenberg e Carlson(1977) mostraram que, se os erros tive-
rem distribuigdo simétrica, entdo, (ﬁ?1 — P) terd distribuigdo amostral aproximada normal
com média zero e matriz de covaridncia A?(X'X)~!, onde X é a matriz de varidveis ex-
plicativas e A?/n ¢ a varidncia da mediana de uma amostra de tamanho n da distribuigao
dos erros.

Basset e Koenker(1978) mostraram que, se os erros tiverem distribuicio continua,

. Z oy . . - 1 .
com densidade f continua e positiva na mediana, e se limn~!X'X = Q, uma matriz
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positiva definida, entao,
2B - B) 2 N(0,w?Q), (1.5)

quando n — o0, onde w? é a varidncia assintética da mediana amostral, isto é,
w=[2 f(0)]".
Boomfield e Steiger(1983) mostraram que, se as varidveis forem integraveis e se os

erros tiverem mediana 1nica nula, entéo,

(Bn=B) — 0 ge. (1.6)

quando n — oco. Além disso, se a matriz C' dos segundos momentos de X for positiva
definida, se a varidvel dependente tiver densidade f continua e positiva na mediana ({inica

e nula), e se a amostra for estaciondria e ergddica, entéo,

n'2(B, - B) 2 N(0,C7Y/[2 F(O)). (1.7)

1.3.3. Estimagao L; em Auto-regressao com Varidncia Infinita

Neste caso, Gross e Steiger(1979) mostraram que, se os erros tiverem mediana tnica nula
e média finita, entao,
(B.—B)—0 gec. (1.8)
quando n — oo.
An e Chen(1982) mostraram que, se os erros tiverem mediana nula e distribuigao
no dominio de atragdo de uma lei estavel de indice a € (1,2), entdo, a convergéncia de
(1.2) para zero vale em probabilidade, quando n — 00, para qualquer § < 1/a. Além

disso, essa convergéncia vale para qualquer § < 1 se o erro tiver distribuicdo de Cauchy

centrada na origem.
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1.4. OBJETIVOS E PLANO DO TRABALHO

Nesta introdugéo procuramos mostrar que os resultados existentes na literatura sugerem
algumas situagdes (como néo normalidade dos erros do modelo, valores estranhos e erros
seguindo distribui¢ao com variancia infinita) nas quais o estimador L; pode ser melhor do
que outros da classe dos estimadores L, (especialmente o L,) para estimar certos modelos
de séries temporais, éomo os auto-regressivos e os ARMA. Tais resultados sugerem, ainda,
que essas situagoes ocorrem na pratica e sobre isso apresentamos um exemplo brasileiro
em nossa 4rea de atuagio, a Economia Agricola (figura 1.1). Uma vez definido o interesse
tedrico e pratico do problema, e um modelo no qual ele ainda nao foi estudado (no caso,
o modelo ARMA, que tem aplicacdes em dreas como a Economia Agri'cola), podemos
estabelecer nosso objetivo e o plano de trabalho.

Nosso objetivo é estabelecer algumas propriedades do estimador L; no contexto
do modelo auto-regressivo e de médias méveis (ARMA), utilizado na andlise de séries
temporais, particularmente a consisténcia forte das estimativas.

Para estabelecer as limitagdes do trabalho e para facilitar a pesquisa futura sobre
o assunto, é vélido assinalar as principais dificuldades a serem removidas no estudo desse

problema, que sdo as seguintes:
a) a fungéo objetivo néo é diferencigvel;
b) a fungdo objetivo ndo é linear nos parametros;
c) a fungdo objetivo ndo é convexa no espaco paramétrico;
d) a variancia dos erros pode ser infinita;
e) o estimador néo pode ser escrito de forma explicita.

A néo convexidade da funcéo objetivo impede que utilizemos técnicas de demons-
tragio andlogas as de Gross e Steiger(1979) e de An e Chen(1982). A dificuldade em
escrever o estimador de forma explicita impede que utilizemos técnicas de demonstracio

semelhantes as de Basset e Koenker(1978), por exemplo. A nao linearidade, a n#o diferen-
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ciabilidade e a néo convexidade da fungéo objetivo levaram-nos a utilizar técnicas baseadas
na andlise de fungdes néo diferencidveis (Rockafellar, 1980, 1981 e 1983; Clarke, 1983; Eke-
land e Turnbull, 1983).

No capitulo 2 apresentamos um resultado de consisténcia forte das estimativas. No
capitulo 3 apresentamos algoritmos que podem ser utilizados no trabalho computacional
de estimagao. Finalmente, no capi’tulo 4 apresentamos um estudo de Monte Carlo e no

{ ~ ~
capitulo 5 as conclusoes e recomendagoes.



CAPITULO 2

CONSISTENCIA E OUTRAS PROPRIEDADES

Neste capitulo caracterizamos a estimag@o L; dos parametros de uma série tempo-
ral gerada por um processo ARMA. Apresentamos um resultado de consisténcia forte das
estimativas baseado em Dupacovd e Wets(1988). Para chegar a tal, mostramos algumas

propriedades dos residuos, da funcéo objetivo e do espaco paramétrico.
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2.1. SERIES TEMPORAIS E MODELOS ARMA

Seja (', A', P') um espago de probabilidade, (2, A) e (Q4,A4,) espagos mensuraveis e T
um conjunto arbitrario (usualmente T' é o conjunto dos niimeros inteiros). Suponhamos

que §2 = §), seja a reta real e que A = A, seja a sigma-algebra de Borel na reta. Seja
a:={a;(w),t € T,we N'} (2.1)

um processo estocastico em (', A’, P') com espago de estados (£2,,.4,) e conjunto de
indices T. Para cada t € T, ay(w) é uma varidvel aleatéria. A suposigio a seguir valerd

daqui por diante, mesmo sem mencéao explicita.

Suposigao 2.1. O processo estocdstico definido em (2.1) tem mediana inica nula
med(a;) = 0, qualquer que seja t € T, bem como variancia constante, ainda que nao
necessariamente finita, isto é, Var(a,) = o2, qualquer que seja t € T. Além disso, as

variaveis aleatdrias a, sao independentes e identicamente distribuidas.

O processo estocastico definido em (2.1), com a suposicao 2.1 satisfeita, é chamado
processo de ruz"do, ou simplesmente ruido.
Seja

z:={z(w),t € T,we N} (2.2)

um processo estocéstico em (', A’, P') com espago de estados (2, .4) e conjunto de indices

T. A suposigao a seguir valerd daqui por diante, exceto onde for explicitado em contrério.

Suposigao 2.2. O processo estocastico z definido em (2.2) foi gerado a partir do processo
de ruido definido em (2.1) por meio de um modelo auto-regressivo e de médias méveis de

ordens p e q, abreviadamente ARMA(p,q), isto é,

¢(B) z(w) = 6(B) ay(w), (2.3)
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paraw € Q' et € T, e onde
¢(B):=1—-¢B —... — ¢p,B?
€ um operador auto-regressivo de ordem p,
6(B):=1-6,B—... —6,B9
€ um operador de médias méveis de ordem q e B é o operador de atraso tal que
B z(w) := z¢4—1(w).

Os modelos de equagdes de diferengas estocésticas conhecidos como modelos
ARMA formam uma classe geral de modelos para séries temporais introduzida por Yu-
1e(1927) e Slutsky(1937) e popularizados por Box e Jenkins(1976).

Denotemos o espago paramétrico do modelo em (2.3) por T e o vetor de pardmetros
do modelo por f' = (¢' #'), onde ¢ = (f1...45) €0 =(6,...8,), com B €T C RPH,

Denotemos, também, ¢’ = (8’ 02). As vézes, a seguinte notagao é 1itil:

¢*(B) = ¢(B) - 1

6*(B) = 6(B) — 1

No processo estocastico definido em (2.1), fixando-se w € ', obtemos uma trajetoria ou

realizagao do processo de ruido, chamada série de ruido:

a(w) = {a(w),t € T} := {ay,t € T}, (2.4)
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para cadaw € Q' fixado. Analogamente, no processo estocéstico definido em (2.2), fixando-

se w € (', obtemos uma trajetéria ou realizacio do processo, chamada série temporal:
z(w) = {z(w),t € T} := {z,t € T}, (2.5)

para cada w € Q' fixado.
Sob certas condigées (Box e Jenkins, 1976), a série temporal em (2.5) pode ser

representada como a saida de um filtro linear ¥(B), cuja entrada é a série de ruido:

zy = Y(B) a, (2.6)

onde

¥(B):= Y ,B",
r=0

com g = 1.

Do mesmo modo, sob certas condigbes podemos escrever:

m(B) z; = ay, (2.7)
onde
n(B):=1- Zerr = ZirrB’,
r=1 r=0
com 7Ty =mg=1e 7, =—m,, (r=1,2,...).

Os pesos 3 e 7 dependem de B e devem satisfazer a algumas condig¢oes, como

sera mostrado a seguir. Estamos especialmente interessados em encontrar condigbes sobre
- ! . .

os parametros B e sobre o ruido a; que assegurem o que se chama estacionariedade e

inversibilidade (Box e Jenkins, 1976). Na teoria cldssica de séries temporais (ver Anderson,

1970, ou Grenander e Rosenblat, 1957), supomos que as raizes das equagoes polinomiais

$(z) = Z $iz' =0 (2.8)

8y)=> 6;y’ = (2.9)
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caiam fora do circulo unitério e que E(a?) < co. Entretanto, tem se mostrado que alguns
fendmenos, como € o caso de certas varidveis econdmicas, sio mais bem modelados por
processos com variancia infinita (Mandelbrot, 1963 e 1967; Granger e Orr, 1972; Gross e
Steiger, 1979). Para um processo auto-regressivo puro, Yohai e Maronna(1977) mudaram a
condigéo de varidncia finita para uma mais geral, a saber, E(log* |a, |) < oo. Esta condigéo

vale também para processos ARMA, como serd mostrado no teorema que segue.

Teorema 2.3. Suponhamos que valham as suposicées 2.1 e 2.2 e que as raizes das equagoes

polinomiais (2.8) e (2.9) caiam fora do circulo unitirio. Entéo,

a) O processo de ruido ter distribuigdo simétrica satisfazendo
E(log™" |as]) < oo, (2.10)
onde log* = denota max{0, log 2}, € condigio suficiente para que as séries y(B)ay e 7(B)zy
dadas em (2.6) e (2.7) convirjam quase certamente;
b) Se estas séries convergirem quase certamente, existird um processo estaciondrio

e inversivel, quase certamente tnico, satisfazendo (2.3).

* Prova.

Podemos estudar a estacionariedade no processo
¢(B) z = ey, (2.11)

onde ¢; = 8(B)a; é um processo MA(q) estacionério (Box e Jenkins, 1976, p.67), e a

inversibilidade no processo
wy = g(B) ai, (212)

onde wy = ¢(B)z, é um processo inversivel (Box e Jenkins, 1976, p.54), porque a condigio

de inversibilidade é independente da condigio de estacionariedade (Box e Jenkins, 1976,

p-50).
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Iniciemos a demonstragéo pela parte (b), supondo que ¥(B)a; e 7(B)z; convirjam
quase certamente.

Para estudar a estacionariedade, usamos (2.11) recursivamente, obtendo apés m

substituigoes:
4 m
2= Z¢:(m)z¢_m_,- + ZG,e,_,, (2.13)
i=1 r=0
onde
6o =1,
H
b =¢i(r—1) == $ibri, (r=1,2,...), (2.14)
=1
com H = min{p,r}, e
¢:(m) = ¢:+l(m - 1) - $|¢I(m - 1): (z = 1a23' oo ap), (215)

com ¢y, ,(m) =0, para todo m.

Para simplificar a demonstragio vamos supor que a equagao ¢(z) = 0 nao tenha
raizes multiplas. O resultado também é vélido no caso de raizes multiplas, fazendo-se
algumas modificagdes nas provas (ver Anderson, 1971, p.172 e 249). Sejam z1,z,...,,

tais raizes. Entéao, para 4—5,, # 0,
P P
$(z) = Ztﬁ'x‘ = H(l —&/z;). (2.16)
=0 i=1

Por hipétese essas raizes caem fora do circulo unitério, isto é, |z;| > 1,(: = 1,2,...,p).
Seja {6, > 0} uma seqiiéncia tal que
p . oo
Y (#ix) =Y 62" = §(a). (2.17)
1=0 =0
De (2.16) e (2.17) obtemos

D bzt = H(1 —z/zi) =[] (a/=:) . (2.18)

r=0 i=1 5=0
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As séries 3 .(z/z;),(i = 1,2,..., p), convergem se |z/zi| < 1 para cada i. Entao,
elas convergem se |z| < min |z;| e, pelo teorema de Abel (Honig, 1971, p.49), para qualquer
z tal que |z| < min |z;| elas convergem absolutamente.

Podemos mostrar que os 6, em (2.13) e em (2.17) séio os mesmos (Anderson, 1971,
p-169). Entéo, a primeira soma do lado direito de (2.13) converge para zero quando m — oo

e, portanto, ¢f(m) converge para zero para cada i.

Segue-se diretamente que a convergéncia de ¥(B)a; é equivalente & convergéncia

de 6(B)Ct
Agora, vamos mostrar que existe uma sequiéncia estaciondria que satisfaz (2.11).

Seja z; tal que
(e o)
Fo=) brerr, (2.19)
=0

onde §(B) seja convergente, isto é, {,,t € T} seja gerada por um processo estacionario.

Usando (2.19) e depois (2.14), obtemos:

P oo
‘Z(B)Ei = Z‘Zi Z‘Sret—i—r
r=0

1=0 . ) -
=e + Z5ret—r + Zqz. bjeq—i—;
=1 i=1 J=0
00 H
=e + Z(5r + Z ‘giér—i)et—r
r=1 =1
= €4, (220)

onde H é como em (2.14).

Logo, a seqiiéncia {2,t € T} é uma solugéo estacionaria de (2.11) e, portanto, de
(2.3).

Por outro lado, se {z},t € T} for uma seqiiéncia estaciondria que satisfaga (2.11),

entdo, a primeira soma em (2.13) convergira para zero quase certamente, de modo que a

segunda soma deverd convergir quase certamente.
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Quanto & inversibilidade, a prova da parte (b) ¢ inteiramente andloga. Da mesma

forma que em (2.13) escrevemos
g m
a; = 20;(m) Qm—j + E'y, Wy, (2.21)
j=1 r=0
onde a primeira soma converge para zero quando m — 0o, bem como 03 (m) para cada j.
A convergéncia de 7(B)z; ou de 7(B)z, é equivalente & convergéncia de v(B)w, para pesos
~ adequados.
Em resumo, provamos que, sob a suposigio de que as raizes das equagoes polino-
miais (2.8) e (2.9) caiam fora do circulo unitario, a convergéncia quase certa de §(B)e; e
de 7(B)wy, ou, equivalentemente, de 1)(B)a; e de m(B)z, é necesséria e suficiente para a
existéncia de uma solugiio estacionéria e inversivel de (2.3). A unicidade da solugéo é dada
pela convergéncia em probabilidade (Yohai e Maronna, 1977).

A fim de provar a convergéncia em probabilidade, consideremos

%(B)ay = 6(B)e;
= 8(B)8(B)a,

ot q9
= Z(Sr Zg_jat_r_j

r=0 =0

co H _
= Z Z 6,._]'0]'01_,-, (222)

r=0 j=0

onde H = min{g,r}. Igualando os coeficientes de a; em (2.22), obtemos

H
Y= 6_;8;,(r=0,1,...) (2.23)
Jj=0
Entao,
m m H _
Z'J’r‘h—r = z Z5r—gejat—r
r=0 =0 y=0
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Agora, seja € > 0 qualquer. Entéo, usando (2.24) e (2.13),

m ) q m
P(|z, - E¢rag_rl > E) = P(lzt - Zaret—r + Z Z 6r§jat—-r—j| > 5)

r=0 r=0 J=1r=m—j41
P q m _
=P(IY ¢t m)zmsi+ Y, Y 685ai-r—j] > €).
i=1 J=1r=m—j+1

(2.25)
A primeira soma no lado direito da wltima igualdade em (2.25) converge para zero
quanto m — oo, uma vez que ¢;(m) vai para zero para cada i. Além disso,
m g m
Db =8> bra,_;. (2.26)
r=0 j=0 r=0
Esta soma convergird quando m — oo se e somente se Yoro 6rai—r—j convergir
para cada (j =0,1,...,q).
Aplicando o critério de Cauchy,

g m

P> S brarjl>e)=PJ| YO bras ;=Y brarrj)| > €] (227)

=1 rem—g41 i=1 r=0
converge para zero quando m — oo.

A prova de que

P(la; — Zﬁ,.z,_,.| > ¢)

r=0

converge para zero quando m — oo é exatamente anéloga.

Portanto,

2= $rai, (2.28)
r=0

a; = i Tr2g—y = 2Z¢ — iwrzt_, (2.29)

r=0 r=1

no sentido de convergéncia em probabilidade. Isso completa a prova da parte (b).

Para demonstrar a parte (a), vejamos que a solugio geral da equagdo de diferencas

homogénea

¢(B)zz=0 | (2.30)
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é dada por
P
b= kizi,(r=0,1,..), (2.31)

=1

onde os k;’s dependem de ¢ e 74, 75, . ..., 2, séi0 as raizes de G(z) = 0 (Fuller, 1976, p.41-45).
Logo,

z&re, ,._Z(ka ZO Qe=r<j

r=0 i=1 Jj=0

q9 4 00
) § : E : r
0,' k.’ T, ag_,-_j
j=0 i=1 r=0
t

= 0,_, 2": k; i Z] Gg—y. (2.32)

s=t—gq i=1 r=0

Para mostrar que (2.32) converge é suficiente mostrar que a série 3% |a,||z"|
converge quase certamente para todo |z| < 1. Conforme Yohai e Maronna(1977), isso
acontecera se o processo de ruido tiver distribui¢do simétrica e satisfizer (2.10).

Quanto a inversibilidade, do mesmo modo que na estacionariedade, a solugdo geral

da equagdo de diferengas homogénea

4(B)a; = 0 (2.33)
¢é dada por
g
Y= givl, (r=01,...), (2.34)
=1
onde os g;’s dependem de 8 e y;,y,,...,y, sio as raizes de 6(y) = 0.
Logo,

Z')’rwt p= Z Zg-y, Zf’ a1—r—;)

=0 =1 J=0

Z 6, Zg. Zy, ay_y. (2.35)

s=t—gq
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Mostrar que (2.35) converge é exatamente andlogo a mostrar a convergéncia de
(2.32), que segue de Yohai e Maronna(1977). Isso completa a prova da parte (a).
A

A suposigio de que as raizes das equagdes polinomiais (2.8) e (2.9) caiam fora do
circulo unitdrio delimita o espago paramétrico T ao que se chama regifio de estacionariedade

e inversibilidade.

7
Seja z um processo estacionario e inversivel para o qual valha a suposicio 2.2.

Definimos, entéo, um processo de residuo associado ao processo estocastico z por
r(d) :=r(d, 2) := {ry(w,b),w € V', b€ T}, (2.36)

como sendo um processo estocastico em (Q',.4’, P') com espaco de estados (R4, As) €
conjunto de indices T, gerado a partir do processo z por meio de um modelo ARMA(p,q),
isto é,

¢(B) z(w) = d(B) ryw,b), (2.37)

onde b’ = (¢',d'). Como b€ T, em condigoes analogas as do teorema 2.3 podemos escrever

r(w,b) = (B) d(B)™6(B) ¢(B)ai(w)

= n(B)ay(w), (2.38)

onde os pesos 7 dependem de b e de B, e o processo r(b) serd quase certamente tinico.

Nestas condigoes, fixado t € T,

r(B)=a; g.c. (2.39)

Por outro lado, fixando-se w € Q', obtemos uma trajetéria ou realizagao do pro-

cesso, chamada série de residuo:

r(w) = {r((w,b),t € T} := {ry(b),t € T}, (2.40)
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para cada w € ' fixado.

Uma propriedade fundamental na construgéo do nosso problema ¢ a ergodicidade,

dada no lema seguinte.

Lema 2.4. Sob as suposicées 2.1 ¢ 2.2 e sob a suposi¢ao de estacionariedade e inversibi-
lidade, os processos estocésticos a, z e r(d), definidos, respectivamente, em (2.1), (2.2) e

(2.36), sao ergédicos.

Prova.

O processo de ruido é ergédico porque os a,’s sdo independentes e identicamente
distribuidos, o que segue da lei 0-1 de Kolmogorov (Gnedenko,1962, p.120).

Como z ¢ estacionario, vale (2.6). Uma vez que a ergodicidade é preservada
quando se tomam fungdes do processo (Breiman, 1968, p.119), segue-se que 2 é ergodico.
Analogamente, como vale (2.38), o processo de residuo também & ergodico.

A

Uma conseqiiéncia da estacionariedade e da ergodicidade do processo z é que
podemos estimar o vetor de pardmetros B usando apenas uma trajetoria, isto é, podemos

concentrar nossas atengdes sobre uma série temporal.
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2.2. O PROBLEMA DE ESTIMACAO

Uma suposigéo natural na estimagéo L; é que o processo definido em (2.2) seja um processo

L,, isto é, que

e = [ leuw)iP(a)
- / 22| P(dz)
Q

= E|Zt| < 09, (2'41)

para cada t € T, e onde |.|| é a norma L;.
Entéo, dado um processo L; definido como em (2.2) e satisfazendo a suposigao
2.2, o problema de estimagao L, dos parametros do modelo ARMA consiste em encontrar

ﬁ € T que minimize a norma L; do processo de residuo definido em (2.36):
Ir«(®)]| = Elry(b)]
- /ﬂ Ir(B)|P(dz), (2.42)
para cada t € T, isto é,
Ire(B)ll = in [lre(B)]. (2.43)
ber

Vamos supor que ﬁ seja quase certamente o tinico ponto de minimo de (2.42).
Na pratica, a medida de probabilidade P é desconhecida e o problema de estimagao

dado em (2.42) deve ser aproximado pelo problema de encontrar ,&" € T que minimize
@)= [ Ire®)lPn(dz)
Q
=" Ire(b)|/n. (2.44)
t=1

I d
Nestas condigoes, definimos a soma em L, dos residuos amostrais, ou soma de

desvios absolutos, ou fungdo objetivo, como sendo a fun¢éo dada por

Sn(8) =) Ir(®)l, beT (2.45)
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y g '3 . .
e o erro médio em L, do residuo amostral, ou erro médio absoluto dos desvios, com sendo

a funcéo dada por
fn(b) = Sa(b)/n, beT. (2.46)

Ent&o, minimizar (2.44) ¢ equivalente a minimizar (2.45) ou (2.46).

O conjunto de minimizadores é o subconjunto do espago paramétrico dado por

M, (B) := argmin f,(.)
— ﬁnET: nﬁ" = inf f,(b
{ fa(B,) = )}
= argmin Sp(.)
= argmin E"|r (b)|. (2.47)
O problema de estimacio L; dado em (2.44) ¢é equivalente ao seguinte problema

de otimizagéo : queremos encontrar um vetor b’ = (¢’ d' ) que minimize a fungio objetivo

(2.45) sujeita as restrigoes

o(B)zi — d(B)ry(b) =0, (t=1,2,...,n), (2.48)
onde
be,
re(d) = (b))t — r(b)”
Ire®)] = ro(B)" +ry(8)
re(®)F,r(8)” > 0.

Num processo puramente auto-regressivo os residuos amostrais sio lineares nos
parametros, exceto pelo efeito de valores iniciais. Entretanto, quando hd termos de médias
méveis, os residuos amostrais sdo sempre fungdes néo lineares dos pardmetros (Box e
Jenkins, 1976, p.232). Portanto, o problema de estimagdo L; dos parametros de um

processo ARMA ¢ equivalente a um problema de programagcao nao linear.
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A convexidade da fungio objetivo desempenha papel importante na solugéo de
problemas de programaciio néo linear, bem como na demonstragéo de propriedades assinté-
ticas na estimagéio L; dos pardmetros de regressdes e auto-regressdes (An e Chen, 1982;
Bloomfield e Steiger, 1983; Gross e Steiger, 1979). Todavia, a néo linearidade dos residuos
conduz a néo convexidade da fungio objetivo no caso de processos ARMA (Rockafellar,
1983, p.369). O caso de um modelo puramente auto-regressivo ¢ considerado na seguinte

Proposicao.

Proposicao 2.5. Suponhamos que o processo definido em (2.2) tenha sido gerado por um
processo AR(p) e que se disponham de n + p observagées de uma trajetéria do processo.
Entao, se a fungao objetivo em (2.45) for calculada sobre as n iltimas observagées, ela sera

uma funcio convexa em Y.

Prova. .
Seja A € [0,1],be Tez € T. Usando a desigualdade triangular, temos

SaAb+ (1= N)z] = > |[b + (1 — N)z](B)z|

t=1

= Z |(Ab)(B)z¢ + [(1 — A)z](B)z|

S AN [6(B)zdl + (1= 0 Y [o(B)z]
= ASa(8) + (1 — X)Su(2) (2.49)

e, portanto, S, é convexa em Y.

A

Entretanto, se no lema 2.5 as n+4p observagées forem utilizadas no céalculo de Sy,
0s p primeiros resfduos amostrais precisardo ser obtidos de outro modo que n#o diretamente

e S, deixard de ser convexa devido a esses valores iniciais.
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Consideremos o caso em que o ruido tenha distribuicéio de Laplace (Damsleth e
El-Shaarawi, 1989). A proposicéo a seguir relaciona a estimacéio L; com a estimacio de
maxima verossimilhanca condicional aos valores iniciais da série temporal e da série de

'
ruido.

Proposigéo 2.6. Seja o processo definido em (2.2) sob as suposicoes 2.1 e 2.2. Supo-

nhamos, ainda, que o processo de ruido tenha distribui¢do de Laplace (exponencial dupla)

e que estejam disponiveis p valores z, = (z1—p ... 2z)' da série temporal, bem como ¢
valores @, = (a1 ... ao)' da série de ruido, anteriores ao comegco das n observagées da
amostra 2, = (21 ... z,)'. Nestas condigées, a estimagéo L, serd equivalente & estimacdo

de maxima verossimilhanca condicional aos valores iniciais.

Prova.
Seja
f(z) = [exp(—|z|/0)]/(20), (2.50)

com z € R e o> 0, a fungio densidade de probabilidade do processo de rufdo, onde

med(a;) = E(a;) =0 (2.51)
e
Var(a;) = 202 (2.52)
O logaritmo da verossimilhanca condicional & escolha de (2, a.)' é dado por
L(B,0) = —n log2 —n logo — S,(B)/o, (2.53)
onde

S«(B) =Y Ir(B) | (2.54)

e r¢(pB) depende de z,, de a, e de z,,.
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Diferenciando-se (2.53) em relagéo a o e igualando-se a zero obtemos o estimador

de maxima verossimilhanca condicional de o:
6 = S.(B)/n. (2.55)
Substituindo-se em (2.53), obtemos
L(B) = —n log2 —n —n log[S.(B)/n). (2.56)

Portanto, minimizar a soma em L; dos residuos S,(8) é equivalente a maximizar

o logaritmo da fungéo de verossimilhanca L(B, o).

A
Na prética, vamos usar r(b) no lugar de a;, para ({ = 1 —gq,...,0). Para obter
esses valores iniciais de r¢(b) podemos adotar dois procedimentos:
a) tomar
rnt(b) = med(a;) = 0, (2.57)

como sugerido por Astrom e Bohlin(1966) para o caso da estimagéo L, (Osborn, 1976);

b) tomar

Tnt(b) = E[ry(b) | z,)

= E[r(b) | 7], (2.58)

onde F" ¢ a sigma-algebra gerada pela amostra z,. Neste caso, os residuos amostrais po-
dem ser calculados pelo procedimento de backforecasting sugerido por Box e Jenkins(1976)
para o caso da estimagdo L,.

Para um modelo com termos de médias méveis, (2.58) ¢ melhor do que (2.57),
embora com gasto computacional maior, porque a aproximagao (2.57) pode ser pobre se

algumas das raizes de (2.8) estiverem préximas da fronteira do espago paramétrico (Box e
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Jenkins, 1976). Um procedimento econémico consiste em usar (2.57) nos estdgios iniciais
da estimacéo e (2.58) somente no dltimo estégio.

Por outro lado, num modelo puramente auto-regressivo é mais interessante usar
(2.57), reservando as primeiras p observagdes como os valores iniciais z, , porque a utilizagao
do procedimento de backforecasting tornaria a funcio objetivo néo convexa e o modelo
néo linear. E interessante notar que os resultados de consisténcia em auto-regressdes com
variancia infinita obtidos por Kanter e Steiger(1974) e por Yohai e Maronna(1977) para o
caso de estimagéo Ly, bem como os obtidos por Gross Steiger(1979) e por An e Chen(1982)
para o caso de estimagéo L, néo valerao se utilizarmos o procedimento de backforecasting.

Finalmente, embora néo seja necessério no presente trabalho, convém mencionar
que a proposigao 2.6 pode ser extendida para o caso mais geral (Nyquist, 1987) de estimagao

L, em que o processo de ruido tenha distribuigdo com fungéo densidade de probabilidade

dada por

f(z) = plexp(—|z — u|? /a”]/[20T(1/p)). (2.59)
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2.3. CONSISTENCIA

Nesta segéio mostraremos que o problema da estimagio L, dos parametros de um mo-
delo ARMA satisfaz as suposigoes de Dupacovd e Wets(1988) e, portanto, a consisténcia
do estimador pode ser demonstrada. Iniciaremos mostrando a continuidade de algumas

fungoes.

Lema 2.7. Suponhamos que o processo definido em (2.2) seja estaciondrio e inversi’vel_ ¢
que satisfaga as suposigées 2.1 e 2.2. Entéo, fixadosw € Q et € T, as seguintes fungoes
séo inferiormente semicontinuas em Y ':

a) ry(w,bd), dada em (2.36);

b) g«(b) = |ri(d)|, dada em (2.42);

c) Sn(b), dada em (2.45);

d) fn(b), dada em (2.46).

Prova.

Basta mostrar que essas funcdes sdo continuas em T, uma vez que uma funcéo é
continua num ponto se e somente se ela for semicontinua inferiormente e superiormente
nesse ponto (Royden, 1968, p.49, item b).

Seja b' = (¢’ d') € T e tomemos §' = (u' v') tal que b+ 6 € Y. Como o processo é

estaciondrio e inversivel, fixado ¢ € T na série de residuo, temos:
[re(b+ &) —r((b)] = |(c + u)(B) (d + v)(B) 2 — ¢(B) d(B)™ 2| (2.60)

e isso vai para zero quando § — 0. Portanto, para cada ¢ > 0 é possivel encontrar um

numero M, tal que

Ire(b+ 6) — ry(b)| < & (2.61)

para todo § tal que |u;| < M, e |v;| < M,, (i =1,2,...,p) e (j = 1,2,...,q) e segue-se a

continuidade de ry(w, b).
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A continuidade de g¢(b) segue-se diretamente da continuidade de ry(w, b).
A continuidade da fungéo objetivo segue-se da desigualdade triangular e da con-

tinuidade de ry(b):

1Sa(b+8) = Sa(®)l = |Y_ Ire(d+8)| = Y Ire(B)]
<D lire(b+ 6) = [ru(b)]- (2.62)

A continuidade de f,(b) segue-se diretamente da continuidade de S, (b).

A continuidade quase certa de g4(b) = |r¢(b)| em Q é trivial.

O teorema a seguir trata de algumas propriedades da regido de estacionariedade

e inversibilidade.

Teorema 2.8. A regiido de estacionariedade e inversibilidade de um processo ARMA(p,q)

€ um conjunto limitado e aberto.

Prova.
Inicialmente, vamos mostrar que Y é limitado. Se Gi_l ,(i=1,2,...,p), forem as

raizes de #(B)=0e Hj_l, (7=1,2,...,q), forem as raizes de 6(B) = 0, entao,

¢(B) = H(l — GiB) (2.63)
6(B) = ﬁ(l — H;B) (2.64)
j=1

A regido de estacionariedade e inversibilidade é dada por

T =7T(p,q)

={beRM™: |Gi|<le|Hj|<1,(i=1,...,p)e(i=1,...,9)}  (2.65)
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Igualando-se os coeficientes das poténcias de B em (2.63) obtemos
p=itl p-it2 )
¢i= (- N N L Y Gj...Gy, (2.66)

Nn=1 jo=j+1 Ji=Jji-1+1

para (i = 1,2,...,p), que ¢ uma soma de (?) parcelas. Como |Gj;| < 1,(i = 1,2,...,p)

b

entao,

|¢,-|SZZ...Z|G,-,...G,-,.|<(f), (2.67)

i )2 Ji
para (1 =1,2,...,p).

Analogamente, obtemos

16 < (5),(;’: 1,2,...,q) (2.68)

Entdo, existe uma bola de dimensdo p + ¢, com centro na origem e raio igual a
max{max; (%), max; (;’)} que contém Y. Logo, T é limitado.

Mostremos, agora, que T é aberto. Em (2.66), chamemos

9i(G1,..,Gp) =) ... Gy, ...Gj, (2.69)
2 Ji

€ escrevamos
¢i = (-1)gi(G,...,G,), (2.70)
de onde resulta o sistema de equagdes
$=T0G, - (2.71)
com
¢=(¢’1---¢p)l
T = {(-1)"}

G = {gi(G1,...,Gp)).
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Dados os valores de p — 1 parametros ¢, estardo determinadas p — 1 raizes em (2.70).

- ,
Logo, dados ¢3,...,¢, em T, quaisquer, obtemos os correspondentes valores para as raizes

G2 = 92,...,Gp = gp. Entéo, em (2.70),

P
611 =1G1 + ) _gil, (2.72)
=2
isto é, dados os demais parametros, ¢, variard num intervalo aberto, simétrico ao redor da
origem, contido no intervalo (—p, p).
Analogamente, dados 6, ..., 6,, entéo, 6, variard num intervalo aberto, simétrico
ao redor da origem, contido no intervalo (—g, ¢).

De (2.65) segue-se que

T(p,q) = To(p) x To(q), (2.73)

onde
To(p) ={¢€R":|Gi| < 1,(:=1,...,p))} (2.74)
To(g)={0€R: |H;| <1,(j=1,...,9)} (2.75)

T4(p) € a reunido dos intervalos abertos gerados por (2.72) e, portanto, é aberto.

Analogamente, T4(q) € aberto e segue-se o resultado.

Uma conseqiiéncia imediata do teorema 2.8 é que o fecho T do espaco paramétrico
€ um conjunto compacto. Como f é sempre um ponto interior de T, evitamos qualquer falta

de regularidade introduzida por restrigbes com desigualdades (Dupacova, 1987; Oberhofer,

1982).

Lema 2.9. Suponhamos que o processo definido em (2.2) seja um processo L;, estaciondrio
e inversivel, e que satisfaca as suposi¢oes 2.1 e 2.2. Entao, a fungio g4(b) = |ry(b)| dada

em (2.42) é localmente inferiormente lipschitziana em T.
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Prova.

Tomemos b € T qualquer e 6 tal que b+ 6 € T. Entéo,

|9¢(8) — g1(b+ 6)| < |g¢(b)]
= g:(b)

< sup g4(b). (2.76)
ber

De (2.67) e (2.68),

Ibi] < (:) < ([r;2])’ (i=1,....p+q) - (2.77)

onde 7 = max{r, p} e [r/2] indica o maior inteiro contido em r /2. O mesmo vale para cada

b; + 6;. Logo,

rt+gq

161 = ZI&'I
= Z |(bi + &) — by
£ Z(Ibi + & + |bi])

<22 (172
=2(p +q) ([r;2]). (2.78)

Fazendo

Kn(z) = ::5 9:(b)[2(p + q) ([r /2]>]' ; (2.79)

temos que

sup g4(b) < K, (2) ||8]| (2.80)
ber

e, portanto,

l9:() — g(b + 6)| < Ka(z) ||6]]. (2.81)
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A fungéo K, (z) é integrével, uma vez que r¢() o é, o que, por sua vez, segue-se
de z € L,. Entao, segue-se o resultado.

A

A convergéncia do erro médio em L; dos residuos é mostrada a seguir.

Teorema 2.10. Suponhamos que o processo definido em (2.2) seja um processo L,, esta-
cionario e inversi’vel, e que satisfaga as suposigoes 2.1 e 2.2. Sejam as fungées f, e r; dadas

por (2.46) e (2.42), respectivamente. Entao,

fn(b) — Elry(b)] = £(b) g.c. (2.82)

quando n — oco.

Prova.

O espago das trajetérias ou fungdes amostrais do processo estocastico z é dado
pelo espago infinito-dimensional R® que consiste em todas as sequéncias infinitas de reais
z = (z,,22,...), sendo By, a sigma-algebra de Borel correspondente. Consideremos, ini-
cialmente, as séries temporais z(w) dadas em (2.5) e as séries de residuos r(w) dadas em

(2.40), com w € Q'. Para todo X € By, temos sque
Ax ={w:r(w)e X} e A’
(Breiman, 1968, proposi¢do 2.13). Porém como
{#(w) :w € Ax} € B,

segue-se que a transformagdo do processo z para o processo () dada em (2.37) é men-
surével em relagéo a Bo,. Logo, o processo de residuo r(b) é estaciondrio (Breiman, 1968,

proposi¢io 6.6), sendo fécil mostrar que [r(b)| também o & e, portanto, pelo teorema
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ergédico (Breiman, 1968, p.118),

fa(®) =Y " Ire(B)] — Ellri()]|Z]g.c.
= E|ry(d)]| g.c. (2.83)

onde 7 ¢é a sigma-dlgebra dos eventos invariantes e a iltima igualdade segue-se do fato de

os processos serem ergodicos.

Entédo, em (2.42) e (2.44) temos
E"|ry(d)] L5 E|ry(b)] < oo. (2.84)

Este resultado é equivalente a integrabilidade uniforme de |r,(b)] em P", para b€ T, o

que, por sua vez, significa que, quaisquer que sejam b € T e € > 0, existe um conjunto

compacto K, C {2 tal que

/ I (B)|P"(dzt) < &, (n=1,2,...), (2.85)
Q\K.

/ Ir(B)|P(dze) <e, (2.86)
O\K.

(Dupacovd, 1987, p.5).

A seguir apresenta-se o resultado principal deste capiltulo. Seja (R, B, 1) 0
espago de probabilidade das fungGes amostrais do processo z. Uma fungéo amostral ¢
leva-nos a uma seqtiéncia crescente {F"(.,(),n =1,2,.. .) de sigma-3lgebras contidas em

B tais que para todo A € A temos P"(A, () mensurivel em relacio a F™.
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Teorema 2.11. Suponhamos que o processo definido em (2.2) seja um processo L, esta-

ciondrio e inversivel, e que satisfaca as suposigées 2.1 e 2.2. Entao,

B, — B (2.87)

uando n — oo, para quase todas (i) as amostras ( em R*, e para toda selegio {f ,n >
q 1 € P n

1}, mensurdvel em relacdo a ", de {argmin E"g,n > 1}.

Prova.

De (2.47) segue-se que argmin E"g C T e argmin Eg C T. Como conseqiiéncia

do teorema 2.8 podemos tomar D = T C R?*9 compacto e tal que

(argmin E"g) N D = argmin E"g # § (2.88)

{B} = (argmin Eg)N D = argmin Eg, (2.89)

isto ¢, B é o tinico ponto de argmin Eg.
Os lemas 2.7 € 2.9 e o teorema 2.10 completam as suposi¢oes de Dupacova e Wets

(1988). Logo, o teorema da consisténcia desses autores vale em nosso caso para toda selegao

mensuravel e segue-se o resultado.
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2.4. OBSERVACOES SOBRE A DISTRIBUICAO ASSINTOTICA

Um resultado genérico de normalidade assintética das estimativas foi apresentado por
Dupacova e Wets (1988). O fato de em nosso caso as estimativas serem pontos interiores do
espago amostral (teorema 2.8) permite que nosso problema seja tratado como um problema
de estimagéo sem restrigdes. Entretanto, dadas as dificuldades envolvidas na. demonstracéo
no caso nao linear (Dupacova,1987), consideremos apenas uma simplificagdo do problema.

Como sera visto no capitulo 3, na pratica as estimativas sdo obtidas iterativamente

num modelo linearizado. Assim, na j-ésima iterag@o obtemos a estimativa
ﬂnj = ﬂn,j—l + 6,,]' (293)

sendo 6,,; a estimativa obtida no modelo de regressao linear

Pat(Ba,jo1) = 2't; 6aj + rai(B), (2.94)
onde  é um vetor de derivadas dadas por (3.2). Podemos escrever na forma matricial
r=X'6+e (2.95)

Mesmo nesse caso simplificado, o resultado de Dupacova (1987) nao pode ser
aplicado porque a densidade do residuo rnt(B) néo é independente da densidade de X,
uma vez que X é a matriz das derivadas do residuo.

Outra possibilidade a ser considerada é o caso particular de normalidade assintética
quando as estimativas L; forem equivalentes as de maxima verossimilhanga (proposigao
2.6).

Assim, voltaremos a considerar a questdo da distribuicdo assintética no estudo de

Monte Carlo do capitulo 4.



CAPITULO 3

ALGORITMOS

3.1. INTRODUCAO

Uma vez estudadas algumas propriedades do estimador nosso interesse volta-se para a
obtenc@o de algoritmos eficientes para o célculo das estimativas. O aumento do uso de
computadores nas ultimas décadas possibilitou a difusio de métodos estatisticos que en-
volvem longas seqiiéncias de cdlculos repetitivos, como é o caso da estimagdo L; em modelos
ARMA.

Gonin e Money(1987) apresentaram uma revisio dos algoritmos para estimacio

L, néo linear, classificando-os em trés categorias:

a)“Aqueles que usam somente informagdo da derivada primeira. Estes métodos
sao do tipo Gauss-Newton. O problema n#o linear original é reduzido a uma sequéncia de
problemas L; lineares, cada um dos quais pode ser resolvido eficientemente como um pro-
blema de programagéo linear usual.” Os autores incluiram nesta categoria os algoritmos de
Osborne e Watson, de Anderson e Osborne, de Anderson-Osborne-Levenberg-Marquardt,

e de McLean e Watson.

b)“Aqueles que usam informagio da derivada segunda. A néao diferenciabilidade

da funcdo objetivo é superada transformando-se o problema I, original numa seqiiéncia
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de problemas de minimizagéo sem restrigdes y cada um dos quais requer solugéo. Isto é
conhecido como método de fungdes de penalidade da programacéo linear”. Os autores
incluiram nesta categoria os algoritmos de El-Attar-Vidyasagar-Dutta e de Tishler e Zang.

c¢)“Aqueles que linearizam as fun¢des do modelo, mas, incorporam aproximagdes
quadraticas para levar em conta efeitos de curvatura”. Os autores incluiram nesta categoria

os algoritmos de Murray e Overton e o de Bartels e Conn, bem como o enfoque de Busovaéa.

. -~ ’ . I .
Uma condigéo necessdria para um ponto em T ser ponto de minimo é dado no

lema seguinte.

Suposicao 3.1. Os residuos rai(b*), 0" € T, sdo continuamente diferencidveis em b*.

Lema 3.2. Sob as suposi¢des 2.1, 2.2 € 3.1, uma condi¢do necessdria para b* € Y ser um

minimo local é que existam constantes (multiplicadores) v, € [-1,1],t € A, tais que
D sign[rae(b*)|Vrat(b*) + D 0 Vra(b*) = 0, (3.1)
t¢A teA

onde

A=Ab")={t|ra(d')=0,t € T,b" € T}
e Vrn(b*) é o gradiente de r,; em b*.

A prova consiste numa aplicacdo das condigdes de Kuhn-Tucker e segue-se ime-
diatamente dos teoremas 1 e 2 de Charalambous(1979) ou do lema 2.1 de El-Attar et
alii(1979). Ver também Gonin e Money(1987). Note-se que se 1y, fosse uma fungéo linear

em T, entdo esta condicfio seria também suficiente.
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3.2. ALGORITMOS PARA A ESTIMACAO L, EM MODELOS ARMA

Nesta secéio discutimos o uso de alguns algoritmos iterativos disponiveis para a estimagio
L, dos pardmetros de um processo ARMA. Em todos estes algoritmos um critério de
convergéncia a fim de parar as iteragoes tem de ser estabelecido.

Os residuos podem ser estimados por procedimentos condicionais ou, mais eficien-
temente, pelos procedimentos de backforecasting, como em Box e Jenkins(1976). Como foi
visto no capftulo 2, as estimativas dos parametros baseadas nos residuos de backforecasting
sao consistentes. Além disso, tais residuos satisfazem a suposigao 3.1.

Sob as suposigoes 2.1 e 2.2, a linearizagio aproximada do modelo pode ser feita
expandindo-se o residuo numa série de Taylor ao redor de seu valor correspondente a algum
conjunto de valores iniciais dos parametros. Consideremos os vetores B;, 6; e z,;, todos
de dimenséo p + ¢, onde B j contém as estimativas iniciais na j-ésima iteragao, 6 i=B—B,;

e z,; contém as derivadas do residuo em relagéo aos parametros:

Tit; = arnt(ﬁ)/aﬂi ’ (32)

para (1 =1,...,p+ q).

Expandindo o residuo ao redor de rnt(B;) , temos que

nt(B) = rad(B;) — z1;6; (3.3)

Segundo Box e Jenkins(1976) o célculo numérico das derivadas pode ser feito diretamente

ou usando
Tit; = [Tnt(ﬂj) - Tnt(ﬁj + @)]/ai, (3-4)

para (i = 1,...,p+ ¢) e uma escolha apropriada de a = (0...0;0...0)'". Logo, §; pode
ser estimado por regressio de ru¢(8 j) sobre z;; em (3.3).

Podemos, agora, aplicar alguns algoritmos para estimacao L; néo linear ao nosso

caso.



Cap. § Algoritmos 42
3.2.1. Algoritmo de Osborne e Watson
O algoritmo proposto por Osborne e Watson(1971) é do tipo Gauss-Newton (Gonin e

Money, 1987). Sua adaptagéo ao nosso problema nos d4 na j-ésima iteracao :

Passo 1 - Calcular § = § j que minimize

> Irnd(B;) + 2,6]; (3.5)

Passo 2 - Calcular v = v; > 0 que minimize

D Irme(B; +65); (36)

Passo 3 - Tomar
Bji1 = B; + 7;b; (3.7)

e retornar ao passo 1 para a iteragio seguinte.

O problema L, linear no passo 1 pode ser resolvido, por exemplo, pelo algoritmo
de Barrodale e Roberts(1973). No passo 2 calculamos a direcéo a seguir.

Este € um método descendente ou de gradiente (El-Attar et alii, 1979) e, portanto,
sua convergéncia € lenta apds umas poucas iteragdes (Marquardt, 1963). Se suas suposicoes

nao forem satisfeitas na pratica, ele pode no convergir de modo algum (El-Attar et alii,

1979).
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3.2.2. Algoritmo de Anderson e Osborne

O algoritmo proposto por Anderson e Osborne(1977a) é também do tipo Gauss-Newton, e
um método descendente ou de gradiente. Em relagio ao algoritmo de Osborne e Watson,
ao invés de escolher v no passo 2 que minimize (3.6), este determina um 7 que assegure
convergéncia, embora sem requerer a minimizacao unidimensional. Sua adaptacao ao nosso
problema nos dd o seguinte:

Passo 0 - Escolher a € (0,1) e A > 0 independente de j (Gonin e Money, 1987,
sugerem a = 0,1 e A = 0,0001);

Passo 1 - Na j-ésima iteragao, calcular § = 6; que minimize (3.5); seja S’_,- esse
mi’nirno;

Passo 2 - Escolher v = 7; como o maior ntimero em {1,a,a?,...} para o qual

2 Ira(Bj)l = Elrne(B; + 18|
Y Irne(B;)] - 5;) -

A (3.8)

Passo 3 - Tomar (3.7) e retornar ao passo 1 para a iteragio seguinte.

Este algoritmo parece ser mais rédpido que o de Osborne e Watson, isto é, como o

quadrético oposto ao linear (Gonin e Money, 1987).



Cap. § Algoritmos 44
3.2.3. Algoritmo de El-Attar, Vidyasagar e Dutta

El-Attar et alii(1979) propuseram um algoritmo que converte o problema L; n#&o linear
nuxha sequéncia de problemas de minimiza¢io sem restricoes. Ao invés de minimizar
uma fungéo objetivo néo diferencidvel, ele minimiza fungbes de penalidade diferencidveis.
Mostra-se que a seqiiéncia de solugdes étimas converge para uma solu¢éo do problema
original. Sua adaptac&o ao nosso problema nos d4 o seguinte:

Passo 0 - escolher ntimeros pequenos a e § (dependendo da precisio desejada), um

numero pequeno €; > 1 e um nimero L > 1. Os autores recomendam

€1 = max Irne(B1)]/10, (3.9)

ou
n

ex = (10073 [rud(By); (3.10)

t=1

Passo 1 - Na j-ésima iteracio, calcular b = B j que minimize

Pbej) = 3 {rm(®)? + ;3% (3.11)

Passo 2 - Tomar €4, = ¢;/L;

Passo 3 - se €41 < & e/ou se ||ﬂ] - ﬂj_1||1 < a, parar. Caso contririo, retornar
ao passo 1 para a préxima iteracao.

Gonin e Money(1987) sugerem o método quase-Newton de Fletcher(1970) para a
minimizag&o no passo 1.

A medida que ¢; aproxima-se de zero, a fungdo P(b,€) pode ficar nio diferencigvel
na pratica, e o algoritmo pode convergir lentamente ou ndo convergir. Para evitar este
problema, os autores melhoraram o algoritmo com:

Passo 4 - Se j = 1, tomar ﬁz = f;; se j > 1, achar a estimativa ﬁjﬂ pela técnica
de extrapolagio de Fiacco e McCormick(1966). Entéo, retornar ao passo 1 para a iteragao

seguinte.



Cap. 3 Algoritmos 45
Nessa técnica de extrapolagéio temos que
Jj-1 ]
Bisi =) ai(er/LP)V2, (3.12)
=0
onde os vetores b; sao calculados de

j—1
By = Jza.-ej.”,(k =1,...,5) (3.13)

i=0

3.2.4. Algoritmo de Tishler e Zang

Tishler e Zang(1982) propuseram um algoritmo que aproxima o problema L, nio linear por
uma seqiiéncia de problemas continuamente diferencidveis que podem ser resolvidos por
métodos de gradiente. A funcfio objetivo nio diferencidvel é substituida por uma fungéo
uma ou duas vézes continuamente diferencidvel. Sua adaptacio ao nosso problema nos d3
o seguinte:

Passo 0 - Escolher ntimeros pequenos €; e § > 0;

Passo 1 - Na j-ésima iteragao, calcular b = ; que minimize

> Ales (b))

onde A ¢ a aproximagao uma vez continuamente diferencigvel

—rni(b)  se rny(b) < —¢j;

Alej,rai(b)] = %ﬁ}— se —€; < rpy(d) < gy; (3.14)
rat(b)  se rq(b) > ¢

ou A é a aproximacio duas vézes continuamente diferencidvel

—rnt(b) se Tnt(b) S _EJ)

Alejrat(®)] = { —rni(B)* /83 + 8rnu(b)® /4e; + 36;/8 se —e; < ry(b) < ej;  (3.15)
(D) se rntb > ¢;.

Passo 2 - Se ||B; — B,;_, || < 6, parar. Caso contrario, escolher €j41 < €j e retornar

ao passo 1 para a proxima iteracao.
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Os autores sugerem ¢; = 0,1. Gonin e Money(1987) sugerem o esquema de El-
Attar et alii(1979) para o decréscimo de ¢;.
A medida que ¢; se aproxima de zero o mesmo problema do algoritmo de El-Attar
j

et alii pode ocorrer (Gonin e Money, 1987).

3.2.5. Algoritmo de Schlossmacher

Schlossmacher(1973) propds um algoritmo que aproxima o problema de estimacéo L; por
uma seqiiéncia de problemas de estimacio L, ponderada. Sua adaptagdo ao nosso problema,
nos da o seguinte:

Passo 0 - escolher um niimero pequeno § > 0;

Passo 1 - Calcular b = B, que minimize 3, [rn(b)]?;

Passo 2 - Na j-ésima iteracgéo, calcular b = B j que minimize

> wijlraB))?, (3.16)

onde

wi; = {0 s rat(Bj1) =0, (3.17)

1/rn4(Bj—1) caso contrério;

Passo 3 - Se |rni(B;) — ri(B;_1)| < 6, parar. Caso contririo, retornar ao passo 2.

Este algoritmo pressupde a existéncia de outro algoritmo para a estimacéo de
minimos quadrados ponderados em modelos ARMA no passo 2. Cogger(1979) indica este
algoritmo como alternativa a programacao linear quando o modelo contiver parametros
de médias méveis. Por outro lado, para modelos auto-regressivos puros, os algoritmos de

programagcao linear podem ser usados.



CAPITULO 4

ESTUDO DE MONTE CARLO

Neste capitulo apresentamos um estudo de Monte Carlo a fim de visualizar me-
lhor o comportamento da estimativas L;. Os objetivos deste estudo sio trés. Primeiro,
estudamos o comportamento da fungéo objetivo dentro do espago parameétrico, principal-
mente quanto ao aspecto da nao convexidade. Segundo, procuramos verificar o resultado
de consisténcia das estimativas obtido no teorema 2.11. Terceiro, procuramos lancar al-
guma luz sobre a questdo da distribuigio amostral das estimativas. Fizemos, também,

uma comparagao entre as estimativas L; e L, no caso de um modelo de médias méveis.
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4.1. PLANEJAMENTO DOS EXPERIMENTOS

Estudamos trés modelos de séries temporais: AR(2), ARMA(1,1) e MA(2). Os modelos
AR(1) e MA(1) foram, eventualmente, tratados como casos especiais do AR(2) e do MA(2),
onde ¢, = 0 e 6, = 0, respectivamente. Para cada modelo, trés distribui¢des do ruido
foram consideradas: a distribui¢io normal padrio, a distribuicéo de Laplace com mediana
zero e variancia 2 e a distribuigdo de Cauchy com mediana zero e parametro de escala
igual a um. Séries temporais de tamanho N = 400 observacdes foram geradas. As n

primeiras observagoes de cada série gerada formaram uma sub-amostra de n observagoes,

para n = 25, 50,100,200 e 400.

4.1.1. Geragao das Séries Temporais

Primeiramente, varidveis aleatérias com distribuigdo uniforme (0,1) foram geradas. Os
processos de ruido branco com distribuigédo normal padrao foram gerados usando o método
polar de Marsaglia(1962). Os processos de ruido branco com distribuigdo de Laplace e de
Cauchy foram gerados usando o método da tranformagéo inversa (Abramowitz e Stegun,
1972, p.950). Dados um conjunto de pardmetros e um processo de ruido branco, a série
temporal foi gerada diretamente usando (2.3). Uma amostra de N + 100 observacées foi

gerada, sendo as 100 primeiras descartadas para evitar o efeito de valores iniciais.
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4.1.2. Primeiro Experimento

Antes mesmo de se obterem os resultados teéricos do capitulo 2, um primeiro experimento
foi realizado para se saber quao irregular seria o comportamento da fungéo objetivo dentro
da regiao de estacionariedade e inversibilidade. Para cada um dos trés modelos e cada uma
das trés distribuigdes de ruido tomou-se uma amostra sistemética de pares de pontos dis-
tribuidos dentro da respectiva regido de estacionariedade e inversibilidade. Desta maneira,
obtiveram-se pontos préximos & origem, préximos a fronteira e intermedidrios, num total
de 1020 conjuntos de observagdes. Para cada conjunto de observagdes os residuos foram cal-
culados pelo procedimento de backforecasting, para valores distribuidos sistematicamente
pela regido de estacionariedade e inversibilidade, obtendo-se com eles os erros médios em
L, e em L, e as correspondentes fungdes objetivo. Com tais dados construiram-se curvas

4 ’ qe
de nmivel para os erros médios.

4.1.3. Segundo Experimento

Um segundo experimento foi realizado a fim de determinar a partir de que tamanho de
amostra as estimativas poderiam ser consideradas normalmente distribuidas (Dielman e
Pfaffenberger, 1988). Geraram-se 100 réplicas para cada modelo e distribui¢io, num total
de 900 séries. Tomaram-se os modelos MA(2) com pardmetros 6; = 0,4 e 6, = —0,5,
AR(2) com pardmetros ¢; = 0,4 e ¢ = —0,5 ¢ ARMA(1,1) com pardmetros ¢; = 0,4 e
6, = —0,5.

Os parametros foram estimados pelo algoritmo de Schlossmacher(1973). Em cada
passo foi usado o algoritmo de Marquardt(1963), de modo semelhante ao descrito em Box
e Jenkins(1976,p.504). Estes algoritmos foram escolhidos apenas por facilidade de uso,
J& que néo era nosso objetivo comparar a eficicia dos diversos existentes nem elaborar
um programa para ser comercializado. A cada iteragdo dos algoritmos os residuos foram

calculados pelo procedimento de backforecasting.
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L . o . . . 4
Calcularam-se algumas estatisticas descritivas sobre as estimativas obtidas: mi-
nimo, média aritmética, méximo, mediana, desvio padrio, bem como erro médio L, e erro

médio Ly, dados por:
100

e = Y _ |Bij*, (4.1)
=1
para (1 = 1,2) e (p = 1,2), respectivamente.
As distribuigbes amostrais construidas a partir das estimativas foram testadas

para normalidade usando o teste de Lilliefors(1967), sendo a estatistica D de Kolmogorov-

Smirnov calculada pelo algoritmo de Gonzalez, Sahni e Franta(1977).

4.2. RESULTADOS E DISCUSSAO

4.2.1. Curvas de Nivel

Para um estudo grafico do comportamento da fungao objetivo e do erro médio dentro da
regiao de estacionariedade e inversibilidade, alguns casos do primeiro experimento foram
selecionados (figuras 4.1 a 4.20). Nas demais séries estudadas, para as quais nio apresen-
tamos figuras, o comportamento é sernelhanté.

O exame do comportamento dos erros médios em L; e L, mostra que o problema
da ndo convexidade aparentemente nio é muito sério, no sentido de o niimero de minimos
locais nao ser grande e de a fungdo objetivo nao ser representada por uma funcéo muito
complexa, existindo, mesmo, alguma regularidade nas curvas de nivel, particularmente nas
proximidades dos valores verdadeiros. Nos processos ARMA(1,1) estudados nio se detec-
tou a néo convexidade (figuras 4.1 a 4.6, 4.19 e 4.20). Existe, entretanto, a possibilidade
de que ela ocorra fora da regido de estacionariedade e inversibilidade ou de que o intervalo

de amostragem utilizado na construcdo das curvas de nivel néo tenha sido suficientemente
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pequeno para detectd-la. Jé nos processos MA(2) a niio convexidade é nitida (figuras
4.7 a 4.12). Nos exemplos mostrados, com 6y =0,9e 6, = —0,5 aparecem minimos
locais préximos ao valor §; = —1,0. Surpreendentemente, nos processos AR(2) a nao
convexidade também aparece, semelhantemente aos processos MA(2) analisados (figuras
4.13 a 4.18). O motivo estd no uso do procedimento de backforecasting para obtengéo
dos residuos amostrais. Como visto na proposigao 2.5 isso nao deve ocorrer se as duas
primeiras observagoes forem reservadas para o calculo inicial dos residuos. Portanto, é na
pratica da estimagao computacional que pode ocorrer a niio convexidade em modelos auto-
regressivos. Como ¢ usual, mesmo na estimagéo L5, o uso de backforecasting na estimacéo
final dos pardmetros (Box e Jenkins, 1976), resultados como os de An e Chen(1982), Gross
e Steiger(1979), Hannan e Kanter(1977), Yohai e Maronna(1977), podem néo se aplicar
as estimativas obtidas em modelos auto-regressivos. Entretanto, os resultados mais gerais
obtidos no capi’tulo 2 continuam sendo validos.

Na maior parte dos casos apresentados nas figuras o comportamento das curvas
de nivel L, e L é muito semelhante. Note-se, entretanto, que a estimagao L, do processo
ARMA(1,1) com distribuigio de Cauchy é muito inferior & estimacdo L (figuras 4.5 e 4.6),
no sentido de as curvas de menor nivel incluirem o valor verdadeiro no caso L;, mas, nio

no caso L.

’

E importante observar que os modelos ARMA(p,q) com p = g e 6; = ¢; ,
(z =1,... ,p) reduzem-se a z;, = a,. Isso explica os valores constantes dos erros médios
ao longo da diagonal ¢; = 6, que aparecem nas figuras 4.1 a 4.6, 4.19 e 4.20. Se os valores
verdadeiros dos pardmetros estiverem sobre essa diagonal, a estimativa poderd ser ruim,

como no exemplo da figura 4.20.
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4.2.2. Estimagao

As estatisticas descritivas (tabelas 4.1 a 4.3 ) mostram que, em todos os casos, & medida
que o tamanho da amostra aumenta, as estimativas aproximam-se do valor verdadeiro,
pois, a média e a mediana das estimativas aproximam-se do valor verdadeiro, enquanto
diminuem as medidas de disperséio, como o desvio padréo, os erros L; e L, e o intervalo
entre o minimo e o méximo. Este resultado reforga o resultado tedrico de consisténcia,
mesmo no caso de distribuicao de Cauchy, em que o processo nao é L, e, portanto, nao se
aplica o teorema 2.11. Convém lembrar que, em situagdes reais onde se dispde apenas de
uma série, a varidncia das estimativas poderd, eventualmente, ser obtida pela técnica de
bootstrap.

Jé o teste de Lilliefors (tabelas 4.4 a 4.6 ) mostra que nenhum dos casos apre-
sentados evidenciou normalidade das estimativas mesmo para 400 observagoes. A pior
situagéo foi com a distribuicio de Cauchy, como esperado. Uma explicagio parcial para
esse resultado pobre pode estar no pequeno niimero de réplicas utilizado, o que se deveu
ao alto custo da simulagdo, j4 que o presente estudo de Monte Carlo é antes ilustrativo
que objetivo final do trabalho.

O exame dos graficos (figuras 4.21 a 4.38) mostra que:

a) a distribuicao das estimativas tende a ser simétrica com pico proximo a mediana
ou a média;

b) com poucas excegdes, o histograma é mais pontiagudo que a normal correspon-
dente, principalmente quando a distribuicéo é de Cauchy (e dentro deste caso, principal-
mente no modelo auto-regressivo); |

¢) na maioria dos casos aparecem valores estranhos (outliers), principalmente
quando a distribui¢ao é de Cauchy.
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