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INTRODUGAO

0O uso de amostragem estratificada envolve quatro

operagoes eépecificas:

(1) a escolha de uma variavel de estratificacao;

(ii) a escolha de um numero L de estratos;

(iii) a detefminagao do limite dos estratos;

(iv). a escolha do tamanho n, da amostra a ser tomada do h-
» esimo estrato.

Um dos problemas serios da estratificagao e a di-
visao dos estratos.

Dalenius (1950) determinou equacoes cujas solugoes
nos fornecem limites otimos de estratificagao, ¥y > Ppara alg
cagoes de Neyman e Proporcional. Como a solucao dessas equa
goes apresenta dificuldades computacionais, varios metodos
de aproximagao para esses limites otimos foram desenvolvi -
dOS.“

Este trabalho se detem em aspectos envolvidos na
determinagao de limites, proximos do otimo, para cada eg=
trato da populagao em estudo. Nossa preocupacao e determi-

nar, para uma populagao continua, os melhores limites que
- 1 -



vao compor os estratés. Os melhores limites s;o definidos
como aqueles que dio uma variancia minima para a média popu-
lacional estimada de uma amostra estratificada de tamanho n,
com escolhas otimas de tamanho n, nos estratos individuais.

A estimativa da media populacional e ;st= Y wh§h onde ;h e a
h

média da amostra no h-ésimo estrato e Wy e a proporgao de

unidades no mesmo estrato. Sua variancia e igual a V(yst) =
wh cIh

z — onde o0 esquema proposto e amostra aleatoria sim-

h h '

ples com reposigao em cada estrato.

Os tres primeiros capitulos, apresentam métodos de
estratificagao aproximadamente otimos quando a variavel de
estratificagao & considerada como a propria variavel de esti
magao. No primeiro capitulo, abordamos o metodo desenvolvi-
do por Dalenius e Hodges (1959). De inicio mostramos as equa
goes que determinam os limites reais otimos de estratifica-
gSo para as alocagses de Neyman e Proporcional. A seguir en
contramos solugoes aproximadas para o conjunto que satisfaz
as equagoes minimais e apresentamos um exemplo. No segundo
é;p{tulo desenvolvemos um outro metodo, devido a Ekman(1959),
no qual sao apresentados dois casos; um. para densidades com
amplitude finita, e outro para densidades com amplitude in-
finita. TFinalizando o capitulo, apresentamos um exemplo. No
terceiro, desenvolvemos uma regra sugerida por Hansen, Hur-
witz e Madow (1953) que consiste em formar estratos de tal

maneira que, na distribuicao de y, o seu valor agregado e o

mesmo para cada estrato. Tambem exemplificamos atraves de



uma aplicagao do procedimento.

0 quarto capitulo difere dos tres primeiros na me-
dida que a variavel de estratificacdo x, nao & a variavel de
estimagao y. Na maioria das situagoes praticas a variavel
de estimagao y e raramente conhecida. Entao, a estratifica-
gEo. e feita com base em alguma variavel x convenientemente
escolhida (geralmente e o valér de y em um censo recente ou
outra variavel muito relacionada com y). A composicao desse
capitulo e iniciada com a determinagao dos limites otimos de
estratificagao. A seguir encontramos solucoes aproximadas
sintetizadas em quatro regras determinadas por Singh e Suk-
hétme (1969).° Um item aborda em particular o uso da regres-
sao como método de estimagzo'do qual apresentamos um exemplo

No quinto capitulo, fazemos uma aplicacao das tec-
nicas apresentadas nos tres Primeiros capitulos, a uma situa
¢80 pratica, com dados referentesas Areas de imbveis - rurais
de proprietarios agricolas do municipio de Indepéndéncia-Ce.

Finalizando o trabalho, expomos, em um breve capi-
tulo de conclusaes, sugestoes de estudo para alguns assuntos

referentes a estratificacao e que nao foram abordados aqui.

S e



CAPITULO 1

METODO DE ESTRATIFICAGAO DEVIDO A DALENIUS E HODGES

1.1. Introduggo

Considere uma populacao a ser estratificadaem L es-—
tratos. Seja YosYqsee+s¥y ©OS limites dos estratos, os estra-

e w a me-

tos sendo numerados por 1,2,...,L, e seja Hy s (o] h?

h

dia, o desvio padrao e a proporgao de unidades no h-éesimo es-—

trato,

ESTRATO 1 2 +++ h e+ L

LIMITES v, Yo vt oy, ottty
MEDIA ST Wy st oMy tee g
’ DESVIO PADRAO o, O, **+ O e+ O
PROPORCGAO Wy Wy st ow ottt W
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Em amostragem estratificada, a estimativa da media

populacional e y = E w,y, onde vy, e a media da amostra no
st h”h h
h
2 2
‘ U)h g
h-esimo estrato. Sua variancia e iguala "(yst) = z —a quando
h h

foi retirada uma amostra aleatoria simples de n, unidades com

reposigao da populagao com N elementos no estrato h ,

h=1,2,... L .

Para um tamanho de amostra n fixado, e tomando alo-

_ . U.)h Uh
cagao de Neyman, onde By B oA eSS, a variancia da media &
Jw 0y
dada por h
2
- 1 —'l
v ( yst)N S .[2 Wy Oy | (1.1)
i  “h
e para alocagao proporcional, onde n, = n . a variancia
da media e dada por
— 1 2
v ( yst)p = — % W Oy (1.2)

0 problema de escolher limites de estratificacgao Yh
que minimizem V( ;st) foi abordado primeiro por Dalenius (1950)
que deterﬁinou equagoes minimas fornecendo limites otimos pa-
ra alocagSes de Neyman e proporcional. No entanto, a soluggo
dessas equacoes apresenta dificuldades de céiculos, sendo em
alguns casos, ate mais trabalhosas que minimizar V¢ ;st) di-
retamente por tentativa. Para evitar essas dificuldades, Da-

lenius e Hodges, considerando o caso de alocagao de Neyman,
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propuseram tomar valores [yh ] com base na frequencia acumu-
lada de Vf(y) onde f(y) e uma fungao densidade,

No item 1.2 deste capitulo apresentaremos as equa-

¢oes que determinam os limites otimos dos estratos. No item
1.3 serao abordados métodos de aproximagao para o conjunto
[ Yh ] satisfazendo as equagoes minimais. Como ilustragao,

no item 1.5 apresentaremos um exemplo numerico para a fungao

densidade f(y) = o) , y >0, com a deferminaggo de pontos li~

mites de estratificagao aproximadamente O0timos.

'.2. Limite Otimo dos Estratos

Seja y a variavel de estratificagcao com funcao den-
sidade f(y) e media

©o

t £(t) dt | (1.3)

— o0

u

a amplitude y,» ¥y da variavel y e separada em L partes com

-

pontos Yy < y2 < o0 < Yi-1° cada parte correspondendo a um

estrato. Para o h-ésimo estrato:

Yh
- wh = f(t) dt (1.4)
Yh-1
i Yh _
H, = t £(t) dt . (1.5)
h wh



02 = L b tzf(t)dt - 52 (1.6)
h Wy uh :
Yh-1
p o= wp My (1.7)
h

Seja [yh] o conjunto de pontos otimos de estratifi
cagao para o qual V( ;St) e minima. Estes pontos [ Yh ] sao
as solugoes das equagoes minimais que sao obtidas quando igua
lamos a zero as derivadas parciais de V( ;st) com respeito a

[ 2N ]. Nos obteremos essas equagaes para alocagges de Ney-

man e proporcional.

1.2.1 Limites Otimos de Estratificacao para Alocacao de
Neyman
_ 2
Nos desejamos minimizar V( yst)N = [; wh Oh] /n e

que e equivalente a minimizar

) woo . (1.8)
h "h
h
Para facilidade de calculos iremos considerar Yhe1 = Vi ¢

Igualando a zero as derivadas parciais da equagao (1.8) com
respeito a Yy, nos chegamos a
30 dw 90, - dw ,

h h 1 i
W, —w—— + 0, ——m + w, —— + 0, —— =0 (1.9)
h ayh h Byh i Byh i Byh



mas,
Boﬁ f(yh) h 9 f(y h)
3. a Yy f(yh-)‘f_z— trE(e)de-2y, |— yhf(yh,-———z—— tf(t)dt
h h wh h « w,h .
Yh-1 Yh-1
9 £Gy,) 9 My u2
=Eyh f(y ) ‘——zuh—[ch"‘llh:l“zwhyh f(yh)+2 hf(yh)
=f¢(7”h)l‘2_02_2_2 +22"
w L7 T % T e T Ml T My
f(y,) 2
SYh . )
= - -0
[(yh uh) hJ (1.10)
De modo analogo
2
30 f(y, ) =
i h [ 2 2
— = - (y "]J.) - g, ‘[ (1.11)
ayh w, h "1 i
Bwh Bwi
- = f(y,) = - (1.12)
oVy n 0y
5 902
(6]
3 1 h
B . / ofl ’ 5 (1.13)
Oy, ¥y 20 7h
usando os resultados acima na equacao (1,9), temos
“oo Ta [‘yh‘“h) S ERURLAEYS E7T [ —Oi]
- f(yh) o, = 0
£(y,) £(y, ) |
h 27 _ h N2 2,2
2, [(yh My) TOR*20, | = 20, [(yh M) 0i+201:l
2 2 2 2
vy, BT+ oy (v, ui) + 0%

h %

(1.14)



onde i = h+l, h =1,2,,.,., L-1,

—

0 conjunto [ Yy ] satisfazendo equagao (1,14) & o
conjunto de pontos otimos de estratificagao que minimizam
v( yst)N .

1.2.2. Limites Otimos de Estratificacao para

Alocacao Proporcional

Com a alocagao proporcional, nos desejamos minimi-

- 2 ] - .
zar V(yst) = ['2 Wy oy J / n o que e equivalente a minimizar
p h

‘ 2

L w, o - (1.15)
h

Igualando a zero as derivadas parciais da equagao (1.15) com

respeito a ¥4, » temos

ow o] ow. -
a .
wh 5 0}21+02——-h +wi——1+02 . (1.16)

h i .
h 9y, Ay W4

usando as equagaes (1,10), (1.,11) e (1,12) na equaggo acima,

nos chegamos a

2 2] 2 2 2 2
f(yh)l:(yhmh) —oh:‘+f(yh)0h f(yh)[(yh M) -OJ £(y,)o; =0
9 2

£y, ) (v = wp) = £y ) vy = uy)

2 2 2 2 _
Yp t Wy T2y My Ty My T 2y Wy

(up = wy) Qg+ omg 2y,) =0

| My % ¥y
yh = ———2-—— ’ i = h+1, h = 1,2,..\, L—]- ° (1'17)
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Nos observamos que ambos os sistemas (1.14) e (1,17)
sao fungoes de parametros populacionais que pdr sua vez sao
fungoes das solugoes destas equagoes, Devido a essas difi -
culdades de calculo, Dalenius e Hodges desenvolveram um mé-

todo de aproximagao da solugao exata [ Yy ] satisfazendo eq,

(1.14), bastante aplicavel em situagSes praticas,

1.3, Solucoes Aproximadas dos Pontos Otimos de Estratificacao

1.3:1. Primeira Aproximacao

Seja f(y) uma fungao densidade e YosYysee+ Yy » PODT
tos limites de estratificagao que satisfazem equagao (1.14),
Nos;o problema e encontrar um conjunto [y;] que possa ser
tomado como uma‘primeira aproximagao de [yh] .
Para determinagao desse conjunto [yL']considere
y
Z(y) = VE(t) dt (1.18)
—co

Quando y —> «, Z(y) aproxima-se de um limite superior H. As

das equagoes

|

raizes yi,yé,... Y

h ,
Z(y) = ——H, h =1,2,..., L-1 (1.19)

podem ser tomadas para L grande, como primeira aproximacgao

dos pontos Yi{sYgsrees

Y1.-1 satisfazendo (1.14). Em outras

palavras, o valor do cum Vf e constante em todos os estra-

tos.
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Uma justificativa de Dalenius e Hodges (1959) para
o exposto acima e dada como segue.
Quando o numero L de estratos e grande, os estratos

estarao proximos, e cada um deles tera distribuigao aproxima

damente constante dentro de um dado estrato. Assim,
Yh
W, = f(t)de ~ fh(yh—yh_l) (1°,20)
Yh-1

onde fh e o valor "constante" de f(y) no estrato h.

1
0] '\”_—_(yh

" ) (1.21)
V12

Yh-1

Substituindo essas aproximagoes em (1.1), nos encontramos

2
o, v fh(yh - yh_l)

Y127 ) vy oy
h

o~

2
g [th - yh—li]
=3 (z, -2 _.) (1.22)
h

a ultima soma e minima quando (Zh—Zh_l) e constante, ou seja,

h

(Zh—Zh_l) = VE(t) dt th (yh ) (1.23)

T Yh-1
Yh-1 '

1.3.2 Segunda Aproximacao

. Suponha que a fungao densidade f(y) e estratificada

em L estratos. Dois estratos consecutivos sao especificados
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POT ¥, 15 Yy © Yyuq- Para simplificar as formulas, conside-

= y.. 0 intervalo (yg,yh) cor-

T Vp-1 7 g Yn T ¥n € Yhn i

responde ao h-esimo estrato, enquanto (yh,yi) ao i-esimo es-

trato.
Definindo
y
1) = tPf(t)de (1.24)
-— 00 ’
2 .. . e 2 2 -
as medias condicionails uh e ui, e as variancias Oh e Oi dos

estratos podem ser expressos em termos de Ip(y) como segue:

Y Y y

. g
tf(t)dt tf(t)dt - tf(t)dt
d ) - —00
0 s yg _ * .
h AN 1 _ yg
f(t)dt f(t)dt - [ £(t)dt
- 00 - 0O
g
I.(y,.) - I.(y.))
w a0 1 "8 (1.25)
Io(yh) > Io(yg)
ryh [y y _
2 h g8 5
t f(t)dt t " f(t)dt - t“f(t)dt
2 Jy 2 - —
h * ° S y " th
(Yh (Y
f(t)dt f(t)dt - f(t)dt
Jy. J —
Vg
I,(y,) I,(y )
- o L B 28 .« uﬁ (1.26)
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Definindo

Desenvolvendo o lado esquerdo de (1.32) temos

(1.27;

J = 1 ) - I
pli p(yh p(yg)
_temos
J
~ Y1n :
uh = (1.28)
oh
J J2
2 _ Y2n 1h
0 =
h 3 2
oh JOh
2
J J - J
_ oh- 21; lh (1.29)
Joh
De maneira analoga
J._ .
- w, = —2i (1.30)
* "
oi
J J J2
oi “2i  “1i
o? = (1.31)
1 2
J .
oi
substituindo os valores da equacao (1.14) em termos de Jph e
J . temos »
pi
J . J J2 J 2
oh"2h “1h _ _1h 0i"2i
2 yh J 2
J.oh oh J .
= 01 (1.32)
2 1
JohJZh_th oiJZi- 1i
2
Joh



- LG =

2 2 .
Jond2n I 1n o n M 1m0 on” 1n
2 2
Toh - Yop 2 I P non
= (1.33)

T 3, -5 W/j I.—ga ‘
oh"2h *1h oh*2h ~1h

Jﬁh

Procedendo de modo analogo para o lado direito da equagao

(1.32), podemos escrever

2 2
Yon 23 1n* T ten I9 42T 571 4 0 ) 6e
_ = 0 (1.34)

2! 21
m/GOhJZh—th L/SoiJzi‘J1i

Para simplificar, esta equagcao pode ser escrita como

AL - B =A =20 (1.35)

0 conjunto [yh] satisfazendo equacgao (1.35) cor-
responde a estratificacao de minima variancia. Se nos subs-
tituirmos algum outro valor, digamos yL, nos iremos denotar
os lados esquerdo e direito da equagao (1.34) por AL e BL
r . . 1
respectivamente e sua diferenga por Ah s

Em geral nao podemos supor que o conjunto [yﬁ] de-
rivado da equagao (1.19) satisfaca a equacgao (1.34).

Descreveremos a seguir, um metodo de ajustamento do conjunto

inicial [yL ] em um conjunto [fé] satisfazendo equacao (1.34).

Considere uma distribuiggo retangular f(y) =1 ,
0 <y <1. Para um numero L de estratos, vamos considerar

tres estratos consecutivos com indices g,h.i. Neste caso, temos




J
J =I(')-I(')=Yhdt—ygdt—('—') |
oh oYh o yg = Y yg
(o] (o]
' 1
J..o=1(y) -1 (y) = Yht dt - ygt dt = —l—( '2 - '2) \ (1.36)
1h - 1+%h 1Y > In T Vg .
(o} (o]
v, y!
J,.o=1(y) - I(y) = htzdt— gtdt=—1—('3-'3)
2h” “27n 2g 3 On T Vg
o] o
De modo analogo
-= ! ' ]
Joi - (yi yh)
_ 1 12 _ 12
T1g = 50y S (1.37)
1 '3 13
J21 S 3 SF h )

Substituindo os valores (1.36) e (1.37) na equagao (1.33)te-

mos
1 12
Al - Ion ™ PpI1nn Jon
: 2
Jond2n1n
13 13 v, 12 12 2, 1
130Gy v ) =~y O v )+ oy Gy )

vt 13 13 12 12,2
»\/1/3<yh—yg)(yh v = 140G Ry

13 13 1, 12 12 12, 1 1
1/3[:(yh Vg ) = 3yh(yh ¥y ) + 3y, & h yg)]

. 21
'R 13 13 12 42
1/2v3 [\//4(yh-yg)(yh Ty ) _ 30y Y ) J




13 1 3 12 1 ro12
- + -,
E 3 LM e
V3 14 t 13 13 12 12 v 4!
Yg AV Yy TAYTYRTEY, Yy Yy
(yp = ¥y Gy =y )
2 h g h
V3 ' N
vy, yg)
2
= (v, = v.) (1.38)
/3 g
De modo analogo
J 29T . * y. 23
gl . 2 Yh'1i * Yn “oi
h 75
) Vboi T2i7914
2
= (v; - vp) (1.39)
V3
Desta forma
: \
1 1
BAh ) BBh _ =2
\ 1
L Yy, V3
» (1.40)
3A, N
- h =, Bh = -
1 1
CAAN Ay 3 J
3A, 9B, ~
as expressoes do tipo ===y etc, sao lguais a zero
3y . Byé'

\i 1 1
De.Ah = A —Bh

nos derivamos as seguintes expressoes



3, 8, _2 \
Byé ) 3y ; o
T (1.41)
TN 4
Byg i V3 J

Nos temos um conjunto [yg] com os correspondentes
1 . . . " - 1 1
Ah e desejamos determinar um conjunto [yh ] com IAh | < | Ah s

Pelo teorema do valor medio, nos temos

A" _ A‘ + TR aAh i " ,) BAI; + ( " ') aAh (1 42
Tt O T Oy o YT T 142)
CYg 4 ¥
. 1 1 1
h =“A1,2 ..... g’h,l, P L"']., com y; & yo e yL = yL . Resol-

. ~ n - 3
vendo este sistema de equagoes para y,, nos encontramos o con-

junto desejado.
an,
A matriz M de — j=1,2,.... g,h,1i .,, L-1 , ad-
dy..
J

mitindo distribuigao aproximadamente retangular, & a seguin-

l;e
2 -1 0 0 «++ 0 0
-1 2 -1 0 -+ 0 0
o -1 2 -1 e+ 0 0
2 | :
M o= — (1.43)
V3
0 0 0 R 2
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onde M & uma matfiz quadréda com (L-1) linhas e colunas. Na
primeira e ultima linha, nos supomos a distribuigcao retangu-
lar com amplitude finita e limitada no final por um ponto de
valor absoluto muito grande. Quanto maior o numero L de es-
tratos, melhor @ a aproximacao para uma distribuicao retan-

gular. A inversa de M e

(L-1) (L-2) -+ 2 1
(L-2) 2(L=-2) -+ &4 2
wl o 3 (1.44)
2L
2 4 2(L-2)(L-2)
1 2 (L-2) (L-1)

. n - .
onde. o novo conjunto [y ] e determinado de acordo coma for-

ma abaixo

Lyl =1Ty"] - M“l[ A ] | (1.45)
Explicitando, teriamos .
?; =y, - ;g— [fL—l)Ai+(L—2)Aé CIRRTTI S ]
| I (1-49)
i Ty e 0]
3
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Se necessario, o processo pode ser repetido para determinar
um terceiro conjunto [yﬁ”] etc.

Como passo final nesse processo de ajustamento, es-
pera-se que essas aproximagoes desenvolvidas para o caso re-

tangular, sejam mantidas com bons resultados para outros ca-

SOs.

1.4. Exemplo Numerico

-y

Seja f(y) = e”’, y > 0. Desejamos determinar pon-
tos de estratificacgao AR FERREES M) para L = 2, 3, 4e5 es-
L - _ 2
tratos tais que V(y .) = |) w,_ o ] /n seja minima. Aqui,

V(;;t) € a variancia da estimativa da media populacional,
N
quando a amostra foi retirada sob_alopagao de Neyman.

. . . 1
Primeiramente vamos encontrar um conjunto [yh] como

visto na secgao 1.3.1 e que e a primeira aproximagao para o

conjunto [yh] satisfazendo equagao (1,14). A seguir, fare- .
mos a segunda aproximacgao para o conjunto [yh] usando as
equacoes (1.45) da secgao 1,3.2, Finalmente, calcularemos

v(?st) e apresentaremos um resumo dos resultados na tabela
N

1.4.

1.4.1. Determinaggo de Z(y) e Ip(y) para f(y) = e Y

Da definigao de Z(y) e de Ip(y), nos temos

y
Z(y) = Ve—t dt = 2(1—gy/2)
o



= 90 =

com Z(0) = 0 e Z(») = 2

y

Ip(y) = tP e—t dt , tal que
o
y

I (y) = et dt = 1-e 7 .
o
y

Il(y) = t e_tdt = 1-e 7 - ye'—-y
(6]

‘ y

L, {y} = 2 b ar = 2=a 7 (yladged)

o

1.4.2. Calculos Numericos para L=2 Estratos

Da equacgao (1.19), a primeira aproximacgao y{ e dada

pela raiz da seguinte equagao

y [ee]
Jert at = —%— /et at
o o
2(1 - 712y Ll .22
2
Neste caso, yi = -2&n 1/2 = 1,39 ,

Usando as fungaes Ip(y) nos temos

]
[

1
I, (0) 0, I (y;) =20,7509 , I (=)

1, (0)

]
-t

1
0, I,(y}) = 0,4047 , I, ()



12(0) =0 ,

e de J = I
ph P

3, = 0,7509
L

Iy, = 0,4047
' -—

35, = 0,3280

- 21 -
1
I,(y;) = 0,3280 ,

(yh) = Ip(yg) temos

1

, 3, =0,2491
1

, J;, = 0,5953
1

,  J,, = 1,6720

Iz(w) =

TABELA 1.1

2

RESULTADOS NUMERICOS DA PRIMEIRA APROXIMAGAO PARA PONTOS

OTIMOS DE ESTRATIFICACAO DE f(y)=e ’ PARA L=2

1 v
o y1—1.39 Y, ©
Io(yé) 0,0000 0,7509 1.0000
Il(yg) 0,0000 0,4047 1.0000
Iz(y;) 0,0000 0,3280 2.0000
3;1 0,7509
J;Z 0,2491
Jil 0,4047
Jiz 0,5953
Jl
21 0,3280
Jéz 1,6720
nos calculamos
' 1 ' 12 v
g Tt Ja
1 1 1 |2|
1/601 Jo1 7
2
0,3280 - 2x1,3%0,4047 + 1,39°x0,7509 _ , 5767

1//0,7509%0,3280 - 0,4047

21
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. ' ' 1 12
v Jy T J Y g

1 ' 12'
AV/Soz T2 719
2

1,6720 - 2x1,39x0,5953 + 1,39x0,2491
_ L X X = 2,0000

\/6,2491x1,6720 - 0,59532

-

1 1
by = A; - Bj =2,2761 - 2,0000

0,2761

1 - o . -* . .
como Al e consideravelmente maior que zero, nos desejamosajus

tar yi

Da equagao (1.45), temos
w3 /3 )
vy, T Y 4 Al = 1,39 7 x 0,2761 1,27

Usando as equagoes Ip(y) e J nos calculamos os re

ph’

sultados apresentados na tabela 1.2

TABELA 1.2
RESULTADOS NUMERICOS DA SEGUNDA APROXIMAQKO PARA PONTOS

OTIMOS DE ESTRATIFICACAO DE f(y)=e ° PARA L=2

y"' =0 y;=1,27 y, = ®

’Id(y;). 0,0000 0,7192 1,0000
Il(y;) | o,oodo 0,3625 1,0000
1,(y) 0,0000 0,2721 ' 2,0000
J 0,7192

J 0,2808

J 0,3625

J 0,6375

J 0,2721
1,7279




" ' " n2 "
J 2y J y i
AL - 21 1 "11 L "ol . ;0162
s " n " 2
VéolJZl Ty
2 "
JH _ 2yll J" + yll J
BI - 22 1 712 ‘1 o2 = 2,0007
nooon n2
1/Gon22 T12
E AI =AY - B; = 2,0162 - 2,0007 = 0,0115 & muito mais pro-
ximo de zero que Ai. O ponto y; e entao, muito mais proximo

do ponto y; dque o ponto yi

Na parte 1.4.5 calcularemos as variancias correspon

dentes a yi e y1

1.4.3, Calculos Numericos para L=3 Estratos

. . . ~ 1 1 ~ -
A primeilira aproximagao y, € ¥y, sao dadas pelas rai-

zes das seguintes equagoes

2(1 - Ey/z) = — 2

2(1 - ;y/Z)

e 2
3
resultando em yi = -28n(2/3) = 0,81 e
yy, = =2n(1/3) = 2,20
Usando as fungSes Ip(y) e Jph nos calculamos os resultados

apresentados na tabela 1.3.
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TABELA 1.3
RESULTADOS NUMERICOS DA PRIMEIRA APROXIMAGAO PARA PONTOS

OTIMOS DE ESTRATIFICAGAO DE f(y)=e > PARA L=3

y. =0 y,=0,81 y£=2,20 y; = o
Io(yﬁ) 0,0000 0,5551 0,8892 1,0000
Il(yé) 0,0000 1,1948 0,6454 1,0000
Iz(y;) 0,0000 0,0977 0,7546 2,0000
Jél 0,5551
Jéz 0,3341
I, 0,1108
Jil ' 1,1948
Jiz 0,4506
Ji3 . ' 0,3546
Jél 0,0977
Jéz 0,6569
J;3 1,2454
Ai ) Jél 2y{ q{l %2 J;1 - 1,1466
\/681 Iy1 ~ Jii
! - J32 T 21 1y %2 o2 _ £,1401
oz T30 - 0
Al - Jpp T 29y 3, t % T g2 _ 22726
A SR B 32



1 \j 1 2 1
; Jo3 = 2¥y Jy3 F Yy J43
B, = = 2,0007
', J!l J'ZI
03 V23 13
Entao
by = Ai - Bi = 1,1466 - 1,1401 = 0,0065
Ay = Aé - Bé = 2,2726 - 2,0007 = 0,2719

. Cog " 1n -
a segunda aproximagao vy e y, e dada por

no_ v Y3 B 1 ' _
Yy T Y %3 [(3 1)A1 + A%] 0,73
n _ 1 - Y3 1 _ 1 _
Yo = Y4 23 [Al + (3 1)A2] 2,04
1.4.4. Calculos Numéricos para L > 3 Estratos

Calculos semelhantes foram feitos para L=4 e L=5 es-
tratos. Como sao inteiramente analogos ao apresentado aci-
ma, nao serao apresentados detalhadamente aqui, Os resulta-

dos estao resumidos na tabela 1.4,

1.4.5. Calculo de Variancias

- — 2 :
Para o calculo de nV(y . ) = z w, 0,. precisamos
st h h "h

calcular o valor de W e O

h h° proporgao e desvio padrao pa-

ra h=1,2,... L

Para L=2, temos y; = 0, y{ = 1,39 e y; = o Usan-

do as definicoes I e J temos
< p(y) iy
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/1,39
w = e tdr = 1_(1,39) = 3! =0,7509
JO
pos
wy = etdt =1 - 0,7509 = Ja, = 0,2491

Das equagoes (1.28) e (1.29) temos

~ in 2 Jon Y2n 7 Yin
H, = e o, =
h J h
oh J2
' ' oh
Entao
1
J 0,4047
p! o= L o = 0,5390
1 g' 0,7509
ol
.
. Ji9 0,5953
u = = = 2,3898
2 g 0,2491
02

1

. 0,7509 x 0,3280 - (0,4047)2
0, = = 2 = 0,3825
(0,7509)
2)
. 0,2491 x 1,6720 - (0,5953)
gé = = = 1,0005
(0,2491)2
_ 2
W (y.,) = [2 “h Oh]
h
= (0,7509 x 0,3825 + 0,2491 x 1,0005)2 = 0,2855
Com a segunda aproximacao, temos y:=0, y;=1,27 e ; = oo
" n
wy = 0,7192 , 0, = 0,3525
w; = 0,2808 , o, = 0,9996
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nV(;St) = (0,7192 x 0,3525 + 0,2808 x 0,9996)2 = 0,2855 ,

Para L>2 estratos o procedimento e analogo.
Na tabela abaixo, apresentamos um resumo dos resul-

tados obtidos para L=2,3,4 e 5 estratos para a fungao fQﬂ=e—y.

TABELA 1.4

PRIMEIRA E SEGUNDA APROXIMAGAO PARA PONTOS OTIMOS DE ESTRATI-
FICACAO DE f(y)=e ° PARA L=2,3,4 e 5 ESTRATOS E SUAS VARIAN-

CIAS
NUMERO PONTOS DE ESTRATIFICAGAOQ _
a ' ! ! 1 nV(yet)
DE 1= APROX.| Y3 Y, Y4 s 2
a " " " n = w, O
22 APROX. [2 }
ESTRATOS ¥q X Y4 Y4 & nh
a
) 1% 1,39 0,2877
22 1,27 - 0,2855,
" 12 0,81 2,20 0,1345
22 | 0,73 | 2,04 : 10,1339
z 12 0,58 | 1,39 | 2,77 0,0777
28 0,52 | 1,27 | 2,61 0,0774
= 12 0,45 1,02 | 1,83 | 3,22 0,0503
28 0,39 | 0,92 | 1,68 | 3,02 0,0501
-y

Observamos na tabela acima para a fungao f(y) =e 7,
que nao ha uma melhora substancial nas variancias quando do wuso
da segunda aproximagao com'as diferengas entre elas tornando-se
ainda menores a medida que o nimero de estratos cresce. Is-
to nos sugere que a primeira aproximacao ja fornece bomns 1li-

mites de estratificacgao.



CAPITULO 2

METODO DE ESTRATIFICAGAO DEVIDO A EKMAN

2.1. Introdugao

Suponha que desejamos determinar pontosy1<y2<---<yL_1
."' — _ "1 1 2 . - . . . -
tais que V(yst)N = n [E Wy OhJ seja minima. Aqui, V(yst)

e a variancia da media sob alocacao de Neyman, w, e 0 sao a

N

proporgao e o desvio padrao no estrato h.

Delenius mostrou que os pontos [yh] que minimizam
% w, Iy sao aqueles que satisfazem as equacoes (1.14), igual
a.

2 2 2 2
o + (v 1) Ty + (v mHy )

o
%h h+l
Como ja foi comentado no capitulo anterior, a solu-

-

cao destas equagoes envolvem o conhecimento de W, eo me-

h’
dia e variancia no h-esimo estrato, que por sua vez nao po-

dem ser calculados ate que [yh] seja conhecido, levando a

complicados calculos iterativos. Desta forma, alguns estu-
- 28 =
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diosos —e em particular Ekman—(1959)procuraramsolu95es apro-
ximadas para [yh] satisfazendo as equagoes minimais.

Ekman mostrou que para uma densidade f(y) comampli-
tude finita, os pontos [yh] satisfazendo (yh—yh_l) W, = CL,
h=1,2,... L, onde CL ¢ uma constante que depende do numero L
de estratos, sao uma aproximagao para a solucao exata.

Para uma densidade f(y) com amplitude infinita, a

equagao acima nao pode ser aplicada, mas com alguma modifica

gao, chegamos a equagoes

(Y "Yp-10®, = Cp» B=2,3,... (L-1)
2 2 2 2
3f(yy) o] *+ (yy~uy) ) 3f(yp ¢ |0p * (yp_g7w) N
4 op 4 oL R

que podem ser usadas no lugar das equagoes obtidas para uma

densidade com amplitude finita.

Os resultados obtidos neste capitulo, serao deriva-
dos sob a suposigao de L grande, correspondendo a pequenos
intervaios (yh—yh_l). Quando L se aproxima do infinito, po-
de-se provar que a solugao exata e esta aproximacgao, sao equi-
valentes. Na pratica, no entanto, L é frequentemente peque-
no, dificilmente superior a 5, o que certamente nao satisfaz
a suposicao de L grande. Verifica-se entretanto, que mesmo

para poucos estratos, L=2,3 etc, a aproximagao acima produz

bons resultados. FEkman comparou os resultados obtidosde tres

fuhgses densidade, f(y) = 2(l-y), £(y) = e’ e f(y) =ye.-y 5
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calculando as variancias da media para estratos com pontos
satisfazendo a solugao minima e com pontos aproximados, para
L=2,3,4 e 5 estratos. As diferengas encontradas foram muito

pequenas, o que justifica plenamente o uso das solugoes apro-

ximadas.

Neste capitulo, a titulo de ‘ilustragao, nos traba-
lharemos apenas com a funcao densidade f(y) = e—y.

E conveniente observar que para fungaes densidade

com uma loﬁga "cauda", como por exemplo distribuigoes X2 com
um grande numero de graus de liberdade, sao esperados resul-
tados mais "pobres'.

Um éutro ponto a ser abordado neste capitulo, e a

determinagao de aproximagGes para a constante C ., nos itens 2.4

L
e 2.5,

2.2. Metodo de Aproximacao de Limites Otimos de

Estratificacao para uma Amplitude Finita

Considere uma fungao densidade f(y) comamplitude fi
nita (yo,yL)-e tai que as derivadas de primeira e segunda or-
dem, £'(y) e f"(y) existem e sao continuas sobre a amplitude
total. Para maior facilidade de calculo nSQintroduzimosuma

funcao H(y) da seguinte maneira:

m

H (y)

]

f(y)

H"'(t)dt

H" (y)

—co
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y
' (y) = [ H" (t)dt (2.1)
Yy
H(y) = [ H' (t)dt
onde H'(y), H"(y), n'" (y) existem e sao continuas.
Usando integragao parcial, nos obtemos
b . b a
J £(y)dy = [ ' (y)dy - [ ' (y)dy = w"(b)-u"(a) (2.2)
a - 00 o
b b a .
I y f(y)dy = [ y H"'(y)dy = ] y H' (y)dy
a o= 0O - 00
- b a -
= bH" (b) - J H' (y)dy - aH'"(a) + J 1" (y)dy
= bH"(b) - H'(b) - aH'"(a) + H'(a)
= [bE"(b) - aH"(a)] - [H'(b) - H'(a)] (2.3)

b
[ yzf(y)dy
a

b a
2 m
I y ' H (y)dy - I y
_Q - 00

m

2y

(y)dy

a

b
- b2u" (b)-2 [ yi" (y)dy - a’n"(a)+2 ] yH" (y)dy

o

o]

o

-0

b
" b2H" (b)-2bH" (b)+2 J B' (y)dy-a’u"(a) + 2a' (a)

H' (y)dy

e o]



= 2" (b)-an"(a)]-2[bH' (b)-aH' (a)]+2 [H(b)~H(a)] (2.4)
Yh
Desenvolvendo (yh—y)kf(y)dy para k=0,1,2 temos
Yh-1 '
\
h o Yh
(y,=y) £(y)dy = £(y)dy
Yh-1 Th-1
“ho. Th Yh
(yh—y)f(y)dy=yh f(y)dy - yf(y)dy Hz.s)
Yh-1 Yh-1 Yh-1
Yh 5 , [7n [n yhz
- (yymy) i (y)dy=y E(y)dy-2y, +| yf(y)dy+| y°f(y)dy
Yh-1 ~ Yh-1 Yh-1 h-1 -

por outro lado, sabemos que

Yy )
“h Mo T ] ye(yday
Yh-1
r (2.6)
2 2 no,
Qh(oh +ou) = y £(y)dy
Yh-1 1

Usando as equagoes de (2.2) a (2,6), obtemos o seguinte re-

sultado
w 02+( -u )2 W 02+ 2.]—2 w, Y, +Hw z
T N e Y A Y e e e e 4

h , h , ['n
= | vy £(dy-2y, yE(y)dy+y, £(y)dy

Yh-1 Yh-1 Yh-1
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= Z[H(yh)-H(yh_lil-Z[?hH'(yh)~yh_1H'(yh_1)+yﬁﬁ"(yh)
-yﬁ_lﬂ"(yh_l)—th{-[H'(yh)—H'(yh_l)]+[?hH"(yh)—yh_IH"(yh_l)J}
2. ..n "
ryp [0 )" Gy )]

1
= Z{H(yh)—ﬂ(yh_l)+yh_lH'(yh_l)-th CAEDL K N A

2 1" 2.1

2 2

2
(yh—yh_l ) _I

n

=2{H(yh)-&ﬂyh_l)+(yh"yh_l)H'(yh_1)+ ———ET————-H (yh—l)J}(2‘7)
L J

w7y ) =0 Yy

Yh - (h
=V, f(y)dy - yvE(y)dy

Yh-1 Yh-1

éyh[a"cyh>—a"<yh_l>]+ﬁ'(yh>—H'<yh_1>—yhu"(yh>—yh_1H"(yh_1>

= {H'(yh)—[ﬁ'(yh_1)+(yh—yh_l)H"(yh_l)]} (2.8)
Yh
W, = J £(y)dy
Yh-1
= 1"y - B () (2.9)

Nota-se que o lado direito das equagaes (2,7),(2,8)
e (2.9) consistem de H(yh), H'(yh) e H"(yh), menos os primei

ros termos em suas respectivas expansoes de Taylor no ponto
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Y=Yyo1° Continuando estas expansoes ate a quinta, quarta e
terceira ordem respectivamente, os seguintes resultados sao

obtidos

3
‘ (¥, -y ) (y,-¥, 1)
2 N2 h “h-1 - h “h-1 (4)
wh[oh+(yh uh) } = 2 [ 3 H (yh—l) + . H (yh

(yh~yh_1)2 (yh-_yh_l)3 “) (yh—yh_l)4 (5)
wp (v =1y )= T H" (y, )+ ——H eetietiey HERSUE 2D

L ¥, Yp-1)
9 ™ | On e O o g e (;,))}

o . %) (5
onde Ei sao os pontos no letervalo(yh_l,yh),ﬂ (yh—l) e H

)
(¥,-1)
sao as derivadas de 42 e 52 ordem da fungao H no ponto y=y, ;

e que equivalem a f'Q%_l)e f"Q%_l)respectivamente. Para sim

plificaggo de calculos notaremos IG%yh—th) e H'"', H(A) e H(S)
para as respectivas derivadas de H no ponto y = Yh-1°
Entao, temos
3 4
2 2 | K (4) 5,1
2 3 ' :
K K™ . (4) 4 ]
w - = |—— H" + H + 0(K 2.11
() [ : . x*) (2.11)
- 2 ) 3
W, = [KH"' + 5 H + 0(K )] (2.12)
Multiplicando (2.10) por (2.12),‘obtemos
2 2 2 ¢ .2 K 4) 6
W, OptOy)" = - BT . H" B+ 0(KD) (2.13)
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e elevando (2.11) ao quadrado, temos

n|2+ Ks " (4)

2
H H
6

4
-2 K
wh(yh-uh) = W H

+ 0x® (2.14)

Subtraindo (2.14) de (2.13), a seguinte identidade e obtida

2 KA

12

) [H"'(H"' s xa{y 4 O(Kz)] (2.15)

(wy, oy

Elevando (2.10) ao quadrado, determinamos

6

2
2[ 2 _y2]7. K e K. @4) 2
wh[0h+(yh w) ] 5 [H (H # 5 H ) + 0(K )] (2,16)

Para L grande, os termos de maior ordem em K=(yh-yh_1) podem

ser negligenciados.

Dividindo (2.16) por (2.15) e substituindo n' e
H(&i por f e f', temos
2 2 : 9 4.
(6] + - 2 ;
1
Oh 3 f + Kf
Ou seja:
2 2 42 20 :
ot (1) 4 O Y Oy 2 Oy ) Gy )72
5 |~ Oppr | :

(2.17)

Observe que

h
Yh-1
2 3
(v, =y, 1) (y,=y, _1)
— — h h_l 1 h h-—l " 4

(2.18)
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f(y, )
Byh h

2
(yh-yh_l)

f(yh_1)+(yh-y5_1)f'(yh_l) + f"(yh_l)+0(x3) (2.19)

21

No numerador do segundo fator do lado direito da equagao(2.17)
temos entzo os dois primeiros termos da expansao de Taylor de

w, no ponto Y=Yy -1 enquanto que o denominador e a derivada

h

parcial do numerador com respeito a y isto e, os dois pri-

h’

meiros termos da expansao de f(yh) no ponto y=y, .. Aproxi -
mando mais uma vez e negligenciando os termos de maior ordem

na expansao de w, e f(yh), obtemos

h

2 2
Procedendo de modo analogo
"121+1+(yh'“h+1)2 : 401 0% 41 -
n (2.21)
f
Ope1 3t (yy)

Aplicando este resultado para a equagao da solugao exata, te-

mos

(yh—yh-l)wh N (yh+1 - yh) W1 (2.22)

Finalmente, aplicando (2.22) para h=1,2,...,L-1, nos deter-

minamos a seguinte aproximaggo para a soluggo exata
(v, = Yp-1) 9, = Cp (2.23)

onde CL e uma constante.
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2.3. Metodo de Aproximacao de Limites Otimos de

Estratificacao para uma Amplitude Infinita

Se Y, ="® e y;=°, a aproximagao (2.23) pode ainda ser
aplicada para L=2,3,... (L-1). Desenvolvendo as identidades

(2.20) e (2.21) para h=1 e (L-1) respectivamente, podemos es-

crever
T
[ o2 + (y, - u)? ’ 4C
1 1 1 " 1
1 3£ (y,) |
) Y (2.24)
2 2
[ of + (yp_; = uy) } . 4Cy
o 3f(yL_1)J
Ou seja: A
(}h—_yh—l)wh CL b h=2’3’ 3 L_l
r (2.25)
9. 2
3 tv) o+ y) 3 ey, ) oLt O 7H) c
4 1 9, 4 L-1 o L J 1
Com as equagoes (2.25) uma aproximagao para uma am-
plitude infinita pode ser obtida. Para muitas distribui-

goes, os calculos no desenvolvimento da segunda identidade da

equacao (2.25) sao simples. Por exemplo, para f(y) = eV

' - 2 2
3t (y; ) op * (yp_q — 1) _ e )
01 . Yp-1

2 2
2 2
[ °i Yy ) } L+ Iy g - Q-yy_p)]

1
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2.4. Primeira Aproximacao para a Constante CL

Com o conhecim2nto da constante Ci» o conjunto [yh]

satisfazendo (2.23) ou (2.25) pode ser facilmente determina-

do. Portanto, se faz necessario determinar pelo menos uma
aproximagao para CL. 0 desenvolvimento de uma aproximacgao
para CL’ e feito a partir da suposicao de que a constanteCL_r

ja foi obtida.
Suponha que para uma densidade com amplitude finita

(yL—yo), o conjunto de pontos VisVgsee- foi encontrado

,yL_l

tal que as relagses (2.23) sao satisfeitas (existe sempre uma

unica solugao). De (yh—yh_l)wh = CL derivamos a identidade
DA A L C

J(——2 e, - = (2.26)

h \ ¥y, ~ Y, - (yp, = v,)

que pode ser considerada como uma media ponderada de

(yh—yh_l)/(yL~yo) por w, ou vice-versa. Para L grande

N — (2.27)
(v, - v,) L '
pois (yh—yh_l) = C = constante, & assintoticamente correto

quando os termos, a partir do primeiro, em (2,15) e (2.16)

sao negligenciados. Assim

fy, - )
0. o )2 N yh yh—l H|n2
h h 12

(yh_l) (2.28)
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o )
Yoo &Y
2 2 2 h h-1 2 s
; 5 - . ‘
O [oh oy, ooy ] " 5 H (-1 (2.29)
Entao
2 2
o * (y. - n) :
h h h 2
v (yy, - V-1 (2.30)
Oh /3
De maneira analoga
2 2
o + (y, - H )
h+1 h h+1 .2
v Yhe1 M) (2.31)

Oh+1 3

aplicando (2,30) e (2.31) em (1.14) temos (yh—yh_l)m(yh+1—yh),
e para h=1,2,... L-1, uma aproximacao para a equagao minimal
e (yh—yh—l) = C = constante,

Desta forma, (2.,26) torna-se' igual a

L C
1 1 L
LYo, - - - , (2.32)
h (y,=v,)
assim
- (y; = v,) :
¢, = —2—0 (2.33)
L 2 . :
L
(y;7v,)
E, para CL—r = ———— , chegamos a
(L-1) >
, -0’ c
c. = ' (2.34)
L 9
L
como uma primeira aproximagao da constante C - Adiante se-

gue um exemplo numerico que torna mais claro a diferenga en-

1
tre CL e CL .
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2.5. Segunda Aproximacao para a Constante C

L

Supondo que um conjunto [yh ] satisfazendo (2.23)
foi encontrado para algum numero de estratos igual a L-r, uma
primeira aproximacao pode ser obtida de (2.34). Um conjunto

{ LI
[yhl pode ser encontrado tal que todos os valores (ﬁlyhépwh

L’

w.
J

sao em geral iguais a C §-1

~ 1
com excessao de um valor Qﬁ-y

(por exemplo j=L) que e diferente de CL, Entao uma segunda
aproximagao CE para CL pode ser obtida de
1 1 1 1 .
- + -
" L-1)¢; + (yy - y;_4)

c, = - ] (2.35)
Procedendo de maneira analoga, uma nova aproximacao g pode
ser encontrada para CL, e assim por diante. A constante Cél)
. i)

converge para CL e o conjunto [yél ] corresponde ao conjun-—
to [yh] satisfazendo (2.23).
2.6. Exemplo Numeérico

Seja f(y) = e—y, 0 <y < o, Para esta fungao den-

sidade determinaremos o conjunto [yh] satisfazendo (2.25)
usando o metodo de aproximacao de Ekman para L=2,3,4 e 5 es-

tratos.

No final deste item apresentaremos a tabela 2.1 com
um resumo dos resultados com os pontos de estratificacao e
as variancias associadas para estratificagao otima e estrati
ficagao baseada no principio de aproximagaé de Ekman, Com-
parando essas variancias, podemos observar que os pontos de

estratificagcao calculados por esse metodo de aproximagao pro-
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duzem excelentes resultados para esta fungao densidade, mes-

mo para um numero de estratos tao pequenos,

2.6.1. Determinacao da Constante C2 e do Limite do

Estrato y,_para L=2 Estratos

De (2.25) temos

vy
y, (1 - e ) = ¢,

-y
3e L = C

Usando o metodo de aproximaggo de Newton (1965) con-

sidere
R4! 1 k4!
g(y;) = 3e " -y, (1-e ") = (3+y;) e " -y, =0
d Y7
g = - 1 + (2 + y ) e 1J
oy 1
1
1 |
W, 3+ 7y -7y
-1 + (2+yi)e
Como as railzes estao entre 1 e 1,5 (pois g(l) = 0,4715 e
g(l1,5) = -0,4959), podemos escolher para aproximagao inicial
yi = 1, que determina
w 4 e—l— 1
y, =1 + ——— = 1,224
1 1 + 3e1

n - 1 & .
0 valor de y, sera colocado no lugar de Yy ate que dols va-
lores consecutivos sejam encontrados iguais, ou diferentes

por quantidades negligenciaveis. Entao
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-1,224
yin - 1,204 + 4224 e 1,226 _ 1 9y3
: 1+ 3,224 o 10224
-1,223 _
yfa) - 1,223 + 4,223 e 1,223 _ | 453
1 + 3,223 o TwAEI

Logo y; = 1,223 e C, = 1,223(1—e'1’223) = 0,8737
f(y)

1

1y, 2. 3 4 5 6 v

2.6.2. Determinacao da Constante C3 e dos Limites dos

Estratos [yh] para L=3 Estratos

2.6.2.1. Primeira Aproximacao para CB—S [yh]

Para calcular a primeira aproximagao para a constan

te C3 vamos utilizar a constante C2 na equaggo (2.34). Neste

caso temos r=1 e

v _(3-1)% x 0,8737

# 32

= 0,3883

De (2.25) temos

1

y2 '
3 e = 0,3883 .". Yy = 2,045
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Por outro lado

' 71 -t —y{
w1'= e dt = (1 - e )
(o]
Entao
1
1 —y]_
yl(l - e ) = 0,3883

; ' .
Para determinar Yy considere

b/
yl(l - e 1

I

g(yy) ) - 0,3883 =0

9g
\ayl

0,3883

R
Y1
e

as

I

0,5, que determina

;0,5)

-0,5

0,5(1 0,3883

gO,S

0,5 -

0,5 e +1

raizes estao entre 0,5 e 1 (pois g(0,5)

0,2438), podemos escolher para aproximagao

= 0,775

- 0,1916 e

inicial

0O valor de yI sera colocado no lugar de yi ate que dois va-

lores consecutivos sejam encontrados iguais,

por quantidades negligenciaveis. Entao
- 0,775¢1 - e 22775y - 0,3883
y, = 0,775 -
0,775 0775 0,775
(4) 0,742(1 - a2°7%%y - 0,3883
y, = 0,742 -
0,742 e_0’742-e_0’762 +1

ou diferentes

0,742

0,742



= &k =
1
' Y1 ; . : '
Logo yl(l - e ) = 0,3883 implica em y, = 0,742
£(y)

1

2.6.2.2. Segunda Aproximacgao para<C3_E [yh]

Da equaggo (2.35), temos

1] \ 1 |l
(3-1)C, + (y, = ¥yyIu,

3 3
Mas
2,045
] -t
w, = [ e dt = 0,3468
0,742
Entgo
' 2 x 0,3883 + (2,045 - 0,742) 0,3468
el = = 0,4095
3 3 :
- "Y" .
Entac 3 ¢ 7% - 0,4095 .'. yj = 1,991
—_ !
" y]_ . 1"
yp(1 - e 7) =0,4095 .7, y, = 0,766
£(y) .

1 0 grafico para L=3 estratos seria
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2.6.3. Determinagao da Constante C, e dos Limites dos

Estratos [yh]‘para L>3 Estratos

Para um numero de estratos maior que tres, o proce-
dimento & analogo ao desenvolvido para L=3 estratos.
Um resumo dos resultados para L=2,3,4 e 5 estratos

pode ser visto na tabela 2.1.

2.6.4. Calculo de Variancias

— 2
Desejamos calcular n V(yst) = [z ©, Oh]
. N h

Para L=2 estratos, temos y0=0, y1=1,223 e y,= © e

-¢1,223 )
w, o= | e Ydt = 0,7057
b -
roo
-t
w, = e ~dt = 0,2943
11,223
1,223
- — “Ydt = 0,4898
ul = — t e dt = s
= (o]
rw
1 : -t
H, = — t e ~dt = 2,2233
2 w, ,
J1,223
(1,223 T
2 - ]. 2 _t _ - ° =
o] = o t° e "dt wj = 0,1159 .". o, 0,3404
bo.
—roo n
2 1 2 -t 2 _
by = ‘E; t° e “dt H, = 0,9995 o, 0,9997
/1,223 }
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n V(y_)

e

2
[0,7057 x 0,3404 + 0,2943 x 0,9997]

"

0,2856
Para L>2 estratos, o procedimento & analogo.

TABELA 2.1
PONTOS OTIMOS E APROXIMADAMENTE OTIMOS DE ESTRATIFICAGAO DE

f(y)=e ” PARA L=2,3,4 e 5 ESTRATOS E SUAS VARIANCIAS

PONTOS DE ESTRATIFICACAO CONST.
NGMERO . } ) } - o n V(y,,)
DE 1= APROX| V1 Y2 V3. Y4 L
a " " " " " 2
iy, () " b
: R4 Yy Y3 Yy Cy,
2 1 & 1,223 - - = 0,2856
min. 1,262 - - - 0,8737 0,2855
3 12 0,742 2,045 - ~ 0,3883 0,1334
2& 0,766| 1,991| - = 0,4095| 0,1333
min. 0,764| 2,026| - - 0,4071| 0,1332
4 12 0,545| 1,295| 2,572| -~ 0,2292 0,0769
22 0,553| 1,317| 2,547| =~ 0,2349 0,0769
min. 0,551| 1,315| 2,577 - 0,2345| 0,0768
5 18 0,430| 0,977| 1,730| 2,995|0,1501| 0,0500
n2 0,433| 0,985| 1,748| 2,982(0,1522/ 0,0500
min. 0,431| 0,982| 1,746 3,008}0,1521 0,0500

(1) Os valores minimos foram retirados de Ekman (1959)
. a
Observando a tabela acima notamos que a 12 e a 2%
aproximagoes obtidas pelo método de Ekman apresentam variacias

praticamente iguais a. aquelas obtidas pela solugao de variancia minima .

- -



CAPITULO 3

METODO DE ESTRATIFICAGAO USANDO O TOTAL

3.1. Introducgao

-~ Esta regra, sugerida por Mahalanobis (1952) e por
Hansen, Hurwitz e Madow (1953), é_compmente usada, e consis-
te em formar estratos, usando a distribuicao de y de tal ma-
neira, que o valor agregado total da variavel y e o mesmo

para cada estrato, ou seja

7 h My T C = constante (3.1)

Dalenius e Hodges (1957), observaram que esta regra
nao pode ser de validade geral porque os limites queela for-
nece, variam se a escala de origem varia, considerando que a
solugao exata para o problema, & invariante sob mudanga de
origem. Assim, a relacao desta regra com a equagao ( 1.14 )
nao esta ainda muito clara.

-

Uma justificativa dada por Cochran (1961) e a de



- 48 —

que esta regra pode ser derivada da equagao (1.22) na qual

(Z; Const. Neste

h—zh—l) = Const. e o mesmo que fazer w

h%h
caso, quando os limites proximos do 5timo,_1evam a coefici-
entes de variacgao uh/oh aproximadamente iguais em todos os
estratos, a relagao w9y igual a uma constante faz com que
W, Hy tambem seja igual a uma constante. Este resultado su-
gere que o procedimento aqui discutido deveria dar melhores
solugoes naquelas situagoes em que temos os coeficientes de
variagao aproximadamente constantes em todos os estratos.

A inclusao des a regra de aproximagao neste traba-

lho justifica-se por seu vasto uso em situagoes praticas.

3.2. Adaptacao a Calculos Numericos

y
Da definigao de Ip(y) B t? £(t) dt nos temos
—00 ’
T
Yh-1

A condigao w =C para h=1,2,... L na determinacgao
do conjunto [yé] e equivalente a

1 _ U - )
IlgyL) Il(yL—l) C

|
(@]

Il(yL_l) = Il(yL_z)
y , ‘ (3.3)

-
'—l
~
<
0o -
~
|
@]

Il(yl)
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“h
pois w, M = t f(t) dt
Yh-1
Somando as L equacgoes em (3.3), chegamos a
' _ ! -
Il(yL) I, ) L € s (3.4)
1 -
Como Il(yo) = 0, nos temos
I, (y;)
1L
—_— = 0 3.5
0 ( )
Considerando Il(yi) = H, nos temos
H
C = — 3.6
o ( )

Substituindo o valor de C acima, na equagao (3.3) obte-

mos

, (L-1) )

I.(y ) = — H

1Y L-1 L

(L-2)

I.(y! ,) = —m— H
’1_?L—2 L
' r (3.7)
1. (v.)) . 2 H

do qual calculamos o conjunto [yﬁ]

3.3. Exemplo Numerico

Como ilustragao, usaremos este metodo de aproxima-

¢ao dos limites otimos de estratificagao, na fungao densidade

f(y) = e_y, y >0
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Primeiramente iremos determinar o valor de Il(y£)=H,
e a partir deste valor, o conjunto [yﬁ] usando equacoes(3.7).
Por definigao

[ee]
I.(y)) = | teltdt =1 =8
1L

(o]

3.3.1. Calculos Numericos para L=2 Estratos

Da equagﬁo (3.7) temos

1 1

Por outro lado

1

- Y1
I.(y!) = t e U dt
171 =7
o
Logo
T

-—y —y,

1 - e l . y{ e L 0,5

Usando aproximagao de Newton, considere

3(y_1) =-e ty, e - 0,5 =0
dg 4!
e— = —y e
1
Byl |
__y‘ _yl
no e L * Y{ e 1. 0,5
' e 1
71
Como as ralzes estao entre 1,5 e 2 (pois g(1,5) = 0,0578 e
g(2) = -0,0940), podemos escolher para aproximagao inicial

yi = 1,5, que determina
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-1,5 -1,5
+ 1,5 »2 - 0,5

y; = 1,5 + : 2 2 >— = 1,673

‘ 1,5 ¢ 12?2

n - 1 - .
0 valor de y, sera colocado no lugar de Yy ate que dois va-
lores consecutivos sejam encontrados iguais, ou diferentes

por quantidades negligenciaveis.

Entao

i e—1,673 + 1,673 e—1,673 - 0,5
Yy, < 1,673 + = 1,678

' 1,673 & 12673

) 51,678 1,678 g1,678 0,5

y, = 1,678 + = 1,678
1,678 ¢ 12678
_y'l _yv

Logo (1 - e b yi e L ) = 0,5 implica em yi = 1,678. Apro-

© N . - . . 4 1
ximando para duas casas decimais, .podemos con31derary1=l,68.

3.3.2. Calculos Numericos para L=3 Estratos

Da equaggo (3.7) temos

]
y
. 1
-t 1
I,(y)) = t dt = —
1Y 3
o
, '+t
' yz =t
I,(y,) = t dt = —
2.\ 3 3
o
Desta forma
—y! -y )
i y v Y1
- e A 0,3333
1 y ' y2_
- e -y, e = 00,6667
4
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1 .
Para encontrar o valor de Yi» considere

RA! I
g(yl) = e *y, e’ - 0,6667 = 0
dg Ré!
= -— y e
1
Byl
o -y,
. , e l+ylel- 0,6667
Y. T V1 L —
' yl
yl e
Como as ralzes estao entre 1 e 1,5 (pois g(l) = 0,0691 e
g(1,5) = -0,1089), podemos escolher para aproximagao inicial
yi = 1, que determina
cly el - 0,6667

n
y = ]_ + =
1 -1
e

1,1877

0 valor de yI sera colocado no lugar de_yi ate que dois va-

lores consecutivos sejam encontrados iguais, ou diferentes

por quantidades negligenciaveis. Entao
" e 121877 L 4 1877 121877 _ ¢ 6667
j o 1,1877 + 1 1877 = 1,1887
1,1877 e °?
(4 11887 , 1 1887 ¢ 121887 _ 0, 6667
y, =1,1887 + = 1,1887
1,1887 ¢ 121887
—y! !
1 _ v TN L '
Logo l-e "y, e = 0,3333 implica em Y1 1,1887 que apro-

ximado para duas casas decimais,

Procedendo de modo analogo para

- 0,3333 =0 nos encontramos

igual a 1,19.
gly,) = e—y2+ y e_yz—
2 2

torna-se

1]
Yy = 2,30
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3.3.3. Calculos Numericos para L>3 Estratos

Procedimentos analogos ao item anterior, sao usados
para determinar o conjunto [yg] para um numero L>3 estratos.
A tabela 3.1 apresenta os resultados para L=2,3,4 e 5 estra-

tos, e suas variancias,

3.4, Calculo de Variancias

_ ' 2
Para o calculo de n V(yst) = [z whch] precisamos
h

calcular o wvalor de w, e O proporcao e desvio padrao para
h=1,2,... L ,
Para L=2 estratos, temos y; =0, y{ = 1,68 e yé::m.

Usando_as definigaes Ip(&) e J equagaes (1.24) e

ph’

(1.27) dadas no Capitulo 1, nos podemos escrever

1,68
T -t _ - ' _
wy = e dt = I (1,68) = J = 0,8136
(o]
, oo
P -t _ _ - ' _
wz = e dt =1 Io(1,68) Jo2 0,1864
1,68

Das equagoes (1.28) e (1.29) temos

2
i 2 Jon Jon 7 Jin
u, = e ol =
h J h 2
h J
° oh
Entao
J'
0,5005
plo= L = 0,6152
1 0,8136
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pois

1,68
' _ o oo o -t -
3, = L0 - L) = LG t e dt = 0,5005
(0]
Jl
0,4995

e u; = 1o = - = 2,6797

3! 0,1864

02

pois Jiz - Il(y;) - Il(yi) = 1-0,5005 = 0,4995 .

Por outro lado

Jg'.oal - J'gﬁ
v ol Y21 11
0 - «
1 V2

J01

o

1
0,8136 x 0,4750 - (0,5005)°2

= = 0,4532
(0,8136)°
onde
- 1,68
oL L) -G = L) = ¢2 atar = 0,4750
Jo1 = F2W) 2%, 2\ L F =Y
(6]
E 1
] 1 12
. Jo2 22 7 10
O.—
2
12
o2
2]
0,1864 x '1,5250 - (0,4995)
= 1,0002
(0,1864)°

o
|

t 1

2 - 0,4750 = 1,5250
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Entao, para L=2 estratos

nVg) = [hi “h Oh]
=1

(0,8136 x 0,4532 + 0,1864 x 1,0002)2 = 0,3082

]

Para um numero de estratos maior que dois, o proce-
dimento e analogo.
Na tabela abaixo, apresentamos um resumo dos resul-

tados obtidos para L=2,3,4 e 5 estratos para a fungaof(y)=gy.

TABELA 3.1
PONTOS DE ESTRATIFICAGAO DE f(y) = e’ PARAL = 2, 3, 4 e 5

ESTRATOS E SUAS VARIANCIAS

NﬁﬁERO DE PQNTOS DE ESTRATIFICAQKO n V(yst)
ESTRATOS ) Y, Yq vy = [ whoh]2
2 1,68 - - - 0,3082
3 1,19 2,30 - - 0,1556
4 0,96 | 1,68 2,69 - 0,0950

5 0,82 1,38 2,02 2,99 0,0639

Comparando as variancias obtidas na tabela acima com
as variancias minimas (tabela 2.1) iguais a 0,2855, 0,1332,
O,bié8 e 0,0500 para L = 2, 3, 4 e 5 estratos respectivamen-
te, observamos que os limites de estratificagao obtidos des-
te metodo nao estao muito proximos do otimo, o que nos leva
gy

a concluir que para a fungao f(y) = , dos trgsmétodosaprg

sentados, este e o que apresenta resultados mais '"pobres'.
. w O o=



CAPTTULO 4

ESTRATIFICAGAO APROXIMADAMENTE OTIMA COM VARIAVEL AUXILIAR

0

4.1. Introdugao

il

_— Nos capitulos anteriores nos vimos metodos aproxima
dos de estratificagao otima quando a variavel de estratifica

¢ao e considerada como a propria vafiével de estimagao. Do
ponto de vista matematico esse proc;dimento & perfeitamente
correto. No entanto, do ponto de vista pratico, nao ha con-
dicao de que se possa considerar a variavel de estimagao e
éé#ratificaggo como as mesmas. O que acontece geralmente e
que a variavel ae'estimaggo y, € raramente conhecida, e & de
sejavel estratificar com base em alguma variavel x convenien
tmente escolhida (por exemplo, o valor da variavel de estima-
¢ao em um censo recente).

Neste caso, a populacao em estudo e dividida em L

estratos e uma amostra aleatoria simples estratificada de ta-

manho n e retirada, o tamanho da amostra no h-ésimo estrato
_56_
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sendo n, e tal que 2 n, = n. Se y e a variavel em estudo, um
h
estimador nao viesado da media populacional e dado por > it

2 Wy ;h onde Wy e a proporgao de unidades no h-eésimo estrato
h
e vy e a media da amostra no estrato h.

Ignorando as fracoes de corregao para populagoes fi-

nitas, a variancia da estimativa Yeg? sob alocagao de Neyman

- - K 2 ”

e dada por V(yst%q— [g wy Ohy] /n, enquanto que sob alocagao
i 1, e dad v(y_ ) =) -,

proporcional, e dada por yStp = L wy Uhy n .,

Nos iremos considerar o problema da estratificacgao
otima na variavel auxiliar x, Supondo conhecidas a fungao
de dependancia de y em x, e a fungao V(y/x}, determinaremos
equacoes minimas fornecendo limites Ootimos de estratificacgao
para alocagSes de Neyman e proporcional,

Como estas equagaes nao podem éer resolvidas facil-
mente, apresentaremos no item 4.4, varios metodos desenvolvi

dos por Singh e Sukhatme (1969) para encontrar solugoes apro-

ximadas para a solugao exata.

No item 4.5 estudaremos o caso particular da regres-
sao linear na estratificacao e no final do capitulo apresen-
+1

: - . ~ ; =X
taremos um exemplo numerico para a fungao densidade f(x)=e ’

x >1 e admitindo regressao linear de y em <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>