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IFITRO DUÇÃO

O uso de amost

ope raçoes e s pec).f idas

(i) a escolha de uma variável de estratificação;
(ii) a escolha de um número L de estratos;

(i.ii) a determinaç;o do limite dos estratos

(iv). a escolha do tamanho nh da amostra a set tomada do h--

ês imo es trato

Um dos problemas sérios da estratifi.cação é a du-

os e s tratos

Dalenius (1950) determinou equações cujas soluções

nos fornecem limites Ótimos de estratifi.caçaos yhP para alg
daçoes de Neyman e Proporcional. Como a solução dessas equa

çoes apresenta dificuldades computacionais, vários métodos

de aproximação para esses limites 6timos foram desenvolvi
dõs

es trata.fi cada envolve quatroregem

dvisão

Este trabalho se deter em aspectos envolvidos na

determi.nação de limites, proximos do Óti.mo,. para cada es-

trato da população em estudo. Nossa preocupação e determi-

nar, para uma população continua, os melhores li.mates que
l



2

vao compor os estratos. Os melhores limo.tes s;o defi.lidos
. .'' 8'n e +'+ '.

como aqueles que dao uma variância n\inilma para a média popu--

lacional estimada de uma amostra estratificada de tamanho n,

com escolhas 8timas de tamanho n, nos estratos individuais

A estimativa da medi.a populacional É yst: E uhyh onde yl. e a

média da amostra no h-ési.mo estrato e uh ê a proporção de

unigadSS no mesmo estrato. Sua variância ã igual a V(yst) :
>l n n onde o esquema proposto e amostra aleatória sim--
[l [l

pies com reposição em cada estrato

Os ires primeiros capítulos, apresentam métodos de

estratificação aproximadamente Ótimos quando a variável de

estratificação é considerada como a propria variável de está.

mação. No primeiro capítulo, abordamos o método desenvolvi.--

do por Da[enius e ]]odges(]-959). De início mostramos asequa

çoes que determinam os limites real.s Ótimos de estratifica--

çao para as alocaçoes de Neyntan e Proporcional. A segui.r en

contratos soluções aproximadas para o conjunto que satisfaz

as equaçoes mini.mais e apresentamos um exemplo. No segundo

capítulo desenvolvemos um outro método, devido a Ekman(1959),

no qual sao apresentados dois casos; um. para densa.dades com

amplitude fmi.ta, e outro para densidades com amplitude in--

finita. Finalizando o capítulo, apresentamos um exemplo. No

terceiro, desenvolvemos uma regra sugeri.da por Hansen, Hur-

witz e 14adow (1953) que consiste em formar estratos de tal

maneira que, na di.stribuição de y, o seu valor agregado ê o

mesmo para cada estrato. Também exemplo.ficamos através de



uma aplicação do procedimento

O quarto capitulo difere dos três pri.melros na me-

dida que a varilãvel de estratificação x, não é a variável de

estimação y. Na maioria das situações praticas a variável

de estimação y ê raramente conhecida. Então, a estratifica-

ção ê fei.ta com base em alguma variável x convenientemente

escolhida (geralmente é o valor de y em um censo recente ou

outra variável muito relacionada com y). A composição desse

capiltulo é iniciada com a determi.nação dos limites 6timos de

estratificação. A seguir encontramos soluçoes aproximadas

sintetizadas em quatro regras determinadas por Singh e Suk-

hatme(1969).' Um item aborda em particular o uso da regres-

são como método de estimação do qual apresentamos um exemplo

No quinto capitulo, fazemos uma aplicação das téc:

Ricas apresentadas nos tr;s primeiros capítulos, a uma situa

çao pratica, com dados referentesàs áreas de imóveis rural.s

de proprietários agrícolas do município de Independência-Ce

Finalizando o trabalho, expomosl em um breve capt-

tu].o de conclusoes, sugestões de estudo para alguns assuntos

refez'entes à estrat.ifilcaçao e que nao foram abordados aqui



CAPÍTULO l

MÉTODO DE ESTRATIFICAÇÃO DEVIDO A DALENIUS E HODGES

l . l . ]pÇloduÇão

Consi.dele uma população a ser estratificada em L es--

tratos. Seja yo,yls''.PYL os limites dos estratos, osestra-

tos sendo numerados por 1+2 ,...,L, e seja lihp ah e uh8 a me'
dia, o desvio padrão e a proporção de unidades noh-ésimo es-
trato

ESTRATO l 2   h B L

LIMITES yl y2   yh   yl
MÉDIA HI U2   uh   UL

             
DESVIO PADRÃO al a2   ah

B

al
             

PROPORÇÃO ul to2   coh   ul



Em amostragem estrato.fi.cada, a está.nlativa da mêdo.a

populacional é yst : >l

u. a.
h-êsimo estrato. Sua variânci.a Z iguala V(yst) : >1 "'h

h "h

foi retirada uma amostra aleatória simples denh unidades com

reposição da população com Nh elementos no estrato h ,
h :1 ,2, . . . L

Para

cação de Neyman,

dad

uhyh onde yh é a media da amostra no

quando

tamanho de fÍxUln

va

a por

amos tra n

toh ah
, a

>l''h'nh

ado , e tomando alo

riância da média ê

"' ';.,. - -t [l
n >l "h

h
( 1 . 1 )

e para alocaçao proporcional, onde nh

da medi.a é dada por

Nh
N

a variância)

+ { «. .É
( 1 . 2 )

O problema de escolher limites de estrato.ficaçao yh

que minimizem V( y..) foi abordado primeiropor Dalenius(1950)
que determinou equações mínimas fornecendo limo-tes Ótimos pa-

ra alocaçoes de Neyman e proporcional. No entanto, a solução

dessas equações apresenta dia.culdades de cálculos, sendo em

alguns casos, até mais trabalhosas que mini.mizar V( y.t) di-

retamente por tentati.va. Para evitar essas dia.culdades, Da-

leníus e Hodges, considerando o caso de alocação de Neyman,



propuseram tomar valores [yh ] com base na frequ:ncia acumu-

lada de l/f(y) onde f(y) é uma função densidade

No item 1.2 deste capítulo apresentaremos as equa-

çoes que determinam os limites 8timos dos estratos. No item

1.3 serão abordados métodos de aproximação para o conjunto

[ yh ] satisfazendo as equaçoes minimais. Como ilustraçaop
no item 1.5 apresentaremos um exemplo numérico para a função

densidade f(y)= ey , y .Z 0, com a determinaç;o depontos li-

mo.tes de estratificação aproximadamente Õtimos

t.2 Limite Õtimo dos Es tratos

Seja y a vara.ãvel de estratificação com função den

cidade f (y) e média

t f (t ) dt

-m

( 1 . 3)

a ampla.tude yo) yl da variável y e separada em L partes com

pontos yl < y2 < ''' < yL-l9 cada parte correspondendo a um
estrato. Para o h-ésimo estrato

yh
f ( t) dt

yh-l

uh
yh-l (t) dt

uh

Hh

(1 .4)

( 1 . 5)



.: - l I'" .'.'',.. - -:vh-l
( 1 . 6)

>l "h 'h
h

( 1 . 7 )

Seja [yh] o conjunto de pontos Õtimos de estratifi

cação para o qual V( yst) é mínima. Estes pontosEyh] são
as soluçoes das equaçoes minimais que são obtidas quando i.gua

Íamos a zero as derivadas parciais de V( y.t) com respeito a

[ yh ]. N8s obteremos essas equaçoes para alocaçoes de Ney-
man e propor cíonal

1.2.1 Limites Õtimos de Estratificação para .Alocaçao de

Neyman

E «. .J:'" .NÓs des ej amo s minimizar

que é equivalente a minimizar

>l uh ah ' (1'8)

Para facilidade de cálculos iremos considerar yh+l : yi

Igualando a zero as derivadas parciais da equação (1.8) com

respeito a yh, nos chegamos a

aah auh
"« 'SJÍ ' '- 'ÍÇ

l

ayh

au.l
ayh

( 1 . 9 )



tl\a s )

ayh y: f(yh>'
f (yh)

2
'

'yh
2 lt f ( t)dt-2uh

h
h l

yhf(yh)
f(yh)

2
'

-t ,i '.,«,- -uF l,É a'«'',.'
2

* 2 :l rQP

e(yh) [ 2
q:L'" .: - -É - '"«'« ' :':

-.,' - .:. (l .lO)

De modo análogo

f(yh) 2
)U(y ihU l

a 2l
ayh

auh

ayh

2a
l ( 1 . 1 1 )

f (yh)
Du.

l

ayh
( 1 . 1 2)

aah

ayh ayh
a

ayh

l

2ah
(1 . 1 3 )

usando os resultados acima na equação (1 . 9 ) t enlos

«t 4f b«-«.,: - .i] * ..,.,.« - «: .b 'T k,«-«:,'-.{i

f(yh) ai : 0

f(yh)
2ah Qh''P 'ah''':'h l q [',.-«:,:

2u . )(y +
h l

al

a2+2a21 1
2

a lh. ): -- .ÍI
( 1 . 14 )
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onde i = h+l, h = 1,2, , L--l .

O conjunto [ yh ] satisfazendo equação (1.14) é o

conjunto de pontos 6timos de estratificação que minimizam

V( yst)N

1.2.2. Li.mates Ótimos de Estratíficgçgg J?qrg

Aloc4çao Proporcional

Com a alocação proporcional, nÕs desejamos mínima.-
n l

Igualando a zero as derivadas parciais da equação (1.15) com

respeito a y}., temos

za: v(í;t). ; l h "h ah
/n o que é equivalente a minimizar

h

a 2 2 &oh

'''"'<'"*'»e
usando as equações (l . IO) ,

ni;s chegamo s a

íbP [['h'uh) ''h].to«)':

f (yh) (yh - Ph) : f(yh) (yh

,: * ": - ''« "« : ,: . «Í
(Uh - Pj.) (Uh + Ui - 2yh) :

yh = -!!i!=-;-.la , i

2

(jl.ll) e (1.12) na equaç ão

(1 . 1 6 )

ac ima )

f (yh) [(yh-u j. ) 2-aÍ
2

- Pi)

- 2yh UÍ

0

1,2, . . . , L- l (1 . 1 7 )
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Ni;s observatnos que ambos os sistemas(1.14) e(1.17)

sao funções de parâmetros populacionais que por sua vez sao

funçoes das soluçoes destas equaçoes. Dev.ido a essas dia --

culdades de cálculo, Dalení-us e Hodges desenvolveram urn mé-

todo de aproximação da solução exata [ yh ] satisfazendo eq.
(1.14), bastante aplicável em situações praticas.

1 . 3 gp PSggj 4p].pximadas dos Pontos Óti.mos de Estratificação

1 . 3 . 1 PripSírg Aproximação

Seja f(y) uma função densidade e yo'yl'... yL' pon
tos limites de estratificação que satisfazem equação(1.14)

Nosso problema é encontrar um conjunto [yh] que possa ser

tomado como uma primeira aproximação' de [yh]

Para determinação desse conjunto [yh ] considere

Z(y) = .1 i/f(t) dt
( 1 . 1 8 )

Quando y -----> m, Z(y) aproxi.ma-se de um limite superior H. As

raizes yl.,yi, ... yL-l das equaçoes

z (y) h' L-l ( 1 . 1 9 )

podem ser tomadas para L grande, como primeira aproxi.mação

dos pontos yl'y2P''', yL-l satisfazendo (1.14). Em outras
palavras, o valor do cum t/f é constante em todos os estra-
to s
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Uma justificativa de Dalenius e Hodges(1959) para

o exposto acima é dada como segue

Quando o niimero L de estratos é grande, os estratos

estarão proxi.mos, e cada um deles terá distribuição aproxima

damente constante dentro de um dado estrato. Assim,

fyh
uh l f(t)dt 'u íh(yh-yh.l)

J.,J, .

(1 . 20 )

onde f}, é o valor ''constante'' de f(y) no estrato h

ah ''' --i;t?- (yh - yh-i)
(1 . 2 1 )

Substituindo essas aproximações em (1.1), nós encontratnos

ã "« '» ~ i '«''"

i L'i'=''« - y..P.

: a« ' '«-:'

2

(1 . 2 2 )

a intima soma é mini.ma quando (Zh-Zh-l) é constante, ou seja,

fyh
(Zh-Zh-l) : l/f(t) dt 'uv/fh(yh -yh-l)(1.23)

'yh- l

1 . 3 . 2 $egundp Aplp3Slpg:Sgg

Suponha que a função densidade f(y) é estratificada

em L estratos. Doi.s estratos consecutivos sãoespecificados
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por yh-lP yh e yh+l' Para simplificar as fórmulas, conside

yh-l : ygP yh : yh e yh+l : yi' O i.ntervalo (ygpyh) cor
responde ao h-ésimo estrato, enquanto (yh,y.i) ao i-êsimo es
trato

rV

Ip (y) : tp f (t)d t (1. 24)

as médias condicionais U.h e Ui' e as variânci.as aji e ajÍ dos
estratos podem ser expressos em termos de l.(y) como segueP

=' '';,.. - ['':,..f (t) dt

g

ll(yh) - ll(yg)

lo(yh) - lo (yg)
( 1 . 2 5 )

=/

h

t 'f (t )dt
y

g =

yh

y
g

'".:''''-.
-m

yh
f (t) dt

m

y'g t 2 f ( t) d t
m

yg
f (t)dt

m

2
ah

2
uh

2
uh

f (t) dt

l2 (yh)
lo(yh)

:, f';?
lo(yg)

2
uh (1 . 2 6 )
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Defíni.ndo

Jph : ip(yh) IP (yg) (1 . 2 7 )

temos
Jlh
Joh

J2h
Joh

Ph ( 1 . 2 8 )

2

Jlh

':.
.2

2

ah

( 1 . 29 )

De maneira análoga

ui (1 . 30 )

2
a i J20 1

(1 . 3 1 )

substituindo os valores da equação (1.14) em termos de J.h e
t emo s

!P'Ç.--b). xO Ç ) .: ,:,
2J J 2h'ulhoh

2J J J
01 li2i

Desenvolvendo o ].ado esquerdo de (1.32) temos

'Joh '2h ' 'lh

  ':.  
JIÍ    
J    01    

    2

Joi J2i - JI Í
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'.., ,.-<«'':.,: ., Í.-' ,«'..' : "
':.

Joh

J2h'2yhllh+yhJoh

4':«,,:l-,"'
(1.33)

Procedendo de modo análogo para o lado direi.to da equação

(1 . 32 ) , podemos escrever

J2h'2yhJlh+y2Joh J2Í'2yhlli+yhloi

/J.:,::-.::

0 ( 1 . 34 )

Para simplificar, esta equação pode ser escrita como

Ah ' Bh - Ah ; O ( 1 . 3 5 )

O conjuntoEyh] satisfazendo equação(1.35) cor-
responde à estratificação de mínima variância. Se nÕs subs-

tituirmos algum outro valor, di.gamos yl., ni;s iremos denotar

os lados esquerdo e direito da equação (1.34) por Ah e Bh

respecti.valente e sua diferença por Ah

Em geral não podemos supor que o conjunto [yh] de-

rivado da equação(1.19) sati,sfaça a equação(1.34)

Descreveremos a seguir, um método de ajustamento do conjunto

inicial [yh ] em um conjunto [yh] satisfazendo equação(1.34)

Considere uma distribuição retangular f(y) =l

0 .S. y 5. 1. Para um niimero L de estratos, vamos considerar

tl'ês estratos consecutivos com Índices g,h.i. Neste caso, temos



15

[
l

l

De modo análogo

J.h : o(y;) - t.(vl;) [

Jih : :tolo - l:ol?
yg

t dt :

J2h : z2(y;) - l,(yl;) 1" ':« - f:''« : -l',;' - ,;:,

'yh
dt ';'' : ',; - ,;,

0

( 1 . 3 6 )

y
g 2 3l

(yt dt
h3

(yJ 01 i

2 2l
(y )

J lí 2 l

l 33
)yh(yJ 2i 3 l

( 1 . 3 7 )

Substituindo os valores(1.36) e(1.37) na equação(1.33)te

mos

. ',. - :';':.',;''..A

1/3oi3-vllb . ,' (v;2-y;5 * v;2(vjl-v;)

i/3t(vi3-v;3) - 3vjl(vi2-v;2) + 3y;2(v'h-y;)]

:':'''lq/ ~x ',.;-,;;,
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: ',;'-,;'.,,;',;-,,;,i:'
í \l-':-'-'gl:'-'-'.;»$i;T' -V'*-U'

, 0i - v;)Q;
3

{:- ',- - ,;'
De modo ando go

(1 . 3 8 )

{:- ',; - ,;'

;";' ''; -:
;,'l; ','*l a

l ' t

aAh aBh 2

',i avl. 6

aA.' aB.
xpressoesdotipo n , n etc, saoiguai.gaze

ayi ay:

De Â. = A.--B. nÓs derivamos as segui.ntes expressoes

formaDesta

(1

as e

(1 . 39 )
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2

3

''; ;';

( 1 . 4 1 )

;"; 4

3

NÓs temos um conjunto [yn ] com os correspondentes

A; e desejamos determinar um conjuntoly'hlcom l Ah 1<1 Ah
Pelo teorema do valor media, ni;s temos

lq- '. ',;-,;)$
h = 1,2..... g,h,i,.... L-l, com yo ; yo e yl : yl ' Resol--

vendo este sístemade'equações para yh) nos encontramos o c(in
junto desej ado

aA.'
Â matei.z M de h , j:1,2

'yj
meti.ndo distribuição aproximadamente retangular, ê a seguin-
te

)

h
)+ (y ylB h hh g

g

(1 . 4 2 )

g ,h ,j. L-l , ad-

2

l

0

l

2

l

0

l

2

0

0

l

0

0

0

0

0

0

2

3
( 1 . 4 3)

2
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onde M ê uma matriz quadrada com (L-l) li.nhas e colunas. Na

primeira e intima linha, nÓs supomos a distribuição retangu-

lar com amplitude finita e limitada no final por um ponto de

valor absoluto muito grande. Quanto maior o número L de es-

tratos, melhor é a aproximação para UN& distribuição retan-

gular. A inversa de M e

(L-l ) (L-2 )

( 1.-2 ) 2(L-2 )

2 1

4 2

M'l : -©
2L

(1 . 4 4 )

2 4

1 2
2 (L-2 ) (L-2 )

(L-2 ) (L-l )

onde. o novo conjunto [y"] e determinado de acordo coma for-

ma abaixo

[ y'' ] : ]' y '

Explicitando, teríamos

y; : y:l - -.g: ba-uAi'-a-DALI * ...' ' "L-i ]

y; : y; - -g: [a-nAI.*2a-aA; . ...' ' :h.-:t ]

M': [ A' ] (1 . 4 5 )

( ]. . 4 6 )

yL-l:yL-l
It t

:"; (L-l)
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Se necessári.o, o processo pode ser repetido para determinar

.um terceiro conjunto [ yh''] etc
Como passo final nesse processo de ajustamento, es

pera'se que essas aproxi.mações desenvolvidas para o caso re

tangular, sejam mantidas com bons resultados para outros ca

sos

1 . 4 . Exempl o Numérico

Seja f(y) = e'y, y .Z O. Desejamos determinar pon'

tos de estratifi.cação ylly2P''')yL-l para L : 2, 3, 4 e 5 es-

tratos tais que V(yst)N : Ih uh ahl2/n seja mínima. Aqui,
V(y:.) i a variância da estimativa da média populacional

st' N

quando a amostra foi retirada sob alo.cação de Neyman

Pri.meiramente vamos encontrar um conjunto [ '] como

visto na secção 1.3.1 e que ã a primeira aproximação para o

conjunto [yh] bati.sfazendo equação (1.14). A seguir, fare-

mos a segunda aproximação para o conjunto [yh] usando as

equações (1.45) da secção 1.3.2. Finalmente, calcularemos

V(yst)N e apresentaremos um resumo dos resultados na tabela
4l

1.4.1. Determinação de Z(y) e l.(y) para f(y) : çy

Da definição de Z(y) e de IP(y), n8s temosfv

z(y) =1 /e't' dt : 2(1-e y/2)
ZO
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com Z(0) = 0 e Z (n)

fy
l tp e-t dt , tal que
J.

r

2

l-e'ydt

t dt 1-."ye ye

2t dt y (y +2y+2)2-ee

l (y)P

lo (y)

ll (y)

l2 (y)

Cálculos Numéricos obra L=2 Estratos

Da equação(1.19), a primeira aproximaç

raiz da seguinte equação

r
2(1 - e'y/2 ) : --l

é

Neste caso , yii - -2.Cn 1/2 = 1 ,39

Usando as íunç8es IP(y) nÓs temos

lo(0) : 0 , 1o(yl) : 0,7509 , 1o(")

1l(0) : 0 , 11(yj.) 7 , 11(m)

'y IZ.n dt = --1-
2

1 . 4 . 2

pela
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l2(0) : 0 , 0,3280 , 19(n)

Ip(yh) - IP(yg) temos

O, 7 509 , J:2 : 012491

0,4047 , Jiz : 0,59 5 3

0,3 280 , J;2 : 1,6720

t

Jol

j::

';:

TABELA l.l

RESULTADOS NUMÉRICOS DA PRIMEIRA APROXIMAÇÃO PARA PONTOS

ÕTIMOS DE ESTRATIFICAÇÃO DE f(y):;y PARA L;2

y' = o' 0

o ,oooo

o ,oooo

o,oooo

y2 : "

l .oooo

1 .oooo

2 .0000

l.k'v;) 0 ,7 509

0 ,404 7

0 , 3280

'::
';,
';:
';,
';:
';,

0, 7 509

0,2491

0,59 5 3

0, 404 7

0,3280

1 ,67 20

nÕs calculamos

:

; 2.2761
0,7509x0,3280 - 0,4047'
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l

Jo2
2

:,i '{, ' ,;

1,6720 - 2xl,39x0,5953 + 1,39'x0,2491 . ....

'0,2491xl,6720 --

Ai : Ai - SI. = 2,276i - 2,0000 276i

é bons id eravelmente ma ior que

tar yl

Da equação (1 . 45) , temos

vl ' y; - -JCl;-- A:l ; i,39 - -JC;-- x 0,2761 : 1,27

Usando as equações IP(y) e Jph' ni;s calculamos os r.!
multados apresentados na tabela 1.2

TABELA 1.2
RESULTADOS NUMÉRICOS DA SEGUNDA APROXIMAÇÃO PARA PONTOS

)

d e s ej amo s ajuszero nos

2
0,5953

ÕTIMOS DE E STRATIFICAÇÃO DE f (y) =e'y PARA L:2  
  y;:1,27 ,; : «

i.0:) o,oooo 0, 7 1 9 2 l ,oooo

z:0;) o,oooo 0 , 3625 l ,oooo

1,(y;) o,oooo 0, 2 7 21 2 ,0000

Jo 1 0 , 7 19 2    
':: 0 ,2 80 8  
Jll 0, 36 25    
';: 0 ,63 75  
J21 0 ,27 21    
';, 1 , 7 2 7 9  
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E AI : AI ' Bl: 2P0162 -- 2,0007 = 0,0115 é muito mais pró-

ximo de zero que AI. O ponto yl' é então, mui.to mais próximo

do ponto yl que o

Na parte 1.4.5 calcularemos as variânci-as correspon

dentes a y.i e y.
1 1

1.4.3. cálculos Numéricos para L=3 Estratos

A primeira aproximação y; e y; são dadas pelas mail

zes d as segui.ntes equações

2(i - á'y/2 ) : J

2(1 - ';y/2 ) : --{

resultando em y: = -2Zn(2/3): 0,81 e

y; = -2Zn(1/3) : 2,20

Usando as funções IP(y) eJph nÓs calculamos os resultados
apres entados na tab ela 1.3.
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TABELA 1.3

RESULTADOS NUMÉRICOS DA PRIMEIRA APROXIMAÇÃO PARA PONTOS

ÕTIMOS DE ESTRATIFICAÇÃO DE f(y):;y PARA L;3

,; : '
o,oooo

o,oooo

o,oooo

y:l:o ,81

0 , 55 51

1 , 19 4 8

0 ,09 77

y;::2 ,20

0 , 8 89 2

0 ,64 54

0 , 7 54 6

!

y3 : "

l ,oooo

l ,oooo

2. 0000
1 : Q;. )

'à:

';:
':,
';:

t

J12

';,
';:
';,
';:

0,555 1

0, 3 34 1

0 ,1 10 8

1 , 19 4 8

0 ,4 50 6

0 , 3546

0 ,0 9 7 7

0,6 569

1 .24 54

'. ';: - :'; ';: ' ,;: '.:

2
2y 2 J12 + y2J 22

1,1 46 6

,; : Jà. r'.: 1 ,1401

t

Jo2
: 2 , 2 7 26
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';; - ''; ';, ' ,;' ':,

L:: ';. - ,;$
2,000 7

Então

AI : AI - BI : 1,1466

A2 : A2 ' B:l ; 2'272Õ

- 11

a segunda aproximação yl e

,: : ,i - .e; [''-:,'i * "{

-:;-- I'{

l

22

e
2

,1 4 0 1

,000 7

0 ,00 6 5

0 ,2 71 9

dada por

0 , 7 3

1 1 t

y2 : yl
2 ,04

1. 4 .4 cálculos Numéricos para L > 3 E s tr ato s

cálculos semelhantes foram feitos para L-4 e L=5 es

tratos. Como são inteiramente análogos ao apresentado aci

ma, nao serão apresentados detalhadamente aqui. Os resulta

dos estão resumidos na tabela 1.4

1. 4.5. cá lcul o de Vara;nci as

Para o calculo

calcular o valor de uh
ra h = 1 ,2 , . . . L

Para L=2, temos y; : O, yl : 1>39 e y;

do as definições IP(y) e Jph temos

st) : [h uh ah]2 precisamo
proporção e desvio padrão pa

S

Usan
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.ul l1'39e-tdt

[',;9 t

Das equações (1 . 28)

Jlh
"h : ''j=

e

(l J 39) : J 'l : 0 , 7 509

0 , 7509 J02 : 0, 2491

e (1. 29) temos

':.'1 : Joh J2h ' Jlh

Então
t

. Jll

. ';,
"::l=

0 ,404 7

0,750 9
0 ,539 0

0 ,59 5 3

0, 249 1
2 , 389 8

2Jã J 21 1 1ol
l 2J ol

';
'0 , 7 50 9

2
0 ,3 2 80 (0 ,4 04 7)

2
(0 , 7 50 9 )

, 3825

2J J J22 1 2o2
r0',2 491 x 1 ,6 7 20 -- (0 ,59 5 3) '

1 ,000 5

(0 , 24 9 1 ) '

«"'j';., : li ". ..l:
(0,7509 x 0,3825 + 0,2491 x 1,0005)' = 0,2855

Com a segunda aproximação) temos y==O, yl:1)27 e y2

u; = 0,7192 , al : 0s3525

u2 0P2808 , a; = 0,9996
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nV(y.t) =(0,7192 x 0,3525 + 0,2808 x 0,9996)' : 0,2855

Para L>2 estratos o procedimento é análogo

Na tabela abaixo, apresentamos um resumo dos resul
. -\7

Lados obtidos para L=2,3,4 e 5 estratos para a função f(y)=e '

TABELA 1.4

PRIMEIRA E SEGUNDA APROXIMAÇÃO PARA PONTOS ÕTIMOS DE ESTRATI
FICAÇAO DE f(y)=e'y PARA L-2,3,4 e 5 ESTRATOS E SUAS VARIÂN-

CIAS

PONTOS DE ESTRATIFICAÇÃO
)nV(y et

aU
h h

h

al APROX
a

2 APROXESTRATOS

al 39
a

1 , 2 72

0 , 2 87 7

0 ,2 855

0 , 1 34 5

0 , 1 3 39

0 , 07 7 7

0 ,0 7 74

0 ,0 50 3

0 ,050 1

Observamos na tabela acima para a função f(y) = e'y,

que nao hã uma melhora substancial nas variâncias quando do uso

da segunda aproximação com as di.ferenças entre elas tornando--se

ainda menores à medida que o numero de estratos cresce. Is-

to nos sugere que a primei.ra aproximação jã fornece bons li-

mo.tes de es tratif ilação
0



CAPTTUL0 2

MÉTODO DE ESTRATIFICAÇÃO DEVIDO A EKMAN

2. 1. Introduç ao

Suponha que desejamos determinar pontos yl<y2<'''<yL-l

tais que V(yst)N : n'l Ih uh ahl2 seja mínima. Aqui., V(yst)N

ã a variância da média sob alocaçao de Neyman, uh e ah sao a
proporção e o desvio padrão no estrato h

Delenius mostrou que os pontos]yh] que minimizam

>l uh ah são aqueles que Bati.sfazem as equaçl;es (1.14), igual
a

ah+l (yh-lih+l)z

'h+l

Como jã foi comentado no cap'ttulo anterior, a solu-

ção destas equações envolvem o conhecimento de Uh e ahP mé'
dia e vara-anciã no h-ésimo estrago, que pot sua vez nao po'

dem ser calculados até que [yh] seja conhecido, levando a
complicados cálculos iterati.vos. Desta forma, alguns estu-

- 28 -

22

+ (yh-uh)a
h

h :1 , 2 , . . . ,L- l
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di.ocos -e em particular Ekman-(1959)procuraramsoluç8es apto'

xi.nadas para [yh] satisfazendo as equações minimais
Ekman mostrou que para uma densidade f(y) comampli-

tude finita, os pontosEyh] satisfazendo .(yh-yh-l) uh: CL'

h=1,2,... L, onde CÍ. e uma constante que depende do numero L

de estratos, são uma aproximação para a solução exata

Para uma densidade f(y) com ampl-itude infinita, a

equação ac.ima nao pode ser aplicada, mas com alguma modifica

ção, chegamos à equaçoes

(yh-yh.l)uh CL) h -2)3, (L-l)

3f (yl)
4'

22

+ (yl-u l)a l
a

3f (.yl.l)
4

2
a + (yl.l-h, )L

- c
a L

que podem ser usadas no lugar das equaçoes obtidas para uma

densidade com amplitude finita

Os resultados obtidos neste caplltulo, serão deriva-

dos sob a suposição de L grande, correspondendo a pequenos

i.ntervalos (yh-yh-l). Quando L se aproxima do infinito, po'

de-se provar que a solução exata e esta aproxi.maçaot sao equi-

valentes. Na pratica, no entanto, L é frequentemente peque'

no, dífici.Imente superior a 5, o que certamente nao satisfaz

a suposição de L grande. Verifica-se entretanto, que mesmo

para poucos estratos, L=2,3 etc, a aproximação acima produz

bons resultados. Ekman comparou os resultados obtidosde três

íunç8es densidade, f(y) = 2(1-y), f(y) = ey e f(y) =ye'y ,
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calculando as variânci.as da média para estratos com pontos

satisfazendo a solução mínima e com pontos aproximados, para

L=2,3,4 e 5 estratos. As di-ferenças encontradas foram muito

pequenas, o que justifica plenamente o uso das soluções apto'

ximadas

Neste capa-tule, a t].tulo de -i.lustraçao, nos traba-

Iharemos apenas com a função densidade f(y) = e'y

É conveniente observar que para funçoes densidade

com uma longa ''cauda'', como por exemplo dista.í

um grande niimero de graus de liberdade, sao es

Lados mai s ''pobres ''

Um outro ponto a ser abordado neste c

çao de aproximaçoes para a constante Cdetermi.na

2buiç8es X cota

pelados resul

apitulo e a

nos Itens 2.4
[. '

e 2 . 5

2.2. Método de Aproximação de Ljmiçes Õtimos de

Estratificação para uma Amplitude Finita

Considere uma função densidade f(y) comamplitude íi.

ni.ta(y.,y..) e tal que as derivadas de primeira e segunda or-

dem, f'(y) e f''(y) existem e são contínuas sobre a amplitude

total. Para maior facilidade de calculo nÕs introduzimos uma

função H(y) da seguinte maneira

n (y) f(y)

(t)dtn" (y)
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n'(v) :l n"(t)dt
(2 . 1 )

u(y) = .Í.:n'(t)dt

onde H(y), H''(y), H'''(y) existem e são contínuas

Usando intégraçao parcial, nos obtemos

fb . fb fa
l í(y)dy = 1 H'''(y)dy - l n''' (y)dy
J,J..J..
fb fb fa ....
J, ' '''''' : LJ " ''''' ' J.J '''','-'

n''(b ) - n''(a) (2 . 2 )

bH"(b l H'!(y)dy - aH''(a) + l H"(y)dy
J.. J..

bH''(b) - H'(b ) an''(a) + H ' (a )

[bH''(b) - a n''(a)] [n'(b) - n' (a)] (2 . 3 )

b

y2f(y)dy
a

b a
22

(y)dyH H

m m

(y)dy

b 2H''(b)-2 2 i,a'H (a)+2

rb

b2H"(b)-2bH'(b)+2 l H'(y)dy--a2H''(a) + 2aH'(a)
J-.

(y)dy
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[b2H"(b)-a2n"(a)] -2 Übn '(b)-aH '(a)] +2En(b)-n(a)]

Desenvolvendo ll::-,'*'(y)dy temospara

( 2 .4 )

yh
(yh-y)of(y)dy

yh-l

por o

yh(yh-y)2f (y)dy
yh-l

y) f (y)dy yhh

lado s ab emo sutro que

y

'yh
f(y)dy

h-l

yh
f(y)dy

yh- l

'yh

f (y)dy-2yh+
h-l

J'h
yf (y)dy

yh-l

ll::','

(2 . 5 )

'yh
2dy+ y f(y)dy

yh-l

«h üh ' l vrQ)dv

«:, : l=.:''.,,«
Usando as equações de(2.2) a(2.6), obtemos o seguinte
multado

«« b:' ',«- «., h b:. d -:'«"«".*«.,Ê

iii:i'',«'-',. [ ''',«,: iii.i',»'

( 2 . 6 )

2(aU +

h h
...P

re
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2ÍHQp-nQ..p] -2 f'hu Qp-yh . in' Qh-p'yhn''QP

'yi].in"(yh-t) -2yhÍ-FH '(yh) -H '(yh-i)]' [yhu''(yh)-yh.ln''(yh.i)] }

'vÍ] [H'' OP'"'' oh-p]

zl n(yh)-n(yh-i) +vh-]n '(yh-i)-yhn'(yh.i) +yhyh-].n''(yh-i)

yh2.::n''(yh.i) y:n''(vh-t)l
2 2 l

:,l«,.,-b,..:,. .,«-,«-:»' ',..:,. s';::J""',»-:,tl. «
t-jh (yh-Uh ) :c\yh-cohU h

:,. ["'',,.,: [",.',,.,Jyh.l Jyh.l

:VhLn"(yh)-n''(yh.t)l +n'(yh)-u'(yh.i)-yhn''(yh)-yh.ln''(Vh.l)

lu' ap- fn ' Qh-p* oh-v..?n" o..pll (2 8)

".: [ 'Q)''

(yh) - n"(yh-l) (2 .9 )

Nota-se que o lado direito das equações(2.7),(2.8)

e(2.9) consistem de H(yh), H'(yh) e H"(yh), menos os prime.L
ros termos em suas respectivas expansoes de Taylor no ponto
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y=yh-l' Conta.nuando estas expansoes atê a quinta, quarta e
terceira ordem respectivamente, os seguintes resultados são

obtidos

'''h ]'h'(Vh-Uh)2] ISlit;?!:.l-- H "'Qh-i ) ' ''---i.í-- H (ó )0..P

. "# «'''.::,]

~.,.-««,:Pg "'.. .,..:,. '?a''' .,«-:,."P "''' :,,]
'% : loh'yh-Pu" Qh-i)' u umoh-t)' "----uma?
onde ei são os pontos no intervalo(yh-l'yh),H(4)(yh.l) e H(5)(yh.l)

sao. as dera.vadas de 4g e 5g ordem da função H no ponto y:yh-l )

e que equivalem, a f'(yh.l) e f''(yh.l) respectivamente. Para sí.m

pli.fi.cação de cálculos notaremos K:(yh-yh.l) e H''', H(4) e H(5)

para as respectivas derivadas de H no ponto y : yh-l
Então , temo s

"h]'h'oh'"h) ] : [ k3 u''' . .};.. .«)

"hoh'"h) : F2 "' ' .«)

: IKn''' ' -fl:. .«)
Multiplicando(2.10) por(2.12), obtemos

(2 . 1 0 )

(2 . 1 1 )

(2 .1 2)

« ':'',.--.,' H +

43
n"' n(4) + o(K6) (2 . 1 3)
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e elevando (2..11) ao quadrado, temos

u:(yh-llh)2 : --;- n'''2+ -.:l. n''' H(4) + o(K6)
4 52K K

+

64
(2 . 1 4 )

Sub t ra indo(2.14) de(2.13), a seguinte identidade é obtida

(uh ah)2 : i!-ln'''(n''' + Kn(4)) +

Elevando (2.10) ao quadrado, determinamos

( 2 . 1 5 )

'»illali'Oh-uh) I': -T ln'''(u''' * -j\-. n(4)) . oa2)l (2.ió)

Para L grande, os termos de maior ordem em K:(yh-yh-l) podem
ser negligenciados

Divida-ndo(2.16) por(2.15) e substituindo H'' e
H(4) por f e f' , tíemos

6
K n ' (n +
9

'="'1~-; *
Ou seja

..Paul''

Kf + K f''/21
f + KÍ '

, .(yh-yh-l)f(yh.l)+(yh-yh-l)zf '(yh-l)/2
(yh-yh.]).

" " ' t(yh-l) + (yh'yh-l)f'(yh.l)
(2.17)

Observe que

uh

(yh-yh-i)f(yh-i)+ ----- 2: f '(vh.i) + -$:ibl:;!:!-- í''(vh-i)'0(K4)
(2.18)
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e

a''h

f(yh-l)+(yh-yh-l)f'(yh-l) +- 2: f''(yh-l)+0(K3)
(2 .19)

No numerador do segundo fatos do lado direito da equação(2.17)

temos ent;o os dois primeiros termos da expansão deTaylor de

uh no ponto y:yh-l' '!nquanto que o denominador é a derivada

parcial do numerador com respeito a yh, isto é, os dois pri-

meiros termos da expansão de f(yh) no ponto y:yh-l' Aproxi -
mando mais uma vez e negligenciando os termos de maior ordem

na expansão de ub. e f(yh), obtemos

22
a + (y. -llh h 'h 4(yh-yh-l)uh

3f (yh )
(2 . 20 )

Procedendo de modo análogo

[..!L:cgc%:;#] ' .., ..!g«cn:Zb:,
l a.,. J 3ÍO.)l ah+l J 3f(yh)

( 2 . 2 1 )

Aplicando este resultado para a equação da solução exata, te
mos

(yh-yh.])uh 'u (yh+] - yh) uh+].

Finalmente, aplicando(2.22) para h=1,2,...,L-l, nÓs

minamos a seguinte aproximação para a solução exata

(yh - yh.l) uh : CL
onde C, ê uma constante

(2 . 2 2 )

deter-

(2 . 2 3 )
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2.3. Método de Al11gJí.mg$3g de Limites Ótimos de

Estratífic4çag pgl4 png 411plj:tude Infinita

yo:-" e yL:", a aproximação(2.23) podeainda ser

aplicada para L=2,3,...(L--l). Desenvolvendo as identi,dades

(2.20) e(2.21) para h=1 e(L-l) respectivamente, podemos es-

crever

[ a{ + (y: - ul)2] 2

l
1 .. J ''o'.-:)

(2 . 2 4 )

Ou F.ej a

(yh-yh-l)Uh : CT ' he2,3,

-l'',: F%?q :

, L-l

f (yl.:) ]il!=S:::!.=!Ll-] ':ci,

( 2 . 2 5 )

Com as equações (2.25) uma aproximação para uma am-

plitude infinita bode ser obtida. Para muitas distribui-

ções, os cálculos no desenvolvimento da segundaidentidade da

equação(2.25) são simples. Por exemplo, para f(y) = ey

3f (yl..l )
4

2n 22a + (y )UL L )L la l

pois

[x-ü q'
2

L-l (l-yl.l)] 2
4l
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2 . 4 Primeira Aproximação para a Constante C.

Com o conhecimento da constante CLp o conjunto [yh]
satisfazendo(2.23) ou(2.25) pode ser facilmente determina-

do. Portanto, se faz necessário determinar pelo menos uma

aproximação para Cr' O desenvolvimento de uma aproximação

para CLp e feito a partir da suposição de que a constanteCL-r
jã foi obtida.

Suponha que para uma densidade com amplit ude finita

(yL-yo), o conjunto de pontos yl'y2l''',yL-l foi encontrado
tal que as relações(2.23) são satisfez-tas(existe sempreuma

Única solução). De (yh-yh-l)uh : CL derivamos a identidade

. /'«'- ,..: \ ' '.>l f --.-!!-------J:.L-- l u. : - ------------=--
i; \. yl - V. ./ n (VL - V.)

(2 . 2 6 )

que pode ser considerada como uma média ponderada de

(yh-yh-l)/(yL-yo) por uh ou vice-versa. Para 1, grande

(yh - yh-l)

(yl, - yo)

l
L

( 2 . 2 7 )

pois(yh-yh-l): C - constante, é assintoticamente corneto
quando os termos, a partir do prímei.ro, em(2.15) e(2.16)

são negligenciados . As s im

4

l:L:!kl .'
1 2

1 12

(uh ah) ''
( 2 . 2 8)
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«:. [.: * .,. ..S:lb...:.!b=:L!. H ''' 2 Oh- ] ) ( 2 . 29 )

Então

ah

2

3 (yh - yh-l) (2 . 30 )

De maneira análoga

., -=1;i:-- (yh...i - vh)
(2 . 3 1 )

aplicando(2.30) e(2.31) em(1.14) temos(yh-yh.l)'"(yh+l-yh)

e para h:1,2,... \-l, uma aproximação para a equação minimal

é (yh-yh-l) : C : constante
Desta forma , (.2 . 26 ) igualtorna s e a

+:"«
l
L

L CL

(yL-yo)
(2 . 3 2 )

CL

as s im

(yl. - yo)
L2

E, para CL-r

(2 . 3 3 )

(yl,-yo)

(L-r)2

(L - r)z CL-r

como uma primeira aproximação da constante CL' Adiante se-

gue um exemplo numérico que torna mais claro a diferença en-
tre CL e CL '

'2

t

CL (2 . 34 )
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2 . 5 Segunda Aproximação para a Constante CL

Supondo que um conjuntoEyh] sa.tisfazendo(2.23)

foi encontrado para algum numero de estratos igual a L-r, uma

primeira aproximação pode ser obtida de(2.34). Um conjunto

[yhll pode ser encontrado tal que todos os valores (y;-yll-l)uh

sao em geral iguais a cLp com excessão de um valor (y.l--yl.l)u'

(por exemplo :j:L) que é diferente de Ci. Então uma segunda
aproximação CL para CT. pode ser obtida'de

a-i)ci'''' 01 - y:l.:) ul

Procedendo de maneira análoga, uma nova aproxi-mação C''' pode

ser encontrada para CT, e assim por diante. A constanteCT''r

converge para CT. e o conjunto [y:i) ] corresponde ao conjun-

ta [yh] satisfazendo (2.23)

L L
( 2 . 3 5 )

2 .6 Exemplo Numérico

Seja f(y) = e'y, O .É y < m. Para esta função den-

sidade determi.n4remos o conjunto]yh] satisfazendo(2.25)
usando o método de aproximação de Ekman para L;2,3,4 e 5 es-

tratos

No final deste item apresentaremos a tabela Z.l com

um resumo dos resultados com os pontos de estratificação e

as variânci.as associadas para estratifi.cação Ótima e estrato

ficaçao baseada no princípio de aproximação de Ekman. Com--

parando essas variâncias, podemos observar que os pontos de

estratificação calculados por esse metodo de aproximação pro'
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duzem excelentes resultados para esta função densidade, ides

mo para um numero de estratos tao pequenos

2.6.1. Determinação da Constante C. e do Límíté do

Eltlg!.g y=. para L=2 Estratos

De (2 . 25) temos

' ::: : :: l
Usando o método de aproximação de Newton (1965) con-

s adere

g(yl)

ag

ayl

'yl
(3+yl) e .-yl

l
t . t

. (3 + v:i) - y l
v +'l -y!

1 + (2+y.l)e '

Coco as raízes estão entre le 1,5(pois g(1) = 0,4715 e

g(1,5) = -0,4959), podemos escolher para aproximação ini.cíal

yl : 1, que determina

.. 4 e'' - l
yl : 1 + 1 + 3el : 1 '224

It ..-

O valor de yl. seta colocado no lugar de yl atê que dois va-
lores consecutivos sejam encontrados iguais, ou diferentes

por quantidades negligenciáveis. Então

1 + (2 + yl)
'yí
e
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y:'' = 1,224 + +'224 e't'f2Ó 1,224 ; 1,223
1 + 3,2 24 e'1 ,224

4, 2 23 e'l P2 2 3 . 1 ,223

1 + 3, 22 3 e'1 ,2 2 3

Logo yl : 1)223 e C2

) 1 ,22 3

l
= 1 , 2 2 3 (1 -e ,2 2 3) : 0 ,8 73 7

f (y)

l

2.6.2. Determinação da Çgpstante C. ç dg? }lplltçs dos

Estratos [y. ] para L=j! Estratos

2.6.2.1. Primeira Aproximação paro ÇI g]yl.. ]

Para calcular a primeira aproximação para a constan

te C3 vamos utili.zar a co.nstante C2 na equação (2.34). Neste
caso temos r=1 e

a

cl o , 3 883
J 3z

De (2 . 25) temos
l

y
3 e 2 = 0,38 83 .'. yo : 2,045
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Por outro lado

l

ul

t

a - . yi)

Então
-x/

y.l (l - e 1 ) = 0, 3883

Para determinar y{, consid ere

'y.
g (yl) : yl(l - e ' ) - 0,3 88 3

'5S'T : y: .'': .. l -

'yle

'yl
.. , y; (l - e ' ) - O , 3 883

yl : yl '

y{ e ' + 1 - e '

Como as ra'lzes estão entre 0,5 e l(poi.s g(0,5) = - 0,1916 e

g(1) = 0,2438), podemos escolher para aproximação inicial

y.l - 0 ,5, que determina

0,5(1 - /0,5 ) - 0,3883
yl : u,) -

O valor de yl seta colocado no lugar de yi até que dois va-
lores consecutivos sejam encontrados iguais, ou diferentes

por quantidades negligenciáveis. Então

9??75(1 - f0'77s) - 0,3883 . : 0.742
0, 7 75 e'0 P7 75 .e'0 p 7 75 + l

-0 , 74 2 ~0 , 74 2 (1 -- e' ' ' ' ' ) - 0 , 3 883

0, 74 2 e'0s 742 . e'0 , 74 2 + l

0 , 7 75

vl.'' : o , 775

yÍ4): 0,742 0 , 74 2
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l
. y l .

Logo yl(l - e ') : OP3883 implica em yl : OP742

f (y)

l

3
.4 5 . 6 y

2.6.2.2. Segunda Aproximação.para C3--Ê [yh]

Da equação (2 . 35) ,. temos

:

Mas

Então
'.'. .
'3 ' 3

Então 3 e J 2 : 0,4095 .'. y; = 1 ,991

y.'(l - e yl ) : 0,409 5 .'. y. : 0,766
f (y )

«;

2,04 5

e't dt : O, 3468

0, 7 42

l

0,409 5

O gráfico para L:3 estratos seria

4 5 '6 y
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2.6.3. Determinação da Constante C, e dos Limites dos

Estratos [ yh ] para L>3 Estratos

Para um numero de estratos maior que três, o prole'

di.mento é análogo ao desenvolvi.do para L;3 estratos

Um resumo dos resultados para L=2,3,4 e 5 estratos

pode ser visto na tabela 2.1

2. 6.4. cãl culo d e Vara.;nc í as

Desejamos calcular n V(yst)N
Para L=2 estratos , temos yo-01

li,22 3dt : 0,7057J.

ll,;::«

-t ll'::'0

-t ll,:;,.-'« : :,,',:
-t lr'::: .-'«l - «; - ',::«

-t lll,,;i '-'"l - «; ' .,,,,'

[: «. ..]'
yl:1)223 e y

ul

e

te

u2 0, 294 3

ul d t = O , 4 89 8

U2

2
al al ; 0s3404

a. = 0 ,9 997á
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« "',..,. : E «« .J'
[0, 7057 X 0 , 340 4 + 0 ,2 94 3 X OS 99 9 7]

2

0 , 2 85 6

Para L>2 estratos o procedi.mento é análogo

TABELA 2.1

PONTOS ÕTIMOS E APROXltíADAMENTE ÓTIMOS DE ESTRATIFICAÇÃO DE

f(y)=e'y PARA L:2,3,4 e 5 ESTRATOS E SUAS VARIÂNCIAS

(1) Os valores mínimos foram retirados de Ekman (1959)
Observando a tabela acima notamos que a 1= e a 2=

aproximaçoes obtidas pelo método de Ekman apresentam variâcias
praticamente iguais a. aquelas obtidas pela sol-ução de variância mini.ma

0

PONTOS DE ESTRATIFICAÇÃO

~'==" b :J ;i , ,; ,;
-;"«.;l:! «,«*l ,; 1 ,; ,; y:

'yl y2 y3 y4

CONST

n V(yst)N

:r{«...]:l

 



CAPÍTULO 3

MÉTODO DE ESTRATIFICAÇÃO USANDO O TOTAL

3.1. Intro4yç$o

Esta regra, sugeri.da por Mahalanobis (1952) e por

Hansen, Hurwí-tz e Madow (1953), é .comumente usada, e consis-

te em formar estratos, usando a di.stribuição de y de tal ma-

neira, que o valor agregado total da vara-ãvel y é o mesma

para cada estrato, ou sej a

coh Uh : C
c ons t an t e (3 . 1 )

Dalenius e Hodges (1957), observaram que esta regra

nao pode ser de validade geral porque os limites queda for-

nece, variam se a escala de ori.gem varia, considerando que a

solução exat.a para o problema, 8 invariante sob mudança de

origem. Assim, a relação desta regra com a equação ( 1.14 )

nao esta ainda muito clara

Uma justificativa dada por Cochran (1961) é a de
47
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que esta regra pode ger derivada da equação (1.22) na qual

(Zh-Zh-l) ; Const. é o mesmo que fazer mhah : Const. Neste
caso, quando os limites pr6xi.mos do Ótimo,.levam a coefici-

entes de variação Uh/ah aproximadamente iguais em todos os

estratos, a relação uhah igual a uma constante faz com que

cohUh também seja igual a uma constante. Este resultado su-
gere que o procedi.mento aqui discutido deveria dar melhores

soluções naquelas situações enl que temos os coeficientes de

variação aproximadamente constantes em todos os estratos

A i.nclusao des a regra de aproximação neste traba-

lho justifica-se por seu vasto uso em situações praticas

3.2. Adaptação a Cplçplgs Numéricos
fv

Da defi.nação de IP (y) tP f(t) dt nÓs temos

ii(vh) - ii(lh-l) - lvht r(t) dt
'yh-l

A condição uhUh:C para h:1,2,

do conjunto [yhll é equivalente a

li (vi) - li(y;.i) : c

ll(vi.:) - ltQ;.,,) : c

(3 . 2)

L na determinação

( 3 . 3)

i:Qi) - l:



49

fvh
pois uhuh ': l t f(t) dt

;'h-l

ll (yh) - ll(yh.l)

Somando as L equações em (3. 3) cheg amo s a

1: 0;) - l:

= O, nÓs temos

L

( 3 . 4 )

Como l.

(3 . 5 )

Consi.der ando .l. H, nos temos

(3 . 6 )

Substi.tuinào o valor de C acima, na equação (3.3) obte-

xi Q:.: )

mos
(1.- 1 )

U

L

(L- 2)
H

L1: Q:.,)
( 3 . 7 )

1: 0tl. )
l
L

do qual calculamos o conjunto L y: J

H

3 . 3 . Exempl o Numérico

Como ilustração, usaremos este método de aproxima-

ção dos li.cites 6timos de estrato.ficaçao) na função densidade
f (y) = e'y, y .Z 0
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Primeiramente iremos determinar o valor de ll(yl):Hp

e a partir deste valor, o conjuntoEyh] usando equações(3.7)

Por defi-niç ão

t e't dt
0

ll

3. 3 . 1 . cálculos Numéricos ara L=2 Estratos

Da equação (3 . 7) temos

::Q;) : --}
Por outro lad

l

0

dt

Logo .

: - '7 ' '' ;': : ',5
Usando aproximação de Newton, considere

g(yl)

ag 'yl
lç :'':'

0 ,5

yl : yl
l t ' ' '' '' t

Como as ra'lhes estão entre 1,5 e 2(poi.s g(1,5) = 0,0578 e

g(2) = -0,0940), podemos escolher para aproximação inicial

y.l : 1,5, que determina
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+ 1,5 ;'1,5 :: 0,5. : 1.673
i,5 .it,s

O valor de yl seta colocado no lugar
lotes consecutivos sejam encontrados ig

por quantidades negl i.genciaveis

Então

yl : 1,673 +

1 , 5 +yl

uai

até que dois va-

s . ou diferentesl

e'lp67 3 + 1,6 7 3 e 1,673 . 0,5

1 ,673 ;1, 673

+ 1 ,6 7 8 e 1,678 - O ,5

1, 678 fi,ó78

1 , 6 7 8

1 , 6 7 8 1 ,6 7 8

y: -yl
Logo(l - e ''-- yll.e ') = OP5 implica em yi: 1,678. Apro-

xi.band(i para duas casas decimais, .podemos consi.deram yii=1,68

3 . 3 . 2 cálculos Numéricos para L:3 Estl4Çg!

Da equação (3 . 7) temos
l

t

i:QI.)
yl

't

l,Ql!) :''

dt l
3

dt 2

3

ta f o rma
l t

'yl . 'yl 0,3333
t ' l

'y2 y2 e y2 : 0,6667
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Para encontrar o

g(yl) = e yl + yl 'yl 0,6667

ag 'ylP

ayi

consta ere

yl

e yi + y: 'yl - 0,6667
'; '

1 1
yl e

Como as raízes estão entre le 1,5(pois g(1) = 0,0691

g(1,5) = --0,1089), podemos escolher para aproximação i

y.l : 1, que determi.na

-. e'l.+ e l - O ,6 667
vil

P

O valor de yl seta colocado no lugar de y; ate que dois va-
lores consecutivos sejam encontrados iguais, ou diferentes

por quantidades negligenciáveis. Então

,;": :,:.,, . +:''l' 11::1; 111111 ',''" : :,:'',
l;Í'''::,:'', * '' ;:':''' - '.:!w : :,:';,

l

nlcia

yl

e

l

1 , 1 8 7 7

'y.i . -yi
Logo l-e a -yl e J' ; 013333 implica em yii : 1,1887 que apto'
ximado para duas casas decimais, torna--se igual a 1,19

'y2 'y2
Procedendo de modo análogo para g(y2) : e '+ y2 e

0,3333 = O nÕs encontramos y. : 2,30
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3 . 3 . 3 cálculos Numéricos para L?3 Estrato!

Procedimentos análogos ao item anteri.or, são usados

para determinar o conjunto]yh] para um nÍimero L>3 estratos
A tabela 3.1 apresenta os resultados para L:2,3,4 e 5 estra-

tos, e suas varzancias

3.4. calculo de Variâncias

Para o calculo de n V(yst) : l h uhahl2 precisamos

calcular o valor de uh e ahp proporção e desvio padrão para
h :1,2, ... L

Para L=2 estratos, temos yi; ; o, yl : IP68 e y:l=

Usando.as definições IP(y) e Jph' equaçoes (1.24) e
(1.27) dadas no Capítulo 1, nÕs podemos escrever

r1 , 6 8

ul.: etdt: lo(1,68) = J(li :0,8136
JO

Ó;: etdt:l-lo(1,68) =J:2:0,1864
Jt ,6 8

Das equaê8es(1.28) e(1.29) temos

Jlh 2 Jota J2h ' J;lh

"" ':'== ' '" : ':.
Então

. ';:
"i ' 'iTol

ll

e

0 ,5005

0, 81 36
0,6 1 5 2
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pot s

J:lt : it(vl.) - l: (y;) : \(vll) 0,5005

' «, : -;{.2-- : -:'t;liii-- : 2,ó,9'

pois JI.2: ll(y2) - ll(yl) - 1-0,5005 = 0,4995

Por outro lado
2JJ

1 121o lt

al

0 , 81 3 6 x 0 ,4 750 -- (0 , 50 0 5)'=

(0, 81 3 6) '

0 ,4 5 32

onde
r1,68r J. ) D õ

J2i 2(yl) -'12(yo) : l2(yl)': t2 etdt:0,4750
Jo

i2J J J
1222o2

0, 1 864 x '1 ,5 2 50 - (0 ,4 9 9 5) z

(0,1 864) 2

1 ,0002

onde

t

J2 2 : l2 :: o:l )

0 ,4 7 50 : 1 ,5250
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Então, para L= 2 es tratos

(0,8136 x 0,4532 + 0,1864 x 1,0002)z= 0,3082

.Ê:«. ..]'

Para um número de estratos maior que dois, o prole'

dimento é análogo

Na tabela abaixo, apresentamos um resumo dos resul-

tados obtidos para L:2,3,4 e 5 estratos para a funçãof(y)=ey

TABELA 3.1

PONTOS DE ESTRATIFICAÇÃO DE f(y) = ey PARA L : 2, 3, 4 e 5

ESTRATOS E SUAS VARIÂNCIAS

Comparando as vara;ncías obtidas na tabelaacima com

as vara.anciãs mínimas(tabela 2.1) iguais a 0,2855, O,1332,

0,0768 e 0,0500 para L = 2, 3, 4 e 5 estratos respectivamen-

te, observamos que os limites de estratificação obtidos des-

te método não estão muito próximos do Õtimo, o que nos leva

a concluir que para a função f(y) = ey, dos tr;s métodos aprg.

sentados, este é o que apresenta resultados mais ''pobres''
0

NÚMERO DE

ESTRATOS

PONTOS DE ESTRATIFICAÇÃO n V(ys t)

: [>1 «h'.]       

      2,02

2 ,69  
0, 30 82

0 ,1 55 6

0,09 50

0,0 6 39



CAPITULO 4

ESTRATIFICAÇÃO APROXIMADAMENTE ÓTIMA COM VARIÁVEL AUXILIAR

4 .1. Introdução

. Nos capítulos anteriores nÓs vimos métodos aproxima.

dos de estrato.fi.caçam Ótima quando a variável de estratífica

çao e considerada como a proprià variável de estimação. Do

ponto de vista matemático esse p.rocedimento é perfeitamente

corneto. No entanto, do ponto de vista prático, não hã con-

de.ção de que se possa considerar a variável de está.mação e

éstrati.fixação como as mesmas. O que acontece geralmente é

que a variável de estimação y, é raramente conhecida, e é d.g

sejãvel estratifi.car com base em alguma variável x convenien

tenente escolhida (por exemplo, o valor da variável de estima-

ção em um censo recente)

Neste caso, a população em estudo ê dívida.da em L

estratos e uma amostra aleatória si.mples estratifi.cada de. ta-

manho n ê retirada, o tamanho da amostra no h-ésimo estrato
56
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nh e tal que>jnh : n. Sey e avariãvel emestudo,um

está.mador nao viesado da média populacional 8 dado por y.t :

}l uh yh onde uh é a proporção de uni.dades no h-ésimo estrato

e yh e a media da amostra no estrato h
Ignorando as fraçoes de correçao para populaçoes fi.-

natas, a variância da estinlatíva y.., sob alocaçao de Neyman

é dada por V(ystN: l.h coh ahyl2/n, enquanto que sob alocação

proporcional, é dada por V(yst)P : h uh ahy/n
Nos iremos considerar o problema da estratificação

Õtima na variável auxiliar x. Supondo conhecidas a função

de depend:nci.a de y em x, e a função V(y/x), determinaremos

equaçoes mínimas fornecendo li.mates Ótimos de estratificação

para alocaçoes de Neyman e proporcional.

Como estas equaçoes nao podem ser resolvidas fao.l-

mente, apresentaremos no item 4.4, vários métodos desenvolvi.

dos por Singh e Sukhatme(1969) para. encontrarsoluçÕes apro'

ximadas para a solução exata
No i.tem 4.5 estudaremos o caso particular da Febres

são. linear na estratificação e no final do capítulo apresen'

faremos um exemplo numérico para a função densidade f(x)=ex+l

x > le admitindo regressão li.near de y em x

!

4 . 2 . Limo.te Õt i.mo dos Está atou

Suponha y como variável deestimação e seja

y = c (x) + .e (4 .1)
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onde c(x) é unia função de x e tal que E(elx) = 0 e v(elx)

= y(x) >0para todo x no intervalo(a,b) com(b-a)<". Seja
f(x,y) a densidade conjunta de(x,y) e f(x) a densa.dade mar-

ginal de x. Então nos temos

-«,- -». ülll.:-'-''~-'- (.4 . 2 )

2

ahy
2

'"' ' '"9

onde.(xh-l'xh) são os limites do h-ésimo estrato, UhtÍJe o valor

esperadode P(x) e azc'ê a variância de c(x) no h-ésimo estra-
10

Usando as relações acima, a expressão da vara.anciã

para alocaçao de Neyman se reduz a

2

aE « /nh hyh

(4.3)

e para alocaçao

[: ««

[i ««'.:.

proporcional

2
/nahy

)1/«h (4.4)
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Sejalxh] o conjunto de pontos Ótímos de estratifi-

cação na ampla.tude (a,b) de x, para o qual a V(yst) é míni-

ma. Estes pontos [xh] sao as soluções das equaçoesminimaís
que são obtidas quando igualamos a zero as derivadas parciais

de V(yst) com respeito a [xh]. NÓs obteremos estas equa-
çoes para alocaçoes de Neyman e proporcional

4.2.1. Limites Õtimos de Estratificação para

Alocaçao de Neymap

Nos . des ej amos minimizar

o que é equivalent-e a minimizar

i "« tÕ" ' "w
Igualando a zero as derivadas parciais da equação (4.5) com

relação a xh) nos chegamos a

a , a ,
coh a,\. ''(h) ' /(h) ã<''' ui ã<- '"(i) ' /(i) ã;:

onde i=(h+l),(h):a2c + Uh\n e(i): aic + U«n
Y 'r

a'\ ., . a"i
ã;:-': f(*h) : ' axh

a(h) l .2, ..,.. . f(xh)
axh uh ' '"h' '"h' 2

i"« /==4]:,-,
(4.5)

(4.6)

(4.7)

l 2
C

(,:h) f ('q:)h

2

'lc (xh) Í (xh)(x) f (x)dx -- 2'C
C

"h-l

:':L-».-«-i . -+ « '*.»'',, - ?ili'»''"*
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á' .''"«'''''-, - v'':. ' ":.? - x' ''''.'''~.,
hc -, - . : . -., . f("h).

' 'ã= : ''V ' 'aÍ q) -'V:'':h' ' "ã;'' "'y

aF I':'*.,, - 'li. - ":. - '-«. '''v ' '"ii. * -p '""' - ««.fl

Fii.'*.., - -.J ' ':. * q''''-' - ««.} ''.',
Procedendo de maneira análoga, temos

Usando os resultados acima na equação (4.6)obtemos

-lP { l.'*.:,-«.J :'':.*v' '','-««.}.' '~., d$$

::-:; ' -:y lk'..,-«:J:-.í.'v

f ('\)

Q

k 's.,-«.:l'":''q«..'«:. w b','-«::l '«?''v ''., '' . :',

h+l , h = 1 , 2 , . .. . , L-l

''v'":v
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O conjunto [xh] satisfazendo equação (4.10) é o
conjunto de pontos Ótimos de estratificação que minimizam

V(yst N

4.2.2. Li.mi.tes Ótimos de Estratificação para Alocaçao

PIPp91ç+911g!

Com alocaçao propo

"'í;.l., - li "«'.:. * -..,,l,«
[i «« .:.Lh

li «« .:. *'«. I'«

Utl) h (dh hq) e um parâmetro populacional e portanto bons
tante. Assim, minimizar esta variância é equival

migar >1 uh a2c
h

Igualando a zero as derivadas parciais de >1 uhahc
n

com respei.to a xhP temos

«-.t.i."".;' «:.t.í.«í. <: .

des ej amosr c iona]., minimizarnos

ente a mini

/n+ h P
h

(4 . ]. 1 )

(4 . 1 2)

+ .:'*.''.*«, - =F'':..«:.,- q: ''*.'''*.,
' "k ''*«,: UFÍI.l*.,-«..l:-.:.}

axh

(4 . 1 3 )
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De mane i.ra anglo ga

-é= .í. : ,- =F {[.'*«,--:.]:
4 . 14 )

Sub s t i. tui.ndo as equaço es ac lm& em (4 . 12) temos

«. yFÍ[.'*«,--.J'-.:.}.''*«,.i.'", UF{ [. '*«, -« :] '

f(xh)ali.

ou seja

c(xh) - 2c(xh)Uhc + Uhc

Então

-2c(xh) luh. ' uicl + (uhc ' ui.'

uj.c) luh. + ui.. - 2c(xh)

Lth c Pj.c
2

C

2c (xh)Uj.c + U2 c

u . )' l c

(uh

c(xh) (4 . 1 5)

NÓs observamos que ambos os sistemas(4.10) e(4.15)

sao. funçoes de parâmetros populacionais que por sua vez sao

funçoes de soluçoes destas equaçoes. Devido a essa dificul-

dade nao e possível determinar soluçoes exatas. Nos encon-

traremos soluçoes aproximadas. Para facilidade de calculo

i.remos encontrar a seguir, expressoes aproximadas para a me-

dia e pari.anciã condici.onal em intervalos pequenos
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4 . 3 .

Condici.anal

Suponha que as funções f(x), LP(x) e c(x) são limi-
tadas e possuem as duas primeiras derivadas contínuas para

todo x em(a,b). Consi.dele as seguintes identidades devidas

a Ekman (1959)

fx

lí(y,x) = 1 (t-v)' í (t) dt

? K:'''j+t (j) (y) .. 0'(K:+5)
j =ó j : (i+j+i)

onda. í(j)(y) é a j-ésima derivada de f(t) em t:y e K:x-y

ry

li(y,x) : (t-x)"f(t) dt
J X

3 (-K):+j+t í(j)(v) + 0(K:'5)>l j : (i+j+t)
J ;o

Seja pV(y,x) a esperança conde.cíonal de y(t) no in-
tervalo (y,x) tal que

Do teorema de Taylor nos temos

j . j: V(j)(y) + o[(t-v)ó]] (4.i9)1=0 ' '

f (t )dt
y

tP (t) : V(y) + (t-y)V '(y) + -Éli:i=)-- tP" (y) + ---3T-- \P " (y) + o

Pq)(y,x) tP(t ) f (t ) dt +.
y

(t-y)4

( 4 . 1 6 )

( 4 . 1 7 )

( 4 . 1 8)
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onde \p(J)(y) é a j-êsima derivada de tp(t) em t:y. Então

p\P(y,x) l f(t)dt : pV(y,x) lo(y,x)

X

f (t)dt ::

X

tP (t)f(t)dt
y

3

j:o j !
P(j)(y) + O(t-V)tlí(t)dt(4.20)

rX

ly j3 ' t'y)l q).(j)(y) + O(t-v)4lt(t) dt

l q) (v)í(t)dt + l (E-y)lp'(y)f(t)dt + Í ]!j!} \p"(y)f(t)dt

+ l -çli:;i)-- i.í) "' (y)f(t)dt + a(K3)'y

V (y)lo (y ,x)+ q) ' (y)ll(y ,x)

j:. j: jO,*)'o«b
Então

UP ,*):jll j: ' .Q" 'o«b

onde çD(j)(y) é a j-ésima derivada de tp(t) em t: y.1 1

equações'(4.16) para determinar lj(y,x) temos

mas

Usando

l9(y,x) lq(y,x) + 0(K'})

(4 . 2 1)

(4 . 2 2)
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lo(y,x) : f(y)K + J!;$Z} K2 + JE'l:lÍ;i2- K3 + C K4+0(K5)

ll(y,x) + 'i;:i.áÜ- Kó + 0(K5)

l2(y,x) : ii'âlii K3 + f (y) K4 + 0(K5)

l3(y,x)

Considere
1: (y,x)

nj (y,x) : ---J-- , j = 1, 2, 3o -rfx)

Rara determinar o valor de HI(y,x), considere o produto

l [A + BK + CK2+ DK3+ O(K4)]

= A f K + ( --ê;l-- + BÍ)K2 + ( --êJ'- + --!i- + Cf)K3

.. ( --ê:li- + -l.!- ... --g=- *. DF )K4 ' 0(K5) (Ó.2

Igualando o lado direito da equação (4.25) ã ll(yPx) temos

":., - :+ , ' :l;
Logo

n:(y,x) ''' Jli:5=!;F K3 . O(KÓ)

De maneira análoga

n2(y,x) + O(K4)

n3(y,x) = --} K3 + Ó(K4)

5)

(4 . 2 3 )

(4 . 2 4 )

'2 4 .f 2

(4 . 2 6 )

(4 . 2 7 )

(4 . 28)
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Substituindo os resu].Lados acima na equação(4.22) obtemos

"V 0,") : q)li
í' + 2í tl}

12f\

+ ff 3 !f O(K')K +

24fzl
( 4 . 2 9 )

onde as funções tp' f e suas derivadas sao calculadas no pon
to t = y

Usando a expressão(4.17) para os valores dela(y,x)

1, 2, 3 e procedendo de maneira análoga, temos

pV(v,x) : tP
l tP 'í' * 2í tP''

:''v
K2

l ,.,2.. J
K3 .

onde as fuhçoes q)' f e suas derivadas sao calculadas em t:x

Seja ai(y,x) a variânci.a condicional de tp(t) no iB.
tervalo (y,x). Então

a; (y,x) =ü :(y,x) - [u\P(y,x)]
idas

(4 . 3 0 )

(4 . 31 )

« ;;,*, : «' l: -

2

[ ]«'
' 12fÚ 'J

f::" }, " .'-" "'. ' i-: * ..-',l
tP qJ'tí"+\p+ íí'+tP tP 'í í'+3tP ' t'P

i2 í'V) '
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: «:i: . \ 2tP 'f' + óí tl 2
+

t"q)

ÍLP''f'--2LP ' ql'"f LP 'ff"'.'P''ff''-LP '''Í'-LP'f':I
l + l

l i2í q)' 12f''P J
+

K3+O(K4 )

Então

.$Q,*) 12
* .!:!r .; *

12
a(K4)

(4 . 3 2 )

onde a função q) e suas derivadas sao cal.Guiadas no ponto t:y
Usando os resultados acima, outras aproximaçoes po'

dem ser obtidas. Multiplicando as expansoes das séries para

l.t .(y,x) nos pontos t=y e t=x e tomando a raiz quadrada nãs ob.
L

t emos

u\P (y,x)
resro

/iÍil;i;ioo [l * a(K2) ]

ultado de interesse pode ser obtido de

:.'''*' "-P',,* lv " t''''' ''

(4 . 3 3)

quando tomamos Q(t) : t2 e usando a equação (4.33)

fx

'y
lo(y,x) xy [1 + 0(K2)] t2 f (t)d t



68

t.G,*) : --l- l ':í«) d' [l . O«b] (4.34)

Temos ai.nda o seguinte resultado, quando expanda.mos Àyí(t) no

ponto t:y

] À
d t l =

X
2

[ f(t) dt

X
(y)l /).f (y) + 1 1À

f (y )
y

+ 0(t-y)'ldt

K'M:'* ' -g' }'õ?:m

='. «.«',]~

-g# j' . ..«',l

«*'.,,l.}.' t , :~-'' l- l-: ,'
,, l: . lt- q's ' ..«', l

t

X
3O(K')+

K

: KÀf@) [ l -- 2À

X

l
Ht=o

Hl
[0 (K' )

K

: RAIO) la ''' 2À

KX'l [íQ)K . -$-- r' Q)

Kx'l lx f(t)dt[ 1 + 0(K2) ]
(4 . 35 )
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4 . 4 . Solyçggt Ap

Entra ti.ficam ão

Para encontrar soluçoes aproximadas para a equação

(4.10) nÓs desenvolvemos a expansão da série deste sistema de

equaçoes no ponto xh por ser o li.mire comum dos estratos h
e h+l. Resultados obtidos na seção anterior serão usados na

expansão dos dois lados da equação minimal, onde (y,x) será

substituído por (xh'xh+l) para a expansão do lado direito e

por (xh-l'xh) para o lado esquerdo
Pr ime iramente tremo s des env

equação (4.10)

dalado direitoolver 0

xh+l'xh' Usando a equação (4.29) ni;s te--
mos

-:.- .{: . -Ê *:

:í.-'l: . -i -: . F'«;;::;«-"l «í

ctf'+2fc
12fc

. ] : . '..:,}
l.'*..s

2 2
c + U.' lc

3fc'Z+2cclf'+4fcc'' 2cc'f'+4fcc'' l .,2K.
i2í i2í J '
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Í' c t2ff i+2f2ci cii+ff''cc'+ff tCc''+f2cctÍt.ccif '2

L 12f2

ff''cc'+ff'cc"+f2 . K3

. ..2 J ::,.2 J :

J.,
4 "Í

2 áf' + 2fclc O(K')++
ll12f

K2
l

4 {"
2

2
C fl+2fc'c

3f
«: . ,.:,}

(4 . 36 )

t

tl

v (\)'-: .P 2i0

kí'V'.ír' tP''.-í2tP " -í 2tP

24 í'tl < * ««:'1 «.',,
2

a lc -s *:*..«í,l
K2l
1 2

ct2 + c talk (4.38)

t?: .{k'*.., + aj.c + i.p (xh) + Uj.q) } pode ser escrito como

: q) .. K. +
l

'q)

P'í'+2íq)tP +4c'2f

:''tP
2

+rí ' q) tP'-+í
2

V24f
P "-'-í2 tP tl)
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. .:(YP'vf'l. , .:!=E.. l.,
i2í q) i2-P J :

2í tP '' K2
l

2c'ff'+6f2cicii+ff'
+

48f 2tP

Por outro lado,

1 +

(4 . 39 )

22 f''+2f c'c áff + O(K:)+

+ l
224f V

K3
l (4 .40 )

onde as funçoes q), f, c e suas derivadas são calculadas no

ponto t:xh' Usando as relações (4.39) e (4.40), nÕs obtemos
em simpl ificaç ão

c (xh)-uicj2+a2.'q)(xbh)+piq)
i'B2KÍ'''S3'Í'''' (4)1 (4 . 4 1 )

onde

'; : ';;
8Í'tP 2cl2+16f

(4.42)
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Procedendo de modo análogo para o lado esquerdo da

(4.10) chegamos a

equação

n l

c(xh)-uhclz+a2c+\P(xh)+uhY .r 2 3 zi
lt'''B2«-B3« '''O (ç ) (4 . 4 3 )

onde Kh : xh'xh-l' O sistema de equação (4.10) pode então
ser teescrito da forma

«:r*,-'; «:...«:,] : «í k,.-:«:*..«í,]
ou seJ a

(4 .4 4 )

96f/

96f
(4 . 4 5 )

que por sua vez pode ser reescrito da forma

[
\

Kí l g(t)f(t)dt 1.«.«í,l (4 . 4 6 )

onde

g(t)
(t) + 4LP(t)c'2(t)

[v ..,] '':
(4 . 4 7 )

Sob a suposição de um grande número de estratos, as

amplitudes Kh'(xh-xh.l) são pequenas e suas maiores potênci-
as podem ser negligenciadas. Então o sistema de equaçoes
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minimal (4.10) ou equivalentemente o sistema de equaçoes(4.46)

po.de ser aprox içado po r

'xh-l

onde os termos de ordem O(m4), m = süp Kh foram negligencia-
(a,b) ''

dos em ambos os lados da equação (4.46)

<
xh

g(t)f(t) dt : cl - constante, 1,2, ...,L (4 . 4 8 )

DOS OS

f"h
Desta forma l g(t)f(t)dt: O(m) em vista do fato de g(t)f(t)

xh-l
ser li.mi.tada para todo x em (a,b). Além disso, Singh e

Sukhatme (1969) observaram que para uma função Q( xh.I' xh)
t n l n ll n

g (t )
r

f (t) dt ; Q(xh-l'xh) jl (4 . 4 9 )

o sistema de equações minimais (4.10) pode para o mesmo grau

de aproximação em (4.48) ser aproximado por

Q(xh-l'xh) constante, h 1 , 2, . . . L (4 . 50 )

O conjunto de soluções aproximadas dadas pela equa-

çl;o (14.48) são muito boas e bem pr8xímas da solução exata

(4.10). No entanto, estlas soluções aproximadas podem envol-

ver dificuldades de cálculo. Descreveremos a seguir, algu-

mas regras no sentido de evitar algumas destas dificuldades

Regra 1 -- Se na equação (4.44) nÕs negligenciamos os termos

deordem0(mJ), m;,sup Kh ' Kh :xh-xh-l' então(a,b)
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«i ': "'«:, : «í impl íca em

b-a
K. ; const:ante = ------:-- , h = 1, 2,... L (4.51)

ii l,

e os pontos de estratificação aproximadamente i;tidos são da-

dos por

h : 1 . 2 L

xh : a + h

(b- a)

L , h : 1 , 2 , , L-l

( 4 . 5 2 )

ÁL

Nao podemos esperar resultados mui.to bons deste con-

junto de soluções, mas ele deve sér usado nos casos onde não

se conhece muito a respeito de g(x) e f(x). No entanto,usan

do eq. .(4.48) e as varias identidades provadas na secção 4.3

outras regras de aproximações podem s.er obtidas

Regra 2 - Considere as equações(4.33) e(4.48) escritas abas.

xo

UY(xh-l ' xh )
P

K; l g(t)f(t) dt : constante

Por out

l

l

ladoro

[:

X
h

g (t) f (t) dt

X h l

V

uhUg(xh-l'xh)

uh É(xh.l) g(xh) [:



ao p ara a solução exala é tal que

/g(xh.l)g(xl:)' : -c2

quando negli.venci.amos os termos de maior ordem

Regra 3 - Usando(4.34) e(4.48) escritas abaixo

lo (xh-l'xh) : l "ht 2f (t) dt [l

75

Então uma aproxznlaç

X
h

22
g (t)f (t) dt :: K UK

h h h
Xh l

(4 . 5 3 )

Então, desprezando os termos de maior ord

[
E uma outra aproximação para o sistema de

obtida de

KÍI lxhtig(t)í(t) dt=c3
Usando a identidade (4.35) água

podemos es cr ever

xh t 2g (t ) f (t) d t

xh-l

dt : «i-:l*"..., [:

xh ]
g (t ) f (t) dt = --------=--

xh-l xh-lxh

Regra

nos

X
hx l

f (t ) dtKh
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l/À

( t ) [.(')'
.1

Então

X
h2

g (t ) fK
h i:f:' ,'",,*«l""

(t) d t

3À:l

KhÀ

l/À
'\ À

[g (t) f (t)]

no caso particular dé À. = 1/2 temos

l 2

-« lll..p-'' «I' - ..'':h-l

l/À
3À-l

\ [g (t) f( t)]

'h-t

constante (4 . 55 )

] ''
(4 . 56 )

E para

lí:l.f= «1'
ou s eJ a

J=/- .:

1 /3

con s t an t e

c5 (4. 57)

Em todas as regras apresentad'as o valor da

te c. deve ser determinado. É dif'ici.l encontrar o
l

coüstan-

valor exato
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d es s as bons t an tes, com ex ceç ao

rb

A justificativa deste valor de c5 é semelhante a dada

Dalenius e Hodges no caso do cum l/f .

Todas estas aproxi.maçoes sao consideradas para o ca--

se de alocaçao de Neyman. No entanto, nÓs podemos verificar

que o si.stema de equaçoes mi-nimai.s para alocaçao proporcio'

nal pode ser considerado como um caso particular do siso-eHa

de equaçoes dando pontos otimos de estratificação sob aloca-

êão de Neyman. Assim, o sistema de equações(4.10) se reduz

ao (4.15), se cona.ideramos qJ(x) constante e azc ; azc para
i=h+]. e h = 1,2,t'., L-l. Desta forma

'a;lc + uhtl)

b c(xh)-Pj.c + aÍ.' tp ('\)+ uiV' (h. ) -H,. c
2 . a2 . .l)('\) + phtj}

l
L

a

por

cujo valor ê

se reduz a

[''*# - «..]: : [.'*«' - «:.]:

c2(xh) + Uhc - 2c(xh)Phc : c2(xh) + Uic - 2c(xh)Pic

UhC ' Uj.c] [Uh. + Hic ' 2c(xh)]

2

«:.] [««.

Uhc. + Uic

Sob estas suposições, g(t):; [c'(t)]Z e assim as vá-

rias aproximaçoes do sistema de equaçoes dando pontos otimos

c(xh)
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de estratificação sob alocaçao proporcional podem ser obti--

das dos correspondentes resultados para alocaçao de Neyman

para g (t) = [c ' (t)] '

4. 5 !!jg 1lg Bgglggsao como Metodg de E.stimqçao

Neste i.tem vamos considerar o caso particular da es--

tímatíva regressão combinada na estrato.ficaçao otima

A estimativa regressão combinada é apropriada quando

se supoe que os verdadeiros coeficientes de regressão, Bh,
tim o mesmo valor em todos os estratos. Para calcular o va--

E
n n

e .eütao
lor médio y.Cc) primeiro achatnos yst : «hq. ' ;;t ' >1 '''« \:

+ b ( x (4 . 5 8 )

A estimativa yPc e nao tendenciosa para U desde que o valor
de b seja predeterminado e tal que

' : [ : «i ;«*, , ««] .: [ : «i ;:* , -«]

e no h-ésimo estrato

S..... = covariância amostrar entre x e y

Sz = vara.anciã amostral da vara.ãvel xhx

A vara.anciã da estimativa yP. é dada por

v(7.Cc) ; l u2(a:y - 2Bahxy '' B a2,.) / nh

.«.. ' :]i «:.«*,,««]:: [: «i.:*,««]

(4 .59
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sob alocaçao de Neyman temos

i "».
2 2a hxhxy ] ',« (4 . 60 )

A expressão da variância acima, ê uma função dos limites dos

estratos da variável x

Determinaremos a seguir, os limites i;Cimos dos estra

tos que correspondem V(y.ec)N mínima com respeito a esses li.-
cites

Suponha que a função densidade conjunta de (x,y) na

população, e continua e que a realaçao entre y e x ; da for-

m.a

c(x) + e (4 . 6 1 )

ondec(x) ãumafunçãodexeeêtal quer(e/x) =0 e

V(e/x): q)(x) > 0 para todo x no intervalo(a,b) dex com
(b--a) < m. Sob esse modelo

2 2

ahy ahc phY
(4 . 62)

chxy: ahxc

onde no h-is imo es trato

2
ahc variância de c(x)

ahxc covariãncia entre x e c (x)

"hq' valor esperado de q) (x)
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De(4.60) e(4.62), nÕs temos a vara.anciã da estima

uva regressão combinada como

v QC.)

2

] .«

seja X(x) = c(x) - Bx. Então, aiÀ= a:c
então

"'5'.., : l :

2Í3ahxc e

(4 . 6 3)

Esta vara.anciã ê a mesma que foi obtida na relação

(4.3.) do item 4.2 deste cap+ztulo, com alIA no lugar de a;c'
As equaçoes minimais 'que fornecem os limites i;temos dos es--

tratos e os metodos de encontrar soluçoes aproximadas neste

caso, sao portanto as mesmas que foram determinadas nos Itens

4 . 2 e 4 .4 respecti-valente

A estimativa regressão e geralmente empregada quan--

do a regressão de y em x é linear, ou seja,

y = a + Bx (.4 . 64 )

neste caso , c(.x) Bx e À (x) = a, tal que

'l:.«

e as s lm

E
h

(4 . 6 5 )

Minimizar V(y.ec)N ê equivalente a minimizar

} "h
h

(4 . 6 6 )
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das da eqIgualando derivaa zero as

a xh) temos

âuh '

onde i = h+l

:=t- : fG:h): '

au.

""Y

Du.
l

ah.

(4 6 6)uaçao com respeito

(4 . 6 7 )
a

+

axh

(4 . 6 8)

(4 . 6 9 )

r ' f'\ ]
Fh q) (xh) f(xh) - f(xh) l q) (t) f(t) dtll

tohtl) (xh) f(xh) - uh phx.p ('\.)
2

uh

-p.(*p ' "«.pl
nãlogo

q''*..' - «:.f]

De modo a

(4 . 70)

( 4 . 7 1 )

, temos
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'o'P l-P o'P--«.P

"«H
''"«' [q''""''':.f]

2coj. /uitl}

(4 . 7 2 )f ('\)
Então

Y (xh) - Uh

q) (,'h) + uit

"q
(4 . 7 3 )

onde 1,2, .. . , L--l

Neste caso, o valor de g dado pela expressão(4.47)

torna--se igual a

(t)

k'',]'':

h+l,

g(t) (4 . 7 4)

Então, se a função p(x) = g(.x) f(x) onde f(lx) ê a função del

cidade de x, é limo-tada e possui as duas primeiras derivadas

contínuas para todo x em (a,b), os vários métodos de soluções

aproximadas para a equação (4.73) podem ser obtidos dos mé-

todos determinados no item 4.4.

4 . 6 Exemplo Numérico

Como ilustração, considere a função densa.dade de x

sendo f(x) = e'x+l, l 5. x .É « . Para função de variância
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condÍconal tO(x) n6s tomaremos LO (x) = ax onde a > 0 é uma cons

cante. Suporemos ainda regressão linear de y em x na popu'J

laçao por ser exatamente a situação onde o uso de estimativa

da regressão l i.near é recomendada. Desta forma,c(x) =a+ 13x.

Para determinar a constante a iremos considerar que

75% da variação total e explicada pela regressão. Desenvol-

vemos a V(y) e pz em função de E(tl)(x)) e V(c(x)). Usando al--
gumes substitui-çÕes encontramos a em função de E(x), Var(x)

e p . Então, para calcular o valor de a ê suficiente usar

p : 0,75 e calcular o valor de E(x) e V(x) para a funçãodeB.

sidade f(x) = e'x+l

Para ter uma amplitude finita, a distri.bui.ção expo-

nencial foi truncada em x = 6 e a amplitude foi divida.da em

20 classes de igual comprimento. .Para determinar os pontos

de estrato.ficaçao aproximadamente ótimo, foi usada a equação

(4 .57) da rege a 4. A função

LP'(x)

[Y (x)'] 3/2

foi calculada nos pontos médios dos intervalos de classe e

então multiplicada por coh e denominada por p(x). A raiz cii-

bi.ca de p(x) foi encontrada para as 20 classes e seus valo-

res .acumulados. Os pontos de estratificação foram então ob-

tidos tomando iguais intervalos no acumulado total

g(x)
a



TABELA 4.1

CALCULO DO LIMITE DOS ESTRATOS

t-h g(x) P(x)Classes cum /p(x)

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,25

2,50

2,75

3,00

3,25

3,50

3,75

4,00

4,25

4,50

4,?5

5,00

5,25

5,50

5,75

1,25

1,50

1,75

2,00

2,25

2,50

2,75

3,00

3,25

3,50

3,75

4,00

4,25

4,50

4,75

5,00

5,25

5,50

5,75

6,00

0,22120

0,17227

0,13416

0,10449

0,08137

0,06337

0,04936

0,03844

0,02994

0,02331

0,01816

0,01414

0,01101

0,00858

0,00668

0,00520

0,00405

0,00316

0,00246

0,00191

0,31472

0,23292

0,18129

0,14627

0,12123

0,10260

0,08830

0,07704

0,06798

0,06057

D,05441

0,04923

0,04482

0,04104

0,03776

0,03489

0,03237

0,03014

0,02815

0,02637

0,06962

0,04012

0,02432

0,01528

0,00986

0,00650

0,00436

0,00296

0,00203

0,00141

0,00099

0,00070

0,00049

0,00035

0,00025

0,00018

0,00013

o,o0010

0,00007

0,00005

0,4114

0,7537

1,0435

1 ,2916

1,5061

1,6927

1,8561

1,9997

2,1264

2,2386

2,3382

2,4268

2,5058

2,5765

2,6396

2,6962

2,7470

2,7927

2,8337

2.8706
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TABELA 4.2

LIMITES DOS ESTRATOS APROXIMADAMENTE ÕTIMOS PARA L=2,3,4 e 5

NO CASO DA DISTRIBUIÇÃO EXPONENCIAL.

PONTOS DE ESTRATIFICAÇÃO

x2 x3
L

2

3

4

5

xl

2 , 16 7

1 ,6 7 5

1,4 7 4

1 , 3 6 9

2, 85 0

2 ,1 6 7

1 ,855

3 ,30 8

2, 545 3 ,64 5

TABELA 4.3

VARIÂNCIAS E EFICIÊNCIA RELATIVA DA DISTRIBUIÇÃO

L

l

2

3

4

5

n V(j',Ü :l

0 , 27 5 9 6

0 , 26 2 2 7

0,26040

0 ,259 6 7

0,259 3 7

EFICIÊNCIA RELATIVA
(%)

100,00

105,2 2

105,9 8

1 06 , 27

10 6,40

Na tabela acima temos representadas as efi.ciênci.as

relativas dos diversos nÍimeros de estratos quando comparadas

com a vara;ncia da amostra aleatória simples (L=1). Da ta--

bela concluímos que o melhoramento na diminui.ção da variân -

cia quando aumentamos o niimero de estratos tende a uma esta-

bilidade
0



CAPTTUL0 5

APLICAÇÃO DAS REGRAS DE ESTRATIFICAÇÃO ÕTIMA

5 . 1 . ;Ç!!gp4:psãp

O estudo 'de unidades elementares de uma caracterís-

tica quantitativa y apresenta interessantes problemas amos-

trar.s quando o universo é caracterizado por uma distribuição

de frequ;nela altamente assimétrica, como, por exemplo, pa-

ri.entes de hospi-tais, matrículas em colégios, emprestamos ban-

c;ri.os, área de estabelecimentos agrícolas, etc

- Segundo Hess e Sethi- (1966), ''Estratificação para

melhorar estimativas para a população total, .torna-sejais im-

portante na presença de assimetria, e quando a variabilidade

e a disparidade em tamanhos nos grupos aumentam''

Interessantes trabalhos têm sido feitos para o pro'

blema de div.idir uma função de frequência f(y) em L estratos

quando se deseja estimar a média populacional de uma amostra

aleatória estratificada
86
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Para ilustrar os métodos descritos nos três primei-

ros capítulos foi tomada uma distribuição de área dos i.móveis

rural.s de proprietários agrícolas do municíp i.o de Independencia--

Ce. Em casos onde um mesmo produtor é dono demais deum imo--

vel, a somadasareas de suas propriedades foiconsideradaco-

mo uma unidade de seleção. Os dados foram retirados da ''Rela-

ção de Cobrança'' obtidano Departamento de Cadastros e Tribu-

taçaado INCRA e referem-se ao recadastramento de 1980. Umame-

Ihor descrição desta população é dada no item 5.2.Ideste capítulo.

Os cri.térios de ''Estrato.fixação AproximadamenteÕtí-

nia'', dados por Dalenius e Hodges (Cap. 1), Ekman(Cap. 2) e o

de Estratos de Igual Tamanho Agregado (Cap. 3), foram apli.c3.

dos" para L:2,3,4 e 5 estratos. Os métodos descritos nos refe-

ridos capítulos foram desenvolvidos para distribui.çÕes de fre-

quências teóricas. Cochran (1961) comparouoito distribuições

assimétricas, representativas daquelas encontradas emamostra-

gem de instituíçoes do tipo no qual existemmuitas i.nstituiçoes

pequenas e poucas muito grandes. Um resumo do tuba.IhodeCochran

e apresentado no item 5.3 deste capítulo. Neste trabalho, as

regras são aplicadas a uma distribuição de frequência para da-'

dos agrupados, com os agrupamentos feitos a partir da ampli-

tude de área das propriedades

5 . 2 Aplicação das Regrgl

5 . 2 . 1 . O Estudo da PopylZÇ.gg

A população estudadas constituÍdados propri.etários
de imóveis rurais no município de Independ;nela-Ce classifi-
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Gados de acordo com a área total de suas propriedades. Des-

sa forma, um grande numero de pequenos e medias proprietári-

os e poucos muito grandes compreende o universo em estudo

Quando os proprietários de imóveis rurais são orde--

nados pelo tamanho das propriedades (em hectares), observa-

mos5% dos maiores proprietários detendo 42,7Z da área total,

enquanto os 80% menores estão de posse de apenas 27,3Z. Ata

bela.5.1 mostra essa distribuição de área onde pode ser ob-

servado esse alto n'zvel de concentração

TABELA 5 . 1

DISTRIBUIÇÃO DE ÁREA DAS PROPRIEDADES

ORDENADAS PELO TAMANHO

% DE PROPRIETÁRIO PARTICIPAÇÃO PERCENTUAL PERCENTUAL
(ordenados p/tam. de área) NA ÁREA TOTAL ACUMULADO

0 - 5 0 ,1 5 0 , 1 5
5 - 10 0 , 29 0 ,4 4

lO - 15 0 ,4 1 0 , 85
15 - 20 0 ,52 1 , 3 7

, ' 20 - 2 5 0 , 64 2 , 0 1
25 - 30 0 , 81 2 , 8 2
30 - 35 0 , 9 3 3 , 7 5
35 - 40 1 ,1 3 4 , 8 8
40 - 45 1 , 3 6 6 , 24
45 - 50 1 , 6 6 7 , 9 0
50 - 55 1 , 9 7 9 , 8 7
55 - 60 2 , 2 8 1 2 , 1 5
60 - 65 2 , 7 0 14 , 85
65 - 70 3 , 3 2 1 8 , 1 7
70 - . 75 4 ,04 2 2 , 2 1
75 - 80 5 , 0 5 2 7 , 2 6
80 - 85 6 , 7 7 34 ,0 3
B5 - 90 9 , 3 3 4 3 , 3 6
90 - 9 5 1 3 , 9 3 5 7 , 2 9
95 - 100 4 2 , 7 1 100,00
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Para a aplicação das regras descai.tas nos tres pri'

mei.ros capítulos, consi.devamos uma distribuição de frequên-

cias dos proprietários de acordo com o tamanho do i.move.l que

é a variável de estratificação deste trabalho. As classes de

área foram agrupadas a parti.r da amplitude total de 2215 pro-

priedades. A descrição de cada regra pode ser vista nos sub

itens seguintes

5 . 2 . 2 Metodo de Dalenius e Hodges

Neste metodo, os valores de vrf}. sao acumulados como

na coluna(4) da tabela 5.2. A regra consisteem tomar iguais

intervalos no cum i/fh' ou seja, cada estrato deve conter cum./fh

dividido por L na escala cum t/fh' Assim, para L:3 estratos,

por exemplo, temos 195,24/3 = 53,08. O melhor que pode ser

feito é dividir os estratos em 0-8%, 8-28% e 28-100Z onde o

valor do cum l/fh é 53,08, 50,54 e 55,62 respecti.vament.e. O
quadro abaixo apresenta os limites dos estratos para L:2,.3,
4 e 5 .

1,IMITE DO ESTRATO (%)
2 3

16-100 -
8- 28 28-100
4- 16 16- 40
4- 12 12- 24

L
2

3

4

5

l
0-1 6
0- 8
0- 4
0- 4

4

40-100
24- 52

ã

52-100

5. 2 . 3 . Método de Ekman

Nesta regra, nos i.gualamos o produto da frequênci.a

acumulada dentro do estrato pela sua extensão. O primeiro
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passo e acumular os va18res de f co luna (6) da tab ela 5. 2

O metodo e um pouco trabalhoso de aplicar porque o valor da

} uh(yh-yh-l) não é constante, depen.dendo tanto de L como da
posição dos limites. Assim, para um dado L não fi.ca muito

claro a forma de igualar uh(yh-yh-l) em estratos individuais
Uma orientação sugerida por Eknlan é calcular o produto para

dado neste caso por Q;(cum f)(yl.-yo):2215x100=221500

TABELA 5.2

CALCULO DOS LIMITES DOS ESTRATOS PARA OS

TRÊS MÉTODOS PARA L = 2, 3, 4 e 5

0

12
16
20
24
2 8
32
36
40
4'4
4 8
52
56
60
64
68
7 2
7 6
80
84
88

4

8
12
1 6
20
24
2 8
32
36
40
44
4 8
52
56
60
64
6 8
7 2
7 6
80
84
88
9 2
96

100

2

6

10
14
18
22
26
30
34
38
42
46
50
54
58
62
66
70
74
78
82
86
90
9 4
98

101 7
449
22 8
11 7

7 7
71
55
2 8
31
35
14

9

7
8

10
8
7

10
11

7
4
4
3
2

3

31,89
5 3,0 8
6 8,1 8
7 9 ,00
8 1 , 1 1
9 6, 20

10 3 ,6 2
108 ,9 1
1 14 ,4 8
120 ,40
1 24 ,1 3
1 2 7 , 1 3
1 29 , 7 8
1 3 2, 61
1 3 5 , 7 7
1 38,60
1 4 1 , 24
144 ,40
1 4 7 , 72
1 50, 37
1 52, 3 7
1 54 , 37
1 56 , 10
1 5 7 , 5 1
1 59 , 24

2034
4 7 28
700 8
8646

10032
11594
13024
13 864
149 18
1 624 8
16836
17250
1 7600
1 8032
1 8612
19 108
19 5 70
20 270
21084
216 30
219 58
22302
2 25 7 2
22 760
23054

1 01 7
146 6
1 69 4
1 811
1 888
1 9 59
2014
2042
20 7 3
210 8
212 2
2131
2138
214 6
2156
2164
21 71
21 81
2 19 2
21 99
2203
2 20 7
221 0
2 21 2
2 21S

9 2
96

           
( 1 ) (2 ) (3 ) (4 ) ( 5 ) (6 )

% uh fh c u m vr f h cum fhUh cum fh
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Para L estratos, o valor constante por estrato e aproxima'.

damente igual a Q/Lz. Esta relação e exala para uma distri-

buição retangular, mas tende a dar um resultado muito alto

para distri.buiç8es assimêtri.cas. Como exemplo) tomemos L;3

estratos. Temos Q/Lz = 221500/9 = 24611. A melhor partição

ê então 0-8Z, 8-32% e 32-100% com valores uh(yh-yh-l) iguais

a ].1728, 13824 e 11764 respectivamente. Para L-2, 3, 4 e 5

entra.tos os limites estão no quadro abaixo

5 . 2 .4 Igual Tamanha Agregado

Em geral, os pontos medi.os da distribuição de fre

quina.as podem ser usados como estimativas dos valores dephl

Nesta distribui.ção os pontos médios sao 2, 6, 10 etc como na

coluna (2) da tabela 5 . 2

Na aplicação desta regra, os valores de fhUh sao ac:.

pulados como na coluna (5) da tabela 5.2. O tamanho agrega-

do em cada estrato será dado por cum fhph/L. Assim, para
T.=1. nnr exemplo. temos 23054/3 = 7685. Para o pri.melro esn

                
L      LlbíITE DOS ESTRATOS ( % )  

     l 2 3   4 5

2    0-16 1 6-100        
3    0- 8 8- 3 2 32-100      
4    0- 4 4-. 16 16- 40  40 100  
5    0- 4 4' 12 12-. 24   24- 4'8 4 8.-1.00
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trato o valor mais proximo é 7008 para o intervalo de 0-12%

Dessa forma 2 x 7685 = 15370, leva a uma escolha para o se

gundo estrato, o intervalo de 12-36% onde cum fhUh é 14918
Os resultados oara L=2.3.4 e 5 estratos estão a seguir

5 . 2...5 Comparação das Diferentes Regllg!

Os métodos de Dalenius e Hodges e o de Ekman tive--

ram desempenhos aproximadamente iguais em todos os tamanhos

de estratos e exatamente iguais para L:2 e 4, notando-se, no

geral, um pequeno ganho com o método de Ekman (. ver tabela

5.3). A regra para ''igual tamanho agregado'' apresentou va-

ra;nelas superiores aos dois métodos anteriores emtodos os ca-

sos. O relativo i.nsucesso para ''igual tamanho agregado'' ê a

pressuposi.ção da razão ah/.Uh ser aproximadamente constante,
o qiiê nao acontece neste exemplo

A seguir são apresentadas ires tabelas comparativas

das variânci.as

               
  L   LIMITE DOS ESTRATOS ( % )    
    l 2 3 4   5

  2 0-24 24-100        
  3 0-12 12- 36 36-100      
  4 0- 8 8- 24 24 -- 4 8 4 8-100    
  5 0- 8 8-. 1 6 1 6- 32 32- 60   60-100
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TABELA 5.3

VARIÂNCIAS ENCONTRADAS PARA AS TRÊS DIFERENTES REGRAS

L

2

3

4

5

7 5 7 7 , 2 5

3 3 84 , 83

1 81 7 , 08

1 1 3 2, 1 7

uh(yh-yh-l)
7 5 7 7 , 2 5

3 37 5 , 31

1 81 7 ,0 8

1 1 20 , 80

uh Ph

8 4 9 7 , 31

3 561 , 22

1 9 25,08

1 360 ,1 6

TABELA 5.4

COMPARAÇÃO DA VARIÂNCIA NO ESTRATO
VARIÂNCIA Eb{ AAS (l,

COM A

L

2

3

4

5

'«« /q
0, 2000
0,089 4

0,04 80

0, 0299

uh(yh-yh-l)
0, 2000
0 ,089 1

0,0480
0,029 6

coh Uh

0 , 224 3

0,0940
0,050 8
0 , 0359

TABELA 5.5

c,OMPARAÇAO DA VARIÂNCIA NO ESTRATO L=2,3,4 e 5 COM O ESTRATO
ANTERIOR

L

2

3

4

5

.«« /q
0 , 2000

0,44 6 7

0,5368
0 , 6231

uh (yh-yh-l) uh- Uh

0 , 2000 0, 2 24 3

0 ,4 45 5 0 ,4191

0 ,5 3 83 0, 5406

0 , 6 16 8 0 , 70 65

MÉDIA (L--l) z/Lz

0, 20 81 0 , 2 500

0 ,4 3 71 0 ,4 444

0 , 5 386 0 ,5 6 25

0 , 64 88 0 ,694 4

Comparando as variâncias em cada regra com a pari.â=
cia no caso de amostra aleatória simples(AAS), ou seja,L=1,
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como também Var L/Var(L-l), constatou-se ganho pelo aumento

do numero de estratos em.todos os tr:s casos

Como aproximação váli.da para a distribui.ção retan

guiar, Dalenius (1957) sugeri.u que Var L/Var(L-l)=(L-l)'/L'.

Esta fórmula dã 0,250, 0,444, 0,562 e 0,694 para L-2,3,4 e 5

respectivamente. As m;dias para as tres regras na tabelas.5

ficam próximos destes valores, mas, superficialmente, abaixo

deles

Em linhas gerais, os resultados encontrados para o

exemplo aqui utilizado são semelhantes ao de Cochran (1961)

quando ele verificou o desempenho de quatro regras para de-

limitação dos limites dos estratos em oito distribuições de

frequências. Devido a importância deste trabalho, a segui.r

apresentaremos um resumo,. com suas principais conclusoes

5.3. Comparação de Métgggl para Deterá!!iggSao dos

Limites dos Estratos (l Resumo )

As oito dístri.buiçaes escolhidas para analise, sao

assimétricas com uma longa extremidade positiva e são repõe'

sentativas daquelas encontradas em amostragens de institui -

çoes do ti.po no qual exi.atem muitas unidades pequenas e pou'

cas grandes .

As oito variáveis são como segue

Renda bruta ajustada por taxa de retorno nos Estados Uni-

dos em 1951)
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N;mero de estudantes em quatro anos de colégi.os dos Esta-

dos Unidos em 1952-53 ;

População das cidades dos Estados Unidos em 1940;

Recursos de grandes bancos comerciais dos Estados Unidos;

Numero de fazendas por unidade de área amostral em Seneca

Country, N.Y.; '

Proporção de empréstimos bancários destinados a (i) comér-

cio e indiistria;(i.i) bens imóvel.s;(iii) agrícolas

O artigo compara quatro regras que foram propostas

para aproximação dos melhores limites dos estratos, onde uma

f-unção de frequ8ncía f(y) é subdividida em L:2,3 e 4 estra-

tos

' Os quatro métodos de aproximação são

Mêlodo proposto por Daleni.us e Hodges (ver Cap. l)

Método proposto por Ekman (ver Cap. 2)

Estratos de Igual Tamanho Agregado (ver Cap. 3);

Método proposto por Durbín (1948) a partir de uma revisão

na tese de Dalenius

Em resumo, a regra de Durbin consiste em tomar áreas

iguais sob uma distribuição de frequências com densidade en-

tre a distribui.ção original e uma distribuição retangular,

Desta forma, considerando F(y) o acumulado de f(y), uma disr

tribuição retangular r(y) = ---!(y) pode ser formada s8-J.' l'l, ' o

bre a mesma amplitude. Os limites dos estratos são obtidos

tomando intervalos iguais no acumulado de 1/2]r(y) + f(y)].

Com relação a precisão relativa das regras, foram
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determi.nados para cada estrato e cada regra, os valores

n V(yst) . rà uhahl'c . Em seguida, os limites que minimizamesta variância foram encontrados por tentativa. As razoes
V/V..i. estão na tabela 5.6 onde os oito conjuntos de dados
sao arranjados de cima para baixo pelo afastamento crescente
de uma distribuição retangplar. Nesta tabela pode-se obser,'
var que o metodo de Dalenius e Hodges e o de Ekman sao os de
melhor desempenho. A regra de Dalenius e Hodges (cum l/fh )
coinci.diu com o mínimo em 12 dos 24 casos enquanto o de Ekman

[uh(yh-yh-l)] coincide em 6 dos 24 casos e e apenas ligeil'a'
mente superior na maioria dos outros casos. Em ambas as re-
gras, a média das razões de variânci.a para os 24 casos. foi

aproximadamente lJ03. As regras de igual tamanho agregado(uhuh)
e de DurbinEcum(]r+f)] apresentaram resultados mais pobres. Amã-
dia obti.da nas 24razÕes foi de 1,29 e 1,20 respectivamente

TABELA 5.6

RAZÕES DE V(y.t.) p/ V min(y.t) PARA AS DIFERENTES REGRAS

# Indiça que gs limites dados pelas regras foram aqueles que fizeram avariância mínima.

  amores tinas Agrícolas Emorestimos de Bens Imoveis

  .««/F coh Uh Ph(yh-yh.l) cum(r+f) cum/?' '''h 'h t\:(yh-yt,-l) cum(.r+f

    1,36
1,89
1,96     ': ; '

1,19
1,28
1 ,39

1 ,06
1 +.
1,05

1,06
1,07
1,10

  EnDrês tinas Induz triais Recursos de Bancos

    1,07
1,35
1,42

1,07
1,07
1,01

1,07
1,14
1,21

1,03
l ü
1,09

1,01
1,07
1,05

1,03
1,04
1,09

1,03
1,12
L,22

  Estudantes de Colegio População da cigqde

    1,06
1,18
1,16

1,02
1,00
1,02

1,02
1,08
1,10   1,03

1 +
1,02

1 +
1,01
1,00  

  N9 de Faz . oor Unid . Amostrais Renda Bruta

      i'!' 1,16 1 ,25 ].,70   l 'A

2,76
1,52
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Como V(y..) decresce quando o niimero de estratos é

crescente, as sucessivas razões V2/VI' V3/.V2 e V4/V3 foram
calculadas para cada distri.buição arranjada nà tabela 5.7 em

ordem crescente de assimetria da esquerda para a direita

Comparando VI./V(L-l) com (L'l)z/Lz foram obtidos re-
sultados bem próximos da média para as 8 distribuíçoes.

TABELA 5 . 7

RAZÃO DE V min PARA L ESTRATOS PARA Vm.ín PARA (L--l)ESTRATOS

L Dis tribuiçao de Frequência.. . A --çE=:.=.
1 2 3 4 5 6 7 8 i'

2 0,225 0,266 0,288 0,205 0,178 0,200 0,281 0,214 0,232 0,250
3 0,402 0,459 0,431 0,410 0,426 0,434 0,377 0,4570,424 0,444
4 0,539 0,555 0,537 0,530 0,623 0,550 0,444 0,5720,544 0,562

Com duas .das distribuições (.estudantes de colégio,

1952--53 e população da cidade, 1940) foi estudada a efici;n-

ela da estratificação sabre este conjunto de dados na preci-

são de pesquisas posteriores. Para os colegios, distribui-

çoes bivaríadas foram trabalhadas para matrículas de 1952--53

e 1955--56 e para matrícula 1952-53 e 1958--59, simulando pes-

quisas com estratos construídos dos dados de 3 e 6 anos. Se-

melhantemente, a população da ci.dade de 1940 foi testada com

os dados da população da cidade em 1950

Para cada regra a tabela 5.8 mostra o valormédio de

V/Vmi.n- nos períodos anterior e posterior
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TABELA 5-8

EFICIÊNCIA RELATIVA DAS REGRAS EM PKRtonos ANTERIORES E pos

TERRORES - VALORES DE V/V

Para as duas distribui-ç8es (anterior e posters.or)

t.odas as regras foram ''boas'' quando aplicadas a dados corren

tes e quase igualmente ''boas'' quando usadas alguns anos. de

pois-.

    mln  
    Regra         

Dis tribuiçao
cum /f uh Uh uh(yh-yh-l) cum(r+f)

Anterior 1 , 03 1 ,09 1 ,0 1 1 , 0 6

Pos ter ior 1 , 0 5 1 ,1 0 1 ,0 4 1 ,0 6



CAPÍTULO 6

CONCLUSOES

As tecnicas de estratificação aproximadamente 8ti.ma

apresentadas neste trabalho sao i.mportantes na uti.lizaçao de

Planos de Amostragem Estratifi.cada

Dos metodos aqui apresentados vale ressaltar o de-

sempenho da regra de .Dalenius e Hodges (Cap. 1) e da regra

de Ekman (Cap. 2). A regra de Daleníus e Hodges, em particu

lar, parece ser mais indicada que a de Ekman,. pela simplici.-

dade de cálculos e 8timos resultados em si.tuaç8es de nature-

za prãtiça
No exemp].o apresentado no capítulo 5, obti.vemos con

clusoes semelhantes as de Cochran em seu trabalho de '' Com-

paração de I'métodos para Determinação dos Li.mates dos Estra-

tos ", escrito em 1961 e onde ;le compara oito distríbuiçoes

de" fr equ;nelas

Vale assinalar que a utilização das regras poderia

ter gerado melhor parti.ç;o, se maior numero de intervalos de
classe fôsse utili.zado

99
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Outra observação a 9er feita é que, ãs vezes, a di..!

tribuiçao de frequencias original contém comprimentos desi-'

quais com intervalos mais largos no final da distribuição de

y. Neste caso, n6s temos fh : 'dt. (densidade no intervalo

h) onde uh ê a proporção no intervalo h e dl. é a amplitude

Assim, se um intervalo de comprimento d passa para um outro

de comprimento ud, o va].or de l/f na regi.a de Dalenius e

Hodges deve ser multiplicado por i/u na formação do cum /'f

Outro aspecto a ser ressaltado ; a nao utilização

da estratificaç;o com uso de uma variável auxiliar (Cap. 4 )

nã estratificação que fizemos para o tamanho dos imoveis ru-

rais no município de Independência-Ce. Nossa justificativa

para es-te fato é que nao conhecíamos uma função de regressão

de alguma variável correlacionada com a área total do imã--

vel, tais como renda, área do imóvel em período anterilor,etc.

Alguns topa.cos relacionados com Estrato.ficaçao Õti.-

ma, que nao foram abordados aqui, podem dar continuidade a

es.te trabalho. Entre eles sugerimos:

- Analise por agrupamento para Estratificação usado em pro'

cedi.bentos amostrais de múltiplos estágios onde a popula-

ção ; frequentemente pequena e tal que o numero de falares

de--estratificação que podem ser .empregados e limitado. Go.L

der e Yeomans(1973), Herler e Day(1975) e Yeomans e Gol-

der (197S) s;o alguns dos autores com artigos escritos sô-

bre este assunto;

U
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O uso do modem.o Normal Bivariado em Estratificação Ótima e

Aproxitnadamente Ótima, abordado por Anderson,Kish e Cor-

nel1 (1976) onde ;les comparam limites determinados pela

regra do cum l/f devido a Dalenius.e llodges (1959) e a re-

gra do cum $ff desenvolvida por Thomsen (1976) e concluem

desempenho ligeiramente superior para a regra do cum #'f

Ainda sobre este assunto, Brown (1976) desenvolve um tuba

Iho sobre a ''Efici;ncia da Amostragem Estratificada na Es--

timaçao de Parâmetros para uma População Normal Bivari.ada''

Estratifi.cação Ótima com duas variáveis, estudado por Ghosh

(1963), numa tentativa de estender a teori.a de Dalenius

(1950) de Estratificação univariada, para duas variáveis,

e por Thomsen (1977) que analisa os efeitos da estratifica

çao quando duas varjãveis sao usadas;

O caso mais geral da estratificação de miiltiplas variáveis

e miiltiplos objeti.vos abordado por Kish e Anderson. (1978)

As sugest;es acima mencionadas nos levam a crer que

muitos estudos ainda podem ser feitos no sentido de continu-

apr.afundar esta monografia
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