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AllSTRACT

A system of quere with delayed retrials conslsts

in a pr=imary ferver wi.th exponenci.al servi.ce ti.me and nowaiti.ng

roam, and a secondary ferver v/i.th exponencial service teime and

infini.te waiting zoom. Poi-sson. arrivals to the pr=imary ferver

go to the secondary serv.er i.f the pr=imary one is ; occupied

Custe'ners keep trying the pri.mary ferver unti]. they receive

servi.ce, then leave the system. In this way secondary ferver
acta as a delas mechanisrn in the overflow stream.

The main subject of tais work is to analise the

system of quere wi.th deleyed retrials andthe flowsof custoiners

in i.t. A fiou i.s a stochastic process formed by embedding the

quere length process at transita.ons correspondi-ng to: customers

inputing the primary ferver, customers departing the system,

customers overflowing the pr=imary sorver and i.nputi.ng the

secondary one. and customers outputi.ng the secondary ferver and
retriali.ng

IVe show that the queue length process is a Markov

process not reversible and we algo exhibit thei-r steady skate

distribution. Ejurthermore. v]e show that a].l flow processem are
Markov renewal processes, we ca]cu]ate thei.r gemi-Markov kerne].

and we analyse the marginal embedded processes.
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CAP'íTULO l

INTRODUÇÃO

1. INTRODUÇÃO

O propósito deste trabalho é anali.sar os proce2

sos de fluxo de fregueses que ocorrem em um sistema de Filas

com ReapresentaçÕés Atrasadas.

Um Sistema com Reapresentações é um problema bâsi

co em Comunicações, poi.s uin usuãrio que ao tentar uma li-cação

não consegue, tenta novamente após um tempo aleatório, e assim

repetidamente até conseguir completar a ligação, ou então desis

te do chamado. Este problema é multo =importante em Telefonia,

pois um grande número de usuãrios quenão conseguem compJ-etar

a li.cação, irã repetiu-valente rei.ni.dar sua chamada até obter

sucessor ocasionando um ac\5mulo extra de tráfego nas linhas te
lefõni.cas.

No nosso mode].o de Fi.las com Reapresentaçoes Atrg

sedas consi-devamos um si.stema com dois servidores, um pri.ncipal

que efetivamente presta servi.ço, e outro secundãri.o cuja função

é atrasar o freguês, coordenando a sua vol-ta ao servi.dor princ2.
pal

Um freguês que chega ao si-stema, segundo um Pro

cesso de Poi-sson. imediatamente procura ser atendido pelo servi.

dor pri-nci.pal, que não tem sala de espera. Se o servidor esta
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desocupado, inicia Imediatamente o atendimento do freguês, por

um tempo de serviço que tem distribui.ção exponencial e após ser

servi.do o freguês deixa o sistema. Se o servidor esta ocupado/

o freguês dirige-se imedi.atamente à fi.].a do serviço arrasador,

que consiste de um servidor que tem umasala:de espera de . Lama

nho infinito, e atende os fregueses de acordo com a ordem duche

gania, e cada um poi um tempo exponencial. AÍ o freguês é atrasa
do e retorna ao servidor principal para novamente tentar ser

atendi.do. O freguês dei-xa o sistema somente após ser atendido

pelo servi-dor principal

Esse problema de fi-las com retorno de fre.goeses

que não conseguiram ser atendidos, tem sido amplamente estuda

do na teoria e na pratica.

As mais antigas referências a um modelo com rea

presentaçÕes são encontrados nos trabalhos de Wilkinson (56) e
Cohen (57) . Eles consi.deram um modelo com vãri.os servidores

(n >- 1) , todos i.quais e sem sala de espera, e um fJ-uxo de frg

gueses procurando atendimento que chegam segundo um Processo de

Poisson. Os servidores têm tempo de serviço exponencial-, inda.

pendentes entre si., e um freguês após ser atendido dei-xa o sis
tema. Porém Wilkinson e Cohen tratam o sistema atrasados' de ma

nei.ra distinta:

No modelo de Wi].kinson, o sistema arrasador con

riste de m servidores i.i..d. , com tempo de serviço exponencial

Um freguês que não conseguiu atendimento no servi-ço principal,

espera no si.stema arrasador um tempo exponencial e retorna ao

serviço principal-; se porém encontrar os m servidores secunda

rios ocupados, e].e desiste e deixa o sistema. Wilkinson faz a

analise do sistema, que foi estabelecido através de dados expg
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rlmentais, procurando descrever adequadamente as caracterÍstí

cas da parcela de tráfego de fregueses que transbordam do servi

ço pri-ncipal, indo para o si.stema arrasador. através de valores
medi.os e das vara.anciãs.

Cohen consi.dera para o sistema arrasador também

m servidores i-.i.d. , com tempo de serviço exponenci.a].. Conside

ra também que o tempo durante o qual o f=reguês permanece no si.s
tema fazendo sucessivas tentáti.vas é uma variável. aleatória com

distribui-ção exponencial. Baseando-se nessas hipóteses , Cohen

deriva as equações de probabilidade que 31 servidores princi-pais

estejam ocupados e haja ZI chamadas si.mu].tâneas bloqueadas no sig.
tema em equi-lÍbri.o. A partir daÍ, deduz a probabilidade de con

gestíonamento do servi-ço pri-ncípal, o número médio de servido

res ocupadosr o tempo médio que o sistema permanece congestiona
do, o número médio de chamadas bl-oqueadas, etc

Esses artigos foram continuados por vãri.os outros

autores, introduzindo algumas modificações nos modelos iniciais

e procurando desenvolver novos métodos para a determinação das

medidas de desempenho da rede, i.sto é, da distribuição de aqui
].ébrio do sistema. tempo médio de permanência de um freguês no

sistema, número médio de fregueses no sistema. tempo medi.o que

o sistema permanece congestionado, numero médio de fregueses (]ue
dei.xam o sistema sem serem atendidos, etc

Dentre as modificaçoes introduzidas, as mai.s im
portantes foram as seguintes:

Uma a].terando o modelo de ]V].].kinson, introduzindo

no si.stema atrasados infinitos servidores, o que faz cora que os

fregueses possam retornar ao serviço principa]. quantas vezes íg
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rena necessárias até serem atendi-dos. Aqui podemos citar os tza

galhos de Kellson, .Cozzolino e Young (68) , Kornyshev (69a) e

(69b), Aleksandrov(72), Falir(78),(79),(80) e(84), Choo e

Conolly (79) , Stepanov(83) ede de Kok(84) . que utilizam peque.

nas variações do mode]o modificado de Wi]ki-néon e introduzem (]}.

gerentes métodos para a detexmi-nação das medidas de performance

A outra moda.fixação importante. agora sobre o mo
dela de Cohen, foi i.ntroduzida por Wilki-nson e Radnik (67) , que

consideram uma saJ-a de espera de tamanho infinito para os frg

goeses b].oqueados .e que decidem se retornam ao servidor .princ&.

pal ou não após a pri-meiga. segunda. terceira êtc tentativa

frustada segundo uma variável de Bernoulli. , com parâmetro ri,

]'2, r3 etc/ respectivamente. Temos então os trabalhos de Gaver

e Lehoczky (76), Frederiks e Reisner (79), Kulkarni(83),
Ghahramani, Greenberg e Wolff (85) e Greenberg e Wolff (85) que

utilizaram diferentes métodos para a anal-ise de performance de

variações do modelo'-de Wilkinson -- Radnik

E finalmente tomos os tlaba].hos amostrais de

[Vi[kinson e Radni.k (68) e de ].,iu (80) , corroborando com as h.}

póteses iniciais de Wilkinson e Cohen.

2. PROPÓSITO DA TESE

O objetivo de nossa tese é analisar um sistema de

fi.].as com leapresentações atrasadas, através da distribuição de

equi-lÍbrio do processo que indica o número de fregueses prese=

tes no sistema e da anã].ise dos processos pontuais marcados cor
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respondentes aos diferentes processos de fluxos que ocorrem no
sistema.

Um sistema de Filas com ReapresentaçÕes Atrasadas

consiste, como jã dissemos na Parte 1., de dois servidores (ver

Figura 2.1)

um servidor pri-nci-pal, sem sala de espera (LI = 0) ,

que atende os fregueses que chegam por um tempo de

servi.ço i.i..d. , com distribuição exponencial- de par.ê
metro p > 0;

um serviço abrasador consistindo de um servidor se
cundãrío com sala de espera infinita (L2 = w) , que

atende os fregueses de acordo com a ordem de chegada.

e por um tempo de serviço i.i.d., com distribuição

exponencial- de parâmetro y > 0

Um freguês que chega, segundo um Processo de Poi.s

son, com parâmetro À > 0, dirige-se imediatamente ao servi,dor

principal. Se este estável ocupado, o freguês junta-se à fila

do servidor secundário. Após ser aÍ atendido, o freguês retorna

ao servidor pri-ncipaJ-, e asse-m sucessivamente, até que êle en

canela o servidor princi.pal desocupado. AÍ então o freguês reco.

be o atendimento procurado e deixa o sistema.

Consideramos também que o Processo de Chegada e

os Tempos de Serviço nos servidores pri-ncipal e secundãri-o são

independentes entre si

Defi.nimos um processo em tempo contínuo {NZ(t) ,

NI(t) , g(t) : t 3 0 } que conta o número de fregueses presentes
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ao sistema no instante t, qualquer. Identificamos os instantes

em que ocorrem os diferentes eventos no sistema, e definimos os

processos de fluxcPS correspondentes (colocamos entre parênteses

o nome correspondente em i-nglês) :

(N:m/N2,mrl'm'm'Or 1,2. ...} :Processo de

Parti.da (Departure Process) , imerso nos instantes em

que ocorrem saídas de fregueses do sistema, após o

atendimento pelo servidor principal;

{Nll,mr.NI Hr Tz : m : O, 1, 2,...}: Processo de Eg.
brada (Input Process) , imerso nos instantes em que

ocorrem entradas de fregueses no servidor principal;

{m:lvm+ Novm/ Tov : m = o, 1, 2. ...} : Processo de

g'ransbordamento (Overf].ow Process) , imerso nos ins

tantos em que fregueses procuram ser atendidos no

servidor princi-pal e o encontram ocupado;

{No,mr No,ml 11'O : m = 0, ]., 2, ...} : Processo deSaí
da (Output Process) , imerso nos instantes em que;oco.E

re um fim de serviço no servidor secundário.

3. RESUMO DOS RESULTADOS

No Capítu[o [[ citamos a].gins resu].Lados sobre Re

verei.bi.].idade e Processos de Renovação Malkoviano, que usaremos
durante o trabalho.

No Capítu[o [[[ , anal.i.somos as propriedades doPrg
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cesso de Markov tr[-d]mens]ona]. {N2(t) , Ni(t) , g(t) : t > 0 } e
mostramos que e]e não é um processo reversÍve], ca]cu].ando edis

tribuição de equilíbrio marginal do processo {N2(t) ,Ni (t) : t »0}

Nos Capítulos IV, V e VI passamos aos processos
de f].uxos, cox'respondendo aos Processos de Partida. de Entrada

e Processos de entrada e saída no servidor secundário, respecti

valente. Todos esses processos sao Processos de Renovação Mal

koviano e de:vivamos seus núcleos de transição.

Para os Processos de Partida e de Entrada analisa

mos também os processos derivados do processo de renovação Ma:
koviano, ou seja: a cacei-a de Markov imersa (ou fundamental)

{Ni. m/ N2.m : m : 0r 1, 2. ...} , e o processo do intervalo de
tempo entre os i.nstantes de ocorrência dos eventos {T' .. - Tm+l 'm

m = 0, 1, 2, ...} . Determinamos a distribuição estacionária da

cacei.a imersa e a distribuição do i-ntervalo entre ocorrências,e
também a distribuição conjunta de interva].os consecuti.vos e sua
correlação.

Para o Processo de Transboxdamento nao nos foipog.
síve[ ca].cu]ax explicitamente esses resu].Lados devido ã exten

são dos cálculos envolvidos na determinação do núcleo de transe
ção. Como o Processo de Saída de fregueses do servi-dor secunda
rio depende di.retamente dos resu].Lados do Processo de Transpor

lamento, não pudemos calcular explica-Lamente seu núcleo de traí

sição, porém calculamos a distribuição conde.cional do intervalo

entre duas saídas consecutivas, conhecido o número de fregueses

no sistema no i.nício do Intervalo observado, (!i'l:+i ' Tm l No,n'
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Temos também alguns resultados numéricos sobre a

correlação entre Intervalos consecutivos de eventos sucessivos,
no caso do Processo de Partida e de Entrada, mostrando queessas

correlações são bastante pequenas- (da ordem de 10 ' e 10 res

pectivamente) e não obtivemos nenhuma correlação negativa..

h

Podemos anal.içar a taxa de ocupação do sistema

interpretElndo-a como o produto da taxa de ocupação do servi.dor

principal, representada por -2 pois o intervalo entre entradas

no servi-dor principal tem média ]./À , e da "taxa de ocupação"

do servidor secundãlio .à '+ Y , correspondendo ã entrada de fre

goeses novos (À) e de =Eregueses que retornam ( y)

Por outro ].ado, devido à complexidade nos cãlcu

].os, por envolverem os resul-Lados do Processo de Transbordamen

to e de Saída. não obtivemos informações sobre o atraso que um

freguês sofre no servi-ço arrasador, e sobre o Tempo de Permanên

cia (Sojourn U'ime) de um freguês marcado no sistema. porém pode.

mos esclarecer que, através de conversas nossas com o Prof. Guy

Fayo[[e, do INRIA. trança/ foi possível. a e].e determinar o Tem

po de Permanência reduzindo o problema a uma equação funcional

em vãri-as variáveis con\plenas, que é resolvida por redução a um

problema de contorno do tipo Riemann- Hilbert - Carleman no pJ-Z
no complexo, segundo nos notificou por telefone em fins de ].985
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4. PESQUISA FUTURA

Muitos prob[emas re].acionados com o nosso sistema

não foram reso].vi.dos neste trabalho. Podemos tentar colrlpletar

nossas informações sobre o modelo que anali.somos, ou então gene.

ra].azar o modelo. Li.staremos a].gins desses problemas porém acre

digamos que a resolução é difícil, em vista da complexidade dos

resultados analíticos que obtivemos para o Processo de Transbor

lamento, e em vi-sta da dependência entre os vários processos de

fluxos que anal-i-íamos .

Destacamos os probl-Chás de superposiçao e decompg

sição de processos que ocorrem no nosso si-stema de filas coinrea

plesentaçÕes atrasadas , que não foram anal-iradas.

Quanto ãs general.izações que possam ser i.ntroduzi

das, podemos aJ-rezar o servi-ço principal- introduzindo aí uma sg

la de espera maior (0 < Li <m) , aumentando o número de servido

res disponíveis (m > 0) , ou modificando o tipo de atendimento

do servi-ço principal (para uma distribuição de Erlang, pol exem

plo) . Também podemos alterar o serviço secundãri-o, como limitar

o nãnlero de fregueses permitidos no segundo servidor (L2 < ") ,o

que nos aproximaria do mode].o de Wilkinson

Essas são algumas questões que pensamos ser iate

ressente zeso].ver, pois elas aproximariam nosso modelo de situa

çÕes gerais fácil-mente encontradas em probJ-elas de tráfego em

sistemas com espaço de espera li.Ditado mas com fregueses que se

reapresentam até serem atendidos
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5 ORGANIZAÇÃO DO TltABALllO

Este trabalho contém seis capítulos, numerados de

l a IV, cujos resultados foram resumidos acima. Cada capítulo

é subdividido em seções, identifi.cartas por números arãbi-cos.Teg

lemas, definiçÕesr ].emas e corolários são identificados pelo n.g

mero da seção e pelo nilrnero na sequênci.a em que ocorrem. As ex

pressoes tara)ém são identificadas por dois números entre parêg.

teses, um referindo-se à seção e oDEIo à sequência de expreE
does

Quando referido-nos a um resultado de outro capa

Lula, identificamo-J-o por t=rês nümexos: o primeiro indicando o

capítu].o no qual eJ-e se encontra. e os demais inda.caído a sua

posição no capítulo, por exempl-o: Teorema IV.2.1 refere-se ao

Teorema l do Capítulo IV, seção 2

11



CAPÍTULO ll

RESULTADOS PRELlblINARES

O propósi.to deste capítul-o é introduzir alguns cog

cei.tos básicos em Processos Estocãsticos, que serão ampl-amante

utilizados durante o nosso trabalho.

1. REVERSIBILIDADE

Algtms processos estocãsti.cos têm uma propriedade

singular: quando observamos o processo com a direção do tempo

decorrido invertida. seu comportamento estocãstico permanece

ina].gerado. Ou seja, é como se tornássemos uma fita de cinema e

ao passa-la ao conttáxio, o fi-lme iesuJ-tarte fosse estatística

mente inda.stinguíve]. do filme oxi.ginaJ-. Essa propriedade é chg

nada de revelsibi.cidade

Seja X = {X(t) : t c R} um processo de Markov esta

cionãxi-o, com espaço de estados S enumerãvel, lr sua di.atribui

ção de equilíbrio e Q = (q(i, j) ) seu zelador infinitesimal

De f't n't çao l . l

O processo X é di.to peoepsÍueZ se V ti, t2, ...,t ,

r c R, Vn c N,(X(ti), X(tZ),..., X(t.)) temamesma di.stri.

bui-ção conjunta de(X('t - tl) , X('t - tZ) ,..., X('t - tn))

12



{ X(T - t) t c R} é dj.to o proceüns0 2''eoe=

80 de X

Teorema ].2

Uma condição necessária e suficiente para (]ue o

processo X seja reversível, é que satisfaça as condíçães de ba

Zanç?o detaZ;fado, ou seja:

V j, k e S

T (j) q(j, k) = lr (k) q(k, j)

Para uma demonstração ver, por exemplo, Kelly(79)

Porém. como a distribui.ção de equi-líbrlo T é de

terminada a partir das taxas de transe.çâo q(l, j), é interes
sente estabe]ecer a reversibi.].i.date diretamente através dessas

taxas e esse resultado foi- obtido por l<olmogorov:

CoPoZa2'io ].2 C p t;aria' de Ko ZÜogol''oo

O processo estocástico X ê reversível- se e somen

te se suas taxas de transição satisfazem

q (ji , j2) q(j2, j3) b q (jn-l' jn) q (jn' ji)

q(ji , jn) q (jn' jn-l) q (:i3 , jZ)q (j2 , ji) (1. 1).

[]v ji, j2, . jn c S. n e N
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O critério de Kolmogorov nos dã uma maneira mais

fácil para estabelecer se o processo é ou não reversível. Basta

olharmos cada caminho no espaço de estados que sai e volta ao

mesmo estado. O processo será reversível se não apresentar prg

feréncías no sentido de circulação no espaço de estados.

Quando o processo é reversível, seu reverso Ê tem

a mesma taxa de transe.ção, ou seja:

â (i, j) - q(i, j) v 1., j . s (1.2 )

onde (â(i., j) é a taxa de transição de Í

Porém existem casos em que o processo reverso X

não satisfaz (1.2). Neste casos di-zemos que X não é reversível,

mas ainda assim podemos investi.gar seu processo reverso.

Em Kelly, encontramos condições para

as taxas de transição q(i., j) do processo reverso:

determinar

se determinarmos uma coleção de números q(j, k) , j,

k E: S ta]. que

q(j) = q (j) E q(j, k)
k c:S

q(i, j)

então dizemos que o processo reverso X tem taxas de transição

q(i, j) , e que X e X tem a mesma di.atribui.ção de equi.lIDEi.o lí
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2. PROCESSOS DE RENOVAÇÃO MARKOVIANO

2.1 - Resultados Gerais

De f'tn't çao 2 . 1

Um processo(X, T) = {X., T. : n = 0, 1, 2....},
com Xn tomando valores num espaço enumerãvel S, e Tn com val-g

res em [0, n) tal que 0 ç TO < TI € T2 ... é di.to ser um PT'ocas

se de Renooação zyaz'koodlano, se, V :j c S, t >, 0

'':: lx«..-z j. T:n+l ' Tm É t xo, xl,

Xm/ TOr TI/

Pr jxm+:i - j. Tm+l T € tIn []

Se a].ém da propriedade (2.1) tivermos

-' l*«*: j, Tm+l ' T. $ t

Q(i, j, t)

Vi, j c S, t c R+, m c Nf então o processo de renovação
koviano é di.to bolnogâneo.

mar

A].guias propri-edades imedi.alas sobre os Processos

de Renovação Markoviano serão apenas enunciadas , e pala maiores

detalhes e demonstrações, ver çi-miar (75) e l)isney (84)

A. matei.z Q(t) (Q(j., j. t) j. j cs'

15



Q(l/ jf t) =pr IXm+].: jP Tm+].'Tm<t l Xm:il

é chamada o núcleo gemi-markooiano de tz'azzsÍção do processo (X,

r)

É fácil mostrar que o núcleo de tl'ansição e a aig

ão i.nicial B da cadeia

B(j) = PI' IX(0) = jl j c S

cificam completamente o processo (X, T)

Podemos também de =EI.nir :

Qn(i, j, t) = Pr jxn ' j/ Tn f t

j E S, n c: N, com a convenção To ; 0

Como

Qo (i, j. t) = { 1 se i : j
1. o : j. / :j

s a legação recursiva:

Qn+J-(i.k.t) = E Jt Q(j.,j.ds) Qn(j,k.t-s)
j eS o

2 - Processos Derivados do Processo de Renovação Markovia

no

Para cada par (i, j) de estados. a =funçào que ag

tribui.ç

e.spe

V 1/

temo

2

sacia



t -> Q(j., j, t)

possue todas as propriedades de uma função de distri-buição/excÊ

to que

lim Q(i, j, t)
t-+«

p (j- , j)

não necessarialolente vale.l

Por outro lado

o $ p(s-, j) .< l

E p(j-, j) = l
j c S

e temos que:

pl'oposÍç?ão 2 . 2

A cacei.a imex'sa X = {){n : n - 0r 1, 2. ...}. noPrg
cesso de Renovação Markoviano (X, T) , é uma Cadeia de Markov

com espaço de estados S e matriz de transição t' - (P(ifj))i j cg'

[]

Vamos chamar de lr a distribuição de equilíbrio da

cadeia imersa. quando existir

Por outro dado, é fácil. verificar que o intervalo

de tempo entre transições sucesso.vas [Tm/ Vm+i] depende do esta

17



do ocupado no início do intervalo (x.) e pode depender do está

do ocupado no fi.m do intervalo (X...bt) . Porém, pode-se mostrar
que os incrementou de tempo entre transe.çÕes sucessivas são con
dia-oralmente i.ndependentes, dada a cadeia de Markov X.

Defi.nimos

G(l., j, t) T. $ tPr m+l Xm - i. Xm+l - j

o(j., j, t)
p (i-, j)

se P(i, j) > 0

com a convenção que se P(i, j) O, G(j., j, t) = l

Pz'oposÍç?ão 2 . 3

Seja (x, T) um processo de renovação
e a função G definida como aci-lna. Então

markoviano

Px' il'o $ti ,'T2 -- Ti .< t2/ / Tn ' Tn--]. .< tn

xo xi, -, x l

G(XO, XI, ti) G(Xi, X2, tZ) G(Xn-].. Xn' tn)

V ti, tZ, / tn c R+/ n c N []

C'oa,o ZápÍo 2 . 4

Em palticu].ar, se S consiste de um Úni.co ponto,

n = 0, ]., 2, ...} é um Processo de Renovação. Í--l

Para cada estado j E S, defina.mos Uj, T3, ... como

os sucessivos instantes Tn tal que )<n : j.
0

18



Para cada j c S, Tj = {T: : n = 0, 1, 2.

um Processo de F:inovação, possível-mente atrasado.

} é

[]

Teo?ema 2.6

Seja D c S fixado e No/ NI/ NZ/ . . . os sucesso.vos

índices n 3 0 tais que X. e D. Para cada n E N definimos

2 = x"n ''N n

'« ' '~.

Então(R,$) =tR.,6'. :n=0,1,2. ...}é um

Processo de Renovação Markoviano com espaço de estados D U {A},

onde A = X. (o) . para todos co c Q, espaço amostral. []

Portanto, apesar de. para cada ponto j c S, -(TJ)

sex um processo de renovação, a superposição de todos esses prg

Gessos (T]).. .. que nos aã os pontos {T. : n = 0, 1, 2. ...anãol c

é um processo de renovação.

É importante notar que os Processos de Renovação

Mazkoviano incluem os Processos de Renovação/ os Processos e as
Cadeias de Markov:

n l --x-p l &'' l

se S contém apenas um ponto, o processo (X, T) é um

processo de renovação.

se os intervaJ-os (Tm+l - Tm) , m - O, 1. ... assumem

o va].ox 1, com probabilidade l, (X, T) é uma cadeia
de }larkov
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se (Tm+l - Tm). m : 0/ 1, 2, ... tem distribuição eZ

ponenclal cora o parâmetro dependendo somente do est.g

do sendo vi.sltado, (X, T) é um processo de Markov

Vamos então analisar o processo Tempo entre . ocos
rendas.

Seja F(t) a função de distribuição do intervalo

entre transições sucessivas e seja lr a distribuição de equi12.

brio da Cadeia imersa no processo de I'elaovação markoviano(X, T)

F(t) = Pr [Tm+l ' Tm .< j]
V m c N, t > 0

pz'oposÍç?ão 2. 7

o i.ntervalo entre transições sucessivas, em equl

].ébrio, possue a segui-nte distribuição:

F(t) = ll Q(t) U

onde U é o vetou coluna de I's, V t 3 0

Prova:

P(t) = Pr IVm+i ' Tm $ t

Pr 5 tm+lm m

pr lxm+].

X

*« - ]E Pr
i E S

j e S j. . S

Tm+l ' Tm .< t

j c S i c S
lr (i.) Q(i- , j , t) []

20



A dístri.buição conjunta de intervalos consecutl

vos entre transições sucessivas também pode ser calculada:

corolário 2.8

Para interva].os consecuti.vos entre ocorl:ências ,em

equilíbrio, a distribuição conjunta é dada por:

P(ti, t2) : Pr IUm+t ' Tm « ti/ Tm+2 ' Tm+]. € t21

lí.Q(tl) Q (t2) U

onde U é o vedor co].una de I's, v ti,

Prova

F(tl, t2) - Pr IUm+i - Tm $ tlr Tm+2 ' Tm+l € t21

E

c: S
Pr T +]. - Tm g tlí Tm+2 Tm+l < tZ

E E Pr
j E S i ' S

'::' lx«,-i j, Tm+l - Tm $ ti

Pr IVm+2 ' Tm+l-« tZ Xm+i. : j. Tm+l
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r
E E E Pr lx

k 'S j 's l .s L "

Tm+l ' Tm < ti k, Tm+2 - Tm+l <t2

,]Xm+l

E EE

kcS j c:S i eS
T ( j. ) Q(j-, j, ti) 0(j, k, t2) []

Esse 'resultado pode ser extendido para qual-quer n.g
mexo de intervalos consecuti.vos entre ocorrências sucessivas.

Como mostra o coroa.alto 2.8. os intervalos de tem

po entre ocorrências sucessivas não são i-ndependentes, podemos

então determinar a covariãncia e a correlação entre esses enter
va].os:

Core (Tm+2 Tm+].' Tm+l - Tm)

' Lu....: (Tm+l - rm)i - bE(Um+x

Var (Tm+l - rm)
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CAPÍTULO lll

PROCESSO ENI TEMPO CONTÍNUO

Quando observamos um sistema de filas, varias quem.

iões são colocadas: sobre a viabi.cidade do sistema, seu desempe

nho, sua eficiência. sobre o tempo que um freguês gasta no siste

ma, por exemp].o. Na procura de parâmetros que nos dêem condições

de análise sobre essas questões, temos necessidade de conhecer

o nÚluero de fregueses presentes no sistema em qual-quer i.nstante

e seu comportamento probabilístico. E a medida que o i-nteresse

sobre o sistema se prolonga ao longo do tempo/ é importante cg
nhecermos seu equilíbrio estocãsti.co.

Portanto, definimos o processo que conta o numero

de fregueses no sistema Fila com Re-Apresentações Atrasadas, d$.
terminamos seu gerador e procuramos verificar se o processo (N2,

Ni, g) é reversível. Além disso determi-namos sua distri-buição eg.

tacionãria, dando então subsídios para a determinação dos parâmg

Elos desejados.

1. RESULTADOS GERAIS

Vamos considerar uma Fila com Re-Apresentações A

trasadas (Figura l:].).Este é um sistema com dois servidores:

um pri.ncipal, que realmente presta serviço, mas
com sala de espera limitada, no nosso caso com

Li = 0;

2 3



Po. CLeg-ds

F'tgw'a l . l Processo (N2, N\, g)

24



outro secundãri.o, cuja função é atrasar o fre

guês que. não tendo sido atendido pelo pri.melro

servidor, deve fazer uma nova tentativa, e que

tem sala de espera ilimitada. L2 = m

Estamos considerando que novos fregueses chegamao

si.stema segundo um Processo de Poisson com taxa À > 0, e que os

tempos de serviço nos dois servidores são independentes e i.den

ticamente distribuídos com distribui.ção exponencial com taxas

}l > o e y > 0, respectivamente no primeiro e no segundo servi
dor

Consideramos ainda que o Processo de Chegada e os

processos Tempo de Servi.ço no primeiro e no segundo servidores
são independentes entre si.

Podemos então descrever o comportamento do sistema

Um freguês que chega procura imediatamente atendi-

mento no servidor principal. Se este esta ocupado, o nosso fre

goês imediatamente di.ride-se para o segundo servidor.A. di.sci.pli
na de atendimento no segundo servidor é TIFO, ou seja obedece à

ordem de chegada. O freguês após ser liberado pelo segundo sel

vedor, i.medianamente procura ser atendido peJ-o servidor princl.
pa[. No momento em que, em a].grama tentativa, o freguês encontra

o servidor pri.ncipaJ- desocupado recebe atendimento e então sai
do si.stema.

Para um fixado instante t, vamos considerar o es

Lado do si.stema como sendo um vetar a].eatõrio tl'i-dimensional

um e].ementa descrevendo o numero de fregueses presentes no ser

vedor principal (Ni) , outro descrevendo o número de fregueses

presentes no sistema arrasador (n2) e um terceiro e].evento va
lendo 0 ou ] e que muda de va].or a cada instante que termina o
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atendimento de um freguês pe].o servidor secundãri.o. No número

de fregueses em cada fila Incluímos o freguês que esta sendo

atendi.do no i.nstante t. e o número de fregueses na fi-]a 2i.nc].ue

aquele freguês que tentou ser atendido no pri-melro servi-dor e,

não consegui.ndo se junta à fila do segundo servidor, se eveB
tualmente t é o instante dessa tentativa.

Sejam então

Nj (t) : número de fregueses presentes na fila i, i. =1,2.
no instante t;

g(t) : a variável- "f].ip--flop" que assume os valores 0

ou ]., e que muda de vaJ-or a cada instante emque

termina o atendimento de. um freguês no servidor
secundãri.o.

Teorema l.::l

o processo(N2, NI, g) = {NZ(t) , NI(t) ,g(t) :t >0}l

defina.do no espaço de estados E = {0, 1, 2, ...} xl'0, 1} x{0,1},

é um Processo de Markov com gerador infinitesimal Q(t) , aprese=

todo na ordena ].exicográfica na Tabe].a 1.1, onde À é a taxa do

processo de chegada. ]./p é o tempo médid de serviço noservidor

pli-ncipal e .l/y é otempo médio de serviço no servidor secundário.

Prova

Vamos supor conhecido o processo até o instante t

N2(u) , NI(u) , g(u) : u \< t. Para qualquer valor de h > 0

N2(t +h) :conhecido o número de fregueses na segunda fÊ

la no instante t, N2(t) , N2(t+h) depende do
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número de chegadas externas durante (tr t +hÜ
(segundo um Processo de Poi.sson) e do número

de fregueses da fila do segundo servidor que

consegui.ram ser atendidos no servidor pi:inca

pa[ durante este interva].o de tempo;

Ni(t +h) sabendo-se se o servidor principal estava ou

náo ocupado no instante t, NI(t + h) depende

dos tempos de serviço no servidor pri.ncipal,
dos instantes de chegada e dos instantes de

fim de serviço no segundo servidor, durante o

interva].o (t, t + hJ;

g(t + h) conhecendo-se g(t) , g(t +h) depende do número

de fregueses que foram atendi.dos no segundo

servidor no interva]o (t, t +.h] se N2(t)> 0,

e depende da chegada de fregueses que encon

trem o servidor: principal .ocupado 'e aí também

do numero de atendimentos no servidor secunda

rio/ se NZ(t) = 0

Então, dados NZ(u), Ni(u), g(u) : u ç t, o estado

do si.stema após ter passado um i.nterva].o de tempo de comprimem

to h, depende do estado do sistema no instante t, e da ocorrên

ci.a de eventos que têm di.atribuição exponencia]. e que são inda.
pendentes entre si

Portanto, V (k, 2, m) c E, V h > 0, t >z 0

b
N2(u) , NI(u) , g(u) : u $

:Pr jn2(t+h)=k.ni(t+h) =1,g(t+h) =nl

PI' N2(t + h) = k, NI(t + h) t, g(t + h) m
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ln2 (t) , ni (t) . g(t)

o gerador i.nfi.nitesimal é apresentado na Tabela l.iE]]

Seria desejável que o processo (N2, Nlrg) fosse rg.

versíve[, pelos resu].Lados que poderíamos obter com a reversibj=.

li.jade em relação aos vários fluxos de fregueses i.mersos nos ins

tentes de entrada no servidor principal, de transbordamento para

o servidor secundário,l etc (ver Kiessler (83))

Teorema IZ.2

O processo (N2, Ni, g) , com espaço de estados E e

gerador infinitesimal Q(t) não é um processo reversível

Prova

Podemos mostrar que existe pelo menos um conjunto

de estados para o qual não vale o Cri-sério de Kolmogorov,enunéig

do no Coro].ãri.o 1.2. Capítulo 11. Basta tomarmos o conjunto de
estados:

o, o) (o , l, o)

X

o, l)
P

,> ÀzP2Yz # 0

(l, l,

[]

E finalmente determinamos a distribuição estaciona

ria do processo (N2, NI,g) , quando ela.existe

Seja v a distribuição de equilíbrio do processo

(N2, Ni, g) sati.sfazendo as equações de balanço
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v Q = 0

e vamos chamar de + adistribuição de equilíbrio da marginal (N2,

Ni)

Teorenna .Z. 3

A distribui.ção de equilíbrio da variável margi-nal

(m2, Ni) do processo {W2(t) , mi (t) , g(t) : t 3. 0} é dada por:

Ç

1+(n, 1) = À- x(X + 1) jn

ç '''' '' : =k p'Y

X(À +Y)
n

+ (o , o)

+ (o , o) ]., 2',- 3,

com conde.ções ini.dais

+(0, 1) - A +(0, 0)

+ (o, o) X (X + .'Y)

se temos àlx l 'v} < i.

Prova

DesenvoJ-vendo as equações de balanço para o proceE
se {Nz (t) , Ni (t) , g(t) : t >. 0}

v Q = 0

obtemos os seguintes sistemas de equações

À v(0, 0, 0) + P V(0, 1, 0)

.À v(0, 0, 1) + p v(0, 1, ].)
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Àv(0, 0, 0) -(À +P)v(0, 1, 0) + YV(1, 0, 1)

Àv(0, 0, 1) -(À +P)v(0, 1, 1) + YV(1, 0, 0)

n = 1, 2, 3, ..

(X + y) v (n, 0, 0) +uv(n, 1, 0)

(À + y) v (n. 0, 1) +uv(n, l., l)

= 2, 3, 4n l

Àv(n-1,.1, 0) +Xv(n, 0, 0) -(X+p+y) v(n, 1, 0) +
+ y v(n. l, l) + :y v(n + 1, 0, 1) = 0

Àv(n-l, l, l) +Xv(n, 0, 1) -(X+p+ y) v(n. l, l) +

+ y v(n, 1, 0) + 'y v(n + 1, 0, 0)

Usando a notação:

P(j., j) = v(i, j, 0)

q(i. j) = v(i, j, l)

obtemos por substi.tuições:

0, ]., 2. 0, 1

q (l, o)

P(l, o)

1 , 2. 3, . .

l p(n, l)
'l q(n. l)

( ].) : : :
(2)

(3)

à p(o. o)

ê- qm, m

} p(o. ]-) = }7 p(o, o)

} q(o, i) = àí q(o, o)

para

p(n, 0)

q(n, 0)
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e para n : 2, 3, 4

Àp(n - l, l) +Àp(n, O) -(À + u + y) p(n, l) +

+ y q(n. 1) + y q(n + 1, 0) = 0(4)

Àq(n - l, l) +Àq(n. O) -(À + u + y) q(n, l) +

+yp(n. ]-) + yp(n + ]., 0) = 0

Substituindo (3) em (4) de modo a obtermos as equa

çÕes de (4) com o primeiro servidor desocupado e posters-ormente

com o pri.melro servi-dor ocupado, e somando termo a termo as equa

ções resultantes obtemos, com a notação:

ó(n, j) = p(n, j) + q(n, j) v (n, j, 0) + v(n, j, ])

o, 1, 2. .. .; j = o,l

À (X + y) 0(n 1, 0) + À p ó(n, 0) (À + H + y) (À + y) + (n, 0)+

(5) + Y(À + Y) +(n. 0) + yu+(n + 1, 0) 0

À (À + y) + (n [, ])+ À u @(n. ].) (À + P + Y) (À + 'Y) (n. ].)

+ y(À + y) $ (n, 1) + yu 'b (n + l, l)

que é um sistema de equações de um Processo de Nasci.mento e Mor

te com condições inibi.ais dadas pelas equações (1) e (2)

É fácil ver que o resultado enunciado satisfaz às

equações (5) . []
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CAPÍTULO IV

PROCESSO DE PARTIDA

Dentre os vários processos imersos nos 'instantes

de ocorrência de eventos nas Fi].as com Re-Apresentaçoes AtzasB
das, o Processo de Parti.da reveste-se de especial importância

poi.é, se considerarmos o nosso sistema como um nÓ em um sistema

mais compJ-exor a partida do nosso nó seta a chegada ao nósegui.3

te em alguma lota considerada pelos usuãrios.

Analisamos então o processo que conta o nÜmêro de

fregueses presentes no sistema nos instantes de saída de :Eregug.

ses do servidor principal e, consequentemente, do sistema. (FI.

aura 1.1) . Foi-nos possível mostrar que o processo tri.-dimensão

nal é um Processo de Renovação Markoviano, determinamos seu n.g

c[eo de transição, a probabi].i.jade de transição .em uma etapa da

cadeia fundamental imersa e sua distri.buição estaca.onãria.e mog.

tramou que os instantes em que ocorrem sucessivas partidas de

fregueses não formam um Processo de Renovaçaor determinando eE.

tão a correlação entre intervalos sucessivos de partidas consg.
cuti.vas.
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i mnrArxn
.L e B + V A 4 b:5r4 bV

Sejam

j,m ' Nj(Td): numero de fregueses na fila lj, j = 1, 2. ob.
relvado imediatamente após a m'ési.ma partida

que ocorre no sistema.

TdIn i.nstante em que odor:re a m-ési-ma partida do
sistema.

X
]

A.(t)

tempo de serviço gasto com um fregues no ser

vigor j, j = 1, 2

número de novas chegadas que ocorrem no siste

ma durante o intervalo (0, t]

u:,. - u: tempo que decorre entre o m-ésimo fim de sega

viço no servidor principal e a próxima chega
da externa.

U2.m ' U2 tempo que decorre entre o m-ésitílo fi.m de sel

viço no servidor pri.ncipal e o próximo fim de

serviço no servidor secundário, gerando uma

re-apresentação.

instante em que ocorre a k-ésima chegada eZ
telha.
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Vamos então analisar o pr

n\ = 0, 1, 2. ...} =(Nd, Nd, Td)
2

s' ":":"~':""' wÍ, ~!, 'b

Considerando que

0 , 1, 2 ,

screver

llU2 < ui} + A(t+

A.(t* + XI) - A.(t*)

min(UI, U2)+ XI
Td

Ui + Xi

onde t+=min {Tka: k=0, 1, 2, ...} talqueTde t

Teorema 2.]

O processo {Ni Mr N2.m/ Tm : m - Of 1, 2
partidas de fregueses do sistema. é um

d
Tocesso

m

2 PROCES

(2 1)

podemos e

xl) A.(t+)+

(2 2)

tambéme

(2 3)

r /

instantes deimerso nos

dd{N N 2,m'l,m'

d : o vN

d
; 0se N 2,m

tt

dd
l,m' "2.m'



Processo de Renovação Markoviano, com espaço de estados Ed :,{0}x

x {0, 1, 2. ...} e núcleo transe.ção Qd(t) : (Qd(i, j, t)) dado

por:

n, t)

(i) = 0 se j > 0, n <

(j.j.) (À +u)x (l )dx

n = 0, 1, 2.

(iii) .11-. ; e'(X +u)x (l e'(X + Y) (t - x)) dx

(1 (À + Y)t) ,h': e'(À

se j > 0 ,

j.v) UV .;;olx n+l e-(À+U)x(l-e-(À+ Y)(t-x))dx+

+ uX t (xx)n e-(À+U)x(].-e'(À+ Y)(t-x)) dx

se j > 0, n = O, ]., 2,

onde u > o, y > '0, À > 0 são respectivamente os parâmetros deter

viço no 19 servidor, no 29 servidor e a taxa de chegada.

Prova

Considerando as definições dadas em (2.1) , (2.2) ,

e (2.3) é fácil mostrar que
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Pr l ni m+ ].
0 ,

dd
j, Tm + lN

2, m + l Td $ t
m

., ~g,
dd i, TN 2.m

t
;J' Pr
0

dd O. N- N l,m
d di, TN2.m 0 , Td

' m

Td * ]
Td ( xm ' :0 ,

.d .d
2.m 0 , Td

' in

/ » [«i, «*: : ., ":, «-

d d
O, N iN

2.ml,m

Td
m Pr Td .< xm :

d
0 ,N

Pr [ N: m+ I' 0r Nd. m+l
:i, 'd rd < t

'm < '

Qd(j., j, t)

Para obtermos os valores do núcleo de transiÇãord9.
senvolvemos, os cálculos indicados por (2.1), (2.2) e (2.3), ca
se a caso:
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(11)
~g, «. :

0 , 1 , 2.. . .

$ t

t dJ Pr N n2. m+l0 ': *: - ,:

Td < x
'n ' ''

d 0N 2.m

; ;' &F '.-*,o o "'
e Py X -X(x - y) dydx

.f .{À{É e'*' «.'"V Xe'** lli e'*': a*
dy

t .(1):)n y e-(À+u)y (l y)) dy

Qd (0, n. t)
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(111) ~g, "*

~2 , m --l

R
Td < tin

d
N j2.m

.f x e-Ày p e-uy e-x(x - y)
0 0 y e-Y(x - y) dydx

J pv e'Xy e-uy e(x + Y)y Í' ./ e-(x + Y)x dx ] dy
o L y J

./.* .-u ..n* s..9.!.=E + Y')y (À

i-.E!.. .r .-u +-)v e' (À + Y) (t - y) dy

íh ,h .': (À + Y)t) ,h': - (À + P)t ) 1e

Qd (j. j - 1, t)
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(iV) Nd,m j + n, j > 0, n = 0, 1, 2,

Neste caso precisamos consi-gerar quando a entrada

no servidor pri.ncipal corresponde a um freguês que esta fazendo

uma nova tentativa ou a.um novo freguês.

#
2..

t. b-\

ã

.Ta x.='t

--Íi;-.i:.]:T. e'Xy pe-Py e-x(x -y) .ye-Y(x 'y) dy dx +

.; / B# .-*''''..'-«,
y) ê-Y(x ' y) .dy dx

J' -li:ei:t. 1): u ye'(X+P)y e(À+ Y)y e'(X + Y)x a*l dy-b
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* ;' 4€0 "' 1 + P)y e(x + v)v liÍ; e'(x + v)x dx l dy

uv t ..Cyn+l e-(À+P)y li.e-(X+ V)(t-V)l dy+

* n.; "r '-"'«'* l. .."'*'''-*'l ~
+ n, t)

Pode-se ainda mostrar que efetivainente Qa(t) é nú

c].eo de transição, ou seja: Qd(i, j, t) >;.. 0 v i, j c Ed. t » 0

E .d Qd(j-, j, t) .< ].j c E

e E ,l Q'(i, j, t) é função crescente emtj e E

V i . Ed; t > 0

[]

3. CADEIA FUNDAFIENTAL

Vamos agora consi.deram a cacei-a imersa no processo

de renovação Markoviano, (Nd , Nd ) : { NI,mr Nd.m ; m = 0r l,

2. ...} , que conta o número de fregueses no si-stema.imedi.atamen

te após uma partida

A cadeia imersa nos i.estantes de partida {Nd

N; m : m : OP ]-, 2. ...} é uma Cadeia de Markov, com espaço

estados E" = {0} x {0, 1. 2. ...} , e matei.z de transição
uma etapa P' dada por

Teorema 3 ']

r

de

em
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0

,h',h,'
se 1 > 0, j < 1 - 1

se i = 0, j = 0,1,2,

pd (i,j) :
(X + Y) (À + 'P)

se i > 0,

À(À +.P + Y)

(À + 'Y ) (À + P )

P

À + P
se i > 0, j = i + k

k = O, 1, 2,

Prova

Que a cadeia imersa Ó uma cadeia de Markov, segue

da defina-ção de Processo de Renovação I'larkovi-ano, conforme o Cg
pitulo 11, Proposição 2.2.

Para determinarmos a matei.z de transição emuma etg

pa, tomamos o limo.te do núcleo de transe.ção Qu(t) , quando t -> m.
e temos

li.m Qd(i, j, t)
t-»m

e então obtemos a matei.z pd []

Usando a notação simp].i-fi-cada

'À'(À +' P + 'Y)
(P + 'Y) (À + P)

Pk
dP (o, k)

'P

À + P 0 , 1 , 2 ,

k) : Pk . c se i. > 0, k = 0, 1, 2,
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P-l : pd(i, 1 - 1) . c'l
À (À +U -É Y)

a matriz de transição pa pode ser reescrita como:

0

Po

l

Pi

2

P2

Pi'c

0

l

2

3

P.i'C Po.c

P-i'C Po'c

P.lc
Pd

0

Pz''op'o'sÍÇão 3'. 2=

A distri.buição de equil-íbrío lrd para a cadeia de

ng ) exi.ste e é dada por

lr' = lí' P' onde

À (À +.) ]j
u'r l

se esta sati.sfeita a conde-ção À(À +")' PY

Markov básica mT,

Trd . (l
] 0 , 1 , 2 , (3.1)

Prova

Da equação de equi].ébrio

d
T J i E Ed "d pd(j., j) V j c Ed

obtemos o seguinte sistema de equações
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": : -. «: * .,.:«9

«g : -j ": ''' ' :i!: i 'j-: * ' ";*: '-:

]., 2 , 3 .

Multiplicando vl? por zj, 0 <lzl < 1, desenvolvem.

do os resultados e somando-os termo a termo, obtemos a função
geradora

''., : «: 'fu''L' =:,.:1:1 =1':!: '
]

onde

B (z)
jx. p:j ':i

P

x t P - ÀZ

Logo, para z / ]-

G(z) = lrd
' ' o zX (À + Y)

Como G(z) é função geradora da probabilidade esta

cionãxia. uti].izando os procedimentos habi.duais obtemos a dig
. clonaria:tribuicão est ' ' '

d
T0

À(À + 'Y)

.]

X(À + 'Y)
]d d

'F.. = n'3 o 1, 2,

À (:À + Y)

PY
< 1
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4. PROCESSO DE PARTIDA ASSOCIADO (T')

Dos resultados obtidos podemos mostrar que os i2.

crementos no Processo de Parti.da .Associ.ado l.rj: : m = o, 1, 2....)
não são independentes. Então os incrementou são correlacionadas

e determi.Damos a expressão da correlação entre doi.s intervalos

sucesso.vos. Como essa expressão é complexa e não permite uma in
terpretação direta, obtivemos também alguns resultados numéri

cos da comi'elação para então termos i.déia sobre o seu compor'ta

mento.

g'e oz'ema 4 . 1Z

A dli.stri.buição de probabilidade do intervalo en

tre partidas consecutivas, em equiJ-íbri.o, dada por

pr F':+z-vl:.<t 1= xdQd(t)u, vt>0(4.x)

onde U é o vedor coluna de I's, vale

» F:*: - ,Ê . ' l

:
Y (P - Y)

Y(p -X - Yt (l - e'(X + Y)t)

:€

(P - À - Y) (P -iT (l - e'Pt)

Prova

A pri-beira parte do teorema segue da defina-ção de

Processo de Renovação Markoviano, conforme Capítu].o ].l , Proposi
Ção 2.7

Por outro ].ado, sendo lla a distribui.ção estaciona

rla da Cadeia Imersa (Proposição 3.2) , e Qa(t) o nÚc].eo de tran
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slção do processo (Teorema 2.1) , podemos determinar o valor da

função de distribuição a partir da equação (4.1)

Fd(t) : Pr Td € tm '

;}. «s '''., ', *, . :!: «:
1, t) +

+ '>1 E lrd
i-l k=0 l

+ k, t)

«s b-;;; '' : .", - J. ': - .«',l *

i:l o
À (À + 'r) lz

e'(X +U)'y (l

..-'***'':-*''~l * :!: *!. «! l"K-'

ru-r-.7 ./ -(W1ll;.! .-u -''n* (1 e'(x + Y) (t - y)) dy +

* íÀF- .F J.!i.4.!.. .-(À -'-")v Q
' 0 e'(À +t) H -w) avl

Invertendo-se a ordem da soma e da integral, e de

senvolvendo os resultados , obtemos:

e'Àt) - À (]. - e'Pt) +

P

P - À ' Y (l - e'(X + Y)t)
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- ii':'f':T-- (i - e'Pt) l

p" .r ÀIÀ \T) (l - e'*5 -' .}-l:t-ti:lLn- Q e' (À + Y) t)

-í-D h. - À) (i e'Pt)

E sujeito às condições de equilíbrio 0 < LÍê::Ll2- <1,
podemos mostrar que Fu(.) satisfaz as condições de função de dig.

tri.buição. r-l

Coro'ZárÍo '4.'2

O intervalo entre parti-das sucessivas tem eslDera2.

ça e variância dadas por:

» [=*:-,=

l
X

Var PY + ÀH - 2À2

UÀ2 (X + Y)

se esta satisfeita a condição de equilíbrio À(À + 'v) <lll'Y

Prova

O cá]cu].o da esperança segue da defina-ção

«., [,= *: - ,: ] -: * : - -: ]:-' +
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PY '- À (À +Y)
Y(P - À)

2

À2

À 2
+

p2

. À(À +'Y) 2

' Y(P -À -Y) ' (À +Y)2

pv + Xp - 2À2

HÀ2 (À + 'r)

Sob as condições de equilíbrio, verificamos de fa
to que a variânci.a é positiva

À (À + 'v) < 1 :::>'. 1 < l :> IJ > À

e D'Y > À(À + Y)

Portanto

UY + ÀD X2 + ÀY + Xp > X2 + ÀY + À2

2À2 + 2tY > 2À2 []

PpoZ?'o'Ú'{

A distribuição conjunta para interva].os consecuti

vos entre partidas, em equil-ébrio, dada por: V ti, tZ >-0

.dPr m +l -: ' ':,

xd Qd(ti) Qd(t2) u

onde U é o vetar coluna de I's, vale
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Fd(ti, t2) = Pr ': ' '.,

l - }lÀ +Y) (1 -3-- (l
P ' Y

(À +P)tl) + ...À-
P ' Y

e (1

i.. (]-e ) - iX (]-
-utz

+

3:J.à--lJ21 (z
'Àt]

' )

7=":Tf7=:'':'i-:;T (l - e ) U.Y UY .
ÀU 'Utl À (l - X(À+'v) )

(]--e'(X+P)ti) + x2(xu+ u2+(u-Y)):)(l

- (À + 'Y) tl
e ) (1

':.'ll' ! \ ':
'ptz

) V tlr t2 e R+

Prova

À primeira parte do teorema seque do Capítu]o ]]. l

corolãri.o 2.8.

.iü..õ.,c;ç- ça i-a..i.l\.l\...l a.o \i.b-P\:a. cx\5'\it;=) .Lii\.l..l\..;a.ci<x=> J' => ui-ii) u.L c-u.J-i.iclli \iu'

da distribuição estacionária vd e do núcleo de transição

s a expressão para F'(ti, t2)
[]
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'0'o'r'o'Záp'Ío' '4'.'4

A correlação entre Intervalos sucessivos entre pa=

tidas consecuti.vas é dado por:

Coar

(1 +

+

Y(H * ..}ll ., .*-,, - l
l =; .=\-.í" I'

1 1
....=- + -

X +'Y ' P

-1

se estãsatisfei.ta adesigualdade'0 < À (À +'v) <l
' ll'Y

Piava

A função covariância para intervalos consecutivos

pode ser encontrada a partir da Proposição 4.3 []

Na tabe[a 4.1 damos a].duns resu].Lados computacio

nai.s para a função de correm.ação, para alguns valores de À, U e
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U Va r

10

10

10

2

l

]

2

10

1 0

]0

20

2

0

10

10

5

}0

5

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

3

0

0

l

0

l

0

82

5

l

10

]

0

0

17

5

82

50

0

0

l

300

17

500

]

300

0

l

0

0

l

l

5

0

l

0

0

l

03

0

0

0

0

3

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

060

l o l

1 20

120

204

236

300

300

353

476

530

550

550

767

800

927

988

990

992

997

24

l

0

24

24

23

21

0

0

0

0

0

0

20

19

0

0

D

0

0

33

00

97

i7

80

h6

67

87

10

09

1 1

1 1

91

65

0 1

01

04

06

04

0

l

3

3

5

5

l

0

0

9

7

5

3

5

2

0

0

0

0

0

0

2

2

0

0

0

0

0

T(reza 4.]: aZgzms !'esuZt;idos sobre a Uar

«««[(: - < , (; - Ú:
À (À + 'Y)
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ç rnNírTTrqóFq

Consi.gerando que o nosso si.stema de Fi].as com Re

-Apresentações Atl'asadas é um sistema sem perdasr temos a sol.y

ção c]ãssica para a probabi]idade de equi].abri.o do processo Com

primento Conjunto de Fí].as, imerso nos instantes de partida(se.g

ção 3) . Também são dadas as condições para esses resultados de
equilíbri.o.

É de i.nteresse para nÓs notar que a fi].a atrasado

ra pode ser i.nteJ:pzetada de dois modos: como um gerador do pr9

cesso de chegada ao servidor principal através do termo (À -F r)

na equação (3.1) , e como um gerador do tempo de serviço, com o

termo t na mesma equação.

Temos ainda a estrutura probabi].Ística para o com

pri.mento de fila conjunta. e para o processo de i.ntervalo entre

partidas. A partia daqui, todas as questões concernentes a cada

um desses processos podem ser determi.nadas considerando os prg

Gessos marginal.s desses processos conjuntos. Em particular. vg

mos como informações a respeito da marginal {N= . : m = 0, 1,

2. . ..} são obti.das na equação (3.1) , e como são encontradas in

formações a respei.to de {T= : m =. 0, 1, 2. ...} na secção 4

l

Da análise numérica, observamos que a correlação
entre iiatervalos entre partidas consecutivas é bastante peque
na. da ordem de 4 x 10''. Mui.to i.nteressante foi. não termos en

contrario nenhuma correlação negativa nas varias centenas de re
su].Lados numéricos analisados.
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CAPÍTULO V

PROCESSO DE EbíTRADA

Um freguês que entra no sistema sÓ sai.rã dele de

pois de atendido pelo servidor principal. Se ele não consegue

ser atendido logo que chega, devera se re-apresentar ao servidor

principal tantas vezes quantas forem necessãri.as até encontra

lo desocupado e então ser servi.do. Podemos então analisar o flu

xo de entrada dos' fregueses no servi.dor pri-ncipal, notando que

corresponde à uma parcela da superposição do Processo de Chega
da e do processo i.verso nos instantes de saída de fregueses do

segundo servidor. que não são i.ndependentes entre si. (Figura

Da analise do processo tridimensional- (Nt,N}, TZ)

imerso nos i.estantes de entrada de fregueses no servidor princi

pal/ temos que o Processo de Entrada é um processo de renovação

Markoviano, determinamos seu nilcleo de transição e obti.vemos os
resultados sobre os processos feri.vados: da cadeia de Markov

fundamental, a sua probabi-li.date de transe.Qão e a di.stri.bui.ção
de equi.IÍbrio; e mostramos que os instantes em que ocorrem en

tragas sucessivas não formam um processo de renovação, determi
nando a correlação entre intervalos sucessivos.

1)l
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P . Cheqsdõ

?a (X)

+

'Q Ç. -:!i::

En \ r.b'àa

»p....k

Rap''kxda

F'klnial.l P)'ocesso de En:tecida «,}, T'J
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1. NOTAÇÃO

Sejam

N;.m = mj (uii): nÜmer(1) de fregueses presentes na fila j = 1,2,
imedi.atamente após a m-ésima entrada no servi.

dor principal.

Tim instante em que ocorre a m-êsima entrada noservidor

pli.ncipal.

X
]

tempo de serviço gasto com um freguês no servidor j,
j - 1, 2.

A(t) : numero de novas chegadas que ocorrem durante o in

tervalo de tempo (o, t]

U. . = Ui : tempo que decorre entre o m--és=imo fim de servi

ço no servidor principal- e a próxima chegada
externa.

U2.m : u2 : tempo que decorre entre o m-êsimo fim de servi
ço no servidor pri.ncipal e o prõx=imo fim de se11

viço no segundo servidor. gerando uma re-aprg

sensação.
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z. o processo TRIDIMENSIONAL (Ni , N!, T:)

Considerando que

0, 1 , 2 . (2 . 1)

l
+ .A(T.N2,m + xl I'ui' u,'

.au:l + xi) - An,:) (2 .2 )

i lo, la.(v + Xi)-A.(Tse N2.m mm

Wi m

XI + mi.n (UI, U2)

In

XI + Ui

;. ~:,. * k',: , xl)

+xi) -A(v:l) '' o

(2 . 3)

X:) -A. nmz)

- Ê.(T') : 0
m

i l
+ a.(u'se N 2.m m

il +se N2,m m
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obtemos os seguintes resultados

real'ema 2..7

o processo {N;l Hr N2,mr Tm : m ; 0r 1, 2,...)Ime:l
se nos instantes de entrada de fregueses no servidor principal

é um Processo de Renovação Markovi.ano, com espaço de estado

EJL = {1} x{0, 1, 2,...}enúcleo detransição QZ(t) =(QZ(j,k, t)
dado por

Qi(j. j + k, t)

(i) para j = 0, 1, 2. i,

(j, k) / (O, O), t >, o

0 , 1, 2 ,

.íàh /:' -(àZIÉ- .-u'-)y u (À + Y) (t - y)) dy +

t ..(.à=iyi t] e'(À+P)y(l (À + Y) (t - y)) dy

(ii) para j = O, k = 0, t >. 0

(À + p)2(u - Y)2
(À + P)t) +

+(.]- - e'Àt)+ ÀU Y(l - e'(À+ Y)t) +
(À + Y) (P - 'Y)2

+ t e'(X + U)t

(iii) para j = 1, 2. 3, 1, t >, o

,h': e'(X + Y)t) ,h': e'(X + p)t)
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(lv) para j > 1, k < - l

onde À > 0, p > 0, y > 0 são os parâmetros de chegada de novos
fregueses, de serviço no servidor principal e no servidor secun
dóri.o, respectivamente.

Proa'a:

Considerando-se as equações(2.1),(2.2) e(2.3),
é fãci.l mostrar que

i i
= 1, NNr l,m +l 2.m + l k. u:l+ l Ti 6 tm

l

Qx (j. k. t)

Para termos os valores de QxCj, k. t) .:desenvolve
mos os cálculos. i.ndi.cados em(2.1),(2.2) e(2.3) caso a caso:

(j.) i iN N jl,m 2,m 0 , 1, 2,
i j2,m + l + k.

(j, k) / (O, O) ; t > O

Í
2Pln + l ': ' .
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.l+--'qü'L-o :=,-} ..'J "''+.

t x
.r .r pe Py
0 -0

e'Ày À e-(x +'Y) (x - y) dy dx +

+.r / .e''y .liàVk+i .*y .Y.-(À+ Y)(x-y) dyd*

e'(X +P)y (l (À +'Y) (t -y)) dy +

(À + P)y (l (À +Y) (t -y) dy

i
0'(j, j + k, t)

(i j. )
.ii

0N
2.m 2,m + ]. o, t » o
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Í ll
O, TN T

2.m + l m + l In
il N 0
2,m

(x - y) dy dx +

+J' .r pePy Àye'Ày ye-(À+ Y)(x-y) dydx
0 0

entendo a ordem das i.ntegraís e resolvendo-as:

X:zX(»::Y) -.Xl]2(Xlp) (]. - e-(À+P)t) +
(À +il) 2 (D -: Y) 2

([ - eÀt) + (]. - e'(X + Y)t ) +
(À + Y) (U - Y)2

+ t . :ÀuY e'(x +U)t
(À + U) (P - 'Y)

Qz (o, o,. t)

i)

té

inv

+

0, 1, 2 .

t X
À'Ày'py À eep e

0 0

';'

- :. ': * : - -ã .<' .

./. x -Py e'Ày y e-(X + Y) (x - y) dy dx
0 0

líl(l-e'(À+ v)t) - l(l-e'(x+u)tl

Qz (j, j - 1, t)

3 .
i lN tj2,m + l

i
Prl N j,m + l j
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( j.v ) Nos casos complementares

Q' (j, j. + k, t) = o

Pode-se ainda mostrar que Q'L(j, j + k, t) é efeti.

vamente núcleo de transição. r-l

3 CADEIA FUNDAblENTAL W}, N!)

Vamos então consi.gerar a cadeia imersa no Proces

se de Entrada (N+, Nx2, Tx)

Te'o'z''e'ma 3'. ]

A cadeia i.persa nos instantes de entrada no servi

dor princi.pal {NI,m r N2.m : m - Or 1, 2. ...}, é uma Cadeia de
Markov; com espaço de estados E' = {].} x {0, 1, 2, ...} , e ma

triz de transe.ção em uma etapa E'z dada por:

lx lk , . ., :, :,
k = O, 1, 2,

(j, k) / (O, O)

-- j = 1. 2. 3, ...;

; + )í-:'T j - O. k - O

(j, k) / (O, O)

9 IX+tll J '/ ü/ ur +''r

k = O, 1, 2, ...

Pz(j,j + k) *ul'v: :l + .....!
CÀ + Y) (X + il)-2 À +U

j - O, k - O

ÊY'

(X +Y) (À +H)
j ; 1, 2, 3,

k : -l

Prova

Que a cadeia i.persa é de Markov, segue da defina
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ção do Processo de Renovação Markovi.anordadõ naProposição 11.3.3

A matriz de transição em uma etapa é obti-da a pagã

tir do núcleo de transe.ção. Fazendo-se o li.mi.te quando

pl' (j. j + k) ].im Q'' (j , j + k, t)
t-»m

obtemos a matriz P"

Com a notação simplificada

U (À + U + 'Y)
(À + U) (À + Y)

...À
À + P X + U + Y

Pz(0, 0) . A'i

pz(j, j + k) A'i,

j - O, 1, ..., k : O.'1, 2,

(j, k) / (O, O)

q l À + " + .
l)À'', j = 1, 2. 3.

a matriz de transição P" pode ser reescrita como
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(l, o)

(.1, 1)

(1 , 2)

C1, 3)

qo qi q2 q3

q.i qo qi qz

q.i qo q}

q.i qo

Pz'opas'irão '3'. 2:

A distribuição de equi.líbrio lf' par

'undamental (Nt, N!) existe e é dada por

i .i ondeT

«: : q- .:
.i .'4:?(L+ u + v)

esta satisfeita a co

Prova

Da equação de equilíbrio

"j : k ; n: J' :U. j)

seguinte sistema de equaçoes

À (À + Y)nd $ í- =r.,Y"se l<

obtemos 0

\ -/ e d- /

1, 2.
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«+:« [: :.

«} : « .l lll «i ,,-*

(3 . 2)

j : 1, 2,

Mu[tip[i-canso as equações de (3.2) por z] ,
O < lãl < 1, i = O, 1, 2. ... e somando-se os resu].fados termo

a termo, obtemos a função geradora

Grà) X

j

A (q'.
l

qo - q.l 2'i)
A . B(2)

onde

B(z)
k:-l *

zk ('Y' + Xz) (À + u)
z (À + U + +)'Í'Í'Ç''T Xz)

Então, para z / l

G(z) = vx . . . D'r'('X -t' 1-- Xz)

' 0 +u)[u'r - xz(x +v)]

Como G(z) é a função geradora da probabilidade es
taco.onãria. uti].izando os procedimentos habituais obtemos a

di.stri.buição lrl, dada por (3.1) . []

4

Dos resultados obti.dos podemos mostrar que os i.n

tervalos entre entradas sucessivas são homogéneas, mas não são
independentes entre si. Então esses i.ncrementos são correlacio

nados. Devido à complexidade da função de correlação, analisa
mos também alguns resultados numéricos para melhor entendi.mento

da função.



2'eoz'eha 4. 7

A distribuição do intervalo entre entradas suces
alvas, em equilíbrio, dada por

Pr [ Ti + 1 - TZ $ t ] : vj Qj (t) u

onde U é o vetou co].una de I's, vale:

(4 .1)

Pr [ T. ....:
Fz(t)

(i - À:(À +Jr) ) (l - e'Àt) +

+ 'r (l
P ' Y t8e' ': e'ut) +

uv(u - Y)CP -(À -r V))(l - e'(À+ Y)t) .

Prt)va

A equação (4.1) segue da definição de Processo de

Renovação Markoviano, conforme a Proposi.ção 11.3.8

Por outro lado, sendo lrz a distribuição estaciona
ria da cadeia fundamental (Proposi-ção 3.2) e QI(t) o núcleo de

transição do Processo de Entrada (Teorema 2.1) , podemos determi.

nar o val-or da função de distri.buição Fx(t) a partir da equação
(4 .1)

FJ' (t)
j-O k--l ]

k. t)

vi [ Qj- Col o, t) + E QI(o, k, t)
+
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' ; .' (j , j i, t) + E Q'(j, j + k, t)
k:O

Substituindo os valores de Trio e Qz(j, j + k, t) e
resolvendo as Integrais, obtemos o resultado apresentado no enun
ci.ado

Podemos ainda mostrar que sujeito à condição de

equilíbri.o- .À--ÇÀ.-'lV) < 1, Fi(t) bati.sfaz às condições de função
rq n d i a +- T- l }-\l l 'i .- ;.-.

[]

' o'?'o'Z'ãr'{ o' 4'. 2

O intervalo entre entradas sucessivas tem esperan
ça e variânci.a dadas por:

i iTE Tm + ]. m
l
À

Var rlu ': À) + -XI -- +
H2 (À + U)

... 'JY?..
À (À + p) (X + v)

se esta satisfeita a condição À:!.À--:!--X2- < l' ll'v

Prova

O cã].culo da esperança segue da definição

' l ': *: - ': /

0
i lF (t) dt

X

e o valor da variância é encontrado a pa!'tir de
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Var l Vi . . - UI
m

ÍE Tm +l
l []

112''opto's'ÍÇ'ão' '4'.'3

A distribuição conjunta de intervalos consecutivos

entre entradas, em equilíbrio, é dada por:

Pr l v:i + ]. -: ' *:. ': * (4 .2)

Qx(tl) QZ(t2) U

onde U é o vetou co].una de ].'s, V tl, t2 >z Or e vale

Pr [Và ...i -: ' ':, ': *: ' ', Fz(ti, t2)

U2T - À2(À +H +Y)
Y (P - À -.Y) 1 (1 - e tl)- .l (l-e-ol+Y)ti)+

(À + P)tl) (À +'Y) t2
)

(l - e Z) ] +

2
À2 (À +'U'+ Y)P+ -(X + U)tl

tl e +

+ (À +'') ('' -x - 2u) (l
(À +P)' (P - 'r)

(À +u)tl ) +

+ --2--- Q
P ' Y

(À + 'Y) ti
) l (l -e z)P
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i-+-l (l-e (À+T)tz T t x+ )tZ)l+

+X{(u'r:ãX2- XV)(X+u+V) [(X -e(À+ Y)tl)

{--i-.l(l - e(.x +P)ti)] . [l(l -

-Àtz
e

}-?(l-e(À+Y)t2) + 'r(X-e(x+u)t2)l+

+-----jl-- [(l - e(X+ Y)ti) - À + Y(l - e ti)

P

I': . .-'* *«''', - .:- ': . .-.'', l *

} (l - e t2) - l (l-e'(À+ r)t2) +

+ iÍÍI)l:-Ír (l - e (X+P)t2)

Prova:

A equação (4.2) . segue diretamente do Coroa-aria ll

Executando as operações indicadas na equação(4.2) ,

distribuição vl e o núcleo de transição Qx(t) por

(À +u
+

ituindo a

'u +Y? l ,. . --Àti

3 . 9 .

subst
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seus valores, obtemos a expressão para F'L(tl, t2)
[]

'c'o'p'o'Z'á?Ío' 4.'4

A correlação entre intervalos sucesso.vos de entra
das consecutivas é dada por:

Coar i iT T TTm +l m +2 m +

'U Y' =' 'À' (X' + 'Y)

U2 (À + Y') ,Hn * \P *' "-&--. *

.-â-....
n+üu+-): ['üv-xu+d] n--'n ]

.L
l

X

*l''* }'''À'Y'

P2 (À + U)
+

Y2
À (À -F p) (À =i'Í'

se esta satisfeita a condição ----- < l

Prova

À função de corre].ação pode ser calculada apartar

da Proposição 4.3. r---l

Na Tabe[a 4. 1 damos a].gins resu]tados numéricos

para a função de correlação, para alguns valores de X, !p e y. A

fi.m de compararmos com o Processo de Partida, utili.zamos os mes

mos valores de À, u e y da Tabela .IV.4.1
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À H Y P Var
. q

Corr x 10 '

0

l

]

Q

0

0

0

l

3

3

5

5

l

0

0

9

7

5

3

5

2

0

0

2

2

2

2

0

0

0

0

0

0

2

2

0

0

0

0

0

1 0

1 0

1 0

2

l

l

2

] 0

] 0

] 0

] 0

1 0

20

2

0

] 0

1 0

5

1 0

5

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

3

0

0

l

0

l

0.

82

5

l

1 0

l

0

0

17

5

82

50

0

D

l

300

]7

500

l

300

0

. 1

0

. 0

l

. ]

.5

0

. 1

0

. 0

. 1

.03

. 0

0

0

0

3

0

0.060

o .1 01

0.12 0

0.1 2 0

0.204

0.236

0.300

0.300

0.353

0.476

0,530

0.550

0.550

0.767

0.800

0.927

0.988

0.990

0.99Z

0.997

2

81

4

24

242

26

2

0

l

0

8

5

0

0

21

3

0

19

0

1 1

47

24

98

4z

52

06

33

47

73

49

60

21

09

68

1 1

49

28

71

1 1

79

hi.92

0.093

3 .13

1 6.08

2. 09

28.03

158.13

3].63

2 .45

8.3 0

0.53

0.90

18.64

88.95

28.95

0. 032

0.12
3

2.52 x 1 0

0,39

] .Z15 x ] 0'3

7'abala 4.] - .4Zgzzns Resultados Sobe a ym Ir2'.. - Tz l e al 'm

«- [<.: -<, {*, -<.,] ««' - : u\tu-
ZZ

Tm+2

71



5. CONCLUSÕES

O fluxo de fregueses que procuram atendimento no

servidor principal é uma parcela de superposição do Processo de

Chegada e do Processo de Saída, o processo formado pe]o f].uxo

de fregueses provenientes do segundo servidor. A cada instante,

o Processo de Entrada é apenas uma parcela desse pl'ocesso super
posto/ mas não devemos esquecer qüe todos os fregueses, mai.s.ce

do ou mais tarde, serão atendidos pelo servidor pri.nci-pal, se o
sistema estiver em equilíbri.o.

Podemos então notar que o tempo médio entre entra

das sucessivas é T (corolãri.o 4.2) , e coincide com o tempo mé.

dio entre chegadas, i.ndicando que, apesar da presença de fregug
ses na fila arrasadora, o fluxo de fregueses que se apresentam

ao servi.dor princi.pal em medi.a não se altera, sep = Í v) <l

Obtivemos tairü)ém a estrutura probabilística para

o comprimento de fila conjunta (seção 3) e para o processo de

entradas associ.ado (seção 4) . Sobre o processo {T: : m = 0, 1,
2, ... } concluímos que os intervalos entre entradas são homogê

neos. A corre].ação entre i.nterva].os sucesso.vos de entradas foi

determinada (Corolário 4.4) e podemos verá-fi-car que ela é sem

pxe positi-va. O comportamento amostral da correlação apresenta

-se de acordo com os resuJ-Lados gerais, sendo muito pequenos
da ordem de 2 x ].0'Y

P

/

Às correlações entre entradas consecuti.vas e as

correlações entre parti-das consecutivas têm o mesmo comportamen

to com a~ variação de p, taxa de ocupação do si.stema.
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CAPÍTULO VI

OS PROCESSOS DE ENTRADA E SAÍDA DA FILA SECUNDÁRIA

Neste capítuJ-o analisamos os processos de fluxo

de fregueses que entram e saem do sel-vigor secundário (Figura
1.1) . 0 processo de entrada no servidor secundário é identifica

do como o Processo de Transbordamento ao servidor pri.ncipal,

imerso nos instantes em que fregueses procuram atendimento no

servi-dor principal- e o encontram ocupado; e o processo i.merso

nos i-nstantes de saída de fregueses do servidor secundãri.o é o

Processo de Saída, e que se compõe com os fregueses que chegam

de fora para formar o fluxo total. de fregueses que procuram ser

atendidos no servidor pl'incipal

Mostramos que o PI'ocesso de Transbordamento (NTV,

(N?v, Tov) é um processo de renovação Markoviano. Dê.terminamos

o núcleo de transe.ção do processo e a probabilidade de transe

çao em uma etapa da cadeia imersa. Porém não determi.nabos a ex

pressão analítica da distri.buição de pz'obabilidade da . cadeia

imersa e nem dos intervalos entre transbordamentos consecutivos,

porque os cã].culos envolvidos são muito longos (Parte A)

Na Parte B, mostramos que o Processo desanda (N?,

Nbp, Tu) é também um processo de renovação Markoviano. Determi

nabos a distribuição do tempo entre saída consecuti.vas, conheci

do o número de fregueses no sistema no inÍci.o do i.ntervalo. En

tretanto a probabi].idade de transição da cadeia imersa. conheça.

do o tempo gasto entre as transições consecuti.vas observadas,
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Ê"P(F.)

E''irguy'a .l.l: Pz.acessos de gbani.sbordcünento

Saída (No\, i8., Í')
N

) 2 9 Too) . de
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não pode sel calculada pois depende do Processo de Transborda

mento, e da distribuição conjunta dos Processos de Entrada e de

Partida do servidor principal, que não foi determinada por nÓs.

Por Isso deixamos de determinar o núcleo de transe

ção do processo, e consequentemente apenas nomeados os resulta

dos sobre os processos marginais do Processo de Sai:da.

PARTE A Preces se de Transbordamento

1 . NOTAÇÃO

Tov
In instante em que ocorre o m-ésimo transbordamento do

servidor plincipa]/ m - 0, ]., 2,

j,m ' Nj(Tmv -) : nümelo de fregueses presentes na fila j,
j = 1, 2, imediatamente antes da ocorrên

ci.a do m-ésimo transbordamento.

Defina.mos também o processo Z = {Z(t) : t >,.. 0} que

conta o numero de servi-ços completados no segundo servidor du

tente o intervalo [0, t) , com espaço de estados E = {0, 1, 2,
}

2. (N?", N:", T'v)

Temos que

(2 .1)
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para N;vm >z 0

'::: Tov
m é o tempo decorrido entre TmOV e a próxima

tentativa de um freguês, ou de fora ouque
terei.nou de ser atendido no servidor se

cundário, que procura ser atendido no se.:

vi.dor pri-ncipal e não consegue pox o e2
contrai ocupado.

(2 .2)

real'ema 2.']

O processo {N:lvmr Nova/ Tov : m = 0, ]., 2,...}i.mer
se nos i.nstantes em que ocorl'em transbordamentos :. ao t .servidor

princi-pal, é um Processo de Renovação Markovianol com espaço de
estados Euv : {]} x {0, ]., 2, ...}

Prova

Considélando as definições (2.1) e (2.2) , a demong.

txaiéão segue da mesma manei.ra que o Teorema ]V-2.]., no Processa
de Partida

[]

].erasOls

Pa:ra determinar o núc].eo de transição do processo

precisaremos detelminal a probabiJ-idade de transição da cadeia
imersa, conhecido o tempo decorrido entre os transbordamentos ,

e também precisaremos determi.nar a distribuição do intervalo

entre transbordamentos, conhecido o níimero de fregueses no siE.
tema imedi.atamente antes do início do interva].o.

Faremos isso através dos segui-ntes d
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Zlema 2.2

A probabilidade de transição da cadeia imersa (N?v,

N;v) , dado que conhecemos o tempo decorrido entre os transborda
bentos considerados, é dada por:

ovPr H Tov :

(i) para 0 < j .< k + l , k > O

(YX)k'j+l e--YX
(k - j + l) :

( j.j.) para j : 0, k » 0

.::*: qg .'"*
(íii) 0 nos demais casos

Prova

A parte (i) col'responde ã conclusão de (k - j + l)
serviços na segunda fila, jã que no interva].o observado não é

possível a entrada de fregueses nessa fila. e lembrando ainda

que os tempos de serviço no servidor secundãri.o são independep.
tes e com distribuição exponencial, com parâmetro y

aã para a transição de k >,.. 0 para j = 0 vale (ii.) ,

poi.s durante o intervalo observado temos todos os k fregueses
anteriormente presentes à segunda fila atendidos, além de todos

os vi.rtuais fregueses que poderiam ser atendidos durante o PS.
díodo, se fosse possível. que e].es entrassem na fi.la do segundo
seJ-andor. .-.
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Para calcular a dlstxlbuição condicionada do i.ntel

valo entre tlansbordamentos consecutivos, Tovl - Tov, m = 0, 1,

2. .... conhecido o número de fregueses na segunda fila N;"m
imedi.atamente antes do m-ésimo tzansbordamento, precisamos prl

meigamente determinar a clístribuição do intervalo Tov. - Tov,pg' m+l in ''-

rém sendo conheci.do o numero de fregueses na segunda fila {me

d aZ;amena;e aras o m-ési.mo transbordamento, NZ(Tov)

Neste caso, .levamos em consideração que durante o

interç'alo, a cada instante que o servidor princi-pal i-cicia um

novo serviço/ a distribuição do i.ntervalo remanescentle até Tovl
é a mesma do intervalo total Tov, - Tov, com o mesmo número dem+l 'm

fregueses na segunda f]J-a. observado ].ogo após esses instantes

Seja então o intervalo [Tov, Tov ]'
' L m ' m'rx J

Defina.mos aÍ a seguinte sequência de instantes:

T - Tov
o in (2. 3)

TI = min , k c N

e para n : 2, 3,

'.:«- {{, * ' « 1 ,..: ' t
(2 . 4)

também definimos

xo = NI(Tov) = NZ(To) : nÜmexo de fregueses no segundo
servi.dor logo após o m'ésimo (2.5)

transbordamento.
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Xn : N2(Tn) n = 1, 2, 3, (2 .6)

Por exemplo, temos

-=" - -. (XI, TI) (X2, T2) (X3 , T3)
ov
m+l

Pato 2.3

O tempo entre dois transbordamentos consecuti.vos ,
dado o níimero de 'fregueses na fila secundãri.a no i.vício do i.n

tervalo xo = N2(Tmv) , tem a mesma distribui-ção condicional do
intervalo entre Ti, instante do pri-melro i.nÍcio do serviço no

servidor principal após To / e T=:1 dado o numero de fregueses
na fi.la secundãl'ia neste instante, xi , isto é:

mz(ul:v) = k

ri { t l N2(Ti) k

Jus t'i f{ cação

No instante T=v, o primeiro servidor esta ocupado

e (Vl:Ti - Tov ) representa o tempo necessári.o até que um frg.
goês procure ser atendido no privei-ro servidor e o encontre ocu
parto

o intervalo Tovl - Ti representa a mesma situação,

pois no i-nstante Ti o servidor pri-ncipal começa um atendimento,

que tem a mesma distri.buição exponenci.al que o tempo remanes
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cente de serviço no primeiro sezvldor no i-nstante Tm"/ e o nome

ro de fregueses na fila secundária neste momento é N2(Ti) = Xi

são essenciais as hipóteses que os intervalos en
tre chegadas externas e o tempo de serviço no servidor' princ+
pa[ e no segundo servidor são exponenci.a].mente distri.buidos e,

independentes entre si.

Por outro lado, se no i.nstante T. a segunda fila
se esvazia. para aJ-g\jm n = ].., 2. ..., ainda assim o i.ntervalo

To+l - Tn tem a mesma distribuição dos i.ntervalos Vl:ll 'Tp'p >Pn/

pelas mesmas razões acima. porém com distribuição diferente do
caso em que a segunda fila não esta vazia.

Este argumento pode ser repetido para todos os T.,

<" «-. « -=r: ' n
A partir deste Fato, podemos escrever as segui-ates

equações de recorrênci.a que nos peicmite determi-nar a distzíbui

ção condicionada do interva].o entre dois transbordamentos, co

nhecido o número de fregueses no segundo servidor ]-ogo após o
iníci.o do intervalo:

Fk(t) -l:" $ t ~: ul:") k (2 . 8)

.5;jb:i::E]ÇÍ-- ri - e'(x +p +Y)tj +

+J'(l-e'PS) À.e'(X+ Y)sFk(t-s) ds+

+J' (l-e'PS) ye'(À+Y)s Fk-l (t-s) ds
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E se para algum n 1, 2 , 3, 'Xn: 0 -m Xn-l 1,

temos

» f=r: - -. . ' l *:, :l :
que por analogia vamos denotar poz Fo(t)

F (t)0 ,h ': e' (À +u) t) + (2 .9)

+ ./' (l - e'us) xe'xs F (t - s) àso o

A equação (2.8) pode ser interpretada da seguinte
maneira

« l,=T: T=v € t l nz(u:lv) k

-- '::: v:l"'i t, v: » vl:+i w, ul:")

* '- l-:r: ,:" ' ', ': ;'':r: n, ul:") k

A primeira paxceJ-a do lado direi.to significa que o

(m + l) -ési-mo tr.ansbordamento ocorreu antes que terminasse oser

viço que estava em andamento no instante Ul:v. Então o va].or da
pximeíra parcela é

",'':«, : * l
í\t-h l:-.-u--«--u'l
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Pala a segunda parce].a temos

.ovPI' m+l T=v ( t, I'i ~ , ul:")

j
PI' pl:"$ s. *: N, ul:") kj

.ovPZ' m+l Tov $ t
m ~ , o'l:") k. Xi :i, v: -ul:"

Temos que

T:" ' s, X: = j l N2(Tov) = k

.f .e'(x +u +Y)x
0 -t"V3'Íj-k-l} e'(X +Y)(s -x)dx

(l -- eys) Xe'(x +Y)s lÍj:k} +- (l ' e'PS) Ye'(À + Y)s l.{j:k-l}

Portanto

(1 e'PS) Xe'(x + Y)s
ov

TI tpr lu Sm+l € xl = k.

ri-v=v:s l ds + / (l-e'Pa) ve'(x+v)s

.ov TPr t Slm-FI $ xl 1, T: - Tov ds

Devido à observação feita anteriormente em (2.7)

t
.r ( l

0
e'US) Xe'(x +Y)s Tov .<

In
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n:u:") : k l ds

t
+ / (l

0
e'PS) .ye:'(À +Y)s

N, ml:") k - ZI ds

e temos então a equação (2.8)

No caso da equação (2.9) / temos que se emalgum ing

tente T. a segunda fila se esvazia, ela permanecera vazia até

o instante do próximo transbordamento U:l:ll ' Neste caso, usando
os mesmos argumentos do Fato 2.3 temos que, para p >. n

V x - oPr T t<
1+]. '\ nn (2.10)

» l-::: rP $ t l xp : o

Consi-gerando a seguinte decomposição do interva].o

Voei - Tov = (Tovl - Tn' Tn+l > Tm+l) u l-Tm+l ' Tn' Tn+l €

VPr T
$.+]. n x = o 1 = Fo(t)

Tn$ t. Tn+l > Tm+l l Xn 0 +

+ PX' ' -.*: : -=::
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5;--:-'i (]- - e'(X
t
/

0 Pr IVn+l. ' Tn < sf

0 Pr l*.*: : ' l *. Tn+l + Tn+l ' Tn .< t

Tn+l ' Tn : s' Xn+l o, x

usando os mesmos argumentos utilizados na interpretação da equg

ção (2.8) ; considerando que durante o intervalo Tovl - Tn temos
a segunda fila vazia:

(X +P)t) + .f (l - e'PS) Xe'Xs
0

Tn+l 'C t - s l Xn+l

IÍ À (l - e'(X J (l - e'PS) Xe'Xs Fo(t - s) ds

e assim obtemos a equação (2.9)

A fim de determinarmos a solução das equações(2.8)

e (2.9) , seja a transformada de Laplace'Stieltjes de FI..(t)

X

Fk (a) .r e'at dFk (t)0

para k = 0, 1, 2, , a > 0, e que va].e

a) para k B l

F. (a) = -- (X +])(X + 'Y + a) +
a2 + (2X + 2Y + P)a +(À +'Y)2 + PY
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-:I +(2À + 2'Y ' Ü «} (À + 'n: + .. Fk-I( ')

b) para

,: ''' : ú: ... lll : :l. :.. :õ
que por sua vez corresponde à transformada de Laplace-Sti.eltjes
do intervalo (Vy". - T ) obtida em (2.1].)m''F..L n' ' '

Denomionando as funções

(À + :'Y) oi + Y + a}
a2 + (2À + 2'r + U)a + (À -} y)2 + p'y

g(a)
a2+ (2À + 2y + p)a + (X + 'y)2 + py

e gn ( a) [,'-,]' , ]., 2 ,

podemos reescrever a transformada Fk(a) , k >, 1, como
+

Fk(a) : h(a) + g(a) Fk-l(a)

K'l h(a) gn(a) + gk(a) Fo (a).n=]. v

CalcuJ-ando a inversa da transformada. obtemos o va

lor de Fk (t) nas equações (2.8) e (2.9), com a seguinte nota
Çao:
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al

az : 2

bi = 2À + 2'r + u

t
2 2

Tov .< t l Nz(Tov) = kl - pk(t)

(X +v)(P + /ii:'-} 4XU)(l - e'bit)
2 bi /p2.:+ 4Àu

(x +v)(u -- /.iZ t 4).u)(l -e'b2t) +

á b2 ,/u2. .+ .4Xu

k-]. t J I' (UY)n e b2s s ..n l
* . (s y)(n 1) l (n 1) ' 0l 0

ov
Nz(T (2 . 12)

-/u2 + 4Àu y dy. e

(t - s)

2 bi /p2 + 4xu '
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2À + u + /u2 + 4Àu
2

2À + p - /u2 + 4Xu

        2        
2 À + 2Y + P   P + 4ÀP



.''''' ''', ] } '. .(À +'v) (u - ,/iÍ'z + 4Àu)

2b2 /p2 + 4Àp

* ; .«4::::;TTT
o (k-l) ! (k-l) !

S
/

0
yk-l (s -y)k-l e

'+4XP

p .} /u2 + 4Àu (].
2 ''/p2 + 4ÀP

-a2 (t - s)
e

p - /'p2 + 4Xi;

2 ,''iir'T'ãii
(1

-al(t - s)
e ds

b) Para

Tn '' t l N (Tn) ? (t) = (2.13)0

p + -/u2 '+ 4ÀP (l

2 /ir'l''ãÍii .

a2t
)

U - v/P2 + ã.ii
2/UZ + 4XP

(1
-ait

e )

Podemos então mostrar o seguinte lema, referindo

'se novamente ào Processo de Transbordamento {N:lvm/ NOV r Tov

0, 1, 2, . .. }

Lema 2.4

A dj.stzi.buição de pxobabi.li.date do intervalo entre

dois transboldamentos consecutivos {To+l - Tov : m - O, 1, 2,
...} , dado que conhecemos o número de fregueses na fi.la secun

dóri.a imediatamente antes do início do interva].o, N;vm' é a sgZ .rln'

guinte:
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(1) para k = 0

FI(t)

(ii.) para k >, ].

À Fk+l (t) (t)

onde Fk(t) é a distribuição de probabilidade dada nas equações
(2 .].2) e (2 .13)

Prova

(ii) Se o m-ésimo transbordamento ocorreu devido à chegada de

um novo freguês no sistema, o numero de fregueses no se

fundo servidor é imediatamente acrescido de 1, e temos

N2(Tmuv) = k + ].; mas se o transbordamento foi deva-do a
um freguês fazendo uma nova tentativa para ser atendido

no servidor principal-, então o numero de fregueses no se

fundo servidor não se altera e N2(Tov) = k

AÍ então, podemos usar os resultados FI,.(t) obti-dos
em (2. 8) a (2.].3)

(i) A primeira parte do Lema segue-se do fato que,se :WE?v. =0,

o m-ésilno transbordamento ocorre com a chegada de um no

vo freguês ao sistema e que encontra o servidor plinci

pal ocupado. F--i

J
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Temos então condições de enunciar o seguinte coro
].alto ao Teorema 2.1

corolário 2.5

O núcleo de transição do Processo de Transbordamen

Tov : m-0, ]., 2,...}, Qov(t), é dadopor:to ov ovN T2,m'l,m'

Qo'/ (k, j, t) Tov <t
In

(i) para k = 0,

t
/

0
e'rx dFi(x)

(ii) para k = 0,

t
./' (l - e'YX) dP: (x)
0

(iii) para k >, 1,

.]*: .f 4fÊ .'' [dâT "*« '*' *
+ '5i'--Í'-T M'k(x)

(iv) para k >, ]., O < j { k + l
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t . .K-j+aJ .-** '5Í"-lT M'k+l(x) +

«*'*,]

Prova

Substituímos na expressão

Qov (k. j, t)
t

/

0

a
dx

as probabi.cidades condicionadas encontradas nos Lemas 2.2 e 2.4

Os valor'es de Q'v(t) ficam explicitados quandosubs

mos Fk(x) por seu valor determinado na equação (2.12) . r-]

Com os valores explíci.tos de Qov(t) são mui.to lon

gos, a partir daqui até o fi.m do trabaJ-ho vamos apenas deixar

inda-Gados todos os resultados que dependam, di.Teta ou indireta

mente, do núcleo de transição do Processo de Transbordamento,

assim como a distribuição de equilíbrio da cadeia imersa ea dis
tribui.ção do intexva].o entre txansbordamentos consecutivos em

equilíbrio.

P]''oposição 2.6

À cadeia imersa nos instantes imediatamente ante

Flores à ocorrência de transbordamentos (N?v, Nov) , é uma Ca

dela de Markov com espaço de estados Eov : {]} x{0,]., 2,...}
e com mail-iz de transição Pov dada por:
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(1) Pov (0, 1) .f e'YX dF:(x)
0

(il) Pov (0, 0) J' (l - e'Yx; dFI(x)
0

(íii) para k >, ].,

n oo , .ll

Pov(k,0) = i J -(](f!. e'rxl X dFk+l(x) +

+ '5Í-lÍ-'7 a'k(x)

(iv) para k > 1, O < j..< k + ].

Pov (k, j) = J' -llÉ:!Sii:i;lijij-í e'YX [ À dFk+l(x) +

+ '5Í--;-'7 dFk(x)

Prova:

Que a cadeia é de Malkov, segue da defi.nação dePxlg
cesso de Renovação Markoviano.

A mata'iz de transição Puv é obtida passando ao li

óleo de tr'ansição QOV (k. j, t) , quando t -> n

Os va].odes explícitos da matei.z de transição são

obtidos quando substituímos Fk(x) peão resu].Lado apresentado na
equação (2.12). r-n

mire, 0 llu

À dÍsí;z'Íbu'irão de equ Zz'bz'Ío da cadeia imersa (N?v,
é determi.nada a partir da equação matricial
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ov : .ov E:.ov (2 .14)

sujélta às condições que tornam o vetar vov um vetou de probabl
cidade, com a probabilidade de transição Pov dada na Proposição

pz'oposição 2.'7

A distribuição do intervalo entre transbordamentos

sucessivos, em equi].íbzio, é dada por:

Fov(t)

TOV(0) FI (t) + E
k-l

vOV (k)
'5Í-:i-'7 Fk+l(0 +

+ 'Y Fk(t)

PARTE B : Processo de Saída

Mostramos que o Processo de Saída (NoV, No, To) é

um Processo de iRenovação Markoviano. Pudemos também deteriü.nar

a distribuição do tempo entre saídas consecuti.vas, conhecido o
numero de fregueses no sistema no início do i.ntervalo. Entretan

to a plobabili.dade de transição da cadeia imersa, conhecido o

tempo gasto entre as saídas consecutivas consideradas, não pode
sel' calculada poi-s depende do Processo de Transbordamento e da

distribuição conjunta dos Processos de Entrada e de Partida do

Servidor pri-ncipal, que não foi deterltü.nada.
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Por Isso deixamos de detennlnar o núcleo de ttansi

ção do processo.

3. NOTAÇÃO

Sej am

To1' instante em que ocorre o m-ésimo fim de serviço
no servidor secundãl'io, m = 0, ]., 2,

nlÍ m = Uj(V; -) : nürnero de fregueses presentes na" fi-la j,
j = ]., 2, i.medianamente antes do m-ésimo

fim de serviço no servidor secunàári.o.

X2 tempo de atendimento de um freguês no servidor se
cundãlio.

l2 tempo que o segundo servidor permanece desocupado,
quando a fila se esvazia.

Definimos ainda os seguintes processos

2 = {2(t) : t >,, 0} : que conta o numero de transbordamentos

que ocorrem durante o intervalo [0, t)

2(t) E l
n=0 {Tnov < t}

l {l(t) : t >,, 0} : que conta o numero de fregueses que são

atendidos no servi-dor principal. durante

o i.ntezvalo [0, t)
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l(t) = E
n=0 < t}

{l,(t) : t ) o} : que conta o número de fregueses que del
xam o sistema, depois de atendidos nosegl

vi-dor princi.pal, durante o intervalo

to, t)

L(t)
:t-' « '}n

4. O (N? , N? To)

Temos que

00
+

l,m].,m+l
0 l(To))(Tm-t]. In

( 4 . 1)
0

)
L(T m+].

00
N +2.m+l 2,m 2(vo 2(To)m+l

e também

X2
00 3 2+ Nse N
2.ml,m

(4 .2)

l2 + XZ
00

: 1+ Nse N 2,1,

lenbran do que
0 1, 2. 3,N
2.,m
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Teo?ema 4.]

O processo {NO1,mr No,mf Tm : m = O, ]., 2, ...}i,me:l
se nos instantes imediatamente anteriores ã saída de fregueses

do servidor secundário é um Processo de Renovação.l Maukoviano,
com espaço de estados Eu = {0, 1} x {1, 2, 3, ...}

Prova

Considerando as defi-feições (4.1) e (4.2) , a demong.

tzaçao segue da mesma maneira que o Teorema IV.2.1, no Proces
se de Partida. r--l

O núcleo de transe.ção pode ser indicado a partir

da probabili.date conde.cionada do intervalo entre saídas, e da

probabilidade condicionada de transição da cadeia imersa.

Primeiro vamos determinar a distribuição do inte=

va].o entre saídas consecutivas, T=+1 ' To, m = 0, 1, 2, ...,cog.
dicionada à presença de (ji, j2) fregueses no sistema imediata

mente antes da m-ésima saída. Nos casos em que ji + j2 > ].1 a

distribuição é imediata. No caso (ji, j2) = (0, 1) precisamos

determinar a di.stribuição de ]2, interva].o de tempo que o segue.
do servidor fica desocupado.

Vamos então .ca].cu].az' a distribuição de l2,

cionada ao evento {No,m - 0, No,m - l }

conde

Sej am

«'.« {<"; k ' ~ l -l: « ,-

Então C [vl: , u / P
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Definimos em C. a sequência de Instantes

se : -=

SI = irün

e para n - 2, 3, 4.

S = minn s.-: ' ,; « s}

Pe].a defi.ni.ção dos instantes S e Sn' n = 0,1,2,:. .,

e pelas definições (2.3) e (2.4) dos instantes T., n = 0, 1, 2.
no Processo de Transbordamento, Parte A, podemos observar

que o intervalo fVo, S) coi.nade com o

ov (Xi,TI)Tk

intervalo [Tn' Tkvl) para algum k = 0, 1, 2, ... onde Tn é o
instante em que a segunda fi.la fica vazia até Tbov. , instante do
próximo tl'ansbordamento.

Nestas condições ,temos, de acordo com os resu].ta

dos que obtivemos no Processo de Transboxdamento, no Fato 2.3,
e equações (2.9) a (2.13)

$

t l NI,m = 0, N2,m
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,. [Tko" - T. « . *. : ' ] F.(t)0

À

À + u (l - e'(X +p)t) +

t
+ J' (l

0
e'US) Xe'Xs F (t0 s) ds

e tem por solução

'- F,.* l «:,.-., ~;,.-: (4 .3)

'JJ=iif 1:-.« '-"--:;':":',1
ue?F F: - '*- '-

Podemos então mostrar o seguinte Lema

Lema 4.2

A distribui.ção de probabilidade condicionada do

intezva].o entre duas saídas consecuti-vas do servidor secundário,
{ m+l - To : m = 0, 1, 2, ...} dado que conhecemos o numero de

fregueses presentes às filas no instante imediatamente anterior
ao início do intervalo, é..a segui.nte

(í) para ji + j2 = l
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À(À - 'r)

(À -Y) 2
(1 e'Yt)

v(u :+ f'p2 + 4Àu): . li
(2x - 2v + u - /p2 + 4xu) /u2 + 4XP L

exp (- 2x + p - /i2' + ixu t )l +
+ 'v(p - '/pz + 4xu ) lz

(2À - 2Y + p + .ÍP' + 4ÀP) v/P' +4ÀP L

-,.. .. « * « ; '':'m .,l
(ii) para ji + j2 >z 2

(]. - e'Yt)

Prova

A parti.r da definição (4.2) , podemos ca].cHIa! a

distribuição condicional do intervalo.

Para o caso ji +' j2 = lr quando a segunda fila

fica vazia. as variáveis X2 e l2 sao independentes, poi.s em IZ
estamos consi-gerando o tempo entre chegadas externas e o tuba

Iho do servi.dor pri.ncipal/ e X2 é o tempo de serviço do selva
dor secundário

Portanto, a distri.buição do intervalo entre saÍ

das é a convolução de Fo(t) / dada na equação (2.18) , Parte A,
com a dista'ibuição exponencial com parâmetro y
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Quando ji + j2 >, 2. o Intervalo To+l - Tm correm.
ponte ao tempo gasto em um atendimento no servidor secundário.

Quanto a probabi.cidade de transe.ção conde-cionada

da cadei.a imersa os resultados dependem da distribuição conjun

ta dos processos de Entrada e Partida do servidor principa]. e

do Transbordamento, que não são i.ndependentes, e não foi nosso

objetivo neste momento a sua determinação.

[=
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