
ESTIMAÇÃO DE 8 NO MODELO DE
REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

NA PRESENÇA DE MULTICOLINEARIDADE

Maria da Conceição Farias Freitas

Dissertação apresentada

ao

Instituto de Matemática e Estatística”

da

Universidade de São Paulo

para a obtenção do grau de mestre

em
Estatistica

Área de concentração : análise de Regressão

ORIENTADOR : Prof Dr. CLOVIS DE ARAUJO PERES

Este trabalhofoi parcialmentefinanciado pelo CNPq .

São Paulo, setembro de 1988.



ER.RATAS

NnTACnRq

Onde se lê " wí , i=1,...,p " , leia-se " oi , i=0,...,p."

ÍNDICE

Onde se lê "1.4.4-Indicador relcionado..." , leia-se "1.4.4-Indicador relacionado.
Onde se lê " 3.1 - ... Utlizando-se ... " leia-se " ... Utilizando-se .. "

CAPITULO-l-

Pag. - 3 -
onde se lê " variàveis " , leia-se " variáveis "

onde se lê " fiunções " , leia-se " funções "

onde se lê " características " , leia-se " características "

Pag. - 4
onde se lê " economicas " , leia-se " econõinicas "

Pag. - 5
- onde se lê " pesença " , leia-se " presença "
- onde se lê

Xij --., {1111:-Dl{,.Í = le2.

leia-se

Xij --., {1111:Dl{,.Í = 1.2.

expressão que se encontra en] Gunst e Mason - 1985 - l31

Pag. - 6
onde se lê " necessariamente " , leia-se " necessariamente "

Pag. - lO -
- onde se lê

>l: x.j@(}''' - á - x.:p- - x.:p,)
{-1



leia-se

E
{-1

Xij@(b - Xil P- -- Xi2P2) = 0

Pag. - 13 -
onde se lê " desciiminados " . leia-se " discriminados "
onde se lê " nescessário " , leia-se " necessário "

Pag. - 14
- onde se lê " XtX " . leia-se " XtX "

onde se lê " portano " , leia-se " portanto "

CAPITULO-2

Pag. 18
- Deve-se eliminar a frase : " pode-se ilustrar facilmente o caso ein que p-2 "

Pag. - 20 -
onde se lê " («{esy(#CP " , lei' - se " («áe.):(#ap) "
onde se lê " monotonica " , leia-se " monotõníca "

Pag. - 22 -
- onde se lê " empíricos " , leia - se " empíricos "

Pag. - 26 -
- onde se lê " máximos " , leia-se " máxinao

Pag. - 27
- onde se lê " pré Êx-ada " , leia-se " pre fixa-da "

Pag. - 30
onde se lê " GráÊcos - 4 " , leia-se " Gráfico - 4 " . par

Pag. - 31 -
onde se ]ê " y = SQZ " , leia-se " y ::

- onde se lê " Z)o = 0 " , leia-se bo = --Í- "
Desta. forma obtem-se

y -ó.+ó',+(!),'.a.- g?g



conforme foi proposto no inicio do texto.
que coincide são as equa.ções

Da. forma ern que esta originalmente escrito o

-0

asQn
- 0

e

Pag. - 34
- onde se lê " diiferença " , leia-se " diferença "

- onde se lê " (XTX)-: " , leia-se " (X'X)': "

Pag. - 35 -

onde se lê " t,(EÓ.) " , leia-se " t,(>ll:Õt) "
- onde se lê " gráfico 5 " , leia-se " gráfico 4 "
- onde se lê " P pode ser ecrito como uma transformação linear de /3ÀÍQ

" Pk pode ser escrito ..."
" . leia-se

Pag. - 40 -
onde se lê " Ptx " , leia-se " Paz,

Pag. - 42
onde se lê

.f(«) >:j - o'«3«,j
P

2P. ( >: .j 'r.j
.j=o

1)

leia-se

/(') - '7' >ll: 'j«,j - 2p.(>1: 'jT.,
.j=o .j=o

1)

Pag. - 44
- onde se lê " .EQM(#RL " , leia-se " .EQM(Õal) "
- onde se lê " Pz,R " , leia-se " PRt "

Pag. - 50 -
- no gráfico , onde se lê " /3€ " , leia-se " Pó , ou PP

Pag. - 51
onde se lê "belGA/Q " , leia-se " /imQ "



CAPITULO-3

Pag. - 60
- onde se lê " monotonica " , leia-se " monotõnica "

Pag. - 61
- onde se lê " .EQM(/ik) < Pmç " , leia-se " .EQW(

Paa. - 63
.. ]. .. l=

3K) <. EQMÇÍ3MQ)

.!.. T:
.. - T..«''(E :r)''.j-o 'J

'j - T..«;'(E :y)':.j-o ''

Pag. - 72
- onde se lê " Mlayer e Willke - 1973 - 1361 " , leia-se " Mayer e Willke - 1973

Pag. - 79 -
- onde se lê " .EQWCP,) " , leia-se " .aQWC(P,) "

Pag. - 80
onde se lê " .EQMGÕk) " , leia-se " .EQ.À/G(Õx;) "

Pag. - 82 -
ondeselê

" Tem-se.15 comparaçõe! possíveis entre os
l3MQ , l3cp , l3RL , l3iv e l3p"
leia-se
" Tem -se ... estudados
$MQ . OCP . I3RL , I3lT . PP e $k"

leia-se

6 estimadores estuda.dosS

CAPITULO-4-

Pag. - 92 -
onde se lê " ««(Pi) " , leia-* " ««(#{) "



Pag
onde se ]ê " «a,(/i) " , leia-se " õa,'(P)

- onde se lê " «a,(P) " , leia-s. " «a,'(Õ) "

Pag. - 95 -
- onde se lê " #'P " , leia-se " ptP "

Pag. - 104 -
- onde se lê " Tabela - 13 - Resultadso , leia-se " Tabela - 13 - Resultados

APENDICE-2

Pag. - 109
- onde se lê

k- - ó' + >ll:xâ.......É, + .'ó' + >:x3;
i-2{-2

leia-se

E
Í-2

k: = é' + xâ .....k, - .'ó' + )ll:xã
Í-2

APÊNDICE-4

Pag. - 112 -
- onde se lê " devir " , leia-se " definir

APÊNDICE-6

Pag. - 114 -
- onde se lê " Dados utilizados para a análise do capítulo 4

Dados utilizados para a análise do capitulo 4 ."n
, leia-se " Tabela - l



AGRADECIÀ4ENTOS

Este trabalho cont.ou cona a DECISIVA colaboração de

FUNAD Fundo de Pesquisa. do Instituto de Administração ,

ALOIS]O PINTO ALVES

UPD - Unidade de Processamento de Dados - FEA - USP ,

LUIZALVAROLEAO GIL
E demais funcionários.

SIANG \VUN SONG

MrILTON DE OLIVEIRA BUSSAB

CARLOSEDGARD HARLE

E ein especial , desejo agradecer

ao incentivo constante de ALINHA FAMÍLIA
OS PAIS : LUIZ AL\rES DE FRESTAS e JOANA ANITA DE FARIAS FRESTAS
OSIRlvIAOS:ROSÉ,JOÃ0 E LUIZ.
E R.YURITANDEL.

a paciente ORIENTAÇÃO de a.LO y7S .D.E ..4J?..4 UIO P.E.R.ES , cuja dedicação e
expeiiencia contribuíram para enfrentar a.s fases mais difíceis.

AdUlTO OBRIGADO
setembro - 1988 -



Toldo quanto te vier a mâ.o para fazer , faze-o conforme as tuas forças , porque na
sepultura , para onde tu vais , não há obra , nem indústria , nem ciência , nem sabedoria
al-i.,]., "

Confia no Senhor de todo o teu coração e não te estribes no teu próprio entendi.
mento.

Pois

O temor do Senhor é o principio da. sabedoria

Eclesiastes 9:10
Provérbios 3:5

Provérbios 9:10



ESTIMAÇÃO DE # NO À40DELO DE REGRESSÃO LINEAR MÚLTIPLA

NA PRESENÇA DE b4ULTICOLINEARIDADE

RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é comparar métodos alternativos a.o de mínimos
quadrados , para se estimar # ,no modelo de regressão linear múltipla. na presença de
multicolinearidade

O capitulo - 1 - descreve a multicolinearida.de , enfatizando sua caracterização como
um problema na estilhaça.o dos parâmetros.

O capitulo - 2 - aapresenta os cinco estimadores viesados nazis conhecidos na li-
teratura, apresentando suas vantagens sobre o método de mínimos quadrados ,diante do
problema en] questã.o.São eles

METODO DAS COMPONENTES PRINCIPAIS . ousa. p \malta pxü:hcai$.a
com o objetivo de resolver o problenaa de multícolínearidade , é atribuído a M. G.Kendall

.EST/M.4-DOR.DS .EM O.RISTE S , conhecido como estinlador RIDGE . atribuído
a A. E. Hoerl e R. \A/. l<ennard , fruto de seu trabalho conjunto em 1970

M.ETO.DO .D,4S J?,4/Z.FS Z.,4T.E.NT.ES , atribuído a D.Hau,kins , em 1973 .
também desenvolvido independentenaente por R. F. Gunst e R. L. À4ason em 1974.

.ES7'.Z:À/..4.DO.R.ES aO.N7'.R.,4/DOS , cuja primeira publicaçã.o a.tribui-se a Mr
James e C. Stein em 1961.

]U.ETO.DO ]lN'T.E.R.,47'/yO, atribuído a G. Trenkler, publicado em 1978.

1957ei'n

O capitulo - 3 - refere-se a comparação entre estes esticadores e o de mínimos
quadrados e entre si,utilizando-se dois critérios:

O EQM - ERRO QUADRÁTICO MÉDIO.
O EQÀ4G - ERRO QUADRÁTICO À4ÉDIO GENERALIZADO

O capitulo - 4 - consiste na análise de um conjunto de dados , com o intuito de ilustrar
os resultados pesquisados nos capítulos anteriores.As estimativas obtidas para estes cinco
métodos foram calculadas através de processamento em computador , Burroughs 6900 ,
utilizando-se a linguagem Fortran , e algumas rotinas já prontas do IMSL

Os originais do texto deste trabalho foram editados e impressos em microcomputador,
utilizando-se a rotina. 'lb$.: Donald E. lÇnuth - 1984 - 1481.
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X : Denota a matriz X padronizada no modelo y =X
.E(X{) = 0 e var (Xi) = n -- l

Z : = 1'X com ZtZ - A onde
I' é a matriz cujas colunas são os AUTOVETORES normalizados de XtX
A é a matriz diagonal, cujos elementos são os AUTOVALORES de XtX

)l: P : Denota a matriz de Variância e Covariancia do estimador #

Denota AUTOVIALORES de XtX em ordem d

I' : Denota a matriz cuja coluna-i , I'{ éo
de XtX , portanto associado a .à{

A : Denota a matriz diagonal ,cujos elemen
Àf ,i=1,...,n.

wl , i=1...p : Denota AUTOVIALORES de

Q : Denota a matriz diagonal , cujos elementos são os autovalores de (.A'.A) com
.A

T : Matriz cujas colunas são os autovetores de ..4'..4 com .4 = ryX)

P+' de maneira a obter-se1')

ecrescenteres

i-ésimoAUTOVETOR ADOl

tos são os autovaloz'es de XIXl

..4tÁ onde Á = (yX) e «,o
/' <

Àf , i::l...P
À] > À2 >

NORMALIZ



EQh4 (#) - ERRO QUADRÁTICO MÉDIO

EÇj3 -- Íi'fÇO -- l3) - al trÇXt X)

EQh4G (Õ) - ERRO QUADRÁTICO MÉDIO GENERALIZADO

nçB- p)tTÇÕ !3)

onde T - é uma matriz simétrica NND

}'.4.R(Ó) ia-.ia (ê)

C'orr(#) = Matriz de Correlação de #

Tr : Abreviação para traço de uma matriz.

,4t :Denota. a À/matriz Transposta de .,'i



ÍNDICE

CAPITULO - 1 - A À4ULTICOLINEARIDADE - DEFINIÇÃO , FONTES , EFEITOS
E DETECÇÃO. '

1.1 O CONCEITO DE MULTICOLINEARIDADE

1.2 - FONTES DE MULTICOLINEARIDADE
1.2.1 - Multicolinearidade induzida. pela especiâcação do modelo.
1.2.2 - Multicolinearidade induzida por propriedades inerentes a população.
1.2.3 - Multicolinearidade induzida por deficiencias na amostragem
1.2.4 - h4ulticolinearidade induzida por modelos mal definidos
1.2.5 - À4ulticolinearida.de induzida pela. presença de outliers.

2
2
3

3

4

4

1.3 - EFEITOS DA PRESENÇA DE MULTICOLINEARIDADE
1.3.1 - Efeito da multicolinearidade sobre a estimação de #

6
8

11

11
11

13

13
14

14

15
16

1.4 - DETECÇÃO E MEDIDAS DO GRAU DE MULTICOLINEARIDADE
1.4.1 - A matriz XtX
1.4.2 - v.l.F. - Favor de Inflação da Variância
1.4.3 - Razão entre os comprimentos. de intervalos de confiança. de Pj
1.4.4 - Indicador relcionado ao tamanho da amostra
1.4.5 - Autovalores e Autovetores de XtX
1.4.6 - O número da condição espectral
1.4.7 - valores singulares de X'X na decomposição de ua.r(#j.) - a matriz a
1.4.8 - O determinante de XtX

CAPÍTULO - 2 - CINCO MÉTODOS MAIS UTILIZADOS PARA A SOLUÇÃO
DO PROBLEh4A DE MULTICOLINEARIDADE. 17

2.1 - O METODO DAS COMPONENTES PRINCIPAIS
2.1.1 - Descrição formal e algumas propriedades de Pcp
2.1.2 - Métodos de seleção das componentes principais

18
19

21

23
23

31

34

2.2 - REGRESSÃO EM CRISTAS
2.2.1 - Desenvolvimento original do método de análise de cristas
2.2.2 - Extensão da análise de cristas como método de estimação de P na

regressão linear
2.2.3 - Algumas propriedades do estímador PX;



2.3 - O MÉTODO DAS RAÍZES LATENTES
2.3.1 - Descrição do método das ra;zes latentes.
2.3.2 - Interpreta.ção geométrica. do método das raízes latentes.
2.3.3 - Obtençã.o de Pnt
2.3.4 - Algumas propriedades de Pxz,

36
37
38
40
44

46
47
49
52

53
53

2.4 - OS ESTIMADORES CONTRAÍDOS
2.4.1 - Apresentação do estimador contraído.
2.4.2 - Algumas propriedades estatísticas de alguns estimadores contraídos
2.4.3 - Comentários e problemas não solucionados

2.5-0 ESTlh4ADORINTERATIVO
2.5.1 - Definiçã.o e alguma.s propriedades estatísticas

CAPITULO-3 CON4PARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES 56

3.1 - COÀ4PARAÇOES ENTRE OS ESTlh4ADORES UTLIZANDO-SE
O EQM -ERRO QUADRÁTICO MÉDIO

3.1.1 - Componentes principais x Mínimos quadrados
3.1.2 - Re€1ressão ein cristas x Mínimos quadrados
3.1.3 - Raizes latentes x R4inimos quadrados
3.1.4 - Estinlador contraído x h4inimos quadrados
3.1.5 - Estilllador interativo x Mínimos quadrados
3.1.6 - Componentes principais x Estimados em cristas

57
58
60
62
65
67
68

3.2 - COMPARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES UTILIZANDO-SE
O EQR4G - ERRO QUADRÁTICO MÉDIO GENERALIZADO

3.2.1 - Componentes Principais x Mínimos quadrados
3.2.2 - Regressão em cristas x Mínimos quadrados
3.2.3 - Estiinador contraído x h'linimos quadrados
3.2.4 - Estinlador interativo x Mininaos quadrados
3.2.5 - Estima.dor contraído x Estinlador em cristas
3.2.6 - Estiniadoi em crista.s x Conlpollentes principais

70
73
73
75
76

79

80

82
3.3 - RESUÀ40 GERAL DAS COMPARAÇOES OBTIDAS E ALGUNS
COh4ENTARIOS



CAPITULO-4-ANÁLISE DE DADOS.

41.TNTRnnTTnAnv b'4 x v

4.2 - DETECÇÃO E MEDIDAS DO GRAU DE MULTICOLINEARIDADE

4.3 - COÀ4PARAÇOES ENTRE AS ESTIMATl\aS OBTIDAS
4.3.1 - Descrição das estimativas e comparações preliminares

4.4 - COh4PARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES BASEANDO-SE
NO KQM

4.5 - COÀ4PARAÇOES ENTRE OS ESTIN4ADORES BASEANDO-SE
NO EQMG

84

84

86

92
92

96

101

5-CONCLUSÃO 106

APENDICES

APÊNDICE

APENDICE

APENDICE

APÊNDICE

APENDICE

APENDICE

l

2

3

4

5

6

A multicolinearidade é um problema?

Multicolinearida.de induzida. por outlier

Decomposição espectral de uma matriz A nap

Inversa generalizada de unia. matriz

Matrizes N.N.D. - Nã.o Negativas Definida.

Dados utilizados para análise no capitulo 4

108

109

110

111

113

114

REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 115



CAPITULO-l

M ULTICOLINEA CIDADE

nRPTNTnAn
' -y - ' v FONTES EFEITOSEDETECÇAO

O CONCEITO DE MULTICOLINEARIDADE

Estiinadores de mínimos quadrados dos parâmetros de regressão linear múltipla faena
sido usados frequentemente nos últimos 50 anos com o intuito de ajustar-se funções á um
conjunto de da.dos

O modelo de regressa.o linear múltipla é descrito por:

y-

Y: é uin vetor 7z:l, chamado de variável dependente ou variável resposta.
X: é uma matriz z?=p, de n observações de p variáveis chamadas de variáveis preditoras

nã.o estocást.ices.
P: é uin vedor pzl de parâmetros, a ser estimado.
c: é un] vetor 7?al de erros ou resíduos com ci «. Àr(0,a:).
No estudo da estio)açã.o do parânaetro P, merece relevância o comportamento das

variáveis preditoras. Quando algumas ou todas as variáveis são perfeitamente colineares,
diz-se estar diante da presença de muZZ coZÍnear dado per/Cita,situação em que não se pode
calcular os estinaadoies de nlinimos quadrados dos parâmetros porque XtX é singular.
Como na prática isto nã.o ocorre, o termo multicolinearidade também é utilizado quando
as variáveis são coi'relaci.Oleadas ou seja Xt.X é gua$e singular, nesta situação pode-se
calcular o estimador de mínimos quadl'ados de #, contudo algumas propriedades estatísticas
deseja.vens , são prejudicadas.

R. Gunst-1983-j21, define nlulticolinearidade utilizando o conceito de quase dependen-
cia. entre as varia.fieis pieditoras, ou a quase singularidade de XtX,da seguinte forma:

Diz-se existir muZtÍcoZinearãdade ,se para algum 77 Z 0 existir um vetor c,
c = (co, ci , ..., c,), de e]ementos não todos nu]os, ta] que:

onde]

>l, c.f'J ll ó ll$ ,7 llc

Os itens seguilltes apiesentain as fontes, os efeitos e as maneiras de detectar-se a
multicolinearidade

P

0J

l



1.2 FONTES DA MULTICOLINEARIDADE

E importante compreender as diferenças entre as várias causas da presença da multi-
colinearida.de, uma vez que a interpretação do modelo resultante esta extremamente liga.da
a.elas

A multicolinearidade pode surgir por várias razões:
A especifica.çã.o do modelo.
Proprieda.des inerentes a população.
Deficiencías no método de amostragem.
Modelos naal deânidos,ou seja ,o número de observações é menor que o número de

varia,vens.

Devido a presença de outliers
Para cada unia destas ca.usa.s R. Gunst - 1983 - l21 ,apresenta exemplos, alguns deles

são discutidos a seguir

1.2.1 - MULTICOLINEARIDADE INDUZIDA PELA ESPECIFICAÇÃO
DO MODELO.

Em alguns casos a naulticolinearidade é introduzida no modelo através da definição
das variáveis preditoras.Unl exemplo clássico é dado pelo modelo definido de maneira a
obedecer a seguinte restrição:

> .=i.j = 1,á = 1...n.
P

]J

Neste caso,terenaos multicolinearidade perfeita nos modelos com o termo constante.
Unl outro exemplo é obtido através do modelo onde a variável resposta pode ser

representada corretamente por uma função polui/epal de uma única variável preditora X

y-

A correlação entre duas potências de X , Xki e Xk2 por exemplo, pode se tornar
muito próximo de " 1 ".( Bradley e Srivastaw, - 1979 - 1491 )

Exen-Lplos dais comuns sã.o os casos enl que muitas variáveis preditoras são colocadas
no modelo, devido a incerteza do pesquisador com relação aquelas que realmente influen-
ciam a variável resposta.

Alguns autores defendem a idéia de que a reespecificação do modelo tende a suavizar a
presença de multicolinearidade, ein contrapartida, outros afirmam que ao reespecificar-se o

2



modelo, através de transfoinlações, os efeitos da multicolinearidade podem ser transferidos
das variáveis originais para as variàveis transformadas.Por exemplo:

Suponha que zjczt sã.o duas fiunções de tempo, monotõnicas e colineares.Suponha
ainda que a transformação tp, = a:j/zt, suavize a presença de multicolinearidade.No caso
ein que este quociente for quase constante ao longo do tempo, aparecerá uma. relação quase
linear entre u)f e o termo constante o ,do n)odeio descrito por y = o + Pa.

1.2.2 - MULTICOLINEARIDADE INDUZIDA POR PROPRIEDADES
INERENTESA POPULAÇÃO.

Neste caso a multicolil)earidade sempre ocorrerá independentemente do modelo es-
pecificado ou do processo de amostragem utilizado.

Exemplo:
Foram coletados dados de 33 naulheres negras candidatas ao departamento de policia,

com o intuito de construir unia equação para explicar altura em função de outra.s nove
variáveis, entre as quais:

- X: o comprimento da parte superior do braço.
- Y: o comprimento do antebraço.

\4r: o conlprinlento da parte superior da. perna.
1<: o comprimento da parte inferior da penda.

- A: é o quocient.e y/X
- B: é o quociente .7\'/T4/
Devido a características da população estudada,o campo de variação das quatro pri-

meiras variáveis é muito pequeno, tornando-as muito correlacionadas com os seus logari-
timos

Neste caso a multicolinearidade pode ser representada pelas equações

Zn(}') - Jn(X)

/«(.K) - /?z(T'T/) = /n(.B)

1.2.3 - MULTICOLINEARIDADE INDUZIDA POR DEFICIENCIAS
NO PROCESSO DE AMOSTRAGEM.

A multicolinearidade que ocorre por causa. de deficiencias no plano amostrar é artificial,
devido ao fato de os dados coletados serem específicos daquele subconjunto do espaço
amostral com a.quelas cara.cteristicas.

3



Um exemplo interessante é apresentado por R. Gunst - 1983 - l21, extraído de da.dos
coletados na trança durante o período de 1949 a. 1959, referentes a explicação da varia.vel
importa.ção atra.vés da.s varia.vens produção , estoques e consumo domésticos.Verificou-se
uma forte dependencia. entre a. produção e o consumo.Como em 1960 a França entrou
pa.ra o Mercado Comum Europeu, atribuiu-se a este fato as peculiaridades económicas da
época

1.2.4 - MULTICOLINEARIDADE INDUZIDA POR MODELOS
MAL DEFINIDOS.

E o caso em que há mais parâmetros a. serem estimados que observações, pois nesta
situação XtX não é de posto coinp]eto,isto é fácil ver.Considere:

n : o número de observa.ções.
p : o número de para.naetros a serem estima.dos.
Sa.be-se que
posto(X) = « $ n.i«.(n,p)co«,(, $ n) e que
PO.to(X'X)
A multicolinearidade desaparece ao se coletar mais dados.

1.2.5 N4ULTICOLINEARIDADE INDUZIDA PELA PRESENÇA
DE OUTLIERS.

Este tipo de n)ulticolinearidade só ocorre quando dois ou mais valores das variáveis
preditoras assumen] valores nauito grandes em relação aos demais

Como no caso de deficiencia.s na amostragem , a multicolinearidade induzida por
outliers é art.inicial, ou seja, eliminando-se os outliers, soluciona-se os possíveis problemas.

Diagramas de dispersão dos pontos são indicados e quanto mais próximos os out-
!.iers uns dos outros,mais prova.vel é que a multicolinearidade seja. induzida por estas ob-
servaçoes.

Considere o exemplo em que se tem duas variáveis preditoras, seja:
a:, a i-ésima linha de X,considerando-se X sem o termo constante.
Considere ainda

rl :: l(a:ÍI,zf2),{ ;: 2...n. , =íl,af2 > 0

=; = i-(zí] , a:f2),para a/gum({)
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Quando X- --, oo, a primeira observaçã.o, a;,torna-se arbitrariamente grande em relação as
demais.

Considere ainda a matriz .H = .X(X'X)'lX' .Os elementos de sua diagonal hí , são
indicadores da pesença de outliers, quando estão próximos de um.

À4ostra-se que no exemplo acima,À.l --, l e ainda que:

x.j ...., lliz.. i) } + ,.j . :.2.

Xij --lÍn(n -- 1)} 'r , i# lej = 1,2.

Conclue-se que para k suficientemente grande, Xi -- X2 aproxima-se arbitrariamente de
zero o que consiste exatamente na descrição de multicolinearidade apresentada no início
deste capitulo.
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1.3 EFEITOS DA PRESENÇA DE MULTICOLINEARIDADE

Sérios efeitos sobre os estimadores de mínimos quadrados são encontrados.A relação
abaixo ajuda-nos a avaliar a necessidade de um estudo detalhado sobre a multicolineari-

- Alterações nas estimativas dos parâmetros.E consequentemente nas previsões.
Aumento das estimativas das variâncias e covariancias dos estimadores. tendo como

consequencia o aumento na. amplitude dos intervalos de confiança.
O poder de alguns testes são afetados assim como o parâmetro de não centralidade

de t-Student para o teste: .Ho : /3j = 0 contra. .17. : PJ # 0

dade

A multicolinearidade é descrita através de combinações lineares das variáveis predi-
toras. X/amos dei-Lotar a j-ésima coluna da matriz X por Xj . Diremos que existe mulíico-
Zínearida,de per/Cita no modelo , no caso em que os regressores são padronizados, se existir
al ,i=1...p, não todos nulos tal que:

Quando os regressoles nã.o estão pa.dronizados ou simplesmente centrados a relação acima
fica substituída por:

Xl?.: -JXj - m (1)

onde " ni " é uin vedor de constantes nã.o necessariamente iguais a zero,( Montgomery
e Peck - 1982 -jll )

No caso em que a expressão (1) , acima, é excita o posto de (X'X) < p implicando na
não existência de (X'X)':

Se (1) é "quase t,erdade" para algum subconjunto de colunas de X, existirá uma
"quase dependência" li]aear en] X . Como vimos também neste caso diz-se existir a multi-
colinearidade .Poder)os então dizer que todo c07zj nto de dado possuo multícoZinearidade
cona unia diferença de illtellsida.de
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Para melhor 'ç'isualizarnlos os efeitos da presença de multicolinearidade convém es-
crevem)os X, utilizando sua decomposição espectral,ou decomposição em valores singu-
lares,japêndice 3l:

X :: .Hz\1/2l' , onde:

.# : é uma matriz ??.zp , cujas colunas sã.o os awtot,e ares normalizados de XX:
portanto .#t.H ;; .r

I' :é uma matriz pap , cujas colunas sãx) os autoualores normalizados de X'X , portanto
I'tl' =.r

Ai/2 :é uma nla.triz diagolla] p:p , cujos elementos são as raizes quadradas dos auto-
valores de .XÍX , vÀf , cona .Xi > À2 > ... > ÀI,

Utilizando a. expressão acima obtem-se:

(x'x)'' . i-i'fi'l

PÀ/ç = (x'x)':.x'l' = E:2::: i-i'.i'lx'r = E2:;.

com c{ = 1'!X'y , um escalar.

>l.'P,' - a2(X'X)'i - dias a2 {)l:L;. jl'fl'j}

Gunst e Mason - 1980 - l81

(2)

(3)

(4)



1.3.1 EFEITO DA MULTICOLINEARIDADE SOBRE A ESTIMAÇÃO DE #

SOBRE OS ELEÀ4ENTOSDE #À4Q

E interessante notar que se .XtX for quase singular, um ou mais de seus autovalores
serão próximos de zero. Consequentemente isto trará uma instabilidade na expressão (3),
uma vez que os auto\mores fa.zein parte do denominador. Esta instabilidade é refietida
por uma. superestilllativa. dos parâmetros e por eventuais inversões de sinal nos elementos
üe Pi\4Q

SOBRE A À4ATRIZ >:P(ÚQ)

A variância e a covaiiancia dos estimadores de /3 também ficam inâacionadas.Isto é
fácil ver através do denomina.dor da. expressão (4) , o mesmo ocorre com o erro quadrático
médio : - EQM(PmQ) ,dado por

P .

EQÀ'ÍÇ$h4Q) b4Q -- Í3)tÇÍ3i4Q -- li)
lJ

SOBRE FUNÇÕES LINEARES DOS PARÂMETROS

Nas situações ein que o interesse é estillaar funções paramétricas do tipo atP , onde at
é uin vetou de constantes, naostra-se que na. presença de multicolinearidade, o estimador
de mínimos quadrados de atP , terá. mínima variância quando at = 1't , onde I'Í , é o
autovetor de .X'.X associa.do ao maior automlor. ( Gunst e Mason - 1980 - l81 )



SOBRE ALGUN4AS PROPRIEDADES ESTATÍSTICAS

Devido a.o fato de as varia.ncias e as covariancim serem afetadas pela multicolineari-
dade, os intervalos de conâança assim colho os testes de hip(5teses sobre os parâmetros
também o sâ.o.

A fim de verificarmos isto, vamos expressar de forma. conveniente o comprimento do
int.ervalo de confiança para #

2t. laP

P 2a

R.f : é o coeficiente de detern-Lha.ção resultante da regressão múltipla de Xj sobre os demais
(P - l) .Xt

a2 : refere-se ao estimados de ininimos quadrados de o2

Quanto naais volte for a multicolinearidade , nazis próximo de l é R: e maior é o
intervalo de confiança«

Cona relaçã.o ao teste de llipótese, verificaremos que o poder do teste fica. reduzido.
Isto ocorre porque o parâmetro de não centralidade p , da estatística utilizada, diminua
na presença. de multícolinea.cidade uma vez que p , é dado por

Quanto maior Rj menor é o valor de p

SOBRE AS PRE\rlSOES

Os valores estinaados de Y, ficam também bastante prejudicados sobre a presença
de multicolinearidade, coi]] exceção dos casos em que os NOVOS valores de X escolhidos
seguem a nlesnla estrutura. de multicolilaearídade que os valores de X utilizados no ajuste
do modelo.

Para. verificannos esta. afirmaçã.o denotaremos:
X; : Os novos va.lotes de X

y* : O valor da previsão.
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Obt,elmo-se

f' = XT'B

x'' : .' li*É,;''*:'-,,' l
onde }: y' denota a naa.triz de var e covas de y*
A expressão acima mostra que se tem um aumento significativo em }l: y, , devido aos

valores pequenos de ÀI no denomina.dor.
Este aumento só desaparece, se (X*'l'J) for próximo de zero .Ou seja se X* seguir a

estrutura de multicolinearidade de X.Pois X'l'j = Àj = 0 ,considerando-se À.f z 0

Outros efeitos , típicos de situações mais especificas, são apresentados na literatura.
Alguns estimadores robustos , tipo M, por exemplo, são afetados pela multicolinearidade
induzida pela presença de outliers.Para o caso em que p=2, num modelo sem intercepta,
este estimador é dado pela. solução de um sistema do tipo:

n

>l, Xijé( }' á - Xi-PI - X{2/32) = 0
f-]

para j=1,2 e é(.) unia função congela, simétrica e limitada com @(0) = 0 . Considerando
se os outliers expressos colho Xil :: @ e Xi2 := k@ , mostra-se que a solução é tal
que

P- + kP2 = X/© --, 0
Ou seja , independentemente dos valores rea.is dos parâmetros o limite acima sempre é
zero .( Gunst - 1983 - l21 )

Pelo que se discutiu até o presente naoinento, torna-se evidente que o problema da
presença. de nlulticolineaiida.de á zm problema de G.R,4 P e não necessariamente uma
questão de presença. ou ausência.Sendo assim algumas medidas de intensidade são fáceis
de sereia obtidas e esta.o descritas no item a seguir.
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1.4 DETECÇÃO E N4EDIDAS DO GRAU DE h4ULTICOLINEARIDADE

As medidas abaixo refietein o grau de multicolinearidade, portanto servem como ins
trumentos de detecção, algumas delas fornecendo ainda. informações sobre quais os regres-
sores envolvidos.

1.4.1 - A À4ATRIZ XtX

Uma investigação sim])les e bastante esclarecedora é obtida através do exame dos
elementos de XtX .Como X está padronizada, XtX é a matriz de CORRELAÇÃO de
X, X'X = C'orr(X) ,um elemento desta matriz próximo a 1, indica. a existencia de forte
relação linear entre duas variáveis preditoras.

E interessante notar que se 3 ou mais regressores estiverem relacionados linearmente,
na mesma equação, nã.o significa necessariamente que as correlações duas a duas serão
próximas de l e portanto este tipo de multicolinearidade não é detectada pelas correlações
simples.

1.4.2 VIF TUTOR DE INFLAÇÃO DA VARIÂNCIA

Vimos que a naatriz de var e cavar de /3À/Q , é dada por

PÀÍe = a'(X'X)''E
Podemos reescrever a variância. de PÀ/e(j) , substituindo os elementos da diagonal de

(X'X)'' por i:?i7
J

Lembrando que: R? : é o coeâciente de determinação obtido da regressão múltipla
de X.f sobre os demais XI e que na presença de multicolinearidade: .R3 = 1 e ] --} oo
podemos dizer que o fatos Í l ,é un] favor de inflação de variância devido a multicoli
nearidade, denotado pol':



que pode ser reescrita utilizei)do-se a expressão 4 do item 1.3 como

V'.r.F. - \ ' --z

A conclusão imediata é que quanto naaior o y/F; mais forte a multicolinearidade, causada
pela presença de X.Í

2
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1.4.3 - R.AZAR ENTRE OS COMPRIMENTOS DE
INTERVALOSDE CONFIANÇA nKpj

Uma outra medida do grau de multicolinearida.de é dada pelo quociente dos compra
mentor dos intervalos de confiança descriminados abaixo:

.L* :0 comprimento do intervalo de confiança de Pj , para o modelo onde Xé
ortogonal.Isto é , sem multicolinearidade.

.L :0 conaprinaento do intervalo de confiança de #j , para o modelo em que há

presença. de multicolinearida.de.

Vimos que Z 2tn-2-la
'] -- RZJ

Quando X é ortogonal, a3 = 0 e portanto Z* = 2t«-p-ia ,
então

É

'* F:R
Verificamos que quanto mais a.centua.da a. inulticolinearidade,maior é o y/Fj , portanto
maior o intervalo de confiança. para #j

1.4.4 INDICADOR RELACIONADO AO TAN4ANHO DA AMOSTRA

Uma outra medida do efeito da naulticolinearidade é o aumento nescessário no tamanho
da amostra pa-ia que o intervalo de confiança. para Pj ,no modelo com multicolinearida.de
tenha o mesmo comprimento que este mesmo int.ervalo no modelo ortogonal, ( Mrillan e
Watts - 1978 - lõ01 )

O tamanho ideal para se obter esta igualdade é n; , solução de

«; «(l - x3)
fn;-P'l f"'P't

onde .f«-P-l - t"-P--l , telll distribuiçã.o f-Fisher com n-p-l graus de liberdade

Quanto naaior é a naulticolinearidade que envolve X.i , menor é a. precisão na estimação
de /ij e portanto , naaior é o tamanho de amostra nescessário para se atingir a precisão
desejada.
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1.4.5 AUTOvALORES E AUTOvETORES DE X'X

O exame dos auto\mores e a.utovetores de XtX , descrevem eficazmente a estrutura
de multicolinearidade no modelo de regressa.o linear.

Seja I'{ , un] a.utovetoi de X'X correspondente ao autovalor .Xf Da relação

X'l'i = Àfl'i

que é equivalente a definição de autovetor de XtX , verifica-se que quando Àf , é próximo
de zero, os elementos de I'{ mostram a est.rutura de multicolinearidade existente em X.

1.4.6 O NUMER.O DA CONDIÇÃO ESPECTRAL

O número da condiçã.o espectral é definido por
/' , . ~ \ ] /2
r maz(Àí) 'l ''
l min(À:) J

Na ausencia de nlulticolinearidade, isto é , XtX ortogonal, ou XtX = 0.rd , os autova-
lores de XtX são iguais entre si e portano k=1.Isto acontece mesmo para o caso em que
0 -.-} 0 , situação en] que os auto\mores são muito pequenos, dando uma falsa. aparencia
de nlulticolinearidade

Isto ilustra porque alguns autores se referena a esta medida como sendo a mais estável
medida do grau de nlulticolinearidade .Quanto maior é o valor de " k " , mais forte é
a multicolinearidade, alguns autores consideram 100 como um valor indicador de forte
multicolinearidade.

( Vinod e Ullah - 1981 - l41 )
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1.4.7 - VALORES SINGULARES DE XtX
NA DECOMPOSIÇÃO DE y.AR(/3j) - A MATRIZ ll

Utilizando a. deconlposiçã.o elli valores singulares de XtX , verificou-se que

(x'x)''

portanto

E
{-1

«-,(Õj ) :f) -

«'.? *? * ... *?,

Dividindo ambos os naeilabros da equação a.cima por a2l''/Fj , obtem-se

Portanto cada parcela desta soma reílete a contribuição percentual de cada autovalor na
variância de #j .Quant.o menor for Àí , em relaçã.o a.os demais, maior é a sua. contribui ção.

Estes elementos sâ.o apresentados na literatura por meio de uma matriz, a matriz ll ,
cujos ele«.e:.tos sâo

À i \''JFj

O ca.pitulo de análise de dados explora naais detalhadamente as informações que podem
ser extraídas da matriz ll
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1.4.8 O DETERMINANTE DE X'X

Quando X esta padronizada , 0 $1 XtX l$ 1 , e l X'X 1= 1 se X for ortogonal
e XtX lz 0 quando existe forte dependencia linear entre os regressores. Portanto o
detenninante de XtX pode ser usado como indicador de multicolinearidade. Verifica-se
também que a razã.o entre os volumes da.s regiões de confiança. para # obtidas na. presença
e na ausência. de multicolinearidade é dada por

que se interpreta. como uma naedida da perda da estimativa, devido a. presença de multa
colinearidade.

Uma vez cara.ct.eiiza.do o problema de multicolinearida.de, analisando-se os aspectos
mais fundamentais pala a compreensão do modelo resultante, resta-nos ainda algumas
duvidas:

Qu,e técnica pa.ra. estio.a.r-se os pa.râmetros é maia resiste'nte a08 seus efeitos?

E uma das questões que o capitulo seguinte tenta solucionar
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CAPITULO-2P

CINCO METODOS MAIS UTILIZADOS PARA
A SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE MULTICOLINEARIDADE

Até o presente nlonaento estudou-se as causas , os efeitos da presença de multicolineari-
dade e alguns naétodos de detecção, enfatizando-se os problemas que surgem ao utilizar-se
o estimador de mininlos qua.drados.

Numa. situaçã.o en] que existe uma função paramétrica interpretáve] que solucione
os problemas do pesquisador, a naulticolinearidade pode ser eliminada através de uma
transformação de varia.vens que ortogonalize o modelo. obviamente este não é o contexto
analisado neste trabalho, esta tranformação nos será útil para outros propositos e esta
apresentada no a.pêndice l.

Alguns métodos alternativos são propostos na literatura, escolheu-se os mais conheci-
dos para objeto de estudo e comparação:

b.Kê\odo das COMPONENTES PRINCIPAIS

b.4.ê\odo da REGRESSÃO EM CRISTAS

Método das .R.4/Z.ES .L.4 T.E.VT.ES

\Aê\odo dos ESTIMADORES CONTRAÍDOS

Método .rN' T.Ej? ,4 T/ yO

Este capitulo descreve estas técnicas apresentando um breve histórico de sua utilização
NO CONTEXTO DE ANALISE DE REGRESSÃO , como solução para os problemas
induzidos pela naulticolinearidade.

Apresentam-se também as propriedades conhecidas que justificam a utilização destes
estimadores, como alternativa. ao de mínimos quadrados.
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2.1 O METODO DAS CON4PONENTES PRINCIPAIS

A técnica de componentes principais é bem geral, aplicável a qualquer conjunto de
dados naultivariados, representado por unia a.mostra de tamanho n de um vetar aleatório:
t''L ] } '''L 2 ) ''') J''L.P J

O método determina un] novo vetor , a partir de XI,X2, ---,XP , que vamos denotam
por Z - (Z] , Z2, ...Z,) , com as seguintes características:

/' /

z: - E;.. «.jx, afX (1)

(2)

(3)

oa,(ZI) 2 oa.«(Z2) ? 2 .,a,(Z,)

E::, ««(Z:) = EL:. «a,(Xf)

C'ou(ZfZj) = 0 para { # j (4)

A transformação acima. é ]ineai e representa uma rotação do antigo sistema de eixos,
(X] , X2, ...XP) pala o novo sistema. (Z] , Z2, ...ZP) , onde a variabilidade esta mais eviden-
ciada nas primeiras componentes,( expressa-o 2 ) acima«Pode - se ilustrar facilmente o caso
em que p=2: Esta. técnica pode ser aplicada. no contexto de análise de regressão onde o
vetor (XI,X2,...XP) representa as p va.fiáveis preditoras do modelo y' = X.8 + ( . Os

primeiros estudos nesta. direçã.o são atribuídos a l<endal1 - 1957 - 1431 , que desenvolveu os
principais resultados hoje conhecidos, por exemplo , a utilidade deste método na estimação
de P na presença de naulticolinearidade

Muitos autores contribuíram para a formalização algébrica das idéias apresentadas
por Kendall, destacando-se b'lassy - 1965 - 1441 e Yoel Haitovsky - 1966 - j4SI , Marsh
1982 - 1271 , oferece um resumo das publicações em ordem cronológica.

Os autores mais recentes teein contribuído no sentido de simplificar a apresentação
matemática de Pop , expressando-o de forma conveniente facilitando, por exemplo , com-
parações com outros estimadores.
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2.1.1 DESCRIÇÃO FOR.MAL E ALGUMAS PROPRIEDADES DE Pcp

A transforma.çã.o linear que ortogonaliza. o modelo é dada por

Z - FX
e é tal que

(1)

Z'X =A
com:

A N4atriz diagona! cujos elementos ? À, são os autos,dores de

F Matriz cujas colunas são os autovetores de X'X , com I''l' = /d

As colunas de Z = (ZI , Z2, ...Z,) são chamadas de aO.MPO.N.E.NT.ES PR.r.VO1/7'.4/S
A variância de cada componente Zj , é da.da por

n

«-(ZD - >1: zã - Ài
{-1

( Draper e Sinith - 1981 - l30j )

Na presença de multicolinearida.de, um ou mais autovalores de XtX , suponha que
" s " autovalores, sã.o próximos de zero: Àp-.+i , ..., À, = 0 . Pela. relação (1) , ZJ pode ser
aproximado por uma constante, identificando-se a combinação linear ,ou " s " combinções
linea.res, responsável pela multicolinearidade através dos elementos de I'j : j=p-s+l,...,p

Os denaais Z.f , associados a Ài,...,Àp--, , explicam quase a total dado da variação
originaljá que

p-- s P ' 3 P

}: «-(zj) - )l: "-(zj) = >ll: ""(zj) - p
.j=] .j=] .j = ]

PcP ,o estimados de /i no modelo y = XP + € , obtido através da técnica de COh/l
PONENTES PRINCIPAISéda.dopor

ó., - }: .X;'F}X'l''r,
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Existem outras maneiras de obter-se Pcp , entre elas é usual utilizar-se a noção de
inversa generaliza.da de unia matriz, ( À4arqua.rdt - 1970 - 1201 ) , obtendo-se

Pcp = (Z'Z)+Z'l'
onde ,

(Z:Z)+ é a inversa generalizada de Z'Z , descrita no apêndice 4.
As expressões para esperança , variância e erro quadrático médio de Pcp são mais

facilmente obtidas utilizando-se esta formalização. Gunst e Mason - 1977 -j161 , apresentam
expressões simplificadas para estas estatísticas:

P

E
.7 =P -- .s

EÇj3cp) = 13 -- (rlP)i'j

Eõ- .' >1: À;'rjr

.DQ.A/(Õcp) = Z''(>ll: Õcp) + («ie'):(ÓCP -

}) -- s P

- .' }: ,x;' + >ll: (rl?p):
j=1 j=P--s+l

Marquardt - 1970-j201, verificou que o viés de Pcp é uma função monotonica decrescente
do posto de XtX e descreve PcP como unia transformação linear de #WQ ,( apêndice-4 )

Podemos inferir pelos resulta.dos obtidos até agora que selecionando-se as componentes
obter-se-á maior precisa.o e melhores estimadores, pois os termos omitidos são exatamente
os responsá.veia pelos efeitos da presença de nlulticolinearidade.

Não existe un] procedimento universal para se realizar esta seleção, o item seguinte
apresenta ires métodos bastante discutidos na. literatura.
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2.1.2 N4ÉTODOS DE SELEÇÃO DAS COMPONENTES PRINCIPAIS

Os critérios para. selecionar-se as componentes principais no modelo de regressa.o,
geralmente teem como base dois indicadores:

- O tamanho dos autovalores de XtX e
- Testes estar;sucos da. significância de cada. componente do vetor de parâmetros.

CRITÉRIO-l

Baseando-se somente no tamanho dos autovalores , alguns autores sugerem a elimi-
naçã.o da.s componentes associadas aos a.utovalores , menores que um determinado número
, mais usualmente nienoies que "UM".( Core - 1982 - 1271 )

CRITERI0-2

Outros a.utores decidem eliminar as conaponentes até que uma certa porcentagem,mini
ma, da. valiancia total seja atingida. Por exemplo se esta porcentagem é 75 por cento e
" s " componentes foram eliminada.s, significa que:

E;:': ««(zJ )

E:l?:. «-(zj)
> 0.75

21



CRITERI0-3

Os testes estatísticos referem-se a. significância de cada componente ,aj , do vetou de
parânaetros o,do modelo }' = Za + c ,proveniente da transformação Z = XI' e a = 1'tP

,( apêndice 1) . A estatística para o teste .Ho : cvj = 0 contra. .H. : aj #: 0 , tj , tem
distribuição t-Student e é dada por

com parâmetro de nã.o centralida.de dado por : p.f ' 3;.a-

onde:

âj : é o estinaa.dor de mínimos quadra.dos de aj

âã : é o está«andor da variância de âj , t,ar(â) = (Z'.Z)':a'
e

( Gunst e À4ason 19sõ - 1201 )

Apesar de serem ires métodos bem acentos na literatura, Jolli#e-1982-j281, chailla
a atenção para o fa.to de a.o eliminar-se as componentes, reduzindo-se as superestimati-
vas nas variâncias, pode haver um aumento não controlado dos viéses dos estimadores,
havendo portanto uma compensaçã.o no cálculo do erro quadrático médio , já que ZQW =
V.4R/,4.NC'/..4 + y/.ES2

Em resposta a. este fato, Gunst e N4ason - 1985 - 1291 , oferece um estudo onde conclue
que somente para os ca.sos en] que a multicolinearidade é muito forte, os resultados dos
métodos descritos acima nã.o são satisfatórios, ocorrendo por exemplo, uma redução acen-
tuada do poder do teste t-Student no caso de testar-se a significância de cada componente.

Estudos empíricos teena naostrado que se os menores autovalores de XtX forem próxi-
mos de "0.1" , há pouco conlprollaetimento dos resultados de seleção discutidos acima.

Uma outra critica usual é o fato destes critérios negligenciarem o valor preditivo dos
termos excluídos.Gunst e À4ason - 1977 - j161, comentam outros métodos que levam em
consideração este valor preditivo, onde a eliminação NAO tem como base, necessariamente
o fato da componente estar associada a um autovalor muito pequeno, podendo as vezes,
unia. componente com esta característica, periga.necer no modelo.ae
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2.2-REGRESSÃO ER4 CRISTAS

A nomenclatura, regressão " ridge" , traduzida neste trabalho como regressão em
cristas, ( Jorre Oishi - 1983 - 1421 ), tem sua origem na interpretação inicial do método
criado por A. E. Hoerl en] 1959. O item 2.2.1 descreve a técnica. de análise de cristas na
fornaa en] que foi desenvolvida inicialmente. O item 2.2.2 apresenta sua. extensão para a
estimação dos parâmetros na regressão linear e o item 2.2.3 , descreve algumas proprieda.des
deste estimador

2.2.1 DESENVOLVIMENTO ORIGINAL DO MÉTODO DE ANÁLISE DE CRISTAS

Para melhor conlpreensâ.o aplesentarenlos inicialmente a. interpretação geométrica
desta técnica pala posteriormente forii)alizarnaos a sua descrição e os principais resultados
de interesse neste traballlo.

A ORIGEM DA ANÁLISEDECRISTAS

Arthur E. Hoel em 1959, durante sua ligação profissional com o grupo Du Pont, ( E.
1. du Pont de Neinours e Company ) , esta\n envolvido com problemas de otimização de
processos industriais.A solução matemática destes problemas consistia na maximização ou
minimizaçã.o de funções do tipo:

(1) y = Z,o + E2:. Z,fai + E[': E;.i+. bij-f.j + EZ::

onde,

a;l : representa o efeito isolado de cada variável.
:iaj : representa o efeito de interaçã.o.
=? : representa. o efeito quadrático de cada. variável
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Este mesmo mode]o en] forma- matricial é dado por

(2) }' = bo + b'Xf + (1/2)Xí'.BX onde,

Z)P,l : é o vedor de coeficientes lineares.
Xí : é un] vedor p=1 que contem os valores das variáveis independentes,( no contexto

de regressão será a i-ésinaa. linlla. de X )
bo : representa o termo constante
.BP,P : é uma matriz simétrica cujos valores da dia.tonal são duas vezes os termos

quadráticos e os valores abaixo da diagonal sã.o os termos de interação.

Quando as variáveis estão padronizadas, de maneira. que suas medias sejam iguais a
zero e variâncias iguais. a uin, a regia.o que contem os pontos obserq,ados pode ser interpre-
tada como unia superfície centrada. na origens.

O método consiste em deternlínar os pontos de máximo e mínimo, chamados de picos
e vales , da superfície Y, restritos a região descrita. por },l-] a2 :: r2 , com r fixo.

Não só os pontos são deternainados como também os caminhos mais curtos a partir
da. origem que levam a. estes pontos. Estes caminhos são chamados de cristas, originando
o titulo do método.

Uma a.nalogia bast.ante ilustrativa é a descrita por Jorge Oishi 1983 - [42]

" Suponha. que Y representa uma. superfície num espaço Euclidiano de dimensão 3
e que voce esta. de o]])os vendados , em cima da origem (0,0) e deseja sair do lugar e
localizar o ponto leais baixo,( alto) ,da superfície. O procedimento que voce adora é
estendendo uma das pernas examinar a superfície ao redor numa circunferencia cujo raio
r é a. projeção do. conlpriinento da. sua. perna.vice identifica e marca o ponto mais baixo,
( alto) ,da superfície naquela circunferel)cia.

Suponha ainda que voce possa variar a. vontade o comprimento da sua perna e
repetindo o procedimento, voce determina todos os pontos de mínimo, ( máximo ) , a
partir da origem.

Unindo todos estes pontos, sobre as diversas circunferencias, vote obtem un] caminho
que certamente passa- pelo nlininlo,( naáximo ) ,absoluto

.Este camínÀo recebe o nome de CRISTÃ , ( ridge) , da função."

Desta forma pode-se determinar os pontos críticos da superfície em função de sua
distancia ao centro (0, 0) .Isto é equivalente a. determinar os pontos críticos da função Y,
restritos a. uma circunferencia de raio r , cona centro na origem.

Passaremos a. descrever fornaalinente o método, ressaltando a interpretação gráfica, de
maneira. a ter-se no plano bidimensional uma descrição ampla do comportamento de uma
superfície , mesmo para o caso de nazis de duas variáveis independentes.
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DESCRIÇÃO ALGÉBRICA DO MÉTODO DE CRISTAS

Pa.ra facilitar o tratamento algébrico , considera.remos um modelo com ires variáveis
independent.es.A equaçã.o (1) do item 2.2.1 , para p-3, é da.da por:

}' = bo+blzi +b2 2+baz3+b]]a?+b22 3+b33a2+b]2aia2+bi3zla3+b23Jç2za(3)

r'nm n rn+ n " n''-

-? + «8 + -: 0U a:3 (+)(-) (4)

O passo inicial é deternlinam30s os pontos críticos , candidatos a máximos ou mínimosa, f...,;.

Substituindo-se (4) ein (3) e derivando Y em relação a a] e z2 , obtem-se:

E -Í-:BeE#:' -- '-;Ó':;T:B -- Q:+ "-:.: - 2'«'-+ ':,,:,}

E - { "":$eg#-' -- '« v'p'::';r:B -- @, + ",:,: - "«,: ''' '-,.J}

Igualando-se a zero , tem-se

r] l2óli -- 2b3a -- (!atÓ'"'-'fÕ'a=a)l + b.2 2 + b13na = --b]

Z2 l2ó22 -- 2b33 -- (}&+bl8'-'Fbn=2)l + b.2ai + b23 3 = --b2

A resolução deste sistema é simplificada. introduzindo-se o seguinte parâmetro

. b3 + b13=1 + b23z2
33
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Obtém-se ente.o o seguinte sistema

b13 ] + b23 2 -- Àz3 = --b3

l2Z,ii 2b33 Àlal + b12z2 + bisca = --bl (5)

bi2ai + l(2b22 2b3;) - ,XI,2 + Z'';"3 ' -Z''

Fixandc-se À os valores de =] , a:2, a3 podem ser determinados e representam as coor
danadas de um ponto na esfera }l:!:. a? - r2

Vamos analisar para que valores de À o sistema. (5) tem solução.
Para tal considere a. matriz cujos elementos são os coeficientes de zl , z2, a3

2(Z,-: - Z,;;) - À

bla
(.B - .X/)

O slsteina(5) , não tem so]ução se o determinante da matriz (.B -- À.r) for igual a zero.
Isto a.conhece quando À for igual a um dos autovalores de .B . Caso contrario, o sistema
tem soluça.o que é dada. pelos pontos críticos da função:

}' + Z,. + Z,'- + (1/2)«'B-

sujeito a restriçã.o a:ta : r'

E esta soluça.o é da.da por

,, - À.r)''z,, (6)

onde .X NAO é u]]] autovalor de .B

Pode-se cla.ssiâcar estes pontos ,z, , no sentido de determinar se são pontos de sela,
de máximos ou de miniino, para tal, verifica-se a posição de À em relação aos autovdores
de.B
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Considere À] > À2 > > Àp os autovalores de B. Prova.-se que

Se À > ntaz(À] , À2 , ..., À,) , a solução do sistema (5) representa um ponto de máz mo

absoluto na esfera definida pelo raio r , que por sua- vez é funçã.o de À

Se À < min.(Ài,À2,...,À,) a. solução do sistema representa um ponto de mÚimo
absoluto na. esfera definida pelo raio r

Se Àj < À < Àj+i , os pontos encontrados são de máz mo ow mínimo Zocaii

E interessante notar ainda que se existem autovalores positivos e negativos, a superfície
possue um ponto de sela

Além disto Y cresce ou decresce na direçã.o de um ponto de máximo ou de mínimo
son)ente uma vez dentro da esfera de raio r , ou seja, a crista é monotõnica no conjunto
de númeors reais, com no máximo uma excessão ,(R. W. Hoerl - 1987 - 1461)

A interpretaçã.o original do problen)a é um pouco diferente do que a apresentada
acima. Originalment.e seleciona.r-se-ia. o raio r da circunferencia sobre a qual se deseja
estudar e determinar-se-ia. os pontos de máximos e mínimos dentro desta região pré fix-
ada.Isto exigiria um grande número de cálculos, existindo ainda a possibilidade de obter-se
raizes múltiplas, ou ainda o número de variáveis independentes ser muito grande.

A introdução do parân)erro À , sin)plifica bastante os cálculos e em contra partida r
não é mais escolhido e sim determinado en] função de À

E interessante notei que o método de maximização , ( ou de minimização ) , descrito
é o próprio método de LAGRANGE, onde À é o multiplicador .Verificaremos no item 2.2.2
que .X determina (P, r, y) , no contexto de análise de regressão.(R. W. Hoerl - 1985 - j311).
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R.ECURSOS GR.ÁFICOS DO N4ÉTODO EM CRISTAS

A riqueza gráfica deste método esta analisada detalhadamente nas referencias A. E.
Hoer[ - 1959 - 1401 e R. W. Hoer] - 1985 - j31j. Neste trabalho faremos uma pequena
ilustração somente daqueles que serão utiliza.dos posteriormente no contexto de estinlaçã.o
dos parâmetros do modelo de regressão linear

GRÁFICO-l

E o gráfico de Y por r , onde se representa os valores de máximo ou mínimo de Y , para
cada valor de r . Em outras palavra.s é a. evolução da crista dentro da região delimita.da
pela circunfeiencia cujo raio é r

B
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GRÁFICO-2

E um gráfico de curvas de nível, portanto cada curva. representa um valor fixo de
Y. Neste gráfico podemos desenhar as cristas, que são os caminhos obtidos unindo-se os
pontos de máximo ou de mínimo de acordo com a variaçã.o de r

MINllWM
t

0.0

XI

E

-+

1.0

2.0 1.0 o.o +l.o
x.

+ 2.0

GRÁFICO-3

E o gráâco de r por
r, a cingem

À , ou seja , fornece a variação de .X de acordo com a distancia ,

CURVE 2



GRÁFICOS-4

O gráfico 4 permite detectar a solução mais próxima da origem para a qual os
coeficientes começam a estabilizar-se

Estes coeficientes são a.s coordenadas dos pontos de máximo ou de mínimo encontrados
variando-se r ou À

Durante o tempo ein que A. E. Hoer] desenvolvia o método de análise em cristas,uma
outra questão chamava sua atenção: Os problemas da estimação dos parâmetros na regres-
são linear utilizando-se a técnica de mínimos quadrados, quando as variáveis preditoras
são correlacionadas.

Hoerl notou que os parâmetros numa regressão linear podiana ser estima.dos pelo
método de crista.s , obt.endo-se algumas vantagens sobre o método de m;nimos quadrados.
Desta forma surgiu a regressão em cristas, cujo desenvolvimento original esta descrito na
seção seguinte.
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2.2.2 - EXTENSÃO DA ANALISE DE CRISTAS COMO METODO DE
ESTIMAÇÃO DE P NA REGRESSÃO LINEAR

A. E. Hoerl notou que a soma de quadra.dos residual numa regressão linear múltipla,
denotado por " SQE " , pode ser escrita. da mesma forma. que as funções que estavam
sendo estudadas através da análise de cristas:

y

bo = 0

Z,. + Z,'« + (1/2),'.B«
equação 1 , item 2.2.1

c01n

y- SQE

.B = X:X

bp=1 :: --Xt}

1..\ = 13

ou seja,o SQE é dado por:

SQ.E - x#y(r - .XP) x'r + P'(x'x)#
Esta ligação pelinitiu o desenvolvimento do estimador em cristas obtido através da

minimização do SQE sujeito a restrição /3'P = r' ou seja }l::;. /3? - ,:

O ponto de mínimo encontrado, a, na expressão 6, da seção anterior, é o estimados
de P procurado.

Seguindo o mesmo procedimento já descrito , utiliza-se o método de Lagrange para
minimizar-se F:

F - XPy(r - XP) - .x(p'P - ,')
cuja deriva.da é dada por:

S; - -2x'v + 2x'xp - 2ÀP

31



onde À ,é o multiplicador de Lagrange.
Segundo os resultados descritos no item 2.2.1, para determinamlos o ponto de mínimo

de F ,devemos tomar À menor que o menor autovalor de B, B = X'X = Coar(X). Neste
caso , B é não negativa. definida. , todos os autovalores sã.o maiores que zero:

0 $ Ào $ ... $ À] .Tem-se então 3 escolhas

À -o
o $ À $ À,
À $ 0 5; À,

Se À = 0 , obtem-se a. solução

z := -- (B À.r)':b (x'x)''x'y
que é a solução de mínimos quadrados, sendo o ponto de mínimo absoluto de F, sem
' -5wv -

Se tomarmos 0 < À < Ài obteremos uma solução mais longe da origem que a solução
de mínimos quadrados.

Então escolhe-se .X < 0 que possibilita a determinação de un] ponto de m:nimo de F
dentro da circunferencia Pt/3 = r2 que é mais próximo a origem que #.K/Q

Cona base nas considerações a.cima define-se como ESTIMADOR EM CRISTAS,
( ridge), a solução dada por:

Z

b= À >o

(.B À.r)'' À .r) ' :x ' }

Õi = (X'X + k/)''X'y
onde
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fqa hgttiu al)it[xo , icl)r(:sciita]nos o cst,in)a(lor c]]] cr]stn,s c o cstin)it(loi dc n]in]i]]os
quac[ia(]os ])íiiit ])=2

L(B): c

A elipse .L(.Õ) = (}' -- X/3y(V -- XP) = C', C' > 0 é celltrada em Pm.a ,e é o lugar
geométrico dos pontos no espaço paralnétrico onde a soma de quadrados residual é cons-
tante igual a C e maior que o valor nlinimo absoluto obtido pela solução de lllininaos
quadrados.

A circuníerencia é tangente a. elipse no ponto dado pela soluça.o do método de cristas,
de fornaa que esta solução tem menor norma euclidiana, portanto é mais próxinao da origem
que a soluça.o de miniinos quadrados.

De modo geral , a solução baseada no método de cristas é a que tem menor coinpri-
ment.o enfie todos os vetores que representem soluções dom a nlesilla soma de qua.drados
residual.

A utilização deste naétodo no contexto de regressão linear cona o objetivo de estimação
dos parânletios concretizou-se caiu uma publicação , em 1970, fruto do traballlo conjullto
de A. E. Hoerl e seu assistente R. \V. l<ennard -1191. Nesta publica.ção os autores a])re-
sent.a.ran) detal.hadamente a utilidade e a in)portancia deste estimados e sua interpretação
gráfica .Destaca-se o TRAÇO DA CRISTA , ( gráfico 4 da seção 2.2) ,gráfico de " k " poi

Pi; onde se pode deter'minar o valor de "k"a partir do qual os elementos de Pt conleçain a
estabilizar-se.

Surgiram muitas contribuições e outras interpretações para. esta técnica, coi)tudo
a filosofia original facilita. a conapleensão de sua a])licabilidade no contexto ttnálise de
iegiessão . O item seguinte descicve algunaa-s piopiiedades de Px; , enfie elas, sua uti-
lização na pl'esença de inulticolineaiidcade.
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2.2.3 ALGUMAS PR.0PRIEDADES DO ESTlh4ADOR /jt

Verifica-se que a principal diiferença em relação a. PÀ/ç é o acréscimo na diagonal de
X'X de uma. constante , k

õ* 'x + kJ')':x'l''

Este acréscimo , elimina a. instabilidade computacional no cálculo de (XTX)-i no caso
em que X é quase singular, ou seja na presença de multicolinearidade .Convém lembrar
também que nesta situação um ou mais autovalores de XtX são muito próximos de zero,
já os autovalores de (X'X + k/) são iguais a Ài+ k , i=1,...,p

Existe uma. outra formulação mais abrangente chamada forma canónica do estimador
em cristas,( Hoerl - Kennard - 1970 -j191 e Lau'lesa -1976 - l33j )

õ. + (x'x + .K)''x'y
onde
- X esta padronizada, portanto as variáveis independentes possuem médias iguais a

zero e variâncias Iguais a um.
/( é uma matriz diagonal, cujos elementos /\'Í > 0 são diferentes entre si

Da. mesma forlala que expressamos /Jade e /3cp como combinação linear dos autovetores
de X'X , o mesmo pode ser feito com PI , ( Gunst e N4ason - 1977 - j161 )

õ* - >ll:(Àj + k)': li'lx'rlrj - >1: .ji'j
{-1 i-l

onde:
FIX'l' , .

iiiÍ:i:à = cj é um escalar

Para k fixo,conhece-se alguma.s propriedades deste estimador. Na prática é usual
utilizar-se as estinaativas de inininlos quadrados de P como ponto de partida pala estimas-
se k. tolnalldo o unia variável aleatória

Deduz-se, para k fixo, expressões para esperança , variância e erro quadrático médio:
P

EEÇPk)= $- k (.x.f + k)':(i'$P)i'

E
P

.'' >ll: .xj(Àj + k)''rjr}

Para calcularmos o EQM vamos determinar a soma das variâncias de Pk(f) e o viés de Pt
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Hoer] e Kennard - 1970 - j191 , mostraram que

O tr(}.,Õ.) é uma função morzotónica decrescente em É, dada por
P

t,( >1:) (ÀJ + k)''

e que também) o viés Pi; é unia funçã.o monoíónica crescente em Ê , cujo quadrado é
dado por

P

E«{es'(ÕI) = k' (À.j + k)''(i'lPy

Obtendo-se

E
.j =] .j = l

EQMÇl3k) = a'z EÀj(.xj + k)'' + k: (Àj + t)''(i'ÇP):

Desta forma o EQM(#k) , primeiro decresce com k , atinge um valor mínimo e depois
cresce, ( Gunst e Mason - 1977 -j161) , o que indica a existencia de um valor ótimo.

Este valor é tradicionalmente determinado utilizandc-se o gráfico 5 da seção 2.2
chamado o traço da crista, que é o gráfico de Pk({)3k,k > 0 . Verifica-se o comporta-
mento de Pt(f) , na medida em que k varia, sendo de interesse o valor de k para o qual os
Pt({) começam a estabilizar-se.

A maior controvérsia deste método se refere exatamente a escolha de k, uma vez que
as propriedades descritas em Hoerl e Kennard -1970 - j191, só são válidas para k fixo.

Ainda se desconhece unia. solução melhor, no entanto estudos empíricos, como simu
loções, teein mostrado a superioridade desta técnica com relação a de mininaos quadra-
dos, nlesnlo para o caso de estimar-se k baseando-se em outras estimativas iniciais dos
pa-rânletros.

E necessário pesquisar-se mais profundamente a estimação de " k " , sendo de utilidade
saber-se que # pode ser escrito como uma transformação linear de /3WQ:

õ* 'x+ k.r)''x'y «m .X'y 'X)Ó«.Q e portanto

Õx; = (x'x + k.r)':(x'x)ÕmQ =

Õ* = MkiiMQ co:n M* X + k.r)': (X'X) uma matriz pzp

35



2.3 O MÉTODO DASRAiZESLATENTES

Este método é recente na. literatura,( 1973-1974) , tendo a vantagem de possuir uma in-
terpretação geométrica atraente e um enfoque inovador ao dar atenção para as informações
contidas na matriz

(r xy(r x)
ao invés de

(x'x)
como é ha.bitual no contexto de regressão linear.

De forma. análoga. a técnica de componentes principais aplicada a regressão linear,
após a detecção da.s prováveis combinações lilaeares existentes entre as variáveis preditoras,
constrói-se o estimador Pta , eliminando-se os termos responsáveis pela multicolinearidade,
tendo colho objeto central de análise a matriz ( y Xy (y X ) , referida na literatura
frequentemente como a matriz X aumentada reza coZwna y

Apresentaremos um breve histórico do desenvolvimento deste método,
sua. interpretação geométrica e a formalização matemática do estimados , ânalizando com
uma. descrição das propriedades estatísticas conhecidas até o presente momento.

O método da.s raizes latentes foi desenvolvido independentemente por D. M. Hawkins
em 1973 -jlll e M/ebster - Gunst e Mason em 1974 - j101 , esta última formalização é a
adota.da. neste trabalho, por sua simplicidade e frequencia na literatura.

As publicações subsequentes mais importantes são dos mesmos autores, destacando-se
Mrhite - Gunst - 1979 - 1261 , onde se encontra algumas propriedades assintóticas de aal
sob determinadas condições sobre os parâmetros /3 e a:

Há. também contribuições de outros autores, por exemplo, Sharma - games - 1981 -
j121 , collsegue uma expressão matemática única para PRt, /3mQ, P;; , diferenciando-os por
um farol de ponderação , facilitando as comparações entre os métodos.

Na ausência de um estudo analítico mais completo das propriedades estatísticas,
métodos elnpiricos , como simulações, teem guiado os defensores desta técnica como alter-
nativa a. de mínimos quadrados na presença de multicolinearidade
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2.3.1 DESCRIÇÃO DO MÉTODO DAS RAÍZES LATENTES

Da mesma forma (lue os autovalores e autovetores de (X'X) são elementos impor-
tantes na detecção , caracterização e eliminação da multicolinearidade, os autovalores e
autovetores de (.4'.A) , .4 = (yX) , permitem-nos

Identificar a. singularidade em X

Deternainar se a singularidade encontrada em X , tem importância na. relação de
dependencia. entre Y e X

Obter um novo estimador , PXt , que pode ser interpretado como o estimador de
m;nimos quadrados retirando-se os termos responsáveis pela multicolinearidade

Uma diferença importante entre o estimador PXt e o estimador Pcp consiste no
fato de a.través dos a.uto\mores e autovetores de (.At.4) poder-se detectar se algumas das
combinações li] eaies encontradas em A tem importância. na determina.çã.ode Y , o que não
é possível na técnica. de componentes principais ,com isto define-se os conceitos

SINGULARIDADE PREDITIVA :que se refere a singularidade existente em (yX)
devido exclusivamente a. especificação do modelo , que descreve Y como uma combinação
linear de X : y = X/3 + c

- SINGULARIDADE NAO PREDITlvA : que se refere aquela que é proveniente de
conabina.ções lineares em X, sem valor preditivo, ou seja, as que produzem muito pouca ou
quase nem)ullaa influencia eni Y

O atributo maior de PXt , fica por conta da eliminação dos termos que dezena respeito
somente a singularidade não preditiva, no intuito de não prejudicar a estimação de Y

A seção seguinte mostra a interpretação geométrica do método , facilitando a. com-
preensã.o e identificação dos termos referentes a singularidade preditiva e não preditiva.
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2.3.2 INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DO MÉTODO DAS RAIZES LATENTES

Os autovetores de (.A'.A) , representados pelas colunas de T , definem um conjunto de
eixos ortogonais : (To, TI , ..., T,) , que gera. um espaço de dimensão (p+ 1) , representa.do
pela base ortononnal , (Zo, Zi , ..., Z,)

Este mesmo espaço pode ser definido pelos eixos ortogonais (y, X] , X2, ..., X,) e uma
outra base ortonormal : e = (eo,ei, ...,e,)

Os eixos Zj podem ser representados por combinações lineares de elementos da base
e , da seguinte maneira

ou sela
P

Z.j - T.jH + >1: X:,T,,
{-1

O prinaeiro elemento de Tj , que é Toj , representa o cosseno entre os eixos Y e Z;
os outros elementos , TÍj , i:=1,...,p , representam os cossellos entre XieZj , i=l
Resumindo

'J
)''',P

Toj cos ZJy
cos ZJX.

Tj

T(p+l ) .j cos ZJX,

Para deíininnos /3XZ, , precisamos primeiro identificar a singularidade não preditiva
, separando-a daquela de carácter preditivo.Para tal, denotarelnos os autovalores de .4'.4
por co.f , j=0,1,...,p , com oo 5; wi $ ... $ ...cop 'Verificaremos na. seção seguinte que:

P

T.jn+ ll:x.,T,-i
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Supolllla que " r " autovalores de .4t.4 sã.o próximos de zero, então "r-s" entre estes
autovalores, sâ.o próxin]os de zero devido exclusivamente a relaçã.o y = XP + € cona
r -- s > 0,ou seja , existe pelo menos um autovalor de .4t.A próximo de zero, ja. que Y é
descrito como unia. fullção linear de X. Os " s" autovalores restantes, s ? 0 dizem respeito
as relações de dependencia linear que envolvem somente elementos de X.A distinção entre
estes dois tipos de proa;imidade a zero é faciln-tente descrita verificando-se que na expressão
de wj ,acima, tem-se duas situações

To.f # 0 neste caso a obtem-se da. expressão para coj

To.fb + }:Xi,-T,j = 0

P

Identificando-se uma combinaçã.o linear de C.Á.R.4 C'TE.R P.R.E.D/T.ryO

Toj z 0 neste caso obtem-se

P

Identificando-se ,portanto,un)a combinação linear que envolve somente os .Xj , logo , de
C'.4.R.4 C'T.E.R .N.,4 0 P.R.E.D/T.ryO.E interessante notar que, Toj , é o cosseno entre os eixos
y e T.Í ,ousejaTj é quaseortogonalaY

A seção seguinte descreve formalmente axl , mostrando que ele pode ser interpretado
como uma modificação do estimador de nlinimos quadrados devido a eliminação dos termos
referentes a singularidade nã.o preditiva.
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2.3.3-OBTENÇÃO DE PtR

Para facilidade de compreensão,vamos dividir em duas partes o caminho para obter
/3tX. Na primeira parte deduziremos PÀ/e a. partir dos autovetores de .4t.A . Na se
funda parte identificarelnos as parcelas relacionadas a multicolinearidade não preditiva e
eliminando- as obteremos PtX

PARTE-l Obtenção de /3mQ a partir dos autovetores de ..4t.A

Ja vimos que o estimador de mínimos quadrados, pode ser descrito como uma. com-
binação linear dos autovetores de XtX . De forma análoga, podemos expressa-lo como
combinação linear de " parte dos elementos " dos autovetores de ..4t.4.

Considere a transfonnaçã.o linear de A descrita por .4T ,então

(.4Ty(.4T)

onde Q(P+i),(P+l) , é a matriz diagonal cujos elementos são coi.Podemos escrever

( .ATjy( .ATJ ) (1)

- T}(.A'.AyrJ

= E::.(XToj + E:::, :i,T,-.fy co.j

fazendo wj = 0 , tem-se

n .p

E
Í:: l r= l

(y,Tojo >1:«.,.T,jy

então ,
P

lr
bT.j + >1: «:,T,j - O

A equação acima, pode ser reescrita substituindo-se y; pe]a variável y;* , definida pela
rpl n ,. a . .

n* - }'''E
H L:(x* - r*)'E

obtendo-se

40



}'".' = y'' t ' ?TÜ' El:.x, ,j (2)

com ?7

ou, em notação matricial

y.*- y*
' t ' n'ri;jxx'l j -o ,l ,. . . ,p (3)

onde T?' = (Tlj, T2j, ..., T,j) , ou seja, é T.Í sem o primeiro elemento: 'roj

Se Toj # 0 j=0,i,..., p , obteln-se em (3)
y =a+óXcom

(p + 1) equações de regressão do tipo

a = y* , j=0,1,...,p

ó- -,7 ã: g , j-o,i,...,p

Nenhuma das (p + 1) equa.ções acima , pode ser considerada isoladamente no sentido
de estimar-se }:* com pi'ecisâ.o, é razoável portanto considera-se como estimador de ill' ,
uma combinação linear dos diversos }:*

t'

tomando-se cf ajToj de forma que E,;.o ajToj = 1 , obtem-se

Í'* - >: .jT.jE' - >1: .jT.jli''* - qTã'XT31
.j =o .j= o

P

E
.j=o

y* = y* - ?x( ajT?)

onde

Z, - -,7 E;.o 'jTg (4)

O SQE , soma de quadrados residual, obtida para y' , definido acima é dada por

SQ.E -f*y(r-Í'') ''Q" }j:a3«,.f
.j=o

P
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Utiliza-se o método de Lagiange pala minimizar-se o SQE sujeito a restrição

E:;.. ajToj = l
Obtendo-se

/(.) - «' Ej - '''3«. - :«. (E:;:. ..''.. - :) (5)

onde

-- 2/zo , é o multipli"dor de Lagrange, com po = ,7' (E'-. Tãj«,--l)
l

A solução é dada por

aj ;= 77'2co-l Tojpo,.7:: 0, 1,...,P

Substituindo-se esta. solução en] (4) , obtena-se

'- .É.,«:: -, IÊ)I''É,«;'';:;-
Mostrou-se que #À/Q pode ser escrito como combinação linear de T9 ,que é Tj sem o
elemento Toj ,j=0,1...,p.

PARTE 2 - Obtenção de PXZ,

Já verificamos que a inovação deste estilnador é eliminar somente a singularidade
não preditiva , ret.endo a singularidade com valor preditivo . Suponha que os autovetores
To, T] , ..., T,--] correspondam a situação que descreve a singularidade não preditiva, por-
tanto ao.f z 0 e To.f z 0, paraj=0,1,,...,s-l .O procedimento para minimizarmos o
SQE levando este fato eni consideração é o mesmo descrito na parte - l - ,sendo que na
expressão (5) , considera-se em f(a) ,ao = al = a2 = ... = a,-i = 0 , sujeita a mesma
restrição.

Obtem-se como solução

.,-,«;'lÉll''
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para j=s,(s + l) , ,p c portal)te aRI , é dado por

(
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2.3.4 ALGUMAS PROPRIEDADES DE /3xz,

Além das propriedades descritas na.s seções anteriores , que em parte justificam o uso
deste estinlador como alternativa para o método de mínimos quadrados,pouco se conhece
sobre PRZ, , basta dizer que nada. se sabe a respeito de sua distribuiçã.o.

Webster - Gunst e Mason - 1976 - j211 ,obtiveram algumas conclusões do comporta-
mento deste método através de simulações.Alguns resultados são apresentados a seguir.

O menor autovalor de .4t.4 é nauito próximo do menor autovalor de Xt.X

2. - Se oo = 0 e l Too 1= 0 , tem-se To z I', , ou seja existe uma proximidade
entre os autovetores que correspoildena a.os menores auto\mores,tanto delta como de
.4t.A.Convém lembrar que T8 = To sem o primeiro elemento Too

Este resultado é bastante intuitivo já que tanto T! quanto I'. descrevena a multi-
colinearidade existente en] X

:::. .Xil'i. = 0E item 1.4.5

E::;: X:T: = O item 2.3.3

Verificou-se que a esperança e o erro qua.drá.rico médio de Pcp , sâo boas aproximações
pala EÇj3KLI e EQÀ41..l3RI.

s ].

EEÇj3ni, ) = EÇj3cp) = 13 -- (rÇP)i'j

P .s--l

E
.j= . .j = :

EQÀ4ÇBnl) = EQÀ4ÇOcp) ' al E
Shainla - Jaines - 1981 - j121 , descreve os estilnadores Pk,PmQ,P R , através de uma

expressão algébrica. única, diferenciandc-os por um fator de ponderação, apresentando-os
como combinações lineares de T$ .Esta expressa.o é dada por

.f E;:. PIT.j«;' Tg 'l
1. El?:. PITA,«,;' J
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onde pj é o falar de pondera.ção, cujos valores particulares, definem os estimadores citados
acima da. seguinte forma.:

Pk para p.j ' :;;!i:i:

PÀ/ç para. p.f

'- -«-{ l:?l
se coj
se w.f

Isto facilita. a conaparação entre os estinnadores, contudo as limitações ainda existentes
só serão elin)iradas mediante a a.nlpliação do conhecimento sobre o comportamento de

45



2.4 OSESTIMADORESCONTR.AIDOS

A terminologia esticador contraído , é mais recente na literatura. do que a própria
idéia de se estreitar o tamanho do estinaador, via um fatos multiplicativo do tipo:

l3p

com p > 0

J. W. Tukey em 1960 , estudando a regressão polinomia! , propos multiplicar o es-
timados de mínimos qua.dra.dos do parâmetro relacionado ao termo quadrático, por uma
constante p , co-n p C (0, 1)

Este novo estímador, sendo menor que /3mç , tem menor erro quadrático médio ,
quando P , o verda.deiro valor do parâmetro , é pequenos e tem maior viés ,portanto maior
erro quadrático médio, quando /3 é grande.

Embora Tukey tenha proporcionado esta idéia inicial, a contribuição maior é atribuída
a C. Stein , mediante seus estudos iniciados em 1956, referentes a estimação da média de
um vedor com distribuição nornaal, p-variada, que permitiu a introdução dos estimadores
contraídos na literatura.

A primeira publicação data de 1961, sendo fruto de seu trabalho conjunto com W
games. Já. neste primeiro trabalho, apresentam propriedades estatísticas relevantes, por
exenaplo a. existência. de condições sobre o modelo, que permitem a estes estimadores pos-
suírem menor erro qadrático mtídio generaZázadol' que o estímador de mínimos quadrados.

Estes resultados foram ampliados, transformando o estima.dor de James - Stein, num
caso particular de unia classe mais geral de estima.dores desenvolvida por Baranchik em
1964.1967 e 1970.

A ligação destes resultados, relacionando-os com o contexto de análise de regressão
deve-se a Stallley - Sclove -1968 - 1341.

Uma apresentação resumida e simples dos estimadores mais conhecidos pode ser en-
contrada em Mayel e \4rillke - 1973 - j151, de onde se pesquisou grande parte dos resultados
apresentados neste tuba.Iho.

'k Oportunamente apreselltar-se-á o erro quadrático médio generalizado : EQMG , que
por enquanto pode ser entendido como uma ponderação dos elementos do erro quadrático
médio usua!.
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2.4.1 APRESENTAÇÃO DO ESTIMADOR CONTRAÍDO

Todos os estima.dores estudados até agora , Pcp, Pt, /3Xt , fazem parte de uma classe
mais geral de estima.dotes, a classe das transforma.ções lineares de Pmç

Seja C esta classe.
Então se b(.4) C C , cona A uma matriz âxa ,podemos escrever:

b(.A) = ..4#À#.2

e

SQE(z,( .,4 ) ) xz,(.4)y(}'' - xó(.A))

xÕ«çy(r xõ«.e) + Õhç(.4 .ry(.A - .r)PmQ

= SQ.E(/JmQ) + .L(Á)

/y(.4 - .r)P«.Qcom .L(.A) = #À/Q(.A

Definimos uma subclasse de C , C'(,-) , de modo que se b(Á) C C'(r),.L(.A) = T , ou
seja,

SQZ(ó(.,4)) = SQE(PÀíe) + r

Hoerl e l<ennard - 1970 - j191, naostraram que o estimados de #;, , cristas, possuo
mínima norma euclidiana en] C(r'l

N4ayer e Mrillke - 1973 - jlõl , mostraram que se considerarmos uma. definição adequada
de norma , o esticador cont.raido pa.ssa a ser o estinaa.dor de norma mínima em C(7')

RESULTADO-l

Se .A = p/ para algum p C (0, 1) e b(.4) C c(,) então

,,*Z,(P.r) n*Z,(.A)C(r)
onde:

n*(b(.A)) ," norma dependente dos dados " é definida por

«'b(.4) )(X'X)b(.A)

C)u seja, o estimador p/3AÍ.2 é de :mínima norma , n*(b(.4)) en] C(7')
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Com isto vamos definir unia nova classe de estinladores

Considere uma classe de estimadores definida por

l3p

com p C (0, «,)

O estimados ap é chamado de .E3Zimador (l:entra do, e p é o /atar de contrição

Se f) é um escalas Sxo , etx\bo Í3P é DETERMINISTICAMENTE CONTRAÍDO

- Se p é uma função de /9l4Q/3À4Q , ou seja p = /(/3hQPmQ) , então #, é dito ser
ESTA CAÓTICA MEN TE CONTRAÍDO

Da. mesma falida que o estimador /3t possue um parâmetro k para ser previamente fi-
xa.do, antes de se deternlinm o valor do estiinador, também em Pp , devemos pré determina

O método proposto por Hoerl e l<ennard - 1970 - j191, para estimar k em PI é examinar
o traço da crista.Este método nã.o serve para a estimação de p , pois PP cresce linearmente
com p Pala alguns casos como veremos posteriormente,podemos usar um método análogo.

As estimativas de k e p oferecem problelaaas semelhantes, pois geralmente baseiam-se
em PÀ4Q , o que os torna variáveis aleatórias, sendo que as expressões para os momentos
só são conhecidas para k e p fixos.

A seção seguinte apresenta algumas propriedades conhecidas para trem destes esti-
madores, os mais discutidos na literatura.

P
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2.4.2 - ALGUN4AS PR.OPRIEDADES ESTATÍSTICAS DE ALGUNS
ESTIR4ADORES CONTRAÍDOS

O ESTIMADOS PP = pPm(a , para. p âxo

Embora não se saiba claramente como se estimar p sem a ajuda inicial da estimativa
de mínimos quadrados de P , é fácil verificar que para p fixo, tem-se

EÇ13p] ' Pli

E(Ó,) a'(X'X)':

«iés (P,) = (1 - P)'#'P

KQM(P,) p2a2 tr (x'x)'' + (i - py(#'P)

Alem de ser un] est.ima.dor bastante simples , PP , possue menor EQM do que o
estimados PÀ/ç .Outras venta.Bens deste estimador serão apresentadas no capitulo 3.

o ESnh4ADOR pó = /(.s, #ÀÍQ)#À/Q

O resultado abaixo define um esticador estocasticamente contraído, que possue menor
tr(}l:P) , dentro da classe C'(1'-), definida no itens anterior.
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R.ESULTA D{) - 2

Colisidcrc nii)(]it ii c]a.ss. C'(1'') , (]os csti]nadoics do ti])o Z](.A) = .APÀ/ç cona

SQ.D(Z,(Á)) = .S(2.E(PA/Q) + T , pioví--se qttc:

Se .Á = .4' = ó/9À çPI/c?(/ + ó/3A/QPÃ/.2)'' , p«-a algu:n ó C (0, .o) t-.-se

t,( >ll: z'('!' )) - a?3 {'(>ll: z'(Á))
e ainda que

l3õ - Õ13Ka i)tr\íQÇl-\- fi13lvIQ13lh4Qà gMQ

um estima doi cstocásticainellte contrztido

A (diferença eilt.re os cstilnadoies deterininisticamellte e estocásti
niinima ]la pratica pois:

- Se P, e Pó ])eitencein a C(T) , para a" fixo, então P, = PÓ

- Se p for fixado a])os obsel'\raF-se PÀ/ç , ente.o ele se torna estocástlcainente contrai

O esquema a.bt\i;ço ])osiciona #À/ç,Pt-,PP ou Pó , na elipse descrita por

SQ-e(Z,(a)) = SQE(ÕA/c?) + .'-

e

ca.mente contraídos éi'a]
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A elipse é o lugni geonaétlico dos pontos que tem soma de quadrados residual cons-

O estinlador PÀ/ç está. no celatl'o , o estiinador PJ; , esta tangente a elipse no ponto
mais próximo da origem e o estima.dor Pp ou #Ó , é a. intersecção entre a elipse e a linha
que liga o centro , PÀÍÇ , a origem (0, 0)

tarte

O ESTIMADOR DE JAh4ES E STEIN :/3€

Existe ainda um outro estimador estocásticamente contraído, P( , frequentemente
utilizado na. literatura, que possue EQMG , erro quadrático médio generalizado , mínimo

Neste naomento vamos somente apresentar Pe , os resultados comparativos com outros
estimadores sela detalhadanaente explorado no capitulo 3.

e:n C'(.'-)

Conside" b(.A) = .4PÀÍQ com .4 = .4* = jl + (ls'(/ihQ#mQ)''l , ond'
s2 = y'y - ÕÁíc?(X'.X)PÀ4c? = SQ.E(PÀ4Q)

P. .4*PÀÍÇ = li + (s'(Pâ4Q8etamQ)''lPmQ

Estes ires estima.dores sã.o os nla.ís simples encontrados na literatura entre os esti-
madores contraídos.Existem nauitos aspectos ainda nã.o solucionados ou que precisam ser
revistos.A seção seguinte apresent.a alguns comentários neste sentido.
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2.4.3 COh4ENTARIOS E PROBLEMAS NÂO SOLUCIONADOS

Embora os resulta.dos anteriores sejam de relevância, existe uma grande barreira na
utilizaçã.o destes estimadores devido ao desconhecimento de suas distribuições e mesmo de
seus momentos.

Não há procedimentos ótimos indicados na literatura para se estimar p , ó ou
( . Um procedimento análogo ao descrito por Hoerl e l<ennard -1970 - j191 , o traço da
crista, tem sido satisfatório somente para o caso da estimação de i5 , escolhe-se ó para o
qual os componentes de /9ó conleceln a estabilizar , para tal utiliza-se o gráfico de ó por

Mais esforços sã.o necessários , mesmo,porque não há como garantir que na presença de
multicolinearidade o estima.dor contraído terá menor erro quadrático médio que o estimados
de mínimos quadrados,contudo, alguns autores teem obtido resultados favoráveis neste
sentido, através de simulações.

Existem outras formas de se apresentar o estiinador contraído , bem como outros
resultados referentes a estiinadores nazis particulares. Veja. por exemplo Farebrother
1978-j35j que apresenta unia outra classe descrita. por:

Pó(i)

P* = Ó Q + ..4'(z, - PÀ/ç)
onde .4,.P e Z)P,i são matrizes arbitrária.s.

E possível que o melhor caminho a seguia seja unia caracterização mais completa dos
estinladores contra.idos n]ais simples, possibilitando uma. interpretação adequada e cona
isto naaior aplicabilidade.
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2.5-ESTIÀ4ADOR INTERATIVO

Este estimador foi desenvol'ç'ido mais recentemente, tendo surgido na literatura em
1978 com a publicação de Got.z Trenkler: AN ITERATION ESTIMATOR FOR THE
LINEAR À'lODEL - Compstat -1978 MrIEN: Physica-Verlag , 125-131.

Vamos denota-lo por P.rl" . O seu comportamento é análogo a /ii: , no sentido que
ambos, tant.o o estima.dor em cristas como o interativo convergem para PÀ#ç

O resultado desta convergencia no caso do estimados P.rr deve-se ao trabalho de Ben
lsrael e Chames en] 1963: CONTRIBUTIONS TO THE THEORy OF GENERALIZED

INVERSES - J.Soc.]ndust. App].Math. 11, 667-699.
Gotz Trenkler , em 1980 - l36j e em 1984 - 1241, estudou a comparação deste com

outros estinladores viesados mais comuns na literatura , de onde extraiu-se os resultados
apresenta.dos neste trabalho.

2.5.1 DEFINIÇÃO E ALGUMAS PROPRIEDADES ESTATÍSTICAS

Considere o modelo usual de regressão , y . XP + . , sob as hipóteses usuais

O estimador intelativo é dado por

E
f-o

li«. ,a = ci (.r - aX'XfX'l'

com

para m = 0, 1, e À] > À2 > > Àp , a.utovalores de XtX

Vamos denota-lo poi a.rr ,exceto en] situações onde se faz necessário lembrar que este
estinlador depende de dois pa.râinetros, "m " e o
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Unha. outra forma de escreve-lo é

P..,. = x...r
com X«,.* = « EZ;.(.r -- .X'X):X'

A vantagem desta última fornlalizaçã.o é que a matriz X.,. pode ser calculada por
un] processo interativo , onde

Xo,. = o'X'

X(«+n,. 'X)X«,. + aX'

Esta sequencia , deânida por X«,.. , converge quando in --l oo para (X'X)'iX'
mesmo quando X é singular:

lim X«.. )''X'm ; oo

O SEGUNDO MOMENTO E O VIÉS DE P.rr

Gotz Trenkler - 1980 - l36j , apresenta as expressões para o viés e para a matriz de
va.r covas de P.rr

:(Õ ,) x«,,.x 1)l313t ÇX. ..X /) + «'x«,.xl:,.
e o viés é dado por:

i''A...rÓP'i''.A.,.i'
onde: I' pzp unia nlat.riz cuja.s colunas são os autovetores normalizados de X'X

A«,. naatriz diagona.l cujos elementos são dados por (1 aÀj)"+i , j=1,2,...,P

SEh4ELHANÇA COM O ESTIMADOR EÀ4 CRISTAS

Existe uma senaelhança. caracterizada unicamente pela convergencia ao estimados de
mínimos quadrados, pois tan]bén] para. /3t tem-se:

.]im (X'X + k/)''X' = (X'X)''X'k-...,oo

O que, de maneira análoga a. X.,. , tambéna ocorre quando X é singular
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ALGUMAS VANTAGENS DE /3.rr

Apesar de ser um estinlador menos conhecido que os já apresentados P.rr oferece
algumas vantagens:

Não é necessário nenhum cálculo de inversão de matrizes para obter-se as estimativas

- A escolha de o € (0, ] ) é suficiente para se ter a convergencia de P.ra- , mesmo
que X seja de posto não completo, ou seja, mesmo na presença de multicolinearidade.

Pode-se examina.i o "baço da interação" , que é análogo ao traço da crista, para
determinar-se o valor ótimo de " m ". E o gráfico de P.rr por SC?-E(/3/r) para valores
crescentes de m ,onde se escolhe uln valor de " m " para o qual os elementos de P.rr
comecem a. estabilizar-se, porta.nto os resultados obtidos para a escolha de k na regressão
em cristas, são aplicáveis para- a escolha. de m em a.rr

O capitulo de campa.rações entre os estimadores , capitulo 3, contem. outras in-
fornaações que auxiliam na compreensão de se ter em /7.rr uma. alternativa para /3À4Q na pre
sença de multicolinearidade, basea.ndo esta conclusã.o no cálculo do erro quadrático médio
generalizado ,onde apresentaienaos as condições sobre as quais se tem EQMG(/i.rr) <
EQMGÇ13).4 Q )
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CAPITULO-3

COMPARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES

Geralmente as compa.rações entre os estimadores viesados sâ.o feitas utilizando-se o
en-o quadrático naédio - EQM:

EQMÇ6) P)'(õ
P

#) '(õ.)+«{«'(ó:)l
/-1

Considera-se melhor o estinlador que apresentar menor EQM
No caso dos cinco estinladores estudados no capitulo anterior, somente algumas com-

pa.loções são possíveis , utilizando-se o EQM, dependendo ainda de determinadas condições
sobre os parâmetros /3 e az

Em 1974 , C. À4. Theobald - 1371 , apresentou um teorema que envolve comparações en-
tre esticadores viesados , baseandc-se no erro quadrático médio generalizado, o
EQMG , que será definido oportunamente

Com este novo parâmetro ,é possível maior número de comparações, além de reafirma
a.queda.s obtidas utilizandc-se o EQM

Este capitulo esta dividido em duas partes

No item 3.1 , apresenta-se todas as compara-ções possíveis utilizando-se o EQM

No item 3.2, apresenta-se as comparações possíveis utilizando-se o EQMG

Enl ambos os itens , tem-se as comparações de cada estimados viesado com o estimador
de nlinimos quadrados, em seguida aquelas referentes aos estimadores viesados entre si

Método da.s Com.poluentes Principais\ l3cp

À4étoão da regressão em Crista.s

Método da,s raízes l,atentei

Estima,dor Co'rltratdo l l3p, PÕ) lie

Método I'rtterütiuo \ l3iT
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3.1 - COÀ4PARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES UTILIZANDO-SE
OERRO QUADRATICOMÉDIO-EQM

Entre os estilnadores viesados estudados , não se conhece expressões para o EQM de
Pt. ,cristas,para k aleatório, Pó , qualquer estimador contraído com parâmetro estocástico
e /3XZ , o estimador obtido pelo método das raizes latentes.

Para contornar esta situação ,utiliza-se , quando possível , aproximações empíricas
para /3Rt veriâcou-se no itens 2.3.4 que:

EQMÇj3KLI = EQMÇ$cp)
E no caso de Pt e PÓ , com k e ó aleatórios , é procedimento usual , utilizar-se a
expressão do EQM , obtida quando os parâmetros são fixos.

Desta forma. somente alguma.s compara.ções são possíveis e estam descrita.s neste item.
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COMPARAÇOES ENTRE CADA ESTIMADOR VIESADO E #À/Q

3.1.1 - COMPONENTES PRINCIPAIS x MÍNIMOS QUADRADOS

OCP x l3MQ

RESULTADO-l-

ume condição suficiente para que .EQM(/icp) < .EQM(/3WQ) , é dada por

É ;»à'''',
j=(p ,+i) ''J

onde ÀI > À2 > ... > ÀP , À{ , autovalores de XtX com .X(p-s+l) =

( D. W. Maquardt 1970 - 1201 )

Prova:

Vimos no item 2.1.1 que ,

P--s . P

.EQ.M(Õc,') - '' >1: i+ >1: (r'$py
j=i ''J .f=(P s+])

e na expressão 4 do item 1.3.1

.EQ.M(ÕuQ) - '' 1>1: Í-
.j-i ''J

A condição é obtida diretamente da resolução da equação .EQM(/3cp) < .EQ.À4(Pj\íQ)

«'EI * ,.$*:.-;,i' « '' $ i
.: E;.,+: À;: > E;:,.,+.(i'$#y (i)
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Esta. última expressa-o é a condição que precisa ser satisfeita para. considerar-se o
estimados Pcp melhor que Pmç

Na prática. , a verificaçã.o desta condiçã.o é simplificada , sendo substituída por uma
rr.. ruir';. ,. n;. {nr+ p

Seja. I''# = (1 entã.o e'( - /3'# e portanto:

p'P , onde (j = 1'$# que em (1) resulta en]

"' ,.Ê*. t » '',
c. q. d.
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3.1.2 R.EGRESSAO EM CRISTAS x MÍNIÀ40S QUADRADOS

l3k x l3KaQ

A existencia de un] valor ótimo de k , de maneira a atingir-se um valor mínimo para
o .EQM(Px;) já foi discutida. no item 2.2.3 , onde vimos que .EC?.M(Pk) primeiro decresce
cona k , a.tinge um nlinimo e depois cresce

O resultado seguinte, obtido por Hoerl e l<ennard - 1970 -j101, apresenta este
valor ótimo para k fixo

RESULTADO-2

Sempre existe k > 0 tal que .EQ.M(.Õk) < -EQ.W(ÕÀ/e)

Prova

\rimos no itens 2.2.3 que

.EQ.w(Õ.) +p,(k)

: : Àj(Àj + k)'' + k' >1:(Àj + t)':(i'Çpy
.j =i .j = :

Com

P-(k) t7' }:(Pt) : uma função contínua monotonica decrescente em k

P,(k) «i«'(Õ. ) unia função continua monotonica. crescente em k

e ç'l e pl l-lão positiva e não negativa , respectivamente
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Além) disto , vimos que /it = #AÍQ para k = 0 , itens 2.2.2 ,então para prova.rmos que

existe k tal que .EQ.A4(PI) < .EQ.A4(PAÍS) , basta provarmos que na vizinhança do zero ,
.EQ.A/(/7k) decresce Ou seja desejamos determinar ko > 0 , de maneira. que para k < ko
tenlla-se

t)EQMÇ13k

egçig.(PO - -2a' >1:1Ài(Ài+ k)j + 2k
E:: . IÀi(I':P)'l

Mostra-se que se

*< '' t.-.-« eg%Íwêd <. (2)

De forma. análoga ao que foi visto para. Pop , verificou-se que a exístencia de un]
valor ótimo de k , depende do tanaanho de ptP

Pela. expressa-o (2) , acima, se #'P for muito grande, parece impossível toma.r-se k # 0
tal que EQ.À4(Pk) < #À4Q para- 0 < k < ko . Na prática isto não ocorre, tanto é que o
gráfico da crista senapre tem permitido a determinação de valores satisfatórios.

Existe uma outra formulação do resultado -2,que é muito encontrada na literatura:

RESULTADO- 2'

Se #'P for limitada , então existe k > 0 , fixo tal que .EQ.A4(#k) < EQM(#mQ)
( À4ai'quardt - 1970 - 1201 )

Este resulta.do é n]ais conhecido e é un] caso particular do resultado
delnollstrado.

2 . a.Ginja
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3.1.3 RAIZES LATENTES x MINIÀ40S QUADRADOS

Onl x Í3b4Q

Conforme se verificou no item 2.3.4 , não se conhece expressões para a esperança,
variância. ou erro quadrático médio do estiinador PXt . No entanto estudos empíricos teelu
fornecido parâmetros de comparação com outros estimadores, obtendo-se resultados muito
satisfatorios do ponto de vista prático.

Através de simulações realizadas em situações típicas, que ocorrem na. prática, Webster
- Gunst e Mason - 1974 -j101 ,observaram que se obtem uma redução bastante significa-
tiva do .EQM(PXZ,) ei-n relação a.o .EQÀ4(PmQ) ,verificando ainda ser bastante razoável a
aproximação de EQM(Pxz,) por .EQM(PcP)

Resultados un] pouco nazis abrangentes foram obtidos por Gunst e Mason -1976 - j211

Ollde as sin)ulações realizadas , revelaram que as estimativas dos elementos de P , que não
são relê.cionadas a. naulticolinearidade , são praticamente identicas em ambos os processos,
mínimos quadrados e raizes latentes e ainda veriâcaram existir uma única situação onde
o estima.dor de nünimos quadra.dos é melhor que o estimador das raizes latentes. Para
descrevermos esta situação vamos supor que o autovetor associado a.o menor autovalor de
XtX , I'P , é tal que alguns de seus elementos são muito pequenos, próxinaos de zero,
obtendo-se como aproxilnaçã.o da expressão I'PX = 0 a. expressão:

I'lpXi + I'2pX2 + I'spXs = 0

para o ca.se eni que sonaente I'lP , I'2P , I'sP , forem consideradas diferentes de zero.Conclue-
se então que Xi , X2 , XS , são as variáveis mais importantes na descrição da multico-
linearidade e ainda que os efeitos sobre a estimação de Pi, P2 e PÕ são mais intensos.
Vamos considerar estes componentes de P e I', , separados , compondo os vetores P* e

P

P* : é un] subconjunto de elementos de /i , composto somente por aqueles envolvidos
com a multicolineaiidade, neste exemplo P* = (PI , P2, Ps)

I'; : um subconjunto dos elenaentos de I'P , que são aqueles de maior peso na descrição
da. multicolinearidade , no exemplo acima , I'; = (1'iP, I'2P, I'ÕP)

O resultado - 3 apresenta a condição ein que se tem /7mQ mais preciso que PRt enl
termos dos vetores I'; e /J*
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RESULTADO-3

Se /3* = cl'* com l c grande ,ou seja P' , for paralelo a I'; então

EQMtl)MQ) < EQMÇj3KI.)

Convém fazermos alguns comentários que tornem evidente o resultado acima.
Estudos empíricos teena mostrado que existe algumas relações entre os autovetores de

XÍX , I'j , e os a.utovetores de .4t.4 sem o primeiro elemento, TO . Entre elas veriâcou-se
que

TgúT?, {#j ond' Tg = (Tlj...T.j,y Tj sem o termo Toj (3)

(4)

(5)T::.ll',

A partir das relações acima, vamos mostrar que Pme é dominado essencialmente por
I'P e que Pxr é dominado por vetores que são ortogollais a I'P 'A partir deste resultado
nã.o é difícil acreditar que se /i* for paralelo a I'P , Pmç , é mais preciso que Pxl , uma
vez que os componentes de P que não estana envolvidos com a multicolinea.cidade, possuem
estimativas semelllantes utilizando-se ambos os estimadores.

Suponha que somente un] autovalor de XtX e um de .4',4 seja próximo de zero,
À,, z 0 e uo z 0 , respectivamente'K , então:

P

Ó"« - E«,T;

onde:

?- 'El::(x* -- r*p
T.j«,;:(E;.. 9)-:
2.3.3 )

P

õ«.ç - -oE«j 3
.j=o

onde
.-v 2

'j - T.j«''(E;-. q?')'' ( item 2.3.4)

I' Convém lembrar que o. < < cop e que Ài >
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O coeficiente do teinao Tg en] PÀÍe , é dado por uo ] , que é muito grande pois estamos
supondo coo = 0

Desta. forma:

#A/Q é dominado por To ,que por sua vez é quase paralelo a. I'P ,( expressão 4 ),
portanto PÀÍe é domina.do por I'P

Pxl é dominado por vetores que são esssencidmente ortogonais a. I'P .(expressão 5)

Conclue-se ente.o que se P' for paralelo a I'; , é de se esperar que o estimador de
mínimos quadra.dos seja mais preciso que PXZ , poli nenhuma combinação linear de vetores
ortogonais a I'. resultará ninna boa estimativa , ou num bom estimador de P . O cálculo
do EQÀ4 dos dois estimadores conârma a superiorida.de de /3À4Q , nesta situação:

.EQ.À/(Õxl) z .EQM(Ócp) = a' >ll: À;: + (i'l,Py
P

2J

onde (I'lPy é o viés de Pal

.EQ-w (Ó«.e )

P

O viés de /3Xt torna-se nauíto grande se P for pa-lalelo ou quase paralelo a I'P , ultrapassando
a redução na variância, obtida. pela omissão do termo .X] no denominador
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3.1.4 ESTIMADOR CONTRAÍDO x MININ40S QUADRADOS

ÇÍ3. e Íie) x l3h4Q

Os resulta.dos apresentados a seguir complementam a. descrição da. utilização dos está
nladores contraídos como método alternativo de estimação de /3 na presença de multicol
inearidade.

RESULTADO-4

Para todo P , existe p fixo , C (0, 1) , tal que

EQÀ4Ç13p3 < EQMÇDMQ)

( Mal'ier e M'illke - 1973 - jlSI )

Prova

vimos no item 2.4.2 que

.EQ.W(Õ,) - p'a't,(X'X)'' + (l - py#'P
A resolução da equação

EQM(0p3 .EQM(/iÀ4Q) < 0 , leva a condição

P'.'(x'x)'' + (l pyP'P - a't,(X'X)': < 0

1:1$: 1::
Como

p'P - a't,(X'X)'' < p'P+ a:tr(X'X)':
conclue-se que existe p < 1 tal que .EQW(P,) < .EQ.A4(/iÀÍQ)

c.q.d
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Exist.e un] outro resulta.do que merece destaque na descrição dos estima.dores contrai
dos

RESULTADO-5

Sda.

Óe = 1i + (l.:(ÕheÕwç)''leme
com

sa = SQEÇ13MQ)

Sep23 e 0<(<2(p--2)/(n--p+2) e X'X=]
en\ão EQM Çl3e) < EQMÇ13MQ)
Este resulta.do é atribuído a. James-Stein em 1961 e esta descrito en] Sclove -1968

loul.

O fato do resultado acima. só ser aplicável quando X'X = / , não nos pennite justiâcar
sua utilização na presença de multicolinearidade.Entretanto esta exigencia é uma partí-
cularização de uin resultado mais abrangente, envolvendo o EQMG, que será discutido no
item 3.2

A importância. deste resultado reside no fato de este ser o Único est nadar tiiesado ,
com l)aràmetro estocástico q'u,e se pode gata'n,tir 'u'rn,ü redução 'no EQM e'm, contava,ção üo
EQM de l3R.iQ

66



3.1.5 ESTIÀ4ADOR INTERATIVO x MÍNIMOS QUADRADOS

l3iT x l3 4Q

No item 2.5.1 , apresentou-se as expressões para )l,P.rr e para o viés ,extraídas dos
estudos de Gotz Trenkler -1980 - 1361 , contudo não se encontra na. literatura referencia. ou
algum resultado que descreva a. comparação do EQM de P.rr com o EQM de Pwç.

Gotz Trenkler refere-se a estudos ainda não concluídos neste sentido, prometendo uma
futura publicação de seus resultados.

O iteila 3.2 refere-se as comparações entre os estimadores viesados baseando-se no
nQMG . Com este outro parâmetro de comparação é possível obter-se alguns resultados
que serão comentados oportunamente.

Os resulta.dos apresenta.dos até agora servem como justiâcativa para. a utilizaçã.o destes
estimadores como alternativas a PWÇ . Entletando novamente surge a questão

Mas qu.al a. m,ethor a.ltcrn.at ua?

Com o intuito de respondennos esta. pergunta é necessário efetuar-se coinpaiações
entre estas técnicas.

A única. comparação possível ,através do EQM , é a de PcP com /it , para. k fixo,
assunto que passaremos a discutir.
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3.1.6 C10h4PONENTES PRINCIPAIS x ESTIMADOR EM CRISTAS

l3CP x 0K

Baye e Parker - 1984 - 1221 , apresenta os estimadores Pt,PcP,PWÇ como casos
particulares de unia classe mais geral de estimadores , chamada classe ' r -- k ' , dada. por

z,,(Ê) xi',- + l.r,)'' rl.x'r
com

" .(x'x) $ P
k > o

I', : é unia matriz pzr , obtida eliminando-se (p -- r) colunas de I', que são os (p
autovetores de X'X associados aos (p -- r) autovalores próximos de zero

,)

Esta cla.sse satisfaz as seguintes propriedades

.E(ó,(k) - p) (z\,. + k.r,)': a,-r'l) - ],p

>ll:(z',-(k))(A, + k.r,)': a(zi,+ k-r,)'' r'l.

E
i:;] ' í=r+]

.EQ.A4 (ó,(k) ) El(ó: - l):a? + "':l +
9

com:
«:

A : a. matriz diagonal cujos elementos são os automlores de X'X

Verifica-se que

Z,,(0) = Pcp

b,(k) = Pt

ó,(o) = PÀ/ç

Com os estudos de Baye e Parker - 1984 - 1221 , o resultado 2 do item 3.1.2 , que permite
a comparação de PI com Pcp , tornou-se um caso particular de um resultado nazis geral,
que vamos apresentar a seguir.
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RESULTADO-6

Se a2 > 0 , então existe k > 0 tal que

.EQ.w(z,,(k)) < .Ec?w(z,,(o))

para todo 0 < r $ p

Prova:
E suficiente nlostrai que .nQW(ó,(k)) , como função de k , é decrescente na vizinhança

de zero. Para tal deriva-se .EC?M(b,(k)) e verifica-se que esta derimda é menor que zero
pala. k :: 0

a(Z,,(A) )
r

.2a2 >1. Àí2 < 0
{-]

Determina-se o valor de " k " , para o qual .EQ.À4(ó,(k)) atinge o mínimo, seja k.t este
valor ,(k.. = k - ótiino )

kot = a2 EL. ó:.x?
EL. Ó?a?.X?

Colho o denominador da. expressão para k.t é uma média ponderada dos aÍ , pode-se
escoe\rel':

a2 a2 a2
*.' ã ==:i? ;' ÍG ' M

ou seja, k-ótiino > 0 , de onde se conclue que .EQM(#k) < .EQM(Pcp) , para algum
k > 0 ,fixo.

Verificou-se que entre os estima.dores estudados , de forma direta ou indireta, o au-
mento da precisa.o de um sobre o outro esta relacionado a. condições sobre os parâmetros
P e a2 , ou em alguns casos , nem se conhece a expressão para o EQM , a não ser por
aproximações einpiricas, como no caso de Pnl

O EQMG , já citado algumas vezes neste trabalho, permite algumas comparações
que nã.o puderam ser efetuadas através do EQN'r.o item 3.2, a. seguir,iiá redescrever as
comparações já obtidas e acrescentar algumas outras baseando-se no EQMG
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3.2 COh4PARAÇÕES ENTRE os ESTIMADORES UTILIZANDO-SE o nQMC

A argumenta.ção origina! dos autores Hoerl e Kennaid - 1970 -j191 , que leva a conclusão
da. superiorida.de de /it sobre Pme na presença de multicolinearida.de, baseando-se no
EQÀ4 , foi duramente criticada. por J. A. Nelder tendo por base o trabalho de Lindley e
Smith - 1972 -(JRSS-B vo1. 34 , pág. l a 18 ) , onde por métodos Bayesianos foram mais

convincentes ao apresentarem a mesma. conclusão.
As cr;ricas de Nelder , motivaram a C. M. Theobald - 1974 - 1371 , a estudar uma

outra forma de comparação entre Pt e /JmQ , que fortalecesse a idéia origina! de Hoerl
e Kennard

Theobald estudou uma medida. já utiliza.da em 1966 no contexto de planejamento de
experimentou, por l<arlin e Studden

O EQMG - erro qun.drátàco médio venera.lidado

EQMGÇB) = nÇB - l3)t TÇÕ- 6)

onde T éuma matriz simétrica , não negativa definida, ( matrizes nnd - ver apêdice 5 )

Embota o objetivo central de Theobald - 1974 - 1371 fosse a comparação de /3t com
/3A/Q , de maneira. a. relacionar os erros quadráticos médios envolvidos na expressão
.E(Ó -- pyr(Õ -- P) , com os segundos momentos:E(Õ -- P)(Õ -- /3y de cada estimador,
o resultado obtido foi mais geral, possibilitando a introdução de um novo parâmetro de
coinpaiação entre os esticadores viesados.
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TEOREMA l TEOREMA DE THEOBALD

Seja )ll: Z,j a matriz de segundo momento , ( var e cavar ) , de Z,j , j= 1,2

>: z,J z'j - P)(z'j - Py

.EQMG(bj) - pyr(z,j #)
Então

>l: b] -- :ll:ó2 , é não negativa definida , ( nnd) , ++ .EC?.A4G(Z,2) $ .EQMG(bi ) , para
todo T nnd

Theobald - 1974 - 1371

Prova

E fá.cil ver que
EQMG(Z'J) >ll:(ój)}

.Ec?wc'(ó-) - .Ec?.wa(z',) t,{ lEl:(ó-) - >1:(ó,)i}

Sendo assim , basta mostrar que toda matriz simétrica N é nnd -+-> tr7'.N ? 0 , para todo
T nnd.Para tal é conveniente representarmos N , segundo sua. decomposição en] valores
singulmes,(apêndice - 3)

onde

pi)p2, ..-,p,, são os autovalores de N

gi)q2, , qP são os respectivos autovetores

(-:>) Supolldo que N é nnd ::-> pi ? 0 :::+ trlT]V} = tr{2,1-. pfqiTq!} 2 0

(+=) Supondo que trlT.N} ? 0 tem-se pf 2 0 :::+ N é nnd

c.q.d
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E coinuni encontrar-se na. literatura uilla outra versão deste ineslno teorema, onde se
substituo a hipótese de ::b] -- }l:ó2 ser " nnd" por "pd" : positiva. definida ou " psd "
positiva gemi definida

>ll: bi -- )ll: Z,2 , é pd .EC?MG(Z,2) < .EC?.MG(Z,i ) para. todo T pd

}l: Z'l -- )l: b2 , é psd .EQ.MG(b:) $ .EQMC;(b- ) para todo T psd

Gunst e h4ason - 1977 - j161

Alguns autores verificaram que se pode descrever o comportamento de }l: bl -- >1: b2 ,
no sentido de ser ou não ser nnd ( ou psd) , através de condições sobre os parâmetros /3
e a2 . Vamos denotar estes valores dos parâmetros através do conjunto Q(P,a2)

Se Q(P,a2) = g , o teorema de Theobald não é aplicável para. a comparação dos
estimadores em questão. Caso contrario existe determinadas condições sobre os parâmetros
que permite a aplicação do teorema.

Estes resultados serão a.presente.dos a seguir , para os estimadores em estudo e estam
proa'a-dos ein:

Gunst e h4a.son - 1976 - j181 e 1977 - j161
J. Mica)ael Piice -1982 -1381

- G. Trenklei - 1980 - 1361

A única exceção refere-se as comparações que envolvem os estimadores contraídos ,
para. os quais utiliza-se outros resultados extraídos de Mayer e Willke - 1973 - l36) , que
serão oportunamente enunciados
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3.2.1 COMPONENTES PRINCllPAIS x MÍNIMOS QUADRADOS

gcp x l3h4Q

RESULTADO-l

Uma condição necessária e suficiente para que
>l, Pme -- )l, Pcp sqa. pd é dada por

E;., .xi(i'$Py
< 1

a2

= À,.,=o

Podendo-se neste caso aplicar o teorema de Theobald, concluindo-se que

EQMGÇPcp) < EQMGÇDÀ4Q)

(Gunst e N4ason 1976 - li81 .)

3.2.2 ESTIMADOR EM CORISTAS x MÍNIMOS QUADRADOS

l3k x PMQ

Para se enunciar esta. comparação é conveniente descrevem o estimados eln cristas da
seguinte forma.:

õ* 'x +l'.KI'')''x'Y''
onde K é uma matriz p=p , diagonal , cujos elementos .Ki , são não negativos com pelo
menos um elemento diferente de zero.

RESULTADO-2

Unia. col)dição necessária e suficiente pala que )l: Pmç }l, Pt , seja psd, é dada por

Zt.,4+Z
;Í-- < :L
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onde

z K')''.NI''P
A = dãag(Ài)

e

.,4+ T'G(a.'' - (A + .K)'' Z\

com : INVG - A Inversa Generalizada, ( ver apêndice 4 )
e A é a matriz diagonal dos autovalores de XtX

E aplicando-se o Teorema de Theobald conclue-se que

E(12MGÇ13k) < EQMGÇl3MQ'')

Unia maneira simplificada. de descrevennos esta. condição quando k é um escalar é dada
por Gunst e À4ason - 1976 - jlSI

O< k <
2a2
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3.2.3 ESTIÀ4ADOR C10NTRAID0 x MININ40S QUADRADOS

$. x Í3M'2

O estimados P, com p C (0, 1) , pode ser escrito como um estimador em cristas , (J
M. Prece - 1982 -1381 ) ,utilizando-se a. forma. descrita no item anterior ,3.2.2

com a > 1 tem-sePara /{ = !! gJA0

Õ, +l'.KI'')''X'XÓmQ
=l'(A +.K)''AI''PwQ

Õ, (!=ttg)ê)':Ai''Õ,...
' P13MQ

onde p = 1'(A + (L:fn)'' AI': com p C (0, 1)

Desta. forma os resultados obtidos para Pk são válidos para PP e o resultado
descrito abaixo, na.da mais é que um caso particular do resultado 2, do item 3.2.2

RESULTADO-3

Se p ? 2 , então
Se p = 1 ,}l:Ó .

Q(P, a') = 0
:'ã, ,é psd se

(i - py(l - p')''P'X'xP < l
a'

E aplicando-se o teorema Theobald tem-se

EQMGÇÍ3p3 < EQMCÇ.l3 4Q)
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$t: x l3h4'2

O resultado a.baixo , apresenta.do por Sclove
1961.

1968 1341 , é atribuído a Jan)es Stein

RESULl:AD0-4

Seja
Óe 1I +e.'(ÕhQÕ«.Q)':Iê«.Q

co:n .' .E(Ó«.Q)

Sep23 e 0< (< (2 p-2) , então

nQMGÇj3e] < EQMGÇ.l3MQ)

e ainda para : (l ' í:ii1li:fà tem-se

.EQ.WC;'(Pd - m.i-- .EQ.a/C(PC )

Outros estimadoies contraídos são propostos na literatura , no entanto não são usados
na prática por serem expressões complicadas e de difícil interpretação , além de não se
conhecer suas distribuições , nem sequer os seus momentos

3.2.4 ESTIÀ4ADOR INTERATIVO I MÍNIMOS QUADRADOS

$iT x Í3MQ

Para efetuar-se esta comparação é necessário escrever-se os estimadores da seguinte
forma,

êj - cjr,J - 1, 2

cujas naatrizes de segundo momentos são dadas por

>l: Õj CJX - J)PP'(CJX - .ry + a:C'jC'}

onde C{ é uma matriz real
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Trenkler - 1980 1361 ,apresenta. uma. condição para. que )ll: Pi E Õ2 sda pd

RESULTADO-5

Seca C't -- C2 Cé for pd e

p'(c,x - .ry(c- c'f

então )ll: Pi - >1: /i2 , é pd

c,ci)''(o,x l)í3 < .'

O procedimento é usar o resultado acima para Pi :: Pme e P2 = P.rr , e obter-se
>-'Pala },Õ,r pd e então utilizar-se o teorema de Theobald para a verificação final de
EQMGÇj3IT) < EQMGÇ13MQ)

Pala tal usaremos a deconaposição em valores singulares de XtX , apresentada no
item 1 .3

X ;: .H6.i/2l'

onde
.H : é a. matriz cuja.s colunas são os autovetores normalizados de XX'

- A : é a matriz diagonal cujos elementos são os autovalores de X'X
I' : é a matriz cujas colunas são os autovetores normalizados deX'X

PJtíe e P,rr , podem ser escritos como

Pme :: I'zb.-l6.11/2.H-fy --} C'À4Q :: I'zh--l6./1/2.Ht

P.rr = i'lA.,.; ol.a'r --, C.rr = 1'l.a.,.; 01.H'

onde

A",. é a matriz diagonal - díag{ !=(1=2ài)=n }p

Desta forma. naostra-se que

(oó«. clF«. - c'i',c;â,, ) - i'(A': - a:,.)i'
é pd e utilizandc-se o resultado - 5 - , tem-se que }l:Õ.,e ' é pd se

p'r.a;l.,.(Z\': - Z\::,.)''A;:,.r'P < a'

com

A=,. = diag{(l - a.XJ)"+' }
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ou podemos obter a expressão

''-':.« { JÜ$Ül:.. -', « ''
co:n .Xj(n,, a) = (1 - aÀj)"+'

Sob esta condição, aplicando-se o Teorema de Theobald, conclue-se que

EQMGÇj3iT] < EQÀ'IGÇl3MQ)

E interessante total ainda. que

,,!ü. :ÜH3 - .
Isto significa que

]moV7n 2 lno '' >-..Ó,,. >l,õ,, , é pd

Este valor de nzo depende de P e a2 , que são desconhecidos
Supondo que

l3t Í3 < ka'
para k > 0 ,então nto , é o menor valor que satisfaz:

À«i«(,n+ l,a) =(1 - a.X«f.)"+: <(kÀ«.,)''

O resultado 5 - taibbém é utilizado para mostrar que não se obtem conclusão na
compara-ção de P.rr cona PP nem com Pt .Em ambos os casos

- para "m" ./izo , determina-se valores dos parâmetros, k e p , de maneira a obter-se
ta:-to .EC?.A4G(Ó.rr) < .EQ.MG(#k) como .EQMG(#.rr) < -EQWC(P,) , para -l'res
distintos de k e p

- No entanto se primeiro .Pzarmos k ou p ; obter-se-á " m "tal que a situação se
in-rte , o« seja , fere:nos .EC?.MG(Õt) < .EQ.A4G(#.rr) , ou .EQ.W(#,) < EC?MG(#.rr)
para valores distintos de " m "

Com relação a comparação de Pcp com P.rr segundo este critério , tem-se
CÕ.rrCt.rr -- CõcPCÕCP ' não pd para quaisquer valores de /9 e a2 . Além disto, nâ.o

se conhece na. literatura. uma condição que garanta a verificação das hipóteses do Teorema
de Theobald.
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J. M. Prece - 1982 - 1381 ,também apresenta condições sobre os parâmetros que posei'
bilitam a comparação ,entre si, de dois estimadores em cristas, dois estinladores contraídos,
ou dois obtidos pelo método das componentes principais.

Os resultados obtidos que dizem respeito a comparação de Pt. com Pt, , possibilitam
a conlpaiação de PP cona al , unia vez que /3P pode ser escrito como um estinlador ein
cristas ,( item 3.2.3 )

3.2.5 ESTIMADOR CONTRAÍDO x ESTIMADOR EM CRISTAS

Í3. x l3k

Da inesnla forma que os resultados obtidos para a comparação de a,rr com Pt , pode-se
determinar valores dos parâmetros para os quais tem-se tanto EQmG(pt) < .EQMG(/3,)
como o inx,ergo . O resultado - 6 - apresenta estas duas situações

RESULTADO-6

Seja
PP ' p/7À/Q cole p fixo e Pt = (X'X + I'.KI't)':X'l'

diagonal de elementos /Ti , não todos nulos , então
com K uma matriz

a - Existem valores de P e a2 para os quais }l:Ó E'Õ. ,é psd se

!:.zb À. :» .K,
P

para no MÁXIMO um valor de '' i »

b - Existem valores de P e a2 para os quais }:Õ. )l.,Õ, é psd se

l P
P

Ài <.Kf

para no MÁXIMO un] valor de " i "

Utilizando-se o Teorenaa de Theobald em " a" , conclue-se que

EQMGÇ$k) < EQMG$p3
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e en] " b" , conclue-se que

EQMGÇj3p] < EQR'IGj3K )

A contribuição maior apresentada por J. M. Prece - 1982 - 1381 , esta no fato de
explorar com mais detalhainento a comparação de Pop com Pt , cujo resultado esta
apresentado a.seguir.

3.2.6 ESTll\DADOR EM CRISTIAS x COMPONENTES PRINCIPAIS

l3K X l3CP

E possível collaparar-se estes dois estimadores, desde que se retire uma só componente
no cálculo de Pcp , ou se retire (p -- 1) , de um total de p

RESULTADO-7

a - Q(Pcp, Pk) # 0 , se Pcp for ca]cu]ado retirando-se somente ] componente de um

total de p.Neste caso , existem valores de # e de a2 de forma que
>l..ÕcP seja. pd , concluindo-se através do Teorema. de Theobald que

EQh4GÇj3k) < EQMGÇj3cp)

b - Q(Pcp, Pt) # 0 , se Pcp for calculado retirando-se (p -- 1) componentes de um
total de p.Neste caso , existem valores de P e de a2 de forma que

}-.Õ. , seja pd , concluindo-se através do Teorema de Theobald que

EQMGÇÍ3cp) < EQMGÇl3k )

Estes resulta.dos contradizem o comentário de Gunst e Mason - 1976 - j181 , onde estes
autores afirinan) que na.da. se pode dizer com relação a esta comparação via o EQh4G.
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Outros trabalhos cona o intuito de elaborar comparações entre estimadores viesados
falam realizados, alguns utilizando simulações e outros baseando-se na. distancia euclidiana
entre os estinladores. D. Trenkler e G. 'l'tenkler - 1984 -1241 , ressaltam que na presença
de multicolínearidade ,para- uma escolha. adequa.da de " m" , P.rr , tende a ser próximo
de PcP , do ponto de vista da distancia euclidiana.O mesmo ocorre com Pi; , para uma
escolha. adequada de k .Isto significa que estes estimadores são bons substitutos para
Pcp . O mesmo não ocorre para PP , o que faz com que a regressão em cristas não seja
considerada simplesmente como um processo de contrair o estimador Pme , como afirmam
alguns autores.
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3.3 - RESUMO GERAL DAS COMPARAÇOES OBTIDAS E ALGUNS COÀ4EN
TARIOS.

Tem-se 15 comparações pois

BMe\l3cPl0nL}PIT e l3p

onde Pp representa a classe dos estimadores contraídos: PP, /ió,/9€

Entre as comparações discutidas nos itens 3.1 e 3.2 obteve-se:

7 resultados conclusivos em relação a escolha do melhor estimados foram obtidos
através do EQMG , 5 destes resultados foram confirma.dos utilizando-se o EQM e os outros
2 , referentes a comparação de /7.rr x Pmç e Pp x Pt só podem ser comparados
através do EQMG.

2 outras comparações não são conclusivas,
melhorestimador elitle/3.rr x /3P e P.rl- x Pt

5 comparações não são possíveis devido a ausência de pr
[eiererlles a Onl comi Í3cpll3p\13K e PIT e l)iT com l)CP

l comparação não é comentada na. literatura; PcP com PP -No entanto , vimos no
item 3.2.3 , que P, pode ser escrito como um estimador em cristas, sendo então válido o
resultado - 7 do item 3.2.6 onde se compara Pt com Pcp

O qua.dro a seguir resume os resultados descritos

iveis entre os 6 estimadores estudadosr r S

ou seja não se pode determinar qual o] riii]

Sopriedades estatísticas, são]

as
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RESUMO GERAL DAS COMPARAÇOES.

Condição para Condição para

< EQÀ4 < EQMa

E:j-ü-,-) á' > 3-(p'P) E;-, 3i-glgE <:
( item 3.1.1 ) ( item 3.2.1 )

k < ;;::;ft;ÍJP (item 3.1.2) 0 < k < }4 ( item 3.2.2 )

#* = cl" (item 3.1.3 ) não é possível

p > P.P.F.,2t,(X'.X)-' p ' l e (l-P)'(l--P:3''P'X'XP <l

( item 3.1.4 ) ( item 3.2.3 )

p?3 e 0 <(< (,:.;+2)

e X'X=.r(item 3.1.4)(item3.2.3)

não é possível C'iC': -- C2C'{ for pd e

#'(C:X - .ry(C':C'Í - C',C:)':(C',X - .r)P < a'
( item 3.2.4 )

Q(P, a') # 0 se e:n Õcp

retira-se un)a compon.( item 3.2.6 )

Q(#,a') # 0 se em Ócp

retira-se (p -- 1) compon.( item 3.2.6 )

( , )Ài > k para no max. l valor dei

(1/)ÀÍ < k para no max. l vallor de i
( item 3.2.5 )

Métodos Melhor

Esticador

MQ x CP

MQxk

Õ,

MQxRL

MQ x p, (

#€

#.rr

p 2 3 e 0 <(1<

MQxlT

CP x k k ? ]:4 ( item 3.1.6 )

Õ,

não é possível

p e k não é possível

não é possível

83



CAPITULO-4

ANALISE DE DADOS

d 1 . TNTR onTTn A n

O conjunto de dados que será analisado, foi extraído de Bussab - 1984 - 1471 e refere-
se ao estudo da. distribuição geográfica dos médicos no estado de São Paulo, dividido em
subregiões administrativas.

Os dados foram obtidos do cadastro da DATEC - Distribuidora . Gráfica e Mala
Direta Lida. , que é uma empresa especializada em fornecer para as grandes indústrias
farmaceuticas, listas atualizadas de nomes e endereços de médicos, para visitas de propa-
gandistas.Segundo a própria empresa, cre-se que cerca de 10 por cento dos médicos em
atividade, não fazem parte de seu cadastro.

Os dados referem-se a. situação em 1980 . Algumas entre as variáveis pesquisadas
foram transfoiinadas, descrevemos a seguir cada variável e o tratamento estatístico inicial
realiza.do por Bussab - 1984 - 1471 , que originou os dados que vamos utilizar:

LOGPOP : Log do número de habitantes pol subregião administrativa. Fonte
Seade

- POPURB :índice de urbanização, que é o quociente da população urbana. pela
população total .F'tente : Censo - 1970

LEITOS : Número de leitos por 1000 habitantes, utilizado como indicador da infra-
estrutura hospitalar. Fonte : Coordenadoria de Assistencia Hospitalar - Secretaria da
Saude

MAIS50 :porcentagem da. população acima de 50 anos, que é o quociente entre a
população acima de 50 anos e o total de habitantes. Fonte : Censo-1970

INDESC : Índice de escolaridade , medido através do quociente entre os concluintes
do segundo grau e os concluintes do primeiro grau. Fonte : Secretaria da Educação - 1979

CONDHAB : Índice de habita.bilida.de ou condições de habitação, foi medido
basca.ndo-se nas seguintes variáveis:

Número de prédios com iluminação elétrica.
Núnaero de prédios com ligação de água.
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Número de prédios com ligação de esgoto.
Transformou-se estas variáveis em proporção em relação ao número de prédios exis-

tentes na sub-região. Construiu-se o índice, utilizando-se análise fatorial, adorando-se o
primeiro fator como índice, cuja. explicação corresponde a. 87 por cento da variabilida.de
total e cada conlunalida.de esta acima de 86 por cento. Os escoras fatoriais correspondem
aos índices de habitabilidade ou condições de habitação , em cada subregião, sendo os
valores positivos os indicadores de boas condições. Fonte: Censo-1970

- BENSDUR : Índice de bens duráveis, ou de desenvolvimento da região. Utilizou-se
também análise fatoríal , com um único favor, a partir da proporção de domicílios duráveis
em relação ao total de domicílios e o número de automóveis por 1000 habitantes. Os
escores positivos indicada alta proporção de bens duráveis.Fonte: Censo-1970 e boletim do
DNER.-1978

CONDECO :Índice de níveis de renda ou condições económicas. Utilizou-se me
dadas indiretas pala avaliar-se as condições económicas, como a. arrecadação do ICM e
total de depósitos bancários per capta, formando-se também un] índice correspondente ao
prinaeiro score fatorial, com uma. explicação de 75 por cento da. variação total. Fonte
Seade - 1978

MÉDICOS
habitantes.

Valia.vel dependente , que representa o número de médicos por 1000

Devido a grande variabilidade de algumas medidas descritas acima e para que as
suposições do modelo fossem satisfeitas, algumas transformações matemáticas foram neces-
sárias. Os dados en] Bussab - 1984 -1471 , a.presentados na tabela - l - ,apêndice - 6 - , já

encontram-se transformados segundo a descrição a seguir:

Xi ou LOGPOP : Log da população
X2 ou POPURB : Proporção da. população urbana.
Xa ou LEITOS : Leitos por !000 habitantes , dividido por 4.5.
X4 ou MAIS 50 :Arcoseno \,/+50anos/pop -- 1970
Xs ou INDESC :Aicoseno V/2.grau/l.grau
X6 ou CONDHAB :Escore fatorial para as condições habitacionais
X7 ou BENSDUR : Escore fatorial para bens duráveis.
X8 ou CONDECO : Encore fatorial para condições económicas
y ou MEDICIOS : Número de médicos por 1000 habitantes
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4.2 DETECÇÃO E MEDIDAS DO GRAU DE MULTICOLINEARIDADE

Conforme estudamos no capitulo um , existem alguns indicadores simples da presença
de multicolinealidade, entre eles os elementos de XtX , que são as correlações duas a duas
das variáveis independentes ,apresentadas na tabela - 2

TABELA - 2 - A MATRIZ XÍX

X6 X8

X3

X8

0,366
0,707'
0,619
0,482

0,574
0,609
0,397

0,810
0,664 0,778

Obteve-se 5 correlações acima de 70 por cento, envolvendo as variáveis

POPURB com BENSDUR : X2 e X7 = 0,713.
POPURB com CONDENO : X2 e X8 :: 0,715.
N4AIS50 com CONDHAB : X4 e XÕ :: 0,707.
BENSDUR com CONDECO : X7 e X8 = 0,778
CONDHAB cona BENSDUR : X6 e X7 = 0,810

Esta.s variáveis muito provavelmente estão envolvidas na descrição da multicolineari-
dade, contudo , pode ser que 3 ou mais variáveis estejam relacionadas linearmente, seno
que a correlação duas a duas seja próxima de l.Neste caso , a detecção é feita por outros
meios, por exemplo, através do VIF

O V.l.F FATORDEINFLAÇAO DA VARIÂNCIA

Esta é uma medida muito usada tanto na detecção como na. avaliação do grau de
multicolinearidade

}'.r.F(XJ) = l -.R?

onde .n3 : é o coeficiente de determinação obtido na regressão de .Xj sobre os denaais Xx;
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0,021 0,209  

0.109 0,477 0,408
0,151 0,460 0,470
0,370 0,636 0,462
0,350 0,713 0,373
0,536 0,715 0,321



A ta.bela -3-,mostra os resultados obtidos para cada. uma das variáveis Xi ,a2, .X8

TABELA - 3 - V.l.F.(XJ) e .R}

v. .r. .F. (xJ )

Xs
Xõ

X8

LOGPOP
POPURB
LEITOS
MAIS50
INDESC
CONDHAB
BENSDUR
CONDENO

1,8037
2,7284
1,5670
2,2738
1.9712
4,2671
5,2555
3,5920

0,4456
0,6335
0,3618
0,5602
0,4927
0,7656
0,8097
0,7216

Não existe na literatura uma regra. que estabeleça um número a partir do qual o V.l.F
seja considerado grande

É interessante portanto calcular-se R? a. partir de cada. V..r..F.(Xj) para se obter um
olha- Dle;n de av-l; rãn

Entre os valores de R? observados, obteve-se ires acima de 70 por cento, para
CONDHAB , BENSDUR e CONDENO, reafirmando o envolvimento destas variáveis na
descriçã.o da. nlulticolinearidade.

O maior valor de .R? observado foi R? = 0, 8097 , concluindo-se que deva existir uma
combinação linea.r das outras variáveis ou parte delas , que resultem em X7 : BENSDUR

Uma outra maneira eâcaz de detectar a presença de multicolinearidade é a análise dos
a.utovalores de X'X , cujos resultados estão na tabela - 4 -

TABELA 4-AUTOVALORESDE.X'X

À7

4,4863
1,2884
0,6789
0,5512
0,3782
0,2941
0,1998
0,1231

Autovalores próximos de zero são indica.dores de forte relação linear entre os regies-
sores.Usualmente considera-se Àp < 0.1 , para se caracterizar uma multicolinearidade muito
forte.Nesta análise , À8 = 0.1231 , indicando a existencia de multicolinearidade num grau
não muito elevado
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A tabela - 5 - mostra os autovetores associados a autovalores menores que 1 . A
análise desta tabela nos levará a identificar quais as variáveis envolvidas na descrição da
multicolinearidade

TABELA 5 AUTOVETORES DE XtX ASSOCIADOS A AUTOVALORES < l

['8 ]'7 ]'õ ]'s ]'4 ]'3

À8=0,1231 À7=0,1998 Àõ=0,2941 Às=0,3782 Àó=0,5512 À3=0,6789xj

I'8 esta associado ao menor autovalor ,se considerarmos .Xs z 0 ,podemos escrever

}'F. - n

( item 1.4.5) ,ou seja,

0, 1990X] + 0, 0447X2 -- 0, 1356X3 0, 0625X4 +

+0, 1412Xs + 0, 4364X6 -- 0, 7364X7 + 0, 4283X8 = 0

Os 3 inaioies coeâcientes ,da. equação acima , são aqueles relacionados a
X6 : CONDHAB
X7 : BENSDUR
X8:CONDEC10

Isto é uma indicação que exista uma mesma combinação linear que relacione estas 3
va.Fiáveis.Convém ainda lembrar que para. estas 3 encontrou-se os maiores valores do V.l.F

Através da. tabela - 5 - , nota-se que há uma tendencía de sempre os coeficientes das
3 variáveis citadas acima serem os maiores.Também merecem destaque:

X2: POPURB ,cujo coeficiente obtido através de I'Õ ,é 0,7955
X3: LEITOS ,cujo coeficiente obtido através de I'4 ,é 0,6772
X4: MAIS50 ,cujo coeficiente obtido abra.vés de I'a ,é -0,6587

E fácil ver que a existencia de autovalores próximos de zero é a maior evidencia da
presença de multicolinearidade.Como vimos no item 1.4.6 o número da condição espectral
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-0,1990 -0,1183 -0,0571 -0,5173 +0,3736 +0,2773
+0,0447 +0,2314 +0,7955 +0,2301 -0,1787 +o,oooo
0,1356 +0,0806 +0,1797 +0,1130 +0,6762 +0,3344

-0,0625 0,4574 +0,1815 -0,3703 +0,0521 0,6587
+0,1412 -0,3280 -0,0104 -0,2542 -0,5264 +0,5885
+0,4364 +0,6474 -0,3030 -0,2938 0,0077 +0,5885
-0,7364 +0,1534 -0,3412 +0,2647 -0,2374 0,0760
+0,4283 0,4082 -0,3007 +0,5555 +0,1871 0,0264



t/maxi 'X. - 6, 0369
mini ÀI

Verificou-se portanto que o maior autovalor é aproximadamente 36 vezes o menor autova-
lor, (k'

O determinante de XtX ,que pode ser calculado através do produto dos autovalores,é
pequeno se tivermos algum Àj = 0 . Neste ca.se

XtX l= 0, 0059

Além de um n)eio de detecção , o l XtX l também mede o grau de multicolinearidade,
pois \,/l XtX 1 , é a. razão entre os volumes das regiões de confiança para # no modelo
ortogonal e no modelo em que XtX # /

1: il :::Í:: l :l;l-7Úm-«,"
Conclue-se que a. região de confiança conjunta para /3 , no modelo original , portanto
com multicolinearidade, tem volunae 13 vezes maior que o volume da região obtida para o
modelo ortogonal.

Analogamente a razão entre o tamanho do intervalo de confiança para Pj isolada-
mente,nos 2 modelos é medida. através de */y.rF'f .Neste caso o maior valor relaciona-se a

'V/a - «5, 2555 - 2, 30
ou seja. , o intervalo de confiança de /37 no modelo com multicolinearidade é 2,30 vezes
maior que o mesmo intervalo no modelo ortogonal.

Para finalizar apresentaremos a matriz ll , descrita no item 1.4.7 ,onde verificaremos
a influencia. de cada Àf , no cálculo da variância de #j . O elemento aíj representa. a
proporção da variância de /3À4Q(j) , que é atiibuida a influencia de Àf

TABELA - 6 - A MATRIZ H

l 2 3 4 5 6 7 8

l
2

3
4

5

6
7

8

0,0066
0,1747
0,0628
0.1403
0.3923
0.0061
0,0388
0,1783

0,0121
0.0224
o,oooo
0,0212
0,0513
0.7887
0,0983
0,0059

0,0084
0,1495
0,1051
0,5294
0,0215
0,0700
0.0208
0,0953

0,0113
0.0222
0.2811
0.0022
0.1595
0,0493
0,4605
0,0140

0,0115
0,0324
0.2588
0.2550
0,0867
0.0002
0,2732
0,0822

0,0094
0,0015
0,0085
o,oooo
0,0535
0,0732
0.4915
0,3625

0,0079
o,oooo
0,0016
0.0195
0,0352
0,0753
0,0224
0,8381

0,0098
0,0125
0,0003
0,0177
0,2272
0.0856
0,2322
0,4148

- Os elementos da j-ésinla coluna. de r , indicam a proporção de variância de Pj , que
é atiibuida a cada autovalor À{ , i=1,2,...,p
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Logo

- Por outro lado os elementos da i-ésima linha de a , indicam a contribuiçã.o do autovalor
Xí ein cada variância de ca.da um dos estimadores #j , j=1,2,...,8

Por exemplo:
A linha 8 de a- , n8j , j=1,...,p , apresenta. a i7z4 enfia de À8 , o menor a Z.ouaZor de

XtA' , nas variâncias de /3j j=.Z,2...,8 . O maior valor apontado é

n'87 ' 0, 8381

interpretando-se que 83,81 por cento da variância de P7 deve-se a influencia de À8 , na
parcela. x.

Outros valores nlereceni destaque
78,87 por cento da variância de P2 , deve-se a influencia de À6 , pois nõ2 :: 0, 7887
52,94 por cento da. variância de Pa , deve-se a influencia de ÀI , pois a43 :: 0, 5294
49,15 por cento da. variância de P6 , deve-se a. influencia de À7 , pois a7õ := 0, 4915
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CONCLUSÃO SOBRE A CARACTERIZAÇÃO DA MULTICOLINEARIDADE

NESTECONJUNTO DEDADOS

As variáveis X6 - CONDHAB,X7 -BENSDUR e X8 - CONDECO são as mais im.por-
tantes na. descrição da multicolinearidade . Provavelmente, existe uma única relação linear
que elavolve esta.s Eles variáveis, que pode ser aproximada pelos naaiores coeficientes
de I'a

0 , 4364X6 0.7364X7 + 0.4283X8 = 0

Entretanto não se pode negligenciar outras influências menores como a possível relação
existente entre as variáveis:

MAIS50 e CONDHAB,cujo coeficiente de correlação linear obtido foi de 0,707
POPURB e CONDECO , com coeficiente de correlação linear igual a 0,715.

De maneira geral, verificou-se que existe a multicolinearidade neste conjunto de dados
num grau não muito elevado, porem o suficiente para afetar a estimação de /i . . Estes
efeitos ainda aparecerão ao se comparar os resultados obtidos pelo método de mínimos
quadrados cona aqueles obtidos pelos demais métodos estudados no capitulo 2, assunto
que passmemos a discutir.
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4.3 COMPARAÇOES ENTRE AS ESTIMATIVAS OBTIDAS

4.3.1 DESCR]ÇAO DAS ESTIMATIVAS E COMPARAÇOES PRELIMINARES

Uma das maneiras imediatas de se verificar o desempenho dos métodos estudados , é
colnpará-los com o resultado obtido através da técnica de mínimos quadrados que sabemos
super-estimar os parâmetros e suas variâncias,quando XtX é quase singular

A tabela - 7 - apresenta os valores obtidos na estimação de P e t;ar(#i) , i=1,...,8

TABELA 7 ESTIMATIVAS DE # E RESPECTIVAS VARIÂNCIAS

MIN QUAD COMP PRINC CRISTAS RLATENT CONTR INTERA

#

Õ.
/j2

Ps

#8

Õ -«Í3i l3 ua.l3i Í3 ««l3i B «a«l3i Í3 «a,Í3i IS

0.6991
0,3414
0.7849
0,1269
0,4824

8390
0.7853
0,2185

0,0727
o,1100
0.0631
0,0916
0,0794
0,1720
0.2118
0,1448

0,4169
0,5420
0,7007

2426
0,4072
0,0392
0,1358
0,3838

0,0569
0,0985
0,0558
0,0481
0,0512
0,0252
0,0296
0,0512

0,4753
0,3293
0,5623
0,0324
0,4203

2487
0,4036
0,3227

0,0314
0,0374
0,0313
0,0343
0,0333
0,0374
0,0359
0,0365

0,5943
0,2901
0.6674
0,1088
0,4094
.7134

0.6673
0,1857

0,4430
0,7051
0,0284
0,1672
-,3240
,1423
,1676

0,2605

PR.OCEDlh4ENTOSUTILIZADOS

Para. se calcular Pcp , retirou-se 2 componentes , permanecendo 95,96 por cento da
\rn'';np;.. +,.+,l

wq5uv u v uux

Para se calculam Px; , determinou-se k = 0, 22 , através do gráfico da crista. Utilizamos
na construção do gráfico , valores de k a partir de 0,01 até 0,35 com intervalos de 0,01
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0.2109 0.0597 0.6439
0.3335 0.1093 0.3143
0.3790 0.0571 0.7230
.0595 0.0903 0,1179

0.5176 0.0729 0.4435
1.8242 0.1097 ,7728

-,4584 0,0343 0.7228
0.7313 0.0848 0.2012



R.etirou-se uma componente, pa.ra procedermos esta eliminação, baseou-se em

Too l< 0, 1

e

coo < 0, 3

Com isto permaneceu 98,82 por cento da variação total.Utilizou-se também,a aproximação

«-(Pxl) = «-(Pcp)

sendo que retirou-se somente uma componente para. o cálculo de z;aT'(/icp)

$e e P.

a - Detenninou-se ( en] Pe de maneira a satisfazer as hipóteses do resultado 4,
da. seção 3.2 do cap. 3 , garantindo desta forma que

nQMGÇj3e) < EQMGÇ13MQ)

Calculou-se ( como sendo o ponto médio do intervalo (0, 2(p-- 2)/(n -- p+ 2)) obtendo

( = 0, 143 para n=48 e p=8.
se

a( = (1 - (ls'(pâ4epÀ4ç)''pmç = 0, 9208PÀ/e

com s2 = SQ.Bale = 1, 5726 , obtido no n)odeio com intercepta e X padronizada.

b - Determinou-se p em PP , supondo que uma redução de 15 por cento em
PÀ4Q fosse suficiente para eliminar os efeitos da. multicolinearidade.Este valor foi determi-
nado subjetivamente , baseando-se no grau não muito elevado de multicolinearidade.Desta
forma:

l3p ' $bPK4Q

#.rr

Para. o cálculo de P.rr utilizou-se a = 0.0625 , que é o ponto médio do intervalo
(0, ] ) e m= 20 .A escolha de m baseou-se num procedimento análogo ao da análise

do traço da crista , isto é ., calculou-se P.rr para diversos valores de m, e escolheu-se aquele
em que os elementos de P.rr começaram a estabilizar-se
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As inversões de sinais obtidas entre algumas estimativas de um mesmo #(f) , também
são um sintoma da. presença de multicolinearidade, como vimos no item 1.3.2

Verifica-se também uma redução significativa nos diversos valores de P e var P se
comparados aos valores obtidos pelo método de mínimos quadrados. Expressou-se esta
redução eln ternaos percentuais da seguinte maneira

l PWe 1 -- 1 Pi l,i00
P«.ç l

e

oarPwQ -- uarPi=100
uarOMQ

cujos valores estão descritos na tabela - 8

TABELA 8 -PORCENTAGEÀ4 DE REDUÇÃO NAS ESTIMATIVAS DE P e uarj3

Reduçã.o na. vAR Redução em P

# 6CP l3K DKL Pcp P.

8

8

8
8

8
8

8

8

Õ,

15
15
15
15
15
15
15
15

/3.rr

/ja

#8

22
10

12
47
36
85
86
65

57
66
50
63
58
78
83
75

19

0,6
10
l
8

36
83
41

40
-59
11
.91
16

95
83

-76

32
4
28
74
13
70
49
-48

70
2

52
53
-7
-117
42
-235

37
-107
96
32

33

83
79

19

Os estimadores em cristas e os contraídos , Pt,PP'PC ' apresentaram os resultados
mais satisfatórios do ponto de vista de redução nas estimativas de /3 e var /i .Enl alguns
ca.sos houve um a.ulnento do valor calculado, representado na tabela. acima pelos sinais
negativos.

E interessante notar que as maiores porcentagens de redução sã.o referentes a /36 , P7
e ê8 , que sao os coeâcientes de .XÕ,.X7,X8 ) ('oNDHAB , BENSDUR E, CONDE('0,
detectadas no item anterior como as principais variáveis responsáveis pela existencia de
multicolinearidade
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Conaparações entre os estima.dores, baseando-se no EQM e no EQMG , dependem de
condições sobre os parâmetros, mais especificamente , ptP e a2

Utilizaremos como estimados de a2 , o QlvIE , quadra.do médio residual , obtido no
método de mínimos quadrados:

õ,2 Q.A4EmQ = 0, 0403

Discutiremos regiões para ptP , de maneira que obtenhamos os resultados desejados.
Convém no entanto aplesentaiinos as diversas estinaativas de #t/i ,obtidas através dos 5
métodos estudados.

TABELA 9 - ESTIMATIVAS DE /j'#

Método Valor estimado de pt#

MIN QUAD
COÀ4P PRINC
CRISTAS
RLATENT
CONTRAÍDO
INTERAT

2.8388
1.3505
1,0530
4,6434
2,4069
0,9434

As estimativas obtidas são muito diferentes entre si, contudo pode-se inferir que ptP
não é muito grande, podemos aceitar que 1 < ptP < 5 . Esta. informação é suficiente para
am.liariiaos os resultados subsequentes.
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4.4 COMPARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES BASEANDO-SE NO EQX4

Todos os resultados utilizados nesta. descriçã.o esta.o apresentados no capitulo 3

l3CP x BMQ

Para afirmamos que .EQM(#cp) < .EQM(PWQ) devemos verifica: se

8

p'P
a2J='

(Resultado 1, item 3.1.1 )

Este resultado pode ser escrito como

,', « .' {Ê *â }
''' « ', .,.;{ th. * üh}

p'P < o, 5291

Tendo en] vista as estimativas de ptP apresentadas na tabela - 9 - , parece-nos que o
estima.dor obtido pelo método de componentes principais não se apresenta melhor que o
de mínimos quadrados para este conjunto de dados.

Se calculásseinos Pcp retirando-se 5 componentes , obter-se-ia. 81 por cento da. variação
total e a condição acima seria dada por

equivalente a
p'P < o, 8100

Mlesmo neste caso seria. diãcil concordar que o resultado é favorável a Pcp
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l3t: x l3MQ

Vimos que se obtem .EQ.A4(/3i) < E(2M(PWQ) se

2a'
k <

m-j(I'l#y

( Resultado 2 , item 3.1.2 )

No nosso exemplo utilizou-se k=0,22, para calcular-se Pk .Supondo que foi uma boa
escolha para k , podemos escrever:

max(I'lP): < Õ"' -' , (i'SPy < 0,1832

As estimativa.s obtidas para maxi(I''P)2 , utilizando-se /iÀ4Q e Dcp são

m?x(I'$PÀ4 y - 1,0601

max(I'$Popy = 0, 56257 '

O que nos leva a crer que «esta situação ,.EQM(/3mQ) < .EQM(Pk)

Supondo agora. que max.Í(I'tP)2 = 0, 5600 , qwaZ será o uaZor de k adegwado de maneira

u. obter-se EQX4ÇI)t:) < EQMÇl3MQ) ?

k<Õa' X:<0,0720

Calculou-se /it-o,07 ,o estimador obtido esta. na. tabela lO

TABELA - 10 - PX; para k=0,07

Ó; Õ. Õ. Õ,

/ji; 0,5874 0,3445 0,6845 0,0653
0,6991 0,3414 0,7849 0,1269

0,4648
0,4824

-0,5310 0,5605
0,8390 0,7853

0,2950
0,2185
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l3p x l3h4Q

Pa:a termos -EQÃ/(P,) < .EQ.A4'(/3À/ç) , deven.os ter:

, » l ,:lf :==$Tn, }
( R.esultado 4 , itella 3.1.4 )

Como tr(a:(X'X)'') = }::.. uar(PmQO)) = 0, 9454 obtenl-se

, »{g=H}
Fixando-se #'/i = 1, 5 , o que é razoável segundo as estimativas obtida.s na. tabela
tem-se

p > +i-;igi'g;;; :+ p > 0,2268

O que nos leva a. concluir que Pp é uin estimador mais preciso que PÀíe , para- este conjunto
de da.dos
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Onl x l3MQ

Vimos no item 3.1.3, que /iW(2 , é essencialmente domina.do pelo autovetor associado
a.o menor autovalor de XtX , I'P ,e que PXZ, , é essencialmente dominado por vetores que
são ortogonais a I'P

Descreveu-se também a única situação em que se tem .EQÀ4(ÓwQ) < .EQM(Pxz,)

cona " c "= um escala.i e #* e I': , deânidos no item 3.1.3.
Neste conjunto de dados a reilução esperada nas estimativas obtidas utilizando-se

PXt , ein relação as superestimativas de #mQ , não foram muito satisfatórias.Uma possível
justiâcativa é estarmos diante da situação descrita acima , #* = cl'; , o que também não
foi possível detectar-se.

Verificou-se ainda que Tg = 1'P , resultado 4 , item 3.1.3 , podemos dizer que:
T v /'-.../ . 1 1 '

A tabela ll , apresenta os elementos dos dois autovetores , para que o leitor possa
fazer a. sua. coni])citação:

P* = .i' +P

P

TABELA 11- T8 e I'P

'rg I'p

0,2615
0,0047
0,2176
0.0998
0,0189

-0.5282
0,6606
-0.2748

-0,1992
0,0447
.0,1356
-0,0625
0,1419
0,4364
0,7364

0,4283
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l3cp x l3k

Para termos .EQ]W(Pk) < .EC?M(Pcp) de«mos ter

( Resultado 6 , item 3.1.6 )

Nesta análise , considerando-se k=0,22 , determinado através do traço da crista,obtem

p'P 2 Õ:'ãã :+ p'P ? o, i832

se
2

Podemos inferir que /it , é melhor que Pcp , já que as estimativas para Pt/i , obtidas na
tabela 9 , não contradizem) a condição

Entretanto calculou-se qual seria o valor de k adequado para obter-se a nlesina con
clusão acima se tivésseilaos #t/3 < 5 , obteve-se

k 2 0, 00806

O que reafirma a. conclusão anterior já que se utilizou k = 0,22
A tabela 12 , resume os resultados obtidos até o presente momento, portanto somente

baseando-se no EQM

TABELA - 12 RESULTADOS DAS COMPARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES
UTILIZANDO-SE o nQM

ESTIMADORES MELHOR nnNnTnAn

$CP x l3MQ Pcp Se ptP < 0, 5291

0K x l3MQ Px;

Õ,

Se k < 0, 07 e maxi(I'$Py = 0, 56
Se k = 0, 22 e max.j(I'}/i)2 < 0, 1832

$. x l3h4Q Se p = 0, 2268 e #tP > 1, 5
ou se p > 0, 2268 e ptP = 1, 5

Í3CP X BK Para k=0,22 se /3tP > 0, 1832
Para ptP < 5 se k 2 0, 0806
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4.5 COMPARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES ATRAVES DO EQMG

Vimos no capitulo 3 que é possível determinar-se condições para a2 e /it/3 , de
maneira que alguns dos estimadores viesados estudados tenham menor nQMC , erro
qua.drático médio generalizado , que o estimador de mínimos quadrados.

Mesmo utilizando-se este outro parâmetro de comparação, continua-se dependendo de
condições sobre # e az

Em alguns casos esta. comparação não é possível , por exemplo , comparar-se Pcp
com PA se o número de componentes retiradas ein PcP for diferente de l ou de
(p - 1) ,( resulta(lo 7 - item 3.2.6 )

Contudo é cona,eniente ilustrarmos os resultados obtidos.

l3CP x l3MQ

Para se obter .EO-A4G(/9cp) < .EQMG(PÀÍQ) , deve-se verificar se

.7 ::P -- r

onde .XP-, = ... = .À,, z 0

( resultado 1 , item 3.2.1 )

obteve-se ;
8

E
J-7

Àj(I'}/j)2 < 0,0403

Neste caso fica difícil isolar-se /3 ou ptP , deixando a condição na forma a.cima
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l3MQ x l3k

Para obter-se .EQMG(/ik) < .EQ]WG(PmQ) , basta verificar se

O< k <
2a2

resulta.do -2 - , item 3.2.2

Supondo que ptP < 5 obtem-se

O < k < 2(g=;!91) ::> O < k < o, oi6i

No inicio desta análise fixou-se k=0,22 ,substituindo-se este valor na condição acima ,
obtem-se Pk com menor erro quadrático médio que Pme se

p'P < o, 3664

li. x l3MQ

Da mesma forma. que na. comparação de /3cp
Pt/J neste caso veriâcou-se que se:

com #mQ , não foi possível isolar-se

#:x'xP < (1-py(i-p')'' ' o,se

tem -se EQMG(/3,) < EC?MG(/3mc2) para p = 0, 85 ( Resultado 3 , item 3.2.3 )

l3e x l3MQ

Nesta análise P( já foi calculado segundo as exigencias do resultado 4 do item 3.2.3 ,
de maneira a ga:anuir-se qu' .EC?MG(/3€) < .EQMG(PmQ)
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l)iT x l3MQ

Para obtermos .EQ.A4G(P.rr) < .EQmc(/iÀ/e) , devemos determinar o menor
que satisfaça.a.equação

(1 - aÀ,)"+' <
.L
kÀI

sob a hipótese de que ptP < ka2

( Resultado 5 , item 3.2.4 )

Utilizou-se

l3'$ < 5
a =0,0625 queéo pontomédio do intervalo (0, 1 )

Àp = 0, 1231
À] = 4,4863

obtendo-se a.equa.çã.o

(1 --(0, 00625)(0, 1231))"+i < 0,0018

E determinou-se nz = 818
Clom estes parâmetros a = 0,0625 e m = 818 , calculou-se P.rr

0,4106
1,7265
0.3048
0,5064
0,5134
0,5817

-0, 9597
0,3116

l3iT '

O estiilla.dor P.ra" converge para. #ÀÍQ , ( item 2.5.2 ) , o que não foi possível ser detectado
nesta análise paga este conjunto de dados. Calculou-se /3.rr para valores de n] variando de
l até 1200 , ve]'ificando-se sua distancia euclidiana en] relação ao estiinador de ininimos
quadrados,obtendo-se para os valores mais altos de "m" uma distancia que oscilava em
torno de 2.42
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COMPARAÇOES ENTRE OS ESTIMADORES VIESADOS

P. x 0k

O resulatado 6 no item 3.2.5 , afirma que

, - 'Q"''Ú0 « "QM'@D " (5') * » *: «'" - «;":". «« -:"- '. :

» - "Q"''ÜJ « "QW'ÜO « (5') *. '::: *. -«' - «,;*:"', -« --.; -. :

Existem 2 valores de " i" , para os quais a condição ( a. ) esta satisfeita. E 6 para a
condição ( b ) ,os resultados estão descritos na tabela 13 . Conclue-se portanto que este
critério não pode ser usado neste conjunto de dados

TABELA 13 RESULTADSO USADOS NA COMPARAÇÃO DE /3p COM Pk

5') *:
4,4863
1,2884
0,6789
0,5512
0,3782
0,2944
0,1998
0,1231

0,7917
0,2274
0,1198
0.0973
0,0667
0,0520
0,0353
0,0217
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l3CP X l3K

Vimos no resultado 7 do item 3.2.6 que existem alguns valores dos parâmetros para os
quais ora um estimador ora. outro pode ser considerado melhor .Contudo não esta explicita
qual a exigencia sobre # e o' pala. se obter o resultado desejado.

RESUMO DOS RESULTADOS OBTIDOS ATRAVES DO nQMC

A tabela 14 , resume os resultados obtidos para a comparação dos estimadores através
doEQMG

TABELA 14 COMPARAÇÃO ENTRE os ESTIMADORES ATRAVÉS DO nQMC

COMPARAÇÃO MELHOR

#CP

CONDIÇÃO

$h4Q x l3cp Se >ll:;., ,x.j(r'$py < o, 0403

$MQ x l3k Õ. Para k = 0, 22 se ptP < 0, 3664
Para ptP < 5 se 0 < k < 0, 0161

l)Me x l3p Ó,

P€

se /3tX'X/i < 0, 50 para p = 0, 85

l3MQ x l3e se 0 < ( < 2(p -- 2)(n p + 2)':

BiT x Í3CP Pm-a. o' = 0, 0625 e m = 818 se pt# < 5
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5-CONCLUSÃO

vimos que a. utilizaçã.o dos 6 n)étodos estuda.dos para. a estimaçã.o dos parâmetros num
modelo de regressa.o linear múltipla, são provenientes de interpretações diversas en] tela.ção
ao tra.Lamento dos efeit.os da multicolinearidade. Alguns destes métodos sã.o específicos
para regressa.o, ei)quanto que outros , por exemplo a. aná.pise de Cristas e o método de
componentes principais são técnica.s mais gerais e podem ser utilizadas em outros contextos.

Enlboia provenientes de concepções diferentes, constatou-se que existe un)a expressão
geral através da qual se descreve os diferentes estimadores estudados, PP, PcP, #ÀÍQ e /ik
Esta expressa.o é da.da por

onde:
cj :: I'íXty , é um escalal-

aj é um favor de pondelaçã.o que diferencia #P,#cp,PÀ4e e Pt

rj ,j ,p ,são os a.utovetores de XtX
l Gunst e Mason - 1977

Os 4 estimadores são obtidos da. seguinte maneira

Pj\4Q para aj ,j-i,...,p

/icp para a.j
pala .7 < r + l ,
para j =r+l ,. . . ,p

Pt pala aj =(Àj + k)'' , j=1,...,p

PP pala a.f {- , o $ p < 1 , j=i,...,p

Ou seja:estes estinladores podem ser expressos como combinação linear dos a.utovetores

De coima. análoga. PXt pode ser escrito como combinação linear dos autovetores de
(rxy(}'X) retirando-se seu primeiro elemento

XÍ..Xde

ê".

onde

, autovetoi de (rxy(rx) , sem o primeiro elemento Toj
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.c - qToj Ài '
EI'.. Tã, À- '

( item 2.3.3 )

,? = El:;:.(V, - p'y

E a.inda vin)os que

onde
.fJ e To são os mesmos deâllidos acima

( item 2.3.3 )

Com relação ao conjunto de da.dos analisado , embora nâo tenha sido completamente
satisfa.todo no sentido de se obter uma multicolinearidade de grau muito forte, foi de
extrema utilidade para ilustrar os resultados apresentados bem colho verificar a facilidade
de cálculo das diversas estimativa.s devido a similaridade das expressões acima.

Toda a análise de dados foi obtida. utilizando-se a linguagem FORTRAN , com o
auxilio de rotinas do IMSL, processa.das no conaputador Burroughs 6900, do CCE - Centro
de Computação Eletrõnica USP

Outro aspecto que merece destaque na pesquisa que envolveu este trabalho , é a
redescoberta. da interpretação origina! do método de Analise de Cristas,(item 2.2.1 e 2.2.2,
capitulo 2 ) , que pernaitiu verificarmos que a constante k em PI = (X'X + k/)'iX'y ,

não consiste nuns simples acrescimo na diagonal de À'tX no intuito de reduzir-se os efeitos
da singularidade.

Embora quase nada pode ser efetivamente feito utilizando-se Pat , sua inclusão neste
traballlo âcou por conta de sua. rica. interpretação geométrica,(item) 2.3.2,capitulo 2), que
entre outras coisas possibilitou a separação da multicolinearidade preditiva e naulticoli-
neaiida.de não pieditiva , ( definidas no item 2.3.1 )

A ausencia de propriedades estatísticas que envolva PXZ, é un] convite para a ela-
bora.çã.o de futuras pesquisas.

Finalizo cona o desejo de compartilham cona o leitor um sentimento de satisfaça.o e
gratidâ.o diante da rica experiencia que o desenvolver deste trabalho me proporcionou ,
tant.o no âmbito da pesquisa cientiâca, beba como no relacionamento que pude desenvolver
cona t.odor aqueles que prontamente se envolveram no desenvolvimento e conclusão desta
d;cçp t n r3n
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APENDICE-l

A À4ULTICOLINEARIDADE E UM PROBLEh4A ?

A multicolinealidade na maioria das vezes é uin problema, excetuando-se os casos en]
que exista uma transforma.çã.o linear dos parâmetros, que seja. inteipretáx'el e de interesse
pa-ra o pesquisador.

Além dist.o esta. transformação deveria. ser exatamente a.quela que ortogonaliza a ma-
t.riz Xl

Z-XF
onde

I' : é a naatriz cujas colunas sã.o os autovetores normalizados de X'.X
Dest.a. forma tem-se I'tl' :: .r e consequentemente:

z'z F)(xl'y
com

zX : é a matriz diagonal cujos elementos são os a.utovalores de X'X

Assim , a.s coluna.s de Z fotnaain un] novo conjunto de varia.veia pieditoras , ortogonais,
definindo o novo modelo:

y =oZ +c

c01n

Esta tiansformaçã.o linear é bastante explorada no item 2.1 , no capitulo 2, como um
artifício pa.ra- melhor entendeinaos as implicações provenientes da presença da nlulticoli-
near] cl a.de

F'#0'
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APENDICE-2

MULTICOLINEARIDADE INDUZIDA POR. OUTLIER

Pala ilustra.r conho un] outlier pode induzir a multicolinearida.de , van]os considerei
no modelo }'' = X# + c , descrito ati'avés de 2 va.riá.vais preditoras , sendo X descrita. poi

l .Xil X12

l .X21 X22

X.2

Suponha que Xl] e
Xl] =@ e X12

sã.o a.ibitrariaialente grandes:
, cona c > 0 .Normalizando-se a.s colunas de X, obtein-se

k2

k2

c01n

n

X;: = .#2+ }'XFi ...e...k2 + c2é2
{-2

Desta forma tem-se pala. i=2,...,n

.lim Xij --} l e .l!=.,x:j -.-, o
Concluindo-se que para ?7 > 0 , arbitrariamente pequeno, existe é*

Pala todo @ > Ó* tem-se
X] -- X2 = 15

ó l $ x/ã,z

tal que

Que é nulas das foinlas de se descrever a nlultícolinearidade, apresentada no capitulo l
item l.l.
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APENDICE-3

A DEC:0h4POSIÇA0 ESPECTR.AL DE UMA MATRIZ Amar
OU DECOÀ4POSIÇAO EÀ4 VALORES SINGULARES

Unia. matriz arbitrária. A , de dimensão ?zzp , pode ser escrita da seguinte maneira

.4= USV'

onde

U , naatriz n.a;r e y , nia.triz pzr sã.o ortogonais.
S , matriz r#l' , é diagonal de elementos nâ.o negativos

No modelo de regressão linear , a. decomposição de X , é muito conveniente pois ao
expressanuos os estima.dotes de miniinos qua.doados é fácil ver os ternos inflaciona.dos pela
presença de a.utovaloies próxinaos de zero .Se n. 2 p e r $ p obtenl-se

X -.H.DI''

onde
H : é n=p , tal que suas colunas são os a.utovetores nor11aahzados de XXt , associados

aos p a.utovaloles diferentes de zero .Portanto .#t.H = .r .Convém ressaltar que estes
p autovalores sâ.o os ]lieslilos de Xt.X

[' : é ?)zp , ta.] que suas co]unas sã.o os a.utovetores norma]izados de XtX , associa.dos
aos ]) autovalores diferentes de zero : I'tl' :: /

D : é unia matriz diagonal pzp , cujos elementos sâ.o as raizes quadradas dos auto
valores de X'X , diferentes de zero, chan)a.dos de UH.LO.R.FS S/.NGt/Z.,4.R.ES l).E X

Eill alguns ca.sos denota-se D por A1/2 , onde zS. , é a nla.triz diagonal dos a.utovaloies
de X'.X

( J. h4andel - 1982 - l 9 l )
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APENDICE-4

INVER.SA GENER.ALIZADA DE Uh4A MATRIZ

Considere
A : unia ma.triz pzp , de posto r , r 5; /)

- Z : tal que Z'Z = .4
I' : nlatliz p#p , cujas colunas são os autovetores normalizados de Z
zX : inatiiz pzp , diagonal, cujos elementos são os autovalores de Z

Se A tem posto completo , r = p , então

.4'] = 1'zS-ll''

o1lde ,4'l , é a inversa , usual de A

Se A tona post.o r , I' < p , (p r) elementos de A são zero

- Se A é qua.se silagular , p-r elementos de zX são próximos de zero, e pode-se subdividir
Z\ e I' ein duas partes:

I' : I',-,)
com I'r de dilalensâ.o pz7' , e I'P-, de dinlensâo pz(p -- r)

'-(â'
cona Z\,.: de diineiisão rzv' e zX,-, : de dimensão (p -- r)=(p -- r)

.4 /Ny.ERS.4 G.E.N.ER.,4Z.rZ.4.0.A .D.F .,4 ,é dada po!

.,41 a.í'i'l.
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AINvERSA GENERALIZADA DE.X'íX

(x'x)': - ra':r' - >1: .x;'r,r';

se (X'X) tem posto completo
Se X'X , é quase singular , não podemos calcular (X'X)'' . Para deâr sua invei'sa

gelleializa.da , considere as matrizes

A* = .Ã ,fa.lendo-se iguais a. zero ,os elementos que sã.o pr(5ximos de zero.

I'/ -,- , é a matriz I' , excluindo-se as colunas que são os autovetores associad
utovaloies próximos de zero

Tem-se

P

]J

os a.os
r a

p r

(x'x);f - r,-,-A=,rl,-, - >ll: ,x;'r'jr}
J-]

A INVERSA GENERALIZADA E 0 ESTIMADOR. Pcp

Muitos autores utilizada a noção de inversa generalizada. para a apresenta.çã.o de /3cp

pcp = (x'x):'x'r = i',-,.a;],i'l,.,x:r
Esta tambéll] é unia forllla conveniente para. veriâcar-se que Pcp , é unia trans-

folnlaçã.o linear de #À/Q , basta. substituir Xty por XtX/3mQ

l3cp -- \Vp rÍ)MQ

'.m T4Ç-,- - r',-,aP,rl,-,x'x
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APENDICE-5

N4ATR.IZES N.N.D NAO NEGATIVAS DEFINIDA

Un)a fornaa quadiá.teca é dita POSITIVA DEFINIDA se

Xt.4X > 0 para todo X # 0 . A matriz A associada a. forma quadra.rica é tal que
,'!' = .4 , e é dita scr unia matriz POSITIVA DEFINIDA-PD.

Unia. ronda qua.drá.rica é dita. ser POSITIVA SEMI DEFINIDA se

X',4X 2 0 pala todo X e X'.AX = 0 para ALGUM X # 0 , e a matriz A é dita sei
POSITIVA SEh41DEFINIDA PSD.

As d.Kas classes de 'm,u.tri,zes , PD e PSD , são dita,s NA O NEGATIVAS DEFINIDA
N Nl}

Ouvia.s definições apareceria na literatura, neste tra.balão , utilizou-se a de Shaà'le R.
Sealle - 1982 l39 1 , pág. 77 . No entanto é universal o fa.to de ter-se A uma inatiiz
simétrica, pois as foinlas quadra.tecas sempre podem ser expressas por matrizes sinletticas.
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APENDICE 6

DADOS UTILIZADOS PAR.A A ANÁLISE DO CAPÍTULO 4

loTADO OtSAOPAUtO

LISTAGEM DAS VARIÁVEIS TRANSFOPMADAS

xt

X4

lo9 da Pc9ulaçào
proporç io de p02ulõçlo urbpnõ
pita por l CÇÇ hiDi:antes/ 4.5
arco nno V {iopu.aç5o com mniõ de SO õnm
/ poÕ.de1970)

xs
X6
X7
X8
Y

Bra) Bno \rtmatrículu no 2o graufme:rfcui no 19 gt«i
8scon fetorial para n conaiç: s haoitactonail
88con fatoriõl para o$ 1nns dur v/ i8
escoa t8torial 03r8 cond.leão económica
nade rnódlca por 1 000 haDitantn
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  Subrevilo DBS *, 1 -; i -, ! '- ! ,; l -' X7  

 

54c SebaBtilo 1 2
Vd4 do RiHlrB 1 3

SJ.da C+.npn l 4
1 6

6uiBrninçuetó l 6
SoraceU l 7

1 8
Itapetinínçe l 9
C.p& Ba"-to l IO
It.p+w l . llAvBd 1 12

l i3

Cntplrua l 14
Plr=h+F- 1 15
LlmUra 1 16
RlaClaro 1 17
S.J. Bw Viste 1 18

l iS
1 20

Bradar\çõ P&uiisu l 21
Rlbelr#o Pato 1 22

1 23
1 24

SJ. Ewrõ 1 2S
1 26

J&oticõbd 1 27
ArKaau8rB 1 28

l u
1 31

SJ.Rio Preto 1 33
C4unduw 1 34
Votvporlnlü l 35
Fernendópolts 1 36

1 37

A«ç,nb l 30
Andradinõ 1 39
Prn. Pwdonte l 40
Prn. VennsiBU 1 41
DTBCBne 1 42
AdõmmunB 1 43
Owddo Cmz 1 +4

h4erRiÕ 1 4S
An 1 46
Oudntu 1 47
Tupí l m

5.g7329
4 8tS83
5.t4537

5.607D
b.41086
6.485S0
6.?4461
4.98237
5.054S9
4.969tH
3.25652
5.05?89
5.037e8

&07406
ã..}0071
5.48017
3.07491
5.09417
5.1
5.51785
520Q14

S.68496
b.26294
4.92094
4.89372
5.Q14n
5.30194
5J3474
b.13043

5.46496
4.g5088
5.C65S4

5.57793
5.ie092
4.98698
4.96738
5.1m+6

5.52704
5.39862

5.41296
S.21348
4.90301
4.85387
4.62425

532682
5.19185
5.27859
4.89313

: 3 :s! l :::! ? l :;n: .?Ê= .?::1-ti:= 1 : :
0.34sc03 l 0.75õae l 0.334s21 l c.autua l 8 l -2.4t7s l --1.24z4 l 0.3üein

0.7õ2.w i 0.7«.2 l 0.32H79 l a.3""1 i o.u'2 l o.a'7 l l.S"' l :.o:y?::;? : ::; : l :::: l :::í;= 1 -E:=í l : ;l ]:i= i ::T=:
Õ.7.i.a l 0.99''õ l o.«o, l 0.3"5" l o.'-25 l -'.';:' l -0.7787 l e.s9"'

:Ê:i?!: gz; ::: g: ?; ::: g:1l ::sl::zi
o.s=ba9$ 1 o.wa7ai i 0.3õsls9 l 0.420700 l o-0651 l i.61e8 l .«9g l Qõ?330

::Z l ::ÍI : :; :::am -,::;; :ÍI l j ::l$$
::: ?; ?;l: g::ã; :: :l aa::= "::;=1::: ::
0.763zie l 0.9i237 l o.x3712 l 0.40õss5 l t.o049 l l. IS l 22a3s l l.nsn

Ê:!$g Ê;g ;.g;: :.;;: ;:;: !g :;g D.C==16

0.7s7719 l 0.8n2i l 0.3s1377 l o.Soz307 l i.07s6 l l.0427 l 0.8060 l l.s77õo

:: ; :::i :: ::!; ::: IJ:ã;;; :; ::!
oess326 l om740 l 0.3]«se l 0.331ns l 0.3990 l o.1022 l e.5i4z l o.só-!e6
i).;lnU l 0920ii l o.a,a73s l o.«uia i -o.sow l -o.o'u l -o.on5 .l o-gn71
ó...;;,i ! ,.'.,,. l ..:,':,, l ..'?11': l ?-::t: l !.:= 1 :-=:: 1 :':"::
lllã il:lã ÉãÊ ã:l:l! :: ? ::; D.B3684::;: l ::;=1 :KI :;à i ;: l ;.&;;l i: l i;

l.H531i; ÊI l:u l ll l:l:: l::i l; 111111:l.H531

ãliãl Êlãü :l:: : : :::: ::: l 0.S390D
Q.5Ó405

'',,,., 1 ..;« 1 ou«n l ..«.« l -.«ú i -.nxl -.-«a l .«'

::=i::l ::i iii: :ii : ===1=:i:= o-n!?:

0.]t55t

;;;;; ;g ;;;; ;= ];= ;ã 3;;; =.=;;;
Q.3670a

0.4flõos4 l 0.97518 l 0.32i264 l 0.414eos l -0.Bisa l --a.3ss9 l --0.27za l 0.73764
0.469170 l s.i32« l 0.327457 l 0.43a057 l -.0.9ma l --o.oz96 l --o-0299 l o.n400
0.407755 l 0.37iao l 0.38777s l 0.387252 l -o.õ380 l -o.ooii l -0-4css i o.õ i3
o.s7alsa l l.s08üo l 0.34S16i l 0.41875õ l 0.3995 l o.t227 l --o.i75z 1 1.1%78
0.520477 l 0.80435 l 0.342e15 l 0.43z716 l 0.2i45 l -.0.2373 l --0.3706 l 09';!07
o.s.022i l 0.93m2 l o. 3«, l ..@.« l o.sws l -..32"l -o.":' l o""c
o.s80204 l s.osm7 l o.wõ761 l 0.4a2
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