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Resumo

Nós apresentamos um modelo pala o bilhar aleatório em domínios gerais com injeção

e absorção de partículas, obtemos a medida invariante para este processo e aplicamos este

resultado para derivar resultados para o caso particular de reflexão cosseno com regiões

de pura absorção e injeção de partículas.

Key words: Processos Estocásticos: Passeios Aleatórios, Bilhares aleatórios, Regime dc

Knudsen.
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Abstract

We present a model for random billiards in general domains with injection and absorp-

tion of particles. We obtain an explicit expresion the stationary measure for this process

and apply this expression to derive results for the particular ctlse of cabine reflection law

in the case when the domain has regions of pure absorption/injection.

Key words: Stochastic Process, Random Walk, Random Billiard, Knudsen Regime
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l Introdução

Considere processos que têm a seguinte característica: uma partícula se move com velo-

cidade constante dentro de uni domínio D C R't até mudar sua direção segundo uma lei

de reflexão ' ao encontrar a fronteira do domínio ÕZ).

A motivação física para est.e estudo é o entendimento do movimento desenvolvido

por uma partícula ein urn meio poroso a uni nível microscópico. Dentro de uni póro

uma quantidade muito pequena de moléculas trafega de forma que as int.orações ent.re

ntoléculas sejam negligenciáveis j19, 61, este é o chamado regime de Knudsen para a

dinâmica gasosa. Eni j14, 151, obtém-sc evidências dc que devido à inicrocstrutura das

paredes dos póros, o processo físico permanece um tempo aleatório preso na parede do

pólo c retorna ao doiiiínio comi lei dc reflexão independente do ângulo de incidência da

partícula. Recentemente esta dinâmica tem sido considerada de importância no desenvol-

vimento de zeolitos sintéticos para catálises jlSI no qual, em um modelo computacional,

o efeito do controle do tráfego molecular afeta a reatividade dos grãos catalíticos l61 .

Os resultados em j10, 11, 24, 291 sobre o movimento difusivo da partícula são baseados

em simulações numéricas para pólos abertos onde partículas são injetadas e absorvidas.

Estas evidências numéricas têm sc mostrado insuficientes e ainbígüas, niuitm dependendo

ein detalhes das definições e quantidades consideradas

A literatura probabilística relacionada versa sobre bilhares cstocásticos. Eni j21, 221

é considerado um domínio convexo do plano com lei de reflexão dada pela lei do cosseno,

ou seja, a densidade de probabilidade eni uma dada direção é proporcional ao cosseno do

ângulo entre esta direção e o vedor norntal à superfície da fronteira do domínio (chaina-

rcinos, a diante, apenas por Lei de reflexão cosseno). Mais tarde, o bilhar foi usado em

algoritmos de cadeias de Monte Carlo por Borovkov em l4, SI e Romeijn em 1281. S. Evans

j121 considera o caso dc uma lci dc reflexão unifonnc cni um domínio comi liinitc convexo

de derivadas contínuas ou em \lm polígono. Em j1, 31, é considerado uni domínio entre

dois planos horizontais infinitos, onde a lei de reflexão é dada por um sistema dinâmico.

Recentemente, em l71 , são obtidos resultados mais abrangentes sob a lei de reflexão cos-

seno ao serem considerados domínios finitos com fro1lteira continuamente diíerenciável e

lipschitziana. Mostra-se, neste caso, que a medida invariante do bilha aleatório é uni-

íonne no volume do domínio e o processo induzido pelos toques à ílouteira do domínio
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também tem medida invariante uniforme na fronteira do domínio.

O presente trabalho estuda a situação de domínios gerais com fronteira continuamente

diferenciável e lipschitziana, onde haja injeção de partículas pelas fronteiras do dotnínio

desenvolvendo cada uma de forma independente um bilhar aleatório até a sua absorção

na fronteira. No presente trabalho, obtemos a medida invariante no cêtso da lei de reflexão

geral do processo de injeção e aborção de partículas e um resultado sobre a densidade de

partículas da medida. invariante do processo no caso em que a distribuição de reflexão do

processo é dada pela lei cosscno c existe uma ú'ontcira de ])ura absorção de ])artículas.

1.1 Revisão Bibliográfica

No bilhar aleatório, unia partícula se move com velocidade l dentro de urn domínio conexo

d-dimensiond. Quando a partícula chega na fronteira do domínio ela é refletida numa

direção aleatória independentemente de toda sua trajetória passa.da, mantendo o valor
absoluto da sua velocidade.

Este processo é a modelagem da dinâmica de uma partícula dentro de um domínio

fechado. Desta coima, o processo surge na solução dc diversos problemas desta natureza

A seguir, estão relacionados problemas que envolvem o uso do bilhar aletório

l.l.l O Problema da Princesa e do Mlonstro

O jogo 'Princesa e o Monstro' j171 é jogado por dois jogadores que estão restritos a uma

região bidimensional Z) conectada e Ilimitada. O monstro tcm uma velocidade tnáxima

1, a princesa uma velocidade u < 1. Nenhum dos dois joga.dores obtém iníbrmação

sobre a posição dc seu oponente até que a distância entre eles se torna menor do que c.

Neste momento, o monstro captura a princesa e o jogo acaba. A princesa tem o objetivo

de maximizar o tempo decorrido até a captura, enquanto que o mostro tem o objetivo

de minimizar. Este jogo é um modelo para operações navais envolvendo um navio na

tentativa de localizar um inimigo por meio de um sonar. Considera-se que o parâmetro

€ é relativamente pequeno ein relação às din:tensões do domínio .Z).

Em l2tl, Lalley et al., propõe-se a seguinte estratégia para o monstro: sob certas
condições de suavidade e convexidade para a borda do domínio finito, sorteie uniforme-
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mente um ponto na borda deste domínio e a partir daí desenvolva um bilha' aleatório com

lci de reHexão cosseno. Neste artigo, o processo desenvolvido pelo monstro não utiliza a

nomenclatura 'bilhar aleatório', mas é descrito de forma construtiva.

Mostra-se que esta estratégia para o monstro é assintoticainente minimal em relação

à estratégia da princesa, em outras palavras, seja r o tempo esperado até a captura, e

/' o conjunto de estratégias determinísticas adoradas pela princesa (/' é o conjunto das

funções contínuas / : R -+ D), mostra-se que supr c r converge para i.Z)l quando c --> 0.

A prova envolve o estudo do tempo de primeira passagcin às bordtts do domínio pelo

processo. Nota-se que é colocada a restrição de convexidade do domínio Z).

1.1.2 A geração de Vetores Aleatórios em Domínios Gerais

A geração de uma amostra de pontos de acordo a uma dada distribuição de probabilidade

sobre uma dada região tcln diversits aplicações.

O problema da identificação de restrições redundantes: Considere Uil:L domínio .4 C Ru

definido poi' uma con.junto finito de desigualdades lineares. l.Jma restrição redundante é

definida como unia desigualdade que pode ser retirada. do sistema. sem haver alterações

na região Á. Berbee et al. eln l21 e Romeijn em 1271 construíra.m algoritmos, envolvendo

a geração de unia amostra aleatória dc pontos no interior da região .A ,para identificar

restrições redundant.es.

O algoritmo de h/fonte Carão pode ser utilizado como uni método de integração

numérica para calcular o volume dc um componente j161. Existe ainda uma variedade de

algoritmos estocásticos para otimização que utilizam a geração de uma amostra aleatória

de pontos 1261.

Ainda, o prob]ema de geração de variáveis a]eatórias em ]R" de distribuiçã.o F' tem

um papel importante em sistemas de simulação estocástica. Entretanto, os algoritmos

existentes sofrem com o problema de eficiência ern problemas de caso geral. O problema

básico é gerar um vedor aleatório X em ]R" com distribuição unifon)le em uma região

Á C R". Na geração de vetores aleatórios em superfícies, a geração não se torna tarefa

fácil nos casos cm que é impossível encontrar uma boa parametrização da superfície, dc

forma a tornar possível a seleção de uma amostra de pontos uniformelalente distribuídos

em um conjunto ,4 a tornar eficiente o método dc Monte Carlo por rejeição 1301.
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Unia alternativa ao método de rejeição é o chamado método de Monte Carlo dinâmico.

A ideia é construir unia cadeia de Markov ergódica com um kernel suficientemente sim-

ples (que possa ser simulada) e com a medida invariante que coincida com a distribuição

desejada. O resultado é obtido realizando a simulação da cadeia de Markov a partir de

urn ponto arbitrário do domínio. Pelo fato de a convergência à medidtt invariante ser

exponencialmente rápida à nicdida invariante, pma uin tempo de simulação suficiente-

mente grande a distância da distribuição da amostra obtida estará suficientemente perto

da medida desejada. O problema então se torna em construir uma cadeia de Markov

ergódica que realize o serviço desejado.

Ern 1281, o problema da gczação dc velares aleatórios de acordo com uma dada dis-

tribuição dc probabilidade sobre uma região convexa é tratado pela construção de uma

classe de algoritmos chamada 'Shake-and-Bake', que utiliza uma cadeia de Markov em

que pala parâmetros particulares torna-se o bilhar' aleatório.

Ern l41 , observa-se que o processo aleatório desenvolvido pelo monstro em j171, o bilhar

aleatório, tem distribuição estacionária unifonne no domínio con\-exo 1). Neste artigo, é

proposto uma generalização deste processo pala o caso multidiincnsional. Desta íornia, é

sugerida uma variante da integração multidimensional do método de Mlonte Carlo. Pelo

fato da distribuição estacionária da sequência dos pontos de toque à superfície do domínio

ser uniforme, observa-se que este processo permite a avaliação da integral de superfície.

No caso multidimensional, o método de rejeição de Monte Carlo, onde se emerge o

domínio ein um cubo para então tomar uma amostra aleatória corri distribuição uniforme

neste cubo, mostra-se inviável em altas dimensões, pois a eficiência de tal amostra. se

mostra pequena em domínios de baixo volume 1301. Por meio de simulações, é observado,

neste artigo, quc eni casos de altas dimensões, o método proposto utilizando o bilhar

aleatório tem uma eficiência superior ao método da rejeição de Monte Carlo. Em l51,

é proposto o uso do bilhar aleatório no caso de um domínio conectado com fronteiras

fol'medas por uma quantidade finita de superfícies de classe CI . No entanto, como obser-

vado em l71 , o bilhar aleatório pode não estar bem definido para qualquer superfície desta

natureza. Veja mais detalhes na Scção 'Exemplo em um Do)riínio não Lipchtiziano'
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1.1.3 Medidas Invariantes e Outros Resultados

Em j121, é considerado uma região d-dímensional com fronteiras continuamente dife-

re1lciáveis. Obtém-se o resultado da medida illvariante. Também são considerados resul-

tados em regiões poligonais no plano com lei de reflexão uniforme. Apesar de este artigo

não considerar a condição de Lipschitz para a fronteira do domínio, eln l71, mostra a

necessidade desta suposição.

Ern l71 , é considerado o bilhar aleatório em um domínio geral, cuja fronteira satisfaz a

condição de Lipschitz e tem derivada contínua exceto, talvez, em um conjunto de pontos

de medida ((d -- l)-dimcnsional de Hausdorff) nula. Mostra-se que o processo é bem

definido e que existe a medida reversível para o processo a tempo discreto (considerando

os momentos de colisão com a fronteira), e que existe a medida invariante para o par

aposição, vetou da velocidades para o processo a tempo contínuo. No caso da. lei de

iefiexão cosseno (regime de Knudsen), mostra-se que estas medidas são uniformes, e a

posição e velocidade são independentes.

Em 1251 í'oi estudado este processo num domínio infinito, na forma {(:r, y) € R2 : z 2

0, IZ/l $ z'r}, onde 0 < ' < 1 ou ' < 0 e lei da reflexão arbitrária.

Em l81, estuda.se o bilhar aleatório no regime de Knudscn num dol-nínio tubular

'estacionário'. Prova-se, o Teorema Central de Limite ('quenched'). Ein l91, obtém-se a

igualdade de coeficientes de autodifusão e difusão de transporte para certos modelos de

difusões de Knudsen em nanotubos.

1.2 Organização do 'l\'abalho

No Capítulo 2, é definido o bilhar aleatório a. partir de seu gerador iníinitesirnal. São

colocadas e discutidas as principais suposições do modelo. Neste sentido, é apresentado

na Seção 2.1 uni exemplo, extraído de l71, da dinâmica do bilhar aleatório eni unia

h'onteira que não satisfaça a condição de Lipschitz. Na Seção 2.2 é colocada a prova

do resultado da medida invariante do bilhar aleatório e eni seguida discutido o caso da

lei de íeílexão cosseno e suas particularidades. Na sequencia ainda é descrito algumas

propriedades geométricas da corda do bílliar aleatório.

No Capítulo 3, de6nirernos o sistema de partículas obtido por partículas injetadas no

clorliínio a pmtit de suas fronteiras de acordo com uni Processo Pontual de Poisson. A
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cada toque das partículas à z na fronteira do domínio, as partículas podem ser absorvidas,

independcntenientc de outra.s partículas ou do passado dc suas trajetólias, comi probabi-

lidade 1 -- r(aç) e refletidas com probabilidade r(a;). Obtemos, então, a medida invariante

do sistema de partículas e na seção seguinte, obtemos condições para a velou:idade de

convergência à rncdida invariante. Na sequênc'ia estudamos o caso em que em uma parte

da ílonteira existe pura ítbsorção de ptutículas (não liá reflexão ou injeção) e em outra,

injeção de partículas. Supomos ainda que a lei de reflexão seja a lei cosseno. Obtivemos

que, neste caso, a densidade de partículas ntl posição z e direção u na medida invariante

deste processo é proporcional à probabilidade de uma partícula em z, com direção --u

atingir il fronteira de nascimento de partículas, antes de atingir a fronteira dc absorção.

Este resultado permite obter o perfil da densidade de partículas da medida invariante a

partir de simulações de trajetórias que tenham como origem a região de interesse. Na

seção seguinte, é realizada uma. simulação de Monte-Carlo.



2 Bilhares Aleatórios

A seguir transcorreremos por definições, notações e suposições que serão utilizados no de-

correr deste trabalho. As suposições a respeito do domínio e dinâmica do bilhar aleatório

se estenderão i\.o processo com injeção e absorção de partículas.

Dizemos que uma superfície fl)Z) (d-l)-dimensional satisfaz a condição de Lipschitz se

para qualquer # C aZ), existe c, > 0, unia isometria afim T= : ]R'í --> R'Í, uma função

/z : Rd't --} ]R tais que

e /= satisfaz a condição de Lipschitz, isto é, ] uma constante /.,. > 0 tal que

./b(z)J;(z') < É,lz -- z'l para todo z, z';

. %,;« ./z(;«)

Tz(D n B(z, ..)) {z C .B(0, c,) : z(a) > /=(z(:), ,«-o)},

onde B(3, e)) = {z c R'í : lz -- Z/l < c} é a bola aberta centrada enl z C Ra e raio (.

Pelo Teorema de R.ademacher (j131, Teorema 3.1.6), a condição de Lipschitz implica

que a fronteira é?Z) é quase certamente diferenciável. Assumirenios, ainda, que a fronteira

aZ) é continuamente diferenciáve] quase certamente, isto é, para todos os pontos em que

a fronteira ÕZ) é continuamente diferenciável (chamaremos este conjunto por 7Z), existe

uma parametrização localmente CI de é)2), ainda, 7?. é aberto, e sob a medida de Hausdorff

(d l)-dimensional, a2) -- 7Z tem medida nula.

Para todos os pontos z C aZ) em que a fronteira ÕZ) é continuamente diferenciável,

defillinios o vedor n(z) como o vedor nonnal que aponta. para o interior do domínio D

Desta forma, o operador z --} n(z) é contínuo pala todo z C 7Z.

Sejam 2) C ]Ra um domínio conexo fechado limitado com fronteiras Lipschtzianas a2),

denotamos por 'Sa't a esfera d-dimensional unitária centrada na origem, .SÍ'i a semi-
esfera d-dimensional com primeira coordenada positiva, .Sl!'i a semi-esfera d-dimensional

com primeira coordenada negativa, E = 'D x Sa'i o espaço de estados, onde para para

elemento (z, u) C E, z descreve a posição e t; a direção de uma partícula em 2), ' uma

medida em -SIÍ'i que descreve a lei de reflexão.

Dada uma partícula (z, u) C E, definimos por r,(u) a distância de z à fronteira do

domínio na direção de u. Caso a partícula esteja na fronteira e aponte para fora do

7



domínio, ou seja, z C aZ) e u g .SIÍ':«(.)' então definimos r,(u) = 0, caso contrário,

r,(u) = {n./{é > 0 : z + fu C é)2)}. Definimos h,(u) o ponto em é?Z) visto de z na direção

de u. Para z c aD, e u C .S'-: chamamos de g,(u) = arccos(z . u) o arco entre a normal

lz(z) e a direção l..

h,(«)

P.(u).'

"(") lk-)/\.,

D

X

Figura 1: Definições de p,(u), r,(u), À,(u)

Considere H o conjunto da.s funções contínuas H : E --> ]R tal que V(z, u) C aD x S''' ,

u n(z) $ 0 seja satisfeito

H(z, u)7(u)d«.

O processo estocástico chamado de bilhar aleatório no domínio Z), com medida de

reflexão ' é um processo comi espaço de estados dado poi ]E :; Z) x .S'z :, onde para para

elemento (z,u) C IB, z descreve a posição e u a direção da partícula, e é caracterizado

pelo gerador infinitesimal .C : % --} IR dado por ,C(H)(z, u) = V.H - u.

Dados quaisquer pontos z',g/ C Z), deÍiTlimos por iz,y = Í:-.zl o vetou unirá)'io com

direção # C .S't-l a partir de z. Dizemos que 3/ é visto de z, e representamos por z +-> 3/,

se existe u € .Sa-l e s > 0 calque z + [u C ]) para todo t € (0,s) e y = z + su. Para

z C õ.D, definimos o operador Uz como a rotação de .S'i'i que envia o vetor unitái'io

e 0, ...,0) a n(«;)).

Em l71 , é descrita sã.o discutidos em maiores detalhes as suposições que colocarenlos

a seguir.

A medida. de reflexão ,y poderia ter um carater geral como um suporte sem ser restrito a

todo .SIÍ'i , ou assimétricas, ou com uma lei discreta ou ainda com componentes singulares

'.s'-- :
H(z, «) (1)
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No entanto, medidas com estas naturezas poderiam trazer dificuldades técnicas que estão

fora dc nossos objetivos. No caso dc a medida de reflexão não ter suporte em toda semi-

esíera, poderia ocorrer partes do domínio que não seriam vistas por outras partes do

dolníno. Por exemplo, suponha que a fronteira do domínio pudesse ser particionada nos

conjuntos .A, .B, Ce.D de forma quc há visitas apenas entre os conjuntos .4, B e entre os

conjuntos O, l). Isto levaria à possibilidade de o processo possuir mais de uma medida

invariante. Desta forma, suporemos no decorrer do trabalho que a medida de reflexão 7

tem suporte em .SJ':

Ainda, no caso de não se supor que a fronteira do domínio é de Lipschitz e conti-

nuanicnte difcrcnciávcl a condição dc Doebli!} (existe n C N, € > 0 tal que para todo

r, 3/ C aZ), a probabilidade de o passeio a partir de z visitar y em menos de n toques na

fronteira é maior que c) pode não sei satisfeita. Desta forma, não é garantida a ergodici-

dade do bilhar aleatório. Sem a condição de Lipschitz não é claro quc o processo pode ser

bem (definido para todo t ? 0. Quando a medida de reflexão ,y é assimétrica o processo

pode convergir para um ponto singular do domínio, como no exemplo a seguir. Desta

forma, para o restante deste trabalho, iremos supor que a medida de reflexão é silnétlica.

2.1 Exemplo em um Domínio não lipschtziano

No caso em que a lei de reflexão não é simétrica e a õ'onteira do domínio não é de

Lipschitz, é possível que o bilhar aleatório venha a convergir para um ponto singular do

domínio. Veremos a seguir u]:]:] exemplo descrito em l71

Considere um domínio dado por Z) = [(z,3/) C R2 : 0 < a, < 1; --z < 3/ < ]ç}.

Denotaremos por

G[ = {(1,y) c ]R' : 0 $ z < 1;g/ = z'},

G2 g/) c ]R' : 0 $ # < 1; 3/ ;: -#:},

G3 y) C]R' :z $ $ 1}

Desta forma, {GI, G2, G3} fonna urna partição da fronteira do domínio 2), conforme

a figura 2.1.

Considere a densidade de reflexão ein .S+'l com a seguinte característica: Seja /3 o

ângulo entre o elemento de -SIÍ't e o vetar unitário (0, 1), a densidade é dada por '(#) =

9



Gi G3

 

Ga   
Figura 2: Exemplo de domínio não lipschtziano

3, para 8 € (0,7), quando a partícula está em G1, e é dadapor Y(8) = =(r— BP,

para $ € (0,7), quando a partícula está em G2. Desta forma, a lei de reflexão tem uma

assimetria.

Dado um ângulo 2, denotaremos por h.;(/3) o ponto destino da partícula ao partir de

x com um ângulo de reflexão 8, e por 9, o ângulo entre a tangente à fronteira do domínio

em x e o vetor unitário (1,0). Seja g(x), ou x, a primeira coordenada de x € R?. Defina

DB) = 9(ho(8)) — g(x).

Verifica-se que

e D;(B) <1, para 8 < 8m,

e D8) < 8u7/5, para É E [8an; 7/2 + 04],

e D:(8) <0,para 8 E [7/2+ 0,;37/4+ 0.),

e D.(8) < —272/3, para 8 > 37/4+ 0,.

Ao denotar por (£,),n > 0, o passeio aleatório dado pelos toques do bilhar aleatório

na fronteira do domínio, com estado inicial £, temos

10



Elg(e«+i) - g(e«) (1.1

(2)

para # suficientemente pequeno. Defina. por o(yo) o primeiro instante em que a primeira

coordenada do passeio e« se.ja maior que Z/o. Por (2), para yo suficient.emente pequeno, o

processo g(€1«A.(vo)) é um supermartingal. Então existe g. = lim.-« g(e«A.(,o)), e pelo

Lema de Falou, ]nlg~l $ ]EI.g((o)l. Se (o < :1/0, isto implica que com probabilidade positiva

a(yO) = oo, e que quase certamente,

e. q 0, n H oo.

Portanto, este bilhar aleatório, cm uni domínio que não satisfaz a condição de Lipschtz,

converge para o ponto (0,0).

Ein l71 , ainda é colocada conto unia. que:suão a. existência de algum exemplo de domínio

em que o bilhar aleatório tenha este tipo de comportamento sem que seja necessário o uso

de unia lei de reflexão que seja assimétrica. limite, ou não, da existência de tais exemplos,

pelo resultado de l71, em um domínio cuja fronteira seja de Lipschitz e continuamente

diferenciável, garante-se que a condição de Doeblin (existe n, c > 0 tal que para todo

z, y C aZ), a probabilidade de o passeio a partir de z visitar g/ em menos de n toques

na fronteira é maior que e) seja. satisfeita. e que, portanto, o bilhar aleatório esteja bem
definido para todo t > 0.

2.2 Mledida Invariante no caso geral

Nesta seção considaiemos um bilhar aleatório de lei de reHexão ,y em um domínio co

nexo fechado [imitado Z) C ]R com fronteira aZ) de Lipschtz continuamente diferenciável

Obteremos uma expressão para a medida invariante em D x .S'z't deste processso.

Considere a medida p no espaço de estados ]E tal que

/.(ó«, a«) - v (.,..) -2felÇD-,
?'z(.z,,«) ' u

onde ;,,. = h.(--u), p«(«) = «cc«(z . «) e . = h,(--«).
@ : ÕD -+ R+ é tal que

Ü)Çx)= 1 ,l)Ç )KÇu,x)du

11

(3)



[ZJ --} JK' é da(].a por

"(«, ü - «q4::a "l;:rl'«J''""'"«' .
oposição 1 .4 medida p em 2) x .Sa'i é á7zuahante para o óáZàar aZeaíórto.

Denotaremos por Eplrhl o valor esperado de ,C(/z)(X), onde X segue a lei p. Desta
forma,

onde K Dx

Pr

(4)

Z,l,Chl - / / V,H(z,«) .(«,0)P(d«,d«)
Sd.-'t J'D

l@o,,.):8f#l
Pelo teorema da divergência,

z.],ch] - -.Á..:ó«l 'z«fiel--:}/(.,o ,,.)l ; )

Z:, '-; IZí-. 'j«=El--= //(«, oúü,,.), ;(a

Z!-: a',=El-:H(«, o o,,«),@;(al .
No caso de (z, u) € aD x .S'-: tal que 'u . rl(z) > 0, temos que z = #, então

L' Zí-: a«'z«:gl-:x(«, «)@b,,.JvG,,(«»

d«:d« H(z, «)@(z)'y(y,(«))(6)
ao Jst"'''

Para todo (z, t/) C aD x .S' :, tal que u . n(z) < 0, devido a (1), H(z, u) não depende

de u, definimos então X(z) := /7(z, u). Desta forma,

Zl!-: 'í«=El-lx(«, ,,.)'Y@;M)

Ê'(') .Z..: a«=gl-=úp,,.)'v@,w)

Fazendo a substituição na variável u para g/ - /z«(--u)(= z,,.), a legião de integração

passa do domínio .SI'l para [3/ € aZ) : y +-> z}. Temos que dt; = d3/TÍ;:fila:í, onde
P .u. Comon(z).y(Z,,,),temosque:

12
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É'(") .Z... a«:gl.=üo,,,)'vü,w)

Ê(") .Á, 'i:ç/!?fl:qT)'ü(v)"r('p; ('")) =1:1': l{,,««-.,o«,

(7)

(8)

Pela equação (4), temos que

.ü(«) .Z ap1lfl:qid ,@;(wi{,,,.,«,,",}

ÜI.=) 1 dvK(=,u)@(u).

Pelaigualdade (3),

Íi(=] 1 auKÇ=,uh$QN)

H(:«)@(z) .

Pela definição de //(z),

H(z)V, (z) d«H(z, «)'y(u)V (z) .
'.Só-.l

Obtemos então que

a,'í« ini;l---: H(z, ")v'(',,,) 'Y(v',("))

d«du#(z, u)'y(u)@(«) .
ÕD JS:' '

Por (9),(6),(5), obtemos

S

(9)

z.l,càl - o,

Pela Proposição 2.13 de 1231 , obtclnos o que precisávamos.

2.3 Lei de reflexão cosseno

Existe um caso especia-l de lei de reflexão dada por

'y(#) (0)'ya: P C (0, «')

13



chamada por lei de reflexão cosseno, onde 'Ú é à constante de normalização dada por

1. - 1 / . «.p(., '«)a« l
-..Jst-* ' ' )

Sob esta lei de reflexão, o bilhar aleat(brio é chamado de Bilhar Estocástico de Knudsen

e o passeio aleatório dado pelos t.oques na front.eira pelo bilhar aleatório chamado de

Pa.sseio Aleatório de Knudsen, com densidade de transição ]r(#, 3/) dada por

](U=Z,,«) cos P,(Z,,,) .l{,,,.a«,,',,}
lz - #ll'-: '

'ya cos P,,(Z«,,) cos P, (Z.,,) .
llz -- z/lla-t ''{,,vcm,,',v},

'ya ((3/ - «:) . n(z)) ((z Z/) . n(g/))
Íl:l; . g IÓ- *"'' .l{,,yCaD,zOyl-

l

X'(z, 3/)

Figura 3: Densidade de Transição.

Definindo-se Êo a medida de probabilidade uniforme em (1)Z), note que a densidade

de transição À.(z, 3/) para o Passeio Aleatório de Knudsen é simétrica e reversível pela

medida Êo. Portanto, invariante. Eln l71, Teorema 2.1, é provada a unicidade desta

medida invariante, a convergência exponencialmente rápida pela distância dc vat-iação

total e o teorema central do limite.

No caso do Bilhar Estocástico de Knudsen, pela Proposição 1, a medida invariante

p(díc, d'u) é constante cln z € 1) e 'u C .S'':. De fato, pela simetria de /í(z, :y), a função

@(=) é constante. Desta forma

14



P(d:«, dg/)
'y ( 9. («) )

cos P, («) )

,.(.,,,) . «
";G=n'

para a]guma constante co C ]R.

Concluímos que sob a lei de reflexão ('osseno, a medida invariante para o bilhar

aleatório é uniforme tanto na localização da partícula no domínio, quanto em sua direção

Ainda, pelo Teorema 2.5 de l71 seja (X., H)t.IR lim Bilhar Estocástico de Knudsen esta-

cionário, isto é, (Xt, h) é uniformemente distribuído em .D x .Sa'i , então,

(X.,b)..« .,-V..)*.«, em iei. (lO)

Desta forma, a medida invariante uniforme não capenas é invariante, mas reversível a

menos de u11ia. mudança de sinal no vetar velocidade do processo.

2.4 Propriedades Geométricas da Corda

Nesta seção iremos discorrer- sobre as propriedades geométricas de uma corda aleatória

definida no bilhar aleatório no regime de Knudsen, ou seja, sob lei de reHexão cosseno.

As definições e resultados aqui relatados são obtidos em l71 .

Chamamos de uma corda aleatória. para um domínio conexo limitado de Lipschitz

Z), uln par de variáveis aleatórias (:i,=2) em a7), com densidade conjunta dada por

al)l-iÃ(z,g/). Pela simetria da função Â no caso da reflexão cosseno, a construção

define urrla corda não orientada. E possível interpretar a consta'ução dest?i corda da

seguinte forma: tome uniformemente um ponto em a2) e trace uma corda a partir de um

ângulo dado pelalei cosseno.

Se 2y C D é um conjunto convexo, a corda eín Z) que intersecta 2y define uma única

corda em 2y por esta intei'secção. Ao se gerar cordas aleatórias (=i, :2)i, á = 1, 2, . . ., até

que a corda tenha interseção com Zy , define-se esta interseção como a corda. induzida em

ly. Em l71, mostra-se que a corda induzida em Zy pela corda de Z), também é urna corda

aleatória para o domínio 2y com densidade l82)I't.R(z, y).

15



Para qualquer conjunto mensurável .4 C .D, definimos por m(.4) o tempo médio em

que urn bilhar aleatório no reginic dc Knudsen, passa em .4 até atingir a fronteira ao ser

selecionado de maneira uniforme o estado inicial do processo.

Em l71, mostra-se que m.(.Á) = kú141, onde ka é uma constante dada poi ka :=

dn'i/2 r.(./2+i) ' Ainda, definindo por #& - ]Ell:i -- :2ll o tempo médio entre c:oilsecu-

tivos toques à fronteira, tem-se que zh = É;dÍl#)i A quantidade 'M também pode ser
interpretada como o tamanho médio de uma corda aleatória no domínio .Z). Este resul.

Lado mostra que é possível obter a. quantidttdc IZ)l/laZ)l, sem necessidade de se obter IZ)l

e lil)DI separadamente, ao simular o bilhar aleatório no regime de Knudsen.
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3 C
tes

instrução do Processo de partículas independen-

Ncsta seção, considerados que ])artículas cvoluenl indepclidcnternente no domínio 2) de

acordo com o bilhar aleatório, novas partículas são injetadas pela â'onteira do domínio

de acordo com um Processo de Poisson, e que a cada toque da partícula à fronteira do

domínio D, a pmtícula pode ser absorvida. Neste !momento, com probabilidade 1 -- r(z)

z C é)2), a partícula (z, 1;) é absorvida e com probabilidade coma)lementai r(z) a partícula

refiete com uln vedor de velocidade dada pela lei de ieílexão ,y(z). Novas partículas

(:«, t') C aD x -S'-:, « . n(n) > 0 são injetadas com taxa z,(z, l,).

Para garantir a ergodicidade do sistema de pai'tículas e para que o conjunto da

fronteira do domínio que não seja visitado pelas partículas sda nulo na medida (d-l)-
dimensionar de Hausdorff da fronteira, supomos que, assim como a medida de reüexão

'y(z) tenha suporte em .Sa':: a medida de injeção de partículas, eni cada ponto ít; C aZ)

em que r}(z) esteja definido também tenha suporte eni .S{':

Seja Xt('y, r, D') t 2 0 um processo Markoviano de partículas em um domínio conexo

limitado D C Ra com fronteiras Lipschtzianas 8Z). O espaço de estados E é o conjunto

de medidas de contagem em 2) x .S'i'i. Note que para todo 77 c E, 77 é caracterizado por

{(zi,ul), (z2,u2), . . . , (z«, u«)}, o conjunto de pares de posições e vetores de velocidade

dc uma qutuitidade finita dc partículas cni Z). Desta forma, o processo será denotado

p'r X(t) t,i)(t),í ..,N(É))}, onde (z{,ui)(t) denota a posição e o vetar

velocidade dtt pmtícula ! da configuração ;X(t).

probabilidade de

reHexao ,(z)

Figura 4: Sistema de Injeção e Absorção de Partículas
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Note que, sen:t criar ambiguidades, denotaremos unia configuração a por (zi , ui , z2 , li2,

onde J é o número dc partículas da configuração r7.

Seja H : E -+ ]R tal que

H(q)-! '' , . s' ,7
1. ãj(zt,ut,z2,"2,..-,zj,uj), se 1771 =j,.j ? l.

pa.ra alguma. função hj : (D x .SÓ'i)j -+ R tal que para. todas as perrnutações aj
{1, 2, . . . : .j} -..} {1, 2, . . . ,j}, vale

, zj , uj) ,

hj(zi,ul,z2,I'2, , Jç{ , u{) hj(zaj(1), Uaj(1), Zaj(2), Uaj(2) , :z;'j (j) , u., (j)) (1 1)

Seja % o conjunto das funções contínuas # em E que satisfaça (11) e V(zl,ul) C

aD x .S'-:, la n(zi) $ 0 satisfaz

/zj (zl, ul: ,zj,uj) - ,(z:) / . . Àj(z:,«:,..-,aj,«j)'y(P,:(«:))d«:

+(1 -«(:«:))Aj :(z,,«,,...,zj,«j).
s;

(12)

onde ü = /8DxSó-: I''(z, u)dzdu é a taxa total de nascimento

Considere o gerador infinitesimal a seguir:

+ / IH(?U(z,«)) H(,/)l«(z,«).Z.;d.,,Vq C B,/. CH
aDxSÍ-:

Dizemos que um um processo Xt('y, r, z/y7, t 2 0 com gerador in6lnitcsimal dado por

Z(H) é um sistema de bilhares aleatórios cona injeção de partículas à taxa p no

domínio Z) e taxa de reflexão r e estado inicial ?7 C E.

Pelo fato de o sistema permitir a in.jeção de partículas, caso não haja absorção, a

quantidade de partículas no sistema poderia explodir e desta forma não ter definida uma

medida invariante. Veremos pela Proposição 3 que a condição abaixo é uma condição

suficiente pala que o número de partículas no sistema não explode:

(1 r(z))dn > 0. (13)
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Proposição 2 Se íz probaó Zddade de absorção l r(z) satis/az r/3), então a dásfãbli ção

do tewtpo dc peT'rrtn'rte'itcàa das pa ttc'talas eTrl 'D tem decaiu,ente exponencial.

Prata,

Pelo fato de o suporte da medida de reHexão ,y ser .SÍ--i, o passeio aleatório e. dado

pela dinâmica da visita à fronteira do bilhar aleatório tem, quase certamente, suporte em

Por (13), existe e > 0 e um conjunto aberto Á C a2) calque (l -- r(z)) > c,Vz c ,4

Por (i) do Teorema 2.1 de l71, a densidade Vp em (3) pode ser escolhida de forma que

Ü(z) > 0, ou seja, dado o aberto .4, a medida invariante do pa.sseio aleatório e. dado

pelas visitas do bilhar aleatório à fronteira tem medida positiva em .4, portanto, visita

infinitas vezes o conjunta .A.

Note que o tempo médio de permanência de partículas cm Z) é dominado pelo tempo

médio de absorção da partícula dada pela dinâmica onde a pai'tícula é absorvida apenas

no conjunto Á com probabilidade c, pois pelo fato de (l -- r(z)) > c > 0, Vz € ..4, a cada

visita do passeio aleatório em ,4, existe probabilidade maior que c de absorção.

Como os eventos de absorção de partículas são independentes, a cada visita do passeio

ao conjunto .A, a variável dada pelo número de visitas ao conjunto Á até que a partícula

seja absorvida é dominada por uma variável aleatória geométrica com probabilidade de

sucesso c

Como o domínio é finito, o tempo médio entre visitas ao con.junto 4 é finito. Desta

forma, o tempo médio de permanência de partículas em 1) é dominado por uma soma

geométrica de vmiáveis aleatórias de média finita, portanto, com decaimento exponencial

como precisávamos

A Proposição 3, a seguir, mostra que o resultado acima é suficiente para que o sistema

não não venha a explodir. Este resultado é equivalente ao conhecido conto fórmula de

Little para um sistema de 61as onde a chegada de partículas ocorre por um processo

pontual de poisson com taxa À e T é o tempo médio das partículas no sistema. O

Teorema de Little estabelece que o número médio de partículas no sistema é dado por

n

À.T
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rropos\çao ó vaso a proDabt idade de rejte=tio sütãslfaça. (13,l, sob o regime estacionáho

o rlú clero rrlád o (Je pa aulas rto sásfc'nta é da(zo por Ejrl.ü

Seja (Bí)ícz os instantes de nascimento entre partículas e (Z)icz o tempo de permanência

das partículas cni 1) até sua absorção.

Então, pela definição do processo de injeção de partículas, (Z?{)icz são marcas de um
Processo Pontual de Poisson de taxa z,.

Seja a- a distribuição do tcrrtf)o dc peTlnanêl:leia das partículas cm 2). Corrlo a tiajctória

das partículas são independentes uma das outras, (Z)ícz é uma sequência de v.a.i.i.d.

corri distribuição r.

Desta forma, (Bi,Z)icz tem a distribuição de um Processo Pontual de Poisson em

[R x ]R+ de intensidade dada por 7(dz, dy) = ü . r(dZ/).

Dado í > 0, o número de partículas no sistema no instante t é dado pela região de

pontos na região ,4t := {(z,g/) c R x IR+ : f y < z < }

g

f instante de tmscimento

de paRículas

Figura 5: Partículas no Sistema no instante [

Portanto o número médio de partículas do sistema em equilíbrio é dado por
t t

d«Ü d.'-(3/)
-- oo J t-- y

oo /'oo roo

ü 1 1 dzd'r(y)
0 .../z JO

ü.Klnl,

Como a taxa de ref:lexão satisfaz (13), pela Proposição 2, EJTil < oo, portanto, o número

médio de partículas no sistema em equilíbrio é finito, como precisávamos.

d«Ü - d.'-(3/)
'4t
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3.1 Medida Invariante no sistema de partículas

Nesta seção consideremos o caso eni que a fronteira do domínio éiZ) possa ser particionada

eni uma região de pura reflexão de partículas 2), C a2) e em unia região de pura absorção

de partículas 7). c .:)Z). Neste caso, a probal)ilidade de reflexão é dada por

,'(1:) l{,ep.}," € aD

Note que para que seja satisfeita a condição (13), basta que o conjunto aZ) Z), tenha

medida positiva com relação à medida (d-l)-dimensionar de Hausdorff da fronteira.

Neste caso a Proposição l a seguir estabelece uma medida in'ç'ariante para o sistema
de partículas.

Figura 6: Cálculo cla Medida Invariante

:teorema l Se a região de absorção Z). C aZ) é água/ â região de ma.scirrler&to Z)Ó c

aD, ,(;«) l{,Én.} e «(#,«) - #u(z)'y(p,(«))À, então . P««o P-t«Z d. P.Í««

(PPP) com intensidade H em 'D x Sd-l é {nuaüante para o sistema de bilhares aleatórios

X.('y, r, p)-, t > 0, se p s«tis$az

p('!', 'íg/) - 'p(') i:!111gó«a«, ; - A,(-"),
@ : õ2) -+ ]R+ é la/ que

(14)

(15)d(«) d (y)Ã"(z/, .«)az/
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onde Ã' : D x l) -} IR+ é dada por

R'(«,ü -
1:« - 3/IÚ-:

.«'' :' --> y « « C hl;:(Uv':(SÍ':)) ' « # D..

(16)

Prata

Pela propriedade de simetria (11) da função H, temos que

k-l

Para l $ k $ Z, denotaremos por ZÊ,Z o vedor (açk,=k+i, . . . ,zi) e por Zk.l o vetou

(uk, uk+i, - . . , ui). Ao tomar a esperança cm relação à medida H, da quantidade acima,

obtemos

J

k uk)H (V,: . «l)H.

p(ao l lol . «:)x(?)
(DxSÜ i)j

Pelo Teorema da Divergência, e pelas propriedades da medida p, (14),

p(ao lal . «:)x(o)
(DX 5a i)j

In*;'-u'-- ('íz,,jdz,,, l lol - .j - i)
C"*.'- dz:d«: n(":) ' ":x(z:,j,z:,j)'íp(":,": l l,zl

$ná.c*., :,, . IÜ*'..,Üal
a«:a«: «(":) ' ":x(z:,j, z:.,)d'(':) ;l:S31;;aÕ'DxSa-l

«i), J 2 1

(17)

onde zz h,.(
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Denotaremos

/'.*'Í : :a": «(':) ' ":X(z:,J,z:.)'P(;:)
'r ( [G :«: )

.Zn.*s!-. a«;:.z«: ,,(":) ' ": H(g:,j, z:.j)v)(;:)
7(CG : «: )

Á',*'Í-: d«:d«: «(":) ' ":H(g:,j, z:,,)V'(':)
'y(CG:«:)

.Z,,*'!-: ó«:a«: «(«o «:xk:.., --,D oo:!:ilÍIÜ
Note que para todo (açi, ul) c aZ) x .SÍ':, zl = zl, portanto

/€

R'

R'

R:. d«;:d«: n(,:) . «:.H(g:., , y:.,)@(«:) -ZÉlã!:©
' "s P,: («: )

dz:d«: H(Z:,j, 2-,j)@(z:)'y(tG:«:).

ao,xst"'

'a0, x .SÍ- :

Note também que, na fronteira de reflexão, ou seja, para (zi, ui) C a2), x .Sd':, r(]çi)

e que pela. restrição (12),H(zi,j,zi,j) não depende de ui, deíininios então .#(Zt,j, Z2.j)

//(zi,j,2i,j). Então

d=lÊ(zz,j,zl,j) 1 . . dul$(zl)'y(U;.Lul).

Realizando uma substituição de variáveis de forma análoga à aditada em (7) e pelos

argumentos análogos subsequentes utilizando (15) e (16) , obtém-se que

S

4"'.*''-: d«:a«: x(z:.j, z:.,)'P(":)'y([G:":)
n;. (18)

Note que para (zi, ui) c aD. x .Sl!':, r(zi) 0 e que pela restrição (12),

H(Z:,j , 2:,, ) /7 (z,,j , z,,j )

Portanto,

x(z,,j, z,,j) .Z,.,.!-. d«:d«: n(":) ' ":'P(':)
'y ( i,E :«: )
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Efetuando uma substituição de variáveis de fauna análoga à adotada em (7) e e pelos

arguntentos análogos subsequentes utilizando (15) e (16), obtém-sc que

d«:d«: n(z:) . «:@(,:) '«i''''; lul)
'm.*'!-: ' ' - '' ''~'''"sP;:(«:)

e portanto,

R:. ,j,v,,j) (19)

Note que para (zi, ui) c é?D. x .SIÍ-:, zi - zi, então,

Zp.»'.s! ' z:dui ,'(zi) ' "iH(gi,j,z:,j)'P(zi)
v(CG:«:)

ms 9,. («: )

/m. *''-: dz:d«: H(g:,j, Z:.,)'#(":)'y(t/ã:«:)-

Por (17), (18),(19),(20),

R:.

(20)

$ni.c"' .,,.: lü«' ,ÜÜI
L*''-: a«:a«: «(":) ' ":H(z:,j, p:.,)v'(':)

'v ( [G :«: )

iil;*Ã*.. :,,.: IÜ* «,=ül
lx(z,.j, .u,,,) Z:,. v'(":)'í":+

Z".*'í-. a,:a«: xk:.., z:JV,(«o7(n:«ol .
A seguir, consideremos a quantidade

«*)HI

(21)

IH(0 U(#, «)) - /7(q)l «(z, «)d:«d«
aDxSI't

Ao torna.imãs a. esperança, ein relação à medida /l, da integral referente ao termo /7(77)
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} \J IJ UÇlll\JD

H('/)"(' , «)'/'a« l

- E, lxw Z, .,.: «6, '©a.a«l

- E, l"w Z.. '., üw .Z, : a« '*G,,(«»l
- E,IW('u)

ü. '. «'', IÍI ; z,*.,..,, "'.,,«, IÚ*'«,ágil .«,
Ao tomarmos a esperança em relação à medida p, da integral referente ao termo

H(? U (z, «)), obtemos

K«l

[s@Çs) 1.. , du]](s. u,Zj,Zj)"y(.P,(«».
aD. ' ' J-SÍ-:

De (22) e (23), temos que

IW(0 U (z, «)) -

Íiçt"'--,,';:,~«,IÚ«'*, üi
ds$(s) j ,.: dl«n(s, u,gj,gj)'Y(9,(u»

ini'' l(D*''-n,ah.iap.*,i

('DxSa-t)] (.Zj,Zj)

'Y(tG:«*)
"s P. («k)

(24)
'y(tü:«.)

cos P. («Ê)

da quantidade acimanti

'aDxSÍ'

(23)

De (21) e (24), temos que

b P,J...... .[']

Pela Proposição 2.13 de l23j, obtemos o que pr
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3.2 Velocidade de Convergência

Nesta seção é mostrado que a velocidade de convergência em relação à distância total de

variação do bilhar aleatório com injeção e absorção de partículas decai exponencialmente.

Dada uma medida K sobre o espaço de estados E, denotaremos por Kt, t > 0, a medida

no instante t da dinâmica do bilhar aleat.ócio com injeção e absorção de pari.ículas com

medida inicial K. Dadas duas medidas K e 0 coill espaço de estados Q e sigma-algebra

.F, denotamos por llK -- Oll a distância total de variação entre esta,s medidas com definida
por

IK - oll H(.4) - é}(.4)l : ..4 € /'}.

Dada uma filtração (Ft)o$tSr, isto é, uma família de o--algebras Ft C F, Vt, tal que,

.s $ É ::l Fs C Ft, um tempo de parada 7' é unia variável aleatória tal que lr > [1 c Et, vt.

Seja Z e Z' um processo estoc&tico caiu espaço geral (E, f) e uin espaço de trajetórias

ÇH,X,P).

Se.ja Q uma medida conjunta dos processos Z e Z'. Dizemos que C? é um acoplamento

excito de Z e Z', se, (2-quase certamente, para todo t > 0 tal que Zt = Z;, tem-se Z, = .Z;,

para todo s > t. Dizemos que T = inflt > 0 : Ze = ZÍ} é o tempo de acoplamento. Note

que para. a filtração (Ft)ostsr dada. pelo conjunto de eventos obserç,idos até o instante f

pelo sistema, T é um tempo de parada.

l,ema L (Teorema 5.1 de Thohsso«- ISll) Sejam Z e Z' p«censos estocásticos '"'- t'"'»p'

contínuo, com disthbuições iniciais K e 0, respectivamente. Se existe um acoplamento

ezato de Z e Z' com tempo de acopiarrzento T, então para 0 $ t < oo,

IK' -- 0'll $ 2JPl7' > tl

Seja 7'i o tempo que uma partícula permanece no domínio Z). Pela Proposição 2

considere a constante c > 0 tal que p'lTI > ÉI H e 't, t > 0.

Teorema 2 (Velocidade de Clonuergência) Seja H a meda.do, án.un.hctnte do bl,l.ha.r al.ea;tóh.o

com injeçâo e absorção de partículas e dada uma medida n cia! K para o bilhar aleatório

con\. {uic.ção c absorção de pudículas tal qKe NÇK3 se.ja. o llúmcro de paü(Guias no estado

inicial. Então no caso em que:
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. p'lN(x) > tl e'«', para algum c: > 0,

ln' -- /lll $ coe ''

parca algum co > 0

. p'jJV(K) > tl « "', P"« «Zg«m a C (1, 2),

IK' pll $ coe''(' :)ü

para algum co > 0

Prova.

Dada uma medida inicia] K para o bi]]iar aleatório, seja ]V(K) a variável aleatória atada

pela quantidade inicial de pmtículas da medida H e por /V(/z) a variável aleatória dada

pela quantidade inicial de partículas da medida Ar(p).

Sejam (X:,.).;.o, (X2,.).»o, . . ., (Yi,.).»o, (y2,.).»o, (W-,,),«, (W2,,),»o m dinâmica de

bilhares aleatórios independentes, tal que a medida de (Xi,o)t>o, . . . , (XW(.,).o)t>o seja K,

que a medida de (yi,o)t>o, . . . , (yw(«),o)t>o seja p, e que a medida inicial de (WI.,,),>o

{ ? 1, seja dada pela medida de injeção de partículas no domínio D

Chamamos por Z)a a região de absorção de pm'tículas. Sejam tX. = inflt > 0 : Xi,, c

Z)a}, para .j 2 1, e analogamente tyh = inflt > 0 : yi,t C 2).}, os instantes em que os

bilhares aleatórios sejam absorvidos.

Seja (À4z).>o, À4o = 0, um Processo Pontual de Poisson com taxa de nascimento dada

pela taxa de nascimento das partículas no bilhar aleatório e defina si = inflt > 0 : À/t =

í}, á 2: 1, o instante de nascimento da á-ésima partícula

1.)ehna os processos

]V(K)m

U X.,..lll< tx.} U l{ /t < tlW.,.-,.
n=0{=0
N(P)m

U yn,..lll < th,} U llM. < tln',,,-,.
n,=0 {=0

Então, (PI,t)t>o é um bilhar aleatório com injeção e absorção de partículas com medida

inicial dada pela medida K e (Pi,t)t>o é uln bilhar aleatório com in.jeção e absorção dc

partículas com medida inicial dada pela medida invmiante p.

Pi,t

P2,t
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Seja T = suPltXi, . . . )tXx(.))Éyl) ' . )tyx O}) o instante em que todas as partículas

iniciais, tanto do processo (Pi,f), quanto do processo (P2,t) são absorvidas. Então, temos

que após o instante 7', os processos (PI,t) e (P2,t) são formados pelas mesmas partículas,

e portanto,

(PI,t)=(p2,.), v [>r, quase cevtancnte

ou sela, T é um tempo de acoplmnento entre os dois processos.

A seguir calcularemos a cauda da dista'ibuição da variável T

plr>tl >1:Jplr>tl.v(K) N(P) .PIN(K) IW(P)
n,k2:0

Como .V(p) tem distribuição Poisson, EI.V(lz)l < m. Para o caso em (lue EJX(K)l <
oo, temos:

p'lr > tl ,n.,7 TYk , } > tl.PI.V(K)

$ }: ('. + t)l"lr > ÍI PIA'(K) .p'lX(P)
ri,k2:0

pln > tl.EI.v(«) + x(P)l,

onde TI := Tx. é o tempo até unia partícula ser absorvida. Pela. Proposição 2, PJTI >

tl H e 'ot para a]gum co C ]R, coillo precisávamos.

Considere o caso em que PIN(K) = nl H r& ', cv € (1,2). Denotaremos por pn

IPIN(K) = nl e por qk := ]PJ]V(p) = tl. Dada / : ]R --> IR, temos que:

1"1r > tl >l: (i (i - '")"'''').p«.q*
n,k2:0

>l:(t -(i - e")"''').p«.q.+ >ll:(i -(i - e")"''').p«.q*
keN,n>/(t) keN,n$/(t)

(1 .'')"'*) $ 1,

}: (l - (l -e")"'').p«.q* $
hCN,n>/(t)

Como (l

}: P«.q*
kCN,n>/(t)

$ pl.N(K) > /(t)l.
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Como(1(1 - .'')"'*) S(n+ k)e'",

>l: (i - (i -e")"+').p«.q. $
keN,nÉ/(t)

>l: («+k)''''p«.q*
kCN,nÉ/(t)

$ inox(p)IIPIX(«) < /(t)l + np.e-'t

Tome /(t) - .'"', temos

lplr > [1 $ p'l.v(K) > '"'1 + ]EI.V(p)IP'lN(K) < e"'l +

:lÍil C-ct(a-l) + .-.]:--e''t('-1)

Concluímos que JPlr > tl H e ct(a i)

D

3.3 Caso Particular

Suponha que haja o interesse da obtenção da densidade de partículas da medida invari-

ante do sistema de bilhares aleatórios comi in.jeação e absorção de partículas apenas en-l

uma região limitada do domínio. O resultado obtido nesta seção permite a. obtenção

aproximada do perfil desta dei)cidade pelo método de monte carão utilizando-se apenas

trajetórias que tenham como origem a região de interesse pai'a uni caso de reflexão da.da

pela lei cosseno. Uma aplicação deste resultado, com a simulação de monte carlo é reali-

zada na próxima seção.

'lkatamos o caso no qual em um subconjunto da fronteira existe injeção de partículas,

eln um subconjunto da fronteira existe apenas absorção de partículas e enl um subcon-

junto teíiexão pura com lei cosseno. Veremos que neste caso a densidade de partículas err!

(aç, u) € Z) x .SÓ'i é propotciolial à probabilidade de uma. paüícula iniciando um bilhar

aleatório em (z, --z;) tocar a fronteira de injeção antes de tocar a fronteira de absorção.

Sejam h(','), t 2 0 uzn bilhar aleatório iniciando ein (z, t;) € Z) x Sa-:, ,4, .B C aD.

Definimos 7'(z,«)(.4) := inflt > 0 : h(',') C ,4} o instante em que o bilhar aleatório

iniciando em (z, u) toca a fronteira no conjunto .4 e p(z,t;, .Á, B) := ]plv4:t:tl,,(.4) <
yr(,.-Ú (B)l a probabilidade de urra bilhar aleatório iniciando em (#, --u) tocar a fronteira

no conjunto ,4 antes de tocar o conjunto .B.
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Figura 7: Caso de Interesse

Teorema 3 Considere 'um sistema de á7%jeção e absorção de padützlas com Zeá de regezâo

"f dada pela lei cosseno. Sejam'D. C aD Q jT'oTlteira de absorção co'rrl Tnedida de Hausdor$

l.d-- l)-dãmensional na fronteira positiva, 'Db C al) a bonteira de nascimento e 'D. c aD

a .#onteára de ,eBezão de faZ .fo«n« que D. C Dõ e aD = P,U D., oa sda, r(z) =

Z{,cp,}' O''zsÍdere a nda que « vaza de i«/eção de pa aulas dada por p(z, u) = ÀZ{,cn.}®

'y(9,(«)), c.«. '(«) d«d« P.Z« « /.: ""'".
EvLtão, Q lr edtdu ir\.uc\ \aTtte parti este 'processo é dada por UTr Processo Pontual de

Poisson com, densidade proporcion,al CL pÇ=} U}'Db,'Da3.

Prova.

Denotaremos por X o sistema de bilhares aleatórios citado no enunciado da prc»

posição. Este sistema tem absorção em Z). e nascimento em 2)ó.

Seja y o sistema de bilhares aleatórios com injeção e absorção de partículas, com as

mesmas suposições do sistema X, niê\.s com absorção também eni Z). c comi injeção ein

1../a,-- L;b.

Dadas duas evoluções independentes de X e y, definirmos o acoplamento W := X U

V. Note que W evolui como um sistema de bilhares aleatórios com injeção e absorção

de partículas com lei de reflexão cosseno, com probabilidade reflexão r. e injeção de

partículas z/w tais que

r«(:«) = Z{«ép.up,} :" c Zm

«w(z, u) («))Z{.:p.up.} " c aD

Note quc pela Proposição 1, como a lci dc reflexão é cosscno, pela silnctria da função

X'(z, g/) a função Ú(z) é constante, assim como a medida p(d:z;, dg/). Desta forma, o sistema

30



Sistema de bilhar aleatorio X

Figura 8: Sistcnia de bilhar aleatório X e y

H'' tem distribuição invariante dada por um Processo Pontual de Poisson de densidade
constante.

Note que tanto em X, como em V: antes dc a partícula atingir Z)., ela realiza um

bilhar aleatório. Por (lO), o bilhar aleatório é reversível, a menos de um sinal negativo

no vetor direcional. Note também que uma partícula de W pertelace à X, se e somente

se, ela nasceu em Z)Ó e pertence à y, se e somente se, ela nasceu em Z)a -- Z)ó.

Portanto, a probabilidade de uma partícula (z,u) C Z) x -S't'l de H'' pertencer à X

é dada por p(3, u, DÓ, 1).), isto é, a probabilidade de um bilhar aleatório começando em

(sç, --u) tocar Dz, antes de D. DÓ.

Coillo cada partícula tem uma vida independente de qualquer outra partícula, a me-

dida invariante de X é urn emagrecimento da medida inx,ariante de W com probabilidade

p(#, t;, Z)Ó, D.). Como a densidade da medida invariante de W é const.i:ante, col)cluímos

que a densidade da medida invariante de X é proporcional a p(z,u,Z)b,Da), como pre-
cisavaiT].os
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3.4 Simulação

Esta. seção é dedicada à uma aplicação direta do Teorema 3. Realizaremos uma. simulação

de l\'fonte Carlo do sistema de illjeção e absorção de partículas com lei de reflexão cosseno

ein um domínio D c ]R2 dado por Z)Z - {(z, g/) c ]R2 : 0 $ z $ Z; 0 $ g/ $ 1}, Z, > 0.
Denotaremos por

2). = {(a, g/) c R2 : ]ç :: L, 0 $ 3/ $1 1},

Z)õ ' {(#, z/) c R2 : z :; 0, 0 $ y $ 1},

D, = {(z,y) ctR: : 0 < z < L,0 $ y $ 1} u Dõ.

A região de absorção de partículas é dada por 2)., a região de nascimento de partículas

por Z)Ó e a legião de reflexão de partículas por Z),.

Pelo Teorema 3, a densidade de partículas na fronteira {(z, 0) € ]R2 : 0 < z < J.,} e com

direção (0, 1) é proporcional à p(z, (0, 1), 1)Õ, Z).), probabilidade de utri bilhar alf3at(brio

iniciando com direção (0, --1) tocar a fronteira no conjunto 2)õ antes de tocar o conjunto

Fixado L = 1, íbi realizado para cada uma das 19 posições {0.05, 0.10, 0.15, . . . , 0.95}

1000(mil) simulações de trajetórias de um bilhar aleatório até que se fosse tocada a

fronteira Z)., ou .Dó. A partir da contagem da quantidade de trajetórias que tocou Z)Ó

antes de tocar o conjunto Z)., estimou-se p(z, (0, 1), DÓ, Z).).

Abaixo: apresenta-se o resultado obtido pela uma simulação de monte-.carlo utilizandc-

se o programa R-project.

Nota-se um decaimento da densidade de forma linear.

Ainda, com o intuito de obter a variação da densidade de probabilidade da medida

invai'jante de acordo com a vmiação do comprimento L do domínio, foi realizada a seguinte

simulação de monte-carlo: Fixada a posição inicial 0.025, para cada um dos 40 dolo-tínios

de comprimento {0.025, 0.050, 0.075, . . . , 0.975, 1.000l}, simulou-se 1000(mil) trajetórias

de um l)olhai aleatório iniciando com direção (0, -- 1)até que se fosse tocada a fronteira Z).,

ou Z)Õ. A partir da contagelll da quantidade de trajetórias que tocou DÓ antes de tocar o

conjunto D., estimou-se p(z, (0, 1), DÓ, D.). Abaixo, apresenta-se o resultado obtido pela

uma simulação utilizando-se o programa R-project .

D.
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Estimativa de p(x,(0,1),Db,Da) em função de x

Figura 9: Estimativa de p(#, (0, 1) , 1)ü, D.) em função da posição inicial z

Estimativa de p(x,(0,1).Db,Da) em função de L

Figura 10; Estimativa de p(z, (0, 1): Dó, D.) ein função do comprimento L do Domínio.

Verifica-se que para a simulação realizada, utilizando o método de mínimo quadrados

pma a família de funções {./ : R -"} R : ./'(z) = azP, a, # C R}, que a função dada por

/(z) = 0.644z'0'623z é a que melhor se ajusta aos dados obtidos pela simulação.
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