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Resumo

MIGUEL, M. G. R. Comparacdo do desempenho da estatistica tipo-Wald com o de
outras estatisticas de teste em modelos lineares generalizados. 2015. Dissertacao
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2015.

Este trabalho foi desenvolvido com a pretensao de apurar o desempenho de
algumas estatisticas de teste de hipoteses na classe dos modelos lineares
generalizados. Nesse contexto, dentre os testes existentes, hd a percep¢do de que o
teste de Wald (Wald, 1943) seja o mais utilizado pelos pesquisadores, talvez pela
sua simplicidade ou mesmo por ser o que, em geral, aparece como padrao nos
pacotes estatisticos. Sendo assim, a estatistica tipo-Wald proposta por Cordeiro et
al. (2012) baseada na estatistica de Wald, teve um enfoque especial na andlise e foi
a referéncia para a compara¢do de desempenho com as estatisticas dos demais
testes, a saber: razdao de verossimilhancas (Wilks, 1938), escore (Rao, 1948) e
gradiente (Terrell, 2002) em suas formas originais, bem como nas formas
modificadas ja propostas por outros autores. O desempenho das estatisticas foi
medido pela taxa de rejeicao da hipétese nula quando ela é verdadeira, sendo esta
taxa calculada por simulagdo de Monte Carlo utilizando o software OxMetrics7. As
simula¢des foram feitas considerando modelos de regressao com resposta gama e
normal inversa. Para os dois modelos, também foi avaliado o tamanho amostral em
que o valor do percentil 95 da estatistica tipo-Wald se aproxima do quantil da y?2.
Por fim, foi realizada uma aplicagdo com dados reais com o objetivo de comparar
as estatisticas de teste estudadas neste trabalho.

Palavras-chave: correcio tipo-Bartlett, estatistica de Wald, estatistica tipo-Wald,

modelo linear generalizado.



Abstract

MIGUEL, M. G. R. Performance comparison of the Wald-type statistic with other
test statistics in generalized linear models. 2015. Dissertacdo (Mestrado) -
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2015.

This work was developed to investigate the performance of some
hypothesis testing statistics in the class of generalized linear models. In this
context, among existing tests, there is the perception that the Wald test (Wald,
1943) is the most widely used by researchers, perhaps because it is simple to
apply and generally appears as standard in statistical packages. Thus, the Wald-
type statistic proposed by Cordeiro et al. (2012) based on Wald statistics, had a
special focus on the analysis and was the benchmark for performance comparison
with the statistics of other tests, namely: likelihood ratio (Wilks, 1938), score (Rao,
1948) and gradient (Terrell, 2002) in their original or modified forms, proposed
by other authors. The statistics performance was measured by the rejection rate of
the null hypothesis when it is true. This ratio was calculated by Monte Carlo
simulations using the software OxMetrics7. The simulations were performed
considering gamma and inverse normal regression. Under both models, it was
evaluated the sample size for which the 95 percentile value of the Wald-type
statistics approaches the y? quantile. Finally, it was conducted an application to
real data to compare the testing statistics studied in this work.

Keywords: Bartlett-type correction, generalized linear model, Wald statistic, Wald-
type statistic.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos de regressao sdo ferramentas de grande importincia que
auxiliam no processo de tomada de decisdo em diversas areas do conhecimento, ja
que permitem explicar ou fazer previsdes do valor de uma variavel aleatoria em
funcao de outras. Chamamos a variavel a ser explicada de variavel resposta, de
modo que, dependendo do tipo de sua distribuicdo, escolhe-se uma dentre as
diversas técnicas de regressao capazes de explica-la, tais como: linear, nao linear,
simples, multipla, paramétrica, ndo paramétrica, etc.

Neste trabalho, estamos interessados em modelos paramétricos e lineares,
sendo um dos mais simples o que se utiliza quando a distribuicdo da variavel
resposta é Normal, podendo ser escrito supondo que Y, ...,Y,, ~ Normal(u;, 6?),
independentes, e assumindo que o valor esperado de Y;, com i = 1, ...,n, pode ser
modelado conforme a equagdo E(Y;) = y; = f1x;; + BoXiz + -+ fpXip, sendo p o
numero de variaveis explicativas. Ocorre que, nem sempre a variavel resposta
seguira uma distribuicdo Normal, e nesse caso, o ajuste de um modelo linear estara
sujeito a utilizacdo de uma técnica apropriada, que tem seu procedimento e suas
restricdes especificas.

Supondo que ha o interesse em explicar uma variavel Y cuja densidade pode
ser escrita na forma

fi; 0i,9) = exp {Ply:6; — b(6)] + c(yi, ) }- (1.1)
em que b(-) e c(+) sdo funcbes conhecidas, dizemos que Y pertence a familia
exponencial (Paula, 2012). Desta maneira, E(Y;) =u; =b'(8;,) e Var(Y;) =
¢~V (i), sendo V(u;) = V; = du;/d6; a funcio de variancia, ¢ =1 > 0 o parAmetro
de dispersado conhecido e b'(6;) = db(6;)/d6;. Se Y pertence a familia exponencial,
entdo ela pode ser modelada na classe dos Modelos Lineares Generalizados
(MLGs), proposta por Nelder e Wedderburn (1972). Essa classe de modelos define
uma funcdo de ligacdo entre a varidvel resposta e as variaveis explicativas
ponderadas pelos seus respectivos coeficientes. Ainda de acordo com Paula
(2012), esta fungdo de ligagdo é expressa por g(u;) =1n;, em que n; =x! B é o
preditor linear, x] = (x1is -+, Xp;) € 0 vetor que traz o valor de cada variavel
candidata a explicativa para a unidade experimental i e § = (S, ...,ﬂp)T é o vetor

de coeficientes das p variaveis candidatas a explicativas, de modo que p < n. Esses



coeficientes sdo parametros que podem ser interpretados como pesos de
determinada variavel candidata a explicativa na func¢ao de ligacao.

O logaritmo da funcao de verossimilhanca para £, denotado por L(f), é
dado por

L(B) = Lica{dlyib: — b(6D] + c (i, ¢)} (1.2)
A funcdo escore é obtida derivando (1.2) em relagdo a 3, que em notagdo matricial
é dada por

11
U = $pXTW2V Z(y — p),

em que, X = dn/0pf = (x4, ...,x,)" é uma matriz conhecida nxp de posto completo
D W = diag{wy, ..., w,}, comw; = (du;/dn)?/V;, V =diag{Vi, ..., V;,},
Y=y e = (fy e, )"

A matriz de informacao de Fisher é dada, em notacdo matricial, por

_ 92L(R)] _ T
Kgg = —E |2003] = px7WX.

Segundo Paula (2012), o processo iterativo de Newton-Raphson para a
obtencdo da estimativa de maxima verossimilhanca de f é definido expandindo a
fungéo escore Ug em torno de um valor inicial L@ tal que

0 I
Up = U + ULP (B = BO),

em que Ué denota a primeira derivada de U com respeito a BT, sendo U[;(O) e U[go),
respectivamente, essas quantidades avaliadas em B(?, Desta forma, chegamos ao
processo iterativo

B = gm) 4 ((—Up) YU, m=0,1,...

Como a matriz —Ué pode ndo ser positiva definida, a aplicagdo do método Scoring

de Fisher, substituindo a matriz —U[',, pelo correspondente valor esperado Kgg

pode ser mais conveniente. Isso resulta no seguinte processo iterativo:
B = g 4 (KM, m=0,1,..

Ainda segundo Paula (2012), quando n cresce, é possivel assumir que o
estimador de maxima verossimilhanca £ converge para f e tem distribuigio

normal multivariada, com média f e matriz de covariancias Kﬁ_ ﬁl

Em seu livro “O Sinal e o Ruido”, Nate Silver (2013) lanca o seguinte
questionamento: “Mesmo com todo esforco e concentragdo, sera que somos
capazes de distinguir entre informagdes significativas e aquelas que nao passam de
ruido?”. Nesse contexto, para saber se uma variavel candidata a explicativa deve ou
ndo ser aceita como tal, podem ser aplicados testes paramétricos verificando a
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hipotese de nulidade de cada coeficiente, isto é, H, (hipdtese nula): 8; = 0 contra
H, (hipétese alternativa): 8; # 0, sendoi = 1, ...,p e ¢ suposto conhecido. Segundo
Ferrari (1991), “a grande maioria dos testes de hipdteses estatisticas em
problemas envolvendo grandes amostras é baseada em um dos seguintes
principios: razao de verossimilhancgas, Wald e escore”.

Neste trabalho, o interesse é testar a seguinte hipotese nula composta

Hy: By = 1(0), contra a alternativa H;:f; # ﬁl(o), em que f = (Bl BNHT,
= — © _ p@ 0 . =

B1 = (Br s Bp1)", Bz = Bpr+1, - Bp)T € By = (Br s o1 )T. A dimensio do

vetor [; de interesse ou o numero de parametros a serem testados é p;, e a

dimensao do vetor 3, de perturbacao é p — p;.

Para apresentarmos as formas originais e aperfeicoadas das estatisticas dos
testes razdo de verossimilhangas, Wald, escore e, também, da estatistica gradiente,
definida por Terrell (2002), é necessario efetuar a parti¢do do vetor escore Ug, da

matriz de informacéo de Fisher Kgg e de sua inversa Kﬁ"ﬁl da mesma maneira que
fizemos com f. Sendo assim, de acordo com Cordeiro (1992), as parti¢cdes de Ug,

Kgp, Kﬂ_ﬁl sdo dadas por:

UE = (Ugv ng)'

K = Kg1p1 Kﬁm]
BE ™ [Kpap1 Kpopal
_1 _ [KPIBYT kP12

KBB - KB2B1 Kﬁzﬁz]'

em que UE1 = UE1(/31'/32), UﬁTz = UﬁTz(ﬁpﬁz)' KPP = KP1FL(B,, B,) é a matriz de
covaridncias assintética de $; (estimador de maxima verossimilhanca de f,), de
modo que KPP = (Kg151 — Kp1p,K555,Kg15,) ™" Quando B; e B, sdo ortogonais
implica KF*F! = Kglp,.

Considerando as parti¢cdes apresentadas acima, as estatisticas dos testes da
hipétese nula de interesse H, tém as seguintes formas originais:

(1) Teste da razao de verossimilhangas: &z = 2 {L ([?1,[?2) - L( 1(0), EZ)},

em que L(ﬁl,ﬁz) € o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga considerando as

estimativas de maxima verossimilhang¢a dos parametros do modelo irrestrito (com
p parametros) e L( 1(0),3'2) é o logaritmo da funcdo de verossimilhanca

considerando as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros sob a
hipétese nula, ou seja, do vetor f5,, denotadas por 3.



(if)  Teste de Wald: &, = [[?1 — Bl(o)]T[I?ﬁlﬁl]_l[ﬁ’l — Bl(o)], em que Emm éa
matriz Kp, 3, avaliada em Bie fs.

(iii) Teste escore: &gp = Uglkﬁlﬁlﬁﬁl, em que Up e KPP sdo,
respectivamente, Ug, e K#'F* avaliadas em B9 e B,

(iv)  Teste gradiente: &g = ¢p/25TW/2X, [,[?1 - ﬁl(o)], em que
1 1

s = ¢zV " 2(y — u) é um vetor de residuos de Pearson e § e W/2 =
1 1

. ~ ~o ~ . . 0
diag(W}, ..., W) sdo, respectivamente, s e W1/2 avaliados em ﬁl( ) e Bo.

Uma interessante propriedade das estatisticas &z, e {5z € a invariancia, isto
é, segundo Paula (2012), mesmo sob diferentes reparametrizacdes, as estatisticas
mencionadas ndo tém seus valores alterados. J4 a estatistica gradiente, assim como
a de Wald, ndo sao invariantes sob reparametriza¢oes (Terrell, 2002).

Segundo Ferrari (1991), &gy, & e &g possuem, sob a hipdtese nula,
distribuicao assintética )(12,1, isto é qui-quadrado com p; graus de liberdade, em que
p1 € o numero de parametros a serem testados. De acordo com Vargas (2013), sob
a hipétese nula, a estatistica gradiente também tem distribui¢ao assintética )(rz,l.

Ocorre que, em muitos casos, ndo se pode contar com um tamanho de
amostra grande e, portanto, a distribuicdo dessas estatisticas pode estar afastada
da distribuicado )(51. Com isso, alguns autores propuseram modificacdes capazes de
suportar o cendrio de pequenas amostras. Por exemplo, com o objetivo de
aperfeicoar a estatistica da razdo de verossimilhancas, Cordeiro et al. (1982)
considerou a técnica de Bartlett (1937) para escolher um fator ¢ de correcdo de
escala. J4, para a estatistica escore, Cordeiro e Ferrari (1991) aplicaram um fator
de correcdo tipo-Bartlett, assim como fez Vargas (2013) no aprimoramento da
estatistica gradiente. Santos e Cordeiro (1999) também obtiveram um fator de
correcdo tipo-Bartlett para aperfeicoar a estatistica de Wald em modelos da familia
exponencial com apenas um parametro. Vale ressaltar que, em modelos continuos,
as estatisticas aperfeicoadas por fatores de Bartlett ou tipo-Bartlett tém
distribuicdo qui-quadrado até ordem n-Z. Esse resultado ndo é necessariamente
valido em modelos discretos.

Cordeiro et al. (2012) propuseram, para os MLGs com parametro de
dispersdo conhecido, uma estatistica tipo-Wald, baseada no estimador de maxima
verossimilhanca corrigido pelo viés de primeira ordem e na matriz de covariancias
de segunda ordem desse estimador, que converge assintoticamente para a
distribuicao )(51, sob a hipdtese nula. Essa estatistica foi comparada com a
estatistica de Wald original considerando um modelo exponencial em que todos os
parametros eram testados simultaneamente na hipétese nula.



Ja existem na literatura (Vargas, 2013) comparagdes entre as estatisticas da
razdo de verossimilhancas, escore, gradiente e Wald e as versdes modificadas das
trés primeiras estatisticas para os MLGs. Esses estudos mostram que, em geral, a
estatistica escore aperfeicoada tem o melhor desempenho comparada as demais
estatisticas, no sentido de que o tamanho empirico do teste baseado nessa
estatistica se aproxima mais dos niveis de significincia usuais. Por outro lado, a
estatistica de Wald é a que apresenta o pior desempenho.

Apesar de ter um desempenho ruim em amostras pequenas e moderadas,
em geral, a estatistica de Wald é muito popular, no sentido de ser a estatistica
presente nas saidas dos principais pacotes computacionais, tais como R, Minitab ou
SAS. Além disso, intervalos de confianga para os parametros de um modelo de
regressdao baseiam-se na inversa da matriz de informacdo de Fisher. Desta forma,
este trabalho tem como objetivo comparar o desempenho da estatistica tipo-Wald
com o das demais estatisticas, aperfeicoadas ou nao.

No Capitulo 2 serdo apresentadas as modificacdes nas estatisticas dos testes
de razdo de verossimilhancas, escore e gradiente. O Capitulo 3 apresentara a
modificagdo no teste de Wald utilizando o fator tipo-Bartlett, aplicavel somente
aos casos onde se tem um parametro, e a construcdo da estatistica tipo-Wald em
MLGs. Para comparar os desempenhos das estatisticas apresentadas nos Capitulos
2 e 3, no Capitulo 4, serdo realizados estudos de simula¢do, considerando dois
diferentes modelos lineares generalizados e diferentes hipoteses nulas. No
Capitulo 5 sera feita uma aplicacdo com dados reais e o Capitulo 6 contera nossas
conclusoes.






Capitulo 2

Aprimoramento das estatisticas gy, Esge st

2.1  Aprimoramento da estatistica da razdo de verossimilhangas (¢gy)

A ideia de melhorar a aproximacao da distribuicdo da estatistica da razdo de
verossimilhancas, &gy, pela distribuicao qui-quadrado, por meio da multiplicagdo
de &z, por uma constante ¢!, teve origem em Bartlett (1937), sendo que um
método geral para o calculo do fator de corre¢do cfoi proposto por Lawley (1956),
que expds uma féormula geral para o primeiro momento da estatistica da razao de
verossimilhancas. Esta férmula envolvia expressdes de momentos do logaritmo da
funcdo de verossimilhanga, bem como de suas derivadas. Outro trabalho
fundamental foi desenvolvido por Hayakawa (1977), que apresenta uma expansao
até a ordem n~! para a funcio de distribuicdo acumulada da estatistica da razdo de
verossimilhangas.

Cordeiro (1983, 1987) utilizou o método de Lawley em generalidade
quando obteve féormulas matriciais gerais para o fator de correcdo de Bartlett
associado a estatistica da razdo de verossimilhancas na classe dos modelos
lineares generalizados uni e multiparamétricos considerando hipéteses nulas
simples e compostas. Deste modo, a estatistica da razao de verossimilhancas
modificada &z, " é dada por

Sry’ = gy,
sendo

c = E(fRV)’
P1

com E (&), calculada até a ordem n™1, assumindo a expressio

E(ERV) =p,t+€—§¢

em que € e € sdo as estimativas de € sob o modelo irrestrito e o modelo sob H,,
respectivamente. Na classe dos modelos lineares generalizados, supondo ¢
conhecido, com base em Cordeiro et al. (1982), a quantidade € é definida por:

€ ==Tr(¢p " HZE) —s1T¢pTGZO (F + )1 + =17 71F (22 + 32,224 )F1,
sendo ¢ constante e Z = X(X"WX)~'X", uma matriz com elementos z;. J4, a
matriz Z® tem elementos Zi3j, em que Z®) =73 ® 7, sendo Z® = Z ® Z. Vale
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ressaltar que a matriz Z @) tem elementos z% e o simbolo ® denota o produto de

ij
Hadamard (produto elemento a elemento) entre duas matrizes. As matrizes
H,F,G e Z; sdo matrizes diagonais de ordem n obtidas da seguinte forma:

1d%u [d%u 2 g2y
H = diagly s |2 — 4w ] +w i (3) - 520
F =dia {%Z—“ZT“
c— ldud?y 1 4av (du)3
~ M9\ dndn? T vedu \dn

Zy = diag{zi1, -, Znn}-
Ja, ovetor 1 = (1,...,1)T é um vetor de dimensio nx1.

Segundo os resultados simulados por Cordeiro et al. (1983), mesmo com
um tamanho amostral relativamente pequeno, a distribuicdo da estatistica &g
tem uma boa aproximagdo para a distribuicao )(51, de modo que, a medida que se
aumenta o tamanho amostral, o valor da estatistica de teste modificada se
aproxima mais rapidamente do valor critico real da distribuicao )(51 em relacdo a
estatistica ndo modificada. Mais detalhes sobre a modificagdo podem ser vistos em
Cordeiro et al. (1983).

2.2  Aprimoramento da estatistica escore (gg)

A alteracdo na estatistica escore considerada neste trabalho foi introduzida
por Cordeiro e Ferrari (1991), e consiste em aplicar um fator de correcao tipo-
Bartlett para melhorar a aproximacio da estatistica de teste para a distribuicio y2.
Este fator é chamado desta forma porque, embora se assemelhe, ndo é exatamente
o fator de correcao de Bartlett, ja que contém a propria estatistica em sua
expressao. No Capitulo 1, foi apresentada a forma original da estatistica escore, ou
seja, &g = ﬁglﬁlﬁﬁlﬁlfjﬁlﬁl. A forma aprimorada tem a seguinte expressao:
= ESR[l — (c + bésg + aESRZ)], em que os coeficientes a b e ¢ sdo

apresentados a seguir:
- 12p,(p1 + 2)(p1 + 4)
_ A, — 244
~12p(py + 2)
A — Ay, + As
12p,




sendo p; o numero de parametros testados. Segundo Cordeiro e Ferrari (1991),

(O]

considerando uma hipoétese nula composta Hy: f; = f;° contra Hy: [, # ﬁl(o), as

expressoes de A, A, e A3 sdo dadas por
Ay = ¢ Y3 1TFZyq(Z — Z5)ZoqF1 + 6 1TFZ,q7Z,(Z — Z3) q(F — G)1 —
6 1TF{Z§2) ® (Z - zz)}(zc; — )1 = 61TH(Z — Z,) 4Z2q41],
Ay = ¢ =31T(F = G)(Z — Z3)aZ2(Z — Z3)a(F — G)1 — 6 1" F Z,4(Z —
Z)(Z - Z)q(F—6)1-61T(F —G){(Z - Z.)? Q Z,}(F - )1+ 31"B(Z —
Z)P),
A3 =" B1(F - G)Z —Z2)a(Z = Z2)(Z = Z3)a(F — )1+ 217 (F —
G)(Z - Z)®(F - 6)1},

em que as matrizes F G e H estdo definidas na segdo anterior e
B = diag(b;, ..., by) é uma matriz diagonal nxn, com elementos dados por:

b = L () () |y Vs
i — 3 dn; du; id2'
14 ni Ui Ui

Considera-se que a matriz Z esta avaliada em ([?1,[?2) e a matriz Z, esta avaliada
em ( 1(0),,[?2). A matriz Z,; representa a diagonal principal de Z,, ou seja,

Zyq = diag{z;11,. Zynn}- Maiores detalhes sobre este trabalho de aprimoramento
da estatistica de escore pode ser apreciado em Cordeiro e Ferrari (1991).

2.3  Aprimoramento da estatistica gradiente (§sr)

A estatistica gradiente tem como vantagem sobre as estatisticas de Wald e
escore o fato de ndo depender da matriz de informacdo. Outra vantagem é a sua
simplicidade computacional, propriedade ressaltada por Rao (2005).

A modificacdo na estatistica gradiente foi proposta por Vargas (2013), que
utilizou um fator de correcao tipo-Bartlett. Sob a hipotese nula, a estatistica
corrigida tem distribuicao )(12,1 até ordem nl. Assumindo a forma original da

estatistica gradiente apresentada no Capitulo 1, ou seja, g7 = ¢1/2§TW1/2X[,[§1 —

0 ~ . ~ ~ .
,81( )], a expressao sugerida para a correcdo de {gr em funcdo de coeficientes g, be ¢

(idénticos aos apresentados na correcdo da estatistica de escore) foi a seguinte:

Er" = Esr[1— (c + bésr + aszsrz)]-

Maiores detalhes sobre a modificacao na estatistica gradiente sdo encontrados em
Vargas (2013).
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Capitulo 3

Aprimoramento da estatistica &y,

Ja foram mencionados os aperfeicoamentos propostos para as estatisticas
da razao de verossimilhangas, escore e gradiente, que utilizaram correcdes de
Bartlett e tipo-Bartlett. Fazer a mesma abordagem para a estatistica de Wald nao é
tdo trivial, no entanto, Santos e Cordeiro (1999) fizeram um trabalho para modelos
da familia exponencial com apenas um parametro. Este estudo utiliza um resultado
obtido por Cordeiro e Ferrari (1991), que abordou o problema do
desenvolvimento de corre¢des para qualquer estatistica de teste assintoticamente
distribuida segundo uma qui-quadrado. Este resultado consiste em uma férmula
geral para ajuste tipo-Bartlett de ordem n™!, para qualquer estatistica de teste cuja
expansdo assintotica seja uma combinacdo linear finita de distribui¢des qui-
quadrado com graus de liberdades adequados. Sendo assim, essa férmula geral
pode ser utilizada para aperfeicoar a estatistica de Wald, sendo que o resultado fica
da seguinte maneira:

* 1
Sw =¢w {1 - ;(“1 + azéy + a3fwz)} ~ X1,
em que

—44kfp + 120kgppkl) — 81(kg)? + 12kgpkp 5 55 — 3kgpkp g5
a, = 3

B _ 5op2 ®)y2 ®
o = B3Kepplps — 22Kipp = 45Ukgy )" Akppps — Mgy — ki pp — Skpppp
’ 18k3, 12k3,

(B)
B Bkpg—kppp)?

a =
3 36k}

Para explicar melhor a obtencdo dos valores dos k¢, podemos considerar as
observacdes independentes e identicamente distribuidas yj, ..., y, e lembrar que
L(B) representa o logaritmo da funcdo de verossimilhanca de y em funcio de .
Sendo assim, podemos definir Ug = dL(B)/dB, Ugs =d*L(B)/dB? etc.

Considerando isto, temos kﬁﬂ = E(Uﬁﬁ), kﬁﬁﬁ = E(U[;ﬁ[;), kﬁ,ﬁ = E(U[?) = —kﬁﬁ,

kpps = E(UpUpp),  kppps = E(U3s) — ks, kppps = E(Upppp),  kpppp =
E(UiUpg) = kppkpp kpppp = E(Ug) = 3ki g ekg ppp = E(Ug Ugpp)-
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A restricdo é que a formula acima vale apenas para modelos
uniparamétricos. Em Santos e Cordeiro (1999) é possivel obter mais detalhes
sobre essa abordagem.

Uma outra abordagem foi a construcao da estatistica tipo-Wald, proposta
por Cordeiro et al. (2012), que, em linhas gerais substitui a matriz de informagao
de Fisher pela matriz de covariancias de segunda ordem dos estimadores de
maxima verossimilhanca com correg¢do de viés de ordem n-L

3.1  Construcio da estatistica tipo-Wald &y

Em Cordeiro et al. (2012), a férmula geral para a matriz de covariancias de
ordem nZ do estimador de maxima verossimilhanca corrigido pelo viés, na classe
dos MLGs com ¢ conhecido, é obtida como segue.

Seja B* = B — d(B) o estimador de maxima verossimilhanca com correcio
de viés de ordem n~1, sendo d(f) o viés de ordem n~%, dado, em notacio matricial,
por D([?), em que, segundo Cordeiro e McCullagh (1991):

D(B) = —(2p) T XTWX)1XTZ,F1.

A expressao da matriz de covariancias de segunda ordem de 3* é dada por:
Cov(B*) = ' (XTWX) ™t + ¢ 2PAPT + 3¢ 2(X"WX)1AX"WX) ™! —
¢~ 2PDZ,PT

sendo

A=HZ;+ %FZ(Z)F +GZAF —GZAG, P = (XTWX)"'XT,Z = XP,

H = diag{hy, ... hy}, em que hy=—piul" /V; — p2u' VD )VE + uptv? v2,
up = du/dng @) = dPp/dn®, pf" = dpg/dn® VS = avi/du,
F = diag{fy, .., fr}, com f; =V 'y,

G = diag{gs, ... gn}, com g; =V, uipi’ = V2 Ppp?,

2

ijeo simbolo & denota o

Z® =7 ® Z, em que a matriz Z® tem elementos z

produto de Hadamard entre duas matrizes,

A= Z?:l Cl'Al'l em que Ai = (fl + gi)xixiT, Ci = 5LTZﬁZﬁdF11

x!' = (xi1, ..,Xip) representa a i—ésima linha da matriz de covariancias X,
Zg = X(X"WX)7'X", 6; é um vetor de dimensdo (nx1) e o indice d indica que a

matriz diagonal foi obtida a partir da matriz original. Todas essas quantidades
foram definidas anteriormente, nos Capitulos 1 e 2.
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A estatistica tipo-Wald, proposta por Cordeiro et al. (2012), substitui na

estatistica de Wald original, £ por f* e a inversa da matriz de informacdo de
Fisher pela matriz de covariancias para f* apresentada acima.

Considerando, como no Capitulo 1, as hip6teses nula e alternativa,

Hy: B, = 1(0) e Hi: B # ,81(0), respectivamente, em que o vetor ,81(0) tem dimensao

p1, temos:

Swe = [ﬁi‘ - fo)]T{COUﬁzﬁi}_l[ﬁf - 31(0)]

em que a matriz de covariincias Cov(B" ) é particionada da forma

Covgyp; C Ovﬁiﬁ’él

Cov(F') = lCOUﬁ;ﬁ; Covg;p;

13
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Capitulo 4

Simulagdes e resultados

As simulacdes foram feitas pelo processo de Monte Carlo utilizando o
software OxMetrics7. O objetivo é comparar a estatistica tipo-Wald &, com as
demais estatisticas &y, €y, Ervs Esry Esrs Es7 € €7, Segundo a taxa de rejeicdo de H,
ou tamanho empirico do teste, isto é, o risco de rejeicdo da hipotese nula dado que
ela é verdadeira (probabilidade estimada do erro tipo I), fixados os valores de 1%,
5% e 10% para o nivel de significancia (). Além disso, para verificar o tamanho
amostral que torna mais segura a utilizacdo da estatistica &, foi observada
também a aproximac¢do dos quantis amostrais de cada estatistica para os quantis
da distribui¢do qui-quadrado com graus de liberdade iguais ao numero de
parametros testados.

4,1 Simulagdo: modelo de regressao com resposta gama

Dizemos que uma variavel aleatéria Y de média p e coeficiente de variacao
¢~1/2 ¢ distribuida segundo uma gama, que denotamos Y ~ G(j,¢), quando a
funcdo densidade de Y, de acordo com Paula (2012), é dada por:

¢y)¢ exp ( by

frwe) = L (7 - 7) d(logy) =

(¢
= exp{p [(~2) — logn| - logI'(9) + ¢ log(#y) — logy}

em que y>0, ¢>0, u>0 e I'(¢p) = fooo t?~letdt é a funcio gama. Desta
maneira, para escrever a densidade da gama na forma de (1.1) basta considerar
0 =—1/u, b(8) = —log (—0) e c(y,¢) = (¢ — Dlogy + plogp — logl'(¢). Vale
destacar que, para a densidade da gama, ¢ = E%(Y)/Var(Y), que é o inverso do
coeficiente de variacao de Y ao quadrado. A fung¢do de varidncia da gama é dada
por V(u) = p?.

A relagdo entre o coeficiente de variacao e ¢, pode ser observada no Grafico
4.1. E possivel perceber que, quanto maior for o coeficiente de variacio menor sera
o valor de ¢.
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Grafico 4.1: Relagdo entre ¢ e o coeficiente de variacdo do modelo gama
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Para os estudos de simulacdo que seguem, foram arbitrados dois valores
para ¢, 11 e 2, que correspondem aos coeficientes de variacao 30% e 70%,
respectivamente. Considerando uma amostra yj, ..., ¥, com y; ~ G(u;, ¢) define-se
um modelo de regressdao com componente sistematica

Wi =N = P1+ PaxXiz + Bsxiz + PaXis, 1 = 1,...,1. (4.1)

Para cada valor fixado para ¢, foram geradas 10.000 réplicas de n
observacgdes (n = 20, 25,30), do modelo gama definido em (4.1), considerando
B1 =05, B, = B3 =L, =1. Os valores de x;,, xj3 e xj, foram obtidos de uma
distribuicao uniforme no intervalo (1, 2), sendo mantidos os mesmos para todas as
réplicas, fixado o tamanho 7 da amostra. Para cada réplica, verifica-se se a hipétese
nula é rejeitada. Define-se como taxa de rejeicdo, o percentual de vezes em que a
estatistica de teste simulada caiu na zona de rejeicdo de H.

Foram consideradas as seguintes hipoteses nulas Hy: B, = 1, Hy: 3 = 4 =
1 e Hy: B, = B3 = P4 = 1. A taxa de rejeicao de cada uma dessas hipéteses consta
das Tabelas 4.1 a 4.3, respectivamente. A andlise dessas tabelas mostra que,
embora o desempenho da taxa de rejeicao de H, associada a estatistica de Wald
usual () seja o pior em relacdo as demais estatisticas, a estatistica tipo-Wald
proposta por Cordeiro et al. (2012) apresenta taxa de rejeicao entre 30% e 54%
menor do que a associada com a estatistica de Wald usual, para todo valor de
¢ ede a, o que mostra que a estatistica tipo-Wald traz ganhos expressivos nos
resultados em amostras pequenas. A estatistica de teste com melhor desempenho
foi &5z, pois o tamanho empirico é o que mais se aproxima dos niveis de
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significancia, dentre as estatisticas consideradas, para os dois valores de ¢ e todos
os valores de a. Apoés a estatistica &g, as estatisticas com melhores desempenhos
alternam-se entre &gg, &ry, &7, Es7- O desempenho da estatistica tipo-Wald é
melhor do que o da estatistica da razdo de verossimilhan¢as quando se testa um
unico parametro e consideram-se os valores 5% e 10% para a.

Para as estatisticas &y, &y Ery € &gy, as taxas de rejeicdo sdo sempre
maiores do que os valores fixados de . Ja, o nimero de casos em que as
estatisticas &gg, sp, g7, Egr apresentam taxas de rejeicdo menores do que os
valores de «a, cresce a medida que aumenta o nimero de parametros testados em
H,. Vale ressaltar que a taxa de rejeicdo das estatisticas de Wald e tipo-Wald se
distanciam dos valores fixados para o nivel de significancia quando se aumenta o
numero de parametros testados em H,. Além disso, nota-se que o desempenho de
todas as estatisticas é pior para ¢ = 2.

Tabela 4.1: Tamanho empirico do teste ou taxa de rejeicdo (%) de Hy: 84 = 1 no
modelo de regressdo gama com dispersao conhecida

¢ | n a Sw Swe  Srv $rv $sr $SR $st $st
10,00| 25,21 16,64 20,04 13,72 14,82 10,75 17,46 13,38
20| 5,00|17,75 10,88 12,65 7,76 7,72 535 9,67 6,82
1,00 899 436 4,06 1,71 136 105 1,84 1,33
10,00| 23,21 16,21 17,98 12,88 12,96 10,52 16,15 13,22
11 (25| 5,00|16,26 10,42 1091 7,13 6,51 534 8,69 7,05
1,00 7,83 4,26 363 182 129 109 185 1,74
10,00| 20,14 13,99 15,70 11,67 12,05 10,15 14,01 12,30
30| 5,00|1348 837 921 6,08 6,07 514 753 641
1,00| 572 336 272 150 1,13 1,05 1,52 1,39
10,00 30,39 19,04 22,94 15,25 13,72 11,42 17,72 14,64
20| 5002237 12,65 1525 842 7,11 575 936 7,72
1,00| 12,07 5,55 556 203 1,21 105 1,35 1,18
10,00| 26,34 16,98 19,59 13,29 11,06 9,55 14,92 13,32
2 | 25| 500|1865 11,19 12,26 7,22 546 488 7,33 6,69
1,001 9,44 462 417 194 094 1,05 1,30 1,46
10,00| 27,23 18,61 18,86 13,52 11,41 10,59 15,49 14,35
30| 5,00|19,93 13,07 12,02 7,21 6,00 5,41 7,77 7,05
1,00 11,21 6,64 393 163 1,07 1,03 1,28 1,29
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Tabela 4.2: Tamanho empirico do teste ou taxa de rejeicdo (%) de Hy: f3 =, =1

no modelo de regressao gama com dispersdo conhecida

¢ | n a Sw Swe Sy SRy $sr $SR $st $st
10,00| 32,71 20,82 22,62 14,10 12,89 10,29 16,37 13,18
20 500| 2495 14,39 14,23 7,77 6,04 498 8,06 6,90
1,00 14,23 7,32 497 2,07 084 091 1,28 1,43
10,00| 29,94 19,39 19,57 13,05 11,89 10,21 15,18 13,20
11 | 25 500 21,83 13,11 12,14 7,09 562 517 7,45 6,92
1,00| 11,67 636 410 1,89 085 098 1,31 1,52
10,00| 24,59 16,34 16,81 11,52 11,05 9,66 13,37 12,16
30 500 17,37 1045 991 6,07 508 491 649 6,08
1,00 821 419 296 148 096 1,14 1,09 1,23
10,00| 40,53 25,23 26,38 15,85 1195 10,69 15,62 13,84
20 500| 32,08 18,41 1756 898 531 494 6,91 6,48
1,00 20,31 992 665 211 082 092 069 098
10,00| 34,64 22,03 2196 13,70 1051 990 13,93 13,26
2 |25 500| 26,78 15,61 1396 7,64 4,76 478 6,60 6,79
1,00| 1568 783 492 184 060 091 074 1,04
10,00| 34,31 22,65 21,06 13,71 11,30 10,63 13,84 13,07
30 500| 26,17 16,50 13,10 7,20 560 555 6,21 6,23
1,00| 15,78 9,06 426 164 084 1,08 0,74 0,89
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Tabela 4.3: Tamanho empirico do teste ou taxa de rejeicdo (%) de Hy: B, = 3 =
B4 = 1 no modelo de regressdao gama com dispersao conhecida

¢ | n a Sw Swe  Srv Srv $sr $SR $st $st
10,00| 39,94 25,37 23,54 13,98 10,21 9,59 12,87 12,12
20| 5,00|32,10 18,76 15,12 7,79 4,60 484 566 6,06
1,00| 20,78 11,02 5,28 205 047 084 058 1,14
10,00| 35,36 22,73 20,38 13,18 10,03 9,89 12,73 12,59
11 | 25| 5,00|27,35 16,61 1281 7,11 446 484 574 6,32
1,00 16,69 889 4,24 1,72 060 097 0,78 1,23
10,00| 27,93 17,77 17,43 11,59 999 9,81 11,87 11,62
30| 5,00|2031 12,06 10,19 6,09 4,68 5,02 553 5,78
1,00 10,56 538 3,16 149 061 1,00 0,75 1,11
10,00| 51,91 35,54 27,80 15,44 10,06 9,84 10,24 10,00
20| 5,00|44,56 28,70 18,25 824 460 4,88 3,76 4,10
1,00| 32,51 19,13 6,49 2,11 063 089 0,22 0,34
10,00| 43,49 28,69 22,21 13,32 9,83 998 10,27 10,42
2 | 25| 5,00]|3575 22,79 1399 7,50 393 4,44 4,10 4,65
1,00| 24,42 14,62 498 195 050 075 032 0,69
10,00| 40,06 27,12 21,02 13,16 10,42 10,44 10,53 10,53
30| 5003290 21,06 1287 7,23 5,07 546 4,18 4,53
1,00| 21,50 13,29 4,20 167 076 1,03 0,29 0,53

Adicionalmente, com o objetivo de sugerir o tamanho amostral mais seguro
para a utilizacdo da estatistica tipo-Wald e analisar a proximidade do percentil 95
de sua distribuicdo, bem como o de cada estatistica de teste presente neste estudo
com relacdo ao quantil da y*, foram consideradas as trés hipoteses nulas e ¢ = 11.
A proximidade foi analisada simulando os percentis 95 de cada estatistica
considerando os seguintes tamanhos amostrais n =20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55 e
60. Com esses percentis, foram construidos os Graficos 4.2 e 4.3, para Hy: B, = 1,
os Graficos 4.4 e 4.5 para Hy: 3 = 4, = 1 e os Graficos 4.6 e 4.7 para Hy: B, = 3 =
By = 1.

Por meio do Grafico 4.2, podemos observar que, a partir de n = 45, o
percentil 95 da distribuicdo da estatistica &, se aproxima consideravelmente do
quantil da distribuicdo y2. No entanto, os Graficos 4.4 e 4.6, mostram que mesmo
para uma amostra com 60 observagdes, o percentil 95 da distribui¢do da estatistica
&we ndo estd muito préximo do quantil da distribuicdo x7 e x3 respectivamente.

Os Graficos 4.3, 4.5 e 4.7 mostram que a performance da estatistica tipo-
Wald é consideravelmente melhor do que sua forma usual. Além disso, para as
hipéteses Hy: 8, = B3 =4, =1 e Hy: B3 = 4, = 1, ela apresenta um desempenho
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muito semelhante ao da estatistica razao de verossimilhangas usual a partir de n =
45 e n = 35, respectivamente. Para a hipdtese H,: 8, = 1, o comportamento da

estatistica tipo-Wald ja é extremamente semelhante ao da &z, desde n = 20,

apresentando valores para o percentil 95 maiores do que os da &y, 0 que fornece
menores taxas de rejeicdo em relagdo a essa estatistica.

Grafico 4.2: Percentil 95 das estatisticas &, sr, €57 € gy no modelo de regressao
gama com dispersdo conhecida (¢p = 11) paraHy: f, = 1
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Grafico 4.3: Percentil 95 das estatisticas &y, $sr, Es70 Ery € § No modelo de
regressdao gama com dispersdo conhecida (¢ = 11) para o cenario Hy: B, = 1
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Grafico 4.4: Percentil 95 das estatisticas &, £sr, €57 € gy no modelo de regressao
gama com dispersdo conhecida (¢ = 11) para Hy: B3 = B4, =1
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Grafico 4.5: Percentil 95 das estatisticas &y, $sr, Es7, Ery € § no modelo de
regressdao gama com dispersdo conhecida (¢ = 11) paraHy: 3 =, =1

— X Sy % Swe @ Sop 4 Sor xSy

30 -
28 -
26 -
24
22 -
20 -
18 1 &
16 - h
14 -
12 4w T

10 - TR ke

Quantis

SN B~ O @
I

20 25 30 35 40 45 50 55 60
Tamanho amostral

23



Grafico 4.6: Percentil 95 das estatisticas &, £sr, €57 € gy no modelo de regressao
gama com dispersao conhecida (¢p = 11) paraHy: S, =3 =6, =1

— B w Gy X Gy e G e G

28 -
26 -
24 -
22 -
20 -
18 4

16 - T
14 -
12 - T

10 - X

Quantis

S N S O
1

20 25 30 35 40 45 50 55 60
Tamanho amostral

24



Grafico 4.7: Percentil 95 das estatisticas &y, $sr, Es7, Ery € § no modelo de
regressdao gama com dispersdo conhecida (¢ = 11) paraHy:f, = 3=, =1
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4,2  Simulagdo: modelo de regressao com resposta normal inversa

Dizemos que uma variavel aleatoria Y de média u e parametro de forma ¢ é
distribuida segundo uma normal inversa, que denotamos Y ~ NI(u, ¢), quando a
funcao densidade de Y, de acordo com Paula (2012), é dada por:

PO = e (=22 = e o[- +] = Hliow () +2)

em que y > 0, 4 > 0. Desta maneira, para escrever a densidade da normal inversa
na forma de (1.1) basta considerar 8 = —1/2u?, b(0) = —(—260)Y? e c(y,¢) =

%log [¢/(2my3)] — % A fungdo de variancia é dada por V() = 3.

Para os estudos de simulacdo que seguem, foram arbitrados os valores para
¢ de 11 e 22. Considerando uma amostra yj, ..., ¥,, com y; ~ NI(u;, ¢), define-se
um modelo de regressdao com componente sistematica

Ui =1; = P14 BaXiz + Bsxiz + Paxis,i=1,...,0. (4.2)
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Para cada valor fixado para ¢, foram geradas 10.000 réplicas de n
observacgdes (n =20, 25, 30), do modelo com resposta normal inversa definido em
(4.2), considerando f; = 0,5, §, = B3 = B, = 1. Os valores de x;,, xi3 € x;j, foram
obtidos de uma distribuicdo uniforme no intervalo (1, 2), sendo mantidos os
mesmos para todas as réplicas, fixado o tamanho 7 da amostra.

Foram consideradas as seguintes hipoteses nulas Hy: 5, = 1, Hy: B3 = B4 =
1 e Hy: f, =3 =P, =1. A taxa de rejeicao de cada uma dessas hipoteses consta
das Tabelas 4.4 a 4.6, respectivamente. Nas simulacdes, percebeu-se que, assim
como no modelo com resposta gama, o desempenho da taxa de rejeicao de H,

by

associada a estatistica de Wald usual () foi o pior em relagdo as demais
estatisticas, porém, a estatistica tipo-Wald proposta por Cordeiro et al. (2012)
diminuiu consideravelmente a taxa de rejeicdo, com reducdes entre 33% e 56% em
relacdo a taxa associada com a estatistica de Wald usual, para todo valor de ¢ e de
a. Isso mostra que a estatistica tipo-Wald traz ganhos expressivos nos resultados
em amostras pequenas também nos modelos com resposta normal inversa.

A estatistica de teste com melhor desempenho foi, em geral, a &gz, pois o
tamanho empirico é o que mais se aproxima dos niveis de significancia adotados,
dentre as estatisticas consideradas, para os dois valores de ¢ e todos os valores de
a. Apbs a estatistica &gg, a estatistica com melhor desempenho foi a estatistica
escore. Apds ela, as estatisticas alternam-se entre &gr, £ € &p. O desempenho da
estatistica tipo-Wald é melhor do que o da estatistica da razdo de verossimilhancas
quando se testa um unico parametro e consideram-se os valores 5% e 10% para a.

Da mesma forma que no modelo gama, para as estatisticas &y, e, ry €
&gy, as taxas de rejeicdo sdo sempre maiores do que os valores fixados de a. J4, o
numero de casos em que as estatisticas gg, E5r, $g7, Esr apresentam taxas de
rejeicdo menores do que os valores de «, cresce a medida que aumenta o nimero
de parametros testados em H,. Vale ressaltar que a taxa de rejeicdo das estatisticas
de Wald e tipo-Wald se distanciam dos valores fixados para o nivel de significancia
quando se aumenta o numero de parametros testados em H,. Além disso, nota-se
que o desempenho de todas as estatisticas é pior para ¢ = 11.
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Tabela 4.4: Tamanho empirico do teste ou taxa de rejeicdo (%) de Hy: 84 = 1 no

modelo de regressao normal inversa com ¢ conhecido

(0] n a Sw Swe SRy Srv $sr $SR $sT $st
10,00| 30,26 18,88 23,06 15,36 13,74 11,34 18,08 14,80
20 500| 22,53 1298 15,11 877 7,18 576 10,23 844
1,00| 12,79 6,11 566 234 136 1,17 206 1,85
10,00| 26,81 17,13 20,36 13,82 12,04 10,70 1592 14,18
22 | 25 500| 19,12 11,21 1239 7,72 6,15 545 821 7,54
1,00| 946 456 441 191 1,08 1,13 1,43 147
10,00| 25,70 17,26 18,17 12,53 11,00 9,99 15,07 13,74
30 500| 18,58 11,24 1093 6,52 566 518 742 6,68
1,00 950 521 343 154 098 098 126 1,27
10,00| 34,49 20,16 26,20 17,27 13,17 11,88 18,53 16,93
20 500| 26,33 13,90 17,95 10,04 699 654 10,24 991
1,00 14,87 690 7,52 2,74 1,22 1,23 191 2,10
10,00 30,89 18,59 23,12 15,62 11,32 10,83 16,35 15,82
11 | 25 500| 22,37 12,36 1508 9,04 565 564 8,28 8,58
1,00| 11,63 515 592 223 1,11 1,31 1,35 1,72
10,00| 31,43 20,74 21,06 13,83 10,40 10,20 15,00 14,83
30 500| 23,88 14,29 13,11 7,27 521 514 687 691
1,00 13,27 699 425 154 096 1,09 093 1,14
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Tabela 4.5: Tamanho empirico do teste ou taxa de rejeicdo (%) de Hy: B3 = B4, =1

no modelo de regressao normal inversa com ¢ conhecido

(0] nn a Sw Swe SRy Srv $sr $SR $sT $st
10,00| 40,87 24,87 2682 16,07 11,83 10,41 16,46 14,77

20 | 500| 32,58 18,22 17,85 8,78 5,55 5,31 7,65 7,21
1,00| 20,50 9,88 6,59 2,21 0,73 1,00 1,00 1,42

10,00| 35,78 22,36 22,79 14,66 10,65 10,14 1495 14,52

22 | 25| 5,00| 27,82 1593 14,94 7,82 4,91 511 6,94 7,24
1,00| 16,17 7,89 5,02 1,96 0,60 0,99 0,80 1,20

10,00| 32,80 20,51 20,00 12,39 10,02 960 12,88 12,31

30 | 500| 24,52 14,57 1194 6,66 480 4,90 5,64 5,80
1,00| 13,84 7,25 3,86 1,35 0,63 0,89 0,63 0,85

10,00| 46,28 27,61 31,03 1792 11,41 11,52 15,19 15,36

20 | 500| 37,59 2048 21,60 10,04 5,31 5,87 7,23 7,89
1,00| 24,46 11,41 8,49 2,53 0,89 1,09 1,07 1,40

10,00 40,91 24,67 2646 16,04 10,03 10,58 13,85 14,82

11 | 25| 500| 32,10 17,62 17,61 884 454 541 6,27 7,35
1,00| 19,52 8,93 6,46 2,06 0,54 1,04 0,55 1,12

10,00 40,55 25,67 23,43 13,55 951 10,05 11,77 12,48

30 | 500| 31,76 19,02 14,38 7,39 4,52 5,05 4,71 5,44
1,00| 19,74 10,86 4,91 1,47 0,69 1,03 0,37 0,63
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Tabela 4.6: Tamanho empirico do teste ou taxa de rejeicao (%) de Hy: B, = B3 =
B4+ = 1 no modelo de regressdao normal inversa com ¢ conhecido

¢ n a $w $we SRy SRy $sr $sR $sT $st

10,00| 50,77 32,65 27,74 1528 992 989 11,06 11,01
20 500| 4298 2549 1791 8,72 442 484 436 496
1,00 29,74 1637 654 204 055 087 029 0,55

10,00| 43,60 28,05 2382 1433 986 1039 1148 12,10
22 |25 500|{ 3595 21,51 15,20 8,01 427 502 433 521
1,00 23,72 1293 500 169 050 088 032 0,66

10,00 37,87 23,94 1991 1247 9,76 10,02 990 10,32
30 500 29,79 17,98 12,19 693 422 487 394 4,50
1,00 1842 1002 384 134 053 082 021 049

10,00 58,51 3873 32,16 16,79 966 1043 923 10,15
20 500 51,07 31,29 21,83 927 445 518 340 4,09
1,00 3690 1946 855 2,18 067 093 0,18 0,36

10,00| 51,16 33,75 27,09 1569 945 1043 920 1040
11 | 25 500 43,20 27,19 1810 864 396 492 3,10 4,32
1,00 30,71 1697 655 186 051 087 0,17 048

10,00| 47,44 31,72 23,52 1351 9,17 982 780 856
30 500 39,58 25,50 14,57 7,23 4,23 4,77 2,50 3,30
1,00] 27,78 1586 488 148 058 092 0,09 021

Assim como na simulacdo da regressdao gama, foram analisadas aqui as
proximidades dos percentis 95 de cada estatistica para o quantil da distribuicdo
x?, considerando ¢ = 22 e os seguintes tamanhos amostrais n=20, 25, 30, 35, 40,
45, 50, 55 e 60. Os Graficos 4.8 e 4.9, referem-se a hipdtese H,: 5, = 1, os Graficos
410e4.11a Hy: f3 = 4 = 1 eosGraficos4.12e4.13aHy: 2 =3 =f, = 1.

O Grafico 4.8 mostra que, a partir de n=50, o percentil 95 da distribuicdo da
estatistica &y, se aproxima consideravelmente do quantil da distribuicdo y?. No
entanto, os Graficos 4.10 e 4.12, mostram que mesmo para uma amostra com 60
observacgdes, o percentil 95 da distribuicao da estatistica &, ndo estd muito
préximo do quantil da distribui¢do xZ e x5 respectivamente.

Os Graficos 4.9, 4.11 e 4.13 mostram que a performance da estatistica tipo-
Wald é consideravelmente melhor do que o da forma usual da estatistica de Wald.
Para a hipétese Hy:f, =1, o comportamento da estatistica tipo-Wald ja é
extremamente semelhante ao da ¢, desde n = 20. Ja, para a hipdtese Hy: f; =
Bs =1, esse resultado sé ocorre a partirde n=45epara Hy:f, =f3=F,=1,0
quantil da estatistica tipo-Wald estd mais distante do quantil da distribui¢do yZ do
que o da estatistica razao de verossimilhancas usual, mesmo para n = 60.
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Grafico 4.8: Percentil 95 das estatisticas &, £sr, €57 € gy no modelo de regressao
normal inversa com ¢ = 22 para Hy: B, = 1
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Grafico 4.9: Percentil 95 das estatisticas &y, g, €57, €y € € N0 modelo de
regressdo normal inversa com ¢ = 22 para o cenario Hy: 8, = 1
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Grafico 4.10: Percentil 95 das estatisticas &y, sz, Es7 € gy no modelo de
regressdao normal inversa com ¢p = 22 paraHy: 3 =, =1
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Grafico 4.11: Percentil 95 das estatisticas &y ., $sr, €51, Ery € E NO modelo de
regressao normal inversacom ¢ = 22 paraHy: 3 =, =1
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Grafico 4.12: Percentil 95 das estatisticas &y, sz, Es7 € gy no modelo de
regressdao normal inversacom ¢ = 22 paraHy: 3, =3 =4 =1
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Grafico 4.13: Percentil 95 das estatisticas &y ., $sr, €51, Ery € E NO modelo de
regressao normal inversacom ¢ = 22 paraHy:f, = 3=, =1
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Capitulo 5

Aplicagdo pratica

Para comparar o desempenho das estatisticas apresentadas nos Capitulos 2
e 3, na pratica, foi realizada uma aplicacdo com dados reais do atendimento
telefonico de uma grande empresa. Foram selecionados 30 atendentes da central
telefénica por amostragem aleatdria simples (AAS) e medidas quatro variaveis em
um intervalo de um més. Sao elas: média do tempo de atendimento referente ao
atendente (Y), nimero de liga¢des transferidas para outro atendente (X;), ndmero
de ligagcdes finalizadas em que o cliente sentiu necessidade de retornar ao
atendimento em menos de 24h do primeiro contato (X,) e nimero de ligacdes que
o atendente provocou queda (X3). O interesse é modelar a média de Y em funcao
de X;, X, e X;5. Desta forma, sera assumido que Y; ~ G(y;, ¢),i =1, ...,30, e sera
fixado ¢p = 1/[CVy]2, sendo que, pelos dados, CV,, = 11,79% e ¢ = 72.

Adotando a liga¢do identidade, temos o seguinte modelo inicial:

Ui =N = Po + B1X1 + P2x3 + P33,

A Tabela 5.1 apresenta as estimativas e respectivos erros padroes dos
parametros do modelo inicial ajustado.

Tabela 5.1: Estimativas pontuais e erros padroes dos parametros do modelo inicial

Estimativa Erro
Padrao
Bo 548,56 32,69
B1 -0,32 0,14
B -0,47 0,20
B -0,14 0,67

A andlise de residuos é apresentada nos Graficos 5.1 a 5.4, em que sao
diagnosticados os pontos de alavanca e candidatos a influentes, bem como a
qualidade do ajuste. Analisando o Grafico 5.1, a observa¢do 24 é um ponto de
alavanca. Além disso, o Grafico 5.2 mostra que as observacdes 3 e 30 sao fortes
candidatas a pontos influentes, mas a retirada desses pontos ndo altera a
inferéncia. O Grafico 5.3 nao mostra nenhum padrao nos residuos em relagdo aos
valores ajustados, portanto, aparentemente ndo ha presenca de
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heterocedasticidade. O Grafico 5.4 mostra que todos os residuos estdo dentro dos
limites do envelope, portanto, o modelo gama esta bem ajustado aos dados.
Maiores detalhes sobre a medida h, distancia de Cook e graficos de envelope
podem ser obtidas em Paula (2012).

Grafico 5.1: Identificacdo de pontos de alavanca (medida h)
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Grafico 5.2: Identificacdo de possiveis pontos influentes (distancia de Cook)
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Grafico 5.3: Dispersao da componente do desvio segundo os valores ajustados
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Gréfico 5.4: Qualidade do ajuste (envelope)

Componente do
desvio

Percentil N(0,1)

Por meio dos testes ja apresentados neste trabalho, sera avaliado se os
coeficientes das variaveis candidatas a serem explicativas podem ser considerados
estatisticamente diferentes de zero.

Na Tabela 5.2, é possivel observar que o valor-p da estatistica de Wald usual
é sempre menor ou igual aos valores-p das outras estatisticas, o que aumenta o
risco de rejeitar a hipotese nula sendo ela verdadeira, em acordo com o que foi
visto nas simulag¢des. Além disso, o valor-p do teste tipo-Wald esta extremamente
proximo ao do teste da razao de verossimilhancas usual. O teste escore
aperfeicoado é o que apresenta os maiores valores-p, o que o torna mais
conservador mediante o risco de cometer o erro do tipo I. A Tabela 5.2 mostra
também que a hipétese conjunta de nulidade de todos os coeficientes foi rejeitada
em todos os testes. Individualmente, ndo rejeitamos a hipotese de que o coeficiente
da variavel nimero de quedas provocadas seja igual a zero, portanto, podemos
concluir que esta varidvel ndo tem forga na explicacdo do tempo médio até o fim da
ligacdo. Foi rejeitada em todos os testes a hipotese de nulidade do coeficiente da
transferéncia para outro atendente. No caso do coeficiente da quantidade de
ligagbes com retorno do cliente em até 24h, o teste escore aperfeicoado nao
rejeitou a hipdtese de nulidade ao nivel de significancia de 5%, porém, os demais a
rejeitaram.

A Tabela 5.3 apresenta as estimativas e respectivos erros padrdes dos
parametros do modelo final, considerando as varidveis explicativas X; e Xz E
possivel observar que todas as variaveis apresentam coeficientes negativos, o que
parece fazer sentido no caso da transferéncia para outro atendente, pois
aparentemente, ela faz o tempo médio até o fim do atendimento do primeiro
atendente reduzir. Ja a interpretacdo da relacdo entre a quantidade de ligagcdes em
que o cliente teve a necessidade de fazer um novo contato e o tempo médio até o
fim do atendimento nao parece tdo direta. A duvida de interpretacdo se deve a
possivel componente de qualidade do tratamento e solugdo apresentada pelo

atendente ao cliente. Esta componente nao é diretamente observavel, porém,
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podemos supor que um atendimento com um tempo consideravelmente baixo, em
geral, tende a ter menos qualidade e, portanto, o cliente sente a necessidade de
fazer uma nova tentativa de solucao de seu problema em menos de 24h do ultimo
contato. Embora ndo seja garantia de que aconteca assim em todos os casos, faz

sentido com a pratica.

Tabela 5.2: Valores-p dos testes das hipoéteses individuais e conjunta para as
estatisticas Wald, tipo-Wald, razao de verossimilhancas, escore, gradiente e suas
versoes aperfeicoadas

Hy Sw Swe % $ry $sr $SR $st $st
Bi=B,=Bs=0 000 000 000 000 000 000 000 0,00
By =0 001 002 002 003 004 005 003 004
B, =0 001 003 003 004 005 006 003 0,04
Bs =0 076 079 076 079 076 079 076 0,78

Tabela 5.3: Estimativas pontuais e erros padroes dos parametros do modelo final

Estimativa Erro
Padrao
Bo 549,22 31,99
b1 -0,31 0,13
B- -0,50 0,14
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Capitulo 6

Conclusoes

Com base nos resultados obtidos nas simulag¢des, é possivel dizer que a
melhor opc¢do dentre as estatisticas avaliadas é a estatistica escore aperfeicoada e,
em segundo lugar, a sua versao usual, pois ambas apresentaram taxas de rejeicao
muito proximas aos respectivos niveis de significancia, mesmo com tamanhos
amostrais pequenos na maioria dos cenarios simulados. A estatistica gradiente
também apareceu como uma excelente opc¢do, tanto na forma usual quanto na
forma aperfeicoada, por sua simplicidade de calculo e proximidade com a
estatistica escore no que diz respeito aos resultados. Com relacdo a estatistica tipo-
Wald, embora ndo tenha o mesmo desempenho da estatistica escore (usual e
aperfeicoada), gradiente (usual e aperfeicoada) e razdo de verossimilhancas
aperfeicoada, foi observado que ela reduz consideravelmente a probabilidade
estimada de se cometer o erro do tipo [ em relacdo a estatistica de Wald usual. Esta
reducdo ficou entre 30% e 54% no modelo com resposta gama e entre 33% e 56%
no modelo com resposta normal inversa. Além disso, em alguns casos a estatistica
tipo-Wald ofereceu mais assertividade do que a estatistica da razdo de
verossimilhancas usual, por exemplo, esse resultado foi encontrado nos dois
modelos simulados, num teste de hipdtese para um uUnico pardmetro,
considerando-se os valores 5% e 10% para a.

Em linhas gerais, pode-se concluir que a estatistica tipo-Wald representa
uma valiosa contribuicdo para os estudos inferenciais nos MLGs e pode substituir
sua versao usual nas analises de regressao, evitando equivocos na selecdao das
variaveis explicativas.
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