Aprimoramento de métodos
assintoticos em classes
de modelos estatisticos

Francisco Moisés Candido de Medeiros

TESE APRESENTADA

AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA

OBTENCAO DO TITULO

DE
DOUTOR EM ESTATISTICA

Area de concentracdo: Estatistica

Orientador: Prof. Dra. Silvia Lopes de Paula Ferrari

Sao Paulo, outubro de 2016



Aprimoramento de métodos
assintoticos em classes
de modelos estatisticos

Esta é a versao original da tese elaborada pelo
candidato Francisco Moisés Candido de Medeiros, tal como

submetida a Comissao Julgadora.



Aprimoramento de métodos
assintoticos em classes
de modelos estatisticos

Esta versao da tese contém as corregoes e alteracoes sugeridas
pela Comissao Julgadora durante a defesa da versao original do trabalho,
realizada em 28/11/2016. Uma copia da versdo original esta disponivel no

Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

Comissao Julgadora:

e Prof*. Dr®. Silvia Lopes de Paula Ferrari (orientadora) - IME-USP

e Prof*. Dr®. Denise Aparecida Botter - IME-USP

Prof. Dr. Fabio Mariano Bayer - UFSM

Prof. Dr. Miguel Angel Uribe Opazo - UNIOESTE

Prof. Dr. Artur José Lemonte - UFRN



Resumo

Estudamos testes de hipoteses em modelos de regressao lineares simétricos, log-simétricos e
em modelos de dispersao quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado. Focamos o
estudo nos testes de Wald, razao de verossimilhancas, escore e gradiente. Esses testes usam
aproximagoes assintoticas e nao sao confidveis quando o tamanho da amostra nao é grande
o suficiente para garantir uma boa concordancia entre a distribuicao exata da estatistica de
teste e a correspondente distribuicao qui-quadrado de referéncia. As correcoes de Bartlett e
tipo-Bartlett tipicamente atenuam a distor¢ao de tamanho dos testes. As corregoes estao dis-
poniveis na literatura para as estatisticas da razao de verossimilhancas e escore em modelos
de regressao lineares simétricos e em modelos de dispersao. Derivamos um fator de correcao
tipo-Bartlett para a estatistica gradiente nessas classes de modelos e verificamos que o fator
de correcao obtido para os modelos de regressao lineares simétricos é valido para os modelos
de regressao lineares log-simétricos. Comparamos numericamente a probabilidade de erro
tipo I do teste gradiente corrigido com as de outros tests propostos na literatura e de testes
corrigidos via bootstrap. Nossos resultados sugerem que os testes corrigidos, incluindo o
teste gradiente corrigido proposto nesta tese, apresentam probabilidades de erro tipo I mais
proximas do nivel nominal sem perda de poder.

Adicionalmente, apresentamos um estudo de viés dos estimadores de méxima verossi-
milhanga em distribui¢oes log-simétricas. Obtivemos ajustes que reduzem o viés e o viés
mediano desses estimadores.

Apresentamos aplicacoes a dados reais para ilustrar a utilidade de nossos resultados.
Palavras-chave: Bootstrap, correcao tipo-Bartlett, estatistica da razao de verossimilhan-
cas, estatistica escore, estatistica gradiente, estatistica de Wald, estimadores modificados,

reducao de viés, redugao de viés mediano.



Abstract

This thesis deals with the issue of testing hypotheses in symmetric and log-symmetric linear
regression models and dispersion models in small and moderate-sized samples. We focus on
four tests, namely the Wald, likelihood ratio, score, and gradient tests. These tests rely on
asymptotic results and are unreliable when the sample size is not large enough to guarantee a
good agreement between the exact distribution of the test statistic and the corresponding chi-
squared asymptotic distribution. Bartlett and Bartlett-type corrections typically attenuate
the size distortion of the tests. These corrections are available in the literature for the
likelihood ratio and score tests in symmetric linear regression models and dispersion models.
Here, we derive a Bartlett-type correction for the gradient test in these classes of models.
We show that the correction factor obtained for symmetric linear regression models is also
valid for the class of log-symmetric linear regression models. We numerically compare the
type I error probability of the corrected gradient test with the type I error probability of
other tests proposed in the literature and bootstrapped tests. Our results suggest that the
corrected tests, including the corrected gradient test proposed in this thesis, exhibit type I
error probability closer to the chosen nominal level with virtually no power loss.

In addition, we present a study of the bias of maximum likelihood estimators in log-
symmetric distributions. We obtain adjustments that reduce the bias and the median bias
of these estimators.

We present applications to real data to illustrate the usefulness of our results.
Keywords: Bartlett-type correction, bias reduction, bootstrap, gradient statistic, likelihood

ratio statistic, median bias reduction, modified estimators, score statistic, Wald statistic.

i



Sumario

Resumo i
Abstract ii
Lista de Figuras v
Lista de Tabelas vi
1 Introducao 1

2 Aprimoramento de testes de hipoteses em modelos de regressao lineares

simétricos e log-simétricos 4
2.1 Imtrodugao . . . . . . . L )
2.2 Modelos de regressao lineares simétricos, estimagao e testes . . . . . . . . .. 8
2.3 Testes de hipoteses aperfeicoados . . . . . . . . ... L. 12
2.4 Modelos de regressao lineares log-simétricos e testes aperfeicoados . . . . . . 16
2.5 Estudo de simulacao . . . . . . .. ..o Lo 18
2.6 Aplicagdes . . . . . L 28
2.7 Consideracoes finais . . . . . . . .. ..o L 33
2.8 Detalhes técnicos . . . . . . Lo 34
2.8.1 Provada Proposicao 1 . . . . . .. .. ... 34
2.8.2 Calculodos ’s . . . . ... 39

3 Aprimoramento de testes de hipoteses em modelos de dispersao 44
3.1 Introducao . . . . . . . .. 45

3.2 Modelos de dispersao, estimacao e testes . . . . . . ... ... 47

il



SUMARIO

3.3 Estatisticas de teste aprimoradas . . . . . . . . ... ... L.
3.4 Estudo de simulacao . . . . . . . . .. ...
3.5 Aplicagdes . . . . ..
3.6 Consideracgoes finais . . . . . . . .. ..o
3.7 Detalhes técnicos: Prova da Proposicao 2 . . . . . . . . ... .. ... ...

Diferentes métodos de redugao de viés de estimadores em distribuicoes

log-simétricas

4.1 Introdugdo . . . . . . . ..
4.2 A classe de distribui¢oes log-simétricas . . . . . . . ... ...
4.3 Métodos de reducao de viés . . . . . . .. Lo
4.4 Estudo de simulagao . . . . . . .. ..
4.5 Aplicacao . . . ...
4.6 Consideragoes finais . . . . . . . . ... Lo
4.7 Detalhes técnicos . . . . .. ..o

5 Consideracgoes finais e pesquisas futuras

Referéncias Bibliograficas

v

74
74
76
79
84
89
91
91

94

96



Lista de Figuras

2.1
2.2

2.3
24

2.5

3.1

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Poder dos testes paran =30, p=4,¢=3,¢=3ea=10%. . . . . . .. ..
Grafico normal de probabilidades e envelope gerado para as distribuigoes (a)
log-normal, (b) log-t-Student e (c) log-logistica II ajustadas ao modelo (2.10).
Gréafico normal de probabilidades e envelope simulado para o modelo (2.11).
Grafico normal de probabilidades e envelope simulado para as distribui¢oes
(a) normal, (b) t-Student e (c) logistica II ajustadas ao modelo (2.12).. . . .

Gréafico normal de probabilidades e envelope simulado para o modelo (2.14).

Poder dos testes para n = 30, p =4, ¢ =3 e a = 10%; von Mises (esquerda)

e log-gama (direita). . . . . . . . ...

Fungao de densidade estimada para os estimadores de n (n = 40); modelo
log-normal. . . . . . ..
Funcdo de densidade estimada para os estimadores de 1 (n = 40); modelo
log-t-Student. . . . . . ..
Funcao de densidade estimada para os estimadores de ¢ (n = 40); modelo
log-normal. . . . . . .
Fungao de densidade estimada para os estimadores de ¢ (n = 40); modelo
log-t-Student. . . . . . .. L
Graficos da fungao densidade (a) e da fungao de distribuigdo acumulada (b)

estimados. . . . ..

29
30

31
33

38

89



Lista de Tabelas

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

Fungao geradora de densidades e expressoes de w, &, dagoon € d20002 para algu-

mas distribui¢oes simétricas.* . . . . . . ... 10
Taxas de rejeigao (%) da hipotese Ho : 81 = -+ = B, = 0 com p = 4; modelo
normal. . ..o 21
Taxas de rejeigao (%) da hipotese Ho : 1 = --- = 5, = 0 com p = 6; modelo
normal. . ... 22
Taxas de rejeigdo (%) da hipotese Hy : 1 = -+ = 5, = 0 com p = 4; modelo
t-Student. . . ..o 23
Taxas de rejeigao (%) da hipotese Hy : 1 = -+ = 5, = 0 com p = 6; modelo
t-Student. . . ..o 24
Taxas de rejeigao (%) da hipotese Ho : 1 = --- = , = 0 com p = 4; modelo
logistico IT. . . . . . . . . o 25
Taxas de rejeicao (%) da hipotese Ho : f; = --- = 5, = 0 para p = 6; modelo
logistico II. . . . . . . . oo 26

Valor da estatistica de teste e p-valor para as hipoteses Hy : 54 =0, Ho : f5 =

0OeHo:fPs=0nomodelo (2.12). . . . .. ... ... 32
Expressoes de t(y, 0) e a(y, ) para alguns modelos de dispersao.* . . . . .. 48
Expressoes de Dy, D3 e Dy para alguns modelos de dispersao. . . . . . .. 49
Taxas de rejeigao (%) de Ho : f1 = --- = 5, = 0 com p = 4; modelo von Mises. 59
Taxas de rejeigao (%) de Ho : 1 = -+ = S, = 0 com p = 6; modelo von Mises. 60
Taxas de rejeicao (%) de Ho : f1 = - -+ = , = 0 com p = 4; modelo log-gamma. 62
Taxas de rejeigao (%) de Ho : 1 = -+ = S, = 0 com p = 6; modelo log-gama. 63

vi



3.7
3.8

4.1

4.2
4.3

4.4

4.5

4.6

4.7
4.8

LISTA DE TABELAS

Teste de Hy : 51 = Pro contra Hy : f1 # Sio (p-valor em parénteses). . . . . . 66

Teste de Ho : 1 =0. . . . . . e 67

Fungao geradora de densidades e expressoes de w, asg € g9 para algumas
distribuicoes log-simétricas.® . . . . . . . . ... 78
(31 € i3 3 para algumas distribuigoes log-simétricas.® . . . . .. ... 81
Média das 10000 estimativas (média), viés relativo (vr), raiz do erro quadré-
tico médio relativo (,/eqmr), probabilidade de subestimagao (ps) e probabi-

lidade de cobertura (pc); modelo log-t-Student - estimacao do parametro de

Média das 10000 estimativas (media), viés relativo (vr), raiz do erro quadra-
tico médio relativo (/eqmr), probabilidade de subestimagao (ps) e probabi-

lidade de cobertura (pc); modelo log-t-Student - estimagao do parametro de

Média das 10000 estimativas (média), viés relativo (vr), raiz do erro quadré-
tico médio relativo (y/eqmr), probabilidade de subestimagao (ps) e proba-
bilidade de cobertura (pc): model log-normal - estimagao do parametro de
escala. . ..o 86
Média das 10000 estimativas (média), viés relativo (vr), raiz do erro quadra-
tico médio relativo (y/eqmr), probabilidade de subestimacao (ps) e proba-

bilidade de cobertura (pc): model log-normal - estimagdo do parametro de

forma. . . ... 87
Estimativas pontuais e intervalares para o parametron . . . . . ... . ... 90
Estimativas pontuais e intervalares para o parametro ¢ . . . . . . .. . . .. 90

Vil



LISTA DE TABELAS

viil



Capitulo 1

Introducao

Em inferéncia estatistica é comum a utilizacao das estatisticas de Wald, razao de veros-
similhancas e escore para se testar hipoteses de interesse em modelos paramétricos. Estas
estatisticas foram nomeadas por Rao (2005) como “the Holy Trinity”. Recentemente, a esta-
tistica gradiente (Terrel, 2002) tem recebido atengao especial na literatura pois, ao contrério
das estatisticas de Wald e escore, nao necessita do célculo, estimacao ou inversao da matriz
de informacao de Fisher. Esta estatistica mede a distancia entre os estimadores de maxima
verossimilhanca irrestrito, @\, e restrito (sob a hipotese nula), 5, de uma perspectiva diferente:
mede a projegao ortogonal do vetor escore (avaliado sob a hipotese nula) sobre o vetor 0—0.
Além disso, a estatistica gradiente tem as mesmas propriedades assintOticas de primeira
ordem que as estatisticas de Wald, razao de verossimilhancas e escore.

Para a maioria dos modelos paramétricos, em amostra finitas, a distribuicao exata das
estatisticas de Wald, razao de verossimilhancas, escore e gradiente é desconhecida. Por essa
razao, faz-se necessério o uso de teoria assintOtica para aproximar a distribuicao exata destas
estatisticas. Sob condigoes de regularidade, a distribuicao limite destas estatisticas de teste
¢ x? central com erro de aproximagao de ordem O(n~!) sob a hip6tese nula. A aproximagao
pela distribuicao x? é valida quando o ntimero de observacoes na amostra tende a infinito
e assim, em amostras finitas (pequenas ou moderadas), a aproximacao pela distribuigao x>
pode levar a distor¢cao na probabilidade de erro tipo I. Para solucionar este problema, uma
alternativa é obter correcoes para as estatisticas de testes baseadas em teoria assintotica

de segunda ordem. Além disso, as estatisticas de Wald, razao de verossimilhancas, escore



e gradiente diferem nas propriedades assintoticas de segunda ordem e podem apresentar
diferencas consideraveis de comportamento em amostras finitas.

Nas ultimas décadas, algumas propostas surgiram na literatura para melhorar a taxa de
convergéncia da distribuicao das estatisticas de teste pela distribuicao x?. Como exemplo,
podemos citar as correcoes de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas e
tipo-Bartlett para as estatisticas escore e gradiente. Maiores detalhes sobre estas correcoes
podem ser encontrados em Cordeiro e Cribari-Neto (2016) e Lemonte (2016). As corregoes
conduzem a testes com probabilidades de erro tipo I menos distorcidas quando o tamanho
da amostra é pequeno ou moderado. Sendo assim, um dos objetivos desta tese é derivar
expressoes matriciais para o fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente na
classe dos modelos de regressao lineares simétricos e log-simétricos, e na classe dos modelos
de dispersao a partir dos resultados gerais de Vargas et al. (2013).

Um outro toépico importante em inferéncia estatistica é a estimacao pontual dos parame-
tros. Sob condigoes de regularidade, o estimador de méxima verossimilhanga é consistente
e assintoticamente normal, porém pode ser viesado. Em geral, o viés ¢ utilizado como um
critério de selecao de estimadores. Para o estimador de méxima verossimilhanca, o viés é
de ordem O(n~') e seu erro padrdo assintético é de ordem O(n~'/2). Por este motivo, o
viés é considerado desprezivel em amostras de tamanho grande. No entanto, em amostras
pequenas ou moderadas pode ser nao desprezivel. Sendo assim, considerando diferentes
técnicas, muitos artigos foram publicados nos tltimos anos na area de correcao de viés e
possibilitam a obtencao de estimadores corrigidos que reduzem os vieses dos estimadores.
Um outro critério para selecao de um estimador é o viés mediano. Dizemos que um es-
timador é nao viesado por mediana se a mediana da distribuicao deste estimador é igual
ao verdadeiro valor do parametro. Em geral, em amostras pequenas ou moderadas, o viés
mediano do estimador pode ser nao desprezivel. Sendo assim, um outro objetivo desta tese
é propor estimadores corrigidos para os parametros que indexam a classe de distribuicoes
log-simétricas que reduzem o viés e o viés mediano dos estimadores.

No que segue, esta tese contém cinco capitulos. Nos Capitulos 2 e 3, tratamos da corregao
tipo-Bartlett para a estatistica gradiente em algumas classes de modelos de regressao. No

Capitulo 4, investigamos algumas técnicas de corregao de viés e de corre¢ao de viés mediano.



Cada capitulo desta tese é independente dos demais, ou seja, em cada capitulo introduzimos
as notacoes e comentarios intrinsecos a cada um deles. Isto possibilita a leitura individual,
em qualquer ordem, dos Capitulos 2, 3 e 4. Além disso, na introducao de cada capitulo, é
feita uma revisao bibliografica de cada tema e ao final de cada capitulo sao apresentados os
detalhes técnicos.

No Capitulo 2 derivamos uma expressao matricial para o fator de correcao tipo-Bartlett
para a estatistica gradiente na classe dos modelos de regressao lineares simétricos e verifica-
mos que este resultado é valido para a classe dos modelos de regressao lineares log-simétricos.
Além disso, comparamos numericamente a probabilidade de erro tipo I e o poder do teste
proposto com as probabilidades de erro tipo I e os poderes de outros testes existentes na
literatura e dos testes corrigidos via bootstrap. Apresentamos também duas aplicacoes a
conjuntos de dados reais.

No Capitulo 3 obtivemos uma expressao matricial para o fator de correcao tipo-Bartlett
para a estatistica gradiente na classe dos modelos de dispersao. Estudos de simulacao sao
apresentados para comparar o tamanho do teste proposto com os tamanhos de outros testes
propostos na literatura e dos testes corrigidos via bootstrap. Além disso, avaliamos nu-
mericamente o poder de cada teste. Para fins ilustrativos, apresentamos duas aplicagoes a
conjuntos de dados reais.

No Capitulo 4, propomos estimadores corrigidos para os parametros que indexam a classe
de distribuicoes log-simétricas que reduzem o viés e o viés mediano. Também comparamos
numericamente os estimadores propostos e apresentamos uma aplicacao a um conjunto de
dados reais.

No Capitulo 5 apresentamos as consideragoes finais e sugestoes de pesquisas futuras.



Capitulo 2

Aprimoramento de testes de hipo6teses
em modelos de regressao lineares

simétricos e log-simétricos

Resumo

Neste capitulo, estudamos testes de hipoteses nos modelos de regressao lineares simétricos
(MRLS) e nos modelos de regressao lineares log-simétricos (MRLLS) quando o tamanho da
amostra é pequeno ou moderado. A distribuicao qui-quadrado de referéncia fornece uma boa
aproximagcao para a distribui¢ao nula (i.e. sob a hipdtese nula) das estatisticas Wald, razao
de verossimilhangas (LR), escore e gradiente quando o tamanho da amostra ¢ grande, mas
pode apresentar resultados distorcidos em amostras pequenas ou moderadas. Para reduzir a
distor¢ao do tamanho do teste gradiente, derivamos um fator de correcao tipo-Bartlett para
classe dos MRLS e verificamos que esses resultados sao validos para a classe dos MRLLS.
Além disso, comparamos numericamente a probabilidade de erro tipo I do teste proposto com
a probabilidade de erro tipo I de outros testes propostos na literatura. Também avaliamos
via simulacao o poder de cada teste. Nossos estudos de simulagoes sugerem que, em amostras
de tamanho pequeno ou moderado, os testes corrigidos apresentam probabilidade de erro
tipo I mais préoxima do verdadeiro nivel nominal sem perda de poder e, portanto, sao mais
confidveis para testar hipoteses nos MRLS e MRLLS do que os testes usuais. Também

apresentamos aplicacoes a conjuntos de dados reais para fins ilustrativos.
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2.1. Introducao

Palavras-chave: Modelos de regressao lineares simétricos, correcao tipo-Bartlett, correcao
de Bartlett, modelos de regressao lineares log-simétricos, estatistica gradiente, estatistica

escore, estatistica da razao de verossimilhancas, estatistica Wald.

2.1 Introducao

Os modelos de regressao lineares normais sao amplamente utilizados em diversas areas do
conhecimento e vérias extensoes tém sido propostas para flexibilizar a suposicao de norma-
lidade dos erros. Em particular, a suposi¢ao de erros simétricos (seguindo uma distribui¢ao
na classe simétrica de distribuigdes) tem sido amplamente investigada nas tltimas déca-
das; ver Villegas et al. (2013), Lemonte (2012), Paula e Cysneiros (2009), Cysneiros et al.
(2007), Galea et al. (2005) e Liu (2000). Os modelos de regressao lineares simétricos pos-
sibilitam a modelagem de dados com caracteristicas de caudas mais leves ou caudas mais
pesadas do que as da distribuigdo normal englobando diferentes distribui¢oes para o erro
aleatorio como por exemplo, t-Student, logistica I, logistica II, normal contaminada, ex-
ponencial poténcia e slash. Ja os modelos log-simétricos, estudados por Vanegas e Paula
(2016), sao derivados a partir de uma transformagao exponencial de uma variavel aleatoria
simétrica. Essa classe de modelos, que tem suporte no conjunto dos niimeros reais positivos,
inclui distribuigoes com caudas mais leves e caudas mais pesadas do que as da distribuicao
log-normal. Vanegas e Paula (2015a) propuseram um modelo de regressao semiparamétrico
supondo que a variavel resposta tem distribuicao log-simétrica. Esses autores consideraram
uma estrutura de regressao nao linear para a mediana e uma estrutura nao paramétrica para
modelar o parametro de assimetria. O modelo de regressao proposto pelos autores flexibiliza
a suposicao de erros log-normais incluindo diferentes distribuigdoes como, por exemplo, log-
t-Student, log-logistica I, log-logistica II, log-normal-contaminada, log-exponencial-poténcia
e log-slash.

Um dos objetivos na modelagem inferencial consiste em testar hipoteses sobre os parame-
tros do modelo. As estatisticas comumente utilizadas sao Wald, razao de verossimilhangas
e escore. Recentemente, uma outra estatistica, a estatistica gradiente (Terrell, 2002), tem

recebido atencao especial pois nao necessita do célculo nem da inversao da matriz de infor-
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macao de Fisher e compartilha as mesmas propriedades assintéticas de primeira ordem com
as demais (Lemonte e Ferrari, 2012a).

Considere o problema de testar uma hipotese simples ou composta H, contra uma hi-
potese alternativa H;. Sob condigoes de regularidade, as estatisticas Wald, LR, escore e
gradiente tém, sob a hipotese nula, distribuicao assintética qui-quadrado central (Xg), em
que ¢ é o namero de paradmetros a serem testados. Quando o tamanho da amostra é pequeno
ou moderado a aproximacao xﬁ para as distribuicoes das estatisticas de teste pode apresen-
tar resultados distorcidos. Uma alternativa para melhorar essa aproximacao em amostras
pequenas e moderadas é a utilizacao de fatores de correcao de Bartlett para o teste LR e tipo-
Batlett para os testes escore e gradiente. Um teste LR modificado foi proposto inicialmente
por Bartlett (1937) e estudado de maneira mais geral por Lawley (1956). Em problemas
regulares, Lawley (1956) obteve um fator de corregao que envolve momentos de derivadas até
a quarta ordem do logaritmo da funcao de verossimilhanca e mostrou que a estatistica LR
modificada tem todos os momentos iguais aos da distribuigao xi até ordem O(n~!). Para o
teste escore, Cordeiro e Ferrari (1991) propuseram uma corregdo que envolve um polindmio
de segundo grau na propria estatistica escore para melhorar a taxa de convergéncia para a dis-
tribuigao Xz- Recentemente, para a estatistica gradiente, Vargas et al. (2013) obtiveram um
fator de corregao tipo-Bartlett por meio de um polinémio de segundo grau na estatistica gra-
diente, que melhora a aproximacao da distribuicao desta estatistica de teste pela distribuicao
Xg- E importante ressaltar que, no caso geral, nio existe um fator de correcao tipo-Bartlett
para a estatistica de Wald. Estas correcoes se tornaram amplamente utilizadas para melho-
rar a aproximacao da distribuicdo qui-quadrado de referéncia em varios modelos paramé-
tricos; ver, por exemplo, Chan et al. (2014), Silva-Junior et al. (2014), Vargas et al. (2014),
Bayer e Cribari-Neto (2013), Lemonte e Ferrari (2011), Lemonte et al. (2010), Lagos et al.
(2010), da Silva e Cordeiro (2009), Melo et al. (2009), Barroso e Cordeiro (2005).

Diversos trabalhos tém focado na derivacao de féormulas matriciais para os fatores de
correcao de Bartlett e tipo-Bartlett nos modelos de regressao simétricos. Por exemplo,
Ferrari e Uribe-Opazo (2001) desenvolveram uma corregao de Bartlett para o teste LR con-
siderando uma estrutura de regressao linear para o vetor de médias e Cordeiro (2004) estende

esses resultados considerando uma estrutura de regressao nao-linear. Para o teste escore,
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Uribe-Opazo et al. (2008) derivaram um fator de correcao tipo-Bartlett nos modelos de re-
gressao lineares simétricos, enquanto que Cysneiros et al. (2010) obtiveram uma corre¢ao
tipo-Bartlett para a estatistica escore na situacao em que o componente sistematico é nao-
linear. Quanto aos modelos de regressao lineares log-simétricos, nao encontramos nenhum
estudo na literatura acerca das correcoes de Bartlett para a estatistica LR e tipo-Bartlett
para as estatisticas escore e gradiente. Embora, em geral, as formulas algébricas dos fatores
de correcao de Bartlett e tipo-Bartlett sejam complicadas, nos modelos de regressao linea-
res simétricos e log-simétricos essas expressoes nao sao complicadas e podem ser facilmente
implementadas em linguagens de programagao como Ox (Doornik, 2013), R (R Core Team,
2013) e MAPLE (Rafter et al., 2003).

Neste capitulo, derivamos um fator de correcao tipo-Bartlett, em notagao matricial, para
o teste gradiente nos modelos de regressao lineares simétricos. Além disso, derivamos os fa-
tores de correcao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas e tipo-Bartlett
para as estatisticas escore e gradiente em modelos de regressao lineares log-simétricos. Por
meio de simulagoes de Monte Carlo, avaliamos e comparamos numericamente a probabili-
dade de erro tipo I dos testes gradiente, escore e LR modificados bem como dos testes usuais
de Wald, LR, escore e gradiente nos modelos de regressao normal, t-Student e logistico II.
Nossos estudos de simulacoes sugerem que a probabilidade de erro tipo I do teste gradi-
ente aperfeicoado é bem proxima do verdadeiro nivel nominal. Portanto, o teste gradiente
modificado se mostra uma alternativa atraente aos testes assintoticos classicos e aos testes
corrigidos (LR e escore) nos MRLS e MRLLS quando o niimero de observages é pequeno
ou moderado.

Este capitulo esté organizado como segue. Na Secao 2.2 definimos os modelos de regressao
lineares simétricos e discutimos a estimacao e testes de hipoteses para os parametros da
regressao. Na Se¢ao 2.3 apresentamos uma corre¢ao de Bartlett para o teste LR, tipo-Bartlett
para o teste escore e derivamos um fator de correcao tipo-Bartlett para o teste gradiente
nos MRLS. Na Se¢ao 2.4apresentamos os modelos de regressao lineares log-simétricos e
derivamos os fatores de correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett para essa classe de modelos.
Na Secao 2.5 apresentamos estudos de simulacao de Monte Carlo para comparar o tamanho

e o poder de todos os testes e testes bootstrap. Na Se¢ao 2.6 consideramos duas aplicagoes
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a conjuntos de dados reais e, por fim, na Secao 2.7 apresentamos as consideracgoes finais.

Detalhes técnicos sao apresentados na Segao 2.8.

2.2 Modelos de regressao lineares simétricos, estimacao
e testes

Seja y uma variavel aleatoria simétrica continua com parametro de locacao u € R e

parametro de escala ¢ > 0, cuja funcao densidade é dada por

NS N NN
W(y,u,¢)—¢h<< - )) yeR 2.1)

para alguma funcdo h : R — [0,00) tal que [;°u™"/2h(u)du = 1. Esta condi¢do garante
que 7 (-5 i, @) seja de fato uma legitima funcdo densidade. A fungdo h(-) é denominada
fungao geradora de densidades e pode depender de parametros desconhecidos. Se y tem
uma distribui¢do simétrica com parametros p e ¢, escrevemos y ~ S(u, ¢?). Sao membros
dessa classe as distribui¢coes normal, Cauchy, t-Student, logitica I, logistica II, exponencial
poténcia, entre outras; ver Tabela 2.1.

Algumas propriedades classicas da distribui¢ao normal sao véalidas para a classe das
distribui¢oes simétricas. Por exemplo, se y ~ S(u, $?), entao a + by ~ S(a + bu, b?¢?),
sendo a, b € R com b # 0 e, em particular, z = (y — pu)/¢ ~ S(0,1) com fun¢ao densidade
7(2;0,1) = h(2?), z € R. Desde que existam, E(y) = p e Var(y) = ¢, para uma constante
£ > 0. Se(t) = E(e') denota a fungao caracteristica de y entao ¢(t) = e (t>¢?) para t €
R e alguma fungao real . Assim, & = —2%—?\“:0 e nao depende dos parametros de locagao
e escala. A quantidade £ para algumas distribui¢oes é apresentada na Tabela 2.1. Outros

resultados e propriedades para os modelos simétricos sao explorados em Berkane e Bentler

(1986), Rao (1990) e Fang et al. (1990).

Considere y,...,y, varidveis aleatorias independentes com y; ~ S(u;, ¢?), para [ =
1,...,n. Os modelos de regressao lineares simétricos sao definidos como
y=x, B+ e, l=1,...,n (2.2)
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sendo x; = (xp, . .. ,xlp)T um vetor de varidveis explicativas associadas a [-ésima resposta,
B = (Bi,...,3,)" um vetor de parametros desconhecidos a ser estimado e €, ..., ¢€,, va-
ridveis aleatorias independentes com ¢ ~ S(0,1). Assumimos que o parametro de precisao
é desconhecido porém o mesmo para todas as observacoes e que X = (@1, - ,x,) é uma
matriz n X p de posto coluna completo, isto é, posto(X) = p. Assumimos também que as
condicoes de regularidade usuais para estimacao de méxima verossimilhanca e inferéncia em
grandes amostras sao satisfeitas; ver Cox e Hinkley (1974, Cap. 9).

A suposicao de que ¢ ~ S(0,1) flexibiliza a suposi¢ao de normalidade dos erros possibi-
litando distribui¢oes com caudas mais pesadas (t-Student, logistica II, exponencial poténcia
para 0 < k < 1) ou caudas mais leves (logistica I, exponencial poténcia para —1 < k < 0)
do que as da distribuicao normal. O modelo de regressao linear normal é um caso particular
dos modelos de regressao lineares simétricos definidos em (2.2).

O logaritmo da funcao de verossimilhanca para o vetor @ = (3", ¢)" & dado por
1(6) = —nlog(¢) + Y _g(=), (2.3)
=1

sendo g(z) = log h(2?) e z; = (y;— =] B)/¢ o erro padronizado relativo & I-ésima observagao.

O vetor escore de 3 e ¢ ¢ dado por U(0) = (Ug(0)",Us(0)")" com
Up(0) =X ' W(y—XB), Us(0)=0¢"(¢o(y—XB)' W(y—-XB)—n),

em que y = (y1,...,y,) e W =diag{wi,...,w,} com w, = —2dlog h(u)/du!uzzlz.

Os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) de 3 e ¢, obtidos resolvendo simul-
taneamente as equagoes Ug(0) = 0 e U,(0) = 0, sao solucao de B = (XTﬁ\/'X)_lXTﬁ\/y
e 52 = n-'e"We sendo & = Yy — X@ o vetor de residuos. Para cada [, w; pode ser in-
terpretado como o peso da [-ésima observacao nas estimativas dos parametros. Na Tabela
2.1 apresentamos w; para algumas distribui¢oes simétricas. Note que a distribui¢ao normal
assume o mesmo peso para todas as observagoes (w; = 1,0 = 1,...,n) na estimacdo de
maxima verossimilhanga dos parametros 3 e ¢. Para as distribui¢des Cauchy, t-Student,

logistica II e exponencial poténcia (0 < k < 1), os pesos w; sao fungdes decrescentes em
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|z1|. Isso significa dizer que os EMV de 3 e ¢ sao robustos a presenga de outliers no sentido
de que observagoes com um valor grande para |z| tém pesos menores. Nas distribui¢oes
logistica I e exponencial poténcia (—1 < k < 0), os pesos w; sd@o fung¢oes crescentes em |z
pois essas distribui¢oes tém caudas mais leves do que as da distribuicao normal.

Sejam Japege = E(g1"g@" gB) gW 2¢) para a,b,¢,d, e € {0,1,2,3,4}, g0 = d"g(z)/dz"
e z ~ S(0,1). Para algumas distribuigoes simétricas, os §’s sao dados em Uribe-Opazo et al.
(2008) (ver detalhes técnicos na Se¢ao2.8.2) e satisfazem relagoes de regularidade tais como
d01001 = 010000 = 0, 20000 = —d01000, 900010 = —0101005 010000 = —3021000, Jo1002 = 2 — d20002;
011001 000101 +01000 = 0, 2000101 00012+ 010102 = 0 € 3001002+ 011003 + 00103 = 0. A matriz de
informagao de Fisher para @ = (8",¢)" ¢ bloco diagonal e é dada por K = diag{ Kz, Ky},
sendo Kg = & 2090000 X ' X e Ky = n¢ (00002 — 1). Portanto, 3 e ¢ sdo globalmente
ortogonais e seus EMV sao assintoticamente nao correlacionados. As quantidades dag000 €

020002 sao dadas na Tabela para algumas distribui¢oes da classe simétrica.

Tabela 2.1: Funcdo geradora de densidades e expressoes de w, &, 20000 € 20002 para algumas
distribuicoes simétricas.®

Modelo h(u), u >0 w & 620000 620002
normal \/%e_“ 2 1 1 1 3
Cauchy L1+t H—% nao existe 1 3
pv/2 _rrl v v v v
t—Student W(V —+ U) 42’1, V—i_zlz m, v > 2 yiil)) 3(1/131)
v>0
logistica I Cfemp, ¢ = 14843 2tanh(2%/2) = 0.79569 >~ 1.47724 >~ 4.01378
logistica Il =z e rer=r S L > 2.42996
anci T'(3(1+k _ r(3zk
exp. poténcia C(lk) exp{—4ul/(+R)} (1+k)z%k/(1+k) 21+k7(;((1%k))) 21 ki(l%ng(%) ‘rfiz
-1<k<1

?B(-,-) e I'(+) s@o as fungdes beta e gama, respectivamente, e C'(k) = I'(1 + #)2”(1*’“) 2,

As equagoes Ug(0) = 0 e Uy(#) = 0 nao podem ser resolvidas explicitamente, exceto
para o modelo normal. Portanto, devemos utilizar algum processo iterativo para determinar
os EMV de B e ¢. Como a matriz de informacao de Fisher é bloco diagonal, o método

scoring de Fisher para estimacao simultanea dos parametros é dado pela resolucao iterativa

10
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das equagoes

1 _ m m
B = B 4 o (XTX) T XTW M (y - XB™),

1 1
gl =g @™ (020002 — 1) (ﬁ@ - XpUW(y - X - ¢(m)2) ’

para m = 0,1,.... O processo iterativo pode ser inicializado considerando

((y —

XBNT(y — XB©)/n)/2. Algumas distribuicdes simétricas podem ser obtidas como uma

B = (X"X)'X "y, o estimador de minimos quadrados ordinario de 3, e ¢

mistura no parametro de precisao da distribui¢ao normal como, por exemplo, as distribuicoes
t-Student e exponencial poténcia (0 < k < 1), ver Andrews e Mallows (1974) e West (1987).
Portando, o algoritmo EM (Dempster et al. 1977) pode ser utilizado como um método itera-
tivo para estimagao dos parametros. No software R dispomos do pacote ssym desenvolvido
por Vanegas e Paula (2015b) para ajustar MRLLS; esse pacote pode ser utilizado também
para obter as estimativas dos parametros nos MRLS.

Consideramos o problema de testar a hipdtese nula composta Hy : 31 = B9 contra a
hipotese alternativa H; : 81 # B9, em que o vetor de parametros desconhecidos 3 é parti-
cionado como B = (37,85 )", sendo B; = (B1,...,8,) " o vetor de parametros de interesse,
Bz = (Byt1s--- ,Bp)T o vetor de parametros de pertubacao e 319 um vetor especificado de
constantes de dimensao ¢q. A particao do vetor 8 induz as parti¢oes Ug = (Ugl, U 52)T, com
Up, = 62X W(y — XB) e Up, = 02X, W(y — XB) o

Kpgiu Kpi2|  Gy00 | X1 X1 X[ X

Kp = = :
Kpgy Kgoo ¢ X, X, X)X,

com a matriz X particionada da forma X = [X 1 Xg], sendo X; uma matriz n x ¢ e X,
uma matriz n x (p — q).
Para testar a hipotese Ho : 81 = Bio contra H; : B # Bio, as estatisticas Wald, LR,

escore e gradiente sao dadas, respectivamente, por
Sw = 200000 (81 — Bro) (R R)(B1 — Buo),

11
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SLR = 2{4(31752, ) — (B0, B, g)};

Sk (y—XB) WX, (R'R)™' X W(y - XB),

¢2 620000

Sr =0y — XB) WX,(B1 — Bu),

em que (,31,§2,<$) é o EMV irrestrito de (81, B2, ¢), (610,52,;5) ¢ o EMV restrito de
(B1,82,0) e R = X; — Xo(X, X5) 1 X, X,. A notagao chapéu e til é utilizada para
indicar que as fungoes sao avaliadas nos estimadores irrestrito e restrito de (31, B2, ¢), res-
pectivamente. Sob a hipétese nula, a distribuicao limite de todas as estatisticas de teste é
X? Nota-se que, ao contrario da estatistica de Wald e escore, a estatistica gradiente nao

depende de nenhuma inversao matricial. Pode-se mostrar que, para erros com distribuigao

normal, as estatisticas escore e gradiente coincidem.

2.3 Testes de hipoteses aperfeicoados

Sabe-se que, sob Hg e condi¢oes de regularidade, as estatisticas Sw, Sir, Sr € St sao
assintoticamente equivalentes. Em particular, tém a mesma distribuigao limite XZ com erro
de aproximagao de ordem O(n~'). Porém, em amostras pequenas e moderadas, a utilizagao
da aproximacao pela x? pode causar distor¢oes no tamanho dos testes. Para solucionar
esse problema, uma alternativa é obter corregoes para as estatisticas de testes baseadas em
teoria assintotica de segunda ordem. Nos MRLS, um fator de correcao de Bartlett para o
teste LR foi obtido em Ferrari e Uribe-Opazo (2001) e um fator de corregao tipo-Bartlett
para o teste escore foi obtido em Uribe-Opazo et al. (2008). Neste capitulo derivamos um
fator de correcao tipo-Bartlett para o teste gradiente nos modelos de regressao lineares
simétricos utilizando os resultados gerais de Vargas et al. (2013). Esses resultados sao novos
e representam contribuicoes para o aprimoramento de testes de hipoteses nos MRLS.

Inicialmente definimos as matrizes: Z = X (X' X)X ", Z, = X(X,) Xo) "1 X, (se
q < p; Zy = Opxn, se ¢ = p), Zg = diag{z11,. -, 2mn}, Zoag = diag{zo11, ..., 20nn}- As
matrizes ¢*50000Z € H>da0000 Z2 TePresentam as estruturas de covariancia assintotica de X Be
XQEQ, respectivamente. Sejam pzz = ntr(ZyZy), pz,z, = ntr(ZogZog) € pzz, = ntr(ZyZsy),

em que tr é o operador trago.

12
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Dos resultados gerais de Lawley (1956), Ferrari e Uribe-Opazo (2001) obtiveram um fator
de correcao de Bartlett para o teste LR para testar Hy : 31 = B19 nos modelos de regressao

lineares simétricos como

Sir = Str(1 — arr), (2.4)
sendo air = ALR + ALR,,6’¢7
do dy dy2p —q
Aig = — — A = — 4+ —=

LR nq (pzz — P2y22), IR0 = + PEECE
e

900010 mamg  2mgz +m3 + my m3

dO = B} ) dl - - > ) d? R

com

~ doo101 + 2001000 — do0012 — 6911001
— L= ,

mi = do1002 — 1,  ma =4 — dpo103 — 601002, M3 ;

520000 520000

O fator de correcao 1 — arr é comumente denominado de fator de correcao de Bartlett.
Com esse fator de corregao, sob a hipétese nula, a estatistica Sy tem distribuicao assintética
X; com erro de aproximagao da ordem O(n™?).

Uma correcao tipo-Bartlett para o teste escore para testar Hy : 31 = 3190 nos MRLS foi
derivada por Uribe-Opazo et al. (2008) utilizando os resultados gerais de Cordeiro e Ferrari

(1991). A estatistica escore modificada ¢ dada por
E = Sgr [1 — (CR + br Sk + CLRSPQ{)] , (25)

em que ag = Agrs/[12q(q+2)(q+4)], br = (Ar22 — 24r3)/[12¢(q +2)], cr = (Ari1 — Ar22 +

Ars)/(12q), Ari1 = Ari + Arisg, Ar2e = Are + Ara s,

12b 9b
Api = TO(PZZQ — PZaZs)s Ape = _FO(PZZ — 2022, + P2:25) Ars =0,
12b 6b 12b
Am,ﬁqs = 71Q(p - Q) - 72% AR27,B¢ = —qu(q + 2),

13
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com
1) 1) 1) -9 5?2
by = Zlooo b, b — 110201( 11001 01000)7 by = - 11001 o
950000 50000 (020002 — 1) 950000 (020002 — 1)
1
by 2811001 (2001002 + d00103) + (920002 — 1) (4930001 + da0002 + 921002 — 2d01000)] -

B 520000(620002 - 1)2

O fator de correcao [1 — (cg + brSr + arSE)] se reduz a [1 — (cg + brSr)] em (2.5) pois
agr = 0 em MRLS e é chamado de fator de correcao tipo-Bartlett para o teste escore. A
distribuicao da estatistica modificada S} é melhor aproximada pela distribuicao Xg com erro
de aproximagao reduzido de ordem O(n~!) para ordem O(n~?).

Recentemente, uma correcao tipo-Bartlett para o teste gradiente foi proposta por
Vargas et al. (2013). Os autores obtiveram uma estatistica gradiente modificada por um
polinémio de segundo grau na propria estatistica gradiente cuja distribuigao assintética, sob
a hipotese nula, é qui-quadrado com erro de ordem O(n~2). Assim, espera-se que o teste
gradiente aperfeigcoado forneca resultados inferenciais mais acurados em amostras pequenas
e moderadas do que o teste gradiente usual.

O fator de corregao tipo-Bartlett derivado por Vargas et al. (2013) é bem geral e pode ser
particularizado para cada modelo especifico de interesse. Por envolver fungoes dos momentos
de derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanga, as expressoes para um particular
modelo de regressao podem ser dificeis de serem obtidas. Como veremos a seguir, derivamos

expressoes fechadas para o fator de correcao tipo-Bartlett para o teste gradiente nos MRLS.

Proposicao 1. Considere o problema de testar a hipotese nula Hy : 1 = B1o em modelos
de regressao lineares simétricos. A corregao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente € dada

por
;:ST“_ (CT‘i‘bTST‘i‘aTS%“)], (2.6)

sendo ar, by e cr da ordem O(n™') e dados por ar = Az3/[12q(q + 2)(q + 4)], by = (Aqee —

2AT3)/[1QQ(Q + 2)] €Cr = (ATll — Ao+ AT3)/(12Q); com Ay = Ap + AT1,5¢ e Ay =

14
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Ap + AT275¢,
660 300
An = —(pz2, = pzz2),  Ar2=—="(pz2 = 2022, + pz2), A1z =0,
661 602 301

A =—q(p—q)+—q, A =——1qlq+2),

116 =~ —4(p—a) + - =¢ 12,86 —alg+2)
000010 omj3 _ mgmgz+2mymg My
00—52—7 1= ——, Coy = — 5 -
20000 m my my

Quando ¢ € conhecido, A gp = Arapy = 0.

Prova. Ver Secao 2.8.1.

Como Atz = 0, o fator de corre¢ao [1 — (cr+brSt+arS3)] se reduz a [1 — (cr+brSt)] em
(2.6) e é chamado de fator de corregao tipo-Bartlett para o teste gradiente. A distribuigao da
estatistica modificada S} € melhor aproximada pela distribuicao x§ com erro de aproximagao
reduzido de ordem O(n~!) para ordem O(n~?).

As quantidades Arr, Ari, Ar2, Ar1 € Ae que definem as correcao dos testes sao decom-
postas em duas partes, uma dependendo da distribui¢ao assumida para os dados através dos
d0’s e outra dependendo da matriz do modelo X através de Z e Z,. As quantidades Arg g4,
ARi1,8¢, Ar2,8¢, AT1,86 € Ara g sa0 as contribuicoes geradas pelo fato de que o parametro ¢
é desconhecido e estimado a partir dos dados. Além disso, essas quantidades dependem do
tamanho da amostra, do ntimero de pardmetros da regressao (p), do nimero de parametros
testados (q) e da distribuigao assumida para os dados através dos §’s.

Para calcular o valor das estatisticas corrigidas basta especificar os valores dos d’s, b’s e
¢’s para cada modelo. A seguir, apresentamos essas quantidades para algumas distribuic¢oes
da classe simétrica.

Normal. dy =0,d; = 1,dy = 1,bp = 0,b; = 1,by = 0,b3 = 1/2,¢9 = 0,¢1 = 2,¢5 = 0. Como

esperado, Sj; = St.

t-Student.
g = 3(v+2)(v+3)? 5 — (v +3) (v + 112 + 20v + 4) &= (v +3)(v+2)?
T W+ ) +5wv+7) v(v+T7)(v+5)? T b +5)?

15
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6 +4Av—1) b — (v—1)(v+2)(r+3) b _12(° +3v 4 2)(nu + 3)
viv+5)w+7) V(v +5)? IR viv+T)(v+5)2
b — (v—1)*v +3) . 6(v+2)(v+3)? 2w +2)P(v+3)
T T e )+ T )
C2__24(1/+2)(V+3)

viv+T7)(v+5)%

Logistica I. dy = —0.0767,d; ~ 1.4706,dy ~ 1.3626,by = —0.9035,b; ~ 1.7744,by ~
0.5690, by ~ 1.1552, ¢y = —0.3069, ¢; ~ 2.7253, ¢ ~ 0.2158.

Logistica IL dy = 3/20,d; ~ 0.7460, dy &~ 0.7867, by = 2/5, by ~ 0.5245, by ~ —0.5835, bs ~
0.1748, co = 3/5, ¢, ~ 1.5735, 5 &~ —0.0815.

Exponencial poténcia. Para —1 < k < 1/3,

KL= R (54T (44 ! (1= B (5T ()
do = 7 ,  di=dy=—7, bp=1- 3 )
8T (%54) L+k or (35
1—k 2k(1 — k) (1—k)? k(1 — k)T (1522 T (HE)
b1:—7 b2:—7 b3: ’ Co = 2 )
1+k 1+k 2(1+ k) 8{‘(%)
_ 2 _0
“Tiyr T

2.4 Modelos de regressao lineares log-simétricos e testes
aperfeicoados

Sejam y ~ S(u, $?) e t = exp(y). A funcao densidade de ¢ é dada por

wino =" s 27

sendo # = log [(t/n)é], n = exp(p) o parametro de escala (mediana), ¢ > 0 o pardmetro
de forma e fooo u Y 2h(u)du = 1. Essa classe de distribuigao gerada pela transformacao t
foi estudada por Vanegas e Paula (2016) e é denominada classe log-simétrica, denotada por
t ~ LS(n,¢?), cujo suporte é (0,00). A classe log-simétrica comporta distribuigdes com
caudas mais leves e caudas mais pesadas do que as da distribuicao log-normal e modelos
que apresentam bimodalidade. Sao membros dessa classe de modelos as distribuicoes log-
normal, log-t-Student, log-logistica I, log-logistica II, log-exponencial-poténcia entre outras.

Para detalhes sobre as propriedades estatisticas e métodos de estimacao cléssico e bayesiano,
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ver Vanegas e Paula (2016).

Se & é uma variavel aleatoria com distribuigao log-simétrica padrao, isto é, £ ~ LS(1,1)

t=n¢?, (2.8)

temos que t ~ LS(n, ¢*), sendo n a mediana de t e ¢ > 0 o parametro de forma. Com essa
propriedade, Vanegas e Paula (2015a) propuseram um modelo de regressao para o logaritmo

da variavel aleatoéria ¢ modelando simultaneamente a mediana e o parametro de assimetria.

Sejam ti,...,t, varidveis aleatorias independentes com #; ~ LS(n;, ¢*) paral =1,...n,
B - d . licati iado A Lési _
x; = (2, ... ,:z:lp) um vetor de varidveis explicativas associado & [-ésima resposta e 3 =
(B1,-..,3,)" um vetor de parametros desconhecidos a ser estimado. Usando as propriedades

das distribuigoes log-simétricas (Vanegas e Paula, 2016) e a equagao (2.8), define-se o modelo

de regressao log-simétrico como

yi = logt; = logm + ¢log(&), l=1,...n, (2.9)

em que logn, = y; = x; B, ¢ > 0 & desconhecido, porém o mesmo para todas as observacoes,
e log(&) = ¢ ~ S(0,1).

O modelo de regressao em (2.9) é equivalente ao dado em (2.2) para os modelos de
regressao lineares simétricos. Portanto, as expressoes para as corregoes de Bartlett para o
teste LR dado em (2.4), tipo-Bartlett para o teste escore dado em (2.5) e tipo-Bartlett para o
teste gradiente dado em (2.6) sao validas para os modelos de regressao lineares log-simétricos
definidos em (2.9). Esses resultados permitem testar hipoteses sobre os parametros da
regressao utilizando os testes nao corrigidos (Sw, SLr, Sr € St) € o0s testes corrigidos (Sfg,

e Sh).

Na secao seguinte apresentamos alguns estudos de simulagao de Monte Carlo para avaliar
o desempenho do teste baseado na estatistica gradiente corrigida e comparar com os testes
baseados nas estatisticas S{y e Sk, bem como com os testes baseados nas estatisticas nao
corrigidas Sw, SLr, Sr € St e corrigidas via bootstrap nos MRLS e nos MRLLS. Os poderes

dos testes serao comparados.
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2.5. Estudo de simulacao

2.5 Estudo de simulacao

Nessa secao apresentamos estudos de simulagao de Monte Carlo para compararmos o
desempenho dos testes Wald (Sw), razao de verossimilhangas (Spr), escore (Sr) e gradiente
(St) e dos testes aperfeigoados da razao de verossimilhanga (Sfg), escore (Sf) e gradiente
(S%) em amostras pequenas e moderadas em modelos de regressao lineares simétricos. Tam-
bém foram considerados as corregoes bootstrap do teste Wald, LR, escore e gradiente (S%,

Shr, S% e Sh) para efeito de comparagao. Consideramos o modelo
Y= Bo+ By + -+ Bpo1Tip-1 + 6, l=1,...,n,

em que o parametro de escala ¢ > 0 é desconhecido e o mesmo para todas as observagoes e os
erros ¢; sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao
simétrica padrao segundo as distribui¢oes normal, t-Student (com v = 4) e logistica II. As
covariaveis foram extraidas de uma distribuigao U(0, 1), todos os parametros da regressao,
exceto os fixados na hipotese nula, sao iguais a um e o paradmetro de escala é fixado em
¢ = 3. Também foram considerados diferentes valores para o ntiimero de parametros da
regressao (p), nimero de parametros da hipotese nula (¢q) e diferentes tamanhos de amostra
(n =20, 25 e 30).

O numero de réplicas de Monte Carlo foi fixado em 15000 e foram considerados os se-
guintes niveis nominais o = 10%, 5% e 1%. Todas a simulagoes foram realizadas utilizando a
linguagem de programagao matricial Ox (Doornik, 2013), que é distribuida livremente para
fins académicos e disponivel em http://www.doornik.com. Todas as maximizagdes da fungao
de log-verossimilhanga para os parametros do modelo foram realizadas utilizando o método
quasi-Newton (BFGS) com primeiras derivadas analiticas através da sub-rotina MaxBFGS .

Avaliamos via simulacao a probabilidade de erro tipo I da hipotese nula Hy : 51 = - =
By = 0 dos testes Sw, Str, Sr, ST, Sir, Sk, ST, isto é, a proporcao de vezes em que o
valor calculado para cada estatistica ¢ maior do que o quantil 1 — « da distribuigao Xg-
Para os testes corrigidos via bootstrap paramétrico, utilizamos as estatisticas nao corrigidas
(Sw, SLr, Sr € St) e os quantis estimados através de 600 réplicas bootstrap para calcular

a probabilidade de erro tipo I. Os resultados sao apresentados nas Tabelas 2.2 e 2.3 para o
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2.5. Estudo de simulacao

modelo normal, nas Tabelas 2.4 e 2.5 para o modelo t-Student e nas Tabelas 2.6 e 2.7 para
o modelo logistico II.

As Tabelas 2.2 a 2.7 indicam que o teste de Wald (Sw) rejeita a hipotese nula com mais
frequéncia do que o esperado com base no nivel nominal selecionado. Por exemplo, para
p =4, a =5% e n =20, as taxas de rejeicao da hipdtese nula para o modelo normal foram
14.63% (para ¢ = 3), 12.39% (para ¢ = 2) e 9.87% (para ¢ = 1); para o modelo t-Student
esses valores foram 18.94% (para ¢ = 3), 15.81% (para ¢ = 2) e 12.35% (para ¢ = 1) e para
o modelo logistico IT foram 15.35% (para ¢ = 3), 13.25% (para ¢ = 2) e 10.47% (para ¢ = 1)
como mostram as Tabelas 2.2, 2.4 e 2.6, respectivamente.

Note também que o teste LR (Spr) apresenta taxas de rejei¢do acima do nivel nominal
considerado. Por exemplo, para p =4, a = 5% e n = 20 as taxas de rejei¢ao sob o modelo
normal foram 9.51% (para ¢ = 3), 9.09% (para q = 2) e 8.58% (para ¢ = 1), para o modelo
t-Student, 10.28% (para ¢ = 3), 10.11% (para ¢ = 2) e 9.49% (para g = 1) e para o modelo
logistico 11, 9.51% (para q = 3), 9.31% (para q = 2) e 8.71% (para ¢ = 1) de acordo com as
Tabelas 2.2, 2.4 e 2.6, respectivamente. Apesar dessas taxas de rejeicao serem menores do
que as do teste de Wald, quando comparadas com os testes escore e gradiente esses valores
sao bem maiores. Considerando o mesmo exemplo anterior, as taxas de rejeicao do teste
escore foram 4.33%, 5.83% e 6.90% no modelo normal, 4.94%, 6.55% e 7.17% no modelo
t-Student e 4.91%, 6.39% e 6.97% no modelo logistico II, enquanto que para o teste gradiente
esses valores foram 4.33%, 5.83% e 6.89% sob o modelo normal, 4.21%, 6.09% e 7.20% sob
o modelo t-Student e 4.46%, 5.94% e 6.93% sob o modelo logistico II.

Os testes escore e gradiente sao menos liberais do que os testes Wald e LR. No entanto,
as taxas de rejeicao da hipoétese nula podem desviar-se consideravelmente do nivel nominal
do teste. Por exemplo, se p =6, ¢ =2, a = 10% e n = 20, a taxa de rejei¢ao sob o modelo
normal foi 15.90% para ambos os testes; para o modelo t-Student esses valores foram 15.61%
(Sr) e 17.10% (St) e para o modelo logistico II foram 15.61% (Sr) e 16.25% (St), como
mostram as Tabelas 2.3, 2.5 e 2.7, respectivamente. Para todos os modelos considerados,
quando o ntiimero de parametros da regressao esté fixado e o nimero de parametros testados
decresce, as taxas de rejeicao dos testes Sg e St tendem a aumentar. Por exemplo, para

p =06, a =5%en =25 as taxas de rejeicdo do modelo t-Student foram 5.58% (Sg) e
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2.5. Estudo de simulacao

5.11% (St) (para ¢ = 3), 6.86% (Sr) e 6.57% (St) (para ¢ = 2) e 7.78% (Sr) e 8.11% (St)
(para ¢ = 1) como mostra a Tabela 2.5. Comportamento semelhante foi observado para os
modelos normal e logistico II como indicam as Tabelas 2.3 e 2.7, respectivamente. Para os
testes Wald e LR, quando o ntimero de parametros da regressao esta fixado e o niimero de
parametros testados diminui, as taxas de rejeicao de ambos os testes tendem a diminuir.
Como exemplo, considere p = 6, a = 5% e n = 25; os valores obtidos para as taxas de
rejeicao dos testes Sy e Spr no modelo t-Student foram, respectivamente, 23.65% e 12.39%
(para g = 3), 20.97% e 12.23% (para q = 2) e 17.69% e 11.99% (para ¢ = 1), como indica a
Tabela 2.5. Esse comportamento também foi observado para os modelos normal e logistico
IT como indicam as Tabelas 2.3 e 2.7.

Por outro lado, os testes Sig, Sp, S, Sty, SPr, Sk e Sk apresentaram taxas de rejei-
¢ao menos distorcidas que os testes Wald, LR, escore e gradiente. Enquanto o ntimero de
parametros da regressao e o nimero de parametros a serem testados influenciam significati-
vamente nos tamanhos dos testes Sw, Sir, Sg € ST, nos testes corrigidos essas quantidades

tém pouca influéncia nas taxas de rejeicao. Por exemplo, para p = 4, a« = 5% e n = 20,

as taxas de rejei¢ao sob o modelo t-Student foram 4.99% (S;Rr), 4.82% (Sy;) e 4.68% (S%),

T
5.31% (S%), 5.14% (SPR), 5.14% (S%) e 5.18% (S%) para q = 3, 5.21% (S;Rr), 5.29% (S;,),
5.07% (S%), 5.18% (S¥), 5.37% (SPR), 5.34% (S%) e 5.28% (Sh) para ¢ = 2 e 5.08% (Sig),
5.25% (Sy), 5.12% (S%) 5.23% (S%), 5.28% (SPgr), 5.25% (S%) e 5.24% (SL) para ¢ = 1,
como mostra a Tabela 2.4. Comportamento analogo pode ser observado para os modelos
normal e logistico II; ver Tabelas 2.2 e 2.6. Por fim, como esperado, conforme cresce o
tamanho da amostra, as taxas de rejeicao de todos os testes se aproximam do verdadeiro
nivel nominal.

Agora, avaliamos numericamente os poderes de todos os testes em amostra finitas. Como
nossos estudos de simulagao evidenciam, alguns testes apresentam diferentes tamanhos sob
Hy. Para compararmos numericamente o poder dos testes é necessario que eles apresentem
o mesmo tamanho sob a hipoétese nula. Para os testes que apresentaram distor¢oes no
tamanho, sob a hipotese nula, foram consideradas 500, 000 réplicas de Monte Carlo para

estimar o valor critico exato de cada teste de acordo com o nivel nominal selecionado. Para

n=30,p=4qg=3,¢=3ea = 10%, calculamos a taxa de rejeiio da hipotese
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2.5. Estudo de simulacao

Tabela 2.2: Tazas de rejei¢ao (%) da hipétese Ho : f1 = - -+ = By = 0 com p = 4; modelo normal.

q n Oé(%) SW SLR SR = ST SER 51*{ == S:f S{)IV SIZ:R Sﬁ Srlf
10 91,32 16,32 10,72 10,34 10,13 10,35 10,35 10,37 10,37

20 5 14,63 9,51 4,33 5,10 4,63 5,12 5,15 5,15 5,15

1 6,12 2,62 037 1,09 073 1,13 1,17 1,19 1,19

10 18,94 14,83 10,49 10,22 10,00 1026 10,27 10,27 10,27

3 25 5 12,16 8,32 465 522 493 533 535 536 536
1 469 2,25 053 1,05 079 1,17 1,18 1,19 1,19

10 16,97 13,60 10,23 9,97 9,85 9,99 10,00 10,01 10,01

30 5 10,50 7,54 467 4,99 486 503 504 506 5,06

1 373 1,77 049 0,96 078 1,03 1,03 1,04 1,04

10 19,16 16,11 12,40 10,07 10,22 10,15 10,16 10,16 10,16

20 5 12,39 9,09 5,83 5,00 4,95 5,05 5,07 5,08 5,08

1 484 257 0,81 1,02 089 1,13 1,14 1,15 1,15

10 17,25 14,61 12,12 10,39 10,49 10,46 10,46 10,47 10,47

2 25 5 10,86 8,41 581 5,07 506 514 515 516 5,16
1 380 225 0,79 1,00 091 1,03 105 1,05 1,05

10 15,65 13,67 11,37 9,78 9,82 9,82 9,83 9,83 9,83

30 5 917 7,34 540 4,85 483 493 493 494 494

1 3,07 1,79 0,79 0,95 0,88 1,01 1,02 1,03 1,03

10 16,23 14,69 1324 9,98 10,22 10,05 10,05 10,07 10,07

20 5 9,87 8,58 6,90 5,05 5,19 5,15 5,17 5,17 5,17

1 3,73 2,43 1,29 1,04 1,02 1,11 1,12 1,14 1,14

10 14,80 13,75 12,71 10,23 10,35 10,27 10,27 10,29 10,29

1 25 5 8,82  7.74 6,60 523 531 529 531 531 531
1 3,06 2,22 131 1,15 1,14 124 124 124 1,24

10 13,79 12,87 12,02 10,08 10,13 10,11 10,11 10,11 10,11

30 5 8,19 7,27 6,38 5,16 523 524 524 524 524

1 249 187 1,17 1,03 1,02 1,11 1,11 1,11 1,11
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Tabela 2.3: Tazas de rejei¢ao (%) da hipétese Ho : f1 = --- = B4 =0 com p = 6; modelo normal.
q n a(%) SW SLR SR = ST SER Sﬁ = S% S{)N SﬁR Sﬁ Sr(f
10 2952 20,92 1151 9,67 943 958 9.6l 963 9,63
20 5 21,04 12,89 4,56 4,80 4,33 4,79 4,79 4,79 4,79
1 10,33 4,03 026 1,07 059 1,08 1,09 1,11 1,11
10 24,43 17,93 10,97 9,71 9,56 9,67 9,67 9,67 9,67
4 25 5 16,47 10,44 494 503 475 503 504 505 505
1 7,44 3,17 0,38 0,94 0,64 1,01 1,03 1,06 1,06
10 21,94 16,71 11,19 9,95 984 995 995 997 997
30 5 1420 943 497 500 478 502 502 503 503
568 2,67 054 097 079 1,01 1,03 1,04 1,04
10 26,49 20,71 14,17 9.89 10,07 987 989 990 9,90
20 5 18,40 12,83 6,61 4,95 488 495 497 498 498
1 887 415 075 1,13 082 1,17 1,18 1,19 1,19
10 22,61 18,22 13,22 10,17 10,35 10,21 10,21 10,21 10,21
3 25 5 15,33 10,99 6,32 5,07 501 510 510 511 5,11
1 6,34 3,03 075 0,99 08 1,03 1,05 1,06 1,06
10 1974 1627 1227 968 979 974 975 975 975
30 5 12,51 9,21 5,87 4,83 4,83 4,85 4,85 4,85 4,85
4,72 2,51 0,82 0,92 0,84 1,00 1,00 1,01 1,01
10 23,18 19,77 15,90 9,81 10,35 9,87 9,87 9,89 9,89
20 5 15,83 12,26 8,25 4,89 5,11 4,95 4,95 4,95 4,95
1 707 391 1,33 1,07 1,00 1,13 1,14 1,14 1,14
10 1988 17,21 14,38 10,14 10,39 10,18 10,19 10,19 10,19
2 25 5 12,04 10,37 729 4,89 511 4,99 500 501 501
1 499 2,90 124 1,00 097 1,07 1,09 1,10 1,10
10 17,65 15,55 13,33 10,03 10,22 10,09 10,09 10,09 10,09
30 5 11,19 9,07 6,85 5,07 5,15 5,11 5,11 5,13 5,13
1 417 256 1,17 0,95 093 1,01 1,02 1,03 1,03
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Tabela 2.4: Tazas de rejeicio (%) da hipdtese Hy : f1 = --- = By = 0 com p = 4; modelo
t-Student.

q n a(%) Sw SLR SR ST SER Sﬁ S:} S\bN SﬁR Sﬁ S%
10 26,57 17,53 11,55 10,67 10,33 10,42 10,06 10,45 1045 10,64 10,54

20 5 18,94 10,28 4,94 4,21 4,99 4,82 4,68 5,31 5,14 5,14 5,18

1 9,24 2381 0,52 033 099 0,77 0,74 1,05 1,07 1,12 1,13

10 22,04 15,19 10,82 10,09 9,79 9,99 980 9,97 9,95 10,08 9,97
3 25 5 14,73 858 501 464 520 495 503 525 533 519 529
1 6,64 237 068 045 100 091 078 1,09 1,07 1,4 1,09

10 19,78 14,23 10,58 10,04 9,73 986 9,65 9,74 9,89 997 9,88

30 5 12,69 7,79 491 454 482 485 487 504 488 501 5,09
1 509 1,85 0,67 055 087 08 089 1,12 096 098 1,03
10 2327 17,15 12,73 12,89 10,22 10,21 10,23 10,47 10,47 10,14 10,37
20 5 1581 10,11 6,55 6,09 521 529 507 518 537 534 5,28
1 722 2.8 099 074 092 091 08 104 1,07 1,2 1,11

10 19,63 14,98 11,80 11,83 9,80 10,09 9,95 993 9,97 10,08 10,06
2 25 O 12,75 851 5,68 559 5,00 48 491 519 5,13 499 5,09
1 5,34 247 099 0,7 1,00 1,00 09 1,11 1,14 1,16 1,17

10 18,06 14,26 11,55 11,73 10,03 10,12 10,11 10,01 10,14 10,12 10,17

30 5 11,37 795 569 551 4,8 493 487 506 499 501 501
1 4,09 2,09 1,00 087 101 098 094 122 1,05 1,09 1,09
10 1851 15,79 13,35 13,79 10,20 10,48 10,37 10,37 10,35 10,36 10,39
20 5 12,35 949 7,17 720 508 525 512 523 528 525 524
1 497 2,71 123 1,19 086 090 089 1,04 1,07 1,09 1,03

10 16,14 13,73 11,98 1244 964 975 981 997 975 9,72 981
1 25 5 10,05 7,80 6,03 6,39 479 4,86 4,83 481 488 4,87 491
1 343 205 1,05 1,23 096 093 093 1,11 1,05 103 1,05

10 14,93 13,01 11,65 11,99 961 975 976 977 9,77 9,74 9,78
30 5 873 724 6,12 624 492 491 497 487 505 491 5,02
1 283 1,84 1,31 131 105 105 1,09 1,22 1,11 1,11 1,16
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Tabela 2.5: Tazas de rejeicio (%) da hipdtese Hy : b1 = -+ = By = 0 com p = 6; modelo
t-Student.

q n a(%) SW SLR SR ST SER SE S% Sv{);v SER Sﬁ S%
10 38,77 23,31 11,91 1151 972 959 920 981 990 9,75 9,72

20 5 30,31 14,41 4,98 453 476 4,37 439 487 499 481 4,94

1 17,60 4573 044 035 087 0,61 0,66 1,05 0,96 1,01 1,06

10 31,00 20,18 12,16 11,71 10,03 10,28 9,89 10,01 10,21 10,40 10,27
4 25 5 23,65 12,39 558 5,11 509 491 473 507 522 521 522
1 12,33 385 064 047 095 079 077 1,13 1,05 1,11 1,13

10 26,09 17,93 11,69 11,19 9,90 10,06 9,77 10,07 10,05 10,10 10,04

30 5 18,99 10,31 537 490 499 489 4,67 507 517 502 497
8,87 290 0,70 046 090 082 074 1,00 099 101 1,05

10 35,30 23,46 14,09 1459 9,61 10,23 9,76 9,90 9,95 9099 9,77

20 5 26,91 14,39 6,62 6,41 4,63 4,73 4,62 481 485 4,87 4,83
1 1491 4,66 089 0,66 078 078 0,73 093 085 1,01 1,02

10 29,04 20,01 1341 13,60 9,90 10,37 10,15 10,03 10,17 10,33 10,31
3 25 5 20,97 12,23 6,86 6,57 480 513 497 509 5,04 525 521
1 10,31 3,77 103 083 09 09 08 1,06 1,00 1,17 1,06

10 24,57 17,77 12,95 13,13 9,97 10,37 9,99 10,03 10,17 10,30 10,05
30 5 16,66 10,29 6,39 6,29 487 495 487 501 503 499 505
750 277 106 085 097 097 085 1,11 1,07 1,11 1,06

10 30,09 22,26 1561 17,10 9,86 10,29 10,48 10,28 10,23 9,97 10,23

20 5 22,35 14,09 7,77 8,54 447 491 488 4,71 481 483 489
1 11,71 437 1,32 120 078 085 0,73 087 091 098 0097

10 25,24 19,27 14,87 1575 10,19 10,71 10,52 10,23 10,53 10,50 10,49
2 25 5 17,69 11,99 778 811 501 533 519 511 521 533 529
1 829 355 1,33 1,38 094 095 1,02 105 1,05 1,12 1,13

10 21,09 17,11 13,74 14,46 10,03 10,39 10,17 10,03 10,33 10,25 10,15
30 5 1455 997 681 729 505 506 523 523 523 505 5726
1 612 291 1,31 1,35 098 094 093 1,15 1,00 107 1,15
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Tabela 2.6: Tazas de rejeicao (%) da hipdtese Ho : 1 = -+ = g =0 com p = 4; modelo logistico
11

a(%) SW SLR SR ST SER Sﬁ S:f S%;V SER S% S%
10 2269 16,28 10,99 10,42 9,68 9,90 9,83 10,25 10,15 10,11 10,15
20 5 15,35 951 491 446 490 487 484 513 529 521 529
1 6,95 2,77 039 035 09 077 071 1,14 1,11 1,11 1,10

10 19,72 14,79 10,96 10,40 9,73 10,17 9,92 10,01 10,07 10,22 10,06
3 25 5 1271 823 509 474 507 506 502 517 526 522 525
1 508 227 0,76 052 1,09 1,01 1,02 1,23 121 123 123

10 17,53 13,73 10,63 10,00 9,51 996 9,73 9,79 981 10,01 9,91

30 5 10,96 7,31 4,67 451 472 465 4,74 486 4,98 4,79 4,95
301 1,71 054 049 077 074 0,68 093 088 092 0091

10 1901 16,24 12,75 12,61 9,69 10,24 10,11 10,23 10,15 10,12 10,13

20 5 1325 931 639 594 496 523 510 521 522 529 517
1 548 2,83 092 083 1,02 085 094 127 121 1,08 121

10 17,59 14,52 12,10 11,88 9,81 10,14 10,19 10,19 10,11 10,11 10,20
2 25 5 11,08 829 589 577 483 5,03 503 522 511 5,07 5,15
1 416 2,13 095 084 091 093 094 106 1,03 1,07 1,09

10 1595 13,25 11,50 11,35 949 992 985 987 984 988 987
30 5 967 726 557 541 454 491 473 486 481 497 481
320 1,79 091 079 087 089 085 099 097 098 103

10 16,93 15,00 13,21 1345 969 10,27 10,13 10,04 10,11 10,15 10,11

20 5 1047 871 6,97 6,93 458 495 4,92 495 493 4,93 495
1 374 235 135 1,35 1,06 104 1,08 123 121 1,19 122

10 1509 13,75 12,50 12,76 9,62 10,16 9,93 9,89 9,93 10,12 9,91
1 25 5 896 758 651 652 477 4,99 500 484 505 499 503
1 2,83 1,88 1,22 1,19 094 092 099 108 1,09 097 106

10 14,18 12,99 11,88 12,09 9,65 996 9.8 997 986 991 9,86
30 5 821 6,94 6,05 6,08 465 491 487 4,82 489 491 4,87
1 233 1,65 105 099 079 086 081 090 091 091 088
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Tabela 2.7: Tazas de rejei¢io (%) da hipétese Ho : f1 = -+ = B4 = 0 para p = 6; modelo logistico
II.

q n Ol(%) SW SLR, SR ST SER Sﬁ S:} S{)N SﬁR Sg S%
10 32,47 2181 12,08 11,76 9,47 10,12 9,90 10,12 10,01 10,29 10,23

20 5 23,95 13,57 5,03 482 4,79 4,61 4,63 524 526 511 5,30

1 12,67 44 039 029 09 0,67 0,61 1,02 1,13 1,09 1,07

10 26,35 18,37 11,85 11,79 9,88 9093 1022 10,25 10,37 9,95 10,38
4 25 5 18,58 11,29 564 509 4,78 499 479 517 517 526 514
1 887 332 061 046 094 084 0,78 1,18 1,09 1,15 1,15

10 23,31 16,75 11,37 10,99 9,55 9,99 9,67 983 991 10,07 9,78

30 5 1563 9,65 4,89 4,80 4,557 450 4,66 507 493 471 4,94
1 6,60 2,61 069 055 093 081 081 1,09 1,17 1,05 1,14
10 2927 21,79 14,33 1427 9,40 10,15 10,15 10,04 10,08 9,94 10,08
20 5 2121 13,19 6,75 649 4,59 494 489 505 499 508 511
1 10,37 435 081 0,78 093 08 086 1,11 1,13 1,11 1,14

10 24,07 18,21 13,29 13,25 9,53 10,11 10,09 10,16 9,94 9,90 10,05

3 25 5 16,39 10,81 6,69 6,57 497 517 519 523 531 521 536
1 745 329 098 082 092 091 083 1,00 1,11 1,11 1,15

10 21,38 16,36 12,19 12,17 9,05 979 955 962 9,55 9,55

30 5 13,65 9,06 6,07 587 4,61 487 470 4,89 479 494 4,83

534 271 1,08 097 1,05 099 1,00 1,12 1,17 1,15 121
10 2527 20,30 15,61 16,25 9,34 1052 10,55 10,07 10,19 10,09 10,23
20 5 17,69 12,73 8,09 798 4,35 507 489 475 487 495 4,81
1 795 395 139 126 087 099 091 1,10 1,10 1,13 1,01

10 21,42 17,79 14,51 14,71 9.49 10,36 10,13 9,94 9,95 10,08 10,01
2 25 5 14,11 1041 7,55 745 4,73 508 511 507 509 4,94 509
1 570 3,15 152 1,39 093 098 097 107 1,10 1,4 1,11

10 19,37 16,19 13,40 13,55 9,53 10,13 9,95 981 993 998 9,88
30 5 12,25 917 6,76 6,76 454 489 4,78 4,86 483 4,80 4,79
1 437 257 127 121 087 099 096 1,04 099 1,08 1,03
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2.5. Estudo de simulacao

alternativa H; : 51 = [ = § para os modelos normal, t-Student e logistico II. Os resultados
sao apresentados na Figura 2.1. Como podemos notar, o poder dos testes sao similares e,
como esperado, a medida em que |J| cresce a fungao poder tende a 1. Simulag¢oes de poder

para diferentes valores de n, p, ¢, ¢ e a apresentaram resultados semelhantes.

0.8
0.8
<

08

poder
0.6
poder
0.6
poder
0.6

0.4
0.4
0.4

57574

RRRORRRO PO Y
+72 5

0.2
0.2
0.2

0.0
0.0
0.0

(a) normal (b) t-Student com v =4 (c) logistico II

Figura 2.1: Poder dos testes paran =30, p=4,q=3, ¢ =3 e a = 10%.

Também foram considerados estudos de simulacao para avaliar a probabilidade de erro
tipo I e o poder dos testes nao corrigidos (Sw, SLr, Sr € St) e dos testes corrigidos (S}g,
%, Sk, Sby, SPr, SE e SY) nos modelos de regressao lineares log-simétricos. Notamos um
comportamento anélogo ao que ocorre para o tamanho e o poder dos testes nos MRLS.
Portanto, omitimos os resultados desses estudos de simulagao.

Os resultados dos estudos de simulacao apresentados nessa se¢ao podem ser resumidos
como segue. No geral, em amostras pequenas e moderadas, os testes Wald, LR, escore
e gradiente sd@o mais liberais, ou seja, rejeitam a hipotese nula (sendo esta verdadeira)
com frequéncia maior que a indicada pelo nivel nominal selecionado. De todos os testes
avaliados numericamente, o teste Wald é o mais liberal. Por essa razao, nao recomendamos
a utilizagao desse teste para testar hipoteses nos MRLS e nos MRLLS quando o tamanho
da amostra é pequeno ou moderado. Ja os testes corrigidos pelos fatores de correcao de
Bartlett e tipo-Bartlett corrigem as distor¢oes no tamanho dos testes sem perda de poder.
Os testes corrigidos via bootstrap apresentaram desempenho semelhante aos testes corrigidos
analiticamente porém necessitam de esfor¢co computacional intensivo. Como nao existe um

fator de corregao tipo-Bartlett para o teste Wald, o teste bootstrap é uma alternativa para

corrigir seu comportamento liberal em amostras de tamanho pequeno e moderado. Portanto,
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2.6. Aplicagoes

recomendamos os testes modificados (analiticamente ou via bootstrap) para testar hipoteses

em MRLS e nos MRLLS quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado.

2.6 Aplicacoes

Para ilustrar os resultados obtidos nesse capitulo consideramos duas aplicacoes a dados
reais. A primeira considera o conjunto de dados em Nateghi et al. (2012) sobre propriedades
de textura em queijo cheddar. Para avaliar o efeito das variaveis regressoras, porcentagem de
gordura (1), porcentagem de goma xantana (x) e porcentagem de caseinato de sodio (x3),
na variavel resposta, coesividade (t;), de n = 16 amostras de queijos cheddar, ajustamos o

seguinte modelo de regressao linear log-simétrico

log(t;) = Bo + brxu + Boxar + Bsxs + Paruxey + Bsryws (2.10)

+ Berarrs + e, I=1,...,16,

em que ¢ > 0 é desconhecido e o mesmo para todas as observagoes e €, ~ S(0, 1) variaveis ale-
atorias independentes e identicamente distribuidas com distribui¢ao normal (e ~ N(0, 1)),
t-Student (¢ ~ t(0,1,v)) e logistica II (¢, ~ LII(0,1)). O critério AIC corrigido para os mo-
delos ajustados foram: —135,25 (modelo normal), —134, 87 (modelo t3), —135,02 (modelo
ty), —135,03 (modelo t5) e —134,98 (modelo logistico II). Com os residuos studentizados
propostos por Villegas et al. (2013), construimos o grafico normal de probabilidades e o
envelope simulado para os modelos normal, t-Student com v = 5 e logistico II a fim de de-
tectar especificagoes incorretas da distribuigao do erro e a presenga de observagoes extremas
(Figura 2.2). Com base no AIC corrigido e na Figura 2.2 selecionamos o modelo de regres-
sao linear log-normal para ajustar os dados. As estimativas pontuais dos parametros com
seus respectivos erros-padrao assintoticos em parénteses sao: Bo = —0,1321(0,0067), Bl =
—0,0043 (0,0039), BQ = —0,1456 (0,1712), 33 = 0,0135(0,0251), @ = —0,1864 (0, 1001),
Bs = —0,0074 (0,0100), Bs = 0,6606 (0,5007) e ¢ = 0,0011 (0, 0002).

Para o modelo selecionado, ou seja, o modelo de regressao linear log-normal, é possivel

determinar um teste exato para testar hipoteses sobre os coeficientes da regressao. Entao, do
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2.6. Aplicagoes

ponto de vista pratico, ndo ha interesse na utilizagao dos testes (corrigidos ou nao corrigidos)
que usam p-valores assintoticos ou de bootstrap. Esta aplicacao visa comparar os p-valores

dos diferentes testes apresentados neste capitulo com os p-valores exatos.

Standardized residual
Standardized residual
Standardized residual
0
I

Quantiles of N(0,1) Quantiles of N(0,1) Quantiles of N(0,1)

(a) log-normal (b) log-t-Student (c) log-logistico II

Figura 2.2: Grdfico normal de probabilidades e envelope gerado para as distribuicées (a) log-
normal, (b) log-t-Student e (c) log-logistica Il ajustadas ao modelo (2.10).

Inicialmente, testamos as hipoteses Hg : s = 0, Ho : 5 = 0 e Hp : B = 0, isto &,
o efeito individual das interagoes no modelo (2.10). Os valores das estatisticas de testes
(p-valores assintoticos em parénteses) para testar Hy : Sy = 0 foram: Sy = 3,4632 (p-valor
0,0628), SLr = 3, 1350 (p-valor 0,0766), Sg = 2,8470 (p-valor 0,0915), St = 2,8469 (p-valor
0,0915), Sfg = 1,6654 (p-valor 0,1969), Si; = 1, 7657 (p-valor 0,1839) e S = 1, 7657 (p-valor
0,1839). Os p-valores para todos os testes bootstrap foram 0,2036. Além disso, o p-valor
exato foi de 0,196. Como podemos notar, os p-valores dos testes corrigidos analiticamente
e via bootstrap sao bem proximos do p-valor exato. Ao nivel de significancia de 5% os
testes (nao corrigidos, corrigidos e exato) nao rejeitam a hipotese nula, porém ao nivel de
significancia de 10% os testes Wald, LR, escore e gradiente rejeitam a hipotese nula enquanto
que os testes Sig, S, Sh, S%, Sir, S%, SL e o teste exato nao rejeitam Hy. As hipoteses
Ho: Bs = 0e Hg: B = 0 nao sao rejeitadas por nenhum dos testes aos niveis de significancia
usuais. Em seguida testamos o efeito conjunto dos fatores de interacao, ou seja, testamos a
hipotese Hg : 1 = B5 = B = 0. Nenhum dos testes considerados rejeitam a hipotese nula
aos niveis de significAncia usuais.

Como evidenciado pelos nossos estudos de simulagoes, os testes Sw, Str, Sr € St sao

mais liberais quando o tamanho da amostra é pequeno (nesse caso n = 16). Portanto, com
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2.6. Aplicagoes

base nos testes corrigidos e no teste exato, decidimos pela remocao do efeito das interagoes

do modelo (2.10) e estimamos o modelo
log(t) = Bo + Bizu + Paway + Baxz + dey, I=1,...,16, (2.11)

sendo By = —0,1217(0,0022), B, = —0,0119(0,0009), B = —0,3989 (0,0438), B3 =
0,0262 (0,0044) e ¢ = 0,0013 (0,0002) as estimativas pontuais dos paradmetros com erros-
padrao assintéticos em parénteses.

Por fim, testamos as hipoteses Hog : 1 = 0, Ho : 2 = 0 e Hp : f3 = 0 que foram
fortemente rejeitadas pelos testes (corrigidos, nao corrigidos e exato) aos niveis de signifi-
cancia usuais. Notamos que, para todas as hipoteses testadas nesta aplicagao, os p-valores
dos testes corrigidos (analiticamente ou por bootstrap) foram bem proximos dos p-valores
exatos.

Na Figura 2.3 apresentamos o grafico normal de probabilidades e o envelope simulado

para o modelo (2.11), que sugere um ajuste adequado.

Standardized residual

Quantiles of N(0,1)

Figura 2.3: Grdfico normal de probabilidades e envelope simulado para o modelo (2.11).

Do modelo (2.11) e das estimativas obtidas, estima-se a coesividade mediana do queijo

cheddar por

= o~ 0,1217-0,01192; 0,398922+0,0262a35

A segunda aplicagao considera o conjunto de dados em Mirhosseini e Tan (2010) sobre
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propriedades fisico-quimicas de emulsao em bebidas de laranja. Para avaliar o efeito das
variaveis independentes, quantidade de goma arabica (x;), quantidade de goma xantana
(z2) e quantidade de 6leo de laranja (x3), todas medidas em grama, na variavel resposta,

densidade de emulsdo (y) dada em g/cm3, ajustamos o seguinte modelo de regressao

Yy = Bo + Brxu + oy + Bsws + Paxuxe + BsruTs (2.12)

+ Beraurs + Qe l=1,...,20,

sendo ¢ > 0 desconhecido e o mesmo para todas as observagoes e ¢ ~ S(0,1) erros ale-
atorios independentes e identicamente distribuidos com distribuigdo normal (¢, ~ N(0,1)),
t-Student (¢, ~ t(0,1,v)) e logistica II (¢ ~ LI11(0,1)). O AIC corrigido para os modelos
considerados foram: —150,03 (modelo normal), —158,68 (modelo t3), —156,37 (modelo
ty), —154,48 (modelo t5) e —151,03 (modelo logistico II). Assim como na aplicagdo an-
terior, construimos o grafico normal de probabilidades para os residuos studentizados e o
envelope simulado para os modelos normal, t-Student com v = 3 e logistico II (Figura
2.4). Com base no AIC corrigido e na Figura 2.4 selecionamos o modelo de regressao li-
near t-Student com v = 3 para ajustar os dados. As estimativas pontuais dos parametros
com seus respectivos erros-padrao assintoticos em parénteses sao: 30 = 0,9388(0,0220),
By = 0,0054 (0,0011), By = 0,1563 (0,0401), 33 = 0,0016 (0,0016), By = —0,0048 (0,0015),
Bs = —0,0001 (0,0001), 35 = —0,0070 (0,0026) e ¢ = 0,0012 (0, 0003).

Standardized residual
Standardized residual
Standardized residual

Quantiles of N(0,1) Quantiles of N(0,1) Quantiles of N(0,1)

(a) normal (b) t-Student (c) logistico II

Figura 2.4: Grdfico normal de probabilidades e envelope simulado para as distribui¢oes (a) normal,
(b) t-Student e (c) logistica II ajustadas ao modelo (2.12).
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Inicialmente testamos o efeito individual dos fatores de interagao, ou seja, testamos as
hipoteses Ho: 84 =0, Ho: b5 =0 e Hy : S = 0 contra as respectivas hipoteses alternativas
bilaterais. Os valores das estatisticas de teste e os p-valores sao apresentados na Tabela 2.8.
A hipodtese Hy : 54 = 0 é rejeitada pelos testes Wald, LR e gradiente ao nivel de significancia
de 5%, porém a decisao se altera quando utilizamos o teste escore e os testes corrigidos. A
hipotese Hy : B5 = 0 nao é rejeitada por nenhum dos testes aos niveis de significancia usuais.
Ja a hipotese Hy : fg = 0 é rejeitada pelos testes Wald e LR ao nivel de significancia de
5%, mas nao é rejeitada pelos demais testes. Em seguida testamos o efeito conjunto dos
fatores de intera¢ao no modelo (2.12), isto é, testamos a hipotese Hy : By = B5 = s = 0.
Os valores das estatisticas de testes foram: Sy = 17,9297 (p-valor 0,0005), Spr = 8, 1531
(p-valor 0,0430), Sgr = 2,9646 (p-valor 0,3971), St = 4, 5884 (p-valor 0,2045), Siy = 4,0333
(p-valor 0,2579), S§ = 2,1259 (p-valor 0,5467) e St = 3,1251 (p-valor 0,3727). O p-valor dos
testes S, SPr, S% e S sdo, respectivamente, 0, 1838, 0, 2280, 0, 5868 e 0, 3466. Neste caso,
quando empregamos os testes Wald e LR a hipotese nula é rejeitada ao nivel de significancia

de 5%, mas essa decisao ¢é alterada quando os demais testes sao utilizados.

Tabela 2.8: Valor da estatistica de teste e p-valor para as hipéteses Ho : 84 =0, Ho : B5 =0 ¢
Ho : B = 0 no modelo (2.12).

Ho:B1=0 Ho: B85 =0 Ho: B =0
estatisticas de teste valor observado p-valor valor observado p-valor valor observado p-valor
Sw 10,2240 0,0014 0,4583 0,4984 7,2474 0,0071
SLr 6,5050 0,0108 0,5354 0,4644 5,2526 0,0219
Sr 3,5812 0,0584 0,6040 0,4371 3,3333 0,0679
St 4,1713 0,0411 0,5148 0,4731 3,5959 0,0579
Sir 2,5065 0,1134 0,2063 0,6497 2,0239 0,1548
Sk 2,2753 0,1314 0,3500 0,5541 2,1023 0,1471
St 2,1510 0,1425 0,2066 0,6494 1,7897 0,1810
Sh 0,1054 0,6728 0,1532
St 0,0930 0,6242 0,1266
Sk 0,1562 0,5506 0,1690
Sh, 0,1318 0,6194 0,1650

Como evidenciado pelos nossos experimentos de simulacoes, os testes nao corrigidos
(Wald, LR, escore e gradiente) sdo mais liberais quando o tamanho da amostra é pequeno,
nesse caso n = 20. Portanto, devemos ser cautelosos quanto as conclusoes utilizando esses
testes.

Como sugerido pelos testes corrigidos decidimos pela remocao dos efeitos de interagoes
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do modelo (2.12) e estimamos

Yy = Bo + Bz + Boxay + Baxs + e, (2.13)

sendo By = 1.0198 (0.0051), 3, = 0.0027 (0.0002), B> = —0.0058 (0.0059), 35 = —0.0023 (0.0003)
e (E = 0.0018 (0.0004) as estimativas pontuais dos parametros (erros-padrao assintoticos em
parénteses). Aos niveis de significAncia usuais as hipoteses Hy : f1 = 0 e Hyp : f3 = 0 foram
fortemente rejeitadas pelos testes (ndo corrigidos e corrigidos). Todos os testes também

sugerem a exclusdo da variavel independente x5 do modelo (2.13). Assim, o modelo final é

Yy = Bo + Bixy + Psxsy + de. (2.14)

As estimativas pontuais dos parametros sao: Bo = 1,0168 (0,0047), 31 = 0,0027 (0,0002),
By = —0,0023 (0,0003) e ¢ = 0,0018 (0,0004). A Figura 2.5 apresenta o grafico normal de
probabilidades dos residuos studentizados com o envelope simulado para o modelo (2.14),

que sugere um ajuste adequado.

Standardized residual

Quantiles of N(0,1)

Figura 2.5: Grdfico normal de probabilidades e envelope simulado para o modelo (2.14).

2.7 Consideracoes finais

Neste capitulo, a partir dos resultados gerais de Vargas et al. (2013), derivamos um fator
de correcao tipo-Bartlett para o teste gradiente em modelos de regressao lineares simétricos

e as correcoes de Bartlett para o teste LR e tipo-Bartlett para os testes escore e gradiente
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nos modelos de regressao lineares log-simétricos. Além disso, comparamos numericamente o
tamanho do teste gradiente corrigido com o tamanho dos testes Wald, LR, escore, gradiente
e as versoes corrigidas analiticamente e via bootstrap. Também comparamos o poder de
cada teste via simulagao. Além disso, apresentamos duas aplicagdes a conjuntos de dados
reais para ilustrar os resultados obtidos.

Nossos estudos de simulagao sugerem que os testes corrigidos apresentam probabilidade
de erro tipo I mais proxima do nivel nominal considerado do que a probabilidade do erro tipo
I dos testes Wald, LR, escore e gradiente. Quanto ao poder, todos os testes apresentaram
resultados similares. Além disso, os testes Wald e LR sao mais liberais que os testes escore e
gradiente porém, quando o nimero de parametros da regressao é fixado e o ntimero de para-
metros a serem testados decresce, o tamanho desses testes podem apresentar consideraveis
distorcoes. Portanto, em conjuntos de dados reais em que o tamanho da amostra é pequeno
ou moderado, recomendamos a utilizacao dos testes corrigidos para os modelos de regressao

lineares simétricos e log-simétricos.

2.8 Detalhes técnicos

Neste apéndice calculamos as quantidades Ary, Ate, Ars, A7, Ar2s6, Arspe € 08
valores dos 0’s que determinam o teste gradiente aperfeicoado para as hipoteses Hg : 81 = Bio

versus H; : B1 # 10 em modelos de regressao lineares simétricos.

2.8.1 Prova da Proposicao 1

Sejam ks = B(02/08,08,), Krst = B(OM/OBOBOB), Frsu = B(OY)0B,0B:0808.),
K = Ok 0B KW = 0Py )OBOBu. Koy = B(020/0¢%), kg = E(9%0/0B,00), k') =
0%k,y/0Ps e assim por diante. Os indices r, s, t e u variam de 1 a p. Para os MRLS os

cumulantes sao dados por

n n

. 501000 o 500010

Rps = ¢2 LirZis, Rystu = ? LrLisTiy Lt
=1 =1

_ o (u) _ (tu) _ n

s) = Kpgt = "{gs ) - 07 Koy = __(520002 - 1)’

¢2

_ t
Rrst = "{7(«
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2n n
/’fﬁ) — _E(émow — 1), Kepp = —E(&Smooz + doo103 — 4),

1

1
3 _¢4

n n
Krsg = —¢—(500101 + 2d01000) Z TipTis,  Krsgg = (d00012 — 6d11001) Z Ty Ty,
=1

=1 (2.15)

Hgﬁ; = g@omm + 2d01000) Z LirTis, mﬁf) = —% Z LirLis,
I=1 =1

Firgo = Frgy = 0;

ver Ferrari e Uribe-Opazo (2001), Uribe-Opazo et al. (2008) e Uribe-Opazo (1997).

Seja @ = (B, 8, ,¢)" um vetor de parametros desconhecidos de dimensao p+ 1 em que
B = (Bi,...,8,)" e Ba = (Byt1,---,0,) . Consideramos o problema de testar a hipotese
nula composta Hg : 81 = Bip contra a hipotese alternativa H; : By # Bio sendo (B, ¢)"
um vetor de parametros de pertubagao. Definimos, A = diag{0, K’;}, Mg = K[;l — Ag,
Agy = diag{Ag, —r,,} ¢ Mgy = diag{Mg,0}. Sejam m™ e a"® os (r,p + 1)-ésimos
elementos das matrizes Mg, e Ag,, respectivamente. Analogamente, m?® e a®? representam
os (p+1,p+1)-¢simos elementos de Mg, e Agy. Assim, m"™® = m? = m? = a"® = a®" =0
(r=1,...,p), com a%® = —l{;(;.

Os coeficientes At’s que definem uma correcao tipo-Bartlett para o teste gradiente nos
MRLS quando ¢ é desconhecido sdo obtidos substituindo os cumulantes dados em (2.15) nas
formulas de Ari1, Ares e Arss dadas no Teorema 1 de Vargas et al. (2013). Como a matriz
informacao de Fisher é bloco diagonal e A3 35 = 0 podemos decompor os coeficientes A’s
como Ary; = Ay + ATLB(;S; Argy = Ay + AT2,,3¢ e Apgs = Ars, sendo Ary, Ay e Arg as
quantidades obtidas supondo que o parametro ¢ ¢ conhecido e At gy € At gy as quantidades
obtidas supondo que o parametro ¢ é desconhecido. Segue do Corolario 2 de Vargas et al.

(2013) que
Sy = Sr[l — (e + brSt + arS3)],

sendo ar, by e cr da ordem O(n™!') e dados por ar = Ar3/[12q(q + 2)(q + 4)], by = (A7 —
2A13)/[129(q¢ + 2)] e cv = (A1 — Arae + Ars)/(12q), com Aryy = Ary + Ar1,8 € Arog =

Apg + At s
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Substituindo os cumulantes dados em (2.15) na féormula de Atj;; no Teorema 1 de

Vargas et al. (2013) o coeficiente Ar; se reduze a

n
! j 6dooo10 ! j
T_ su r_ Su
Ay =6 Kjpm? a™ = pm > > wpraam’ o
=1

Invertendo a ordem dos somatoérios e rearranjando os termos, temos

! ; 6500010 !
T __Su Ssu
A1 =6 E Kjrsum’" @ = E ( E x;m’ xlr> ( E T1sQ wm) )

Os termos Zf i1 xa ) e Zf i1 x;m" x;; representam elementos das matrizes ¢ Zs /020000

e ¢*(Z — Zs) /20000, Tespectivamente. Logo,

’ ) 66 n 2 2
Ar = 62 Kjrsum? @’ = 2)510 Z ( ¢ (zu — Zzu)) ( ¢ Z2u>

—1 020000 020000
6000010
=5 (le - 2211)2211
20000 j—;
660

- 7(pZZ2 - pZ2Z2)7

sendo Co — 500010/5%0000, PZ7, = ntr(ZdZQd) € Pzy75 = ntl‘(ZQdZQd).

De maneira analoga obtemos A3 =0 e

! i 3500010 !
T sSu Su
Are = —3 E Kjrsum’ m™ = E ( E x;m’ xlr> ( E Tism a:lu)

=1

9 2
_—36;)510 Z ( ¢ (2 — Zzzz)) ( 0 (zu — ZZN))

=1 520000 520000
n
3000010 2
. (zu — zou)
20000 —;
300

= ——(PZZ — 2022, + P2:25)5

sendo pzz = ntr(Z42Z,).
Para derivagao dos termos Aty gy € Arage, j& que Apggs = 0, segue do Teorema lde

Vargas et al. (2013) que
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/ . / .
Atips =) Rjrskugpa®™m m®™ + 3 kjrskugea®m’m’
/ . / .
+ Z /-fjrs/ﬁzuwawm”m” +6 Z /fjr¢/f¢¢¢m”(a¢¢)2
/ . / .
+6 Z K jrgRowem’ a"a®® + 6 Z K jrshupem a*a®®
/ . / .
+3 Z K jgoKuvwm? “a" a®® + 3 Z K jrskugem’ “a ™ a®?
!/ . / .
!/ . / .
+3 Z /fjs¢,/<;uv¢,m3“a5“a¢¢ +3 Z /ﬁjm/ﬁuwmwamaw
£33 Kt 0™ a? = 6 Y (k%) = Kjrg )" a*
. . / .
—6 Z ﬂj‘f(bm”aw —12 Z mjl(;¢m7“a¢¢ —12 Z mfﬁq(;)ffjmm”(aw)z

. . / . .
—12 Z nkl Kjrg (KR — a?®a")a®® — 12 Z I€j¢¢lil(;)<lijk/£lu — a?*a")a??,

/ ) / .
/ . / .
— Z ﬁjrsﬁu¢¢mjumrsa¢¢ -3 Z /{jrqb"‘fuvquﬂmuvad)d) (2.17)

!/ . / .
-3 Z Kjw/@uwmjum”aw -3 Z /fjr(b/{uvd,m]”mmaw.

Substituindo os cumulantes dados em (2.15) nas expressoes (2.16) e (2.17) alguns termos se

anulam. Invertendo a ordem dos somatoérios e rearranjando os termos obtemos

8 26, 5 Soo103 — 4) :
Ari gy = 6(J00101 + 2001000) (6001002 + do0103 — 4) Z (Z’ iUzjm]TJUlr)

n$? (20002 — 1)? —
o (5 ) (5 )
367(12)20(12;0:;22?11000 121: (Z wm xﬁ) f;goz;ﬁ%l?l lzn; (Z/ xljmjmizr)
S 1 (T ) (X )
i G ) S (5 ) (5 o)

24(9, —1)(6 20, / .
~ 24(d01002 — 1)(doo101 + 2J01000) Z (Z xz]'m”xn)
=1

ne? (520002 - 1)2
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3(S00101 + 201000)% < / , /
b= () ()
e ne* (920002 — 1) “2;1 Z Ly Ty Z Tim"x

0 ) 2 ;
- Lot Hmal” 5 (5 o) (X ).

Li=1

O termo ) ¥ i1 x;;KY 2;; representa o elemento (i, j) da matriz ¢?Z /dagn00 € como

! / /
Z 2 = tr(Zy) = p, Z 2o = tr(Zy) = p—q, Z (zu—za) = tr(Zyg—2Z2a) = q,

segue que

6(d00101 + 2d01000) (6J01002 + d00103 — 4) n 6(d00101 + 2001000)°
1020000 (920002 — 1)? 1620000 (020002 — 1)

q(p—q)

Ar184 =

_ 36(500101 + 2501000) 6(500012 - 6511001) _ 24501000(500101 + 2501000)
520000(520002 - 1) 71520000((520002 - 1) n5§0000(520002 - 1)

24 (001002 — 1) (000101 + 2001000)
1050000 (020002 — 1)?

24601000(d00101 + 2001000)
1050000 (020002 — 1)

(p—1q) —

3(d00101 + 2501000)2
1030000 (020002 — 1)

Arogy = — (q2 + 2q) )
Fazendo,

m1 = do1002 — 1,  ma =4 — o103 — 6d01002:

__ d00101+2d01000 __ 600012—6611001
ms 420000 M 420000

e apos alguma algebra temos

6q m§ MoMms + 2mims  Ma
Aripp = s —E(P —q) — m2 - E
1
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3 m?2
Ar2pp = gm—i’Q(q +2).

Por fim, considerando

ms Mams + 2mims My
Cl = — e 02 — — 5 [
ma my mi

segue o resultado.

2.8.2 Calculo dos §’s

Neste apéndice derivamos os valores de dgpege = E (g1 @' B g™ 2¢) para a,b, ¢, d, e €
{0,1,2,3,4} para algumas distribuicdes da classe dos modelos simétricos sendo ¢ =
d"g(z)/dz", z ~ S(0,1) e g(z) = log h(z?).

Distribuicao normal. Aqui,

2
g(z) = log h(2*) = —log V21 — %

e consequentemente

0, se rimpar
E(z") =
r!
m, Se 71 par
e segue que

dooo10 = 0, d20000 =1, o102 = —1, doo103 = 0,
doo101 = 0, dorooo = —1, dooorz =0,  d11001 = 1,
d21000 = —1, d20002 =3, 030001 = —3, 0002 = 15,
d21002 = —3.
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2.8. Detalhes técnicos

Distribuicao t-Student. Nesse caso,

v/2
v v+1
— loe h(z%) =1 S Iy L B | 2
9(z) = log h(=?) og(B(l/ZV/Q)) (2 )og<u+z>
e consequentemente
8z2u? 24 64
M —9 2 _»9 l (3) _ 2
g = g u+y+1, u+1zu+(y—|—1)
24 384 768
(4) _ 2 3,3 4,4
s R o PE A o A

sendo u = —(v +1)/(2(v + 2%)). Como z ~ ¢(0,1,v) entdo z* ~ F(1,v) e

m r v+2(m—r)
2r, m\ _ (__1\m V+1 1 B(%’ +22 )
BETu™) = (=1) ( 2 ) v B(1/2,0/2)
Assim,
5 :6(1/+1)(V—|—2) 5 v+l
5 _3-v 5 _ 6(3r—15)
01002 = 7 00103 = 0 +3)(v+5)
5 _ 6(r+1) 5 _ v+l
00101 U +3)+5) 01000 13
5 _ 6(*—12v—-13) 5 (D) -1)
00012_(y+3)(y+5)(1/+7)7 11001_(1/—{—3)(1/+5)’
021000 = v+ v +2) 20002 = M
viv+3)(v+5)(v+T7) (v+3)’
030001 = — S+ 1) d40002 = 15 + 17
(v+3)(v+5) (v+3)v+5w+T7)
5 3w+ 1)?*3-v)
2T 3w+ (v +T)
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2.8. Detalhes técnicos

Distribuicao logistica II. Nesse caso,

9(2) = log h(=?) = log <(1f—)2>

e consequentemente

2¢7(1 — 4e* + €*%)
(1+e2)t

(1)_1—62

- @ _ __ 2% 3 _ 2 -1
1+ e?’

- (4) — _
(1 + ez)Z’ g (1 + ez)S ?

9 g g

Fazendo u = €*/(1 + ¢€*) temos que u ~ Beta(1,1). Como z = log(u/(1 —u)) entao a funcao

geradora de momento de z é dada por

M.(t) = E(e”)=E =B(l1+t1-1),

logo,

o {“ (10g (#)) ] — BO( 47 +1,1— )]0,
— U

parar = 0,1,2,3,4 e s = 1,2,3,4, sendo B®¥(-,-) a derivada de ordem s da funcdo Beta.

Utilizando esses resultados obtemos

dooo10 = 1/15, d20000 = 1/3, 001002 &~ —0.43, o103 = 0.6450,
doo101 = 1/6, do1000 = —1/3, dooo12 — 0.1140, 11001 = 1/6,
21000 = —1/15,  0g0002 ~ 2.43,  d30001 = —2/3,  da0002 ~ 1.9913,
Sor00s ~ —0.2103.

Distribuicao logistica I. Aqui,

g(z) = log h(2?) = log ¢ — log <6—>

(1+e2%)2
com ¢ ~ 1.4843. Consequentemente
g = 2zu, 9P = 2u + 222 (u® - 1), g® = 62(u® — 1) + 42%u(u® — 1),

gW =6(u® — 1) + 242%u(u® — 1) + 424 (u® — 1)(3u® — 1)
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sendo u = (7% —1)/(1+e~"). Como z ~ LI(0,1) entéo

! 1+s =
E 2rm:_1mf 1 m ]
e (m(122) "

e segue que

Sooo10 &~ —0.6669,  Ga0000 & LATT2, o100 &~ —2.0130, go103 & —0.5065,
Sootor ~ —1.2792,  Sor000 &~ —L.ATT2, Sooorz ~ 2.6593, 11001 ~ 2.7564,
G100 & —4.1538,  Ga0002 & 4.0130,  G30001 & —6.9901, Jag00e A 46.7658,
S1002 ~ —10.9285.

Distribuicao exponencial poténcia. Nesse caso,

1
g(z> = 10g h(zQ) — _5 |Z|2/(1+k)

e para z # 0
1 1—k 2k
S 2 — _ e
2k(1 — k) | sk | 2k(1 — k)(1 + 3k) | ,_20+2k)
(3) -~ @7 1+k 1 (4) — T+k |
o = e e snal), Tl

Como z ~ EP(0,1, k) entao

"R (14 k) (1 4 2r)/2)

A (VT

para r > —1/2.

Logo, para —1 < k < 1/3

2172 (1 — k)T (A52) 21k (352
600010 = 1 n ]{Z aT (L) » 020000 — (1 n ]{7)2F (¥)?
1—k 2k(1 — k)
501002 - H—k; 600103 (1+k>2 )
22RED (35% 2170 (35%
00101 = ( iz ) 01000 5 21 N
(1+ k)L () (1+ k)20 (45F)
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227 F k(1 + 3K)T (35%) 217K (1 — k)T (55%)

5 = — ) )
00012 (1 + ]{Z)4F (%k:) ) 11001 — (1 + ]f 3F (%k)
A 2R - BT (35) Sy, — S
21000 (1—|—]€)4F (ik) ) 1+k7
PO o
30001 (1—|—]€)3F %)7 0002 (1—{—]{)4F %)9
5 227 (k — 1)I (53%)

02 —
210 (1 +k5) T (%k)
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Capitulo 3

Aprimoramento de testes de hipo6teses

em modelos de dispersao

Resumo

Neste capitulo derivamos um fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente na
classe dos modelos de dispersao. Essa correcao reduz o erro de aproximacao da distribuicao
assintotica da estatistica de teste da ordem O(n~') para ordem O(n~3/2). Por essa razio,
em amostras pequenas ou moderadas, espera-se que o teste gradiente que usa a estatistica
gradiente corrigida apresente probabilidade de erro tipo I menos distorcida. Estudos de
simulagao Monte Carlo foram realizados para comparar o tamanho do teste proposto com
os tamanhos dos testes de Wald, razao de verossimilhancas, escore e gradiente, as versoes
corrigidas pelos fatores de correcao de Bartlett e tipo-Bartlett dos testes da razao de verossi-
milhancas e escore, e testes via bootstrap. Além disso, avaliamos numericamente o poder dos
testes. Os estudos de simulagao sugerem que os testes corrigidos apresentam probabilidade
de erro tipo I mais proxima do nivel nominal sem perda de poder. Para fins ilustrativos,
apresentamos duas aplicagoes a dados reais.

Palavras-chave: Correcao de Bartlett, correcao tipo-Bartlett, estatistica da razao de veros-

similhancas, estatistica gradiente, estatistica escore, modelos de dispersao, estatistica Wald.
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3.1. Introducao

3.1 Introducgao

Em geral, em amostras finitas, a distribuicao exata das estatisticas de Wald, razao de
verossimilhangas (LR), escore e gradiente é desconhecida. Assim, os testes s@o baseados
em aproximagoes assintoticas. Sob algumas condigoes de regularidade, essas estatisticas sao
assintoticamente equivalentes e, em particular, tém a mesma distribuicao limite x? com erro
de aproximacio de ordem O(n~!) sob a hipétese nula. Além disso, também apresentam as
mesmas propriedades assintoticas sob hipoteses alternativas de Pitman até primeira ordem.
Porém, em amostras pequenas ou moderadas, a aproximacao pela distribuicao x? para as
distribuicoes dessas estatisticas pode nao ser adequada, uma vez que o tamanho dos testes
que usam essas estatisticas pode ser bastante distorcido.

Recentemente, Vargas et al. (2013) derivaram uma expansao assintotica para a fungao
de distribuicao acumulada da estatistica gradiente para testar hipoteses simples ou compos-
tas. Usando essa expansao, os autores propuseram um fator de correcao tipo-Bartlett para
a estatistica gradiente. Essa correcao melhora a aproximagao da distribuicao assintotica
da estatistica de teste pela distribuicao y? de referéncia. Similarmente, Cordeiro e Ferrari
(1991) propuseram um fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica escore que envolve
um polindémio de segundo grau na propria estatistica escore, enquanto que Lawley (1956),
generalizando os resultados derivados inicialmente por Bartlett (1937), propos um fator de
correcao de Bartlett para a estatistica LR. E importante ressaltar que nio existe um fator
de correcao tipo-Bartlett para a estatistica de Wald em generalidade.

Correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett sao amplamente utilizadas para melhorar a apro-
ximacao da verdadeira distribuicao da estatistica de teste pela distribuicao qui-quadrado
de referéncia em vérios modelos paramétricos. Lemonte et al. (2016) derivaram fatores de
correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore na classe de modelos Birnbaum—Saunders
nao linear. Ferrari e Uribe-Opazo (2001) e Uribe-Opazo et al. (2008) derivaram, respec-
tivamente, um fator de correcao de Bartlett para a estatistica LR e tipo-Bartlett para a
estatistica escore na classe dos modelos de regressao lineares simétricos. Nessa mesma classe
de modelos, obtivemos no Capitulo 2 um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica

gradiente e verificamos que esses resultados também sao validos para a classe de modelos de
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regressao lineares log-simétricos. Em modelos lineares generalizados, Cordeiro (1983, 1987)
obteve um fator de corre¢ao de Bartlett para a estatistica LR, Cribari e Ferrari (1995) e
Cordeiro et al. (1993) obtiveram um fator de corre¢ao tipo-Bartlett para a estatistica es-
core, enquanto que Vargas et al. (2014) derivaram um fator de corregao tipo-Bartlett para
a estatistica gradiente. A partir de estudos de simulagao Monte Carlo, Lemonte e Ferrari
(2012b) verificaram que a probabilidade de erro tipo I do teste gradiente, assim como a
probabilidade de erro tipo I dos testes de Wald, LR e escore se distancia do verdadeiro nivel
nominal na classe dos modelos de dispersao em amostras pequenas e moderadas. Dessa
forma, a obtencao de um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente nesta
classe de modelos para corrigir possiveis distorcoes na probabilidade de erro tipo I se torna
necessaria.

A classe dos modelos de dispersao, estudada em detalhes por Jorgensen (1997), possibi-
litou que uma grande variedade de conjuntos de dados nao-normais pudessem ser analisados
ampliando as opgoes para suposicao da distribuicao da variavel resposta e flexibilizando a
relagao funcional entre a média e o preditor linear. Essa classe de modelos inclui distribui-
¢oes da familia exponencial como, por exemplo, os modelos lineares generalizados (MLG)
e distribuigoes fora da familia exponencial como, por exemplo, a distribuicao von Mises,
que é utilizada para modelar dados circulares (Fisher 1993; Leg 2010; Mardia e Jupp 2000).
Alguns estudos recentes na classe dos modelos de dispersao sao: Lemonte ¢ Ferrari (2012b)
derivaram uma expansao assintética para a distribuicao das estatisticas de Wald, LR, escore
e gradiente sob uma sequéncia de hipoteses alternativas de Pitman e verificaram que nenhum
dos quatro testes é uniformemente mais poderoso que os demais; Simas et al. (2012) estuda-
ram o comportamento assintético da fungao de densidade de probabilidade dos modelos de
dispersao; Simas et al. (2011) corrigiram o viés dos estimadores de maxima verossimilhanga
em modelos de dispersao considerando o parametro de dispersao variavel;, e Rocha et al.
(2010) derivaram expressoes para a matriz de covariancia de segunda ordem dos estimado-
res de méaxima verossimilhanca.

Neste capitulo derivamos um fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica gradi-
ente em modelos de dispersao e, adicionalmente, revisitamos os resultados de Cordeiro et al.

(1994) e Ferrari et al. (2001). Nossos resultados generalizam os obtidos por Vargas et al.
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(2014), uma vez que os MLGs sao um caso particular dos modelos de dispersao. Além disso,
por meio de simulacoes Monte Carlo, avaliamos e comparamos numericamente a probabili-
dade de erro tipo I e o poder dos testes usuais (Wald, LR, escore e gradiente) e dos testes
LR, escore e gradiente modificados. Também consideramos os testes de Wald, LR, escore e
gradiente via bootstrap para efeito de comparacao. Nossos estudos de simulacao sugerem
que a probabilidade de erro tipo I do teste gradiente corrigido é bem préxima do nivel nomi-
nal considerado e que os poderes de todos os testes sao similares; ou seja, o teste gradiente
que usa a estatistica de teste corrigida (derivada nesse capitulo) além de apresentar proba-
bilidades de erro tipo I muito proximas do nivel nominal, também possui poder similar aos
demais testes.

Este capitulo estda organizado como segue. Na Segao 3.2 apresentamos a classe dos
modelos de dispersao e aspectos inferenciais. Na Secao 3.3 apresentamos os fatores de
correcao de Bartlett para a estatistica LR e tipo-Bartlett para a estatistica escore e derivamos
um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente na classe dos modelos de
dispersao. Na Secao 3.4 apresentamos estudos de simulagao Monte Carlo para avaliar e
comparar o tamanho e o poder de todos os testes. Na Secao 3.5 apresentamos duas aplicagoes
a dados reais. Na Secao 3.6 apresentamos as consideragoes finais. Detalhes técnicos sao

apresentados na Secao 3.7.

3.2 Modelos de dispersao, estimacao e testes

Seja y uma variavel aleatéria continua com funcao densidade de probabilidade dada por

7T(y; 0, ¢> = exp[<bt(y, 6) + a(y, (b)]? (31)

em que t(-,-) e a(-,-) sdo fungdes conhecidas, # € R ¢ usualmente o parametro de interesse
(que nao necessariamente é a média de y) e ¢ > 0 é o parametro de precisdo. A classe de
modelos definida em (3.1) ¢ chamada de modelos de dispersao e foi estuda em detalhes por
Jorgensen (1997). Algumas distribuigoes pertencentes a essa classe sdo apresentadas na Ta-

bela 3.1. Os MLGs, obtidos de (3.1) considerando t(y, #) = yf —b(f), formam uma subclasse
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importante dos modelos de dispersao, em que E(y) = p = db(#)/df. Outra subclasse de
(3.1) é obtida tomando a(y, ¢) = di(¢) + d(y), sendo d;(-) e d(-) fungdes conhecidas. Essa
subclasse ¢ denominada de modelos proprios de dispersao e, por exemplo, as distribuigoes
von Mises, log-gama e simplex sao membros dessa subclasse dos modelos de dispersao. Os
modelos proprios de dispersao apresentam as seguintes propriedades: a distribuicao da es-
tatistica t = t(y, ) ndao depende do parametro 6, ou seja, t é uma quantidade pivotal para
0 quando ¢ é conhecido; supondo que o pardmetro # é conhecido, os modelos proprios de

dispersao pertencem a familia exponencial sendo ¢ uma estatistica canonica.

Tabela 3.1: Expressoes de t(y,0) e a(y,0) para alguns modelos de dispersio.”

modelo t(y.0) aly, 9)

normal f%(y —0)? *% log(2mp~T)
normal inverso Yl + (—26)1/2 —5(log(2myPo™1) + ¢ /y)
gama yb +log(—0) —logI'(¢) + ¢log(dy) — logy
log-gama y—0—exp(y—0) ¢log ¢ —logI'(¢)

von Mises cos(y — 0) log Io(¢)

%I,(¢) é a funcao modificada de Bessel de primeiro tipo e ordem v; e I'(+) é a fungao gama.

Considere vy, ...,y, variaveis aleatorias independentes com y; tendo funcao densidade
dada por (3.1) com 0 = 6;, paral = 1,...n. Com o objetivo de introduzir uma estrutura de

regressao a classe de modelos em (3.1), assumimos que

_ — ol _
gO)=m=z, 6, l=1,...n, (3.2)
em que x; = (xy, . .. ,xlp)T é um vetor de variaveis explicativas associadas & [-ésima resposta,
B =(Bi,...,5,)" éum vetor de parametros desconhecidos a ser estimado e ¢(-) ¢ uma fungao

continua, inversivel e duas vezes diferenciavel, denominada de fungao de ligagao. Assumimos
que o parametro de precisao é desconhecido porém o mesmo para todas as observacoes e
que X = (1, -+ ,x,) éuma matriz n x p de posto completo (posto(X) = p). Assumimos
também que as condigoes de regularidade usuais para estimagao de maxima verossimilhanca
e inferéncia em grandes amostras sdo satisfeitas (Cox e Hinkley 1974, Cap. 9). A fungao de

log-verossimilhanca para o vetor (3',¢)" é dada por
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n n

C=0B,0) =Yty 0)+ > aly,6), (3.3)

=1 =1
em que 0; = g '(x/B). Sejam tl(i) = tO(y,0) = 0t(y,0,)/00 e Dy = Dy(6,¢) =
E[t®(y,6,)] para i = 1,2,3,4 el = 1,...,n. Segue de condicdes de regularidade que
Dy =0 e Dy = —¢E[tW (y;,0,)%]. Na Tabela 3.2 apresentamos os valores de Do, D3 e Dy

para algumas distribuicoes da classe dos modelos de dispersao.

Tabela 3.2: FExpressoes de Doy, D3y e Dy para alguns modelos de dispersao.

modelo Doy Dg; Dy
normal -1 0 0

normal inverso —(—291)_3/2 —3(—291)_5/2 —15(_29l)_7/2

gama —% % —%
log-gama -1 1 -1

eq L (¢) Ii(¢)
von Mises — I;(¢) 0 Iil)(¢)

O vetor escore e a matriz informacao de Fisher para 3 sao dados, respectivamente, por
Us = ¢X 'tV e Kg = X WX, em que t = ¢V )T ¢ W = diag{wy, ..., w,}
com w; = —Dyy(df;/dm;)?. O estimador de maxima verossimilhanga de (3, ,@, obtido resol-
vendo a equacao Ug = 0, nao pode ser determinado explicitamente, exceto para o modelo
normal. Utilizando o método scoring de Fisher podemos obter o estimador de méaxima
verossimilhanca de B3 resolvendo iterativamente a equagao

XM Ty m) x(m) gm+1) — X (m)Tyyzm)gtm) -y — () 1,

°

em que y*™ = Xmgm 4 Nz cony N = —diag{ Dy dn, /dby,. .., Dy dn,/d6,}.
O estimador B\ depende da distribuicao assumida para variavel resposta através de Dy, no
entanto, nao depende do parametro ¢. O estimador de méxima verossimilhanca de ¢, é;, é

obtido resolvendo a equagao

n

Z[t@l,é\l) +aM(y, 9)] =0, (3.4)

=1
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em que aM(y, gg) = da(y;, 6;)/d¢. E possivel mostrar que E[0%((3, ¢)/0B0¢] = 0 e, por-
tanto, a matriz de informacao de Fisher é bloco diagonal, ou seja, os parametros 3 e ¢
sao globalmente ortogonais. Em particular, para os modelos proprios de dispersao, a equa-
¢ao (3.4) se reduz a dgl)(ngﬁ) =—>" t(y1,6,)/n, sendo dgl)(qﬁ) = ddy(¢)/d¢, e a matriz de
informagao de Fisher de (37,¢)" ¢ dada por K = diag{¢pX "W X, —nd?d;(¢)/d¢?}.
Considere o problema de testar a hipétese nula composta Hg : 31 = B19 contra a hipotese
alternativa bilateral H; : 81 # B10, em que o vetor de pardmetros desconhecidos 3 é
particionado como 8 = (8/,3;)7, sendo 31 = (B1,...,53,)" o vetor de parametros de
interesse e B2 = (By41,.--,B) - Aqui, B19 € um vetor especificado de constantes de dimensio
q e By e ¢ sao parametros de pertubacao. A particao do vetor 3 induz as particoes: Ug =

(Ung, ng)T com Ug, = pX [t e U, = o Xt

Ko Kp XWX, XWX,
Ks = =9 ,

Kgn Kg XWX, X]WX,

em que a matriz X ¢é particionada como X = [Xl Xz}, sendo X; uma matriz n x q e Xy
uma matriz n X (p — q). Para testar Hy : 81 = B1o, as estatisticas de Wald, LR, escore e

gradiente sao dadas, respectivamente, por
Sw = ¢(B1 — B)  R'WR(B: — Bu),

SLR = 2[€(E17 B\Qa (/b\) - g(ﬁlm 527 5)] )
Sp =35 WYX, (R"TWR) ' X W3,
St = ¢28 WX, (B1 — Buo),

emque R=X;—X5(X, WX,) ' X, WX, 8= (s1,...,8,) coms = ¢1/2tl(1)(—D21)_1/2,
(61, Bg, g/b\) é o estimador de méxima verossimilhanga irrestrito de (81,32, ) e (B1o, B, 5)
é o estimador de méaxima verossimilhanga restrito de (31, B2, ¢) obtido supondo a hipotese
nula verdadeira. A notagao “chapéu” e “til” é utilizada para indicar que as quantidades

sao avaliadas nos estimadores de méaxima verossimilhanga irrestrito e restrito de (83, B2, ¢),
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3.3. Estatisticas de teste aprimoradas

respectivamente. Sob a hipotese nula, a distribuicao limite de todas as estatisticas de teste
é Xg com erro de aproximacao de ordem O(n~1); veja, por exemplo, Sen and Singer (1993)

e Lemonte (2016).

3.3 [Estatisticas de teste aprimoradas

Daqui em diante, assumimos que a(y, ¢) = di(¢) + d(y) na equagao (3.1). Os fatores de
correcao de Bartlett para a estatistica LR e tipo-Bartlett para a estatistica escore obtidos,
respectivamente, por Cordeiro et al. (1994) e Ferrari et al. (2001) na classe dos modelos
proprios de dispersao serao revisitados nessa secao. Além disso, utilizando os resultados
em Vargas et al. (2013), derivamos um fator de corregdo tipo-Bartlett para a estatistica
gradiente de forma a diminuir distor¢coes no tamanho do teste em amostras pequenas e
moderadas . Esses resultados sao novos e representam contribui¢oes adicionais para melhorar
inferéncias nos modelos proprios de dispersao.

Considere as matrizes: Z = X( X WX) ' XT = ((21.)), Zo = Xo( X, WX,) 1 X, =
((291¢)) quando ¢ < p e Zy = 0 quando ¢ = p, Z; = diag{z1, .-, 2m},
Zyg = diag{z211, ..., 2om }, F = diag{ f1,..., fu}, G = diag{g1, ..., 9.}, E = diag{ey, ..., e,},
W = diag{wy, ..., w,}, J = diag{j1,...,Jn}, R=diag{ry,...,r,}, H = diag{hy,..., h,},

S = diag{s1,...,s.}, Q@ = diag{qi, ..., ¢}, em que

d6, d26 deo;\® de, 426 o, \?*
fi= L Dy — (—l> Dy, g = ——l—lDzh e = —( l) D,,,

dy dif dm dn; dn? dm
a6,\ 2 C(do! / " @ 5
wr ==\ 9 Dy, =\ g, (—3D4l + 8Dy — 6Dy + 30Dy — 3¢D2l)=
Ul T

20

del)‘* . <d91)2d201 , (d291)2 do, 436,
=) D5 =—2) =D ro|(=2) + 2=
: (dm 2 dmg ) dgp ¥ dn? dn; dnp

del 2 d29l / del 1 / " (2)
e —(2D—D> il (—2D Di, — 5Dy + 26D _2D2>’
! (dm) a2 31— 3Dy | + dn, w +6Dg — 5Dy + 29D, D,

do\* (d@l)zd% / (d?@l)Q dg, 436, <del>2d2el
ss=(— ) Dy+3(—) —D,+3||-— ) + ———=|Dy+3(-—=] =Dy,
: (dm> o dy ) A ? dg? ) " dmgdgd | T dy ) dgp
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3.3. Estatisticas de teste aprimoradas

do,\* do,\ ? 42, d2o,\*  do, a3,
— (=) py+6(—=) —Zb 3(=— 4271 p
& (dnz) ut (dm) dn? wt dn? - dog dpf |

em que D), = 8Dy /06, Dy = 9D, /06, ¢ DY = E[(&t(y,,6,)/06})7] para i,j = 1,2,3,4.

Além diso, seja Z® = Z o Z, Zéz) =27Z,02Zy,, Z® = Z? & Z, etc., em que “©” denota
o produto elemento a elemento de matrizes (produto de Hadamard). As matrizes ¢~ 'Z e
¢~ Z, representam a estrutura de covariancia assintotica de X ,é\ e X252, respectivamente.

Dos resultados gerais de Lawley (1956), Cordeiro et al. (1994) obtiveram um fator de
correcao de Bartlett para a estatistica LR para testar Hy : 81 = B10 nos modelos proprios

de dispersao. A estatistica LR corrigida tem a forma
Str = Str(l — arr), (3.5)
sendo ajgr = (ALR —+ ALR,Bd))/qa

A = — —11G(ZY — ZO)(F + G)1, + —11(Q + (R — 8))(Z% — Z2)1,

3¢ " 4¢
1
n @1;1?[2(2@ — Z) 4 3(ZaZ Zg — Z20Z2Z24)| F 1,

+ ¢ "1(E+Q)(Z2D = ZP) + (24224 — Z20Z2Z20)|(E — F + G)1,,

q
Arr s = on

do) +d@  2p— q]

em que a notagao () indica que os elementos fora da diagonal da matriz sao zero, 1, =

(1,...,1)T é um vetor n-dimensional de uns, dm) = dp)(¢) = ¢*d|(9) e diz) = dz)(¢) =
$d (¢), com d,(¢) = dd,(¢)/d¢ e d; (¢) = dd,(¢)/dp. Sob a hipotese nula, a estatistica
Sir tem distribuigdo assintotica x2 com erro de aproximagio reduzido de ordem O(n™')
para ordem O(n™?).

Dos resultados gerais de Cordeiro e Ferrari (1991), Ferrari et al. (2001) obtiveram um

fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore para testar Hg : (1 = Bip nos

modelos proprios de dispersao. A estatistica escore corrigida é dada por

Sﬁ = SR |:1 — (CR -+ bRSR -+ CLRSI%L)}, (36)
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3.3. Estatisticas de teste aprimoradas

em que ag = Agrs/[12¢(¢+2)(¢+4)], br = (Ar2e — 2A4r3)/[12¢(q¢+2)], cr = (Ar11 — Araz +

Ars)/(12q), Ar11 = Ari + Ariss, Ar22 = Ara + Ara s,

Ary =3¢"'1, 2E+2G — F) Z(Z — Z5)Z2q (2E + 2G — F) 1,
—6¢'1) 2E +2G — F) ZyyZ»(Z — Z,), (2F — 2G - 3E) 1,
—6¢7'1] (3F —2G —4E) (2" © (Z — Z,)] 2E +2G - F) 1,

— 60" "1 H(Z — Z5)1Z541,,

Apy = 6071 2E +2G — F) Z2y(Z — Z,)(Z — Z,)4(2F — 2G — 3E) 1,
—3¢7'1, (2F — 2G — 3E) (Z — Z2)aZs(Z — Z5)a
+2(Z - 2,)Y ® Z,) (2F — 2G — 3E) 1,

+3¢07 17 J(Z - Z,)P1,,

Aps = ¢ 1) (2F —2G — 3E) [3(Z — Z2)u(Z — Z,)(Z — Z>)4

+2(Z - Z,)®] (2F — 2G — 3E) 1,

Ao = o = (=0 = 2)dala — 0w W (2~ 2}
+ n6¢ 2tr{(2W — oW W)(Z — Z,)WW Z,} + otr{ WD (Z — Z,)}],
(2)

Anago = L [0+ on(WO(Z = Z0)) 4200 = 200 (W2~ Z)W (2~ 2,)))]

602

na(2)

+ tr{WW(Z — Z,)yW(Z — Z,)},

sendo tr{-} o operador traco. O fator de corregao [1 — (cr + brSr + arS3)] em (3.6) reduz
o erro de aproximagao da distribuigdo assintotica da estatistica Sf de ordem O(n™!) para

ordem O(n~?).
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3.3. Estatisticas de teste aprimoradas

Em um cenério geral, Vargas et al. (2013) derivaram um fator de corre¢ao tipo-Bartlett
para a estatistica gradiente que pode ser particularizado para cada modelo especifico de in-
teresse. Utilizando esses resultados obtivemos expressoes matriciais para o fator de correcao

tipo-Bartlett para a estatistica gradiente na classe dos modelos proprios de dispersao.

Proposicao 2. Considere o problema de testar a hipotese nula Hy : 31 = Bio em modelos

de dispersao. A correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente é dada por
S;IST“— (CT+bTST+CLTS%1)], (37)

sendo ar, by e cr da ordem O(n™') e dados por ar = Az3/[12q(q + 2)(q + 4)], by = (Aqoe —
2A73)/[12q(q + 2)] e Cr = (ATll — AT22 + ATg)/(12q), com ATll = ATl + AT175¢ (& AT22 =

AT2 + Am,gqg,

Aq =3¢ 1(F +2G) [ Zog(Z — Z5)Zoy + 2Z° ® (Z — Z5)+
4 2UZ — Z2)4Z2Zooq + Zoa(Z — Zo)(Z — Z)4)(F + 2G)1,
— 60 "1 (F+2@)(Z + Z2) © (2P — Z8) +(Z — Z5)a(Z Zg + Z2254)
4 2Z0i(ZZy — ZoZog) + 2252 & (Z — Z,)|(E + 2G)1,
+ 120 U(E 4+ 2G)[Z4Z Zy — Z29Z2Z0g + ZP) — ZP)(E + 2G)1,,
—6¢ "1, S(Z — Z3)a(Zy + 3Z2a) 1, + 6¢ "1, Q(Z — Z3)aZnql,,

+12¢07'1, R(Z] — Z3,)1,,

3
Ap = =3¢""1) (F +2G) (2 = 22)i(Z — 2,)(Z — Zo)a+ 22,0 (Z - Z,)?

+(Z = 25) + Z2y(Z — Z2)(Z — Zy)a+ (Z — Z)aZ5(Z — ZQ)d} (F +2G)1,

N |

+60 "1 (F +2G)(Z — 22) © (2®) = Z) + (Z — Z2)a(ZZs — 2:220))(E + 2G)1,

+3¢67117 (28 — Q)(Z — Z,)P'1,,

Ap =¢ 11 (F +2G) Z(Z —Z)i(Z — Z,)(Z — Zy)q + %(Z — Zg)(?’)] (F +2G)1,,
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3.3. Estatisticas de teste aprimoradas

6q
Arss = —L (g + (2= p+ )], Agpgy = DI
TL86 = dé)[ @ T 2—p+tqdyl, Arp ndo)

Quando ¢ € conhecido, A gy = A ps = 0.

Prova. Ver Secao 3.7.

O fator de correcao [1 — (¢t + brSt + arS3)] em (3.7) reduz o erro de aproximagao da
distribuigdo assintética da estatistica S% de ordem O(n™!) para ordem O(n=?2).

E interessante notar que os coeficientes Argr, Ar’s € Ar’s sdo funcoes da matriz modelo
X através de Z e Z,, do parametro ¢ e das derivadas de segunda e terceira ordem da
funcao de ligacao. Os termos Apgrpge € Arige dependem do nimero de parametros da
regressao (p) e do numero de pardmetros de interesse (¢), enquanto que os termos Agj g4
e Agre gy sao fungoes dessas quantidades e da matriz modelo, e o termo Ay g4 ¢ fungao do
nimero de parametros de interesse. Note que essas expressoes envolvem apenas operagoes
matriciais de facil implementagao computacional em linguagens de programacao com suporte
para operagdes matriciais como, por exemplo, Ox (Doornik 2013), R (R Core Team 2013) e
MAPLE (Rafter et al, 2003).

Um caso particular dos modelos de dispersao é obtido fazendo t(y, §) = y0—b(6) em (3.1),
da qual obtemos a classe dos MLGs. Nesse caso, temos que ¢ (db(6;)/d6;) = g(w) = m =
2B, Dut = ~Vi"', Dy = 2V, 2dVi/dp, Dy — 3V,2 [d2Vi/dys? — 2V (AVi/dp)?], Dy —
V2 Vi dgu, Diy = 2V, [dBVi/du? — 20, (Vi/dr)?], Dy = Vi [2Vi/dysd — 2V (aVi/dg)?
e DY) = V72 + V,73(dV; /dw)?/¢. Além disso,

po Ldmdi 1 dV; (%)3 _1dn (%)3
T Vidg g T VEqm \dn ) T T VRq \dn )

St =9 1 — 3Aay — 33 —4Ay +2X5;, 1 = DAy — 2Xy — 2X31 — 20y + A5y,
@ = 12X —3Ayy — 431 — 6Ay +3X5,  Ji=Au+ A5, b= Ayt Ay,

em que

\ 1 dV (dm)2 d?uy 1 (d2ul)2 ) 1 dpy &3y
1 d?’]l ) 3

:Wd_,ul d_nlga 2l—_l l:Vld_'r]ld_'r]lB’
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3.4. Estudo de simulacao
rg = L (WY (AT L VA
VR ) \an) T VR4 \dn )

Substituindo essas quantidades em (3.5), (3.6) e (3.7) e ap6s manipulagoes algébricas, ob-

temos os fatores de correcao de Bartlett para a estatistica LR dado em Cordeiro (1987),
tipo-Bartlett para a estatistica escore derivado por Cribari e Ferrari (1995) e tipo-Bartlett
para a estatistica gradiente obtido por Vargas et al. (2014).1

Nesse ponto surge o seguinte questionamento: como se comportam os testes corrigidos
por fatores de correcao de Bartlett e tipo-Bartlett em amostras pequenas e moderadas na
classe dos modelos de dispersao? Para responder a essa pergunta, na Se¢ao 3.4 comparamos
via simulacao Monte Carlo o tamanho e o poder dos testes que usam as estatisticas Sfg,
Sk ST, Sw, Str, Sr € St. Além disso, consideramos os testes bootstrap com base nas

estatisticas de Wald, LR, escore e gradiente para efeito de comparacao.

3.4 Estudo de simulacao

Nessa segao conduzimos experimentos de simulagao Monte Carlo para comparar o tama-
nho e o poder dos testes de Wald, LR, escore, gradiente e dos testes aperfeicoados (Sfg, Sk
e S%) em amostras pequenas ou moderadas para a classe dos modelos de dispersdao. Além
disso, consideramos versoes bootstrap para os testes de Wald, LR, escore e gradiente. As
simulagoes foram realizadas utilizando a linguagem de programacao Ox (Doornik 2013), que
é distribuida gratuitamente para fins académicos e disponivel em http://www.doornik.com.
Todas as maximizagoes da funcao de log-verossimilhanca para os parametros do modelo fo-
ram realizadas utilizando o método quasi-Newton (BFGS) com primeiras derivadas analiticas
através da sub-rotina MaxBFGS.

Calculamos a probabilidade de erro tipo I da hipotese nula Hy : 51 = --- = 3, = 0 dos
testes que utilizam as estatisticas Sw, Str, Sr, St, Sir, Sr € ST para os niveis nominais
a = 10%, 5% e 1%; isto é, calculamos a proporc¢ao de vezes que o valor calculado para cada

estatistica de teste ¢ maior do que o quantil 1 —«a da distribuigao xi em 10000 réplicas Monte

INa formula de b; em Vargas et al. (2014, p. 113), a quantidade \3; deve ser substituido por \z;; veja a
expressdo de b em Cribari e Ferrari (1995, p. 428).
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3.4. Estudo de simulacao

Carlo. Além disso, foram considerados diferentes valores para o nimero de pardmetros da
regressao (p), namero de parametros da hipotese nula (g) e diferentes tamanhos de amostra
(n =20, 25 e 30). Consideramos 600 réplicas bootstrap.

Inicialmente foi considerado o modelo von Mises, que é bastante utilizado na modelagem

de dados circulares; ver Carta et al. (2008) e Mardia e Jupp (2000). Considere

exp[¢ cos(y — 6)]
211y () ’

W(y;0,¢) = y e (—7T,7T), (38)

em que 0 € (—m,m), ¢ > 0 é o parametro de precisao e [,(-) denota a fun¢ado modificada
de Bessel de primeiro tipo e ordem v. Essa distribuicao é simétrica em torno de y = 6 e
quanto maior o valor do parametro de precisao mais concentrada serda a funcao densidade
em torno de #. O modelo dado em (3.8) é um caso particular de (3.1) quando t(y,0) =
cos(y—0) e a(y, ) = —log(Iy(¢))—log(2m), caracterizando um modelo proprio de dispersao.

Consideramos a parte sistematica da forma

tan(6,/2) = m = Bo + frxn + -+ + Bpo1Tip-1,

em que 0, = 2arctan(n;), [ =1,...,n. As covariaveis 1, ..., 2, foram extraidas de uma
distribui¢ao U(—0,5;0,5), os parametros da regressao, exceto os fixados na hipotese nula,
sao iguais a um e o parametro de precisao é fixado em ¢ = 4.

As Tabelas 3.3 e 3.4 indicam que os testes de Wald (Sw) e LR (Spr) sao os mais liberais
entre os testes considerados, isto é, rejeitam a hipotese nula com mais frequéncia do que o
esperado com base no nivel nominal selecionado. Por exemplo, parap =6, n = 25 ¢ a = 5%,
as taxas de rejeigao para ambos os testes foram, respectivamente, 14,06% e 11,84% (¢ = 3),
12,71% e 11,23% (¢ = 2), € 19,04% e 17,84% (q = 1); ver Tabela 3.4. Apesar das taxas de
rejeicao do teste LR serem menores do que as do teste de Wald, quando comparadas com os
testes escore e gradiente esses valores sao bem maiores. Considerando o exemplo anterior,
as taxas de rejeicao dos testes escore e gradiente foram 6,70% e 7,03%, 8,27% e 8,59%, e
15,90% e 16, 42%, respectivamente.

Quando o nimero de parametros da regressao esta fixado e o nimero de parametros

testados decresce, as taxas de rejeicao dos testes que usam as estatisticas Sw e Spr tendem
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3.4. Estudo de simulacao

a diminuir, enquanto que as taxas de rejeicao dos testes que usam Sg e St, em geral, tendem
a aumentar. Por exemplo, para p = 4, n = 20 e a = 10%, as taxas de rejeicao dos testes
de Wald e LR foram 20,70% (Sw) e 16,98% (Sir) (¢ = 3), 17,13% (Sw) e 16,59% (Sir)
(g = 2), e 15,72% (Sw) e 15,43% (Srr) (¢ = 1), enquanto que as taxas de rejeicao dos
testes que usam Sg e St foram 11,49% (Sgr) e 11,48% (St) (¢ = 3), 12,92% (Sr) e 13,47%
(St) (¢ =2), e 14,16% (Sr) e 14,33% (St) (¢ = 1); ver Tabela 3.3.

Por outro lado, os testes que utilizam as estatisticas S;ip, Sp, Sk, Sb, SPg, S% e Sh
apresentam taxas de rejeicdo menos distorcidas que os testes ndo corrigidos (Sw, Str, Sk
e St). Enquanto que o numero de parametros da regressao e o nimero de parametros a
serem testados influenciam nas taxas de rejeicao dos testes usuais, nos testes corrigidos
essas quantidades tém pouca influéncia sobre as taxas de rejeicao. Por exemplo, para p = 6,
n =20 e a = 5%, as taxas de rejeicao foram 4,82% (Sfr), 4,79% (S%) e 4,85% (S%),
4,78% (S%), 4,84% (SPr), 4,91% (S%) e 5,10% (S%) quando g = 3, 4,91% (Sig), 5,34%
(S%), 5,19% (S%), 4,80% (S%), 5,07% (StR), 5,12% (S%) e 5,10% (S%) quando q = 2, e
4,79% (SiR), 5,21% (S3), 5,05% (S%) 4,72% (S%), 4,88% (StR), 4,91% (S%) e 4,85% (S%)
quando q = 1; veja Tabela 3.4.

No segundo experimento de simulagao consideramos o modelo de dispersao log-gama
que ¢é bastante utilizado em anéalise de sobrevivéncia para caracterizar modelos de tempo de
vida; veja, por exemplo, Ortega et al. (2009), Ortega et al. (2008) e Lawless (2003, Cap. 5).

Temos que

m(y; 0, ¢) = explp{y — 0 —exp(y — 0)} + ¢plogp —logT'(9)], y € R, (3.9)

em que § € Re ¢ > 0. A densidade dada em (3.9) ¢ um caso particular de (3.1) com
t(y,0) =y—0—exp(y—0) e a(y,d) = ¢logp —log'(¢), caracterizando um modelo proprio

de dispersao. Consideramos a parte sistemética da forma

g0) =m=0,=Po+ frxn+ -+ Bp_1Zip-1.

As covariaveis 1, . . ., 2;,—1 foram extraidas de uma distribuicao ¢(0;1). Os parametros da

regressao, exceto aqueles fixados na hipdtese nula, sao iguais a um e o parametro de precisao
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Tabela 3.3: Tazas de rejeicao (%) de Ho : f1 = -+ = By =0 com p = 4; modelo von Mises.

q n Oé(%) SW SLR SR ST SER S;i S:f S{JN SﬁR Sll;){ Sr(f

10 20,70 16,98 11,49 11,48 10,38 10,25 10,18 10,00 10,34 10,50 10,57
20 5 13,72 10,05 5,06 4,89 518 486 4,86 502 525 531 536
1 546 2,66 052 044 098 078 080 1,04 1,06 1,13 1,03

10 18,52 14,85 10,65 10,26 9,75 9,63 9,66 993 9,72 973 985
3 25 5 11,71 843 4,77 450 484 4,74 465 484 486 490 4,99
1 4,23 205 047 039 079 065 065 0,79 084 085 0,85

10 16,77 14,28 10,76 10,74 10,09 9,87 9,96 10,19 10,09 10,03 10,09

30 5 10,25 7,65 4,91 4,82 493 478 4,82 499 498 495 505
1 329 200 083 072 1,10 096 097 106 1,19 109 1,16
10 17,13 16,59 12,92 1347 9,74 10,04 9,75 964 985 10,01 983
20 5 10,46 943 599 649 486 4,71 4,67 469 4,92 486 488
1 349 263 094 1,08 101 093 090 104 1,14 1,12 1,16

10 17,05 1538 12,68 12,96 1045 10,62 10,55 10,50 10,51 10,63 10,57
2 25 5 10,51 896 6,24 641 530 513 525 536 542 522 545
1 3,70 250 1,01 1,00 1,15 099 108 1,29 121 1,22 1727

10 15,02 13,97 11,64 12,11 10,05 9,97 10,17 10,03 10,06 9,97 10,17

30 5 891 7,79 591 604 509 510 508 513 512 525 518
1 201 213 105 1,08 1,11 1,03 1,05 130 1,19 120 120
10 15,72 1543 14,16 14,33 10,12 10,53 10,40 10,09 10,19 10,21 10,26
20 5 921 908 768 775 508 524 531 494 521 523 533
1 277 247 133 142 096 086 096 095 1,04 1,02 1,09

10 14,35 13,63 12,33 12,65 9,84 9,92 997 9,69 990 984 990
1 25 5 834 758 643 6,65 493 505 499 497 499 503 5,03
1 246 2,08 127 1,14 094 094 093 1,02 099 1,02 097

10 13,88 13,71 12,75 13,02 10,14 1021 1020 9,97 10,21 10,16 10,22
30 5 764 742 643 664 501 506 505 504 507 504 511
1 2,16 2,00 124 1,32 083 093 089 093 097 1,02 0098
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Tabela 3.4: Tazas de rejeicao (%) de Ho : f1 =--- = By =0 com p = 6; modelo von Mises.
q n Ot(%) SW SLR SR ST SER Sﬁ S:fw S{)N SER Sl% Srzf
10 26,37 22,68 15,20 15,77 9,90 10,29 10,29 9,77 9,92 10,09 10,06

20 5 18,27 14,29 7,02 741 482 479 485 478 484 491 510

1 795 462 089 1,05 1,01 081 077 1,12 1,11 1,5 1,13

10 2185 19,53 14,13 14,76 10,02 10,35 1043 9,97 10,03 1021 10,35

3 25 5 14,06 11,84 6,70 7,03 4,90 4,82 4,81 4,66 4,93 4,93 4,99
1 5,06 3,27 0,94 1,09 0,93 0,87 0,93 1,00 1,07 1,08 1,09

10 20,15 17,86 13,47 14,01 10,19 10,52 10,36 10,24 10,14 10,44 10,34

30 5 12,80 10,29 6,64 7,09 549 532 543 536 556 544 555

1 48 3,33 1,03 1,12 1,11 094 093 1,18 1,24 1,06 1,17

10 2402 20,96 16,21 16,82 9,96 10,36 10,56 10,15 10,10 9,86 10,27

20 5 16,43 1328 835 898 491 534 519 480 507 512 510

1 6,96 441 135 151 089 085 092 093 096 102 1,07

10 19,80 18,51 15,61 16,04 10,39 10,83 10,72 10,15 10,40 10,53 10,56

2 25 5 1271 11,23 827 859 524 525 526 513 527 518 522
1 475 331 166 1,86 1,18 1,13 1,17 120 1,32 1,35 1,40

10 17,83 16,23 13,81 13,96 9,99 10,26 10,10 9,93 10,03 10,08 10,01

30 5 11,47 959 7,00 7,30 515 494 511 517 518 489 513

1 4,13 2,95 1,53 1,50 1,21 1,19 1,10 1,25 1,29 1,29 1,26

10 1004 17,84 1590 1642 959 10,14 993 9,67 969 975 9,77

20 5 12,01 10,92 8,90 9,23 4,79 5,21 5,05 4,72 4,88 491 4,85

1 4,37 3,67 1,99 2,14 0,87 0,90 0,94 0,87 1,01 0,94 1,00

10 16,81 1598 14,61 1502 974 10,13 10,13 983 972 984 984

1 25 5 10,33 924 779 804 478 512 494 479 481 490 484
1 339 271 1,68 1,74 098 1,08 1,07 100 1,09 1,12 1,13

10 15,28 14,76 13,53 13,81 10,08 10,25 10,18 10,01 10,07 10,07 10,16

30 5 935 874 745 7,75 508 528 526 507 514 517 526

1 281 235 149 1,63 088 091 092 072 095 097 097
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é fixado em ¢ = 3. Os resultados sao apresentados nas Tabelas 3.5 e 3.6.

Assim como verificado para a distribuicao von Mises, os testes de Wald e LR sao mais
liberais que os testes escore e gradiente, sendo o teste de Wald o mais liberal. Como exemplo,
considere n =20, p =4, ¢ =1 e a = 5%. As taxas de rejeicao da hipotese nula sao 10, 75%
(Sw), 8,53% (SLr), 6,18% (SRr) € 6,86% (St); ver Tabela 3.5. Além disso, quando o nimero
de parametros da regressao esté fixado e o nimero de parametros testados decresce, as taxas
de rejeicao dos testes de Wald e LR tendem a diminuir, enquanto que as taxas de rejeicao dos
testes escore e gradiente tendem a aumentar. Por exemplo, paran =25, p =6 e a = 10%,
as taxas de rejeicao dos testes que usam Sy e Spr foram, respectivamente, 23, 71% e 17, 30%
quando ¢ = 3, 21,06% e 16,54% quando ¢ = 2, e 17,95% e 15,57% quando ¢ = 1; as taxas
de rejeicao dos testes que usam Sy e St foram, respectivamente, 11, 77% e 12, 70% quando
qg=3,12,88% e 13,81% quando ¢ = 2, e 13,12% e 14,49% quando q = 1; ver Tabela 3.6.

Por outro lado, as taxas de rejeigio dos testes que usam as estatisticas Sig, S, S, S,
Shr, SE e SP sdao mais proximas do verdadeiro nivel nominal do que as taxas de rejeigao
dos testes que usam as estatisticas Sw, Spr, Sg € St. Por exemplo, para n = 20, p = 4,
qg=1ea=>5%, as taxas de rejeigao foram 5,01% (Sfg), 5,22% (Sg), 5,13% (S%), 5,24%
(S%), 5,13% (SPR), 4,89% (S) e 5,06% (Sh); ver Tabela 3.5. Assim, da mesma forma
que observado para o modelo von Mises, o niimero de parametros da regressao e o niimero
de parametros testados influenciam nas taxas de rejeicao dos testes de Wald, LR, escore e
gradiente usuais, no entanto, para os testes corrigidos essas quantidades tém pouca influéncia
nas taxas de rejeicao. Como exemplo, considere n = 25, p = 6 e « = 10%, as taxas de rejeicao
foram 9,53% (Sigr), 10,32% (Sg), 9,77% (S%), 9,96% (S%), 9,55% (SPR), 9,86% (S%) e
9,57% (S%) quando q = 3, 9,75% (S;r), 10,80% (S%), 9,98% (S%), 9,96% (S%), 9,73%
(S%2),9,86% (S%) € 9,76% (S&) quando g = 2, e 10,31% (S;R), 11,19% (Sg), 10,51% (S%),
10,46% (S%), 10,29% (SPR), 10,12% (S%) e 10,32% (S%) quando g = 1; ver Tabela 3.6.

Também comparamos numericamente o poder dos testes. Dos estudos de simulacao
apresentados anteriormente, alguns testes apresentam diferentes tamanhos sob H,. Para
comparar numericamente o poder dos testes é necessario que eles apresentem o mesmo
tamanho. Assim, consideramos 500000 réplicas Monte Carlo para estimar o valor critico

exato de cada teste (exceto os testes bootstrap) de acordo com o nivel nominal selecionado.
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Tabela 3.5: Tazas de rejeicao (%) de Ho : f1 = -+ = B3 =0 com p = 4; modelo log-gamma.
q n Ot(%) SW SLR SR ST SER Sﬁ S:fw S{)N SER Sl% Srzf
10 2271 1627 1040 10,77 1028 1022 1019 10,19 10,25 10,35 10,38

20 5 15,40 9,36 4,50 4,36 5,03 4,89 4,62 5,07 5,09 5,29 5,00

1 667 241 037 031 091 071 061 101 1,00 096 1,00

10 1972 1458 999 1050 10,22 992 10,07 1053 10,24 10,05 10,30

3 25 5 12,77 8,19 4,64 4,87 5,29 4,92 5,05 5,35 5,31 5,22 5,24
1 506 2,34 059 049 123 091 099 1,25 129 1,32 136

10 18,11 14,09 10,57 1049 1029 1045 10,17 10,26 10,29 10,60 10,26

30 5 11,20 7,79 454 470 509 48 495 524 511 511 5,11

1 406 1,69 064 061 093 091 080 093 1,00 1,12 1,03

10 20,64 16,17 11,76 12,68 10,51 10,81 10,62 10,75 10,54 10,51 10,55

20 5 13,63 951 586 626 545 563 545 557 549 566 565

1 566 2,77 0,66 070 105 076 087 1,05 1,10 1,07 1,14

10 18,26 14,58 11,18 11,91 10,12 10,39 10,27 10,42 10,18 10,16 10,25

2 25 5 11,33 8,18 5,25 5,63 4,98 5,08 4,94 4,99 5,06 5,13 5,05
1 402 186 0,70 0,73 089 082 081 097 097 094 097

10 1611 1345 11,12 11,60 1031 10,51 10,35 10,19 10,38 10,33 10,37

30 5 986 7,33 5,15 543 493 497 487 496 498 498 497

1 3,29 1,96 0,71 0,85 1,00 0,84 0,94 1,10 1,07 0,98 1,08

10 16,37 14,28 12,15 13,11 10,22 10,72 10,45 10,46 10,25 10,00 10,25

20 5 10,75 853 6,18 686 501 522 513 524 513 489 5,06

1 3,69 2,19 1,11 1,22 1,04 0,99 1,01 1,15 1,10 1,17 1,12

10 1520 13,57 11,98 12,74 1024 10,58 10,34 10,38 10,29 10,10 10,30

1 25 5 937 765 6,13 654 516 547 522 514 521 528 522
1 305 210 1,13 125 1,10 1,00 1,12 124 1,12 1,18 1,15

10 13,90 12,55 11,35 11,71 9,80 10,30 9,89 9,72 9,82 9,84 9,87

30 5 803 6,62 547 584 495 497 500 497 499 482 502

1 246 1,65 106 1,17 106 1,01 1,02 106 1,13 1,09 1,12
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Tabela 3.6: Tazas de rejeicao (%) de Ho : f1 = -+ = B3 =0 com p = 6; modelo log-gama.

q n Oé(%) SW SLR SR ST SER S;i S:f S{JN SﬁR Sll;){ Sr(f

10 28,37 20,66 12,60 14,07 10,07 10,70 10,24 10,12 10,00 9,99 10,02
20 5 20,21 1249 581 645 505 534 502 513 504 506 5,10
1 959 3,89 062 064 104 087 072 1,11 1,08 1,17 1,19

10 23,71 17,30 11,77 12,70 9,53 10,32 9,77 996 9555 9,86 9,57
3 25 5 1597 9,99 540 592 4,76 4,92 4,68 4,76 476 485 4,71
1 6,83 291 0,78 072 091 09 078 089 094 1,04 0,98

10 21,20 15,93 11,66 12,38 10,01 10,64 10,18 10,02 10,02 10,00 10,13

30 5 13,76 928 580 6,24 517 534 525 531 521 525 530
1 561 259 088 094 103 091 098 1,10 1,12 1,07 1,13
10 24,23 19,14 13,83 15,39 9,69 11,02 1021 10,14 9,72 9,49 9,79
20 5 16,67 11,55 6,98 7,85 492 556 518 485 490 4,87 5,00
1 755 3,78 1,18 1,23 091 1,03 077 10l 1,00 1,03 0095

10 21,06 16,54 12,88 13,81 9,75 10,80 9,98 996 973 986 9,76
2 25 5 1357 9,68 6,71 738 5,14 563 528 541 517 498 5721
1 587 3,17 127 138 106 1,14 1,02 1,18 1,04 1,09 1,13

10 18,48 14,88 11,96 12,81 956 1048 9,73 975 9,59 9,60 9,60

30 5 11,42 845 598 646 476 508 4,90 4,97 479 4,65 487
1 433 224 09 106 091 095 087 1,03 097 095 0,96
10 190,39 16,90 1423 1543 962 11,00 10,07 10,04 9,66 9,62 9,72
2 5 12,73 10,11 7,53 858 501 576 533 525 504 497 512
1 539 344 157 216 105 1,16 1,13 1,21 1,09 1,06 1,13

10 17,95 1557 13,12 1449 10,31 11,19 10,51 10,46 10,29 10,12 10,32
1 25 5 11,24 9,02 704 779 509 565 531 540 514 507 5,16
1 419 272 1,37 1,75 108 1,16 1,11 122 1,04 1,10 1,17

10 16,12 14,49 12,77 1356 9,84 10,64 994 989 986 9,63 9,90
30 5 949 791 631 696 475 500 486 4,82 478 473 4,80
1 322 224 127 156 093 104 095 1,00 1,01 1,04 1,02
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Paran =30, p =3, ¢ = 2 e a = 10%, calculamos a taxa de rejeicao da hipotese H; : 1 =
By = 0 para os modelos von Mises e log-gama, considerando diferentes valores para . Os
resultados sao apresentados na Figura 3.1. Como podemos notar, o poder dos testes sao
similares e, como esperado, a medida que |d| cresce, o poder tende a 1. Simulagoes de poder

para diferentes valores de n, p, q, ¢ e a apresentaram resultados semelhantes.

1.0

0.8
0.8

0.6
0.6

poder
poder

0.4
0.4
1

0.2
0.2
1

-15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15

Figura 3.1: Poder dos testes para n = 30, p = 4, ¢ = 3 e a = 10%; von Mises (esquerda) e
log-gama (direita).

Em resumo, os estudos de simulagao Monte Carlo indicam que, em amostras pequenas ou
moderadas, a corre¢ao tipo-Bartlett derivada para a estatistica gradiente corrige a distor¢ao
do tamanho do teste sem perda de poder. As corregoes de Bartlett para a estatistica LR,
tipo-Bartlett para a estatistica escore e testes via bootstrap também corrigem distorg¢oes
nos tamanhos dos testes. Os testes de Wald, LR, escore e gradiente usuais apresentaram
comportamentos mais liberais, ou seja, rejeitam a hipotese nula com mais frequéncia do que
o esperado com base no nivel nominal selecionado. Entre todos os testes considerados, o teste
de Wald é claramente o mais liberal. Como nao existe um fator de correcao tipo-Bartlett
para a estatistica de Wald em generalidade, o teste de Wald via bootstrap é uma alternativa
para corrigir o seu comportamento liberal em amostras de tamanho pequeno e moderado.
Por essas razoes, recomendamos os testes corrigidos (analiticamente ou via bootstrap) para
testar hipéteses em modelos proprios de dispersao quando o tamanho da amostra é pequeno

ou moderado.
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3.5 Aplicacoes

Nessa secao apresentamos duas aplicacoes a conjuntos de dados reais para ilustrar os
resultados obtidos nesse capitulo. A primeira aplicacao considera o conjunto de dados em
Fisher (1993) sobre a distancia percorrida por 31 pequenos caramujos azuis (Nodilittorina
unifasciata). Assim como Fisher e Lee (1992), assumimos uma distribuigdo von Mises para

a direcao escolhida pelos animais. Consideramos a fung¢ao de ligacao
tan(6,/2) = m = Bo + Bz, 1=1,...31,

em que xy; € a distancia percorrida (cm) pelo l-ésimo animal, e 6; ¢ a média direcional.
A variavel resposta foi transformada para o intervalo (—m, 7). KEsse mesmo conjunto de
dados foi analisado por Lemonte e Ferrari (2012b) para testar as hipoteses Hy : 1 = 0 e
Ho : 51 # Pio, para diferentes valores de 39, considerando os testes de Wald, LR, escore e
gradiente usuais. Adicionalmente, consideraremos os testes corrigidos analiticamente e testes
via bootstrap. As estimativas de méaxima verossimilhanga dos parametros (erro padrao
assintotico em parénteses) sao: B\O = —0,3233(0,1506), Bl = —0,0129(0,0039) e qg =
3,2654 (0,7262). Os valores das estatisticas de teste (p-valores em parénteses) para testar
Ho : f1 = 0 sdo: Sw = 11,0308 (p-valor 0,0009), Syr = 9,5257 (p-valor 0,0020), Sg =
7,1261 (p-valor 0,0076), St = 8,2801 (p-valor 0,0040), S;y = 8,7682 (p-valor 0,0031),

% = 7,1901 (p-valor 0,0073) e St = 8,8840 (p-valor 0,0029). Os p-valores dos testes que
usam S%;, SPr, S& e Sh sdo, respectivamente, 0,0035, 0,0030, 0,0060 e 0,0015. Aos niveis
de significancia usuais, todos os testes rejeitam a hipotese nula.

Em seguida, testamos a hipdtese Hy : f1 = [0 contra a hipétese alternativa Hy : [y #
B0, para diferentes valores de ;5. Os resultados sao apresentados na Tabela 3.7 para
B0 = —0,026, —0,024, —0,022, —0,020 e —0,018. Os asteriscos indicam que a hipotese
nula é rejeitada aos niveis de significancia de 10% (*), 5% (**) e 1% (***), respectivamente.
De acordo com a Tabela 3.7, a hipotese nula Hy : 81 = —0,018 é rejeitada por todos os
testes aos niveis de significancia usuais. Em todos os casos considerados, os testes que usam
as estatisticas Sr, St, Sp, S%, Stg S% e Sk sugerem a mesma conclusao a respeito da

hipétese nula com base no nivel nominal considerado. Por outro lado, de acordo com o
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nivel nominal e a hipotese considerada, os testes que usam Sy, Sir, Sig € S% conduzem a

conclusoes distintas a respeito da hipotese nula. Por exemplo, a hipotese Hg : 1 =

—0,022

¢ rejeitada pelos testes que usam Sy, Spr e S% ao nivel de significancia de 5%, no entanto,

a decisao se altera quando utilizamos os demais testes. Além disso, podemos notar variagoes

consideraveis no p-valor dos testes. Por exemplo, para a hipotese nula H,

p-valor varia de 6, 7% (Sw) a 14,47% (Sg).

Tabela 3.7: Teste de Hy : (1

= P19 contra Hg : $1 # Bro (p-valor em parénteses).

Pio
estatistica —0,026 —0,024 —0,022
Sw 11,4087(0,0007)*** 8,1932(0,0042)*** 5,5088(0,0189)**
SLR 7,3137(0,0068)*  5,6057(0,0179)**  4,0115(0,0452)**
SR 5,8719(0,0154)* 4,6364(0,0313)*  3,4071(0,0649)*
St 5,7277(0,0167)* 4 ,6110(0,0318)*  3,4577(0,0630)*
Sir 6 7663(0,0093)***  5,1847(0,0228)**  3,7091(0,0541)*
Sk 5,7598(0,0164)** 4,4935(0,0340)**  3,2603(0,0710)*
S 5,5647(0,0183)** 4,4667(0,0346)**  3,3220(0,0684)*
SE (O 0035)*** (0,0110)** (0,0295)**
She (0,0105)** (0,0280)** (0,0580)*
S (0,0160)** (0,0380)** (0,0730)*
Sh, (0,0205)** (0,0365)** (0,0730)*
Bio
estatistica —0,020 —0,018
Sw 3, 3554(0 0670)* 1,7331(0, 1880)
SLR 2,5906(0, 1075) 1,4114(0,2348)
SR 2,2511(0,1335) 1,2493(0, 2637)
St 2,3320(0, 1267) 1,3207(0, 2505)
Sir 2,3946(0, 1218) 1,3043(0,2534)
Sk 2,1270(0, 1447) 1,1669(0, 2800)
S 2,2138(0,1368) 1,2370(0, 2600)
Sb (O, 0775)* (0,2105)
Sha (0,1095) (0,2585)
Sk (0,1335) (0,2795)
Sh, (0,1220) (0,2740)

. B = —0.020, o

A segunda aplicagdo considera um conjunto de dados apresentados em Rosillo et al.

(2010) e Rosillo (2011) sobre o tempo de vida ttil de n = 14 lampadas fluorescentes. Segundo

os autores, podemos estabelecer a seguinte relacao funcional:

91277l

X
Bo + By + 62—2’ + B3
T3y
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para avaliar o efeito das variaveis regressoras dadas pelo brilho (x;), voltagem (z5) e voltagem
nominal (z3) na variavel resposta, tempo de vida (y). Assumimos uma distribuigao log-gama
para o tempo de vida com parametro de precisao desconhecido e o mesmo para todas as obser-
vagoes. As estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros (erro padrao assintotico
em parénteses) sao: Bo = 18,4791 (1, 7089), 31 =9,4318 (4, 2940), 32 = —35,3273(3,6169),
Bs = 16,7075 (1,8929) e ¢ = 30,6994 (11, 5408).

As hipoteses Ho : 2 = 0 e Ho : 3 = 0 foram rejeitadas por todos os testes (nao corrigidos
e corrigidos). Em seguida, testamos a hipotese Hy : f; = 0. Os valores das estatisticas de
teste sao apresentados na Tabela 3.8. Ao nivel de significancia de 5%, os testes que usam
Sw, SLr € Sr rejeitam a hipotese nula, no entanto, essa decisao é alterada quando os testes
que usam St, Sir, Sr*, Sk, S%, SPg, Sk e Sk sdo considerados. Note também que o p-valor
varia de 2,81% a 9, 67%.

Tabela 3.8: Teste de Hg : 51 = 0.

estatistica valor observado p-valor

Sw 14,8247 0, 0281
Sir 4,2598 0, 0390
Sk 3,9429 0,0471
St 3,7532 0,0527
Sin 3,2287 0,0724
i 3,2483 0,0715
S 3,0578 0,0803
Sb, 0, 0967
Sy 0,0933
Sh 0,0783
S8 0, 0900

Como indicado pelos nossos experimentos de simulagao, os testes de Wald, LR, escore e
gradiente usuais sao liberais quando o tamanho da amostra é pequeno (nesse caso n = 14).
Portanto, devemos ser cautelosos quanto as conclusoes utilizando esses testes. Como sugerido
pelos testes corrigidos, decidimos pela remocgao da covariavel “brilho” do modelo (3.10).

Assim, o modelo final é dado por

2
x x
91:77l:50+52$—2[+53(—21> . ol=1,...,14.
3l

T3
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As estimativas de méaxima verossimilhanga dos parametros (erro padrao assintotico em
parénteses) sio: [y = 19,3698 (1,9430), B, = —36,7263 (4, 1548), B5 = 17,3502 (2,1798) e

-~

¢ = 22,7321 (8,5296).

3.6 Consideracoes finais

Neste capitulo derivamos um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradi-
ente na classe dos modelos de dispersao a partir dos resultados gerais apresentados em
Vargas et al. (2013). Além disso, comparamos via simulagdo Monte Carlo o tamanho do
teste gradiente que usa a estatistica gradiente corrigida com os tamanhos dos testes de
Wald, LR, escore e gradiente usuais, e as versoes corrigidas pelos fatores de correcao de Bar-
tlett do teste LR, tipo-Bartlett do teste escore e testes via bootstrap. Também avaliamos
numericamente os poderes dos testes. Duas aplicagoes a conjuntos de dados reais foram
consideradas para ilustrar os resultados obtidos nesse capitulo.

Nossos experimentos de simula¢do mostraram que os testes corrigidos (analiticamente e
via bootstrap) apresentaram probabilidades de erro tipo I mais proximas do nivel nominal
sem perda de poder. Além disso, os testes de Wald e LR sao mais liberais do que os testes
escore e gradiente. No entanto, dependendo do tamanho da amostra, do nimero de parame-
tros da regressao e do ntimeros de parametros testados, os testes escore e gradiente podem
apresentar consideréaveis distor¢oes na probabilidade de erro tipo 1. Por essas razoes, em con-
juntos de dados reais em que o tamanho da amostra ¢ pequena ou moderada, recomendamos

a utilizagao dos testes corrigidos para a classes dos modelos de dispersao.

3.7 Detalhes técnicos: Prova da Proposicao 2

Sejam rps = B(0%€/0P,08), kirst = B(0°/05,08.08:), krstu = E(0*0/05,08:06,08.),
R = Ok /0By K = 0P /OBOBu, Ko = B(0*0/0¢?), rny = E(0%(/0B,00), k&) =
0%k 0Ps, e assim por diante. Os indices r, s, ¢ e u variam de 1 a p. Para os modelos

proprios de dispersao, é possivel mostrar que
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=1

n n
Ryrs = _gb E WiTirTys;  Krstu = ¢ E QT T1s Tt Ly, ’irst - ¢ § :SlmlrwlS‘/EltIl“’
=1

Frst = =0 >_(f + 200w aiery, kY = —Cbz € + 29)1%, 15Ty,
=1 =1

I = ¢Z FTL T T, Ko = Nd(2)/ D, Kops = figi) =nd /9’ (3.11)

=1
n

Rrs¢p = Z W T1rTys, /frf) = — Z(U)[ + (bw;l))l'lrxls,

=1

£f¢ Z Wy xl?"xlsv Rrspgp = Rropp = K/’E‘qﬁ)(j) = 0.

=1

Seja @ = (B8], 85 ,¢)" um vetor de parametros desconhecidos de dimensao p + 1 em que
B = Bi,...,8)" e B = (Byt1,---,6,) . Consideramos o problema de testar a hipotese
nula composta Hg : 81 = B1o contra a hipotese alternativa H; : By # B0 sendo (B, ¢) "
um vetor de parametros de pertubagao. Definimos, A = diag{0, K5 } Mpg =K, ' — Ag,
Apy = diag{Ag, —r,,} ¢ Mgy = diag{Mg,0}. Sejam m™ e a"® os (r,p + 1)-ésimos
elementos das matrizes Mgy e Agg, respectivamente. Analogamente, m?? e a?® representam
os (p+1,p+1)-ésimos elementos de Mg, e Agy. Assim, m"™® = m? = m? = a"® = a® =0
(r=1,...,p), com a®® = —f@;(;.

Os coeficientes At’s que definem uma correcao tipo-Bartlett para o teste gradiente nos
modelos de dispersao quando ¢ é desconhecido sao obtidos substituindo os cumulantes dados
em (3.11) nas formulas de Ari1, Ares e Arss dadas no Teorema 1 de Vargas et al. (2013).
Como a matriz informagao de Fisher ¢ bloco diagonal e Ars g5 = 0 podemos decompor os
coeficientes A’s como A1 = A1y + A1, 8¢, A1 = Ao + A1 g4 € Args = Ars, sendo Apy,
Arg e Atz as quantidades obtidas supondo que o parametro ¢ ¢ conhecido e Ay gy € A2 e
as quantidades obtidas supondo que o parametro ¢ é desconhecido. Segue do Corolario 2 de

Vargas et al. (2013) que
:I« = ST [1 — (CT + bTST + CLTS%)},
sendo ar, by e cr da ordem O(n™!) e dados por ar = Ar3/[12q(q + 2)(q + 4)], by = (A7 —
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2A13)/[12q(q¢ + 2)] e er = (Ar11 — Aros + Ars)/(12q), com Ariy = Ay + Arigp € Ay =
Aro + Ao ge.

Mostraremos aqui, em detalhes, a derivacao das quantidades Atz e Ag. O termo Aty é
obtido de forma analoga. Do Teorema 1 de Vargas et al. (2013), a quantidade Atz pode ser
escrita como

1 ! . ,
Arg = 1 Z Kjrsbuow (3 m* m"™ 4+ 2m?“m"™'m™"). (3.12)
Substituindo os cumulantes dados em (3.11) na expressao (3.12), obtemos

3¢2 / TS, VW
Arg = e Z Z(fz + 20) T4 Tis Z(fm + 20m)TiuZinTiwm’ M m

2 , A
+Z Y i 200miwintis Y (fn + 2Gm) Tiaivim? m” m™,

. . . . ! . .
em que os indices ¢ e m variam de 1 a n e ) representa a soma sobre os indices dos

parametros. Invertendo a ordem dos somatoérios e rearranjando os termos, obtemos

At =2 200200 (3 ) (3 im0 ) (3 w0,
+ %2 Z(fz +29:)(fm + 29m) (ZI xijmjuxmu> (Z/ x,»,,m”’xmv> (ZI xismswxmw> ,

, , , . :
Por exemplo, o termo Y x;;m?"x;, = Y8 | xi;m! "z, representa o elemento (j, ) da matriz

7,r=1

¢~ (Z — Zs). Logo,

AT3 = % Z(fz + 2gz)(fm + 2gm)(2zz - ZZil)<Zim - Z2im>(2mm - ZQmm)

1
+ % Z(fz +29:) (frn + 20m) (Zim — 22im) (Zim — Z2im) (Zim — 22im.)-
Em notacao matricial,
3 1
Arg = 6711, (F +2G) {Z<Z = 2)d(Z = 2,)(Z — Zo)a+ 5(Z — 2o) | (F +2G)1,,

em que 1, = (1,...,1)" é um vetor de uns de dimensio n.
De maneira analoga, do Teorema 1 de Vargas et al. (2013), podemos escrever Ary =

Apoy + Apgo + Apgz, em que
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/
AT21 = _3 E ﬁjrsﬁklu (m]'rmskalu + mgr sk:mlu + 2m]kmrlasu)

! v sk, ikl
-1 E KjrsKklu (3mjrm5 m™ +2m’"m” msu),

AT22 6 Z/ /{jrsli](;;) [msu (,ijkﬁlr o ajkalr) + mjr (I{sk/{lu . askalu)} 7

/ /
_ (u) IT 0 SU jT, SU
Aro3 =6 E Kipsm ' m™ — 3 E Kjrsu’ M

De forma anéloga ao que foi feito para a quantidade Arsz, obtemos

Agay = =36 3 (fi + 200) (i + 20m) (3 wigm?aie) (3 wiamn™ ) (3 i)
=362 (i + 200+ 20m) (3 wigm”aie) (3 wist™ ) (3 i)
=662 (i +20)(fn + 20m) (3 wigmw) (3 womm ) (3 w10 2
- —925 S i+ 20+ 20m) (3 wigm? e ) (3 wiom™ i) (3 i)
- —¢2Z 14200 (U 290) (32 wigm? ) (3 wiom ) (3 wism™ )

vy = 60% 3 (fi+200) (i + gm) (32 wim™ ) (3 wig e
— 66> (fi +29:) (fn + Gm) (Z/ xismsuxmu> (Z' xijaﬂ'%k>
+607> (fi +291) (fn + gm) (Z/ rcijmj%ir> (Z/ x/ikmmk>
=662 (fi+ 200 + ) (3 wigm” i) (3 wisa™ )

Ay =663 i (3w ) (3w
-36) a4 <Z/ ﬂfz'jm”xir> (Z/ :Eism‘s“xw> :

/ /
Os termos Y x;a"x;s = f,s:l L@ Tis € — > ik Xy = — fiszl iK1 TEpresen-

tam os elementos (r,s) das matrizes ¢~'Z, e ¢~'Z, respectivamente. Apo6s manipulagoes

algébricas, segue o resultado.
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A partir do Teorema 1 de Vargas et al. (2013), podemos mostrar que o termo Ars g = 0

e os termos Aty gy € Ara s podem ser escritos como

/ . , .
/ . ’ '
+ Z Kjrshugga®®m?"m"™ + 6 Z Kjrgksgem’’ (a®?)?
/ . / ‘
+6 Z RjT¢HUw¢mJTavwa¢¢ + 6 Z Hj'r’s/fuqbd)mjrasuad)d)
/ . , ‘
+3 Z ’ij¢¢ﬁuvwm]uavwa¢¢ +3 Z ’ijrs’fuqﬁqﬁm]u(lrsad’d’
/ . / ‘
+3)  KisoRupem’ (0% + 3 Kjrohuwem? a™a”
/ . ’ ‘
43 KjsoRungm? @ a® + 3 Kjghuem’ aa??
/ . / ‘
3D Kjsphuugm? @ a® — 6> (540, = Kjrgg)mi a®
/ . , '
-6 Z /{(i’) m]Ta¢¢ — 192 Z H(u) m]ua¢¢
123 KDk (R — @t a)a? =123 K ks (a%)?

—12 Z Kookl (KFR — al*a!)a®?,

(3.13)

/ . / .
Atops ==Y Kirshugem? ™ a® =3 Kjrshigsm’*m"a®®
/ . / .
- Z K/jrsliu(p(ﬁm]umrsa(ﬁ(é - 3 Z /{/jr(b/{uvqgm]rmuvaqsqs (314)

!/ . / .
-3 Z ﬁjr¢/<uv¢mjumr”a¢¢ -3 Z ﬁjr(b/@uwm“’mmaw.

Substituindo os cumulantes dados em (3.11) nas expressoes (3.13) e (3.14) algumas quanti-

dades se anulam. Além disso, note que

/ ) gbd / )
D Hirgtioem’" (a®)? = —— dég) > wi Y aymia,

)
_ d

5 4,
ndgy,

Lt {W(Z — Z»)} =

2
d(2)

/ . ¢2 / . /
Z /ﬁjw/{wd}mﬂa“wad’d’ = Z Wi Wy, (Z xijmjrxir> (Z xmva”wxmw>
(2)

ap—q)
’I’Ld(Q ’

- wiw(z - z)ye(wz) = -
nd(g)
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2
@), g e _ P m (N i
E Ki m’"a®? = nde) E w; <E x;;m’ xir>

_ 9 tr{W(Z — Z,)},

na(2)

Z/ Hg;s) /{Maw(,{jk KT — aifqlry = nd@) szwm <Z zijk xm) (Z/ :vz-szlrfmr>

v (Z Tij? :Bmk> (Z/ mm”w)

Wy (Z 0 :vmk> (Z/ :viza”xmr>
3

nﬁ(z) > wMw,, (Z xijajkxmk) <Z/ xua"mmr>

[tr{WZW Z} — tr{W Z,;W Z,}]

nd(g)
¢3
" ndo) tr{WWZW Z} — tr{WW Z,W Z,}],
q ¢’

- — - triwWzwzy —trtiw WV Z,W Z.
ndo) nd@)[r{ }—tr{ 2 2},

pds ! j
S W a) = 0 S 5

d(s qd(3)
= tr{W(Z — Z,)} = ,
nd(2) ndé)

/ . /
E r E : uv
i Wi, ( I’ijmj iL'Z'T) < Ty l'mv)

1 q?
= — tr{W (Z — Zo) We{W (4 — Z3)} = —
(W (Z - 2 W(Z - 2} -

/ . ¢2 / . /
D Kirshugm! @ = =y Jwiwn, (Z xijm”uxm“> (Z xi’“mmxm”)
(2)

1 q
= — tr{iW(Z — Zo2O)OW(Z — Z,)) = — )
ndz) H{Wi( 2)W( 2)} ndz)

Substituindo essas quantidades em (3.13) e (3.14), segue o resultado.
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Capitulo 4

Diferentes métodos de reducao de viés
de estimadores em distribuicoes

log-simétricas

Resumo

Neste capitulo obtivemos expressoes para o viés de ordem O(n~!) dos estimadores de mé-
xima verossimilhanca na classe de distribuigoes log-simétricas. Com base nessas expressoes,
propomos estimadores corrigidos pelo viés. Com esse mesmo objetivo, foram considerados
estimadores modificados com base no método proposto por Firth (1993). Além disso, dos
resultados de Pagui et al. (2016), obtivemos estimadores modificados com a finalidade de
reduzir o viés mediano. Estudos de simulacao de Monte Carlo foram realizados para compa-
rar o desempenho dos trés estimadores propostos. Para fins ilustrativos, apresentamos uma
aplicacao a dados reais.

Palavras-chave: Distribuigoes log-simétricas, estimadores de maxima verossimilhanca, esti-

madores modificados, reducao de viés, viés, viés mediano.

4.1 Introducao

Segundo Limpert et al. (2001), é comum a utilizagdo da distribuigdo log-normal para

modelar fendmenos préaticos em que os dados apresentam caracteristicas de assimetria e sao
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4.1. Introducao

estritamente positivos. Recentemente, Vanegas ¢ Paula (2016) estudaram uma classe de
distribui¢coes mais ampla, a classe de distribui¢oes log-simétricas, que inclui a distribuigao
log-normal como caso particular. Essa classe de distribui¢oes tem suporte no conjunto dos
nimeros reais positivos e inclui distribui¢oes com cauda direita mais pesada e mais leve
do que a da distribuigao log-normal como, por exemplo, as distribuicoes log-t-Student, log-
logistica II, log-logistica I, log-exponencial-poténcia e log-slash. Além disso, os parametros
de escala e forma podem ser interpretados como a mediana e a assimetria (ou dispersao
relativa), respectivamente. A classe de distribuigdes log-simétricas é flexivel e possibilita a
modelagem de dados estritamente positivos e assimétricos.

Em modelos estatisticos paramétricos regulares o viés do estimador de maxima verossi-
milhanga, em geral, é de ordem O(n™!). Assim, se o tamanho da amostra (n) é pequeno ou
moderado, esse viés pode ser nao desprezivel. Em modelos uniparamétricos, Bartlett (1953)
obteve uma expressao para o viés de ordem O(n™!) do estimador de maxima verossimilhanga.
Posteriormente, supondo observacoes independentes mas nao necessariamente identicamente
distribuidas, Cox e Snell (1968) obtiveram uma expressao geral para o viés de ordem O(n™!)
do estimador de méxima verossimilhan¢a em modelos multiparamétricos. Esse resultado se
tornou amplamente utilizado na literatura para obter expressoes gerais para o viés de ordem
O(n™1) e propor estimadores corrigidos pelo viés em varios modelos paramétricos: ver, por
exemplo, Cordeiro et al. (2000), Saha e Paul (2005), Lemonte et al. (2007), Cysneiros et al.
(2010), Simas et al. (2011), Barreto-Souza e Vasconcellos (2011). Para a classe de distribui-
¢oes log-simétricas, obtemos expressoes analiticas fechadas para o viés dos estimadores de
méxima verossimilhanga e propomos estimadores nio viesados até ordem O(n™?).

Outro método de redugao de viés, sugerido por Firth (1993), propoe uma fungao escore
modificada tal que a solugao da correspondente equacao de estimacao fornece um estimador
nao viesado até ordem O(n~?). Diferentemente do método de Cox e Snell (1968), a fungao
escore é modificada anteriormente & obtencao das estimativas. Nesse sentido, é dito ser
um método preventivo de reducao de viés. Esse método tem sido estudado em modelos
paramétricos em que as estimativas de maxima verossimilhanga podem ser instéveis (infinitas
ou pertencer a fronteira do espago de paramétrico) como, por exemplo, em Bull et al. (2002),

Zorn (2005), Sartori (2006), Kosmidis e Firth (2009, 2011) e Kosmidis (2014b).

75



4.2. A classe de distribuig¢oes log-simétricas

Recentemente, Pagui et al. (2016) propuseram um método baseado em uma fungao escore
modificada tal que a solugao da correspondente equacao de estimacao fornece um estimador
nao viesado por mediano até ordem O(n~?). Um estimador ¢ dito ser nao viesado por
mediana se sua mediana coincide com o estimando. Assim como o enfoque de Firth (1993),
esse método pode ser visto como preventivo.

Nesse capitulo, obtivemos expressoes analiticas para os vieses dos estimadores de maxima
verossimilhanga na classe de distribuigoes log-simétricas segundo as expressoes gerais de Cox
e Snell (1968) e propomos estimadores corrigidos nao viesados até ordem O(n~2) para os
parametros dessa classe de distribui¢oes. Além disso, consideramos estimadores modificados
com base nos métodos propostos por Firth (1993) e Pagui et al. (2016). Também avaliamos
numericamente o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca e dos estimadores
modificados via simulacao Monte Carlo.

Este capitulo esta organizado como segue. Na Secao 4.2 apresentamos a classe de distri-
buigoes log-simétricas e aspectos inferenciais. Na Segao 4.3, com base nas expressoes gerais
de Cox e Snell (1968), derivamos expressoes analiticas para os vieses de ordem O(n™!) dos es-
timadores de méxima verossimilhanca e propomos estimadores corrigidos pelo viés na classe
de distribuig¢oes log-simétricas. Além disso, obtemos as func¢oes escore modificadas através
dos métodos de Firth (1993) e Pagui et al. (2016). Na Secao 4.4 avaliamos via simulagao
de Monte Carlo o desempenho dos estimadores modificados e os estimadores de méxima
verossimilhanca dos pardmetros. Na Secao 4.5 apresentamos uma aplicacao a dados reais e
na Secao 4.6 apresentamos as consideracoes finais. Detalhes técnicos sao apresentados na

Secao 4.7.

4.2 A classe de distribuicoes log-simétricas

Seja y uma variavel aleatoria simétrica continua com parametro de locacao u € R,
parametro de escala ¢ > 0 e fungao densidade dada por f (y; i, @) = h[(y — p1)?/$?]/$ para
y € R. A funcéo h: R — [0, 00) tal que fooo u™'2h(u)du = 1 é denominada funcdo geradora
de densidades e pode depender de parametros desconhecidos. Se y tem uma distribuigao

simétrica com parametros p e ¢, escrevemos y ~ S(u,$?). Considere a transformagao
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t = exp(y). A fungao densidade da variavel aleatoria ¢ é dada por

m(t;m, ¢) = hij), t>0,

sendo ¢ = log [(t/n)%], n = exp(u) o parametro de escala (mediana) e ¢ > 0 o pardme-
tro de forma. Essa classe, gerada pela transformacao ¢, foi estudada por Vanegas e Paula
(2016) e é denominada classe de distribuigoes log-simétricas, cujo suporte é (0,00). Se ¢
tem uma distribui¢do log-simétrica com parametros 7 e ¢, escrevemos t ~ LS(n, ¢*). Essa
classe comporta distribui¢oes com cauda direita mais leve e mais pesada do que a da dis-
tribuicao log-normal. Sao membros dessa classe as distribuigoes log-normal, log-t-Student,
log-logistica I, log-logistica II, log-exponencial-poténcia entre outras; ver Tabela 4.1.
Considere t1, ..., t, uma amostra aleatoria de tamanho n de t ~ LS(n, ¢*). O logaritmo

da funcdo de verossimilhanca para o vetor 8 = (1, ¢)" é dado por

L£(0) = —nlog(¢) — Zlog(tl) + Zg(fl), (4.1)

sendo g(f;) = log h(f?). O vetor escore de 8 ¢ dado por U(0) = (U,(0),U,(0))" sendo

=1

1 n t w(ty) n n -
00 = e |IT(1) ] () = 5 + > wlif,

com w; = —2dlogh(u)/dul,_p para | = 1,...,n. Os estimadores de méxima verossimi-
lhanga (EMV) de 1 e ¢, denotados por 7 e gg, respectivamente, sao obtidos resolvendo
simultaneamente as equagoes U,(0) = 0 e Uy(@) = 0. Para cada [, w; pode ser interpretado
como o peso induzido pela fungao h(-) da [-ésima observagao nas estimativas dos parametros.
Na Tabela 4.1 apresentamos w; para algumas distribuicoes log-simétricas. Note que a dis-
tribuigao log-normal assume o mesmo peso para todas as observagoes (w; = 1,1 =1,...,n)
na estimacao dos parametros 7 e ¢. Para as distribuigoes log-Cauchy, log-t-Student, log-
logistica II e log-exponencial poténcia (0 < k < 1), os pesos w; sdo fungoes decrescentes em
|t;|. Isso significa dizer que os EMV de 1 e ¢ sdo robustos a presenca de outliers no sentido

de que observagdes com um valor grande para |¢;| tém pesos menores. Nas distribui¢oes log-
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logistica I e log-exponencial poténcia (—1 < k < 0), os pesos w; sao fungoes crescentes em

|t;| pois essas distribui¢oes tém cauda diereita mais leve do que a da distribui¢ao log-normal.

Tabela 4.1: Funcao geradora de densidades e expressoes de w, ao o € a2 para algumas distribui-
coes log-simétricas.®

Modelo h(u), u>0 w 2.0 22
log-normal ﬁe*“m 1 -1 -1
v /2 —vtl v v —v
log-t-Student B/2.072) (v+u)" =2, Vité —V%r:l,) iﬂ
v>0
log-logistica I cﬁ,c >~ 1.4843  2tanh(t?/2) = —1,4772 =~ 20138
copt —Vu —ltl—1 1 ~

log-logistica 11 m m -3 =~ —0,4299

. _ INE= _
log-exponencial %exp{—%ul/(l*'k)}, m —2! km _%

poténcia -1<k<1
“B(-,-) e T() sdo as fungdes beta e gamma, respectivamente, e C'(k) = I'(1 + 15£)21+(1+R)/2,

A matriz informagao de Fisher para 6, denotada por K(0), é bloco diagonal e ¢ dada
por

—Q 22 0
n_lKl(B): 20/1°¢ ’

0 (1—an2)/¢?
em que o, = E(g@(2)2%) para a,b = 0,1,2,3 com g™ = d"g(z)/dz" e z ~ S(0,1).
Portanto, n e ¢ sao globalmente ortogonais e seus EMV sao assintoticamente nao correla-
cionados. Para algumas distribuicoes log-simétricas as g e g2 sao dados na Tabela 4.1. O

método scoring de Fisher pode ser usado para estimacgao simultanea dos parametros pela

solugao iterativa das equacoes

(m) t
(2
7 77 mw; (5™)1og |

D = ) ﬂ) {¢<m>fjw<f§"‘)> | - n} ,
=1

n(agg —1

(m)

em que #," = log | (t;/n™)Y/ QWL)} . Para a distribuicao log-normal, os EMV dos parametros
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n e ¢ assumem forma fechada e podem ser utilizados como valores iniciais no processo
iterativo para as demais distribui¢oes da classe. Além disso, algumas distribui¢oes log-
simétricas podem ser obtidas como uma mistura no parametro de precisao da distribuicao
log-normal como, por exemplo, as distribui¢oes log-t-Student e log-exponencial poténcia
(0 < k < 1); ver Andrews e Mallows (1974) e West (1987), respectivamente. Portando, o
algoritmo EM (Dempster et al., 1977) pode ser utilizado como um método iterativo para
estimagao dos pardmetros; ver Vanegas e Paula (2016).

Sob condigoes de regularidade usuais para estimacao de méxima verossimilhanca e infe-
réncia em grandes amostras (Cox e Hinkley,1974, Cap. 9) temos que

—2206 0
2ol [ 7] e ez . (4.2)

0 ¢*/(1 — az)

<
-

Assim, a partir de (4.2), podemos construir intervalos de confianga assintoticos para os
parametros n e ¢. Para mais detalhes sobre as propriedades estatisticas e métodos de

estimacao classico e bayesiano nessa classe de distribuigao ver Vanegas e Paula (2016).

4.3 Meétodos de reducao de viés

Sejam ¥, ..., y, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com dis-
tribui¢do indexada por um vetor de parametros 8 = (61,...,6,)" e £(6) o logaritmo da
fungao de verossimilhanga para uma tnica observagao. Sejam k., = E(9%0/00,00,), Ko =
B(030/00,00,00,), Kyu = B(0%0/00,00,00/00,), Y = 0k,s /00, K5 = 0%k,4/00,00,, ¢
assim por diante. O viés do estimador de méxima verossimilhanca de 6,, r = 1...,p, pode

ser escrito como

E(@, —§) = Bg;fm +O(n72).

Assim, o termo B (6)/n = O(n™") e é chamado de viés de segunda ordem do estimador ,.

Cox e Snell (1968) obtiveram uma expressao geral para esse viés dada por
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1
Bé\r (9) = Z lir’slﬁtu |:§/€stu + Kst,u:| ) r= 17 R 2 (43)

s,tau

em que s, t e u variam de 1 até p e k™* denota o elemento (r,s) da inversa da matriz de

informagao de Fisher. A expressao (4.3) é bastante geral e pode ser particularizada para

cada modelo especifico de interesse. Para isso, é necessario obter a inversa da matriz de

informacgao de Fisher e os cumulantes Ky, € ks, com relagao a todos os parametros. Em

muitas situagoes é conveniente substituir, como consequéncia das identidades de Bartlett,
(u)

%mstu + Kstu POT Ky — %Iism. Consequentemente, definimos um estimador de maxima veros-

similhanca corrigido pelo viés por

sendo B@(é\) o viés de segunda ordem de 6, avaliado em 8. O estimador 6, ¢ tal que

E6,) =0, + O(n™?).
No caso particular das distribuicoes log-simétricas, @ = (1,¢)" e adotamos a seguinte
notagao: ky, = E(0*0/0n?), key = E(0*/0¢?), kne = E(0%*/0n0¢), /4;5,:;) = kg0, I{;(Z) =

Okye/0¢, etc. Usando (4.3) e a ortogonalidade entre os parametros 7 e ¢, podemos mostrar

que o viés de segunda ordem dos EMV de 1 e ¢ sao, respectivamente,

1 1
B3(0) = k"™ {KJSZ]) - 5/4:777777] + KPP0 [/{;ﬁ? - 5/-@,7(,,4 (4.4)
e
1 1
B(g(@) = gPPRPP |:/€((;(;) — §/<a¢¢4 + KOPRTN {/ﬁ:g;) — 5%,7,7} ) (4.5)

Apés manipulagoes algébricas (ver detalhes técnicos na Se¢ao 4.7) obtemos

ne* ¢ bagp +asz3 —4  asy
B+(0) = — B+(0) = : : =~ —2]. 4.6
77( ) 2@270’ ¢’( ) 2(0{272 — 1) ( 04272 -1 + 062,0 ( )
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4.3. Métodos de reducao de viés

Segue de (4.6) que o viés de 7 depende da distribuigdo assumida para a variavel aleatoria ¢
através da quantidade s e pode ser grande para valores pequenos de g e n. Além disso,
o viés de qg também depende da distribuicao assumida para a variavel aleatoria t através
das quantidades oy, g2, a3 € ;1. Para algumas distribuigoes da classe de distribuicoes
log-simétricas as quantidades aso e az9 sao dadas na Tabela 4.1 e as quantidades as; e
a3 3 sdo apresentadas na Tabela 4.2. Ainda da expressao (4.6), definimos os estimadores de

méaxima verossimilhanca corrigidos pelo viés de ordem O(n™!), 77 e ¢, como

g-g-20 5 5 29 (4.7

Como E(7) = n+ O(n7?) e E(¢) = ¢ + O(n~2) espera-se que, em amostras finitas, os
estimadores 77 e 5 apresentem vieses menores do que os estimadores 7] e gg, cujos vieses sao
de ordem O(n™1'). Se 52 > —2nag entao 7 ndo pertence ao espago paramétrico (0, 00). Por
exemplo, para o modelo log-normal oy = —1, portanto, se 52 > 2n a estimativa de 77 pode

nao pertencer ao espago paramétrico de n para valores de n fixados.

Tabela 4.2: a3 e a3 3 para algumas distribuicoes log-simétricas.”

Modelo a1 33
log-normal 0 0
log-t-Student % Jig’;’—@?a
log-logistica I —1,2792 —0,5089
log-logistica 11 % 0, 6449
kT[(3—k)/2] 2(1—k)

log-exponencial TP (1R
poténcia

@ Para a distribuigao log-exponencial poténcia, —1 < k < 1/3.

Um outro método para corrigir o viés de ordem O(n~') do EMV foi proposto por Firth
(1993). Esse método consiste em uma modificagao adequada na funcao escore de modo que
o termo de primeira ordem na expansao assintética do viés seja removido. Seja Uy, (0) =

> or 1 00:(0)/00,, parar =1,...,p, em que ¢;(0) & o logaritmo da fungao de verossimilhanca
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4.3. Métodos de reducao de viés

para a i-ésima observagao. Firth (1993) propos uma fungao escore modificada
U, (8) = Uy, (6) + Ay, (6), (4.8)

tal que a solucao simultanea das equagoes UgT (0) =0, parar =1,...,p, fornece estimadores
6,...,0, nao viesados até ordem O(n=?). Para isso, Firth (1993) mostrou que pode-se
tomar Ay, (0) = —>°" | k,sB; (0) ou Ay (0) = =37, UTSE%ST@, parar =1,...,p, em que
Us = Y i, 0%0,(0)/90,005 é o elemento (r,s) da matriz de informagao observada. Para
uma discussao mais detalhada ver Kosmidis e Firth (2009, 2011). Segundo Firth (1993),
o estimador 6, possui as mesmas propriedades assintoticas do EMV de 6,, isto ¢, 6, é

consistente para 6, e 6, 2, N (6,5 K™T).

Para a classe de distribuigoes log-simétricas obtemos (ver detalhes técnicos na Secao 4.7)

U,(0) = U,(0) ( Qo+ 33 L

o Us(0) = Uy(0) + o = 2) . (49)

Qg9 — 1 90

Resolvendo as equacdes U, (0) = 0 e Uys(@) = 0 obtemos estimadores 7j e ¢ nio viesados até
ordem O(n~2) paran e ¢, respectivamente. Em geral, a solu¢ao dessas equagoes sao obtidas
por métodos de otimizacao numérica. Os a’s sao dados nas Tabelas 4.1 e 4.2.

Um estimador 6 ¢ ndo viesado por mediana se a Py(f < 0) = Py(6 > 6) para todo 0, isto
¢, a mediana da distribuicao do estimador 6 é 0 qualquer que seja 6. Se a distribuicdo de 6

¢é continua, 6 é nao viesado por mediana se

para todo 6. Caso contrario, dizemos que 6 é viesado por mediana. Recentemente, com o
objetivo de reduzir o viés mediano do EMV em amostras finitas, Pagui et al. (2016) propu-
seram uma fungao escore modificada, Uy, (8), tal que Py, (Ug, (8) < 0) = 5 + O(n™'), isto

¢, uma funcgao escore nao viesada por mediana até a segunda ordem. Os componentes de
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Uy, (0) sao dados por

— Vs,
U@,«(e):UQT(O)_/VTSUQS(O)_VIT—F ’ ) T:]-)"'apa
67/27"
em que
1 p
Vip = _5 Z KJSt(/{r,st = Vrulu,st + Ry st — Vru/{s,t,u% (410)
s, t,u=1
p
Vor = Ry — Z’yrsﬁr,sa (411)
s=1
p p p
V3 = '%r,r,r - 3 Zﬁ)/rs/ir,r,s + 3 Z ’}/rsﬁ)/rt/ﬁr,s,t - Z ")/rsﬁYTtﬁYTu/is,t,U7 (412)
s=1 s,t=1 s, t,u=1
com Y, = Y b KKy e s, t,u,vew € {1...,pf\{r}. A solugdo simultanea 0y, ...,0,
das equagoes Uy, (0) =0, parar = 1,...,0, é tal que: (i) se Uy, (8) é uma fungdo monodtona

decrescente em 6, entdao Pp(6, < 6,) =1+ O(n™') e (ii) 6, 2, N(0,; k™), ver Pagui et al.
(2016). Segue de (i) que o estimador f, é ndo viesado por mediana até a segunda ordem
para 0,.

Para a classe de distribuigoes log-simétricas obtemos (ver detalhes técnicos na Secao 4.7)

— — V3
U, (8) = Uy(0), Us(0) = Uy(0) — 11y + 6;’2 , (4.13)
sendo
. 20(2’0 + Q31 . 1-— Q2 9 . 2(30&2’2 + Q33 — 1)
N0 ogame T R @E 0 T T m

Segue de (4.13) que 77 = 7). Portanto, na classe de distribui¢oes log-simétricas o EMV de 7
¢ nao viesado por mediana até ordem O(n~2). Os a’s sdo dados nas Tabelas 4.1 e 4.2.

Os estimadores corrigidos pelo viés de Cox e Snell (1968) dependem dos EMV e podem
apresentar algumas instabilidades como, por exemplo, nao pertencer ao espaco paramétrico.
Por outro lado, os estimadores obtidos pelos métodos de Firth (1993) e Pagui et al. (2016)
penalizam a funcao escore preventivamente e, por essa razao, nao dependem das estimativas

de méxima verossimilhanca dos parametros. No entanto, no geral, necessitam da solucao das
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equagoes UQT(G) =0 e Uy, (0) = 0 por meio de otimizacdo numérica e, em espacos paramé-
tricos com alta dimensao, essa tarefa pode apresentar um intensivo esfor¢co computacional;
ver Kosmidis (2014a).

Na secao seguinte, apresentamos estudos de simulacao de Monte Carlo para comparar os

estimadores obtidos pelos métodos descritos nessa secao.

4.4 Estudo de simulacao

Nessa secao apresentamos estudos de simulacao de Monte Carlo para avaliar o compor-
tamento do estimadores de maxima verossimilhanca e dos estimadores propostos na Secao
4.3 para a classe de distribui¢oes log-simétricas. As simulagoes foram realizadas utilizando
a linguagem de programagao Ox (Doornik 2013) que ¢é distribuida gratuitamente para fins
académicos e disponivel em http://www.doornik.com.

Consideramos diferentes tamanhos de amostras (n = 20,40 e 80) e fixamos o niimero de
réplicas Monte Carlo em 10000. Para cada tamanho de amostra, seja 1z a estimativa do

parametro ¢ obtida na R-ésima réplica. Calculamos:

10000

média = m Z wR (média),
dia(t)) —

vr = W (viés relativo),

V/EqIT = L%O vr -y
10000 £~

2
> (raiz do erro quadratico médio relativo),

(8
| 1000
ps = 10000 Z I (brn<i} (probabilidade de subestimagao),
R=1
10000

1 -
P = 10000 ; [{we (1,96 Varas () ) (probabilidade de cobertura),

para cada estimador de 17 e de ¢. Aqui, Varag (w) denota a variancia assintotica estimada de
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Y e os intervalos de confianca assintoticos tém coeficiente de confianca assintotico de 95%.
Como os vieses relativos dos estimadores 7 = 7, 7 e 7 ndo dependem de 7 e o vieses relativos
dos estimadores g/g, %, ¢ ¢ ¢ nao dependem de ¢, fixamos os valores n=2e¢=3em todos
os experimentos de simulagao. Os resultados sao apresentados nas Tabelas 4.3 e 4.4 para
a distribuigao log-t-Student (¥ = 3 e v = 5) e nas Tabelas 4.5 e 4.6 para a distribuigao
log-normal.

Como podemos observar nas Tabelas 4.3 e 4.5, o viés relativo (em modulo) e a raiz do
erro quadratico médio relativo dos estimadores 7 e 7j sdo menores do que o viés relativo (em
mo6dulo) e a raiz do erro quadratico médio relativo do estimador 7 em todos os tamanhos
amostrais considerados. Por outro lado, os estimadores 7] e 7j tendem a subestimar o verda-
deiro valor do parametro 1. Por exemplo, para n = 20 as probabilidades de subestimacgao de
1 e 7j sdo, respectivamente, 69, 3% e 66,4% para a distribui¢ao log-t-Student com v = 3 (Ta-
bela 4.3), 67,8% e 65, 7% para a distribuigao log-t-Student com v = 5 (Tabela 4.3), e 64, 8%
e 64,1% para a distribui¢ao log-normal (Tabela 4.5). J& o estimador 7 tem probabilidade
de subestimagao aproximadamente igual a 50%. Além disso, a probabilidade de cobertura
dos intervalos que usam o estimador 7] € mais proxima do verdadeiro coeficiente de confianca
considerado quando comparada com as probabilidades de cobertura dos intervalos que em-
pregam os estimadores 7] e 7, em todos os tamanhos amostrais. Por exemplo, para n = 40 as
probabilidades de cobertura correspondentes a 7, 7] e 7} s@o, respectivamente, 90.1%, 87, 3%
e 87,6% para a distribuigao log-t-student com v = 3 (Tabela 4.3), 90,4%, 88,1% e 88,2%
para a distribuigao log-t-student com v = 5 (Tabela 4.3), e 91,2%, 89,1% e 89,1% para a
distribuigao log-normal (Tabela 4.5).

Quando comparamos o viés relativo, a raiz do erro quadratico médio relativo e a pro-
babilidade de cobertura correspondentes aos estimadores éﬁ\, 5, é e ¢ notamos que essas
quantidades néo diferem muito. No entanto, o estimador ¢ apresentou, no geral, probabi-
lidade de subestimacao bem proxima de 50%. Por exemplo, para n = 20 a probabilidade
de subestimacio de ¢, ¢, ¢ e ¢ sio, respectivamente, 57, 4%, 54,0%, 53,1% e 50, 3% para
a distribuicao log-t-Student com v = 3 (Tabela 4.4), 56,9%, 52,6%, 51,5% e 49,5% para a
distribuigao log-t-Student com v = 5 (Tabela 4.4), e 61,0%, 52,0%, 50,5% e 50,2% para a

distribui¢ao log-normal (Tabela 4.6).
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Tabela 4.3: Média das 10000 estimativas (média), viés relativo (vr), raiz do erro quadrdtico médio
relativo (\/eqmr ), probabilidade de subestimagao (ps) e probabilidade de cobertura (pc); modelo log-
t-Student - estimacao do pardmetro de escala.

v=3 v=2>5
n  Estimador média vr eqmr ps (%) pc (%) | média vr eqmr ps (%) pc (%)
=n 2.9 0.4 1.6 50,4  86.8| 27 04 1.3 50,6 87,2
20 7 1,7 -0,1 0,9 69, 3 83,4 1,9 -0,1 0,9 67,8 83,6
b 2.0 0,0 1,1 66,4 85| 20 0,0 0,9 657 84,2
T=7 2.4 0.2 08 498 90,1 2,3 0,2 0,7 50,0 90,4
0 7 2.0 0.0 0.7 621 83| 2.0 0,0 0.6 61,2 881
i 2.0 0,0 0,7 6,2 87.6| 20 0,0 0,6 60,7 882
=7 2.2 0,1 0,5 50,2 923 22 0.1 0,5 49,9 92,5
80 7 2.0 0,0 0,5 535 90.3| 2,0 0,0 0,4 530 90,9
i 2.0 0,0 0,5 533 90,4| 2,0 0,0 0,4 577 90,9

Tabela 4.4: Média das 10000 estimativas (media), viés relativo (vr), raiz do erro quadrdtico médio
relativo (\/eqmr ), probabilidade de subestimagao (ps) e probabilidade de cobertura (pc); modelo log-
t-Student - estimac¢ao do pardmetro de forma.

v=3 v=>5
n  Estimador média vr /eqmr ps (%) pc (%) | média vr Jfeqmr ps (%) pc (%)
? 2.9 0.0 0,2 574 93| 2.9 0,0 0,2 569 9.5
0 9 3,0 0,0 0,2 540 920| 3,0 0,0 0,2 52,6 92,4
b 3.0 0,0 0,2 531 91,9 3,0 0,0 0,2 51,5 92,3
P 3.1 0,0 0,2 50,3 92,6 3,1 0,0 0,2 495 92,9
) 30 0,0 0.2 556  93.2| 3,0 00 0.1 54,8 934
o @ 3.0 0,0 0,2 53,2  935| 3,0 0,0 0,1 51,7 94,0
¢ 3,0 0,0 0,2 52,9 936| 3,0 0,0 0,1 51,5 93,9
5 3,0 0,0 0,2 50,5 939| 3,0 0,0 0,1 49,9 94,1
¢ 3,0 0,0 0,1 540 942| 3.0 0,0 0,1 54,2 942
w0 9 3,0 0,0 0,1 523 945| 3,0 0,0 0,1 51,9 944
P 3.0 0,0 0,1 522 944| 3.0 0,0 0,1 51,8 94,4
P 3.0 0,0 0,1 50,4 946 3,0 0,0 0,1 50,4 94,6

Tabela 4.5: Média das 10000 estimativas (média), viés relativo (vr), raiz do erro quadrdtico médio
relativo (\/eqmr ), probabilidade de subestimagao (ps) e probabilidade de cobertura (pc): model log-
normal - estimacao do pardmetro de escala.

n  Estimador meédia vr /eqmr ps (%) pc (%)
. 2.5 0.3 1.0 501 88,8
20 n 2,0 0,0 0,8 64,8 86,0
7 2,0 0,0 0,8 64,1 86, 1
=7 2.2 0,1 06 50,1 91,2
40 7 2,0 0,0 0,5 29,3 89,1
i 20 0,0 0,5 59,2 89,1
=7 2.1 0,1 04 498 93,0
80 77 2.0 0,0 04 563 91,7
7 2,0 0,0 0,4 26,2 91,7
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Tabela 4.6: Média das 10000 estimativas (média), viés relativo (vr), raiz do erro quadrdtico médio
relativo (\/eqmr ), probabilidade de subestimacao (ps) e probabilidade de cobertura (pc): model log-

normal - estimagdo do pardametro de forma.

n  Estimador meédia vr /eqmr ps (%) pc (%)
& 2,9 0,0 0,2 61,0 89,8
90 o 3,0 0,0 0,2 52,0 91,7
b 3,0 0,0 0,2 50,5 91,7
o 3,0 0,0 0,2 50,2 91,9
b 3,0 0,0 0,1 57,2 92,4
0 ¢ 3,0 0,0 0,1 50,6 93,6
& 3,0 0,0 0,1 50,2 93,6
) 3,0 0,0 0,1 49,6 93,7
o 3,0 0,0 0,1 559 93,7
80 ¢ 3,0 0,0 0,1 51,2 94,2
é 3,0 0,0 0,1 51,1 94,2
) 3,0 0,0 0,1 50,6 94,2

Nas Figuras 4.1 e 4.2, apresentamos as func¢oes de densidades estimadas e assintoticas
dos estimadores 1) = 7, 7 e 7} para as distribui¢des log-normal e log-t-Student (com v = 3 e
n = 40). Como podemos notar, estas distribuigoes nao se aproximam da distribui¢ao assin-
totica N(n, ™). No entanto, quando aumentamos o tamanho da amostra, a distribui¢ao
destes estimadores se aproximam da distribuicao assintética. Além disso, como mencionado
anteriormente, os estimadores 77 e 7j sao viesados por mediana, enquanto que o estimador
1 = 7 apresenta probabilidade de subestimacao proxima de 50%; ver Figuras 4.1 e 4.2. Por
outro lado, as distribuigoes estimadas dos estimadores do parametro ¢ sao bem proximas
da distribuigdo assintotica N (¢, k?) para n = 40. Além disso, a probabilidade de subesti-

macao do estimador ¢ é proxima de 50%, como podemos perceber nas Figuras 4.3 (modelo

log-normal) e 4.4 (modelo log-t-Student com v = 3).

frequéncia
L

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

dist. assintética
—— verd. valor de n

equéncia

fre

00 01 02 03 04 05 06

dist. assintética

—— verd. valor de n

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6

— dist. assintética
—— verd. valor de n

Figura 4.1: Fungao de densidade estimada para os estimadores de n (n = 40); modelo log-normal.
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Figura 4.2: Funcgao de densidade estimada para os estimadores de n (n = 40); modelo log-t-

Student.
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Figura 4.3: Funcao de densidade estimada para os estimadores de ¢ (n = 40); modelo log-normal.
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Figura 4.4: Funcdo de densidade estimada para os estimadores de ¢ (n = 40); modelo log-t-
Student.

Em resumo, de acordo com os resultados das simulacoes apresentados nessa secao, os
estimadores 7] e 7j sao eficazes para reduzir o viés de n porém apresentam uma alta proba-
bilidade de subestimacdo e uma baixa probabilidade de cobertura. O estimador 7 = 1) é
viesado, principalmente em amostras de tamanho pequeno, mas apresenta probabilidade de
subestimacao em torno de 50% e probabilidade de cobertura mais proxima do coeficiente de
cobertura considerado. Ja os estimadores (E, qNb, gb e ¢ apresentam pouco viés e as probabili-
dades de cobertura nio diferem muito, porém a probabilidade de subestimacédo de ¢ é mais
proxima de 50%. Quando aumentamos o tamanho da amostra, o viés relativo e a raiz do

erro quadratico médio relativo diminuem e as probabilidades de cobertura e subestimacao

se aproximam de 95% e 50%, respectivamente.

4.5 Aplicacao

Nessa secao apresentamos uma aplicagao a um conjuntos de dados reais para ilustrar os

resultados obtidos nesse capitulo. Para isso consideramos os dados presentes em Mol et al.
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(2012) sobre a concentragao do metal cadmio (t), medida em mg/kg, em 34 peixes da espécie
atum albacore (Thunnus alalunga) capturados no Mar Mediterraneo em 2009. Ajustamos

as distribuicoes log-normal e log-t-Student com v 3,5 e 8 O critério AIC corrigido

(Burnham e Anderson, 2004) para os modelos ajustados foram: —103, 8 (modelo log-normal),
—101,2 (modelo log-t3) e —102,4 (modelo log-t5), —103,0 (modelo log-tg). Com base no
AIC corrigido selecionamos o modelo log-normal. Nas Tabelas 4.7 e 4.8 apresentamos as
estimativas pontuais (erros-padrao assintoticos em parénteses) e o intervalo de confianga

assintotico (ICA) de 95% de confianga para os parametros 7 e ¢, respectivamente.

Tabela 4.7: Estimativas pontuais e intervalares para o pardmetro n

Estimador  estimativa ICA (95%)

=n 0,058(0,000) (0, 042; 0, 075)
5 0,057(0,009)  (0,041;0,074)
i 0,057(0,009)  (0,041;0,074)

Tabela 4.8: Estimativas pontuais e intervalares para o pardmetro ¢

Estimador  estimativa ICA (95%)

) 0,848(0,103)  (0,648;1,051)
s 0,867(0,105) (0, 666; 1,070)
é 0,868(0,105)  (0,667;1,071)
@ 0,870(0,105) (0, 669;1,073)

Na Figura 4.5 apresentamos a funcao densidade e a fungao de distribui¢gao acumulada
estimadas a partir das estimativas das Tabelas 4.7 e 4.8. Essa figura evidencia que a distri-

bui¢ao log-normal descreve os dados de forma satisfatoria.

()

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

(a) funcdo densidade (b) fungao de distribuigdo acumulada

Figura 4.5: Grdficos da funcao densidade (a) e da fungao de distribuicao acumulada (b) estimados.
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4.6 Consideracoes finais

Nesse capitulo, com base nas expressoes gerais de Cox e Snell (1968), derivamos expres-
soes analiticas para os vieses de ordem O(n~!) dos estimadores de maxima verossimilhanga
e propomos estimadores corrigidos pelo viés na classe de distribuigoes log-simétricas. Além
disso, obtivemos os vetores escore modificados pelo métodos de Firth (1993) e Pagui et al.
(2016) para corrigir de forma preventiva os EMV com a finalidade de reduzir o viés e o
viés mediano dos estimadores. Para a classe de distribui¢oes consideradas mostramos que
o estimador modificado de Pagui et al. (2016) para o parametro 7 é igual ao estimador de
maxima verossimilhanga. Também comparamos via simulagao Monte Carlo os estimadores
de méxima verossimilhanga e os estimadores modificados. Uma aplicacao a dados reais foi
considerada para ilustrar os resultados obtidos nesse capitulo.

Nosso estudo de simulacgao indica que, em amostra pequenas e moderadas, os estimadores
modificados reduzem o viés das estimativas exceto o estimador 77 que é igual ao estimador
de méxima verossimilhancga de 1. Porém, as probabilidades de subestimacao e de cobertura
correspondentes aos estimadores 7 e 1) se distanciam dos verdadeiros valores considerados.
Os estimadores gg, ¢ e ¢ apresentaram probabilidades de cobertura e probabilidades de
subestimacao proximas de 95% e 50%, respectivamente, sendo o estimador de maxima ve-

rossimilhanca de ¢ o que apresentou a maior probabilidade de subestimacao e a menor

probabilidade de cobertura.

4.7 Detalhes técnicos

Neste apéndice obtemos as quantidades apresentadas nas expressoes (4.6), (4.9) e (4.13).

Para a classe de distribuigoes log-simétricas é possivel mostrar que

Qo m _ 2020 _ 3Bagp
Ry = ¢2n2’ Fm = n3¢2’ R = n3¢2’
(1 — 042’2> (¢) 2(1 — 05272) (60&2,2 + Oé3,3 — 4)
Kegp = _77 Koy = Tv Kepp = — ¢3 ) (4-14)
(200 + 31) é ¢ )
Kom = = s Fe = Ry = K = g = Fagg = 0.
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Para obtermos o viés de n e o viés de ¢ dados na expressao (4.6), basta substituir os

cumulantes apresentados em (4.14) nas expressoes (4.4) e (4.5). Dessa forma obtemos

A —2a90  3agp
mo = (5) (5 +2)
<Z54774 ? —Q2p
() (G2)
¢*n

2@270 ’

B-(6) = (( o8 ))2 (2(1 —r06272) . (602.2 +oma — 4))

¢ 1— Qg9 773 773
" ( ¢’ ) (—6152772) <(2@2,0 +OZ3,1))
(1—g2) Q20 2n2¢?
29 d(600 2 + a3 —4) (2000 + a31)
(ago — 1) 2(ag 0 — 1)? 2nago(aeg — 1)
_ ¢ <6042,2 +az3—4 S 2> .
2(0(2,2 - 1) Q22 — 1 Q2.0

Para obtermos o vetor escore modificado proposto por Firth (1993) para classe de dis-
tribuicoes log-simétricas, basta substituir as quantidades k,,,, = —k,, e B;(0) na expressao
Ay (0) = —KyyB7(0) e Ky = —kgg € Bj(0) na expressao Ay(0) = —ry,B5(0). Como isso

obtemos

1 1 60&22"’0&33—4 a3 q )
A, (0)=——, Ay(0) = — ’ ’ +—=—-2].
(6)= =g Asll) = g (ST o
O resultado segue de (4.8).

Por fim, derivamos o vetor escore modificado por mediana proposto por Pagui et al.

(2016) para a classe de distribui¢oes log-simétricas. Inicialmente, como 7,, = 0 temos

T,(0) = U, (6) — viy, + -2 (4.15)

61/2»,]

Substituindo os cumulantes apresentados em (4.14) nas expressoes (4.10), (4.11) e (4.12)

— 1,00 — _ .
obtemos vi, = —56%°(Knee + Fnge), Von = Kny € Vay = Kypy. Portanto, para determinar o
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4.7. Detalhes técnicos

vetor escore modificado dado em (4.15) basta obtermos as quantidades vy, 15, € v3,. Segue

das identidades de Bartlett e dos cumulantes dados em (4.14) que vy, = —3k%Kyps = 0,
Von = Ky = —Kyny = —Q20/0*N? € U3y = Kpyn = 2Kpgm — 3/-@7(777) = 0. Assim, U, (0) = U,(6).
Analogamente,

_ v
Us(0) = Us(0) — vig + —2,
61/2¢
sendo vy, = _%“nn’%nn = (2090 + 31) /20000, Vo, = —Kgp = (1 — (99)/P% e Vsy = Kgpb =

k490 — Sk = —2(3an + azz — 1)/¢%.
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Capitulo 5

Consideracoes finais e pesquisas futuras

Nesta tese, derivamos uma expressao matricial para o fator de corregao tipo-Bartlett para
a estatistica gradiente na classe dos modelos de regressao lineares simétricos e verificamos
que este resultado é valido para a classe dos modelos de regressao lineares log-simétricos.
Além disso, derivamos um fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente na
classe do modelos de dispersao. Este fator de correcao melhora a aproximacao da distri-
buicao da estatistica de teste pela distribuicao x? de referéncia. Por meio de estudos de
simulagao Monte Carlo, comparamos a probabilidade de erro tipo I e o poder do teste gra-
diente corrigido com as probabilidades de erro tipo I e os poderes de outros testes propostos
na literatura e de testes bootstrap. Verificamos que os testes corrigidos analiticamente e via
bootstrap, incluindo o teste gradiente proposto nesta tese, apresentaram taxas de rejeicao
da hipo6tese nula mais proxima do verdadeiro nivel nominal considerado sem perda de poder.

Por fim, propomos estimadores corrigidos pelo viés de Cox e Snell (1968) e pelo método
de Firth (1993) com o intuito de reduzir os vieses dos estimadores dos parametros da classe
de distribuicoes log-simétricas. Além disso, nesta mesma classe de distribui¢oes, obtivemos
estimadores com vies mediano reduzido utilizando o método proposto por Pagui et al. (2016).

Varios trabalhos de pesquisa podem ser desenvolvidos a partir dos resultados desta tese,

por exemplo:

e Obter um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente em modelos de

regressao nao-lineares simétricos.

e Derivar um fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente em modelos de
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dispersao nao-lineares.

e Investigar o viés mediano em outras classes de distribuicoes.

e Desenvolver pacotes no software R para os resultados obtidos nesta tese.

Esperamos ter contribuido com a pesquisa na area de teoria assintotica de alta ordem e

que varios trabalhos futuros venham a ser desenvolvidos a partir dos resultados desta tese.
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