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Resumo

Na teoria do risco coletivo, o estudo de processos de risco é fundamental para garantir a solvén-
cia financeira de uma firma ao longo do tempo e um dos principais interesses é a determinacao
da probabilidade de o processo entrar em ruina. A literatura vem buscando desenvolver solucdes
analiticas para a probabilidade de ruina adotando premissas especificas, tais como suposi¢des de
distribui¢des de probabilidades para o fluxo de sinistros, prémios ndo adaptativos e avaliacao do
processo de risco em tempo continuo. O objetivo deste trabalho € a estimacdo da probabilidade
de ruina de processos de risco em tempo discreto, incorporando dois refinamentos: um tratamento
estocdstico e adaptativo ao fluxo de prémios e a dissociagdo entre os valores financeiros e de quan-
tidades de cada termo (prémios e sinistros) do modelo cldssico. Além do desenvolvimento tedrico
utilizando o modelo VAR(p), foi proposto um algoritmo de simula¢do computacional, a partir de
observacdes historicas e da estrutura de dependéncia entre as varidveis, que revela quase certa-
mente o verdadeiro valor da probabilidade de ruina. Para avaliar a assertividade da metodologia,
foram realizadas simulagdes com distribuicdes paramétricas conhecidas, validando a capacidade
do método proposto na deteccio das solucdes particulares. Na sequéncia, a metodologia foi avali-
ada em um experimento computacional controlado com dados simulados de um processo de risco
cuja estrutura de dependéncia entre os termos foi previamente fixada, de modo a compreender de
que maneira variagdes controladas nos parametros de dependéncia afetam a relacio entre a pro-
babilidade de ruina e o capital inicial. Finalmente, a metodologia foi aplicada em dados reais de
uma carteira de seguros privados de automoveis, possibilitando identificar um capital minimo de
solvéncia, de acordo com os riscos assumidos no seu ciclo de subscri¢ao. Como resultado, pode-se
verificar que uma estrutura de dependéncia multivariada afetam as estimativas na probabilidade de

ruina, possibilitando uma redugdo superior a 50% do capital de solvéncia.

Palavras-chave: processos de risco, probabilidade de ruina, séries temporais multivariadas, mar-

tingais, capital de solvéncia.
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Abstract

In collective risk theory, the study of risk processes plays a key role in assessing how a firm’s fi-
nancial assets evolve over time and one of the primary issues is to determine the probability of the
process get into ruin. The literature has been developing analytical solutions to the probability of
ruin by adopting specific assumptions, such as specific probability distributions for the claim’s cash
flow, non-adaptive premiums and evaluation of the risk process in continuous time. The objective
of this work is the estimation of the probability of ruin of risk processes incorporating two refine-
ments: a stochastic and adaptive treatment to the premiums’ flow and the dissociation between the
financial values and amounts of each term (premiums and claims) of the classic model. In addition
to the theoretical development using the VAR(p) model, in order to make possible the refinement
of the model, a computational simulation algorithm was proposed, based on historical observations
and the dependence structure among the variables, which almost certainly reveals the true value of
the probability of ruin. To evaluate the assertiveness of the methodology, simulations were perfor-
med with known parametric distributions, validating the capacity of the proposed method in the
detection of particular solutions. Afterwards, the methodology was evaluated in a controlled com-
putational experiment with simulated data of a risk process which dependency structure between
the terms was previously fixed, in order to understand how controlled variations in the dependence
parameters affect the relationship between the probability of ruin and solvency capital. Finally,
the methodology was applied in real data of a private automobiles’ insurance portfolio, in order
to identify a minimum solvency capital, according to the risks assumed in its subscription cycle.
Results show that multivariate dependence structures affects the estimates in the probability of

ruin, allowing a reduction of more than 50 % of the solvency capital.

Keywords: risk processes, probability of ruin, multivariate time series, martingales, solvency ca-

pital.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das atividades em que se € mais interessante projetar os cendrios futuros € na drea de se-
guros por tratar-se de um mecanismo que visa garantir o ressarcimento do valor financeiro de um
ativo sujeito a eventos adversos aleatdrios. Assim, a incerteza sobre a ocorréncia de eventos inde-
sejados faz com que individuos se disponham a investir em um fundo de reservas para se proteger
financeiramente de eventos aleatorios danosos a seus respectivos patrimonios. Desta maneira, tem-
se um processo de natureza intertemporal, em que cada individuo despende uma pequena quantia
financeira certa no presente (denominado prémio) para, eventualmente, ser ressarcido por eventos
fortuitos, no futuro (denominado sinistro).

Esse fundo de reserva comum a coletividade de individuos € gerenciado por um agente (segu-
rador) que deve garantir que o montante acumulado com a arrecadagdo de prémios seja suficiente
para pagar as despesas com sinistros no futuro, caso necessario. Neste contexto, € essencial o uso
de medidas de probabilidade que possibilitem mensurar a adequacao desse fluxo financeiro. A ra-
z30 pela qual os gestores necessitam desta mensuracio € que, além de influenciar a rentabilidade
da empresa, ela também estd relacionada a probabilidade de a organizacdo entrar em processo de
faléncia (denominada ruina), tendo consequéncias bastante severas: seja a descontinuidade do ne-
gdcio e prejuizos aos capitalistas, seja ao falhar em prover protecao financeira entre mutudrios que
seriam beneficiados por aqueles recursos.

Para a avaliacdo da situagc@o de ruina em processos de risco, o0 modelo considerado clédssico
pela literatura é o de Cramér-Lundberg (Lundberg [1903] e Cramér [1930]), em que o patrimdnio
(ou reservas) € considerado um processo estocastico que cresce com a receita de prémios e diminui
com o pagamento das indenizac¢des de sinistros a cada instante de tempo. Entretanto, ainda que
diversos refinamentos tenham sido feitos neste modelo, a grande maioria tanto das abordagens
tradicionais (Asmussen [1985], Dufresne e Gerber [1989]) como dos tratamentos mais recentes
(Baumgartner e Gatto [2010], Wat [2012]) consideram ainda apenas as parcelas de sinistros como
varidveis aleatdrias. Na pratica, porém, é importante observar que o desenvolvimento das receitas
de prémios ndo sdo necessariamente estaveis no decorrer da historia e sdo adaptativos a outras
variaveis.

A relagdo entre as séries de prémios e sinistros pode ser observada de algumas maneiras dis-
tintas. Uma possivel estrutura de dependéncia pode ser verificada entre os valores passados inde-
nizados e os prémios futuros a serem vertidos pelos segurados. E bastante intuitivo pensar que a
cada final de periodo haja uma reavaliacdo de experiéncias incorridas no passado e, caso seja veri-
ficada uma piora expressiva nos sinistros pagos (seja pelos valores individuais ou pela frequéncia
de pagamentos), pode mostrar-se necessdria a alteracdo de valores individuais de contribui¢do na
forma de prémios ou no tamanho da carteira. Por outro lado, se a despesa com sinistros diminuir,



€ possivel que os prémios sejam reduzidos. De qualquer maneira, esses movimentos conjuntos,
ainda que temporalmente defasados, podem reduzir a necessidade de aportes de recursos futuros,
diminuindo também a necessidade de constitui¢do adicional de reservas de capital para manter um
mesmo nivel de probabilidade de ruina.

Assim, compreende-se que pode haver uma cadeia sistémica de interdependéncia temporal
entre os termos do modelo de risco coletivo que ndo deve ser desprezada. Suposicdes fortes como
a independéncia, que geralmente € adotada nos modelos tedricos, precisam ser relaxadas e é um
dos objetivos deste trabalho.

Ainda sdo escassos os trabalhos que incorporaram alguma estrutura de dependéncia entre pré-
mios e sinistros. Se por um lado, autores como Vidmar [2016] ainda estdo desenvolvendo a teoria
matematica em tempo continuo, na praitica o que se verifica € a evolu¢do do processo de risco
em tempo discreto. Neste contexto, a modelagem de séries temporais multivariadas mostra-se
adequada como método de investigacdo e autores como Chan e Yang [2006] iniciaram a sua utili-
zacdo. Todavia, nenhum desses trabalhos avaliaram diretamente a maneira com que variagdes na
estrutura de dependéncia podem estar relacionadas a mudangas nas estimativas da probabilidade
de ruina.

E € esta a lacuna que se pretende explorar. O objetivo central deste trabalho € a estimacdo da
probabilidade de ruina de processos de risco incorporando dois refinamentos no modelo cléssico:
(i) um tratamento estocdstico em tempo discreto, utilizando uma forma bilinear entre os valores
financeiros e de quantidades de cada termo (prémios e sinistros), e; (ii) considerando todos os
componentes do fluxo de prémios adaptativos a dindmica do fluxo de sinistros, inserindo uma
estrutura de dependéncia intertemporal entre as séries temporais.

Diante do exposto, o trabalho visa fornecer as seguintes contribui¢des, tanto do ponto de vista
estatistico quanto da pratica atuarial. Primeiro, ao incluir o tratamento dos prémios como varidveis
aleatdrias e tratar todas as componentes como dependentes, espera-se relaxar o uso de algumas
premissas irreais, tornando o processo de risco mais proximo da realidade e, como consequen-
cia, a estimacdo da situacdo de ruina mais assertiva. Para a drea atuarial, melhorias no processo
de estimacdo sdo extremamente relevantes, pois serd este valor que determinara todas as demais
quantidades de interesse de um modelo atuarial de risco coletivo. Especialmente no caso de subes-
timacgdo da verdadeira (e desconhecida) probabilidade de ruina, as alocagdes de capital - seja na
tarifacdo de prémios ou dimensionamento de provisoes e reservas técnicas - poderdo estar também
subdimensionadas, e, como consequéncia, comprometer a continuidade futura do negdcio.

Segundo, para viabilizar o refinamento do modelo, foi proposto um algoritmo de simulagdo
computacional baseado em técnicas multivariadas de séries temporais, a partir de observacdes his-
toricas e da estrutura de dependéncia entre as varidveis. A partir disso, foram realizadas simulagdes
com distribui¢des paramétricas conhecidas, e seus resultados foram comparados com aqueles clés-
sicos da literatura com a finalidade de verificar se 0 método proposto é capaz de cobrir os casos
particulares ja detectados em estudos anteriores. Na sequéncia, a metodologia foi aplicada em da-
dos simulados com estrutura de dependéncia entre os termos do modelo fixada a priori, de modo
a compreender como variagdes nos parametros de dependéncia afetam a probabilidade de ruina.
Terceiro, mais do que usar simulagdes, a metodologia foi aplicada em dados reais de uma carteira
de seguros privados de automoveis, possibilitando identificar um capital minimo de solvéncia, de
acordo com os riscos assumidos no seu ciclo de subscrigao.

Finalmente, em vez de procurar solugdes gerais e analiticas para a probabilidade de ruina
(que, por vezes, estdo sujeitas a varias suposi¢des irreais), este trabalho pretende contribuir com
um algoritmo que incorpora uma estrutura de dependéncia temporal entre os fluxos de prémios
e sinistros (tanto em quantidades como em valores monetarios e suas inter-relacdes), e que pode



ser uma alternativa de andlise para resolver diversos problemas praticos, como aprecamento de
apolices de seguros e atendimento de demandas regulatérias relevantes como a determinagdo de
dimensionamento de reservas técnicas.

Para além dessa introdugdo, o trabalho estd dividido em mais quatro capitulos. No Capitulo 2
seguinte € feita uma breve revisao da literatura sobre o tema e sdo apresentadas as defini¢Oes gerais
dos processos de risco. No Capitulo seguinte é apresentada a proposta de abordagem por meio de
técnicas de séries multivariadas para a realizacao dos procedimentos de estimacao da probabilidade
de ruina. Na sequéncia, no Capitulo 4 o algoritmo € avaliado em contextos simulados e também
em uma aplica¢do a dados reais. Por fim, no ultimo Capitulo, sdo discutidas as conclusdes obtidas
neste trabalho sobre as abordagens utilizadas e sugestdes de pesquisas futuras.



Capitulo 2

Conceitos Basicos e Revisao da Literatura

Neste capitulo sdo apresentados os principais conceitos e defini¢des a serem utilizados no de-
correr do trabalho, dando particular énfase a Teoria do Risco Coletivo. Também ¢ feita uma breve
revisdo da literatura sobre as abordagens de estimacao de ruina em processos de risco. Em seguida,
sdo apresentados argumentos técnicos para evidenciar o fato de que a estrutura de dependéncia é
intrinseca a dindmica do processo de subscri¢do de seguros e tal estrutura ndo pode ser ignorada
pelos modelos tedricos. Por fim, é apresentada a evolucdo da literatura que incorporou essa es-
trutura de dependéncia por meio de modelos de séries temporais, que serd a ferramenta basica do
método proposto neste trabalho.

2.1 A probabilidade de ruina como parametro dimensionador
de quantidades de interesses em seguros

No contexto da teoria da ruina, o processo estocastico do desenvolvimento das reservas de
uma organizacdo € fundamental para conhecer o fluxo financeiro de uma empresa ao longo do
tempo. Adicionando as receitas financeiras do periodo corrente ao montante anterior acumulado
e reduzindo as obrigagdes correntes do mesmo periodo, o processo deve fornecer a quantidade
de capital disponivel a cada ponto no tempo. A cada periodo, o fluxo deve ser avaliado de tal
maneira que o nivel de recursos ndo seja inferior a zero, pois, em caso contrario, a empresa nao
tem condicdes de arcar com as suas obrigagdes e tem-se uma situagdo de faléncia.

Deste modo, ¢ importante avaliar o primeiro momento em que essa situagdo possa ocorrer
para que a organizacao possa se precaver financeiramente ex-ante de modo que se evite a faléncia.
Essa situacdo de ruina (ou o instante em que ela ocorre) € uma funcdo direta da alocacao inicial
de capital e da receita de prémios, assim como € negativamente afetada pelo processo estocastico
das despesas com o pagamento de indeniza¢do de sinistros. Geralmente, tanto as ocorréncias de
sinistros, quanto os valores que eles assumem estdo absolutamente fora de controle do segurador.
Todavia, cabe aos gestores de risco monitorarem estas ocorréncias no passado de forma a projetar
as expectativas de como esses sinistros agregados podem se desenvolver para o futuro.

A anélise dos sinistros agregados é relevante porque € a partir deles que, dado um nivel pre-
definido de risco aceitdvel de faléncia a incorrer, a seguradora poderd estipular o montante de
duas variaveis que ela precisa gerenciar para garantir sua sustentabilidade financeira: a reserva de
capital (patrimonio liquido) e o aprecamento da apdlice de seguro (receita de prémios).

Para operacionalizar a modelagem do processo de sinistro agregado (S, ), pode-se utilizar uma
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estrutura matemadtica sob as suposicdes de que o tamanho do portfélio (quantidade de segurados)
¢ suficientemente grande (n — o), além de as ocorréncias dos sinistros serem independentes entre
si. Com isso, a distribuic@o dos sinistros (perdas) agregados € dada por:

SAg =X +X+...+X, NN(E[SAg],VaF[SAg]), 2.1

em que n é o tamanho do portfélio e X;,Vi = 1,...,n, € o montante individual de sinistro, com
P[Xi > O] =p.

Esta aproximagao € particularmente titil quando ndo se conhece a distribuigdo de S5, ou quando
a sua obtencdo € analiticamente complicada.

Uma particular ateng¢do deve ser dada: os requisitos do Teorema do Limite Central expostos
acima - grande quantidade de elementos segurados e independéncia entre as ocorréncias e os va-
lores gerados a partir dos sinistros - ndo sdo suficientes. Nao sé o portfélio precisa ser grande,
mas também € preciso ter massa critica de sinistros também suficientemente grande. Ademais, é
necessdrio que haja independéncia entre os valores de sinistros (X; 1L X;, X;i1d.,i,j=1,...,n¢
L7 J)-

A partir disso, a expectativa de sinistro agregado [E[S4,] deve refletir a expectativa de indeni-
zacdo individual do segurado por parte da seguradora, e, portanto, € a base tarifaria da operacao a
qual da-se o nome de prémio estatistico (PE). Contudo, este valor sozinho pode nio capturar ade-
quadamente as variagdes nas despesas da seguradora com sinistros, de maneira que € necessario
agregar uma varidvel adicional que incorpore possiveis desvios adversos em relacdo a média das
frequéncias e severidades. A esta medida (coeficiente 0) da-se o nome de margem de oscilagcdo
de risco que é um carregamento de seguranca cuja fungao principal € evitar que o patrimonio seja
consumido por variacdes anormais de sinistros.

Para o coeficiente 8 possa ser dimensionado, considere U o capital social da entidade. Natu-
ralmente, se U < 0 a firma € decretada falida (ou em estado de ruina). Portanto, € desejdvel que,
ao menos até o proximo periodo de operagdes, ela tenha capital suficiente para arcar com suas
obrigacdes.

Ou seja, na andlise para um periodo de tempo, define-se a seguinte relacao:

U :U()—I—PP—SAg, 2.2)

em que Uy seja o capital inicial (ou reservas livres, tipicamente nao negativas) da empresa; PE =
[E[S4,], sendo Sy, as indenizagdes agregadas incorridas pela entidade (pagamento de sinistros);
PP = PE(1+ 6), representando as receitas de prémios, ou provisdes técnicas.

E preciso avaliar e garantir que a probabilidade de rufna (y), a partir da distribui¢éo do sinistro
agregado seja minima, ou seja:

Fs, [U) = Fs, [Up+PP—Sp] > 1—y=>
—P[Uy+PP—Sp, <0] < y=
— P [Up+ (PE(1+0))—Sae <0] < y=
—> P [Up+ (E[Sag](14+0)) —Sag <0] < w.
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Do Teorema do Limite Central (garantidas as premissas) decorre que a varidvel aleatoria:

SAg - E[SAg]

Z = —v N(O, 1)-
Var[Sa,]
Assim:
P Uo+ (E[Sagl(1+8)) — Sag —E[Sag] —E[Saq] < y—
Var[Sa,] Var(Sag] ]
Sag—ElSag) _ Uo+6E[Sag] | _ v
Var[Su,] Var[Sagl | '

Lembrando que se Z ~ N(0, 1), ento:

IP[Z 2 ZW] S W7
€ portanto:
P Uy + G]E[SAg]
Var[Sae] | — ’
e, deste modo, sdo equivalentes:
B Uy + QE[SAg]

(2.3)

Z P
Yo VarlSag]

em que zy € o minimo quantil de ordem y a direita.

Da Equacdo (2.3), extraem-se duas importantes determinacoes:

1. O montante de capital a ser alocado no instante inicial:

Uy = 2y / Var[SAg] - Q]E[SAg]a

se O for conhecido, ¢;

2. O carregamento (margem) de oscilacao de risco (de seguranga):

0 — ZW\/Var[SAg] —Uy

E[SAg] 7

se Uy for conhecido.

Desta maneira, € a partir do nivel maximo de exposi¢@o a ruina (y) que se deseja incorrer, que
sao determinadas duas quantidades fundamentais para o negdcio segurador: tanto o montante U
a ser alocado na forma de reserva de capital inicial a cada periodo, como a taxa de carregamento
0 sobre os prémios, levando em consideracdo as expectativas pontuais e as incertezas associadas
a materializacdo dos sinistros.

O modelo definido até aqui reflete a andlise do processo de ruina de um periodo para outro (one-
step). Entretanto, em termos gerenciais, é relevante que esta andlise seja ampliada para multiplos
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periodos sequenciais. Para tanto, o modelo mais utilizado € o processo de Cramér-Lundberg, que
serd discutido na proxima secao.

2.2 O processo de Cramér-Lundberg

O processo de risco cldssico de Cramér-Lundberg ¢ um modelo estocéstico que mede as vari-
acoes do patrimdnio de uma entidade seguradora ao longo do tempo. Trata-se, portanto, de uma
extensao temporal do modelo apresentado na sec¢do anterior e sua equacao ¢ dada por:

Uz = Ut—l ‘f'Pt - St7 (2-4)

para todor > 0 e de tal forma que U seja o capital inicial (ndo negativo) da empresa, F; representem
os prémios (agregados) arrecadados no instante ¢ e, finalmente, S; sejam os sinistros (agregados)
incorridos no instante ¢.

Quando se considera o processo de indenizagdes agregadas S; como um processo de Poisson
Composto homogéneo no tempo e também para algumas distribuicdes correlatas a Poisson e a
Exponencial, o modelo possui varios resultados tedricos importantes (para uma revisao dos desen-
volvimentos tedricos a respeito de parametros relevantes, ver Asmussen [2000]). No entanto, aqui
serdo apresentados apenas os elementos tedricos relevantes para fundamentar as argumentacoes
posteriores deste trabalho.

Nio ¢ dificil provar que E [S4,] = E[X«N] = E[X]E[N] e que Var [Sa,] = Var[XxN] =
E [N]Var[X] + [E [X]]> Var|N], desde que X; 1 XjeX1IN,ij=1,....N=n.
Considerando como constante o crescimento do fluxo de prémios (isto €, P, = p), entdo a média

e a variancia do processo de risco como Poisson Composto (N € uma varidvel aleatoria Poisson e
X é uma varidvel aleatéria Exponencial, ambas de pardmetros fixos) sdo dados por:

E[U] =E[Uy+pt =S| =E =Up+pt—Apt =Up+ (p—Au)t,

13 t
Uo+ Y pi— Y. Sw,
i=1 =1

com Sy, representando os sinistros agregados acumulados até o instante t, e
Var[U,] = Var[Uy+ pt — S;] = Var[S;] = At(c* + u?),

em que 62 e [ representam a varidncia e a média, respectivamente, da distribui¢do do sinistro
individual (no caso exponencial 1 = o).

A seguir, duas definicdes fundamentais para este trabalho.

Definicao 1 (Probabilidade de Ruina). Diz-se que um processo de risco entrou em ruina se o
processo de risco definido pela Equacdo 2.4 atingiu o valor 0 ou inferior. A probabilidade de
ruina é uma medida deste evento, um valor tal que:

¢(Uo) = P[U; < 0|Uy)] (2.5)
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A partir do desenvolvimento temporal, define-se o tempo até a ruina como

T { inf{t > 0:U; <0}, se este infimo existir,
oo, caso contrario.

Ou seja, trata-se do primeiro instante em que a seguradora é decretada falida. A probabilidade
de ruina também pode ser expressa por Y (Uy) = P[T < oo|Up|. Em geral, assume-se que o prémio
arrecadado em um periodo seja necessariamente superior ao valor esperado do sinistro agregado
(o que implica 6 > 0) para que a ruina ndo ocorra com probabilidade 1. O teorema a seguir garante
esse resultado.

Teorema 2.1. No modelo de Crdmer-Lundberg tradicional, se E[P| = p < E[S;] = AU, entdo
y(Up) = 1, quase certamente.

Demonstragdo.
ElU:] ElUy+pt—S, Up + pt — E[S, Up+pt—Aut U
[tt]: [0 tp t]: 0 Pt [t]: 0 pt 'u:TO‘F(p_Ar,u)
Tomando o limite ao tempo infinito,
. E[U/]
IETOOT —p—AU,q.c.
Portanto,
E|U,
ElU] 0,
t
quase certamente quando t — oo, implicando que P[F¢ : U; < 0] = 1. [

Em outras palavras, ainda que constante, o nivel dos prémios tem de ser no minimo o valor
esperado dos sinistros, para que a reserva de capital seja, em média, positiva, configurando esta
condi¢do como necessdria (mas nao suficiente) para a solvéncia da firma. Ademais, este fato im-
plica que o carregamento sobre os prémios (a ja citada margem de oscila¢do de risco) seja um
nimero ndo-negativo tal que:

p Al 1

0= |1=2__ - 2.6
AU :>p 1+6 2.6

Esses resultados tedricos apresentados sdo centrais na teoria da ruina pois, uma vez que pos-
suem solucdes analiticas, eles permitem a comparacdo e validacdo dos resultados obtidos nos
varios estudos que aplicam algum algoritmo de convolucao no fluxo agregado de sinistros (geral-
mente entre distribui¢des correlatas a Poisson e a Exponencial).

Apesar desses beneficios, vale notar que vdrias das suposi¢des deste modelo ndo sdo realis-
tas. Nas abordagens tradicionais do modelo de Cramér-Lundberg, ¢ comum supor que o perfil de
risco dos mutudrios seja estatico, tanto na frequéncia das ocorréncias como no valor da severidade
do dano incorrido. Além disso, os prémios sdo usualmente tratados como constantes, ndo sendo
permitido que eles sejam adaptaveis as caracteristicas evolutivas da carteira de segurados.

No entanto, em caso de alteragdes na quantidade de segurados, por qualquer motivo, ndo ha
garantias de que a propor¢do de ocorréncias de sinistros permaneca estdvel, especialmente na
presenca de selecdo adversa (ver Akerlof [1970]). E a l6gica € um tanto simples: com prémios
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menores, atraem-se mais individuos com perfil indesejado para a carteira, o que aumentaria tanto
a frequéncia relativa como o valor médio da indeniza¢do. Com isso, seria necessdrio aumentar o
valor dos prémios, uma vez que o prémio estatistico deve refletir o perfil médio de indenizagdes,
de modo a financiar os passivos oriundos dos sinistros. Todavia, em processos de expansdao de
carteira, espera-se que ocorra exatamente o inverso: o valor do prémio individual tende a diminuir.

Tal situagdo implica ainda que, ndo sendo os prémios constantes (e, portanto, independente de
toda e qualquer varidvel), eles devem ndo apenas ser tratados como varidveis aleatérias no modelo,
como também ha de se investigar sua estrutura de dependéncia com outras caracteristicas. Como
os prémios devem ser as contrapartidas para a entidade formar o fundo coletivo indenizatério de
modo sustentdvel, eles deveriam, obrigatoriamente, seguir a tendéncia dos sinistros, ainda que
o facam com defasagem temporal. Portanto, nesta situagcdo, ¢ de se esperar que a suposicao de
independéncia entre prémios e sinistros ndo sejam observadas e exista uma funcdo que descreva a
dependéncia entre as duas séries.

Na sec¢do seguinte, serd feita uma breve revisdo da literatura, trazendo os trabalhos mais im-
portantes da drea, com particular €énfase nas premissas e técnicas utilizadas para a modelagem de
processos de riscos em seguros.

2.3 Uma breve revisao das abordagens de estimaciao da proba-
bilidade de ruina

O desenvolvimento da teoria do risco coletivo, desde o pioneiro trabalho de Lundberg [1903],
estd ligado ao interesse de investigacdo de riscos incorridos pelas companhias de seguro, ndo ape-
nas provenientes de apdlices individuais, mas pelo conjunto de sinistros e arrecadagdes agregadas
de todo o portfélio de segurados. Dentre os riscos, a literatura buscou resolver dois problemas
principais: (1) encontrar func¢des distribui¢io do total de perdas (sinistro agregado), e (2) estimar
a probabilidade de que a reserva contingente, montante de capital alocado em seu patrimonio para
cobrir desvios adversos inesperados, seja suficiente para manter a sua existéncia. Essa segunda
vertente, de diversas maneiras ligada a primeira, ficou conhecida como "teoria da ruina". H4 vasta
literatura em ambas as linhas, mas nesta breve revisdo serd dado o enfoque para os métodos de
estimac¢do da probabilidade de ruina, principal objetivo deste trabalho.

Admitindo algumas premissas a respeito da distribuicdo de probabilidades da frequéncia e
também da severidade de sinistros individuais, bem como independéncia entre essas quantidades,
o objetivo de muitos trabalhos foi buscar solu¢des analiticas para a probabilidade de ruina. Kahn
[1962] e Bowers et al. [1997] fazem uma revisdo abrangente a respeito dos primeiros desenvolvi-
mentos tedricos sobre o assunto. Em meados da década de 1970, quando ja se sabia que haveria
solugdes analiticas apenas em modelos compostos de Poisson com variantes da distribuicao Expo-
nencial e independentes, comec¢aram os primeiros trabalhos a respeito de métodos de aproximacao
da verdadeira probabilidade de ruina (DeVylder [1977] e Seal [1978]).

Com o advento de microcomputadores, foi possivel desenvolver algoritmos eficientes de esti-
macao usando métodos numéricos para a mensuracao pontual de seus valores, uma vez que para
a grande maioria das distribui¢cdes sua obtenc¢do é complicada ou nao se tem solugdes analiticas.
Asmussen [1985] sugeriu o uso de simulacio estocastica baseada no método de amostragem por
importancia. Beekman [1985] demonstrou uma maneira de se calcular analiticamente a probabili-
dade de solvéncia como fun¢do da distribui¢cdo geométrica composta. Baseando-se neste trabalho,
Dufresne e Gerber [1989] propuseram um algoritmo recursivo que se baseia no mesmo processo
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de perda agregada. Entretanto, Bowers et al. [1997] argumentam que esta metodologia € eficiente
para estimar a probabilidade de ruina apenas quando a distribuicao dos sinistros € uma combinacao
de distribui¢des exponenciais (deslocadas ou ndo).

Embrechts e Veraverbeke [1982] e Asmussen e Rolski [1991] apresentaram outras maneiras de
calcular essa probabilidade, considerando a distribui¢do do montante financeiro do sinistro indivi-
dual com caudas pesadas. Na mesma linha, autores como Frees [1986], Asmussen e Binswanger
[1997], Pitts [1994] e Mikosch e Samorodnitsky [2000] propuseram algoritmos baseados em mé-
todos de Monte Carlo para se fazer a estimacdo. Todos apontam que os processos de chegada de
sinistros podem ter quaisquer distribui¢des discretas com segundo momento finito para os algo-
ritmos funcionarem. Porém, todas essas metodologias incluem suposicdes baseadas em misturas
de distribuicdes Exponencial, Gama, Pareto ou Lognormais para os sinistros individuais, além de
fazerem o tratamento em tempo continuo.

Visando validar as estimativas da probabilidade de ruina, Baumgartner e Gatto [2010] propu-
seram um método baseado no Bootstrap para efetuarem a validacdo das estimativas utilizando
testes de hipéteses via a abordagem do p-valor. Os autores aplicaram o método em estudos com
dados simulados a fim de realizar o teste unilateral de hipdteses e os resultados mostram bastante
precisdo, tanto estimando a probabilidade de ruina em casos nos quais se conhece as distribui¢des
(e seu resultado exato), como ao utilizar de modo empirico a funcdo de perda agragada.

As abordagens mais recentes para avaliacdo de risco em seguros em tempo continuo utili-
zam processos Sparre-Andersen (Malinovskii e Kosova [2014]) ou de Lévy para generalizar o
modelo tradicional de Cramér-Lundberg. Processos do primeiro tipo, também chamados de pro-
cessos de risco com renovagdo permitem a inclusao de distribuicdes arbitrarias para modelar o
tempo decorrido entre dois instantes de tempo que ndo sejam Exponenciais. Em processos de
Lévy, Griffin et al. [2012], por exemplo, justificam essas extensdes por considerarem que contem-
plam uma estrutura mais geral de sinistros, especialmente relacionada com processos de saltos
(negativos) anormais, como desastres naturais. Outros trabalhos tém feito abordagens similares,
tais como: Avram et al. [2011], Zhang e Yang [2014].

Em um trabalho bastante recente, Vidmar [2016] apresenta uma adaptacdo do modelo de
Cramér-Lundberg com dependéncia estocdstica entre os prémios € os sinistros, para o caso de
ambas as séries serem supostos Processos de Poisson homogéneos no tempo. Além disso, o autor
desenvolve uma complexa expressdo analitica para a probabilidade de ruina no caso particular de
tanto os prémios quanto os sinistros seguirem distribui¢des exponenciais. Todavia, esse trabalho
carece de avaliacdo numérica a respeito de sua validade pratica.

Geralmente, todos os modelos que tentam considerar as situacdes mais gerais possiveis in-
cluem métodos matemadticos extremamente sofisticados e, justamente por serem tdo complexos,
acabam por perder proximidade com a realidade. Um dos motivos para este distanciamento € o
fato de que todos os modelos analiticos sao sempre dependentes de suposicdes prévias a respeito
da distribui¢io do processo gerador dos dados a serem observados e também da premissa de inde-
pendéncia. Essa premissa de independéncia costumar dar-se em duas condi¢des: entre a severidade
e a frequéncia de sinistros (a convolucao de ambas compde o fluxo de sinistros) e também entre os
fluxos de prémios e sinistros (sendo muito comum na literatura tratar os prémios como constantes).

A respeito das técnicas utilizadas para a modelagem de alguma estrutura de dependéncia, de
forma a relaxar alguma das suposi¢des indicadas no pardgrafo anterior, € importante avaliar que ha
diferentes tipos de dependéncia a serem considerados. Albrecher e Kantor [2002] incorporam uma
estrutura Markoviana entre sinistros sucessivos. Ja Valdez e Mo [2002] utilizaram procedimentos
de simulacdo por meio de copulas para obter a distribui¢do estatistica do tempo até a ocorréncia de
ruina quando as ocorréncias de sinistros sdo dependentes. Como resultado, os autores concluem
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que as entidades tendem a entrar em faléncia mais rapidamente quanto mais forte for a dependén-
cia. Em comum € o tratamento em tempo continuo, como também sdao Albrecher e Boxma [2004],
Kwan e Yang [2010] e Albrecher et al. [2011].

Todavia, apesar de a maioria dos trabalhos tedricos se utilizarem da suposicdo de tempo conti-
nuo, a realidade € baseada em tempo discreto, como argumentam Li et al. [2009]. Neste trabalho,
os autores fazem uma revisdo bastante abrangente da evolucdo da literatura e os principais resul-
tados obtidos para diversos casos, com o objetivo de simplificar a compreensdao dos modelos de
tempo continuo, bem como obter aproximacdes ou limites para as quantidades de interesse.

A utilizagdo de modelos de séries temporais na teoria matemdtica do risco ndo € recente. Os
trabalhos seminais sdao devido a Gerber [1981] e Gerber [1982]. No primeiro, o autor examina a
probabilidade de ruina em estruturas autorregressivas (AR) no processo de ganhos (por ganhos
deve-se entender a subtracdo entre receita de prémios e despesas com sinistros). No segundo, o
autor expande o trabalho anterior ao impor uma estrutura autorregressiva e de médias moéveis
(ARMA), além de mostrar que um determinado modelo de tarifacdo de prémios de credibilidade
pode ser entendida como um modelo ARMA(1,1).

Promislow [1991] generalizou a premissa de restricdo de delimitacdo sobre a severidade de
sinistros, deixada em aberto pelos trabalhos anteriores. O autor argumenta que Gerber [1982] uti-
lizou essa premissa implicitamente em seu resultado principal e que o relaxamento desta premissa
¢ justificada pelo fato de que, frequentemente, € utilizada a distribui¢do exponencial (por sua sim-
plicidade matemadtica) para esta modelagem.

Nota-se que os trabalhos anteriores nao dissociam os termos de prémios e sinistros agregados:
fazem a modelagem da subtracio entre eles. Nem mesmo Ramsey [1991], que estuda a teoria as-
sint6tica da mesma classe de modelos, obtendo limites para a probabilidade de solvéncia. Neste
trabalho, o autor demonstra que caso a esperanca da diferenca entre receitas e despesas seja es-
tritamente positiva, a probabilidade de a entidade ndo entrar em faléncia € estritamente positiva,
mesmo em um horizonte de tempo infinito. Na mesma linha, Christ e Steinebach [1995] conside-
ram um modelo geral ARMA(p,q) para os ganhos anuais de sorte que seja possivel estimar uma
medida de risco de descasamento entre os fluxos de prémios e sinistros para o processo de risco.
A esta medida da-se o nome de coeficiente de ajuste e sera objeto de anédlise posterior.

Bowers et al. [1997] utilizam um modelo AR(1) para modelar a dependéncia entre os sinistros
em dois sucessivos instantes de tempo. Os autores justificam que tal modelo linear também pode
ser utilizado para os fluxos temporais de prémios e sinistros, sendo os primeiros a dissociarem
as séries em duas parcelas. J4 Yang e Zhang [2003] atribuem modelos AR(p) para ambos os flu-
x0s, ainda que nao considerem uma estrutura de dependéncia que pudessem relacionar prémios e
sinistros.

Modelos multivariados de séries temporais comecaram a ser usados ndo para modelar a es-
trutura de dependéncia que eventualmente as séries de prémios e sinistros possuiriam, mas sim
de modo a agregar diversas carteiras de seguros como insumos para a composi¢ao dos fluxos de
receitas e despesas. O trabalho pioneiro neste sentido, embora sem utilizar séries temporais, foi
o de Cossette e Marceau [2000], em que os autores deduzem o efeito da estutura de correlagdo
entre as ocorréncias de sinistros de diferentes carteiras, sem defasagem temporal entre elas, na
probabilidade de ruina. J4& Wan et al. [2005] introduziu uma defasagem de ordem 1 no modelo
autorregressivo vetorial para agregar os sinistros provenientes de diferentes ramos de seguros. A
grande vantagem dessa inclusdo, argumentam os autores, é que essa abordagem nao apenas captura
a dependéncia entre sinistros sucessivos, como também relaciona (por meio de uma combinagao
linear de varidveis) as diversas linhas de negdcios.
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Zhang et al. [2007] expandem esta literatura ao considerar que, além dos sinistros totais pos-
suirem estrutura temporal e serem provenientes de uma agregacdo de diversas linhas de negdcios,
também o fluxo agregado de prémios sdo dados da mesma maneira, porém independentes dos si-
nistros. Para relacionar cada linha de negécio, os autores utilizam um modelo VAR(1) e concluem,
por meio de simulacdes, que a estrutura de dependéncia imposta entre as diferentes classes de
negdcios possuem um grande impacto sobre a probabilidade de ruina estimada.

O primeiro trabalho a utilizar a idéia de causalidade de Granger entre prémios e sinistros agre-
gados foi Chan e Yang [2006]. Porém, os autores ndo evidenciam como a probabilidade de ruina
¢ afetada pela forca da dependéncia do modelo VAR, uma vez que obt€ém apenas o limitante
superior para esta probabilidade e, ao apresentar exemplo de aplicacdo, apresenta o modelo de
Yang e Zhang [2003] como caso particular, mas que ndo apresenta qualquer causalidade de Gran-
ger. Ademais, a abordagem dos autores difere fundamentalmente a proposta neste trabalho: eles
consideram um processo bivariado para o VAR(1) e aqui o tratamento dado serd uma convolucao
entre quantidades e montantes em dimensao 4.

Wat [2012] generaliza um pouco mais a proposta de Zhang et al. [2007] ao incorporar a estru-
tura de dependéncia de duas maneiras. A primeira é analisando a probabilidade de ruina de um
processo de ruina utilizando um modelo vetorial autorregressivo e de médias méveis apenas para
sinistros e para diferentes (e dependentes) classes de negdcios. A outra maneira que Wat [2012]
expande € investigando os ciclos de sazonalidade da industria de seguros, utilizando modelos pe-
riddicos de séries temporais para a estrutura de sinistros, mas sem, entretanto, modelar a estrutura
de dependéncia entre as séries de prémios e de sinistros. Serd esta estrutura multivariada (entre
as componentes das parcelas de prémios e sinistros) o principal objeto de andlise no préximo
capitulo.

Avaliagdo da probabilidade de ruina em processos de risco em tempo discreto continua sendo
um assunto bastante abordado e em expansdo. Entre alguns trabalhos recentes, pode-se destacar
Huang et al. [2014], Yang e Konstantinides [2015], Liu e Wang [2016] e Chen et al. [2016]. Em
comum, a tentativa de encontrar aproximagdes analiticas para a probabilidade de ruina em proces-
sos que relacionam riscos securitdrios de subscri¢ao e também com investimentos financeiros.

Nota-se, portanto, que hd uma lacuna a respeito da avaliacdo numérica de como a estrutura
de dependéncia entre os termos estocdsticos do processo de risco segregados em parcelas afeta a
probabilidade de ruina. Isto é, como a estimativa da probabilidade de ruina sofre a influéncia de
variagdes (positivas ou negativas) no termo de despesas agregadas (seja em valores individuais
de indenizagdo ou na frequéncia de ocorréncia de sinistros), associadas com os termos de recei-
tas agregadas (também em valores de prémios individuais ou tamanho da carteira de clientes).
Garrido et al. [2016], por exemplo, avaliaram a dependéncia entre frequéncias de sinistros e suas
severidades (ignorando seus efeitos sobre o fluxo de prémios e seus componentes) utilizando mo-
delos lineares generalizados. Contudo, ndo avaliam a estrutura de dependéncia temporal.

Nas duas proximas secdes serdo apresentadas as bases matemadticas conceituais que embasam
o algoritmo proposto para resolver o problema de estimagdo da probabilidade de ruina em processo
de risco multivariado com dependéncia entre os termos. Na primeira, serd mostrado brevemente o
modelo multivariado de séries temporais (0 vetor autorregressivo, VAR) que expressara a estrutura
de dependéncia entre as séries. Finalizando o Capitulo 2, serdo apresentados os conceitos relevan-
tes de célculo estocdstico que fundamenta o estudo das caracteristicas do processo de risco aqui
avaliado
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2.4 Modelos Lineares de Séries Temporais

Nesta se¢ao serdo apresentados alguns conceitos e metodologias para a modelagem das séries
temporais que regem o desenvolvimento temporal de cada quantidade aleatéria do modelo esto-
castico de ruina. Serdo apresentados, além da estrutura do modelo econométrico, alguns métodos
de identificagcdo da estabilidade do modelo e de projecdes.

Todas as notacdes e terminologias deste capitulo seguem de perto aquelas apresentadas em
McNeil et al. [2005] e Morettin [2008].

2.4.1 A estrutura univariada

Seja (Z;);ez um processo ruido branco padrdo (de média zero e varidncia constante). O pro-
cesso (X;);ez € dito um processo AR(p) se é estaciondrio em covariéncia e satisfaz a equagéo:

P
Xi=p+Y 0i(Xi—u)+7, 2.7)
i=1

O processo autorregressivo univariado serd importante para realizar a modelagem, uma vez
que o interesse reside nas projecoes futuras de cada uma das séries, baseados nos comportamentos
passados univariados, que poderiam, eventualmente, ocultar relagdes multivariadas relevantes.

Essa classe de modelos ¢ amplamente difundida. Todos os detalhes a respeito das propriedades
dos modelos AR podem ser consultados em Morettin [2008] e Liitkepohl [2005].

2.4.2 A estrutura multivariada

Um modelo autorregressivo vetorial (VAR) de ordem p para o processo multivariado X;, com-
posto por n séries temporais, possui a seguinte estrutura:

Xi =P +P1 X, 1+...+PX; p+ &, (2.8)
em que & ~ RB(0,X), @y = (d19,...,0,0) é um vetor n X 1 de entradas reais constantes e Py
sdo matrizes n X n constantes, com elementos (¢i(jk),i, j=1,...,n,k=1,...,p. Denotando por I,

a matriz identidade de ordem n, a Equacdo 2.8 pode ser escrita da seguinte maneira:

P(B)X; =Po+ &, (2.9)

de modo que ®(B) =1, — B — ... — $,B” representa o operador autorregressivo vetorial de

(I)B—...—¢i(jp)Bp],parai,j: l,...,n

ordem p. O elemento genérico de P(B) ¢ dado por [6;; — ¢;;

e §;; =1, se i = j e zero em caso contrdrio.

E importante ressalvar que na Equagio 2.8 nio fica explicitada a relacio de dependéncia con-
temporanea entre as séries temporais envolvidas no processo de estimacao. Este modo de estabe-
lecer as relacdes € preferivel por sua simplicidade de estimacdo e obten¢do de projecdes interde-
pendentes, como € o objetivo deste trabalho.
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Para um modelo VAR(p), tem-se os seguintes resultados:

1. O processo X; serd estaciondrio se as solugdes de
|In—q31z—...—§13p2p| =0
estiverem fora do circulo unitério.

2. Se X; for estaciondrio,
U=EX] = (I —®1z—...— ©pzF) — 1)y
3. Reescrevendo a Equacgdo 2.8 como:
Zi=P1Zi1+...+PpZi—pt &,
comZ =X,—Hle efetuando o produto desta estrutura por Z;,T, chega-se a:
(1) = @ 0(t— 1) +...+ ®,L(t—p), 7> 0,

que sdo as equagdes de Yule-Walker no caso de um VAR(p).

As demonstracdes dessa proposi¢do encontram-se em Morettin [2008], Liitkepohl [2005] e
McNeil et al. [2005], bem como as defini¢des a seguir. Essas equagdes e defini¢des sdo importantes
para se estimar as estruturas de dependéncia de valores presentes de cada série em relacdo a seus
respectivos passados, bem como dos passados das demais séries.

Definicao 2 (Filtracdo). Uma colecdao de c-dlgebras % em Q é denominada uma filtragdo se,
para todo 0 < s < t, tem-se Fy C ;.

Isto significa que em uma filtragdo cada o-dlgebras subsequente abrange a anterior em con-
teddo de informagdo. Sendo .# uma o-dlgebra, qualquer subconjunto de .# € mensuravel (uma
funcdo X : Q — R ¢é dita .# -mensuravel se 6(X) C .%). Assim, a informagdo gerada por X estd
contida em .% e a informagdo contida em .% € suficiente para descrever o processo X.

Definicao 3 (Processo Adaptado). Um processo estocdstico X; é adaptado a filtracdo %, se a G-
dlgebra gerada por X estiver contida em .7, isto é: 6(X;) C % Todo processo estocdstico X; é
sempre adaptado a sua filtracdo natural, ou seja, F; = 6 (X;), para s < t. Um processo estocdstico
X; ¢ adaptado a %; se, para todo t, X; é F-mensurdvel.

Esta definicao diz que o valor atual do processo estocdstico contém em si toda a informagdo
gerada pela histdria da trajetoria pregressa. Hd mais duas defini¢des fundamentais de calculo esto-
céstico (serdo apresentadas posteriormente, na Secdo 2.5) que ajudardo a determinar as caracteris-
ticas tedricas do processo de risco e, por consequéncia, as medidas de interesse: sua probabilidade
de ruina e o nivel de capital minimo para manter as operacdes da seguradora.

24.3 Construcao de modelos VAR

A obtenc¢do do modelo multivariado que melhor se ajusta a um conjunto de dados segue o
mesmo rito de identificagdo, estimagdo e diagndstico a que se submete a versdao univariada. A
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identificac@o consiste em ajustes sucessivos de modelos VAR(k), k > 1. Cada modelo € estimado
pelo método dos minimos quadrados ordindrios, de modo a extrair estimadores consistentes e

eficientes. Em seguida, testa-se a hipétese de nulidade de cada matriz @gk), 1<i<k.

Outra maneira de se identificar a ordem ideal de um modelo VAR ¢ utilizando algum critério
de informacao. Ha varios deles amplamente difundidos, tais como o de Akaike (AIC), Schwarz
(BIC), mas todos seguem a mesma logica: penalizar a escolha de sobreidentificacdo.

O diagndstico de ajuste serve para avaliar se o modelo selecionado € ou nao adequado para re-
presentar a lei geradora de um determinado fendmeno. Essa avaliacdo € feita utilizando os residuos
para construir uma versao multivariada da estatistica de Ljung-Box-Pierce, dada pela Equacao
2.10:

=71° Z —tr () T(0) ' (2)f(0) 7], (2.10)

em que n € a quantidade de séries temporais envolvidas, T representa o tamanho do histérico dis-
ponivel de todas as séries, p € a memdria estimada do processo multivariado e m é uma janela de
dependéncia do processo sob avaliacdo pela estatistica de Ljung-Box-Pierce. Sob Hy, o vetor de
choques &; € ruido branco (isto é, ndo possui mais memdria a ser capturada) e Q(m) possui distri-

bui¢do xi (m—p)* Deve-se atentar ao fato de que m > p para ser possivel estimar uma distribuicao
assintdtica valida.

Uma vez escolhida a ordem p do modelo VAR(p), com seus parametros supostamente conhe-
cidos, com & um vetor aleatdrio, independente e identicamente distribuida e .%; = X;:s <t a
informacao contida até o instante ¢, € possivel obter a equacdo de projecdes da seguinte maneira:

E(X;4h|Zt) = Po+ P1EXi4n-1|F) + ... + E(Xi1n—p|F1),
uma vez que E(g,4|.%) =0, Vh > 0.

Para h = 1, tem-se:

XH—] :Xt(l) = @0+@l)~(1+~-+@p¥t—p+lc

Para h = 2:
Xi2=X,(2)=Po+ 21X (1) + DX +... + DX, pi2,
e todas as demais projecdes podem ser obtidas recursivamente.
A respeito dos erros de previsao de horizonte & passos a frente € dado por:
h—1
er(h) = Z‘bl}ijTJrhfja
j=

com as matrizes ¥'; obtidas recursivamente por:

p—1
Y=Y ¥ Py,
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em que Yo =1, e ®; =0, j > p. Portanto, o erro quadratico médio de previsdo fica dado por:
h—1 ,
Z(h) = ZO‘,E,-;‘,I!]--
J:

No caso pratico da aplicacdo a dados reais, em que os parametros do modelo VAR(p) sdo
estimados, o melhor preditor de X7 é dado por:

Xr(h) =g+ Xr(h—1)+...+ D, X7 (h—p), h > 1.

Diante desta situacdo, a matriz de erro quadratico médio (EQM) de previsdo torna-se:

£(h) = X(h) + EQM (X711, — X7 (h)).

Computacionalmente, o segundo termo desta equacao € ignorado e o lado esquerdo da igualdade
€ obtido da seguinte maneira:

A Al

h—1
Jj=0

s pfl A A
emque'W; =3, | W, (P

2.4.4 Causalidade de Granger em modelos VAR

O trabalho de Granger [1969] foi fundamental para definir um conceito de causalidade por
meio da melhoria da previsibilidade de um dado fendmeno por outro, cuja 16gica baseia-se na
impossibilidade de uma causa ser posterior a um efeito. No contexto de séries de tempo, isto
significa que os valores passados de uma série temporal ajudam a prever o futuro de uma segunda,
ao reduzir a incerteza dos resultados medida pela variancia (ou erro quadratico médio de previsao).

Formalmente, considere a sigma-dlgebra .%; que contém todas as informagdes relevantes a
respeito de uma varidvel aleatéria X; até o instante z € ¥; = {¥; : s <t} o conjunto de informago
relevante de Y, até o instante imediatamente anterior a t. Dados X;(h|.%;) (o preditor 6timo de
horizonte & do processo X;) e EQM (h|.%;) (o erro quadratico médio de previsdo de horizonte i do
processo X;), ambos contendo as informagdes contidas em .%;, define-se a causalidade de Granger
da seguinte maneira:

Definicdo 4. . Um processo estocdstico Y; causa (no sentido de Granger) X; se EQM(h|.%;) <
EQM (h|%#, —Y,). Essa relacdo de causalidade é indicada por Y, — X.

Ou seja, X; pode ser mais bem prevista usando toda a informagdo disponivel, incluindo o
passado de X; e ¥;. Também se denota que Y; € exdgena ou antecedente a X;. Vale reparar que a
defini¢do formulada ndo requer a suposic¢do de linearidade do sistema. Porém, se assim o for, as
projecdes sdo ditas lineares.

Ademais, ha distintas formas de se avaliar a causalidade de Granger, mesmo tendo o sistema
apenas duas varidveis: ndo é conhecida previamente a antecedéncia de alguma varidvel sobre a
outra e, por esta razdo, é fundamental estudar o sentido (direcionalidade) desta relacdo. E possivel
dissociar a estrutura de dependéncia em trés tipos:

1. Autodependéncia. Esta situacdo ocorre quando uma série temporal causa (no sentido de
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Granger) a si prépria. Isso acontece quando o passado de uma determinada série traz infor-
macoes importantes que ajudam a explicar o seu futuro.

2. Causalidade unidirecional. Uma série temporal causa (no sentido de Granger) uma se-
gunda série, mas a segunda ndo causa (no sentido de Granger) a primeira. Trata-se de uma
propriedade de fluxo dnico de informacdes.

3. Causalidade bidirecional (feedback). Neste caso, hd reciprocidade na causalidade (no sen-
tido de Granger) entre duas séries, de modo que isso implica a existéncia de uma relagio
de equilibrio entre elas, uma vez que o passado de uma delas fornece informacgdes sobre o
futuro da segunda e vice-versa.

Cumpre notar que tal definicao de causalidade € baseada na defasagem temporal entre varidveis
aleatdrias. Porém, a chamada causalidade instantinea (no sentido de Granger) pode ser verificada
pela ndo-diagonalidade da matriz de variincias e covariancias entre os termos de erros aleatorios
das duas varidveis. Nesta situacdo, ndo é possivel determinar a direcdo da causalidade, sendo
implicita a relacdo de feedback entre elas.

Neste trabalho sera utilizado o conceito de causalidade de Granger pela representacio VAR da
série multivariada X, considerando a proposicdo a seguir:

Proposicao 2.1. (Liitkepohl [2005]). Seja X; um processo estocdstico VAR(p) que satisfaz a con-
di¢do de estabilidade do sistema e ¢zl/ € o elemento da i-ésima linha e da j-ésima coluna da matriz
de coeficientes autorregressivos ®; de ordem | descritos na Equagdo 2.8. Entdo a série X, causa
(no sentido de Granger) a série Xj; se, e somente se, gbl.lj =0, para algum 1.

Assim € possivel testar (ou definir, no caso de uma simulag@o) a auséncia ou nao da causalidade
apenas verificando se os coeficientes de interesse (ou um conjunto deles) sdo estatisticamente
iguais a zero. Ha diversas maneiras de se realizar este teste, sendo o teste de Wald (por matriz de
contrastes) e da razdo de verossimilhancas os mais difundidos.

2.5 Definicoes e Resultados importantes de Calculo Estocastico

Antes de desenvolver o processo de risco e sua estrutura de dependéncia, serdo apresentadas
mais algumas defini¢des relevantes. Todas as defini¢des e demonstragdes desta secdo podem ser
encontradas em Steele [2000].

Definicao 5 (Processo Martingal). Um processo estocdstico X;, t > 0 é denominado martingal
com respeito a filtragdo F;, t > 0 se:

1. E[|X;|] < oo, parat > 0;
2. X; é adaptado a ,, e;

3. E[X;|.%] = X;, para 0 < s < 1.

A propriedade martingal estd relacionada ao conceito de jogo justo, em que os ganhos incre-
mentais esperados em qualquer instante de tempo, dadas as informacdes passadas, € zero. Es-
pecialmente a condicdo 3 estabelece que a previsdo do valor do processo de risco U;, dadas as
informacdes em ¢ — 1, é o seu préprio valor em ¢ — 1, ou seja, U;_;. Portanto, quando a melhor
previsdo que se pode fazer sobre o valor futuro de uma varidvel aleatdria € o valor atual da prépria
varidvel, trata-se de um processo martingal.
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Definicao 6 (Processos Submartingal e Supermartingal). Sob as mesmas condicdes apresentadas
na defini¢do anterior, diz-se que:

1. E[X;|.Z;] > X, para 0 < s < t, entdo o processo estocdstico X; é submartingal.

2. E[X;|.%5] < X, para 0 < s <, entdo o processo estocdstico X; é supermartingal.

Supondo que X; € um processo martingal, a previsao das variagdes de X; em um intervalo de
tempo Az > 0 é escrito como E[X, 1o, — X¢|-%] = E[Xi1a|-%]) — E[Xi|-%:]. Como X; é martingal,
E[X;+a|F) = E[X¢|.%] = X1, logo E[X; s — X;|-Z:] = 0. Isso significaria que a melhor previsdo
para as variagdes de X; seria zero. Em outras palavras, que as dire¢des de futuros movimentos
sdo impossiveis de prever. Portanto, se as trajetdrias do processo de risco exibir tendéncia, o pro-
cesso nao € martingal e estard classificado em uma das duas categorias definidas: se a tendéncia
for positiva, entdo o processo € dito submartingal; se a tendéncia for negativa, entdo o processo
estocdstico € dito supermartingal.

Sera apresentada agora uma definicdo importante para a demonstracdo posterior da existéncia
de um limitante da probabilidade de ruina para processos de risco multivariados com dependéncia
temporal.

Definicao 7 (Tempo de Parada). Um mapa T : Q — 1,2, ...t é chamado de tempo de parada se:
{T=t}={0ecQ:T(0)=1, € #.}, .11)

para todo t1 < oo, Também denota-se t.. = T Nt,. Por fim, diz-se que T é quase certamente finito
se P[T =t.]=0.

A intui¢@o desta definicdo reside no fato de que T € uma varidvel aleatdria que assume valores
positivos (eventualmente o0) de modo que fornece uma regra de parada para o processo aleatdrio
de risco. A Equacdo 2.11 deixa claro que a decisdo de parar ou ndo o processo no instante ¢ de-
pende exclusivamente da informacao disponivel no instante ¢ (isto €, em toda a histdria pregressa,
incluindo o valor do processo no instante ). Nenhuma projecdo do futuro, portanto, é necessaria,
desde que as projecdes resulte em um jogo desonesto.

Teorema 2.2 (Tempo de Parada Opcional de Doob). Seja X = (X;),;>0 um martingal. Sdo vdlidas
as seguintes condigoes:

1. se T é um tempo de parada, entdo Xt também é um martingal. Em particular, E[Xr ;| =
E[Xo), para todo t.,;

2. se S < T sdo tempos limitados de parada, entdo E[Xt|-Zs| = Xy, quase certamente;
3. se S < T sdo tempos limitados de parada, entdo E[X7| = E[Xs];

4. se existir uma varidvel integrdvel Y tal que |X;, | <Y, para todo t;, e T for um tempo de
parada que seja quase certamente finito, entdo E[Xr] = E[Xy), e;

5. se X possuir incrementos limitados, isto é, 3K > 0:Vt,. > 0,|X;, 41 — X, | < M quase cer-
tamente, e se T for um tempo de parada com E[X7] < oo, entdo E[X7] = E[X)).

Demonstracdo. Serdo apresentadas as demonstracao de cada item, com sua respectiva numeracgao.
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. A propriedade das expectativas condicionais iteradas é o bastante para verificar que E[X7 ., |-%;, —1] =
X7 (1, 1) quase certamente. Assim:

ty—1

Y, X Lir—g| %, -1
s=0

= Xrlgr<, 1y +Xe 1 1(750, 1),

EXrni | Fi 1] = E FE XL rsr,—1)| P, 1) =

umavezque T >t —1€.%, _1eE[X;, | % _1] =X, _1 quase certamente pela propriedade
martingal.

. Suponha que 7' <t quase certamente. Uma vez que S < T, pode-se escrever:
Xr = (Xr—Xr_1)+Xr—1—Xr2)+...+ (Xs41 — X5) +Xs

It
= Xs+ Y (X1 — X)L (s<ier)-
(=0

Tome A € .Zs. Entéo:

It
E[X71 ()] = E[XsT(a)] + Y E[(Xes1 — X)L s<ker) Lia)] = E[XsT(a)),
k=0

pois S <k < TNA € ., para todo k e X é um martingal.

. O resultado segue imediatamente do item anterior, tomando as esperancas dos dois lados da
igualdade.

. Nessa condi¢do, o processo X € limitado e, portanto, pelo Teorema da Convergéncia de
Martingais de Doob, converge quase certamente para uma varidvel aleatéria Y. Note que
T Aty <t.istoimplica que F7,,, C % . Das propriedades de esperanga condicional,

E [Y'ﬁ]"/\t_‘_] :]E [E [Ylﬁm_} |9T/\l+:| :]E |:Xl‘+|<g;T/\t+:| :Xt+ :X():]E[X()],

quase certamente, em que as ultimas trés igualdades decorrem da propriedade martingal. A
prova é completada tomando ¢y — co.

. Por fim, supondo que o processo limite do item anterior é Xr <Y < K, V¢, € N, é preciso
escrever o processo limite (em K, uma constante) em fun¢do do tempo de parada ¢, como

TAt —1

X, =Xo+ Y, (X1 —Xp),
k=0

em que, para todo ¢t € N, | X7 < K|. Assim:

T-1
Y= |Xo|+ ) [Xert — Xel = [Xo| + ) [Xes1 — Xe| Lz
k=0 k=0

(oo}

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona,

[}

EY]:=E[Xol]+ Y E [|[Xer1 — XelLirsp)] -
=0
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Pela lei das expectativas iteradas,

EY] =E[|Xo|]+ ) E [E[|Xi+1 — Xkl | Z] L (750 (2.12)
k=0
S]E[]Xo\]+KiIP’[T>k] (2.13)
k=0
= E[|Xo|] + KE[T] < eo. (2.14)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pela propriedade martingal do processo, tem-se
que o processo X7 no momento da parada converge quase certamente para X;, , o que implica
que

E[Xo] = E[X7] = lim E[X,,].

t—>+oo
O

O Teorema 2.2 € valido se o processo X7 for um supermartingal ou submartingal, apenas
substituindo as igualdades de cada item pelas devidas desigualdades.

Um dos objetivos centrais desta tese € a avaliacdo das variagdes causadas na estimativa da
probabilidade de ruina em fun¢do da influéncia de variagdes (positivas ou negativas) no termo de
despesas agregadas (seja em valores individuais de indenizac¢do ou na frequéncia de ocorréncia
de sinistros), associadas com os termos de receitas agregadas (também em valores de prémios
individuais ou tamanho da carteira de clientes). Para tanto, faz-se necessario o desenvolvimento
de argumentos técnicos que possam evidenciar o fato de que a estrutura temporal de dependéncia
entre prémios e sinistros (incluindo frequéncias e severidades) € intrinseca a dinamica do processo
de subscri¢do de seguros. O desenvolvimento tedrico desse processo multivariado de risco sera
feito no préximo capitulo.



Capitulo 3

A metodologia de estimacao da
probabilidade de ruina para o processo
estocastico de risco multivariado

3.1 Introducao

O objetivo principal deste capitulo é desenvolver os aspectos tedricos do processo de risco
multivariado, propondo uma modificacdo no processo cldssico de Cramér-Lundberg de modo que
seja possivel incorporar uma estrutura de dependéncia autorregressiva multivariada, capturando
eventuais inter-relacdes entre as componentes. Inicialmente, serdo apresentados o funcional de in-
teresse que representa a probabilidade de ruina sobre o qual serdo realizados os testes de validacao
de hipéteses. Em seguida, algumas relevantes definicdes das ferramentas matemadticas necessa-
rias para o processo de estimacdo, como a estrutura multivariada de séries temporais e conceitos
importantes de cdlculo estocéstico a respeito de martingais.

O desenvolvimento analitico das expectativas e incertezas do processo de risco para o caso
geral VAR(p) € fundamental para a compreensao dos efeitos sobre o funcional causado pela for¢a
da dependéncia entre os termos. Esta investigacdo serd realizada nas se¢Oes subsequentes, bem
como sdo explicitadas as féormulas para o caso particular VAR(1), que serd objeto de simulacao no
proximo capitulo para melhor compreensio dessas relagdes.

Por fim, serd proposto o método de simulacao computacional que serd executado para se obter
as estimativas pontuais e medidas de incerteza do estimador do funcional e avaliadas as proprie-
dades de auséncia de viés, consisténcia e convergéncia do estimador do funcional.

3.2 A probabilidade de ruina como um funcional

Bowers et al. [1997] demonstram uma férmula analitica genérica de se encontrar a probabili-
dade de ruina, a partir da convolugdo entre frequencias e severidades, evidenciada pela Equagao
3.1 a seguir.

e_YUO
Ele="i|T < oo’

v(Uo,T) = (3.1

21
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em que Y representa um coeficiente de ajuste dado pela menor raiz de z na Equacao 3.1, dada por:

14+ (14 6)uz =Mx(2),

com My(z) denotando a funcdo geradora de momentos da varidvel aleatéria X (sinistro indivi-
dual), assumindo que esta fungdo exista. O problema reside exatamente na necessidade de se fazer
suposigdes para Mx (z): a Equagdo 3.1 ndo costuma ser analiticamente tratavel, porque para diver-
sas distribui¢des paramétricas ndo ha solugdes analiticas para y(Up), ainda que o processo seja
fracamente estaciondrio. Diversos autores tentaram encontrar tais solugdes, mas necessitam fazer
uma série de suposicdes (geralmente fortes) para consegui-las. E o caso de Bladt et al. [2015], que
adotam distribui¢des de Pareto e hiper-exponenciais para os sinistros.

Uma alternativa € trabalhar com aproximagdes, como serd feito nas proximas se¢oes. Aqui, a
probabilidade de ruina serd expressa como um funcional, de maneira andloga a sugerida por Pitts
[1994]:

y(Uy,0,T): .7 —[0,1], F— Pp(T < ), 3.2)

em que .# é o espago infinito-dimensional das fungdes de distribuicdo em R com esperanca
finita, que representa as fungdes que descrevem o processo estocéstico de risco Ur, T € [0,00[, em
funcdo do seu estado inicial Uy e de uma taxa de carregamento 6 sobre os prémios. Por sua vez,
Pr denota a medida de probabilidade que atribui uma funcdo de distribui¢do F ao valor assumido
pelo processo de risco Ur em qualquer instante.

Como na literatura apenas o fluxo de sinistros é considerado varidvel aleatdria, o espaco .%
representa as funcdes distribui¢do da convolucdo entre a severidade individual e a quantidade de
sinistros ocorridos. J4 Pr denota a medida de probabilidade que atribui uma fung¢ao distribuicao F
ao montante financeiro de indenizagdes de cada individuo. Uma nova versao do funcional analoga
€ proposta neste trabalho para que a fungdo distribuicdo F remeta diretamente a incerteza das
situacOes futuras de faléncia.

Essa adaptacgado faz-se necessdria por dois motivos: o primeiro € que, na literatura, o funcional
depende apenas do fluxo aleatério de indenizagdes, porque os prémios sdo usualmente tratados
como constantes. Além disso, o funcional precisa descrever um mapa que relaciona dois espagos
de fungdes: o espaco (dominio), que contém todas as possibilidades de valores monetérios futuros
a que o patrimonio da entidade estd sujeito, associado ao espaco (contra-dominio) de probabilidade
de ruina da seguradora. Estatisticamente, o problema consiste em estimar o funcional desconhe-
cido y(.) quando a distribui¢do de probabilidade das trajetdrias futuras F também é desconhecida,
preservando a sua relagcdo inversa de dependéncia da dotacdo inicial da reserva patrimonial Uy e
da taxa de carregamento 6, uma vez que maiores montantes iniciais tendem a implicar menor
probabilidade de ruina da seguradora.

Adiante, ainda neste capitulo, serd proposto um algoritmo de simulagdo das situagdes patrimo-
niais futuras a partir do conhecimento de observagdes passadas do processo de risco, o que possibi-
litard estimar o funcional da probabilidade de ruina. E, com o mesmo intuito de Dufresne e Gerber
[1989], que propuseram um método numérico para estimar uma banda de confianca que pudesse
compreender o verdadeiro valor do funcional (com a suposi¢do bdsica de que somente 0s sinis-
tros sdo varidveis aleatdrias), neste trabalho também seréd obtida uma expressdo para um limitante
superior do funcional descrito pela Equacdo 3.2.
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3.3 As hipéteses a serem testadas

Entidades que sinalizam ter alta capacidade de honrar os seus compromissos tendem a gerar
maior credibilidade perante o mercado, tanto com a adesdo de novos segurados como pela maior
possibilidade de atrairem capital de investidores, podendo aumentar a capacidade operacional da
firma, minimizando o custo de alocacdo de capital préprio. Embora gerem bastante controvér-
sias, as agéncias de rating! usualmente atribuem conceitos as empresas tio mais positivos quanto
menores forem seus niveis de probabilidade de ruina. Como exemplo, € usual atribuirem con-
ceito mdximo (denominado "AAA") para aquelas entidades que possuem probabilidade maxima
de insolvéncia igual a 0,03%. Isto significaria que a entidade declararia faléncia em, no maximo,
3 dentre 10.000 periodos de andlise, o que é considerado de baixissimo risco de ndo conseguir
honrar seus compromissos junto aos segurados.

Por sua vez, o acordo Solvency II* estipula que os 6rgios reguladores nacionais devem su-
pervisionar todas as entidades, com base em um estudo prospectivo (isto €, realizar projecdes das
situacOes futuras das seguradoras), de modo que todas as entidade aloquem em seus patrimonios
liquidos uma reserva de capital suficiente para arcar com seus compromissos € o patamar € calcu-
lado por meio dessas projecdes. Este nivel de reserva € o resultado da soma de um capital minimo
regulatorio (CMR) a um capital de solvéncia (CS) também conhecido como capital adicional ba-
seado em risco (CABR), que € adicional ao minimo exigido legalmente pelo Acordo organismos
internacionais e € obtido diretamente de metodologias estatistico-atuariais que devem ser recalcu-
ladas trimestralmente.

Segundo o documento oficial, foi definido de modo ad-hoc que o CMR para seguros gerais
deve ser de 2,5 milhdes de euros e o item 64 do Acordo Solvency II estabelece como requisito
obrigatério o dimensionamento do CS para garantir que ndo ocorra ruina mais do que uma vez
a cada 200 cendrios, isto €, que a probabilidade maxima de insolvéncia seja igual a 0,5%. O
trabalho de Asimit et al. [2016] faz uma revisdo abrangente das metodologias mais atualmente
empregadas para dimensionar o CS dentro de um grupo de seguros que atua em diversos ramos
simultaneamente.

O Conselho Nacional de Seguros Privados (CNSP), 6rgdo que normatiza as operacdes de segu-
ros no Brasil, na Resolucdo 321/2015 também decreta de modo ad-hoc que o capital base (minimo
requerido, CMR, ou, na notagdo do trabalho, Uj) para uma sociedade seguradora poder operar em
todo o Brasil corresponde a R$ 15.000.000,00 (quinze milhdes de reais). No mesmo normativo,
seguindo as instrugdes do acordo Solvéncia II, estipula-se que todas as entidades devem mensurar
capitais adicionais baseados em riscos de subscricdo (de cada um dos ramos em que a entidade
atua: vida, ndo-vida e saude), crédito, operacional e mercado, cada qual com a sua finalidade.

Porém, neste trabalho, serd considerado apenas o critério de subscricdo (CSg,psc), Uma vez
que o processo de risco que serd apresentado na proxima se¢ao descreve apenas o processo direto
de contratacdo de seguro (por parte do segurado) e de indenizacdo, por parte da seguradora. O
resultado da soma entre CMR e CSj,;,. deve ser alocado como patrimdnio liquido da entidade,
na forma de reserva de capital para contingéncias futuras, de modo a ser suficiente para cobrir
eventuais desvios adversos na operagao de seguros (redug@o no valor dos prémios e/ou diminuicao
na quantidade de segurados e/ou aumento no valor individual de indenizacdo e/ou expansdo na
quantidade de sinistros ocorridos).

'Um dos mais conhecidos e utilizados no mercado de seguros é o S&P, cujo relatério anual pode ser consultado
em http://www.spratings.com/documents/20184/774196/2015+Annual+Global+Corporate+Default+Study+And+Rating+Transitions.

2A integra do documento oficial pode ser obtido em diversas linguas pelo endereco http://eur-lex.europa.eu/legal-
content/EN/TXT/?uri=CELEX:02009L0138-20140523.
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E importante evidenciar que a determinaco do capital de solvéncia guarda uma relagio muito
proxima com o conceito de Valor em Risco (VaR), tradicional na literatura de Financas, cuja
defini¢do formal para a linguagem atuarial é:

VaRl/l(UO,G,T) = inf {CSsubsc eR: P[Ut > CSsubsc] <l1l- lI/(U07 Q,T)}
= inf {CSsubsc eER: Fy, [CSsubsc] > W(UO> 0, T)} .

Em linguagem probabilistica, o VaR € um quantil da distribui¢do do resultado liquido do pro-
cesso de risco, tal que seja esperado um resultado liquido de insuficiéncia de recursos com proba-
bilidade y(Uy, 0,T), em condi¢des normais. Usualmente na literatura, costuma-se avaliar apenas
para a distribui¢do dos sinistros agregados, porque o fluxo de prémios é considerado constante e,
além disso, a distribui¢do de sinistro s6 é conhecida em certos casos particulares, como ja comen-
tado. Deste modo, a varidvel U; € aleatéria porque os sinistros agregados sao aleatorios.

A medida VaR possui boas propriedades?, tais como invaridncia por translacio (adicionar ou
subtrair uma quantidade determinista a uma varidvel aleatoria U;, altera-se o requerimento de
capital pela mesma quantidade) e monotonicidade (economicamente, assumir posi¢cdes de risco
mais elevadas conduz a maiores necessidades de capital).

Contudo, a determina¢@o do VaR neste trabalho nao € imediata por dois motivos principais.
O primeiro motivo € pelo tratamento estocdstico dos prémios e sua estrutura de dependéncia com
os sinistros. Como consequéncia, a distribuicao de probabilidades do resultado liquido da ope-
racdo € desconhecida e, portanto, tanto o funcional y(Up, 6,T) como o quantil Uy sdo varidveis
aleatorias. Ja o segundo motivo é uma decorréncia do primeiro: pelo fato de o funcional possuir
intrinsecamente uma incerteza associada, a mera aplicacdo da func¢do inversa na estimativa da pro-
babilidade de ruina pode ndo refletir adequadamente o risco incorrido pela estimagdo do funcional.
Logo, € necessdrio recorrer a um teste de hipdteses para garantir que o risco de subestimacgdo esta
controlado.

Neste trabalho, serd realizado o mesmo teste de hipéteses para o funcional apresentado na
Equag@o 3.2. Assim, as hipéteses de teste para o parAmetro de interesse y(Uy, 0,7 ) sdo:

Hy: y(Uy,0,T) = yp,
(3.3)
H: l[/(U(),Q,T) < Y.

Caso a probabilidade de ruina seja subestimada, a seguradora pode adotar medidas inadequa-
das, como, por exemplo, uma reducdo excessiva do capital. Do ponto de vista gerencial, esta deci-
sdo pode ser bastante perigosa para a seguradora, uma vez que ela poderd estar mais exposta a uma
insuficiéncia de recursos. Por outro lado, superestimar a probabilidade também pode ndo ser uma
boa decisdo, pois a entidade pode incorrer em altos custos de oportunidade, inibindo os lucros e,
portanto, reduzir a atratividade do negdcio. Desta forma, a estimacdo precisa desta probabilidade,
bem como a obteng¢do de seu erro-padrdo, sao fundamentais neste contexto.

Formulando as hipéteses como em (3.3) € possivel, de alguma maneira, gerenciar o risco de
subestimacdo da probabilidade de ruina usando o erro do tipo I, considerado pelos 6rgaos regula-
dores e fiscalizadores como os mais graves, devido a quebra contratual entre seguradora e segu-
rado, prejudicando todo um setor que se baseia, fundamentalmente, em confianga entre os agentes.
Ademais, o teste das hipdteses em (3.3) é um aspecto complementar ao processo de estimacao

3Para mais detalhes a respeito das propriedades requeridas para coeréncia de medidas de risco, ver Artzner et al.
[1997] e Artzner et al. [2007].
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da probabilidade de ruina, uma vez que outras informagdes como a incerteza sobre y(Up,0,T)
(captada pela sua variancia) sdo fundamentais para a determinac¢do da margem de segurancga e do
capital de solvéncia, como explicitado anteriormente.

3.4 A nova abordagem a ser adotada

Neste trabalho, analogamente ao descrito pela Equacdo 2.2, o processo estocdstico a ser estu-
dado possui a seguinte forma:

U =U-1+(1+0)P -5, (3.4)

para todo ¢ > 0 e de tal forma que Uy seja o capital inicial (ndo negativo) da empresa, F; represente
os prémios (agregados) arrecadados no instante ¢, 0 € a taxa de carregamento sobre 0s prémios, e,
finalmente, S; seja os sinistros (agregados) incorridos no instante ?.

No modelo tradicional assume-se algumas premissas, a saber:

1. P, = ¢, um processo deterministico para a arrecadacdo agregada de prémios;
2. {S;;t > 0}, o processo estocéstico do sinistro agregado;

3.8 =X, Xi;

4. X; ~ Fx(x), invariante no tempo e com mesma média u >0, Vi =1,...,N;;

5. {N;;t > 0}: processo estocdstico de Poisson homogéneo da freqiiéncia de sinistro, de inten-
sidade A > 0;

6. Xi LN, = E[St] = E[Nt] X E[Xl] = A,u, e,

7. Bb=c=(14+0)E[S] = (1+0)Au, em que 6 < 0 é denominado o margem de oscilagdo
de risco ou carregamento de seguranga e definido pela Equagdo 2.6. Isto €, os prémios
arrecadados sdo considerados constantes ao longo do tempo e suficientes para indenizar o
valor esperado dos sinistros agregados.

Baseado nesta descri¢do, a abordagem tradicional para o modelo de Cramér-Lundberg pos-
sui o fluxo de prémios estaciondrio. Ademais, mesmo as caracteristicas consideradas aleatérias
(quantidade de sinistros e severidades individuais) sdo tratadas como estaciondrias. Ambos os tra-
tamentos podem ndo representar adequadamente casos reais € conduzir os analistas a tomarem
decisodes erradas diante das hipéteses de ruina da firma.

Desta maneira, a proposta deste trabalho € estender algumas premissas de modo a aproximar o
modelo a diversas situacdes mais reais. Para tanto, algumas modifica¢cdes serdo feitas, descritas a
seguir:

1. {P;;t > 0}, o processo estocdstico para a arrecadacdo agregada de prémios;

2. B =0:G;
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3. {Os;t > 0}: a série temporal que descreve a quantidade média de participantes do arranjo
securitario, de média ,u[Q > 0;

4. C;: asérie temporal da contribuicdo individual média dos participantes do arranjo securitario,
de média u¢ >0,Vi=1,...,0;;

5. {S;;t > 0}, o processo estocdstico para o pagamento agregado das indeniza¢des devido aos
sinistros;

6. S[ = NIB[;

7. {N;;t > 0}: a série temporal da frequéncia de ocorréncias individuais de sinistros, de média
N < ()
K >0

8. B;: a série temporal da severidade média dos sinistros ocorridos, de média /,L,B >0, Vi=
1, . ,Nt;

9. No geral, todas as varidveis poderdo ser mutuamente dependentes, inclusive de seu proprio
passado.

Como € possivel perceber, diferentemente da abordagem tradicional, todas as quantidades des-
conhecidas serdo tratadas como estocdsticas e com alguma estrutura de dependéncia (contempora-
nea ou com defasagem temporal) entre elas. Além disso, é importante destacar algumas diferencas
dessa nova abordagem, especialmente a respeito do dominio no tempo: o unico conjunto de ob-
servagdes do processo de risco € o conjunto Z . Isso implica a ado¢@o da suposicao basica de que
ndo hd volatilidade entre dois instantes consecutivos.

Ademais, na abordagem em tempo continuo (tradicional na literatura), além da ocorréncia do
sinistro e da sua severidade, a distancia temporal entre dois sinistros também € um varidvel alea-
téria e, deste modo, a parcela referente aos sinistros possui como limitante superior no somatorio
uma varidvel aleatdria, o que torna a parcela de sinistro um processo de convolugdo (tipicamente
um Processo de Poisson Composto). J4 pela nova abordagem, a caracteristica aleatéria do tempo
decorrido entre dois sinistros consecutivos nao € relevante como na abordagem tradicional. Como
implicagdo, a quantidade de sinistros ocorridos (e também o tamanho do portfélio, uma inovagio
do trabalho e que o torna diferente de Chan e Yang [2006]) pode ser tratada como uma quantidade
fixa a cada instante de observagdo, embora neste trabalho ela serd modelada como série temporal,
de modo que esses valores podem nao ser constantes ao longo do tempo. No Capitulo 4 serd rea-
lizada a comparacao entre as duas abordagens para verificar se hd ou ndo perda de informacao na
estimacdo da ruina de Processos de Poisson Composto em tempo continuo.

Nas préximas duas secdes, o processo dado pela Equacdo 3.4 serd desenvolvido na forma
matricial e dele serdo deduzidas as suas medidas principais (esperanca e variancia), de modo que
a possibilitar a compreensdo do comportamento do processo de risco em funcdo da estrutura de
dependéncia temporal. Ademais, serdo obtidos limitantes inferiores e superiores para o funcional
que representa a relacdo entre a probabilidade de ruina e a reserva de capital da seguradora, de
acordo com as suas propriedades martingais. Em seguida, a tltima sec¢do explica como funciona
0 bootstrap e o algoritmo, mostrando as propriedades estatisticas do estimador do funcional de
interesse.
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3.5 O processo de risco como um modelo multivariado de Sé-
ries Temporais

O processo de risco para avaliacdo da situacdo de solvéncia serd definido - no contexto de
séries temporais multivariadas - da seguinte maneira: seja o vetor temporal M; = [C,, By, Oy, Nt}
composto, respectivamente, pelo (i) prémio individual médio, (ii) severidade individual média, (iii)
tamanho total da carteira e (iv) frequéncia de sinistros incorridos, todos no instante ¢, sendo M; a
notacdo usual para a sua transposta. Desta maneira, € possivel escrever a Equagdo 3.4 (j4 incluso
o carregamento de oscilac@o de risco 0) na forma matricial:

Uy = U1 + M, LM, (3.5)

para todo ¢ > 0 e de tal forma que Uy seja o capital inicial (ndo negativo) da empresa e a matriz L
seja escrita da seguinte maneira:

(3.6)

o

o
o o oo
o o OO

0 0 0 0| |G
0 0 0 0| (B

U=Ui-1+ [CIBIQINI} 146 0 0 0 Qt; =Ui—1+(1+6)0,C — N,B,,
0O -1 0 0| |V

que é uma forma modificada do processo classico de Cramér-Lundberg, em que o processo de
risco é formado pela coletivizagcdo de apdlices homogéneas quanto aos riscos incorridos e contri-
bui¢cdes realizadas. Durante o procedimento de simulacdo computacional, serdo criadas diversas
realizacOes dessas varidveis baseadas em seus histéricos e na estrutura de dependéncia multivari-
ada, incorporando as variabilidades de todas as quantidades aleatdrias.

J4 a respeito das informagdes geradas pelo processo de risco, para cada instante #; € [0,¢], k €
N, considerando a filtragdo .%#; , U; formam a evolugdo dos valores possiveis que o patrimonio
liquido da entidade pode assumir. Assim, para #;; as informacdes sdo tdo ou mais abrangen-
tes e contém aquelas relativas ao instante #, ou seja, %, C .F;, .,- Consequentemente, para cada
to,t1,- .. 1, Ix11, pode-se escrever:

Ty CFn S C Ty C T S

3.5.1 Resultados gerais para o modelo VAR(p)

Admita uma estrutura autorregressiva vetorial de ordem p para o processo estocastico M;. Isso
significa poder escrevé-lo da seguinte maneira:
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M, =@M, + DM, o+ +BM,_,+E, 1> 1, (3.7)

com & = (&1, €y, €3, €4) um processo de inovagao (ruido branco) com E(g;) =0, E(gg;) =Xe
E(gg,) =0, Vi #s.
Substituindo a Equagdo 3.7 na Equacgdo 3.5:
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E importante frisar que serd a Equacdo 3.9 o mais importante parAmetro a respeito da tendéncia
de variacdo para o processo multivariado de risco. Afinal, caso o resultado da Equagao 3.9 resulte
em zero, o processo pode ser considerado martingal. Caso seu resultado seja positivo, o nivel de
reserva de capital ao longo do tempo resultante do processo de risco possuird tendéncia de média
crescente, o que torna o processo um submartingal. Finalmente, a outra situacdo € de tendéncia
negativa no nivel de capital e, portanto, nesta situagdo o processo de risco sera classificado como
supermatingal.

Considerando que E[g,|.%,_1] =0¢ Cov[£§,€%|%_1] = Cov[€y,€jt|F1—1] =0, Vi, j, pela su-
posicdo de independéncia dos termos estocésticos do modelo, a varidncia do processo de risco

dado pela Equagdo 3.8 € obtida da seguinte maneira:

p p ! ! p ! !/ p !/ !
Var[U,|% 1] = Var[U;_1+ Z Z M ®,.LP;M,_;+ ZMt—i@iL,@t + Z &LDPM, ;+&Lgl
i=1j=1 i=1 j=1
p / ! ! !/
= Y M ®LVarlg,|Fi 1L ®M, ;+
i=1
p !/ !/ !/ !/
+ ) M j®,LVarlg,|F 1 |LP;M,_; + VarlgLe,|F; 1]
j=1
p !/ ! ! p ! ! !/
= Y M @LEL DM, ;+ ) M, j®,LILOM, ;+
i=1 J=1
+  Var[(1+0)e1 & — &84 | F1-1]-

Ressalta-se que, dado .#;_1, o processo U,_; € adaptado e, portanto, ndo € mais uma variavel
aleatéria, implicando Var[U,_|.%;_1] = 0.

3.5.2 Formas explicitas para um caso particular: o modelo VAR(1)

Considerando que o processo estocdstico M; possui uma estrutura autorregressiva vetorial de
ordem 1, € possivel escrevé-lo como:

M, =®M, | +g,1>1, (3.11)

com & = (€14, €, €3, €4;) um processo de inovagao (ruido branco) com E(g;) =0, E(gg;) =Xe
E(geg,) =0,V #s.

Substituindo a Equagdo 3.11 na Equacao 3.5:

U = U-i+MLM,
= U1+ (@M, ) +£&) LM, | +¢,)
= U1+ ((®M, ) L+&L)(®M, | +&,)
= Ui+ (M@ L+&L)(PM,_, +¢,)
= Ui+ M, 1@ LOM, | +M, 1@ Le, +&LOM, | +¢Le,

Fr_1]

(3.10)
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Como j4 discutido no Capitulo 2, é preciso fazer a avaliacdo quanto a estimativa da proba-
bilidade de ruina sofre a influéncia de variacdes (positivas ou negativas) no termo de despesas
agregadas (seja em valores individuais de indeniza¢@o ou na frequéncia de ocorréncia de sinis-
tros), associadas com os termos de receitas agregadas (seja em valores de prémios individuais ou
tamanho da carteira de clientes).

No caso mais geral, a matriz do sistema autorregressivo € estruturada da seguinte maneira:

O11 912 P13 P4

| 1 0 Pz D

e= 01 032 P33 O3 (3.12)
021 Q12 P43 Qa4

Multiplicando as matrizes dadas pelas Equacdes 3.12 e 3.6, tem-se alguns resultados impor-
tantes para as componentes:

(1+6)p31 —¢41 0 O
/ 1+6)¢30 —¢s2 0 O
dL= ( , 3.13
= (1+6)p33 —¢s3 0 0 G139
(1+0)p34 —¢ssa 0 O
0 0 0 0
0 0 0 0
LD = 3.14
= (140)0n (1460)012 (14+0)d13 (1+6)d1s G
— g — ¢ — 3 — 4
(1+0)011031 — 21041 (1+0)012031 — P20041 (1 +0)013031 — 023041 (1+0)P14031 — P24041
<I>/L<I> _ | (1+0)0ndn—0202 (1+6)012¢30— 0012 (1+0)013032 — 023042 (1+0)P1ad32 — $24042 (3.15)
SEXT (140)010353— 021053 (1+0)012033— 022043 (1+0)013033 — 023043 (1+0)014033 — 024043 '
(14+6)011030 — $21021  (1+6)012034 — $22040  (1+6)013034 — $2304s (1 +0)P1a¢34 — P2a0u4

Uma vez que a E[g;|-%;_1] = 0 e os erros aleatérios de cada componente sdo independentes
aos pares, a variagao esperada no processo de ruina no caso geral é dada por:
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7z 2, . ! /
Portanto, o processo so sera martigal se, e somente se, M;P LPM, resultar em um valor nulo.
Isso s6 acontecerd em duas situagdes: 1) se o vetor M, = Q (situacdo que acontece apenas em

firmas iniciantes), ou 2) se @/L@ resultar em uma matriz nula. Esta segunda situagdo ocorrerd
quando a) ¢ = 0, isto é: o sistema ndo tiver qualquer memoria do passado (e apenas e tdo somente
de choques aleatérios do presente), ou b) se a matriz ¢ for nilpotente, ou c) se a relacdo (1 +

0)¢1jP3k — ¢2j0ax =0, Vj,k=1,...,4.

Repare que a forma quadrética apresentada pela Equagdo 3.16 guarda analogia com as for-
mas cléssicas de convolugdo, uma vez que o resultado expressa inter-relacdes cruzadas entre as
dimensdes do sistema.

Ademais, considerando que E[g;|.%;_1] =0¢ Cov[sizl, sft|%,1] =Cov(g;,€j1|F1-1] =0, Vi, j,
pela independéncia, a variancia do processo € dada por:
VarlUp| Fi-1] = VarlU_1 + M, @ LOM, |+ M, @ Le, +&LOM, | +£Le,|.Fi_1]
= M, @ LVarle,|F L OM,  +
+ M@ LVarlg,| F_1|LOM, | + Varlg,Le,| F;_1]
= M QLELOM, |+M, P LILOM, |+
+ Var[(1+ 0)ey,€3 — €284 F1 1],

que serd estavel (ndo diverge) se o processo VAR for estdvel (isto é, se o maior autovalor da
matriz P for, em mddulo, inferior a 1). Além disso, a variancia s serd constante se, € somente se,

duas situacdes: 1) se o vetor M; = Q (situagdo que acontece apenas em firmas iniciantes), ou 2) se
@/L/L@ = @,LL/EI? = 0. Esta segunda situacdo ocorrerd quando @ = 0, isto é, caso o sistema nao
tenha qualquer memoria do passado e depender somente de choques aleatérios do presente.

Caso as varidveis aleatérias possuam mesma variancia, entdo Var|g;|.%,_1] = 61 e, de modo
simplificado, a variancia do processo da-se por:

VarlU;) = o*[M,-1® LL®M, ||+ 0*[M, 1@ L LM, ]+ Var[(1+ 6)e1,e3 — &xu|Fi—1]
= O*M, 1 P LL DM, ||+ M, 1@ LLOM, |]+0*[0%+20+2].

Ap6s alguma dlgebra matricial, a variancia é dada explicitamente por:

VarlU;|Z-1] = %M1 @ LL'®M, ||+ 0*[M,_ @ L LOM, |]+06*[67+20+2] =
= (14+60)*(¢11Cr—1 + 012Bi—1 + $130,—1 + 91aN,_1)* 0> +
+ (1+60)%(931Ci—1 + p32Bi—1 + 93301 + p3aNi_1)* 07 +
+ (921C—1+ 9202Bi—1 + 30,1 + aN;1)* 07 +
+ (041C—1+ 0B 1 + 013011 + QaaNi—1)* 07 +
+ o*[6*+26+2].

Caso ndo seja verificada nenhuma causalidade de Granger no problema, implicando que ¢;; =
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0, Vi# j, tem-se o problema na forma padrdo do processo classico de Cramér-Lundberg. Ademais,
nota-se que as relacdes de causalidade inter-relacionam as quantidades aleatdrias na forma de
convolucdo das séries temporais, isto é: cada termo serd tdo mais afetado por outro quanto mais
associados eles estiverem.

Um termo importante para se medir riscos de ruina e que estd diretamente ligado a mensuragdo
da probabilidade de ruina € o coeficiente de ajuste y. Considerando a estrutura multivariada de
dependéncia entre prémios e sinistros (tanto em valores quanto em frequéncias), o novo coeficiente
de ajuste do processo modificado (andlogo a Equacdo 3.1) € definido a seguir.

Definicao 8 (Coeficiente de Ajuste). O coeficiente de ajuste (y) é a menor solucdo positiva da
equagdo

Ele 7| F] =1, (3.17)
a;

que pode ser resolvida pela igualdade In[Mz,(y)] =0, em que Mz, (t) =E [e’(zf)\,/,_l], se a va-

ridvel aleatoria

!

==Xt

p ! /! ]7 !
Z =Y M, ®Le,+ ) &L®M, ;+egLe
i=1 j=1

que representa todos os termos estocdsticos da Equagdo 3.8, possuir distribuicdo conhecida.

Esse coeficiente y ¢ uma fungdo de varidveis aleatdérias, mas também de uma constante 6
(carregamento) e servird para atribuir um limitante superior a probabilidade de ruina do processo
de risco. Deve-se interpretd-lo como um valor que mede o risco de descasamento entre os fluxos
de caixa futuros, de modo que, quanto mais fortemente a parcela de sinistros superar a parcela de
prémios, mais negativo o termo entre parénteses do expoente ficard. Portanto, com o sinal negativo,
o expoente fica positivo, s6 que de magnitude grande. Desta forma, o razodvel nao é buscar o seu
valor em zero (até porque, o zero € sempre raiz e tornard a igualdade verdadeira), mas sim a menor
raiz positiva de ¥ para poder encontrar a igualdade. Do que se conclui que dentre dois processos
de risco, aquele com menor valor de ¥ tem uma probabilidade mais alta de incorrer em faléncia e,
portanto, precisard aumentar o carregamento 6 sobre os prémios e/ou o capital inicial Uj.

A seguir, serd mostrado que a probabilidade de ruina do processo da maneira que foi proposto
¢ limitado por uma func¢do do coeficiente de ajuste e do capital inicial, a depender de suas ca-
racteristicas martingais. Além disso, também possui a propriedade de decaimento exponencial da
relacdo entre a probabilidade de ruina e o capital inicial.

Teorema 3.1. Com o processo de risco definido pela Equacdo 3.5, com dependéncia multivariada
entre os seus termos, a probabilidade de ruina satisfaz uma das seguintes condigoes:

e

v (U, 0, M OLM:)) < Bl Wr|T <]’ se o processo de risco for submartingal,
/| < e T0—E[e T |T>o]P[T 2o . o (3.18)
v (Uo, 0,MoLM,) > Ble 77 (T <o , Se o processo de risco for supermartingal.

, . o e . . / . o~
em que Uy € o capital inicial, 0 o carregamento definido ex-ante, MoLM , determina as condicoes
iniciais da empresa, Y é o coeficiente de ajuste, e Ut é o capital da entidade no momento da ruina.

Demonstracdo. Seja %, a o-dlgebra gerada pelo processo estocastico {Ur, T <t}, t > 1 resul-
/ . . L. .
tante da convolugdo M;LM,, em que M; segue um modelo multivariado de séries temporais.
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Como /
U=U_1+MLM,,

entdo parat > 1:

/
Ele ™| %] = E {eY(Ut—ﬁMé%”%_l

!/

!
) {e—Y(Uzl)eY(Zf_lz_]j)_lll’!ti%é@j%_j)e—ﬂz|%1

!/ /
— e—Y(Utfl)efy(Zf:IZ?:]Mt—i?iié?j%zfj)E [e—YZngzt_l]
!/

/
= e U)o VL D MR L2 M, )

pois a ultima esperanca da penultima passagem dard 1, conforme a Equagdo 3.17, em que Z;
representa todos os termos estocasticos da Equacdo 3.8. E importante ressaltar que, dada a filtragdo
F_1, tanto U;_| como a parcela deterministica do processo multivariado dado pela Equagdo 3.8
sdo conhecidos. Desta maneira, a sequéncia e~ "V pode ser um dos trés casos a seguir, parat > 1:

1. martingal, se o resultado da Equagdo 3.9, dado por Y/, Zﬁ;l M, ®.LOM, j=0.1Isto &
se ®; =®; =0,Vi,j=1,...,p, ou se, ainda que ndo sejam matrizes nulas, os coeficientes
autorregressivos que impdem drifts ao processo de risco anularem-se mutuamente;

2. submartingal, se o resultado da Equagdo 3.9, dado por Y7 Z?:l M, ®.LPM, i <o.
Isto é: se os coeficientes autorregressivos combinados implicarem a presenca de drift ndao
positivo ao processo de risco (ou seja, se o processo U; for supermartingal), ou;

3. supermartingal, se o resultado da Equacdo 3.9, dado por Y7, Y./, M, ®.LDM, ;>0.

Isto é: se os coeficientes autorregressivos combinados implicarem a presenca de drift nao-
negativo ao processo de risco (ou seja, se o processo U; for submartingal).

Como a situacdo 1 € um caso particular dos itens 2 e 3, serdo analisados apenas os dois tltimos.

Para o caso 3, em que a sequéncia e "Y7, T > 0, dada uma filtracdio .%; em algum tempo de
parada ¢, é supermartingal, decorre do Teorema 2.2 (especialmente, itens 4 € 5) que:

E[e ™% >E[e "|.7].

Logo:

E [e—YUoLO/‘J > F [e—YUT’g‘J
= Ele""T <t]P[T <t]+E[e T >t]P[T >1].

Mas como dada a filtragdo .%;, o capital inicial Uy é conhecido, entdo e~ "0 ndo é varidvel
aleatdria. Além disso, E [e"’Uf T > t] P[T >t] > 0, implicando que:

e "0 >E [T <] P[T <1].
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No horizonte infinito, isto é, fazendo ¢ — oo:
e "S> E[e7 T < ] P[T < o).

Como, por defini¢do, a probabilidade de ruina de um processo de risco é y(.) =P[T < oo], conclui-
se que:

ef’yUO
Ele 1Ur|T < o]’

w(Uo, 0, MoLM,) <

completando a demonstracao para o caso 3.

J4 para o caso 2, para que a sequéncia e~ "UT seja um submartingal, é preciso que o processo
Ur, na média, decresca. Isto significa que o processo tem uma tendéncia agravada de incorrer em
ruina. Assim, considerando a filtracdo .%; em um tempo de parada ¢, o Teorema 2.2 garante que:

E[e ™| %] <El[e"7|.7].

Assim:

E [e—YUoL&/‘t] < F [e—YUTLG/‘t}
E[e T <t]P[T <t]+E[e ™|T >t]P[T >1]

Isolando o termo P [T <] (sem inverter o sinal, pois E [e”"|T < ] > 0), e tomando t — oo,
tem-se que:

e 0 —Ele T |T > o|P[T > o9

Uy, 0. MoLM,) >
II/( 0 7~0~~0)— ]E[e_yUT|T<°°] ’

completando a demonstragao.

O

Corolario 3.1. Nas mesmas condicoes do Teorema 3.1, com dependéncia multivariada entre os
seus termos, a probabilidade de ruina satisfaz uma das seguintes desigualdades:

{ y (U, Q,MOLM;)) <e Vo, se o processo de risco for submartingal, (3.19)
, .

(Uo, O,MOLM;)) > e oK. se o processo de risco for supermartingal,

Ele™ T |T >o0] P[T >o0]
Ele~ 1T |T <o]

em que K é uma constante menor que 1, dada por

Demonstracdo. Decorréncia imediata do Teorema 3.1. Note que, no instante em que a entidade
entra em ruina, Ur < 0, necessariamente. Isso implica que E[e"’UT |T < o] > 1, para ambos o0s
€asos.

No caso de o processo ser um supermartingal, E[e "V |T > o] < E[e "7 |T < o], pois, dada
uma situacao de ruina, Ur < 0, necessariamente. E, em caso se ndo-ruina, Ur > 0. ]
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Em palavras, o que o Teorema 3.1 garante € que, dado um montante de capital inicial, a proba-
bilidade de ruina de um processo de risco com tendéncia de decrescimento sempre estard limitada
inferiormente no longo prazo por uma fun¢do exponencial do coeficiente de ajuste Y e dessa re-
serva. Por outro lado, se o processo de risco tiver tendéncia de crescimento, a probabilidade de
risco estard limitada superiormente pela mesma forma funcional de uma exponencial.

E importante destacar que, conforme comentérios anteriores, o coeficiente de ajuste y indica
o nivel de risco de descasamento entre os fluxos de prémios e sinistros. Geralmente, a literatura
trata esse coeficiente de ajuste para processos submartingais, em que os prémios cobrados sao pelo
menos 0 montante que representa a expectativa estaciondria do sinistro agregado, por instante de
tempo, adicionado de um carregamento, ou seja B, = (1 4+ 0)E [SAg}. Vale reparar que Sy ndo
costuma possuir tendéncias, ou seja, sdo tratados como estaciondrios na média.

Exemplos disso sdo os casos cldssicos trazidos em Bowers et al. [1997], artigos cldssicos como
Embrechts e Mikosch [1991], mais recentes como Trufin et al. [2011] e também em trabalhos en-
volvendo séries temporais, como Wan et al. [2005], Chan e Yang [2006], Zhang et al. [2007] e Wat
[2012]. Em comum a todos eles, o fato de apenas encontrarem uma férmula para o limite superior
para as respectivas probabilidades de ruina, em fun¢do do capital alocado no momento inicial, uma
vez que em todos estes trabalhos os processos eram supostos submartingais.

Como se nota, este trabalho inova ao encontrar condi¢des - diferentemente dos outros autores
- para que o processo de risco apresente um limite inferior para a probabilidade de ruina, ndo ape-
nas um limite superior. E isso é importante na medida em que € possivel que, na pratica, ocorra
a indesejdvel situacdo de que os sinistros excedam - ainda que por algum periodo de tempo - os
prémios cobrados, causados por uma geralmente complexa estrutura de dependéncia intertemporal
das operagdes securitdrias. A implicacdo pratica imediata € que esse reconhecimento possibilita
redimensionar instantaneamente o volume de reservas de capital ou o carregamento sobre os pré-
mios, sendo necessario apenas compreender de que maneira as alteracdes na nova matriz estimada
de coeficientes do modelo VAR(p) afeta a curvatura da relacdo entre o capital de solvéncia e a
probabilidade de ruina.

Pelo fato de ¥ ser uma constante (geralmente desconhecida), assim como a estrutura de de-
pendéncia, a possibilidade de o gestor de risco arbitrar algum parametro reside tnica e exclusi-
vamente sobre 6 e Uy. Ou seja, como decorréncia logica, quanto maior for o volume de capital
de uma entidade, ela estard mais protegida da ruina, com velocidade de decaimento exponencial.
Esse resultado € absolutamente consistente com a literatura para distribuicdes paramétricas que
respeitem a condicao de que os prémios, ainda que constantes, sejam o valor esperado da varidvel
aleatdria do sinistro agregado, ainda que nem todas possuam solu¢des analiticas (e apenas ha no
caso Gama-Poisson e suas correlatas).

Contudo, exatamente pelo fato de ndo haver solucdes gerais, neste trabalho € proposta uma
metodologia de estimacdo do funcional oriundo do processo de risco com dependéncia multiva-
riada por meio de simulagdes computacionais. Na proxima secdo serd apresentado o algoritmo e
demonstrada a convergéncia tedrica do estimador da probabilidade de ruina, evidenciando que o
procedimento de simulacao revela o verdadeiro valor, ainda que ndo se tenha uma solugao analitica
geral.
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3.6 A proposta de estimacao do funcional via bootstrap e sua
propriedade de consisténcia

A técnica de bootstrap ¢ um procedimento computacional iterativo extremamente util como
método de estimacgdo da distribuicdo probabilistica de estimadores ou estatisticas de teste quando
nao se dispde da verdadeira forma funcional do modelo tedrico. Assumindo que os dados observa-
dos formam um conjunto populacional, sob certas condi¢des de regularidade, o bootstrap conduz
a uma aproximacao da distribui¢ao que € pelo menos tdo precisa quanto a aproximagao da mesma
distribuic@o obtida a partir da teoria assintética. Ademais, para fins de avaliacdo de resultados pra-
ticos, trata-se de uma técnica que pode, computacionalmente, substituir a analise matematica da
distribui¢do assintdtica, que, em geral, € de dificil tratamento ou obtencao.

Apesar de ndo ensejar grande complexidade algébrica, o0 método bootstrap geralmente € mais
preciso em amostras pequenas do que as aproximacdes assintdticas e hd diversos trabalhos que
demonstram essas propriedades. Mas a principal propriedade deste método aplicavel a este traba-
lho é a capacidade do bootstrap reduzir o viés e, por consequencia, o erro quadritico médio de
um estimador. Por esta razdo, é uma técnica importante para realizar procedimentos de estimacao
(objetivo principal deste trabalho), além de testar hipdteses, uma vez que a probabilidade fixada
ex-ante de que um teste baseado em um valor critico assintético rejeite uma hipétese nula verda-
deira pode ser muito diferente da verdadeira probabilidade de rejeicdo. Mais detalhes sobre esta
técnica podem ser obtidas em Efron e Tibshirani [1993].

Aplicada em contextos de séries temporais, a técnica envolve a criagdo de historias (trajetorias)
artificiais para cada varidvel aleatdria envolvida no problema, de sorte que se utilize essas historias
no mesmo procedimento de estimacdo do funcional como se fossem realizacOes verdadeiras. As
histdrias artificiais sdo criadas efetuando-se a estimac¢do dos pardmetros do modelo, extraindo-se
os seus residuos, cujos momentos (até segunda ordem) empiricos sdo determinados pela matriz
de variancias e covariancias para, entdo, obter valores pontuais para as varidveis enddgenas ao
sistema. Como as trajetdrias geradas artificialmente tipicamente constituem uma possivel amos-
tra (dentre uma infinidade de possibilidades), os valores pontuais gerados por meio dos residuos
podem nao coincidem exatamente com os dados originais. Porém, ao se criar um nimero sufici-
entemente grande de trajetdrias, é possivel realizar uma aproximacao da trajetéria esperada com
bastante precisao.

Para o contexto deste trabalho, o procedimento completo de simulacao consiste dos seis passos
descritos no Algoritmo 1, a seguir.
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Algoritmo 1. Procedimento de modelagem das séries e simulacdo de trajetorias futuras para a
estimagdo do funcional da probabilidade de ruina.

1. Definicao das séries de entrada. Inicialmente é preciso especificar o tipo de série:

(a)

(b)

Em aplicacdo a dados reais, com t observagoes disponiveis, passe diretamente para o
passo 2;

Em estudos de simulacdo, é necessdrio que dados sejam gerados* da seguinte forma:
estipula-se uma estrutura de dependéncia temporal de ordem p (expressa por matri-
zes ©;,j=1,...,p de parametros fixos) e, com ela, geram-se t dados artificiais de
dimensdo 4 com a estrutura imposta. Passe para o passo 2;

2. Estimacdo dos pardmetros de um modelo VAR(p). Com o sistema multivariado de séries
temporais oriundo do passo 1, estimam-se as matrizes P j»J =1,...,p de pardmetros do
modelo VAR(p) cujos residuos sejam ruidos-brancos, e extraem-se essa matriz de residuos
&; de dimensdo t X 4 para a utiliza¢do no passo 4;

3. Inicializacdo de pardmetros (capital inicial U, e taxa de carregamento 0). O objetivo é
fazer o mapeamento matricial cujas entradas sdo os pardametros necessdrios para manter
solvéncia financeira da entidade. Enquanto Uy < K e 0 < C, em que K e C sdo duas cons-
tantes reais, execute os passos 4 e 5;

4. Criando N réplicas de B trajetorias futuras de horizonte h. Com o intuito de se obter
uma quantidade suficientemente grande de possibilidades de ocorréncias futuras, para cada
réplican € {1,...,N}, faca:

(a)

(b)

(c)

Criacdo das B histérias artificiais de cada varidvel de horizonte H passos a frente.
De posse da matriz de residuos &, para cada h = 1,... H = 1.200, amostra-se - com
reposicdo - uma linha da matriz de residuos € para compor o vetor & que formard,
recursivamente, usando o método de projecdo do modelo VAR(p) ajustado, a b-ésima
trajetoria (b =1,...,B = 10.000) do processo de risco:

rb rb Ab - Ab pb Kb
UH—h = UH—h—l + (1 + G)Ct+11Qt+h _Bt+hN[+h7 h= 17 s 7H7 (320)
com as projecoes do vetor Mf+h = [C’fﬂrh, éerhv Qf+h, ]th’+h] obtidas recursivamente da

seguinte maneira:
b CYPR
Mz+h = Z CI)J.MI+/17j+§J+h7 h=1,....H,
J=1

em que &y é uma linha sorteada (com reposigdo) da matriz de residuos & pelo mé-
todo bootstrap. Vd para o passo 4.b.

Estimagdo dos funcionais de interesse. Para cada n = 1,...,N = 1.000 e de posse
das B trajetorias futuras de horizonte H do processo de risco, calculam-se os dois
funcionais de interesse: a frequencia relativa \J,(Uy,T) (segundo a Equagdo 3.22) em
que o processo de risco entrou em ruina e uma expectativa para a finitude do tempo de
parada T (o tempo médio t até a ocorréncia da ruina).

Repita os passos 4.a e 4.b até completar N réplicas.

4Um método de simulacio de séries temporais multivariadas é trazido no Apéndice A.
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5. Teste das hipdteses de interesse. Com as N estimativas da probabilidade de ruina (" (Uy, H),
n=1,...,N =1.000) para uma combinag¢do de Uy e 0, calculam-se a média IﬁBN(Uo,H)
(segundo a Equacgdo 3.23) e o desvio-padrdo 6%1\/(%’ H) (segundo a Equagdo 3.26) do fun-

cional para, finalmente, testar as hipoteses dadas pelo conjunto (3.3). Volte ao passo 3.

Alguns comentdrios sobre o Algoritmo 1 precisam ser feitos. A respeito do segundo passo do
algoritmo, é fundamental que a série ajustada torne os residuos de cada série ruidos brancos, isto
é: média e variincia constantes e, especialmente, que ndo haja estrutura de autocorrelacao dentro
de cada série que possa invalidar o processo de reamostragem aleatdria no procedimento. Isso de-
correr do fato de que, em caso contrdrio, uma estrutura temporal precisaria ser incorporada com
o intuito de representar adequadamente a relacdo de dependéncia observada no passado. Toda-
via, como os residuos sdo provenientes de um sistema multivariado, a estrutura de dependéncia
contemporanea pode (e deve) ser preservada.

O quarto passo do Algoritmo 1 é o principal processo de simulagdo computacional que serda
realizado neste trabalho, de maneira que € nele que sdo estimadas as duas quantidades de interesse:
1) as probabilidades de ruina e 2) os tempos decorridos até a entrada em ruina, caso acontega. Nota-
se que, pela grande quantidade de termos aleatdrios deste problema, torna-se intratdvel a avaliagdao
analitica dos resultados, uma vez que as férmulas sdo fechadas apenas e tdo somente para o caso
dos sinistros (frequencia e severidade) serem varidveis aleatdrias (e, mesmo assim, para 0s casos
estaciondrios da familia das distribui¢des Poisson e Gama, respectivamente). Por este motivo, serdo
simuladas um ndmero suficientemente grande de trajetérias futuras de um processo definido pela
Equacdo 3.4, inicializando a reserva inicial como Uy e gerando as futuras variaveis aleatoria das
quantidades e dos valores dos sinistros, assim como as futuras e aleatdrias quantidades de apdlices
expostas ao risco e seus valores individuais de prémios.

E razodvel supor que algumas das trajetérias simuladas pelo Algoritmo 1 jamais conduzirio o
processo a ruina, o que faz necessario o truncamento do processo em algum instante finito, o qual
serd denotado pelo tempo de parada H. A ruina, portanto, ocorrerd quando a trajetdria atingir o
nivel zero (ou inferior) no maximo até o instante H. Para a analise dos dados reais, a unidade de
tempo considerada serd mensal, em um horizonte de 100 anos (o que equivale a 1200 meses).

Contudo, a questdo fundamental é: serd que o Algoritmo 1 € capaz de revelar o verdadeiro
valor do funcional dado pela Equagado 3.2, que representa a probabilidade de ruina? Porque, se a
resposta for negativa, todo o procedimento mostra-se vao. A seguir serd desenvolvida a resposta
para este que € o aspecto central do trabalho.

A cadarodada do passo 4, isto é, paracadan =1,...,N, define-se por 1,(.) a funcdo indicadora
da ruina no b-ésima trajetéria do processo multivariado de risco dado pela Equacdo 3.20, b =
1,...,B e T uma varidvel aleatéria que representa o tempo de parada até a ruina acontecer, T =

1 <h < H,em que H é um horizonte, da seguinte forma:

1, se Utb+h <0, paraalgum h <H, com probabilidade  yg(Uy,0,H),

1,(T < H) = { 0 (3.21)

seUP,}, >0, paratodoh <H, com probabilidade 1— y3(Up,6,H).

Adotando o procedimento de reamostragem uniforme (isto €, cada elemento da amostra € sele-
cionado com reposicio e todos com probabilidade de seleciio igual a r~!), condicionais 2 filtragio
4, sorteia-se B reamostras independentes .7, ..., % e seja 1,(T < H) a indicagdo de ruina da
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b-ésima trajetoria, representada pela filtracdo %, em vez de .%;. Assim:

>}

V" (Uo,0,H) = Z (T <H), (3.22)

¢ uma aproximacgdo de Monte Carlo para Jp"(Uy,0,H), que é utilizada em cada passo 4b do
Algoritmo 1. J4 o estimador do passo 5 € dado por:

N
g™ (Uo, 0,H) = Z "(Uy,0,H). (3.23)

Teorema 3.2. Com a condicdo de que B — oo, H — o e vdlidas as Equacoes 3.22 e 3.21, entdo,
paratodoT =1<h<H,

lim l//B (U(), 6 H) —> l//n(Uo,e H) (3.24)
B—+o0
lim " (Uy,0,H) 5 v (U, 0,T). (3.25)
B—y+oo
H— 400
Demonstracdo. O valor esperado de " (Up, 0,H), condicional a filtragdo %, que representa

todas as trajetdrias geradas, é:

>~

E[y" (Uo, 0,H)| 7] = Z [1,(T < H)|

UOJG H WE(UO,G,H)

||Mo:

Portanto, yg"(Up,0,H) é uma aproximagdo nao-enviesada para yj(Up,0,H) e o desempe-
nho de yp"(Uy, 0,H) pode ser descrito pela sua varidncia condicional. Como as trajetdrias sdo
construidas por meio de amostras aleatorias com reposi¢cdo (supostas independentes aos pares)
e 1,(T < H) é uma funcdo indicadora de ocorréncia de ruina (e, por ser fungdo indicadora,
[1,(T < H)]> = 1,(T < H)), tem-se que:
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B
. . 1,(T <H
Var [ (Up, 0,H)|75] = Var [Zb—l ol )\%‘]
B
= mVar l;l]lb(T<H)y%;

I
%/~
M=

Var[1,(T < H)|.%3|

>
Il
—_

:E [[]l;,(T < H) |3f§} — [E[1,(T < H)|Z5])%]

>
I
—

I
%/~
M=

E[1,(T < H)|Z5] — [¥3(Uo, 0,H)]’]

>
I
—

I
7|
M=

M=

Vi(Uo,0,H) — [v5(Un, 0, )]’

|
S}
S

Il

R

[wg(Uo,6,H) [1—yg(Uo,0,H)|]

I
% B~
™=

— iUy, 0,H) [1 — wi(Up, 6,H)]

I

o
V)
=

= éll/g(Uo, Q,H) [1 - Vfg(Um GaH)] :

Assim, por tratar-se de uma fun¢do envolvendo indicadoras, Var [yg" (Up, 0, H)|.%#}] converge
assintoticamente para uma constante ou para uma constante multipla de B~!, tornando-se O(B~!)
a cada replicata. Especificamente, essa constante € inferior a 0,25 quando 3" (Uy,0,H) = 0,5,
sendo, portanto, limitada superiormente.

Finalmente, pela Lei Fraca dos Grandes Numeros, a desigualdade de Chebyshev garante que,
paraum € > O:

Var[lﬁBn(UanaH”ﬁI;]
82
wg(U()v 97H) [1 — WE(U()a G,H)]
Be?

Pllyis" (Uo, 0, H) — wg(Uo, 0,H)| > €| 7]

4Bg? ’

garantindo que a Equacdo 3.24 € vilida.

Pelo fato de a variancia do estimador bootstrap ser limitada superiormente, o estabelecimento
da Equacgdo 3.25 é uma decorréncia do Teorema 3.8 apresentado em Shao e Tu [1995], que en-
volve a aplicacdo da Lei Forte dos Grandes Nimeros de Marcinkiewicz, e cujos argumentos serdo
omitidos.

]

O Teorema 3.2 garante que o estimador de cada replicata € ndo-enviesado e possui a propri-
edade de consisténcia, desde que as quantidades B seja suficientemente grande. Diversos traba-
lhos tedricos e empiricos preocuparam-se em encontrar o valor ideal de B que garanta boa quali-
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dade de aproximacao. Hall [1992], Shao e Tu [1995], Hastie et al. [2008], Kreiss e Lahiri [2012]
e Jentsch e Politis [2015] fazem uma extensa revisao sobre esses trabalhos, inclusive no contexto
de séries temporais.

O intuito deste trabalho ndo € avaliar a quantidade de trajetérias simuladas necesséria para
garantir convergéncia. O objetivo da aplicacdo do Algoritmo 1 € ter revelado o verdadeiro valor
da probabilidade de ruina de um processo de risco, ainda que ndo se conheca exatamente o seu
verdadeiro valor, por ndo se dispor de uma solu¢do analitica geral para a sua obtengdo. Assim, 0s
resultados obtidos serdo bastante precisos, proximos dos valores tedricos exatos.

Uma vez dotados das N replicacdes, (cujo objetivo € a criacdo de variancia entre as estimativas
pontuais yz(Up,0,H) obtidas), obter-se-ia estimativas consistentes do erro-padrdo do funcional
descrito pela Equacdo 3.2 e representado pela Equacdo 3.23, possibilitando testar as hipdteses
dadas por (3.3). Portanto, por padrao, N = 1.000 e B = 10.000 serao considerados valores sufici-
entemente grandes, gerando um total de 10 milhdes de trajetorias simuladas para cada combinacao
de reserva e taxa de carregamento.

Para a estimag@o do erro padrdao deste estimador da probabilidade de ruina l/?BN (Uo,0,H)
(considerando todas as B trajetérias de todas as N replicatas), serd utilizado o método jackknife,
que ¢ uma eficiente técnica ndo-paramétrica que permite estimar varios tipos de quantidades e
que partilha de algumas semelhancas com o bootstrap (ver Quenouille [1949], Tukey [1958],
Efron [1979] e Efron [1982]). Dentre as tipicas aplicagdes € possivel citar avaliagdo de vieses de
estimadores e estimacao de variincia, que € o interesse especifico desta secdo. Aqui, o objetivo é
obter um erro-padrdo mais consistente para o estimador apresentado na Equacgao 3.23 via jackknife
(que, pela Lei dos Grandes Numeros, convergird para o verdadeiro valor), e € dado pela Equacao
3.26:

2
st oo~ | Y | v o 0.5 - —— Y v e 0.1 | . 326
\/N Yp 0,Y, — ~ N Yp 0,9, N—1 '_IWB 0,Y, . .
= =
J#i

Como as trajetdrias serdo realizadas para cada subparticao do tempo, € possivel fazer a avalia-
¢do das B observacdes para cada instante ¢ € T, inclusive a estimativa pontual e intervalar para o
funcional, assim como realizar o teste de hipéteses. A medida de evidéncia contra a hipétese nula
definida em (3.3) serd dada por:

~ N H) —
a' =P |/NIE %’9’ )=Vo | (3.27)
o[ys" (Uo,0,H))

com z € R. O computo do p-valor possui duas complicagdes: a primeira € o desconhecimento da
distribui¢do verdadeira do funcional sob Hj e a segunda envolve o valor testado para Y como o
verdadeiro valor da probabilidade de ruina. Ambos os efeitos sdo minimizados pela convergéncia
do estimador a Normal. A convergéncia assint6tica da distribui¢do do funcional a normalidade
foi demonstrada por Pitts [1994] e, assim, ao realizar o procedimento um nimero suficientemente
grande de vezes, a aproximacao normal pode ser verificada empiricamente a partir das solucdes
gerada pela aplicagao do método.
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No préximo capitulo, serdo realizadas inicialmente simulag¢des dos casos paramétricos de dis-
tribui¢des supostas conhecidas com o intuito de validar os resultados obtidos pela aplicacdo do
algoritmo, especialmente nos casos em que se conhece teoricamente os resultados. Na sequéncia
serdo simulados dados com estruturas de dependéncia temporal controladas, com o objetivo de
compreender de que maneira a inclusao de drifts (positivos ou negativos) incidem sobre a rela-
¢ao entre a alocacdo de capital inicial e o nivel de probabilidade de ruina. Finalizando o trabalho,
o procedimento serd aplicado a um conjunto de dados reais, em que € verificada a presenca de
dependéncia temporal.



Capitulo 4

Simulacoes e Aplicacoes

4.1 Introducao

Este capitulo é dedicado a aplicagdo do método proposto em algumas situacdes. Na primeira
secdo, os resultados da aplicacdo da nova abordagem serdo comparados com as metodologias usu-
ais de estimacdo difundidas na literatura, baseadas em convolucdes de distribui¢cdes paramétricas,
particularmente quando sdo supostas conhecidas as distribui¢des que compdem a parcela de sinis-
tros, considerando a série de prémios como constante. O principal objetivo desta secao € avaliar a
qualidade das estimativas obtidas pela aplicagdo do Algoritmo 1, de modo a verificar se 0 método é
capaz de revelar os verdadeiros valores da probabilidade de ruina, oriundos de processos cldssicos
na literatura. Além disso, também serd verificada a aproximacao assintética da distribui¢do de pro-
babilidade empirica do funcional a distribuicio Normal, com o intuito de possibilitar a realizacao
posterior de testes de hipdteses.

Em seguida, na segunda secdo, a metodologia sera aplicada a dados simulados provenientes de
um modelo VAR(1) de dimensdo 4, em um experimento computacional controlado atribuindo di-
ferentes estruturas de dependéncia na matriz 3.12. O objetivo principal desta secdo € compreender
como se dao os efeitos da incorporacdo da estrutura de dependéncia temporal entre as séries sobre
a relacdo entre capital de solvéncia e a probabilidade de ruina de um processo de risco.

Na terceira e derradeira se¢do, a metodologia serd aplicada a um conjunto de dados reais do
mercado de seguros de automdveis e os resultados comparados com a metodologia considerada
cldssica na literatura, em que o tamanho da carteira € estdtico, os prémios sdo constantes e apenas
o fluxo de sinistros € tratado como varidvel aleatdria. Aqui, sdo dois os objetivos: estimar, a partir
de dados observados, a probabilidade de ruina e dimensionar o capital de solvéncia da carteira
mais adequado a realidade da seguradora para atendimento de requisitos operacionais minimos,
em concordancia com critérios regulatorios internacionais estabelecidos.

4.2 Simulac¢oes para o processo de ruina com prémios constan-
tes e sinistros com distribuicoes conhecidas

Nessa primeira se¢ao o objetivo é verificar se o Algoritmo 1 proposto € capaz de estimar com
precisdo o verdadeiro valor da probabilidade de ruina para um caso de distribuicdo de severidade
conhecida cuja solugdo € exata.

45
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4.2.1 O caso Poisson-Exponencial

Suponha o caso especial em que a distribuic@o da severidade individual X seja uma exponencial
de pardmetro 3 > 0 em um processo estocastico U; como dado pela Equacéo 3.4. A ruina, se ocor-
rer, ocorrerd no instante 7 = min {t : Ur < 0} (ou o se este minimo ndo existir), e U, representard
o montante de capital disponivel no instante imediatamente anterior a #, com uma filtragdo natural
Z. O evento em que U; < —y, com y > 0, pode ser reescrito como o evento em que um evento
X (o tamanho do sinistro causador da rufna) exceda U; 4+ y dado que excedeu U;. A probabilidade
condicional, para cada .%;, U, ye T, deste evento é dada por:

PlUr < —y| ] =P[-Ur >y|.#] = PX>U +ylX > U
> B
— M — By
B [5 e Prdx ’

de modo que a funcdo densidade de probabilidade de —U;, dado T < oo, €

diyu —e Py =B P

Portanto,

E[e™T|T <] = B/ e Prelay
0
B

p-v
O coeficiente de ajuste 7, para este caso, pode ser obtido exatamente como:
1+6)y_ B
1+ = . 4.1
B B—v

Desenvolvendo, tem-se uma igualdade quadratica em ¥, como segue:
(1+6)y*—6By=0.

Apesar de ¥y = 0 ser uma solugdo trivial, valor do coeficiente de ajuste a ser adotado para y € a
menor raiz positiva desta equacao, cuja férmula é:

6B

~1+o 4.2)

Y
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Combinando as duas expressdes dadas pelas Equacgdes 4.1 e 4.2, tem-se que

(B—y)e "0
B

1 —6BUy
ex .
167" 110
Particularmente, se Uy = 6 = 0, entdo a probabilidade de ruina é 1. Especificamente para este
estudo de simulacdo, para construir a série aleatéria de sinistro para o processo de risco, foram
geradas 10.000 amostras independentes de uma distribui¢do Poisson com pardmetro A = 250 e,

condicionalmente, gerados severidades individuais com uma distribui¢do exponencial de média
u = 1000.

Tendo em vista o objetivo de verificar se o Algoritmo 1 captura os verdadeiros valores conheci-
dos, sobre esses microdados gerados artificialmente foi construida uma histéria de série temporal
para o processo de risco, estimados os modelos VAR(1), todos com parametros insignificantes, de
modo que fosse possivel aplicar o Algoritmo 1 e projetar 10.000 trajetérias futuras independentes
via bootstrap. Deste modo, se fixados como pardmetros iniciais Uy =0 e 0 = 0,2, os prémios sio
constantes e iguais a 300.000, além de a probabilidade exata de ruina ser y(Uy = 0) = 10/12.

II/(U()a 9) =

As Figuras 4.1(a) e 4.1(b) a seguir trazem as comparagdes das estimativas obtidas por meio da
aplicacdo do algoritmo com os valores exatos da probabilidade de ruina para o caso Exponencial,
em funcdo de U e para dois diferentes valores de 6 € {0,2;0,8}. No Apéndice B, as Tabelas B.1
e B.2 trazem as informagdes exatas a respeito do viés e do erro quadratico médio do estimador
proposto.

Probabilidade de Ruina
o

f & S & &
S & & Q&S

S aY
SN AN

)
K)

Exata Estimada - - -LimiteInferior - - - Limite Superior il ilidade Estimada  ----LimiteInferior  -----Limite Superior

(a) =0,2. (b) 8=0,8.

Figura 4.1: Comparacdo das estimativas de probabilidade de ruina obtidas pelo algoritmo com os valores
exatos para o caso Poisson-Exponencial, em funcdo de Uy e diferentes valores de 6.

A partir da observacao das Figuras 4.1(a) e 4.1(b) percebe-se que o algoritmo € bastante pre-
ciso ao prever os verdadeiros valores do funcional da probabilidade de ruina, especialmente ao
observar que, além de as estimativas estarem bastante proximas, os intervalos de confianca em-
piricos contém o verdadeiro valor para todos os casos de capital inicial e também nos casos de
diferentes taxas de carregamento.

Uma vez verificado que a aplicagao do Algoritmo 1 prové estimativas muito proximas da ver-
dadeira probabilidade de ruina para o caso em que € possivel calcular seu valor com exatidao por
se conhecer a solucdo analitica, serd feita, a seguir, a andlise para outra situacdo em que as distri-
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bui¢des sdo conhecidas, mas cujos valores exatos ja ndo sdo mais possiveis de se obter. Contudo,
€ possivel obter exatamente o valor do limitante superior para a sua probabilidade.

4.2.2 O caso Poisson-Normal

Suponha agora outra situagdo particular em que a distribuicdo da severidade individual X seja
uma Normal de parAmetros (i, %) > 0 em um processo estocéstico U;, com prémios p constantes,
como dado pela Equacdo 3.4. Neste caso jd ndo € possivel estabelecer uma férmula exata para a
probabilidade de ruina, mas com essa premissa de normalidade para X, € possivel estabelecer uma
aproximacgdo para o limitante superior para o funcional, uma vez que o coeficiente de ajuste y
possui uma solucao analitica.

Para obté-lo, € preciso reescrever o processo de risco como:

U, =Up+(p—Wi)+...+(p—W,),
em que t, = min{t: U; <0} (ou oo se este valor ndo existir) e W; é a severidade agregada dos
sinistros no i-ésimo periodo, assumidas i.i.d. Assim, o coeficiente de ajuste € a solu¢do positiva da

igualdade:
My —p(y) =E [V P)] = My (1) = 1,
ou, de modo equivalente,
In[Mw ()] = yp,

com W representando a varidvel aleatéria das severidades. No caso Normal, a formulagdo ¢ dada
por:

2.2
oY
InMw(7)] = ny+—— =1,
que possui solucdo positiva igual a:
2(p— 1)
=T

Mas como W possui uma distribui¢do Poisson Composta com X (isto €, N € uma varidvel
aleatoria Poisson que representa a quantidade de sinistros em um periodo), € 0s prémios puros sao
constantes, considerando a taxa de carregamento 6 fixa, e de valor p = (1 + 0)u, entdo:

- 20E[X]E[N]
' VarXIEN] + [E(X) P Var[N]

Infelizmente ja nesta convolugdo cldssica entre Poisson e Normal ndo € possivel estabelecer
exatamente o valor para o funcional, pois ndo hd solu¢do analitica que estabeleca diretamente o
valor da probabilidade por meio do capital. Desta maneira, serd verificado se o algoritmo encon-
tra valores que respeitam a aproximacdo para seu limitante superior, dado por w(Up) < e~ "0, Se
0 = 0, entdo a aproximagao sempre vale 1 e, portanto, ainda que possua comportamento exponen-
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cialmente decrescente a medida que se aumente o valor do capital inicial, ndo € mais uma medida
informativa. Além disso, a relacdo do funcional € também monotonica e exponencialmente de-
crescente em relacdo a aumentos na taxa de carregamento 6, de modo que € possivel, portanto,
comparar os comportamentos informativos (com valores menores de 1) das curvas adotando duas
atribui¢Oes positivas distintos para este parametro.

Assim, para este estudo de simulacdo, fixou-se a taxa de carregamento em dois distintos valores
6 € {0,1;0,2}, além de suposto que N siga uma Poisson de pardmetro A = 100, constante e X
seja uma N(1000,10%), independentes entre si, e com prémios p = 100.000 constantes. Com esses
parametros, dois procedimentos foram executados:

1. supostas conhecidas as distribui¢des paramétricas e seus respectivos parametros, foram ge-
radas 1.000 amostras independentes de horizonte 1.200 e estimadas as probabilidades de
ruina, para cada nivel de capital, e;

2. apartir dos dados gerados na simulagdo anterior, para cada amostra foi estimado um modelo
VAR(1) bivariado' para os sinistros para que fosse aplicado o Algoritmo 1, com cada modelo
gerando 1.000 trajetdrias independentes como séries temporais para o processo de risco,
também de horizonte 1.200.

Desta forma, tem-se os resultados nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b) a seguir.
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Figura 4.2: Comparacdo das estimativas de probabilidade de ruina obtidas pelo algoritmo com os valores
exatos para o caso Poisson-Normal, em funcdo de Uy e diferentes valores de 0.

Para este estudo de simulagdo, em que a distribuicdo Poisson é convoluta com a Normal, é
possivel observar que os valores aferidos para o funcional a partir do algoritmo estdo sempre den-
tro dos limites maximos estabelecidos pela aproximagao tedrica. Pela Figura 4.2(a) vé-se que a
aproximacao pela maxima probabilidade € bastante proxima dos valores obtidos pela aplicacdo do
algoritmo. Ja pela Figura 4.2(b), a curva que define o maximo valor possivel da verdadeira proba-
bilidade de ruina, embora informativa, fornece estimativas sempre muito mais conservadoras do
que o algoritmo sugere, para todos os valores de capital inicial Uy, inclusive quando este montante
¢ elevado (cauda a direita).

Assim, fica evidente a motivacao de se escolher uma taxa de carregamento pequena (mas nao
zero): como o valor do coeficiente de ajuste y € diretamente proporcional ao valor de 6, maior seria

!como esperado pela auséncia de estrutura de dependéncia entre os termos, todos os parimetros do modelo foram
estimados insignificantes, de modo que suas apresentag¢des foram omitidas.
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a probabilidade de incorrer em faléncia em caso de maiores valores de 6 e, por consequéncia, mais
elevado ficaria o limitante superior, relativamente ao valor que seria exato. A implicacdo imediata
¢ que tal limitante deixaria de ser uma medida informativa quanto maiores fossem as escolhas de
0.

Finalmente, em ambas as situagdes, os resultados da aplicacdo do algoritmo foram muito ade-
rentes aos valores da simulacdo paramétrica. Desta maneira, parece ser possivel afirmar que a
aproximacgao de séries temporais a agregacdo de microdados € adequada para a modelagem do
fluxo de caixa agregado das entidades.

Na préxima se¢do, serd analisado o comportamento das estimativas da probabilidade de ruina
ao incorporar estrutura de dependéncia nas séries temporais, tanto para cada série em seu passado
como entre as séries e seus passados.

4.3 Uma aplicacao a dados simulados de um modelo VAR(1)

O objetivo desta secdo € aplicar o método a dados simulados, gerados a partir de estruturas
de dependéncia temporal controladas, com o objetivo de compreender de que maneira a inclusao
de drifts (positivos ou negativos) incidem sobre a relacdo entre a alocagdo de capital inicial e o
nivel de probabilidade de ruina. Antes de proceder com a aplicacdo do métodos, serdo retomadas
algumas argumentacdes da Subsecdo 7.2 do Capitulo 3.

Relembrando, no contexto de séries temporais multivariadas, o processo de risco para avali-
acdo da situagdo de solvéncia € definido como o vetor temporal M; = [C,, B, Oy, Nt] composto,
respectivamente, pelo (i) prémio individual médio, (ii) severidade individual média, (iii) tamanho
total da carteira e (iv) frequéncia de sinistros incorridos, todos no instante 7.

Neste procedimento de simulagdo, serdo adotadas, especificamente, duas possiveis estruturas
de dependéncias, que remetem as contribui¢des originais propostas por este trabalho (prémios fu-
turos adaptativos aos valores passados de sinistros e quantidades de apdlices sinistradas dependen-
tes do tamanho total da carteira de agentes segurados). Desta maneira, em funcdo dos parametros
matriciais, a primeira estrutura € B,_; — C; < @12 # 0, representando a adapta¢do dos prémios
individuais no presente as variagdes passadas nas severidades individuais. A segunda, denota a
variagdo do tamanho do portfélio de segurados sobre a quantidade de sinistros ocorridos, que em
fungdo dos parametros, Q; 1 — N; < @43 # 0.

Desta maneira, a nova matriz @ (explicitada pela Equacgdo 3.12) fica dada por:

¢11 ¢ O O

1 0 ¢ O O
CP_ 0 0 ¢33 0 9 (43)

0 0 a3 Qua

Nesta situagdo, atribuindo as matrizes das Equacgdes 4.3 e 3.6 ao processo de risco 3.5, a vari-
acdo esperada no processo de risco é dada por:
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ElU, —Ui1|Fi-1] = MPLOM, =
(140)011¢33C—10i—1 +
+ Bio1{Q—1[(1+0)933012 — ¢20043] — P22P44N; 1 } . 4.4)

Cumpre notar que a alteracdo de inclinag¢do esperada deste processo de risco estd expresso di-
retamente pelo termo Q;_1[(1 + 60)@33¢912 — P20943], cujo sinal dependera diretamente dos termos
entre colchetes. Se (14 0)@33012 > P20043, 0 efeito resultante sobre o processo de risco € positivo,
sugerindo que as trajetdrias terdo um drift positivo, o que implica uma tendéncia menor de o pro-
cesso entrar em ruina. Caso contrario, haverd um agravamento da probabilidade de ruina. Ambas
as situagdes decorrem do fato de que todas as quantidades aleatdrias sdo nao negativas.

Ja a variancia sera:

VarlUl| Zi-1] = 0* (M1 @ LL®M, _ +M, 1P LLEM, |)+0*0°+20+2] =
= 62 (1+0)* [(¢11C—1 + 12Bi—1)*] + 07 (1+0)*(9330:—1)* +
+ 02 [($30—1 + GaaN,—1)?] + 6% ($22B,-1)* + 64[02 +20 +2] =
= 0°(146)* [(911C—1 + 012Bi—1)* + (93301-1)*] +
+ 0% [(9x30i—1 + PaaNi—1)* + (¢22B,-1)*] +0*[0* +26 +2].

Note que o efeito das causalidades de Granger na variancia do processo de ruina é quadratico,
amplificando os valores exatamente nas componentes em que se observa as estruturas de depen-
déncia. No caso de @1», € o valor individual do sinistro (B;) que aumenta o valor resultante do
termo de varidncia associado ao prémio individual (C;), o que confere credibilidade ao resultado
uma vez que de fato foi imposto o reajuste de prémios em funcdo dos valores observados de sinis-
tros. Portanto, € bastante intuitivo que aumentos nas severidades estejam associados a aumentos
das amplitudes das trajetorias.

Algo similar pode ser conferido ao parametro @43, que expressa a dependéncia entre o tamanho
do portfdlio (Q;) e a frequéncia com que ocorrem os sinistros (N;): caso haja dependéncia entre
essas duas varidveis, variacdes na quantidade de segurados fardo com que as trajetdrias do processo
de ruina possam incorrer em maiores possibilidades de valores.

Todavia, deste fato ha duas questdes a serem avaliadas: sinais e magnitudes. Tome-se, por
exemplo, a rela¢do entre os prémios (o outro caso, das quantidades, é andlogo). No termo (¢;;C;— +
¢12B,_1)?, por ser uma fungio quadritica e a firma ndo ser iniciante (o que implica que tanto C,_;
quanto B;_ sdo estritamente positivos), o ponto de menor valor € atingido zero quando ambos
os parametros ¢1; = ¢ = 0. Em todo outro qualquer caso, os termos ndo se anulariam, podendo
aumentar a variancia do processo de risco.

Porém, é importante ressaltar que dificilmente em casos praticos ter-se-ia valores negativos
para esses parametros autorregressivos, por nao terem embasamento tedrico para eles. Ou seriam
estimados como zero ou em suas proximidades.

Como foi demonstrado pelo Teorema 3.1, sdo as caracteristicas martingais que definem se
havera limite superior ou inferior das curvas exponenciais que relacionam o capital de solvéncia e
a probabilidade de ruina. E, pelo fato de ambas possuirem forma funcional e~ "0, elas possuirdo
delimitacdo por um decaimento mais ou menos acentuado, a depender do valor do coeficiente de
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ajuste. E que se note que o coeficiente de ajuste y é diferente para cada situacao.

Algo similar acontecerd com um processo de risco com dependéncia temporal como este avali-
ado nesta se¢do. Tome-se como exemplo processo de risco sujeito a uma estrutura de dependéncia
multivariada VAR(1), conforme descrito pela Equagdo 4.3. Nesta estrutura do processo, o sinal do
termo (14 0)@33912 — @22 Pa3 definird se o processo serd submartingal (se positivo) ou supermartin-
gal (caso seja negativo). Particularmente, suponha que ¢33 = ¢, # 0, de modo que a comparagao
seja direta nos termos de causalidade de Granger.

Assim, considere dois processos submartingais (que apresentardo, segundo o Teorema 3.1, li-
mites inferiores para a probabilidade de ruina, em funcio do capital inicial), ambos com tendéncia
positiva de crescimento do processo original. Admita que o primeiro possua uma tendéncia de
crescimento menos forte (¢12 = 0,3, com ¢43 = 0 e coeficiente de ajuste ¥;) e outro, possua uma
tendéncia de crescimento mais forte (¢1» = 0,9, com ¢43 = 0 e coeficiente de ajuste y»). Assim, ne-
cessariamente y; > % . Por outro lado, considere dois processos supermartingais (que apresentarao,
segundo o Teorema 3.1, limites superiores para a probabilidade de ruina, em fun¢do do capital ini-
cial), ambos com tendéncia de diminuicdo da reserva no processo original. Admita que o primeiro
possua uma tendéncia menos forte (¢43 = 0,3, com @12 = 0 e coeficiente de ajuste y3) e outro,
possua uma tendéncia mais forte (¢43 = 0,9, com ¢, = 0 e coeficiente de ajuste y;). Também,
necessariamente, Y3 > Y.

Pelo fato de todo processo de risco submartingal possuir menor tendéncia de incorrer em ruina,
tem-se que y; > %> > 13 > Y. Desta maneira, também a titulo de ilustracdo, admita uma sequencia
que respeite esta condicdo: y; = 0,004, y» = 0,003, 13 = 0,002 e 4 = 0,001. As Figuras 4.3(a) e
4.3(b) a seguir apresentam os efeitos das caracteristicas martingais do processo de risco multivari-
ado nos limites da relagdo entre a probabilidade de ruina e o nivel inicial de reserva.
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(a) Processos de risco submartingais. (b) Processos de risco supermartingais.

Figura 4.3: Comparacdo dos limites mdximos e minimos da probabilidades de ruina em fungdo de Uy, em
processos de risco submartingais e supermartingais.

Como € possivel notar pelo Figura 4.3(a), processos de risco submartingais com tendéncias de
crescimento de capital mais fortes podem ter reducao na probabilidade de ruina quando compa-
rados aqueles com tendéncias menores, para um mesmo nivel de capital inicial Uy (a redugdo do
limite inferior denota uma restricao na regido de possibilidades de abrangéncia de novas curvas,
e estd representada pela drea vermelha). Compreende-se haver uma rotagc@o no sentido horario do
limite inferior da relacdo entre a probabilidade de ruina e o nivel inicial de reserva quanto mais
forte for a tendéncia no processo original.

Ja pela Figura 4.3(b), percebe-se que processos com caracteristicas supermartingais com ten-
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déncias mais fortes de reducdo de capital ao longo do tempo podem ter aumentos na probabilidade
de ruina quando comparados aqueles com tendéncias menores, para um mesmo nivel de capital
inicial Uy (este aumento do limite superior denota uma restri¢do na regido de possibilidades de
abrangéncia de novas curvas, e estd representada pela drea amarela). Neste caso, € possivel afirmar
que ocorre uma rotagdo no sentido anti-horario do limite superior da relac@o entre a probabilidade
de ruina e o nivel inicial de reserva quanto mais forte for a tendéncia no processo original.

E importante verificar que os limites maximos e minimos da probabilidade de ruina costumam
ser ndo informativos para niveis baixos de capital inicial, pois sempre estdo proximos do maximo.
Porém, trata-se de uma informacao relevante para niveis mais altos de capital.

Para o estudo principal de simulagdo desta secdo, que visa avaliar os efeitos das variacdes da
estrutura temporal nas estimativas da probabilidade de ruina, sdo estipuladas as condi¢des Cp =
No = 100 e By = Q¢ = 1000, para que o valor esperado das variagdes futuras, dado o instante
inicial, fosse zero em todas as simulagcdes. Apos essa defini¢do, foram geradas 10.000 séries a
partir de um VAR(1), cujas entradas da matriz ¢ de parametros fixos foram controladas como
¢ €{0,0,3,0,6,0,9}, ¢12 € {0, 0,3,0,6,0,9} e 93 € {0, 0,3, 0,6, 0,9}, variando um por vez,
mas avaliando os resultados dos processos gerados a partir de todas essas combinacdes de valores
para os parametros @j;, 012 € @43.

Ja os erros aleatérios foram supostos normalmente distribuidos, de média zero e matriz de
covariancias diag(10), de modo que a variancia de cada série fosse igual a 10 e todas as séries
fossem independentes duas a duas, para que os efeitos da estrutura de dependéncia nio sofressem
eventuais distirbios de correlagdes contemporaneas entre as séries.

Particularmente quando ¢;; = ¢12 = @43 = 0, tem-se a situagdo em que se verifica auséncia de
estrutura de dependéncia, tanto com o préprio passado como das defasagens das demais séries.
Esta situagdo representa o caso da independéncia, tradicional na literatura sobre o tema. A taxa de
carregamento foi fixada 8 = 0, para que ela seja um fator irrelavante nos resultados gerados pelas
simulacdes do modelo VAR. Por fim, foram estimadas também as probabilidades de ruina para o
caso em que @;; = 1 e ¢12 = @43 = 0 desempenham o caso da raiz unitdria multivariada (sistema
instavel), de modo que seja possivel a comparagdo de seus resultados extremos com os demais
modelos de sistemas estaveis.

O procedimento do experimento controlado foi realizado nesta ordem:

1. inicialmente, o pardmetro que sofre variagdo é a diagonal principal ¢;; (a memoria de cada
série), tendo os demais fixos (Figuras 4.4(a) a 4.4(g));

2. o parametro que sofre variacdo € a forca de adaptacdo dos prémios individuais pelas seve-
ridades ¢1,, em funcdo da memoria autorregressiva de cada série (¢;), ignorando a depen-
déncia entre as quantidades de sinistros ocorridos e tamanho do portfélio, isto é: @43 = 0
(Figuras 4.5(a) a 4.5(d));

3. o contrério do anterior: agora o parametro que sofre variacao € a dependéncia entre as quan-
tidades de sinistros ocorridos e tamanho do portfélio ¢43, em funcdo da memoria autorre-
gressiva de cada série (¢;;), ignorando a forca de adaptacdo dos prémios individuais pelas
severidades, isto €: ¢1o = O (Figuras 4.6(a) a 4.6(d)), e;

4. finalmente: controlando simultaneamente as variacdes dos parametros fora da diagonal prin-
cipal (¢12 = @43), em funcdo da memdria autorregressiva de cada série (¢;;), de modo que o
processo seja martingal (variacdes esperadas do processo de risco iguais a zero), mas com
variancia crescente (Figuras 4.7(a) a 4.7(d)).
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A seguir, os resultados obtidos por meio das simulacdes sdo apresentados graficamente?, de
sorte que a comparacdo do efeito da variacdo na estrutura de dependéncia sobre a relacao entre o
capital inicial e a probabilidade de ruina seja facilitada.

2Todos os valores exatos estimados para o funcional, bem como os seus erros-padrdes associados, de todas as
combinagdes paramétricas apresentadas constam nas tabelas do Apéndice C.
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Figura 4.4: Comparacdo entre as curvas de probabilidade de ruina estimadas, em fungdo do capital inicial
Uyp: variando ¢;; € {0, 0,3, 0,6, 0,9}, em fungdo de diferentes valores fixos de @12 e @u3.
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Figura 4.5: Comparacdo entre as curvas de probabilidade de ruina estimadas, em fungdo do capital inicial
Uyp: variando ¢15 € {0, 0,3, 0,6, 0,9}, em funcdo de diferentes valores fixos de ¢;.



UMA APLICACAO A DADOS SIMULADOS DE UM MODELO VAR(1) 57

mada de Ruina

Probabilidade Estimada de Ruina

0,00 — 0 - -
S000  $500000 $10.00000 $I5.000.00 $20.000.00 $25.000.00 $30.00000 $35.00000 $40.000.00 $45.000.00 $50.000,00 S000  $500000 $10.00000 SI5.00000 $20.000.00 $25.000.00 $30.00000 $35.00000 $40.000.00 $45.000.00 $50.000,00
Uo Uo
----- hi_ji = 0; phi_12=0: phi_43=0 —— phi_ii = 0; phi_12 =0; phi_43=03 ——phi_ii=03; phi_12=0; phi 43=03
phi_ii = 0: phi B phi_ii = 0: phi. B —— phi_ji =0.3: phi_12 = 0: phi 43 =09
phi_ii =0; phi_12=0; phi_43=06 —— phi_ji = 0; phi_12=0; phi_43=09

(a) Variando ¢y3, fixando ¢; = ¢1» = 0.

0.80

020

010 0.10

0,00
50,00

0,00
50,00

——phi_ii =0.6; phi_12=0; phi_43=03 ——phi_ii =0.9: phi_12=0; phi_43=03
——phi_ii =0,9: phi_12=0; phi 43 =09

——phi_ii = 0.6 phi_12=0; phi 43=09

(c) Variando @43, fixando ¢;; = 0,6 e ¢ = 0. (d) Variando ¢43, fixando ¢;; = 0,9 e ¢ = 0.

Figura 4.6: Comparacdo entre as curvas de probabilidade de ruina estimadas, em fungdo do capital inicial
Uyp: variando ¢43 € {0, 0,3, 0,6, 0,9}, em funcdo de diferentes valores fixos de ¢;.
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Figura 4.7: Comparacdo entre as curvas de probabilidade de ruina estimadas, em fungdo do capital inicial
Uyp: variando @12 = @43 € {0, 0,3, 0,6, 0,9}, em fungdo de diferentes valores fixos de @;;.

Faz-se, inicialmente, uma ressalva: pelo fato de ndo se ter solu¢do analitica para o funcio-
nal da probabilidade de ruina, nio € possivel estabelecer seu verdadeiro valor, ainda que se trate
da suposicao de independéncia mutua entre as séries. Todavia, como o Algoritmo 1 possui boas
propriedades de convergéncia do estimador para o verdadeiro valor (isto €, o procedimento de si-
mulagdo computacional é capaz de revelar qual o verdadeiro valor, sem a necessidade de recorrer
a formulacao analitica) do funcional, pode-se considerar o resultado da simulagdo em que & =0
como padrdo comparativo dos demais experimentos.

Desta maneira, em todas as situagdes apresentadas nas Figuras 4.4(a) a 4.7(d) foi colocada a
curva tracejada representando os resultados das simulagdes com a matriz ¢ = Q. Quando a ma-
triz autorregressiva € nula, tem-se um processo puramente aleatério e sem qualquer estrutura de
causalidade no sentido de Granger entre as séries. Essa situacdo € a unica dentre todas as ou-
tras possiveis consideracdes, uma vez que se trata de um processo martingal por definicdo. Além
disso, como ¢;; = 0, isto €, nenhuma série possui memoria autorregressiva, tem-se um processo
puramente aleatério com a menor variancia possivel. Isso significa serem raras as vezes em que o
processo consegue livrar-se da ruina com baixo volume de capital Uy. Além disso, uma vez que o
montante de capital inicial é grande, pela baixa variancia do processo, também serdo raras as vezes
em que o processo atingird a ruina, sendo muito provavel ficar oscilando em torno de Uj.

Ja no outro extremo (isto €, a matriz ¢ = [), tem-se um processo derivado de séries com raizes
unitdrias, indicando um sistema instdvel, e, portanto, de "diferenca martingal". Esta situacdo estd
representada na Figura 4.4(a). Uma vez que se sup0s equilibrio inicial entre receitas e despesas, o
processo € similar a uma moeda honesta que, independentemente do nivel de capital inicial, com
probabilidade 0,5 a entidade ird a faléncia. Este resultado € razodvel, uma vez que a variancia do
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processo torna-se elevada e, ainda que se verifique crescimento de capital, a magnitude de uma
eventual reducdo também € elevada.

Em linhas gerais, variagdes no parametro ¢; combinados com altos valores de @12 € @43 sd@o
as que mais afetam o comportamento exponencialmente decrescente esperado da relacao entre
capital inicial e probabilidade de ruina. Este fato é esperado porque, como mostra a Equacao 4.4,
0s parametros @17 e ¢43 possuem efeitos multiplicativos com ¢;;.

Por meio das Figuras 4.4(a) a 4.7(d) € possivel verificar em todas as situagdes, ocorre o es-
perado: quanto maior for a reserva de capital alocada pela firma, menor a probabilidade de ruina,
com decaimento exponencial. Este resultado é esperado de acordo com o Teorema 3.1 e com os
resultados de vdrios trabalhos aplicados j4 citados. Entretanto, os efeitos comecam ficar difusos
quando se analisa a variagdo dos parametros ¢;;, ¢12 € ¢43. O motivo € que, de acordo com as
derivacdes obtidas para as expectativas de variag@o, caso @1 > @43, tem-se um "drift"positivo para
o processo de risco (porque o processo de risco € submartingal), o que tenderia a gerar menor
probabilidade de ruina. Claro que se ¢12 < @43, entdo o processo € supermartingal, agravando a
probabilidade de ruina.

Contudo, tais resultados ndo sdo necessariamente monotdnicos porque essas variacdes na ten-
déncia do processo de risco estdo sempre associadas a aumentos de sua variancia, que sempre
aumenta conforme se aumentam os parametros ¢» € @43. Desta maneira, é possivel que proces-
sos supermartigais tendam a incorrerem em mais ruinas. Por outro lado, trajetérias submartingais
tenderiam a subir ainda mais e se afastar da possibilidade de ruina. O contrdrio também poderia
acontecer: algumas trajetérias supermartingais poderiam livrar-se da situacdo de ruina, bem como
algumas trajetorias submartingais serem atraidas para a faléncia. As evidéncias empiricas para este
comentdrio podem ser verificadas pelos maiores valores nos erros-padrdes das estimativas obtidas
quando se compara os resultados em que os pardmetros ¢, € ¢43 assumem valores positivos com
a situacdo em que ambos sdo iguais a zero. Essas Tabelas C.5 a C.8 estdo no Apéndice C.

Nao deixa de ser interessante reparar que esses efeitos funcionam da mesma maneira que fora
evidenciado pelas Figuras 4.3(a) e 4.3(b).

A partir das Figuras 4.5(a) a 4.5(d), é possivel ver que as probabilidades de ruina sdo mais
sensiveis as variacdes de ¢jp sdo quanto mais se aumentar os valores de ¢;;. E essa variacdo é
um pouco difusa, causada pelo aumento da variancia do processo de risco: para valores pequenos
de ¢;;, ha agravamentos na probabilidade de ruina para todos os "drifts"positivos no processo.
Ja em valores mais elevados de ¢;;, se @1> for alto (forte "drift"positivo no processo), entdo a
probabilidade de ruina fica mais baixa que no caso martingal; se @, for baixo (leve "drift"positivo
no processo), entao a probabilidade de ruina fica mais alta que no caso martingal.

Por outro lado, observa-se pelas Figuras 4.6(a) a 4.6(d) um efeito bastante claro na curva
que descreve a relagdo entre a probabilidade de ruina de um processo de risco multivariado e o
seu capital inicial: aumentos no pardmetro ¢43 (com ¢, = 0), indicando "drifts"cada vez mais
negativos, causam rotagdo na curva em sentido anti-hordrio mais fortes quanto maiores forem os
parametros ¢;;, se comparado ao caso martingal.

Cabe lembrar que, desde que @» = @43 e escolhas de ¢;; iguais para todo i, também tor-
nam o processo martingal. Assim, a Figura 4.7(a) evidencia o cancelamento de qualquer efeito
de "drift"na probabilidade de ruina. A grande diferenca entre os processos estd em suas variancias,
que sdo tdo maiores quanto mais elevados forem os valores dos parametros e isso agrava sensi-
velmente a probabilidade de ruina quanto maiores forem os valores atribuidos para ¢;;. Particular-
mente quando se adota ¢; = 0,9, sdo verificadas as maiores disparidades entre os comportamentos
das curvas e o processo martingal (Figuras 4.7(b), 4.7(c) e 4.7(d)).
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Este efeito de agravamento na probabilidade de ruina em maiores niveis de capital (gerado
por uma rotacdo da curva de relacdo entre a probabilidade de ruina e capital inicial em sentido
anti-horario) é causado pela estrutura de dependéncia entre os autovetores da matriz P: quando
a diagonal principal € nula (¢; = 0), todos os autovalores sdo igualmente nulos. Destaca-se que,
pela constru¢cdo do exemplo, os autovalores assumem um (e apenas um) valor dentro do conjunto
{0;0,3;0,6;0,9;1} e sempre com multiplicidade algébrica 4. Quando os elementos fora da diago-
nal principal @17 € ¢43 sdo iguais a zero, a multiplicidade geométrica também € 4, ao passo que se
exatamente um deles for diferente de zero, tem-se multiplicidade geométrica igual a 3. Finalmente,
se ambos forem diferentes de zero, a multiplicidade geométrica é 2. Nesses casos em que a multi-
plicidade geométrica € menor que a multiplicidade algébrica, ndo € possivel encontrar autovetores
linearmente independentes, o que implica dependéncia entre as dimensodes.

Deste modo, quanto mais longe de zero estiverem os elementos autorregressivos ¢;;, maiores
serdo os autovalores e, portanto, @1» € @43 causam maiores os efeitos na estrutura de dependén-
cia entre as dimensdes do modelo e, como decorréncia, mais afetam as probabilidades de ruina,
cada um a seu modo (@, tende a reduzi-la pelo drift positivo e @43 tende a agravé-la pelo seu
drift negativo). Trata-se de uma verificagdo atipica, mas interessante, para funcionais derivados
de processos com dependéncia, uma vez que geralmente em aplicacdes matematicas de Algebra
Linear, as matrizes de rotagio e cisalhamento® sdo aplicadas diretamente sobre os objetos a serem
modelados. Resumidamente, neste contexto tem-se uma evidéncia do efeito causado no funcional
pela inclusdo de uma estrutura dependéncia entre as dimensdes formadoras do processo de risco.

Como decorréncia, é possivel dimensionar um limite de corte na cauda a direita, a partir da re-
alizacao de testes das hipéteses dadas pela Equacgao 3.3, que considera tanto as estimativas obtidas
para a probabilidade de ruina como também seus erros-padrdes associados. A titulo do exemplo
para avaliar o efeito sobre a cauda a direita da relagdo do funcional da probabilidade de ruina
com o capital inicial, fixou-se um nivel de probabilidade arbitraria de 10%, apenas para que fosse
possivel observar diferencas nos niveis de Uy decorrentes de diferentes valores na estrutura de
dependéncia das séries. Tal nivel foi escolhido porque a maioria das curvas (excecao feita aos ca-
sos mais graves de drifts negativos) atinge este patamar para niveis moderados de capital inicial.
Embora qualquer outro valor podesse ter sido utilizado do boreliano [0, 1], a grande quantidade de
dimensdes envolvidas no problema inviabilizaria qualquer andlise, inclusive grafica.

Para apresentar o efeito do dimensionamento de capital no particular exemplo de teste de hip6-
teses definido no pardgrafo anterior, as Tabelas C.9 a C.12, constantes no Apéndice C, apresentam
os resultados dos testes Hy : W (Up,t;+) = 0,10 contra H; : y(Up,t+) < 0,10. Com elas, é possivel
notar que a decisdo de aceitacdo e rejeicao difere bastante, a depender do grau de dependéncia
entre os termos. Se ¢;; = ¢12 = @43 = 0 (0 cendrio bdsico), o valor de capital Uy deveria ser igual a
R$ 25.000,00. Tomando por base o cendrio em que ¢; = 0,6 (Tabela C.11, sendo todos os demais
andlogos), o nivel Uy aumenta para R$ 30.000,00 com leve drift positivo de ¢ = 0,3 e ¢43 =0 (0
aumento € causado pela maior variancia do processo de risco, ainda que o processo seja submar-
tingal), mas o mesmo o nivel Uy aumenta para R$ 35.000,00 com leve drift negativo de ¢1, =0e
@43 = 0,3. Quando o drift positivo € mais forte @12 = 0,9 (@43 = 0), Uy € reduzido para R$ 20.000,
ao passo que verificando um expressivo drift negativo @43 = 0,9 (¢12 = 0), tem-se uma ampliagao
de Uy para R$ 50.000,00.

Todos esses efeitos sdo consequéncias imediatas das mudangas nas curvaturas da relacdo entre

3Dé-se 0 nome de cisalhamento ao efeito de uma transformacdo linear, associada a uma matriz, sobre um vetor
qualquer que produza o efeito de se projetar imagens similares sobrepostas em camadas, adicionando multiplos de
uma linha ou coluna para outra. Tal efeito ocorre quando ha autovalores repetidos, isto é: quando se trata de matrizes
diagonais, com um ou mais elementos fora da diagonal principal diferentes de zero.
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capital inicial e probabilidade de ruina, causadas pela mudanca na estrutura de dependéncia entre
as séries que compdem o processo de risco e serdo observados qualquer que seja a escolha do nivel
de probabilidade de solvéncia de uma entidade. Assim, a depender da forca da dependéncia entre
os termos do modelo de risco, a alocacdo de capital de solvéncia poderia ser muito distinta, para
qualquer que fosse a probabilidade de ruina desejada e previamente definida. Na préxima secao,
serd aplicada a metodologia a uma base de dados verdadeira, comparando os efeitos a legislacao
vigente de requerimento de capital legal e de solvéncia, baseado em risco de subscricao.

4.4 Uma aplicacao a um conjunto de dados reais do mercado
brasileiro de seguros

Os dados utilizados neste trabalho foram obtidos de uma companhia seguradora multinacional
que opera no ramo de automoéveis no Brasil, nas bases de dados de seguros da SUSEP (autarquia
vinculada ao Ministério da Fazenda do Brasil, responsével por fiscalizar todo o mercado segu-
rador). Desta base, foi possivel extrair algumas varidveis endogenas relevantes para o estudo de
simulacdo, medidas mensalmente entre os anos de 2007 e 2012, a saber: - Prémios Individuais
Retidos: montante médio de prémios diretos pagos individualmente, extraidas as despesas com
corretagem e repasses a congéneres ou resseguradoras; - Sinistros Individuais Retidos: volume
financeiro individual que representa o efetivo dispéndio médio da seguradora com cada sinistro
ocorrido. - Volume de Exposi¢do: quantidade total de riscos individuais no periodo de andlise; -
Sinistros Ocorridos: quantidade de sinistros que geraram indenizagdes.

As séries temporais de cada varidvel sdo apresentadas pelas Figuras 4.8 e 4.9, a seguir. As
linhas tracejadas em cada grafico denotam as respectivas projecdes de cada série em 12 meses fu-
turos a partir do ultimo instante de tempo com informacao disponivel, utilizando o modelo VAR(3)
ajustado, cujos valores atribuidos aos parametros serdo apresentados posteriormente. Primeiro sera
feita a andlise descritiva das séries (com as projecdes) e, em seguida, apresentados os modelos e
os diagnoésticos da qualidade dos ajustes.
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respectivas projecoes em 12 meses pelo modelo VAR(3).
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Tabela 4.1: Estatisticas descritivas de cada série de dados reais.

G B, O N
Média 78,72  8.842,57 101.263,58 736,00
Erro padrao 2,85 177,84 2.644,49 44,52
Mediana 79,96  8.733,51 111.433,50 575,50
Desvio padrao 24,21  1.509,01 22.439,21 377,79
Curtose 2,01 -0,81 -1,39 -0,86
Assimetria 0,82 0,30 -0,41 0,58
Minimo 36,41 5.941,93 67.056 128
Miaximo 171,65 12.175,78 135.896 1.568
Contagem 72 72 72 72

Tabela 4.2: Matriz de correlagdo da série observada de dados reais.

G B, O N;
Prémios Individuais (G;)  1,0000 0,0425 0,4781 0,0939
Sinistros Individuais (B;) 0,0425 1,0000 0,1007 -0,5013
Volume de Exposicao (Q;) 0,4781 0,1007 1,0000 0,5019
Sinistros Ocorridos (&;)  0,0939 -0,5013 0,5019 1,0000

E possivel observar, a partir das Figuras 4.8 ¢ 4.9, que todas as caracteristicas ndo sdo es-
taciondrias, pois ha claras e diferentes tendéncias de decrescimento conjunta na arrecadacdo de
prémios e na severidade de sinistros indenizados, motivados pela queda da quantidade de clientes
na carteira e pela queda de sinistros ocorridos, especialmente entre os anos de 2008 e 2011. Em
diferentes momentos € possivel observar crescimento consistente nas séries (particularmente em
prémios e sinistros individuais, entre 2007 e 2008, além do final de 2012). Também ha diversos
momentos de aumento de variabilidade em determinados periodos, notadamente no ano de 2009.
A partir do inicio de 2012, todas as varidveis em questdo parecem experimentar nova tendéncia de
crescimento, incluindo a quantidade de sinistros ocorridos.

Tudo isso fica evidente quando se compara com os resumos descritivos apresentados na Tabela
4.1, em que se verifica diferentes graus de assimetria e curtose, além de todas as séries apresenta-
rem médias distantes das medianas, bem como apresentarem grande amplitude em seus valores.

As quantidades de unidades seguradas e de sinistros ocorridos possuem tendéncia geral de des-
crescimento, apesar de terem mudado a tendéncia nos dltimos meses de 2012. Por isso, é esperado
que haja, para os meses subsequentes, diminui¢dao no nivel de ambas as séries.

A respeito dos movimentos conjuntos das séries, a Tabela 4.2 evidencia numericamente que
hé variagdes coordenadas entre as observacdes. A excec¢ido dos valores de prémios e sinistros in-
dividuais, todas as demais possuem alguma conjunc¢io importante, de modo que a estrutura de
dependéncia deve ser levada em consideracdo quando se fizer as projecdes das trajetdrias subse-
quentes.
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A Figura 4.10, a seguir, apresenta o resultado operacional do fluxo de caixa corrente, tanto o
observado como o projetado, da seguradora neste ramo. Essa evolucao foi obtida efetuando-se o
célculo do termo C;Q; — B;N;, de acordo com a Equacdo 3.5.
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——Resultado Operacional -== Projecao do Resultado Operacional

Figura 4.10: Evolucdo do fluxo de caixa corrente entre 2007 e 2012, com as projecdes em 12 meses de
acordo com o modelo VAR(3).

O fato mais importante a se destacar, particularmente com as informag¢des da Figura 4.10, é
que em diversos momentos (no comeco de 2007 e em alguns meses de 2008, 2010, 2011 e 2012), o
volume total de sinistros pagos excedeu o montante de arrecadagdes, o que poderia conduzir a en-
tidade a faléncia caso nao houvesse reservas suficientes para efetuar as indenizacdes. Ademais, no
ultimo instante da série observada, os valores de prémios e sinistros praticamente coincidem, o que
gera incerteza sobre o comportamento futuro das duas séries, inclusive a respeito da (in)solvéncia
da firma e da probabilidade desse evento ocorrer. Como € possivel perceber pela Figura 4.10, as
projecdes pontuais para a evolucao do fluxo de caixa da entidade sugerem crescimento das reservas
patrimoniais. Logo, trata-se de um processo multivariado de risco com caracteristicas submartin-
gais, isto €, com tendéncia de crescimento.

Contudo, € preciso avaliar a medida de variabilidade a respeito de seu futuro.

Para isto, foi realizado um primeiro estudo com esse conjunto de dados simulando 10.000 tra-
jetodrias de horizonte 100 para cada uma das séries temporais envolvidas, seguindo o procedimento
descrito pela Equacdo 3.4, com o intuito de se observar apenas o efeito de crescimento causado
pela taxa de carregamento. Todas as séries foram tratadas como estaciondrias (isto €, livre de ten-
déncias) e sem qualquer memdria, considerando a janela de tempo fixa do primeiro até o ultimo
dado disponivel. Desta maneira, os valores que foram sorteados de cada varidvel aleatéria sdo mu-
tuamente independentes, supostos normais e seguem o padrao médio e de dispersdo de todos os
dados constantes na Tabela 4.1.
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A seguir, na Figura 4.11 sdo apresentadas as trajetorias simuladas para trés situagcdes, todas
com valores iniciais de reserva Uy = 0: em (a) ndo hd carregamentos sobre os prémios; em (b) o
carregamento 8 = 5% e, em (c) 60 = 10%.

(a)
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Figura 4.11: 10.000 trajetorias temporais simuladas para as reservas considerando Uy = 0, em funcdo de
6.

A partir da Figura 4.11, nota-se um comportamento cada vez mais crescente das reservas,
quanto maior for o carregamento sobre o prémio. Trata-se de um resultado esperado, uma vez que
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acrescida a margem de oscilacao de risco 0 sobre o prémio, ha mais recursos para arcar com even-
tuais desvios adversos dos sinistros. Assim como € possivel observar que maiores carregamentos
produzem um efeito de aumento das variincias dos resultados futuros, para qualquer horizonte,
uma vez que se observa mais trajetérias que nao entraram em ruina. Para essas simulagdes, as pro-
babilidades de ruina foram estimadas em 98% (tempo médio até a ruina: h = 1,2), 91,4% (tempo
médio até a ruina: h = 1,8) e 87,71% (tempo médio até a ruina: h = 2,3), respectivamente.

Considerando o mesmo conjunto de simulagdes, ainda seguindo o padrao médio e de disper-
sdo de todas as séries apresentados na Tabela 4.1, o préximo passo € avaliar a sensibilidade da
probabilidade de ruina ao se efetuar variagdes sobre os valores iniciais de reserva e também com
diferentes niveis de carregamento. Os resultados sdo apresentados na Figura 4.12 a seguir.
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Figura 4.12: Grdfico das probabilidades de ruina para diferentes valores de reserva Uy e de carregamento
6.

A probabilidade de ruina, como j4 visto anteriormente, depende de Uy e 6. Desta maneira, é
natural que seja verificado o fato de que, sendo maior a reserva inicial, seja menor a necessidade
de se atribuir altos carregamentos sobre o prémio. A Figura 4.12 evidencia o comportamento ex-
ponencialmente decrescente da probabilidade de ruina em funcdo da taxa de carregamento sobre
os prémios. Quando 0 = 0, € observada a ruina da seguradora com probabilidade 1 independente
da reserva inicial, adotando um horizonte de tempo infinito. Este resultado é esperado, uma vez
que sem o carregamento de oscilacdo de risco, a grande exposicao da entidade € de insuficiéncia
de arrecadacdo de recursos necessdrios para cobrir as indenizagdes.

E importante averiguar a ordem de meméria do modelo VAR(p) a ser utilizado. O objetivo de
qualquer critério de informagao é minimizar o erro quadratico médio, utilizando o modelo mais
parcimonioso possivel, isto é, com a menor quantidade de parametros. Ha diversas versoes dis-
tintas desta métrica, sendo os mais comuns o AIC, HQ e BIC, conforme mostrado por Liitkepohl
[2005]. O autor, na Proposicao 4.3, argumenta que as ordens p de memoria do processo multi-
variado sugeridas por estes diferentes critérios podem diferir, prova a consisténcia dos critérios
HQ e BIC e mostra que o AIC assintoticamente tende a superestimar a verdadeira ordem com
probabilidade positiva e mostra que:

P(BIC) < p(HQ) < p(AIC),

para T > 16. Para este conjunto de dados, a Tabela 4.3 traz os valores estimados para cada critério.
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Tabela 4.3: Critérios de selecdo da ordem do modelo VAR ajustado ao conjunto de dados reais.

Critério Ordem de defasagem Escolha
1 2 3 4

AIC(n) 44,970 44,606 44,188 44,419 3

HQ(n) 45,289 45,138 44,932 45,375

BIC(n) 45,780 45,956 46,077 46,847 1

De acordo com a Tabela 4.3, percebe-se que hd divergéncia entre as escolhas da ordem do
modelo VAR a depender do critério utilizado. Segundo o critério HQ, a ordem deveria ser 3 e
pelo critério BIC deveria ser adotada a ordem 1. O teste menos parcimonioso, como demonstra
Liitkepohl [2005], € o AIC, que sugere a adocdo da ordem 3. Desta maneira, optou-se por estimar
as probabilidades de ruina tanto para o modelo com a ordem 1 como também para a ordem 3,
de modo que seja possivel comparar as diferencas de resultados oriundas da escolha da ordem de
memoria temporal dos modelos.

Tabela 4.4: Autovalores calculados do modelo VAR(1) ajustado aos dados reais.

M A A3 A
0,9933 00,8598 0,8598 0,6253

Tabela 4.5: Autovalores calculados do modelo VAR(3) ajustado aos dados reais.

M A A3 Aa
0,9968 00,9302 0,9302 0,9062
P VA 75
0,6690 00,6690 0,6018 0,6018
Ao Ao A A2

0,5133 0,5133 03358 1,98 x 10710

De acordo com as Tabelas 4.4 e 4.5, os maiores autovalores estimados tanto para o sistema
VAR(1) como do VAR(3) foram inferiores a um, indicando ambos os sistema multivariados sao
estdveis no tempo.

Ajustados os modelos, serdo avaliados os residuos de cada um deles, de modo que se veri-
fique a adequacdo do conjunto de premissas (Tabela 4.6) e também a estrutura de dependéncia
dos residuos (Tabela 4.7), além da qualidade do ajuste (Figuras 4.13(a)-4.13(d)). Isso serd feito a
seguir.



UMA APLICACAO A UM CONJUNTO DE DADOS REAIS DO MERCADO BRASILEIRO DE SEGUROS
68

Tabela 4.6: Testes de verificacdo de premissas dos modelos VAR(1) e VAR(3) ajustado aos dados reais.

VAR(1) VAR(3)
Estatistica de teste  p-valor Estatistica de teste p-valor
Jarque-Bera 4,036 0,8539 4,998 0,7578
Assimetria 0,7976 0,9388 1,1813 0,8812
Curtose 3,2384 0,5187 5,3514 0,2531
Teste ARCH-LM 548,35 0,0664* 502,53 0,4598

* Significante a 10%, ** Significante a 5%, *** Significante a 1%.

Tabela 4.7: Matriz de correlagcdo dos residuos do modelo VAR(1) ajustado aos dados reais.

G B, O Ni
¢ 1,0000 -0,1069 0,2577 -0,2582
B; -0,1069 1,0000 -0,2170 -0,1999
O; 02577 -0,2170 1,0000 0,0908
N, -0,2582 -0,1999 0,0908  1,0000

Tabela 4.8: Matriz de correlacdo dos residuos do modelo VAR(3) ajustado aos dados reais.

G B, O N
G 1,0000 -0,0385 04241 -0,2553
B; -0,0385 11,0000 -0,1547 -0,0914
O; 04241 -0,1547 11,0000 -0,1245
N; -0,2553 -0,0914 -0,1245 1,0000

Pela Tabela 4.6 € possivel afirmar que, com um nivel de significancia de 1%, os residuos
seguem uma distribuicdo Normal multivariada de média zero e matriz de covariancias constante,
tanto pelo modelo VAR(1) quanto pelo modelo VAR(3). Embora a um nivel de 10% a variincia
dos residuos do modelo VAR(1) possuam estrutura autorregressiva ao longo do tempo, ela serd
desprezada para o propdsito da aplicacdo de maneira a permitir a comparagdo com os resultados
obtidos com o modelo VAR(3), no qual tal estrutura nao pdde ser detectada.

Ja sobre as estruturas de correlacio entre os residuos do modelo apresentadas nas Tabelas 4.7 e
4.8, nota-se que houve uma redu¢do da magnitude entre as dependéncias contemporaneas (excecao
feita a relacao entre C; e Q;), mas 0s sinais permaneceram (a excecado da relacdo entre N; e Q). Isso
ocorre pelo maior R? quando da inclusio de mais pardmetros autorregressivos do modelo VAR(3).

Deve-se ressaltar o fato de que o procedimento bootstrap pressupde independéncia entre as
trajetdrias, mas respeita a estrutura de dependéncia contemporanea entre as observa¢des multiva-
riadas.
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(d) Residuos da série da quantidade de sinistros ocorridos .

Figura 4.13: Andlise de residuos de cada série apds o ajuste do modelo VAR(1) aos dados.
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(d) Residuos da série da quantidade de sinistros ocorridos .

Figura 4.14: Andlise de residuos de cada série apds o ajuste do modelo VAR(3) aos dados.



UMA APLICACAO A UM CONJUNTO DE DADOS REAIS DO MERCADO BRASILEIRO DE SEGUROS

Ct& Bt Ct&Qt
5 [ - \
£ 2T \ & ° | | |
g = I ‘ . [ | ] g g ‘ [ I
sy | \ \ FET | \ |
o 7 ; o 2 :
10 o 10 10 o 10
Lag Lag
Ct& Nt Bt&Qt
8 L
g = ‘ E < ‘
g | ‘ L Sl L L
gz \ \ [T i T ] ‘
E sl £ ‘ ‘
° ' T < ' T
10 o 10 10 o 5 10
Lag Lag
Bt & Nt Qt & Nt

02 00 02

Correlagdo Gruzad:
03 01 01
L
Comelagdo Cruzad:

(a) Residuos do modelo VAR(1).

Ct&Bt Ct&Qt
2 g
5 5 \ | ! L -
PEITT O - ] § = |
E . [ T T T 1 T T
8 = : : S e
10 o 10 10 o 10
Lag Lag
Ct& Nt Bt& Qt
g o 8 o f
F ! | [ L ERE ‘ ‘ ‘ ‘
SETT T ‘ S o | | L |
8 o g ° ‘ [
- 5
E - £ o
3 3 ; 3 3
10 o 10 10 o 10
Lag Lag
Bt & Nt Qt & Nt

02 00 02
L L

02 00 02

Correlagdo Cruzada
Corelagdo Cruzada

(b) Residuos do modelo VAR(3).

Figura 4.15: Funcdo correlagdo cruzada entre os residuos dos modelos estimados.

Analisando os backtests apresentados nas Figuras 4.13(a) a 4.14(d), € possivel perceber que
os ajustes de todas as séries (linhas pontilhadas) foram bastante préximos dos respectivos valores
observados (linhas continuas), com todas as séries tendo os seus comportamentos de curto e longo
prazo capturados pela modelagem do sistema, apesar de haver indicios de heterocedasticidade
condicional, fato ja apontado em comentério e teste anterior. Entretanto, é preciso avaliar se ha
presenca de autocorrelacao serial nos residuos, pois caso seja detectada a estrutura de dependéncia,
ndo serd possivel a aplicacdo do Algoritmo 1.
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Tabela 4.9: Teste de Breusch-Godfrey nos residuos de cada série temporal.

VAR(1) VAR(3)

Estatistica p-valor Estatistica p-valor

Prémios Individuais (Ct)  27,09***  (,0025 28,01 0,5698
Sinistros Individuais (Bt) 17,545*  0,0631 31,98 0,3687
Volume de Exposi¢cdao (Qt)  17,313* 00,0677 20,10 0,9139
Sinistros Ocorridos (Nt) 13,37 0,2036 22,41 0,8389

A hipétese nula testada é Hy : {p; =0, ,Vi=1,...,10}
* Significante a 10%, ** Significante a 5%, *** Significante a 1%.

De acordo com a Tabela 4.9 e com as Figuras 4.15(a) e 4.15(b), é possivel afirmar que os
residuos do modelo VAR(1) possuem alguma estrutura de dependéncia autorregressiva, pois nem
todos os coeficientes de correlacdo entre o presente e o passado (até a ordem 10) sdo iguais a zero,
assim como os residuos de cada série apds o ajuste dos modelos possuem dependéncia com o pas-
sado de diversas ordens das demais séries. Apesar de o VAR(1) ser um modelo parcimonioso na
quantidade de parametros estimados, nao é adequada a aplica¢do do Algoritmo 1 aos residuos es-
timados pelo fato de que o procedimento pressupde selecao aleatdria dos residuos, de maneira que
a ordem da amostragem ndo importe e isso s6 € possivel caso nao haja memdria a ser capturada.

Ja os residuos gerados pelo ajuste do modelo VAR(3) ndo possuem estrutura de dependéncia a
qualquer nivel de significancia dos residuos de cada série, tampouco entre as séries, fazendo com
que seja o melhor modelo possivel para proceder com a estimacao da probabilidade de ruina deste
processo de risco.

Desta maneira, optou-se apenas por apresentar as estimativas dos parametros daquele modelo
que torna os residuos ruidos brancos. A Tabela 4.10, a seguir, apresenta as estimativas dos para-
metros do modelo VAR(3).
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Tabela 4.10: Estimativas dos pardmetros de um modelo VAR(3) ajustado aos dados reais.

P
Ci-1 B, 01 N
C; | 0,8428*** 0,0017*
(0,1126) (0,0008)
B; 0,5255%%**
(0,1052)
O; | 40,2407 %%** 1,5025%**
(10,3718) (0,0887)
N; 0,0237* 0,6263%%**
(0,0094) 0,0899
P,
G B; » Or2 N2
C, | -0,4272%*
(0,1447)
B; 0,0122%**
(0,0043)
O, -0,5540%** 2 6482***
(0,0831) (0,7192)
N; 0,0282 %%
(0,0067)
D3
Ci3 B; 3 O3 N3 R’
G 0,3885%*%* 0,9573
(0,1163)
B; 0,3320%* 0,9899
(0,0964)
0O, 0,9997
N; -0,0298*** 0,2993 0,9695
(0,0069) (0,0883)

Erro-Padrio entre parénteses. * Significante a 10%, ** Significante a 5%, *** Significante a 1%.

Nota-se que as estimativas da Tabela 4.10 apontam diversas relacdes significantes entre todas
as varidveis ao longo do tempo. Contudo, a interpretagdo econdmica dos coeficientes nao € direta,
pelo fato de ser necessdrio pressupor diversos movimentos conjuntos consecutivos para que as re-
lagdes ou elasticidades facam sentido, inviabilizando andlises préticas caeteris paribus. Entretanto,
a evidéncia relevante dos resultados € a presenca de diversas causalidades no sentido de Granger,
sugerindo que todas as varidveis sdo de alguma forma adaptativas quanto a seu préprio passado e
dependentes também dos valores passados das demais varidveis.

O processo de estimagdo serd realizado em trés etapas. Inicialmente, as duas primeiras se-
rdo obtidas estimativas para o funcional como usualmente se encontra literatura (cuja referén-
cia no restante do texto serd cendrio bdsico ou dada pela sua abreviatura CB): o tamanho da
carteira € estdtico (constantemente igual a 101.263,58), os prémios cobrados dos segurados siao
tratados como constantes (fixado em R$ 78,72) e apenas o fluxo de sinistros é tratado como va-
ridvel aleatdria. Neste particular, o fluxo de sinistros serd estimado 1.000 vezes de cada uma das
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duas maneiras, com a finalidade de validar o método proposto: (CB1) como se S; (da Equagao
3.4) fosse um processo de Poisson Composto, com N; ~ Po(A = 736) e B, ~ Exponencial de
média igual a R$ 8.842,57, ambas marginalmente estacionarias, e; (CB2) N; ~ N (736;44,522) e
B; ~ N(8.842,57;177,84%) com estrutura Normal bivariada e coeficiente de correlacio igual a 0
(independentes). Todas as atribuicdes numéricas foram obtidas a partir das estatisticas descritivas
dadas pelas Tabelas 4.1 e 4.2.

A terceira etapa (que serd realizada adiante), consistem em utilizar a estrutura de dependéncia
multivariada para as séries temporais dos fluxos utilizando o modelo VAR(3) (o melhor modelo
possivel, atendendo a todos os critérios), aplicando o algoritmo 1 aos mesmos dados reais.

Em todas as simulagdes, a quantidade de replicatas foi de 1.000 vezes de 10.000 trajetérias
futuras em cada réplica.

A Tabela 4.11 mostra a sensibilidade das estimativas, em fun¢do da variacdo do volume de
reservas iniciais e de diferentes taxas de carregamento, utilizando a premissa de estacionariedade,
descritos anteriormente como (CB1) e (CB2).

Tabela 4.11: Probabilidades de ruina estimadas usando os dados gerados no cendrio bdsico (1), para
diferentes valores de carregamento 0 e de reserva inicial Uj.

Reserva Inicial Carregamento
(em milhdes de R$) 0,2 0,3 0,4 0,5
80 0,0214386 0,0044041 0,0010702 0,0002986
100 0,0084882 0,0011911 0,0002059 0,0000423
120 0,0033611 0,0003222 0,0000396 0,0000060
140 0,0013311 0,0000872 0,0000076 0,0000008

Tabela 4.12: Probabilidades de ruina estimadas usando os dados gerados no cendrio bdsico (2), para

diferentes valores de carregamento 0 e de reserva inicial Uy.

Reserva Inicial Carregamento
(em milhdes de R$) 0,2 0,3 0.4 0,5
80 0,0217259 0,0045873 0,0011048 0,0002993
100 0,0085013  0,0012076 0,0002103 0,0000446
120 0,0034081 0,0003352 0,0000414 0,0000081
140 0,0014023 0,0000946 0,0000082 0,0000012

De acordo com as Tabelas 4.11 e 4.12 € possivel observar uma diferenca entre os valores pon-
tuais estimados, causado pela diferenca entre as suposi¢des utilizadas nos métodos de simulacao
de cada cendrio-base. Enquanto no primeiro cendrio foi suposto um processo de Poisson Composto
de pardmetros constantes para o fluxo de sinistros, no segundo cendrio foi atribuida uma aproxi-
macao Normal (de parametros também constantes) para cada componente. Pela propriedade de
consisténcia do estimador pelo método bootstrap proposto, nota-se que a aproximagao pela nor-
mal mostrou-se bastante adequada para aproximar os resultados do funcional, pois apesar de haver
diferencas, elas ndo sdo grandes. Para efeito de comparacdo, as Figuras 4.16(a) e 4.16(b) trazem



UMA APLICACAO A UM CONJUNTO DE DADOS REAIS DO MERCADO BRASILEIRO DE SEGUROS
75

as densidades padronizadas do funcional nos casos extremos das Tabelas 4.11 e 4.12 (todos os
intermedidrios sdo andlogos). Nelas, € possivel verificar empiricamente o resultado tedrico obtido
por Pitts [1994]: que a densidade padronizada do funcional converge a uma distribuicdo normal
padrdo.
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(a) Up = R$ 80 milhdes e 6 =0, 2. (b) Uy = RS 140 milhdes e 6 =0, 5.

Figura 4.16: Densidades empiricas padronizadas do funcional y(Uy,0,T).

Todos os governos fazem uma exigéncia legal de capital minimo requerido para que as en-
tidades securitdrias possam operar com segurancga. Isso significa que os reguladores nao estao
interessados no comportamento da probabilidade de ruina para valores pequenos e moderados de
capital, isto porque o 6rgao regulador estipula um determinado patamar de corte (mais a esquerda)
para fiscalizagdo. Assim, o ato discriciondrio do gestor da entidade recai apenas sobre o montante
alocado em reserva patrimonial além do capital minimo regulatdrio (trata-se do capital de solvén-
cia, ou capital adicional baseado em risco de subscri¢do, recursos que devem arcar com desvios
adversos inesperados pela companhia), valores estes que estdo mais a direita na curva. Estes re-
cursos sao fundamentalmente dependentes da estimativa que se faz da probabilidade de ruina, que,
por sua vez, € dependente do grau de relagdo que os termos do processo de risco possuem.

Uma vez obtidas as estimativas da probabilidade de ruina para diferentes combinagdes de
valores iniciais da reserva e de taxas de carregamento sobre o prémio, testou-se as hipoteses de
esta entidade ser considerada ultra-segura, segundo os dois critérios mencionados na Secdo 3.3:
(a) pelo acordo Solvency II, a probabilidade médxima de ruina admissivel para a seguradora deve
ser de 0,5% (nivel de solvéncia de 99,5%). (b) J4 para a entidade ser considerada "AAA", a melhor
classificacdo crediticia possivel, pelas agéncias de rating, a entidade deve manter um montante de
capital em seu patrimonio liquido de modo a estar solvente em 99,97% dos cendrios possiveis para
o seu futuro. O que implica ter uma probabilidade maxima de ruina de 0,03%.

Portanto, sdo dois os testes que precisam ser feitos em cada cendrio (CB1 e CB2): para a
condic@o Solvency II descrita em (a) as hipéteses sdo da forma Hy : y(Uy,t1) = 0,05% contra
H : y(Up,t;+) < 0,05%. Por sua vez, a condi¢cdo "AAA", as hipdteses a serem testadas séo Hy :
y(Up,t+) = 0,03% contra H; : y(Uy,t;) < 0,03%. Os resultados (na forma de p-valores) sdo
apresentados nas Tabelas 4.13 a 4.16, a seguir.
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Tabela 4.13: P-valores dos testes de verificacdo da condigcdo "Solvency I1"da seguradora, para diferentes
valores de reserva inicial Uy e de taxas de carregamento 0, usando os dados gerados no cendrio bdsico (1).

Reserva Inicial Carregamento
(em milhdes de R$) 0,2 0,3 0,4 0,5
80 0,9999  0,2612 <0,0001 <0,0001
100 0,9739 <0,0001 <0,0001 <0,0001
120 0,0106 <0,0001 <0,0001 <0,0001
140 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001

Tabela 4.14: P-valores dos testes de verificacdo da condigcdo "Solvency I11"da seguradora, para diferentes
valores de reserva inicial Uy e taxas de carregamento 0, usando os dados gerados no cendrio bdsico (2).

Reserva Inicial Carregamento
(em milhoes de R$) 0,2 0,3 0,4 0,5
80 0,9998  0,3332 <0,0001 <0,0001
100 0,9757 <0,0001 <0,0001 <0,0001
120 0,0122  <0,0001 <0,0001 <0,0001
140 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001

Tabela 4.15: P-valores dos testes de verificagcdo da condicdo "AAA"da seguradora, para diferentes valores
de reserva inicial Uy e de taxas de carregamento 0, usando os dados gerados no cendrio bdsico (1).

Reserva Inicial Carregamento
(em milhdes de R$) 0,2 0,3 0,4 0,5
80 1,0000 0,9999 09902  0,4948
100 1,0000 0,9924 0,1156 <0,0001
120 0,9997 0,5743 <0,0001 <0,0001
140 0,9940 <0,0001 <0,0001 <0,0001

Tabela 4.16: P-valores dos testes de verificacdo da condicdo "AAA"da seguradora, para diferentes valores
de reserva inicial Uy e taxas de carregamento 0, usando os dados gerados no cendrio bdsico (2).

Reserva Inicial Carregamento
(em milhdes de R$) 0,2 0,3 0,4 0,5
80 1,0000 1,0000 1,0000 0,5132
100 1,0000 1,0000 0,1481 <0,0001
120 1,0000 0,5915 <0,0001 <0,0001

140 0,9996 <0,0001 <0,0001 <0,0001
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Comparando as Tabelas 4.13 e 4.14, nota-se que ha proximidade entre os p-valores estimados
de cada cendrio-base, assim como hd similaridade na avalia¢do das Tabelas 4.15 e 4.16. Isso ocorre
porque s6 foi alterada a hipdtese nula representada pelo valor da cauda a direita, permanecendo
fixos tanto a estimativa do funcional como seu erro-padrao estimado.

Em qualquer um dos cendrios e para qualquer teste é possivel estabelecer pelo menos uma
combinacdo entre reservas e carregamentos, para que a estimativa do funcional seja bem pequena.
Destacam-se os p-valores no triangulo inferior a direita das Tabelas 4.15 e 4.16, em que € possivel
estimar uma probabilidade baixa de ruina, rejeitando a hipétese de que yp = 0,03% em favor de
Yo < 0,03% com p-valor abaixo de 0,0001. Outrossim, pelas margens das referidas Tabelas, o in-
tervalo de variagdo do capital minimo esta entre R$ 100 e 140 milhdes, ainda que seja estabelecida
uma taxa de carregamento de pelo menos 0,2.

Na condicdo de tornar a entidade segura pelo critério do Acordo Solvency II, o capital pode
ser menor: a depender da escolha prévia que se faca para controlar o erro do tipo I (por exemplo,
adotando um nivel de significancia de 5%), o capital de solvéncia podera variar entre R$ 80 e 120
milhdes, também considerando uma taxa de carregamento superior a 0,2. Note que, no caso de se
considerar taxas de carregamento menores, o capital deveria ser ainda maior.

Para se ter uma idéia de quao irreal estes valores sdo para representar a realidade econdmica
desta seguradora, o menor destes valores (R$ 80 milhdes) € a receita operacional equivalente a
média de 9,72 meses de operacdo e a média de 12,85 meses de despesas incorridas com sinistros.
Posto que a entidade exige a contrapartida prémios para lastrear as despesas com sinistros, este
valor ndo precisa ser tdo elevado para arcar com o custeio dos eventos indenizaveis. Além disso, o
acionista dessa entidade incorreria em um custo de oportunidade muito elevado, inviabilizando o
negdcio segurador. Ou seja: trata-se claramente de uma evidéncia de que a abordagem matematica
classica é pouco adequada para modelar a realidade das entidades ao superdimensionar o capital
das entidades.

Depois da aplicacao das duas primeiras etapas, em que foram estimados os funcionais tratando
como aleatdria apenas a parcela do processo de risco referente aos sinistros, 0s préximos passos
consistem em utilizar a estrutura de dependéncia multivariada para as séries temporais dos fluxos
utilizando o modelo VAR(3), aplicando o Algoritmo 1 aos mesmos dados reais. A seguir, as Figu-
ras 4.17 e 4.19 trazem os resultados obtidos a partir da metodologia aqui proposta, considerando
os fluxos estocésticos e com estrutura de dependéncia entre as séries.

Todas os valores estimados que geraram os graficos - inclusive resultados de simulagdes com
outros valores de 6 - constam nas Tabelas D.1 a D.4 do Apéndice D. Em todas as combinagdes de
capital e carregamento, a quantidade de replicatas foi de 1.000 vezes de 10.000 progndsticos das
trajetorias futuras em cada réplica.
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Figura 4.17: Comparacdo das estimativas de probabilidade de ruina obtidos pela aplicacdo da nova meto-
dologia a partir do modelo VAR(3) ajustado, em funcdo de Uy, para diferentes valores de 0 (intervalos de
confianca de 95% nas linhas tracejadas).
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Figura 4.18: Densidades empiricas padronizadas do funcional y(Uy,0,T), para diferentes valores de U
e 0.
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Figura 4.19: Comparacdo dos p-valores estimados pela aplicacdo da nova metodologia a partir do modelo
VAR(3) ajustado, em fungdo de Uy, com diferentes valores de 0, para as hipdteses Hy : w(Up,0,T) = W
vs. Hy : y(Up,0,T) < Wy, nas condigdes de Solvency II (W = 0,5%) e AAA (v = 0,03%).

Na Figura 4.17 tem-se a relacdo do capital inicial da seguradora e a probabilidade de ruina esti-
mada e nela nota-se o comportamento exponencialmente decrescente das estimativas do funcional
para niveis mais altos de capital e para todas as taxas de carregamento consideradas, estando de
acordo com o resultado previsto pelo Teorema 3.1. J4 as Figuras 4.18(a) e 4.18(b) mostram con-
vergéncia da distribui¢do empirica do funcional para a distribui¢do Normal padrao, como sugerido
por Pitts [1994]. Desta maneira, € possivel assumir vdlida tal distribuicdo para a realizacdo dos
testes de hipéteses de interesse.

A leitura conjunta das Figuras 4.17 e 4.19 deve ser feita da seguinte maneira: admita que
ndo haja carregamentos sobre os prémios individuais (isto é, 8 = 0); apenas com o capital mi-
nimo requerido para o Brasil de Uy = R$15 milhdes, a entidade estd exposta a uma probabilidade
U (Up,t4+) =2,2921%. Apesar de bastante baixa, esta probabilidade nio pode ser considerada equi-
valente a de uma seguradora considerada ultra-segura ("AAA") pelo fato de o p-valor associado
a essa estimativa ser préoximo de 1,00. Ainda que a entidade decidisse dobrar o capital alocado
(isto é, fazer um aporte adicional de CSy,p; = R$15 milhdes), atingindo um patrimonio liquido
de Up = R$30 milhdes, a probabilidade estimada de ruina desta entidade seria de aproximada-
mente (Up,z+) = 0,0085%. Na condi¢do "AAA"(p-valor = 0,0041). Deste modo, ao nivel de
significancia de 1%, ela poderia ndo poderia ser considerada "AAA"com o modelo VAR(3).

Adotando um incremento de 8 = 20% como taxa de carregamento sobre o valor individual de
prémios, a entidade pode ser considerada "AAA"ajustando-se qualquer um dos modelos com um
capital mais baixo. Este resultado é esperado sobretudo pela criagdo de drifts positivos nas traje-
térias com a adocdo de 6 > 0, além de aderente as evidéncias apresentadas pelas Figuras 4.11.
Ainda observando a Figura 4.19 (mostrada com detalhes na Tabela D.4), chega-se a conclusado de
que o montante necessario para operacao diminui gradativamente, conforme se aumenta a taxa de
carregamento, até o menor valor estimado possivel para o patrimonio liquido, que é de Uy = R$10
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milhdes (menor, portanto, que o capital minimo requerido no Brasil). Ainda assim, essa situacao
ocorreria apenas dobrando o valor da participacdo dos segurados via prémios, o que poderia in-
viabilizar a operacdo em mercado, diminuindo, por exemplo, a competitividade da entidade ao
reduzir a sua base de exposic¢ao.

Especificamente sobre os resultados apresentados na Figura 4.19, que compara os p-valores
para as hipdteses de atendimento do Acordo Solvency II e da condi¢do de "AAA", nota-se uma
diferenca entre as curvas. No teste de atendimento do Acordo Solvency II, o decaimento das curvas
das diferentes taxas de carregamento € mais acentuada, enquanto que no teste da condi¢do de
"AAA", o decaimento € mais suave. Isto ocorre pelo fato de as estimativas no caso da hipdtese da
condicdo de "AAA"estarem em um lugar mais extremo na cauda das estimativas de probabilidade
do que o outro teste, que se localizam em um nivel mais inferior.

Posto que o tratamento do processo de risco € aleatério ao conferir estrutura estocdstica e de
dependéncia multivariada entre os fluxos de prémios e sinistros (e também entre as componentes),
a curva que descreve a relacao entre a probabilidade de ruina e a alocacio de capital de solvéncia
¢ aleatoria. Tal fato implica que a mera extragdo inversa do capital a partir da curva estimada pode
nao refletir adequadamente o risco incorrido da seguradora devido a incerteza que o estimador da
probabilidade de ruina possui.

Assim, a Tabela 4.17, a seguir, resume a informagao contida nas Figuras 4.17 e 4.19 e apresenta
o dimensionamento do capital de solvéncia em fun¢do do tipo de requerimento de capital (ao
atender o acordo Solvency II ou se estiver de acordo com o critério "AAA") e de uma escolha
subjetiva de gerenciamento o risco de subestimacao da probabilidade de ruina usando o erro do
tipo I, considerado o mais grave pelos reguladores.

Tabela 4.17: Capital de Solvéncia (em milhdes de R$) estimado pelo modelo VAR(3), por critério de reque-
rimento de capital, para diferentes valores de carregamento 0.

Taxa de Carregamento

Requerimento de Capital Critério
6=0 6=0,2 6=0,5

VaR 20 12 7

p-valor (5%) 22 14 9

Solvency IT pvalor (1%) 23 15 10
p-valor (0,01%) 24 16 11
VaR 28 19 12

p-valor (5%) 33 24 18

AAA p-valor (1%) 34 26 19

p-valor (0,01%) 35 27 21

Nota: o nivel de significancia esta entre parénteses.

Como € possivel observar na Tabela 4.17, a extragdo inversa da curva sempre fornece um nivel
de capital inferior quando comparado a escolhas usuais de niveis de significancia. Tomando como
exemplo os capitais de solvéncia para a taxa de carregamento 6 = 0 para o atendimento do Acordo
Solvency II (e ocorreria algo andlogo na situacdo de atendimento a condicdo "AAA"): o capital de
solvéncia via VaR (a extracdo inversa) deveria ser de R$ 20 milhdes, ao passo que este capital
seria insuficiente caso o critério do p-valor com o nivel de significancia de 5% fosse adotado pelo
regulador. Nesta situag@o, haveria um aumento de 10%, para R$ 22 milhdes. Esta diferenga é
causada pela consideragdo do desvio-padriao do estimador e pode ser interpretada como o custo
adicional de capital em decorréncia do desconhecimento da verdadeira probabilidade de ruina.

Vale notar ainda que, de acordo com os resultados da Tabela 4.17, comparados com aqueles
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apresentados nas Tabelas 4.11 a 4.16, hd uma necessidade muito menor de aporte de capital inicial
Up quando se considera todos as quantidades de interesse como estocdsticas € com dependéncia
intertemporal. Pela metodologia tradicional da literatura de tratar o fluxo de prémios como cons-
tante, a decisdo a respeito da rejeicdo da hipdtese para o funcional é critica apenas para Uy entre R$
80 milhdes a R$ 140 milhdes, enquanto pela abordagem proposta, o processo de risco é um sub-
martingal, o que causou uma reducdo expressiva de necessidade de capital: Uy ndo ultrapassa R$
40 milhdes (menos da metade do minimo do intervalo do caso de prémios independentes dos sinis-
tros, portanto). Esta redugdo € bastante natural visto que a tendéncia € de que as séries combinadas
de prémios e sinistros evoluam conjuntamente, isto €: aumentos de sinistralidade em um dado ins-
tante de tempo podem ser financiados por aumentos de prémios no futuro, sem a necessidade de
aportes adicionais de capital no momento inicial.

De modo complementar, mesmo que o processo de risco fosse supermartingal, o gestor pode-
ria, ao detectar essa caracteristica, tentar reverter essa tendéncia escolhendo um novo valor de 0,
sem necessariamente fazer aportes instantaneos de capital de solvéncia Uy. Lembrando que have-
ria vantagens e desvantagens em cada escolha: aumentar o valor da taxa de carregamento 6 sobre
os prémios poderia trazer mais receitas para a companhia, mas tornaria o seguro mais caro € po-
deria diminuir a quantidade de agentes segurados. Por outro lado, aumentar o capital de solvéncia
tornaria a entidade menos propensa a incorrer em ruina, mas aumentaria o custo de oportunidade
da operacdo. De qualquer forma, esta metodologia fornece uma possibilidade de escolha inter-
medidria entre aumentar Uy ou 6, compartilhando os riscos os sécios e 0s segurados sem onerar
nenhuma das partes em demasia.

Ademais, devido a relacdo de feedback entre as varidveis ao longo do tempo, caso houvesse
expansdo indesejada da quantidade de sinistros ocorridos, poder-se-ia adotar algum critério mais
rigoroso de aceitacdo de segurado ou na renovagdo do contrato, por meio de algum sistema de
incentivos, como o bonus-malus. H4 diversas formas de a entidade tentar fazer algum tipo de
ajuste futuro que eventualmente corrija a tendéncia da trajetéria do processo. De qualquer maneira,
nenhuma destas opcdes seriam permitidas caso a série de prémios fosse tratada como constante
ou, mesmo dando o tratamento estocdstico aos prémios, se uma estrutura multivariada entre todas
as componentes (tamanho de portfélio, prémios, severidades e quantidade de sinistros ocorridos)
nao for incorporada, conforme as metodologias tradicionais na literatura.

Contudo, ainda que haja diferencga entre os capitais de solvéncia para diferentes taxas de carre-
gamento, em todos o0s casos esses montantes mostram-se substancialmente inferiores ao caso em
que o fluxo de prémios sdo ndo-adaptativos a dindmica dos sinistros. Cumpre notar que o Teorema
3.2 garante que o Algoritmo 1 possui boas propriedades de convergéncia do estimador para os reais
valores do funcional, de modo que todas as solugdes encontradas pela aplicacdo do procedimento
proposto sao validas.

Por fim, serdo avaliadas as estimativas para o tempo de parada t,, que representam o tempo
médio até a entrada em faléncia da entidade, caso ela venha a ocorrer. A Tabela 4.20, a seguir,
mostra essas informacoes.
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Figura 4.20: Comparacdo dos tempos médios até a entrada em ruina, caso ocorra, estimado pela aplicacdo
da nova metodologia a partir do modelo VAR(3) ajustado, em funcdo de Uy, para diferentes valores de 0.

A partir das informagdes constantes na Figura 4.20 (cujos valores exatos constam na Tabela D.5
do Apéndice D; os tragcos na referida tabela denota auséncia de estimativas, visto que nao foram
detectadas situacdes de faléncias), percebe-se um fato bastante interessante: de uma maneira geral,
nos cendrios em que a entidade entrou em faléncia, a ruina ocorreu logo nos primeiros meses de
operacgdo (entre 2 e 5 meses). Entretanto, a medida que se aumenta a reserva de capital da entidade
ou a taxa de carregamento, o tempo médio de ruina também avanga para um prazo mais alongado,
chegando a quase um 1,5 ano.

E interessante notar o fato de que tanto o Acordo Solvency II como as agéncias de classifica-
¢do de risco determinam um horizonte de 12 meses para as suas avaliacOes da probabilidade de
insolvéncia. Embora este prazo venha a abranger boa parte das situacdes de ruina, seria importante
adotar um prazo mais longo (guardando a analogia com a avaliagdo em horizonte infinito da teoria
em tempo continuo) para melhor prever a situagdo das entidades, uma vez que a ruina pode ocorrer
bem além desta média.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

5.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho buscou-se desenvolver uma metodologia de estimacao da probabilidade de ruina
em um processo de risco, considerando as séries futuras tanto de prémios quanto de sinistros
como processos estocasticos multivariados com interdependéncia com o passado de todas as séries,
inclusive delas proprias. Na literatura atuarial, apenas o processo de desenvolvimento de sinistros
costuma ser considerado como processo aleatdrio e, do ponto de vista tedrico, s6 € possivel obter
solugdes analiticas em tempo continuo e, mesmo assim, apenas para alguns casos paramétricos
conhecidos.

Nao obstante, os trabalhos que se propuseram a avaliar a condi¢do de faléncia de entidades
em tempo discreto costumam apenas se utilizar de aproximagdes ou limitantes superiores para a
probabilidade de ruina. Este trabalho inova ao encontrar condicdes - a depender das caracteristicas
martingais - para que o processo de risco apresente um limite inferior para a probabilidade de
ruina, nao apenas um limite superior.

Para ser possivel obter as estimativas, a metodologia aqui desenvolvida foi baseada em méto-
dos computacionais baseado em bootstrap, de modo a ndo depender de suposicdes que costumam
ser fortes (tempo continuo ou distribuicdes especificas) a tal ponto de ndo serem reais ou de tornar
a obtencdo numérica impraticavel. A grande vantagem deste procedimento, demonstrada analiti-
camente, é que as estimativas obtidas s@o consistentes e convergem para o verdadeiro valor do
funcional apés um niimero suficientemente grande de replicacdes de trajetdrias futuras.

A aplicagdo do método foi feita em trés etapas: inicialmente buscou-se validar a metodologia
proposta verificando se, sob determinadas suposi¢des cujos resultados sdo conhecidos e exatos, o
procedimento era capaz de encontrar tais resultados, com resultados bem-sucedidos. Na sequéncia,
foi testada a aplicacdo do método ao se impor uma estrutura multivariada conhecida e fixa de séries
temporais a cada fluxo aleatdrio. Os resultados apontaram que a relacdo da probabilidade de ruina
com o nivel de capital inicial era diferente quanto mais se aumentava a forca de memdria no
processo de risco, a depender das caracteristicas martingais do processo de risco.

Por fim, o método proposto foi aplicado a um conjunto de dados reais, em que tanto a estrutura
de dependéncia multivariada como a memoria do processo precisou ser estimada. Os resultados
mostraram que a utilizacdo da metodologia usual da literatura € muito mais conservadora do que a
proposta neste trabalho, pelo fato de que uma eventual estrutura de dependéncia entre os fluxos de
prémios e sinistros podem compensar-se mutuamente, gerando uma menor necessidade de aportes
de capital no momento da andlise. Desta maneira, verificou-se que as estruturas de dependéncia
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multivariadas provocam alteracdes importantes na relacdo entre a probabilidade de ruina e o nivel
de capital inicial necessdrio para manter a suficiéncia operacional da entidade. Conclui-se que
metodologia proposta é capaz de detectar essas variagdes, possibilitando dimensionar o capital
de solvéncia instantaneamente ¢ de modo mais realista, de acordo com as suas caracteristicas
martingais.

A principal contribui¢do prética da metodologia é possibilitar alteracdes nos parametros con-
trolaveis pela seguradora que definirdo suas tendéncias futuras, compartilhando as responsabili-
dades dos segurados ou dos sécios ao escolher entre, respectivamente, redimensionar as taxas de
carregamento ou realizar aportes instantaneos de capital de solvéncia. Em cada escolha ha vanta-
gens e desvantagens: aumentar o valor da taxa de carregamento sobre os prémios poderia trazer
mais receitas para a companhia, mas tornaria o seguro mais caro e poderia diminuir a quantidade
de agentes segurados. Por outro lado, aumentar o capital de solvéncia torni-la-ia menos propensa
a incorrer em ruina, mas aumentaria o custo de oportunidade de sua operacao.

Para garantir um minimo de responsabilidades das entidades, o acordo Solvéncia II fornece um
arcabouco regulamentar para uma gestao prudencial de entidades securitdrias na Unido Europeia e
cuja abordagem estd sendo adotada pelo Estado brasileiro, nas figuras do CNSP e da SUSEP, res-
pectivamente os 6rgaos normatizados e fiscalizador. Em seu Pilar de nimero 1, o objetivo principal
¢é definir os niveis de capital a empresa terd de alocar em seu patrimdomio liquido contdbil de modo
a conseguir arcar com diversos compromissos assumidos com o0s riscos inerentes ao negdcio, em
especial o de subscrigdo.

Neste trabalho, dois requerimentos de capital foram considerados: para o atendimento do
Acordo Solvency II e para a melhor classificacdao de risco ("AAA"), segundo as agéncias de ra-
ting, que sao relevantes agentes de mercado que fornecem alguma credibilidade a satde financeira
de empresas. Os resultados mostraram que utilizar uma estrutura multivariada via modelo VAR
possibilita reduzir o nivel do capital de solvéncia quando comparado ao tratamento nio-adaptativo
do fluxo de prémios ao dos sinistros. Além desta contribuicdo, evidenciou-se que a mera extra¢ao
inversa do capital a partir da curva estimada (como se faz usualmente pela medida VaR) pode
nao refletir adequadamente o risco incorrido da seguradora devido a incerteza que o estimador da
probabilidade de ruina possui. Assim, foi possivel dimensionar o custo adicional pelo desconhe-
cimento do verdadeiro valor da probabilidade de ruina, por meio de um teste de hipdteses, que se
mostra uma maneira mais completa por levar em consideragdo tanto as estimativas do funcional
como o seu desvio-padrao.

Destaca-se a impossibilidade de modelar situacdes de catdstrofes exégenas em qualquer quan-
tidade considerada aleatdria neste trabalho, uma vez que sao intimeras as razdes que podem alterar
de modo repentido o comportamento observado na trajetoria observada pelo analista, sejam elas
objetivas, como a ocorréncia de catdstrofes naturais ou mesmo cancelamentos de apdlices (ou
quaisquer outras quebras contratuais) € mudanga no perfil de sinistralidade, ou subjetivas, como
mudancas de politicas implementadas na companhia (como expansio da carteira). Qualquer que
seja a causa, esta poderia considerada uma caracteristica oculta para o tomador de decisao e, por-
tanto, € preciso ter cautela ao realizar inferéncias e tomadas de decisao sobre a validade ad eternum
dos resultados obtidos, sendo estas as principais limitacdes deste trabalho.

5.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Como sugestdo para pesquisas futuras estd o tratamento da estrutura de dependéncia entre as
séries de prémios e sinistros, atualmente consideradas lineares. Este tratamento poderd propor-
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cionar a inclusdo de estruturas ndo lineares por meio de copulas multivariadas e, especialmente,
incluir coeficientes do modelo VAR (ou mesmo das cépulas) variando no tempo, a fim de capturar
o efeito de mudangas de regime, o que pode tornar a metodologia ainda mais proxima da reali-
dade. Os resultados deste trabalho também sugerem que a incorporacdo de uma estrutura GARCH
(inclusive a sua versdo multivariada) pode refinar os resultados de modo a tornar mais precisa a
estimacao da volatilidade do processo.

Tanto do ponto de vista tedrico quanto aplicado, a abordagem metodolégica de Vidmar [2016],
que propde uma estrutura de dependéncia estocdstica entre os processos de Poisson Compos-
tos, parece ser o caminho futuro dessa teoria em tempo continuo. Embora ainda seja um traba-
lho preliminar de estimacdo pontual da probabilidade de ruina, os resultados ali contidos podem
ser expandidos no contexto da teoria estatistica de testes de hipdteses. Outra vertente que esta
se consolidando € a conjungdo entre o processo atuarial com a teoria de finangas estocdsticas
(Yang e Konstantinides [2015] e Liu e Wang [2016]).

Ademais, convém para o futuro estudos incorporando outros desenhos de gerenciamento de
risco para seguradoras, como o resseguro, pois trata-se de um recurso que também possui a finali-
dade de minimizar a probabilidade da seguradora de entrar em estado de insolvéncia. Deste modo,
¢ interessante para uma entidade que possua um grande excedente de recursos ser capaz de deter-
minar qual € o nivel 6timo de retengdo de riscos que minimize este parametro, de sorte que seja
possivel redimensionar a menor o capital de solvéncia, gerando menores custos de oportunidade.
Por outro lado, caso o segurador detenha uma pequena disponibilidade de recursos (em geral, sdo
aquelas entidades mais expostas a ruina), o resseguro 6timo pode garantir melhor a distribuicao de
riscos que a companhia pode assumir, reduzindo sua probabilidade de ruina no futuro.

Finalmente, também € possivel pensar em diferentes abordagens para a execugdo do teste de
hipdteses: um tratamento bayesiano pode ser adotado, incorporando opinides de gestores experien-
tes a respeito das condi¢Oes da realidade econdmico-financeira do mercado, bem como percepgoes
acerca de fendmenos geradores de sinistros e seus agravantes. E também na inclusdo de um con-
junto mais amplo de premissas que possam aproximar ainda mais o modelo da realidade, tais
como a marcacgao a valores justos dos ativos garantidores das provisdes e reservas técnicas, além
do efeito de choques nas premissas para medir a sensibilidade dos resultados.



Apéndice A

Simulacao de multiplas séries temporais
com estrutura VAR

Para simular multiplas séries temporais de dimensao K e tamanho 7', Liitkepohl [2005] sugere
que primeiro € preciso gerar uma série de vetores de ruidos aleatdrios u_g, ..., ug, uy,...,ur. Caso
esses ruidos possuam distribui¢do Normal, isto é, u; ~ N(0,%,), pode-se escolher K varidveis
univariadas independentes de distribui¢ao N(0,1) vy, ..., v e multiplicar por uma matriz Px g, de
modo que PP =%, de modo que:

Vi
l/l[:P

VK

Esse processo € repetido T + s+ 1 vezes até que se tenha a séries de ruidos aleadrios. A mai-
oria dos softwares estatisticos e planilhas eletronicas possuem métodos de geracdo de varidveis
(pseudo) aleatdrias normais, incluindo outras distribui¢des, que podem ser usados de modo simi-
lar para obter outros tipos de processos.

Para um dado conjunto de parimetros v,Aj,...,A,, em que v é uma matriz (K x 1) e A;
sdo matrizes (K x K), e um dado conjunto de valores iniciais y_,1,...,yo, 0 vetor de ruidos u;
pode ser utilizado para simular um sistema multivariado de séries temporais yy,...,yr com uma
estrutura VAR(p) recursivamente da seguinte maneira:

Vi=V+Ay1+... +Ath—p + Uy,

iniciando em t = 1, t = 2, e assim por diante, até ¢+ = T. Ha diferentes maneiras de se obter os
valores iniciais. Admitindo que o sistema € estdvel, pode ser ajustado a zero ou a média do processo
w=L—A —... —Ap)*lv. Pelo fato de a escolha dos valores iniciais terem algum impacto
na geracdo das séries temporais, uma quantidade de valores pré-amostrados y;, t = —s,...,0 é
geralmente gerada e descartada nas andlises subsequentes.

Uma maneira possivel de garantir a mesma estrutura de dependéncia para os valores iniciais e
para todos os demais periodos € determinar a matriz de convariancias Xy de p consecutivos vetores
v;. Esta matriz Xy pode ser obtida da seguinte maneira:
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vec(Zy) = (I(xp2 —A @A) vec(Zy),

em que:

Al Ay ... A, A, 5 0 0

Ix O 0 0 0 0 0
A=1| 0 Ix 0 0 e Yy= ’ ,

0 0 Kk 0 0 0 ... 0

de modo que tanto A como Xy sejam matrizes de ordem (Kp x K p). Assim, uma matriz Q, também
de dimensdo (Kp x Kp), é escolhida tal que QQ = Xy e os p valores iniciais sdo obtidos por:

Yo V] u
Y—p+1 VKp u

em que os valores v; sdo varidveis independentes com média zero e variancia 1.
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Apéndice B

Tabelas originais dos dados simulados da
com prémios constantes e sinistros com
distribuicao conhecida

Tabela B.1: Estatisticas do estimador proposto das probabilidades de ruina para o caso Poisson-
Exponencial, em funcdo do capital inicial Uy, com 6 = 0,2.

Uy Probabilidade Exata Viés EQM

0 0,83333 0,00062  0,00023
1000 0,70540 0,00017  0,00021
2000 0,59711 0,00096  0,00017
3000 0,50544 -0,00027  0,00015
4000 0,42785 - 0,00059 0,00013
5000 0,36217 0,00074  0,00018
6000 0,30657 0,00043  0,00014
7000 0,25950 -0,00083  0,00013
8000 0,21966 0,00019  0,00010
9000 0,18594 0,00030  0,00007
10000 0,15740 -0,00053 0,00014
11000 0,13323 0,00001  0,00010
12000 0,11278 -0,00044  0,00009
13000 0,09547 -0,00052  0,00006
14000 0,08081 0,00044  0,00005
15000 0,06840 0,00044  0,00011
16000 0,05790 -0,00013  0,00008
17000 0,04901 0,00013  0,00006
18000 0,04149 0,00046  0,00004
19000 0,03512 0,00046  0,00004

20000 0,02973 - 0,00047  0,00008
21000 0,02516 - 0,00058  0,00006
22000 0,02130 - 0,00050 0,00004
23000 0,01803 -0,00019  0,00004
24000 0,01526 0,00005  0,00003
25000 0,01292 0,00002  0,00006
26000 0,01094 0,00011  0,00005
27000 0,00926 0,00016  0,00004
28000 0,00784 0,00009  0,00003
29000 0,00663 0,00022  0,00003

30000 0,00561 0,00018  0,00004
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Tabela B.2: Estatisticas do estimador proposto das probabilidades de ruina para o caso Poisson-
Exponencial, em funcdo do capital inicial Uy, com 6 =0, 8.

Uy Probabilidade Exata Viés EQM

0 0,55556 0,00028  0,000247
1000 0,35621 0,00012  0,000229
2000 0,22840 -0,00028 0,000176
3000 0,14644 -0,00025 0,000125
4000 0,09390 -0,00018 0,000085
5000 0,06020 0,00016  0,000057
6000 0,03860 -0,00004 0,000037
7000 0,02475 0,00001  0,000024
8000 0,01587 -0,00019 0,000016
9000 0,01018 -0,00019  0,000010
10000 0,00652 0,00001  0,000006
11000 0,00418 -0,00001 0,000004
12000 0,00268 - 0,00006 0,000003
13000 0,00172 0,00011  0,000002
14000 0,00110 0,00002  0,000001

15000 0,00071 0,00004  0,000001
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Tabela B.3: Estatisticas do estimador proposto das probabilidades de ruina para o caso Poisson-Normal,
em fungdo do capital inicial Uy, com 8 = 0,1 e Y= 0,00019998.

Uy Limite Superior Probabilidade via caso Paramétrico Viés EQM

0 1,00000 0,91146 -0,00268 0,00023
1000 0,81875 0,77450 0,00636  0,00021
2000 0,67035 0,64888 -0,00779  0,00017
3000 0,54884 0,53422 0,00334  0,00015
4000 0,44936 0,43890 0,00561  0,00013
5000 0,36792 0,36768 -0,00205 0,00018
6000 0,30123 0,29528 -0,00585 0,00014
7000 0,24663 0,23154 0,00348  0,00013
8000 0,20193 0,20040 -0,00308 0,00010
9000 0,16533 0,16404 -0,00418 0,00007
10000 0,13536 0,13232 -0,00334 0,00014
11000 0,11083 0,10820 -0,00217 0,00010
12000 0,09074 0,09044 - 0,00357 0,00009
13000 0,07429 0,07386 - 0,00209  0,00006
14000 0,06083 0,06076 -0,00100 0,00005
15000 0,04980 0,04658 0,00171  0,00011
16000 0,04078 0,04074 -0,00021  0,00008
17000 0,03338 0,03329 -0,00126  0,00006
18000 0,02733 0,02100 0,00014  0,00004
19000 0,02238 0,02206 0,00018  0,00004
20000 0,01832 0,01140 -0,00131  0,00008
21000 0,01500 0,01420 0,00090  0,00006
22000 0,01228 0,01150 0,00042  0,00004
23000 0,01006 0,01000 0,00000  0,00004
24000 0,00823 0,00802 -0,00084 0,00003
25000 0,00674 0,00642 -0,00042  0,00006
26000 0,00552 0,00536 - 0,00073  0,00005
27000 0,00452 0,00449 -0,00097  0,00004
28000 0,00370 0,00368 -0,00057  0,00003
29000 0,00303 0,00301 - 0,00090 0,00003

30000 0,00248 0,00238 -0,00044  0,00004
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Tabela B.4: Estatisticas do estimador proposto das probabilidades de ruina para o caso Poisson-Normal,
em fungdo do capital inicial Uy, com 8 = 0,2 e Y= 0,00039996.

Uy Limite Superior Probabilidade via caso Paramétrico Viés EQM

0 1,00000 0,66998 -0,002607 0,00643
1000 0,67035 0,35264 -0,000970  0,00203
2000 0,44936 0,16488 0,000033  0,00535
3000 0,30123 0,07796 0,000424  0,00284
4000 0,20193 0,03644 0,000537  0,00330
5000 0,13536 0,01728 -0,001231 0,00165
6000 0,09074 0,00806 0,000244  0,00090
7000 0,06083 0,00324 -0,000417  0,00072
8000 0,04078 0,00198 -0,000094 0,00051
9000 0,02733 0,00066 0,000070  0,00027
10000 0,01832 0,00025 - 0,000076  0,00389
11000 0,01228 0,00014 - 0,000057 0,00011
12000 0,00823 0,00010 0,000040  0,00012
13000 0,00552 0,00008 - 0,000038  0,00006
14000 0,00370 0,00002 - 0,000003  0,00004
15000 0,00248 - - -
16000 0,00166 - - -
17000 0,00111 - - -
18000 0,00075 - - -
19000 0,00050 - - -
20000 0,00034 - - -
21000 0,00023 - - -
22000 0,00015 - - -
23000 0,00010 - - -
24000 0,00007 - - -
25000 0,00005 - - -
26000 0,00003 - - -
27000 0,00002 - - -
28000 0,00001 - - -
29000 0,00001 - - -
30000 0,00001 - - -




Apéndice C

Tabelas originais dos dados simulados de
um modelo VAR(1) com parametros
controlados

Tabela C.1: Estimativas das probabilidades de ruina, em fun¢do do capital inicial Uy, com ¢; = {0;1} e
diferentes valores fixados de pardmetros @12 e 93 do modelo VAR(1) simulado.
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012
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0
0
0

0
0,3
0

0
0
0,3

0
0,3
0,3

0
0,6
0

0
0
0,6

0
0,6
0,6

0
0.9
0

0
0
0.9

0
0,9
0.9

1
0
0

RS -
R$ 100
R$ 500

R$ 1.000
R$ 2.000
R$ 3.000
R$ 5.000
R$ 7.000
R$ 10.000
R$ 13.000
R$ 15.000
R$ 20.000
R$ 25.000
R$ 30.000
R$ 35.000
R$ 40.000
R$ 45.000
R$ 50.000
R$ 55.000

0,9406
0,9362
0,9182
0,8925
0,8396
0,7863
0,6823
0,5825
0,4601
0,3447
0,2794
0,1552
0,0847
0,0376
0,0174
0,0066
0,0025
0,0008
0,0002

0,9416
0,9378
0,9189
0,8957
0,8408
0,7840
0,6868
0,5875
0,4622
0,3544
0,2877
0,1663
0,0856
0,0412
0,0183
0,0069
0,0025
0,0010
0,0003

0,9413
0,9367
0,9203
0,8956
0,8419
0,7905
0,6870
0,5877
0,4662
0,3546
0,2889
0,1669
0,0867
0,0418
0,0185
0,0070
0,0026
0,0011
0,0004

0,9403
0,9368
0,9189
0,8925
0,8354
0,7830
0,6827
0,5841
0,4552
0,3443
0,2851
0,1598
0,0845
0,0389
0,0165
0,0066
0,0024
0,0008
0,0002

0,9412
0,9373
0,9182
0,8932
0,8406
0,7791
0,6807
0,5858
0,4594
0,3516
0,2841
0,1528
0,0819
0,0405
0,0113
0,0052
0,0024
0,0009
0,0002

0,9409
0,9361
0,9198
0,8950
0,8424
0,7911
0,6908
0,5906
0,4640
0,3616
0,3007
0,1751
0,0932
0,0471
0,0223
0,0094
0,0037
0,0012
0,0004

0,9414
0,9367
0,9168
0,8921
0,8364
0,7837
0,6801
0,5788
0,4521
0,3457
0,2812
0,1551
0,0836
0,0410
0,0170
0,0071
0,0026
0,0008
0,0002

0,9411
0,9379
09115
0,8861
0,8379
0,7658
0,6742
0,5773
0,4480
0,3417
0,2721
0,1477
0,0792
0,0374
0,0081
0,0031
0,0020
0,0008
0,0001

0,9415
0,9373
0,9202
0,8958
0,8451
0,7998
0,7019
0,6118
0,4899
0,3847
0,3237
0,1956
0,1085
0,0572
0,0276
0,0124
0,0053
0,0021
0,0007

0,9418
0,9345
0,9176
0,8998
0,8367
0,7861
0,6811
0,5811
0,4577
0,3485
0,2864
0,1619
0,0856
0,0419
0,0197
0,0075
0,0028
0,0010
0,0003

0,5193
0,5169
0,5118
0,5110
0,5106
0,5104
0,5100
0,5080
0,5011
0,5009
0,5001
0,5000
0,4991
0,4984
0,4975
0,4956
0,4928
0,4918
0,4904

93
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Tabela C.2: Estimativas das probabilidades de ruina, em fungdo do capital inicial Uy, com ¢;; = {0;0,3} e
diferentes valores fixados de pardmetros ¢1» e 943 do modelo VAR(1) simulado.

Oii
012
043

0
0
0

0,3
0
0

0,3
0,3
0

0,3
0
0,3

0,3
0,3
0,3

0,3
0,6
0

0,3
0
0,6

0,3
0,6
0,6

0,3
0,9
0

0,3
0
0,9

0,3
0,9
0,9

RS -
R$ 100
R$ 500

R$ 1.000
R$ 2.000
R$ 3.000
R$ 5.000
R$ 7.000
R$ 10.000
R$ 13.000
R$ 15.000
R$ 20.000
R$ 25.000
R$ 30.000
R$ 35.000
R$ 40.000
R$ 45.000
R$ 50.000
R$ 55.000

0,9406
0,9362
0,9182
0,8925
0,8396
0,7863
0,6823
0,5825
0,4601
0,3447
0,2794
0,1552
0,0847
0,0376
0,0174
0,0066
0,0025
0,0008
0,0002

0,9374
0,9338
0,9148
0,8887
0,8330
0,7831
0,6782
0,5785
0,4517
0,3589
0,2915
0,1672
0,0918
0,0446
0,0199
0,0086
0,0032
0,0010
0,0004

0,9379
0,9346
0,9124
0,8927
0,8393
0,7842
0,6793
0,5938
0,4638
0,3542
0,2915
0,1663
0,0968
0,0496
0,0205
0,0092
0,0037
0,0014
0,0004

0,9376
0,9321
0,9122
0,8920
0,8350
0,7809
0,6807
0,6011
0,4791
0,3600
0,2990
0,1725
0,1058
0,0565
0,0328
0,0101
0,0046
0,0015
0,0004

0,9359
0,9300
0,9142
0,8890
0,8359
0,7755
0,6845
0,6052
0,4748
0,3521
0,3005
0,1670
0,1024
0,0563
0,0318
0,0109
0,0045
0,0015
0,0004

0,9378
0,9346
0,9119
0,8902
0,8273
0,7834
0,6880
0,5991
0,4827
0,3726
0,3142
0,1910
0,1061
0,0563
0,0291
0,0123
0,0051
0,0021
0,0007

0,9435
0,9329
0,9143
0,8990
0,8461
0,8057
0,6915
0,6071
0,4921
0,3827
0,3293
0,2021
0,1120
0,0659
0,0390
0,0228
0,0160
0,0022
0,0008

0,9313
0,9274
0,9091
0,8823
0,8271
0,7781
0,6758
0,6055
0,4804
0,3776
0,3199
0,1960
0,1114
0,0597
0,0368
0,0215
0,0149
0,0022
0,0007

0,9366
0,9273
0,9156
0,8919
0,8398
0,7895
0,7024
0,6129
0,4937
0,3950
0,3390
0,2136
0,1266
0,0740
0,0388
0,0185
0,0079
0,0042
0,0016

0,9431
0,9280
0,9161
0,8880
0,8409
0,7911
0,7114
0,6298
0,5065
0,4104
0,3581
0,2373
0,1410
0,0906
0,0595
0,0395
0,0110
0,0067
0,0017

0,9316
0,9264
0,9195
0,8826
0,8412
0,7891
0,7040
0,6201
0,4984
0,4047
0,3442
0,2201
0,1399
0,0851
0,0428
0,0249
0,0106
0,0053
0,0017

Tabela C.3: Estimativas das probabilidades de ruina, em fungdo do capital inicial Uy, com ¢;; = {0;0,6} e
diferentes valores fixados de pardmetros @12 e 943 do modelo VAR(1) simulado.

Oii
012
043

0
0
0

0,6
0
0

0,6
0,3
0

0,6
0
0,3

0,6
0,3
0,3

0,6
0,6
0

0,6
0
0,6

0,6
0,6
0,6

0,6
0,9
0

0,6
0
0.9

0,6
0,9
0,9

RS -
R$ 100
R$ 500

R$ 1.000
R$ 2.000
R$ 3.000
R$ 5.000
R$ 7.000
R$ 10.000
R$ 13.000
R$ 15.000
R$ 20.000
R$ 25.000
R$ 30.000
R$ 35.000
R$ 40.000
R$ 45.000
R$ 50.000
R$ 55.000

0,9406
0,9362
0,9182
0,8925
0,8396
0,7863
0,6823
0,5825
0,4601
0,3447
0,2794
0,1552
0,0847
0,0376
0,0174
0,0066
0,0025
0,0008
0,0002

0,9159
0,9131
0,8940
0,8706
0,8246
0,7626
0,6645
0,5839
0,4668
0,3770
0,3196
0,2076
0,1210
0,0697
0,0394
0,0196
0,0096
0,0039
0,0015

0,9107
0,9088
0,8891
0,8580
0,8140
0,7637
0,6814
0,5896
0,4556
0,3679
0,2937
0,1802
0,1008
0,0556
0,0264
0,0129
0,0084
0,0025
0,0009

0,9198
0,9169
0,8805
0,8627
0,8178
0,7499
0,6802
0,5826
0,4848
0,3782
0,3382
0,2293
0,1458
0,0859
0,0539
0,0262
0,0158
0,0057
0,0035

0,8930
0,8901
0,8715
0,8427
0,7827
0,7395
0,6556
0,5834
0,4875
0,3910
0,3348
0,2315
0,1360
0,0828
0,0522
0,0281
0,0140
0,0085
0,0038

0,8843
0,8780
0,8596
0,8311
0,7870
0,7308
0,6555
0,5534
0,4204
0,3262
0,2517
0,1680
0,0873
0,0327
0,0165
0,0050
0,0031
0,0009
0,0007

0,8824
0,8811
0,8591
0,8223
0,7906
0,7500
0,6832
0,5981
0,5122
0,4436
0,4023
0,2706
0,1816
0,1304
0,0771
0,0543
0,0403
0,0152
0,0087

0,8441
0,8348
0,8036
0,8011
0,7501
0,7193
0,6576
0,5849
0,4972
0,4290
0,3885
0,2670
0,2087
0,1474
0,0868
0,0706
0,0405
0,0285
0,0184

0,8519
0,8408
0,8240
0,8146
0,7699
0,7099
0,6370
0,5233
0,3901
0,2880
0,2286
0,1281
0,0698
0,0170
0,0071
0,0039
0,0016
0,0005
0,0003

0,8964
0,8944
0,8691
0,8313
0,8084
0,7641
0,6876
0,6177
0,5422
0,4980
0,4545
0,3535
0,2853
0,2299
0,1782
0,1534
0,1195
0,0584
0,0311

0,8000
0,7864
0,7880
0,7435
0,7277
0,6849
0,6620
0,5860
0,5284
0,4822
0,4309
0,3298
0,2573
0,2035
0,1586
0,1201
0,0757
0,0347
0,0226
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Tabela C.4: Estimativas das probabilidades de ruina, em fungdo do capital inicial Uy, com ¢;; = {0;0,9} e
diferentes valores fixados de pardmetros ¢1» e 943 do modelo VAR(1) simulado.

Oii
012
043

0
0
0

0,9
0
0

0,9
0,3
0

0,9
0
0,3

0,9
0,3
0,3

0,9
0,6
0

0,9
0
0,6

0,9
0,6
0,6

0,9
0,9
0

0,9
0
0,9

0,9
0,9
0,9

RS -
R$ 100
R$ 500

R$ 1.000
R$ 2.000
R$ 3.000
R$ 5.000
R$ 7.000
R$ 10.000
R$ 13.000
R$ 15.000
R$ 20.000
R$ 25.000
R$ 30.000
R$ 35.000
R$ 40.000
R$ 45.000
R$ 50.000
R$ 55.000

0,9406
0,9362
0,9182
0,8925
0,8396
0,7863
0,6823
0,5825
0,4601
0,3447
0,2794
0,1552
0,0847
0,0376
0,0174
0,0066
0,0025
0,0008
0,0002

0,7416
0,7260
0,7117
0,6701
0,6570
0,6532
0,5877
0,5854
0,5321
0,4918
0,4776
04212
0,3804
0,3358
0,2845
0,2430
0,2146
0,1440
0,1256

0,7675
0,7563
0,7386
0,6960
0,6768
0,6575
0,5826
0,5612
0,4431
0,3510
0,3016
0,2492
0,1562
0,1137
0,0834
0,0515
0,0104
0,0073
0,0016

0,7873
0,7787
0,7559
0,7124
0,6957
0,6804
0,6103
0,5990
0,5471
0,5226
0,5048
0,4541
0,4223
0,3744
0,3414
0,3093
0,2722
0,2338
0,2118

0,7353
0,7147
0,7057
0,6794
0,6637
0,6615
0,5883
0,5804
0,5464
0,5050
0,4801
0,4318
0,3995
0,3518
0,3100
0,2882
0,2417
0,2011
0,1930

0,7487
0,7386
0,7277
0,6627
0,6582
0,6347
0,5719
0,5427
0,4167
0,3267
0,2779
0,1669
0,0746
0,0312
0,0245
0,0123
0,0185
0,0093
0,0079

0,8129
0,7964
0,7822
0,7416
0,7340
0,7333
0,6656
0,6339
0,5826
0,5308
0,5216
0,4839
0,4586
0,4095
0,3721
0,3435
0,3112
0,2798
0,2445

0,7176
0,6969
0,6923
0,6710
0,6652
0,6685
0,5944
0,5871
0,5591
0,5182
0,4977
0,4468
0,4042
0,3706
0,3336
0,3027
0,2681
0,2288
0,2144

0,7018
0,6907
0,6804
0,6375
0,6238
0,6038
0,5392
0,5187
0,3887
0,2923
0,2306
0,1132
0,0585
0,0129
0,0071
0,0024
0,0020
0,0001
0,0001

0,8546
0,8300
0,8175
0,7746
0,7678
0,7665
0,6974
0,6765
0,6345
0,5951
0,5884
0,5554
0,5313
0,4793
0,4413
0,4060
0,3630
0,3227
0,2874

0,6935
0,6729
0,6716
0,6508
0,6494
0,6411
0,5879
0,5760
0,5593
0,5203
0,5045
0,4524
0,4165
0,3814
0,3409
0,3106
0,2794
0,2493
0,2313

Tabela C.5: Erros-padrées estimados para as estimativas das probabilidades de ruina, em fungdo do ca-
pital inicial Uy, com ¢;; = {0;1} e diferentes valores fixados de pardmetros @13 e @s3 do modelo VAR(1)

simulado.

Oii
012
043

0
0
0

0
0,3
0

0
0
0,3

0
0,3
0,3

0
0,6
0

0
0
0,6

0
0,6
0,6

0
0,9
0

0
0
0,9

0
0,9
0,9

1
0
0

R$ -
R$ 100
R$ 500

R$ 1.000
R$ 2.000
R$ 3.000
R$ 5.000
R$ 7.000
R$ 10.000
R$ 13.000
R$ 15.000
R$ 20.000
R$ 25.000
R$ 30.000
R$ 35.000
R$ 40.000
R$ 45.000
R$ 50.000
R$ 55.000

0,0075
0,0077
0,0087
0,0098
0,0116
0,0130
0,0147
0,0156
0,0158
0,0150
0,0142
0,0115
0,0088
0,0060
0,0041
0,0026
0,0016
0,0009
0,0004

0,0074
0,0076
0,0086
0,0097
0,0116
0,0130
0,0147
0,0156
0,0158
0,0151
0,0143
0,0118
0,0088
0,0063
0,0042
0,0026
0,0016
0,0010
0,0005

0,0074
0,0077
0,0086
0,0097
0,0115
0,0129
0,0147
0,0156
0,0158
0,0150
0,0143
0,0117
0,0088
0,0063
0,0040
0,0026
0,0016
0,0009
0,0005

0,0075
0,0077
0,0086
0,0098
0,0117
0,0130
0,0147
0,0156
0,0157
0,0150
0,0143
0,0116
0,0088
0,0061
0,0040
0,0026
0,0015
0,0009
0,0005

0,0074
0,0077
0,0086
0,0098
0,0115
0,0129
0,0146
0,0155
0,0158
0,0152
0,0145
0,0120
0,0091
0,0068
0,0046
0,0030
0,0018
0,0011
0,0006

0,0075
0,0077
0,0086
0,0097
0,0115
0,0129
0,0146
0,0155
0,0158
0,0152
0,0145
0,0120
0,0092
0,0067
0,0047
0,0030
0,0019
0,0011
0,0006

0,0074
0,0077
0,0087
0,0098
0,0117
0,0130
0,0147
0,0156
0,0157
0,0150
0,0142
0,0114
0,0088
0,0063
0,0041
0,0027
0,0016
0,0009
0,0005

0,0074
0,0077
0,0085
0,0097
0,0114
0,0127
0,0144
0,0154
0,0158
0,0154
0,0148
0,0126
0,0099
0,0074
0,0052
0,0036
0,0022
0,0014
0,0009

0,0074
0,0077
0,0086
0,0097
0,0114
0,0127
0,0145
0,0154
0,0158
0,0154
0,0148
0,0125
0,0098
0,0073
0,0052
0,0035
0,0023
0,0014
0,0008

0,0075
0,0078
0,0087
0,0099
0,0117
0,0130
0,0147
0,0156
0,0158
0,0151
0,0143
0,0116
0,0088
0,0063
0,0044
0,0027
0,0017
0,0010
0,0005

0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
0,0158
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Tabela C.6: Erros-padrées estimados para as estimativas das probabilidades de ruina, em fungdo do ca-
pital inicial Uy, com ¢; = {0;0,3} e diferentes valores fixados de pardmetros ¢, e 943 do modelo VAR(1)

simulado.

Oii
012
043

0
0
0

0,3
0
0

0,3
0,3
0

0,3
0
0,3

0,3
0,3
0,3

0,3
0,6
0

0,3
0
0,6

0,3
0,6
0,6

0,3
0,9
0

0,3
0
0,9

0,3
0,9
0,9

R$ -
R$ 100
R$ 500

R$ 1.000
R$ 2.000
R$ 3.000
R$ 5.000
R$ 7.000
R$ 10.000
R$ 13.000
R$ 15.000
R$ 20.000
R$ 25.000
R$ 30.000
R$ 35.000
R$ 40.000
R$ 45.000
R$ 50.000
R$ 55.000

0,0075
0,0077
0,0087
0,0098
0,0116
0,0130
0,0147
0,0156
0,0158
0,0150
0,0142
0,0115
0,0088
0,0060
0,0041
0,0026
0,0016
0,0009
0,0004

0,0077
0,0079
0,0088
0,0099
0,0118
0,0130
0,0148
0,0156
0,0157
0,0152
0,0144
0,0118
0,0091
0,0065
0,0044
0,0029
0,0018
0,0010
0,0006

0,0076
0,0078
0,0089
0,0098
0,0116
0,0130
0,0148
0,0155
0,0158
0,0151
0,0144
0,0118
0,0093
0,0069
0,0045
0,0030
0,0019
0,0012
0,0007

0,0075
0,0078
0,0089
0,0098
0,0117
0,0131
0,0147
0,0155
0,0158
0,0152
0,0143
0,0119
0,0093
0,0067
0,0047
0,0030
0,0019
0,0011
0,0006

0,0077
0,0081
0,0089
0,0099
0,0117
0,0132
0,0147
0,0156
0,0157
0,0151
0,0144
0,0118
0,0092
0,0066
0,0046
0,0030
0,0019
0,0011
0,0006

0,0076
0,0078
0,0090
0,0099
0,0117
0,0128
0,0147
0,0155
0,0158
0,0153
0,0147
0,0124
0,0097
0,0073
0,0053
0,0035
0,0022
0,0014
0,0008

0,0077
0,0079
0,0089
0,0099
0,0117
0,0130
0,0147
0,0155
0,0158
0,0153
0,0146
0,0125
0,0100
0,0073
0,0053
0,0036
0,0024
0,0014
0,0009

0,0080
0,0082
0,0091
0,0102
0,0120
0,0131
0,0148
0,0156
0,0158
0,0152
0,0145
0,0120
0,0095
0,0069
0,0051
0,0034
0,0022
0,0013
0,0008

0,0078
0,0082
0,0088
0,0098
0,0116
0,0129
0,0145
0,0154
0,0158
0,0155
0,0150
0,0130
0,0105
0,0083
0,0061
0,0043
0,0028
0,0020
0,0013

0,0079
0,0082
0,0090
0,0100
0,0116
0,0129
0,0145
0,0154
0,0158
0,0155
0,0150
0,0130
0,0107
0,0081
0,0062
0,0044
0,0031
0,0019
0,0012

0,0085
0,0088
0,0095
0,0105
0,0121
0,0133
0,0148
0,0156
0,0158
0,0152
0,0145
0,0124
0,0099
0,0078
0,0056
0,0038
0,0027
0,0018
0,0012

Tabela C.7: Erros-padrées estimados para as estimativas das probabilidades de ruina, em funcdo do ca-
pital inicial Uy, com ¢;; = {0;0,6} e diferentes valores fixados de pardmetros ¢, e P43 do modelo VAR(1)

simulado.

Oii
012
043

0
0
0

0,6
0
0

0,6
0,3
0

0,6
0
0,3

0,6
0,3
0,3

0,6
0,6
0

0,6
0
0,6

0,6
0,6
0,6

0,6
0,9
0

0,6
0
0,9

0,6
0,9
0,9

RS -
R$ 100
R$ 500

R$ 1.000
R$ 2.000
R$ 3.000
R$ 5.000
R$ 7.000
R$ 10.000
R$ 13.000
R$ 15.000
R$ 20.000
R$ 25.000
R$ 30.000
R$ 35.000
R$ 40.000
R$ 45.000
R$ 50.000
R$ 55.000

0,0075
0,0077
0,0087
0,0098
0,0116
0,0130
0,0147
0,0156
0,0158
0,0150
0,0142
0,0115
0,0088
0,0060
0,0041
0,0026
0,0016
0,0009
0,0004

0,0088
0,0089
0,0097
0,0106
0,0120
0,0135
0,0149
0,0156
0,0158
0,0153
0,0147
0,0128
0,0103
0,0081
0,0062
0,0044
0,0031
0,0020
0,0012

0,0090
0,0091
0,0099
0,0110
0,0123
0,0134
0,0147
0,0156
0,0158
0,0153
0,0149
0,0131
0,0107
0,0084
0,0067
0,0047
0,0038
0,0023
0,0018

0,0091
0,0092
0,0103
0,0109
0,0122
0,0137
0,0147
0,0156
0,0158
0,0153
0,0148
0,0131
0,0112
0,0089
0,0065
0,0051
0,0036
0,0024
0,0019

0,0098
0,0099
0,0106
0,0115
0,0130
0,0139
0,0150
0,0156
0,0158
0,0154
0,0149
0,0133
0,0108
0,0087
0,0070
0,0052
0,0037
0,0029
0,0019

0,0101
0,0104
0,0110
0,0118
0,0129
0,0135
0,0150
0,0155
0,0158
0,0155
0,0152
0,0137
0,0121
0,0104
0,0084
0,0069
0,0054
0,0038
0,0030

0,0102
0,0102
0,0110
0,0121
0,0129
0,0137
0,0147
0,0155
0,0158
0,0156
0,0152
0,0137
0,0122
0,0103
0,0083
0,0065
0,0054
0,0039
0,0028

0,0115
0,0117
0,0126
0,0126
0,0137
0,0142
0,0150
0,0156
0,0158
0,0157
0,0154
0,0140
0,0129
0,0112
0,0089
0,0081
0,0062
0,0053
0,0043

0,0112
0,0116
0,0120
0,0123
0,0133
0,0139
0,0148
0,0153
0,0158
0,0158
0,0155
0,0146
0,0131
0,0119
0,0099
0,0091
0,0075
0,0065
0,0050

0,0114
0,0115
0,0122
0,0124
0,0131
0,0141
0,0149
0,0154
0,0158
0,0158
0,0156
0,0147
0,0136
0,0119
0,0106
0,0092
0,0075
0,0061
0,0045

0,0126
0,0130
0,0129
0,0138
0,0141
0,0147
0,0150
0,0156
0,0158
0,0158
0,0157
0,0149
0,0138
0,0127
0,0116
0,0103
0,0084
0,0078
0,0068
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Tabela C.8: Erros-padrées estimados para as estimativas das probabilidades de ruina, em fungdo do ca-
pital inicial Uy, com ¢; = {0;0,9} e diferentes valores fixados de pardmetros @1, e 943 do modelo VAR(1)

simulado.

O;i 0 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9

012 0 0 0,3 0 0,3 0,6 0 0,6 09 0 0,9

013 0 0 0 0,3 0,3 0 0,6 0,6 0 0,9 0,9
RS - 0,0075 0,0138 0,0150 0,0152 0,0149 0,0152 0,0155 0,0151 0,0155 0,0154 0,0151
R$ 100 0,0077 0,0141 0,0154 0,0152 0,0149 0,0153 0,0155 0,0151 0,0155 0,0154 0,0152
R$ 500 0,0087 0,0143 0,0154 0,0153 0,0151 0,0154 0,0155 0,0152 0,0156 0,0155 0,0152
R$ 1.000 0,0098 0,0149 0,0154 0,0153 0,0152 0,0154 0,0155 0,0152 0,0156 0,0155 0,0152
R$2.000 0,0116 0,0150 0,0155 0,0154 0,0152 0,0155 0,0156 0,0153 0,0156 0,0156 0,0152
R$3.000 0,0130 0,0151 0,0156 0,0154 0,0153 0,0155 0,0156 0,0154 0,0156 0,0156 0,0153
R$5.000 0,0147 0,0156 0,0156 0,0156 0,0154 0,0157 0,0156 0,0155 0,0157 0,0156 0,0153
R$7.000 0,0156 0,0156 0,0157 0,0157 0,0155 0,0157 0,0156 0,0156 0,0157 0,0156 0,0153
R$ 10.000 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157 0,0156 0,0157 0,0157 0,0156 0,0157 0,0156 0,0154
R$ 13.000 0,0150 0,0158 0,0158 0,0157 0,0156 0,0157 0,0158 0,0156 0,0157 0,0157 0,0155
R$ 15.000 0,0142 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157 0,0158 0,0158 0,0156 0,0158 0,0157 0,0155
R$20.000 0,0115 0,0156 0,0158 0,0158 0,0157 0,0158 0,0158 0,0156 0,0158 0,0158 0,0155
R$25.000 0,0088 0,0154 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0156 0,0158 0,0158 0,0156
R$30.000 0,0060 0,0149 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157 0,0158 0,0158 0,0156
R$35.000 0,0041 0,0146 0,0158 0,0157 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157 0,0158 0,0158 0,0156
R$40.000 0,0026 0,0141 0,0157 0,0157 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157 0,0158 0,0158 0,0156
R$45.000 0,0016 0,0134 0,0157 0,0157 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157 0,0158 0,0158 0,0156
R$ 50.000 0,0009 0,0125 0,0157 0,0156 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157
R$ 55.000 0,0004 0,0123 0,0157 0,0156 0,0157 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0158 0,0157

Tabela C.9: P-valores estimados para a probabilidade de ruina a partir de dados simulados de um modelo
VAR(1), com ¢;; = {0; 1} e diferentes valores fixados de pardmetros @1 e §s3, em fungdo do capital inicial

Up.
Oii 0 0 0 0 0 0 0 0

d12 0 0,3 0 0,3 0,6 0 0,6 0,9 0,9

943 0 0 0,3 0,3 0 0,6 0,6 0 0,9 0,9
RS - 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 100 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 500 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 1.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 2.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 3.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 5.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 7.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 10.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 13.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 15.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 20.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$25.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000  <0,0001  1,0000
R$30.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000
R$35.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000
R$40.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000
R$45.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000
R$50.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000
R$ 55.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000
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Tabela C.10: P-valores estimados para a probabilidade de ruina a partir de dados simulados de um modelo
VAR(1), com ¢;; ={0;0,3} e diferentes valores fixados de pardmetros ¢\, e §s3, em fungdo do capital inicial
Uo.

i 0 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3
d12 0 0 0,3 0 0,3 0,6 0 0,6 0,9 0 0,9
043 0 0 0 0,3 0,3 0 0,6 0,6 0 0,9 0,9
RS - 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

R$ 100 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 500 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 1.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

R$ 2.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 3.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 5.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 7.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 10.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 13.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 15.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 20.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$25.000 <0,0001  <0,0001 0,0838 0,9942 0,8535 0,9904 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$30.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001
R$35.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001
R$40.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001
R$45.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001
R$50.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001
R$55.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001

Tabela C.11: P-valores estimados para a probabilidade de ruina a partir de dados simulados de um modelo
VAR(1), com ¢;; ={0;0,6} e diferentes valores fixados de pardmetros ¢\, e 943, em fungdo do capital inicial
Uo.

Oji 0 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6
d12 0 0 0,3 0 0,3 0,6 0 0,6 0,9 0 0,9
943 0 0 0 0,3 0,3 0 0,6 0,6 0 0,9 0,9
RS - 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

R$ 100 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

R$ 500 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 1.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 2.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 3.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 5.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 7.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 10.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 13.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 15.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
R$ 20.000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9987 1,0000 1,0000
R$25.000  <0,0001 1,0000 0,5621 1,0000 1,0000 0,0279 1,0000 1,0000  <0,0001 1,0000 1,0000
R$30.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 0,0002  <0,0001  <0,0001 1,0000 1,0000  <0,0001 1,0000 1,0000
R$35.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 0,0060  <0,0001 1,0000 1,0000
R$40.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000 0,9961
R$45.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 1,0000  <0,0001
R$50.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001
R$55.000 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001 <0,0001
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Tabela C.12: P-valores estimados para a probabilidade de ruina a partir de dados simulados de um modelo
VAR(1), com ¢;; ={0;0,9} e diferentes valores fixados de pardmetros ¢\, e §s3, em fungdo do capital inicial

Uo.

0ii 0 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0.9 0,9 0,9
012 0 0 0,3 0 0,3 0,6 0 0,6 0,9 0 0,9
043 0 0 0 0,3 0,3 0 0,6 0,6 0 0,9 0,9
RS - 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

R$ 100 1,0000  1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000
R$ 500 1,0000  1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000

R$1.000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000

R$2.000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000

R$3.000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000

R$5.000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000

R$7.000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000

R$10.000  1,0000  1,0000  1,0000  1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

R$13.000  1,0000  1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000

R$15.000  1,0000  1,0000  1,0000  1,0000 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

R$20.000  1,0000  1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  1,0000  1,0000 1,0000  0,8030  1,0000 1,0000

R$25.000 <0,0001 1,0000 0,9999  1,0000 1,0000 0,0506  1,0000 1,0000 0,003  1,0000 1,0000

R$30.000 <0,0001 1,0000 08163  1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000

R$35.000 <0,0001 1,0000 0,1387  1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000

R$40.000 <0,0001 1,0000 0,0007  1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000

R$45.000 <0,0001 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000

R$50.000 <0,0001 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000

R$55.000 <0,0001 0,9928 <0,0001  1,0000 1,0000 <0,0001 1,0000 1,0000 <0,0001  1,0000 1,0000
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